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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia e unicidade de solucao para a equacgao de

Airy em um dominio nao limitado, em dois problemas:

p

ug(z,t) + D3u(x,t) = 0 , em RT x (0,7);
D?u(0,t) + aDu(0,t) + fu(0,t) =0 , te (0,7T);
u(x,0) = u, € H3(RT);

u(z,t) — D3u(x,t) =0 , em RT x (0,7);
Du(0,t) + au(0,t) =0 , te(0,T);
D?u(0,t) — Bu(0,t) =0 , t€(0,T);
u(z,0) = u, € H*(RY),

\
onde os escalares a e (3 satisfazem certas condigoes.

Palavras chave: Airy, KdV-linear, Semi-discretizagao.
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Abstract

Here we investigate the existence and uniqueness of solutions for the Airy equation

in a unbounded domain for two problems:

;

ug(z,t) + D3u(x,t) =0 ,  RTx(0,7);
D?u(0,t) + aDu(0,t) + fu(0,t) =0 , t € (0,T);
u(x,0) = u, € H3(RT);

u(z,t) — D3u(z,t) =0 , RT x(0,7);
Du(0,t) + au(0,t) =0 , te(0,T);
D?*u(0,t) — Bu(0,t) =0 , te€(0,7T);
u(z,0) = u, € H¥(RT),

\

where the scalars a and  meet certain conditions.

Key words: Airy, KdV-linear, Semi-discretization.
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Introducao

Equagoes que modelam o movimento de ondas em meios dispersivos, lineares e nao-
lineares, tem suas raizes na descoberta de uma Onda Solitaria por John Scott Russel.
Por volta de 1834 ele observou ondas criadas na superficie da dgua em um canal, que
pareciam se propagar de forma constante e sem mudar de forma. Russel realizou varios

experimentos deste fenomeno que ele chamou de Ondas Solitarias.

Apés isto, outros Cientistas como George Airy e Stokes se interessaram pelo assunto
e véarias questoes ficaram sem respostas concretas, como por exemplo, ter uma propagacao
constante da onda de forma permanente sobre a superficie da agua, até o trabalho de
Boussinesq por volta de 1871.

Somente em 1895, surgiu o famoso artigo de dois cientistas holandeses, Korteweg e
de Vries, que relataram uma modelagem matematica essencial sobre as Ondas Solitarias
descobertas por Russel.

Podemos dizer que as equacoes de Boussinesq e KdV que descrevem os movimentos
de ondas, sao umas das mais familiares na qual os efeitos dispersivos estao presentes.

O seguinte sistema de equagoes

(S.B) u + [(1 4 au)w], — %wmx =0,

Uy + Wy + qww, — gwmt =0,

foi originado por Boussinesq, sua dedugao pode ser encontrada em [2] ou [3]. Fisicamente,
as variaveis u e w estao relacionadas a amplitude e comprimento de onda, respectivamente.
Afim de obter um modelo matemaéatico mais relevante em termos de a e # e a0 mesmo
tempo mantendo a propagacao em um unico sentido, considerou-se a seguinte mudanca

de variaveis,

w=1u+ oA+ (B,

onde

A = A(u, ug, uy, ...) € B = B(u, uz, uy, ...).
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Substituindo essas novas variaveis em (S.B.), efetuando os célculos, como pode ser
facilmente visto em ([3],Cap. 2), obtém-se duas equagdes que modelam a propagagao

unidimensional de ondas longas com pequena amplitude, a saber:

up + Uy + %auum + %uwm =0, KdVv
U + Uy + %auux — gum =0. BBM

A primeira das equacoes acima é a famosa equacao de KdV, que inicialmente foi

derivada por Boussinesq em 1871 e depois por KdV em 1895.
Para andlise matematica, é conveniente dispensar os termos « e (3 relacionados a
. Lo - . . . 3 1 .
amplitude méxima e comprimento de onda, respectivamente e os coeficientes 3 e 5. Assim,

podemos reescrever as equacoes de KAV e BBM como
g+ (14 w)ug + Uger =0, KdVv
g+ (14 u)uy — Uggy = 0 . BBM
H& muitos estudos sobre a equacao de KAV em varias formas. A ela foram dedicados
vérios problemas de valores iniciais e de fronteira, como os encontrados em [4, 5, 13, 18, 22].

Em [15] foi resolvido o seguinte problema de valores iniciais e de fronteira para uma

equacao generalizada de KAV num dominio limitado:
Uy + Uz + g(u)ul‘ + gl(t7 [E)Ux + 92(t7 ZE)U = f(t) .ZU) ) QT = (07 T) X (07 ]-)7
Uli—0 = Uo(T), Ulp—o = (), Ule=1 = Ua(t), Us|s=1 = us(t),

onde a fungao g satisfaz a seguinte restricao de crescimento
' (u)] <c¢, VueR, para algum ¢ > 0.

Um problema misto, com condigoes mais gerais na fronteira para a equagao de KdV, em
um dominio limitado foi considerado em [7]. Muitos estudos se concentraram na Equagao

Linearizada de KdV, ou simplesmente, Equacao de Airy:

Ut + Ugge = f(xvt)a

que constitui para nods, a parte principal da equagao de KdV.



Em [8] e [14] foram apresentados estudos sobre problemas de valores iniciais e de
fronteira para a equagao de Airy no dominio Qr = (0,7") x (0,1) com dados iniciais e de
fronteira como em (F).

O problema de Cauchy para uma equacao de tipo Airy:
U = (T, )Uppe , —00<x <00, 0<t <00
u(x,0) = f(x),
onde o coeficiente de dispersao pode variar com o espaco e o tempo, pode ser visto em
[10].
A equacao linearizada de KdV é bem conhecida e o presente trabalho é dedicado
ao estudo de problemas de valores iniciais e de fronteira, para duas formas simples da

equagao do tipo Airy, no dominio nao limitado R™ x (0,7, a saber:
ug(z,t) £ D*u(z,t) =0 em RT x (0,7T), (1)

onde T > 0, Rt = {z € R;z > 0} e D’ significa derivada a de ordem j com re-
speito a varidvel espacial x. Note que o dominio R™ x (0,7") é nao limitado e os sinais
diferentes que aparecem na equagao (1) influenciam de forma dréstica o caracter da
solucao. Por isso, dividiremos nosso estudo em dois casos, em cada qual, havera diferentes

condicgoes gerais na fronteira . A escolha de tais condicoes foi motivada pelas condicoes

de Lopatinskii, (Cap. 1, §1.6).

Nosso principal objetivo é mostrar a existéncia e unicidade de solucao para proble-
mas de valores iniciais e de fronteira associados a (1). Para isto, nossa abordagem levara
em conta dois casos separados e usaremos o método de semi-discretizagao. O motivo de tal
escolha é que posteriormente podemos chegar a equacao de KAV com as mesmas condigoes
de contorno, uma vez que a equagao de Airy é, em nosso caso, a equacao linearizada de
KdV.

Este trabalho esta dividido em dois capitulos. No Capitulo 1, ha trés secoes. Na
primeira delas fizemos uma breve revisao de algumas defini¢coes e resultados que serao
utilizados principalmente no Capitulo 2 e nas duas secoes restantes trabalhamos com Sis-

temas de Equacoes Diferenciais Lineares para chegar as Condicoes de Lopatinskii, as quais
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constituem fundamental importancia em nosso estudo. No Capitulo 2, demonstramos a
existéncia e unicidade de solucao regular generalizada para para problemas de valores
iniciais e de fronteira associados as equagoes do tipo Airy (1). Grande parte da teoria de-
senvolvida neste capitulo é originalmente deste trabalho e eventuais correcoes serao bem
aceitas para melhoria desta dissertacao. Por alguns momentos, seguimos uma linha de
raciocinio andlogo ao trabalho de G. Doronin e N. Larkin, ver [12], que estuda equagao

de Kawahara.



Capitulo 1

RESULTADOS AUXILIARES E A
CONDICAO DE LOPATINSKII.



1.1 Notacoes e Resultados Preliminares.

Vejamos incialmente, algumas defini¢oes e resultados auxiliares que aparecerao por
todo o texto, principalmente no Cap. 2. Faremos o uso de tais resultados constantemente
e suas demonstracoes podem ser encontradas em [1, 6, 9, 20, 23, 24] .

Seja 2 C R™ um aberto. Denotaremos por

C) ={p:Q—R; ¢ écontinua}

C>*(Q) = {p: Q2 — R ;p é infinitamente diferenciavel}.

Dada uma fungao u € C'(92), definimos o suporte de u como sendo

Supp(u) = {z € Q ; u(x) # 0}Q

Co(2) = {p € C(Q); Supp(p) C Q é compacto}
Ce(Q) ={p € C>*(Q); Supp(p) C Q é compacto}.
Dizemos que uma sucessao de fungoes {¢,} C C3°(2) converge para uma funcdo ¢ €
C52 () se, e somente se, existe um subconjunto compacto K C € tais que
(1) Supp(py) C K, Vv e Supp(p) C K,
(1i) D*p,—D%p ; uniformemente sobre K,V o € N”
com esta nogao de convergéncia, denotaremos C§°(€2) por D(2) e o chamaremos de espago

das funcoes testes.

Definicao 1.1.1. Um Espaco de Banach E ¢ um FEspaco Vetorial Normado Completo.
Quando a norma de E provém de um Produto Interno (p.i.), entiao dizemos que E € um

Espaco de Hilbert.

Definicao 1.1.2. Diz-se que uma fun¢ao u : £ — R é mensurdvel quando u € o limite

quase sempre (q.s.) de uma sucessao de fungoes escada.

Seja p € R tal que 1 < p < co. Denotamos por
LP(Q) ={u:Q — R ; u é mensuravel e/ lu(z)|Pdr < oo}.
Q
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Em LP(Q) hd uma identificacdo entre fungoes que diferem entre si, em pontos de
um conjunto de medida nula. Podemos definir uma norma em L?(€2), associando a cada

(classe de fungoes) funcdo u € LP(§2) o nimero real

1/p
MWFMwwﬁ.

Com isto, (LP(Q);]| - ||rr()) é um espaco de Banach para todos 1 < p < oc.

No caso particular p = 2, os espagos L?(Q2) sao espacos de Hilbert com p.i. dado por
(u,v) = / u(x)v(r)dr e norma ||ul[z2q) = \/(u,u). Logo, toda teoria construida para os
espacos dg Hilbert pode ser aplicada a L*(12).

Se p = oo, denotamos por
L>®(Q) ={u:Q — R ; u é mensurdvel e |u(z)] < A ¢.s. em Q}.

Neste caso, como |u(z)] < A g.s. em Q diz-se entdo que A é majorante essencial de w.
Seja A={AeR; |u(z)] <A qg.s. em Q} e definimos Supess|u| = infA. Podemos assim,

definir uma norma em L>(£2) associando cada u € L*°(§2) o nimero real
||| Lo () = Supess|ul,

e com isto o espago (L™(Q); || - ||re(q)) é um Espaco de Banach.

Seja agora 1 < p < oo e m € N. Representaremos por
WmP(Q) ={u e LP(Q); Due LP(Q), V0 <|al <m},

onde a derivada se dd no sentido das Distribuigoes. Para maiores detalhes sobre este

assunto, ver [9]. Nestes espacos podemos definir normas como segue

llymsey = 3 [ 10%u@Pds . se1<p<oo
la<m ¥ ¢

||U||Wmv°°(sz) = Z Supess|D(zx)] , sep=oc.
|| <mn.



Assim definido, (W™P(Q); || - |[wmr)) é um espaco de Banach. No caso particular
p = 2, representaremos W™2(Q)) por H™(2) que sao espagos de Hilbert com o p.i.
(u,v)) = > (D*u, D) ; ¥ u,v € H™(Q).
laj<m
Podemos definir também uma semi-norma em W™?(Q2), 1 < p < co. Para cada

0 < j < m, consideremos os seguintes funcionais:

1/p 1/p

iy = | 3 [10tu@rde] = | S0l |

la|=j |al=j
note que para j = 0 temos |ulo, = ||ul|zr(q). Maiores detalhes ver [1].

Dado um Espago de Banach X e um nimero real 7" > 0. Representaremos por
LP(0,7,X), 1 < p < oo o espago de Banach das (classes de) fungdes vetoriais u :
(0,7) — X mensuraveis tais que ||u(t)|x € LP(0,T), munido da norma ||ul|zro,r,x) =
{ / llu(t) ||§(dt} " . Representaremos por L>(0, 7, X') o espago de Banach das (classes de)
fur?(;ées vetoriais u : (0,7) — X mensurdveis tais que ||u(t)||x € L>°(0,7T), munido da
norma [|ul| e (0,r.x) = Supessieon l|ult)| x-

Seja (E;|| - ||lg) um espago de Banach, o dual topolégico de E é dado por E' =
{f B — R f élinear e continua}, munido da norma ||f||zr = sup,cp o) <1l(f, 7)]
também é um espago de Banach. Do mesmo modo, podemos definir o bi-dual de F
denotado por E” com a norma |[§||pr = supsep g, <11(E; F)I-

Como pode ser visto em [6], a aplicagao

J:E— E"

T Jy,

onde J, : E' — R é tal que J,(f) = (f,z) ,V f € E', V x € E; é um isomorfismo de E
sobre J(E) C E”, o que nos permite fazer a identificacao F = J(F).

Dizemos que E é Reflexivo quando J(E) = E” e que E é Separdvel se existe um
subconjunto D C E enumeravel e denso em F.

Com relagao aos espacos LP acima mencionados temos que
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1 1
[LP(Q) LI, 1<p<ocoe-—+-=1;
b q

[LHQ)] = L), [L=(Q)] 2 L'(9);

1 1
[LP(0, T, X)) = LY90,T,X"), 1<p<oce-+-=1
P q
Sendo E espago de Banach, para cada f € E’ consideremos ¢; : E — R dada por
vr(z) = (f,x) ; Vo € E. Quando f percorre E’ obtemos uma familia de aplicagoes
{os}rerr

Definigao 1.1.3. A topologia fraca o(E, E') em E é a topologia mais grossa (menos fina)

em E no qual todas funcoes py, f € E' sio continuas.

Definicao 1.1.4. A topologia fracax o(E', E) em E' é a topologia mais grossa (menos

fina) em E" no qual todas fungées J,, © € E sao continuas.

Com estas defini¢coes podemos definir convergéncia forte e fraca de uma sucessao de
funcoes e obter uma relacao entre elas, como veremos mais adiante nos resultados. Antes,

porém, relataremos alguns resultados mais conhecidos que serao muito uteis no Cap. 2.
Teorema 1.1.1. C(QQ) , Co(2) e CF°(Q2) sdo densos em LP(2) para todos 1 < p < 0.
Demonstracao: Ver [1]. u
Teorema 1.1.2. LP(Q)) é Reflexivo se, e somente se, 1 < p < o0.

Demonstracao: Ver [1]. u

o L'(Q) e L>®(N2) nao sao reflexivos.
Teorema 1.1.3. LP(Q) é Separdvel para todos 1 < p < oo.

Demonstracao: Ver [1]. u

e 1>°(2) nao é Separavel.
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Teorema 1.1.4 (Desigualdade de Young). Sejam a e b nimeros reais e 1 < p < oc.
Entao, para todo € > 0 temos que:
lealP  |e7'b|? 11
+ JL—

lal|b] < —— , onde —+ —=1. (1.1)
p q p q

Demonstracao: Ver [20]. n

Teorema 1.1.5 (Desigualdade de Holder). Se u € LP(Q) e v € LY(Q), entdo uv € L*(2)
e vale
| teolde < sl

1 1
ondel <p<ooe—+-=1.
p q

Demonstracao: Ver [6] ou [24]. n

e Quando p = 2, a Desigualdade de Hoélder é conhecida como Desigualdade de

Cauchy-Schwarz e representaremos como

[(u, v)| < [Jull 2@ vl 2@ - (1.2)

Teorema 1.1.6 (Desigualdade de Minkowski). Se u,v € LP(2). Entao
lu+vllLe@) < llullr@) + [vl[r@) s 1< p<oo. (1.3)
Demonstracao: Ver [24]. n

Teorema 1.1.7 (Ehrling). Suponhamos que § satisfaz a propriedade do cone uniforme,
ver [1] e seja g9 > 0 qualquer. Entdo existe uma constante § = d(go, m, p, Q) tal que para

quaisquer 0 < € < gg, inteiro 0 < j <m —1 e u € W™P(Q) vale a sequinte estimativa
[l j < [ty + 077 |uf . (1.4)

Demonstracao: Ver [1]. u
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e Em termos de notagoes definidas anteriormente, podemos reescrever (1.4) como

1/p 1/p
« « =i .
S Dl | <0 [ 3 DU | 05 ulle V= L m— 1.

|or|=j4 |oo|=m
(1.5)

Teorema 1.1.8 (Representacao de Riesz-Fréchet). Seja H um espago de Hilbert. Para

toda forma linear e continua ¢ € H', existe uma tunica f € H tal que
(p,v) =(f,v); Vv € H.
Além disso, |[lln = || f]a-

Demonstracao: Ver [6]. n

Seja E um espago de Banach. Dada uma sequéncia {r,} C F, uma sequéncia {f,} C F’
ex € E, f € E' denotaremos por:
e 1, — x, a convergéncia forte de x,, para z, isto é, ||z, — z||[g — 0 se n — oc.
e 1, — a-fraco, a convergéncia fraca de x, para x em E na topologia o(F, E').
e f, — f-fracox, a convergéncia fracax de f, para f em E’ na topologia o(E’, F).

e f, — f, a convergéncia forte de f,, para f, isto é, || f, — fllzr — 0 se n — oc.

Teorema 1.1.9. Seja {x,} C E. Entao valem as sequintes sentengas:
(1) xp, — x-fraco <= (f,z,) — (f,x); V f € E'.
(i1) z, — x = x, — x-fraco.
(1ii) x,, — x-fraco => ||z, ||g € limitada e ||z||g < limyinf||z,| .
(

iv) Se x,, — x-fraco e f, — f forte em E', entao (f,,x,) — (f,z).

Demonstragao: Ver [6]. |
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Teorema 1.1.10. Seja {f,} C E’. Entdo valem as sequintes sentencas:
(i) fo— f-fracox <> (fn,x) — (f,x); Yz € E.
(i1) fo — [ = fo — f-fracox.
(iii) fo — f-fracox = || f, |z € limitada e || f| g < limuinf|| fol 5
(

iv) Se f, — f-fracox e x,, — x forte em E, entdio (f,,r,) — (f, x).
Demonstracao: Ver [6]. n

Teorema 1.1.11. Sejam E um espago de Banach separdvel e { f,,} uma sucessao limitada
de E'. Entio existe uma subsucessio {f, } de {f.} que converge na topologia fracax

o(E'E).
Demonstracao: Ver [6]. u

Teorema 1.1.12. Sejam E um espago de Banach reflexivo e {x,} uma sequéncia limi-

tada de E. Entao existe uma subsequéncia {xn, } de {x,} que converge na topologia fraca

o(E, E).

Demonstracao: Ver [6]. u
Como consequéncia, temos que o Teorema 1.1.12 vale nos espacos LP com 1 < p < o0.
Mais ainda, todo espago de Hilbert H é reflexivo, ver [6], e portanto vale o Teorema 1.1.12

em H.

Observacao 1.1.13. Gracas ao Teorema da Representacdo de Riesz-Fréchet, podemos
identificar os espagos de Hilbert H com seus duais topoldgicos H', mais detalhes ver [6].

Além disso, dizemos que uma sequéncia
T, — Tg fraco em H <= (x,,y) — (v0,y) , YV y € H;

onde ( -, - ) representa o produto interno em H.
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1.2 Sistemas Lineares de Equacoes Diferenciais.

§1.2.1. Introducao.

No restante deste capitulo descreveremos uma breve teoria sobres sistemas de equa-
¢oes diferenciais lineares, exponencial de matrizes, matrizes de Green e as condigoes de
Lopatinskii. Neste contexto foram utilizadas teorias sobres matrizes que podem ser en-
contradas em [16] e [21], para maiores interessados. Porém todas as demonstragoes serao
omitidas, uma vez que todos os resultados desta parte, sao facilmente encontradas em
[17] e ndo interferem no principal resultado do Capitulo 2. Este contetido pode ser en-
contrado também em [25]. Nosso interesse aqui é chegar as condigoes de Lopatinskii, que
nos fornecera condicoes de fronteira desejadas para posteriores estudos. Por este motivo,
esta parte é interessante, mas nao intervem na compreensao do Capitulo 2.

Por todo este capitulo estaremos considerando equagoes do tipo

d
—y(t) = Ay(t
Cy(t) = Ay(r),
onde
y1(t) ajip a2 - AiN
t a a e
y(t) _ y2F ) 0 A— 21 22 2N
yn(t) ani an2 --° AaNN

Além disso, podemos definir normas como segue

Iyl = V. y) = V2 + -+ yn>

Para uma matriz A definimos duas normas. A norma Espectral

IA| = sup ||Ay|| = sup (Ay, Ay) = \/sup (A*Ay, 1) = v/ Amax(A*A),

lyll=1 lyll= lyll=1

onde Apax(A*A) é o maior autovalor da matriz A*A.

Da definigao de norma espectral, segue as seguintes estimativas.
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|Az]) < 1Al .
|AB| < | ANlBe] < ANIBIlz],
JABI| < ]| B]l, em particular, | A" < [|A|", n € N;

onde A e B sao matrizes e x é um vetor. E a norma Eucliadiana dada por

Em [17] verificou-se que essas normas sao equivalentes, além disso temos:

1Al
VN

< [IA]l < [|A] g
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§1.2.2. Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Ordem N e Sis-
tema de Equacoes Diferenciais Lineares.

Veremos uma correspondéncia que nos permite relacionar uma solucao de uma
Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Ordem N com uma solu¢cao de um Sistema

de Equagoes Diferenciais Lineares. Consideremos a E.D.O. linear:
N (#) + pre™ V() + por™ P - py a2 (8) + pra(t) = g(1). (1.6)

Facamos a seguinte construcao:

y1 = x(t)
Y2 = 2'(t) = ¥

ys = "(t) = vy

Y1 =92
Yo = U3
Yn-1 = YN
N
L v =" = 2™(t) = —piyy — payn1 — -+ — Pvo1ye — ot + g (D),

que escrito sob a forma matricial fica,

y, 0 1 0o -~ 0 0 n 0
) 0 0 1 0 0 Yo 0
Yn_q 0 0 0 e 0 1 YN-1 0
Yn —PN —PN-1 —DN-2 ‘- —D2 —Pi yn g9(t)
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Pondo

Y1 0 1 e 0 0 0
y(t) = , A= e f(t) =
YN-1 0 0 - 0 1 0
YN —PN —PN-1 " —DP2 —D1 g (t>

Entao podemos escrever (1.7) como

Dy(t) = Aytr) + () (1.9

Devido a esta construgao podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 1.2.1. Para toda solugdo x(t) de (1.6) existe um vetor y(t) com N componentes
que € solugao de (1.8). Reciprocamente, se conhegemos uma solugao y(t) para (1.8), entao

podemos encontrar uma funcao x(t) que satisfaz (1.6).

Demonstragao: Segue diretamente da construgao acima. ]
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§1.2.3. Exponencial de Matrizes e Algumas Estimativas.
Dada uma matriz A de ordem N, consideremos a seguinte soma parcial de matrizes

tk

k
HA.

t t?
Sk(t):I+FA+§A2+---+

Em [25] provou-se que esta soma é convergente. Mais ainda, definimos o limite de S(¢)

como Exponencial de Matrizes, isto sugere a seguinte definicao.

Definicao 1.2.1. A matriz

t? L (tA)*
tA _ 1 _ 2
e —]}ggosk(t)—fvartAJr—Q!A + _’;_0 o

¢ chamada de Exponencial de Matrizes.

Como pode ser visto em [17], ou ainda em [25], a exponencial de matrizes Y (t) = et ¢

solucao do problema de Cauchy:
Y'(t) = AY (t) , Y(0) = Iy.

A fim de encontrar uma boa estimativa para a exponencial de matrizes, temos os seguintes

resultados.
Lema 1.2.2. Para todo inteiro k > 1, vale a sequinte desigualdade
I(A+ B)F =AM < (Al + I BID" — [|All".
Demonstragao: Ver [17]. n

Lema 1.2.3. Vale a sequinte estimativa

||6(A+B) — et < ”BHB(HA\HHBH)

Demonstragao: Ver [17]. n
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Além disso, como estd explicito em [17], podemos escrever a exponencial de matrizes e

como um polinomio especifico, isto é, como uma soma finita:
etA = ¢1<t)] + @/)Q(t)[A — 7'1]] + 4 @Z)N(t)[A — 7'1]] Ce [A — TN_ll],

onde 7; , j=1,...,N; s@o os autovalores da matriz A e ¢;(t) , j =1,...,N; sao funcoes

escalares que formam uma solucao para o seguinte problema de Cauchy.

d
@@Dl(ﬂ = mi(t), ¥1(0) =1,
d—wz(t) = Ta(t) + P (t), ¥(0) =0,

d

Eﬂé(ﬂ = 73@/13'@) + s(t), 1/)3(0)‘ =0,

L) = () + dwalt), o) =0

Assumindo que Rer; < «, j =1,...,N; onde a € R, temos que as funcoes 1;(t) satis-

fazem a estimativa
tk—l

(k- 1)!

e portanto podemos enunciar o seguinte resultado.

[0, (8)] < e Vt>0k=1,2,...

Teorema 1.2.4. Seja A uma matriz de ordem N. Se os autovalores 7j, 7 =1,...,N de
A sdo tais que,

ReTj < =4, 0 >0.
Entao,

A N-1
e <o) (151) et vezo

onde v(N) € uma constante que depende somente de N.

Demonstracao: Ver [17]. u
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§1.2.4. Matriz de Green.

Veremos a seguir, quais as condigoes que uma dada matriz A deve satisfazer para

que exista e seja unica uma Matriz de Green relacionada a matriz A.

Definicao 1.2.2. Dada uma matriz A, a matriz de Green € uma aplicacdo continuamente

diferencidvel que associa a cada t € R — {0} uma matriz
Go(t, A) = Go(1),
que satisfaz as sequintes condigoes:
d
(b) Parat =0 a matriz Gy(t) tem uma descontinuidade de primeira espécie
G0(+0) — Go(—O) = [N;
(c) |Go(t)|| € limitada para todo t € R.

Pergunta: Serd que existe Matriz de Green Gy(t) para qualquer matriz A dada? O

préoximo resultado nos da esta resposta.

Teorema 1.2.5 (Existéncia e Unicidade). Se a matriz A ndo possui autovalores ima-

gindrios puros, entdo existe e € unica a matriz de Green Gy(t, A).

Demonstragao: Ver [17]. u
e A demonstracao do Teorema 1.2.5 fornece um método para encontrar a matriz de

Green Gy. Mais detalhes ver [17].

Fazendo uma analogia com a exponencial de matrizes, considera-se o seguinte polinomio

de matrizes,
Go(t) = g1 ()] + go()[A =+ -+ gnv(t)[A —1I]...[A—71Nn_1]],

onde os autovalores 71, 7o, ... 7y da matriz A nao pertencem ao eixo imaginario, isto é,
|Ret;| > 0,7 =1,...,N;easfuncbes g;, j = 1,..., N; sdo solucoes das seguintes equagoes
diferenciais para ¢ # 0,

d d

9 = Mg 0 = Tigs +9j-1, J = 2.
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Além disso, se tivermos que |Ret;| > § > 0, j =1,..., N. Entao para t # 0 obtém-se a

estimativa:
p(j) —3¢
j95(0)] < Eem0,
onde p(j) é uma constante que depende somente de j. Considerando A uma matriz de

ordem N e 75,7 = 1,..., N seus autovalores, podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 1.2.6. Se 0 < 6 < |ReTj|, entdo a Matriz de Green Go(t) € limitada e decresce

quando |t| — oo. Além disso, temos a sequinte estimativa.

1Go(®)]] < A() (@) gy

Demonstragao: Ver [17]. n
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Uma aplicacao da matriz de Green em sistemas de equacoes
diferenciais lineares.

Consideremos a equacao
d
Y = Ay(t) + f (1), (1.9)
onde f(t) é uma funcao vetorial limitada para todo ¢ real, i.é,
lfO) <F,V teR. (1.10)

Teorema 1.2.7. Se A nao possui autovalores imagindrios puros, isto €, |Ret;j(A)| >0 e
f(t) satisfaz (1.10), entdo existe uma tunica solugdo limitada y(t) para (1.9). Tal solugao

y(t) pode ser determinada pela formula

+o0o
y(t) = / Golt — 3)(s)ds,

o0

onde Go(t) € a matriz de Green. Além disso, vale a estimativa

vl < 5o (1)

Demonstracao: Ver [17]. u

Como particularidade do Teorema 1.2.7, ver [17], temos que se t # 0 entdo a aplicagao

w(t) = /000 Go(t — s)f(s)ds

é solucao da equagao

iw(t):Aw(t)+ fe) -, >0 (1.11)
dt 0 , t<0.
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1.3 Condicao de Lopatinskii.

Agora estamos interessados em obter solugao limitada para o seguinte problema de
valor na fronteira

%(ﬂ:Ay(tHf(t) >0 (1.12)

My(0) = o, (1.13)

onde f é uma fungao vetorial continua e limitada, i. ¢, ||f(t)|| < F, Vt>0e M
é, por enquanto, uma matriz qualquer cujo nimero de colunas coincide com o numero
de componentes de y que é N e ¢ é um vetor coluna que depende do nimero de linhas
de M. Assumiremos também que a matriz A nao possui autovalores 7;, j = 1,...,N;

imagindrios puros, isto ¢, que Ret; # 0. Mais prescisamente, consideremos

Rery < —0, Rern, < —0, ---, Rer, < —o0;

Retpy1 > 0, Retpio >0, -+, Rery >0, (0>0).

Vamos impor uma condigao que resultard na existéncia de solugao para (1.12)-(1.13).

A CONDICAO DE LOPATINSKIIL: O problema de valor na fronteira para a equacao

homogénea

%v(t) = Av(t), t > 0; (1.14)

Muv(0) = o, (1.15)

possui uma unica solucdo limitada v(t), 0 < t < oo; para qualquer ¢ tal que o nimero
de seus componentes coincide com o nimero de linhas da matriz M.

Mediante a esta condigao, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.1. Suponhamos que a condi¢cao de Lopatinskii seja verdadeira, entao o
problema (1.12)-(1.13) tem uma inica solugdo limitada y(t) para qualquer vetor ¢ e f(t)

continua e limitada.

Demonstragao: Ver [17]. n
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Em geral, a condicao de Lopatinskii pode nao valer, neste caso o Teorema 1.3.1 pode ser
verdadeiro ou nao. Nossa intensao agora é descobrir que condi¢oes devem ser impostas
sobre os dados da fronteira para que seja verdadeira a condicao de Lopatinskii.

Consideremos o seguinte espaco vetorial de solugoes

M = {o(t) / dilgf) = Av(t), [o(t)|| < m < oo, ¥t >0}

Teorema 1.3.2. A dimensao do espaco vetorial M € igual ao numero de autovalores da

matriz A que possuem parte real negativa, isto €, dimM= k.

Demonstracao: Ver [17]. u

Seja V (t) uma matriz de ordem N X k, no qual suas colunas formam uma base para o

espaco M.

Definigao 1.3.1. O determinante A = det[M'V (0)] da matriz MV (0) é chamado Determi-

nante de Lopatinskii.

Com essas relagoes assim definidas temos o seguinte critério para a veracidade da Condicao

de Lopatinskii.

Lema 1.3.3 (Critério). A condi¢ao de Lopatinskii € verdadeira se, e somente se, o nimero

de linhas da matriz M € igual a k e o determinante de Lopatinskii A # 0.

Demonstracao: Ver [17]. u

Veremos a seguir dois exemplos que ilustram a aplicacao destes resultados.
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1.3.1 Aplicacao da Condigao de Lopatinskii.

0 1 0 0
Exemplo 1.3.1. Considere a matriz A = 0 01 |ef(t)= 0 , onded > 0
—d 00 h(t)

¢ um numero real e h(t) é uma funcao real limitada e continua. Vejamos quais sao as

condigdes necessdarias para que o problema (1.12)-(1.13) possua unica solug¢ao limitada

yi(t)
y() = | 3(t)
ys(t)
De acordo com o Teorema 1.3.1 e o Lema 1.3.3 devemos ter que o niimero de linhas
de M, é o mesmo que o nimero de autovalores de A com parte real negativa e que o
determinante de Lopatinskii A = det[MV(0)] # 0, para alguma matriz V() cuja suas
colunas formam uma base para o espago M.

Os autovalores de A sao
d1/3 d1/3

=3 (1+i\/§) 771:—d1/3; 7'225

: (1—iV3).

Como d > 0 entao somente 77 possui parte real negativa. Logo M deve ser da seguinte

forma,

M = [ myp Mg M3 ] (1-16>

1><3.

Agora note que o espago M tem dimensao 1, de acordo com Teorema 1.3.2. Além disso,

1
() = et [ g3 | 6 uma solucdo limitada para (1.14), entdo o(t) constitui uma
J2/3
base para M. Logo consideremos
1
V(t) = [0(t)]sx1, assim V(0) = | —d'/3 | . Desta forma, A = my — myd'/3 + msd®?.
2/

Portanto devemos exigir que

A =my — mad"?® + msd®® # 0. (1.17)

25



Assumindo entao que (1.16) e (1.17) sao vélidas temos pelo Teorema 1.3.1 e 1.3.3 que o
w(t)
problema (1.12)-(1.13) possui tinica solugao limitada y(t) = | y(¢)

ys(t)
Retornando ao Lema 1.2.1, temos que a funcao u = y; é solu¢ao da equagao

d3
ﬁu(t) + du(t) = h(t), t>0; (1.18)
juntamente com a condicao de contorno em ¢t = 0 dada por

myu(0) + mau'(0) + mgu”(0) = ¢, (1.19)

onde (1.17) deve ser satisfeita.
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01 0 0
Exemplo 1.3.2. Considere a matrizA=1 0 0 1 e f(t) = 0 , onde d > 0

d 0 0 h(t)

¢ um numero real e h(t) é uma fungao real limitada e continua. Vejamos quais sao as

condi¢oes necessdrias para que o problema (1.12)-(1.13) possua unica solugao limitada

De acordo com o Teorema 1.3.1 e o Lema 1.3.3 devemos ter que o nimero de linhas
de M, é o mesmo que o nimero de autovalores de A com parte real negativa e que o
determinante de Lopatinskii A = det[MV(0)] # 0, para alguma matriz V() cuja suas
colunas formam uma base para o espaco M.
Os autovalores de A sao
1/3 q1/3

d
70:d1/3,71:§ (_1_’_2'\/5)’72:5 (—1—2’\/5).

Como d > 0 entao 7, e 5 possuem parte real negativa, logo M deve ser da seguinte forma,

M= 911 912 g13 ' (1.20)

921 G22 G23 o3

De acordo com Teorema 1.3.2 o espago M tem dimensao 2. Além disso,
—d~5 cos(d"/*¥L2t) — d~5+/3sin(d/>Lt)

| o—ds cos(dl/?"/?gt) + d_%\/gsin(dl/:“/?gt)
2 Cos(dl/?’*/?gt)

- dal/3

o(t); =e 2

d=3/3 cos(dl/?’\/Tgt) —d3 Sin(dl/?’\/Tgt)
"l —d5V3 Cos(d1/3‘/7§t) —d3 sin(dl/?"/Tgt)
2sin(d"/3¥2t)
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sao solugoes limitadas para (1.14), as quais sao [.i. em conjunto com a solucao associada

ao autovalor 7y, entdao v(t); e v(t)s constituem uma base para M. Logo consideremos
_d—2/3 d—2/3\/§
V(t) = [01(t) Ua(t)]sxe, assim V(0) = | —d¥/3 —q~Y/3,/3 | . Desta forma,
2 0

A = det|]MV(0)] = 2dV3(|Gs| — |Go|d"? + |Gy|d*?),

onde Gy, k=1,2,3 ; é submatriz de M retirando-se a k-ésima coluna e |G| = detGy.

Portanto devemos exigir que
A = |Gs| — |Ga|d? 4 |G1|d*? # 0. (1.21)

Assumindo que (1.20) e (1.21) sdo validas temos pelo Teorema 1.3.1 e Lema 1.3.3 que o

yi(t)
problema (1.12)-(1.13) possui tinica solucao limitada y(t) = | y,(t)
ys(t)
Retornando ao Lema 1.2.1, temos que a fungao u = y; é solucao da equagao
d3
%u(t) — du(t) = h(t), t>0; (1.22)

juntamente com a condicao de contorno em ¢t = 0 dada por

g11u(0) + g12u’(0) + g13u"(0) = ¢1;
g11u(0) + g12u'(0) + g13u” (0) = o,

(1.23)

onde (1.21) deve ser satisfeita.
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Capitulo 2

EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCAO PARA EQUACAO DE
AIRY COM CONDICOES DE
FRONTEIRA GERAIS.
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2.1 Primeiro caso.

Para T > 0 real, denotemos R* = {z € Rz > 0} e Qr = R* x (0,7). Em Qr

consideremos a equacao de Airy com condicao de fronteira e dado inicial

ug(z,t) + D*u(x,t) =0 , em Qr;
D?u(0,t) + aDu(0,t) + pu(0,t) =0 , t€ (0,T);
u(z,0) = u, € H*(R") , xR

onde os coeficientes a e § sao escalares tais que:

A=p3—adi +di #0,

B>0 e |a] <min{20,1}.

(2.4)
(2.5)

O ntimero real d > 0 é qualquer e a fungao u, € H*(R") satisfaz a seguinte condigao:

D?u,(0) + aDuy(0) 4 Bu,(0) = 0.

O principal objetivo é demonstrar o seguinte resultado.

(2.6)

Teorema 2.1.1. Sejam u, € H*(R') satisfazendo (2.6) e a, B tais que (2.4)-(2.5) se

verifica. Entao para todo T > 0 o problema (2.1)-(2.3) possui uma unica solu¢dao regular

u € L®(0,T, H*(R")),

uy € L=(0,T, L*(RT)).

Além disso, vale a estimativa

el Fo gy (1) + l[ullzs @y (8) < Cllto|3s sy, ¢t t€(0,T).

Iniciaremos a demonstracao do Teorema 2.1.1 com um Problema Estacionério e em seguida

retornaremos ao problema (2.1)-(2.3).
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2.1.1 Problema Estacionario.
Nesta secao, nosso objetivo é resolver o seguinte problema de fronteira:
D3u(x) + du(x) = f(z), r e RY; (2.7)

D?u(0) + aDu(0) + Bu(0) = 0, (2.8)

onde d > 0, f é tal que

fe L RY)NCMRY) t. q. |f(x)| < Me™; k>0, VazeR", (2.9)

sendo M uma constante positiva qualquer e « , 3 satisfazem (2.4)-(2.5).
Da teoria de Equagoes Diferenciais Ordindrias, ver [11] ou [19], uma solugao geral

para a equagao (2.7) é dada por

u(x) = ue() + uyla), (2.10)

onde u,(z) é uma solucdo particular para equagao (2.7) e u.(z) é uma solucao geral da

equacao homogénea associada

D*u(z) +du(z) =0, z€R". (2.11)

A equagdo caracteristica para (2.11) é A3 + d = 0, cujas raizes sao:

d1/3 d1/3
A o= —dY? N\ = 3 (1+iV3), A3 = 3 (1—iV3).
Logo as solugoes de (2.11) sao
Uy = eidl/sx , Up = €g1/3(1+¢\/§)x eusz = 6%1/3(17“/‘9:):”.

Das solugoes complexas Ty, U3, obtemos as seguintes solugdes reais, ver [11].

1/ 1vV3 1/ 1 3
w = et cos(d3 \/7—:(;) cus=ef ° sin(ds gaj)
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3
Agora note que o Wronskiano W (z) = W = 2\/§d # 0, assim as solugoes uy, us € us

sao Li. e uma solucao geral da equacao (2.11) é :

ue(w) = Cre= " o4 Cped cos(d3§x) 4 Cyes e sin(d3 gx).

(2.12)

Usando o método da Variagao dos Parametros, uma solucao particular u, para equacao

(2.7) é dada por:

0
onde W; , j =1,2,3; é obtido de W substituindo-se a j-ésima coluna por | 0

Efetuando os calculos, obtemos que

W d3 f d1/3
Wy = —ds¥3 3 -4 (\/gsin(dé‘/?gm) + Cos(d%%gx» :
Wy = ds ie_%l/sx (ﬁcos(d%%gx) - sin(d%\/?gx» :

4 cos(dilfgﬂf g ez ¢ (cos(déﬁs)%—\/gsin(dé
0
d

V3
2
yed e sin(d%ﬁaz) /z et (\@COS( éis) - Sin(dé£8)> f
2" ), 3 ’

Das igualdades (2.12) e (2.13), a solugao procurada é dada por,
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(2.14)
Queremos que as duas segundas parcelas dentro dos parénteses no lado direito da igualdade

em (2.14) tendam a zero quando x — oo. Fazendo isto, temos que:

Agora, determinaremos a constante C; da condigao de fronteira (2.8). Por simplicidade,

continuaremos escrevendo ainda, C e C3. Como

U’(O) - Cl + CQa
dl/S /3
DU(O) = _d1/301 + 5 Cy + 5 \/303a
d?/3 d2/3
D*u(0) = d**C — 5 Cy + 5 V3Cs,
temos de (2.8) que:
d2/3 d2/3 d1/3 d1/3
(d*FPCi =5 Cat g V3G) +a(=dPCi+5 Cat g V3Cs) +B(CL+Cy) =0
Donde,
1/3 d2/3
(Ch ads + d%)cl =—(B+ Oég 3 )Cy — (ad'/? + d2/3)\/7503.
Logo,
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s (A’ cos(dé%gs) — /37 sin(dé\/?gs)> f(s)ds, (2.15)

d72/3 00
“r=735 o

dal/3
T2

e

onde A’ = —3 + ad'/? +2d*/% e A" = 3 + ad"/?.

Substituindo as constantes Cy e C3 em (2.14) segue que

uw(z) = e

3

C’l—i-/ d 3e“ll/g‘(”f(s)dsl
0

ez ° (cos(dégs) +V/3sin(d? s)) f(s)ds

2[5 oG

oo —2 1 1 1
_ o3 sin(d;’§x)/ i (\/gcos(d?)ﬁs) — sin(ds

5 s)> f(s)ds.

(2.16)
Reorganizando os termos em (2.16) finalmente obtemos uma solugdo para o problema

(2.7)-(2.8).

u(z) = ed

Cl—l—c—l 3/ edl/SSf(s)ds]
3 Jo

2
T3 [ 413 1
/ e~z (577) (cosd3
X

onde C; ¢é dada por (2.15). Da expressao (2.17) e como f satisfaz (2.9), verifica-se facil-

+

wl 2,
| S

(s — ) +V/3sin dég(s - x)) f(s)ds,
(2.17)

mente que u satisfaz a seguinte estimativa.

|u(z)] — 0, quando x — oo.

Mais ainda, temos o seguinte resultado.
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Lema 2.1.2. Seja f € L*(R"). Entdo o problema (2.7)-(2.8) admite uma tinica solugdo
u € H3(RY) tal que

ull g3ty < C|l 2@y (2.18)
Demonstragao: Sendo f € L?*(R") e o espago C3°(R*) denso em L*(RT), entao existe

uma sequéncia { f, fmen C Co°(RT), com | frn(2)| < Me %V 2 € RT, tal que
fn — fem L*(RT). (2.19)
Para cada m € N, consideremos o problema

DUy (%) + dty, (1) = fr(2), r € RT; (2.20)

D?,,(0) 4+ aDupy (0) + By, (0) = 0. (2.21)
Para continuar a demonstragao do lema 2.1.2, necessitamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 2.1.3. O problema (2.20)-(2.21) admite unica solugdio u,, € H*(R'), ¥V m € N,
tais que

tum|| 3@ty < Cll fmllL2@sy , Vm €N, (2.22)

Demonstracao: A existéncia de uma solugao classica u,,, para cada m € N, segue
diretamente de (2.17). Resta mostrar que u,, € H3(R"), V. m € N e satisfaz a (2.22).

Multiplicando a equagao (2.20) por u,, e integrando sobre R* obtemos

(DU, Uy ) + d||um||%2(R+) = (fim,um), YVm € N, (2.23)

[ee]
onde (u,v) = / uw(z)v(x)dr e ||u||%2(R+) = / |u(z)|*dx, representam o produto interno
0 0
e norma em L?*(R"), respectivamente.

Usando integragao por partes, obtemos:

(D3, ) = /000 U (2) D3ty (2)dT = — 1, (0) D11, (0) — %/000 D(Du,,)*dz

= (0)(= D%y (0)) + %|Dum(0)|2, ¥m e N.
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Da condigao (2.21) e da desigualdade de Young com p = 2 e £ = 1 segue que

(D t1) = 01 (0) Dot (0) + Bl (O)2 + 3| D (O)

> ol Ol D ()] + Bl O + 5] Dut (0)F
> U, 0+ 1D (O)) + Bl O + L D0
= (3= ) ) + (1~ oD, (O vm € N,

Pela condicao (2.5) temos que
(D*Upy, ) >0, ¥Ym € N,

Assim, voltando a (2.23) e usando a desigualdade de Cauchy segue que

dHumH%Q(Rﬂ < (D’um,um) +dHUmHQL2(R+) < |(fim, tm)]

A

< | fmllz2@e)ltml 2@y, ¥Ym € N.
Donde,

1
||um||L2(R+) < E”meB(R*)v VYm € N. (2.24)

Por outro lado, multiplicando (2.20) por D3u,, e integrando sobre R™ obtemos

HD?’umH%z(Rﬂ + d(D* Uy, ) = (frn, D), Ym € N.

Como (D3, uy,) > 0, Vm € N, entao

HD?’Um”%?(RJr) < |’D3umH%2(R+) + (D%, um) < |(fns D2t )|

N

HmeLQ(RﬂHDSum”L?(Rﬂavm e N.

Deste modo

||D3Um||L2(]R+) < ||fm||L2(]R+)a vm € N. (2.25)

Vamos obter agora estimativas para as derivadas intermedidrias D’; j = 1,2. Pelo

Lema de Ehrling temos que
||Djum||L2(R+) < 55HD3um||L2(R+) + 0e3=i HumHLz(R+), =12
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onde 0 < € < &,, &, > 0 qualquer e § = 6(g,) > 0.
Consequentemente de (2.24)-(2.25) vem que

; 0 —i 0 i

1D |2y < Ol finll 2y + Ze™ || fnll 2y = (92 + =) || fonll 2 -
c
Dai,
1Dl 2y < Cjll finllzz@y, 5 =1,2; (2.26)
onde C; = Cj(e,,d) > 0.
De (2.24) a (2.26) concluimos que u,, € H*(RT), Vm e Ne
HUMH%ﬁ(Rﬂ = Z HDjumH%?(Rﬂ < aume%%wp
0<|j[<3

ou seja, (2.22) é satisfeita. A unicidade de u,,, para cada m € N segue da desigualdade
(2.22). Portanto, o Lema 2.1.3 fica provado. u

Retornando & demonstragdo do Lema 2.1.2, notemos de (2.19) que

| fmll 2@ty < A fm = fllezesy + 1 flleeeey < cllfll2@sy
para todos m € N suficientemente grande.
Assim, de (2.22)
[tml| s @y < CllF N2 ey (2.27)
para todos m € N suficientemente grande.
Isto diz que as sequéncias {u,,} e {Du,,}, j =1,2,3; sdo limitadas em L*(RT). Logo pelo
Teorema 1.1.12 ¢ Obs. 1.1.13 existe uma subsequéncia de {u,,} que denotaremos ainda

por {u,,} que converge fracamente em L?*(RT) para alguma fungao u, isto &,

(U, v) — (u,v) ; Vv € L*(RY). (2.28)

Também, existe uma subsequéncia de {D’u,,} que denotaremos ainda por {D7u,,} que

converge fracamente em L?(R™) para alguma funcao 7, isto é,
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(D', v) — (n,v) ; Vv € L*(RY), (2.29)

onde a Derivada aqui estd no sentido das Distribuicoes, além disso temos que n = D7u.

Com efeito, para toda ¢ € C§°(R™) temos
(D7t p) = (=1 (tm, D7) — (=1)! (u, D’) = (D'u, ),
por outro lado de (2.29) temos
(D7, ) — (0, 90) 3 ¥V ¢ € C5°(RY),

donde,
(Dlu,p) = (n,¢) ; ¥V ¢ € C*(RM).

Por densidade concluimos que
(Du,v) = (n.v) ; ¥ v € L2(RY).

Portanto n = D7u e de (2.29) podemos concluir que

(D, v) — (Du,v) ;s Yo e L*(RT), j=1,2,3. (2.30)

Com isto, temos finalmente que u é a tinica solugao do problema (2.7)-(2.8). De fato, note

que de (2.20) obtemos
(D3, v) + d(tpm,v) = (fm,v) , Vove L*(RY);
passando o limite quando m — oo, segue que u satisfaz a equagao:
(D*u,v) +d(u,v) = (f,v) , Vv e L*(R");

ou seja, u é uma solugao de (2.7).
Como a aplica¢do trago é continua, ver [9], entdo da convergéncia (2.28) temos que

Diu,,(0) converge fracamente para D'u(0), com j = 0, 1, 2. Assim, passando limite quando
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m — oo em (2.21), temos que a igualdade em (2.8) é satisfeita.

Voltando a desigualdade (2.27), em virtude dos Teoremas 1.1.9 e 1.1.12 temos

|l @y < Cllfllz2@s)-

Para mostrar que u ¢ a tnica solucao de (2.7)-(2.8), suponhamos que exista uma outra

solugdo v para o problema (2.7)-(2.8), isto é,

D?*v(z) + dv(z) = f(x), r € RY;

D?*v(0) + aDv(0) + Bv(0) = 0,

tal que
[Vl zr3@+y < Cll fll 2@y

Considerando a fungao z = u — v, temos que z ¢é solugao do problema:

D?*z(z) +dz(z) = 0, r € RY;

D?*2(0) + aDz(0) + 82(0) = 0.
Além disso z satisfaz a seguinte estimativa:
||Z||H3(R+) S CHOHL?(RJr) =0.

Deste modo temos que z = 0 e conseqiientemente u = v.
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2.1.2 Problema de Evolucao Linear.

Voltemos ao problema (2.1)-(2.3) juntamente com as condigoes (2.4)-(2.5). Aqui
nosso principal objetivo é demonstrar o Teorema 2.1.1. Na intencao de encontrar uma
solugdo u(x,t) para o problema (2.1)-(2.3), usaremos o Método de Semi-Discretizagao,
maiores detalhes ver [12] ou [20]. Com este método, vamos aproximar o problema (2.1)-

(2.3) a um problema do tipo estacionario.

Definimos
h = T >0, NeN
=¥ 7
e para cadan =0,1,..., N pondo t = nh consideramos
u(z) = wu(x,nh), n=1,...,N;
u(z) = u(x,0) = uy(x); (231)
n _ -1 2.31
up(z) = u'(x) hu (:U), n=1,...,N;
ud(x) = w(z,0)=—D3u(x,0) = —D3u,.

Com essas consideragoes em (2.31), vamos aproximar o problema (2.1)-(2.2) pelo seguinte

sistema:
1 n—1
D3u"(x) + Eu”(w) _ h(x) , ©€R"; (2.32)
D*u™(0) + aDu™(0) + pu™(0) =0 , n=1,...,N; (2.33)
u’(r) = u,(z) € H*(R) , T eRT, (2.34)

Para tal problema aproximado temos o seguinte Teorema.

Teorema 2.1.4. O problema (2.32)-(2.33) admite tinica solu¢io u™ € H3*(R™), para todos

n=1,...,N; tal que
||un||H3(R+) S C’||u0||L2(R+), V n = 1, e 7]\7. (235)

Demonstracao: A demonstracao é uma conseqiéncia imediata do Lema 2.1.2, faremos

por inducao sobre n.
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Se n. = 1 temos de (2.32)-(2.33) o seguinte problema

DRl (a) + 1 () = "2

D*u!(0) + aDu'(0) + Bul(0) = 0.

Como A # 0, %

u' € H3(R™) tal que

>0e u, € L*(R"), em virtude do Lema 2.1.2, existe tinica solucio

Hul HHS(RJr) S ClHUO||L2(R+).

Se n = 2 temos de (2.32)-(2.33) o seguinte problema

ul ()

Dh2(z) + %u%x) -
D?*u?(0) + aDu*(0) + fu?(0) = 0.

1
Como A # 0, > > 0e u' € L*(R"), do Lema 2.1.2, existe tinica solucdao u? € H*(R")

tal que

[ lme@ey < Collu'|| 2@+

< Collul |ms@ey < CaCilltto]|2@s).

Suponhamos agora que vale para n — 1, isto é, que o problema
uan(‘,L‘)

h Y
D*u"1(0) + aDu™ 1 (0) + Bu"1(0) =0

1
D3 (z) + %u”’l(a:) =

admite tinica solugao v~ € H3(R™) tal que

IN

™ s et Cr|[u" || 2 ()

IN

Cn_lHu”_2|]H3(R+) S e <<

S Cn_lcn_g N C'1||u0||L2(R+).
Para n < N temos de (2.32)-(2.33) o seguinte problema

D3 (x) + %un(x) — “n_;“"),

D2 (0) + aDu™(0) + Sun(0) = 0.
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1
Como A # 0, 7 >0e u" '€ L*(R"), pelo Lema 2.1.2, existe tinica solucio
u" € H3(R™) tal que

IN

"™ || 3 e+ Collu™ | L2+

A

Collt™ || g3 ey

S CnCn,lCn,g . Cll‘uOHLQ(R—O—).

Tomando C' = max{Cy,C1Cs,...,C1Cy...Cn}, entdo (2.35) vale para todosn = 1, ...

De fato,
[ sy < Collu™ | 2@+
< Collu™ M gs@e)
S \CnCn,lCn,g e Cl/ HUOHLQ(R“')
<C
< CHuo||L2(IR+)7 ‘v’nzl,,N

Vamos calcular agora algumas estimativas independentes de h > 0.
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ESTIMATIVA 1

Multiplicando (2.32) por u™ e integrando em R™ obtemos a igualdade

1
0= (D3un7un> 4 _(un _ unfl,un)
—_—— ll
I g

I, = (D3u™u™) = /000 u" () D*u"(x)dx
= —u"(O)DQUH(O) _ %/0 D(Dun(:p))Qd:E
= W (0)(~ D% (0) + 5| Du(0)]

" () Du(0) + 3lu"(0)1 + 5 D (0)

1 n
> ol )| Du(0)] + B O + D (O)
! 1
> Ll P + 1Dt @) + 8 0) + 51D O)F
1
= (8- %’) [u™(0)|* + 5(1 —|a]) [Du™(0)* >0, Vn=1,...,l <N.
=k1>0 =ko>0

Assim,

I = (D*u™,u™) > ky|[u™(0)|* + ko| Du™(0)]*, Vn=1,...,l < N.

Além disso,

1
12 — é(unoo_ un717un)
_ E/ [0 () ? — u(2)um= ()] da
0
— l Ool n 2 1 n 2 n n—1 ~|,m—1 2 _1 n—1 2d
= 2 [ G @P @) - @t S (@) ) — e @) | de
0
1 [~ 1 [
= 5/ @ — " (@)] et @) - @) de
>0
1 o
> o [l @) = [ (@) de
21h 0 .
= ﬁ”unH%Q(Rﬂ - ﬁ”“n_lniawy
ou seja,
1 n|2 1 n—11|2
Iy = ﬁ”“ ”L?(R*‘)_%”u ||L2(R+)7 Vn=1,...,l<N.
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Logo,
ku” (0)]72h + ko Du™(0) 2R + [[u" [ Fogery — " I72@ey <0, Vn=1,...,l <N,
ou ainda,
ka|u™(0) P20 + ko | Du™(0) 20 + [[u” |72y < [ 2@y, Yo =1,...,1 <N.

Somando de n =1,...,l < N e levando em consideracao (2.34), obtemos que

l l
ki) [ (0)P2h+ ko Y [Du(0)P2h + u!|[Fagey < lluollfogs), YIS N (2.36)

n=1 n=1
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ESTIMATIVA 11

n _ ,n—1
Em termos de operadores, seja Lu™ = D3u" + 4 hu = 0, lembrando que
u’ — un—l )
up = — consideremos agora o operador Luj e notemos que
Lu”:lL(u”—un 1) =0
h h —
Por outro lado,
1 u — un—l 1 (un _ un—l) (un—l _ un—2)
Lu? = =T n_n—lEDB— - .
= gL - (h)Jrh{h I
1
= D+ (=),
Assim a aproximacao uj satisfaz a equacao
3,n 1 n n—1
D uh—i_ﬁ(uh_uh ) =0,
além disso, usando (2.6) e (2.33) é facil verificar que
D*ujy(0) + aDujy(0) + Buj(0) = 0.
Deste modo, temos que u} satisfaz o seguinte sistema:
3. n 1 n UZ_I +
Duh+zuh: : , v €RT (2.37)
D*u}(0) + aDuj(0) + Buf(0) =0 , n=1,...,N; (2.38)
uf (1) = —D3uy() , T €RT,
Multiplicamos (2.37) por u} e integramos sobre R para obter a igualdade
3, n ,n 1 n n—1 ,n
0= (D’up, up) + - (uy —uy™ ", up).
—_—— fL
I3 N~
Iy
De modo inteiramente andlogo a ESTIMATIVA I, temos
I; = (D3uit, ult) > ky|u(0)|* + ko| Dul(0)]? , VYn=1,...,01<
Iy = %(Uh —u Lup) > ﬁ”uhH%Q(R"') - ﬁ”“h 1||%2(R+) , Vn=1...,1<
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onde k1 > 0, ky > 0 sao dados na estimativa I. Logo,
aluf (0) P2k + | D () P2k 4 ([ ey — g [y <O, Y m=1,.. 1< N,
ou ainda,
k1 (0) P21 + ko | D (0) P2 + [ 2oy < iy~ [Zaqgys ¥ =1, 1 < N,

Somando de n =1,...,l < N e levando em consideracao (2.31), obtemos que
l 1

ki) lup(0)F2h+ ko Y [Dup(0)P2h + uj 2@y < 1D%uol Z2zr -

n=1 n=1

Com maior razao, temos a seguinte estimativa

Hulh||%2(R+) < HD3U0H%2(R+), v < N. (239)
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Reescrevamos agora, a equagao (2.32) como segue
D*u™(z) + u"(z) = u"(x) — u}(z) = F"().
Podemos considerar assim, o seguinte problema

D3u™(x) + u"(z) = F™(x) , = €RT;

(2.40)
D?u™(0) + au™(0) + Su™(0) =0 , Vn=1,...,N.

Como F"(z) = u"(z) — u(z) € L*(RT), V n = 1,...,N. Entao, pelo Lema 2.1.2 o
problema (2.40) admite tnica solugao u™ € H3*(R"),Vn =1,..., N; tal que

|u™ || g3y < CF"|| L2+,

assim, de (2.36) e (2.39) obtemos

[ume@ey < ClE"||r2@e)
< Oz + lupllze@)
< Ol[uollze@+) + 1D || 2(m+))
< Cllwollps@ty, Vn=1,...,N,
ou seja,
|u" || 3 e+y < Cllto|| 3@y, Vn=1,...,N. (2.41)

Além disso, de (2.39) temos
luplliz@ry < 1Dl Fo ey < luollfs@ry, Y n=1,..., N;

donde

||UZ||L2(R+) S ||uo||H3(R+), Vn= 1, c. ,N. (2.42)

De (2.41),(2.42) e considerando ainda C' = (C? 4 1) concluimos que
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||U;LLH%2(]R+) + Hun||?’—[3(R+) < OHUO||12LI3(R+)7 Vn=1,...,N. (2.43)

Pela estimativa (2.43), usando o Teorema 1.1.11 e a Teoria de Interpolacao, ver Ladyzhen-
skaya. [20], Capitulo VI (veja também [12]), temos que existem subsequéncias {u”} e {u]'},

que sao interpolagoes de {u"} e {u}'}, respectivamente, tais que:

un —su ,  fracox em L*®(0,T, H3(R*));

—~

(2.44)
up — uy , fracox em L>(0,T,L*(R")),

onde a funcdo u(x,t) é uma solugao para o problema (2.1)-(2.3), para q.t. t € (0,7).

De fato, das convergéncias em (2.44) temos que:

(o)) — (uwo(t)) , YVo)e LXRY) q t. te(0,7T);
(Diun,v(t)) — (Diu,v(t)) , Yo(t) € L*(RY) q. t. te(0,T),5=1,23;
(uro(t)) — (u,v() , Yo)eL2RY) q t. te(0,T).

Sendo {u”} e {u'} interpolacoes de {u"} e {u}'} respectivamente, elas estdo definidas em

todo intervalo (0,7"), com respeito a variavel t. Além disso, elas satisfazem o problema:

D" + up = o(h), (2.45)

D*u(0) + aDu™(0) + Bum(0) = o(h), (2.46)
onde o(h) é a aproximagao do problema (2.45)-(2.46) a zero quando h — 0, isto é,

o(h) — 0 se h — 0.
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Assim, para t € (0,T) e ¢(t) € L*(RT) temos de (2.45) que

(D*u, () + (uj, 0(1)) = (o), p(1)) , ¥ (t) € L*(RT).

Passando o limite quando h — 0 obtemos que

(D%u, (1)) + (ue, (1)) =0, ¥V o(t) € L*(RY), q. t. t € (0,7),

ou ainda,

(D*u+ug, () =0, ¥ o(t) € LA(RY), q. t. t € (0,7).

Logo,
D*u+wu; =0, qs. em Qr =R" x (0,7).

Seja v € L*(0,T). Lembrando da estimativa (2.36) e que a aplicagdo trago é continua

obtemos de (2.46) que:
T s s T
/ [D2un(0) + aDu™(0) + Bu™(0)]eh(t)dt = / o(R)y(t)dt , ¥ ¢ € L*(0,T) .
0 0

Passando limite quando h — 0 temos

T

/ (D20, ) + aDu(0,£) + Bu(0, ]i(E)dt = 0, ¥ & € L2(0,T), . t. t € (0,T).
0

Assim,

D*u(0,t) + aDu(0,t) + Bu(0,t) =0 q.s. em (0,7T),

provando que u é uma solucao regular generalizada para (2.1)-(2.2).

Além disso, passando limite quando h — 0, temos da desigualdade (2.43) que:

el 72y () + 1l Zs @y () < ClluollZssy, a-t. t € (0,7T). (2.47)
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Unicidade
Para mostrar que a solugao u(z,t) de (2.1)-(2.3) é inicamente determinada, suponhamos

que exista uma outra fungao v(z,t) que satisfaga (2.1)-(2.3), isto é,

vi(z,t) + D*v(z,t) =0 . em Qp;
D*v(0,t) + aDv(0,t) + Bv(0,t) =0 , te (0,T);
v(x,0) = u, € H*(RT) , w€R' (2.48)

Consideremos a fungao z = u — v, desta forma é simples verificar que z é solucao do

ploblema

zi(x,t) + D*2(z,t) = 0 ., em Qr;
D?2(0,t) + aDz(0,t) + B2(0,t) =0 , tc(0,7);

z(z,0) =0 € H*(R") , w€eRT (2.49)

Usando os mesmos procedimentos anteriores, obtemos analogamente a desigualdade (2.47),

que z satisfaz a seguinte desigualdade
|2 [123 @+ (8) < CllOlz@+) =0, a.t- t € (0,T),

ou seja,

||Z||H3(R+)(t) =0, qt. te (O,T).

Isto implica que z(z,t) =0 g.s. em Qr =R x (0,7).
Portanto, u(z,t) = v(z,t) q.s. em Qr = RT x (0,T). O que prova o Teorema 2.1.1.
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Observacao 2.1.5. Notemos que as equacoes do tipo KdV:
Ut + Ugge + P(u)u, =0,

onde P(u) € algum polinomio em u, usualmente posto como P(u) = u+1, sao perturbagoes
nao lineares da equacao de Airy. Com isto, podemos imaginar que o método utilizado
neste trabalho nos permite resolver a equacao de KdV com as condi¢coes gerais de fronteira
dadas neste contexto. Se necessdrio for, dar mais condicoes aos escalares o e 3 ainda nao

sabemos. Porém, futuramente este pode ser o trabalho que complementa esta dissertagao.
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2.2 Segundo Caso.

Seja Qr = R* x (0,T) como anteriormente, em Q7 consideremos a equacao de Airy

com condicao de fronteira e dado inicial

uy(z,t) — D’u(x,t) =0 , em Qr; (2.1)
Du(0,t) = —au(0,t) , D*u(0,t) = Bu(0,t) , t€(0,T); (2.2)
u(z,0) = u, € H*(R") , 1z €eRT (2.3)

Os coeficientes a e 3 sao escalares tais que:

A=08—ads +ds #0, (2.4)
2
aEReﬁ>%, (2.5)

onde o nimero real d > 0 é qualquer e os coeficientes «a, 3 dependem dos coeficientes de
uma matriz que veremos em seguida no problema estacionério. A funcgao u, € H3(RT)

satizfaz:

Du,(0) = —au,(0), D*uy(0) = Bu,(0). (2.6)
O principal objetivo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.2.1. Sejam u, € H*(R") satisfazendo (2.6) e a, 3 tais que (2.4)-(2.5) se

verifica. Entao para todo T > 0 o problema (2.1)-(2.3) possui uma unica solu¢do reqular
u € L0, T, H*(R™)),
ug € L0, T, L*(R™)).
Além disso, vale a estimativa
lucllZo@n) (&) + el Fa@n (©) < Cllwolfpes » gt t € (0,T).

Iniciaremos a demonstracao do Teorema 2.2.1 com um Problema Estacionério e em seguida

retornaremos ao problema (2.1)-(2.3).
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2.2.1 Problema Estacionario.

Nesta secao, devemos resolver o seguinte problema de fronteira:

D3u(z) — du(z) = f(z), = €RT; (2.7)
g11u(0) + g12Du(0) + D?u(0) = 0; 2.8)
onde d > 0, f é tal que
fe ) R NCERY t. q. |f(z)] < Me™; k>0, Vo€ R" (2.9)
e as constantes g;;, i,j = 1,2 ; sao tais que g1z 7# g2 €
|G| |G| 1 2
=2 — _—_“d35 4+ (3 0, 2.10
&l et (210
g g1z 1 . . L.
sendo G = , G, k=1,2,3 ; submatriz de GG retirando-se a k-ésima coluna e
g1 go2 1
|Gk| = detGk.

Da teoria de Equagoes Diferenciais Ordinarias, uma solucao geral para a equagao

(2.7) é dada por

uw(z) = uc(x) + up(z), (2.11)

onde u,(z) é uma solu¢do particular para equagao (2.7) e u.(z) é uma solucao geral da

equacao homogénea associada

D’u(z) — du(z) =0, z€R". (2.12)

A equagao caracteristica para (2.12) é \* —d = 0, cujas raizes sao:

d1/3 d1/3

)\1:(11/3,)\2:5 <—1+Z\/§>,)\3:§ (-1—2\/5)

Logo as solugoes de (2.12) sao
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1/3 - al/3, 4. . al/3, . .
Uy = ed x Uy = €2 (—14+iv3)z 3 = (-1 z\/?:)m

Das solugdes complexas s, U3, obtemos as seguintes solugdes reais, ver[11].

1/ 1vV3 1/ 1v3
Uy = e’% g cos(d§ \/7_1:) e us = 67% ’a sin(d§ \/T_SC)

3
Agora note que o Wronskiano W (z) =W = 5\/§d # 0, assim as solugoes uy, us € us sao

li. e uma solugao geral da equacao (2.12) é

a1/3 V3 a1/3 V3

ue(w) = Cre?™ 4 Chems @ COS(d%T.T) +Cse2 sin(d%Tx). (2.13)

Usando o método da Variagao dos Parametros, uma solucao particular u, para equacao

(2.7) é dada por:

wie) =Y [ s

0
onde W;, 7 =1,2,3; ¢ obtido de W substituindo-se a j-ésima coluna por | (

1
Efetuando os calculos, obtemos que

— lﬁ —d/3g
Wy =ds%re

Assim a solucao particular de (2.7) é,
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As constantes Cy e C3 obtemos de (2.8). Por simplicidade, continuaremos escrevendo C4.

Note que
U(O) = Cl + CQ,
d1/3 d1/3
DU(O) = d1/301 — 5 02 + 5 \/303,
d2/3 d2/3
DQU(O) = d2/301 — 5 Cg — 5 \/503

Substituindo em (2.8), obtemos o seguinte sistema linear

d1/3 d2/3 \/g
(911 — 9125 —= )Cy + (912d1/3 - d2/3)703 = —(gun+ 912d1/3 + d2/3)01
d'? d*? 1/3 2/3 V3 1/3 2/3 ’
(g1 — 9225 5 1Oy +  (good'/® —d )703 = —(go1 + go2d'/® + d*/°)C4

que escrito na forma matricial, fica
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J13  g2/3 V3

gn =gy T3 (g12d'/® — dQ/S)T Cy | | —(gu+ gi2d"? + d*3)Cy
i g3 V3 I 1/3 2/3
921 — 9225 ) (922dl/3 - d2/3>7 Cs (921 tg2d’” +d )Ol
A

V3

Agora note que detA = 7d1/3A]G1] # 0, e a solugao do sistema ¢ dada por

Cy | e —(g11 + gr2d"® + d**)Cy

Cs —(g21 + goad'® + d**)Cy

Um célculo simples sobre inversa de matrizes 2 X 2 nos mostra que

\/g d1/3 é

4 1 (g22d"® — d2/3>7 —(g12d"? — d*?) P
= W A3 g2/ A3 g |
2 PG —(g21 — 925 T3 ) g — g2 T3
e consequentemente,
2 / C_Z 3 d1/38f S)dS,
A\Gl\ 3
2 (2.16)
C3 = A3 Td T d1/3sf(s)ds
ST AIGY Jy 3 ’
onde A’ = |G| — |Gy|dY/? — 2|G4|d?*? e A" = |G| + |Gold'/3.
Desta forma a solugao (2.15) do problema (2.7)-(2.8) fica
d\/3 ° d_% _d\/3s
u(r) = 3 f(s)ds
z 2
1 1 Td73 gt 1 1
bt cos(@d L) (o + / O Bain(@b Y3 s) — cos(dh Y39 (s)ds
2 . 3 2 2
3 T4 3 3
+e 3% sm(dégx) <C’3—/ 3 3621/38[\/§C08(d§§8) +sm(d§§s)]f(s)ds
0
(2.17)
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ou ainda, reorganizando os termos em (2.17) obtemos uma solugao para (2.7)-(2.8).

u(x) = —— / e_dl/S(s—a:)f(S)dS + [02 Cos(dé?m) + Oy Sin(dé\/?gg)]e—gl/gx

3_2 "
—g 3 /0”” e_gl/?»(z—@[\/gsm dé\/?g(x — 5) 4 cos dég(x — 9)]f(s)ds,
(2.18)
onde Cy e U5 sdo dadas em (2.16).
Da expressao (2.18) e como [ satisfaz (2.9), verifica-se facilmente que u satisfaz a seguinte
estimativa.

|u(z)| — 0, quando = — oc.

Agora note que as condigoes (2.8) podem ser reescritas de outra maneira. De fato, isolando

os termos Du(0) e D?u(0) em (2.8) obtemos que

Du(0) = —au(0) onde a = @,
Ga 2.19)
Gy (2.
D?u(0) = Bu(0) onde (3= ==
|G|

Portanto, encontramos uma solugao limitada para o problema (2.7),(2.19) e a condigao
(2.10) coincide com (2.4).

Mais ainda, temos o seguinte resultado.

Lema 2.2.2. Seja f € L*(R"). Entdo o problema (2.7),(2.19) admite tinica solugdo
u € H3(RY) tal que
[ull @+ < Cllfllz2@+)- (2.20)

Demonstragao: Sendo f € L*(R") e o espago C5°(R") denso em L*(RT), entao existe

uma sequéncia { f, }meny C C5°(RT), com | frn(x)| < Mye % ¥V x € RT, tal que
frn — fem L*(RT). (2.21)
Para cada m € N, consideremos o problema

DU () — g (7) = (), r € RT; (2.22)

D?,, (0) = By (0), Dup,(0) = —au,,(0). (2.23)
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Para continuar a demonstracao do Lema 2.2.2, necessitamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 2.2.3. O problema (2.22)-(2.23) admite unica solugdo u,, € H*(R'), ¥V m € N,
tais que

HumHHS(RJr) < C||meL2(R+) , VmeN. (2.24)

Demonstracao: A existéncia de uma solucao classica u,,, para cada m € N, segue
diretamente de (2.18). Resta mostrar que u,, € H*(R"), V m € N e satisfaz a (2.24).

Multiplicando a equagao (2.22) por —u,, e integrando sobre R* obtemos

— (D, ) + ||t T2 sy = = (fm, Um), ¥V m € N; (2.25)

o
onde (u,v) = / u(z)v(z)de e |’UH%2(R+) = / |u(z)[*dz representam o produto interno
0 0
e norma em L?(R™), respectivamente.

Usando integracao por partes, obtemos:

—(D3Upy ) = — /000 Upy () Dy, (1) d = 1y, (0) D*u,, (0) + % /000 D(Du,,(z))*dx
= 1y (0) D%y (0) — %|Dum(0)|2, ¥meN,

Da condicao (2.23) segue que

_(D3um7um) = ﬂ‘um(o)P_?’um(o)F
2
> Blum(OF — S un(0)
2
= (8- Plun0)f, VmeN,

e da condigao (2.5) concluimos que
—(D*Up, ) >0, ¥m €N.
Assim, voltando a (2.25) e usando a desigualdade de Cauchy temos que

dHumH%Q(Rﬂ < —(DPupm,um) + dHumH%%Rﬂ < |(frmr um)|

[ fmll 2@y tm | 2@y, ¥ m € N.

IN
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Donde,
1
[tmllL2@+) < <[ fmll2@+), ¥V m €N (2.26)

Por outro lado, multiplicando (2.22) por D3u,, e integrando sobre Rt obtemos

1 D%t |72y = A(D*tm; ) = (fin, D*tt), ¥ m € N.
Como — (DU, uy) >0, V m €N, entao

HD?’UmH%'Z(Rﬂ < HD?’UmH%%Rﬂ — (D, um) < |(fims D2t

IN

| finll 2 ) 1 D%t || L2y, Vo € N,

E deste modo obtemos
1 D% || 2wy < || fnll 22+, ¥ m € N. (2.27)

Vamos obter agora estimativas para as derivadas intermedidrias D’; j = 1,2. Usando o

lema de Ehrling,
”D]Um”L?(]Rﬂ < 55||D3Um||L2(R+) + )&= ||um||L2(R+), j=12;

onde 0 < € < g,, g, > 0 qualquer e § = d(¢,) > 0.
Consequentemente de (2.26)-(2.27) vem que

j 0 =i 0 =i

1D |2y < O finll 2y + 2e7 | fnll 2y = (92 + 27| finll 2 -
————
Gj
Dali,
| D7t || 22wy < Cill finll 2y, 7 =1,2; (2.28)

onde C; = Cj(e,,d) > 0.
De (2.26) a (2.28) concluimos que u,, € H*(RT), Vm € N e

||Um||%13(R+) = Z ||Djum||%2(R+) < 6||fm||%2(m+)a
0<lj]<3
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ou seja, (2.24) é satisfeita. Assim como no caso 1, a unicidade de u,,, para cada m € N
segue da desigualdade (2.24). Portanto, o Lema 2.2.3 fica provado. u

Voltando & demonstra¢do do Lema 2.2.2, notemos de (2.21) que

||fm||L2(R+) < || fm — f||L2(R+) + ||f||L2(R+) < C||f||L2(R+)7

para todos m suficientemente grande.

Assim, de (2.24)

| tm || 3@y < CllfllL2@+y (2.29)

para todos m suficientemente grande.
Isto mostra que as sequéncias {u,,} e {Du,,}, j = 1,2, 3; sdo limitadas em L?*(R™). Logo
pelo Teorema 1.1.12 e Obs. 1.1.13 existe uma subsequéncia de {u,,}, que denotaremos

ainda por {u,,}, que converge fracamente em L*(R™") para alguma fungao u, isto ¢,

(U, v) — (u,v) ; Vv e L*(RT). (2.30)

Também existe uma subsequéncia de {D’u,,}, que denotaremos ainda por {D’u,,}, que

converge fracamente em L?*(R™) para D’u, analogamente ao caso 1, isto é,

(D', v) — (Du,v) ; Vo € L*(RY). (2.31)

Com isto, temos finalmente que u é uma solugdo do problema (2.7)-(2.19). De fato, note

que de (2.22) obtemos
(D3, v) — d(tpm,v) = (frm,v) , VveL*R");
passando o limite quando m — oo, segue que u satisfaz a equacao:
(D*u,v) — d(u,v) = (f,v),V v e L*(R");

ou seja, u é solucao de (2.7).
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Como a aplica¢do trago é continua, ver [9], entdo da convergéncia (2.30) temos que
Diu,,(0) converge fracamente para D7u(0), com j = 0,1, 2. Assim, passando limite quando
m — 00 em (2.23), temos que a igualdade em (2.19) é satisfeita.

Voltando a desigualdade (2.29), em virtude dos Teoremas 1.1.9 e 1.1.12 temos

”UHH?’(RH < CHfHL2(R+)-

Analogamente ao caso 1, para mostrar que u é a inica solucao de (2.7)-(2.19), suponhamos

que exista uma outra solugao v para o problema (2.7)-(2.19), isto é,

D*v(z) — dv(z) = f(x), r € RY;
Dv(0) = —av(0), D*v(0) = Bv(0)

tal que

[Vl e+ < C||f||L2(R+)-

Considerando a fungao z = u — v, temos que z é solu¢ao do problema:

D?z(z) — dz(z) = 0, r € RT;

Dz(0) = —az(0), D*2(0) = 32(0)
Além disso z satisfaz a seguinte estimativa:
|‘ZHH3(R+) < CHOHLQ(Rﬂ =0.

Deste modo temos que z = 0 e conseqiientemente u = v. ]
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2.2.2 Problema de Evolucgao linear.

Voltemos agora ao ploblema (2.1)-(2.3) juntamente com as condigoes (2.4)-(2.5), provare-
mos mais adiante o Teorema 2.2.1, esta sera nossa meta a partir de agora. Para abordar

(2.1)-(2.3) usaremos o Método de Semi-Discretizacao, como foi feito no caso 1.

Definimos
h = T >0, NeN
- N ) I
e para cadan =0,1,..., N pondo t = nh consideramos
u(z) = wu(x,nh), n=1,...,N;
() = u(®,0) = uo(x);
n _ ,n—1 (232)
ape) = O
ud(x) = w(z,0) = D3u(z,0) = D3u,.

Com essas novas consideragoes em (2.32), vamos aproximar (2.1)-(2.2) pelo seguinte

problema:
D*u™(z) — %u"(x) = _u”;(x) , v €RT; (2.33)
D*u™(0) = Bu™(0), Du™(0) = —au™(0) , n=1,...,N; (2.34)
u’(x) = u,(z) € H¥(RY) , reRT, (2.35)

Teorema 2.2.4. O problema (2.53)-(2.34) admite inica solugao u™ € H3(R™), para todos

n=1,...,N; tal que
||un||H3(R+) < C’||u0||L2(R+), Vn=1,...,N. (2.36)

Demonstracao: A demonstracao é uma consequéncia imediata do Lema 2.2.2, faremos
por inducao sobre n.

Se n =1 temos de (2.33)-(2.34) o seguinte problema

Dol (a) = g () = ~ 24,
D?*u!(0) = Bu'(0), Du*(0) = —au'(0).
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1
Como A # 0, 7 >0e u, € L*(R"), em virtude do Lema 2.2.2, existe tinica solucio

u' € H3(R") tal que

||U1 ||H3(]R+) S Cl||uo||L2(R+).

Se n = 2 temos de (2.33)-(2.34) o seguinte problema

D3u?(z) — %uQ(x) = — )
D?*u?(0) = Bu?(0), Du*(0) = —au?(0).

1
Como A # 0, w > 0e u' € L*(R"), do Lema 2.2.2, existe tinica solucdo u?> € H?(R")

tal que

[l m@ey < Collu'|| 2w

< Oollutmremey < CoCtllu| 2@

Suponhamos agora que vale para n — 1, isto é, que o problema

()

h 9
D*u™1(0) = fu™(0), Du™(0) = —au™*(0),

u

1
D3y (x) — Eun_l(x) = —

admite tinica solugao v~ € H*(R™) tal que

IN

[ [PPETEES Cnall ™ 2y

IN

C’n_1||u"_2||H3(R+) <... <

S Cn_lCn_2 e C1’|UOHL2(R+)‘

Para n < N temos de (2.33)-(2.34) o seguinte problema

D3un($) — %un(x) = _Un_;<x)’

D?u™(0) = Bu™(0), Du™(0) = —au™(0).

1
Como A # 0, 7 >0e u" '€ L*(R"), pelo Lema 2.2.2, existe tinica solucio
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u™ € H3(R™) tal que

IN

"] £ (et Collu™ Y 2@ty

IN

CnH'LLn_l‘|H3(R+)

S CnC’n_lCn_g e Cl||uo||L2(R+).

Tomando C' = max{Cy,C1Cy,...,C1Cy...Cn} entdo (2.36) vale paratodosn = 1,..., N.

De fato,
[ | ms@ey < Cullu™ 2@
S CnHun_l“}[B(R—o-)
< ChCriChrn .. O |t 2+
<c
< CHUOHL2(R+)7 Vnzl,,N

A seguir, vamos calcular estimativas independentes de h > 0.
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ESTIMATIVA 1

Multiplicando (2.33) por —u™ e integrando em R™ obtemos a igualdade

1

0= —(D*u", u™) + E(u” — "t u™)
%/_/ RS ,
n g

Ip)

I = —(D3u™,u") = _/Ooo "(2) DPu(

Além disso,

ou seja,

Logo,

= u™(0)D%*u"( / D(Du"(x))*dx
= u"(0)D*u"(0 )——|Du 0)[?
a n
= Pl (O)° = Flu (0)[”
2
= (3= OF: ¥n=1,.. <N
——
=k1>0
1
E(un o un—17 un)
1 [ _
i [ @ =@ @) da
1 <1 n 2 1 n 2 n n—1 1 n—1 2 1
P [ @R 4 @ - e+ S @) - 5
1 > n n— 1 > n n—
_h/ [u (z) —u" Hx )] dm+ﬁ [lu (2)]? — |u 1(JE)|2] dx
2h Jo B 0
>0
1 o _
], [[u"(@)|* — " (2)[?] da
n 1 n—1112
2h“ ||L2 (R+) _ﬁHU ||L2(R+)7
1 1,
I 2 %HU 2@y — %HU Yiz@ey Y =1,...,I<N.

k1|u"(0)|22h + ||U,n||%2(R+) - ||Un_1||%2(R+) S O, Vn= ]_, Ce ,l S ]\[7

ou ainda,
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il ()2 + [ sy < lu™ Bagaeys ¥ n=1,....1 < N.

Somando de n =1,...,l < N e levando em consideracao (2.35), obtemos que

l
kY Jut(0)P2h + (W] F2mr) < lluollfo@ry, VIS N. (2.37)
n=1
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ESTIMATIVA 11

n __ ,n—1
Em termos de operadores, seja Lu™ = D3u" — ¢ hu = 0, lembrando que
n n—1
n u" —u . n
up = — consideremos agora o operador Luj e notemos que
Lu”:lL(u”—un 1) =0
h h —
Por outro lado,
1 u — un—l 1 (un _ un—l) (un—l _ n—2)
Lup = —L(uw—u"Y)=D3—F—) = —
. h ( ) ( h ) h { h

= DU~ o () — ),
Assim a aproximacao uj satisfaz a equacao
T L
D Uh_ﬁ(uh_uh ) =0,
além disso, usando (2.6) e (2.34) é facil verificar que

D2uj(0) = Bu(0), Dug(0) = —auf(0).

Deste modo, temos que u} satisfaz o seguinte sistema:

n—1
up,

h
D*up(0) = Bup(0), Dup(0) = —aup(0) , n=1,...,N;

1
D?’uz - ﬁuz = —

uf (z) = Du,(z) , T €eR"
Agora, multiplicamos (2.38) por —u} e integramos sobre R para obter

1
0= —(D%up, up) + - (up — uy ™" up),
— \h

J/

] V
3 I

De modo inteiramente andlogo a ESTIMATIVA I, temos

Iy =  —(D%up,up) > kfup(0))? , Vn=1,...
1 n n— n n 1 n—
Iy = E(Uh — U, 17 up) > %HuhH%Q(R“') - ﬁ“uh 1||%2(R+) , Vn=1,...
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onde k1 > 0 é dado na estimativa I. Logo,
kil (0)*2h + lup |2y — iy 2@y <0, ¥n=1,... 1 < N;
ou ainda,
kr|up (0)[*2h + ||UZ||2L2(R+) < HUZ_IH%?(RW Vn=1,...,[<N.
Somando de n =1,...,l < N e levando em consideracao (2.32), obtemos que

l
kY Jup(0)°2h + [lub |72y < 1D uol|72 -
n=1

Com maior razao, temos a seguinte estimativa

Hulh||%2(R+) < HD3U0H%2(R+), Vi < N. (240)
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Reescrevamos agora, a equagao (2.33) como segue
D*u(z) — u™(z) = —u"(x) +uj(z) = F"(2).
Podemos considerar assim, o seguinte problema:

D3u™(z) — u(z) = F™(2) , xR
D?*u™(0) = Bu™(0), Du™(0) = —au™(0) , Vn=1,...,N.

(2.41)

Como F"(x) = —u"(z) + uf(z) € L*(RT), Vn = 1,...,N. Entao, pelo Lema 2.2.2 o
problema (2.41) admite tinica solugao u™ € H3*(R"),Vn =1,..., N; tal que

|u™ || g3y < CF"|| L2+,

assim, das estimativas (2.37) e (2.40) temos que

[u @y < ClE"||r2@e)
< Ol + lupllze@)
< Olluollze@+) + 1D || 2(m+))
< Cllwollps@ey, Vn=1,...,N;
ou seja,
|u" || 3 e+y < Cllo||p3@)y, Vn=1,...,N. (2.42)

Além disso, de (2.40) temos também
luplliz@ry < D%l Fo ey < luollfs@ry, Y n=1,..., N;

donde,

||UZ||L2(R+) S ||uo||H3(R+), V n = 1, Ce ,N. (2.43)

De (2.42),(2.43) e considerando ainda C' = (C? 4 1) concluimos que
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||U;LLH%2(]R+) + Hun||?’—[3(R+) < OHUO||12LI3(R+)7 Vn=1,...,N. (2.44)

Pela estimativa (2.44), usando o Teorema 1.1.11 e a Teoria de Interpolacao, ver La-
dyzhenskaya [20], Capitulo VI, temos que existem subsequéncias {u"} e {@}, que sao

interpolagdes de {u"} e {u}'}, respectivamente, tais que:
un —su ,  fracox em L*®(0,T, H3(R*));

—~

(2.45)
up — uy , fracox em L>¥(0,T,L*(R")),

onde a funcdo u(x,t) é uma solugao para o problema (2.1)-(2.3), para q.t. t € (0,7).

De fato, das convergéncias em (2.45) temos que:

(o)) — (uwo(t)) , YVol)e LXRY) q t. te(0,7T);
(Diun,v(t)) — (Diu,v(t)) , Yo(t) € L*(RY) q. t. te(0,T),5=1,23;
(o))  — (u,v() , Yo)eL2RY) q t. te(0,T)

Sendo {u"} e {ul'} interpolacdes de {u"} e {u}} respectivamente, elas estao definidas
em todo intervalo (0,7") com respeito a varidvel ¢. Além disso, elas satisfazem o seguinte

problema:

ul — D*ul = o(h), (2.46)
Dur(0) + au(0) = o(h), D*u™(0) — Su™(0) = o(h). (2.47)

onde o(h) é a aproximagao do problema (2.46)-(2.47) a zero quando h — 0, ou seja,

o(h) — 0 se h — 0.
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Assim, para t € (0,T) e ¢(t) € L*(R") temos de (2.46) que:

(upi, (1)) = (D*ur, (1)) = (o(h), (1)) , ¥ (1) € L*(RY),
Passando o limite quando i — 0 obtemos
(ug, p(t)) = (D*u, (1)) =0, ¥V o(t) € LA(RY), q. t. t € (0,7),
ou ainda,
(uy — D3u, (1)) =0, V o(t) € L*(R"), q. t. t € (0,T).

Logo,
— D=0, qs. em Qr =R" x (0,7).

Seja ¢ € L*(0,T). Relembrando (2.37) e que a aplicagao trago é continua, obtemos de
(2.47) que:

/0 [Dum(0) + aum(0)]y(t)dt = /O o(R)y(t)dt , Ve L*0,T) ;
/0 [D*u™(0) — Bun(0)]4(t)dt = /0 o(h)(t)ydt , Ve L*0,T) .

Passando limite quando A — 0 chegamos a

T
/ [Du(0,t) + au(0,t)|(t)dt =0 , Ve L*0,T), q. t. t € (0,T);
T
/ — Bu(0,)]w(t)dt =0 , Ve L*0,T), q. t. t€(0,7T).
0
Assim,
Du(0,t) + au(0,t) =0 , q.s. em (0,7);
D?u(0,t) — Bu(0,t) =0 , q.s. em (0,7);
provando que u é uma solucao regular generalizada para (2.1)-(2.3).

Além disso, passando limite quando h — 0, obtemos da desigualdade (2.44) que:

el Fo gy (1) + [[ull 3@y (8) < Cllto|3sgsy, at- t € (0,7). (2.48)
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Unicidade
Para mostrar que a solugao u(z,t) de (2.1)-(2.3) é inicamente determinada, suponhamos

que exista uma outra fungao v(z,t) que satisfaga (2.1)-(2.3), isto é,

Ut(xat) - DSU(l‘,t) =0 ) €1l QT;
Dv(0,t) = —av(0,t), D*v(0,t) = Bv(0,t) , te(0,T);
v(x,0) = u, € H*(R") , xR (2.49)

Consideremos agora a fungao z = u — v, desta forma ¢é simples verificar que z é solucao

do ploblema

Zt(ZE,t>—D3Z(l’,t) =0 ) c1m QT;
Dz(0,t) = —az(0,t), D*2(0,t) = 82(0,t) , te€(0,7);
z(z,0) =0 € H*(RY) , reRt. (2.50)

Usando os mesmos procedimentos anteriores, obtemos analogamente & desigualdade (2.48),

que z satisfaz a seguinte desigualdade
1211 s g+ (1) < CllOI3s@sy =0, a.t. t € (0,7),

ou seja,

|2l 3+ (t) =0, q.t. t € (0,7).

Isto implica que z(x,t) =0 q.s. em Qr = R* x (0,7).
Portanto, u(z,t) = v(x,t) q.s. em Qr = R* x (0,7).

O que prova o Teorema 2.2.1.
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