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Resumo

Neste trabalho estudamos a controlabilidade exata e local na fronteira para a
equacao

y'—Ay+ f(y) =0em Q

onde @ é o cilindro finito Q2x]0, 7', 2 um dominio limitado do R™. O resultado é
obtido por uma variante do método HUM (Hilbert Uniqueness Method) o qual foi

introduzido por Lions.



Abstract

In this work we study the boundary exact and local controllability for the equa-
tion
y' = Ay+ fly) =0onQ
where @) is a finite cylinder Q2x]0,7T[, Q a bounded domain of R"™. The result is

obtained by a variant of the HUM method (Hilbert Uniqueness Method) which was

introduced by Lions.
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Introducao

Sao muitos os campos de agao do desenvolvimento tecnolégico que a Teoria do
Controle tem um papel central. Uma das mais recentes e, nas que as perpectivas de
avanco nos préoximos anos sao mais favoraveis, é a do “Controle Laser” de Reagoes

Quimicas.

Os principios bésicos da abordagem industrial da Quimica, permaneceram
inalterados durante muitos anos. Estes tém sido baseados fundamentalmente na

alteragao da temperatura ou pressao nas reacoes ou na utilizacao de catalisadores.

Mas desde a invencao do laser ha quarenta anos, a tecnologia para o controle de
reacoes foi mudando paulatinamente. Efetivamente, partindo de um dos principios
basicos da Mecanica Quantica, segundo o qual tanto a luz como a matéria tém um
carater ondulatério, pode-se prever que a utilizacao do laser seja um mecanismo

eficiente para o controle das reacoes quimicas.

Os resultados experimentais dos que se dispoe na atualidade, fazem pensar que
esta tecnologia pode chegar a atingir altos niveis de precisao se bem que, pelo mo-
mento, existem obstaculos que pouco a pouco comecam a ceder. Uma das maiores
limitagoes surge quando as moléculas estao pouco isoladas. Neste caso as colisoes
entre elas fazem com que seja dificil definir sua fase, o qual, a sua vez, dificulta a
eleicao do controle laser adequado. A segunda limitagao, de carater mais tecnolégico
e nas que se estao produzindo avancos importantes, é no desenho de lasers com fa-
ses bem definidas e que se vejam pouco afetadas pelas instabilidades das equipes e

mstrumentos.

O leitor interessado pode conferir o artigo divulgativo de Brumer e Shapiro [4]



para conhecer mais a respeito.

Trata-se de um campo onde os matematicos estao ainda muito pouco desenvolvi-
dos. Os modelos matematicos necessarios para descrever estes fenomenos exigem a
utilizagao de complexas equacoes de Schrodinger nas que o grau de compreensao que

dispomos na atualidade faz muito dificil comprovar o que os experimentos mostram.

Mas basta analisar alguns modelos matematicos simples nos que intervéem feno-
menos ondulatorios para entender algumas das dificuldades que estes modelos mais

complexos introduzem.

Dentro das equagoes que descrevem fenomenos ondulatérios uma das mais sim-

ples é sem divida a equacao de ondas que ja foram analisadas por muitos matematicos.

Dentro da teoria de controle, vamos nos concentrar no estudo da controlabilidade

exata na fronteira para a equacao da onda semilinear

y'—Ay+fly) =0 em @
Y= sobre X (1)

0
onde ' = s Q) C R™ um aberto limitado, com fronteira I' de classe C?, @ o cilindro
2x]0,T[ com fronteira lateral ¥ = I'x|0,7[ e f : R — R uma funcao localmente

Lipschitziana, f € W (R).

loc

O objetivo deste trabalho ¢ estudar a controlabilidade exata do sistema (1), for-
mulada como segue: “Dado T' > 0 suficientemente grande, é possivel, para quaisquer
dados iniciais e finais {y°, '}, {2°, 2!}, encontrar um controle correspondente v tal

que a solucao y = y(z,t) de (1) satisfaga

y(T) =" Yy =27 (2)

Resultados de controlabilidade exata para o problema (1) quando f ¢ linear,
f(s) = as, com s € R, sdo bem conhecidos e existem um grande numero de pu-
blicagoes na literatura (veja por exemplo Lions [12], [13], Russell [25] e a bibliografia
deles). Todavia, resultados de controlabilidade exata para o problema (1) quando f

¢ nao linear, sao poucos conhecidos.



Nesta dissertagio analisaremos a controlabilidade exata do problema (1) quando

f € assintoticamente linear e a controlabilidade local quando f é superlinear.

Para resolver o problema da controlabilidade exata (e local) de (1) utilizaremos

uma variante do método HUM (Hilbert Uniqueness Method) introduzido por Lions

em [11], [12], [13] para sistemas distribuidos lineares. Para tal método, utilizaremos

técnicas de multiplicadores, argumentos de compacidade e teorema de ponto fixo.

Este trabalho é uma exposic¢ao didética de [33] para equagao da onda semilinear

com condigoes de fronteira de Dirichlet, e estd dividido como segue:

No capitulo 1, apresentaremos alguns resultados principais sem demonstra-los,

os quais sao de grande importancia no decorrer do trabalho.

No capitulo 2, consideramos o caso linear f(s) = as com s € R. Neste caso a

controlabilidade exata sera provada utilizando-se o método HUM.

No capitulo 3, usando um primeiro método de ponto fixo provaremos a con-
trolabilidade exata para o problema (1) quando a nao linearidade f é assin-

toticamente linear, isto é, f' € L>°(R) e 3 lim f(s).

|s]—o0 |S|

No capitulo 4, demonstraremos a controlabilidade local de (1) no caso em que

f é superlinear no infinito utilizando um segundo método de ponto fixo.



Capitulo 1

Preliminares

No presente capitulo serao fixadas as notacoes e enunciadas as definig¢oes e resultados

fundamentais ao desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

1.1.1 Nogao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equacoes diferenciais parciais cujos dados
iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introduc¢ao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas defini¢oes:
1°) Espago das fungoes testes

Dados a = (o, 9, ...,0p,) € N* e & = (x1,29,...,2,) € R", representaremos

por D% o operador derivacao de ordem « definido por

olel
D> =
axlalﬁxQQQ . 895”% ’

onde |a| = Z a;. Se a = (0,0,...,0), defini-se D*u = u.
i=1
Seja £ um aberto do R”. Denotaremos por C§°(£2) como o conjunto das fungoes

4



¢ : ) — K (onde K = R ou K = C) que sao infinitamente diferencidveis em €2 e que

tem suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q;¢(x) # 0} em

Q, ou seja, supp () = {z € G p(x) 20} -

Dizemos que uma seqiiéncia {p,} C C§°(€2) converge para zero, e denotamos

v, — 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:
(i) supp (¢y) C K, Vv eN;
(ii) D*p, — 0 uniformemente sobre K, Va € N".

Dizemos que uma seqiiéncia {¢,} C C5°(€2) converge para ¢ C C§°(£2) quando

a seqliéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C°(2), munido desta nogao de convergéncia, ¢ denominado espago das

fungoes testes, e denotado por D(f).
2°) Distribuigao sobre um aberto 2 C R"

Definimos como distribuigao sobre 2 a toda forma linear e continua em D(2). O
conjunto de todas as distribuicoes sobre €2 é um espaco vetorial, o qual representa-se
por D'(€), chamado espaco das distribuicdes sobre 2, munido da seguinte nocao de
convergéncia: Seja (7)) uma sucessao em D' (Q) e T € D'(Q). Diremos que T, — T
em D'(Q) se a seqiiéneia numérica {(7,,, p)} converge para (T, ¢) em R, ¥V ¢ € D(Q).

1

1oe(£2) 0 espago das (classes de) fungoes u : Q — K tais

3°) Denotaremos por L

que |u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

De posse destas defini¢oes estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.
S. Sobolev introduziu, em meados de (1936), uma nocao global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado €2 do R", cuja fronteira I' é regular.
Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em Q = QUT. Se u

ou v e anulam sobre I', obtemos do lema de Gauss que

uﬂdl‘ = — U%dx.
o Oz o Oz

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao



uw € L} (Q) é derivdvel no sentido fraco em €, quando existe uma fungao

v e L. () tal que

loc

/Qu(x)agx(f)dm = —/Qv(x)gp(a:)dx,

para toda ¢ € D(12).

Embora tal conceito de derivada ter sido um marco na evolucao do conceito de
solucao de uma equacao diferencial ela apresenta uma grave imperfeicao no fato
que nem toda fungao de L}, (€2) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar
este tipo de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nocgao
de derivada no sentido das distribuicoes, a qual generaliza a nocao de derivada

formulada por Sobolev, como segue:

Seja T" uma distribuicao sobre 2 e a € N". A derivada de ordem « de T, no

sentido das distribuicoes, é definida por:

(DT, p) = (=1)*UT, D*p);V € D(Q).

Verifica-se que D*I'" ¢é ainda uma distribuicato e que o operador

D : D' (Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, é linear e continuo.

1.1.2 Os Espagos LF(Q2)

Seja 2 um aberto do R™. Representaremos por LP(£2), 1 < p < 400, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes definidas em €2 com valores em K tais que |ulP é

integravel no sentido de Lebesgue em (2.

Teorema 1.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja
(U )ven uma seqiiéncia de fungoes integrdveis num aberto Q C R™, convergente quase
sempre para uma funcao u. Se existir uma fungdao ug € LY () tal que |u,| < vy quase

sempre, Vv € N entao u € integravel e tem-se

u = lim Uy .
Q v—oe Ja



Demonstragao: Ver [18].

O espago LP(§2) munido da norma

1
p
|lull ) = (/ |u(x)|pdx) , paral <p < 400
Q

[ull L = supess|u(z)[, parap = +oo,
e
¢ uma espago de Banach.

No caso p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert.

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q¢ < oo tal que
%—i—%:l ea,b>0. Entao
a? bl
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [2].

Proposigao 1.3 (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 < p < oo e
f,g € LP(Q), entao

1+ gllze@) < [1f o) + l9llLre)-
Demonstragao: Ver [18].

Proposicao 1.4 (Desigualdade de Hélder) - Sejam u € LP(Q) ev € LI(2) com

I1<p<xe % + % = 1. Entao uv € L'(Q) e temos a desigualdade
| ool < o ol

Demonstragao: Ver [2].

Segue como corolario da proposi¢ao anteiror o seguinte resultado:

Corolario 1.5 (Desigualdade de Hoélder generalizada) - Sejam fi, fo,. .., fx

fungades, tais que f; € LPi(QQ), p; > 1,1 < i <k, onde pil—l—p%—i—...—i-pik: e+ <1.

Entao o produto f = fifa... fr € LP(Q) e

1.1
pp

1 fllze) < [filleer @l follra gy - - - | frllzon )



Proposicao 1.6 (Desigualdade de Interpolagao) - Se u € LP(Q2) N LY(Q2) com

1 <p<qg< oo entiou € L'(Q) para todo p < r < q e tem-se a desigualdade

lul|Lro) < HUH%p(Q)Hu”lL;eQ
(©)

ondeogeglveriﬁca%:§+%.

Demonstragao: Ver [20].

Além dos resultados acima, temos que:

(i)
(i)
(

LP(Q2) é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
LP(§2) é separavel para todo 1 < p < +o0;
iii) D(£2) tem imersao continua e densa em LP({2) para todo 1 < p < +oc;

(iv) Se Q ¢é limitado se 1 < p; < pa < +oo entao LP?(Q2) — LP(Q), onde —
denota que a identidade é uma injecao continua.
(v) Se (f,) é uma seqiiéncia em LP(Q) e f € LP(2) sdo tais que || f, — f|zr@) — 0

entdo existe uma subseqiiéncia (f,,, ) tal que f,, () — f(x) quase sempre em (2.

Proposicao 1.7 (Teorema da Representagao de Riesz) - Sejam
1< p<+oo, g€ (LP(Q) com % + 117 = 1. Entao existe uma tnica uw € L1(QY), tal

que

(p,v) = /Qu(:z:)v(x)dx, Vo € LP(Q) e |lul| o) = HSOH(L’“(Q)),'

Demonstracao: Ver [2].

Quando p = oo, temos:

Proposicao 1.8 Seja ¢ € (Ll(Q)),, entdo existe uma unica u € L>(Q) tal que
<907,U> = /Qu<x)v<w)dx7 Vo € LI(Q) € ”uHL‘”(Q) = ||90||(L1(Q))"

Demonstracao: Ver [2].

p

Denotaremos por L,

(2), 1 < p < 400 o espago das (classes de) fungoes

u: ) — K tais que |ulP é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto

8



K de Q munido da seguinte nocao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para

uwe L7 () se para cada compacto K de 2 tem-se:

loc
pr(uy, —u) = (/K |u, () — u<x)|pda;)’l’ — 0.

Proposigao 1.9 (Lema de Du Bois Raymond) - Sejau € L}, (), entdo T, =0

loc

se, e somente se, u =0 quase sempre em ).

Demonstracao: Ver [19].

Aqui T, é a distribuicdo definida por (T,,¢) = [ u(z)p(z)dz, Ve € D(Q).
Além disso, decorre da proposicao que T, fica univocamente determinada por
w e L (), isto é, se u,v € L (Q), entdao T, = T, se, e somente se, u = v

quase sempre em §2.

Proposicao 1.10 Seja (u,),eny € LY (), 1 < p < 400, tal que v, — uw em LY (),

loc

entdo u, — u em D (Q).

Demonstragao: Ver [19].

1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", 1 < p < +oocem € N. Se u € LP(Q2) sabemos que u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é verdade, em
geral, que D%u seja uma distribuigdo definida por uma fungao de LP(€2). Quando
D%y é definida por uma funcao de LP()) defini-se um novo espago denominado
espago de Sobolev. Representa-se por WP ({2) o espaco vetorial de todas as fungoes
u € LP(Q), tais que para todo |a| < m, D*u pertence a LP(Q2), sendo D%u a derivada

no sentido das distribuigoes.

O espago W™P(Q)) munido da norma

S =

v mp = Z / |D%ulPdz | , paral <p < oo,
Q

laj<m



[t .00 = Z sup ess| D%u(z)|, parap = oo
jaf<m “<

é um espaco de Banach.
Representa-se W™2(Q) = H™() devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os

espagos H™(2) sao espagcos de Hilbert.

Sabe-se que C°(2) é denso em LP(£2), mas nao é verdade que C§°(2) é denso
em W™P(Q)) param > 1. Motivado por esta razao define-se o espago Wi (€2) como

sendo o fecho de C§°(€2) em WP (Q), isto é,

——WmP(Q

e —wre ).

Observagao 1.11 Quando ) € um aberto limitado em alguma direcao x; de R™ e

1 < p < o0, consideramos Wi (Q2) munido da norma

= / Du(a) P

|a|=m

que € equivalente a norma ||ul|m -

Suponha que 1 < p < oo el < g < oo tal que % +% = 1. Representa-se por
W=4(Q) o dual topolégico de Wy*(2). O dual topoldgico de HJ*(€2) denota-se
por H~™(2).

Prosseguindo nas definigoes dos espacgos quais trabalharemos vamos caracte-
rizar os espagos H*(Q2), s € R, para isso consideremos S = {p € C®(R");
| lﬁgl p(x)D%p(x) = 0, para todo polinémio p de n varidveis reais e o € N"} o
eg;pa:;o das funcoes rapidamente descrescente no infinito, S' o dual topoldgico de S

e para cada fungao u € L'(R™) a transformada de Fourier de u definida por

afz) = (2m)F / D)y,

onde (z,y) = Y x;y;.
j=1

10



Definimos, para todo s € R
H*(R") = {u €S (1+]|z|?)iae LQ(R”)} .

Além disso, se s > 0 temos que H *(R") = (HS(R”))I e H¥(R") — L*(R") —
H=s(R™).
Seja {2 um aberto bem regular do R", ou o semi-espaco R’}. Consideremos a

aplicagao:

rq : L*(R™) — L*(Q)u — rqu = ulq

que leva u na sua restricao rqu a ). Assim, para s > 0 temos que

H*(Q) ={v|q; ve H*(R")}

H(Q) = (H}(Q) onde Hy(@) =D(@)" "

Teorema 1.12 (Imersao de Sobolev) - Seja 2 um aberto do R™, entao

H™(Q) — C*(Q), sem > g + k.
Demonstragao: Ver [17].

Teorema 1.13 Assuma que €2 € aberto limitado bem reqular do R™. Seja s € R.

Entao para cada € > 0 a injecao
H*(Q)) — H*5(Q)

¢ compacta.
Demonstragao: Ver [15].

Teorema 1.14 Seja 2 um aberto limitado bem reqular do R™. Seja s > 0 e
1 <p<n. Entao:

np
n—sp’

sen > sp entao W3P(Q) — L"(Q), parap <r <

11



se n = sp entao W*P(Q2) — L"(2), para p <r < 00,
sen < (s — j)p para algum inteiro ndo negativo j entio W*P(Q) — C%(Q), onde
CL(Q) = {u € CY(Q) : D ¢ limitada sobre Q, para |o| < j}.

Demonstracao: Ver [1].

Lema 1.15 Para cada n € N existe um nimero real € = €(n), onde 0 < e < 1, de

modo que

H'=M(Q) — LI(Q)

desde que2<q 5, m > 2,
Demonstracgao: Esta é uma aplicagao imediata do teorema anterior.

Proposicao 1.16 Sejam 2 um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fronteira
limitada e m um inteiro tal que m > 1 e 1 < p < co. Entao temos as segintes

imersoes continuas:

1 1 1

se — — L5 0 entdo WmP(Q) — L1(Q), onde — = — — m
p n ¢ p n
1 m .

se — — — =0 entao W™P(Q) — L1(Q), Vq € [p, +o0],
p n
1

se = — 2 <0 entio WmP(Q) — L>().
p n

Demonstracao: Ver [5].

Teorema 1.17 (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Q um subconjunto

aberto limitado do R™, Q de classe C' e 1 < p < co. Entao
1 1 1
(Q), Vg e [1,p], onde — = - — —,
p p n
(Q), Vg e [1,+o0],

se p <n entao WIP(Q) <& L9
se p=mn entao W'P(Q) < L1

se p=n entio WH(Q) < C(Q).
Demonstracao: Ver [5].

Observacgao 1.18 <% indica imersao compacta.
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1.1.4 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espaco de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago localmente
convexo das fungoes vetoriais ¢ : (0,7) + X infinitamente diferencidveis com
suporte compacto em (0,7"). Diremos que ¢, — ¢ em D(0,7T; X) se

i) 3 K compacto de (0,7) tal que supp (p,) e supp (¢) estao contidos em K, Vv;
ii) Para cada k € N, P (t) — ©®(¢) em X uniformemente em t € (0, 7).

O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) = D(0,T;R) em X sera
denotado por D'(0,T; X), isto é, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X ¢ linear e
se 0, — 0 em D(0,T) entao (S,0,) — (S,0) em X. Diremos que S, — S em
D'(0,T; X) se (S,,0) — (S,0) em X, V0 € D(0,T). O espaco D' (0, T; X) equipado
com a convergéncia acima é denominado espago das distribuigoes vetoriais de (0, 7T")

com valores em X.
Prova-se que o conjunto {0¢, 6 € D(Q),£ € X} é total em D(0,T; X).

Denotaremos por LP(0,7; X) o espaco de Banach (das classes) de fungoes veto-
riais u : (0,7) — X fortemente mensuraveis em (0,7"), (0,7") dotado da medida de

Lebesgue, tais que
T
| Tt < .
0
Quando p = 2 e X um espago de Hilbert entdao L?(0,7;X) ¢ um espaco de
T

Hilbert munido com o produto interno (u,v) = / (u(t),v(t))xdt.
0

Representaremos por Wk’p((), T;X),1<p< o0 o espago de Banach

(u¥) derivada j-ésima no sentido das distribuigoes vetoriais). Com norma

k 1/p
[ullwrero,rx) = (Z Hu(”l|§p(0,m)> :
j=0
ou a norma equivalente,

k
Z HU(]) ”iP(O,T;X)'
=0
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Quando p = 2 ¢ X é um espaco de Hilbert o espagco W*2(0,7T; X) é denotado

por H*(0,T; X), que é um espaco de Hilbert com produto interno
k

(u, U)Hk(o,T;X) = Z(U(j)a v(j))LQ((LT;X)
§=0

i 1/2
||U||Hk(o,T;X) = (Z ||U(j) ||2L2(0,T;X)> .
j=0

Quando k = 0, H*(0,T; X) identifica-se ao L?*(0,T; X).

€ norma

Por HE(0,T; X) representaremos o fecho em H*(0,T; X) de D(0, T’; X). Demonstra-
se que o espago HEF(0,T; X) é o espaco de Hilbert

HE0,T; X)) = {ue H*0,T; X);u?(0) =u(T) =0,0<j < k—1}.
O dual topolégico de HE (0, T; X) seré representado por H*(0,T; X).

Assim, identificando L?(0,T; X) com o seu dual (L*(0,T; X))/, via teorema de
Riesz, obtemos entao
D(0,T; X) — HL0,T;X) — L*(0,T; X) — H0,T;X) — D(0,T; X)
onde

!

H™0,T;X) = (H'(0,T; X))

Proposigao 1.19 Seja u € L*(0,T; X). Entdo existe um tnico f € H=(0,T;X)
que verifica
(f,08) = ((W,0))x, VO € D(0,T), VE e X.

Demonstracao: Ver [22].

Baseado na proposicao anterior, identificamos f com u'. Em razao disto, diremos
que se u € L*(0,T; X) entao v’ € H1(0,T; X).
Proposicao 1.20 A aplicacio

uwe L*0,T;X) —u € HY0,T; X)

onde X € um espaco de Hilbert, ¢ linear e continua.

Demonstragao: Ver [22].
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1.1.5 Funcoes Escalarmente Continuas

Seja X um espago de Banach. Definimos o espago das fungoes escalarmente continuas
(ou fracamente continuas) como o conjunto das fungoes f € L>(0,7; X) tais que
a aplicacdo t — (f(t),x) é continua sobre [0,T], Vo € X’ onde X’ é dual de X.

Denotaremos tal espago por C,(0,T; X).

Disto segue que CL(0,T;X) = {u€ Cs(0,T;X);u € Cs(0,T;X)}, onde o
é a derivada de u no sentido das distribuicoes. Da mesma forma temos que

C2(0,T;X) ={u e C,(0,T; X);u" € C,(0,T; X)}.
Observagao 1.21 Seu e L>*(0,T;X) eu € C([0,T]; X) entao u € Cs(0,T; X).

Lema 1.22 Sejam X eY dois espacos de Banach, X — Y e X um espaco reflexivo.
Entao

L0, T; X)NCs(0,T;Y) = C5(0, T X).

Demonstragao: Ver [15].

1.2 Teoria de Traco

Consideremos 2 = R} ou {2 um aberto limitado bem regular do R" com fronteira
['. Por D(I') representa-se o espago vetorial das fungoes reais w definidas em T,
possuindo derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcao u

definida em €2, representa-se you a restricao de v a I'.

Proposicao 1.23 FEuxiste uma constante positiva C' tal que
lvoull ;10 < Cllullme
para toda u € D(Q).

Demonstracao: Ver [20].
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Considerando D(£2) com a topologia induzida por H'(), segue pela proposicio
1.23 que a aplicacao

D=

Y : D(Q) — H=2(T)

é continua. Sendo D(Q) denso em H'((), esta aplicacdo se prolonga por con-

tinuidade a uma aplicagao linear e continua, ainda representada por vy, tal que
Yo : H'(Q) — H(T),

a qual denomina-se fungao traco.

Teorema 1.24 A funcio trago aplica H'(Q) sobre Hz(T) e o nicleo de ~o € o
espago Hi ().

Demonstragao: Ver [20].

Consideremos, agora, {2 uma aberto limitado do R™ com fronteira I' bem regular,

e seja v a normal unitdria exterior em I'. Para todo j =1,...,m —1 e u € D(Q),

9w,
ovJ r

espaco (D(I'))™ no espaco de Hilbert H™ 2(T') x H™ 2(T) x ... x Hz(T') temos o

seja yju = a derivada normal de ordem j de u e you = ulp. Da densidade do

seguinte resultado:

Teorema 1.25 Ezxiste uma unica aplica¢do linear e continua vy do espago H™(S2)
sobre o espago H;”:_Ole’j’%(F) com niicleo v~1(0) = HJ'(Y), verificando a sequinte
condicao

U= (You, NUs - -+, Ym-1u) , Yu € D().

Tal aplicagao admite uma inversa a direita linear e continua.

Demonstragao: Ver [20].

Além desses resultados, considerando os espagos de Hilbert H°(Q2) = {u € L*(Q);
Au € L*(Q)} e HY(Q) = {ue HY(Q); Au € L*(Q)} munidos dos produtos inter-
nos (u,v)o = (u,v)r2) + (Au, Av)r20); Vu,v € HO(Q) e (u,v)o = (u,v) 1) +

(Au, Av)2(0); Yu, v € H(Q), respectivamente, temos os seguintes resultados:
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Proposicao 1.26 A aplicagdo linear v : D(Q) — H2(I") x H 2(I") definida por
u — yu = (Yu,1u) se estende por continuidade a uma unica aplicagdo linear e

continua

v HY(Q) — H2(I)x H:(I)
u = yu = (You,yu).

Além disso, a aplicacdo v acima coincide com a aplicagao trago de ordem dois.
Demonstracao: Ver [6].

Proposigao 1.27 A aplicagio linear v : D(Q) — H 2(') definida por

U — YU = % ‘F se estende por continuidade a uma unica aplicacdo linear e continua

v HY(Q) — H (D).

Demonstragao: Ver [6].

1.2.1 Trago em L?*(0,T; H™()).

Pelo visto anteriormente temos que existe uma aplicacao trago

m—1

vy H™(Q) — [[ H™72(1) (1.1)

J=0
que ¢é linear, continua, sobrejetora, com nicleo Hj"(£2), admite uma inversa a direita

linear e continua.

Definamos a aplicagao

v PO HNQ) 2 (0T ILL H ) (1.2)
u . yu, (yu)(t) = yu(t)

onde yu(t) é a aplicagao (1.1) aplicado em u(t) € H™(2). Denotamos as aplicagoes

(1.1) e (1.2) com o mesmo simbolo para nao sobrecarregar a notagao. A aplicagdo
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definida em (1.2) é uma aplicagdo linear, continua, sobrejetora, com nicleo

L*(0,T; H(Q)), que admite uma inversa a direita 7 linear e continua, isto é,

T L? <O,T; 1:[ Hmj%@)) = L0, T H™(Q)); v(r(n)) =n.  (1.3)

J=0

De forma analoga podemos definir

m—1
v: HYO0,T;H™(Q)) — H, <O,T; H Hm_j_é(”)
=0

u — vu, (yu)(t) = yu(t)

que tem as mesmas propriedades da aplicagao (1.2).

Proposigao 1.28 Seja w € L*(0,T; H™(Q)) com u' € L*(0,T; H™(Q)) entdo
yu' = (yu)'.

Demonstragao: Ver [22].

1.2.2 Trago em H'(0,T; H™(Q))

Seja K = L2(0,T; H™(2)) x L*(0,T; H™(2)) e M o subespaco fechado de K dos
vetores {«, 5} tais que
(o, v) 20,750 () + (B3 0) 20,1mm (0)) = 0,
para todo v € H}(0,T; H™()). Entao a aplicagao
H=Y0,T; H™(Q))) — M+
f — {6}, U3}

onde {¢}, 97} € & étal que || fI| = ({6}, vt e & = {{ds, ¥s} € Ki (d7,v) + (1, 0)
= (f,v), Vv € H}(Q)}, isto é, o conjunto dos {¢r, s} € K tais que f = ¢; — ;.

(1.5)

A aplicagao definida em (1.5) é uma isometria linear sobrejetora.

Para f € H1(0,T; H™(Q)) defini-se 3 f na forma:
T T
~ — 0 0,/
<’Yf7 w> - /0 (’yqsf? w)HT:Bl Hm—j—%(r)dt + A (71/}]07 w )H;n:Bl Hm—j—%(F)dt (16)
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w € H} (0, T; HT:_Ol Hm_j_%(F)), que é linear e continua.

Assim temos estabelecido uma aplicacao

y: H'Y0,T;H™Q)) — H- (QT?]HOH __2(F>> (1.7)

f = vf
~ f definido por (1.6), que é linear e continua. Esta aplicacao é denominada aplicagao
trago para as fungoes de H~1(0,7; H™(€2)). Assim sao validos os seguintes resulta-
dos:

Proposigao 1.29 Se u € L*(0,T; H™(2)) entdo
Yl ormyg w-r iy = T
Demonstracao: Ver [22].
Proposigao 1.30 Se u € L*(0,T; H™(S)) entdo
Ju' = (yu)'.

Demonstragao: Ver [22].

Teorema 1.31 A aplicagdo traco (1.7) é sobrejetora, seu niicleo ¢ H=(0,T; H'(Q2)),
e admite uma inversa a direita T : H=1(0, T} HT:_OI H™==3(")) — H=Y0,T; H™())
linear e continua.

Demonstragao: Ver [22].

Observacao 1.32 Além desses resultados se considerarmos os espacos de Hilbert
HY(Q) = {u € L*(Q); Aue L*(Q)} ou HY(Q) = {u € H'(Q); Au € L*(Q)} em vez
de H™(S)) em conjunto com as propoicoes 1.26 e 1.27 obteremos a existéncia das
aplicacgoes

v H Y0, T;H(Q) — H Y0, T; H 2(T) x H 2(T))

v HY0,T;HY Q) — H Y0, T; H 2(I)).
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1.3 Teoria Espectral
Sejam V' e H dois espacos de Hilbert com produto interno e norma, respectivamente
representada por ((+,-)), |||l e (+,-), | - |- Agora, consideremos a seguinte suposigao:

V — H, sendo esta imersao densa. (1.8)

Representaremos por A o operador nao linear definido pela terna {V, H, ((+,))}
como em Lions [14]. O dominio de A, representado por D(A), é o conjunto dos
u € V tal que a forma linear v +— ((u,v)) é continua em V' com a topologia induzida
de H. O operador A, com dominio D(A) e imagem em H, é um operador auto-
adjunto e positivo. Segue do teorema espectral que a poténcia A* de A estd bem

definida para um niimero real . Mostra-se que D(AY?) = V.

Consideremos a seguinte hipdtese adicional

A imersao de V em H é compacta. (1.9)

Segue de (1.9) que a definigao espectral de A é dada por
Aw, = \w,, v=12,... (1.10)

onde 0 < A\; < Ay < ... diverge para +00 e (w,),en sa0 as correspondentes auto-
fungoes. Supomos que (w, ), ey é ortonormal em H. Portanto, segue que a poténcia
A® é definida para qualquer real o. O dominio é dado por
D(A%) = {u € H; Y A2 (u,w,)|* < oo}, (1.11)
v=1

e, para cada u € D(A®), obtemos
A% = Z AX(w, wy, )w, . (1.12)
v=1
Observagao 1.33 Para o > 0, a poténcia A~* dada por (1.12) é

oo
AT = E A, % (u, wy,)w,
v=1
e A= € um operador compacto.
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Note que D(A?) estd equipada com a norma do gréafico de A%, entao D(A%) é
um espaco de Hilbert.

Proposicao 1.34 A imersio D(A%), a >0, em H é compacta.
Demonstracao: Ver [21].

Proposigao 1.35 Se p > 0, a > 0, entdo a imersao D(A**P) em D(AP) é com-

pacta.
Demonstragao: Ver [21].

Observagao 1.36 Para o caso particular V = H}(Q) e H = L*(Q) tem-se:

1-6

i) [H(Q), L*(Q)]g = H () = D(A7 ), onde 0 <0 < 1.
i) (Au,v) = ((u,v)), Vu,v € H}(Q), onde A = —A.

1-6

A norma em D(A™ =) € dada por

1-0
HUH;(Ag) = llullZ2) + 1477 ullZ2(0).
Tem-se ainda
1-0
1A= ull ooy = flull 4150

em geral, se 0 < a < 1 entao
1A ul[ 20y ~ lull pasy-
iii) Para 0 < 6 <1 temos
[H, (), L* ()]s = [L*(2), H' (D)1 = HH(9Q).
A norma em H=1*%(Q) ¢ dada por

—1+6
[ul| g-1+oi) = [| A2

ull 2y, Yu € HH(Q).
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1.4 Resultados Auxiliares

Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao necessarios para o de-

senvolver do trabalho.

Proposicao 1.37 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam x,y € R™, entao
2.yl < faflyl

Defini¢ao 1.38 Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E, E") sobre E

€ a topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E'.

Quando (z,,)nen € uma seqiiéncia de E, a qual converge para x em E na topologia
fraca o(E, E'), denotamos

T, ~xemkE.

Proposicao 1.39 Seja (z,)neny uma seqiiéncia em E, entdo verifica-se:
(i) ©, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vf e L.

(ii) Se x, — x em E, entio x, = x em E.

(i1i) Se x, = x em E, entdo ||z,||g € limitada e ||x||g < liminf ||z,| g

() Se v, = x em E e f, — f em E', entao (fn,x,) — (f,z).

Demonstragao: Ver [2].

Seja E' um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : E/ — R por

(Jor f) = ([, ).
As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € £, Vx € E.

Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Defini¢ao 1.40 A topologia fraca x, também designada por o(E', E), é a topologia

menos fina sobre E' que tornam continuas todas as aplicacoes J,.
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Proposicao 1.41 Seja (fn)nen uma seqiéncia em E', entao verifica-se:
(i) fn =f em E' se, e somente se, (fn,z) — (f,z), Vo € E.
(ii) Se f, — f em E', entdo f, — f em E'.

(i1i) Se f, — f em E', entao f, =f em E'.
Demonstracao: Ver [2].

Lema 1.42 Seja E um espag¢o de Banach reflexivo e seja (T,)nen uma seqiiéncia

limitada em E, entdo eziste uma subseqiiuéncia (xn, )ren € © € E, tal que

T, —~xembkb.
Demonstracao: Ver [2].

Lema 1.43 Seja E um espa¢o de Banach separdvel e seja (fn)nen uma seqiiéncia

limitada em E', entdo, existe uma subseqiiéncia (f,, )ren € f € E', tal que

fo 2f em E'.
Demonstragao: Ver [2].
Proposicao 1.44 Seu,, = u em L>(0,T; L*(Q)), entdo u,, — u em L*(0,T; L*(Q2)).

Lema 1.45 (Lax-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva.

Entao para todo ¢ € H', existe um unico uw € H tal que

a(u,v) = (p,v) Yv € H.
Demonstracao: Ver [2].

Lema 1.46 (Lema de Gronwall) - Sejam f € L>(0,T) e z € L*(0,T), tais que

z(t) >0, f(t) >0 e c >0 uma constante. Se

f(t) < c+/0tz(s)f(s)ds, Vit e 0,17,

entao temos

F(t) < celo 2 i e [0, 7],
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Demonstragao: Ver [17].

Observacao 1.47 O lema anterior € vdlido para ct, t € [0,T] com ¢ > 0, no lugar

da constante c.

Lema 1.48 Seja m € L'Y0,T;R) tal que m > 0 quase sempre em (0,T) e
b > 0 constante real. Suponhamos h € L>*(0,T); h > 0 sobre (0,T) verificando

a desigualdade
1 t
§h2(t) < 2b% + 2/ m(s)g(s)ds
0

para todo t € (0,T"). Entdo:

¢
h(t) < 2b+ 2/ m(s)ds.
0
Demonstragao: Ver [3].

Lema 1.49 Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T' de classe C*. Entdo

existe um campo de vetores h = (hy) € [CH(Q)]" que verifica

h(xz) = v(x) sobre T.
Demonstragao: Ver [23].

Lema 1.50 Seja Q C R™ aberto limitado de classe C?. Se ¢ € H}(2) N H*()

entao
99 _

vy—, sobreI', £ =1,--- n.
Ty ov

Demonstragao: Ver [23].

Proposicao 1.51 (Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espacos de Banach tais

que By <% B — By, onde By, By sao reflexivos. Definamos

d
W = {v;v € L7 (0,T; By), v' = d_: e LM (0,T; Bl)} ,
onde 1 < pg,p1 < 00. Munido da norma
[0 Loo0,7:80) + 1V |21 0.1:84),

W € um espago de Banach. Entdo, a imersao de W em LP°(0,T; B) é compacta.
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Demonstragao: Ver [10].

Proposigao 1.52 (Lions) - Seja (u,) uma sucessio de fungoes pertencentes a

Li(Q) el < qg<oo. Se
(i) u, — u quase sempre em @
(ZZ) ||ul/||L‘1(Q) <c, Vv e N7

entao, u, — u fraco em L(Q).
Demonstracao: Ver [10].

Teorema 1.53 (Teorema de Schauder) Seja X um espago de Banach, M um
subconjunto de X, nao vazio, fechado, limitado e convexo e T : M — M um operador

compacto. Entao, T tem um ponto fixo.
Demonstragao: Ver [29].

Proposicao 1.54 (Férmula de Green) - Seja 2 um aberto limitado bem reqular

do R™. Se u,v € HY(Q), entio para 1 <1i < n temos que

v ou
u—dr = — vdx —|—/ w)(Yov)v;dl,
e == [ Sude+ [ Gououn)
onde v = (v1,Vs,...,V,) eV denota o vetor normal unitdrio exterior a T.

Seu e H*(Q) ev e HY(Q), temos que

ou

/Vqudx:—/Auvdx+ v—dI .
Q Q r Ov

Demonstracao: Ver [6].

Proposigao 1.55 (Férmula de Green generalizada) - Para todo u € H'(Q) e
v e HY(Q), tem-se

(Au, v)r2(9) + (Vu, Vo) r29) = (%) ;-3 10 b )

onde I'g = 0f).
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Demonstracao: Ver [6].

Proposicao 1.56 (Regularidade para o Problema Eliptico) - Seja Q um
aberto de classe C* com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q)) e u € H}(Q),

verificando

/Vquo—l—/ugo:/fgo, Vi € Hy(S2).
0 Q Q

Entio v € H*(Q) e ||ullp2@ < cl|fIIL*(Q), onde ¢ é uma constante que s6

depende de 2. Além disso, se Q € de classe C™2 e f € H™(Q), entaou € H™ ()

com ||u| grm+2(0y < || fllam); em particular, se m > 2 entio u € C*(Q). Ainda, se

Q € de classe C™ e f € C™(Q2), entao u € C™(2).
Demonstracao: Ver [2].

Lema 1.57 Sejam V e H espagos de Banach, tais que V. — H. Sewu € L*(0,T;V)
eu € LY0,T;H), entao v € C([0,T]; H).

Demonstragao: Ver [24].

1.5 Controlabilidade da Equacao da Onda

Nesta secao, enunciaremos os principais resultados da controlabilidade da equacgao

da onda.

Consideremos a equacao da onda

' = Ap=g em @
0 =0 sobre X (1.13)

©(0) = ¢ ¢'(0) =¢! em Q.

Para este sistema temos os seguintes resultados:
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Teorema 1.58 Seja Q0 um doninio limitado do R"™ de fronteira T’ de classe C?.

Entao, existe uma constante ¢ > 0 tal que

5
b

onde p = p(x,t) designa a solugao do problema (1.13).

2

oy | = = T + DV + 101 + gl 71 0,220 ) (1.14)

Vo {e" ol f} € Hy(Q) x L*(Q) x L}(0,T; L*())

Demonstragao: Ver [13].

Consideremos g = 0 em (1.13), temos os seguintes resultados:

Corolario 1.59 (Desigualdade Direta) Seja Q2 um doninio limitado do R™ de

fronteira T de classe C?. Entdo, existe uma constante ¢ > 0 tal que

5
DN

V¢ solugdo fraca de (1.13).

2
i < oT+1)E, (1.15)

ov

Demonstracao: Ver [13].

Observacao 1.60 De acordo com (1.15) resulta que g—f € L*(X). Isto é uma pro-

priedade de regularidade das solugoes fracas da equagao da onda.

Teorema 1.61 (Desigualdade Inversa) Seja 2 um dominio limitado do R"™ de
fronteira T de classe C?. FEntao para toda solucio fraca ¢ de (1.13) a sequinte

desigualdade é verificada ,

EAAIF)>) (1.16)

0
<
l?o_C/E ay

Demonstragao: Ver [13].

Teorema 1.62 Seja T > 0. Entdo para dados @°, " € L*(Q) x H () existe um
controle v € L*(X2) tal que a solugdo @ do problema (1.13) satisfaz

p(T) = ¢(T) = 0.
Demonstracao: Ver [13].
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Capitulo 2

Controlabilidade Exata na

Fronteira: Caso Linear

Consideremos a equagao dada em (1) com f(s) = as, a € R, Vs € R, isto ¢, a

equacao de ondas nao homogéneas com potencial constante «

y' —Ay+ay =0 em ()
y=u sobre X (2.1)

Desejamos resolver o seguinte problema de controlabilidade exata: “Dado T > 0,
para todo {y°,y'} € L*(Q) x H~1(Q) existe v € L*(X) tal que a tinica solugao por
transposigao y € C([0,T]; L*(2)) N C'([0,T]; H*(©2)) do problema (2.1) satisfaz
y(T) =y'(T) =07

Para resolver este problema seguiremos as seguintes etapas:

e Existéncia e unicidade de solucoes fortes e fracas para o problema homogéneo

associado a (2.1).
e Identidade fundamental e desigualdade direta do problema homogéneo.
e Solugao por transposigdo do problema (2.1).
e Método HUM.
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2.1 Solucoes Fortes e Solucoes Fracas

Consideremos o seguinte problema homogéneo:

" —Ap+ap=yg em (
o=0 sobre X (2.2)

$(0) = ¢% ¢'(0) = ¢! em Q
com o € R.

Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1 (Ezisténcia e Unicidade) Se ¢° € H}(Q) N H*(Q), ¢' € HY(Q)
e g€ Wh(0,T; L*(Q)), eriste uma tinica ¢ : Q — R tal que

¢ € L>(0,T; Hi(Q) N H*(Q)) (2.3)
¢ € L>(0,T; Hy(2)) (2.4)
¢" € L>(0,T; L*(Q)) (2.5)
¢" = Ap+ap=gqs em Q (2.6)
¢(0) = ¢", ¢(0) = ¢". (2.7)

Demonstracgao:
Problema Aproximado

Seja (w,),en uma base do espago HE(Q) N H%(Q) e V,, o subespago gerado pelos

m primeiros vetores ws, ..., Wy,.

Definamos

m
Sm(t) =D gim()w;
j=1
como solugao do problema aproximado

(qb;/n(t)awj) + ((¢m(t)ij)) + a(¢m(t)ij) = (g(t>ij>v ij €V

m(0) = %, — ¢° em HI(Q)N H?(Q) (2.8)
$(0) = ¢y, — @' em Hg(Q).
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A existéncia local em [0,t,,] é garantido pela teoria de equagdes diferenciais

lineares.
Estimativa 1

Multiplicando (2.8); por ¢},,(t) e somando em j de 1 a m, temos

(@5 (1), (1)) + (S (1), (1)) + (Pm (1), 61, (1)) = (9(2), &7 (1)) (2.9)

0 que é equivalente a

1d

1d
2dt

SO = (9(0), 6, (1)) — A1), 6, (0)

(@ (D) +

e estimando a equagao acima temos

d

18O + %Ilczzn(ff)ll2 < 2(g(t), ¢}, (1) + lale {llgm®* + |6, (D)} (2.10)

Integrando (2.10) de 0 a t obtemos
t
GnOF + 16,0 < 16, OF + 10O +2 [ (o). 0(s))ds
+ fale [ {I6n ()P + I¢i(s)7} ds. .11

0

Observe que
t T
2 [ {al5) 0u(s))ds < Nty + [ 000

Dal, de (2.11), (2.8)2 e (2.8)3, obtemos a existéncia de uma constante ¢ > 0 tal

que
t
|01 + lom@)* < C+/O {I6m(s)II* + [ ()"} ds,
usando a Desigualdade de Gronwall nesta tltima desigualdade, concluimos que
|0 + [ om @I < ¢, YVt €0, tm), Ym EN (2.12)
0 que nos permite estender ¢,, a todo intervalo [0, 7.
Além disso,
(¢) ¢é limitada em L>(0,T; H}(Q)) (2.13)
(¢!.) é limitada em L>®(0,T; L*(R)). (2.14)
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Estimativa 11

Derivando (2.8); relativamente a ¢, obtemos
(00081, 15) + (B0 1),03)) + (3 (0) w3) = (9'(8), ). (2.15)
Multiplicando (2.15) por ¢/, (t) e somando em j de 1 a m, temos
(0001, 5(0)) + (D1 (0), (1) + @D (1), (1)) = (5 (1), 6, (0)
e como anteriormente temos

SIS OF + S0 < 2o (0. 6(0) + lalell O + 6, 0F).  (2.16)

Integrando (2.16) de 0 a ¢ resulta que
GO + 16,017 < 1O + 16,0017 +2 [ (7)., (5D
+ ke [ {16017 + 046} ds

Como vimos na estimativa I,

T

t
2 / (). (s)ds < 1192y + / 161 (6) Pt
0 0
Assim temos

[ + 0O < 1050)17 + lénl* + ll9'l172q)

o[ e 0P 0P e @)

Para estimarmos ¢[,(0), fagamos ¢ = 0 em (2.8);, multiplicando por gj,,(0) e

somando em j de 1 a m, resulta
1601 = [ 906,00~ [ V6,096, 0)ds —a [ 6n0)60)d
Q Q Q
Aplicando o teorema de Green e a Desigualdade de Holder, temos

167 (O] < g(0)] + |AGh] + algy,|. (2.18)
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Agora, como g € WH1(0,T; L*(2)) temos |g(0)] < ¢. De (2.8)3 temos |0 | < ce
|Ap,| = |60, |2 ()nm2i) < ¢ Daf e de (2.18) temos

lon (O] < e (2.19)

Conseqiientemente, de (2.8)s, (2.8)3 e (2.19), obtemos a existéncia de uma

constante ¢ > 0 tal que
6 O + llonll* + 19 1l2@) < e (2.20)
De (2.17) e (2.20) resulta que
T
O + o7 < C+/ {1 + g7, ()7 } dt
0
usando a desigualdade de Gronwall nesta ultima desigualdade, concluimos que

o + 0,0 < ¢, Yte[0,T], YmeN. (2.21)

Entao de (2.21) temos

(¢),) é limitada em L>(0,T; Hy(9)) (2.22)

(¢!)) é limitada em L>°(0,T; L*(Q)). (2.23)

Passagem ao Limite
Das estimativas feitas em (2.13), (2.22) e (2.23), podemos extrair uma sub-

seqiiéncia (¢,)uen de (dm)men tal que

$u ¢ € L0, T3 Hy())
¢, ¢ € L0, T; Hi(Q)) (2.24)
gl ¢ € L®(0,T; L3(Q)).

Seja j € N e consideremos p € N tal que p > j. Multipliquemos por 6 € D(0,T)

e integremos no intervalo [0, T, obteremos
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/0 (g(t), w,)B(t)dt. (2.95)

Levando em conta as convergéncias de (2.24) podemos passar ao limite quando

p — oo em (2.25) obtendo

/0 (&(1), wy)(t)dt + / (6(8), wy)B(t)dt + o / (6(t), w))0(t)dt =

_ /0 (g(t), w;)0(t)dt. (2.26)

Como as combinagdes lineares e finitas dos (w}s);en sao densas em Hj(€2), entao

de (2.26) temos

/0 (6" (£), 0)6(t)dt + / ((6(), 0))8(t)dt + o / (6(t), v)0(t)dt =

T
~ [ (ot 0ot (2.27)
0
para todo 6 € D(0,T) e para todo v € HZ ().

De (2.27) e apds calculos diretos obtemos:
¢ —Ap+ap=g em L>*(0,T;L*(Q)). (2.28)

De (2.28) temos

—Ag(t) = g(t) — ¢"(t) — ag(t) em Q

2.29
o(t) = 0 sobre T'. (229

Da regularidade de soluges de problemas elipticos aplicados a (2.29), deduzimos
¢ € L=(0,T; Hy(Q) N H*(Q)). (2.30)

As condigoes iniciais (2.7) ¢ verificada de maneira usual e a uniciadade é provada
facilmente usando o método da energia, assim fica concluida a demonstracao do

teorema 2.1. |
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A funcao ¢ obtida pelo teorema 2.1 é chamada solucao forte do problema ho-

mogéneo (2.2).

Teorema 2.2 Sejam
¢° € HY(Q), ¢' € L*(Q) e g € L'(0,T; L*(Q2)). (2.31)
Entdo existe uma unica ¢ : (Q — R satisfazendo as condigoes:
¢ € C([0,T]; Hy (2)) N C*([0, T]; L*(2)) (2.32)

S 0),0) + (6(0).0)) +a(6(0),v) = (9(6).v) (2.33)

no sentido de D'(0,T), para todo v € HL(Q)
¢ — Ap+ap=gem L'0,T; H1(Q)) (2.34)
$(0) = ¢", ¢'(0) = ¢' (2.35)
SISO+ 316001 = B+ [ (o) 6)ts — o [ 6 ods (230

1 1
onde Ey = §|¢1|2 + §||¢0||2;

(@) + llo()]* < 2eleT

o o+ ( t<g<s>,¢'<s>>ds) ] (2.37)

para todo t € [0,T], com ¢ > 0.

Demonstragao: Sejam (¢,), (#},), (g,) seqiiéncias de valores de Hg(€2) N H?*(Q2),
H}(2) e WHYH0,T; L?(Q)) respectivamente, tais que:
¢y — ¢ em Hy(Q)
¢, — o' em L*(Q) (2.38)
gu— g em LY0,T; L*()).

Denotemos por ¢, a solucao obtida no teorema 2.1 com dados gbg, gbll” gy, isto é,

¢, ¢ solugao forte do problema:

¢, —A¢,+ag, =g, em Q
¢ou=0 sobre X (2.39)

$u(0) = ¢ ¢,(0) = ¢, em Q
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com ¢, na classe

G € L>(0, T Hy () N H*(Q))
¢, € L>(0,T; H3(Q)) (2.40)
¢ € L>(0,T; L*(2)).

De (2.40) e pelo Lema 1.57 temos
$u € C([0,T1; Hy () 0 CH([0, T]; L*()),

e também faz sentido multiplicar (2.39);, por ¢, e integrar sobre €. Desenvolvendo

como na estimativa I da demonstracao do teorema 2.1, obtemos
d 1 1
G BOP + 51001} = G0.64,0) - a0, ). @y
Integrando de 0 a ¢, obtemos
t d 1 t

[ S {500r glarhas = [,

- o[ @O0
0

Limitando cada termo do lado direito da igualdade (2.42) obtemos

1 1 1 1 t
SLOF 510,01 < S+ 51000° + [ a0l ()lds

T+ Jale / 16,511 (5)]ds

IA

SR+ 5100 + [ ol lep 0P + lonollds
+ e oo + 1Py 2.4)

Se definirmos
R (t) = ¢, (O + o> = At \/W )+ lou ()2

b = }lwlzl? + §||¢?;||2 = b=z /IR + o0 (2.49)
() = 3lgu()] + Sh(t)

obtemos da desigualdade (2.43)

§ie0 <242 [ misnteias
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Pelo Lema 1.48 obtemos
t
h(t) <2b+ 2/ m(s)ds. (2.45)
0

Substituindo (2.44) em (2.45) resulta

VIGOF + 10,01 < JlolP + 1ot [ lanolare [\ lonop + louolPa

Usando a desigualdade de Gronwall obtemos

VIBOE + 6,02 < [\/|¢;|2 gl + [ ' |gp<t>|dt}

elevando ao quadrado e levando em conta que (a + b)? < 2(a® + b?) para a,b > 0

temos:

[0, (OF + g (O* < 2

12 0112 g : 2cT
2+ 190> + (| lgu(ldt ) | 7. (2.46)
0

Claramente, se repetirmos os argumentos usados na obtengao (2.46) com ¢, — ¢,

no lugar de ¢, e g, — g» no lugar de g,, obtemos:

|6,,() = (O + 1ou(t) — ¢ (D]* <

S 2626T

T 2
(6 — dol” + N6 — d5° + (/0 19, () — ga(t)ldt> ] - (247)

Tomando o méximo sobre [0,7] em (2.47). Em seguida o limite e considerando

as convergéncias (2.38), determinamos uma fungao ¢ tal que

G — ¢ em C([0,TT; Hy(2))

(2.48)
¢, — ¢ em C([0,T]; L*()).
Claramente de (2.39);, obtemos
%(%(t)w) + ((Pu(t), v)) + al@u(t), v) = (gu(t), v) (2.49)

para todo v € HJ ().

Multiplicando ambos os lados de (2.49) por 6 € D(0,T) e integrando por partes

obtemos
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- / (&1(t), 0)0'(£)dt + / ((6,(8), 0)0(1)dt + a / (6t), 0)0(1)dt =

T
- [ v (2.50)
0
para todo 6 € D(0,T) e para todo v € HZ ().

Passando ao limite em (2.50) quando 1 — oo, levando em conta as convergéncias

(2.48) e (2.38)3, obtemos uma fungao ¢ : @@ — R tal que
¢ € C([0,T]; Hy () N CH([0, T]; L*(92))

@(0).0) + ((6(0), 1)) + a(6(0).2) = (9(0).2) (251)

em D'(0,T), para todo v € H}(Q).

Agora provaremos (2.34). De fato, de (2.50) quando p — oo obtemos:
T T T
—/ (¢'(t),v)0' (t)dt — / (Ag(t),v)0(t)dt + a/ (o(t),v)0(t)dt =
0 0 0
_ / C (o), )60t (2.52)
0
para todo v € H}(Q) e # € D(0,T). Entao definindo
h(t) = g(t) + Ag(t) — ag(t) € H(9).

Dai e de (2.52), obtemos

T T

_ / (& (1), )0 ()t — / (), 0)0()dt.

0 0

Assim temos

<—/OT ¢’(t)0’(t)dt,v> = </0T h(t)e(t)dt,v> Voe Hi(Q).

Resultando

_ /OT ()0 (t)dt = /OT h(t)0(t)dt. (2.53)

De (2.51); segue-se ¢',h € L'(0,T; H1(Q)) e satisfaz (2.53). Entao por Teman
[27] pag. 250, obtemos que:

o'(t)=C+ /Ot h(s)ds, ¢ € H *(Q) constante, (2.54)
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de onde

¢ € C([0,T); H1()). (2.55)

De (2.54) obtemos
(&".0) = (h,8) ¥ 0cDO,T)

que implica

"=hem L'(0,T; H (),
isto é,
¢" € L'(0,T; H'(Q)).

Dai resulta que

¢ — Ap+ ap=gem L'0,T; H(Q)).

Para verificar as condigoes iniciais basta usar as convergéncias (2.38)1, (2.38)5 e

(2.48) e a unicidade do limite para obtermos
¢(0) = ¢", ¢'(0) =¢". (2.56)

Para a demonstragao de (2.36) e (2.37) basta passar ao limite quando y — oo

em (2.42) e (2.46) respectivamente.
A unicidade é provada usando o método dado por Visik, M.I. - Ladyzenskaja,

O.A. [28]. Assim fica provado o teorema 2.2. O

A funcao ¢ obtida pelo teorema 2.2 é chamada solugao fraca do problema ho-

mogeéneo (2.2).
Observacao 2.3 Da desigualdade (2.37) do teorema 2.2 obtém-se que a aplica¢ao
que a aplicacao linear

Hg(Q) x L*(Q) x L'0,T; L*(Q)) — C([0,T]; Hy(Q2)) N C([0, TT; L*(2))
{¢° 0", g} - o

¢ continua, sendo ¢ a solugdo fraca do problema homogéneo (2.2).

38



Agora consideremos um problema homogéneo que serd usado no estudo da re-

gularidade para a solugao y do problema (2.1). Isto é,

" —Ap+ap=¢g em @Q
o=0 sobre X (2.57)
»(0)=0; ¢(0)=0 em €.

Se ¢’ € L*(0,T;L*()), a solugao fraca ¢ do problema (2.57) satisfaz as pro-
priedades (2.32)-(2.37) do teorema 2.2. De (2.32) temos

¢ € C([0,T]; Hy () = Ad € C([0,T]; H(2))
e do fato de ¢’ € L*(0,T; L*(Q)) — L*(0,T; H(Q)) temos

" — Ap+ap =g em L*(0,T; H1(Q)). (2.58)
Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.4 Sejam
g € L*(0,T; Hy(Q)); ¢" € L*(0,T; L*(2)), g(0) =0.
Entao a solugdo fraca ¢ do problema (2.57) satisfaz

60— g®)] + 6@ < ¢ / lg(®)|ldt., vt € 0,T], (2.59)

onde ¢ € uma constante independente de ¢ e g.

Demonstracao: A igualdade (2.36) do teorema 2.2 aplicada ao problema (2.57)

nos permite obter

SO+ 51601 = [ (760 —a [ (@) )is. (260)

Agora vamos estimar o primeiro termo do lado direito de (2.60). Observe que

d

75(9(5),¢(5)) = (¢'(s), #'(s)) + {g(s), ¢"(s))
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onde (-, -) representa a dualidade de H}(Q) e H~1(Q). Integrando de 0 a ¢ a igual-

dade acima temos
[ @06 = (o). 000 = [ lot). (s (2.61)
De (2.58) temos ¢" = ¢’ + A¢p — a¢. Substituindo em (2.61) resulta

/0 (¢/(s), &'(s))ds = (g(t). (1)) — / (9(5), ¢'(5))ds

- / (9(s), Ad(s))ds + a / ((g(s), 6(s)))ds. (2.62)

Tntegrando por partes o segundo termo da direita da igualdade, temos
[ (05).66)ds = 6051906l — [ (5/5)at60)s
Como g(0) = 0, obtemos
[ t).50s = 36009000, (2.63)
Substituindo (2.63) em (2.62) temos
/ () Nds = (9(0),0(0) — (60, 9(0) — / (gls), Ab(s)ds
+ o [l 006 (2.64)
De (2.64) e (2.60) temos

SIFOF + 10O = (90 6(0) = 3o = [ to(s), Ao(Nds

Resultando
S0 =90 + 51601 = = [ (o). 80(ds +a [ (ta(s). 6051
o« /0 (6(s), ¢/ (5))ds. (2.66)
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Fazendo 6 = ¢/ — g em (2.66) e substituindo ¢’ por g+ 6 nesta igualdade, obtemos
SOOF+ 51001 = = [ ats). Mo(sds +a [ ((o(s).0(s))as
— o [ 006N —a [ G).g6Nas, o7
isto é,
S0P + 31001 = [ (o). 00as+a [ (gls).ol)as
— o [ @).06)as —a [ Gt (269
Estimando os termos do lado direito de (2.68) obtemos

Lo + oo W<0/Hg ww>w—ﬂﬂf/{w )P+ 16(s)} ds (2.69)

onde ¢ é uma constante intependente de ¢ e g.

Da desigualdade (2.69) obtemos
%(\9(75)!+H¢(t)!\)2 < 20/0 HQ(S)HIW(S)WSHOdC/O (lo(s)l + 18(s)[)* ds
< 6/0 lg(s) [||¢(S)||+|@(S)|]d8+0/0 (lo(s) ]l +16(s)1)* ds

Se pusermos
h(t) = [lo(s)|| + 16(s)|

obtemos da desigualdade acima

;ﬂQSQA&M$+dM®WM$%

Usando o Lema 1.48 temos
t t
ht) < 20/ h(s)ds—i—Qc/ lg(s)llds.
0 0

Aplicando a desigualdade de Gronwall resulta:

@Scé\M@W&

Da desigualdade anterior, substituindo-se h(t) e 8(t) por suas definigdes, encontra-

se a estimativa (2.59). O
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2.2 Identidade Fundamental e Desigualdade Di-

reta

do
ov

Nesta se¢ao provaremos pelo método dos multiplicadores, que a derivada normal —

é limitada na norma de L*(3), com ¢ solugdo fraca do problema (2.2).

Primeiramente, temos o seguinte resultado:

Lema 2.5 Seja (q;)1<¢<n um campo de vetores tal que qo € C*(Q) para 1 < £ < n.

Entao cada solugdao forte ¢ do problema (2.2) verifica:

| 2 s\ |”
Q/EQEVZ ay = (ﬁb,wa—x)

0

Cb%%dxdt /%%%d dt—/gqgg%dzdt. (2.70)
Q L

Oxy Oxj 0z Oxy
Além disso temos

/E(%fdz < ¢ E0+(/OT‘g(t)|dt>2], (2.71)

onde ¢ é uma constante independente de ¢ e Ey € a energia inicial associada a

solugao forte ¢ de (2.2).

36]@

9,17 * = |Vo|*]dwdt

v

Demonstragao: Para provar a identidade (2.70), notemos que g5 8¢ € L*Q).
Assim, multiplicando ambos os lados da igualdade (2.6) do teorema 2.1 por qea—a‘i e
integrando sobre (), obtemos:

/gzﬁ”qg dxdt—/ A¢Q€—dwdt+a/¢q£—dxdt /g(y%dl’dt (2.72)
a(Eg 8:704 8@

Como ¢ e g, s@o suficientemente regulares, para o primeiro termo de (2.72),
podemos usar integracao por partes em t, aplicar o teorema de Green e notando que
¢'(t) € HL (), obtemos:

v 00 AV 20
Py —drdt = (&, @y -
Q 8@ 81‘(

= N2 dadt. 2.73
ty | Gatdds (273)
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Utilizando o teorema de Green e derivadas do produto obtemos para o segundo

termo de (2.72)

2
/ Ny 2L quar = — [ 920900 4 [ 99 PO b
0 oxy o 01 0x; Ox, o Or; " Oxjxy
dp 0o
—qp=——dX. 2.74
+ 5 (%QK@xg (2.74)
E além disso,
op 0% 1 0 5
— dedt = = — dxdt
/anjqzaxjxf x Q/QQZ8:E€|V¢| &
— _1 e 2 1/ 2
= —3 A alegf)] dxdt + 5 qu]qu| ved  (2.75)
Agora devido ao Lema 1.50 temos que
0¢ 0¢
o 2 =1, 9.
I yéaya 14 ) y ( 76)
e ainda
06\
2 — _
IVol” = (ay) : (2.77)
Assim, de (2.74) a (2.77) obtemos
99 ¢ dqp 09 L[ 00 & o
Apqp—dxdt = — | ———dzxdt+ = | — dxdt
/Q ¢q’£ax5 v o 0x; 0z Oy v +2 Q8$g|v¢’ o
1 06\ °
+§/Eq€l/g (5) dx. (278)

Substituindo (2.73), (2.78) em (2.72) obtemos o desejado em (2.70).

Agora provaremos a desigualdade (2.71). A estimativa (2.37) do teorema 2.2 nos

fornece a seguinte estimativa:

]¢’(t)|2+]|¢(t)|]2§0E0+c</0 |g(t)|dt) Vte[0,T], ¢>0. (2.79)

Consideremos a identidade (2.70) com ¢, = vy sobre I' (vide Lema 1.49). Ob-

servemos que, usando a estimativa (2.79), as integrais sobre €2 de (2.70) podem ser

([ |g<t>rdt)2] ,
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as integrais sobre () por

cr

Ey + </0T|g(t)|dt)2]

0
e a integral / gqg—qsdxdt por
Q axe

ey [ " lo(0)dt + ¢ (/ ) \g<t>|dt)2 |

Combinando as estimativas acima e (2.70) com ¢, = v, sobre I resulta

5 [#]5 gt ([ lotonar) g ( T|g<t>|dt)2]

o
T T 2
vet) [latolar e ( [ laolar) |

0 0

2 2

ax

IN

c + T

isto é,

1
_/,,g
2 Js

99

2 i T 27 T
i < T E0+(/ |g(t)|dt> +CE3/2/ lg(t)|dt
0 0

cT _Eo—l— (/OT\g(t)|dt>2_ +g Ey+ (/0T|g(t)]dt)2]
([ |g<t>|dt)2] |

o que prova (2.71). O

IN

IA

C

Consideremos agora {¢°,¢',g} € H(Q) x L*() x L'Y(0,T;L*(f2)). Como
HE(Q)NH(Q) x HL(Q)x W1(0, T; L2(Q)) é denso em H2 () x L2(Q)x L1 (0, T; LA(9)),
existe {¢), ¢, 9.} € Hy(Q) N H*(Q) x Hy(Q) x WH(0,T; L*(Q)) tal que

¢2 — ¢% em H} ()
ng}i — ¢! em L?(Q) (2.80)
g — g em L'(0,T; L*()).

Agora, seja ¢, e ¢, solucoes fortes de (2.2), assim ¢, — ¢, € solucao forte de
(2.2), logo satisfaz a desiguadade (2.46) do teorema 2.2 e a desigualdade (2.71) do

Lema 2.5, isto é,
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|6, (t) = 65O + 16,.(t) — ¢o ()|

<e [ms,a R+ — 2+ ( JNCE ga<s>|ds) ] (2.81)

T 2
Hai LY [|¢L L2+l - 202+ ( | oo —ga<s>|ds) ] (282)

ov
Somando (2.81) e (2.82) temos

16,(8) — AL ()2 + [[6,(2) — du(D)]* + H%_%

1 412 0 __ .02 g _ ’
0, — & 1* + |0 — ool + 0 19,(5) — go(s)|ds ) | .

Tomando sup na desigualdade acima e levando em conta as convergéncias em
0<t<T

(2.80) temos

<c

¢, ¢ de Cauchy em C([0,T]; Hy(£2))
¢}, é de Cauchy em C([0,T]; L*(2))

¢“ é de Cauchy em L*(%).

Assim resulta que

¢u— ¢ em C([0,T]; Hy(%))

¢, — ¢ em C([0,T7; L3(2)) (2.83)
% — x em L*(%).
Vamos mostrar em que sentido
99 _
o "

Para isso, consideremos seguintes problemas elipticos:

—Ap=g(t) em —Ag=¢(t)+« s)ds em )
p=20 em [’ q=0 em I

45



Entao, para quase todo t €]0, T'[, face aos resultados de regularidade dos problemas

elipticos, existem tnicos
p(t), q(t) € Hy(Q) N H*(Q)

solucao de (2.84).

Além disso, como:

T T
/ | — Ap(t)|L2@)dt = / 19(t)| L2 dt < 400,
0 0

T T :
- A 2 d / 2 d
/0 | q(t)| 2@ dt < /0 {|¢ (t)]r2(0) + @ /0 ¢(s)ds

e do fato que | —A-|12(q) é uma topologia equivalente a do H*(2) em H{ ()N L*(12),

dt < +oo
L2(Q)

concluimos que

p€ LY0,T; Hy(Q) N H*(Q)) e g€ L*0,T; Hy(Q) N H*(Q)).  (2.85)

Afirmamos que:
¢=p—q em L'(0,T; Hy(Q) N H*(Q)) + H (0, T; Hy(Q) N H*(R)). (2.86)
Com efeito, como ¢ é solucao fraca de (2.2) entao
¢ —Ap+ap=g em L'Y0,T;H ' (Q))

donde
~Ap=g—¢"—a¢ em D'(0,T;H (Q))

e de (2.84) vem que

~A¢=—Ap—(—=Aq) em D'(0,T; H1(Q)).

Tomando-se ¢ € D(0,T) podemos escrever:

(—A¢, ) = (—Ap, o) + (—Aq,¢) em H'(Q)

ou ainda,

T T T
/ —Aqb(pdt:/ —Apgodt—i—/ ~Aqy'dt em H'(Q).
0 0 0
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Agora, lembrando-se que —A € L(HJ (), H1(Q)), resulta que:

—-A (/0T¢godt> =-A (/OTpgpdt—i-/qugD/dt).

Segue-se dai e do fato que —A : H}(Q) — H~'(Q) é uma isometria, e portanto

bijetivo, que

T T T
/0 gb(pdt:/o pgpdt+/0 qo dt em H'Y(Q).
Como o lado direito da igualdade acima pertence a Hg(2) N H%(S2) obtemos:
(6, 0) = (p.¢) +(g.¢) em Hy(Q)NH*(Q), Vo € D0, 7).
Portanto

¢=p—q em D(0,T; Hy(Q) N H*(Q)). (2.87)

Por outro lado, identificando L*(0,T; H*(Q2)) com o seu dual, temos a cadeia:
Hy (0,T; Hy () N H*(2)) — L*(0, T3 H*(Q)) — H~(0,T; Hy () N H*(9)).
Como ¢ € L*(0,T; H}(2) N H?*(2)) entao pela proposigao 1.20, resulta que
¢ € H1(0,T; Hy(Q) N H*(Q)).

Logo de (2.85) e (2.87) obtemos o desejado em (2.86).

Analogamente, para cada v, se pusermos

—Ap, = g,(t Q —Ag, =&, (t) + o [T b, (s)d Q
po=go(t) emQ ¢ = ¢,(t) +a fydu(s)ds em (2.88)
p, =0 em [’ q, =0 em [’

entao as unicas solucgoes p, e ¢, dos problemas acima estao nas classes
p, € L*(0,T; HY(Q) N H*(Q)) e q, € L*(0,T; Hy(Q) N H*(Q)).
Além disso,

¢y = py — q, em H™'(0,T; Hy(Q) N H*(92)). (2.89)
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Notemos que de (2.84), (2.88) e do fato que em H}(Q) N H?(Q) as topologias de

|u| g2y € |Aulr2(q) sdo equivalentes, temos:

T
1Py = Pl @nmz@) = / 1o () = PO 12 ()2 At
OT
< [ 1= 8000~ (-0 i
OT
< [ 190 = gyt = 0.
ou seja,

p,—p em LY0,T; Hy(Q) N H?(Q)). (2.90)

Analogamente, temos
¢ —q em L*0,T; Hy(Q)N H*(Q)) (2.91)
e pela proposicao 1.20 vem que:
¢, —q em HY0,T;H}(Q)NH*(Q)). (2.92)
Sendo
i+ L2(0, T3 H*(Q)) — L*(0,T; H'*(I)

a aplicagdo tragco da derivada normal, e como L*(0,T;H?*(Q)) é denso em

LY(0,T; H*()) podemos estender 7, a

Y LHO, T3 H(Q)) — LY0,T; HY(T)),

onde ¥, (u) =7, (u) Vu € L*(0,T; H*(Q)).

Temos ainda
oo HH0, T H(Q)) — H™H(0,T; HY*(T)).
Dai e das convergéncias (2.90) e (2.92) resulta que
10w — 7yp em  LY0,T; HY(T) (2.93)
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Tid, — g em H N0, T; HYA(I)). (2.94)

Definimos:

71(9) =71 (p) = (¢ (2.95)
onde ¢ é a tnica solugao fraca de (2.2) e, p e ¢ sdo as tnicas solugoes de (2.84).

Logo

onde a tltima igualdade resulta do fato que em L*(0,T; H*(2)), 71 e 7, coincidem.

Considerando-se
B, = L'0,T; HY*(I")) e By = H (0, T; H'/*(T))
entao By + By é um espago de Banach com respeito a norma:

ull B4+ B, = inf{||u1l| B, + [Ju2llB,; u1 € Bi,us € By e u = uy + ua}.

Notemos que de (2.95) e (2.96) obtemos:

Yi(¢) € LY0,T; HV*(I)) + H'(0,T; H'/*(T))

Yi(¢y) € L*(0,T; H*(T)).

Além do mais, em virtude das convergéncias (2.93) e (2.94), obtemos:
7() = 7i(¢) em LN0,T; HYA(T)) + HTH(0,T; HYA(T)).  (2.97)
Desta forma, de (2.97) resulta que
71(60) = 7i(¢) em D'(0, T H'/2(T)) — D'(0,T; L*(T)).

Definindo-se

0 v
71(9251/) = 5%;
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tem-se de (2.83)3

T1(év) — x em L*(0,T; L*(T')) — D'(0,T; L*(T')).

Como de (2.96) temos v (¢,) = 7,(¢,), entdao das convergéncias acima e pela

unicidade do limite em D’'(0,T; L*(T")) resulta que:

X =7(9).
Por abuso de notagao, escrevemos

o0

o 71 (9)

mostrando o que queriamos.

Agora estamos em condigoes de obter a identidade (2.70) e a desigualdade (2.71)

para solugoes fracas ¢ de (2.2).

Teorema 2.6 Nas condi¢oes do Lema 2.5, cada solugao fraca ¢ do problema (2.2)

verifica:
2
0
iz (o)
iy 0

1 /
2 /s qeVe
[ol0) d¢p dqp D¢ / [0l0)
P — =t dudt — = dudt. 2.
+a g b q s dxdt + /Q O, D, D, dxdt g 9 q e dxdt (2.98)

T

99

ov

1 [ Oq

N2 2
+3 ) ol = Vofldact

Além disso temos

o9 € L*(%)

v
A(%)Zzz < ¢ E0+(/OT|g(t)|dt>2] (2.99)

onde ¢ € uma constante independente de ¢ e Ey é a energia inicial associada a

solucao fraca ¢ de (2.2).

Demonstracgao: Sendo ¢ a solucdo fraca associada aos dados {¢° ¢!, g} €
H} () x L*(2) x L'(0,T; L*(Q)), usando densidade, podemos aproximar por da-

dos regulares
{0 G 9} € Ho(Q) N H(Q) x Hy () x WH(0,T; L*(€2))
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com

{6 O 90} — {0", 0", g} em Hy(Q) x L*(Q) x LY(0, T3 L*(2)).

Denotamos por ¢, as solugoes fortes para os dados {gbg, L, gu}. Pelo Lema 2.5,
vale a identidade (2.98) para ¢,. Lembrando a observacao 2.3 e por continuidade,

apos o limite quando p — oo
B — & em C((0,T]; HA(Q)
o, — o em C([0,T): L3()
teremos a validade do segundo membro de (2.98) para ¢, e usando (2.83)3 o primeiro

membro de (2.98) também ¢é vélido para ¢. Assim fica demonstrado a identidade

(2.98) para solugoes fracas ¢ de (2.2).
9¢

Para provar que — € L*(3) e (2.99), definfmos a energia associada a ¢, por

ov

Bult) = gl () + 318,011

Claramente temos

E,(0) — Ey (2.100)

onde Ej é a energia inicial associada a ¢. Da desigualdade (2.71) do Lema 2.5,

/E (%)de <c|B,0)+ (/OT |gu(t)|dt)2] .

Passando ao limite quando p — oo na desigualdade acima e usando as con-

vergéncias (2.83)3, (2.100) e g, — g em L*(0,T; L*(£2)) obtemos ? cL*X)ea
v

desigualdade (2.99). Assim conclui-se a demonstragao do teorema 2.6. a

temos:

2.3 Solucao por Transposicao

Nesta secao estamos interessados no estudo do problema nao homogéneo (2.1),
quando 1°, y! nao sao regulares. Para tal estudo, introduzimos o conceito de solucao

definida por transposicao (ver [15]).
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Primeiramente motivaremos a definicao e, depois, veremos a regularidade destas

solucoes.

No que se segue procederemos formalmente. De fato, multiplicando-se (2.1); por

uma funcao ¢ conveniente e integrando sobre @), temos:

/y"godxdt—/Aygpdxdt+/ocygod:r;dt:O (2.101)
Q Q Q

Integrando-se por partes em ¢ e aplicando-se a formula de Green duas vezes resulta:

"_ A a rdt = — / T ! T
L= aevagyinar = - [ ympemyar+ [ e

v [ [y [y [ Lom

Como nao temos informagoes sobre y'(T'), y(T') e escolhemos ¢ tal que

%7
o(T)=¢'(T) =0em Q e p =0 sobre X. (2.102)

De (2.1)s, (2.1)3 e (2.102) obtemos

/(gp”—Agp—i—agp)ydazdt:/ylgo(O)da:—/yogo'(O)dx—/a—SDvdE (2.103)
Q Q Q 5 Ov

onde ¢ é solucao de

' —Aptap=g em Q
o= sobre X (2.104)

Devido a reversao de tempo, temos que os resultados anteriores para o sistema
(2.2) valem para (2.104). Assim, temos que a tunica solu¢do ¢ de (2.104) com

g € L}0,T; L*(Q)) verifica

p € C([0,T); Hy () N CH([0, T); L*(Q)), (2.105)
9% ¢ 12(n) (2.106)

v
' OF + eI < cllglziomrz (2.107)
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onde ¢ > 0.

Temos também pelo teorema 2.6 que a solugao fraca ¢ do problema (2.104)

verifica

< CHgHil(O,T;L%Q))' (2.108)

.

L2

Consideremos agora
{1°, 5", v} € LA(Q) x H Q) x L*(%). (2.109)

Resulta dai e de (2.105) que a expressao dada em (2.103) assume a forma

/ gydrdt = (y',p(0)) — / 9L pdy (2.110)
Q
onde ¢ é a unica solucao de (2.104) na classe (2.105).
Inspirados na expressao dada em (2.110) definimos
S: LY0,T;L*(Q)) — R
9 — (5,9)

pondo

(S.9) =~ O)+ o) - [ FEuas 2.11)

com ¢ tnica solugao de (2.104) na classe (2.105).

Tem-se de (2.107) e (2.108)

Iy
(S, < [l O+ w1 @l o) + || 5= [vllz2s)
ov
L3(%)
< ]y’ + H?/l”H*(Q) + vl L2 Hlgl 21 0,0 22(0)) -
Entao
S e (LY0,T; L*(Q)))’ (2.112)
(&

1Sz orzzyy < 1801+ Iy la-1@) + 10ll2s) - (2.113)
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Por outro lado, em virtude do Teorema da Representacao de Riesz podemos

identificar S & um tnico elemento y € L>°(0,T; L?(2)) de modo que

(S.9) = / (y(2), g(t))dt

HSH[Ll(O,T;L2(Q))]’ = H?JHLOO(O,T;L?(Q))-

(2.114)

Do exposto acima diremos que y é uma solugao por transposigao do problema
(2.1) se y € L>(0,T; L*(Q)) e verifica a identidade (2.110). Ora de (2.114) vem que
a funcao y € L>(0,T; L*(Q)) obtida pelo Teorema da Representagao de Riesz é
solugao por transposigao de (2.1). Além disso, de (2.113) e (2.114) temos também

que:
1yl o= omsz20p) < el19°] + 1y lr-10) + [lvllz2em) }- (2.115)

Observe que esta solugao ¢ tnica. De fato, suponhamos y, w solugoes por trans-

posigao do problema (2.1). Entao y, w satisfazem:

1 0 i
[ovdzar = 0 00) ~ 0.6 0) - [ Gruas 2nig
_ 1 0 1 dp
Lowasir = o) - 09 0) - [ Fruas

Logo subtraindo (2.117) de (2.116) obtemos

T
/ /(y—w)gdxdtzo‘v’geLl(O,T;LQ(Q)),
o Jo

em particular,

/T/(y—w)gdxdt:OVgecgo(Qx(O,T))

o qual pelo lema de Du Boys Raymund temos que y —w = 0 e portanto y = w.

Obtivemos assim os seguintes resultados:

Teorema 2.7 Existe uma dnica solugdo y, por transposicdo, do problema (2.1) ve-

rificando a desigualdade em (2.115).
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Corolario 2.8 A aplicacao linear

L2(Q) x HH(Q) x LX) — L®(0,T; L2(Q))
{°, 9", v} > y

onde y € solugdo por transposi¢ao de (2.1), é continua.

A seguir provaremos um resultado que usaremos para demonstrar a regularidade

da solugao por transposi¢ao do problema nao homogéneo (2.1).

Seja g € D(Q), D(Q) espago das fungoes testes sobre @, e ¢ a solucao fraca do

problema

"= Apt+ap=g em Q
p=0 sobre X (2.118)

Do teorema 2.4 temos

€(6) — g0)] + @) < ellglirormyn ¥E € 0.T] (2119)

onde ¢ ¢ uma constante independente de ¢ e g. Em virtude do teorema 2.6,

% ¢ 12(D).

Lema 2.9 Nas hipdteses do teorema 2.7, toda solugao fraca ¢ de (2.118) verifica

gy S€ ), o0l

onde ¢ € uma constante independente de p e g.

Hay

Demonstracao: Lembrando a identidade (2.98) do teorema 2.6 para a solugao

fraca ¢ do problema (2.118), verifica-se:

1/ v 9¢ 2d§] — (. 2% ' + = e '] = |Vel*] dadt
9 ECIze o (’D’qe&u L2 Q&w ¥ ¥

dp dp O0qp Op / Op

—d dt — — ——dxdt — —d dt. 2.120
+Oé/ (pqéalL’g b+ Q al'j 8xj @l’g * g qéal‘g o ( )
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Sendo g € D(Q) temos ¢g(T') = 0. Considerando ¢ = T na estimativa (2.119)

obtemos
PO+l < [ ool 2121)
Como ¢(0) = ¢'(0) = 0 entéo
(so ,qegi) o= (w’(T), qﬁ??)
[l |50
< D)Te(T)

Al (D)7 + (D%} (2.122)

IN

dx

A\

IN

De (2.121) e (2.122) temos
2

ingg)ZSc(ATmamw). (2.123)

Agora vamos estimar o ultimo termo de (2.120)

Dy a ., ,
/gqg—d:r;dt = —/ —(g qg)goda:dt—i-/(g Qo) cos <(xy, v)d2
0xy Oy b

_ / / (gq0) pdtda
= - /Q [ axz(g(n)(t)w(t) OT— /O Ta%e(gqf)so’dt] dx

0 )
= /Qa—w(g%)@dﬁdt

= /@qao'd:vdt—l—/g%go'dxdt,
Qal'g Q 0

Ly

isto é,

/ g q— Op dzdt = / ——qu'dzdt + / go’dxdt.
aiL'g 8$g

Entao a igualdade
o= -9 +y

aplicada nestas ultimas integrais fornece

/QQK—d$dt /—Qg —g dxdt—l—/ ——qugdzdt
al‘g 0 Ty

+ /g(9 (¢ —g dxdt+/ axg (2.124)
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A segunda integral do lado direito de (2.124) pode-se escrever

1 dg?
—qugdxdt = ——duxdt. 2.125
/ &vng €z / qe O X ( )

Aplicando a férmula de Gauss na segunda integral de (2.125) e substituindo o re-

sultado em (2.124) temos

Oy dg 1 0qq
"gp——dxdt = —_— "— g)dzdt + = — ¢?*dxdt
/ngeal’g % /an q(" — g)dx +2/Qawg %

+ / gq’f( ' g)dudt. (2.126)
Ty

Para o segundo termo do lado direito de (2.120) temos que as identidades

W= =9’ +29(¢" —g)+ 9> e |Vo|*=llo|

implicam
/ 09t 2 gt 8(-”|v 2azdt — = [ 2% — g)dwar
aZL‘g 8 Ty
Oqe Oqe 2 dqe 2
— g)dudt dz dt—— drdt. 2.127
+ [ Gaals ng*/au [ el (2.127)

Subtraindo (2.126) de (2.127) obtemos

1 [ 0q, ,5 9 / Oy /an , 9
g P - “2 dadt = — g)%daxdt

__/ 08 ol12dx dt—/ G (@' — a)dedt (2.128)

Por outro lado, o terceiro e o quarto termo da direita de (2.120) pode ser estimado

c / ()| 2dt.

Dai, de (2.120), (2.123) e (2.128) resulta:

1/y8
261@@

_‘P
v

por

T 2

1 [ 0q, 6 , 9q0
¥ < — — dt
d _C(/O Hg(t)Hdt) +3 Qﬁxe( g)*dxdt , D —|||*da

g ., T )
~ [ geal —g)dadee [l P (2.129)
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Tomando ¢, € C1(Q), 1 < ¢ < n, tal que gy = 1 em T, limitando (2.129)

obtemos ol? , )
3 L[5 am<e( [ totoar)
ou seja, .
%] < [ naton
0 que encerra a prova. O

A seguir provaremos a regularidade da solucao por transposicao do problema
(2.1) para dados com certa regularidade e, por critérios de densidade, generalizare-

mos o resultado para dados mais gerais.

Lema 2.10 Sejam
Y’ e HY(Q), y' € L*(Q) e v e H2(0,T; H¥*(T)).
Entao o problema (2.1) admite uma inica solu¢do fraca
y € C([0,T]; H'(Q)) n ([0, TT; L*())

a qual também € solucao por transposicao.

Demonstracao: Seja

v: HE0,T;H*(Q)) — H0,T; H¥*(T)) x HZ(0,T; H*(I))
¢ - Yo = (V0®, 110)

a aplicagao traco de ordem 2. Pela sobrejetividade da mesma, existe

v e HE0,T; H*(Q)) tal que

Consideremos o problema
' —Au+oau=-0"+A0—av em Q
u=0 sobre X (2.131)
u(0) = y°,4/(0) = y em ).



Como —0" + Av — av € L*(0,T; L*(Q)) — L'(0,T; L*(Q)) entao pelo teorema

2.2, a unica solugao de (2.131) pertence a classe

u € C([0,T); Hy(2)) N CH([0, T]; L*(2)). (2.132)

Agora, de v € HZ(0,T; H*(2)) e pelo Lema 1.57 temos

5 e C([0,T); H2(Q)) n CY([0, T); H2()). (2.133)

Pondo-se
y=u+0 (2.134)
obtemos de (2.132) e (2.133) que
y € C([0,T]; H*(Q)) N C'([0,T]; H*(R2)). (2.135)
Mais ainda, de (2.131);, (2.132) e (2.134) vem que

y' — Ay +ay=0em C([0,T]; H(Q)). (2.136)

Também, de (2.108) e (2.109),

Yoy = You + Y0 =0+ v = v. (2.137)

Finalmente, de (2.109)3

y(0) = u(0) +0(0) =¢y° +0=1°

(2.138)
v (0) = v/ (0) +70'(0) = y' + 0 = y*.

Assim de (2.136), (2.137) e (2.138) temos provado que a aplicagao y dada em
(2.134) ¢é solucao fraca de (2.1) na classe (2.108).

Provaremos, a seguir, que y é também solucao por transposicao no sentido alu-
dido anteriormente. Com efeito, provaremos que se ¢ € L'(0,T; H}(S)) entdo

(2.110) ¢ satisfeita, onde ¢ é solugao de (2.104) na classe (2.105).
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Como WHU(0,T;L*(Q)) é denso em L' (0,T;L*)) existe (g,)ven C
Wh1(0,T; L3()) tal que

g, —g em LY0,T;L*Q)). (2.139)

Consideremos a seqiiéncia de problemas regulares

@ —Ap,+ap, =g, em Q
0 =0 sobre X (2.140)
o) =g (T)=0 em

Pelo teorema 2.1 temos que a solucao forte ¢, de (2.140) pertence a classe

pu € L(0,T; Hy(2) N H?(Q))
o), € L(0.T; Hy () (2.141)
€ L(0,T; L2(5)).

Além disso, temos pelo teorema 2.2 que ¢, — ¢ é a solugao fraca de:

(Pu— @) = Alpy — @) +alpy—9) =(gu—g) em Q

ep—9=0 sobre X
(pu — o)) = (pu —¢)(T) =0 em
satisfazendo
T 2
0 = OF + 1) - o0 < [ o) -g0lar) . 2102
Pelo teorema 2.6 temos também
Op, Oy g :
] % 2 <e([ i - stolar) (2.143)
L(Y)

De (2.139), (2.142) e (2.143) concluimos que

pu — @ em C([0,T]; Hy(2))
¢, — ¢ em C([0,T]; L*(2)) (2.144)

0v, Op 9
9 By 0 L7 (%).
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De (2.136) e a regularidade (2.141) obtemos

T T T
/ W' odt — / (Ay,ou)dt +a / (@)t = 0 (2.145)
0 0 0

onde (-,-) representa a dualidade de H~(Q2) e H}(Q). Integrando-se por partes a
primeira integral de (2.145) e usando (2.138), obtemos

[ i = o) + 0. 00 + [ egdea 2100

Agora, considerando-se a extensao do —A, a qual denotaremos com a mesma
notagao —A : H'(Q) — H~1(Q) definida por: (—Au,w) = a(u,w), Vu € H(Q) e

Vw € Hg(2), temos pelo teorema de Green que
T T
0p,
— [ (Ay,pdt =— [ (y,Ap,)dt + [ v—-+=dX. (2.147)
0 0 y Ov
De (2.145), (2.146) e (2.147) chegamos a

/ /! 8
—(" 0u(0)) + (1°,,0) + | y(&), — Apy + gy, )dedt + eadl) )
Q b)) 8V

De (2.140) podemos escrever

Iy
/ ygudrdt = —(y°, ¢,(0)) + (4, ,(0)) — / v (2.148)
Q s OV
Das convergéncias (2.144) e (2.148) resulta na situacao limite o desejado. O

Teorema 2.11 Sejam
e L2(Q), vt € H(Q) ev e LA(D).
A solugao por transposi¢ao y, do problema nao homogéneo (2.1) pertence a classe
y € C([0,T]; L*(€2)) N C([0, T]; H(2)) (2.149)
e a aplicagao linear
L2(Q) x HHQ) x LX(®) — C(0,T]; 13()) 1 CH(0,T]; (@)

{v°, 4", v} — y

é continua.
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Demonstragao: Primeiro provaremos que y € C([0, T]; L*(Q2)). Sejam (y;), (y,,)
e (v,) seqiiéncias de vetores de H}(Q), L*(Q2) e HZ(0,T; H*?(T')), respectivamente,

tal que

yy —y°  em L*(Q)
y, —y' em H(Q) (2.150)

v, —v em L*(X).

Consideremos as seqiiéncias de problemas

Y, — Ay, +ay, =0 em @
Y, =0 sobre X (2.151)

yu(0) = yp, v,(0) =y, em Q.
Pelo Lema 2.10 temos que
yu € C([0, T H' () n CY([0, T; L*(2)),

onde ¥, é solugao por transposicao. Decorre entao que y, — y ¢ solugao por trans-
posi¢ao do problema (2.1), para dados y;, — % v, — y', v, —v. De (2.115), para

Y, — ¥y, obtemos que
Y = Yl o.1522(0)) < C{|y2 — |+ Hyi —y @ + v — vl )
Passando o limite nessa expressao e usando as convergéncias de (2.150) obtemos
y, — yem L>(0,T; L*(Q)), (2.152)

o que implica que

(y,) é de Cauchy em L>(0,T; L*(Q)).
Agora, como (y,).en C C([0,T]; L*(€)) e neste espagos as topologias
I lleqoryszz@y e Il - e or:20)
sao iguais resulta que
(y,) é de Cauchy em C([0,T]; L*(9)).
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Portanto

Yy, — w em C([0,T]; L*(2)). (2.153)

Pela unicidade do limite em L>(0,7T; L?(2)) e de (2.152) e (2.153) obtemos que
Y = w, 0 que prova que

y € C([0,T]; L*(2)).

Agora provaremos que y' € C([0,T]; H}(€2)). Consideremos g € D(Q) e ¢ a

solugao fraca de

"' —Ap+tap=g em
=0 sobre X (2.154)

Entao pelo teorema 2.4 obtemos que
') = g + e < cllgllzro,rmiy, VE € [0,T].
Tomando ¢ = 0 na expressao acima, obtemos
1" (O)] + (Ol < ellgll Lo mp @)- (2.155)

Pelo Lema 2.9 resulta

< cllgll ro.r;m1(0))s (2.156)

H v
onde as constantes em (2.155) e (2. 156) sao independentes de ¢ e g.

L2

Como y € C([0,T]; L*(R)) entao y' € D(Q). Assim
W, 9) =—(9g) = —/ng’ dz dt.

Sendo y solugao por transposigao do problema nao homogéneo (2.1) obtemos de

(2.154) e da igualdade acima que
W) = =" o0 + 0 O0) + [ ZEvas,
Limitando a igualdade acima, obtemos de (2.155) e (2.156) que

(W )| < clly®] + v L@ + 1ol 2)llgll om0, V9 € D(Q).
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Disto implica pela densidade de D(Q) em L'(0,T; H} () que
y € L®0,T; H(Q))
e além disso
1Y | oo 0,010y < €lly’] + 1y [ a-100) + V|22 (). (2.157)

Daqui procedendo, analogamente, como na primeira parte da demonstracao.

Notando que y;, € C([0,T]; H~'(Q2)), conclufmos que

y € C(0,T); HH(Q)).

A continuidade da aplicagao linear {y°,y*,v} — y é dada pelas estimativas

(2.115) e (2.157). O

2.4 Método HUM

Teorema 2.12 Seja Ty > 0 tal que a controlabilidade exata de (2.1) € satisfeita
para o = 0 no espaco L*(Q) x H1(Q) com controle em L*(X) para todo T > T,.
Entao o sistema (2.1) € também exatamente controldvel nestes espagos para T > Ty
e para qualquer o € R. Isto €, para cada dado inicial {y°,y'} € L*(Q) x HY(Q),
existe um controle v € L*(X) tal que a solu¢ao por transposicao y do problema (2.1)

verifica

para T > Ty e para qualquer o € R.

Demonstragao: Sejam {©°, o'} € H}(Q) x L*(Q) e consideremos o problema

homogeéneo
" —Ap+ap=0 em @
©=0 sobre X (2.158)

©(0) =¢°, ¢'(0) =¢' em Q.
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Assim, para todo T > Ty, existe uma constante ¢ = ¢(a,T") > 0 tal que para
qualquer solucao de (2.158) a seguinte desigualdade é vélida

2

0
I+ e < [ |52] as (2.159)
) 81/
De fato, por hipétese, para @ = 0 a estimativa (2.159) é verdadeira. Para

provarmos a estimativa (2.159) para qualquer a € R, escrevemos a solugao ¢ de

(2.158) como ¢ = 0 + 1, onde 6,7 sdo respectivamente as solugoes das seguintes

equacoes
0" — A0 =0 em @
0=0 sobre X (2.160)
0(0) = ¢° 6'(0) = ' em Q

e

n'—An=—-ap em Q
n=20 sobre X (2.161)
n(0) =7'(0)=0 em K.

Temos que para o sistema (2.160), a estimativa (2.159) é vélida, isto é,

a0
1117 + ' < c/ | dx (2.162)
» aV

onde ¢ = ¢(T) > 0. Agora como ¢ = 0 + 1 temos através de um simples célculo que

(2.162) pode ser reescrita como

012 112 675
%) _|_ %) < -

Por outro lado, temos a seguinte estimativa para o sistema (2.161) (cf. teorema

1.58)

2

0
L |9n

ov

2] ds.. (2.163)

2

on
— | dX S OéC(T + 1)||¢”%1(O,T;L2(Q))‘ (2164)

/Eau

Assim, combinando (2.163) e (2.164) temos
Oy

02 12 < op

eI + I _{/]a
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para alguma constante ¢ = c(«,T) > 0 grande o suficiente. Entao para provar

(2.159), basta mostrar que

i

5 . (2.166)

L2(%)

el romrz@) < ¢

Para isto, argumentaremos por contradi¢cdo. Se (2.166) nao é satisfeita para

qualquer ¢ > 0, existe uma seqiiéncia (¢, ) de solugoes de (2.158) tal que

llenllLromr2)) =1 paran =1,2,... (2.167)
e
O
— 0 quando n — oo (2.168)
O sy

(para a existéncia da seqiiéncia (¢,,) satisfazendo (2.167) e (2.168) consultar [17]).

Agora, de (2.165), (2.167) e (2.168) deduzimos que {p,(0), ., (0)} é limitada em
H(Q2) x L*(2). Da desigualdade da energia (2.37) do teorema 2.2, segue que

(¢n) 6 limitada uniformemente em L>(0,T; Hy(2)) N Wh(0, T; L*(2)). (2.169)

Assim, podemos extrair uma subseqiiéncia de (¢, ), que ainda denotaremos por

(¢n), tal que
¢n 2 em L™(0,T; Hy(Q))

= ¢l em L0, T L*(Q)).
Logo existe uma ¢ € L>(0,T; H3 (2)) N Wh>(0,T; L*(2)) tal que

"= Ap+ap=0 em Q
=0 sobre ..

Além disso, pela proposi¢ao 1.39 temos

Assim, o limite satisfaz

:():>8—90:Osobrez.

L2(%) ov

Opn
ov

9y
ov

< lim inf

L(%)

" —Ap+ap=0 em @

=0 sobre X
g—f =0 sobre Y.
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Pelo Teorema de Hélmgrem (cf. Teorema 5.3.3 de Hormander [9] ou §1.8 de Lions

[13]), concluimos que

¢ =0. (2.170)

De (2.169), cf. J. Simon [26], temos que

(¢n) é relativamente compacta em L'(0,T; L*(f)).

Entao existe uma subseqiiéncia ainda denotada por (¢,) tal que
©n — @ forte em L'(0,T; L*(Q)).
Desta convergéncia e de (2.167) temos
el om2@)) = 1. (2.171)

O que contradiz (2.170). Assim provamos (2.159).

Consideremos agora {¢°, '} € D(Q) x D(N2) e o problema homogéneo (2.158).
Conforme provado no teorema 2.1, o problema (2.158) admite tnica solugao forte

na classe:
@ e L>(0,T; Hy(Q) N H*(Q))
¢ e L>(0,T; Hé(Q)) (2.172)
Y e L>(0,T; L2(Q)).
Também temos
dip

5, € L*(%). (2.173)

Consideremos o problema retrégrado
V'—AYp4+ap =0 em Q
) = 8_@ sobre X (2.174)
v
P(T) =¢(T) =0 em £,
onde ¢ ¢ solugao de (2.158).

Entao pelo teorema 2.11 e gracas a reversao do tempo, a solugao ¢ pertence a

classe

Vv € C([0,T); L*(Q)) N C* ([0, T]; H*(Q)). (2.175)
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Sendo HZ([0,T); H**(X)) denso em L2(X), existe (v,).en C HE([0,T]; H¥?(X))
tal que
Oy

Up = 5 em L*(%). (2.176)

Consideremos a seqiiéncia de problemas

Y =AY, +ay, =0 em Q
Yy = vy sobre % (2.177)

Y (T) =4, (T)=0 em Q.

Fazendo novamente a reversao do tempo, entao para cada p € N resulta do Lema

2.10 que o problema (2.177) admite uma tnica solugao fraca na classe
Y € C([0, T L*(Q)) N CH([0, T; H™H()) (2.178)

verificando

U — Aipy, + ap, = 0 em C([0,T]; H (). (2.179)

Além disso, para cada p € N, a solugao fraca 1, de (2.177) é também solugao

por transposigdo. Resulta dai que (¢, — ) é a tnica solucao por transposicao de

(% —ID)"—A(% _w> +O‘(wu —¢) =0 em @

Yy — Y =, — g—f sobre X (2.180)
Wy = )T = (Yu =)' (T) =0 em Q.

De (2.115) obtemos

Oy
1w = Ylleqor;ze@) < ‘ U 5, (2.181)
L2(%)
e
Oy
HT/}; — V' leqoma-19) < ||vp — iy . (2.182)
Ve
De (2.181) e (2.182) e da convergéncia (2.176) resulta que
Uy — ¢ em C([0,T]; L*(2)) (2.183)
ey, — " em C([0,T]; H (). (2.184)
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Por outro lado, dados £°%,&! € D(Q), existe uma tnica solugao ¢ de (2.158) na
classe (2.172) com dado iniciais {£°,&'}. Compondo-se a equacao (2.179) com &

resulta
[ e ena- [ @u .o a [ w.ao=o

Integrando-se por partes a expressao acima, e considerando a extensao do —A
que ainda denotada por A, —A : HY(Q) — H'(Q) definida por: (—Au,v) =
a(u,v), Vu € H' () e v € HY(Q), de (2.158)3 e pela férmula de Green obtemos

—(,(0),€°%) + (1,(0), &) +/0 (,(1), €' () — AE(t) + o€ (t))dt + /Z %vﬂdﬁ =0.

Dai, e de (2.158); obtemos

O 45 = (0,(0),€%) — (6,(0), &Y. (2.185)

EaV

Das convergéncias (2.176), (2.183), (2.184) e da identidade em (2.185) resulta na
situacao limite

[ 5 5 = (00, - (0(0), €. (2.136)

A expressao acima nos induz a introdugao do seguinte operador
A H(Q) x LA(Q) — H Q) x L*(Q)

definido por

My’ ¢} = {/(0), =4 (0)}. (2.187)
Notemos que a expressio em (2.186) pode ser reescrita como
[ G s = (W 0), ~w(0)} €% ¢
ou ainda de (2.187)
(Me® 0}, {€ ') = /E %g—fdz. (2.188)
Definamos
()t (D(Q))? x (D(Q)? — R

2.189
H&@Mﬂﬁ}HCWM%W£M=E%%E-< )
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Provaremos que a aplicagio acima define um produto interno de (D(f2))? x
(D(Q))?. Claramente (-,-), é positiva, mostraremos que é estritamente positiva.

Isto é, provaremos que
{1 e 9!} =0 " = =0.

De fato, a reciproca é trivial. Provaremos a implicacao. Suponhamos que

Op 2
(P} 0D = | ‘a— 5 =0
» 14
Da desigualdade inversa (2.159) temos
012 112 Dy ?
0< [+ ' <c [ |E=| dE=0,
» (91/
o que implica que
=p'=0
Logo,
|-l (D()? — R+
1/2
Ay 2 (2.190)
{% ¢} = [H{e% 'l = (/ ’a— dE)
b)) 14

define uma norma em (D(2))2. Consideremos F' o espaco de Hilbert obtido comple-

tando-se (D(2))? com a norma || - ||, isto é,

-1l

F=D(Q) x D(Q) (2.191)

Contudo, das desigualdades diretas e inversas (2.99) e (2.159), respectivamente,

resulta de (2.191) que a norma || - ||. ¢ equivalente a norma [|{, }|| g1 (q)xL2(q) em

D(Q2) x D(Q2). Conseqiientemente de (2.191) obtemos

F=DQ)x D) " = D) x D) @@ — glq) x L2(Q).  (2.192)

Munindo-se (D(€2))? da topologia dada pela norma || - ||., provaremos que o
operador A dado em (2.187), que é claramente linear, é continuo. Com efeito, de

(2.188) e (2.189) resulta que
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(AL, 0! 1% €N < IH{e®, 0 HILI{E%, €131,
V{1 {€0, €'} € (D())*.
Pela densidade de (D(Q2))? em F segue que
(AL, "1 D D < ™ @ I X (2.193)
{0l € (D(Q))% (X" X'} € F,
o que implica que
1A {® o' I < [ o'}l VH{e" '} € (D(Q)) (2.194)

2em F

provando a continuidade do operador A. Agora, pela densidade de (D(2))
podemos estender A, de maneira tnica, a um operador linear e continuo, o qual

ainda denotaremos por A,

A F — F’
o o (2.195)
X = m {g, x )
p—00
onde ({x},, X, })uen C (D(2))? ¢ tal que
1 X+ = X% X"}l — 0 quando p — oo. (2.196)

Notemos que a definicdo acima independe da seqiiéncia {X?u Xi} que aproxima
(X% X'}
Provaremos a seguir que
A XY = {0(0), —(0)}, VX" x'} e, (2.197)
onde 9 é solucao por transposicao de
' —AYp+ap) =0 em Q
0
v = (9_X sobre X (2.198)
W(T)=¢'(T)=0 em Q
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e x ¢ solucao fraca de

X' —Ax+ax =0 em Q)
x=0 sobre X (2.199)

x(0) = x% x'(0) = x' em Q.
Com efeito, seja {x°, x'} € F e consideremos ({x,, X} en C (D(Q))* tal que
0= x'e R (2.200)
Temos de (2.187) e (2.195) que
ADOA) = T A ) = lim (00), —6,0)), (2200
onde, para cada p € N, 1, ¢ a unica solugao por transposicao do problema

Y =AY, +a, =0 em Q

OxXp
= - 2.202
v, ey sobre ¥ ( )

Y, (T) = @DL(T) =0 em
com X, ¢ a uUnica solugao fraca de
Xy — Axu +ax, =0 em ()

Xp =0 sobre X (2.203)

Xu(0) = X%, X,,(0) = xj, em €.

Resulta dai que (1, — ) é a tnica solucao por transposicao de

(% _IP)”_A(I/)/J —¢) +O‘(wu —1)=0 em Q

(U — ) = % - g—f sobre X (2.204)
(o = )T) = (b =) (T) =0 em ()

—Alxp —x) Falx —x) = em Q
(Xp —x) =0 sobre ¥ (2.205)

(X —x)(0) = (X% = X%, (X, = x)(0) = (x, — x') em Q.

72



Gragas as desigualdades (2.115) e (2.157) temos

195% ox
10 — Ylleqorscz@y + v — ¥ lloqom 1) < Ha—y“ =5l (2.206)

= {0 — X% — X s
a ultima igualdade decorre de (2.190). Finalmente de (2.200) e (2.206) resulta que

Y, — 1 em C([0,T]; L*(2)) (2.207)

Y, — )" em C([0,T]; H1(2)). (2.208)
De (2.201), (2.207) e (2.208) segue o desejado em (2.197).

Definamos

b({e’, ' }.{€°,€'}) = (AM{¢”, '}, {€% ¢'}) (2.209)
V{p®, 0'},{€% ¢} € F,

que é claramente uma forma bilinear. Provaremos, a seguir, que b(-,) é continua

e coerciva. De fato, sejam {¢°,¢'} {€%. &'} € F' e ({¢) v Huen, ({€1 &P e, C
(D(Q))? tais que

{oh o = {0} e {&,6) —{", ¢ em F.
Para cada p € N, de (2.193) vem que

(M b A& &1 < e 2 I8 €3

o que prova a continuidade de b(-, -).

Para provarmos a coercividade da mesma, notemos que de (2.188) e (2.190), para

cada p € N podemos escrever

(M@, on ) A{en 001 = Hep, eu I

e na situacao limite obtemos

(M, 01 e ') = 1{e% " }I2
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o que prova a coecividade de b(+, ).

Desta forma, pelo teorema de Lax-Milgran, dado {Y° Y} € F’, existe um tnico

{p° @'} € F tal que

YOV 1A ) = b({@", ' 1, €% €1)), V(" €' e F
ou seja, o operador A é um isomorfismo de Hj x L*(Q) em H~1(Q) x L*(Q).
O que implica, em fungao da defini¢ao de b(-,-) dada em (2.209), que
“Dado {Y°, Y} € F', existe um tnico {©°, '} € F tal que
(Y27} = A{e° '} (2.210)
ou ainda em virtude de (2.197) concluimos que
“Dado {Y°, Y} € F', existe um tinico {¢%, o'} € F tal que

YV =4'(0) e Y = —1)(0)” (2.211)

onde 1 é a unica solugdo, por transposicao, de (2.174) e ¢ é a unica solucao fraca

de (2.158).

Lembremos que
F=HjQ)x L*(Q) e F' = H Q) x L*(Q).

Assim, elegendo-se

H=L*Q) x H Q) (2.212)

entao dado

{v'.y'}ed (2.213)
e tomando {Y° Y} = {y', —y"} tem-se que o par
Vv ={y, 't e F.
De (2.99) resulta que existe um tnico {¢° p'} € F tal que

¥(0) =y’ e ¢(0) =y, (2.214)
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onde v é a unica solugao por transposicao de (2.174) e ¢ é a tnica solucao fraca de

(2.158) com dados ¢° e .

Considerando-se

dp
v=5  em z (2.215)

no problema (2.1) sujeito aos dados iniciais conforme em (2.213), temos que tal pro-
blema possui unica solugao por transposigao y. Observemos que de (2.174) e (2.214)
resulta que ¢ é também solu¢do por transposi¢do do problema (2.1). Logo, pela
unicidade de solugoes vem que y = 1. Conseqiientemente de (2.174)3 concluimos
que

y(T) = y(T) =0, VT >T,

Observacao 2.13 Na realidade, gragas a linearidade e reversibilidade da equagao
(2.1) tem-se que: “Dado Ty > 0, para todo {y°,y'}, {2 2'} € L*(Q) x H Q)
existe um controle v € L*(X) tal que a tinica solugdo por transposic¢do y do problema
(2.1) satisfaz

y(T)=2° 9/ (T)=2", YT >Tp.
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Capitulo 3

Controlabilidade Exata na
Fronteira: Caso Assintoticamente

Linear

Neste capitulo desejamos resolver o seguinte problema de controlabilidade exata
para o problema (1), onde f é assintoticamente linear: “Dado T, > 0, para todo
{y°, '}, {20 21} € L?(Q) x H~(Q) existe um controle v € L*(X) tal que a tnica
solugao y do problema (1) satisfaz y(T) = 2°, /(T) = 2! VT > Ty.”

Para resolver este problema, assumiremos que f satisfaz

/e L*(R); 3 lim J5) = . (3.1)

[s| =00 S

Dizemos que f ¢é assintoticamente linear se ela se comporta como as quando

|s| — oo.

Assim, seguiremos as seguintes etapas:

e Existéncia e unicidade de solugoes fortes e fracas para o problema homogéneo

acoplado a (1).

e Método do ponto fixo.
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3.1 Solucoes Fortes e Solucoes Fracas

Consideremos o seguinte sistema

V' =AY+ f(Y+h)=ah em @
Y =0 sobre ¥ (3.2)
P(0) =4, ¢'(0) = ' em ()

com f € WL (R) e f' € L=(R).

loc

Assim temos o seguinte resultado

Teorema 3.1 (Ezisténcia e Unicidade) Se ° € H}(Q) N H*(Q), ¢! € HY(Q)
e h € HY(0,T;L*(Q)), existe uma tnica solugdio forte 1 de (3.2) tal que

Y € L0, T; Hy () N H?(Q)) (3.3)

Y € L>(0,T; Hy(2)) (3.4)

Y e L*(0,T; L*(Q)) (3.5)

V' — A+ f(p+h)=ah gs em Q (3.6)
P(0) =", ¢'(0) =", (3.7)

Demonstragao:
Problema Aproximado

Seja (w,),en uma base do espago Hg(2) N H?(Q) e V;,, o subespago gerado pelos

m primeiros vetores wy, ..., Wy,.
Definamos

= Z gim(t)w;
j=1

como solucao do sistema aproximado

(Vi (1), wi) + (b (1), w5)) + (f (@m(t) + h(t), w;) = a(h(t), w;)
U (0) = % — ¢ em H(Q) N H(Q) (3.8)
)-

(0) =
U (0) = ¥y, — ¥ em Hy(Q
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A existéncia local em [0,t,,] é garantido pela teoria de equagdes diferenciais

lineares.
Estimativa 1

Multiplicando (3.8); por g/,,(f) e somando em j de 1 a m, temos
(64 81, 40 (6)) + (), 5, 00)) + (FW(0)+ B0, 01 (0)) = a(A(0) 01 (0), (39
isto &,
S OF + S 10m (I = 2a(h(2), ¥4 (1)) — 207 () + (), U4 (1), (3.10)

Vamos estimar o tltimo termo de (3.10). Observe que, como f € WL™(R) e

'€ L*(R) entao f é Lipschitziana, ou seja,
|f(R(t) +u) — f(R(t) + w)|r20) < ([ l[peeqm) v — w]r2(0). (3.11)

Assim, de (3.11) temos

/Q F(m(t) + R(E)W(£)da

<

IA

/Q FWn(t) + B(0)) — FORO) W (Dld + / FO) 0 ()l
11 e [ (D) [ (8)] + (1)
I + R (O} + el (0] (3.12)

IN

IN

De (3.10) e (3.12) temos

%qu’n(t)|2+%llwm(t)!\2 < 2!Oé|!(h(t),win(t))|+g{\lwm(t)H“rwan(t)l2}
+ |, (1) (3.13)

Integrando (3.13) de 0 a t obtemos

U@ + [on@IF < [0+ 117 + |l A() ] 22 0,7:020)

s AT [ OF 0P G
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Contudo de (3.8), e (3.8)3, obtemos a existéncia de uma constante ¢ > 0 tal que

de (3.14) vem que

t
[ O + @) < e+ /0 {1 ()1 + [ (s)* } ds.
Usando a Desigualdade de Gronwall nesta ultima desigualdade, concluimos que
[ + [ om O] < ¢, Yt €[0,t,), Vm €N (3.15)

0 que nos permite estender 1, a todo intervalo [0, T].

Além disso,

(¢m) é limitada em L°(0,T; Hy(Q2)) (3.16)

(! é limitada em L>°(0,T; L*(12)). (3.17)

Estimativa I1

Derivando (3.8); relativamente a ¢, obtemos
(W (£), w5) + (U (), w5)) + (f (m(8) + h(2)) (W7, (8) + K/ (1)), w;) =
= a(l(t),w;). (3.18)
Multiplicando (3.18) por g/, (t) e somando em j de 1 a m, temos
(@ (£), ¥ (8)) + (U5 (), U (£))) + (F (€ (8) + 1(8)) (U (8) + 1 (1)), 00 (1)) =

= a(h'(t), (1)

e como anteriormente temos

1d 1d

SO + 5l (1)) <
< alIF 0]+ [ 17/Wnle) + B0 + KO (Dlda
< JallB O] + el ()] + W OO (3.19)

Integrando (3.19) de 0 a t obtemos
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1

1 1 1 t
SO + 51001 < Sl O)F + Slvnl® + 5 / {ln()IP + [0, ()"} ds

O L + e Pias,
isto é,
S OF + @ < WL+ I+ e [ ) Pds
T / ()2 + [6(s) 2} ds (3.20)

onde ¢ = ¢(a) > 0.

Para estimarmos v, (0), fagamos ¢ = 0 em (3.8); e multiplicando-se por g7, (0)

e somando em j de 1 a m, tem-se
(¥ (0), 45, (0)) + ((¥m(0), 1, (0))) + (f (¥m(0) + h(0)), ¥},,(0)) = a(h(0),¥],(0)).
Aplicando o teorema de Green e a Desigualdade de Holder, temos
[ O < [ellR(0)] + [ At | + [1f ]| oe @) [¥m] + 1 (R(0))].
Dai e de (3.8)2, (3.8)3 obtemos a existéncia de uma constante ¢ > 0 tal que
[ O + 1l + el 2@y < . (3.21)
Assim, de (3.20) e (3.21) temos que
T
[Um@OF + 1n O] < c+ C/O @O + [ ()]} dt
usando a desigualdade de Gronwall nesta tltima desigualdade, concluimos que
U@ + [0,@l < e, VEe[0,T], Ym eN. (3.22)
Entao de (3.22) temos
(¢! ) é limitada em L*(0,T; Hg(Q2)) (3.23)
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() é limitada em L™(0, T; L*(£2)). (3.24)

Passagem ao Limite

Das estimativas feitas em (3.16), (3.23) e (3.24), podemos extrair uma sub-

seqiiéncia (1,,)en de (Ym)men tal que

Yy € L=(0,T; Hy ()
W, =4 e Lo(0,T; Hy(S) (3.25)
Y=y’ e L0, T; L2(Q)).

Consideremos a seqiiéncia 1, como solucao do problema aproximado (3.8). Seja
J € N e consideremos p € N tal que p > j, multipliquemos (3.8); por # € D(0,7T) e

integremos no intervalo [0, 7] obtendo-se

/0 (61(8), w;)O()dt + / (1), w;))O(E)

+/O (f(wu(t)+h(t)),wj)0(t)dt=a/0 (h(t), w;)0(t)dt. (3.26)

Pondo-se

H(Q) < L2(Q) — L*(Q)

W = {4 € L*(0,T; Hy(Q));¢' € L*(0, T; L*(2))}

munido da topologia
11w = [1¥1l L2003 ) + 191 L2(0,7:22(02))-

Resulta de (3.16) e (3.17) que () é limitada em W. Logo pelo teorema de
Aubin-Lions obtemos uma subseqiiéncia de 1), que ainda denotaremos por 1, tal
que

Y, — 1 forte em L*(0,T; L*(Q))
pois W <% L2(0,T; L*(2)).

Dai observe que
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/0 (f (6 + h), wy)O(t)dt — / (f(¢+h),wj)0(t)dt‘ <

< / (F (6 + ) — F(6 + W)l |6(2)]

< et ([l - vioar) " ([ owpa) "

T 1/2
< N N ze@lwillivn — ¥l 207020 (/ |9(t)|2dt) — 0.
0

Levando em conta as convergéncias em (3.25) e a convergéncia acima, podemos

passar ao limite quando g — 0o, em (3.26) obtendo

/0 (6" (1), w;)0(t)dt + / ((0(t), ;)0 (t)dt + / (F(6(E) + h(t)), wy)B(t)dt

_ / T(h(t),wj)e(t)dt (3.27)

no sentido de D'(0,7), para todo v € V,,. Por densidade é certo para todo
v e HH Q).

Da igualdade anterior, deduzimos:

V" — A+ f( + h) = ah em L>(0,T; L*(Q)). (3.28)

De (3.28) temos

_AY(t) = ah(t) — 9"(8) — F(E) + h(1) em O
P(t) =0 sobre I'.

(3.29)
Pela regularidade de problemas elipticos aplicados a (3.29), deduzimos
Y € L®(0,T; Hy(Q) N H*(Q)). (3.30)

As condicoes iniciais (3.7) é verificada de maneira usual e a uniciadade é provada
facilmente usando o método da energia. Assim fica concluida a demonstracao do

teorema 3.1. |
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Teorema 3.2 Sejam
Y0 € HY(Q), vt € L*(Q) e h € L*(0,T; L*()).
Entao eziste uma inica solugdo fraca v de (3.2) satisfazendo as sequintes condigoes

W € C([0,T]; Hy () N C([0, T]; L*()) (3.31)

%(d/(t),v) + (1), 0)) + (f(¥ (1) + h(1)), v) = a(h(t),v) (3.32)

no sentido de D'(0,T), para todo v € H}(Q)

V' — A+ f( +h) = ah em L'0,T; H () (3.33)

$(0) =°, ¥'(0) = (3.34)

E(;t) = E(;0) — / f( + h)Ydedt + / ha)' dadt (3.35)
Q Q

onde E(;t) € a energia associada ao sistema (3.2).

Demonstragao: Sejam (¥), (¥,), (h,) seqiiéncias de valores de Hy(Q2) N H*(€2),

Hi () e HY(0,T; L*(2)) respectivamente, tais que

Yp — U0 em H(Q)
P, — Pt em L*(Q) (3.36)
h, — h em L*(0,T;L*()).

Denotaremos por 1, a solucao obtida no teorema 3.1 com dados wg, /i’ hy, isto
¢, 1, ¢ solucao forte do problema
wZ—Aqurf(%Jrhu) =ah, em Q
V=0 sobre ¥ (3.37)

Uu(0) = ¥p; ¥, (0) =9, em €
com 1, na classe
Y, € L=(0,T; Hy(Q) N H*(Q))
P, € L0, T Hy(Q)) (3.38)
Y e L0, T; L*(Q)).

83



Multipliquemos (3.37); por v € H}(Q) e integremos sobre €. Aplicando o teo-

rema de Green obtemos

/lexvdx—i-/ngu Vvdx—i—/ﬂf(%ﬁ—hu) vdx:a/ghuvda:. (3.39)

Consideremos agora (¢2), (¢}), (h,) seqiiéncia de valores em Hj(Q2) N H*(Q),

o

H}(2) e HY(0,T; L*(2)) respectivamente, tais que
g — ¢ em H;(Q)

Yy — Yt em L*(Q) (3.40)
hy — h em L*(0,T; L*(Q)).

Denotaremos por %, a solucao obtida no teorema 3.1 com dados ¢2, ¥}, h,, ou

seja, 1, ¢é solucao forte do problema

wg_Awo"i_f(wa"i_hU) :Oéha e1m Q
Yy =0 sobre X (3.41)

Yo (0) = 43 V,(0) =¥y em €

com 1), na classe
Yy € L(0,T; H () N H*(2))
e L=(0,T; Hy(2)) (3.42)
Y e L=(0,T; L*()).

Novamente, multipliquemos (3.41); por v € HJ(f2) e integremos sobre Q. Apli-

cando o teorema de Green obtemos

/ng Udl’—i-/ngg Vvdat—i—/ﬂf(wg—l—hg) vdr = a/ﬂhgv’da:. (3.43)

Subtraindo (3.41) de (3.37), resulta

(Vp = Vo) = AWy — ¥o) + f(Wu + hy) — f(Yo + ho) = alh, — hy)
(Y —s) =0 (3.44)
(V= Yo )(0) = P8 = 42; (b — o) (0) = ), — 2,

e para (2.36) temos subtraindo (3.43) de (3.39)
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/ (Y — Yo)" vda + / V¢, — y) Vudz
Q Q

+ /ﬂ[f(@/)“ +hy) — f(Yo + ho)]vde = « / (h,, — he)vdz. (3.45)

Q

Fazendo v = 1, — ¢, em (3.45), obtemos

1d
5@/’1# ¢|d$+2dt/lv —1,)|dx

[ 1+ ) = S0+ ] 4, = e = [ (= R0, — vt

Q

e como anteriormente
d |1 1 c
T T o P e
c
+ Sl — vl + Wl — vill’}, (346)
onde ¢ = c(a, || f'|| L (m))-
Integrando (3.46) de 0 a t, e usando a desigualdade de Gronwall, obtemos
[0, =, OF + () — e ()]* < (3.47)
T
< k= U = 0P e [ b)) — ha(®)Pt| e
0
Passando ao limite na expressao (3.47) e considerando as convergéncias (3.36) e
(3.40), determinamos uma fungao 1 tal que

thy — ¢ em C([0, TT; Hy ()

(3.48)
W, — ¢ em C([0,T); L2()).

Compondo-se (3.37); com v € H}(Q) multiplicando por 6 € D(0,T), integrando

por partes de 0 a T" e aplicando o teorema de Green, temos

- / (W (), )8 (t)dt + / (0, (1), v)0()dt + / (F (6 + hy)(£), 0)0(0)dt

= a/T(hM(t), v)0(t)dt. (3.49)
Observe que
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A<wa+MLWMWﬁ—A(ﬂ¢+®ﬂ%@ﬂ4s

< [ 10w n) = @ miplow) (3.50)

IN

ﬂfhme(A|WAO—Mﬂﬁﬁ+A Mwn—h@Wﬁ)ﬁQ

Assim, passando ao limite em (3.49) quando p — oo, levando em conta as

convergeéncias (3.48), (3.36)3 e (3.50), obtemos

—A<wwwwwﬁ+A<wwwwwﬁ+z<ﬂw+mwmwwﬁ

= a / T(h(t),v)@(t)dt. (3.51)

Aplicando a derivada no sentido das distribuicoes

/0 %(wf(t),v)e(t)dH/o ((¢(t),v))9(t)dt+/0 (f( + B)(1), 0)0(t)dt

—a / "), 00t (3.52)
De (3.52) e de (3.48), obtemos uma fungao ¢ : @ — R tal que
v € O([0,T]; Hy(2)) N CH([0, T]; L*(2))

%(@D'(t% v) + ((0(2),0)) + (f(& + h)(t),v) = a(h(t), v) (3.53)

em D'(0,T), para todo v € H} ().

A igualdade (3.33) é provada de maneira andloga ao provado no teorema 2.2, as
condigoes iniciais (3.34) é provada de maneira usual e a unicidade é provada usando

o método dado por Visik, M.I. - Ladyzenskaja, O.A. [28].

Provaremos agora a igualdade (3.35). Para isso fagamos v = ¢}, em (3.39)

/Q Y, d + /Q Vi, Vi dx + /Q Sy + hy) v de = o /Q hut),da.

Assim

d |1 , 1 / !
& |5 OF + 31001 =a [ hatde — [ s, ) vian
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isto é,
d
GEa =a [ hinds— [ fw,+ ) vy (3.54)

Integrando de 0 a ¢ e levando em conta as convergéncias obtidas, temos (3.35).

Assim fica provado o teorema 3.2. O

Observagao 3.3 Para h € C([0,T]; L*(Q)) N C*([0,T); H-Y(Q)) temos que o teo-

rema 3.2 € valido pois

C([0,T); L*()) n ([0, T); H™H(Q)) € C([0, T]; L*() — L*(0, T L*(Q)).

3.2 Primeiro Método do Ponto Fixo

Consideremos o problema

v —Au+ f(u)=0 em @

— 8_g0 sobre X (3.55)
ov

w(T) =2 v (T)=2" em Q

u

onde {z°, 21} € L*(Q) x H (), ¢ solucdo do problema (2.158) e f satisfazendo
(3.1).

Temos que a solugao de (3.55) pode ser escrita como
u=z+o+1 (3.56)
onde z = z(z,t), ¢ = ¢(z, 1), = ¥(x,t) sdo respectivamente as solugoes de

Z'—Az+az=0 em @
z2=0 sobre X (3.57)

" —ANp+ap=0 em Q

= ¢ sobre X (3.58)
ov

¢(T)=¢'(T)=0 em Q
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V' =AY+ [ +zt+ o) =alz+¢) em Q
=0 sobre X (3.59)
Y(T) =4y (T)=0 em ).

De fato, a existéncia e unicidade das solugoes z e ¢ dos problemas (3.57) e (3.58)
é garantida gracas a reversao do tempo e pelo teorema 2.11 do capitulo 2. E ainda

temos que pertencem a classe
z,¢ € C([0,T]; L*(Q)) nC*([0,T]; H (). (3.60)
De (2.115) e (2.157) temos
2]l .22y + |2 | 0.1:m-10) < ell{z% 2" HIr2)xm-1(0) (3.61)
61l 2= 0.m522(2)) + 19| oo 0,731 (<)) < ell{e”s @' Iy x 2@ (3.62)
Para o sistema (3.59), temos o seguinte resultado

Lema 3.4 Para todo {¢°, '} € H} () x L2(2), {z°, 2} € L*(Q) x H () ewiste

uma unica solugao ¥ = P(x,t) de (3.59) na classe
Y € C((0,T): Hy(Q)) N CH([0,TT; L*(€)). (3.63)
Além disso, para todo € > 0 existe uma constante positiva c(e) > 0 tal que
||@/)||Loo(o,T;Hg(Q)) + 19| Lo 0,22 (02)) <

<e {||{900, o H m sz + 1{2% 21}||L2(Q)xH*1(Q)} + c(e). (3.64)

Demonstragao: Da observacao 3.3, basta considerarmos h = z + ¢ e em virtude

da reversao do tempo, temos que (3.59) tem uma tunica solugao na classe (3.63).

Agora vamos provar a estimativa (3.64). Com efeito, como vimos no teorema

3.2, a energia associada ao problema (3.59) é
1
B(wit) = 5 [ (0P +]90(@. P )do, ¥t € 0.7, (3.65)
Q
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Facamos a seguinte mudanca de variaveis

D(t) = (T —1). (3.66)

Assim, fazendo esta mudanga em (3.59) obtemos

U= AD+ f(E+E49) = aZ+d) em Q
'(Z =0 sobre X (3.67)
$(0) = 4'(0) = 0 em .
Daf e do teorema 3.2 (na préxima desigualdade denotaremos a norma do L?((2)
por || - || para ndo confundir com o valor absoluto.)
d R T R PR T PR
GEGH = = [ fO+zdPdrra [ G+ ol
0 0
< a(lll+ 1121+ oD + call¥ll + [elllZ + ol 1l (3.68)
1 - & - N
< 5 U@+ laP)z+ 3] + Bdn+ D% [ [VTIPde+2 [ 5P
2 Ja 2 " Ja Q
< I 0 iz + 2% 2 Hizzem10) + 1+ B(55)}
Vtel0,T]
onde ¢ = max{c] + |a|?, 3 med Q, {3, 4} com ¢; = || f'||er), 2 = [|f(0)], A1 o

primeiro autovalor de —A em H}(12).

De (3.68) temos o seguinte

d  ~ ~
EEW;@ —cE(y;t) <c {H{Sﬁoa 901}||H01(Q)xL2(Q) + 1{2% 2" Hl 2@y x 10 + 1} -

C

Multipliquemos a desigualdade acima por e~ e integremos de 0 a ¢ obtendo

- —1 —cs '
B@it) < (I e Magonnao + 12 iz + 1} ()
0
Dai e do fato que t < T temos
Bi) < e {{e" ¢ Hm@prz + 1% 2 iz @ +1f . (3.69)

Por outro lado,
~ 1 ~ ~
B(D:0) = 5 [ {FOF +AViOP)a
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Vt € [0, T]. Em particular para (T —t) € [0,T], isto é,

BT~ 1) = 5 [(F@ = 0F + [93(T — )}

1 / 2 2 _ .
— 5 [ 4O + 160 )de = Ew:o)
Dai e de (3.69) temos

E(i;t) < C{H{@Oa 901}\|H3(Q)xL2(Q) + ||{Zoa Zl}”L%Q)xH*l(Q) + 1}

(3.70)
vt € [0, T]; V{0, o'} € HE(Q) x L2(Q), {20, 21} € L2(Q) x H™Y(Q)

para ¢ > 0 suficientemente grande.

Agora de (3.90), (3.61), (3.62) e (3.70) obtemos

IN

[l oo 0,7:22(0) + 16 10 0,701 ()
< C{“{‘POa ‘Pl}“Hg(Q)xL?(Q) + ||{207 Zl}HL?(Q)xH*l(Q) + 1} (3.71)
Vie 0. T) Ve, '} € HAQ) x L2(9), {20, 2'} € L(Q) x H™'(®)

para ¢ > 0 suficientemente grande.

Para provarmos (3.64), escrevemos a equagao correspondente a ¢ como segue
V= AP+ a =alp+240) = f(Y+2+¢) = au— f(u).
Pelo teorema 3.2 temos
E(ih;t) < cllow — f(u)lfe o120, VT € [0, 7] (3.72)

para alguma constante ¢ > 0 dependendo de o e T'.

De (3.1) deduzimos que, para qualquer € > 0 existe um ¢(¢) > 0 suficientemente
grande tal que

B 1) < el oo + o(€). V1 € [0.7] (3.73)
De fato, de (3.1) temos que para todo €; > 0, existe um N(g1) > 0 tal que

las — f(s)] < e1lsl|, V|s| > N.
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Se s € [-N,N] entao f € L*[—N,N|, f" € L*[—N,N] o que implica que
f € C[—N, NJ, isto é,

|f(8) < [fllze-nn), Vs € [-N, N].
Desta duas desigualdades resulta que
locu(t) = f(u(t)lZ2) < etllu®)l7z() + ciler)

< 6%||““%®(0,T;L2(Q)) + ci(e).

Dai, tomando o supremo essencial e e; = ~—, ¢ > 0 arbitrario, temos que

[

cllou(t) — f<u<t>)H%°°(0,T;L2(Q)) < 8Hu||%°°(0,T;L2(Q)) + c(e),
o que prova (3.73).

De (3.73) e (3.71) temos

E(wut) S 5”””%00(0771;[/2(9)) +C(€) (374)
< ¢ {”{8007 (,01}”%{3(9)><L2(Q) + H{ZO, zl}H%Q(Q)XHfl(Q)} + c(g)
0 que prova o lema 3.4. 0

Observagao 3.5 O sistema (1) possui uma tunica solu¢io com dado {y°,y*,v} €
L*(Q) x H Q) x LX) e f satisfazendo (3.1). A prova disto é andloga a do
problema (3.55).

Teorema 3.6 Seja Ty > 0 tal que a controlabilidade exata de (1) é vdlida para f =0
no espago L*(Q) x H71(Q2) com controle em L*(X) para T > Ty. Entdo o sistema
(1) € também exatamente controldvel nestes espacos para T > Ty e para qualquer
f satisfazendo (5.1). Isto é, para cada dado {y°,y'},{2°, 2!} € L?(Q) x H1(Q),

existe um controle v € L*(2) tal que a solugdo y do problema (1) verifica

para T > Ty e para qualquer f satisfazendo (3.1).
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Demonstragao: Fixamos um estado arbitrdrio {z°, 2'} € L*(Q) x H ().
Construimos agora o operador nao linear
we HIQ) x LX(Q) — H-1(Q) x L2(Q)
{e% et = p{e’ o't = {u/(0), —u(0)}

onde u = u(x,t) é a inica solucao de (3.55).

(3.75)

Observe que o operador y estd bem definido de H} () x L*(Q2) em H () x L?(2)
pois (3.55) tem solugao dada por (3.90).

Para provar a controlabilidade exata de (1) é suficiente provar que o operador
é sobrejetor. Para isso, definamos o operador
K: Hy(Q) x L*(Q) — H1(Q) x L*(Q)

(3.76)
{¢’ 0t = K{¢%e'} = {¥(0), —¢(0)}.

Temos que este operador é continuo. Com efeito, consideremos os seguintes

problemas
" —An+an=0 em @
0
n = x sobre X (3.77)
ov
D) =o/(T)=0 em ©Q
e

'—AL+fE+z+n)=alz+n) em Q
£=0 sobre X (3.78)
ET)=¢(T)=0 em €

onde y ¢ solucao de

X' —Ax+ax=0 em @
x=0 sobre X (3.79)

X(0) =X X'(0) =x" em Q.
Subtraindo (3.78) de (3.59) temos

(W=8"-AW -+ fW+z+¢)— f(E+z+n)=alp—n)
(v =€ =0 (3.80)
(W =T =w-9(T)=0.
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Para o sistema (3.80) temos

SBw-g1) = /Q[f<s+z+n> Sz o)W - ¢)de
9/w—mxw—€wx

+

< ull =&l llo —nhl! — €11+ allo—nily! €1
1

< L+ laP)lo =l + 2 - €1+ Ll P

< e{ I = X! =X iy @pmaze + B — &1}

Pelo fato que E(¢p — &;T) = 0, fazendo uma reversao do tempo e usando a

desigualdade de Gronwall, temos
E@p—¢&t)<c {Il{soo —x% ' - x1}||§101(mxmm)} , Ve [0,77. (3.81)
Em particular, para t = 0, obtemos
IK{°, 'y = K{X° X Ml LQ)xL2(Q) d{e’ ¢!t = IX° X Hla- L(Q)x L2()

o que implica que o operador K é continuo.

Para a compacidade de K, vamos mostrar que K leva limitados de HJ (Q2) x L*(Q)
em relativamente compactos de H~1(Q) x L*(Q2). De fato, consideremos a bola
B, C H}(Q) x L*Q) limitada. Logo pelo Lema 3.4, K(B,) ¢ limitada em
L*(Q) x H}(2). Pelo Teorema 1.13

L*(Q) x Hi(Q) <% HY(Q) x L* (),

entao

H=N(Q)xL2(Q)

K(B,) é compacto em H *(Q) x L*(Q).

Logo o operador K é compacto, o que prova a afirmagao feita em (3.76).

Vamos provar que o operador g ¢ sobrejetor, isto é, dados {y° y'} €

L3(Q) x H71(Q), existe {¢%, o'} € HJ(Q) x L*(Q) tal que
pe” o' ={y", ="} (3.82)
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Para provarmos (3.82), podemos escrever o operador p como segue

e ot = {2(0), =¥ (0)} +{¢'(0), —4(0)} + {='(0), —2(0)}
= K{&" o'+ M o'} +{7(0), —2(0)}  (3.83)
V{¢’ '} € Hy(Q) x L*(Q).

Como vimos na demonstragdo do teorema 2.12, A é um isomorfismo de
H}(Q) x L*(Q) — HY(Q) x L*(Q). Assim, a equagao (3.82) pode ser reescrita
como segue

E{e" o'} + Mo o'} +{7(0), —2(0)} = {y", ="},

ou equivalentemente,
{e" 0"} = —ATK{" o'+ ATy = 2(0), =" + 2(0)}. (3.84)

A expressao (3.84), nos induz a definir o seguinte operador
O : HY Q) x L2(Q) — H(Q) x L*(Q)

(3.85)
O{¢", o'} = —ATTK{, o'} + Ay = 2(0), —3° + 2(0)}.

O operador © acima definido tem um ponto fixo. Vamos comprovar isto uti-
lizando o teorema de Schauder. De fato, sendo o operador K compacto, temos que

o operador © também é compacto.

Vamos mostrar que existe um M > 0 tal que

H6{9007(101}HH01(Q)><L2(Q) < Ma v{gpo,gpl} € Hé(Q) X LQ(Q)a
com

1{e&", WI}HH(%(Q)XH(Q) < M. (3.86)
1

2c1[|A! ||£(H*1(Q)><L2(Q),H&(Q) x L2(Q))

Com efeito, de (3.64) com ¢ = e de (3.61)

temos
’\@{900,901}||H3(Q)xL2(Q) < HA_lK{SOOa@1}”H5(Q)xL2(Q)
+ ATy = 2(0), —y" + 2(0) Hl 2 (@) x L2(0)
1
< §||{900>§01}HH§(Q)><L2(Q) +c (3.87)
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onde ¢ depende apenas de {y°,y'}, {z°, z'}.
Tomando M > 2¢ > 0 temos de (3.86) e (3.87)

1 1
H@{QDO’SOI}HH(%(Q)XL?(Q) < §||{9007901}||H§(Q)><L2(Q)+§M

1 1
< -M+-M=M.
2 2

Aplicando o teorema de Schauder, temos que o operador © possui um ponto fixo,
isto é,
0{¢’, '} = {¢’ ¢} (3.88)
0 que prova nossa afirmacao.

De (3.88) e da defini¢ao de © temos

{e% 9"} = AT K{e" o'} + ATy = 2(0), —y" + 2(0)},
isto ¢,
{2/(0), =4 (0)} + {#'(0), =6(0)} + {=(0), =2(0)} = {y", —v"}
e por (3.83) temos
1o’ 0y ={y', "}
provando (3.82).

Por defini¢ao do operador p e de (3.82) temos

{u/(0), —u(0)} = {y', —°}

0 que prova

u(0) = y° e u/(0) = ¢! (3.89)
onde u é a tnica solugao de (3.55).

Considerando-se

_ 9y
v=5 em x (3.90)

no problema (1) sujeito aos dados iniciais {y°,y'} € L*(Q) x H~1(Q), temos que tal

problema possui tinica solugao y. Observemos que de (3.55) e (3.89) resulta que u é
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também solugao do problema (1). Logo, pela unicidade de solugoes vem que y = u.

Conseqiientemente de (3.55)3 concluimos que

y(T)=2", o (T)=2' VT >T,.
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Capitulo 4

Controlabilidade Exata na

Fronteira: Caso Superlinear

Neste capitulo desejamos resolver o seguinte problema de controlabilidade local
para o problema (1), onde f é superlinear: “Dado Ty > 0, para todo {y° y'} €
L*(Q) x H1(Q) existe um controle v € L*(X) tal que a unica solugao y do pro-

blema (1) satisfaz y(T) =4/ (T) =0, VT > T,.”

. 1 .
Para resolver este problema, assumiremos que f € W, >°(R) satisfaz

f(0)=0 (4.1)
Fe>0,p>1:|f(s)| <clsP'VseR
p<2sen=1 (4.2)
com
p<l+2sen>2

4.1 Segundo Método do Ponto Fixo

Consideremos o problema

v —Au+ f(u)=0 em Q

= 8_@ sobre X (4.3)
ov

wT)=4(T)=0 em Q

u
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onde ¢ ¢é solucao de
" —Ap=0 em (@
¢ =0 sobre X (4.4)
#(0) = ¢, ¢'(0) =¢" em Q
com {@°, '} € H}(Q) x L*(Q) e f satisfazendo (4.2).
Temos que a solugao de (4.3) pode ser escrita como

u=h+7 (4.5)

onde h = h(x,t),1) = ¢ (x,t) sdo respectivamente as solugoes de

' —Ah=0 em ()
= (9_@ sobre X (4.6)
ov

MT)=h(T)=0 em £

V' =AY+ f(v+h)=0 em Q
=0 sobre ¥ (4.7)
Y(T) =y (T)=0 em €.

Com efeito, o sistema (4.6) tem solucao na classe (3.60) e a estimativa (3.62) é

valida, como vimos no capitulo anterior.

Para o sistema (4.7) temos o seguinte resultado:

Lema 4.1 Se f satisfaz (4.1) e (4.2) entao existe uma constante M > 0, € € (0,1)
tal que para todo {¢°, '} € HY(Q) x L*(Q) verificando

H{800>801}HH3(Q)xL2(Q) <M (4.8)
existe uma unica solugao 1 = p(x,t) de (4.7) na classe
v € Cy([0, TT; H5(Q)) N Co ([0, T]; HH4(9)). (4.9)
Mais ainda, temos a sequinte estimativa
191 o 015 (2)) + 19 || oo o.rr-142 () < ell{e”s 0 My x 2@ (4.10)
para alguma constante ¢ > 0 a qual nao depende de {p°, p'}.

98



Demonstragao: Fazendo a seguinte mudanca de variaveis

U(t) = (T - t) (4.11)

temos que o problema (4.7) se reescreve como

W' - Ap+ f(+h) =0 em Q
J =0 sobre X (4.12)
$(0) ='(0) =0 em €.

Vamos mostrar que existe um 7 > 0 tal que o problema (4.12) tem uma unica

solucao fraca QZ na classe
b € Cu([0, 7 H3(2) N C((0, 7[ H™(92)). (4.13)

Para isto utilizaremos o método do Faedo-Galerkin.

Consideremos o operador A = —A : D(A) C L*(Q) — L*)) com dominio
D(A) = H*(Q2) N HL ().

Observagao 4.2 Temos que HZ °(2) < L*(Q) com imersio compacta e H3 ()

¢ separdvel, portanto, Hy () possui uma base.

Seja (w,),en base de HZ5(Q) e V,, = [wi,...,w,]. Devemos obter uma

7:Z1\m(t) € V., tal que

<{Z}\7I’:’L(t)7 wj) + <A7:Z)\m(t)7wj> + f(lzm(t) +E(t)) wjdr =0

4.14
Um(0) =0, ¢,(0) =0 .

A existéncia local em [0,t,,] é garantido pela teoria de equagdes diferenciais

lineares.

Dada uma solucao local {D\m de (4.14) introduzimos a energia

E; (1) = %{@’n(t)? AT () + (D), A (0)))

1 - g 0 g -
= SUATT2GL ) o) + 147U ()20} (4.15)
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Em (4.15) o primeiro (respectivamente o segundo) (-, -) denota a dualidade entre

H='5(Q) e Hy () (respectivamente HE(Q) e H~5(12)).

Temos ainda que (Ej (t))*/? é uma norma no espaco Hg(2) x H1*4(Q), equi-

valente a usual (veja Lions-Magenes [15]), isto é,

7

1/2

Q

L~ 2 L~ 2 2
(SN + 515 O}
Observacgao 4.3 Para 0 < e <1 temos
AT € LIHG(Q), H(Q))

AT € LHE(Q), HE5(Q).

Temos que

V(1) € Vi C H3(9) — H(Q)

entao faz sentido calcular

AT (1) € HEH(Q).

Portanto de (4.14); e da observagiao acima, temos
(D (£), A7) + (A1), A5 (1)

T / S+ BY(t) AT (1) = 0.
Q

Assim
d

De (4.1) e de (4.2) temos

f(1)] < gmp, VieR

[f(s1) = f(s2)] S e([s1 + [sof""H)|s1 — s2| V1,50 €R.
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0 = [FUAT T O + 14700 )]

G50 == [ AT, ) (0) AT, (1)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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De (4.17), da equivaléncia de normas (4.16), (4.18) e pelo fato que L?/?(Q) —
H='*#(Q) (vide Lema 1.15), temos

d
—FE- (t

AT (o + RYO| AT, (2)]
ellf W+ R) ()10 B (1)
lLf (P + 1) O 20m( B (8)
cldm(t) + BIPE(1)

clbm(OPES(t) + clh()PE ()t

c [HW)H” V() + el EY (1)
¢ [EP2 0B (0) + )P + By, ()]

/AN VAN VAN VAN VAN

IN

isto é,
S, (1) <[22 (1) + By (1) + [h()]*] (4:20)
dt ¥m = Um Ym ' '

Multiplicando (4.20) por e~ integrando de 0 a ¢ e de (3.62) obtemos

b o1
E; (1) <k + k2/0 E&i (s)ds, (4.21)
onde k; = ceT||{,°, gpl}H?%(Q)XLQ(Q) e ky = ce”
Fazendo
t o pt1
0 m
temos de (4.21) e (4.22)
B (1) < ) (123
pt1
) = k;QElZ2 (t) (4.24)
Por hipétese temos
2 p+1 3
1 1+ - l<—< = 4.26
<p<l+ ~ e 1< 5 (4.26)

De (4.23), (4.24) e (4.26) temos

% pt1 -2 d
B2 ()W om0 <h
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Integrando de 0 a t e levando em conta (4.25) temos

p—1 _p=1 —1
Oz -5

ot (4.27)

Por outro lado,

_p-1 -1 2
k2 P gt>0, vie o, —5
(p — Dkoky”
Seja 11, 0 <71 < W tal que
ezl p—1

k‘l 2 — k2t>0 VtE[O,ﬁ].

Dai e de (4.27), temos que para todo t € [0, 1]

De (4.23) temos

seja 7o = min{, T} entao
L= 2 L~ 2
§|Wm(t)||H—1+s(Q) + §||¢m(t)”Hg(Q) <ks, Vtel0,ml

Logo
() 6 limitada em L®(0, 7o; HS(Q)) (4.28)

(¢!) é limitada em L>®(0, 79; H™ (1)) (4.29)
De (4.28) e pelo fato que A = —A : H*(Q) — H **¢(Q) ¢ continua, temos que
(Aty,) 6 limitada em L0, 79; H~2T(12)). (4.30)
Agora, multiplicando (4.14); por 6 € D(0, 1) e integrando de 0 a 79. Obtemos
- [T @epe i+ [, w0
+ /O ! /Q Fm(8) + B()) w; 0(8)dadt — 0. (4.31)
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Das estimativas (4.29) e (4.30) podemos passar ao limite nos termos lineares de

(4.31). Vamos verificar o termo nao linear:

Sabendo que
H§(Q) < L(Q) — H'(Q)

e pondo

W = {¢ € L*(0,T; Hy()); ¢ € L*(0,T; H'+5(2))}
munido da topologia
|vllw = |WHL2(07T;H5(Q)) + HWHH(O,T;H-H&(Q)),

resulta de (4.28) e (4.29) que (@/Z)\m) é limitada em W. Logo pelo teorema de Aubin-

Lions obtemos uma subseqiiéncia de @m que ainda denotaremos por zzm tal que
b — 1 forte em L2(0,7o; L*(€2)). (4.32)
Em particular,
U — ¥ forte em L2(0,¢; L2(Q)), t € [0, 7). (4.33)

Agora, da desigualdade de Holder e de (4.19) temos

/OTO/Q(f (6 + h)(t) = f(o+h)(t)) w; O(t)dxdt| <

IA

/0 ! / @D+ BY(E) = F(8 + BYO)] [y 1608) drdt
< / U@+ B — £ + B ()| ey l1wjll 2sz-mey 10(E)|dE

0

T0 ~ e B e e B e e
< /0 (e + Rl 20y + 19 + Bl ) 1Ym — Gl 2@y llwill 2rc-no) 0(2)]dt

Dali, de (4.29) e (4.30) podemos passar ao limite em (4.31) quando m — oo e

obtemos

- / N ), w0 (1) + / " AD(), w00t

+/0 /Qf(w(t)+h(t))wj9(t)da:dt:0 (4.34)

para todo 6 € D(0, 7).
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Apés calculos diretos obtemos de (4.34) que
W' = AY+ f( +h) =0 em L=(0,70; H2+(Q)).
Da expressao acima, de (4.29) e (4.28) temos, respectivamente,
0" € L(0,70; H())
0 e 10,7 HH(Q)

b € L0, 705 HE(Q))

e portanto, da observacao 1.21 e do Lema 1.22 temos

~

Y € Cy([0,70); HE(2)) N CL([0, 7]; H1T(Q)). (4.35)

A unicidade da solugao é provada usando o método dado por Visik, M.I. - Lady-

zenskaja, O.A. [28].

Em seguida passamos a considerar um intervalo méaximal no qual existe solucao

para (4.12). Dessa forma temos:

~

¥ € Co([0, Timaa[s H5 () N C ([0, Timaa s H5(9)), (4.36)

onde T = Ty =sup7 com 7 = {1y > 0;% ¢ a solugao fraca de (4.12) em [0, 7] }.

De (4.13) e de (4.11) temos que (4.7) admite uma unica solucao fraca ¢ na classe
W € Co((T =7, T); Hy (@) N Co((T — 7, T]; H™4(9). (4.37)

Além disso, uma das seguintes afirmagoes é verdadeira
r>T (4.38)

m (¢l + [ O -142(0)) = +00. (4.39)

Vamos provar que vale (4.38) para {¢°, o'} suficientemente pequeno, obtendo

simultaneamente a estimativa (4.10). De fato, integrando (4.17) de 0 a ¢, obtemos

/ / T2 f (D, + R (s) AT (s)dads. (4.40)
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Agora, da equivaléncia de normas e de (4.19) temos

/Ot/ﬂ )A(—1+a)/2f<$m —l—ﬁ)(t) A(=1+e) /2f(¢ I h)( )‘ dudt <

< [ []A (5 ow) - 5@+ R0 ot
< o [ 1 B0~ 55 + B0

IA

/ (I + B30y + 15+ Bl )2 1 — D2yt

Dai, de (4.28) e (4.33) temos que

/ / 2 (R (1) dedt — / / 26 4 B (t)dadt

De (4.29) e da equivaléncia de normas, resulta que
AT 2 ACTIR em L0, 703 L(92))

dai e de (4.41) podemos passar limite no segundo membro de (4.40).

Multipliquemos (4.40) por § > 0, 8 € C0, 7] e integremos de 0 a 7.

temos

5||¢m01/2||LQ(O,TO;H—HE(Q)) + 5||¢m91/2||2L2(o,TO;H5(Q)) =

_ /To 0(t) /t (A(71+s)/2f(17’b\m _}_E)(S)’A(fus)p@n(s)) dsdt.
0 0

Como

0,012 — /02 em L2(0, mo; H'+5(Q)

P02 = 0% em L2(0, 70: HS(R)

/ o / t (AT f (D 4+ 1) (1), AT, (s) ) dsdt —
0

0

/ o) / (AT + R0, ARG (5)) d
0 0

Tomando o limite inferior em (4.42) temos de (4.43), (4.44) e (4.45) que
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1, ~ 1 ~
5||w/01/2"%2(0,T0;H71+5(Q)) + 5"1/]91/2”%2(0,70;H§(Q)) <
< liminf lA/91/22 1A91/22
> min 9 147, HLz(o,m;H—Hs(Q)) + 5 1%m HL2(0,TO;H3(Q))

= - / o / | (ACH2F( + B)(5), A2 () ) dis,
0 0

isto é,
L[ > 2 L[m ~ 2
3, [ ()14 () 0 ()t + 2, 19 (0) [ (00 (1)t <

< / o(t) / (ACH92 1+ 1) (), A2 (s) ) dist,

para todo 6 > 0. Logo
t
Es(t) < - / / A2 (4 4 h)(s) AT 20 (s)dads. (4.46)
0 Jo

De (4.46) temos

t
Ej(t) < /O [CEIZ(S) + B (s) + c2p|h(s)|2p] ds, (4.47)
de (4.47) e (3.62) temos
t
E(t) < /0 [eB5(5) + cBP(9) 1+ P, Y gy | s (449

De (4.48) e pelo Lema de Gronwall, temos

2 ¢ ftcE(Ap_Um(s)ds
Eﬁ(t) < Csz{SOOa 901}”[%(Q)><L2(Q) tetelo ™Y

. Vielo,r]. (4.49)

Fazendo novamente a mudancga de varidveis em (4.49) temos
_ T .pP=D/25\4s
Ey(t) < I @ Y% oy (T — 1) T 208y g7 ),

isto é,
e (T EPD/2 4 4 2
Ey(t)e Je By s < CH{SOO,SOl}H;&(Q)XL?(Q)’

ou ainda, de (4.8) temos que

T (p—1)/2
efcft Ewp (s)ds

By(t) ——— <e. (4.50)
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De (4.50) concluimos que se M > 0 é suficientemente pequeno e {¢°, p'} € By,

entdo Ey(t) € L*(0,T) e temos a seguinte estimativa

Ey(t) < cl{¢”, 0 Wi oy 2y (4.51)
onde ¢ = ¢(M) > 0.

Logo (4.39) nao é valido e portanto 7 > T'. Assim

v € Co([0,TT; Hy () N Co([0, T HH5(9)).

Dali, tomando o supremo essencial sobre [0, 7] em (4.51), obtemos a estimativa

(4.10) para todo {¢°, ¢!} satisfazendo (4.8) com M > 0 suficientemente pequeno.
O

Observacgao 4.4 O sistema (1) possui uma tnica solugio com dado {y°,y',v} €
L*(Q) x HY(Q) x L*(X) e f satisfazendo (4.1) e (4.2). A prova disto é andloga a
do problema (4.3).

Teorema 4.5 Seja Ty > 0 tal que a controlabilidade exata de (1) € vdlida para f =0
no espago L*(Q2) x H Y(Q) com controle em L*(X) para T > Ty. Assumimos que
[ satisfaga (4.1) e (4.2). Entao existe § > 0 tal que se os dados iniciais {y°, y'} €
L*(Q) x H7Y(Q) verificam

I{y", y1}||L2(Q)><H*1(Q) <9

eziste um controle v € L*(X) tal que a solugdo de (1) satisfaz

Demonstragao: Consideremos By a bola em H}(Q) x L*(Q) com raio M > 0 e

centrada na origem.
Definimos o operador nao linear
: B — H=YQ) x L*(Q
H M (€2) (€2) (4.52)
{#% 0"} = e @'} = {u'(0), —u(0)}
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onde u = u(x,t) é a tnica solugao de (4.3).
Vamos provar que o operador p é sobrejetor, isto é, dados {y°y'} €
L*(Q) x H71(Q), existe {¢°, o'} € HY(Q) x L*(Q) tal que
{0} = {y', =} (4.53)
Para isso, definamos o operador

K: By C H(Q) x L2(Q) — HY(Q) x L2(Q)

(4.54)
{¢% ¥'} = K{¢" o'} = {4'(0), =¥ (0)}.

Temos que este operador é continuo e compacto. De fato, a continuidade é
provada de maneira analoga ao feito na demonstracao do teorema 3.6. E para a com-
pacidade, basta tomarmos s = —1 4 ¢ no teorema 1.13 para obtermos H'7¢(Q) <

H'(Q) e s = ¢ para termos H§(Q2) < L?(2). Assim
K(By) C H'7(Q) x H5(Q) << H1(Q) x L*(9).

Do Lema 4.1 e da compacidade acima, temos que o operador K é compacto.

Agora, para provarmos (4.53), podemos escrever o operador j como segue
p{e°, o'y = {'(0),—¢(0)} + {K(0), —h(0)}
= K{ o'} + A{e% ¢'} (4.55)

para todo {¢%, p'} € By,.

Levando em conta que o operador A é um isomorfismo, a equacao (4.53) pode

ser escrita como segue
{% o' = —ATTK{% '} + Ay, ") (4.56)

A expressao dada em (4.56) nos induz a definir o seguinte operador

O : By — HH(Q) x L2(Q)

(4.57)
@{ona 301} = _A_IK{SO()? 901} + A_l{y17 _yO}'
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O operador © acima definido possui um ponto fixo. Provaremos isto utilizando
o Teorema de Schauder. Com efeito, sendo o operador K compacto, temos que o

operador © também é compacto.

Vamos mostrar que existe um r € (0, M| tal que

H@{Saoagpl}HHé(Q)xL?(Q) S r, v{gpov 501} € Hol(Q) X LQ(Q) (458)

com

I{e”, " Hlm@xrz@) <7 (4.59)

De fato, de (4.10) temos

’\@{9007901}“1{5(9)@2(9) < VHK{SOO,SDl}HH—l(Q)xLQ(Q)
+ 7||{y17—yO}HH*l(Q)xL?(Q)

< P+ v s -1 (4.60)

para todo {¢, o} € (@) x L) tal ave [{¢*, ¢'}Hlg(apnszey < r com
V= HAil||L(H—1(Q)XLQ(Q),H&(Q)XLQ(Q))- (4.61)

Assim, é suficiente escolher r € (0, M] tal que

L\ VoD
r < min | M, (—) (4.62)
ve

r—ycr?
H{y°, ' 2 @xa1@) < — (4.63)

sempre e quando

o que prova (4.58).
Aplicando o teorema de Schauder, temos que o operador © possui um ponto fixo,
isto é,
0{¢° '} = {¢’, '} (4.64)
0 que prova nossa afirmacao.

De (4.64) e da defini¢ao de © temos
{¢% 0"t = AT {0+ AT,
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isto ¢,
{£/(0), =9 (0)} + {n'(0), =h(0)} = {y", —y"}
e por (4.55) temos
e’ = {y' —y"}
provando (4.53).

Da definigao do operador u e de (4.53) temos

{u/'(0), —u(0)} = {y', ="}

provando que

u(0) = y° e v'(0) =y (4.65)
com u solucao de (4.3).
Considerando-se
v = g—f em X (4.66)

no problema (1) sujeito aos dados iniciais {y°,y'} € L*(Q) x H~(9), temos que tal
problema possui tnica solu¢ao y. Observemos que de (4.3) e (4.65) resulta que u é
também soluc¢ao do problema (1). Logo, pela unicidade de solugoes vem que y = u

conseqlientemente de (4.3)3 concluimos que
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