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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre composicoes de imersoes isométricas,
seguindo o artigo ”On Compositions of Isometric Immersions” de Marcos Dajczer e Ruy
Tojeiro (cf. [DT1]). O problema consiste em determinar condigoes suficientes sobre duas
imersoes isométricas f : M™ — Q" e g : M™ — Q" dadas, de modo que a imersao
g seja uma composicao, num sentido que serd esclarecido adiante. Ainda seguindo
o artigo [DTi], apresentamos uma aplica¢do ao problema de determinar quando uma
variedade riemanniana pode ser imersa isometricamente em duas formas espaciais de

curvaturas seccionais distintas.
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Abstract

In this work we deal with compositions of isometric immersions, following the paper
”On Compositions of Isometric Immersions” due to Marcos Dajczer and Ruy Tojeiro (cf.
[DT1]). The problem consists on determining sufficient conditions on given isometric
immersions f : M" — Q" and g : M" — Q" such that g is a composition, in a
sense that will be cleared later. Still following [DT:], we show an application to the
problem of determining when a Riemannian manifold can be isometrically imersed in

two space forms of different sectional curvature.
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Introducao

O objetivo deste trabalho foi estudar o artigo: ”On Compositions of Isometric
Immersions”, de Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro (cf.[DT:]). A motivagdo, para este
artigo, foi entender as imersoes isométricas de baixa codimensao da esfera redonda
S™ no espaco euclideano R"*?. Como se tem uma familia de imersoes isométricas de
S™ em R™? que podem ser obtidas compondo a inclusao i : S — R""! com uma
imersao f : R"*! — R"*P_ levantou-se a questao: quando que uma imersao isométrica
de S™ em R"P poderia ser composicao dessa maneira. Em 1972 Erbacher provou,
para p = 2 e n > 4, que numa vizinhanga de pontos nao umbilicos uma imersao de S
em R™"P ¢ necessariamente uma composicao do tipo acima. Num trabalho posterior,
O’Neill sugere que um resultado similar ao de Erbacher deveria valer para codimensao
p = n — 2, sob algumas condicoes. E durante o processo para obter uma solucao a
esse problema, os autores Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro levantaram a seguinte questao
mais geral: dada uma imersao isométrica g : M"™ — Q7P p > 2 en > 4, quando esta é
uma composicao de imersoes isométricas? Essa questao tem sido abordada da seguinte
maneira, dadas imersoes isométricas f : M™ — Q"9 e g : M™ — Q"P, ¢ < p, quais
condigoes sobre f e g irdo implicar que g é uma composigao? O artigo [DT:] aborda
essa questao para codimensao de f igual a 1 e nos fornece um resultado que garante

quando g é uma composicao.

O artigo também estuda outro problema que pode ser relacionado com aquele de
composi¢ao de imersoes isométricas. Trata-se de determinar quando uma variedade

riemanniana pode ser isometricamente imersa em duas formas espaciais de curvaturas
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seccionais distintas. O resultado obtido em [1] para esse problema permite interpretar

geometricamente essas imersoes, caso existam.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No Capitulo 1, apresentamos con-
ceitos basicos sobre variedades riemannianas, fibrados vetoriais e espaco de Lorentz,
com o intuito de fixar notacoes e apresentar resultados e propriedades que serao uti-

lizados em seguida.

Como a teoria de formas bilineares planas foi importante no decorrer do trabalho,
dedicamos o Capitulo 2 somente a ela. Comegamos pelos conceitos béasicos e alguns

exemplos, seguidos pelos principais resultados que serao utilizados mais adiante.

Ja no Capitulo 3 descrevemos o problema da composicao de imersoes isométricas,
estudamos os teoremas e resultados auxiliares, para depois abordar o Teorema principal

do artigo [DT1] (cf. Teorema 3.7).

No Capitulo 4, apresentamos o problema da imersao de uma variedade riemanniana
em duas formas espaciais distintas, relacionado com o problema de composicao de

imersoes isométricas, como citado acima.

E finalmente no Capitulo 5, expomos alguns resultados posteriores fornecidos pelos
artigos [DT:| e [DF] e apresentamos a relagdo entre o problema de composigao de

imersoes isométricas com os problemas de rigidez e reducao de codimensao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos conceitos basicos da teoria de subvariedades que serao
usados no decorrer do trabalho. Inicialmente, apresentamos algumas definigoes e fatos
de variedades riemannianas, fibrados vetoriais, imersoes isométricas, as férmulas de
Gauss e Weingarten, e a partir delas, as equagoes fundamentais de uma imersao
isométrica. Fazemos também um breve estudo sobre o espaco de Lorentz. Em geral

omitimos as demonstragdes, as quais podem ser encontradas em [Di], [dC] , [O’N].

1.1 Conceitos Basicos

Uma métrica riemanniana em uma variedade diferencidvel! M ¢é uma correspon-
déncia que associa a cada ponto p de M uma forma bilinear simétrica definida positiva
(, )p no espaco tangente T, M, que varia diferenciavelmente, no seguinte sentido: para
todo par X, Y de campos vetoriais diferencidveis em uma vizinhanca U de M, a fungao

(X,Y) é diferencidvel em U.

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos tangentes de vetores de classe C'>

em M e por C*°(M) o conjunto das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao

Vo X(M) x X(M) — X(M)

I'No decorrer do trabalho, sempre que nos referirmos a ”diferencidvel”, estamos querendo dizer de
classe C'*°
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denotada por V(X,Y) = VxY que satisfaz as seguintes propriedades:

1) Vigxig)Z = fVxZ 4+ gVyZ

Q) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

3) VxfY = fVxY + X(f)Y
onde XY, Z € X(M) e f,g € C®(M).

Uma conexao afim V em uma variedade riemanniana M é chamada de conexdao de
Levi-Civita (ou riemanniana) se satisfaz as seguintes condigoes:

4) V é simétrica, ou seja, VxY — Vy X = [X,Y] para todo X,Y € X(M)

5) V é compativel com a métrica riemanniana de M, ou seja, X(Y, Z) = (VxY, Z)+
(Y,VxZ), para todo X,Y, Z € X(M).
E sabido que V estd univocamente determinada pela métrica (,).

O operador de curvatura R de uma variedade riemanniana M é uma correspondén-
cia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M)
dada por

R(X, Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ — V[X,Y]Za Z € X(M)

onde V é a conexao riemanniana de M.

O tensor de curvatura R : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M) de uma
variedade riemanniana M é definido por R(X,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z,W) onde (, ) é

a métrica riemanniana de M.

Intimamente relacionada com o tensor de curvatura esta a curvatura seccional, que
passamos a definir. Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional V' C T,M,
a curvatura seccional de M relativa a V' é o niimero real

(R(X,Y)Y, X)
| X AY|?

K(X,Y)=K(V)=

onde {X,Y} é uma base qualquer de V e | X AY]? = | X|?|Y]? — (X, V)2

Pode-se mostrar que se M denota uma variedade riemanniana de curvatura sec-
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cional constante ¢ o operador de curvatura R de M é dado por

R(X,Y)=c(X AY)

onde (X AY)Z =(Y,Z)X — (X, Z)Y para todo X,Y,Z € X(M).

A seguir vamos apresentar alguns conceitos sobre Fibrados Vetoriais.

Sejam E e M variedades diferencidveis e 7 : E — M uma aplicagao diferenciavel.
Dizemos que (F,m, M) é um fibrado vetorial diferencidvel de posto k sobre M, ou

simplesmente um fibrado vetorial sobre M, quando para cada x € M temos:
(i) #*(z) é um espago vetorial de dimensao k;

(i) existe uma vizinhanga aberta U de z em M e um difeomorfismo ¢ : 7= (U) —
U x R* cuja restricio a 7 1(y) é um isomorfismo sobre {y} x R¥ para cada y € U.
Chamamos a variedade E de espacgo total, m a projecao e M o espago base. No que

segue denotamos o fibrado (E, 7, M) por 7 : E — M ou até mesmo por E.

Para cada * € M denotamos por E, = 7~ !(z) a fibra de E sobre x. Uma se¢do
local de E sobre um aberto U C M é uma aplicacao diferenciavel € : U — E tal que
7o & = idy, ou seja, para cada y € U, {(y) € E,. Se U = M dizemos que £ é uma
se¢ao global, ou simplesmente uma se¢iao de m. Denotamos por I'(E) o conjunto das
segoes de F. Temos que para cada e € F existe uma sec¢ao local (ou global) £ tal que
£(m(e)) = e. Em particular, isto mostra que o conjunto I'(E) das se¢oes de 7 é néo
vazio. Com um certo abuso de linguagem, vamos nos referir a uma sec¢ao £ em I'(E),

como £ € F.

Dado um fibrado vetorial (E, 7, M) e um subconjunto F' C FE tal que a restrigao
|, o ' — M seja ainda um fibrado vetorial, dizemos que F' é um subfibrado vetorial
de E se a inclusdo i : F' — E leva (m),.)~!(x) linearmente em 7~ !(z) para todo = € M.

Isso significa, em particular, que (7,)~'(z) é um subespaco vetorial de 7' (z).
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Seja (E, 7, M) um fibrado vetorial e seja U uma subvariedade? de M. Definimos o

seguinte fibrado vetorial

E, ={(z,2):x€U,Z € E,}.

Como exemplo de fibrado vetorial temos o fibrado tangente
T™ = {(p,X); pe M,c T,M}

de uma variedade diferenciavel M™ é um fibrado vetorial de posto n sobre M. Nesse
caso, um campo tangente X : M — T'M é uma secao de T'M. Mais adiante veremos

outros exemplos, como o fibrado normal TM* de uma imersao isométrica f : M™ —

N"™?, que é um subfibrado de T'N|, ..
A soma de Whitney dos fibrados vetoriais (Ey, w1, M) e (Ea, me, M) é definido como
o fibrado

m™ Qw me 1 By ©w By — M

onde

E1 @W E2 = {(61,62) < E1 X E2 . 7T1(61) = 7T2(€2)}

e a projecao é dada por m Gy m2((e1,e2)) = mi(e1) = m(ez). No que segue, a soma de
Whitney serd denotada simplesmente por &.

Dados (Ey,m, My) e (Es,ma, M) fibrados vetoriais e um difeomorfismo ¢ : M; —
M,. Dizemos que uma aplicacao diferencidvel (E . By — E5 é um isomorfismo de

fibrados vetoriais ao longo de ¢ se, para todo x € M; temos:

(i) mop=gom eo(r (z) =13 (p(x));

ii) a restricao b . (x) = Ta((x)) é um isomorfismo de espagos vetoriais.
\ 1( 1
1

@)

Uma métrica riemanniana g sobre um fibrado vetorial (E, 7, M) é uma aplicacao

g:T(E) x D(E) — C*(M)

2definimos mais adiante na secio 1.2
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C>®(M)-bilinear, simétrica e definida positiva. Um fibrado vetorial (E,m, M) mu-
nido com uma métrica riemanniana é chamado fibrado vetorial riemanniano. Se g
for C°°(M)-bilinear, simétrica, indefinida de assinatura 1 essa métrica é chamada
métrica lorentziana e um fibrado munido com essa métrica é chamado de fibrado veto-

rial lorentziano. Uma isometria de fibrados vetoriais riemannianos ¢ um isomorfismo
de fibrados 7 : (E1,g1) — (Fs, g2) tal que ¢1(&,n) = g2(7(£),7(n)) V& neTl(E) .

Dado um fibrado vetorial E, definimos uma conexdo linear em E como uma aplicagao
R-bilinear V : X(M) x I'(E) — I'(E) definida por V(X&) = V&, satisfazendo para
cada f € C*(M), X € X(M) e £ € ['(E), as seguintes propriedades:

(i) Vix&= fVx¢

(ii) Vx(f&) = X(f)€ + fVx&

Seja (F,m, M) um fibrado vetorial com uma conexao linear V. Dizemos que uma

secao £ € I'(E) é paralela se Vx& = 0 para todo X € X(M). Um subfibrado F' C E é

chamado paralelo se, para toda secao n € I'(F') e todo X € X(M) temos Vxn € I'(F).

Consideremos agora um fibrado vetorial riemanniano £. Uma conexao linear V é

compativel com a métrica g se

Xg(&m) =9(VxEn) +9(&,Vxn) VX eX(M), VEnel(E).

1.2 Imersoes Isométricas

Sejam M™ e N™ variedades diferencidaveis de dimensoes m, n respectivamente. Uma
aplicacao diferencidvel f : M — N ¢é uma imersao se a diferencial df,, : T,M — Tt N
¢ injetora para todo p € M. Se f é uma imersao e, ainda, um homeomorfismo sobre

f(M) C N, onde f(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que f é um mergulho.

Anunciamos um resultado a seguir cuja demonstragao segue usando o teorema da

funcao inversa.

Proposicao 1.1 Seja f: M™ — N™, uma imersao de uma variedade diferenciavel M
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em uma variedade diferencidvel N. Para todo ponto p € M, existe uma vizinhanca

U C M dep tal que a restricao fi, € um mergulho.

Se M C N eainclusaoi: M — N éum mergulho , diz-se que M é uma subvariedade

de N.

Observemos que se f: M™ — N™ é uma imersao, entao m < n. A diferenca n —m
é chamada a codimensdo da imersao f. Em particular, se a codimensao é 1 dizemos

que M (ou f) é uma hipersuperficie de N.

Sejam agora M, N variedades riemannianas. Dada f : M — N uma imersao,
dizemos que f é uma wmersao isométrica se para todo p € M e X,Y € T,M temos
(X,Y), = (dfp(X),dfp(Y)) fp)- Em particular, se, além disso, f : M — N é um

difeomorfismo, dizemos que f é uma isometria.

Observemos que se M, N sao variedades diferenciaveis, f : M — N é uma imersao
e N possui uma estrutura riemanniana entao f induz uma estrutura riemanniana em

M da seguinte forma
(X, Y)p = A{dfp(X), df,(Y)) )

com X,Y € T,M. Assim a métrica de M é chamada métrica induzida por f e com

essa métrica f é uma imersao isométrica.

Dada f : M — N uma imersao isométrica, pelo que foi dito acima, f é localmente
um mergulho, logo em torno de cada ponto de M existe um vizinhanga U C M tal que
a restri¢ao de f a U é um mergulho sobre f(U). No decorrer do trabalho, identificamos
U com f(U) e campos X € TU com df(X) € Tf(U) e consequentemente, podemos
considerar o espago tangente de M em ¢ € U como subespacgo do espago tangente a N
em f(q) € f(U).

Escrevemos

T,N =T,M ©T,M~

onde T,M* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,N, chamado de espago normal
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a M em q. Desta decomposicao obtemos o fibrado vetorial

TM* = U T,M*

qeEM

chamado de fibrado normal a M. Observamos que o posto desse fibrado é igual a
codimensao de f. Desta forma, o fibrado vetorial TN|, ,,, € a soma de Whitney do

fibrado tangente T'M com o fibrado normal TM*, isto ¢é,
TN, =TM &y TM*.
Com respeito a essa decomposicao, temos as projecoes
()T :TN,,, —TM

()" : TN, — TM*

as quais sao chamadas de tangencial e normal, respectivamente.

1.3 Equacgoes Fundamentais

Sejam M"™ e N™*? variedades riemannianas com conexoes de Levi-Civita V e 6,
respectivamente, e seja f : M™ — N™P uma imersao isométrica. Dados campos
vetoriais X,Y € T'M, e ja assumindo as identificagoes feitas na se¢ao anterior, segue-se
que

VY = (ViY)T + (VxY)L

Observamos que v xY faz sentido, pois dados campos X,Y € X(M) existem extensoes
X.Y de X.,Y e ainda como %X? depende pontualmente de X, localmente de Y e

%XY/ nao depende da extensao de Y podemos denotar 6)2{/ por %XY.

Nao ¢ dificil verificar que (V.-)" satisfaz as 5 condigoes da conexao de Levi-Civita
e pela unicidade desta segue que (6XY)T = VxY. Por outro lado, coloque a(X,Y") =
(VxY)*. Esta define uma aplicacio o : X(M) x X(M) — X(M)L, C>(M)-bilinear
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simétrica chamada de segunda forma fundamental de f. Logo obtemos a Formula
de Gauss

ViY =VxY +a(X,Y) VX,V eTM. (1.1)

Seja f : M — N uma imersao isométrica. Dizemos que f é totalmente geodésica em
r € M se a(z)(X,Y) = 0 para todo X,Y € T, M. Se isso ocorrer para todo =z € M,

entao dizemos que f é totalmente geodésica.

Dados X € TM e £ € TM*, temos que
V€ = (Vx&)" + (VxE)"

Defina A X = —(% x&)T. Para todo Y € TM, das propriedades de V e da férmula de
Gauss segue que
0=X(£Y) = (Vx&Y) + (£ VxY)
= (—AX + (Vx1Y) + (€, Vx¥ +a(X,Y))

Portanto (A4:X,Y) = (a(X,Y), &) para todo X,Y € TM. Fica entdo bem definida a
aplicagao C*°(M)-bilinear A : TM xTM*+ — TM dada por A(X,£) = A¢X. E ainda, o
operador A¢ : TM — TM é C*(M)-linear e simétrico, ou seja, (A:X,Y) = (X, AY)
para todo X,Y € T'M. O operador A é chamado operador forma ou operador de

Weingarten ou também a sequnda forma fundamental na direcao normal €.

A componente normal de %Xf , denotada por V¢, define uma conexao sobre o
fibrado TM~, compativel com a métrica, chamada conerdo normal de f. Obtemos

entao a Formula de Weingarten

Vxé=—AX+V%E VX eTMVEeTM:. (1.2)

A partir das férmulas de Gauss e Weingarten obtemos as chamadas equagoes funda-

mentais de uma imersao isométrica: equacao de Gauss, equacao de Codazzi e a equacao

de Ricci.
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Com as notagoes acima, denotamos por R e R os tensores de curvatura de M e N,

respectivamente. Dados X, Y, Z € T'M, pelas formulas de Gauss e Weingarten
VxVyZ =VxVyZ + Vxa(Y,Z) =
=VxVyZ +a(X,VyZ) — Aay.y X + Vya(Y, 2).
Similarmente temos

VyVxZ =VyVxZ+a(Y,VxZ) = Ayx.z)Y + Via(X, Z).

E novamente pela féormula de Gauss

%[X,y}Z = V[X,Y]Z + Oé([X, Y], Z)

Segue entao para todo X,Y, Z, W € TM a Equacao de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, W), (Y, Z)) — (a(X, Z), a(Y, W)).

Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) e K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X) denotam
as curvaturas seccionais de M e N respectivamente, do plano gerado pelos campos

ortonormais X,Y € T'M, temos

K(X,Y)=K(X,Y)+ (a(X, X),a(Y,Y)) — ||a(X, V)]

Por outro lado, tomando a componente normal de E(X ,Y)Z das expressoes acima,

obtemos a Equacao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y. Z) = (Vya)(X, Z)

onde, por defini¢io, (Vxa)(Y,Z) = Vxa(Y,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ).

De forma equivalente, para todo X,Y € TM e ¢ € TM~ e pelas férmulas de Gauss
e Weingarten temos

VxVy€ = %)((—ASY + Vyé) =
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= —VxAY —a(X, AY) — Agpe X + Vi Vit
Similarmente temos

VyVxé = —VyAcX — (Y, AcX) — AgiY + VyVz&.

E pela formula de Weingarten

Vixyi€ = —AeVxY + AVy X + Vix yi.

Tomando a parte tangente do operador de curvatura obtemos:
(RX,Y)E)" = (VyA) (X, €) = (VxA)(Y.€)

onde (VyA)(X,§) = Vy A X —AVy X —Ag. X. A equagao acima também ¢é chamada
de equacao de Codazzi por ser equivalente a equacao de Codazzi expressa anterior-

mente.

Podemos definir um operador normal de curvatura R* no fibrado normal TM~*
como uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € T M uma aplicacio R+(X,Y) :

X(M)*+ — X(M)* dada por
RH(X,Y)E = VxVy€ = ViVxE — Vix .
Assim, tomando a componente normal de E(X, Y)¢ temos para todo X, Y € TM
e ¢ € TM* a Equacdo de Ricci
(R(X,Y)E)" = R (X, Y)E+ a(AcX,Y) — a(X, AcY).
Como vamos trabalhar com imersoes isométricas em variedades riemannianas de
curvatura seccional constante, é interessante ver como as equacoes fundamentais ficam

nesse caso. Dada f : M™ — N™P temos para todo X,Y,Z W € TM e £,n € TM*

que

Equacao de Gauss

(RX.Y)Z, W) = (X AY)Z W) + (a(X, W), a(Y, Z)) — (a(X, Z),a(Y,W)).
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Equacao Codazzi
(Vxa) (Y, Z) = (Vya)(X, Z)
ou ainda

(VxA)(Y,§) = (VyA)(X, E).

Equacao de Ricct
RHX,Y)E = a(X, AY) — a(4A:X,Y)
ou ainda

(RHXY)E m) = ([Ae, A X,Y).

Vamos explicitar também as equacoes fundamentais para o caso de hipersuperficies.
Seja f : M™ — N™! uma imersdo isométrica. Dados £ um campo unitério de TM* e

X,Y € TM a formula de Gauss para esse caso sera

VxY = VxY + (A X, Y)E.

Por outro lado, como £ é unitario, temos que <§X§, ) = 0 logo Vx¢& = 0 para todo

X € TM. Portanto a formula de Weingarten serd

Vxé = —AcX.

Usando o fato que a(X,Y) = (A:X,Y)E, vemos que a equacdo de Gauss pode

ser escrita da seguinte maneira
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)T + (AcX N AY)Z.
E a equagcao de Codazzi agora serd
(R(X,Y)E)" = (Vy A X — (VxA)Y

onde por definigdo (VxAe)Y = Vx(AY) — A VY.

Observamos que, para hipersuperficies, a equacao de Ricci perde interesse pois

ambos os lados da equagao se anulam.
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E finalmente, para o caso em que a variedade ambiente N™*! possui curvatura
seccional constante igual a ¢ as equagoes de Gauss e Codazzi sao, respectivamente,

para todo X, Y € TM e £ € TM*

(VxADY = (Vy A X.

A partir de agora, Q?™? denota uma variedade Riemanniana (n + p)-dimensional,
completa e simplesmente conexa com curvatura seccional constante ¢ (formas espaci-
ais), isto é, a esfera euclideana S™P, o espago euclideano R"P ou o espago hiperbdlico
H2 P,

Para finalizarmos esta secao apresentaremos o Teorema Fundamental para

Subvariedades.

Teorema 1.2 (i) Seja M"™ uma variedade riemanniana simplesmente conezxa, (E, 7, M)
um fibrado riemanniano de posto p com uma conexao V' compativel com a métrica,
e seja o uma se¢ao simétrica do fibrado de homomorfismo Hom(TM x TM, E). De-
fina, para cada segao local & de E, uma aplicacao Ae : TM — TM por (A:X,Y) =
((X,Y), &) para X, Y € TM. Se a e V' satisfazem as equagdes de Gauss, Co-
dazzi e Ricci para o caso de curvatura seccional constante ¢ entao existe uma imersao
isométrica f : M™ — QP e um isomorfismo de fibrado vetorial f: E — TM* ao

longo de f tal que para todo X,Y € T M e todas as segoes locais n,& de E

(f(&); f(m) = (&m)

fa(X)Y) =a(X,Y)
V'€ = V(€
onde & e V* sdo a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de f, respectiva-

mente.
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(ii) Suponha que f e g sao imersoes isométricas de uma variedade conexa M"™ em
QUtP. Sejam TYM*, oy e V]% denotando o fibrado normal, a sequnda forma funda-
mental e a conexdo normal de f, respectivamente, e seja T,M™*, a, e VgL o fibrado
normal, a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de g respectivamente. Se
existe um isomorfismo de fibrado ¢ : TyM*+ — T,M* tal que, para todo X,Y € TM e
todo &,m € Ty M+

(9(&), 0(n)) = (&,m)

¢af<X? Y) = Oég(X, Y)

OV ix€ = Vuxo(6),

entao existe uma isometria T : QP — QP tal que

g=Tof e clT|TfML = ¢.

1.4 Distribuicoes e Folheacoes

A seguir vamos definir mais alguns conceitos que sao utilizados nos proximos capitulos.

Uma distribuicao D de dimensao k em uma variedade M™, (k < n) é uma escolha,
para cada p € M, de um subespaco vetorial D, de dimensao k, de T, M. Dizemos que
D ¢ diferenciavel se para cada p € M existe uma vizinhanga U, e campos diferenciaveis
em U, que geram D, no sentido que, para cada ¢ em U,, Xi(q),...,Xk(q) geram D,.
Se X € X(M) dizemos que X € D se X(p) € D, para todo p € M. Se [X,Y] € D

sempre que X,Y € D entdao D é dita involutiva (ou completamente integravel).

Uma subvariedade N de M é chamada de variedade integral da distribuicao D sobre

M se

T,N =D, VYpeN.

Agora apresentaremos alguns resultados mas omitiremos suas demonstragoes. Para

maiores detalhes indicamos [Wa).
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Proposicao 1.3 Seja D uma distribuicao diferencidvel tal que em cada p € M passa

uma variedade integral de D. Entao D é involutiva.

Dizemos que o par (U, ¢) é um sistemas de coordenadas cibicas se o(U) é um cubo
aberto centrado na origem em R”. Se xz € U e ¢(z) = 0, entdo o sistema de coordenadas

estd centrado em z.

Teorema 1.4 Se D ¢ uma distribuicao, k-dimensional, diferencidvel e involutiva sobre
M™, entao para cada p € M existe uma variedade integral de D passando por p. De
fato, existe um sistema de coordenadas cubicas (U, ), centrada em p com fungoes
coordenadas x1,...,x, tal que as fatias x; = constante para todo i € {k+1,...,n}
sao variedades integrais da distribuicao D. Além disso, se N € uma variedade integral

conexa de D tal que N C U, entdo N estd contida numa dessas fatias.

Seja M™ uma variedade diferencidvel e seja N* uma subvariedade (geralmente des-
conexa) de M. Dizemos que N é uma folheacio de M se todo ponto de M estd em
(alguma componente conexa de) N e se em torno de todo ponto p € M existem sistema
de coordenadas (U, ) com p(U) = (—e,6) X ... x (—¢,¢) tal que as componentes
conexas de N N U s@o conjuntos da forma {q € U : ¢r11(q) = ars1,---,0n(q) = an}

com |a;| < e. Cada componente conexa de N é uma folha da folheagao N.

Teorema 1.5 Seja D uma distribuicao integrdvel k-dimensional sobre M. FEntao as

variedades integrais de D constituem uma foheagao de M.

1.5 Espaco de Lorentz

Dados um R-espaco vetorial V' de dimensao finita e uma forma bilinear simétrica
nao-degenerada g : V' xV — R, ou seja, se g(X,Y) = 0 paratodo Y € V entdao X = 0,
definimos o indice v de g como a dimensao maxima de um subespaco W C V tal que

g € definida negativa.
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Se {e1,...,e,} ¢ uma base de V' e g(e;, e;) = +6;; para todo i = 1,...,n dizemos
que essa ¢ uma base ortonormal de V' e entao a matriz de g relativa a essa base sera
(9i5) = (g(es,€5)) = (dij¢;), onde €; = g(ej,e;). Ordenamos os vetores de uma base
ortonormal de maneira que os sinais negativos ¢;, se houver algum, aparegam primeiro

em (g1,...,&,). Chamamos essa n-upla (¢1,...,&,) de assinatura da forma g.

Por exemplo em R? tome a seguinte forma bilinear simétrica nao-degenerada g :
R3xR? — R3 dada por ¢(X,Y) = 2141 —2ays —x3ys. B fécil ver que g possui assinatura
(= =)

Dada g uma forma bilinear simétrica nao-degenerada dizemos que um vetor X #

0 € V é um vetor nulo se g(X,X) = 0.

Dizemos que um espaco vetorial V' é degenerado se existe X # 0 tal que g(X,Y) =0

para todo Y € V.

Definimos o espaco de Lorentz L, como sendo o espaco vetorial R” munido com
a forma bilinear simétrica nao-degenerada ((,)) dada por ((x,y)) = —z1y1 + 22ys +
...+ Zpy,. Pode-se mostrar que ((,)) ¢ uma forma bilinear simétrica nao-degenerada

de indice 1.

Em geral, dizemos que uma forma bilinear simétrica tem assinatura de Lorentz

quando for nao-degenerada de indice 1.

Seja v € L™, definimos a norma lorentziana de v por
o]l = v/ (v, v).

Se W é um subespaco de " de dimensdo k e Wt ={X e L"| (X, Y) =0VY €
W}, entdao dimW + dimW+ =n e (W)t = W. Apesar disso nao teremos necessaria-
mente que " = W @ W=, Por exemplo, em L2 tome o subespaco W gerado pelo vetor

(1,1), entao Wt =W.

Vamos ver algumas proposicoes que nos auxiliarao, mais adiante, ao trabalharmos

com subespacos degenerados.
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Proposicao 1.6 Seja Z € L™ tal que (Z, 7)) < 0 entao:
(1) s Wlopanizy € ndo-degenerada de indice 1 e " = span{Z} ® (span{Z})*;

(11) ((, >>|(SWL{Z})l ¢ definida positiva.

Demonstragio: E imediato que se (Z, Z)) < 0, entdo {(,)) é nao-degenerada

|(span{z)
de indice 1.

Seja S € span{Z} N (span{Z})*. Temos que existe a € R tal que S = aZ, e
ainda, que (S, Z)) = 0. Portanto 0 = (S, Z)) = a((Z, Z)) mas como ((Z, Z)) < 0 isso
implica que a = 0, logo S = 0. Entao dim(span{Z}+ (span{Z})*) = dim(span{Z})+

dim(span{Z})* = n e assim provamos (i).

Para provarmos (ii), primeiro mostraremos que ((, ) ¢ semi-definida posi-

|(span{z)+
tiva. Por absurdo, suponhamos que existe S € (span{Z})* tal que (S, S)) < 0. Como
(S, Z)) = 0 segue que ((, ),,.. 5. ¢ definida negativa e dimspan{S, Z} = 2 > 1 (indice

de ™). Absurdo. Portanto (S, S)) > 0 para todo S € (span{Z})*.

Nao ¢ dificil ver que vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz (pois ((, )|(span{z})~ €

semi-definida positiva)

(X Y)? < (X, XNV, Y) VXY € (span{Z})".

E finalmente, como ((, ))|(spaniz})~ ¢ semi-definida positiva, basta verificarmos que
se X € (span{Z})*, X # 0 implica que (X, X)) # 0. Suponhamos X € (span{Z})* e
(X, X)) = 0. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, para todo Y € (span{Z})*

(X, Y)? < (X, X))V, Y) =0

(X,Y) =0 YY € (span{Z})*

logo X € span{Z} o que implica que X = 0. E assim provamos (ii). O

Proposigao 1.7 Se W ¢ um subespago de ", entao ((,))),, € ndo-degenerada de indice

w

1, se e somente se, {(, ) ¢ definida positiva.

|WJ_
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Demonstracao: Suponhamos que ((,))}, seja nao-degenerada de indice 1. Entao

w

existe S # 0 € W tal que ((S,S)) < 0. Pela proposigao 1.6 ((,)) é definida

|(spanishL

positiva e para todo Z € W+ C (span{S})* temos (Z,Z)) > 0. Logo () é

|WL

definida positiva.

é definida positiva. Se S € W é tal que (S, Z)) =0
¢ definida

Agora, suponhamos que ({;))|

para todo Z € W, entao S € Wt e ((S,S) = 0. Mas como ()

‘WJ_

positiva temos que S = 0. Portanto ((,)), é nao-degenerada. Observamos que n =

lw
dimW + dimW+, e ainda, W N W= = {0}, pois W é nao-degenerado. Logo temos que
L" = WaW+. Como o indice de ((,)) em " é 1, existe Z #0 € L" tal que ((Z, Z)) <0,
mas Z = Zy + Zyr. 10go 0> (Zw + Zyws, Zw + Zyws ) = (Zw, Zw) + (Zws, Zys) o
que implica que (Zw, Zw)) < 0. Logo ((, ))|,, possui indice maior ou igual a 1. Mas por

lw

outro lado o indice de ((,))|,, ¢ menor ou igual ao indice de ((, )., que é 1. Portanto

lw |Ln

{(, ) possui indice 1. O

Cristina - pg 5
Proposicao 1.8 Seja W um subespaco, de dimensao k, de L™, sendo k > 2. Sao
equivalentes

(i) (, )w € nao-degenerada de indice 1;

(1)) W contém dois vetores nulos, linearmente independentes;

(iii) existe Z € W, Z # 0 tal que (Z,Z)) < 0.

Demonstragao: (i) = (i)

Sendo ((, )

\w nao-degenerada de indice 1 temos que existe uma base ortonormal
{e1,...,ex} de W tal que ((e1,e1)) = —1 e ((e;,€;)) = d;5, © # 1. Entao é imediato
verificar e; — ey € e + €5 sao vetores nulos linearmente independentes.

Sejam X e Y vetores nulos linearmente independentes de . Como e; é um vetor

unitario em L™ tal que {(e;,e1)) = —1 < 0 ent@o pela Proposigao 1.6 existem a,b € R
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(podemos supor sem perda de generalidade que ambos sao positivos) tais que X =
ae; + X' e Y = bey + Y’ com XY’ € (span{e;})t. Observamos que (X', X') =
a? e (Y',Y'") = b*. Temos ainda que a desigualdade de Cauchy-Schwarz vale para
<<,>>|(Spcm{€1})L pois essa é definida positiva. Logo [{(X',Y")| < ||X'||||Y’|| = ab. Se
(X",Y") = ab, entdo existe ¢ € R tal que X' = ¢Y’ o que implica ¢ = a/b logo
X = ¢Y o que é um absurdo. Portanto (X',Y”)) < ab. Temos entdao que (X,Y)) =
—ab+ (X', Y") < 0. Agora, tomando Z = X + Y temos

(X +Y,X+Y) =2(X,Y) <0.

Seja Z € W tal que (Z,Z)) < 0, entao W+ C (span{Z})*. Como ((,))|(Span{z}>L é

definida positiva entao ((,)) , também é definida positiva. Entao como W = (W)t

e pela proposicao 1.7 ((, )|, ¢ ndo-degenerada de indice 1. O

w

Corolario 1.9 Seja W um subespaco de L™ degenerado. Entdao dim(W NW=) = 1.

Demonstragao: Como W é degenerado temos que W N WL # {0} e W N W ¢
um subespaco degenerado. Suponhamos que dim(W N W) > 2. Como temos que
exitem dois vetores nulos L.i em W N W+ pela proposicao 1.8 (i) temos que (, -

é nao-degenerada de indice 1. Absurdo. O



Capitulo 2

Formas Bilineares Planas

Neste capitulo, apresentaremos resultados bésicos sobre a teoria de formas bili-
neares planas, bastante importante para o desenvolvimento deste trabalho. A teoria
de formas bilineares planas aqui apresentada é um desenvolvimento natural da teoria
de Cartan sobre formas quadréticas exteriormente ortogonais [Ca. Para este estudo,

foram consultados [D1] e [Mo].

2.1 Conceitos Basicos

Sejam V' e W espagos vetoriais reais n-dimensionais e seja 5 : V x V — W uma
forma bilinear. Denotamos por S(f3) o subespago de W gerado pela imagem de 3, isto
é, S(B) = span{B(X,Y) : X,Y € V} e denotamos por N(/3) o subespago N(8) =
{XeV:B(Y,X)=0, VY € V} chamado de ntcleo direito de 3, ou ainda, chamado
de espaco de nulidade de 3. Da mesma forma podemos definir o nicleo esquerdo de 3.
Se [ é simétrica os nucleos direito e esquerdo coincidem.

1

Dizemos que uma forma bilinear # é plana® com respeito a uma forma bilinear

simétrica (, ) : W x W — R se, e somente se,

(B(X,Y),6(2,U)) = (B(X,U),8(2,Y))

para todo X,Y, Z, U € V.

!Na literatura (em portugués) é usual encontramos o termo flat ao invés de plana(s)

21
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A seguir apresentamos exemplos geométricos onde aparecem formas bilineares planas
de maneira natural, ou ainda, como ferramenta para auxiliar a resolver um certo tipo

de problema.

1) Seja f : M™ — N™ uma imersao isométrica totalmente geodésica. Nesse caso
sua segunda forma fundamental é identicamente nula, e portanto, trivialmente uma

forma bilinear plana.

2) Dada f : M — N uma imersao isométrica, entre variedades de curvatura
seccional constante ¢, podemos verificar que sua segunda forma fundamental é plana

usando a equacgao de Gauss.

3) Seja f : M™ — NI imersao isométrica entre variedades de curvaturas seccionais
constantes distintas ¢ e ¢. colunas Ponha V = T,M e W = Tlf M+ @ R e defina
G:V xV —=W por

5(X7 Y) = (af(p)(X7 Y)? VC— 5<X7 Y>)

onde (,) é uma forma bilinear simétrica definida positiva sobre V e of(p) : T,M x
T,M — T,M*. Defina uma forma bilinear simétrica {(,)) : W x W — R da seguinte

forma:
<<(‘T7 y)7 (S7t)>> = <IE, S> - yt
A equagao de Gauss para f mostra que [ é plana com respeito a ((,)). De fato, da

equagiio de Gauss para f temos

(R (X, Y)Z, W) = (Ry(X,Y)Z, W) + (o] (X, W),a (Y, 2)) — (af (X, Z),a! (Y, W))
((XAY)VZ, W) = (&(X AY)Z, W) (X, W), a! (Y, 2)) — (! (X, Z),a! (Y, V)

desenvolvendo obtemos

(=) (Y, Z)(X, W) = (X, Z)(Y,W)) = (o (X, W),a! (Y, 2)) = (! (X, Z), o (Y, W)).

E a propriedade de § ser plana sai de
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<af(X7 Y)a Oéf(S, T)>_(C_E)<X7 Y) <Sa T>—<lef<X’ T)> af(Sa Y)>+(C_E) <X> T><Sa Y> =0
Notemos que ((,)) possui assinatura de Lorentz (1, N — n).

4) Considere ainda a imersao f do exemplo anterior e tome uma imersao isométrica
s n —~n+1 — ~ .- . .
umbilica g : N — N, °, com ¢ = 2¢ — c¢. A forma bilinear plana 3 definida acima

pode entdo ser vista como a segunda forma fundamental da composicao (g o f).

Antes do préximo exemplo definiremos o seguinte: uma forma bilinear  é nula com
respeito a uma forma bilinear simétrica ((, )) se, e somente se, (3(X,Y), B(S,U))) =0

para todo X,Y, S, U € V. Claramente, toda forma nula é plana.

5) As formas bilineares planas podem ser 1teis em problemas de rigidez para subvar-
iedades. Antes disso seja M™ uma variedade riemanniana e f, f : M™ — QY imersoes
isométricas cujas segundas formas fundamentais sao ay e . Ponha V. = T,M e

W =T{M+@&TIM* pe M, edefina §:V x V — W por
BX)Y) = (ap(X,Y), af(X,Y)).

Defina ((, )) : W x W — R da seguinte maneira: dados X,Y € W podemos decompor
X=X'+X"eY=Y"4+Y"com XY € Tpf]\/[L e X" Y" € T;fML, defina entao

(X, V) = (X7, Y7) = (X", V7).

Temos que (3 é plana com respeito a {(, )). De fato,

(B(X,Y),5(5,T)) — (B(X,T), B(S,Y)))
= ((ap(X,Y), a5(X,Y)), (s (S, T), (S, T))))
—({(of (X, T), a(X, T)), (e (5, Y), (5, Y))))
= (ap(X.Y),a(S,T)) — (a7(X,Y),a5(S,T))
—ap(X,T),a(5,Y)) + {ax(X,T),a;(5,Y))

e o ultimo termo se anula pelas equagoes de Gauss de f e f
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Lembramos que uma imersao isométrica f : M™ — Q"*? é rigida se dada qualquer
outra imersao isométrica g : M™ — Q"*P, existe uma isometria 7 : Q" — QP tal
que g =To f.

Para ver como a teoria das formas bilineares planas se relaciona com o problema de
rigidez de subvariedades, usaremos o teorema fundamental das subvariedades. Supo-
nhamos que queremos mostrar que existe uma isometria 7 : QY — Q¥ tal que ]7 =r710f.

O teorema fundamental nos diz que é suficiente mostrar:

(i) em cada ponto p € M, existe um isomorfismo linear isométrico L, : Tlf Mt —

TEML tal que a; = L, o ay;

(ii) estas isometrias lineares formam juntas um isomorfismo de fibrado vetorial
: 1 1
L:TMy — TM;
tal que L(V";E) = V;LL(S).

A teoria das formas bilineares planas nos ajudara a resolver (i) trazendo a questao
de quando uma forma bilinear plana é nula. Pois com um argumento simples temos
que se § ¢ nula entao existe uma isometria linear L, tal que oy = L, o ay. De fato
podemos escolher X7, ..., X, Y7,..., Y} tais que, definindo & = a;(X;,Y;), para todo
i =1,...,k, temos que {&,..., &} ¢ uma base de S(ay). Defina n; = af(X;,Y)).

Como 3 é nula temos

0 = {(B(X:, Y2), BX;, Y3)) = ((&mi), (§m)) = (& 650 — (i, m5)

logo (&;,&;) = (ni,m;). Portanto se Zle a;n; = 0 temos para todo j =1,...,k

k k k k
0= amnny) =Y am,n) =Y (&, &) = O ai&i, &)
=1 =1 =1 =1

k
=1

o que implica que a; = 0 para todo ¢ = 1,...,k. Logo, ni,...,m sao lLi. Entao

dimS(ay) > dimS(ay). De maneira andloga mostramos a outra desigualdade e entdao
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dimS(ag) = dimS(ay). Agora defina L,(¢;) = ;. Entao L, é um isomorfismo e pelo

que vimos acima temos

<§iafj> = <Lp(€i)a Lp(gj»'
2.2 Propriedades Principais

Os resultados que apresentamos a seguir serao usados em demonstracoes de teore-

mas nos capitulos posteriores.

teoflatl

Teorema 2.1 Suponha que 3 :V xV — W € uma forma bilinear plana com respeito
a uma forma bilinear simétrica nao-degenerada (, ) : W x W — R. Entdo eziste um
subespaco Vo C V' e um subespaco Wy C W tais que:
(a) dimVy > dimV — dimW + dimWj;

(b) Wy € um subespago nulo, ou seja, a restri¢io de (, ),

(c) B(V, Vo) C Wh.

w, € zero;

Para a demonstracao do Teorema 2.1 precisamos de dois lemas e mais alguns con-
ceitos. Se f: V xV — W é uma forma bilinear e X € V, definimos uma transformacao

linear Bx : V. — W por Bx(Y) = B(X,Y).

Dizemos que um elemento X é reqular para (3 se, e somente se,
dimfBx (V') = maz{dimpy(V); Y € V}.
Denotaremos o conjunto dos elementos regulares de 3 por RE(f3).

Lema 2.2 RE(() é um subconjunto aberto e denso de V.

Demonstragao: Primeiramente observamos que RE(3) # (). Seja X um elemento
regular para e sejam Zy,...,7Z, € V tais que 5(X, Z1),...,0(X, Z.) sejam Li., e
B(X,V) = span{B(X, Z;), 1 < i < r}. Para todo Y numa vizinhanca de 0 € V', por
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continuidade, os vetores (X +Y,Z;), 1 < j < r, sdo Li.. Isto implica que RE(f) ¢é
aberto. Dado Y € V, como (Y +tX, Z;) = 5(Y, Z;) + tB(X, Z;), podemos escolher
uma sequéncia {t;} de nimeros reais, convergindo para 0, tal que para todo k teremos

Y 4+t X € RE(B). Portanto RE(3) é denso. O

Lema 2.3 Seja X € V um elemento reqular para a forma bilinear 3. Entao

B(Y,N) e px(V) VY eV VN € ker(Gx) (2.1)

Demonstracao: Seja a fungao ¢y : R — R definida por ¢y (t) = dimfxiw (V).
Temos que esta fun¢ao é semi-continua inferiormente. Se Bxiiv(Z1), ..., Bxiey (Zk)
sao linearmente independendentes quando ¢t = ty esses vao ser ainda l.i quando t
estiver proximo de ty. Quando t = 0, ¢y assume seu valor méaximo ¢, pois X é regular.
Portanto quando t estiver préximo de 0, ¢y (t) = ¢ e Bxyy (V) é um subespago ¢-

dimensional de W variando continuamente com ¢t.

Se N € ker(fx) entao fx(N) = 0. Temos que t3(Y,N) = Bx(N) + tBy(N) =
Bxity(N) € Bxiey(V). Set # 0 entao B(Y,N) € Bxiy (V). Por continuidade,
B(Y,N) € Bx (V). Como Y pode ser escolhido arbitrariamente, concluimos que G(Y, N) €
Bx (V') para todo Y € V. O

Demonstracao: (do teorema 2.1)

Seja X um elemento regular para 3 e seja N € ker(f8x). Como 3 é plana temos

(B(X,Y),8(Z,N)) = (B(X,N),3(2,Y)) =0

logo moore

Bx(Y),B(S,N))=0 VY, SeV, ¥V N € ker(fBx). (2.2)

Fixe X um elemento regular de V. Defina

Vo = ker(Bx)
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Wo={S€Bx(V):(S,Y)=0 VY €Bx(V)}=38x(V)n(Bx(V))".

dimVy > dimV — dimW + dimW,
pois, dimWy < dim(Bx(V))* = dimW — dimfBx (V) = dimW — dimV + dimVj.

(b) A restricao , ), ¢ zero. De fato, para todo S € W temos (S,Y) = 0 para

Wo
todo Y € Bx(V), em particular, para todo Y € W,.

(c) Dado S = B(Y,N) com Y € Ve N € V. Pela equacao (2.2) segue que
(S,Bx(V)) =0. E pela equacao (2.1) S € Bx(V). Logo S € W. O

Corolario 2.4 Se 3 :V xV — W € plana com respeito a uma forma bilinear simétrica
definida positiva (,) sobre W, entdo dimN(B) > dimV — dimW. Além disso, se

dimN () = dimV — dimW , entdo existe X € V tal que Bx € sobrejetora.

Demonstragao: Tome X, W, e Vj como na demonstracao do Teorema 2.1. Como
(,) € definido positivo, entao Wy = {0}. Logo dimVy > dimV — dimW . E ainda temos
que Vo = N(f3). De fato, ja temos que N(3) C Vy. Por outro lado, seja N € V; e seja
Y € V qualquer, segue da demonstragao do Teorema 2.1 que (Y, N) € Wy, pois X é
regular. Logo N € N(f3). Portanto dimN(3) > dimV — dimW .

Agora se dimN(B) = dimV — dimW, pelo teorema do ntcleo e da imagem para

Bx, temos dimV = dimkerfx + dimfBx(V) e dai segue que Bx (V) =W. U

O corolario a seguir é a versao lorentziana do corolario acima.

Corolario 2.5 Suponha que 3 : V. xV — W ¢ plana com respeito a uma forma

bilinear simétrica (,) : W x W — R com assinatura de Lorentz, e que S(f) = W.
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Entao dimN(B) > dimV — dimW . Além disso, se vale a igualdade existe X € V tal

que Bx € sobrejetora.

Demonstragao: Se existir um elemento regular X € V' tal que a restricao (, )| B (V) Bx (V)
¢ nao-degenerada, entdo segue que ker(Sy) = N(f). De fato, como ja temos que
N(B) C ker(Bx), resta mostrarmos a outra inclusdo. Seja N € ker(fx) e Y € V,
entdo por (2.1) B(Y,N) € B(X,V) e por (2.2) temos (B(Y,N),Bx(V)) = 0 logo
B(N,Y) = 0. Portanto N () = ker(fx). E disso obtemos dimN () = dimker(8x) =

dimV — dimfBx (V') > dimV — dimW . Portanto
dimN (3) > dimV — dimW.

E se a igualdade valer, teremos Sx (V) = W. Entao o corolério fica demonstrado para

o caso em que existe X regular tal que a restri¢ao (,) ¢ nao-degenerada.

lax (V)xBx (V)
Observamos que o caso complementar do caso acima é: para todo X regular a

restrigao () ¢ degenerada. Dentro disso temos ainda dois subcasos:

lax (V)xBx (V)

1) existe Xy nao-regular tal que () ¢ nao-degenerada;

|80 (V)% 8, (V)

2) para todo X € V, () ¢ degenerada.

lax (V) xax (V)
Mas a condicao (1) é vazia pelo fato do conjunto de elementos regulares ser denso

em V.

Assumamos que essa forma é degenerada para todo X € V. Dado um elemento
regular X € V, tomemos Wy = Bx(V) N Bx(V)* como na demonstracdo do Teorema
2.1. Como (,) possui assinatura de Lorentz, Wy, pelo Corolario 1.9, é um subespacgo

unidimensional de Gx (V') consistindo de vetores nulos.
Lembramos que queremos mostrar a desigualdade dimN(3) > dimV — dimW.

Como S() = W, existem vetores U, U’ € V tais que

(B(U,U"), Wo) # 0.

Agora seja K = ker(fy) N ker(fx). O primeiro passo é mostrarmos que K = N([3).
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Ja temos que N(f) C K entdo resta mostrarmos a outra inclusdo: se N € K e da

propriedade de (3 ser plana segue que

(B(Y,N),B(UU")) = (BY,U"),B(U,N)) =0 VY eV
e junto do fato de B(Y, N) € Wy (Teorema 2.1 (c)) e pela escolha de U e U’ teremos
B(Y,N)=0 VY eVedal N e N(f).

O segundo passo é definirmos a aplicagao linear ¢ : ker(8x) — Wy como ¥(N) =
B(U, N). Segue entao que dimK > dimker(fBx)— 1. De fato, observe que kery) = K, e
usando o teorema do nicleo e da imagem temos dimker(Gx) = dimkery+dimIm(y) =
dimK + dimIm(y) e como Im(y) C Wy, lembrando que Wy é unidimensional, con-

cluimos a desigualdade.
Agora como dimK > dimker(fx) — 1 = dimV — dimfBx (V) — 1, logo
dimN(B) > dimV — (dimBx (V') + 1).
Como a restri¢ao de (, ) a Bx (V') é degenerada, entao dimfBx(V)+1 < dimW. Portanto
dimN (3) > dimV — dimW.
Vamos supor que dimN () = dimV — dimW. Suponhamos por absurdo que nao

existe X € V tal que x seja sobrejetora. Segue, do paragrafo anterior, se X é um

elemento regular de V' entao

dimfBx(V) = dimW — 1.

A hipétese S(8) = W implica que existem elementos regulares X;, Xy € V' tais
que W é gerado por Bx, (V) e Bx, (V). Notemos que se N € ker(Bx,) N ker(Bx,) e da

propriedade de (3 ser plana temos

(B(Y,N),B(X;,2))y = (B(Y.Z2),B(X;,N)) =0 VY, ZeV i=1,2

E portanto (5(Y, N),Y’) = 0 para todo Y' € W, pois W é gerado pelos Gy, (V).
Entao f(Y,N) = 0 para todo Y € V, dai N € N(f3), ou seja, N(3) = ker(Gx,) N
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ker(Bx,). Portanto, como ker(fx,) e ker(fx,) tém dimensdo estritamente maior que

N(f), existem elementos N; € ker(Bx,)\IN(5) que satisfazem

B(X1,N1) =0 B(X1,Np) #0
B(Xe, N1) #0 [(Xz, Na) = 0.

E segue da propriedade de [ ser plana que

0 = (B(X1, N1), B(X2, Na)) = (B(X1, N2), B(Xa, N1)).

Note que ((Xi, Na) e B(X3, Ny) s@o vetores nulos diferentes de zero. De fato, por
(2.1) temos [B(X1, Na) € Bx,(V) e por (2.2) segue (Bx,(V), B(V, ker(8x,))) = 0. Logo

concluimos (5(X7, Na), (X1, Na)) = 0. Da mesma maneira concluimos para (X3, Ny).

Como estamos num espago munido de produto interno de Lorentz o fato do produto
interno de dois vetores nulos ser zero implica que esses vetores sao l.d (Proposic¢ao 1.8),

ou seja, existe a # 0 tal que G(X1, N2) = aff(Xa, Ny). Por (2.2) segue
(B(X1, Np), B(X1,Y)) = (afB(Xe, N1), B(X1,Y)) =0 VY eV

Portanto (3(X7, Na) é ortogonal a [y, (Y) para todo Y € V. Da mesma maneira,
teremos que (X7, Ny) é ortogonal a (x,(Y) para todo Y € V. E como W é gerado
por Bx, (V) e Bx, (V) temos que B3(X;, Ny) é ortogonal a W, logo, (X, Na) = 0, pois

(,) é nao degenerado. Uma contradigao, pois (X7, Ny) é diferente de zero.

O

Enfraquecendo a hipdtese S(8) = W no corolario (2.5), obtemos o seguinte resul-

tado:

Corolario 2.6 Suponha que 3 : 'V xV — W ¢ plana com respeito a uma forma
bilinear simétrica (,) : W x W — R com assinatura de Lorentz. Entio W possui uma

decomposicao em soma direta

W =W, oW,

tal que Wy e Wy sao nao-degenerados, e se (31 e (3 sao as Wy e Wy-componentes de [3.

Entao
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(i) B € nula;

Demonstracao: Seja

S(B) =1{Z € S(8);(2,Z) =0,YZ € S(B)} = S(B) N S(B)*

e seja Wy um complemento de S(5)y em S(5), isto é, S(8) = Wa @ S(5)o. A restricao
(s wyww, ¢ ndo-degenerada. De fato, seja X € W, tal que (X,Y) =0 VY € Wa.

Para todo U = Uy, + Ug(g), € S() temos (U, X) = (U, X) + (Us(),, X) = 0. Logo
X € S(0)o, ou seja, X = 0.

Seja W o complemento ortogonal de W5 em W. Observe que S(3)y = Wi N S(f).
De fato, seja X € W1NS(3), resta mostrarmos que X € S(3)*. Suponhamos que X nao
pertence a S(3)*, logo existe Y € S(3) tal que (X,Y) # 0. Mas, por outro lado, temos
0 # (X, Yi,) +(X, Ys(8),) = (X, Ys(5),) = 0. Absurdo. Portanto W;NS(8) C S(B)o. E
a outra inclusdo, S(3)y C W1NSA é mais facil de ver pela maneira como o subconjunto

W, foi tomado.

Assim W = W; & Wy, e podemos decompor = 31 + B2, onde 51 : V xV — W,
e By V xV — Wi, que sao, respectivamente, as W; e Wa-componentes de (3. Além

disso, 4 é nula, pois S(51) C Wy N S(B) = S(B)o, e ainda S(fa) = Wa.
Como (S(1),S(f2)) = {0} e B1 é nula, segue que, para todo X,Y,S,U € V
<6(Xa Y)7 ﬁ(87 U)> = <ﬁ2(X7 Y)7 52(‘97 U))

E como [ é plana, §; também serd plana com respeito a (, ) E como S(f3y) = Wh,

|W2><W2 :

do corolério (2.5), temos
dimN (B2) > dimV — dimWs.

O

Dada uma forma bilinear 5 : V x V — W, dizemos que 3 se decompoe como

B =51 @B
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se existem subespacgos Wi e Wy de W tais que W = W; & Ws e
(a) dimW; > 1 para i = 1, 2;
(b) S(B1) € Wye S(By) C Wy;

(¢) BIX,Y)=05(X,Y)+ 6(X,Y) VXY eV.
Se, além disso, W estiver munido de uma forma bilinear simétrica nao-degenerada (,)

e W1 LW, dizemos que essa decomposicao é ortogonal.

No decorrer do trabalho, diremos que uma forma bilinear plana ( é redutivel se (3

admitir uma decomposicao ortogonal § = (31 + (35, com (31 e B2 planas.

Se 3 é simétrica, ponha V' = V/N () e W' = S(f3) entao  induz uma aplicagao

bilinear simétrica 3’ : V' x V! — W' da seguinte maneira
(77?) = ﬁ,(ya ?) = ﬁ(Xv Y)

onde X = {X + N(B); X € V}eY = {Y + N(B);Y € V}. Observamos que 3’ estd
bem definida. De fato, sejam (X,Y) = (U,S) logo X = U+ Ny eY = S + N, com
Ni, Ny € N(B), entao B(X,Y) = B(U + Ny, S + Ny) = B(U, S). Portanto 3(X,Y) =
3 (U,S).

Segue que N(B') = 0e S(3) = W’. Se, ainda, 3 é plana com respeito & forma

bilinear simétrica (,) sobre W entao (3’ serd plana com respeito a (, )|w/xw’ -

Observemos que se (,) é nao-degenerado sobre W, sua restrigao a W’ nao neces-
sariamente serd nao-degenerada. Por exemplo, ponha W = L2, tome o subespaco
W' = span{(1,1)}, segue que se ((1,1), (w,w)) =0 V(w,w) € W', mas (1,1) # 0,

portanto (, ), ¢ degenerada.

lw

Teorema 2.7 Seja :V xV — W uma forma bilinear simétrica plana com respeito

a(,), onde (,) éuma forma bilinear simétrica definida positiva ou possui assinatura

de Lorentz, dimN(B) = dimV — dimW e S(8) = W. Suponha também que no caso de
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(,) possuir assinatura de Lorentz existe e € W tal que ((,e) € positiva definida. Entdo

(G se decompoe como

B=pR&...®0, [=dmW
onde S(B;) = W, € unidimensional e nao-degenerado, W; LW; se i # j, e cada [3;
€ plana. Além do mais os subespacos W; sao unicamente determinados a menos de

permutacoes.

Demonstracao: Nos limitamos ao caso em que (,) é definida positiva. Para o caso

de Lorentz remetemos ao artigo [Mo].

Sem perda de generalidade assumimos que N(5) = 0 e dimV = dimW. Pois, caso
contrario podemos definir 3’ como na observacao anterior ao Teorema 2.7 e entao temos
W = W' e ' satisfaz as condic¢oes do teorema. Se o resultado valer para ', ou seja,
f'=p01®...® 0 onde W; = S(8]), podemos trazer o resultado para 3 tomando a
mesma decomposicao de W e definindo 3;(X,Y) = Bi(X,Y).

Entao assumimos que N(3) = 0 e dimV = dimW e pelo coroldrio 2.4 existe X € V'
tal que Bx é sobrejetora, e ainda, como dimV = dimW segue que (x ¢ bijetora. Para

cada Y € V defina um endomorfismo linear By : W — W por By = By o ﬂ)}l.

Observamos que o conjunto {By : Y € V} forma uma algebra de Lie comutativa
de endomorfismos de W, os quais s@o simétricos em relacao a (,). De fato, primeiro

mostraremos que sao auto-adjuntos. Sejam A € V e U, S € W segue que
(BaS,U) = (Ba0 xS, Bx o Bx'U)

= (Bx 0 B5'S, Ba o Bx'U) = (S, B4U).

E agora para todo A,Y € Ve U, S € W temos
([Ba, By|U,S) = (BaByU,S) — (By BaU, S)
= (ByU, B4S) — (BaU, By S) = (By o B5'U, B4 0 B%'S) — (BaU, By S)

= (Ba o B5'U, By 0 B5'S) — (B4U, By'S) = 0.
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Portanto existe uma base {&,...,&} ortonormal de W que diagonaliza simulta-
neamente By para todo Y € V. Seja W; = span{¢;} e seja 3; a W;-componente de [,
isto é,

Gi(X,Y)=(B(X,Y)w, VX, YeEV

onde (+)w, é a projegao ortogonal em W;. Existem funcionais lineares y; sobre V' tais
que

(BY)IWZ- = wi(Y)Id.

E ainda temos Gi(Y,Z) = (B(Y,2)w, = (Br(Z))w, = (By o Bx' o Bx(Z))w, =
(By (Bx(Z)))w, = By (Bx(Z))w, = By(8;(X, Z)) = m(Y)Bi(X, Z). Segue facilmente
que cada §; é planae B =01 ® ... D [F.

Para demonstrarmos a unicidade dos W; é suficiente mostrarmos a existéncia de
um elemento Yy € V para o qual p;(Yy) # p(Yy) Vi # j, pois nesse caso os W; serao

autoespacos unidimensionais associados aos distintos autovalores de By;.

Se p; # pvj para todo ¢ # j entao podemos escolher um elemento Y, que nao pertence
a |, j ker(pu; — py), pois para cada par (i,j) com i # j temos que ker(u; — ;) € um

hiperplano.

Suponhamos por absurdo que p; = p; para algum @ # j. Sejam Z;, Z; tais que

& = Bx(Z) e & = Bx(Z;). Usando que 8 é plana, temos
1Y) = (By&, &) = (By 0 Bx'&. &)
= (Bv(Zi), Bx(Z:)) = (B(Y. Z,), B(X, Zi)) = (B(X.Y), B(Zi, Zi)).
Portanto
0=p(Y) — (V) = (BX,Y), 8(Zi. Z;)) — (B(X,Y). B(Z;, Z;))

= <6(X, Y%ﬁ(ZuZi) - ﬁ(ZjaZj» = <5X(Y)a5(zi,zi) - 5(Zijj)> VY eV

Como By ¢ bijetora temos 3(Z;, Z;) = ((Z;,Z;). Mas B(Z;, Z;) = Bz,(Z;) = Bz, ©
B5 (&) = Bz (&) = pi(Z:)& e analogamente 3(Z;, Z;) = p;(Z;)¢;. Logo concluimos
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que 8(Z;, Z;) = 3(Z;, Z;) = 0. Mas isso ¢ um absurdo, pois

(8(Zi, i), B(X, X)) = (B(X, Zi), BX, Z)) = (Bx(Zi), Bx(Z)) = (£ &) = 1.

a

35
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Capitulo 3

Composicoes de Imersoes
Isométricas

Nesse capitulo apresentamos o resultado principal (Teorema 3.7) e sua demons-
tracao. Mas antes veremos alguns resultados auxiliares também interessantes por si

1mes1mos.

3.1 Descricao do Problema

Sejam f: M™ — Q"™ e g: M™ — Q" p > 2 imersoes isométricas. Dizemos que
a imersao g é uma composi¢do se existe uma imersao isométrica h : U C Q" — QP

onde U é um aberto contendo f(M), tal que g =ho f.

Uma questao estudada por Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro em [DTi| foi encontrar
condigoes sobre as imersoes isométricas f: M" — Q" e g: M™ — QP p > 2, que

garantam que g seja uma composicao (local ou global).

No decorrer deste capitulo, apresentamos alguns resultados que nos auxiliarao a
resolver o problema citado acima e demonstrar o resultado principal. A partir daqui
M™ serd uma variedade riemanniana conexa e QY uma forma espacial, ou seja, uma
variedade riemanniana completa, conexa, simplesmente conexa de curvatura seccional

constante c.

37
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3.2 Teoremas Auxiliares

Seja f : M™ — N™P uma imersao isométrica. Definimos o primeiro espagco normal
da f em z como sendo o subespaco de T, M+ gerado pela segunda forma fundamental
da imersdo f, e denotado por N{(z), e pode-se verificar que N{(x) também pode ser

0 seguinte conjunto

N/ (z) = {¢ e T,M*; A; = 0},

A imersao f ¢ chamada de l-regular se s; := dimV. ! —constante em toda M, neste

caso, observamos que IV 1f é subfibrado de T/ M+,

Dadas f: M™ — Q""" e g: M" — QP g > 1 imersdes isométricas. Dizemos
que o, se decompde como o, = a; B se existe uma isometria de fibrados 7 : T/ M+ —
L C TYM* tal que o se decompde ortogonalmente como o, = 70 ay & 7y, onde 7 é

diferenciavel.

Um exemplo para ilustrar a defini¢ao acima: sejam f : (M;,V) — (M3, V) e h :
(M5, V) — (Ms, %) imersdes isométricas, onde V,V e V sdo as conexdes riemannianas
de My, My e M; respectivamente. Tome g = h o f. Observe que a segunda forma

fundamental da g se decompoe. De fato, usando a equacao de Gauss para h e f temos

ay(X,Y) = (VxY)* = (VxY +au(X,Y))*

= (Va¥) 4 (X, V)" = ha(ag(X,Y)) + a(X,Y)

onde h, : T My — T M3 faz o papel da 7 na definicao acima.

Antes de enunciarmos o primeiro teorema, vamos ver mais algumas defini¢oes que
serao uteis durante sua demonstracao. Seja N uma variedade diferenciavel de dimensao
n e M C N uma subvariedade. Seja TM~ o fibrado normal a M. Vamos identificar
M com a 0-secao em T'M~*. Uma vizinhanca Uy de M em TM* diz-se conveza se,
para qualquer u € Uy, temos tu € Uy, para todo t € [0, 1]. Uma vizinhan¢a tubular de

M em N é um mergulho ® : Uy — N de uma vizinhanca convexa Uy, C TM* de M,
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tal que ®|,, = Id. Por vezes também se chama a imagem U = ®(U;) uma vizinhanga

tubular de M em N.

Segue o teorema da vizinhanga tubular.

Teorema 3.1 Qualquer subvariedade mergulhada M C N possui vizinhanca tubular.

O teorema abaixo é o primeiro resultado que nos garante quando uma imersao
isométrica g : M™ — Q7PT1 é uma composi¢ao global. Observamos que a codimensao

da f é maior do que a exigida na questao estudada em [DTi].

Teorema 3.2 Sejam [ : M™ — Q" um mergulho isométrico, g : M™ — QIP+e,
q > 1, uma imersao isométrica cuja sequnda forma fundamental se decompoe como
ay =Toas®y. Assuma ainda que T € paralelo' com respeito a conexdo induzida sobre
L e que existe um subfibrado vetorial de posto p, ¥ C TM & L com XNTM = {0} tal

que %Zﬂ € TM & L para todo p € X e Z € TM. Entao g é uma composicao.

Demonstragao:  Consideramos o caso ¢ = 0. Considere a isometria de fibrado
vetorial

T=Id®or:TM&T'M*+ - TM® L,
onde Id é o endomorfismo identidade em TM e 7 : T'M*+ — L C T,M*. Seja o
conjunto Q = T71(X).

() é transversal a T'M. De fato, 2, +T, M C TJCM@TJJWL e dimf), = p, dimT, M =
n e como Q, N T, M = {0}, entdo dim(S2, + T, M) = n + p. Logo Q, + T, M =
T.M & TIM*.

Portanto a aplicacao F' : 0 — R"P definida por

F(&(x)) = flz) +&(x)

Usto &, para todo X € TM e & € T/ M+ temos (Vi €) = (VXIT(6))L.
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onde ¢ uma segao local, parametriza uma vizinhanga tubular de f(M) se restrita a
uma vizinhanga U da 0-se¢ao de 2. Observamos que &(z) nao serd tangente a f(x)

pois QM TM. E a existéncia da vizinhanca tubular é garantida pelo Teorema 3.1.

Seja a aplicacao G : 2 — R""P*4 definida por

G(&(x)) = g(x) + T(&(x)).

G é uma isometria sobre U com respeito a métrica induzida por F'. De fato, seja uma
secao local £ € Q e coloque € = X +d com X € TM e § € T/M*. Por hipétese se
£€Q=T"4%) e ZeTM entao V;T(¢) € TM & L. Segue que

G.(&)Z = 9.Z +VT(€)

= 9.2+ VT (X +0)
= 0.2+ (V2 X + V27(0)) raar
= 6.7 + 9.(V2X) + 0y(X, Z) + V5 7(0) + g (- A% 5, 2)
= 9. (Z + VX = A2 Z) + (0g(X, Z) + V5 7(0))1
= 9.(Z + VX = A Z) + 7o ap(X, Z) + Vi 7(5)
= g.(Z+ VX = A Z) + 7(as(X, Z) + V-0)
e como Az(é)Z = A(J;Z, pois
(Ai(a)z X) ={ay(X, Z),7(0))
= (Toay(X,Z) +v(X,Z),7(5))
= (Toay(X, Z),7(5))
= (as(X, 2),0) = (A} 2, X)
obtemos

G()Z = (go [1([(Z + VX — ALZ)) + 7(ay(X, Z) + V6)
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Como a primeira e a segunda parcela sao isometrias concluimos que G é isometria.
Portanto
h:(Gl) o (Fly)™ : F(U) — R™#*1
¢ uma imersao isométrica tal que g = ho f.

A prova dos outros casos é similar. A idéia é usarmos a aplicacao exponencial para
explicitar as aplicacoes F' e G e o calculo da diferencial de GG sera similar, levando em

conta que a diferencial da exponencial é a identidade.

O

Seja (E,m, M) um fibrado vetorial de posto s sobre uma variedade M™ diferencidvel.
O fibrado vetorial sobre M cuja fibra 77!(z) em x € M é o espago vetorial de todas
as aplicagoes simétricas r-lineares T : T, M x ... x T, M — FE, serda denotado por

S"(M; E). Se E = M x R simplesmente, escreveremos S”(M).

pois é necessario Sejam V| W espacgos vetoriais munidos de uma forma bilinear
simétrica definida positiva. Seja v : V x V — W forma bilinear simétrica, e ainda,
para todo & € W definimos o operador Be : V. — V por (B:X,Y)y = (v(X,Y),w.
Temos que o posto de B; é

rk(Be) = dimIm(B)

define-se o posto de v como sendo
p :=min{rk(Bg);§{ € W,{ # 0}

Proposicao 3.3 Seja (E,m, M) um fibrado riemanniano ou lorentziano de posto s e
seja 3 € T(S*(M; E)) tal que S(B3,) = E, para todo v € M. Assuma ainda que para
todo x € M, 3, € plana, dimN(,) = n — s e no caso de Lorentz, existe e € T'(E),
nao necessariamente diferencidvel, tal que (B,e) € definido positivo. Entao existem

&, & € I(E), localmente, ortonormais tais que cada ([3,&;) possui posto 1 em M.

Demonstragao: Fixamos x € M. Vemos que (3, : T,M x T, M — FE, satistaz

as condicoes do Teorema 2.7. Logo estendendo Yy, da demonstragao do Teorema 2.7,
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numa vizinhanca de x obtemos o resultado localmente, ou seja, garantimos a existéncia

das segoes &1, . .., &, nessa vizinhanca de x.

E o posto de (3,&;) ser 1 sai da propriedade de 3, ser plana, pois da decomposicao
de B, = BL @ ... ® B temos que cada componente é plana, logo pelos Coroldrios 2.4 e
2.5 segue que dimN(f7) > n—1 o que implica que a dimensao da imagem do operador
associado é no maximo igual a 1, como esse operador nao pode ser nulo concluimos

que seu posto ¢ igual a 1. O

Dado um mergulho isométrico f : M™ — NP dizemos que f(M) é uma subva-
riedade k-regrada se admite uma folheagao continua k-dimensional por subvariedades

totalmente geodésicas do espago ambiente.

Lembramos que dada uma hipersuperficie f : M™ — N™*! chamamos de curvatu-
ras principais e dire¢oes principais os autovalores e autovetores, respectivamente, de
seu operador forma. Denotamos por py(z) o nimero de curvaturas principais nao nulas

da hipersuperficie f.

A seguir mais um resultado que nos garante quando uma imersao isométrica g :
M™ — Q7*P é uma composigao global. Agora observamos que as codimensoes de f e
g, no teorema, sao as exigidas na questao estudada por Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro.

Na demonstracao do teorema a seguir usaremos o Teorema 3.2 e a Proposicao 3.3.

Teorema 3.4 Sejam f : M™ — Q"' um mergulho isométrico nao totalmente geodésico
em todo x € M e g: M" — QP uma imersdao isométrica 1-regular tal que o, se de-
compoe como ay @ v com dim(N(y)) = k uwma constante positiva. Assuma ainda

que:
i) NY € paralelo;
ou uma das sequintes condi¢oes acontece para todo x € M :
i) pp(w) >n—k+2;

iii) py(x) > 5+ 1;
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i) k> 2 e o indice de nulidade relativa v,(x) = dim(N(oy(z))) < k — 2;

Se sg >4 ek >n—s,+ 2, suponha ainda que M™ nao contém um subconjunto

aberto k-regrado para ambas f e g. Entao g € uma composicao.

Demonstragao: Para todo x € M, temos das equagoes de Gauss para f e g

VX,Y, Z,W € TM que

(RIX,Y)Z,W) = (X AY)Z,W) + (g (X, W), as (Y, 2)) = as(X, Z), ay (Y, W)
= (X AY)Z W) + (0g(X, W), ay(Y, Z)) = {eg (X, Z), ag (Y, W)
restando
(ap(X, W), 05(Y, Z))—(ap (X, Z), ap (Y, W)) = (ag(X, W), (Y, Z))—(ay(X, Z), ag(Y, W)).
Como ay se decompoe
(ap (X, W), 04(Y, Z)) — (o (X, Z), oy (Y, W))
= (ay (X, W) +1(X, W), a4 (Y, Z) + (Y, Z))
—(op (X, Z) + (X, Z), ay (Y, W) + (Y, W))

segue

VX, W)Y, Z)) = (v(X, 2), 7 (Y, W) =0

Logo v é plana.

Do Coroldrio 2.4 temos que dimN (y(x)) > dimT, M —dimS(y(z)) = n—dimS(y(x)) =
n — sy + 1. Portanto

k>n—s,+1 (3.1)

Seja L = S(ay) = le, que pelas nossas hipéteses é unidimensional e seja 1 uma

sec@o local de L tal que ||n|| = 1.



44 CAPITULO 3. COMPOSICOES DE IMERSOES ISOMETRICAS

Da equacao de Codazzi de g temos:
(VxA%)(Y,n) = (Vy A7)(X,n)

VxA)Y — AIVxY — A9V§UY = Vy AIX — A9Vy X — Agwnx

e da equacao de Codazzi de f
(VxADY = (VyADX

VxAY — AIVxY = VyAlX — A]Vy X.

Comparando as duas equacoes acima e observando que A{; = Ay = A, obtemos

Agi X = Ag,Y VXY €TM. (3.2)

Observe que para todo X, W € TM e Y € N(v), por (3.2) obtemos:
(Vi ag(X, W) = (Ag, X, W)

= (AL, Y, W) = (Vxn, ap(Y. W) = (Vxn, ag (Y, W)) = 0.

Logo para todo Z € NY

(Vyn, Z) = 0.
Portanto
(Vymys =0 VY € N(y). (33)
Queremos mostrar que
Vxn €N/ VXeTM (3.4)

que sera trivial se valer a condigao (i). Caso contrario, suponhamos que existe um
campo vetorial normal § € N+ tal que (Vx,n,0) # 0 para algum Xy € T,M. Da

equagao de Codazzi para As(= 0), temos
(VxA)(Y,0) = (VyA)(X,9)

VxAsY — AsVxY — Ags,Y = VyAsX — A;Vy X — AgisX.
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Logo

Mas do fato de
0= <Av§5Y> Z) — <Av§,5X» Z)

= (Vx0,a4(Y, Z)) = (Vyd,04(X,Z)) ¥V Z € N(y),

ou seja,

(Vxd,04(Y. 2)) = (Vyd,ap(X, Z)) ¥V Z€EN(y)

temos para todo Z € N(v),V X, Y € TM
<V)L(57 77> <A77Y7 Z> = <V)L(57 77> <777 af(Y> Z>> = <<v)l(57 77>777 af(Y> Z))
= (V50 g s (V. 2)) = ((V£0) 1. as(X. 2))

= ({(Vyo,mn, as(X, Z)) = (Vyd,1)(A, X, Z),

portanto para todo Z € N(v)
(Vx0,m)(A)Y, Z) — (Vyo,n) (A, X, Z) =0
Logo segue a condigao
(Vx8,mA,Y — (Vy0,mA,X € N(y)t VX, Y e TM. (3.5)
E ainda de (3.5)
(Vxn, 0)A)Y — (Vin, §)A,X € N(y)* VX, Y € TM. (3.6)
Defina para todo x € M, B : T,M — R por B(Z) = (V%n,6). Logo, se Z € kerB

temos de (3.6)

(Vx,m 0)AyZ € N(v)*
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e como (Vx,1,0) # 0 segue que A,Z € N(v)*. Portanto

A,Z € N(y)* YV Z € kerB.

Isso implica que
pi(r) < dimN(y(x)t+1=n—k+1
pois dimN (y(x))* > dimspan{A,Z} > p;(z) — 1. O que contradiz (ii). E ainda como
k>mn—s,+1temos ps(x) <n—(n—s,+1)+1=s5,<s,+1, 0 que contradiz (4ii).

Finalmente, se N(a,) = N(ay) N N(y), N(ay) = kerA,, A,Z € N(v)* para todo
Z € kerB, logo se Y € N(v), temos (A,Y,Z) = (Y, A,Z) = 0 para todo Z € kerB,
ou seja, A,Y € (kerB)*. Tome o operador A = A,|n¢y) : N(y) — (kerB)*. Entao
kerA = kerA, N N(v) = N(«,4). Portanto

dimker A = dimN () — dimA(N(y)) > dimN(y) — 1=k — 1.

Logo
ve(x) > k—1

o que contradiz a condi¢io (iv). E assim provamos a afirmacio (3.4) de que Vxn € N{

para todo X € T'M.

Observamos que dessa afirmagao e de (3.3) obtemos

Vin=0 VY &N(>v). (3.7)

Da equagdo de Codazzi da g para £ € TIM+ N LY Y € N(v) e todo X € TM,
temos

(VxA)(Y, ) = (Vy A) (X, §)

observando que A¢Y = 0 temos
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Observamos que (Vi€ g (X, Z)) = ((V§:€) g, (X, Z)) = ((V5:€) g, (X, Z)) =
<(V§/§)N{,af(X, Z)) = (Vs&,n)(n, o (X, Z)), e esse tltimo termo se anula usando
(3.7). Portanto

(Vi€ 04(X, Z)) = 0. (3.9)
E ainda

(0g(Y, 2), Vx&) = (0y(Y, 2), (VxE)ny) = (s (Y. Z), (VX&) ys) = (Vx&m)(n, o4 (Y, 2)),

ou seja,

(ag(Y, Z), Vx€) = (Vx&n)(n, as (Y, Z)). (3.10)
Tomando o produto interno de (3.8) com Z € N(v) e usando (3.3) e (3.4) temos:
0= (VyAeX + A X, Y]+ AgL.Y — Ay X, Z)
(Vi AeX, Z) + (AfX, Y], 2) + (Agi Y 2) — (Agyc X, 2)
= (Vv AcX, Z) + (0y(Y, Z), V&) — (V€ ay(X, Z)).
E por (3.9) e (3.10) concluimos que
(VyAeX. Z) + (V& )y (Y, Z),n) = 0

0 que ¢é equivalente a

(VyZ,—AeX + (VxEm)m) =0 (3.11)

pois (VyZ + ay(Y, Z), —AcX + (V& mn) = (VvZ,—A:X) + (Vv Z, (V& n)n) +
(g (Y, 2), (Vx&mn) + (0g(Y, 2), —AeX) = (VyZ, —AcX) + (Vx&m)(ay(Y, Z),n).
E ainda, como (A:X,7Z) = (ay(X,Z),£) =0, logo 0 = Y(A X, Z) = (Vy A X, Z) +
(A¢X,Vy Z). Entao segue que (Vy Z, —Ac X))+ (V& ), (Y, Z),n) = (VyAcX, Z)+
(Vx&n){ay(Y, Z), n).

Assuma temporariamente que M"™ nao contém um aberto k-regrado, ou seja, ne-

nhum aberto de M admite uma folheacao k-dimensional continua por subvariedades

totalmente geodésicas do espago ambiente.
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Para cada x € M, defina o subespaco
W (z) = span{(VxE)rymer : X € TM, £ € TM* N L},
Para facilitar a notacao, vamos denotar
span{(Vx&)ry : X € TM, ¢ e TM-N LY} = V.
Temos que V = N(vy)*+. De fato:
ZeVte (Z,(VxErm) =0 Y X, & (Z,AX)=0 VX, ¢
& (y(X,2),6) =0 VX, & (X, 2),§)=0 VX

Sy(X,Z)=0 VX & ZeN(y).

Resulta entdao que W (z) C N(y(x))*@®L(x) para todo x € M e também que dimW (x) >
dimN (y)*.

Queremos que os subespagos W(z) formem um subfibrado de codimensao 1 de
N(y)* @ L. Para isso, basta mostrar que L ¢ W, o que, nesse caso, significa que L é

transversal a W.

Se L(y) € W(y) em algum ponto y € M, entdo W(y) = N(y(y))* & L(y), e o

mesmo se verifica em uma vizinhanga U de y. Segue de (3.11) que
(VyZn) =(A)Y,Z)=0 e (VyZ,X)=0 VY, ZeN>H),VXe(NH)*

De fato, como € L C W entdo existem £ € TM* N L+ e X € TM tais que
n = (%YE)TMEBL' Assim, 0= (6}5)17\4 = —AEY (§ <(6YE)LJT]> 7é 0. Portanto em

(3.11), para esses £ e X, temos
(VyZ, = AeX + (V& n)n) = (V&) (Vv Z.n) =0,

isto é,

<€YZ7 77> = 0.
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E ainda, para qualquer £ € L e para todo X € TM, por (3.11) segue que
0= (VyZ AcX) = (VyZ, A:X) = (a,(Vy Z, X),€).

Logo a,(VyZ,X) € L, isto é, v(VyZ,X) = 0 para todo X € M e isso implica que
VvyZ € N("}/)

Conseqiientemente [Y, Z] estd em N(7). Logo N(v) é completamente integravel. E
da igualdade (VyZ,7) = (A)Y,Z) = 0 temos que (ay(Y, Z),n) = (os(Y,Z),n) =00
que resulta que af|n(y)xn(y) = 0. E também temos (o (Y, Z))le =0 entdo ay(Y, Z) =
(Y, Z) = 0 e portanto ay|n(y)xn(y) = 0. Portanto as folhas sao totalmente geodésicas

em Q" e QUP. Absurdo.

Para concluir a prova, nesse caso, a partir do Teorema 3.2 basta tomarmos > como o
complemento ortogonal de W em N (7)* @ L e verificarmos a condicao \Y zn€TMOL
para todo u € X e Z € TM, pois as outras hipoteses do teorema estao claramente

satisfeitas. Sepy €e CC N(Y)*@LCTM® Leé e LENTIM+ = (TM & L)* temos

0= X<:u’ 77) = <6X,u7€>+<:uv €X€> logo <€X,u7£> = _<,u7 6Xg) = _<NJ> (€X€)TM@L> =
0.

Assim, provamos o teorema com a hipdtese adicional de que M nao contém um
aberto k-regrado. Agora precisamos mostrar que essa hipétese pode ser retirada se

s <4ouk <n-—s,+ 2. Mas observe que se k > n — s, + 2 por
dimN? = dimN{ + dimS(v)
segue que
sg=14+dimS(y) <14+1/2(n —k)(n —k+1)

logo s, > 4.

Ou seja, é suficiente mostrarmos (lembrando (3.1)) que a hipétese adicional pode

ser retirada se dimN (y(x)) tem seu valor minimo igual a n — s, + 1.

Assumindo entao dim(N(y)) =n — s, + 1, a proposicao (3.3), tomando £ = S(v),
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implica que v se decompoe ortogonalmente e diferenciavelmente como uma soma direta

YT=1ND D Vsg—1

com postoy; =1 paral < j<s,— 1.

Considere um referencial ortonormal &1, ..., &, —1 tal que S(7;) = span{;}. Sejam

Xi,...,X,,—1 campos tangentes locais unitdrios tais que
Ag, (X5) = A X;.

Como v; tem posto 1 e (7;(X,Y),&;) = (v(X,Y),§;) = (A, X,Y) implica que A¢; tem
posto 1, logo A; é o tinico autovalor nao-nulo de Ag;. Por hipétese Xi,..., X, 1 sao

linearmente independentes, pois geram N (7)* e dimN(y)* = s, — 1.

Agora temos o seguinte: para todo X,Z € TM

sg—1

Vin =Y (V&)

k=1

e portanto
sg—1

k=1

Mas A, Y = (Ag, Y, Xj) X, pois a imagem de Ag, é gerada por Xy, e este é unitario.
Logo
Ae Y = MY, Xi) X

Tomando entdo, na equagao (3.2), X = X; e Y = X, obtemos

sg—1

> AV G ) (X, Xi) — (V3,1 &) (X5, X)X = 0
k=1
O que implica que para j =k
(V.0 &) = <V§k7hfk><Xi,Xk>

logo
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E portanto temos

(VZ&,n) =0 sempre que Z1X;.

E segue que

W = span{—A¢, X; + (V;ﬁj@,n)n 1< <s,—1}

o que implica novamente que W tem codimensido 1 em N(y)* @ L. O que conclui a

demonstracao.

O

Observemos que, na notagao do Teorema 3.4, se a curvatura seccional de M satisfizer
Ky > ¢, entao f nao pode ser regrada. De fato, se isso ocorresse teriamos, pela equagao

de Gauss

En(X,Y) = c+ (op(X, X), a5 (YY) = [Joy (X, V)]

admitindo a folheacao por subvariedades totalmente geodésicas do ambiente de di-
mensao n terfamos, que ay restrita a essas folheacoes seria identicamente nula, resul-

tando da equacao acima

KM =C
0 que seria um absurdo.
Se ¢ possuir o fibrado normal flat, isto é, R+ = 0, entdo existe {Xi,..., X, } base
ortonormal que diagonaliza «, tal que N(y)* = span{Xi,..., X,_x}. Entdo

S(y(@)) = span{y(z)(X;, X;) : 1 < i <n—k}
e dal teremos que k < n — s, + 1. Por outro lado, temos da corolario (2.4) que
k>n—s,+ 1. Portanto k =n — s, + 1.

Para a demonstracao do proximo teorema, que serd usado na demonstragao do

teorema principal, precisamos da proposi¢ao seguinte.

Proposigao 3.5 Sejam E fibrado vetorial riemanniano de posto s e 3 € T'(S?*(M; E))

tal que S(0,) = E, para todo x € M. Assuma ainda que 3 se decompde ortogonalmente
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como 3= on @~ onde ¢ € T(S*(M)), n € T'(E) com ||n|| =1, v € T(S*(M; E)) onde
v €1 ndao sio necessariamente diferencidveis. Se @ nunca se anula, entio n € C*°(E)

ey € C®(S*(M;E)).

Demonstracao: Fixado z € M. Seja (X;,, X;,) para 1 < k < s o conjunto de pares
tal que
E, = span{f(X;,, X;,);1 <k < s}.

Estenda os pares (X;,, X, ) diferenciavelmente numa vizinhanga U, de z, de modo

que B(X;,, Xj,) continue gerando E, para todo y € U,.

Em particular, existem funcoes bem definidas f; em U, para 1 < k < s tais que

kaﬁ( ik )

k=1
pois n € ['(E).
Por outro lado, as fungoes
er = @(Xiys Xj,)

ik

para 1 < k < s sao '™ e nao se anulam simultaneamente em nenhum ponto de U.

Além disso
(B(Xie, X5 ), m) = (np(Xip, X5, ) + (X, X5, ),m)
= (ne( Xy, X5),m) + (v (Xi, X5, ) m)
P(Xi, X5 ) () = (X, X5
Logo,

Or <6(X1T7X ) > z,«y kaﬁ Zkv

_ka Xz 7X zka kad]rk

onde ¢, = (B(X,,, Xj,), B(Xi,, X)) para 1 < r k < s sao fungoes C™ pois (e (-, -)

o sdo. E ainda, como (¢,;) é a matriz associada ao produto (-,-) e este produto é
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nao-degenerado, temos que a matriz (¢,;) é nao singular, ou seja, inversivel em U,.

Portanto de
Or = Z fkwrk
k

concluimos que f, para todo 1 < k < s, é C*° como queriamos. O

3.3 Demonstracao do Teorema Principal

Antes de enunciar e demonstrar o Teorema principal, precisamos do resultado a

seguir.

Teorema 3.6 Sejam f: M"™ — Q" e g: M™ — Q"P, p > 2 imersdes isoméltricas

onde g € 1-reqular e pg(x) > s, + 2 para todo v € M.

(a) Entdo o se decompoe ortogonalmente e diferenciavelmente como ay = op &7,

onde para todo x € M, o espago nulidade de ~y(z) verifica dimN (y(x)) > n — sy + 1;

(b) Suponha agora que f é um mergulho e dim(N(y(z)) = k € constante. Se s, > 6
ek >n—s,+2, assuma ainda que M™ nao contém um subconjunto aberto k-regrado

para ambas f e g. Entao g é uma composicao.

Demonstragao: Em x € M defina o produto interno lorentziano sobre W = TY M+ @
N{(x) por

<<(£1;£2)7 (51762>>> = _<€1751>TfMJ- + <§2752>T9MJ-

Defina a forma bilinear simétrica 3 : T, M x T, M — W por
5<X7 Y) = (Oéf(X, Y>7ag(X7 Y))

Temos que 3 é plana com respeito ao ((,)). De fato, pelas equagoes de Gauss para f

e g temos

(BX,Y), B(W, 2))) = (((af (X, Y), ag (X, Y)), (ap (W, Z), ag (W, 2))))
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= —(ay(X,Y), ap(W, Z)) + (0y(X,Y), ag(W, Z))
= —(ay(X, 2),a;(W,Y)) + (0y(X, Z), g (W, Y'))
= (((af(X, Z), 0y(X, Z)), (ay (W, Y), ag(W, Y))))
= ((B(X, Z), B(W,Y))).
Observemos que
N(B) ={X e TLM;8(Y,X)=0 VY eT,M}
= {X € T.M; (a;(X,Y),00(X,Y)) =0 VY €T, M}
={X € T.M;{a;(X,Y), &) =0 VY €T, M Ee€T!MY} N N(ay)
— (X € T,M;{A:X,Y)=0 VY eT,M}nNN(ay)
= ker(A¢) N N(ay).
Entdo N(3) C ker(A¢) e pelo teorema do niicleo e da imagem teremos

dimN(8) < n — py(a).

Isso implica que S(3) é degenerada, pois se nao fosse, terfamos da nossa hipétese e do

corolario 2.5 que

dimN (3) > dimT, M — dimS(3) >n—s,—1>n— ps(x) + 1.

Portanto, existe um vetor unitario n € NY(z) tal que
(N.m) € S(B)NS(B)*
onde N é um vetor normal unitario a f em z. Logo,
((N,n), B(X,Y))) =0 ¥V B(X,Y) € S(P)

entao segue que

0= <<(N777>’(af(X7Y)7a/g(X7 Y))>> = _<N’ ()‘]”(‘X?YV»TJ"Ml + <777a9(X’ Y)>T9M' Daif



3.3. DEMONSTRACAO DO TEOREMA PRINCIPAL 5%)

(N, ap(X,Y))prur = (n,04(X,Y))rerr € como o lado esquerdo da igualdade é igual a

(ANX,Y) e ainda temos ay(X,Y) = (ag(X,Y), mn + (ag(X,Y)) - concluimos
ay(X,Y) = (ANX,Y)n & 7(2)

onde v(z), a {n}*-componente de a,(z), é plana. De fato, das equagoes de Gauss para

f e g segue que
(ap(X, W), (Y, Z)) — (ar(X, Z), o (Y, W))

= {0y (X, W), 05 (Y, Z)) — {a, (X, Z), (Y, W)
= (ap (X, W), N){ay (Y, Z), N) + (v(X, W), (Y, Z))—
(ap (X, 2), N){as(Y,W),N) + (+(X, Z2),7(Y, W))
por outro lado as(-,-) = {as(-, ), NYN, logo concluimos

VX, W) (Y, Z)) = (v(X, Z), (Y, W)).

Tendo que y(x) é plana e pelo coroldrio 2.5 segue
dimN(y(z)) > n —dimS(y(x)) =n —s, + L.

Até agora concluimos a decomposi¢ao ortogonal. Resta mostrarmos que essa decom-
posicao é diferencidvel, mas isso concluimos usando a proposi¢ao 3.5 pondo 8 = ay,
E=Nlep=(,).

Para mostrarmos a parte (b), ou seja, que g é uma composigao, vamos utilizar o
Teorema 3.4. Mas observe que o Teorema 3.4 para s, > 4 exige uma hipdtese a mais,
e temos que verificd-la aqui. Se tivermos s, > 6, nossas hipéteses garantem que M
nao ¢ k-regrada. Mas se s, < 67 Para responder a essa questao vamos analisar o que

aconteceria se f fosse (n — s, + 2)-regrada. Se isso ocorresse teriamos que
Sg+2<pr<2(n—n-—s,+2).

O que s6 pode occorer se s, > 6. Entao para s, < 6 temos que f nao pode ser k-

regrada. E assim concluimos o resultado. O
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Agora apresentamos o principal resultado do artigo [DT1].

Teorema 3.7 Sejam f : M — Q" e g : M — Q"7 imersoes isométricas com
pr(z) > p+2 para todo x € M. Se p > 6 assuma ainda que M™ ndo contém um aberto
(n — p+ 2)-regrado para f e g. Entio existe um aberto denso, V- C M, tal que g, €

localmente uma composicao.

Demonstragao: Para demonstrarmos esse resultado vamos encaixar nossas hipoteses

nas do Teorema 3.6. Mas antes, seja

V' = {x € M;3 vizinhanga U, : dimN7(y) = cte em U, }.

Afirmamos que V' é aberto e denso. De fato, V' é claramente aberto, pois para
todo x € V' existe aberto, o préprio U,, inteiramente contido em V'. Agora seja

¢: M —{1,2,...,p} definida por
o(x) = dimNy(x).

: I =1 _ |1 IP / :
E seja V' = ¢7'(i). Temos que M = J;_, V/. Sejaxz € M.
e sex € V) como p é semi-continua inferiormente e p é méximo temos que existe

vizinhanca U, tal que |, ¢ constante. Logo z € V' C V.

e sex € V), entdo p(r) = p— 1. Temos duas possibilidades ou que existe
vizinhanga U, tal que ¢}, ¢ constante, ou para toda U,, existe y € U, tal que ¢(y) = p.

Logo para toda vizinhanca U, existe y € V', ou seja, x € V'.
Procedendo, assim, indutivamente temos que V' é denso. Tome agora um subcon-
junto de V/|

V ={z € V': 3 vizinhanca U de = / dimN(y(y)) = cte em U}.

De modo andlogo e observando que, nesse caso, a fungdo z — dimN(y(x)) é semi-
continua superiormente, a como fizemos com o conjunto V', pode-se mostrar que V é

aberto e denso em V', e portanto em M.
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Seja 79 € V e seja My uma vizinhanga de zy tal que f|y, : My — Q"™ é um

mergulho e gy, : Mo — Q7P 1-regular.

Temos ps(z) > p+ 2 para todo x € M,. Do fato de dimN{(x) = s, < p entao
ps(x) > sy + 2. Logo, pelo teorema 3.6(a) temos que a, = oy & vy e dimN(y(z)) >
n—sg+ 1.

Como temos que f é um mergulho e colocando dimN (y(z)) = k, para concluirmos
pelo 3.6(b), observemos que se f for l-regrada, esta também serd I'-regrada para I’ < .

Daf como

k>n—s;,+2>n—p+2

segue o resultado. Pois se f ndo é (n — p + 2)-regrada, essa nao serd k-regrada. O

E interessante observar que a hipdtese p(z) > p+2 do teorema principal impoe uma
restricao na codimensao da g, isto é, p < n—2. Tal restricao nao pode ser enfraquecida.
No artigo [DTs| encontra-se uma familia de imersoes isométricas de S™ em R?*"~! que

nao sao composigoes.

A seguir apresentamos um teorema de [DTi| que estende as hipersuperficies con-

vexas um resultado provado por O’Neill para a esfera redonda (cf. Teo 3 [O’Nz]).

Teorema 3.8 Seja f : M™ — R" n > 4, uma imersdao isométrica de uma varie-
dade compacta de curvatura seccional positiva. FEntdo nao existe imersao isométrica

1-reqular de M™ em R"*2 além da trivial.

Demonstragao: Suponhamos que existe uma ¢ : M" — R""2 imersao isométrica
lI-regular, e seja h : U C R™™! — R"*2 uma imersao isométrica, dada pelo Teorema
3.6, tal que g = ho f. Temos que s, serd 1 ou 2. Observemos que s, # 0, pois, caso

contrario, pela equagao de Gauss terfamos que a curvatura de M seria nula.

Suponhamos s, = 2. Como o, = oy, Dy e ainda sy = 1 entao s, = 1, o que implica

que h(U) nao é plana. Portanto p, = 1. E as folhas n-dimensionais da distribuigao de
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nulidade relativa de A

= N(ap(z))

sao transversais a f(M), pois , caso contrario, teriamos que T,f(M) = N(ay(z)) e

como oy, (z) =0 em N(ap(x)) terfamos oy = ap. Absurdo.

Consequentemente, suas intersegoes com f(M) resultam numa folheagao de codi-
mensao 1 de M, cujas folhas sao completas. O que é uma contradigao. Portanto s, = 1

e h é apenas a inclusao. O

Lembramos que a motivacao para o artigo [DT1] foi o estudo das imersoes isométricas
de S™ em R"P. levantando-se a questao de quando esta seria um composicao de
imersoes isométricas. Com o que apresentamos até aqui podemos enunciar o seguinte

corolario:

Coroléario 3.9 Dada uma imersao isométrica g : S — R""P comn >4 ep <n—2,

entao existe um aberto denso onde g é localmente composi¢ao.

Demonstracao: Vamos encaixar as hipoteses do corolario nas hipéteses do Teorema
3.7. Sejam f : S" — R™"! uma imersao umbilica e g : S® — R™*? imersio isométrica.
Como f é umbilica temos que pg(zr) = n > p + 2 para todo z € M. Logo, basta

verificarmos a hipdtese adicional exigida pelo Teorema principal caso p > 6.

Suponhamos que f (ou g) admite um aberto (n — p + 2)—regrado, ou seja, esse
aberto admite uma folheagao (n — p + 2)—dimensional por subvariedades totalmente
geodésicas do ambiente. Mas se isso ocorrer, teremos subespacgos bidimensionais do
espago tangente (& esfera) onde a curvatura seccional serd nula. Portanto f (ou g) nao

admite um aberto (n — p 4+ 2)— regrado. E assim concluimos. O

Observamos que a demonstracao acima pode ser facilmente estendida para formas

espaciais, obtendo o seguinte resultado:

Corolério 3.10 Dada uma imersio isométrica g : Q" — Q%'P, (¢ > ¢) comn >4 e

p <n—2, entao existe um aberto denso onde g € localmente composicao.
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E finalmente para destacar o caracter local do Corolério 3.9, apresentamos o seguinte

exemplo devido a Henke [He].

Exemplo 3.11 O objetivo desse exemplo € apresentar uma imersdo isométrica de S*~1

em R™ ! que nao serd globalmente uma composicao.

A imersao desejada serd construida da sequinte maneira: tomamos o ponto fizxado

P=(0,0,...,0 V2 */5) € R™ e o semi-hiperplano fechado

) 9 s 9
2 2
C={$€Rn’$n12\/7—7$n=\/7_}-

Seja ¢ : R — R? wma curva plana parametrizada por comprimento de arco, ¢ =
(¢1,02), de maneira que, ¢1 seja crescente e

V2, V2

¢1(2) 5

S

0 se x€(—o0,%2)
) =
¢2() {>O se xe(‘g,oo

Definamos f; : R* — R**! i =1,2 por:

~—

fl(xla cee 7xn) - (xla s 7$n717¢1(1‘n)7¢2<xn))
f2(131, e ,.’lfn) = (l’l, RN ,(ﬁl(.’]?n,l),l’n, (bQ(.’I}n,l)).

Agora, definimos a imersao isométrica f : R"\C — R"™! da sequinte maneira:

f(x):{fl se wn >

fa se :cn<\/75

Finalmente, estendendo f ao ponto P, ou seja, definindo

> flz) se x#P
f(x):{ (RO) .

se v=2P

Agora, restringindo f a S"™' obtemos wma imersao isométrica que nao pode ser

estendida para nenhuma vizinhanca do ponto P em R".
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Capitulo 4

Subvariedade de duas variedades

Até agora trabalhamos sobre o problema de determinar condig¢oes para que uma
imersao isométrica g seja uma composicao. Agora vamos apresentar a seguinte questao:
quando uma variedade riemanianna M"™ pode ser isometricamente imersa em duas
formas espaciais de curvaturas seccionais diferentes. Nao trabalharemos com a questao
em si, mas veremos, por um resultado de [DT1], como a questdao de composi¢ao nos
ajuda a construir localmente essas imersoes de M nessas formas espaciais, caso elas

existam.

4.1 Preliminares

Antes vamos ver algumas defini¢bes que usaremos a seguir.

Dada uma imersao isométrica f : M™ — N"*P_ definimos o vetor curvatura média
)

H(z) de f em x € M como
1 n
H(z) =~ > (X, X))
j=1
onde « é a segunda forma fundamental de f e X;,..., X, base ortonormal de T, M.
Observamos que essa definicao nao depende da escolha da base.

Uma imersao isométrica f : M"™ — N™*? & umbilica em xy € M se A¢ = \¢I para
todo & € T,, M=+, onde \¢ € R e I ¢é a aplicagdo identidade em T,,,M. E dizemos que

f é uma imersao umbilica se é umbilica em toda M.
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A seguir apresentamos dois lemas (cf. p. 11 de [D1]) que nos auxiliam na demon-

stragao do Teorema 4.3.

Lema 4.1 Dada f : M™ — N™P imersao isométrica, as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:
(i) f € umbilica em x € M;
(ii) Ae = (H(x),&)] para & € T,M*;

(111) . (X, Y) = (X, Y)H(z) para X,Y € T, M.

Lema 4.2 Se f: M"™ — NP ¢ uma imersao umbilica, n > 2, entdo:
(i) ||H|| € constante;
(it) M tem curvatura seccional constante ¢ + ||H||?;

(iii) Ap = ||H||*1.
4.2 Aplicacao

Se pudermos imergir isometricamente uma variedade riemanniana M"™ em duas
formas espaciais de curvaturas seccionais distintas, o teorema a seguir nos fornece
uma ferramenta para enxergar localmente essas imersoes como intersec¢ao de imersoes

canonicas.

Teorema 4.3 Suponha que M™, n > 4, admite imersoes isométricas f : M™ — Q"+
eg:M™— QY c<¢ comsy(x) <n—3 para todo x € M. Ponha G =1io g, onde
i € a inclusio umbilica de Q2" em QUP+!. Entdo existe um aberto denso V C M tal

que G|y € localmente uma composicado.

Demonstracao: Seja

V ={x € M;3 vizinhanca U, : dimN7(y) = cte e dimN(y(y)) = cte em U, }.



4.2. APLICACAO 63

Observamos que esse é o mesmo aberto e denso definido na demonstragao do Teorema

3.7.

Primeiramente vamos mostrar que a forma bilinear simétrica plana, em z € M,
Br = (af(x), ag(z)) satisfaz N(3) = {0}. Para vermos isso, tome § um campo normal
unitario da inclusdo i : Q2" — Q™P*1. Entdo de G =iog e do fato de i ser umbilica
segue
(aq(X,Y),6) = (0;(X,Y) + ay(X,Y),d) = (u(X,Y),d) =
= (AsX,Y) = (H,0)(X,Y)
e pelo Lema 4.2 temos ¢—c = ||H||? = (H, H) = ({(H,0)0, (H,)d) = (H,d)? e portanto

(ag(X,Y),0) = Ve—c(X,Y). (4.1)
Em particular temos que o indice de nulidade relativa de ag, vg(z) = 0 para todo
x € M, pois a nulidade de ag estd contida no espago de nulidade de (,). Entao
N(B) = N(ag) N N(ag) = {0}
Resta mostrar que, com isso, ag se decompoe. Afirmamos que S(f3) é degenerada.
Caso contrario, terfamos pela proposicao 2.5
dimN(B) > n—dimS(f) >n—1—s¢q
pois S(3) C TYM* @ NE. Como ag = a; + a, temos que s¢ < 1+ s, e pela hipétese

sobre s, segue que dimN () > 1. Absurdo, pois N(3) = {0}.

Agora defina o produto interno lorentziano sobre T M+ & N&(z) por

<<(£17£2)7 (61762)» = _<£1751>TfMJ- + <£2752>TGM1--

Como mostramos que S(3) é degenerada, temos que existe um vetor unitarion € N(x)
tal que

(N.m) € S(B)NS(B)*
onde N é um vetor normal unitario a f em x. E seguindo como a demonstracao do

Teorema 3.6 obtemos que ag se decompoe como

ag(X,Y) = a; @ 7(x)
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onde v(z), a {n}*-componente de a,(z), pelas equacoes de Gauss para f e G, é plana.
E ainda temos que G é nao regrada, pois, se fosse, de (4.1) teriamos que ¢ = c.

Para concluirmos a prova, observe que de s, < n — 3 temos, como ~ ¢ plana,
dimN (y(z)) > n — dimS(y(x)).

Da decomposicao de ag temos dimS(y(z)) = s¢ — 1l ede s¢ < 1+s, < n— 2,
concluimos que

dimN () > 3.

Logo, se k = dim(N(v)) e vg < k — 1 a condigao (iv) do Teorema 3.4 é satisfeita. E

dai segue o resultado. O

Para concluir, como foi dito no inicio da secao, observamos que o resultado acima
nos auxilia a construir as imersoes f e g da seguinte maneira (tudo que se segue tem
carater local): como G é uma composi¢do, temos que existe uma imersao isométrica
h: QM — QP tal que G = ho f, e portanto a imagem de M pela f (ou pela
g) serd a intersecgio da imagem de Q"' pela h com a imagem de Q57 pela i. O

diagrama abaixo ilustra essa situacao.



Capitulo 5

Conclusoes e outros resultados

Nesse capitulo vamos apresentar alguns resultados posteriores ao artigo [DT] e rela-
cionar o problema da composicao de imersoes isométricas com o problema de reducao

de codimensao e com o problema de rigidez.

5.1 Resultados Posteriores

Dadas g : M" — Q7P e f: M"™ — Q79 imersoes isométricas, a questao levan-
tada na Introducao foi determinar condigoes sobre f e g que implicam que g é uma

€cOMposicao.

No artigo [DT1] essa questao foi abordada tomando a codimensao de f igual a 1.

Artigos posteriores abordam essa questao para codimensao maior.

Em 1993, no artigo ”On submanifolds of two manifolds” (cf.[DT:]), Marcos Dajczer
e Ruy Tojeiro consideram o caso da codimensao da f igual a 2, obtendo o resultado

que apresentamos a seguir.

Teorema 5.1 Sejam f: M" — Q"2 eg: M™ — Q"P, n > 5 e p > 2 imersoes
isométricas com s,(x) < n—3 para todo x € M. Assuma ainda que f é um mergulho,
vi(z) < n —sg(x) —3 e pp(x) > s4(z) + 1 para todo v € M. Entdo existe um
subconjunto aberto e denso U C M™ tal que sobre cada componente conexa Uy de U

uma das sequintes condicoes se verifica:
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(1) Existe uma imersao isométrica local h : Q" — Q" tal que g é uma com-
posicao g =ho f;

(2) As imersoes f e g sao ambas k-regradas com as mesmas folhas, onde k >
n — sg(x) + 3;

(3) Eziste uma variedade riemanniana N™"' uma imersio isométrica i : Uy —
N™1 e imersoes isométricas F - N1 — Q"2 e G : N — Q™ k-regradas com as

mesmas folhas, onde k > n — s,(x) +4 tais que f = Foieg=Goi.

Além disso, os casos (2) e (3) s6 podem ocorrer se sq(x) > 7 sobre Uy,

Jd em 2001, no artigo ” Compositions of isometric immersions in higher codimension” (cf.[DF]),
Marcos Dajczer e Luis A. Florit demonstram um resultado andlogo para codimensao

da f menor ou igual a 5:

Teorema 5.2 Sejam f: M™ — R""P eg: M™ — R"™P*4 ¢ > 0, imersoes isométricas.

Suponha p < 5, e assuma que f satisfaz para todo x € M, a sequinte desigualdade:

Vggn—q—Qs—l V1<s<np.

Quando q > 5, assuma ainda que 1/{ <n—2q¢+1. Entao o, se decompoe em toda M

e g € uma composi¢ao se o se decompoe reqularmente.

No teorema acima, dizer que a segunda forma fundamental o, se decompoe regular-
mente, significa que, na decomposi¢do o, = ay & v (como na segao (3.2)), os espagos

S(v) e N(v) possuem ambos dimensoes constantes.

E ainda, a afirmacao de que ¢ é uma composicao tem aqui o seguinte sentido: existe
um mergulho isométrico f' : M™ — NP numa variedade flat N7, uma imersio
isométrica j : NJ ™7 — R™P (isto é, uma isometria local) satisfazendo f = jo f’ e uma

imersdo isométrica h : Ny 7 — R P+ tais que g = ho f.
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5.2 Problemas Relacionados

Dois problemas classicos na teoria de subvariedades sao o problema de rigidez e
o problema de reducao de codimencao. Vamos apresentar uma relacao entre esses

problemas com o problema da composi¢ao de imersoes isométricas.

5.2.1 Reducao de Codimensao

Uma imersao isométrica g : M"™ — Q7P admite uma reducao de codimensao para
q se existir uma subvariedade totalmente geodésica Q"7 C Q"*? com ¢ < p tal que
g(M) C Q™.

A titulo de ilustracao apresentamos a seguir um resultado bésico para reducao de

codimensao, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [Di] (Prop. 4.1 p. 54).

Teorema 5.3 (Erbacher) Seja f: M" — QP uma imersao isométrica, e suponha
que eziste um subfibrado paralelo L do fibrado normal, de posto ¢ < p tal que Ny(z) C

L(z) para todo x € M. Entao a codimensdo de f pode ser reduzida a q.

Vejamos o problema de reducao de codimensao sob o enfoque de composicao de
imersoes isométricas: se dadas g : M™ — Q"™ e f : M™ — Q" g < p imersoes
isométricas tivermos que g ¢ uma composi¢ao, entao existe uma imersao isométrica
h:Q'? — Q"7 tal que g = ho f. Se h for um mergulho totalmente geodésico, entao
Rh(Q"7) é uma subvariedade totalmente geodésica de Q"*? tal que g(M) C h(Q2T9).

Logo g admite reducao de codimensao.

5.2.2 Rigidez

Dadas imersoes isométricas f,g: M™ — Q""P| se existir uma isometria 7 : Q"1 —
QP tal que g = 7 o f dizemos que f e g sdo congruentes e denotamos por g = f. Se

g for congruente a f para qualquer imersao f entao dizemos que g é rigida.
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Para ilustrar apresentamos a seguir um resultado classico de rigidez que pode ser

encontrado em [Di] (Teo.6.7 p. 89).

Teorema 5.4 Seja f: M"™ — Q" uma imersao isométrica com nimero tipo T > 3,

em toda M. Entao f € rigida.

Lembramos que o nimero tipo, 7(z), de uma imersao isométrica f : M"™ — NP
em x é o nimero tipo dos operadores Ag,, ..., Ae, , onde {&1,...,&,} ¢ uma base de

T,M*. Isto é,

T(x) =max{s|3IXy,..., X; € LM : Ag Xu,..., Ae Xs, ..., A, X4, ..., Ag, X sao Li}.

Vejamos o problema de rigidez sob o enfoque de composicao de imersoes isométricas:
dadas f,g: M™ — Q" imersoes isométricas, se g é uma composi¢ao temos que existe
ho: QP — Q7P uma imersdo isométrica , tal que ¢ = h o f. Portanto se h é um

mergulho entao g é congruente a f.

Nesse sentido temos que a nocao de composicao generaliza a noc¢ao de rigidez.
Inclusive, Marcos Dajczer e Luis A. Florit, no artigo citado acima, sugerem que o estudo
de resultados de rigidez dentro do contexto de composicao de imersoes isométricas pode
levar a um entendimento mais profundo da teoria. Essa perspectiva abre caminho
para novos resultados, tornando o problema de composicao de imersoes isométricas um

campo fértil de pesquisa.
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