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RESUMO

Duas curvas algebroides irredutiveis planas, dizemos que elas sao equisingulares se,

e somente se, elas possuem o mesmo semigrupo de valores.

Neste trabalho estudamos a equisingularidade de curvas algebréides irredutiveis planas
sobre corpos de caracteristica arbitraria. Apresentamos métodos para obter o semigrupo as-
sociado a uma curva plana irredutivel e mostramos que duas curvas planas irredutiveis sao
equisingulares se, e somente se, elas possuem a mesma sequéncia de multiplicidades em sua

resolugao canonica.



ABSTRACT

Two irreducible algebroid plane curves are equisingular if and only if they have the
same semigroup values.

In this work we study equisingularity of irreducible algebroid plane curves on fields
with arbitrary characteristic. We present methods to obtain the semigroup associated to
a irreducible plane curves are equisingular if and only if they have the same multiplicity
sequence in its canonical resolution.
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INTRODUCAO

Na teoria de Singularidades e em Geometria Algébrica a nocao de equisingularidade
de aplicagoes ou de variedades tem despertado muito interesse, seja para a obtencao de invari-
antes numeéricos que possibilitem determinar quando os objetos envolvidos sao equisingulares,

quanto na relagao entre estes invariantes.

Neste trabalho abordamos o problema de como decidir se duas curvas planas irre-

dutiveis sao ou nao equisingulares.
Zariski foi um dos pioneiros no estudo de equisingularidade de curvas.

Quando o corpo base K é o corpo dos nimeros complexos, Zariski, Brauner e Burau
na década de 1920 apresentaram uma solucao para o problema usando ferramentas algébricas
e topoldgicas, usando o fato de que a equisingularidade coincide, neste caso, com a equi-

valéncia topoldgica.

No caso de curvas planas, quando estas possuem mais de uma componente irredutivel
(ramos), Zariski define que duas curvas sdo equisingulares se elas possuem o mesmo nimero de
ramos e se existe uma correspondéncia entre os ramos tais que a multiplicidade de intersecao
dos ramos coincide com a multiplicidade de interse¢ao dos ramos correspondentes e cada
ramo é equisingular a seu correspondente. Assim, a equisingularidade de uma curva plana,

se reduz basicamente a equisingularidade de curvas planas irredutiveis.

Para curvas irredutiveis, Zariski introduz varias nogoes de equisingularidades, entre



elas:

a) Duas curvas irredutiveis sao equisingulares se elas possuem o mesmo semigrupo

de valores.

b) Duas curvas irredutiveis sdo equisingulares se elas possuem a mesma sequéncia de

multiplicidades.

Tais nogoes sao equivalentes para o caso plano, mas nao no caso espacial (veja ob-

servacao 5.4.4 pag 163 de [2]).

O objetivo deste trabalho é apresentar uma solucao para o problema de equisingula-
ridade de curvas planas irredutiveis quando o corpo base é um corpo algebricamente fechado

qualquer.

Curvas planas podem ser dadas por séries de poténcias f € K[[X, Y]] ou por suas
parametrizacoes. Dependendo da forma que a curva for dada, existem diferentes métodos
para o estudo das mesmas. Nesta dissertacao, apresentamos métodos que além de permitir
obter parametrizagoes de uma curva dada, permitem proceder o estudo de equisingularidade

independentemente do modo como a curva é apresentada.
Passamos agora a uma descricao sucinta de como o trabalho esta organizado.

No primeiro capitulo, apresentamos resultados preliminares que possuem grande im-
portancia para o restante do trabalho. Como por exemplo, as propriedades do anel das séries
de poténcias e o Teorema da Preparacao de Weierstrass, este ultimo, permitirda mostrar que

toda curva é equivalente a um polinomio de Weierstrass.

No segundo capitulo, nos restrigiremos a um corpo K com caracteristica zero e
demonstraremos o famoso teorema de Newton-Puiseux, em seguida apresentaremos um al-
goritmo que permite encontrar uma parametrizacao para uma curva plana irredutivel com

coeficientes nesse corpo.
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No terceiro capitulo, retomamos nossa atencao a um corpo K de caracteristica qual-
quer. Apresentaremos na primeira secao uma técnica chamada resolugao de singularidades,
que permite encontrar uma parametrizacao para uma curva plana qualquer. A partir dessa
parametrizacao, mostraremos como encontrar as Parametrizacoes de Hamburger-Noether,

que possuem propriedades interessantes que permitem obter o semigrupo associado a curva.

No quarto capitulo, definimos o semigrupo associado a curva plana e relacionamos
os diferentes resultados apresentados até entao, para descrever o semigrupo de uma curva
plana qualquer. Este tultimo capitulo permite afirmar se duas curvas planas sao ou nao

equisingulares.



CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos defini¢oes e resultados bésicos que serao utilizados no
decorrer do trabalho. Alguns serao demonstrados e outros apenas enunciados. Neste caso,

indicaremos referéncias precisas de suas demonstracgoes.

1.1 Anel das Séries de Poténcias

Sejam X e Y indeterminadas sobre um corpo K, denotamos K[[X, Y]] o conjunto de

todas somas formais do tipo
o
> P
i=0

onde cada P; ¢ um polindmio homogéneo de grau ¢ nas indeterminadas X e Y com
coeficientes em K. Consideramos o polinomio nulo como sendo um polindémio homogéneo de

qualquer grau.

Os elementos de K[[X, Y]] serdo chamados séries de poténcias formais nas inde-

terminadas X e Y, com coeficientes em K.

Sejam f = Z Peg= Z Q; elementos de K[[X, Y]]. Por defini¢ao temos

=0 i=0

Em K[[X, Y]], definimos as seguintes operagoes:
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Loft+g=220P+22,Qi = > 2(Pi+ Q)

2. fg =320 P.320Qi =Y 50 Ck, onde Cy, = Y5 Prj Q.

E facil verificar que, com estas operacdes, K[[X,Y]] é um anel comutativo com

unidade chamado o anel das séries de poténcias formais em X e Y com coeficientes

em K.
O anel K[[X, Y]] tem como subanéis, o corpo K e o anel dos polinémios K[.X, Y.
Os elementos de K[[X, Y]] podem ser representados explicitamente sob a forma
F=3 Y auxy
k=0 i+j=Fk
onde q; ; € K.

O seguinte resultado descreve os elementos inversiveis de K[[X, Y]].

Proposicao 1.1. Um elemento [ = Y >, P; € K[[X,Y]] € inversivel se, e somente se,

Py #0.

Demonstragao:  Suponha que um elemento f = > ° P seja inversivel, entdo existe

9=2_2Qi € K[X,Y]] tal que
1= fg=PQo+ (PQo+ FPQ1)+ ...,

mas tal equacao ¢é equivalente ao sistema de equagoes:

([ PyQo =1
PQo+ Py@Q =0

PnQ0+Pn—1Q1++POQn:O
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Da primeira equagao do sistema anterior, segue que FPyQ)y = 1, consequentemente

Py #0.

Reciprocamente, suponha que Py # 0. Entao o sistema anterior tem uma solugao

dada da seguinte forma:

QO — Po_l, Ql == —Po_l(PlQo), ey Qn == —PO_I(PnQO —|— e —|— PlQn—l)-

Assim, tomando g = Z Q; € K[[X,Y]] temos que fg =1 e, neste caso, f~! = g. Portanto,
i=0
f é inversivel em K[[X,Y]].

O

Dizemos que dois elementos f e g em K[[X,Y]] sdo associados, se existe uma

unidade u de K[[X, Y]] tal que f = ug.

Definigao 1.2. Seja f = ZR- € K[[X,Y]], onde cada P; é um polinémio homogéneo de
grau j e P, #0. O polmém:io homogéneo P, é chamado forma inicial de f, o inteiron é

chamado de multiplicidade de f ¢ é denotado por mult(f). Se f =0, poe-se mult(f) = co.

De acordo com a Proposigao 1.1, temos que f € K[[X, Y]] é inversivel, se e somente

se, mult(f) = 0.
Com respeito a multiplicidade das séries de poténcias temos as seguintes propriedades:
Proposicao 1.3. Sejam f,g € K[[X,Y]]. Entao,
1. mult(f - g) = mult(f) + mult(g);

2. mult(f £ g) > min{mult(f), mult(g)}, com igualdade vilida sempre que mult(f) #
mult(g).

O anel K[[X,Y]] ¢ um dominio. Denotaremos por M = (X,Y") o ideal de K[[X, Y]]

gerado por X e Y, que é um ideal maximal.
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1.2 Teorema da Preparacao de Weierstrass

Nesta secao, temos como objetivo apresentar o Teorema da Preparacao de Weiers-
trass que permitird considerar as equacoes de curvas planas de modo mais comodo. Apesar
da maioria dos resultados serem validos para varias varaveis, nos restringiremos ao caso que
nos interessa, ou seja, duas variaveis.

Definigao 1.4. Um pseudo-polinémio (respectivamente um polinémio de Weierstrass)

em Y é uma série de poténcias em K[[X,Y]] da forma
PX,)Y)=Y"+a(X)Y" ' +... +a,(X) € K[X]][V],

onden > 1 e mult(a;(X)) > 1, (respectivamente mult(a;(X)) > i) para todoi=1,...,n.

Definicao 1.5. Dizemos que f € K[[X, Y]]\ {0} € regular em Y (respectivamente em X )
de ordem n, se existe n € N tal que Y™ | f(0,Y), mas Y™ ¢ f(0,Y) (respectivamente no
caso da varidqvel X ). Se f € reqular em'Y (respectivamente em X ) de ordem n = mult(f),

entdo diremos simplesmente que f € regular em Y (respectivamente em X ).

No que segue, vamos nos referir a um K-automorfismo de K[[X, Y]] como sendo
uma mudanca de coordenadas. Vamos mostrar que, a menos de mudanca de coordenadas e
multiplicacdo por uma unidade, um elemento de K[[X, Y]], pode ser considerado como um

polinomio de Weierstrass.

Lema 1.6. Seja f € K[[X,Y]]\ {0}, entdo existe uma mudanga de coordenadas T' tal que
T(f) € reqgular em Y.

Demonstracao: Considere f(X,Y) = Zc,-inYj.
'7j

Tome o termo X°Y?, tal que para qualquer outro termo X*Y? de f temos a < «

ou, caso a = «, temos b < 3.
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Escolha v € N com u > b. Consideremos
YY) =) ey,
i,
Sei > a,entdo i —a > 1, assim (i —a)u > u > b, ou seja, (1 —a)u—b > 0, ou ainda,
(i—a)u+j—>b>7j>0,isto é, iu+7j > au+b.
Sei=aej>b entdo (i —a)u+j—b>0,isto é, iu+j > au+b.
Assim, em f(Y™“,Y) o termo de menor ordem é Y *“*°, Consideremos o K-automorfismo

T: K[X,Y]] — K[X,Y]]
X — X+Y¢
Y — Y.

Escreva agora f(X,)Y) = ZFk(X, Y), onde F; é um polinémio homogéneo de grau k.
k=n
Escrevendo Fi(X,Y) = Z di; XY, temos

i+j=k

=T F(X,Y)) =Y T(F(X,Y)).

k=n

Agora observe que

T(FUX,Y) = Y di(X+Y")Y = Y dyV"" P+ XW(X,Y) = F(Y", V) + X (X, Y).

i+j=k i+j=k
Assim,
=Y T(F(X,Y)) ZFk YY)+ Xh(X,Y) = f(Y"Y) + Xh(X,Y).
k=n
Como f(Y"Y) tem ordem au + b, temos que T'(f) é regular em Y de ordem au + b. O

O lema anterior permite apés uma mudanca de coordenadas, se necessario, consi-
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derarmos que uma série é regular em Y.

Agora estamos prontos para apresentar o resultado principal desta secao.
Teorema 1.7. (Preparaciao de Weierstrass) Seja F € K[[X,Y]] reqular em Y de ordem n,
entao existem unicos G, H € K[[X,Y]], tais que F' = GH, onde G é uma unidade e

H=Y"+a(X)Y" ' +.. +a,(X) € K[X]][Y].

Mais ainda, se mult(F') = n, entdo H € polindmio de Weiertrass.

Demonstragao: Tome F = Fy(Y) + Fy(Y)X + F»(Y)X? + .... Queremos encontrar G e

H da forma

G=G(Y)+G (V)X +G(Y)X*+...
H=Hy(Y)+H((Y)X +H(Y)X?+ ...

tais que F' = GH. Isto é equivalente ao sistema
Fy = GoH,
Fy =GyH, + G1Hy
Fy, = GoHy + G1Hy + GyH,
ou seja, F,, = Z G;H;.
i+j=m

Mostraremos como proceder por indugao sobre m.

Se m =0, como F(0,Y)=aY"+ ... com a # 0, entao
Fo(Y) = F(0,Y) = Go(Y)Ho(Y),

onde Hy(Y)=Y" e Go(v) = L8 — o 4 .

YTL

Para m = 1 tomemos H; como a soma dos termos de grau menor que n em Y que
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ocorrem em —GI € K[[Y]] e
k- HG
1 150

G —
1 H,

K¥T).

O elemento Gy estd bem definido ja que eliminamos de Fi(Y') todos os possiveis

termos de grau em Y menores que n. Logo, I} = GoH, + G1H,.

Agora vamos supor que possamos obter G; e H; para todo i < m satisfazendo
F;' == GQHZ + GlHi—l + e + Gi—lHl + GZH()

Provemos que o resultado vale para m. Tomemos H,, como a soma dos termos de grau menor

Fm—(Gle,1+...+G7,L,1H1
Go

que n que aparecem na expressao e

Gy = PG s e 2 Gt ) = Gl gy
0

LOgO, Fm = G()Hm + Gle—l + ...+ Gm—lHl + GmHQ.

Agora apresentaremos um exemplo de como preparar uma série a Weierstrass.

Exemplo 1.8. Vamos aplicar o método descrito no teorema anterior para a sequinte série

de poténcias:

FX,Y) =Y+ (1+ X))V —2X?Y? +4X°V2 (- X" —4X°-3X%—2X3 —2X") Y + X® - X*.
Em primeiro lugar, vamos escrever f, como um elemento de K[[Y]][X].

FX,Y) = (YY) +Y X+ (—2Y3—2Y) X3 2V X (4Y2—4Y) X+ (=3Y +1) XY X" X8,

logo, f(X,Y) =Fy+ F1X + F, X? + F3X3 + Fy X4 + F5X° + Fs X0 + [ X7 + Fg X8,
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Queremos encontrar G e H da forma
G=Go+GX+GX*+... e H=Hy+HX+HX*+...

tais que, f = GH.
0) £(0,Y) = Fy = (Y°+Y*). Assim, Y°+Y* = GoHy e podemos escolher Hy = Y*

eGOZ Y5;4Y4 :Y_'_l.

1) Fi =1 +Y)H, + G Y*. Como Fy =Y*, tomamos H =0 e G, = 1.

2)0=F,=(1+Y)H, + GyY*. Basta tomar Hy =0 e Gy = 0.

3) =2V —2Y? = Fy = (1 + Y)H; + G5Y1. Assim, =227 = Hy + Gy1%. Como

—2f+—y2ya = —2Y +2Y2 —4Y3 4 4Y* —4YO 4 4Y0 —4Y T 4 ..., tome Hy = —2Y +2Y2 —4Y3,

e temos G3 = 4.

4) =2 = Fy = (1+Y)Hy+ (—2Y +2Y2 — 4Y?3) + G,Y1. Como =2 =
—2Y?2 +6Y3 —6Y*4+6Y° —6YC + ..., tome Hy = —2Y? +6Y3, e temos G4y = —6.

5) Fs = 4Y? —4Y = (1+Y)H; + (—2Y? + 6Y?) + G5Y*. Como =26 —
—4Y +10Y2 —16Y? + 16Y* — 16Y° + ..., tome Hs = —4Y +10Y? —16Y?, ¢ temos G5 = 16.

Como se tratam de séries de poténcia, o processo pode continuar indefinidamente,

optamos por parar neste passo. Neste exemplo, aproximacoes para G ¢ H sao:
G=1+Y+X +4X° -6X"+16X° +... e

H =Y (—2Y +2Y2—4Y?) XP 4 (—2Y 2 +6Y?) X - (—4Y +10Y 2~ 10Y*) X°+. .. € K[[X]][Y].

1.3 Lema de Hensel

Nesta secao estabeleceremos um importante critério de redutibilidade em K[[X]][Y].
Denotaremos o grau de um polinoémio P(X) € K[X] por degx P(X), por conveniéncia definire-

mos o grau do polinémio nulo como oo.

O resultado abaixo, indica que o carater redutivel ou irredutivel de um elemento em



1.3 Lema de Hensel 19

K[[X]][Y] se mantém em K][[X,Y]].

Lema 1.9. Seja f € K[[X]][Y] um pseudo-polinomio. Entao f € redutivel em K[[X,Y]] se,
e somente se, f € redutivel em K[[X]][Y].

Demonstragao: Suponha que f é redutivel em K[[X, Y]], entao, existem fi, fo € K[[X, Y]],
nao unidades, tais que f = fify. Como f é pseudo-polinomio, segue que é regular em Y,
bem como f; e f;. Pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass existem U; e U; unidades
em K[[X, Y]] tais que H; = U f; e Hy = Usfy, onde Hy e Hy sdo polinomios de Weierstrass.

Tomando U = U,Us, temos que

Uf = (Uif1)(Uafo) = HiHy € K[[X]][Y].

Como, f = 1f é um pseudo-polinomio, segue da unicidade do Teorema da Preparacao de
Weierstrass que U = 1. Logo, f = HyH, e portanto f é redutivel em K[[X]][Y].

O
Lema 1.10. Sejam p e q dois polindmios nao constantes relativamente primos em K[Y] de
graus m e n respectivamente. Dado um polinomio F € K[Y] com degy (F) < m + n existem
dois polinomios, unicamente determinados g,h € K[Y] com degy(h) < m e degy(g) < n,

tais que

F =gp+ hg.

Demonstragao: Como p e ¢ sao relativamente primos em K[Y] existem polinoémios ¢, 1) €

K[Y] tais que 1 = ¢p + 1pq. Logo, temos

F = Fop+ Fiq. (1.1)

Do algoritmo da divisao para polinomios, temos a existéncia de polinomios r,h €
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K[Y] com degy (h) < degy (p) = m, tais que

Fip = pr+h. (1.2)

Substituindo (L2) em (LI) segue que

F=Fpp+ (pr+h)qg=Fep+prq+ hqg=(Fe+rq)p+ hq.

Pondo g = Fp + rq, temos F' = gp + hq. Note que degy (h) < m, logo resta mostar

que degy (g) < n.

Com efeito, como degy (F') < m-+n segue que degy (F — hq) < m+mn, pois degy (F —

hq) < min{degy (F'),degy(hq)}. Assim, gp = F — hq e

degy (9) + degy (p) = degy (gp) = degy (F — hq) < m +n.

Como degy (g) + m < m + n, segue que degy(g) < n.

Para finalizar a demonstragao basta mostrar que g e h sao Unicos. De fato, suponha
que gp+ hq = ¢'p+ Wq com degy (h),degy (h') < m e degy(g),degy(g’) < n. Como p e q sao
relativamente primos e (g — ¢')p = (b — h)q, segue que p|(h’ — h) o que implica b’ — h = 0,
pois caso contrario, existiria t € K[Y] \ {0}, tal que b’ — h = pt. Assim, (g — ¢')p = ptq, ou
seja, g — ¢’ = tq. Uma vez que degy(g), degy(g’) < n, temos que degy (g — g') < n. Absurdo,
pois degy (qt) > n, ja que degy(q) = n. Logo h' — h = 0 implicando que /' = h e g = ¢'.

Portanto ¢g e h sao Unicos. O

Usando o resultado anterior, podemos apresentar o teorema abaixo conhecido como

Lema de Hensel.

Teorema 1.11. Seja f € K[[X]][Y] monico, tal que f(0,Y) = p(Y)q(Y) onde p,q € K[Y]



1.3 Lema de Hensel 21

sao relativamente primos e nao constantes de graus m e n respectivamente. Entao existem
dois polinomios, unicamente determinados, g, h € K[[X]][Y] de graus m e n respectivamente,

tais que f = gh, com g(0,Y) =p(Y) e h(0,Y) = q(Y).

Demonstracao: Se d = degy (f), entdo como f é monico temos d = degy (f(0,Y)) = m—+n.

Assim, podemos escrever

f=fY)+XAY)+X2HY)+. ..,

onde fo(Y) = f(0,Y) e fi(Y) =0oudegy(f;(Y)) < dparatodo i > 1. Queremos determinar

g(X,Y) =p(Y) + X1 (V) + X2go(Y) + ...

h(X,Y)=q(Y)+Xh(Y)+ X?ho(Y) + ...,

onde ¢;(Y), h;(Y) € K[Y] sdo nulos ou tem grau menor que m ou n, respectivamente, tais

que f = gh. Assim, segue para i > 1, que

fiY) =p(Y)hi(Y) + g1 (Y)hia(Y) + .+ gia(Y)ha (V) + 6:(Y)q(Y). (1.3)

E possivel resolver a equacao [I3) em g;(V) e hi(Y) recursivamente, pois p(Y) e
q(Y') sao relativamente primos. De fato, suponha que temos determinados g;(Y) e h;(Y) de

grau menor que m e n respectivamente para todo j < ¢ — 1, entdo de (L.3) temos a igualdade

p(Y)hi(Y) +q(Y)g:(Y) = fiY) = 1(Y)hioa (V) — ... = gica (V) (Y)

a qual, em virtude do Lema (L.I0), pode ser resolvida de modo unico em g¢;(Y') e h;(Y) de

grau menor que m e n respectivamente, se nao forem nulos.
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1.4 Curvas Algebréides Planas

Nesta se¢ao, introduziremos o objeto central deste trabalho, a saber, as curvas alge-
bréides planas.

Definigao 1.12. Uma curva algebréide plana (f) ¢ a classe de equivaléncia de elementos

nao inversiveis f de K[[X,Y]]\{0} mddulo a relagdo de associados, isto é,

(f) = {uf;u € unidade em K[[X,Y]]}.

Segue da definigdo anterior que (f) = (g) se, e somente se, existe uma unidade

u € K[[X, Y]], tal que g = uf.

Como a multiplicidade de uma série de poténcias é invariante quando multiplicamos
por uma unidade, podemos definir a multiplicidade de uma curva algebréide plana (f) como

sendo a multiplicidade de f.

Uma curva algebréide de multiplicidade 1 sera chamada suave. Quando a multipli-

cidade é maior do que 1, diremos que a curva ¢é singular.

Seja (f) uma curva algebréide plana. Diremos que a curva (f) é irredutivel, se a

série f é irredutivel em K[[X,Y]] . Note que esta nogao independe do representante de (f).

Dada (f) uma curva algebréide plana, considere a decomposicao de f em fatores

irredutiveis em K[[X, Y]]

f:f1f2---fn-

As curvas algebréides planas (f;) para j = 1,...,n, sdo chamadas ramos da curva (f). A
curva (f) serd chamada reduzida, se (f;) # (f;) para todo ¢ # j, isto é, quando f; e f; nao sao
associadas. Varias propriedades de curvas algebrdides planas sao preservadas por mudanga
de coordenadas, ou seja, K-automorfismos de K[[X, Y]]. Isto motiva a préxima definigao.

Definigao 1.13. Duas curvas algebrdides planas (f) e (g) sdo ditas equivalentes, deno-
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tando neste caso (f) ~ (g), se existe um K-automorfismo ¢ de K[[X, Y]], tal que (¢(f)) = (9).
Em outras palavras, (f) e (g) sdo equivalentes se existem um K-automorfismo ¢ e uma

unidade u € K[[X, Y]], tais que o(f) = ug.

No que segue estaremos interessados em explorar propriedades de curvas algebréides
planas irredutiveis, que serao denominadas simplesmente de invariantes, modulo a relacao de

equivaléncia acima introduzida.

Observacao 1.14. Dada uma série f € K[[X, Y]]\ {0}, pelo Lemall.8, existe uma mudanga
de coordenadas ¢ de modo que ¢(f) € reqular em Y e deste modo, seqgundo o Teorema da
Preparacao de Weierstrass Teorema[1.7, existe uma unidade u € K[[X,Y]] tal que up(f) €
um polinomio de Weierstrass em Y . Desta forma, toda curva € equivalente a uma outra cuja

série representante é um polinomio de Weierstrass em Y.

E natural iniciar o estudo de curvas algebréides plana irredutivel a partir do caso

suave, nesta situagao temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.15. Se (f) € uma curva suave, entio (f) ~ (Y).

Demonstragao: Como (f) é uma curva suave, temos que mult(f) = 1, ou seja,

f=aX+8Y +h(X,Y),

com h(X,Y) € M? a#0oufB#0. Se 8 #0, entao f é regular em Y de ordem 1. Assim

pela observacao anterior, temos que

(f) ~ (Y +a(X))

com mult(a(X)) > 1. Considerando a mudanga de coordenadas

¢: KX, Y]] — K[X, Y]]
X — X
Y — Y —a(X)
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temos que p(Y + a(X)) =Y. Deste modo, temos que (f) ~ (Y +a(X)) ~(Y). Sef=0e
a # 0, isto é, f é regular em X de ordem 1, entao a mudancga de coordenadas
v KX, Y]] — K[X,Y]]
X — Y
Y — X
nos mostra que (f) é equivalente a uma curva suave cuja série representante é regular em Y

de ordem 1 e como antes (f) ~ (V).

Suponha que (f) é uma curva algebréide plana de multiplicidade n, entao

fzzjz-

onde cada f; é um polinémio homogéneo em K[[X, Y]] de grau i e f,# 0. Chamamos a curva
(fn) de cone tangente da curva (f). Como qualquer polinémio homogéneo em KJ[X, Y]] se

decompode em produto de fatores lineares, podemos escrever

fn = H CZ'(CI,Z'X + biY)ri,

i=1

onde Zri =n, ¢,a;,b; € Kparai=1,...,5ea;b; —a;b; # 0, se i # j. Deste modo, o cone
i=1
tangente de (f) consiste das retas (a; X + b;Y) com i = 1,..., s e multiplicidade r;. As retas

(a; X + b;Y) sdo chamadas retas tangentes de (f).

Se a curva (f) tem multiplicidade 1, isto é, se (f) é suave, entao o cone tangente (f)

consiste de uma unica reta tangente de multiplicidade 1.



CAPITULO 2

Parametrizacoes de Newton-Puiseux

Neste capitulo nos concentramos no caso em que o corpo base ¢ algebricamente
fechado de caracteristica zero. Neste caso, podemos obter uma parametrizacao de uma curva

algebroide irredutivel utilizando o método de Newton.

2.1 O Corpo de Laurent

Nesta secao, exploraremos o corpo de Laurent, objeto importante para o que seguira.
Seja K((X)) o corpo de fragoes do anel das séries de poténcias formais em uma varidvel K[[X]].
Dado h = % € K((X))\{0}, podemos escrever f = X™u e g = X"v, com m,n € Neu e v

inversiveis em K[[X]].

Assim, temos que

h=X""uw ' = X"w, (2.1)
onde r =m —n € Z e w é uma unidade em K[[X]].

Exemplo 2.1. Considere f =2+ 3X?+ X*+5X% e g = X5+ X® + X" + X® em C[[X]].

Entao,
124 3X2 + X1 4 50
p=d JM2EBX A XHIX]) sy
g~ X+ X + X2+ X0)

ondeu=2+3X*+X1" 45X v=14+X+X?+X3e0 1 =1-X+X'-X°+ X8+,

este ultimo pode ser obtido como na demonstracao da Proposicao 1.1.
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Logo,
h=X"Q2+3X"+ X" +5X)(1 - X+ X' - X° - X®+..)

h=X"72-2X+3X?-3X%4+3X*-3X° +8X%-8X" - X%+ ..)).

Portanto,

2 2 3 3 3 s o3
:ﬁ—ﬁ‘l'ﬁ—ﬁ—l-y—g—i—&)(—&)( —X —l-...,

Da equagao (21)) e do exemplo acima, segue que qualquer elemento h de K((X))

pode ser expresso da forma

h=amX "+ X ™" da X Fag+ar X +an X+

onde m € N e a; € K para todo i > m. Definimos a multiplicidade de h como mult(h) = m,
pondo mult(0) = co. Os elementos de K((X)) sdo chamados séries de poténcias formais

de Laurent. Além disto, note que K((X)) é um corpo, chamado de Corpo de Laurent.
Proposigao 2.2. Se T é um K-automorfismo de K((X)), entao T(X) = X.u(X), onde

u € K[[X]] com u(0) # 0.

Demonstracao: Seja T'(X) = X"u(X), r € Z e v € K[[X]] unidade. Como T é um

homomorfismo temos

TX+X*4+..)=TX)+T(X)+...= X u(X)+ X"u(X?) +....

Se r < 0, temos que T'(X + X% +...) ¢ K((X)). Absurdo, pois T' ¢ um automorfismo. Logo,

r>0.

Como T é K-automorfismo, existe 77! definido por T71(X) = X*v(X), s > 0 e
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v(X) unidade em K[[X]], tal que
X =TT HX)=T(X*v(X)) = X"v(X)u(Xv(X)) = X" *w(X),

onde w(X) € K[[X]] unidade. Assim, rs =1 e w(X) =1, segue que r = s = 1.

2.2 Teorema de Newton-Puiseux

Uma vez que qualquer curva plana é equivalente a uma definida por um polinomio
de Weierstrass em K[[X]]|[Y], é de grande utilidade determinar as raizes deste polinémio no
fecho algébrico de K[[X]][Y]. No restante deste capitulo, vamos considerar char(K) = 0
e denotaremos por K((X)) o fecho algébrico de K((X)). Claramente, K((X)) deve conter
as raizes da equagao Y™ — X = 0 para todo inteiro positivo n, consequentemente deve
conter os elementos da forma X'/™. Deste modo, obtemos extensoes K((X/™)) de K((X)).
Denotaremos por U,, o grupo multiplicativo das n-ésimas raizes da unidade em K. Este

grupo ¢ ciclico e tem ordem n.

Proposigao 2.3. Temos que K((X/™)) é K-isomorfo a K((X)).

Demonstracao: Defina a aplicagao

pr K(XY) — K((X))

ZaiXi/" — ZaiXi.

i>i0 i>i0

1) ¢ é um K-homomorfismo. De fato, sejam f = Z X" e g = Z ijj/" séries em

>—m j>-r
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K((X'™)), sem perda de generalidade suponha r < m, Assim,

i>—m j>-r i>—m

onde ¢; = a; + b; e b; =0 se 1 < —r, ou seja,

@(ZciXi/">:ZciXi:Zal+b ZaZXZ+ZbXJ—go +o(g).

i>—m

Agora, sejam f, g € K((X)), observe que

i>—m j>—r k=—m—r k=—m—r

k
onde ¢, = Z arbi_;. Por outro lado,

t=0

= > aX' ) hX = Y X

i>—m j>—r k=—m—r

k
onde ¢, = E apbi_;. Portanto,
t=0

o(fg) = o(f)e(g).

Seja a € K e observe que

= (a Z aiXi/"> = (Z ozaiXi/”> = Z aa; X' =« Z a; X" = ap(f).

i>—m i>—m i>—m i>—m

Portanto, pelo que foi apresentado acima, ¢ é um K-homomorfismo.
2) ¢ é injetora. De fato, se ¢(f) = ¢(g), entao

S aXi =) bX.

i>—m j=>—r
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Multiplicando ambos os lados por X/", temos Z a; X" = Z ijj/", ou seja, f =g.

>—m j=>-r

3) ¢ é sobrejetora. De fato, seja h € K((X)), entdo h = Z d;X". Logo, basta
i>—m
tomar f € K((X)) tal que f = Z d; X" e teremos p(f) = h.

>—m

Portanto, pelos itens apresentados acima, concluimos que ¢ é um K-isomorfismo.

O

Segue da Proposicao 2.2, que qualquer K-automorfismo o de K((X'/™)) é tal que

(X)) = b, X" para algum b, € K\ {0}.

Lema 2.4. A extensio de corpos K((XV™)) : K((X)) € finita com grupo de Galois G isomorfo

ao grupo U,.

Demonstragiao: Seja o € K((X")) : K((X)) um K((X))-automorfismo. Logo, o(X/") =
b, X'/" para algum b, € K\ {0}. Note ainda que, 07X = (bX"")" = (o(XV"))* =
o((XY™m™) = o(X) = X, pois ¢ fixa os elementos de K((X)). Logo, b? = 1. Portanto,
by, € U, e assim G é finito com n elementos.

Tome h : G — U, uma aplicacio definida por h(c) = b,, onde o(X"/") = b, X'/".

Mostraremos que h definida dessa forma é um isomorfismo de grupos.

Sejam p, o € G, entao
bpoo X" = poa(X™) = p(bs XV™) = byp(XV™) = byb, X ™ = b,b, X",

assim by, = byb,. Logo, h(po o) = bjes = byb, = h(p)h(c). Portanto, h é homomorfismo de
grupos.

Temos que h é injetora. De fato, dados p,o € G suponha que h(p) = h(o), ou seja,

b, = b,. Vamos mostrar que p = 0.
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Seja Z a; X" € K((X)), com a; € K entéo,

p(z a; X" = Z aip( X)) = Z a;b, X" = Z a;iby XM = Zaia(Xi/") = O’(Z a; Xm).

Logo, p = 0. Portanto h ¢ injetora.

Resta mostrar que h é sobrejetora. Uma vez que b, € U,, depende de o, ou seja, para
todo b, € U, existe o € G tal que h(c) = b,, temos o desejado e com isso segue que h é um

isomorfismo de grupos.

Para concluirmos a prova, devemos mostrar que o tnico corpo fixado pelos elementos

de G ¢ K((X)).

Suponha que Z a; X" € K((X'/™)) é invariante pela acdo dos elementos de G, isto
é, dado o € G temos

Z a; X" = U(Z a; Xy = ZaiU(Xi/”) = Z a; X,

7 7

ou seja, ZaiXi/" = ZaigiXi/", para todo ¢ € U,. Logo, a; = ;&' para todo i. Assim,
i i
temos duas situacgoes:

Se a; = 0, entao ZaiXi/" =0 e K((X)).

Se & = 1. Como &' € U,, temos que i = nt, onde t € Z. Assim,
D aX =Y au XM =" au X" € K((X)).
7 t t

Portanto, o corpo fixado por G é K((X)), o que conclui a prova.

O

O lema acima nos mostra que os corpos K((X'/")) estdo todos contidos em K((X)).
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Assim, podemos definir

K((X))" = [JK(X"") ¢ K((X)),

n>1

Os elementos de K((X))* podem ser escritos da forma

) b
o = E bZX‘TL
=1

com f}’—j < Z—E, b; € K, pi,qi € Z, q; > 0, para todo i e o conjunto {p;/q;;i € N\ {0}} admite

um denominador comum.

Se b; # 0, entdao o numero racional % é chamado de multiplicidade de « e é denotado

por mult(a). Por comodidade definimos mult(0) = oco.

Claramente, dados a, 8 € K((X))", temos mult(a.3) = mult(a) + mult(B) e que

mult(axF) > min{mult(a), mult(3)}, com igualdade vélida sempre que mult(a) # mult(3).

Lema 2.5. Temos que K((X))" € um subcorpo de K((X)).

Demonstragao: Sejam f,g € K((X))", entdo existem r,s € N tais que f € K((XV")) e

g € K((X#)), temos que K((X")) c K((X")), pois
f _ Z bZXZ/T _ Z bi(Xi/rs)s e K((Xl/rs))

Do mesmo modo, g € K((X/")).

Como K((X/m%)) é corpo segue que f + g, f.g, f/g € K(X"*)) € K((X))", este

ultimo quando g # 0.

O

Antes de apresentarmos o principal resultado desta se¢ao, introduzimos um lema que

sera utilizado na demonstracao do mesmo.
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Lema 2.6. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e n > 2. Se
PY)=Y"+aY" ?+... +a, € K[Y],
é tal que a; # 0 para algum i =1,...,n, entdo P(Y') admite duas raizes distintas em K.

Demonstracao: Como K é algebricamente fechado temos que K contém todas as raizes de
P(Y). Logo,
PY)=(Y —a)(Y —ag)... (Y —ay),

onde o; € K com i = 1,...,n sdo as raizes de P(Y). Suponha por absurdo que P(Y’) nao
admita duas raizes distintas, ou seja, todas as raizes de P(Y) sejam iguais, isto é, a; = «

parat=1,...,n. Logo,

Assim,

Y"40Y" '+ ... +a,=PY)=(Y —a),

ou seja, a; = (—1)° ( " ) a'ea; =an=0. Comon > 2 e char(K) = 0, segue que a = 0 e
i

a; = 0 para todo i =1,...,n, um absurdo.

Teorema 2.7. (Newton-Puiseuz) Temos que

Demonstracao: No Lema mostramos que K((X))* € K((X)). Basta mostrar a outra
inclusdo. Do Lema 2.4 temos que cada extensdao K((X'/™)) : K((X)) é finita, portanto,

algébrica. Logo, para todo a € K((X))" existe p(Y') € K((X))[Y], tal que p(a) = 0.
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Sendo assim, basta provar que K((X))* é algebricamente fechado. Como em um
corpo algebricamente fechado os tnicos polinomios irredutiveis sao os polinomios de grau 1.

Mostraremos que todo polinomio em K((X))*[Y] de grau maior ou igual a dois é redutivel.

Seja p(X,Y) = ag(X)Y" + a1 (X)Y" P + ...+ a,(X) € K((X))'[Y] comn > 2 e

ag(X) # 0. Podemos, sem perda de generalidade, supor que ao(X) = 1.

Usaremos uma mudanga de variavel para eliminar em p(X,Y’) o termo de grau n — 1

em Y. Isto é feito considerando o K((X))"-isomorfismo

v K(X)Y] —  K((X))'[Z]
Y —  Z —n"tay(X).

Denotemos, ¢(X, Z) = p(p(X,Y)) = p(X, Z —n"'a; (X)) =
=(Z-n"a1(X)"+ a1 (X)(Z —n"ray (X)) + L+ an(X).

Como (Z —nlay(X))"=Z"—nZ" 'n 'y (X)+ - =2"—a (X)) Z" '+ . e ar(X)(Z -

ntay (X)) =a (X)) 2" — (n—1)Z2"2n"tay (X)? + ... temos que
(X, 2)=Z"+b(X)Z" 2+ ...+ by (X).

Se b;(X) = Oparatodoi =2,...,n, teremos que ¢(X, Z) = Z" que é redutivel em K((X))"[Z]

e portanto p(X,Y") é redutivel em K((X))"[Y].

Agora suponha que existe um indice i tal que b;(X) # 0. O préximo passo serd
executar outra mudanga de variavel, transformando ¢(X, Z) em um elemento de K[[W]]*[Z],
onde K[[W]]* = U K[[W*™]. Antes disso, denotamos por u; a multiplicidade de b;(X) e

n>1

defina

u:mm{—,l;2§z§n}.
1
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Seja r com 2 < r < n, um indice para o qual atingimos u, ou seja, u = “* e considere a

aplicagao
v K((X)'[Z] —  K((W))*[Z]
f(X,Z2) +—— f(W", ZWur).

Observe que ¥ é um isomorfismo de K-dlgebras que preserva o grau do polinomio

em Z.
Considere
W, Z) = W‘"“*@b( (X, 2))

— —NUr (W’I"ZWUT)
— nur((ZWUT)n + b2(Wr)Zn—2wnur—2ur + o + bn(Wr))
= Z" 4+ by(WN)Zn72W =24 L+ b, (W)W —mur
= 2"+ (bpy(WHW2u) 202 4 by (W)W e

Assim,

hW,Z2)=2"+> a(W)Z"",
=2

com ¢;(W) = b;(W")W =% Temos que
mult(c;(W)) = mult(b;(W"YW~") = mult(b;(W")) — iu,.
Como u; = mult(b;(X)), temos

mult(b;(W")) = mult(b;(W)") = romult(b;(W)) = r.u,.

Logo, mult(c;(W)) = ru; — iu, > 0. De fato, suponha que exista 2 < i < n tal que
ru; — iu, < 0, entao ru; < iu,, ou seja, % < “= = . Um absurdo, pois u = min{%;2 < i <
Note que ¢,.(0) # 0, pois quando ¢ = r temos mult(c,.(W)) = 0. Observe também

que ¢;(W) € K[[W]]* = U K[[W™], para 2 < i < n. Deste modo, existe um inteiro k tal

n>1
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que

h(Wk Z) = 2" + Xn: a(WHZ"" e K[W]|[2].

1=2

Uma vez que ¢;(W) € K[[W'/P:]], temos que k = mme(p1, ..., pn).

Como ¢,.(0) # 0 e a caracteristica de K é zero, temos pelo Lema que o polinémio
h0,2) = 2"+ ¢(0)2" € K[Z]
=2

tem pelo menos duas raizes distintas em K. Logo, h(0,7) = p(Z)q(Z) e, pelo Lema de Hensel
Teorema [L.T1], existem hy(W, Z), ho(W, Z) € K[[W]][Z] de grau maior ou igual a um em Z,

onde h1(0,Z) =p(Z) e ha(0,Z) = q(Z), tais que

h(W*, Z) = (W, Z)ho(W, Z).

Disto, segue que
V((X, Z)) = W h(W, Z) = W h(WRYE Z) = Wby (WYE 2 ho(WYE, 7).
Como v é isomorfismo, temos que:
(X, Z) = ¢~ (W (WYE, Z2)) ™ (he (Wi, Z))

e P L (WYE Z)) = qi(X, Z) e = Hho(WYE Z)) = qo(X, Z) sdo polindmios em Z de grau
maior ou igual a um, consequentemente ¢(X, Z) é redutivel em K((X))*[Z].

Agora, denotando qo(X, Z) = ¢~ (W™r) e aplicando o K((X))*-isomorfismo ¢!
temos:

p(X)Y) =9 (X, 2)) = ¢ (X, 2)e Har(X, 2)¢p (X, Z)),

ou seja, p(X,Y) é redutivel em K((X))*[Y]. Portanto, K((X))" é algebricamente fechado e
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como K((X))" € K((X)) o resultado segue.

Vamos explorar algumas consequéncias do teorema acima.

Como o grupo de Galois da extensio K((X™)) : K((X)) é isomorfo a U, , (Lema
2.4]), temos que um elemento p de U, age sobre um elemento o = ZbiXi/" de K((X/™))

do seguinte modo:

P*Q_Zb le/nz przXz/n

Lema 2.8. Sejam o € K((X))" \K((X)) e n = min{qg;a € K((X))}. Considerando o
como um elemento de K((X'/™)), temos que & * o # p * a para todo &, p € U, com & # p.

Demonstragao: Como a ¢ K((X)), temos que n > 2. Considere o € K((X/™)) dado por
a=p(XY") = ZbiXi/". Note que,

i>i0

p*Oé—Zb le/nz prXz/n: le/n>

i>10 1210

S*a_zb Xl/nz Zngz/n_(p(gXl/n)

1>10 1210

Suponha, por absurdo, que ¢(pX/") = p(6XY/™). Neste caso, p'b; = £'b; para todo
i e consequentemente p' = £ para todo i, desde que b; # 0. Seja d = mdc(n, ig, iy ...) para

os indices 7; tais que b; # 0.

Temos que, d = 1. De fato, suponha que d # 1, como d = mdc(n, ig, i . . .), terfamos
que n = dn' e iy, = dry para todo s > 0. Logo, a = ZbiXi/” = ZbiXd”/d” =
i>ig 12140
ZbiX”/” € K((X'™)). Mas n" = n/d < n, o que é um absurdo, pois n = min{q;a €
i>10

K((X4))}. Sendo assim, segue que existem b;, # 0,...,b;, #0 e v,v,...,v; € Z, tais que
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vn + vyiy + ...+ i = 1. Como &, p € Uye £ = p' para todo i, segue que

é—l — gvn+v1i1+...+vkik — (é-n)v o (éﬂk)vk — <pn>v o (plk)vk — pvn+v1i1+...+vkik — p17

ou seja, & = p. Absurdo, pois por hipotese £ # p. Portanto, £ x a # p * .

O

O proximo resultado descreve a extensao algébrica principal de K((X)) determinada
por «, isto é, o corpo K((X))(«), obtido pela adjungao do elemento algébrico o ao corpo

K((X)) . Nessa situagao, sabemos que

K((X))(a) = K((X))[o] = {p(a);p € K((X))[Y]}.

Teorema 2.9. Seja o € K((X))" \ K((X)) e escreva a = ¢(XY") = ZbiXi/n; onde
1>10

n = min{q a € K((X9))}. Entdo,

1) K((X))[a] = K((X'/™));
i1) O polinomio minimal de o« sobre K((X)) € dado por g(X,Y) = H(Y — ), onde
i=1

a; = ©(&€XY™) para algum gerador fivo & do grupo U,;

i) Temos que g(X,Y) = Y™ + ay(X)Y" ' + ... + a,(X) € K((X))[Y], onde
mult(a;(X)) > i.mult(a) = i.mult(%nX)), em particular, se mult(a) > 1 (respectivamente
mult(a) > 0), entdo g(X,Y) € K[[X]][Y] serd um polinémio de Weierstrass (respectivamente

um pseudo-polinémio).

Demonstragao: Para mostrar (i), observe que K((X))[a] c K((X'/™)), pois dado 3 €

K((X))[a], temos que

B=ao(X)+ai(X)a+ay(X)a?+ ...+ a.(X)a",
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onde a;(X) € K((X)) c K(XV™) e a = ZbiXi/" e K((X™)). Como K((X'/™)) é corpo,

segue que 3 € K((X™)).
Observe agora as seguintes extensoes de corpos e seus respectivos grupos de Galois.

K((X1™))
U G

Tome ¢ € G, como a € K((X))[a], segue que ¢ *x a = a = Id * a, pelo Lema 2.8, segue
que ¢ = Id para todo ¢ € G, logo G’ = {Id} e assim, |G'| = 1. Dessa forma, [K((X/™)) :

K((X)[a]] = |G'| =1, ou seja, K((Xl/”)) = K((X))[a] como queriamos.
Para demonstrar (ii) observe que g(X,Y) = H(Y — ;) é mobnico e que ; =
i=1
O(E&XY™) = € %, onde U, = {€/;5 = 1,...,n}, ou seja, cada a; é obtido de o pela

acao de um elemento de U,,. Assim,

n

9(X,a) = H(a —q;) =(a—a)(a—ay)...(a—ay).
i=1
Mas, oy, = " x o = 1 x o = «;. Logo, g(X,a) = 0.

Resta mostrar que g(X,Y’) é irredutivel.

Pelo Lemal2.4ltemos que G ¢ isomorfo a U, segue assim que n = |G| = degy (9(X,Y)),

n

pois g(X,Y) = H(Y — ;). Por outro lado, como a extensdo ¢ finita e char(K((X))) = 0,
i=1

segue do teorema fundamental da teoria de Galois, que |G| = [K((X))[o] : K((X))] =

deg(my), onde m, é o polindbmio minimal de «. Assim, deg(m,) = n = degy(9(X,Y)),

seguindo que ¢g(X,Y) é irredutivel e g(X,Y) = m,.

Resta mostrar (iii). Denotemos por S;(Z,...,Z,), para i = 1,...,n, o polinomio
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simétrico elementar de grau ¢ nas variaveis 2y, ..., Z,, ou seja,

Si(Z1y. .., Zy) = > 112
Jc{l,...,n} ¢
B =i

Temos que os coeficientes de ¢(X,Y") sdo dados por ¢;(X) = (—=1)"Si(a, ..., a,) € K((X)).

Deste modo,

mult(a;(X)) = mult((=1)'S;) = mult | (=1) > [ | = min{mut(J] o))}
Jc{l,...,n} ied ied
6] =i

Em particular, mult(a, (X)) = mult(S,) = mult H a; | = n.mult(o). Mas, do item

(ii) temos que
mult(a;) = mult(p(& XY™)) = mult(Eo(XV™)) = mult((XY™)) = mult(a),

para todo j =1,...,ne & € U,. Assim,

mault H a; | =mult(aq) + ...+ mult(a;) = imult(a).

Je{l,...,n}
8 =1

Logo,

mult(a; (X)) > minJ{mult(H a;j)} = imult(a) = i.mult <a"§1X)) :

jeJ
Se mult(a) > 1, entdao mult(a; (X)) > i.mult(a) > i, ouseja, g(X,Y) é um polindomio

de Weierstrass. Por outro lado, se mult(a) > 0, temos que mult(a;(X)) > i.mult(a) > 0
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para todo i e g(X,Y) é um pseudo-polinémio.

O

Como consequéncia do teorema anterior, temos a descri¢ao das raizes de um polinémio

de Weierstrass.

Corolario 2.10. Seja f € K[[X]][Y] um polinémio ménico irredutivel de grau n > 1 e seja

a € K((X))" uma raiz qualquer de f. Entao,

i) min{q; o € K(XY))} = n.
ii) Sendo os a;s do TeoremalZ9, temos que f(X,Y) = H(Y — ).
i=1
iii) Se f € K[[X]][Y] € um polinomio de Weierstrass (respectivamente um pseudo-

polinémio), entdo mult(a) > 1 (respectivamente mult(a) > 0). Em particular, o € K[[X/"]].

Demonstragdo: Pelo Teorema 2.9, se a = o(X?) € K((X))" com p = min{q;a €
K((X'/7))}, entdo temos que o polinémio minimal de a tem grau p, mas como f se anula em

a é monico e irredutivel, segue que f é o polinémio minimal de «, assim p = n = degy (f).
Os itens (ii) e (iii) seguem diretamente do item anterior e do Teorema [2.9]
O

Corolario 2.11. (Teorema da funcao implicita de Newton) Seja f(X,Y) € K[[X, Y]] irre-

%(0,0) # 0, entdo existe o(XV") € K[[X'/"]]

tal que f(X,o(XY™)) = 0. Além disso, qualquer o € K[[X"]] satisfazendo f(X,a) =0 ¢

dutivel de multiplicidade n e suponha que

da forma a = @(EXY™) para algum € € U,.

1

0
8Y]:L # 0 e f(X,Y) tem multiplicidade n, temos que f(X,Y) é

regular de ordem n com respeito a Y. Segue do Teorema da Preparacao de Weierstrass que

Demonstragao: Como

existem U € K[[X, Y]] inversivel e A, Ao, ..., A, € K[[X]] unicamente determinados tais que

fU=Y"+ A (X)Y" + . + A,(X) e K[[X])[YT,
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com mult(A;(X)) > i paratodoi=1,...,n.

Como f ¢ irredutivel em K[[X, Y]] segue que fU também ¢é irredutivel em K[[X, Y]]
e pelo Lema [[I] segue que f.U é irredutivel em K[[X]][Y]. Tome a € K((X))" uma raiz
qualquer de f.U. Como f.U é ménico, segue do Corolario 2.10, que « € K[[X'/"]]. Como U

¢ inversivel e f(X,a).U(X,a) =0, segue que f(X,a) = 0.

Sabemos que o grupo de Galois G da extensdao K((X/™)) : K((X))) é isomorfo a

Upn, pelo item (ii) do Corolario 210, temos que f(X,Y) = H(Y — ), onde a; = 'k =
i=1
(&' XY™) com ¢ € U,.
U
Observacao 2.12. Como o anel K[[X]] € um dominio de fatoragao unica com corpo de
fragoes K((X)), seque do Lema de Gauss, que todo polinomio irredutivel em K[[X]|[Y] €
irredutivel em K((X))[Y].

2.3 Parametrizacao de Newton-Puiseux

Os resultados da secao anterior permitem introduzir a nocao de parametrizacao de

ramos planos.

Seja f = ZE € K[[X, Y]] irredutivel com F; € K[[X, Y]] homogéneo de grau i e

F, # 0.

Se f é regular em Y, entao podemos escrever
f=a)Y"+aY" ' 4. 4a, + Y R(X,Y), (2.2)

com a; € K[[X]], mult(a;) > i para todoi=1,...,n, ay(0) # 0 e h(X,Y) € K[[X,Y]].

Proposicao 2.13. Seja f € K[[X,Y]] uma série de poténcias irredutivel de multiplicidade

n e reqular em Y. FEscrevendo f como em (2.3), temos que as sequintes condi¢oes sao
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equivalentes:
i) O cone tangente de (f) é (Y™);

i) Para todo i > 1, temos mult(a;(X)) > i;

Demonstracao: i)= ii) Suponha que (Y™) é o cone tangente de (f), entdo f é regular em

Y. Assim, f pode ser escrito na forma
f=aY"+aY" '+ .. +a, +Y"TLA(X,Y),

com a; € K[[X]], ap unidade, h(X,Y) € K[[X, Y]] e mult(a;) > i para todo i = 1,...,n.
Devemos ter mult(a;) > i, para todo i = 1,...,n, pois caso contrario, o cone tangente de f

nao seria (Y™).

ii)= i) Imediato.

Note que a proposicao anterior nao depende da caracteristica do corpo K.

Sejam f € K[[X, Y]] irredutivel de multiplicidade n e regular em Y como em (2.2)),
p(X,Y) € K[[X]][Y] um polindémio de Weierstrass de grau n associado a f e a = p(X/") €

K[[X'"]], onde n = min{q € N;a € K((X'7))} tal que, p(X,a) = p(X, p(X'/")) = 0.

Se denotarmos T' = X'/™  entdo temos (T € K[[T]] e

F(T",o(T)) = 0= p(T", (T)).

Neste caso, dizemos que
X=1"
Y =p(T)=> bl (2.3)

i>m

com b, € K\ {0}, é uma parametrizacao de Newton-Puiseux para o ramo (f). Note
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que qualquer outra raiz de p(X,Y’) fornece outra parametrizacao (7", (T)) para (f) onde
W(T) = p(&T), com & uma raiz n-ésima da unidade. Além disto, como vimos, estas sao as

tnicas parametrizagoes de (f) da forma (7™, (7).

Observe que a condi¢do n = min{q € N;a € K((X¥))} e f(X,a) = 0 indica que
em uma Parametrizagdo de Newton-Puiseux como em (2.3), n e os indices i's para os quais

b; # 0, sao relativamente primos (ver demonstragao do Lema [2.8]).

Note também que pelo Coroléario 2.0 temos que

multy (p(T)) = multx (o(XY™)") = n.maultx (o) > n.

Em particular, se o cone de (f) é (Y"), entdo pela Proposigao e Teorema
item 3 temos
multr(o(T)) = multy (a, (X)) > n.
Como a = p(X") = Z b; X" com by, # 0, segue que mult x (o) = T Assim, multr(o(T)) =

i>m
n.multy (o) = m.

Se f é regular em X, entao temos os mesmos resultados apresentados, apenas tro-

cando o papel de X por Y.

Uma questao natural que surge é: como obter uma parametrizacao de Newton-
Puiseux para uma série f(X,Y) € K|[[X,Y]] irredutivel dada? Nosso préximo passo ¢ a-
presentar um algoritmo introduzido por Newton que permite responder tal questao. Antes

porém, vamos apresentar um conceito que nos auxiliard na conquista de nosso objetivo.

Definicao 2.14. Seja f(X,Y) = angXo‘Yﬁ € K[[X,Y]]. Chamamos de Poligono de

a,B
Newton de f a poligonal convera determinada pelos lados Ly, Lo, . .., L, C R2 satisfazendo

as sequintes propriedades:

1) Para todo L;, existe (o, ;) com ca,5, # 0 que pertence a L; ou se localiza acima
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de IzZ

2) Eziste ao menos um par (o, 3;) e (o, B;) que pertencem a cada Ly, com ca,p,.Ca;; 7

3) Nenhum par (a, ) com cop # 0 se localiza abaizo de algum L;.

Podemos também definir o Poligono de Newton de f como sendo a poligonal convexa
que delimita o fecho convexo em R? do conjunto S = {(av, 8); cag # 0}.
Exemplo 2.15. Seja f(X,Y) =Y* - 2X3Y2 4+ 4X1Y — X5+ X5, O poligono de Newton de
fé

\

Figura 2.1

No que segue, vamos apresentar um algoritmo para obter uma parametrizagao de
Newton-Puiseux de uma curva algebréide plana irredutivel (f) utilizando seu Poligono de

Newton.

Teorema 2.16. (Método de Newton) Eziste um algoritmo que permite obter uma parametriza-

¢ao de Newton-Puiseux de uma curva (f) até a ordem desejada.

Demonstragao: A demonstracao consiste em exibir etapas que permitem obter uma
parametrizacao de Newton-Puiseux para uma curva (f) a partir de um representante, que
em virtude da Observacao 1.15, pode ser considerado como um polindmio de Weierstrass nao

nulo

FXY) =Y "+ a(X)Y" 4 an(X).
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Lembremos que uma parametriza¢ao de Newton-Puiseux ¢ obtida de uma raiz y € K((X))"

de f(X,Y).

Escrevamos

Yy = ClX“fl + C2X’71+’Y2 + ch“/1+“12+“13 +...,

com ¢; # 0, e vy € Qp. Se escrevermos y = X" (¢ + y1) com y; = o X7 + g X727

entao temos
0=f(X,y) = f(X, X" (er+ 1) = (X (er +91)" + ar (X)X (1 +51)" 7+ .+ an(X).
Como

l
l i l—1
(1) = ( ; ) yic = ¢+ h(y)

1=0

com h(0) =0, entdo 0 = f(X,Y) se expressa como
0=X""c" 4+ ay (X)Xt L X)X2Mme=2 4 40, (X) + gu(X, ),

onde cada termo de g; (X, y;) tem ordem maior que a ordem de um termo da forma a; (X)X},

parai=1,...,n. De fato, denotando
hi(X) = X" 4 ap (X)X M7=l g (X)X =2men=2 1 4 q,(X),
temos
a;(X)(X " (e1 +y1)" = ai(X) X7 (e} + h(y1)) = ai(X)X e + ai(X) X h(yr).
Assim, um termo qualquer de g;(X,y) é um termo em a;(X) X h(y;) e

mult x (a;( X)X h(y1)) = o +iy1 + multx (h(y1)) > a; + iy = multx (a;( X)X L),
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onde o; = multx(a;(X)) e c; € K\ {0}.

Para que y seja raiz de f(X,Y) devem haver ao menos dois termos da seguinte forma
a;( X)Xt que se cancelam. Em particular, os que atingem a menor ordem em hy(X), ou

seja, existem j e k tais que
aj + i =oap+kyn <o +im

para todo i = 1,...,n. Além disso, se a;(X) = b; X% + ... com b; # 0, entdo a soma dos
coeficientes de todos os termos da forma a;(X)X™ ¢! que atingem a menor ordem deve ser

zero. Logo,

plcr) = Z bici = 0. (2.4)

Q;+iy1=05+jM1
Note que os monémios que formam p(c;) sdo na verdade os coeficientes dos termos

que compoe o cone tangente de hy(X).

Para determinar 7; usaremos o poligono de Newton de h;(X) , onde

hi(X) = +ai(X)e! ™ + aa(X)eP > + ..+ an(X).

Note que cada lado do poligono de Newton considerado, contém ao menos dois pontos (¢, j)

k—j
ap—a;’

e (ax, k). Além disso, o coeficiente angular da reta suporte deste segmento é m =
Assim,

1 1.
o — —k=a; — —7J.
m m

Isto sugere um modo de obter os possiveis valores para ~;, a saber, estarao entre os valores
=L onde m é fici lar d d 0 i
—, onde m ¢é um coeficiente angular da reta suporte de um segmento que compoe o poligono

de Newton de h;(X). Como queremos obter ~; e este é tal que

aj+ gy < o i
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para todo ¢ = 0,...,n, temos que
Q; — Q; | — 1 1 -1 | — 14 -1
7 < — .j<:>j <—«< —< J =m=7 < —.
J—1 Q; — Oy 4! et a; — m

Deste modo escolhemos v, = _Wl, onde m é o menor coeficiente angular dos segmentos que

compdem o poligono de Newton de (X)), considerado nas varidveis ¢; e X, que coincide com
o poligono de Newton de f(X,Y). Deste modo, obtemos 7; e consequentemente podemos

obter o polinomio p(c;) exibido em (2.4)).

Como o polinémio p(c;) contém ao menos dois termos (os associados aos extremos
do segmento de menor inclinagdo no poligono de Newton) e K é algebricamente fechado, o

polinémio p(cy) possui a0 menos uma raiz nao nula, que tomamos como valor de ¢;.

Tendo obtido ¢ e 7;, podemos obter ¢; e v; do mesmo modo, observando que devemos

ter 7; > 0. De fato, para determinar ¢y e v, lembremos que

Y=o X7+ X1 = X (e ),

onde y; = X7 + 3 X728 + | Assim,

0= f(X,y) = F(X, X" (c1 +11)) = h(X) + g1(X, 1),

onde hy(X) ¢é formado por termos em X e ¢;. Como observamos anteriormente temos que

em ¢g1(X,y;) todos os termos tem ordem em X maior do que um termo de hy(X).

Considere p11 = min{a;+iv, }. Assim, podemos escrever 0 = f(X,y) = X* f1(X,y1).
Assim, basta repetir o argumento para fi(X,y;) tomando y; = X"(cy + yo), onde yo =

s X3 4 ey X3

Agora devemos garantir que as condigoes mencionadas sobre y se concretizam. Ini-

cialmente vamos mostrar que o menor coeficiente angular do poligono de Newton de f1(X,y)
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é negativo, ou seja, 7, serd positivo. Além disso, devemos garantir que y € K((X'/™)) para
algum n € N*, ou seja, deve haver ~; tal que para todo «; com j > i os denominadores de ;

e 7, sejam iguais.

Considere o poligono de Newton de f(X,Y’), mais especificamente o lado com o
menor coeficiente angular e sejam («y,1) e (ay, k) os pontos extremos deste lado, tal que
i > k. Assim, pu; = a; + i1 = ag + ky1. O poligono de Newton terd um lado (segmento) da

forma

ou k

\/

Figura 2.2

ag—a; _p

Temos v, = = £, com mdc(p, q) = 1.

Sem perda de generalidade podemos considerar ¢ > 0. Note que se (o, [) pertence

ao lado de extremos (ay,1) e (ag, k), entao

I —k YT

Como ¢ 1 p, temos que ¢q|(l — k). Logo, | = k+ qr; e como [ > k e ¢ > 0, temos que r; > 0.

Desta forma, podemos escrever p(c;) como

ple) = D b,

o tjy1=p1
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onde j = k 4+ gr;. Assim,
k+qr; ri
pler) =Y by 7 = b bi(el) = cielel). (2.5)
J J

Observe que o grau de p(c;) em ¢; é i, pois i > j > k para todo indice j tal que
1 = o; +1iy1 = o + jy1. Como 7 é o extremo do lado de menor coeficiente angular do
poligono de Newton, podemos escrevé-lo como i = k + ¢r;. Deste modo, ¢(c]) tem grau em
¢f igual a r;. Como i > k,q >0er; = %, temos que o grau de ¢(cf) em ¢f é positivo e

®(0) # 0, pois k = k + qry o que implica que 7, = 0.

Agora, se ¢; é uma raiz de multiplicidade e > 1 de ¢(27), entao podemos escrever
¢(27) = (2 — a1)¥(2) (2.6)

com (cy) # 0.

Além disto, note que
Ji(Xoy) = X (X, X (etyn)) = X7 (an(X) +an 1 (X)X (ertyr)+. - A+ X" (er+1)")

=X (X)X e ) XY 0 (X)X e+ )
oj+jvi=p1 g tim>m

*

Iremos agora analisar a parte selecionada, que denotamos por ¥, lembrando que

CLj(X) = ijaj + bj+1Xaj+1 + ... ASSil’Il,

k=X N XTI (e ) XD (a(X) = X)X (er + ).

o +jvi=p1 o Fjvi=p1
A - ~~ -
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Veja que a nova parte selecionada, usando (2.5]) e (2.6) se resume a
XN p X e +p) = Y bilen+yn) = plen+yr) =
ajtjrn=p1 aj+jvi=p1

(e1 +y1)*o((cr +y1)?) = (cr +y1)"(er + y1 — c1) (e + 1) =

k
k —s,,8,.€ e -1 e e
= (Z < s ) G ysyi(er + y1)> = (Fy + k1t 4y (e + ).

s=0

Observe que
w w

V(e +y1) = Zﬁz(cl +y1)° = Zﬁz(cf + y160(c1 + 1))

z=0 z=0
= Z B.ci+ Z B.0(ci +y1) = ¥(c1) + yipler +y1),
z=0 z=0

onde 3, € K, 0(c1 + v1), p(c1 + 1) € Kleg, y1]. Assim, recuperando a expressao de f1(X, y)

temos

A y) = (v + kel i 4+ yi ) (W) + yip(en + 1)) + 9(X, vn)

= deyf + derryi T+ duyl + 9(X,w),

onde d, = ck(c;) # 0. Como f tem graun em y e f(X,y) = X*.f1(X,y1), segue que f

tem grau n em y; e assim
Fi(X, 1) = do(X) + di(X)yn + do(X)yi + -+ de(X)yf + dea(X)yi ™ + .+ du(X)yi

Se dy = 0, entdo y; = 0 é raiz de f; e y = x]'¢; é raiz de f. Caso contrério, isto é, se

do(X) = bp X + ... com by # 0, entao

ordxd,(X) =0
ordxd;(X)>0;i=0,...,n
ordxd;(X)>0;i=0,...,e—1
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Agora analisemos o poligono de Newton de f; (X, y1).

(aO’ O)

Figura 2.3

Se o poligono de Newton de f;(X,y;) tiver mais de um lado, que ocorre se dy # 0,
entao e = e; > [y, onde [; é a projecao vertical do lado de menor inclinacao do poligono de
Newton. Neste caso existe um lado do poligono de Newton de fi(X,y;) com inclinacdo m
negativa. Assim, teremos 7, > 0, pois v, = % O mesmo argumento garante que y; > 0

para todo ¢ > 1.

Para completarmos a demonstragao, devemos mostrar que o resultado desse proce-
dimento realmente fornece um elemento y € K((X))", isto é, um elemento de K((X'/*)) para
algum s > 1. Para tanto recordemos que p(c;) = cf¢(cl), onde v, = £ com ¢ > 0. Além

disso, ¢ tem grau % >0 em cf e $(0) = 0, entdo deg(¢p) < i —k em ;.

Sendo ¢; uma raiz de ¢(z49) de multiplicidade e; > 1 e [y = i — k é a projegao vertical

do lado de menor inclinagao do poligono de Newton de f, temos [y > e;.
Para os argumentos finais, em cada passo denote:
e ¢; 0 extremo do lado de menor inclinacao no poligono de Newton de f;.

e [; o comprimento da projecao do lado de menor inclinacao no poligono de Newton

de f;. Assim, [ > ey > 11 > e3>y > e3> 13> ...
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No entanto, nao podemos ter uma infinidade de desigualdades estritas pois e; > 0
para todo ¢. Assim, existe um indice ¢, onde e; = [; para todo j > ¢. Logo, o poligono de
Newton de f;(X,Y;) tera apenas um lado.

A

Figura 2.4

Desta forma para todo j > i, temos
; e; - €j s ei—s €5 e;
B(2%) = (2 — ¢;)9i(2) =d Y ( ! ) 2 (=) = de (-1 + ...
s=0

Como char(K) = 0, d # 0, pois ¥;(c;) # 0 e ¢ # 0, temos que d, (X) = dc;’ (=1)% # 0.

Temos que o grau de ¢(z%) em z é % ee; <i—k. Comoi— k=1, temos

1—k L
€j§ ) :4:>€j§6ij§lj.
qj qj

Mas e; = [;, assim ¢; = 1 para todo j > 1.

Lembrando que

_h _ P2 _ P _ Pina1
M=% = - Yi = Vi1 = y e et
G g2 i 1
temos que Y1, Y2, .-, %is- -+, Y, Vj+1 admitem denominador comum, a saber

s =mdc(q1, g2, -+ Gio1)-
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Portanto y € K((X+)) C K((X))*.

Exemplo 2.17. Vamos obter uma parametrizacao de Newton-Puiseuz para a Ssérie
FX,Y)=Y*—2X3%? —4X°Y + X0 — X7,
Sejay =1 XM 4 X2 4+ = XM (¢ 4+ yp) uma raiz para f(X,Y), onde
Y1 = X" 4 cg X2

entao

0=f(X,y) = (X, X" (c; + 1)) = (XM —2X3X2Me? —4XPX ey + X0 — XT) +

- -

h1(X)

AX ey + 6 XY 4 AX ey + Xyt — AXPX P ey — 2X3X P2 — AXP XYy

O poligono de Newton para hi(X) é:

23 N
ol _\—\T(\?)’ 2)
1 ————— :— —\-\ 3(5, 1)
1 I\; »
3 5 6 7 Q;
Figura 2.5

Vemos que os pontos {(0,4), (3,2),(6,0)} pertencem ao lado do poligono de Newton,

e o coeficiente angular desse lado é my = %2 Como v, = ;1—1, temos que y; = %
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Para encontrar c¢q, basta calcular as raizes de

p(cl) = § blcjla
ajtivi=p
onde 0s bic} sdo os coeficientes dos termos que correspondem aos pontos pertencentes ao lado

do poligono de Newton de menor coeficiente angular. Assim,
ple)) =cf =22 4+1=0

e obtemos ¢; = £1.

Sendo assim, temos v, = 3 e adotaremos ¢, = —1. Substituindo esses valores em

2
f(X,y) obtemos

FOCX3 (=14 1) = XO((—1 +31)" — 2(=1 + 1)*42X 2 (—1 +y) + 1 — X)

f1(X,y1)

=yt —4yd +4y? — AX 3y, 44X

Agora, tome y; = X2 (ca + yo), onde yo = c3 X 4+ ¢, X ¥ + .. e repita o processo, mas

agora para fi(X,y1).
fl (X, AX"y2 (CQ + y2)) = X4’Yz (CQ + y2)4 — 4X372 (CQ + y2)3 + 4X272 (CQ + y2)2 — 4X%X’Y2 (CQ + yg)—l—

—|—4X% _ XMQc;‘ + 4X47263y2 + GXMQng% + 4X47202y2 + X4’Y2y;l _ 4X372c§ _ 12X372c§y2+

—12X¥ ey — AXPPB 4 AXTPE 4 8X P eyys + AX T2y — AX2 X0y — AX 2 X Py + 4X 2,
Logo, obtemos

ho(X) = X¥2ch —4XP2 3 4 4X2122 — AX2X ey + 4X 2,
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i A
4e
3
2
1\
05 Oéi=
Figura 2.6
Através do poligono de Newton de ho(X), obtemos mq = —4 e consequentemente,

Yo = i. Calculando as raizes do polinémio p(cy) = 4ck — 4, obtemos c; = *1 e podemos

escolher co = 1. Para encontrar os demais termos, procedemos de forma andloga.

Como y = c1 X" + co X172 4 | substituindo os valores encontrados obtemos
Y = X2+ X7+,
Tomando X1 = t, obtemos uma parametrizacao de Newton-Puiseux da forma

X =t
Y = 6474+ ...



CAPITULO 3

Parametrizacoes de

Hamburger-Noether

No capitulo 2 vimos como obter uma parametrizagao de Newton-Puiseux para uma
curva algebréide plana irredutivel (f) a partir de um representante f € K[[X, Y]] dado por
um polinomio de Weierstrass quando a caracteristica de K é zero. Neste capitulo, consid-
eramos corpos de caracteristica arbitraria. Apresentaremos as chamadas parametrizagoes
de Hamburger-Noether, que como veremos, no ultimo capitulo, corresponde a uma forma
adequada de proceder o estudo de curvas planas, no que diz respeito a equisingularidade

quando o corpo considerado tem caracteristica arbitraria.

3.1 Resolucao de Singularidades de Curvas Planas

Iniciemos esta secao com um conceito fundamental para o seguimento do trabalho.

Defini¢ao 3.1. Uma transformacao quadrdtica do anel K[[X,Y]] em K[[X1,Y1]] € um

homomorfismo de K-dlgebras definido por

o: K[X,Y]] — K[[X;,Y]]
X — X1
Y — X1
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ou por
i K[X,Y]] — KXy,
X — X1
Y — Y.

Essas transformagoes nao sao inversiveis, mas definem um isomorfismo entre K((X,Y"))

e K((X1,Y1)), respectivamente o corpo de fragoes de K[[X, Y]] e K[[X7, Yi]].

A transformacao por o de

F(X,Y) =) F(X,Y) € K[[X, Y]],

onde F; € K[[X, Y]] é um polinémio homogéneo de grau i, é o elemento de K[[X7, Y]] definido

por

o(f) = f(X1. XiV1) = D Fi(X1, XiY1) = X7 >~ X" F(1L,Y).

A série o*(f) = X%la(f) = X%lf(Xl, X1Y1), onde n = mult(f), é chamada de transformada
estrita de f por o e serd denotada por f). O préximo teorema apresenta propriedades

relacionadas a transformacao estrita de uma série de poténcias em KJ[[X, Y]].

Teorema 3.2. Sejam f e g elementos de K[[ X, Y]].

i) o*(f) € inversivel em K[[ X1, Y]] se, e somente se, (f) € reqular em X, isto é, a

forma inicial de f € da forma F,, = cX" + ..., onde c € K\ {0}.
i) o*(fg) = o*(f)o*(g):
iii) mult(o*(f)) < mult(f);

iv) Se f € um polinomio de Weierstrass em K[[X]|[Y] de grau n com cone tangente

(Y™), entao o*(f) € um pseudo-polinémio de grau n em Y,

v) Se f € K[[X]][Y] € um polinémio irredutivel de Weierstrass de grau n, entao

o*(f) € irredutivel ou uma unidade.
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Demonstracao: i) Se escrevermos f(X,Y) = Z F;(X,Y), entao temos que

o (f) = X%U(f) - X%f(Xl,le = S XRELY),

Se o*(f) é inversivel em K[[X7,Y1]], entao mult(c*(f)) = 0 e F,(1,0) € K\ {0}.
Como

entao

o(Fy(X,0)) = XIF,(1,0) = cX + ...,

onde ¢ € K\ {0}. Entao F,(X,0) = cX™+ ..., ou seja, f é regular em X.

Por outro lado, se f é regular em X, entdo F,(X,Y) =cX" 4+ ... com ¢ € K\ {0}.

Logo,
F,(L,Y)) = o*(Fo(X,Y)) = —0(F,(X,Y)) = —

Assim, mult(c*(f)) = 0, ou seja, a*(f) é inversivel.

ii) Observe que o*(h) = ﬁh(Xl, X1Y1), onde my, = mult(h), assim
1

1 1 1
o* = ——fg(X1,X1Y1) = ——- (X1, X0 Y1) g( X1, X1 Y1) = 0™ (f)o*(g).
(f9) Xinﬁmgfg( 1, X1Y1) leXlgf( 1, X1Y1)g(Xy, X1Y1) (f)o*(9)

iii) Temos que o*(f) = ZX{‘"Fi(l, Y1) e em F,(1,Y]) existem monoémios de grau
menor ou igual a n = mult(f) :_deg(Fn(X, Y)). Como mult(c*(f)) = deg(F,.(1,Y1)) e os
monomios de F,(1,Y7) ndo podem ser cancelados com outros mondmios de o*( f) porque os

demais monomios sdo multiplos de X7, segue que mult(c*(f)) < mult(f).

iv) Seja f = Y"+a; (X)Y" ' +.. . +a,(X) € K[[X]][Y] um polindomio de Weierstrass
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com cone tangente (Y), isto é, mult(a;(X)) > ¢ para todo i =1,...,n, temos que

1 1 1
o (f) = X—?U(f) = X—{Lf(Xlalel) = X—{L(X?Yln + a1 (X)) (X Y1)+ 4 an (X))

al(Xl)}/in_l a2(X1)Y1"_2 an(X1>
=Y" o .

Ty, T xr Tt Txy
CL,L'(Xl)

) > 0. Portanto o*(f) é um pseudo-polinémio de grau n em Y;.
1

Note que mult(

v) Temos que

fXY)=Y"+a(X)Y" ' + ..+ a,(X) € K[X]][Y]

com mult(a;(X)) >1ie

aq (Xl)

Yl
Y, W +... 4

o (f) =Y"+

com mult (%) >0 paratodoi=1,...,n.
1

Assim, o*(f) é regular em Y; de ordem m < n, onde

k(X
m = min {k;mult (a;}i(fl)) = O} .

Se m < n, entdo podemos escrever o*(f) = ug com u = a”}”{&Xl) =a+... € K[[X;]]

unidade e g € K[[X;]][Y1] regular em Y; de ordem m.
Como U*(f) = %7 isto é7 f(XlaXl}/l) - XlrLO-*(f) = X{Lu(Xla}/l)g(Xla}/l)a

escrevendo X|' = X1 " X{" e usando que X = X; e Y = X Y) temos

FIX,Y) = X my <X, %) X™g (X, %) :

Uma vez que X" ™y (X, %) = aX"™™+ ... e X™g (X, ¥) € K[[X]][Y] é regular em Y de
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ordem m e f é irredutivel, a tinica possibilidade é que m = 0, isto é, o*(f) é unidade.
Se m = n, suponha que o*(f) = gh com g, h € K[[X1]][Y1] regulares em Y] de ordem
my > 0 e my > 0 respectivamente. Note que o*(f) é regular em Y] de ordem n = my + mo.
Como no caso anterior, podemos afirmar que f(X,Y) = X™g (X ) X™2h ( , X)
com X™g (X, X), X™h (X, %) € K[[X]][Y] sdo regulares em Y de ordem m; e my respec-

tivamente. Mas neste caso, f seria redutivel, uma contradicao.

O

Corolario 3.3. (Lema da Unitangente) Seja f € K[[X]][Y] um polinémio de Weierstrass de

grau n, entdo o cone tangente de f é da forma (aY + bX)™.

Demonstracao: Escreva f(X,Y) = f,(X,Y)+ fora (X, Y)+. .. com fr(X,Y) € K[[X, Y]]

homogéneo de grau k. Temos que

n (X1, X1Y) w1 (X1, X1V
fa(Xa 11)+f+1(1 11)+

()= ¥

Note que se fi(X,Y) = Z ai; X'Y7, entdo f’“(X;(iﬁYl Z ai XEyI
i+j=k i+j=k
Deste modo,

fal1,Y1) = ‘Z ai;Y{ = 0" (£)(0,Y1) € K[V1] \ K.

Pelo item (v) do teorema anterior o*( f) é irredutivel, assim, pelo Lema de Hensel, temos que

o*(f) = (aY1 +b)" e assim f,(X,Y) = (aY +bX)".

O

Seja K um corpo algebricamente fechado arbitrario e seja f um elemento do ideal

maximal M = (X,Y) de K[[X,Y]]. Definimos o anel local da curva (f) como sendo o
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quociente
KX, Y]]
fy

Se h € K[[X, Y]], denotaremos por h a classe residual de h em Oy.

Oy =

Proposigao 3.4. Seja f € K[[X]][Y] um pseudo-polinomio em 'Y de graun. Entio Of é um
K[[X]]-mddulo livre de posto n gerado pela classe residual y* de Y comi=0,...,n—1 em

O;. Em outras palavras,

O =K[XeK[X]ly® ... & K[X]y"

Demonstragao: Sejam g, f € K[[X, Y]] tais que f = Y" +a;(X)Y" ' +...+a,(X). Note
que, se dividirmos g por f obtemos g = ¢f + r com r € K[[X]][Y] de grau menor que n em

Y, ou nulo, ou seja,

g=qf +co(X) +canr(X)Y +... +a(X)Y" N

Assim,

G=qf +7=0+co(X)+ a1 (X)y+ ...+ (X)y" L.

Entao B ={1,y,...,y" '} gera O; como K[[X]]-mddulo. Agora se

em Oy, entao,
b (X) 4+ by (X)Y + .+ 0 (X)Y" L = bf

hf = (ba(X) + byt (X)Y + ..+ by (X)Y") = 0.

Como 0.f + 0 = 0 temos pela unicidade do resto no algoritmo da divisao que b,(X) +

b1 (X)Y + ...+ b (X)Y"! = 0. Portanto, {1,y,...,y" '} é linearmente independente
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sobre K[[X]] e portanto é base de Oy.

O

Proposigao 3.5. Seja f € K[[X]][Y] um polindmio de Weierstrass irredutivel de grau n =

mult(f) e fO = o*(f) a transformada estrita de f, entdo
Of C Of(l)
com igualdade se, e somente se, n = 1.

Demonstracao: Como f € K[[X]][Y] é um polinomio de Weierstrass de grau n, temos pelo
Teorema 3.2 que f € K[[X]][Y] é um pseudo-polindmio de grau n irredutivel. Assim temos,

Oy = K[[X]] + K[[X]]y + ... + K[[X]]y" " e Oy = K[[Xu]] + K[[X1]Jys + ... + K[[Xu]Jyr "

Como X = X; e Y = X Y], temos que

n—1 n—1
Or = ZK[[Xl]]Xiyi C ZKHXl]]yi = O
=0 =0

com igualdade se, e somente se, n = mult(f) = 1.

O

Os resultados anteriores permanecem véalidos se trocarmos a transformacao quadratica

o por 7 dada na Definicao B.1l

Dado f € K[[X]][Y] um polinomio de Weierstrass irredutivel regular em Y, entao
temos Oy C Q). Pelo Teorema temos que f( é um pseudo-polinémio de grau n
irredutivel, fazendo uma mudanca de coordenadas, se necessario, podemos considerar que
fM ¢ regular em Y; e apdés o Teorema da Preparacio de Weierstrass, considerar f() um
polindmio de Weierstrass irredutivel regular em Y. Assim, pela proposicao anterior temos

que Ofu) C Of(z).
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Deste modo, temos uma sequéncia ascendente de K[[X]]-md6dulos

Of C Ofu) C Of(z) C....

Como cada Oy ¢ Noetheriano, temos que existe um indice N tal que Oy = Opw+1) €
assim mult(f™)) = 1, ou seja, aplicando o processo anteriormente descrito, obteremos apés

um numero finito de etapas, uma curva suave.

Como as multiplicidades das curvas na sequéncia anterior decrescem em uma certa
etapa, temos que em algum estégio do processo obtemos uma curva suave (f(M)). A sequéncia

£ M, f™) é chamada resolugio candnica de (f) e

(malt(f), mult(FD), ... mult(fN) = 1),

¢ chamada de sequéncia de multiplicidade de f.

A resolugao canonica de uma singularidade é um processo que permite obter uma
parametrizacao (¢1(t), ¢2(t)) para uma curva plana. De fato, no estdgio final da resolucao
candnica encontramos uma curva suave em uma indeterminada que pode, a menos de mu-
danca de coordenadas, ser assumida como Y. Como vimos, também por mudanca de coorde-
nadas, podemos assumir que a expressao da curva suave seja regular em Y e pelo Teorema da
Preparagao de Weierstrass, podemos considerar que apds o processo de resolucao canonica,

a expressao obtida seja da forma Y + ¢g(X) que admite como parametrizagao (t, —g(t)).

Se procedermos as operagoes inversas realizadas no processo da resolucao canonica,

entao obteremos uma parametrizagdo para a expressao inicial de f da forma (¢1(t), @2(t)).
Para ilustrar o que foi exposto acima apresentamos um exemplo.

Exemplo 3.6. Vamos obter uma parametrizacao através do processo de resolug¢ao canonica
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para a curva plana

fIX,)Y)=Y*—2X3Y? —4X°Y + X6 — X7,

Note que f estd preparada a Weierstrass. Assim, f € reqular em'Y de ordem j e nesse caso

devemos usar o para realizar a primeira transformada estrita. Assim,

f(Xh, XaYh)

O = SR = KT XY 2K - XY 4 Y
1

Como ) € reqular em X, de ordem 2, nesse caso devemos usar T, o que nos dd

XoYs, Y-
F@ = w = (Ya — Xo)? — 4X2Y, — X3Ys.
2

Uma vez que [P ndo € reqular em nenhuma varidvel, devemos tornd-la reqular em

uma varidvel para continuar o processo. Para tanto, considere o automorfismo

¢ K[[Xs,Ya]] — K[[Xa, V3]
X2 — X2
Y5 = Yo+ Xo.

Assim,

O = o(fP) = Y2 —4X2y, — 4X35 — X3V, — X1

Agora podemos continuar o processo com f@, no lugar de f@ e temos

?)( X3, X3V
F® = DA )3(’2 35) = —4X3+ Y7 — XTI —4X3Y5 — X35
3

Observe que f® ¢ reqular e o processo finaliza. Agora devemos encontrar uma

parametrizacio para f&. Neste caso, vamos calcular uma parametrizagdo mais diretamente.

Fazendo f® =0, temos

—4X5 +YE — X2 —4X3Ys — X2Y3 = 0.
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Assim,
Y2
X +4X;— —2-=0
ou seja,
1
Xs=-2+(Y;3+2 .
’ (Yo +2)/13 Vs
Como
14+Y; 2 8 16
temos que
Y2 Y3
X3:—2i(2+Z3—Z3+...).
Como f©(0,0) = 0 devemos considerar X5 = YTSQ — YTSS + .... Assim, uma parametrizacdao
para f©) ¢é

ngi(t2—t3+)
Y; =t.

Para obter a parametrizacio da série f@ utilizamos o homomorfismo o, ou seja,

0(X2) = X3 e o(Ys) = X3Y5. Assim, uma parametrizacio para [ ¢é

Xo=1-t2+..)
Vo= —t"+...).

Agora devemos aplicar o automorfismo inverso de ¢, para encontrarmos uma parametriza-
cio para P, isto ¢,
o=t K[[Xo, Vo]l — K[[Xa,Yd]
X — X
Ys = Y, — Xo

z

Logo, uma parametriza¢io para f@ = ¢=1(f@)) ¢

ngi(t2—t3+)
Vo=2(—t2+263+...).

Agora podemos encontrar uma parametrizacio para fOV, lembrando que neste caso,
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7(X1) = XoYs e 7(Y1) = Ya. Assim, para fO) temos

Xi=4(-t"+3t0+...)
Vi=q(—t2+2683 4. ).

Finalmente podemos apresentar uma parametriza¢dao para f, lembrando que o(X) =

Xy eo(Y) = XYy, temos que

X=2X(-t"+3+..))
Y =Lt =5t"+...).

€ uma parametrizacao para f.

Observe que 4,2,2,1 € a sequéncia de multiplicidades que ocorreram na resolucdao

canonica de f.

3.2 Parametrizacao em Caracteristica Positiva

Nesta secao introduzimos uma forma especial de expressar uma parametrizacao de
uma curva plana, quando a caracteristica do corpo base é qualquer, tal parametrizagao sera
chamada de Parametrizacao de Hamburger-Noether. Para tanto considere uma parametriza-
cao (z = ¢1(t),y = pa(t)) e suponha n = ord;(x) < ord,(y). Construiremos a parametrizagao
de Hamburger-Noether a partir de (x = 1(t),y = ¢2(t)) por meio de um algoritmo consti-

tuido por meio de divisoes sucessivas em K][[t]] como descrito a seguir.

Divida y por x e desconsidere do quociente o termo independente, obtendo uma série
y1 de ordem positiva. Repita o processo com y; em vez de y e x como divisor, desde que y;

seja uma série de ordem maior ou igual a ordem de x. Pare caso contrario.

Note que apenas uma das seguintes afirmagcoes abaixo podem ocorrer:
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A) Existem h > 0 e ap; € K com 1 < i < h tais que
_ 2 h h
Y = ag1& + agex” + ... +agpx” + 2" 21

com 1 < ordy(z1) < ordy(x).

B) Existem ag; € K com 1 < 4, tais que

o0
Y= E ag;x’.
i=1

No caso (A), repetimos o processo com (z1, ) e novamente (A) ou (B) é obtido. O

processo continua sempre que a condi¢ao (A) ocorre.

Note que quando n = 1, obtemos a condi¢ao (B). Assim, apés um nimero finito de

passos a condi¢ao (B) sempre ocorre, uma vez que as ordens das séries z; sao decrescentes.

Deste modo, obtemos uma expressao da forma:

(
Y = agi + agex? + ... + agpx + 22
h h
T = alng + CL132§ + ...+ alhlzll + 2’1122

[eS)
Zp—1 = Ari 2y,
=2

\

onde a;; € K, z; € K[[t]], com 1 < ordy(z,) < ... <ordy(z) < ordi(z) < ordi(y).

Definigao 3.7. Uma parametriza¢io de Hamburger-Noether de (z = ¢1(t),y = @a(t)) €

um conjunto de expressoes do tipo (31).

Observacao 3.8. Note que dado uma parametrizacao de Hamburger-Noether sempre pode-

mos recuperar uma representacao paramétrica da curva, com parametro z,., da forma
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Algumas vezes, denotaremos uma parametrizacao de Hamburger-Noether pela ex-

pressao
_ ) h; 3.2
Zi—1 = CLZ'ij + Zj Zj+1 ( . )
i

juntamente com as restricoes necessarias para os indices 7 e para os coeficientes a;;. Note que
Z1=yez=mrw.
Proposicao 3.9. A parametrizacao de Hamburger-Noether de (x = ¢1(t),y = ¢a(t)), com
ordy(x) < ordy(y) é unicamente determinada pelas condigoes:

i) a;; € K;

i) z; € K[[t]];

i) 1 < ordi(z,) < ... < ordi(z) < ordy(x). Em particular a parametrizacao de

Hamburger-Noether nao depende do parametro t.

Demonstragao: Para cada parametrizacao H do tipo (B.1]), seja L(H) = h+h1+...+h,_1.
Para toda curva plana (f) definimos L(f) = min{L(H), onde H é uma parametrizacao de

Hamburger-Noether da curva (f)}.

A prova serd feita usando inducdo sobre L(f). Se L(f) = 0, entao existe uma
parametrizacao de Hamburger-Noether H para (f) tal que L(H) =h+hy+ ...+ h,_1 = 0.
Segue que h = hy = ... = h,_; = 0. Logo, para essa parametrizagao, o caso (A) nao ocorre,
pois nao existe h > 0. Assim, o caso (B) deve ocorrer, isto é, existem ag; € K, com 1 <i < 0o

tais que
[o¢]
Y= E ag;x’.
i=1

Para outra parametrizacdo de Hamburger-Noether H', a condicdo (A) ou (B) deve

ocorrer.
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Se a condigao (A) ocorrer, temos

! "2 "k h
Y =0T+ Qg + ...+ appT" + T 21.

! -~ . ~
Como H e H sao parametrizacoes de Hamburger-Noether da mesma curva, devemos ter

h 0 h
. . .
E agr’ + g agrt = g g, x" + xhz,
i=1 i>h i=1
ou seja,
[%S) h
i h ’ i
E agxr' —x'z = E (ag; — agi)z’.
i>h i=1

Observe que o lado direito da igualdade tem ordem, se for nao nulo, menor ou igual a
h.ord,(x). Por outro lado, o lado esquerdo tem ordem estritamente maior que h.ord,(z), o

que é um absurdo.

Se a condigao (B) ocorrer, suponha que H # H " ¢ denote por ¢ o primeiro inteiro

para o qual ag, # aéq. Entao para a parametrizacio H temos que

[e.e]
o
?JIE Qi -
i=1

Como antes, devemos ter

q—1 00 q—1 oo
i i_ rd rod
a0 T+ Ay T = QT+ Qo T
i=1 1>q =1 i>q
q—1 00
NG TN
E (api — %i)x = E (api — %i)x
i=1 i>q
o
, )
g (ap; — ap;)z’ = 0.
i>q

s . !/ . !’
O que é um absurdo, pois ag; # ag,. Assim, H = H .
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Agora, seja (f) uma curva tal que L(f) = N > 0 e suponha que o resultado é

verdadeiro para toda curva (g) tal que L(g) < N.

Consideremos H uma parametrizagdo de Hamburger-Noether para (f) que satisfaz
L(H) = N e seja H uma outra parametrizacio de Hamburger-Noether para (f). Entdo

/ ~ . Yo
ap1 = ag;, uma vez que eles sao os termos independentes da série £.

Pelo modo que as parametrizagoes de Hamburger-Noether foram construidas temos
que

y—xao1
xr

y = x(ap; +y1), isto é, y = wag; + zy1, ou seja, y; = e
Yy = :L'(az)l + yll), isto é, y = :)saz)l + xy’l, ou seja, y’l = %, entao y; = yll

Considere agora a curva que admite a parametrizacdo (z,%) e sejam H; e H, duas
parametrizacoes de Hamburger-Noether para esta curva. Note que tais parametrizacoes foram
obtidas de H e H' respectivamente, apenas removendo os termos iniciais. Assim, L(H;) =
L(H)—1= N —1 < N e por hipétese de inducio temos que H, = H,. Como ag, = ay,,

temos H = H'. O

O exemplo abaixo ilustra como obter uma parametrizacao de Hamburger-Noether a

partir de uma parametrizacao dada.

Exemplo 3.10. Considere
w(t) = 4t + 465 + 10 + 327 + 4815 + 241° + 410 ¢

y(t) = 4t 4+ 487 +1° + 327 + 48t + 24¢7 + 68t'0 + 160t + 160t + 1104¢"° + 3092¢'* + 3842¢1°

46656t + 152967 + 21696¢'8 + 179361 + 8960¢%° + 2688t%" + 448t%% + 32¢23.

Inicialmente note que

y=a(1+1y1) onde y; = 16t° + 24¢7 + 12¢% + 1307 + 256¢1° + 192t + 64¢'2 + 813,
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Dividindo y; por x obtemos y; = xys, onde yy = 4% + 2t3.

Observe que ordy(y2) < ord,(x), entdo denotamos z; = yo. Agora repetimos o
processo para (z1,z) e obtemos © = zwy, onde wy = t? + 313 4 85 + 8% + 2¢7.  Agora,

wy = zl(i +wy), onde wy = 2t3 + 1. Além disto, wy = zyws com wy = %t.
Observe que ordi(ws) < ordy(z1), entdo denotamos ws = 2.

No prézimo passo repetimos o processo para (29, 21), obtendo z; = zvy, onde v; =

8t + 4t2. Temos vy = 23(16 + v2), com vy = 8. Além disto, vo = 162,.

Deste modo finalizamos o processo e obtemos a parametrizacao de Hamburger-Noether

como Seque.

Lembremos que y = x(1 +y1) = x(1 + 2y0) = x + 2%ys. Como yo = 21, temos

y =z +az. Além disto, v = zywy = z121(3 + w2) = 127 + Zjws, pois wy = zywz. Como
w3 = 25, temos que v = 127 + 232,.

Finalmente, temos z; = 2901 = 2229(v2+16) = 23(1622+16) = 1623 +1625. Portanto,

uma parametrizagao de Hamburger-Noether obtida a partir de (x = ¢1(t),y = pa(t)) €

21 = 1622 + 1623.

O proximo resultado possibilita obtermos uma parametrizacao de Hamburger-Noether

da transformada estrita de uma curva, a partir de uma parametrizacao da curva original.

Proposicao 3.11. Seja zj_1 = Z ajiz;-%—z]hj Zj+1 uma parametrizacao de Hamburger-Noether

com 0 < j <r como em (3.3), obtida de uma parametrizacio (x = p1(t),y = @2(t)) de uma
curva (f). Uma parametriza¢io de Hamburger-Noether da transformada estrita fV ¢ obtida

como Sseque.
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i) Se h > 1, entdo

Y1 = Qg2 +...+ CL(]hLUh_l + IL’h_IZl

; h;
— 7 J
Zj—1 = E AjiZ5 + 257 Zj41,
i

com1<5<r.
ii) Se h =1, entdo

; h;
— 7 J
Zj—1 = E AjiZ5 + 257 Zj41,
i

com1<5<r.

Demonstracao: Seja (x = ¢1(t),y = @a(t)) uma parametrizagdo da curva (f). Sabemos

que

FO (I’g> _ f(z,y) _0,

T xn
onde n = ordy(z) = mult(f(X,Y)), ou seja, (z,%) é uma parametrizagio para (f1)).
Pelo algoritmo apresentado no inicio desta secao, devemos retirar o termo indepen-

dente na divisao % Assim, se y = ag1x + agex® + ... 4+ agpx + 221, entdo
_ Y _ h—1 h—1
yl———am—aogz—l—...—l—a()hx +z 21
T

Continuando com o algoritmo, quando h > 1, obtemos uma parametrizacao de Hamburger-
Noether de f(V da seguinte forma:

Y1 = Qg2 +...+ CL(]hLUh_l + l’h_lzl

— 1 J
Zj—1 = E AjiZ5 + 257 Zj41,
i

com 1 <75 <r.

Agora quando h = 1, temos y = agv + 22, e Y1 = L0 = 21, ou seja, y1 = 2.

Logo, obtemos uma pametrizacdo de Hamburger-Noether de f(1) a partir da parametrizacio
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(x = z9,y1 = z1). Aplicando o algoritmo obtemos:
(2
Zji—1 = E aj,-zj + ZjJZj+1,
i

comi < j <.

O

A préxima proposicao indica que a parametrizagdo de Hamburger-Noether permite
obter facilmente as multiplicidades que ocorrem no processo da resolucao canonica de uma

curva algebréide plana irredutivel (f), ou seja, a sequéncia de multiplicidades de (f).

Proposicao 3.12. Seja
i hj
Zj—1 = Z ajizj + ZjJZj+1
com 0 < j <r, uma parametrizacao de Hamburger-Noether de uma curva (f) e nj = ord(z;)
para 0 < 53 < r, entdo:

i) as diferentes multiplicidades que ocorrem na resolu¢ao candnica de (f) sao exata-

mente os inteiros nj com 0 < j <r;

ii) cada n; ocorre exatamente h; vezes na resolugao canonica com 0 < j <r, hy=h

e h, = oo;

Demonstragao: Vamos provar (i) e (ii) simultaneamente por inducdo sobre o nimero
minimo M (f) de transformagoes quadréticas que sdo necessarias para tornar f suave. Como
vimos, podemos supor f € K[[X, Y]] um polinémio de Weierstrass irredutivel regular em Y’

de ordem n = mult(f).

Se M(f) =0, entao f é suave e
mult(fO) =1 = ng = ordy(z) = ordy(x),

pois ordy(z) =n = 1.
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Se M(f) =1, entao f) é suave. Denotando (z1,y; = ) uma parametrizacio para
fO temos que ord;(z;) = ordy(z) < ordy(y), ou seja, a multiplicidade de ) deve ocorrer
em y;. Logo ordi(z1) > ordi(y1) = 1, deste modo, é necessério que os termos em y; que

contém x; nao existam, isso s6 ocorre se h = 1, assim y; = 2;. Logo,
mult(f) = ordy(x) = ordy(zp) =ng e

mult(fY) = ord,(y1) = ordy(z) = ny.

Note que ng ocorre 1 = hy = h vez e que n; = ord,(z,) ocorre infinitas vezes, pois mult(f®) =

1 para todo 7 > 1.

Seja agora (f) uma curva tal que M(f) > 1 e assuma que o resultado é vélido para
todas as curvas tais que o nimero minimo de transformacoes quadraticas necessarias para
torna-las suave é M < M(f). Se (f) admite uma parametrizagdo de Hamburger-Noether da

forma f
Y = ag + agex® + ... + agpx + 22

— 4 J
Zj—1 = E CLjiZj + Zj Zj4+1,
i

com 1 < 7 <r, entao pela proposicao anterior, obtemos uma parametrizacao de Hamburger-

Noether para f(!) da forma

Y1 = age® + ... +appx Tt + 2"y

Zj_1 = g Ajiz; + 2" Zja,
i

com 1 <75 <r.

Como M(fM) = M — 1, entdo por hipdtese de inducdo temos que as diferentes
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multiplicidades sao exatamente

ng = ordy(zg) ocorrendo h—1 vezes
ny = ordy(z;) ocorrendo h; vezes

n, = ordy(z.,) ocorrendo 0o  vezes.

Como f, f1, f@ .. fM) corresponde a resolucao canoénica de f, que estd preparada

a Weierstrass, temos que

mult(f) = ord,(x) = ordy(zy) = no,

ou seja, ng = ord,(z) ocorre h vezes. O que prova o resultado.
O

Exemplo 3.13. Seja a curva (f) apresentada no Exemplo cuja parametrizacio de
Hamburger-Noether é dada por

21 = 1623 + 1623,

onde z; = 4% + 2t* e zp = 1t. Note que hg =h =2 ¢ hy = 3.

Vamos calcular as parametrizacoes de Hamburger-Noether das transformacgoes estri-

tas de (f) e sua sequéncia de multiplicidades.

Como vimos, para f temos a parametrizacio de Hamburger-Noether

Y1 =Tz
_ 1.2 3
T = 2] + 212

21 = 1623 + 1623

e neste caso temos mult(fN) = min{mult,(y1), mult,(z)} = mult,(x) = 4.
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Para f® temos a parametrizacio de Hamburger-Noether

_ 1.2 3
T = 32] + 212

21 = 1622 + 1623

e neste caso temos mult(f?) = min{mult,(z), mult,(z1)} = mult,(z) = 2.

Agora para @) temos a parametrizacio de Hamburger-Noether

1
Ty = 321 + 212

21 = 1623 + 1623

e temos mult(f®)) = min{mult,(xs), mult,(z)} = 2.

Para @ temos a parametrizacio de Hamburger-Noether

T3 — 2129

21 = 1622 + 1623

e mult(f*) = min{mult,(zs), mult,(z1)} = mult,(z) = 2.

Agora para f® temos a parametrizacio de Hamburger-Noether
21 = 1623 + 1623

e mult(f©®) = mult,(z) = 1.

O processo estd finalizado, uma vez que (f®)) ¢ suave. Assim,
mult(f ) = mult(fO) = 4, mult(f@) = mult(fP) = mult(fD) =2 e mult(f®) =1
O que ilustra a Proposicao 312

Temos assim, o seguinte corolério.

Corolario 3.14. Sejam (f) e (f) curvas com parametrizacoes de Hamburger-Noether dadas,
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respectivamente, por

; h; .
. 1 J
2j_1 = g ajiz; + z;’ zjy1,  com 0<53<r e

)

- - — hi— . —
Zj1 = E a;;.Z; +7; 'Zi41, com 0<j<T.
i

Entao, (f) e (f), possuem a mesma sequéncia de multiplicidades se, e somente se, v =T, h;

hj en;=mn; com0<j<r.



CApiTULO 4

Equisingularidade

Neste ultimo capitulo vamos utilizar os conceitos anteriormente apresentados para
estudar uma importante relacao de equivaléncia entre curvas planas, chamada equisingula-
ridade. Tal nogao foi introduzida por Zariski na década 1930 e revela importantes infor-
macoes sobre as curvas planas. Em particular, quando K = C a nocao de equisingularidade

coincide com a equivaléncia topoldgica das curvas, para mais detalhes recomendamos [6].

Para explorar a nocao de equinsigularidade de curvas planas, necessitamos do con-
ceito de semigrupo de valores, o qual abordamos na segunda secao deste capitulo. Antes

porém vejamos o conceito de indice de intersecao entre duas curvas.

4.1 Indice de Intersecao

Definigao 4.1. Sejam f,g € M. O indice de intersegdo de f e g € o inteiro (incluindo

%)
K[[X, Y]

Note que a defini¢cao anterior é equivalente a I(f,g) = ding—}; onde g é o repre-

sentante de g € K[[X, Y]] em Oy.

O indice de intersegao satisfaz determinadas propriedades que reunimos no proximo

resultado.
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Teorema 4.2. Sejam f,g,h € M, ¢ um automorfismo de K[[X,Y]], u e v unidades em

K[[X,Y]]. O indice de intersecio satisfaz as sequintes propriedades:
W) 1(f.9) = 1(g, f);
w) 1(6(f); 0(9)) = I(uf,vg) = I(f. 9);
i) I(f,g) < oo se, e somente se, f e g sao relativamente primos em K[[X,Y]];
w) I(f,gh) = I(f,9) + I(f,h);

v) I(f,g) = 1 se, e somente se, (f) e (g) sdo suaves e seus cones tangentes sao

distintos;

vi) I(f,g+hf)=1(f,9).

Demonstracao:

i) Este item é imediato, uma vez que

Xv]
<f7g> g —](g7f>.

ii) Dado ¢ um automorfismo de K[[X, Y]] temos, pelo teorema da correspondéncia

de ideais, que
KX Y] KX Y
(f.9) (6(f), 8(9))

Assim,
o KIXY] KXY
o) = dime oy = g atgy )29
Além disso, note que (uf,vg) = (f, g) onde u e v sdo unidades de K[[X, Y]] e por-
tanto,

iii) Se f e g possuem um fator nao inversivel h comum, ou seja, f = ph e g = gh
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com h,p,q € K[[X,Y]], entdo (f,g) C (h) e XX < KV - Agqim

(h) (f.9)
KXY] L, K[XY]
1UF9) = dimy =5 5= 2 dime =75 ‘

Reciprocamente, pelo item ii), podemos assumir, sem perda de generalidade que f,g €
K[[X]][Y] sao polinomios de Weierstrass. Como f e g s@o primos entre si em K[[X]][Y],
pelo Lema de Gauss, o mesmo ocorre em K((X))[Y] que é um dominio de ideais principais.

Assim, existem r, s € K((X))[Y] tais que rf + sg = 1.
Eliminando os denominadores, segue que existem p, g € K[[X]][Y] e a € K[[X]] tais
que pf +qg = a, ou seja, (f,g) = (f,9,a).

Se n = min{degy (f), degy(g)}, entao

dime YT KX Y] KX+ KXy -+ KX]]

(f.9) (f.9,a) (a)

< nm < oo,

onde m = mult(a(x)).
iv) Se f e g ndo sao relativamente primos, entao pelo item (i) temos que I(f, g) = oo

e I(f,gh) = oo. Assim, I(f,gh)=1I(f,g)+ I(f, h) = occ.

Suponha agora que f e g sao relativamente primos, isto é,

KX, Y]] = dimx—L < oco.

I(f,9) = dimx (f.9) (g9

E suficiente mostrar que a sequéncia de K-espacos vetoriais

O v 91« O
(h'y (gn) {¢)

0— — 0.
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¢é exata, onde a aplicagao ¢ € induzida pela projecao canonica .

- o
I (g'f>
Considere
0; 5 (?f, 5 O,f :
gy {9
Denotando ¢ = pop t Ker(9) ~ )¢ i K ~ {9
P 0P temos, S A er(p), ou seja, Ker(p) ~ TR

A aplicacio 1 é definida por (z") = (2 + (b)) = 2'g + (¢g’h') onde 2', g, h" € O;

95
(")

injetora. Suponha que 1(z") = 0, entdo

" , . . ,
ez € , € claramente um homomorfismo de K-espacos vetoriais. Vamos mostrar que ¢ é

0=v(") =gz +(gn),
ouseja, gz € (g'h’). Deste modo, existe a € Oy tal que g2 = a(g'h'), ouseja, g (2 —ah’) =

0.

Como 2, h',g € Oy, temos que 2 =z + (f),h =h+ (f) e ¢ = g+ (f). Entdo,

(9 + (M) ((z+ () = (ah +(f))) € {f),

isto é, g(z — ah) € (f). Assim, existe § € K[[X, Y]] tal que g(z — ah) = Bf.

Como supomos que f e g sdo relativamente primos temos que f divide (z — ah),

ou seja, z — ah € (f). Entdo, 2 —a'h’ = 0, isto é, 27 = o'k’ € (h') e deste modo,

1"

2 =2 +(h') =0+ (k). Portanto v ¢ injetora.

/

Para concluir a prova, observe que I'm(vy) = <;‘7h>,> = Ker(p). O que mostra que a
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sequéncia ¢é exata. Logo,

dimK

95 _
{g'h")
Assim, I(f,gh) = 1(f,g)+ I(f, h), como querfamos.

v) Suponha que f e g sdo suaves e seus cones tangentes sao distintos. Entao, apds
uma mudancga de coordenadas que em virtude do item ii) nao altera o indice de intersecao,
podemos assumir que f = X + f; e g =Y + g1, onde f1,g91 € M2 Podemos entdo escrever

f=Xu+Yfyeg=Yv+ Xgy, onde u,v sao unidades e fy, go € M.

Observe que
Y(v—utgafa) =Yv—Yulgfo=Yv—ulg(f — Xu)

=Yv +Xg2 — u_ngf =g — u_lg2f € <f7.g>

Como (v—u"tgof2)(0,0) = v(0,0) # 0, segue que v—u"'g, fo é unidade e portanto Y € (f, g).

De forma similar mostra-se que X € (f, g).

Entao segue que (f, g) = (X,Y), e portanto

KX, Y]] KX, Y]]

.9 -t

Por outro lado, suponha que mult(f) > 2 ou mult(g) > 2, ou ainda, que (f) e (g)
sejam suaves com reta tangente em comum. Apds uma mudanca de coordenadas, podemos

supor que f = Yfi+ foeg =Yg + g com fo,g0 € M? e f1,91 € K[[X,Y]]. Logo
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(f,g) C {Y) + M? e portanto,

Assim, I(f,g) > 2.

vi) A prova segue direto da defini¢ao de indice de intersegao, uma vez que (f, g) =

(frg+hf).

O

Proposigao 4.3. Sejam f € K[[X]][Y] um polinémio de Weierstrass irredutivel com degy (f) =
n e p(t) = (p1(t), p2(t)), uma parametrizagao da curva (f). A aplicagdo

Hy o KX Y] — Kl (t

~—
S
[\
~~
S+~

~—
—
—

g = g(pi(t), wa(t))

Demonstracao: H, é claramente um homomorfismo sobrejetor e (f) C Ker(H.,).

Por outro lado, seja g € Ker(H,). Se dividirmos ¢g por f, podemos escrever g =
qf + 7, onde g € K[[X,Y]] e r € K[[X]][Y] com degy(r) < n. Como g, f € Ker(H,) temos

que r € Ker(H,).

Se r = 0, entdo g = qf € (f) e o resultado estda provado. Se r # 0, entdo seja
s =mdc(f,r) € K[[X]][Y] com degy (s) < degy () < n. Deste modo, existem a, b € K[[X]][Y]
tais que s = af + br € Ker(H,), ou seja, s(p1(t), p2(t)) = 0, isto é, s nao é unidade. Como
5| £, temos f = ps com p € K[[X]|[Y] e n = degy(f) = degy (p) +degy (5) < degy (p) +n, ou

seja, degy (p) > 0, isto é, p nao é unidade. Mas deste modo f seria redutivel, uma contradicao.

O

Defini¢ao 4.4. Seja f € K[[X,Y]] irredutivel. Definimos a valoragdo associada a f de
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um elemento g € K[[X,Y]] como sendo

vi(g) = ordig(pr(t), a(t)) = ordi(H,(g)),

onde (1(t), p2(t)) € uma parametrizagao de f. Note que vs(g) = oo sempre que g € (f).

Para o préximo teorema, usaremos um resultado de Algebra Linear que omitiremos

a demonstragao por fugir dos objetivos deste trabalho.

Teorema 4.5. Sejam V um espaco vetorial sobre K, L : V — V uma transformacao linear
injetiva e W um subespago vetorial de V', tal que L(V) C W. Temos que

Vo LV,
Z)WNL(W)’

ii) Se % e % possuem dimensdo finita, entdo
w 1%
dimyg —— = dimg——.
L) T L)
Demonstracao: Ver [1], Teorema 4.3. O

O conceito de valoragao permite computar o indice de intersecao de outro modo,

como mostra o proximo resultado.

Teorema 4.6. Sejam f e g pseudo-polinomios em K[[X]|[Y], onde f = fi...f. € uma

decomposicao de f em fatores irredutiveis, com f; # f; para i # j. Entao

I(f,9) =) vs(9)-

1=1

Observe que se f for irredutivel, entio I(f,g) = vs(g).

Demonstracao: Se f e g possuem componentes comuns, nada temos a provar pois os dois

termos da igualdade acima sao infinitos.

Suponha agora que f e g ndo possuem fatores comuns. Dos itens (ii) e (iv) do
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Teorema [4.2] temos que
i=1
E suficiente mostrar que se f é irredutivel, entao I(f, g) = v(g), onde v(g) = ordyg(p(t), ¥(t))

é a valoracdo de g com respeito a f e (p(t),1(t)) é uma parametrizacao de f.

Considere a K-aplicacao linear,

Como f nao é uma componente de g, segue da Proposicao que g(p(t),¥(t)) # 0, pois

g & (f). Logo, se h(t).g(p(t),¥(t)) = 0, temos que h(t) = 0 e portanto L é injetora.

Seja W = Ay = K[[p(t), ¢ (t)]] um K-subespago vetorial de V' = K[[t]]. Note que

Oy = Ay = K[[p(t), ¥(1)]] e que dimgqy; < oo.

Considere
U KX Y] — Kle(t), ()]
9(X,Y) = gle(t), v(t)).
Claramente ¥ é uma transformagao linear sobrejetora com Ker(W¥) = (f). Assim, pelo

Teorema do Isomorfismo temos

o, = X < kv, vin - 4,
Observe que
Or _ Ay W
(g) "~ Asgle(t),v(t) — L(W)
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Por outro lado, temos

Temos que
dz’mK% = mult,(g(p(t), (1)) < oo.

Assim, pelo teorema anterior, temos

I(f,g9) = dimK& = dimKﬂ = dim

v
v 7] ST maulty(g(p(1), 9 (t))) = vr(9)

como queriamos.

O

O proximo lema indica que, a menos de mudanca de coordenadas, podemos consi-

derar que uma curva plana irredutivel admite uma parametrizagao um pouco mais especifica.

Lema 4.7. Seja (f) uma curva plana irredutivel de multiplicidade n, entdo (f) € equivalente

a uma curva que admite uma parametrizacao da forma
(at" 4 ...,6t"™ +...)
com a,b € K\ {0}, n <m entm.

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor que (f) seja dada por um

polinomio de Weierstrass da forma
Y"+a (X)Y" 7+ 4 an(X) € K[[X]][Y]

eque (p1(t) =at™+...,0(t) =Bt +...),comn <iea,3#0.
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Se ord(p2(t)) = kn, entdo consideramos o automorfismo

U K[X,Y]]

— KI[[X,Y]]
X —
Y —

<o

_ B xk

a’!L

Repetindo o argumento, se necessario temos que (f) é equivalente a uma curva que

admite uma parametrizagdo da forma (at™ +...,b0t"™ +...) com n < m e n{m.
O
O teorema abaixo nos da uma estimativa para o indice de intersecao entre duas
curvas, em termos de suas multiplicidades.
Teorema 4.8. Sejam f,g € M, temos que I(f,g) > mult(f)mult(g), com igualdade ocor-

rendo se, e somente se, (f) e (g) nao possuem tangentes em comum.

Demonstracao: Sejam f = f;...f. e g=g1...¢gs as respectivas decomposicoes de f e g

em fatores irredutiveis.

Pelo Teorema [1.2] itens (ii) e (iv), temos que
4,3
Por outro lado, temos que

mult(f)mult(g) = Z mult(f;) Z mult(g;) = Z mult(f;)mult(g;),
i=1 Jj=1 4J
ou seja, devemos mostrar que
D I(fi g;) = > malt(f;)mult(g)).
.3 i,J

Note que é suficiente mostrar o resultado para f e g irredutiveis.
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Pelo item (ii) do Teorema podemos supor que f é um polinomio de Weierstrass

f=Y"4+a (X)Y" .. +a,(X).

Seja (p1(t) = at™ + ..., po(t) = [t™ + ...) uma parametrizagdo para (f). Pelo
Lema [.7, podemos considerar m > n. Como g é irredutivel, pelo Lema da Unitangente
podemos escrever

9(X,Y) = (aX + DY) 4 g (X Y) + ...,

onde g,,+1 € M™L. Assim, pelo Teorema

I(f.g) = multy((ap1(t) + bpa ()" + grp1(@1(t), @2(t)) +...).

Basta analisar a multiplicidade de (ap; (t)+byps(t))* pois, a multiplicidade das demais parcelas

supera a multiplicidade da parcela inicial.

Como
(a1 (t) + bpo (1) = (a(at™ 4 ...) + b(Bt™ +..))* = (act™ + bBt™)* + ..,

a menor ordem ocorre em (act™ + bB3t™)%, mas
k
(aot™ +bBt™)F = " (aa) > (pB) e e 4

s=0

como m > n, temos que a menor ordem ocorre quando s = 0, isto é,
(aat™ + bBt™)F = (ac)*t"™* + ...

o que mostra que I(f,g) > nk = mult(f)mult(g) com igualdade se, e somente se, a # 0,

isto é, o cone tangente de (¢) nao é (Y), o que equivale a dizer que (f) e (g) possuem cones
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tangentes distintos. 0
Vamos apresentar uma férmula obtida por Max Noether, que relaciona o indice de
intersecao de duas curvas com sua multiplicidade e a de suas transformadas estritas.

Seja f € K[[X, Y]] irredutivel de multiplicidade n e regular em Y. Sabemos que f

possui uma parametrizacao da forma (p(t), 1 (t)) com m = mult,(¢Y(t)) > n = mult,(p(t)).

Pelo Lema (.7 podemos, apés uma mudanga de coordenadas, assumir que n t m.
Considere fV(X1,Y]) = o*(f) = X; " f(X1, X1Y1). Pelo Teorema 3.2 item (iv), fM (X1, Y7)

é regular em Y; de ordem n e

FO (go(t), Y(t)

segue que

é uma parametrizacio de f). Logo, para g € K[[X, Y]], temos

1(o° (1) 9) = mais (5 (0. 27 ) ).

Proposicao 4.9. Sejam (f) e (g) duas curvas algebrdides planas com f irredutivel, entao

I(f,g) = mult(f)mult(g) + I(fV), gM).

Demonstracao: Denote por n e n’ as multiplicidades de f e g, respectivamente. Apés uma

mudanca de coordenadas, que nao altera a multiplicidade de interse¢ao, podemos assumir

que f é regular em Y. Seja (p(t),1(t)) uma parametrizagao para (f), entao (gp(t), %) é
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uma parametrizacao para f(), assim temos

o)
(Y, g) = mult, (g“) (w(t), %)) E—— Qp((t)’go(t),w(t)) -

= —n.n' +mult,(g(p(t),¥(t))) = —n.n' + I(f, g), ou seja,
I(f,9) = nn" + I(fU, V) = mult(fymult(g) + I(f¥, g").

O

Sejam (f) e (g) duas curvas algebrdides planas irredutiveis com f e g relativamente
primos. Existe uma sequéncia finita de N transformacoes do tipo 7 ou o que sao necessarias
para que fV) e g¥) possuam tangentes distintas, pois caso contrario I(f,g) = oo, ou seja, f
e g nao seriam relativamente primos. Esta observagao, junto com a proposi¢ao anterior nos
d& a classica formula obtida por Max Noether.

Teorema 4.10. Sejam (f) e (g) duas curvas algebrdides planas irredutiveis. Com as notagoes

anteriores, temos que

N
I(f.g) =D mult(fO)mult(g"),
i=0
onde fO = f e g® =g,
Sejam (f) e (g) duas curvas planas irredutiveis com parametriza¢oes de Hamburger-
Noether dadas, respectivamente, por

; h; .
— 1 J
2j_1 = E ajizj + z;’ zjy1, com 0<53<r e

)

i

Z;'—1 = Za;l(z;)l + (z;-)hjz;-Jrl, com 0<j<r. .
i

. . . . / / / I
Considere s o maior inteiro para o qual hg = hg, h1 = hy, ..., hs1 = h,_; e aj, = a;;, para

Jj <sek <hj. Sejai o menor indice tal que ay # a;i. Note que it < hs+1e1 < h; + 1.
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Note que o inteiro N = h+h;+...+hs_1+i—1 indica o nimero de transformacoes
quadraticas que mantém as curvas com tangentes comuns.
-1
Proposicao 4.11. Mantendo as notagoes anteriores, defina S = SZ: hjnjn;-, onde n; =
ordy(z;) e n; = ordt(z;»). -
i) Sei < hy ei < h,, entdo I(f,g) =S +insn,.
i) Se i =h,+1, entdo I(f,g) = S + hsnsn, + n,_ ns.

iii) Se i = hy + 1, entio I(f,g) = S + hyn,n, + ngin,.

Demonstragao: Lembremos que pela formula de Max Noether temos que

N+1

I(f,9) =Y mult(fO)mult(g?),
=0

onde N=h+hy+...+hsg1+i—1.

Temos que as diferentes multiplicidades que ocorrem nas transformagoes quadrati-

cas de (f) e (g) de modo a manter as curvas com mesmas tangentes sao ng,ni,...,ns €
i ! i . / . !’ . 7

Ngs My, -y Mg COM 08 15 repetido h; vezes e os n; repetido h; vezes. Por hipGtese temos que

hj:h;-eajk:a;k quando j < s e k < hj;.
Assim as multiplicidades n; e n; ocorrem h; = h;- vezes. Logo,

I(f,g) = honong + ... + he_1ne_1m, | + Zmult(f(HH))mult(g(HH))
=1

=S+ Z malt(f D ymult (g HFY),
=1

onde H=h+hy+ ...+ hg_4.
i) Sabemos que as multiplicidades ng e nls, devem ocorrer respectivamente hg e h;
vezes. Se i < hy e i < hls, entao como N = h+hy + ...+ hs_1 +1— 1 é a quantidade de

transformagoes quadréticas sob (f) e (¢) para manter as curvas com mesma tangente, entao
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N +1 ¢é a quantidade de explosoes necessarias para obtermos curvas com tangentes distintas.

Assim as multiplicidades ng e n; devem ocorrer i vezes. Portanto,
I(f,9) = S +insn,.

ii) Como observamos, temos

=1

. o . / ! ~ A . ~ s .
Note que a multiplicidade ng ocorre h, vezes na resolucao canonica de (g) e sdo necessarias
N + 1 explosoes para obtermos curvas com tangentes distintas, ou seja, a multiplicidade ng

’ .
deve ocorrer h, + 1 vezes. Assim,

I(f,9) =S+ Z mult(fH D )ymult(gD) = S + hingn, + non,, .
=1

e ’ .. . o . /
iii) Andlogo ao caso (ii), basta observar que nesse caso a multiplicidade n, deve

ocorrer hg + 1 vezes e assim obtemos

](fu g) = S + hsnsn; + ns+1n;‘

4.2 Semigrupo de Valores

Iniciamos esta secao com a definicao de semigrupo numérico.

Definicao 4.12. Um subconjunto I' C N é chamado de semigrupo ou monodide numérico

se possui as sequintes propriedades:

i) 0 €T;
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ii) o + B € T para todo a, B € T.
Exemplo 4.13. Dados inteiros 0 < vy < ... < v, o conjunto I' = (vg, v1,...,v,.) = {agvyg +
...+ a,v.;a; € N} € um semigrupo, que chamamos semigrupo gerado por vy, vy, . .., Up.

A proxima proposicao mostra que todo semigrupo de N admite um conjunto finito
de geradores.
Proposicao 4.14. Seja I' C N um semigrupo, eziste um subconjunto {vg,vy,...,v,} C I’
com 0 <wvg<v; <...<vyeg<u tal que I' = (vg,v1,...,0y).
Demonstracao: Considere a sequéncia

vo =min '\ {0}

vy =min '\ (vg)
Vo = min I’ \ <’Uo,’01>

v; =min '\ (vo,v1,...,0_1)

Dados v, e v; como acima com k > j, temos que vy # v; mod vy.

De fato, se v, = v; mod vy, entao vy — v; = avy com o € N. Assim v, = v; + o e

v € (vo,v;) C (vg, V1, . ..,v;). Absurdo, pois vy, = min I'\ (vg,vy,...,v6_1).
Segue assim que a sequéncia acima estaciona para algum g, isto é, I' = (vg, v1, ..., v,).
Como vimos, dois geradores nunca sao congruos entre si modulo vg. Assim, g < vg. ([l

Observagao 4.15. i) O natural vy definido na proposi¢ao anterior é chamado de multipli-

ctdade do semigrupo I';

i) O conjunto de geradores {vy,v1,...,v,} dado no resultado anterior é chamado de

sistema minimo de geradores de I'.
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Considere uma curva (f) dada parametricamente por

{ r = pi(t)

Y = @at)

com 1 (t), pa(t) € K[[t]].

Podemos associar a curva acima um semigrupo I', (ou S(t)), chamado semigrupo

de valores definido por:

L, = {mult,g(@1(t), e2(t)); g(01(t), w2(t)) # 0; g € K[[X, Y]]}.

Observagao 4.16. I', ¢ de fato um semigrupo, pois temos que 0 = mult,(1) € T', e
dados o, 3 € T'y, entao existem g,h € K[[X,Y]| tais que mult,(g(p1(t), p2(t))) = a e
multy(h(p1(t), p2(t))) = 5. Agora tome gh € K[[X,Y]] e observe que

maulty(gh(1(t), @a(1)) = multy(g(pr(t), 92(t))-h(p1 (1), pa(1))) = a + € Tp.

Agora introduzimos uma importante relacao de equivaléncia entre curvas planas.

Definicao 4.17. Dizemos que duas curvas planas sio equisingulares se elas possuem 0s

mesmos semigrupos de valores.

Como comentamos anteriormente, na introducao do capitulo, a equisingularidade
¢ uma importante relacao de equivaléncia entre curvas. Quando K = C e consideramos
as curvas planas como conjunto de zeros de f € C[[X,Y]] em C? pode-se mostrar que
a equisingularidade coincide com a equivaléncia topoldgica. O problema de classificacao
topoldgica de curvas planas foi resolvido por Brauner, Burau e Zariski na década de 1920.
Um resultado que utilizaremos, no que segue, é que o corpo de fragoes de O, é K((¢)). A
demonstracao deste fato utiliza vérios resultados de Algebra Comutativa os quais fogem do

nosso objetivo principal, para o leitor interessado recomendamos [4].
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Mostramos anteriormente que H, : K[[X,Y]] — A, = K[[p1(t), ¢2(t)]] ¢ um homo-

morfismo sobrejetor, com Ker(H,) = (f), portanto

CK[X,Y])
="

Note que podemos escrever I', = {mult,(g); g € A, \ {0}}.

Como existem g,h € A, tais que t = 7 € K((t)), temos que g = th e deste modo,
mult,(h) = a € T' e mult,(g) = mult,(th) = mult,(t) + mult,(h) = 1+ o« € T'. Assim,
sempre existem dois elementos consecutivos no semigrupo associado a uma curva. Tal fato
permite provar que o semigrupo I' de curvas planas admite condutor ¢, isto é, existe um
elemento c € ', tal que c — 1 € ' e c+ v € I' para todo v € N. De fato, dado um semigrupo

I' = (vo, v1,...,v4) que possui dois elementos consecutivos a, @ + 1 € I, temos que
0,a+1,2(a+1),3(a+1),...,(a —1)(a+1) €T

Como mdec(a, + 1) = 1, ent@o os elementos acima formam um sistema completo de restos

modulo a. Tome v € Ncom vy > (a—1)(a+1), entdo v = i(a+1) mod o, com 0 < i < a— 1.
Logo, v —i(aw+ 1) = ko, com k € N. Assim, vy =ka+i(a+1) €I
Outro conceito importante que utilizaremos é o que apresentamos a seguir.

Defini¢ao 4.18. Seja I' um semigrupo com condutor ¢ e p € T'\ {0}. A sequéncia de
Apéry de I' com respeito a p € definida por:
7,) apg = 0,'
i-1

i) a; = min{I" \ U(aj +pN)}, com1 <i<p-—1.
=0

A sequéncia de Apéry possui relevantes propriedades como mostra o resultado abaixo.

Proposicao 4.19. Seja I' um semigrupo com condutor ¢ e ay < a; < ... < ap_1 @ Sequéncia

de Apéry de I' com respeito a p € I' \ {0}. Temos:
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i) a; # a; mod p;

p—1
ii) T = | J(a; + pN);
i=0
iii) {p,a1,...,a,_1} € um conjunto de geradores de I';

w)c=a,_1 —p+1.

Demonstracao:

i) Suponha que a; = a; mod p e a; > a;. Assim, a; —a; = kp onde k € N, ou seja,

a; = a; + kp. Absurdo, pois contradiz a condic¢do ii) da definicio de sequéncia de Apéry.
ii) Segue da defini¢ao da sequéncia de Apéry.

iii) Tome v € T', entdo existe um elemento a; < v da sequéncia de Apéry tal que
v = a; mod p. Deste modo v — a; = kp, ou seja, v = a; + kp € (a,p) C (p,a1,...,ap1).

Como I' D (p,ay,...,a,-1), segue que {p,ay,...,a,_1} gera I'.

iv) Vamos mostrar que ¢ — 1 = a,_1 — p. Observe que dado v € N tal que 7 > a,_1,
temos que v = a; + kp para algum a; da sequéncia de Apéry de I com respeito a p. Como
v > ap,—1 > a; devemos ter k € N. Assim, v € I'. Agora note que, a,_1 —p € I'. De fato, se
ay,—1 —p € I', entao, a,—1 — p = a,—1 mod p e assim a,_; nao seria o elemento minimo em
sua classe residual médulo p.

Tome agora a € N tal que, a,—1 —p < a < a,_;. Temos a = a; mod p, parai < p—1.
Assim, a,_1 —p < a = a; + fp com € Z. Logo, a,—1 < a; + (8 + 1)p, ou seja, B+ 1 > 0.
Assim, 8 > 0 e o = a; + fp € I'. Mostrando que a,_; —p = ¢ — 1 e consequentemente
c=ap_1—p+1

O

Quando p é a multiplicidade do semigrupo I', chamaremos a sequéncia de Apéry de

I' com respeito a p, simplesmente de sequéncia de Apéry de I'.
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Exemplo 4.20. Considere o sequinte semigrupo de valores
I'=(4,6,13) = {0,4,6,8,10,12,13,14, 16, 17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, . . .},

a sequéncia de Apéry com respeito a p =6 é:

a = 0

a; = minl'\ 6N =4

ay = minl\ (6N|J(4 + 6N
az = minl'\ (6N J(4 + 6N
ags = minl'\ (6N J(4+ 6N
as = minl\ (6N|J(4 + 6N

) =38

U(8 + 6N)) = 13

U@®+6N) (13 +6N)) = 17

U(8 + 6N) (13 + 6N) | J(17 + 6N)) = 21.

~— N ~—

Logo, 0 < 4 <8 < 13 <17 < 21 € a sequéncia de Apéry com respeito a p = 6.

Se considerarmos p = 4, obtemos

a = 0

a1 = minl'\ 4N =6

as = munl'\ (4AN{J(6 + 4N)) = 13

az = manl'\ (AN{J(6 + 4N) J(13 + 4N)) = 19.

Logo, 0 < 6 < 13 < 19 € a sequéncia de Apéry de .

Pelo item iv) da proposigao anterior temos que ¢ = ap,—1 —p+1=19—-4+4+1=16

€ o condutor deste semigrupo.

Como os elementos da sequéncia de Apéry sao da forma a; = mult,(g;(p1(t), p2(t)))
com g; € Oy ¢ natural nos perguntar como obter um elemento g; € O; que satisfaca a
condi¢ao anterior. O préximo resultado nos auxilia nesta diregao. Para tanto considere o

K[[X]]-médulo M, = K[[X]] @ K[ X]]y @ ... ® K[[X]]y*.

Proposigao 4.21. Seja [ € K[[X]|[Y] um polindmio de Weierstrass irredutivel de grau

n. Assuma M_y = {0} e zo = 1. FEntdo para todo k = 0,...,n — 1 existe um elemento
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2 € YF + My_y C Oy tal que vy(2i) € v(My_1).

Demonstracao: A prova é construtiva. Seja ((7),¢(T")) uma parametrizagao de (f).
Observe que zp =1 € y* + M_1 e vp(20) = v(1) =0 € v(M_1) = {o0}.

Como f é um polinomio de Weierstrass de grau n, temos que vs(X) = n. Agora
tome, 2 = y — ¢g(X), onde g(X) € K[[X]] = M, tem a propriedade vs(z1) = vs(y — g(X)) =
multy(H(T) — g((T))) # Fn = vp(K[[X]]) = vy (Mo) com [ € N, ou seja, vp(21) & vy(Mo).

Note que M; = K[[X]] F K[[X]]y. Tome agora g1(X) = ¢o(X) + ¢1(X)y € M, tal
que 2o = y? — ¢o(X) — ¢1(X)y € y?> + M, e quando visto como uma série em ¢, nao possui
nenhum termo em ¢ de ordem miltiplo de n ou de ordem v(z;) mais um miltiplo de n. Logo,
vi(22) = multy (2 (Y(T), 6(T))) & {0n,yn +vs(21)} = vp(My). Assim, vy(z;) & vp(My).

Procedendo dessa forma obtemos z, € y¥ + M, para k = 0,...,n — 1, tais que

vf(zr) & vp(My-1).

Exemplo 4.22. Seja (f) a curva com parametrizagao

x =t

y=1t°+1".

Temos que n =4 e zg = 1. Tome z, =y, pois vy(z1) = vy(y) = vp(tS+17) =6 &
vi(My) = vp(K[[X]]) = 4N. Tome agora zo = y* —a® € y*> + My. Temos que vy(z2) =
vp(y? — 23) = vp(2617 + 1) = 13 & vp(M;) = AN (6 + 4N).

Considerando z3 = y* — 2%y € y> + My, temos vy(z3) = vp (2t + 3t*° + ¢?') =19 ¢
vp(My) = AN (6 + 4N) | (13 + 4N).

Logo, obtemos vy(29) = 0,v5(21) = 6,v5(22) = 13 e vy(z3) = 19.

Observagao 4.23. Segue da proposi¢ao anterior que M), = K[ X]|@K[[X]]z1®. . . ®K[[X]]z.
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Em particular,

Oy =K X[l o K[[X]]zs @ ... @ K[[X]] 21,

ou seja, temos que os elementos z, com k = 0,...,n — 1 também geram Oy como K[[X]]-

mddulo.

Lema 4.24. (Azevedo) Suponha que para k =0,...,n — 1 temos elementos z, = y* + My_;
com vg(zx) € vf(My_1), onde zg =1 e M_y = {0}. Entao para todoi ej com0 <4, ji+j <
n—1, temos que

vr(2i) +vp(25) < vp(2igg)-

Demonstracao: Escreva z; = y' + a; e zj = Yy + a; com a; € M;_y e a; € M;_;. Temos
zizp =y + a;yt + a4 aia;.

Como z;y; = Yy +a;y; com a;j € Miy;_1, temos 2;2; = ziy;—a;j+a;y'+a;y’ +aa;.
Agora note que b = —a;4; + a;y" + a;y’ + a;a; € Mg 1.

Suponha que vf(z4;) < vf(zi2;). Como b = z;2j—2;+; temos vy (b) = ve(zi2,—2i4j) =
min{vs(ziz;), ve(2ziv;)} = v(zipj). Entdo, ve(zis;) € vp(M;rj_1). Absurdo! Portanto,
vi(2itg) 2 vp(zi) + v(z;)-

O

Observacao 4.25. Temos que vs(z;) < vs(z;) quando 0 < i < j < n—1. De fato, como j > i,

podemos escrever j =i+ (j —1i), entao pelo lema anterior temos vy(z;) < vy(2z;) +vp(2j—i) <
vi(Zii-iy) = vr(%)-

Proposicao 4.26. Sejam f € K[[X]|[Y] um polinémio de Weierstrass irredutivel de grau n,

z0=1¢ez1,...,2,1 elementos de Oy, tais que, 2z, € y* + My_y com vi(z1) & vy(My_1).
Denote por [r] a classe residual do inteiro v mdédulo n, entao para todo k = 0,...,n — 1,
temos que

i) v (M) = ({os ()} + nl;

i) vi(z) # ve(z) mod n, para todoi,j =0,...,n—1 comi# j.
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i) vi(zx) = min{[vs(z)] () S(f)}, para todo k =0,...,n— 1.

Demonstragao:
i) Podemos assumir que n > 1, poissen = 1, entdao k = 0 e vy (M) = v (K[[X]]) = N.

Procedemos por inducao sobre k. Suponha que para todo k, tal que 1 < k <n—1
temos

V(M) ={vs(z) + An;0 <i < k—1;A € N}

Pela Observagao .23 My, = Mj_1 + K[[X]]z;. Assim, podemos escrever qualquer elemento

[ € My na forma = o+ a(X)zx, com a € My_; e a(X) € K[[X]].

Temos que vy(a) # vy(a(X)z). De fato, se o contrario fosse verdade, usando a
hipdtese de inducdo, terfamos para algum ¢ < k — 1, uma relagdo do tipo v¢(z) + An =
pun +vg(z), ou seja, ve(zp) — vf(2) = An— pn = (A — p)n.

Como i < k —1 < k, pela Observagao .25 temos vs(z) — vs(2;) > 0, ou seja,
A—p > 0. Assim, vp(zi) = vp(z) + (A — p)n € ve(Mg_1). O que é um absurdo, pois

ve(z) & vi(Mg_1). Portanto, v(a) # ve(a(X)zy).

Sendo assim, segue que vs(f) = vy(a) ou v(B) = 'Uf( (X)zg).

1) Se v4(B) = vy(a), entdao vs(B) € ve(My_1) U{vf zi)} +nN C U{v z;)} +nN.

2) Se vy(3) = vy(a(X)z), entdo vy (B) € vy(z) + AN C | J{vs(z:)} + nN.

i=0
Portanto, vy (M) = U{vf z;)} + nN.

ii) Suponha por absurdo que vf(z;) = vp(z;) mod n para algum par de inteiros ¢ e j)
com ¢ # j. Sem perda de generalidade suponha que i > j, entao vs(z;) = vg(z;) + An. Segue
da Observagcao .25 que A > 0. Logo, por (i), temos que vs(z;) € vs(M;). Mas j < i, ou seja,

vr(2;) € vp(M;) C vp(M;) um absurdo. Portanto vs(z;) # vf(z;) mod n.
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iii) Tome v € S(f) = vs(Oy \ {0}), entdo existe h € Oy tal que vs(h) = 7. Além
disso, se vy(h) = v € [vs(2k)], entdo v & vp(Mj_1) e assim, h € My \ My_;.
Pelo item (i), temos v = vg(z) + nA, com A > 0, Portanto, min{[v(z)| (N S(f)} =

v(2g). O

As condicoes (ii) e (iii), da proposicao acima, indicam que a;, = vs(z;) para i =

0,...,n— 1, formam a sequéncia Apéry de S(f).

Corolario 4.27. Sejam i e j dois inteiros distintos, tais que 0 <1i,j <n—1 e (X),a;(X) €
KI[X]]\ {0}, entdo vs(a;(X)z) # vi(aj(X)z;) mod n.

Demonstracao: Suponha que vs(a;(X)z;) = ve(;(X)z;) mod n. Sem perda de generali-
dade podemos supor que vy(a;(X)z;) > vy(a;(X)z;), entdao vy(ay (X)) +vp(2) —ve(ei (X)) —

v(z5) = An, com A € N. Como vs(a; (X)) = Ain e vy(a;(X)) = A\jn, temos que

v(z) —v(z) = An—Ain+ An = (A= X\ + \j)n.

Se vy(z;) > vg(zj), entdo A — N\ + A > 0, entao vs(2;) = ve(z) + (A= A+ Aj)n €
vr(M;), um absurdo.

Se vs(z;) > vp(zi), entdo vs(z) —vp(z) = —(A = i+ A\j)n = (A + X\, — A\j)n, ou
seja, (=A+ XN —Aj) > 0evp(z) =vp(2z) + (=A+ XN — Aj)n € vp(M;), também um absurdo.

Portanto v(o(X)z;) # ve(o;(X)z;) mod n.

Corolario 4.28. Seja 1 = wop, w1, ..., wy—1 € Oy, tais que
i) wp € y* + My_y para todo k =0,...,n— 1.
i) ve(wo), v(wy),. .., vp(wy_1) sao dois a dois ndo congruentes modulo n.

Entao, ve(wg) = vi(2) para todo k =0,...,n— 1.
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Demonstracao: Em primeiro lugar devemos mostrar que vy(wy) nao pertence a vp(My_1).
k-1

Temos pelo item (i) da proposigdo anterior que vp(Mj_1) = U{vf(zi)} + nN. Se vy(wy) €
i=0
vf(Mg_1), entao vs(wy) = vs(2,) mod n para algum r < k.

Mas observe que
wog € Mg C My C...C M4
w €M CMyC...C M4
Wy—1 € My_1.
Pela Proposicao[4.26, item (ii), temos que vs(2;) # vs(2;) mod n, paratodod,j =0,...,n—1,

com i # j. Assim, temos que

’Uf(Mk_l) = {Uf(Zo)} + nNU Ce U{Uf(zk—l)} + nN,

¢ uma unido disjunta, pois nenhum elemento v(z;) pertence a classe residual de outro ele-

mento vs(z;).

Por hipdtese temos que nenhum vy(w;) deixa resto igual a outro vs(w;) na divisao
por n e como vp(w;) € vy(Mg_y) para todo ¢ = 0,...,k — 1. Entdo devemos ter que cada
vr(w;) pertence a uma unica classe residual {vs(z;)} + nN, ou seja, ve(w;) = vs(2,) mod n
para algum r = 0,...,n — 1. Mas vs(wy) = vy(z.) mod n, entdo ve(wy) = ve(w;) mod n,
absurdo, pois por hipétese v;(w;) # v;(w;) mod n, para todo ¢,j5 = 0,...,n — 1. Portanto,

vy(wg) nao pertence a vy(My_q).

Para concluir a prova, observe que wy € y* + M, C My e vs(wy) ndo pertence
a ve(Mg_1), ou seja, estamos nas hipoteses da Proposicao [£.26, e assim podemos aplicar os

resultado para wy. Mas antes observe que

vp(wy) € U{Uf(zi)} + nN,

e vp(wy) & vp(My_1), entdo ve(wy) € {vs(2zx)} + nN e assim, vp(wy) = vs(2x) + An com
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A e N, ou seja, [vp(wy)] = [vr(2k)]-

Pelo item (iii) da Proposigao .26, temos que

vp(wy) = min{loy(wp)] 0 S(f)} = min{[vp(ze)] VS ()} = vy (zk).

Portanto, v(wg) = vy(2i), para todo k =0,...,n — 1.

4.3 Semigrupos e Resolucao de Singularidades

Nesta secao relacionaremos o semigrupo de uma curva plana singular com a sequén-

cia de multiplicidades obtida pelo processo de resolugao de singularidades.

Observagao 4.29. Seja f(X,Y) = ao(X)Y" + a1 (X)Y" 1 + ...+ a,(X) + Y"HR(X,Y)
com ag(0) # 0 e mult(a;(X)) > i, entdo se fV = o*(f) € a transformada estrita de f por o
temos que I(fM, Y1) = mult(a,(X)) —n e I(fM, X)) =n.

De fato, como f1) = bo(X1) Y +by (X)Y" 4. . + X YT (X1, X1Y1) com bi( X))
4 temos que mult(b;(X1)) > 0 para todo i > 0 e assim I(f1, X1) = I(bo(X1)Y, X1) =

Xi

IY", X1)=ne

an(X1)

TP %5) = (X0, Y1) = 15

Y1) = 1(a,(X1), Y1) — n = mult(a,(X;)) — n,

sendo que a ultima igualdade seque do fato de que podemos escrever a,(X;) = qumu“(a"(Xl))

com u € K[[X, Y]] unidade.

O préximo lema indica que hé uma relagao de inclusao entre os semigrupos da curva

e o de sua transformada estrita.

Proposicao 4.30. Sejam f € K[[X, Y]] uma série de poténcias irredutivel de multiplicidade
n, reqular em 'Y e f) = o*(f) a transformada estrita de f. Entao S(f) C S(fM).
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Demonstragao: Pela Proposicao temos que Oy C Oyq).

Agora tome v € S(f), ou seja, v = I(f,h) = vs(h) = ordih(¢p(T),¢(T)), onde
he Ofe (p(T),y(T)) é uma parametrizacao de f.

Como f(Xy, X1V1) = X7fW(X1,Y1) temos que v = I(f,h) = I(X7fY h) =
nl(Xy1,h) +1(fY, h).

Note que se h(X,Y) = Xja(X1,Y)) + (Y1), entdo I(Xq,h) = [(Xy, Xja(X1, Y1) +
[(Y1)) = (X3, Yu) = dI(X,,Y)) = d, com [(Y;) = Yiu onde u é uma unidade em K[[X, Y]].

Pela observacdo anterior n € S(fM). Logo, v = nd + I(fM(X1,Y1),h) € S(fM).

Portanto, S(f) c S(f™M). O

O préximo resultado relaciona as sequéncias de Apéry do semigrupo S(f) e S(fM).

Proposicao 4.31. Sejam f € K[[X,Y]] uma série de poténcias irredutivel reqular em Y
com cone tangente (Y™), fO = o*(f), ap < a1 < ... < ap_1 €ay < a; < ... < a,_,

respectivamente as sequéncias Apéry de S(f) e S(fM), com respeito a n. Entdo,
a; = a;- + jn,
para todo 7 =0,...,n— 1.
Demonstragao: Da Observacio B29, temos que I(fM, X;) = n € S(fM). Dessa forma,

faz sentido calcular a sequéncia de Apéry de S(fV)) com respeito a n.

Como {ay,ay,...,a, ,} forma um sistema residual completo médulo 7, o conjunto
{ag,a} +n,...,a, , + (n — 1)n} também é um sistema residual completo médulo n. Pelo
Corolério .28 é suficiente mostrar que para todo k = 0,...,n — 1 existe 2z, € y* + M;_1, tal

que vy (z) = ay, + kn.

Para todo k = 0,...,n — 1 defina M,_, de forma andloga & de M, relativo a f()

’ k ’ k / ’ ’ .
ao invés de f. Seja z, = ()y(—ll> +my_, € (%) + M,_, C O tal que v(z,) = a, cuja
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existéncia é assegurada pelas Proposicoes 4.21] e [£.26]
Multiplicando Z; por X¥ para k=0,...,n — 1, obtemos

k
Xky = XF <% + mk_l) =y"+ XFm, e yfF+ M.
1

Além disso, denotando z, = X*z, temos
V) (Zk) = V) (sz;ﬂ) = Vp) (Xk) + V) (Z,;) =kn + a;ﬂ,
para todo £ =0,...,n — 1. Logo,

vy (20) = ag + 0n, v (21) = a, +1n, ... V) (2n-1) = Gy + (0 — 1)n.

Note que vya)(20), vy (21), - -+ Vp0)(2,-1) s@o dois a dois nao congruentes médulo n. Por-
tanto, pelo Corolario 28, v(z;) = v(wy) = ay + kn para todo k =0,...,n — 1. O

O resultado anterior, permite obter conclusdes importantes e interessantes.

Corolério 4.32. Sejam c e ¢V, respectivamente, os condutores de S(f) e S(f1). Entdo

c=cWV +n(n—1) onden é a multiplicidade de f.

Demonstragao: Sabemos da Proposicio @19 que ¢ = @, —(n—1)ecM =a, |, —(n—1).

Da proposicao anterior temos que a,_; = a,_, + (n — 1)n. Logo,

/

c=a, +(n—n—(n—-1)=cY4+n(n-1).

O

Vimos no Lema 30 que S(f) € S(f1), o préximo resultado estreita ainda mais

esta relacao.
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Corolario 4.33. S(fW) e mult(f) determinam S(f) e a reciproca também ¢ verdadeira.

Demonstragao: Dados S(fM) e n = mult(f) podemos calcular a sequéncia Apéry 0 =
ag < a; < ... <a, ; de S(fM) com respeito & n € S(f) € S(fM). Pela Proposicao E31]
podemos obter a sequéncia de Apéry de S(f) com respeito a n, ou seja, ag = az) +0n<a =

ay+in<.. . <ap,=a,  +(n—1)n.

Como, pela Proposicao 419 {n,as,...,a,-1} é um conjunto de geradores de S(f),

obtemos S(f).

Por outro lado, dado S(f) podemos calcular a sequéncia de Apéry ap < a; < ... <
an_1 de S(f) com respeito & n = mult(f) € S(f) € S(f). Novamente pela Proposicio
[4.31] temos que a;» =aj—jnparaj =0,...,n—1 formam a sequéncia de Apéry para S(fM)
com respeito a n. Assim, {n,ay,...,a, ;} é um conjunto de geradores de S(fV)) e dessa

forma obtemos S(f™).

O

O resultado anterior permite reformular a nogao de equisingularidade em termos da

sequéncia de multiplicidades que ocorre na resolugao canonica de uma curva.

Corolario 4.34. Duas curvas planas sao equinsiqulares se, e somente se, elas possuem a

mesma sequéncia de multiplicidades nas suas resolucoes canonicas.

Demonstragao: Considere a sequéncia de multiplicidade na resolugao canonica de uma

curva (f): mult(f), mult(fO), mult(f@), ... mult(f™N) = 1.

Como ™) ¢ suave, o semigrupo associado a ela é S(f™)) = N. Além disso, a
sequéncia de Apéry de N é dada por al¥ = i. Como conhecemos mult(f™¥=Y), pela proposicio

anterior podemos determinar S(f"N=1).

Usando uma argumentagao indutiva vemos que a sequéncia de multiplicidade de f

determina e é determinada pelo semigrupo S(f). O
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Observacao 4.35. Usando o Coroldrio [4.39 repetidas vezes obtemos que o condutor do
N

semigrupo de uma curva (f) é ¢ = Zn(i) (n® — 1) onde n® = mult(f), n® = mult(f) e
=0

N € o numero de transformacoes quadrdticas necessdrias para tornar a curva suave.

Vamos finalizar o trabalho, verificando se trés curvas sao equisingulares.

Exemplo 4.36. Considere as sequintes curvas planas:
1) (f) dada por f(X,Y)=Y*—2X3Y? — 4X°Y + X6 — XT.

2) (g) dada pela parametrizagdo

z(t) =t* +¢°
y(t) =% +1.

3) (h) dada pela parametriza¢ao

X=t
Y =10 41".

Vamos verificar se tais curvas sao equisingulares.

Mostramos no Ezemplo (3.8 que {4,2,2,1} € a sequéncia de multiplicidades que ocor-
rem na resolu¢do candnica de (f). A partir desses dados encontramos o semigrupo associado
a curva (f). Como & € suave, temos que S(f®) = N.

Sabemos que aé?’) =0< af’” =1 € a Sequéncia de Apéry desse semigrupo com respeito

amult(f®) = 2. Pela Proposiciol[{.31], temos que a(()z) =0< a§2) = 3 € a sequéncia de Apéry
de S(f®) com respeito a2 e pela Proposiciol[{.19 item (iii) temos que S(f®) = (2,3). Como
mult(f?) = mult(fM) = 2, obtemos a mesma sequéncia de Apéry de S(f?) com respeito
a 2 e novamente pelas Proposicoes [{.31 e [{.19 item (iii), temos que aél) =0< agl) =5¢
a sequéncia de Apéry de S(f1) com respeito a 2 e S(fV) = (2,5). Agora, calculamos a
sequéncia de Apéry de S(fM) com respeito ¢ mult(f) = 4 e dessa forma obtemos a(()l) =0<
agl) =2< agl) =5< aél) = 7. Sendo assim, seque que ag =0 < a1 =6 < ay =13 < az =19

€ a sequéncia de Apéry com respeito a 4 do semigrupo S(f) e portanto S(f) = (4,6,13).
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Agora iremos calcular o semigrupo associado a curva (g). Para tanto encontremos
uma parametriza¢ao de Hamburger-Noether para essa curva. Como ord,(x(t)) < ordy(y(t)),

devemos dividir y por x, assim y = xy;, onde y, = t2.

Como ordi(y1) < ordy(x), tome y; = 2. Repetimos o processo para {z,x}, ou
seja, dividimos x por z,. Assim, ¥ = zywy, onde w; = t* + 3. Como ordy(w,) = ords(z),
dividimos wy por z; e assim wy = z1(1 + wy), onde wy =t. Como ord(wy) < ordy(z), tome
wy = z9. Repetimos o processo para {zs, 21}, isto €, dividimos z; por zy. Assim, z; = zv1,

onde v =t. Como vy = 2o temos o fim do processo.

Agora analisando cada parte do procedimento acima, obtemos a sequinte parametriza-
cao de Hamburger-Noether:
Y=z
T =2+ 222

21 = Z%.

Sabemos da Proposicaol3.12 que as diferentes multiplicidades que ocorrem na sequén-
cia de transformagoes quadraticas que torna (g) suave sio exatamente os inteiros nj = v,(z;)
com 0 < j <r e cadan; € repetido h; vezes, lembrando que a parametriz¢ao de Hamburger-

Noether estd escrita na forma
_ 7 J
Zj—1 = E ajizj +Zj Zj+15
i

com (<5 <r.

Assim, ng = v,(20) = vy(x) = mult,(x) = 4. Observe que, se j =0 entdo, z_1 =y =

xzy. Logo, hg = 1, ou seja, a multiplicidade 4 ocorre uma vez. Do mesmo modo obtemos:
ny = ’Ug(21> = 2, com hl = 2,’
ne = vy(22) = 1, com hy = 0.

Dessa forma, obtemos que {4,2,2,1} é a sequéncia de multiplicidades para a curva

(9) que € a mesma sequéncia de multiplicidades da curva (f). Logo, S(g) = (4,6,13).

Observe que a curva (h) estd na forma de uma parametrizagio de Newton-Puiseus.
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No Exemplo [{.23, calculamos os elementos z, = y* + My, € Oy, definidos na Proposicdo
[4.21] e obtemos vp(z0) = 0,vp(21) = 6,v4(22) = 13 e vp(23) = 19. Pela Proposicao [{.20]
temos que a; = vp(z;) parai =0,...,n —1, € a sequéncia Apéry de S(h), ou seja, ag =0 <
a; =6 < ay =13 < az =19 € a sequéncia de Apéry de S(h). Sendo assim, pela Proposi¢ao
[4.19 item (iii), temos que S(h) = (4,6, 13).

Desta forma, temos que as curvas apresentadas acima possuem o mesmo SEmigrupo

de valores. Portanto, essas curvas sao equisingulares.
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