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Resumo

O presente trabalho utiliza conceitos da teoria invariante de grupos na construcao de
formas gerais de campos vetoriais em presenca simultanea de simetrias e antissimetrias.
O conjunto I' destes elementos forma um grupo de Lie compacto e, neste caso, o campo
de vetores é reversivel-equivariante sob a acao de I'. Nosso estudo se baseia na teoria
de representacao de grupos e envolve métodos algébricos que estabelecem um algoritmo
simbolico para o calculo de geradores para o moédulo das aplicacoes polinomiais reversiveis-
equivariantes sobre o anel de invariantes. No contexto linear, a estrutura destas aplicacoes
pode ser determinada em blocos através das chamadas componentes o —isotipicas, que sao
construidas dependendo se seus subespacos irredutiveis correspondentes sao auto-duais ou
nao auto-duais. Finalizamos o presente trabalho descrevendo um processo de construcao
de tais componentes. Este processo depende da existéncia de uma permutacao entre todos

os subespacos irredutiveis para uma dada representacao de I'.

Palavras-chave: integral de Haar; teoria invariante; simetrias; simetrias reversiveis.



viil

Abstract

The present work uses concepts of the invariant theory for groups in the construction
of general forms of vector fields in simultaneous presence of symmetries and reversing
symmetries. The set " formed by these elements forms a compact Lie group and, in this
case, the vector field is reversible-equivariant under the action of I'. Our study is based on
the representation theory of groups and involves algebraic methods that establish a sym-
bolic algorithm for the computation of generators for the module of reversible-equivariant
polynomial mappings over the ring of invariants. In the linear context, the structure of
these mappings can be determined in blocks by the called o—isotypic components, which
are constructed according to whether its corresponding irreducible subspaces are either
self-dual or non-self-dual. We finish the present work by describing a construction process
of those components. This process depends on the existence of a permutation among all

non-isomorphic irreducible subspaces for a given representation of I'.

Keyword: Haar Integral, invariant theory, symmetry, reversing-symmetry.
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[INTRODUCAO

O estudo de sistemas dinamicos com simetrias (equivariancias) tem se estabelecido
como um ramo importante da teoria de sistemas dinamicos nao lineares. Seu desenvolvi-
mento é motivado pela ocorréncia, em uma classe ampla de sistemas, de bifurcacoes e
outros fendomenos dinamicos que nao seriam esperados se as simetrias nao fossem levadas
em consideragdo. Antissimetrias (reversibilidades) podem ser igualmente exploradas e
ocorrem numa diversidade de contextos, como por exemplo em sistemas reversiveis e
Hamiltonianos. A ocorréncia de simetrias e antissimetrias em um sistema dinamico regido
por uma equacao diferencial ordinaria ou parcial consiste de transformacoes que levam
solucoes em solucoes e, portanto, esta diretamente associada a uma propriedade invari-
ante do sistema. O conjunto I' destas transformacoes, juntamente com a operacao de
composicao, forma um grupo, cuja estrutura ¢ descrita por meio da teoria de represen-

tacao de grupos. Mais especificamente, a formulacao desta situagao é dada como segue:

Considere um sistema do tipo
t=G(x), z €V, (1)

onde V & um espaco vetorial real de dimensao finita e G : V — V & um campo vetorial
de classe C*°. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo linearmente em V. A esta acao
corresponde um homomorfismo linear de grupos p : I' = GL(V'), onde GL(V') é o grupo
das transformagoes lineares invertiveis em V', chamado representacao de I' em V. Dizemos

que G em (1) é I'-reversivel-equivariante, ou reversivel-equivariante sob a acao de I, se

G(p(y)z) = o(v)p(v)G(z), YVyel,zeV, (2)

onde o : I' — Zy = {£1} é um epimorfismo de grupos. Seu kernel I';. = ker o é o subgrupo
das simetrias de I' e o complementar I'_ = T"\ I'; é o conjunto das antissimetrias de T
Sob este formalismo, I'y forma um subgrupo normal de I' de indice 2 e ['_ constitui uma

classe lateral nao trivial de I';.

Do ponto de vista da dinamica, se G é reversivel-equivariante, a equagao diferencial
(1) é invariante pela a¢do de I' em R x V' sob a transformacao (t,z) — (o (7)t, p(7)x).
Em outras palavras, trajetorias de (1) sao levadas sobre trajetorias do mesmo sistema

preservando a direcao no tempo pelas simetrias e revertendo a direcao no decorrer do
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tempo pelas antissimetrias. Geometricamente, essa reversao representa uma inversao no
sentido das flechas das trajetorias no retrato de fase. Na figura 1(a), por exemplo, todas
as rotacoes em torno da origem sao simetrias e a reflexdo com respeito ao eixo x é uma
antissimetria. Na figura 1(b) a reflexdo com respeito ao eixo x é uma simetria e a rotagao

de angulo 7 em torno na origem ¢ uma antissimetria.
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Figura 1: Retratos de fase de dois tipos de fluxos de campos de vetores no plano possuindo

simetrias e antissimetrias.

Um sistema dindmico em presenca simultanea de simetrias e antissimetrias é chamado
reversivel-equivariante e as equagoes diferenciais que o regem permanecem inalteradas sob
a acao de I'. Neste contexto, o primeiro trabalho foi desenvolvido por Lamb e Roberts
em [20] com a classificacdo de sistemas lineares reversiveis-equivariantes em termos da
teoria de representacao de grupos. Desde entao, a investigacao nesta linha de pesquisa
tem crescido muito. Uma abordagem usando ferramentas da teoria de Singularidades, na
mesma linha que [17], foi desenvolvida por Baptistelli e Manoel em [4] para a analise de
bifurcagoes reversiveis-equivariantes no caso auto-dual. O principal ponto neste estudo é a
existéncia de um isomorfismo reversivel-equivariante que estabelece uma correspondéncia
biunivoca com um caso puramente equivariante (sem reversibilidades) associado. Em uma
outra dire¢do, Buono et al. [10] empregou transversalidade equivariante para tratar do
caso de bifurcacgoes reversiveis-equivariantes separaveis. Outros resultados recentes nesta
linha sao também encontrados em [1, 3, 5, 6, 11, 22]. Observamos que um caso particular
na teoria reversivel-equivariante, chamado puramente reversivel, ocorre quando I' contém
somente uma antissimetria, que é uma involucao. A maioria dos trabalhos no estudo de
bifurcacoes locais reversiveis-equivariantes restringem atencdo a este caso via teoria de

forma normal (veja, por exemplo, [12, 21, 23]).

O ponto de partida para uma anélise local e global de sistemas dinamicos reversiveis-
equivariantes é encontrar a forma geral do campo de vetores G em (1) que satisfaca (2),
sendo esta uma questao puramente algébrica em teoria invariante. Mais especificamente,
0 espaco aV(F) de todas as aplicagoes polinomiais I'-reversiveis-equivariantes em V' é
um modulo finitamente gerado sobre o anel Py (I') das fun¢oes polinomiais I'-invariantes,

que também é finitamente gerado de acordo com o Teorema de Hilbert-Weyl (Teorema
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1.2.4). Portanto, o problema de encontrar a forma geral de campos vetoriais reversiveis-
equivariantes é reduzido ao de encontrar um conjunto de geradores para BV(F ) sobre o
anel Py (I') como um mo6dulo. Este pode ser um problema dificil em teoria invariante e, na
maioria dos casos, é tratavel através de programas de algebra computacional, como o GAP
[13] e o Singular [25]. Nesta linha, formulas para o ntimero de invariantes e reversiveis-
equivariantes pela acao de I' em V' sao muito tteis, sendo usadas para se verificar se todos
os possiveis invariantes e reversiveis-equivariantes foram obtidos na busca da forma geral
do campo de vetores. Os resultados apresentados em [1]| baseiam-se exatamente nesta
abordagem, empregando técnicas algébricas da teoria invariante, como os operadores de
Reynolds e as séries de Hilbert-Poincaré, na busca da forma geral de campos de vetores

neste contexto.

Em nosso trabalho, seguimos principalmente as referéncias [1] e [5]. Nosso primeiro
principal objetivo é apresentar um algoritmo simbolico para a obtencao de formas gerais
reversiveis-equivariantes. Os resultados apresentados em [5] também foram motivados
pelo interesse no estudo de sistemas no contexto com simetrias e antissimetrias. FEles
sao baseados na teoria de representacao de grupos de Lie compactos, cujo alicerce é a
decomposicao de uma dada representacao de I' em uma soma direta de representacoes
mais simples, chamadas irredutiveis. Este processo de decomposicao garante a existéncia
das componentes isotipicas, que sao subespacos invariantes por qualquer aplicacao lin-
ear puramente equivariante. De modo correspondente, a construcao de subespacos que
sao invariantes por qualquer aplicacao linear reversivel-equivariante tem importantes im-
plicacoes na teoria de sistemas dinamicos e é o nosso segundo principal objetivo. Tais

subespagos sdo as componentes o-isotipicas, introduzidas por Lamb e Roberts em [20].

O texto é organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos notacoes,
definicoes e propriedades basicas das teorias invariante e equivariante de um grupo de
Lie compacto. O ponto principal neste capitulo é a existéncia de um conjunto finito de
geradores polinomiais para o anel de invariantes e para o modulo de equivariantes sob a
acao de I'. No Capitulo 2, introduzimos os principais conceitos e resultados do contexto
reversivel-equivariante. Apresentamos uma férmula, que envolve o caracter (traco) da re-
presentacao de I' em V', para o calculo do nimero de aplicagoes I'-reversiveis-equivariantes
de cada grau e utilizamos os operadores de Reynolds para a obtencao dos Algoritmos 2.4.4
e 2.5.4, este Ultimo para o calculo de geradores polinomiais do moédulo de reversiveis-
equivariantes. No Capitulo 3, aplicamos o Algoritmo 2.5.4 para a obtencao da forma
geral de campos de vetores reversiveis-equivariantes sob a acao de diferentes grupos. Com
o auxilio do software Maple 8, ilustramos a dindmica de alguns campos sob a influén-
cia de simetrias e antissimetrias. No capitulo 4, descrevemos um processo de construcao
das chamadas componentes o—isotipicas, detalhando uma comparacgao entre os processos
estabelecidos em [5] e [20].



CAriTULO 1

PRELIMINARES

Como mencionado na Introducao, a teoria usada para descrever as simetrias e antis-
simetrias de um sistema de equacgoes é a de representacao de grupos, sendo fundamental
sua compreensao em nosso estudo. O conceito de grupo de Lie é uma importante ferra-
menta que possui tanto propriedades topologicas quanto algébricas, sendo a compacidade
essencial em nosso trabalho. A teoria de representacao e a teoria invariante para grupos
de Lie compactos sao bem conhecidas e estabelecem importantes propriedades, como a

existéncia de uma integral invariante pela agao do grupo.

Neste primeiro capitulo apresentamos resultados bésicos acerca da teoria de represen-
tacao de grupos e da teoria invariante polinomial. O primeiro resultado importante nos
permite assumir que um grupo de Lie compacto age por transformagoes ortogonais em um
espaco de dimensao finita. Descrevemos também a decomposicao de uma dada represen-
tagao em representagoes mais simples e invariantes pela agao do grupo (Corolario 1.1.12).

Tais componentes sao os blocos principais para a construcao da teoria de representacao.

1.1 Teoria de representacao

Comegamos denotando por GL(n) o grupo de todas as transformacoes lineares in-
vertiveis de R"™ em R" ou, equivalentemente, o grupo das matrizes n X n nao singulares
sobre R. Uma vez que o conjunto M, (R) das matrizes n x n com entradas reais pode
ser identificado com R™, temos uma estrutura topologica bem estabelecida no conjunto
e, deste modo, podemos falar em subconjuntos abertos e fechados de M,,(R). Portanto,
um grupo G é um subgrupo fechado de GL(n) se ele é um subconjunto fechado de GL(n)
bem como um subgrupo de GL(n). Note que M, (R) contém GL(n) como um subconjunto
aberto. De fato, GL(n) = det ' (R\{0}), onde det ¢ a funcdo continua

det: M,(R) — R

1.1
A s AL (11

com |A| denotando o determinante da matriz A.

Para nossos propositos definimos grupo de Lie como abaixo:
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Definicao 1.1.1. Um grupo de Lie é um subgrupo fechado de GL(n).

Dizemos que um grupo de Lie é compacto se ele é compacto como um subconjunto de
2 ., .~ ,
R"™. Como um grupo de Lie é fechado por defini¢ao, ele é compacto se, e somente se, as
entradas das matrizes que o definem sao limitadas.

Observamos que, na literatura, um grupo de Lie é definido de forma mais geral. A
definicao apresentada aqui abrange um caso particular de grupo de Lie, o chamado grupo
de Lie linear. Contudo, todo grupo de Lie compacto, no sentido mais geral, é topologica-
mente isomorfo a um grupo de Lie linear (veja [7]).

Vejamos alguns exemplos importantes de grupos de Lie e que serao estudados no
decorrer do trabalho. Em toda a parte, Id,, representa a matriz identidade de ordem n e

det ¢ a funcdo continua definida em (1.1).

Exemplo 1.1.2. 1. O grupo ortogonal O(n) é formado pelas matrizes A € M, (R) que
satisfazem AA' =1d,,, onde A’ ¢ a transposta de A, juntamente com a operacao de

multiplicagdo de matrizes. Temos que O(n) é um subconjunto fechado de GL(n),
pois O(n) = det ' ({—1,1}).

2. O grupo ortogonal especial SO(n) é formado pelas matrizes A € O(n) tais que
det A = 1. Claramente, ele ¢ um subgrupo fechado de GL(n), uma vez que SO(n) =

det ™ ({1}).
SO(n) também é frequentemente chamado de grupo de rotagoes n-dimensional. Em
particular, SO(2) consiste das rotagoes planares, isto ¢, SO(2) = {Ry : 6 € (0, 27]},

Ry — ( cosf —sinf ) . (1.2)

sinf cos6

onde

E claro que Ry € SO(2), para todo 8 € (0,27]. Para ver que A € SO(2) é da forma

Ry, escreva
A:<a b), a,b,c,d €R.
c d

Como AA! = Id,, obtemos as igualdades a® + 0> = 1 e ¢® + d? = 1. Entao, existem
0,0 € (0,27 tais que a = cosf,b = sinf,c = sing e d = cos¢. Além disso,
det(A) = 1 implica que cos(f + ¢) = 1, ou seja, 0 = 2km — ¢, com k € Z. Calculos
simples mostram que a = cos¢ e b = —sin¢. Portanto, A = R,, como queriamos.

Dessa forma, podemos identificar SO(2) com o grupo do circulo S* = {z € C: |z| =

1}, uma vez que cada z € S! pode ser escrito de forma tnica como z = ¢, com

6 € (0,2n].

Por um raciocinio analogo ao descrito anteriormente, é possivel mostrar que se
A€ 0(2) edet A= —1, entdo A = KRy, onde k ¢é a reflexao
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1 0
() .

Logo, o grupo O(2) é gerado por SO(2) juntamente com k.

3. O grupo ciclico Z,, de ordem n, com n € Z e n > 2, que pode ser identificado com

o grupo das matrizes 2 X 2 gerado pela rotacao Rz2-. Logo, Z, ¢ um grupo de Lie.

4. O grupo diedral D,, de ordem 2n gerado por Z, e por um elemento de ordem 2 que
nao comuta com Z,. Podemos identificd-lo com o grupo de matrizes 2 x 2 gerado
pela rotagdo Rzx e pela reflexdo x dada em (1.3). Logo, D,, é um grupo de Lie.

Geometricamente, D,, é o grupo das simetrias do poligono regular de n lados.

5. Todo grupo finito é isomorfo a um grupo de Lie.

1

6. O toro n-dimensional T" = 8! x ... x S* é isomorfo a um grupo de Lie, fazendo a

n vezes

identificagao de 0 = (04, ...,0,) € T™ com a matriz em GL(2n)

Ry, 0 -+ 0
Lo C | 6ie (0,27),
0 0 --- Ry,

onde Ry, ¢ como em (1.2).

7. R™ é um grupo de Lie isomorfo ao grupo das matrizes da forma

1 a4 aa -+ a,
o1 0 --- 0
o 0 1 --- 0 € GL(n+1),
0 0 O 1

ondea; ER,j=1,...,n.
Os grupos O(n), SO(n), T" e todo grupo finito sdo exemplos de grupos de Lie
compactos.
1.1.1 Acoes e representacoes

Nesta subsecao, introduzimos os conceitos de acao linear e de representacao de um
grupo no espaco V' das variaveis. Daqui em diante, I' é um grupo de Lie compacto e V e

W sao espagos vetoriais reais de dimensao finita.
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Definicao 1.1.3. Dizemos que I" age linearmente em V' se existe uma aplicacao continua,

chamada acao,
'xV — V

(v,v) — ~yw

tal que:
(i) Para cada v € T, a aplicagio p(y) : V — V definida por p(v)(v) = v.v € linear;
(i1) Se 1,72 €T, entao y1.(72.0) = (7172)-v.

Claramente, uma acao de I' em V pode ser definida apenas para os geradores de I'.

Quando nao houver ambiguidade sobre a agao, escrevemos yv no lugar de ~.v.

O homomorfismo de grupos p definido por

p: I' — GL(V)
v = ()

é chamado de representacao de I' em V', onde GL(V') é o grupo dos operadores lineares
invertiveis em V. Desta maneira, a toda agao esta associada uma representacao e ambas
diferem essencialmente no ponto de vista. Uma agao diz como um elemento v do grupo
transforma um dado elemento v do espaco, enquanto que uma representacao diz como -y
transforma o espago todo. Em todo o texto, denotamos por (p, V) a representacao p de

I' no espaco vetorial V.

Vejamos alguns exemplos de acoes:

Exemplo 1.1.4. 1. A funcao dada por

denota uma acdo de S' em C. De fato, se 21,20 € C e X € R, entdo
(A2 + 20) = (A2 + 20) = A2y + €25 = N(0z)) + 02, V 0 € S,
91(022) _ Ql(eiegz) — it — i(01+02) , (91 + 92)27 VY 2 e C.

Esta acao da origem a uma representagao p de S* em C = R?, onde p(0) = Ry ¢é a

rotacao de angulo 6.

2. Todo grupo I' de Lie (linear) tem uma acdo natural em V = R" dada pela multipli-

cacao de matriz por vetor:
'xVv — V

(A,v) — Av (1:5)
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3. Todo grupo I' tem uma acao trivial dada por

ye=z, YVxeV, yel. (1.6)

4. Para cada k € Z, existe uma acdo de S' em C definida por
0z =e*z VzeC, §ecS (1.7)

Note que para k = 0 temos a agao trivial dada em (1.6) e para k = 1 temos a acao
padrdo de S' em C definida em (1.4).

5. Cada agdao de S' = SO(2) em C definida em (1.7) estende-se naturalmente para
uma agao de O(2) em C, se considerarmos kz = z, onde k é a reflexdo dada em
(1.3).

6. Todo grupo de Lie compacto age sobre o espago das matrizes M, (R) por semelhanga,
isto é,
yA=~vAy"t, Vyel, Ac M,(R).

7. O grupo Z,, de ordem n, gerado pela rotagao R, de angulo ¢ = 27“, define uma acao
em C dada por
bz =¢€%z, ¥V zeC. (1.8)

8. O grupo Diedral D,, de ordem 2n, gerado por Z,, e pela reflexdo x dada em (1.3),

define uma acao em C dada por

pz=¢e%" e rkz=2% VzeC. (1.9)

Em nosso contexto, podemos descrever de modos distintos uma “mesma” acao. Neste

caso, dizemos que tais acoes sao isomorfas. Mais precisamente temos:

Definigao 1.1.5. Sejam (p, V') e (n, W) representacoes de I' em V e em W, respectiva-
mente. Dizemos que as acoes de I' em V e em W sao isomorfas, ou que os espagcos V e

W sao I'-isomorfos, se existe um isomorfismo linear A -V — W tal que
Alp(y)v) = n()Av), YveVyel.

Neste caso, chamamos A de T'-isomorfismo entre V e W.

Como um exemplo, considere as agoes de S' em C dadas em (1.7) para k = 1 e
k = —1. As representagoes correspondentes sao p e 7, respectivamente, com p(0)z = ¢z
en(0)z = ez, paratodo § € S' e z € C. Defina o isomorfismo A : C — C por A(z) = z.
Entao,
A(p(60)2) = @z = ez — P A(z) = n(B)A(2),
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mostrando que tais acoes sao isomorfas.

Naturalmente, podemos estender a Definicao 1.1.5 para o caso em que I' age sobre V'

e um outro grupo A, isomorfo a I', age em W.

1.1.2 Integral de Haar

Nesta segdo mostramos que todo grupo de Lie compacto I' C GL(n) pode ser identifi-
cado como um subgrupo fechado do grupo ortogonal O(n) (Proposigao 1.1.8). Para isto,

usamos a integral de Haar, uma operagao que é invariante sob translacao por elementos

de T.

Definicao 1.1.6. Seja f : ' — R uma funcao continua. A operacao

/yerf(y) ou /Ff ou /Ffdv e R

¢ uma integral de Haar sobre I' se satisfaz as trés sequintes condicoes:

(i) Linearidade: Para f,g:T — R funcgées continuas e A € R,

/F(Af+g)=A/Ff+/Fg ;

(ii) Positividade: Se f(y) > 0, para todo v € T', entao / f(y) >0 ;
verl

(iii) Invaridancia por translagao: Para todo 6 € T fizado, / f(67) —/ f)
yel’ vel’

A prova da existéncia e unicidade dessa integral é um resultado classico, que sera
omitido aqui. Se I' € um grupo de Lie compacto, entdo [, ¢ finita e assumimos [ 1 = 1.
Neste caso, dizemos que a integral de Haar é normalizada. Da compacidade de I' segue

também que a integral de Haar é invariante sob translacoes a direita, isto é,
/ f(yd) = / f(v), Véel fixado.
yerl’ yer
Para maiores detalhes sobre a integral de Haar e para as demonstracoes dos resultados
veja [8].

Exemplo 1.1.7. 1. Seja I' um grupo de Lie finito de ordem |I'|. Entdo a integral de

Haar normalizada sobre I' é dada por

/F () = ,% S ),

~yel
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onde f:I'— R é uma funcao continua. Com efeito:

(i) Se f,g: ' = R sdo fungodes continuas e o € R, entao

/F(Oéf +g)(Ndy = |—;| > (af+9)(7) = % (aZf(v) + ZMV))

vel’ vyer yer

= a (ﬁZf(v) +ﬁzg('y)>

vyel vyel

= o [ Far + / 9(7)d:

(ii) Se f(y) > 0 para todo v € T, entao Z f(v) > 0 e, assim,
~yel'

[ i =50 2o

yel

(iii) Se ¢ € I" é fixo, entdo

/F £(69)dy = ,—If| S foy) = ,—é‘ S fla) = / 16y

a segunda igualdade seguindo do fato de h : T' — I', dada por h(y) = v, ser bijetora;
1 1
Além disso, /1d’y =—>» 1l=—|"=1
AP

2. Toda funcao continua f : SO(2) — R determina de forma tinica uma fungdo con-
tinua f: R — R de periodo 27, dada por f(@) = f(Ry). Entdo a integral de Haar
normalizada em SO(2) é dada por

[r=2 [ o

Com efeito, os itens (i) e (ii) da defini¢ao de integral de Haar seguem da linearidade
e da positividade da integral de Riemann. Para o item (iii), tome f: SO(2) — R
e fixe R, € SO(2). Entao

2w

1
RyRy) = R = — 0)do
/1;9650(2) f< v 9) LQESO(Q) f( ¢+9) 27 0 (w " )

1 2w

— L [ Reya - /R o fE0)

21 Jo
a terceira igualdade seguindo do fato de que f ¢ 2m-periodica.
1

2
Além disso, / 1d6 = —/ 1do = LQﬂ' =1
0€50(2) 21 Jo 2m
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Proposicao 1.1.8. Sejam (p, V') uma representacio de I' em um espago vetorial real V
de dimensao finita n. Entao existe um produto interno em V' tal que, para todo v € T, a

matriz p(y) € GL(n) é ortogonal.

Demonstracao: Seja (,) um produto interno em V. Para v,w € V, considere a

funcao continua

R
(p()v, p(v)w)

fow: T

%
v

Assim, fica bem definido o produto

(0, w)p = / fo(7) = / (o), ply ) (1.10)

Da linearidade e da positividade da integral de Haar segue que (,)r é um produto

interno em V. Da propriedade de invariancia por translacao segue que, para todo § € I’
fixado,

(p(6)v, p(O)w)r = /F<p(7)(p(5)v),p(v)(p((F)w)) = /F<p(75)v7p(75)w>
= | foulrd) = / fonl?) = (0, w)r.

r

Ou seja, (,)r € um produto interno I'- invariante. Como V' é um espaco vetorial real

de dimensao finita, segue que

(v,w)r = (p(7)v, p(V)w)r = (v, p(7)*p(V)w) = (v, p(7) p(7)w)r,

*

para quaisquer v,w € V, onde p(7y)* representa a adjunta de p(vy). Logo p(7)'p(y) = 1d,

ou seja, p(y) € O(n), para todo v € I'. O

O seguinte resultado é explorado no proximo capitulo:

Teorema 1.1.9. (Fubini) Sejam T' um grupo de Lie compacto e X3 um subgrupo fechado

de I'. Para qualquer funcao continua f : I' — R tem-se

JECICE / ([ 3o atz),

onde d(vX) denota a medida de Haar normalizada invariante a esquerda sobre T'/X.

Demonstracao: Veja Briocker e Dieck |8, I, Proposition 5.16] 0
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1.1.3 Irredutibilidade

Nesta subse¢ao, mostramos que toda representagao de um grupo de Lie compacto se
decompoe em uma soma direta de representacoes mais simples, chamadas irredutiveis
(Corolario 1.1.12). Este processo de decomposicao, que é semelhante ao processo de diag-
onalizacao de matrizes, nem sempre é Unico. Isso garante a existéncia das componentes
isotipicas, que combinam todas as representacoes irredutiveis I'-isomorfas entre si (Teo-
rema 1.1.16).

Definicao 1.1.10. Seja (p, V) uma representacio de I' em V.

1. Um subespaco W C V' é chamado I'-invariante se p(y)w € W, ¥y e ',w € W;

2. Uma representacao ou acao de ' em V € irredutivel se 0s unicos subespacos I'-invariantes

de V' sao os triviais;

3. Um subespaco W C V' € I'-irredutivel se W ¢é I'-invariante e a agcao de I' em W €

1rredutivel.

Por exemplo, a a¢ao de SO(2) = S! em C dada em (1.7) é irredutivel para k # 0.
Geometricamente a acao rotaciona elementos do plano. Logo, os tinicos subespacos de R?
que podem ser invariantes pelas rotacoes sao os triviais. O mesmo nao é verdade para

k = 0. Neste caso, a a¢ao é trivial e todo subespago do plano é SO(2)—invariante.

Uma importante consequéncia da existéncia de um produto interno invariante em V'
é que todo subespaco I'-invariante possui um complementar I'-invariante. Mas especifica-

mente temos:

Proposicao 1.1.11. Seja I" agindo em V e seja W C V um subespaco I'-invariante.

Entao existe um subespaco complementar I'-invariante Z C 'V tal que V =W & Z.

Demonstracao: Considere (,)r um produto interno I-invariante em V' e tome

Z=Wr={v eV:{vwr=0,Ywe W

Para cada v € T', o operador p(y) : W — W, w — ~w, é um isomorfismo. Para
ver isto, basta notar que p(7) é sobrejetor, visto que W tem dimensao finita. Considere
w € W. Da invariancia de W, v lw € W e temos p(7)(yv 'w) = vy 'w = w, como

queriamos.
Deste modo, dado w € W existe um tnico w; € W tal que w = p(y)w;. Sev € W,
entdo (p(v)v, w)r = {p(7)v, p(y)w1)r = (v, w)r = 0. Portanto, p(y)v € W+, isto &, W+

¢é I'-invariante. L]



Irredutibilidade 10

Segue da proposicao acima que toda representacao de um grupo de Lie compacto
pode ser escrita como uma soma direta de representagoes irredutiveis. Mais formalmente,

temos:

Corolario 1.1.12. (Teorema da Redutibilidade Completa) Seja I agindo linear-

mente em V. Entao existem subespagos U-irredutiveis Vi,...,Vy de V' tais que

V=Vie...eV,.

Demonstragao: Suponha V' # {0} e seja n = dimg V. Faremos a prova por indugao

sobre n.

Se n = 1, entao V é irredutivel, uma vez que seus Unicos subespacos sao os triviais.
Assim, podemos escrever V =V @ {0}. Suponha n > 1 e que o resultado seja valido para
subespacos de dimensao m < n. Se V é irredutivel, nao temos o que fazer. Caso contrério,
existe um subespago I-invariante W C V tal que {0} C W C V. Logo, dimg W < n. Pela

Proposicao 1.1.11, existe um subespago complementar ['-invariante Z C V tal que
V=WeZz

Segue que dimg Z < n. Aplicando a hipotese de inducdo em Z e W, e observando que

todo subespaco irredutivel de Z e W é um irredutivel de V', obtemos o resultado. 0

Vejamos dois exemplos:

Exemplo 1.1.13. 1. Defina a a¢ao de O(2) em R? como

O(x,y,z) = (rcos20 —ysin20, xsin20 4+ ycos 20, z) e k(x,y,z) = (r,—y,—2).

Note que V =V, & V,, onde

Vi={(z,y,0):z,y e R} e V5=1{(0,0,2):z € R}.

Os subespacos V; e V4 sdo O(2)—irredutiveis: dado v, = (0,0,2) € V5, temos
Ovy = vy € Vo e kg = (0,0,—2) € V. Portanto, V5 é O(2)—invariante. Como
dimg Vo = 1, O(2) age irredutivelmente em V5. Analogamente, se v; = (x,y,0) € V7,
entdo vy = (rcos20 — ysin 260, xsin 20 + ycos26,0) € V; e kvy = (z,—y,0) € V4.
Portanto Vi é O(2)—invariante. E facil verificar que nenhum subespaco proprio de
V1 é O(2)—invariante. Logo, V; é O(2)—irredutivel.

2. Considere V' o conjunto das matrizes simétricas em M;(R) com trago nulo. Podemos
“enxergar” O(2) C O(3) fazendo a seguinte identificagao:

sinf) cosf 0
Rye O(2)— | cosf sinf 0 | € O(3).
0 0 1
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Para todo 7 € O(3) e para todo A € V, defina
A =194y,

ou seja, O(3) age em V por semelhanga. Céalculos simples mostram que

a b 0 0 0 ¢
Vi = b —a 0 |:a,beR,, Vo= 0 0 d|:c,deR
0 0 0 c d 0
e
a 0 O
Vs = 0 a 0 raeR
0 0 —2a

sdo subespacos O(3)-invariantes e irredutiveis de V. Além disso, V =V, @ Vo @ V5.

Em geral, a decomposicao de V em subespagos irredutiveis como no Corolario 1.1.12
nao ¢ unica. Por exemplo, considere V' = M(R) e suponha SO(2) agindo em V' pela
multiplicacao de matrizes a esquerda, isto é, 0 A = Ry A, para todo Ry € SO(2) e A€ V.
Neste caso, V=V &V, e V=V, & Vs, onde

vi=d %) abert: v=d(% ¢ ). caer
b 0 0 d
Vi = 2¢ ¢ ce,d eR
2d d

sdo subespacgos SO(2)-irredutiveis de V.

O ponto principal desta nao unicidade é a existéncia de subespacos I'-irredutiveis de
V' que sao I'-isomorfos (no exemplo acima, V5 e V3 sdo I'-isomorfos). Entretanto, podemos
encontrar condicoes sob as quais a decomposicao de V' em subespagos invariantes pela acao
do grupo seja tnica. Formalizamos o resultado no Teorema 1.1.16, cuja prova depende

dos dois proximos lemas.

Lema 1.1.14. Seja (p, W) uma representac¢io de I' em W e suponha
W=2_ U

onde cada U, € um subespaco I'-invariante e I'-isomorfo a algum subespaco I'-irredutivel
U de W. Entao todo subespaco I'-irredutivel de W é I'-isomorfo a U.

Demonstracao: Seja s = dimg W. Mostremos primeiramente que existe um subcon-
junto finito {U,,, ..., Uy, } dos U, tal que

W=Uy &..0U,. (1.11)
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A prova é por inducao. Seja
W=U,®...0U, , CW.

Se W = W’ entao provamos a afirmagao. Caso contrério, existe U,, C W com U,, ¢ W'.
Como U,, é irredutivel e U,, "W’ C U,,, segue que U,, N W' = {0}. Portanto, a soma
W'+ U,, é direta e temos

wW"=w'e U,,.

Se W = W, provamos o que queriamos. Caso contrario, repetimos o processo e, como

dimensao de W é finita, obtemos (1.11) para ¢ no maximo s.

Seja {0} # X um subespago I'-irredutivel de W. Se X = U,,,, para algum i € {1,....t},
entdo claramente X é I-isomorfo a U. Supomos X # U,,, para todo i € {1,...,t}.
Mostremos que

X¢gUy,&..6U, , e XCUy,®..0U,, (1.12)
para um unico k € {1, ...,t}.

De fato, como X é irredutivel, X ¢ U,,. Se X C U,, ® U,,, provamos (1.12). Caso
contrério, verificamos se X C Uy, @ Uy, B U,,. Se sim, acabamos a prova. Caso contrario,

repetimos o processo, até obtermos (1.12).

Da irredutibilidade de X e de (1.12) segue que

XA (Up, @ . ® Uy, ) = {0} (1.13)

Considere agora a projecao

II: Uy, @...0U,, — U,,

(Uays ooy Uay,) uak'

Por (1.13), | _ : X — II(X) ¢ um I'-isomorfismo. Para ver isto, considere a agao de I
em U,, ® ... ®U,, dada por

V(uau ...,Uak) = (lOl(’Y)ual? "‘710](?(7)“0%)7

onde p; = p\UV, para todo i =1, ..., k.
Portanto, II(X) C U,, ¢ um subespago I'-invariante. Por (1.12), II(X) é nao nulo.
A irredutibilidade de U,, implica que II(X) = U,,. Portanto, X é I'-isomorfo a U,, e,

consequentemente, a U. 0

Lema 1.1.15. Seja I' agindo linearmente em V. Sejam X e Y subespacos I'-invariantes
de V tais que nao existem subespacos I'-irredutiveis W C X e Z CY com W T'-isomorfo
a Z. Entao,
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(a) XNnY = {0}.

(b) SeW C X @Y ¢é I'-irredutivel entao W C X ou W CY.

Demonstracao: (a) Pelo Corolario 1.1.12, X N'Y pode ser escrito como uma soma

direta de subespagos irredutiveis. Mas, por hipotese, tal soma s6 é possivel se XNY = {0}.

(b) Seja W C X @Y um subespago I'-irredutivel. Como WNX CWeWNY C W sdo
[-invariantes, segue que (W C X ou WNX ={0}) e (WCY ou WnNY ={0}).
Suponha W ¢ X e W ¢ Y. Entao, WN X = {0} = WnNY. Considere as projegoes

Iy : XY — X e lly: XY —Y.

De modo analogo ao que foi feito na demonstracao do Lema 1.1.14, consideramos as
restrigdes IIx| e Ily| = para obter que W & I'-isomorfo a IIx(W) e a Iy (W), ou seja,
Ix(W) C X e IIy(W) C Y sao I'-isomorfos. No entanto, IIx (W) e Iy (W) sdo I'-
irredutiveis, o que contradiz a hipotese do lema. Portanto, W C X ou W C Y como

queriamos. O

Teorema 1.1.16. Seja I' agindo linearmente em V.

(a) A menos deT'-isomorfismos existe um nimero finito de subespagos distintos Uy, ..., U,

de V' que sao I'-irredutiveis .

(b) Defina Wy, como a soma de todos os subespagos W C V tais que W é T'-isomorfo a
Uk, para algum k € {1,...,t}. Entdo

Demonstracao: Se V é I'-irredutivel, nao temos o que fazer. Suponha entao que
V nao é I'-irredutivel e escolha um subespaco ['-irredutivel U; C V, cuja existéncia é
garantida pelo Corolario 1.1.12. Seja W] a soma de todos os subespacos I'-invariantes
de V e I'-isomorfos a U;. Entao, W] também é I'-invariante. Se V' = W], obtemos o
que querfamos. Caso contrario, tome o complementar invariante Wit de W] e escreva
V=W & Wt

Repita agora o processo em W{t, ou seja, sejam Us C W{t um subespago [-irredutivel
e W} a soma de todos os subespagos [-invariantes [-isomorfos a Us. Se W5 = W+, entdo
acabou. Caso contrario, tome o complementar invariante de W, escreva Wit = Wjya Wit

e repita o processo em Wjt. Como a dimensio de V ¢ finita o processo termina com

V=W&..eW,
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onde cada W]’ ¢ a soma de subespacos I'-irredutiveis de V' que sao I'-isomorfos a U;. Além

disso, por construgao, ¢ # j implica que U; é nao I'-isomorfo a U;.

Afirmamos agora que todo subespaco U C V I'-irredutivel é I'-isomorfo a U;, para
algum j = 1, ..., k. De fato, segue do Lema 1.1.15 que U C W}, para algum j € {1, ..., k}.
Pelo Lema 1.1.14, U é I'-isomorfo a algum Uj. Isto prova a parte (a) do teorema. Para
provar o item (b), note que Wi = Wj, pois todo irredutivel de V' esta contido em W para

algum j. U

Os subespacos W}, sao chamados de componentes isotipicas de V' do tipo Ug. Por con-
strucao, a decomposicao de V em componentes isotipicas, chamada decomposicao isolipica

¢ tnica. Assim, se U C V' é um subespaco I'-irredutivel, entao U C W;, para um tnico
Jje{l,...,t}

1.2 Teoria invariante

Como mencionado, as propriedades simétricas de um sistema de equacoes dao uma
estrutura para a forma geral do campo de vetores. Um primeiro passo no estudo desta
estrutura é determinar as fungoes que sao invariantes pela acao de um grupo no espaco
de configuracoes, que em nosso caso é um espaco vetorial real V' de dimensao finita. De
igual importancia é a obtencao dos geradores das aplicacoes definidas em V' que comutam

com esta acao.

Apresentamos, nesta secao, resultados da teoria invariante de grupos de Lie compactos.
O primeiro principal resultado é o Teorema de Hilbert-Weyl, que afirma que o anel das
fungoes polinomiais invariantes é finitamente gerado. O segundo principal resultado é
o Teorema 1.2.11, que garante a existéncia de um conjunto finito de geradores para o

modulo das aplicagoes polinomiais equivariantes sobre o anel dos invariantes.

1.2.1 Funcoes invariantes

Defini¢ao 1.2.1. Seja (p, V') uma representacio de I' em V. Uma func¢do polinomial a

valores reais f 1V — R € dita I'-invariante se
flp(yv) = fv), ¥y el, veV

Se I for finitamente gerado, basta verificar a invariancia da fungao para os geradores
de I', uma vez que a acao de I' em V é linear. O conjunto dos polinémios ['-invariantes

tem estrutura de anel sobre R e é denotado por Py (I).
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Vejamos exemplos de funcoes polinomiais invariantes sob a acao de diversos grupos.

Exemplo 1.2.2. 1. Considere I' = Zy = {—1,1} agindo em R por —1z = —z. Neste
caso se f € Pr(Zy), entdo f(x) = f(—=x), para todo x € R. Isto implica que f é um

polinémio par, ou seja, existe um polinémio h : R — R tal que f(z) = h(z?).

2. Considere T' = S! agindo em C como em (1.4). Mostremos que se f € Pc(S?), entao
existe um polinoémio h : R — R tal que f(2) = h(zZ). Comecamos escrevendo f nas

coordenadas z, Z como
2) = Z a032°Z°, aqs € C. (1.15)
Como f(ez) = f(z), para todo § € S', temos

Zaagz 7 = Zaag e92)?(eif2) Zaage B yzh.

Entdo, aup = aape®@ P para todo 0§ € S, o que implica que a.3 = 0 ou a = S.

Portanto (1.15) é da forma

= Zaa(zi)a, aq € C.

Como f(z) = f(z), para todo z € C, temos

Z aq(22)” Z aa(22)”
Assim, a, € R. Definindo h : R — R como h(z) = ) a,(x)*, temos o desejado.

3. Considere I' = Z,, agindo em C como em (1.8). Mostremos que se f € Pc(Zy,),
existe uma fungao polinomial h : R® — R tal que f(2) = h(zz, 2" + 2", i(2" — z")).
De fato, escreva f € Pc(Z,) nas coordenadas z,z como em (1.15). Da invariancia

de f com relacao a ¢ = 27“ segue que

Z aaﬁzo‘iﬂ = Zaaﬁ(ei‘b e“f’z Za eila=B)az8 vy e C.

Assim, a5 = aaﬁei%(a_ﬁ) de modo que

aop =0 ou a = f(mod n). (1.16)

Como f = f, temos
Z aaﬁzo‘zﬁ = Z dagzﬁia,
de onde obtemos a.3 = az4.
Fatoramos agora (1.15) em relagdo a 2z até o = 0 ou § = 0 para obter

f(z)= Zaag 2Z) ﬁ—i—Za s(22)2P 7 = Zaag(zz)ﬁza_5+z apa(27)° 2P

a>f a<f a>f a>f
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Fazendo a.3 = agq, temos

F(2) =) aas(22)" 227 4+ " aap(22)°2* 7.

a>p a>f

Escreva aqg = bag + icap, com bag, cap € R. Entao,

F(2) = S bap(22) ("7 + 2 P) 4 Y eap(22)° (250 - 2°0).

a>f a>f
De (1.16) temos que

F(2) =) bag(22)? (2" + 2" + ) capl22)Pi(2" = 2, (1.17)

a>p a>p
leN leN

onde byg, cap € R.
Das identidades

Z'(Zln _ Zln) — Z(Zn _ Zn)(z(lfl)n + z(lfl)n) + Z(zz)n(z(lfQ)n _ 2(172)n)7

vemos que os termos 2" + zI" e i(z!" — zI") sdo redutiveis para [ > 2. Além disso,

(1.17) pode ser reescrito como

F(2) = A2y (2" + 2 (i(2" = "), Aju €R.

j7k7t

Definindo h : R3 — R por h(z,y,2) = Z Ajktxjykzt, obtemos o desejado.
jkt
4. Considere I' = D,, agindo em C como em (1.9). Mostremos que se f € Pc(D,),
existe uma fungao polinomial p : R? — R tal que f(z) = p(z%, 2"+ z"). Comegamos
observando que se f € Pc(D,,), entdo f € Pc(Z,) e f(z2) = f(kz). Do exemplo
anterior,
f(z) =h(zz,2" + 2" i(z" = 2")),
para alguma funcdo polinomial A : R® — R. A invariancia de f em relacdo a &

implica que

f(2) = h(zz, 2" 4+ 2", (i(z" — 2"))?),
com : R? — R. Mas, (i(z" — 2"))? = —(2" + 2")2 + 4(22)". Logo,
f(z) =p(2z,2" + 27),

para alguma funcdo polinomial p : R? — R, como desejado.
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Defini¢ao 1.2.3. Dizemos que um subconjunto finito {uy, ...,us} de fun¢oes polinomiais
[-invariantes gera Py (') se todo polinomio invariante f € Py (L) pode ser escrito em

funcao de uq, ..., us, ou seja, se existe uma funcao polinomial h : R® — R tal que

f(z) = h(u(z), ..., us(x)). (1.18)

Este conjunto finito, que ndo € necessariamente unico, € chamado base de Hilbert para
Py () e escrevemos Py (I') = (uq, ..., us).

Segundo as agoes consideradas nos quatro casos do Exemplo 1.2.2, concluimos que
Pr(Zy) = (22), Pc(Sh) = (22), Pc(Zy,) = (22, 2"+2",i(z"—2")) e Pc(D,,) = (22, 2" +2").
A existéncia de uma base de Hilbert para Py (I') é garantida no proximo teorema, cuja

prova serd omitida por envolver conceitos sofisticados de &lgebra comutativa.

Teorema 1.2.4. (Teorema de Hilbert-Weyl) Seja I' um grupo de Lie compacto agindo

em V. Entdo existe uma base de Hilbert para Py (I).

Demonstracao: Ver Golubitsky |17, XII, Theorem 4.2|. O

Determinar uma base de Hilbert para Py (I') pode ser extremamente dificil e, em
muitos casos, envolve uma manipulacao de combinacgoes algébricas e céalculos extensos.
Um resultado semelhante ao Teorema de Hilbert-Weyl é valido para funcoes analiticas
reais. Além disso, foi mostrado por Schwarz [17, XII, Theorem 4.3] que o resultado
continua valido para germes C™ invariantes sob a acao de um grupo de Lie compacto.
Mais especificamente, se {uy, ..., us} é uma base de Hilbert para Py (I") entao os mesmos

Uy, ..., us formam um conjunto gerador para o anel dos germes I'-invariantes.

Na discussao da estrutura do anel Py (I'), uma pergunta que surge de modo natural é
se a escolha do polinémio h em (1.18) é unica. Para respondé-la precisamos das seguintes

definicoes:

Defini¢ao 1.2.5. Dizemos que o anel Py (') = (uq, ..., us) admite uma relagio se existe

um polinomio nao nulo r : R® — R tal que r(ui(x),. .., us(z)) = 0.

Definicao 1.2.6. O anel Py (') € chamado polinomial se ele admite uma base de Hilbert

sem relacoes.

Um exemplo de um anel de invariantes que nao é polinomial é dado considerando

[' = Z, agindo em R? por —1(z,y) = (—z,—y). Uma base de Hilbert para Pgz(Zs) ¢

2

dada por uy(z,y) = 2%, us(z,y) = xy e uz(zr,y) = y*. No entanto, ujuz — us = 0 forma,
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uma relagdo. Neste caso, é facil ver que ndo existem bases de Hilbert para Pgrz(Zs) sem
relagoes. Mas isso nem sempre é uma tarefa facil. Existem testes simples que garantem
condigoes suficientes para que Py (I') seja polinomial. Para mais detalhes veja [17, XII,
Lemma 4.4] e [17, XIII, §1].

Observe que se Py (I') ¢ um anel polinomial com base de Hilbert {uy, ..., us}, entdo a

escolha de h em (1.18) ¢ tnica. De fato, suponha f € Py (I') escrito como

f(z) = h(ui (), ..., us(x)) = k(uy (), ..., us(x)),

com h,k : R®* — R. Defina r = f — k. Entao, r(ui(x),...,us(z)) = 0, ou seja, r é uma

relagao para Py (I'), contradizendo a hipotese.

1.2.2 Contexto equivariante

Defini¢ao 1.2.7. Sejam (p, V') e (n, W) representacoes de I' em V e em W, respectiva-
mente. Dizemos que uma aplica¢ao polinomial g : V. — W € I'—equivariante, ou comuta

com a acao de I', se
9(p(v)x) =n(1)g(z), VyeTl, zeV. (1.19)

O conjunto BV’W(F) formado por todas as aplicagoes polinomiais g : V. — W que
sdo [-equivariantes tem estrutura de modulo sobre o anel Py (I'), como é mostrado no

proximo lema.

Lema 1.2.8. Sejam (p,V) e (n, W) representagées de I'. Se f € Py(I') e g € BV,W(F),
entdo fg € 3V,W(F).

Demonstracao: Para todoye'exz € V, temos

(f9)(p(v)x) = flp(7)x)g(p(7)x) = f(2)n(v)g9(x) = n(v)f(x)g(x) = n(v)(fg9)(z),

a terceira igualdade seguindo do fato de f(z) € R, para todo z € V. ([

Quando (p, V) = (n, W), dizemos que g em (1.19) é puramente I'-equivariante e deno-
tamos o modulo Py (I') simplesmente por Py (I'). Neste contexto, temos os seguintes

exemplos:

Exemplo 1.2.9. 1. Considere I' = Zy = {—1, 1} agindo em R por —1x = —x. Neste
caso, se g € BR(ZQ) entdo g(—z) = —g(x), para todo z € R, isto ¢, g ¢ um polindmio
impar. Logo, existe h : R — R tal que g(x) = h(2?)z. Claramente, h(z?) € Pr(Zs).
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2. Seja I' = S; agindo em C como em (1.7). Se g € 3 , entao

9(2) = p(22)z + q(22)iz, (1.20)

com p(2z),q(2z) € Pc(S'). De fato, escrevendo g nas coordenadas z, z temos
= a,pz"7", aag € C. (1.21)

Como g(z) = 071g(0z), para todo 0 € S, segue que

Zaaﬁzazﬁ =e “92%5 €92)% (i z) Za gel@=b-1) jazh

para todo 6 € Sy e z € C. Logo, aqs = 0 ou a = 3 + 1, o que implica em
g(z) = Z%Hﬁ(zé)ﬁz.
Podemos escrever agi1 3 = bgi1,8 + icgy1,8, com bgi1 g, cgr1,8 € R. Assim,
z) = Zb5+1,5(22)ﬁ2 + Zcml,g(zé)ﬁz’z, bg1.8,Car1.8 € R.

Pondo p(z) = > bgy152° e q(x) =3 cpy1.57°, obtemos (1.20).
3. Considere I' = O(2) agindo em C como

0z =e"2 e rkz=2 (1.22)
Mostremos que cada g € B@(O(Z)) tem a forma

9(2) = p(22)z,

com p(z2z) € Pc(0O(2)). Como g é em particular SO(2)—equivariante, temos

9(2) = p(22)z + q(22)iz

com p(2z),q(2z) € Pc(S'). Impondo que g(z) = g(Z), para todo z € C, concluimos
que ¢(zz) = 0. Portanto, g(z) = p(z2)z, com p(2z) € Pc(S!). Concluimos a prova
observando que p(2z) € Pc(O(2)), uma vez que h(z) = zz também ¢é invariante pela

acao de k.

4. Considere I' = Z,, agindo em C como em (1.8). Mostremos que toda g € ?C(Zn) é
da forma

g(2) = 1z + pa2" 7+ paiz + paiz (1.23)

com p; = p;(22,2" + 2") € Pc(Z,), para todo i = 1, ...,4. Comecamos escrevendo ¢

nas coordenadas z, Z como em (1.21). Da equivariancia de g com rela¢io a ¢ = Rzx,

temos

Y 0022 = g(2) = 07'g(62) = 3 aape eV Wz e
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de onde obtemos
aop =0 ou a—f=1(mod n). (1.24)

Fatorando (1.21) em relac¢do a zz até a = 0 ou 3 = 0, temos

g(z) = Zaaﬂ(zz)ﬁza_ﬁ + Zaaﬂ(zz)o‘éﬁ_a, aop € C.

a>p a<p
De (1.24),
z) = Z o (22)P 2" 4 Z aap(22)* 2" (1.25)
225 7

coman €C, LkeN,1>0ek>1.

Das identidades

il _ (z 4z ) (-n+1 (22) L= 2)n+17 1> 2,

7kn 1 (Z 4z ) s(k=1)n—1 __ (Zz)nz(k—Q)n—l’ k > 3’

In+1 sk

observamos que os termos z e "1 530 redutiveis para [ > 2 e k > 3, respecti-

vamente. Além disso, paral =1 e k = 2, temos
= (") — (22)2" T e AT ="+ 22— (22)" e
Portanto, (1.25) torna-se
ZArszz 2"+ 2" Z+Z (2" + 2"zt A, By € C.

Escrevendo A, = M,s + iN,s e Bj, = Pj, + iQjk, para M,s, Nys, Pjr, Qjr € R,

obtemos (1.23), como queriamos.

5. Considere I' = D,, agindo em C como em (1.9). Mostremos que toda g € ?@(D
¢ da forma

g(2) = p(22, 2" + 2"z + q(2z, 2" + 2")z"

com p(zz,2"+z"), q(2z,2"+z") € Pc(D,,). Comecamos notando que se g é equivari-
ante sob a agdo de D,,, entao g € P¢(Zy,) e g(2) = g(2). Segue, do exemplo anterior,
que g tem a forma (1.23). Impondo agora a equivariancia de g com respeito a k em

(1.23), obtemos ps = ps = 0. Portanto,

g(2) = p1(22, 2" + ")z + po(272, 2" 4+ 272",
com py(2z, 2" + z"), po(2z, 2" + 2") € Pc(Zy,). Claramente, py,p2 € Pe(D,,), uma
vez que zZ e z" 4+ Z" também sao invariantes pela conjugacao k. Portanto, g se

escreve como o desejado.
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Definicao 1.2.10. Dizemos que as aplicagoes polinomiais I'-equivariantes g, . . . , g. geram
0 mddulo BMW(F) sobre o anel Py (') se qualquer aplicagdo g € ?V,W(F) pode ser escrita
como

9= hg+...+ frgr (1.26)
onde f1,...,f. € Py(I'). Se, além disso, a relagio fig1 + ...+ frg. = 0 implicar em

S

Py (') ou que Pyw (L) é um mddulo livre. Neste caso, toda g € Pyw(I') se escreve de

- = f, =0, dizemos que gq,...,g, geram livremente o mddulo Pyw(I') sobre

forma tnica como em (1.26).

O Teorema abaixo é uma versao equivariante do Teorema de Hilbert-Weyl.

Teorema 1.2.11. Seja I’ um grupo de Lie compacto e sejam (p, V'), (n, W) representagoes
de I' em V e em W, respectivamente. Entao, o mddulo Pyw(I') € finitamente gerado

sobre o anel Py (T').

Para demonstrar o Teorema 1.2.11 precisamos do proximo lema, que mostra como
converter o contexto equivariante ao caso invariante e vice-versa, via um produto interno

invariante.

Lema 1.2.12. Sejam (p, V') e (n, W) representacées de I e defina a a¢do de ' em V x W
por
V@ y) = (e, n(v)y), Yy el, (z,y) e V xW.
Se g € BVW(F), entdo existe uma funcao f € Pyxw(I') tal que
9(x) = (dyf)(a0): (1.27)
onde t denota a transposta.

Demonstragao: Sejam g € ?v,w(r) e (,) um produto interno I'-invariante em .
Defina f: V x W — R por

f(z,y) = (9(2),y). (1.28)

Claramente f € Py w(I'). De fato,

flp(V)z,n(v)y) = (g(p(v)x),n(v)y) = n(V)g(x),n(v)y) = (9(z),y) = f(z,y),

a pentltima igualdade seguindo da invariancia do produto interno. Escreva g = (g1, ..., gm)
ey = (Y1,.-,Ym), onde m = dimg W e g; : V. — R, para todo i = 1,...,m. Derivando f

em relagao a y; temos

(dy, [y = (dy,9(2),y) + (9(x), dy,y) = (g(2), ;) = g;(z),

onde {ei,...,en} ¢ a base canonica de R™. Portanto, g;(z) = (dy,f)@0), para todo

j=1,...,m e obtemos (1.27), como queriamos. O
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Observagao 1.2.13. Note que a aplicagdo g definida em (1.27) é I'-equivariante para

qualquer funcdo f € Pyyw(I'). Com efeito, diferencie a igualdade

flp(V)z,n(v)y) = f(z,y)

com respeito a y e tome y = 0. Depois aplique a transposta para obter
(dyf)léx,(]) = n(fY)t(dyf)lEp('y)x,O)? v ’Y S F? T e V
Como a agao de I' em W ¢é ortogonal, n(y)" = n(y)~!, de onde

(d f) p(v)z,0) (’7)(dyf>lé:p,0)

Por (1.27), g(p(v)z) = n(v)g(x), para todo v € ', x € V, como afirmado.

Esta observacao, juntamente com o Lema 1.2.12, nos garante que aplicagoes poli-

nomiais em ?V,W(F) podem ser obtidas por (1.27) a partir de fung¢des polinomiais em
PVXW(F)'

Demonstracao do Teorema 1.2.11: Sejam g € ?Vyw(f‘) e f como em (1.28). Entéo,
9(x) = (dyf)(,0)- Como f € Pyw(I'), pelo Teorema de Hilbert-Weyl, existe h: R® — R
tal que

f(z,y) = h(ui(z,y), ..., us(z,y)),

com {uy,...,us} uma base de Hilbert para Py (I'). Deste modo

(dyf) ) Za (wa(@,9), -, s, ) (dy ) (@),

de onde

o) = [y Yoy = Z(f—ulxo (2, 0)) (o (1.29)

Observe que, como uy,...,us € Pyxw(L), temos u;(p(v)z,0) = wu;(x,0), para todo v €
I' xeV, y=1,...,s. Logo,

oh

Ou,; 5 (u1(2,0), .. us(2,0)) € Py(l'), Vj=1,..5s.

Além disso, pela Observacao 1.2.13, (dyuj)ﬁm’o) € ?V,W(F), para todo 7 = 1,....s. De

(1.29), concluimos que o conjunto

{(dyuly(tx,o) REED) (dyu3>€x,0)}
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gera 3V7W(F) como um modulo sobre Py (T). O

Daqui em diante, adotamos a notacao Bv,w(f‘) = Py (I'){g1,..., g-} para indicar que
g1, ..., gr geram ?MW(F) sobre Py (I'). Assim sendo, nos reportamos ao Exemplo 1.2.9

para concluir que
PrlZo) = Pu(Zo) {2}, Pe(S)) = Pe(S){z iz}, Pe(0(2)) = Pe(0(2)){2},

den) = Pe(Zy){z, 2" iz, i2" 1}, BC(DH) = Pe(D,){z, 2" 1}

No contexto puramente equivariante, se faz necessario entender a estrutura de apli-
cacoes lineares que comutam com a acao de I'. Esta discussao tem importantes implicacoes
no estudo de campos vetoriais puramente equivariantes, uma vez que a parte linear (dg)o
de um campo vetorial g € BV(F) também comuta com I'. Nesta direcao, o Teorema
1.2.20 nos permite explorar as aplicagoes lineares puramente equivariantes na diagonal

em blocos. Descrevemos abaixo parte desta abordagem:

Definicao 1.2.14. Uma representacao de um grupo I' em V € dita absolutamente ir-
redutivel se as unicas aplicacoes lineares em V que comutam com 1" sao as multiplas

escalares da identidade.

A fim de justificar a terminologia temos o seguinte resultado:

Lema 1.2.15. Toda representacao de I' em V' absolutamente irredutivel é irredutivel.

Demonstracao: Seja (p, V) uma representacao nao irredutivel de I' em V. Pela
Proposicdo 1.1.11, existe um subespaco proprio W C V T'-invariante tal que V = Wa WL,
Considere a projecao 7 : W @ W+ — V, onde kerm = W+ e Imm = W. Dado v € V,

escrevemos v = w + w>, onde w € W e wt € W+. Entdo, para todo v € T, temos

m(p(7)v) = 7(p(y)(w + wh)) = 7(p(y)w + p(y)w™) = p(v)w = p(v)7(v),

a terceira igualdade seguindo do fato de W e W+ serem I'-invariantes. Logo, m é uma
aplicagao linear que comuta com I' e nao é multipla da identidade, ou seja, a representacao

p de I' em V nao é absolutamente irredutivel. 0

Exemplo 1.2.16. 1. Considere a agdao padrao de I' = SO(2) em R? dada por

0 —sinf
Re(%y):((m o ) <x> V (z,y) € R?, 6 € (0,2n].

sinf  cosf Y
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Ja vimos que esta acao é irredutivel, mas ela nao é absolutamente irredutivel. Para
ver isso, mostramos que as aplicagées lineares que comutam com SO(2) sao da forma
cRy, com ¢ € R, ¢ > 0. Note primeiramente que SO(2) é um grupo abeliano. Deste
modo, as matrizes da forma cRy comutam com SO(2). Seja agora A € M,(R) tal

que RyA = ARy, para todo Ry € SO(2). Célculos simples mostram que A é da

A:(a _b>, a,beR.
b a

Sea # 0oub # 0, entdo A = cRy, para c = va®> +b% e § € (0,27] tal que cosf = a/c
esinf =b/c. Se a=0b=0, entdo A = cRy, para ¢ = 0 e 0 arbitrario.

forma

2. Considere agora a a¢ao usual de O(2) em R? dada em (1.22). As unicas aplicagoes
lineares que comutam com O(2) sao da forma aldsy, com a € R. De fato, obviamente
as matrizes da forma alds comutam com a acdo de O(2). Para ver que elas sdo as
tnicas, seja A € My(R) O(2)-equivariante. Entao, A é SO(2)-equivariante e, pelo
exemplo anterior, A = cRy, para algum ¢ € R e algum 6 € (0, 27]. Como A também
comuta com a reflexao k, segue que A = ccos6ldy, com 0 € (0, 27|, como queriamos.
Portanto, a agao de O(2) em R? ¢ absolutamente irredutivel e, pelo Lema 1.2.14, é

irredutivel.

O seguinte lema também vale para espacos vetoriais complexos:

Lema 1.2.17. (Lema de Schur) Sejam (p,V) e (n,W) representacoes irredutiveis de
I' em V e em W, respectivamente. Seja ¢ : V. — W uma aplicacdao linear I'-equivariante.

Entao ou ¢ € invertivel, ou € identicamente nula.

Demonstracao: Ver Brocker, |8, IT, Theorem 1.10]. O

Observacao 1.2.18. Pelo Lema de Schur, se V' é um espago vetorial complexo, as
defini¢oes de irredutibilidade e irredutibilidade absoluta sao equivalentes. O que nao

¢ verdade no caso real, como vimos no item 1. do Exemplo 1.2.16.

Lema 1.2.19. Sejam (p, V) uma representacio de I' em 'V e A:V — V uma aplicagio
linear T-equivariante. Seja W C V' um subespac¢o U-irredutivel. Entao, A(W) € T-
invariante. Além disso, ou AW) =0 ou W e A(W) sao I'-isomorfos.

Demonstracao: Se z = A(w) € A(W), entao p(y)z = p(7)A(w) = A(p(y)w) €
A(W), para todo v € T'. Portanto, A(W) é I'-invariante.
Note que ker A é I'-invariante, pois para todo v € ker A, A(p(y)v) = p(v)A(v) = 0.

Deste modo, ker A N W & um subespaco [-invariante de W. Como W é TI'-irredutivel,
temos W Nker A = {0} ou W C ker A. Se W C ker A, entdo A(W) = 0. Caso contrario,
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Al, W — A(W) ¢ um I'-isomorfismo. De fato, a linearidade e a sobrejetividade sao
6bvias. A injetividade segue pois ker(A| ) =ker ANW = {0}. Além disso,

Al (p(w) = A(p(v)w) = p(v)A(w) = p(7)A] , (w), Vw e W,y €T
Portanto, W e A(W) sao I'-isomorfos. O

Teorema 1.2.20. Decomponha V' em suas componentes isotipicas Wy, ..., Wy como em
(1.14) e seja AV — V uma aplicacao linear T-equivariante. Entao, A(Wy) C Wy, para
k=1,..,t.

Demonstracao: Pelo Lema 1.1.14, podemos escrever
Wk = V}cl @b ...P VkT,

onde cada Vj; é I'-isomorfo a um subespago I'-irredutivel U, de V. Pelo Lema anterior,
A(Vi;) = {0} ou A(V},) é I-isomorfo a Uy. Em ambos os casos temos A(Vy,) C Wy. Pela
linearidade de A, temos A(W}) C Wy, para todo k =1, ..., t. O

1.3 Orbitas e subgrupos de isotropia

Existem duas nocoes simples usadas para descrever a acao de um grupo de Lie com-
pacto nas solucoes de um sistema de equacoes diferenciais, a saber, as orbitas e os sub-

grupos de isotropia.

Definicao 1.3.1. A drbita da ag¢dao de I em x € V € o conjunto
I,={yx:yel}.

Se g : V — V é uma aplicagao I'-equivariante tal que g(z) = 0, entdo g se anula em
toda orbita de I' em z. Com efeito, para todo v € I, g(vz) = g(p(7)x) = p(7)g(x) = 0.
Em outras palavras, equacoes simétricas nao se distinguem entre pontos de uma mesma

orbita.
Definicao 1.3.2. O subgrupo de isotropia de x € V' é dado por

Y. ={yel vz =z}

Uma pergunta natural a se fazer é: de que modo se relacionam os subgrupos de
isotropia de pontos sobre uma mesma oOrbita? Para a resposta, que é dada no lema

abaixo, lembramos que se X C I" é um subgrupo, entao para cada v € I' o conjunto

Yy ={yoy o e n}

é um subgrupo de I', chamado de conjugado de 3. As classes de conjugacao de ¥ consistem

de todos os subgrupos de I' que sao conjugados a 3.



Subespagos de ponto fixo e a formula do traco 26

Lema 1.3.3. Pontos em uma mesma orbita tém subgrupos de isotropia conjugados. Mais

precisamente X, = yX,y L.

Demonstragao: Sejam 2 € V e vy € I'. Vamos mostrar que vX,7~ ' C ¥.,. Suponha

o € X,, entao
voyH(ye) = yo (v iy)e = y(ox) = v,
ou seja, yoy ™ € X.,.. Por outro lado, se o € ¥, entdo

v loy(z) =7 o(ye) =47 (ve) = =,
isto é, v '¥,,v C ;. Assim, para todo o0 € X.,, 0 = 7871 € yX,y!. Portanto,
Y57t D X, como desejado. O

Para descrever geometricamente a agao de um grupo I' no espaco V' é conveniente
olharmos para o conjunto W formado por todos os pontos de V que tém subgrupos de

isotropia conjugados. Nestas condicoes, dizemos que W é um tipo de érbita desta agao.

1.4 Subespacos de ponto fixo e a féormula do traco

Uma das mais interessantes, bem como uma das mais simples, caracteristicas das apli-
cacoes ['-equivariantes é que sua equivariancia forca a existéncia de subespagos invariantes.
Nesta secao, mostramos a existéncia de subespacos invariantes especiais, chamados sube-
spacos de ponto fixo. Apresentamos também uma féormula para calcular suas dimensoes,

conhecida como a féormula do traco.

Definicao 1.4.1. Seja X C I' um subgrupo. O subespaco de ponto fizro de 3 é definido
como
Fix(¥) ={z €V :p(o)r =z, Yo € £}.

Caso se faga necessario especificarmos o espaco V, denotamos Fix(X) por Fixy (X).

Observe que Fix(3) é sempre um subespaco linear de V', pois
Fix(¥) = m ker(p(o) — Id,)

e cada kernel é um subespaco de V. Além disso, os subespacos de ponto fixo mais simples
sao Fix(1) e Fix(I'), onde 1 é a identidade em I'. Claramente, Fix(1) = V. Por outro

lado, Fix(I") € um subespago de V no qual I" age trivialmente.

Proposicao 1.4.2. Sejam V e W dois espacos vetoriais de dimensao finita I'-isomorfos.

Entao, Fixy (I') e Fixy (T") sao I'-isomorfos.
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Demonstragao: Sejam (p, V') e (n, W) representagoes de ' em V e em W respecti-

vamente. Seja A : V — W um I'-isomorfismo e considere
A’Fixv(r) : Fixy (') — Fixy (I). (1.30)

Mostremos que (1.30) é um I'-isomorfismo. De fato, claramente A’Fixv( é linear,

r)
injetora e I'-equivariante. Ainda, dado w € Fixy, (I') C W, existe um tnico v € V tal que

A(v) = w. Entao,

=
=
[l
S
I
=,
=2
S
I
=
2
=
(4
S—
I

Alp(y)v), Vv eT.

Como A é injetora, p(vy)v = v, para todo v € T', isto é, v € Fixy(I'). Logo, A|Fixv(r) é
sobrejetora, como queriamos. ]

Mostramos agora que os subespacos de ponto fixo tem a propriedade de invariancia

mencionada anteriormente.

Lema 1.4.3. Seja f : V — V uma aplicacao I'-equivariante e seja > C I' um subgrupo.
Entao, f(Fix(X2)) C Fix(2).

Demonstracao: Seja z € Fix(X). Entao, para todo o € 3, temos

ou seja, f(z) € Fix(X), como desejado. O

Uma consequéncia imediata do Lema 1.4.3 é a existéncia de solucoes triviais para apli-
cagoes ['-equivariantes tais que Fix(I') = {0}. Mais precisamente, temos trés propriedades

equivalentes:

Proposicao 1.4.4. Seja I' agindo linearmente em V. Sao equivalentes:
(a) Fix(I") ={0}.

(b) A dnica fun¢ao linear I'-invariante é a func¢ao nula.

(c) Toda aplicagao T'-equivariante g : V' — V satisfaz g(0) = 0.

Demonstracao: (a) = (b) Seja f : V — R uma funcao linear I-invariante. Pelo

Teorema da representagao de Riez (ver [19]), existe v € V' tal que

f(x) = (v,z)r, VeV,
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onde (,)r ¢ um produto interno [-invariante em V. Como f é I'-invariante, temos
f(p(v)™'z) = f(x), para todo v € T e x € V. Portanto,

(v, 2)r = (v, p(v) " '2)r = (v, p(v)'2)r = (p(Vv,2)r, VY ET, €V
Assim, v = p(v)v, para todo v € T, isto é, v € Fix(I'). Como Fix(I') = {0}, temos
v =0. Dai, f(z) = (0,z)r = 0, para todo x € V.

(b) = (c) Seja g : V. — V uma aplicagdo ['-equivariante. Queremos mostrar que

g(0) = 0. Defina o funcional linear
L:V — R

A linearidade de L segue da linearidade do produto interno (,)r. Ainda, L & I'-

invariante, pois
L(p(v)w) = (9(0), p(v)x)r = (9(p(7)0), p(7)z) = {p(7)g(0), p(v)x)r = (9(0), x)r = L(x).

Por hipotese, L = 0. Em particular, L(g(0)) = 0, o que implica g(0) = 0.
(c) = (a) Seja v € Fix(T') e defina g : V' — V como a aplicagao constante dada por
g(x) =v. Temos que g é I'-equivariante, pois
9(p()z) = v =p(y)v = p(y)g(x), Vyel, zeV.

Por hipétese, g(0) = 0. Logo, v = g(0) = 0 e, portanto, Fix(T") = {0}. O

Apresentamos agora uma formula para o calculo da dimensao de Fix(X), que depende

somente do traco da matriz de representagao p(o) de o € X.

Teorema 1.4.5. (A féormula do trago) Seja XX um grupo de Lie compacto agindo em
V. Entao

dimg Fix(X) = / tr(p(o)), (1.31)

oeX
onde fz denota a integral de Haar normalizada em X e tr denota o traco da matriz.

Demonstragao: Para simplificar notacao, denotamos p(c) simplesmente por o. De-

fina A:V — V por
Av) = (/E a) (v).

Mais especificamente, para v = (vy,...,v,) € V e 0 = (0;;) temos

fzan fZUln U1

Av) =

fz On1 - fz Onn Un
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Das propriedades da integral de Haar segue que A é linear e Y-invariante. Agora, note

= ssnean([ )= Lo ([
o) f e

Deste modo, A é uma projecao linear. Entao,

que

(a) V =ker A®ImA;
(b) A’ImA = ld.
De (a) e (b) segue que tr(A) = dimg ImA. Além disso,

fzall fzfﬁn

tr(A) = tr : : :/011+/022+'--+/0nn
) n 5

Jsom - fyom

_ /E(Un_i_...gm) :/Etr(a).

Obtemos, entao, que dimg ImA = [, tr(0). Resta mostrar que ImA = Fix(X). Se z €
ImA, entao
r=A(x) = A(ox) = oz, Yo € X,

uma vez que A e ImA sdo Y-invariantes. Logo ImA C Fix(X). Seja agora x € Fix(X).

Entao, para todo o € X, temos

A(x):(/za)xzfzx:x/zlzx,

ou seja, © € ImA. Portanto, ImA = Fix(X) e

dimg, Fix(3) /E (o).

Observacao 1.4.6. Quando X é finito, temos

dimg Fix(2) = é > tr(p(o).



CAPITULO 2

A TEORIA REVERSIVEL-EQUIVARIANTE

Como mencionado na Introducao, o estudo de sistemas dinamicos com propriedades
simétricas é um importante ramo da teoria de sistemas nao lineares. As equacgoOes que
descrevem os sistemas reversiveis-equivariantes tém simetrias e antissimetrias como um
resultado da geometria inerente ao sistema ou de outras restricoes decorrentes do mo-
delo. Quando os efeitos destes elementos sao levados em consideracao, a formalizacao
do problema é simplificada e sua interpretacao pode se tornar mais facil, ou pelo menos
mais coerente. Consequentemente, a teoria de bifurcacao neste contexto é muito rica,

combinando métodos de diversas areas da matematica.

A linguagem do nosso estudo é bastante algébrica, baseada na teoria de representacao
de grupos e na teoria invariante. O ponto de partida é reconhecer que a colegao I' de
simetrias e antissimetrias de um sistema tem estrutura de grupo. Outro fato fundamental
em nosso estudo é a existéncia de um subgrupo normal de I' de indice 2 formado somente

pelas simetrias de I' e denotado por I';.

O proposito deste capitulo é adaptar os resultados obtidos no estudo de aplicacoes
puramente equivariantes sob a acao de um grupo de Lie compacto ao contexto reversivel-
equivariante, isto é, quando introduzimos reversibilidades. Para isso usamos conceitos da
teoria invariante de grupos de Lie compactos e descrevemos um algoritmo para o calculo de
um conjunto gerador para o médulo das aplicacoes polinomiais reversiveis-equivariantes
sobre o anel das funcoes polinomiais invariantes. Neste processo, ', desempenha um

papel de fundamental importancia.

No decorrer do capitulo assumimos [' um grupo de Lie compacto agindo linearmente

em um espaco vetorial real V' de dimensao finita.

2.1 O contexto reversivel-equivariante

Considere um homomorfismo de grupos

o:T — Zy, (2.1)
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onde Zy denota o grupo multiplicativo {—1,1}. Claramente ¢ define uma representagao

1—dimensional de I' em R associada a acao dada por

I'xR — R
(v,2) +— o(y)z

Se 0 nao ¢ o homomorfismo trivial, entao I'y = ker o é um subgrupo normal de I' de indice
2 e seu complementar em I', denotado por I'_, é nao vazio. Motivados pela dinamica

reversivel-equivariante temos a seguinte definigao:

Definicao 2.1.1. Um elemento v € I'y € chamado simetria de I' e um elemento v € T'_

€ chamado antissimetria de I.

A par dessa definigdo é facil mostrar que o produto de duas simetrias (duas anti-
ssimetrias) é uma simetria, o produto de uma simetria e de uma antissimetria é uma
antissimetria e o inverso de uma simetria (antissimetria) é uma simetria (antissimetria).
Tais propriedades implicam que o conjunto I'_ das antissimetrias nao forma um grupo.
Entretanto, I'_ é uma classe lateral nao trivial de I'y. De fato, fixe 6 € I'_ arbitrario.
Obviamente dT', C T'_. Além disso, podemos escrever v = §(6 1) € o'y, Vy € T'_.

Portanto, fixando § € I'_, temos a decomposicao de I' como a uniao disjunta

F:F+UF_:P+U5F+

Definimos agora os dois principais objetos de nosso estudo.

Defini¢ao 2.1.2. Seja (p, V') uma representa¢ao de I' em V. Uma fungao polinomial

f:V =R é chamada de I'-anti-invariante, ou simplesmente anti-invariante, se
flp(z) =o(y)f(z), Vyel,zeV. (2.2)

Uma aplicacao polinomial g : 'V — V' é chamada de I'-reversivel-equivariante, ou

simplesmente reversivel-equivariante, se
g(p(z) = o(V)p(7v)g9(x), VyeT,z V. (2.3)

Note que quando ¢ é o homomorfismo trivial, temos I' =", e I'_ = (). Neste caso, f

em (2.2) é I-invariante e g em (2.3) é puramente I'-equivariante.

Denotamos por Qy (I") o espaco de todas as fungoes polinomiais anti-invariantes sob a
acaode I'" e por Qv (I") o espaco de todas as aplica¢oes polinomiais reversiveis-equivariantes
sob a agdo de I'. Ambos Qy(I') e Qy(I') tém estrutura de modulos sobre o anel de in-

variantes Py (I).
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Observagao 2.1.3. Observe que o produto de um namero par de fungbes em Qy(I')
¢ I-invariante e o produto de um ntimero impar de fung¢oes em Qy(I') ainda é I'-anti-

invariante.

Temos as seguintes caracterizagoes:

Lema 2.1.4. Sejam (p, V') uma representagao de I' em V e 'y o subgrupo das simetrias
de I'. Fixe 0 € I'_. Entao,

Py(I) ={f € Pv(l'y) : f(p(0)x) = f(x),Vz €V}

Qu(T) = {f € Pu(T'y) : f(p(d)x) = —f(x),Va € V};
Pu(l) = {g € Pu(ly) : g(p(0)z) = p(8)g(x), Yz € V};
3uv() = {g € Pv(ly) : g(p(0)z) = —p(d)g(x), ¥z € V}.

Demonstragao: Vamos mostrar somente a tltima igualdade. As demais igualdades

seguem de modo anélogo.

A inclusao “ C 7 segue direto da definigao de av(l“). Seja agora g € BV(F+) com

9(p(6)x) = —p(d)g(x). Claramente, g(p(7)z) = o(y)p(7)g(x), para todoy € 'y ez € V.
Como I'_ = 0I';, dado v € T'_ existe 4 € I'; tal que v = §%. Entao,

para todo v € I'_. Portanto, g € BV(F), provando a igualdade. O

Defini¢ao 2.1.5. Sejam (p, V) uma representacio de I' em V e o : I' — Zy um homo-
morfismo como em (2.1). A representacio o—dual de p é a representacio de I' em V
definida por

pe: I' —  GL(V)

. (2.4)
v — ao(y)p(y)

A agdo correspondente é chamada de agdo dual e é escrita como vz = p,(7y)z, para
todo vy € I', x € V. A dual da representacao dual é a propria representacao, isto é,
(ps)s = p. Observe que se g € BV(F), entao

g(p()z) = po(7)g(x), Yz eV,yeT,

ou seja, podemos ver uma aplicacao reversivel-equivariante como uma aplicacao equi-
variante de (p,V) em (p,, V). De modo andlogo, uma funcao anti-invariante pode ser
vista como uma aplica¢do equivariante de (p, V) em (o,R). Pelo Teorema 1.2.11, temos
garantida a existéncia de um conjunto finito de geradores para os médulos Qv (I') e BV(F)
sobre o anel Py (I').
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Definicao 2.1.6. Seja (p, V) uma representagao de I' em V. Dizemos que p ou o es-
pago vetorial V- é auto-dual se (p, V) é I'-isomorfa a (p,, V). Isto é dizer que existe um
isomorfismo I'-equivariante L : (p, V) — (ps, V) ou, equivalentemente, que existe um iso-
morfismo I'-reversivel-equivariante L : (p,V) — (p, V). Se nao existe tal isomorfismo L,

dizemos que V € nao auto-dual.

2.2 Fo6rmulas de caracter

O caracter de uma representacao é uma fungao que associa a cada elemento do grupo
um elemento do corpo do espaco de representacao. A teoria de caracter é uma ferramenta
de grande importancia dentro da teoria invariante e que sustenta importantes propriedades
do grupo. Ela nos fornece meios para calcular, fixado o grau, o nimero de funcoes
polinomiais homogéneas invariantes e de aplicagoes polinomiais homogéneas equivariantes
sob a acao de um grupo. O uso das férmulas de caracter apresenta vantagens em relagao
ao uso de matrizes de representacoes. Por exemplo, representagoes isomorfas possuem
o0 mesmo caracter e os caracteres de representacoes irredutiveis de varios grupos finitos
aparecem catalogados na literatura. Além disso o calculo com caracteres é padrao em

alguns pacotes de algebra computacionais como o GAP [13]| e o Singular [25] .

Nesta segao, apresentamos resultados acerca da teoria de caracter, incluindo as séries
de Hilbert-Poincaré para o anel Py (I') e o modulo ?V’W(F). Estas sao fungoes geradoras
para a dimensao do espaco dos polindbmios homogéneos invariantes e equivariantes, respec-
tivamente. Também apresentamos as féormulas de caracter para o calculo da dimensao
do espaco das funcoes homogéneas invariantes e das aplicagoes homogéneas equivariantes
de cada grau fixo. Além disso, estabelecemos sua extensao aos casos anti-invariante e
reversivel-equivariante. A teoria apresentada aqui se encontra em [8, 15, 24, 27|. Em

particular para grupos de Lie compactos veja [§].

2.2.1 Teoria de caracter

Definigao 2.2.1. O caracter x , de uma representagao (p, V) € a funcao x, I =R
dada por

X, (7) =tr(p(7)),
onde tr(p(vy)) € o traco da matriz p(y) € GL(V).

O caracter ¢ uma funcao constante nas classes de conjugacao, isto ¢, se v € I, entao

X, (09671 = tr(p(6y0~ 1)) = tr(p(6)p(v)p(0) ") = tr(p(y)) = x (), VoeT.
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Se I' age ortogonalmente em V| entao
x, (V) =tr(p(y) ™) =tr(p(n)") = tr(p(r)) = x, (v), Yy eT.
Lema 2.2.2. Representacoes isomorfas tém o mesmo caracter.

Demonstracao: Sejam (p,V) e (n, W) representacoes ['-isomorfas segundo o I'-
isomorfismo A : V — W. Entao,

Alp(v)z) =n(v)A(x), VyeTl, z eV,
ou seja, p(v) = A~'n(7)A. Dai,

X, (7) =tr(p()) = tr(A"'n()A) = tr(n(v)) = x,, (7),
para todo v € I', como desejado. 0

Definicao 2.2.3. Sejam V e W espacos vetoriais. O produto tensorial de Ve W € o

espaco vetorial V- @ W juntamente com a aplicagao bilinear

T: VW — VoW

(z,y) +— z®y
com a propriedade de que, dado um espaco vetorial U e uma aplicacao bilinear B : 'V X
W — U, existe uma tunica aplicacao bilinear 7 : V@ W — U tal que 7" o1 = 3. Ou
seja, o diagrama

VxW—"—=VaW
ﬂl - - i
as

comuta.

De um modo mais geral, o produto tensorial entre n espacos vetoriais Vi,...,V,, ¢ o
espaco vetorial V] ® ... ® V,, juntamente com a aplicacao n-multilinear

T:Vix. .. xV,—Vi®..eV,

tal que qualquer outra aplicacao n-multilinear B : V} x ... x V,, — U pode ser escrita como

B = B* o7, para uma unica aplicagdo n—multilinear B* : V; & ... ® V,, — U. Quando

Vi=..=V,=V,dizemos que V®..®V é o produto n-tensorial de V' e denotamos
—_———

n vezes

V®..®V por Ve

Defini¢ao 2.2.4. Dadas duas representacoes (p, V') e (n,W) de I' em V em W, respec-
tivamente, definimos a representacio & :T' — GL(V @ W) de ' em V@ W por

Nz ®y) = p(y)r@n(y)y. (2.5)
Definimos a representacio m: I' — GL(V @& W) de I’ em V& W por

T(V)(x®y) = p(v) S n(7)y. (2.6)
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A representacao (2.5) define, de forma natural, uma acao de I' em V®" dada por
) (@15 s m0) = p(V)21 @ . @ p(V)Tpy, YV €V, i=1,.m. (2.7)

Considere agora o grupo simétrico S,, formado por todas as permutacoes de n elemen-

tos. Definimos a a¢ao de S,, em V®" por
S, x Venr — yen
(Oé,l’1®....®$(?n) = Ta-1(1) ®....®Jja—1(n) .

Isto é, S, age em V®" permutando as coordenadas de seus elementos. O subespaco

vetorial

SV ={rxeV® :ar=2,Ya€S,} (2.8)

é chamado de n-ésima poténcia tensorial simétrica. A acao de I' em S™V é a acao de
[ em V®" dada em (2.7), restrita aos elementos de S™V. Assim S™V é um subespago

I'-invariante. Note ainda que S"V = Fixyea(S,,).

Counsidere agora V* = Hom(V,R) o espago dos funcionais lineares de V' em R. Entao

existe uma representagao natural p* : I' = GL(V*) de I em V* definida por

PN W) = flp(y ), YVyel, feViveV.

Proposigao 2.2.5. Sejam (p,V') e (n, W) representacoes de I' em V e em W, respecti-
vamente. Entao,

() Xyow =X, T X7
(1) X o = Xy Xy
(@) x,.(V)=x,007"), VyeT.

Demonstracgao: Ver Brocker e Dieck [8, II, Proposition 4.10)]. O

2.2.2 Séries de Hilbert-Poincaré e formulas de Molien

Em alguns casos, podemos obter informacdes sobre os geradores das fungoes invariantes
ou das aplicacoes reversiveis-equivariantes sem ter que efetivamente calculé-los. Nesta
direcao, uma das principais ferramentas é a série de Hilbert-Poincaré, também conhecida

como fungao geradora de Molien. Apresentamos nesta subsecao as séries de Hilbert-
Poincaré do anel Py (I") e dos mddulos Qy (I), ?V(F), §V(F).

Sejam x1,...,x, coordenadas no espaco vetorial V sobre o corpo R. O anel Py, =

Rlx1, ..., z,) ¢ uma R—Aalgebra graduada, ou seja,

PV = é P$7
d=0
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onde P{ é o espago vetorial dos polindmios homogéneos de grau d. Como a agao de T
em V & linear, se f € P{ entdo vf € PE, onde (vf)(z) = f(p(y)x), Vy € T,z € V.

Portanto, Py (I') é também uma R—algebra graduada, isto é,
Pv(l) = P PED),
d=0

onde PL(T') = Py (I)NPE. Do mesmo modo, Qv (T') é um modulo graduado sobre Py (T),

ou seja,
o

Qv(I) =P ai (),

d=0
onde Q% (') = Qy(T") N PL.
Denotamos agora por ?v o espaco vetorial das aplicacoes polinomiais em V nas

indeterminadas z, ..., z,. O espaco BV tem uma estrutura de médulo graduado sobre

Py, isto é,

B - PP

onde P% é o espago vetorial das aplicagoes polinomiais homogéneas em V' de grau d.
Novamente, pela linearidade da acdo de I' em V segue que os espagos BV(F) e BV(F)

sdo modulos graduados sobre Py ('), ou seja

Prm) =@ PLr) e Sv(1) =P L),
onde BY(T) = Py (T) N P e B4L(T) = By(I) N B

A Série de Hilbert-Poincaré para o anel Py (I') ¢ uma fungao geradora para a dimensao

do espaco vetorial dos polinomios invariantes de cada grau e é definida pela série formal
Oy (t) =Y dimPg (),
d=0

O seguinte teorema nos fornece uma forma integral para a série de Hilbert-Poincaré

de Py (I'), como segue:

Teorema 2.2.6. (Molien) Seja (p, V') uma representacio de I' em V. Entao, a série de
Hilbert-Poincaré de Py (I') é dada por

r B 1
¢””‘£wﬂm—ww»’

onde Id denota a matriz identidade em GL(V).
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Demonstracao: Veja Sturmfels [27] para o caso em que I' é finito e Sattinger [24]
para a extensao ao caso compacto. 0

De modo andlogo, definimos as séries de Hilbert-Poincaré para 3 ), Qv(l)e BV(F)

como as funcoes geradoras dadas por
=S dimPLO, B =3 dimQp (M) e Bt Z dim 3% (I)
d=0 d=0

respectivamente.

A generalizacao do Teorema de Molien para o caso equivariante nos da formas integrais
para as séries de Hilbert-Poincaré dos modulos ? I),9v() e BV(F). Vejamos:

Teorema 2.2.7. (Molien Equivariante) Sejam (p,V) e (n, W) representagées de I' em

V e em W, respectivamente. Entao, a série de Hilbert-Poincaré de BVW(F) ¢ dada por

. X, (771
Uy (t) = /det([d—tp( ) (2.9)

onde x = € o caracter de (n,W) e Id é a matriz identidade em GL(V).

Demonstracao: Veja [28] para o caso finito e [24] para o caso compacto. O

Em particular, se (p,V) = (n, W) entao

. X, (v
Pvlt) = / det(1d — ip(7))

¢ a série de Hilbert-Poincaré de BV(F), onde x = ¢ o caracter de (p,V). Também podemos

aplicar o Teorema de Mohen Equivariante a fim de obtermos féormulas para as séries de
Hilbert-Poincaré de Qy (I") e de av . Lembramos que toda funcao anti-invariante é I'-
equivariante para (n, W) = (o,R) e toda aplicacao reversivel-equivariante é I'-equivariante
para (9, W) = (ps, V), onde o é dado em (2.1). Portanto, de (2.9) temos

. tr(c(y™") o(v)
Dy (t) = /F det(Id — tp(y)) /r det(Id —tp())

sy [ trle(y )p(v) a(v)x, (v
W0 = [ ey = datd o)
V),

onde x = € o caracter correspondente a (p, Para uma representagao ortogonal de T',

temos ainda que v~! = 4! e assim X, (vH = X, (7), para todo v € T'.

Concluimos esta subsecao com trés exemplos. Mas antes precisamos de um resultado

preliminar: tomando-se ¥ = I'; no Teorema 1.1.9 e lembrando que I'; tem indice 2 em
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[, isto é, I'/T'y ~ Zs, segue que
/fWMVZEElNWM=1</‘ﬂwMW- fwwm), (2.10)
r 2 o 2 \Jr, r,

para 0 € I'_ fixado e para qualquer funcao continua f : I' — R.

Exemplo 2.2.8. (1) Considere I' = Z; = {£1} agindo no plano como —1(z,y) =

(—x,—y) e tome § = —1 como antissimetria. Usamos aqui o item 1. do Exemplo
1.1.7 para obter as séries de Hilbert-Poincaré de Py (T), BV(I’), Qu(l) e av(l“),
respectivamente:
1 1 1 1
®Z2(4) = =
80 = | wam) 2QL%P+O+W>
= 143245t + 7+ 9% + .., |t < 1;

z x, (v 1 2 —2
e = /rdet(ld —tp(7)) 2 <(1 — +t)2>

= 4t 4+ 83 4 1267 + 1617 +20t° + ..., |t| < 1;

- [ (L
R pdet(Id —tp(y)) 2\ (1—1)?2 (1+¢)?
= 2447+ 67+ 8T+ 1087 + ..., || <1,

§7 / o(x, () 1 2 2
R pdet(Id —tp(v)) 2\ (1—-1)2 (1+1¢)?
= 24612 10t + 1415 188 + ..., |t < 1.

Podemos concluir, por exemplo, que os Zs-invariantes e os Zo-reversiveis-equivarian-
tes possuem apenas geradores de grau par, enquanto que os Zs-anti-invariantes e os
Z,-equivariantes possuem apenas geradores de grau impar. Além disso, no caso dos

reversiveis equivariantes temos
dimp 0% (Zs) =2, dimz O2%(Zs) =6 ¢ dimg Ok(Zs) = 10.

(2) Considere I' = SO(2) agindo em R? pela multiplicagdo de matriz por vetor. Observe
que os Unicos subgrupos nao triviais de SO(2) sdo os ciclicos Z,, com n > 2. No
entanto, Z, nao tem indice 2 em SO(2). Em outras palavras, ndo podemos definir
um homomorfismo sobrejetor o : I' — Zy como em (2.1). Neste exemplo, portanto,

SO(2) nao possui antissimetrias e descrevemos somente as séries de Hilbert-Poincaré
para Py (I') e para BV(F).
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A integral de Haar sobre SO(2) é dada no item 2. do Exemplo 1.1.7 por

1 21 5
/ =2 Foa,
SO(2)

:27r0

onde f : (0,27) — R é uma funcio 2r—periodica tal que f(0) = f(Ry). Assim, a
série de Hilbert-Poincaré para Py (I') ¢ dada por

1 1 [ 1
30 (1) = / = — / df.
w () pdet(Id —tp()) 27 Jy 1—2tcosf+t2

Para calcular essa integral utilizamos técnicas de andlise harmonica. Em [9, X

Proposition 2.3|, Conway mostra que

I 1—¢?
2r J_. 1 —2tcosf + t?

dd=1, 0<t<l1.

Uma vez que a funcao f é 2r—periddica, temos

/0% f(0)do = /: f(6)ab.
Dai,

1 (7 1 1 [7 1 —¢? 1
o201 = — o = — / df
= () 2 J_ 1 —2tcosf + 2 2 ) .1 —2tcosf +t2 1 —t2

o 1/’r AR
1 —t2\2r ) _1—2tcosh + ¢ C1—¢2

= 142+t +54+8 4+, 0<t<1.

A série de Hilbert-Poincaré para ?V(F) é dada por

‘1150(2)(15) _ / Xy () _ 1 /27r 2co0s6 "
R pdet(Id —tp(v)) 27 Jy 1—2tcosf+t?

1 [ 2c0s0 1 [ /-1 1+ ¢
- = df = — 4 d6
27 J_. 1 —2tcosf + t? 27 t  t(1—2tcost+t?)

—Tr

1 “—1d9+1 1 1+t

o2r )t o ) .t 1—2tcosh + 2
-1 1+ ¢ 1 [ 1—t

- Tt (5 a6
t t(1—t3) \2r J_,1—2tcosh+t?
-1 1+t 2t

i T ie T
= A28 25 42" 20+, 0<t < 1.

Neste exemplo, dimpg B%Z(SOQ) = 2, para todo d > 1 impar.
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(3) Considere agora I' = O(2), gerado por SO(2) e pela reflexdo xk dada em (1.3), agindo
em R? pela multiplicacdo de matriz por vetor. Tome § = k como antissimetria de
modo que I'y = SO(2). Por (2.10) segue que

1 1 2 1 27
/0(2) f(y)dy = 5 <%/O J(Rp)do + %/0 f(ffRe)dQ) -

Usando as mesmas técnicas do exemplo anterior, obtemos as séries de Hilbert-
Poincaré de Py (I), BV(F), Q) e BV(F), respectivamente:

0@2),y _ 1
Pr: )<> B / det( Id—tp( )

(
1 2w
d«9+i/ LdQ
0 1 —2tcosf + t? 27 Jo 1—12

=1+ 4+t +5+5+ ..,

1
2
1
2

1—t2 1—t2) -2

X, (7) 1/1 [ 2 cos 0
\110(2) t — / v _ _/ o 0
s (1) o det(Id —tp(v)) 2 \2r J; 1—2tcosf+ ¢ T

t
= =t 4+ + O+ 10+
- +I P+t

0@ o(7)
(1) = /0(2) det(1d — tp(7))

1 27 1 1 2 -1
— df + — df
(27r/0 1 —2tcosf + 2 +27r 1—1¢2 )

1 1 _
1—¢2 1—4¢2)

. o 1/1 [  2cosf
FoO (1) = / ()x, (7) 1 (_/ oS 49+ O)
o det(Id —tp(v)) 2 \27 Jy 1—2tcosd+t

t
= =+ 24+ +1T+7+ .
T +E T+ 4+

Observamos que CTDE%(Q) (t) = 0 implica que nao existem fungdes O(2)—anti-invariantes.

Além disso,

dimg PL(0(2)) = dima 0% (0(2)),

para todo d € N.



Formulas de caracter 41

2.2.3 Formulas de caracter

Comegamos esta subse¢do com um importante teorema em teoria invariante, devido
a Sattinger, que usa teoria de caracter para obter a dimensdo de PE(T) e B%(P), para
cada d. Nosso principal objetivo nesta subsecao é generalizar tal resultado ao contexto

reversivel-equivariante.

Teorema 2.2.9. (Sattinger) Se I' age ortogonalmente em um espago vetorial real V' de

dimensao finita com caracter correspondente x , entao

dmP{r) = [ x,, () (.11)

dim PY(T) = /F X o (X, (), (2.12)

onde X (7) € o caracter da representagio induzida de T' em S¢(V).

Demonstragao: Veja Sattinger |24, Theorem 5.10]. O

Seja S,, o grupo simétrico das permutagoes de ordem n.

Definicao 2.2.10. Uma aplicagao n—multilinear 5 :V x ... x V. — W ¢é simétrica se
—_——

n vezes

fom=p(, VmeS,.
Ou seja, B(Tr-101),...; Ta-1(ny) = B(T1, ..., Ty), para todo x; €V em € S,,.

Denotamos por L4(V, W) o espaco de todas as aplicagdes d—multilineares simétricas
de V x ... x V em W. Quando W = R, denotamos L&(V, W) simplesmente por L&(V).

d vezes

Definicao 2.2.11. Uma funcao polinomial f : V — R é homogénea de grau d se existe

uma fun¢do d—multilinear simétrica f € LE(V) tal que
f(z) = f(x,...,x), Ve e V.

De modo andlogo, uma aplicacao polinomial g :' V — W é homogénea de grau d se existe
uma aplicagdo d—multilinear simélrica § € LL(V, W) tal que g(x) = §(z, ..., x), para todo
xeV.

Segue da Definicao 2.2.11 que a aplicagao

LLV,W) — P,

(2.13)
g — g
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¢ um isomorfismo. Em |18, p. 621, Goodman prova o isomorfismo canonico
Hom(S*V, W) — LE(V, W), (2.14)

para V e W espacos vetoriais reais de dimensao finita, onde Hom(S%V, W) denota o espaco

vetorial dos homomorfismos de SV em W. Além disso, a aplicacdo
v V*®@W — Hom(V, W), (2.15)

que leva v* ® w no homomorfismo u — v*(u)w, ¢ um isomorfismo.

Os isomorfismos definidos em (2.13), (2.14) e (2.15) sao I'-equivariantes e combinados
nos dao
Vv = LSV, W) = Hom(SV, W) = (SV)" @ W. (2.16)

Defina agora a acao de I' em ?VW por

(vg)(z) = n(7)g(p(y ")x), ¥VyeT,zeV,ge Bv,w-

Entao,
Fixg, (1) = {g¢€ B"lv,w tyg =g, Vy €T}
= {g€ Pty n(9(p(y )e) = g(x), Yy €T,z € V}
= {g¢ B‘é,w tg(p(v Nz) =n(y Ng(x), VyeT,z eV}
_ d
= Pyw(l)
Ou seja,
Fixg, (I)= T (). (2.17)

Pela Proposi¢ao 1.4.2, juntamente com (2.16) e (2.17), obtemos o isomorfismo
b (D) = Fix(sayy-gw (). (2.18)

Estamos prontos agora para demonstrar o seguinte teorema, que nos fornece uma

formula para a dimensao de P, (T).

Teorema 2.2.12. Sejam (p, V') e (n, W) representagies de I' em V e em W, respectiva-

mente. Seja X, © caracter correspondente & representacao n. Entao,

dim P, () = /F X (77X, (),

onde X (a) ¢ o caracter induzido da representacio de I' em SV .
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Demonstracao: De (2.18) e utilizando a formula do traco dada em (1.31) temos que
dim P, (1) = / X savyeaw (V) = / X savy- (X, ()
yel ~yel'
— [ X 00 = [ X, 67, )
vyer vyer

a segunda e terceira igualdades seguindo da Proposicao 2.2.5. U

Note que o Teorema 2.2.9 é um caso particular do Teorema 2.2.12. Para isto, considere
W = R sob a representagao trivial de I" para obter (2.11) e (n, W) = (p, V') para obter
(2.12).

Corolario 2.2.13. Seja (p, V') uma representacdao ortogonal de I' em V. Entao,

dim Q) = [ o, () (2.19)

vyel

dim G¢(T) = / (X, X, (), (2.20)

yerl’
onde X ¢ o caracter induzido da representacio de I' em SV e o é um homomorfismo

sobrejetor como em (2.1).

Demonstragao: Segue diretamente do Teorema 2.2.12 tomando (n, W) = (¢, R) para
obter (2.19) e (n, W) = (p,, V') para obter (2.20). O

Observacao 2.2.14. Para a aplicacao das formulas de caracter dadas no Teorema 2.2.9
e no Corolario 2.2.13 faz-se necessario o calculo do caracter X correspondente a acao de
I' em SV. Existe uma formula recursiva, cuja prova é dada em [2, Section 4], que facilita

os calculos. Temos,

U

By ()= Y0, (0, () (221)

s
I
o

com x (7) = 1, para todo v € I.

Para cada d € N existe uma forte relagdo entre as dimensdes de PE(I') e Q%L(T) e

entre as dimensoes de B%}W(F) e 5%(1“) Isto & o que nos mostra a Proposi¢ao 2.2.15.

Proposigao 2.2.15. Seja I'y o subgrupo das simetrias de T'. Sejam PL(T) e QL(T) os
espacos vetoriais das funcoes polinomiais homogéneas I'-invariantes e I'-anti-invariantes

de grau d, respectivamente. Sejam B?/(F) e a{l/(F) 0s espacos vetoriais das aplicagoes
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polinomiais homogéneas I'-equivariantes e I'-reversiveis-equivariantes de grau d, respecti-
vamente. Entao
dim PE(T) + dim Q- (T') = dim PE(T)

dim PL(T) + dim OL(T) = dim PL(T,).

Demonstracao: Segue diretamente das formulas apresentadas no Teorema 2.2.9 e
no Corolario 2.2.13. De fato, fixe § € ['_ qualquer. Da igualdade (2.10), temos

dim Py (') = % (/F+ X, (1) + /F+ X (57)) : (2.22)

aim f) = 5 ([ v, 00- [ e ) (223

am P =5 ([, 0,00+ [ @) e
am B0 =5 ([ v, 0= [ x, 60 en). e
Dali,
dim P(T) + dim QYD) = [ x,, (2) = dim PY(T)
Aim BL) +dim BYr) = [ x, (), () = dim PY(T)
como desejado. 0

Apresentamos agora resultados que estabelecem condicoes necessarias para que o es-
pago V seja nao auto-dual. Em particular, a Proposicao 2.2.17 leva em consideragao a

paridade dos coeficientes da série de Hilbert-Poincaré de 3V(F+).

Proposicao 2.2.16. Seja (p, V) uma representacao auto-dual de I'. Entao, toda antis-

simetria de I' tem traco nulo.

Demonstragao: Seja o : I' — Zs um homomorfismo sobrejetor como em (2.1). Como
V' & auto-dual, existe um isomorfismo I'-equivariante entre (p,V) e (p,, V). Pelo Lema
92.2.2,

tr(p(v)) = tr(ps (7)), VyeT.

Logo, tr(p(v)) = a(y)tr(p(y)), Vy € I'. Se v € I'_, entao tr(p(y)) = —tr(p(7y)), ou
seja, tr(p(y)) = 0, como querfamos. O
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Proposicao 2.2.17. Sejam (p, V') uma representacio auto-dual de I' em V e 'y o sub-
grupo das simetrias de I'. Entdo as séries de Hilbert-Poincaré de BV(F) e de év(F) 5G0

iguais. Além disso, todo coeficiente da série de Hilbert-Poincaré de BV(FQ € par.

Demonstragao: Da proposigao anterior, x (v) = 0, para todo v € I'_. De (2.24) e
de (2.25) temos
. 1 .
dim B0 = 5 [ x, (x, () = dim PY(D)

.
para todo d € N. Logo, U} (t) = Zdim ?%(F)td = Zdim aé(F)td = Ul (t). Da
d=0 d=0

Proposicao 2.2.15 temos também que_
dim BE(T,) = 2dim PL(T),
que é par para todo d € N. O

Observacao 2.2.18. Usando a formula recursiva dada em (2.21) é possivel mostrar que
se V' & auto-dual e v € I'_, entao X (7) = 0, para todo d € N impar. Neste caso, de
(2.22) e (2.23) concluimos que dim PE (') = dim Q% (T'), para todo d € N impar.

Exemplo 2.2.19. Considere o item (3) do Exemplo 2.2.8. Como a série de Hilbert-
Poincaré de Qp2(O(2)) é identicamente nula, segue que dim Q%,(0O(2)) = 0, para todo
d € N. Pela Proposicao 2.2.15,

dim P (0(2)) = dim P (SO(2)),

para todo d € N, donde <I>§2(2) (t) = (IDES(Q) (t). Isto também pode ser observado comparando

os itens (2) e (3) do Exemplo 2.2.8. Ainda, as séries de Hilbert-Poincaré de BRQ (0(2)) ede

r2(0O(2)) s@o iguais, o que também esta de acordo com a Proposicao 2.2.17, uma vez que
a representa¢ao de O(2) em R? é auto-dual (para verificar a tltima afirmagao, considere o
isomorfismo I-reversivel-equivariante A : R? — R? dado por A(z,y) = (—y, z)). Portanto,
pela Proposicao 2.2.17, a série de Hilbert-Poincaré de BRz(SO@)) ¢ igual a

2t
1 =2

0O(2
2Ws (1)

o que também esta de acordo com o item (2) do Exemplo 2.2.8.

2.3 Operadores de Reynolds

Nesta secao, introduzimos os chamados operadores de Reynolds, outra importante
ferramenta dentro da teoria invariante polinomial. Tais operadores sao projecoes que

usamos na construcao dos geradores para os modulos Qy (') e av(I’). Para isso, obtemos
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primeiramente uma relacao entre os anéis das funcoes polinomiais invariantes sob as acoes
de I' e de I'y. De maneira anéloga, relacionamos também os moédulos das aplicagoes
polinomiais equivariantes sob I' e I',. Para mais detalhes sobre operadores de Reynolds
veja [26].

Sejam 3 C I" um subgrupo fechado e (p, V') uma representagao de I'. Para simplificar

notagao, denotamos p(7y)z simplesmente por vz, para todo y € 'e z € V.

Os operadores de Reynolds relatlvos sobre Py (X) e sobre 3\/(2), denotados respec-
tivamente por RL : Py (X) — Py (T ﬁr ; 3‘/(2) — 3‘/(2), sao dados por

RY(f)w) = [ fa) e Big)() = /F/Ev-lgm»

r/s

Quando ¥ ¢ de indice finito n em T, isto &, I'/3 é de ordem n, temos
1 B 1 -1
== flx) e REi(9)@) == v 'g(ya), (2.26)
v >

para todo f € Py (2 egEB

Considere ¥ =1, o subgrupo das simetrias de I'. Como I' = I',. U 0T, para qualquer

d € I'_ fixado, podemos reescrever (2.26) como
RE(F)(@) = 5(F@) + [6m) e RE(0)w) = 5(o@) +07'g(6w)). (227

Fixe um epimorfismo o : I' — Zs como em (2.1). Definimos agora os o—operadores
de Reynolds SE, : Py (T'y) — Py(Ty) e SE : By(ly) = Py(ly) por

St (f)(x) = / PEGICER ST (9)(a) = / o e0e),

respectivamente, que podem ser reescritos como

SE (D) = 5 3000 () = £ (F(x) ~ f(52) (2.28)
6T+
SE,(0)@) = 5 3ol alae) = 5(gla) — 5 g(5w), (2.29)
oy

para ¢ € ['_ fixado, para todo f € Py(I'y) eg € ? (Ty).
Para simplificar a escrita, escrevemos daqui em diante R, S, ﬁ ? para denotar RF Sﬂ, ﬁﬂ, ?FM

respectivamente. Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.1. Os operadores de Reynolds R, ﬁ, Se ? satisfazem as sequintes pro-

priedades:
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(a) Eles sao homomorfismos de Py (I')-mddulos;

(b) Denote por Ip, . e I3, 0,y 05 operadores identidade em Py(Ty) e BV(FJF), res-

pectivamente. Entao

RtS=Ipw,y ¢ R+8=Iz,., (2.30)

(c) Eles sao projegoes idempotentes com
ker(R) = Qy(I') e Im(R)=Py(I); (2.31)

ker(S) = Py(I') e Im(S) = Qy(T); (2.32)
ker(R) = Oy(T) ¢ Tm(R) = Py (I);
ker(S) = Py(D) e Im(S)= Oy (I).

(d) As seguintes decomposi¢oes como uma soma direta de Py (I')-mddulos valem

Py(I'y) = ker(R) & Im(R) = ker(S) & Im(95)

Bo(ly) = ker(B) @ Im(B) = ker(S) @ Im(S).

Demonstracao: (a) Sejam f,g € Py(I'y) e p € Py(I'). Entao, para todo z € V,

R(F+0)@) = 5 ((+0)(@)+ (f +9)(60) = 5 (@) +g(e) + f(52) + g(02)
= (@) + 60) + 5 (o) + 9(or)
= R()(@) + Rlo)(@)
R(pg)(z) = %((pg)(x)Jr(pg)(M)):%(p(x)g(fv)+p(5m)g(5x))
— 5 () + pla)g(0e) = p(o)  5lola) + 9062) )

= (pRg)(x).

De modo analogo, mostra-se que S, ﬁ e ? sao também homomorfismos de Py (I')-

modulos.

(b) Segue diretamente da definicdo dos operadores R, .S, Fed em (2.27), (2.28) e
(2.29).

(c) Mostramos somente as igualdades dadas em (2.31). Seja f € ker(R) e fixe 6 € T'_
qualquer. Entdo, para todo z € V, R(f)(z) = 0 implica que f(dz) = —f(x). Logo,
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f € Qu(T) pelo Lema 2.1.4. Por outro lado, se f € Qy ("), entao f(dx) + f(x) = 0, para
todo z € V, isto &, f € ker(R). Portanto, Qv (I') = ker(R).

Seja agora f € Py (I'y). Por definicdo, R(f) € Py(I'}). Vamos mostrar que R(f) €
Py (T), usando novamente o Lema 2.1.4. Como §? € 'y, temos

R(F)(62) = 5(f(62) + f(8%)) = 5(f(02) + F(@)) = R()(x), Vo €V,

o que implica que Im(R) C Py (I"). Por outro lado, observe que se f € Py (I'), entao

1 1
F(a) = 2 (@) + f(a)) = 5(f(2) + F(02) = R(f) o). (2.33)
ou seja, Py(I') C Im(R). Logo, fica demonstrado (2.31). As demais igualdades seguem
de forma analoga.

Para mostrar que R* = R basta usar que ImR = Py(T') e que R| = Ip, (), como

Py (T)
vimos em (2.33). Por um raciocinio anélogo, mostramos que .S, ﬁ e ? sao idempotentes.

(d) Primeiramente, observe que como I'y C I', Py (I'y) pode ser visto como um Py (I')-
modulo. A inclusao ker(R) + Im(R) C Py (I'}) é 6bvia. Por outro lado, se f € Py (I';)

podemos escrever
f=(f = R()+ R(f),
onde R(f) € Im(R). Como R ¢ idempotente, temos
R(f = R(f)) = R(f) = R*(f) =0,

implicando que f — R(f) € ker(R). Logo, Py (I';) C ker(R) 4+ Im(R) e, portanto, vale a
igualdade.

Seja agora f € ker(R) N Im(R). Entdo, R(f) = 0 e existe f € Py(I'}) tal que

R(f) = f. Como R é idempotente, temos

f = R(f) = R(R(f)) = R(f) =0,
ou seja, ker(R) NIm(R) = {0}. Portanto,
Py(I'}) =ker(R) ® Im(R).

De maneira analoga mostra-se que BV(FJF) = ker(ﬁ) 0 Im(?) O

Como consequéncia imediata da proposicao anterior temos:

Corolario 2.3.2. Seja I' agindo linearmente em V. Entao,

(a) f € Py(l) se, e somente se, R(f) = f;
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(b) f e Qu(l) se, e somente se, S(f) = f;
(c) g€ BV(F) se, e somente se, ﬁ(g) =g;

(d) g € QV(F) se, e somente se, ?(g) =g.

O principal resultado desta secao ¢ uma consequéncia imediata da Proposicao 2.3.1,
sendo de grande importancia na obtencao dos geradores para os modulos Qv (I') e Qy (')
nas duas proximas segoes. Ele estabelece as relagoes entre Py (I') e Qy(I') e entre BV(F)
e BV(F) como segue:

Corolario 2.3.3. Sejam I' agindo linearmente em V e I'y o subgrupo das simetrias de L.
Entao, as sequintes decomposicées como uma soma direta de mddulos sobre o anel Py (')

valem:

Py(T'y) = Py(T) @ Qu(T) (2.34)

Pu(y) = Py(D) @ By (D). (2.35)

2.4 Algoritmo para o calculo dos anti-invariantes

Nesta se¢do, usamos a decomposi¢ao (2.34) para obter um algoritmo que determina
um conjunto de geradores para o modulo dos polind6mios anti-invariantes sob a agao de I'.
O procedimento se baseia na teoria invariante principalmente aplicada para o subgrupo
I', das simetrias. Mais especificamente, mostramos no Teorema 2.4.1 que a projecao pelo
operador de Reynold S dos elementos de uma base de Hilbert para Py (I'y) nos fornece

os geradores para Qy (I').
No que segue, se u = uj...us, usamos a notacao u® para representar o produto

up M ug®? .. us®, com a = (ay, ..., ag). Também denotamos a,, . ., POT aq.

Teorema 2.4.1. Seja I' agindo linearmente em V e fivze o : I' — Zs um epimorfismo de
grupos como em (2.1), com kero = I'y. Se {uy,...,us} € base de Hilbert para Py(I'}),

entao o conjunto
{S(ul)a ) S(US)}

gera Qy (') como um mdodulo sobre Py ().

Demonstracao: Sejam f € Qy (') e {uy,...,us} uma base de Hilbert para Py (I"}).

Fixe 6 € I'_ qualquer. Queremos mostrar que

[ = Z piS(Ui),
i=1
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com p; € Py (') e S dado em (2.28). Como Ip,(r,) = R+ S, podemos escrever

u; = R(u;) +S(w;), Yi=1,...,s

Deste modo, o conjunto {R(u;), S(u;) : i = 1,...,s} também forma uma base de Hilbert

para o anel Py (I'}). Como f € Py(I'}), escrevemos f como

f=") baR(u;)”S(u;)™, (2.36)
B

onde 8 = (Bo,51), Bo = (Bor, -, Pos) € N°, B = (P11, ..., B1s) € N° e bg € R. Segue de
(2.31) e (2.32) que R(u;) € Py(T') e S(u;) € Qu(I), para todo i =1, ..., 5. De (2.36),
f6x) = > baR(u;) BO(éx)S(ui)Bl(éx)
_ ZbﬁR Uz /30 )ﬁu-‘r +ﬁlsS(Ui)ﬁl (ZE)
= > bs(-1 “>R u» (@) ()™ (),

onde (1) = Bi1+...+ f1s. Como f € Qy(I'), segue que f(éx) = —f(x), para todo z € V.
Dai

> ba((—1)" + 1) R(u;)* (2)S(u;)" (x) =0, ¥z € V.

Portanto, bs = 0 ou (—=1)’Y) = —1. Em outras palavras, bs = 0 ou 5(1) = 1 (mod 2).
Note que R(u;)® € Py(T). Além disso, como 3(1) é impar, segue da Observagio 2.1.3 que
S(u;)Pt & anti-invariante. De modo mais preciso, S(u;)"* = fi5,S(u;), com fis, € Py (D),
para algum i € {1, ..., s}. Portanto, podemos escrever f em (2.36) como

F=Y_pS(u), pi€Py(l),
=1

como desejado. 0]

Corolario 2.4.2. Nas condigcoes do teorema anterior, o conjunto

{1,S(u1), ..., S(us)}

gera Py(I'y) como um mdédulo sobre Py (T).

Demonstragao: Segue diretamente da decomposicao (2.34) e do Teorema 2.4.1, uma

vez que o anel Py (I') é um modulo sobre si mesmo. O

Uma pergunta natural que surge na teoria invariante ¢ se conseguimos, a partir de uma
base de Hilbert para Py (I'}), construir uma base de Hilbert para o anel menor Py (T).
A resposta é afirmativa e a construcao desta base faz uso também dos operadores de
Reynolds Re S.
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Teorema 2.4.3. Sejam I' agindo linearmente em V e o : ' — Zy um epimorfismo como
em (2.1), com kernel I'y.. Seja {uy,...us} uma base de Hilbert para o anel Py(I'y). Entéo

o conjunto

{R(ui), S(ui)S(uy) : 1 <4d,j < s}

¢ uma base de Hilbert para o anel Py (I).

Demonstracao: Seguimos a mesma ideia da demonstracao do Teorema 2.4.1. Seja
f e Pv(l) C Py(l'y) e fixe § € T'_ arbitrario. O conjunto {R(w;), S(u;) : i = 1,...,s}
¢ uma nova base de Hilbert para o anel Py (I'y) e podemos escrever f como em (2.36).
Como anteriormente, se R(u;) € Py (I') e S(u;) € Qy(I'), para todo 1 < i < s, entdo

F(02) = bs(—=1)" W R(u)* () S (u)" (x), Yz eV,

onde S(1) = Bi1 + ... + f1s. Uma vez que f € Py (D), temos f(dz) = f(x), para todo
x € V. Entao,

> bs((—1)" = 1) R(u;)® (2)S(u;)" (x) =0, Vx €V,

de onde bg = 0 ou (1) & par. Lembre-se que o produto de um nimero par de fungbes anti-
invariantes é invariante (Observagao 2.1.3). Portanto, de (2.36), os geradores de Py (I'),

como anel, sao dados por
R(uy), ..., R(ug) e S(up)?..S(uy),
para 11 + ... + f15s = 0 (mod 2). Em outras palavras
{R(u;), S(u;)S(uj) : 1 <i,j<s}

gera Py (') como anel. O

Com base no Teorema 2.4.1, apresentamos um algoritmo para a determinacao de um
conjunto de geradores para o modulo Qy (I') da fung¢oes I'-anti-invariantes sobre o anel
Py (I'). Lembramos que os anéis Py (I';) e Py (L") tém estrutura de R-algebras graduadas

e que Qy (') é um modulo graduado sobre Py (I'). Portanto podemos supor, sem perda

de generalidade, que Py (I'y), Py (I") e Qy(I') sdo gerados por polindomios homogéneos.

Algoritmo 2.4.4. (Geradores para os anti-invariantes)

1. Considere I' um grupo de Lie compacto;
2. Fixe um epimorfismo o : [' = Zs com kernel T',;

3. Fixe uma antissimetria § € I'_ =T\ I'y;
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4. Tome uma base de Hilbert homogénea {uy, ..., us} para Py (I'y);
5. Parai € {1,..., s}, faga iy = S(u;).

Resultado: Conjunto de geradores homogéneos {y, ..., Us} para Qy (I') como um modulo
sobre Py (I).

2.5 Algoritmo para o calculo dos reversiveis-equivarian-

tes

Como ja mencionamos, as investigacoes em dinamica reversivel-equivariante comecam
com a forma geral do campo de vetores, ou seja, com a determinacao dos geradores do
modulo av(F) das aplicac¢oes reversiveis-equivariantes sobre Py (I'). Nesta se¢ao, usamos
a decomposicao (2.35) para determinar um algoritmo que fornece tais geradores. Para isso,
usamos a teoria invariante combinada com a teoria equivariante polinomial, especialmente

aplicada ao grupo ', das simetrias de I'.

O Teorema 1.2.11 nos garante a existéncia de um conjunto finito de geradores para
BV(FJF) sobre Py (I'}). No lema abaixo estendemos esse conjunto para um conjunto
gerador de Py (I';) sobre o anel Py (I').

Lema 2.5.1. Seja I" agindo linearmente em V' e fize o : I' — Zy um epimorfismo como em
(2.1). Seja {1,S(uy), ..., S(us)} um conjunto de geradores para Py (I'y) como um mddulo
sobre Py ('), como no Coroldrio 2.4.2. Seja {Hy, ..., H.} um conjunto de geradores para
BV(I‘JF) sobre Py (I'}). Denote S(ug) = 1. Entdo,

{Hij =5w;)H;: 0<i<s,0<j<r}
€ um conjunto de geradores para o maodulo BV(FJF) sobre Py (T).

Demonstracao: Seja g € BV(FJF) qualquer. Entao

9= ijHja
=0

com p; € Py(I'y) para todo j =0,...,7. Como {S(uyg), ..., S(us)} gera Py (I'}) como um
Py (I')-modulo, para cada j € {0,...,7}, temos

;=Y pipS(u),
i=0
com p;; € Py(I'). Entao

9= ijHj =Y > _piS(w))H; = sz’j(s(ui)ﬂj)7

j=0 =0
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como queriamos. [

Afirmamos agora o principal resultado deste capitulo:

Teorema 2.5.2. Sejam I' agindo linearmente em V e {Hy, ..., Hg-} um conjunto ge-
rador do mddulo BV(FQ sobre Py (') como no Lema 2.5.1. Considere o o—operador de
Reynolds ? definido em (2.29). Entao,

{?(Hij): 0<i<s, 0<j<r}
é um conjunto gerador para o médulo év(f‘) sobre Py (T).

Demonstragao: Seja g € BV(I‘) arbitrario. Como g € BV(FJF) podemos escrever

9= Zpinija pij € Pv(D).

i?j

Pelo Corolario 2.3.2, g = ?(g) Sendo § um Py (I')-homomorfismo, segue que

9= 39 = (X pty) = > 05 (1),

com p;; € Py (), para todo 0 <i<se0<j <r, como desejado. 0

O proximo teorema, embora com uma demonstragao analoga & feita acima, ¢ um
resultado original do presente trabalho. Por meio dele obtemos geradores para BV(F)

sobre Py (I"), a partir de um conjunto gerador para ?V(FQ como um Py (I')-mddulo.

Teorema 2.5.3. Sejam I' agindo linearmente em V e {Hyg, ..., Hs } um conjunto gerador
de BV(FQ sobre Py (I') como no Lema 2.5.1. Considere o operador de Reynolds R
definido em (2.27). Entao,

{ﬁ(Hz) 0<i<s 0<j<r}
¢ um conjunto gerador para o mddulo BV(F) sobre Py (T).

Demonstracao: Escreva primeiramente f € BV(F) C BV(FJF) como

f= Zpiniju Dij € Py (T).
,J

Pelo Coroldrio 2.3.2 e sendo & um Py (I')-homomorfismo, temos

f= ﬁ(f) = ﬁ(ZszHij) = Zpijﬁ(Hij)7
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com p;; € Py ('), para todo 0 <i<se0<j<r, como querfamos. 0

Finalizamos este capitulo com a descri¢ao de um algoritmo para o calculo de geradores
do mo6dulo av(l“) das aplicacoes [-reversiveis-equivariantes sobre Py (I'). Lembramos que
gv(lﬂr), BV(F) e BV(F) tém estrutura de modulos graduados sobre Py (T'). Portanto,

podemos supor que seus geradores sao homogéneos.

Algoritmo 2.5.4. Geradores dos reversiveis-equivariantes:

1. Considere I' um grupo de Lie compacto;

2. Fixe um epimorfismo o : I' = Zs com kernel I',;

3. Fixe uma antissimetria 6 € I'_ =T"\ I';;

4. Tome uma base de Hilbert homogénea {uy, ..., us} para Py (T'y);

5. Parai € {1, ..., s}, faga u; = S(u;), up := 1;

6. Tome {Hy, ..., H.} um conjunto gerador do médulo BV(FQ sobre Py (I'});
7. Paraie {1,...,s}eje{0,..,r} faca H;; = 4, H;;

8. Paraic {1,...,s} ejc{0,..r}, faca H;; = ?(Hw)

Resultado: Conjunto de geradores homogéneos {]:_Iij L 0<i<s 0<j<r}paa
av(F) como um modulo sobre Py (T).



CAPITULO 3

FORMAS (GERAIS
REVERSIVEIS-EQUIVARIANTES

Neste capitulo, determinamos a forma geral de aplicacoes reversiveis-equivariantes com
respeito a uma representacao linear de diferentes grupos de Lie compactos, utilizando o
Algoritmo 2.5.4 na determinagao de seus geradores. Os exemplos sdo baseados em [3], onde

Baptistelli faz uma analise qualitativa do comportamento das trajetorias dos sistemas.

O capitulo é composto por 6 exemplos e em quatro deles ilustramos os campos de
vetores, onde visualizamos geometricamente as simetrias e antissimetrias existentes. To-
dos os campos foram plotados utilizando o software Maple 8. Lembramos aqui que
o :I' = Zy ¢ um epimorfismo de grupos, com [', = ker o sendo o grupo das simetrias de
F'eT_ =T\T, o conjunto das antissimetrias.

3.1 Forma geral O(2)-reversivel equivariante

Considere a ac¢ao padrao de I' = O(2) em C dada por

Roz=¢"2 e rz=2% 60¢(0,2n].

Pelo Algoritmo 2.5.4, temos:

2. Fixe um epimorfismo o : O(2) — Zy, de modo que I'; = SO(2).

3. Fixed=rel_.

4. Do Exemplo 1.2.2, uma base de Hilbert para Pc(SO(2)) ¢ dada por

{ui(z) = 2z}.

5. Calculo do conjunto gerador para Qc(0O(2)) sobre Pc(O(2)) :

in(2) = 8(u)(2) = 3 (2) ~ wi(z)) =0

Portanto, Qc(0(2)) = {0}.



Forma geral O(2)-reversivel equivariante 56

6. Do Exemplo 1.2.9 um conjunto gerador para o modulo ?C(SO@)) sobre Pc(SO(2))
é dado por {Hy, H,}, onde

Ho(z) =2 e Hi(z) =iz

7. Calculo dos geradores de BC(SO@)) sobre Pc(O(2)): defina ug(z) = 1. Entao,

Hlo(Z) = ﬂl(Z)Ho(Z) =0= ﬂl(Z)H1<Z) = Hll(Z).
Portanto, Pc(SO(2)) = Pe(0(2)){2z, iz ).

8. Célculo dos geradores do modulo 5C(O(2)) sobre Pc(O(2)):

Hoo(2) = S (Hoo)(2) = %(Hoo(z) — 5" Hyy(62)) = 0;
Hou(2) = S (Ho)(2) = %(Hm(z) 5 Hy (82)) = iz

]:Ilo(Z) == ﬁn(Z) =0.
Concluimos entao que a@(0(2)) = Pc(0O(2)){iz}. Temos ainda,
R(u1)(z) = %(ul(z) +uq(d2)) = 2Z.

Pelo Teorema 2.4.3, uma base de Hilbert para o anel Pc(O(2)) é dada por {u(z) = 2z}.
Logo, se g € 3@(0(2)), entao

g(z) = h(z2)iz,
onde h(zz) € Pc(O(2)).

Pelo Teorema 2.5.3, temos ainda que

B (Hoo) (2) = %(Hoo(z) b6 Hyy(62)) = = e

ﬁ(HOl)(Z) = %(HOl(Z) + 5_1H01(5Z)) =0

geram o modulo B@(O@)) sobre Pc(0O(2)), confirmando o item 3 do Exemplo 1.2.9.
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Observagao 3.1.1. Note que os tnicos subgrupos de O(2) sao SO(2),D, e Z,, com
n > 2. Dentre tais subgrupos, o unico com indice 2 em O(2) é SO(2). Portanto nao
podemos definir um epimorfismo o : O(2) — Zs com I'; diferente de SO(2). Em out-
ras palavras, nao existem campos vetoriais O(2)-reversiveis-equivariantes com Ry agindo

como antissimetria.

Observamos também que este é um exemplo em que a representacao de O(2) em C é

(0

é a matriz de um isomorfismo O(2)—reversivel-equivariante.

auto-dual. Com efeito,

3.2 Forma geral Z,-reversivel-equivariante

Considere a agao padrao de Z, em C gerada por

¢z = Rax 2.

Precisamos da existéncia de um epimorfismo o : Z,, — Zs para obter a forma geral Z,,-
reversivel-equivariante. Tal existéncia so é garantida quando n é par, pois |Z,| = 2| ker o|.
Neste caso, I'y = kero = Zz. Esta restri¢ao implica que nao existem campos vetoriais
7, —reversiveis-equivariantes se n for impar. Suponhamos, entao, n par, para aplicar o

Algoritmo 2.5.4. Temos:

2. Fixe o epimorfismo o : Z,, — Z5 tal que I', = Zn.
3. Tome 0 = R2x € T_.

4. Do Exemplo 1.2.2, uma base de Hilbert para Pc(Zz) ¢ dada por

n —

{ur(2) = 22, us(z) = 22 + 2

B
B

2 ug(z) =i(z2 — z2)}.

5. Calculo do conjunto gerador para Qc(Z,) sobre Pc(Zy,):
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6. Do Exemplo 1.2.9, o conjunto
{Ho(2) = 2, Hi(2) = 227", Hy(z) =iz, H3(z) = 22%_1}

gera B Zx) sobre o anel Pc(Zn).

2

7. Calculo dos geradores de BC(Z%) sobre o anel P¢(Z,): defina tg(z) = 1. Entao

Hy () = G3(2)Hy (2) = i(27 —22)z2 ! =iz(22)2 7 —iz" )
Hyy(2) = iig(2)Ha(2) = i(2% — 22 )iz = =237 4 (22)22 7
= ()i

Hss(2) = 3(2)Hs(2) = i

Portanto, BC(Z%) = Pe(Z,){z, iz, 2271, i

) sobre Pc(Z ~1 ¢ a rotagao

8. Calculo dos geradores do mddulo a@ n): observe que 0

R2<n 1)m Dal

Hoo(2) = Hoz(2) = Hio(2) = Hi1(2) = Hiap(2) = 0;
Hy3(2) = Hy(2) = Hays(2) = Hsy(2) = Hss(z) = 0;
ot (2) = S (Hor)(2) = 5571

Hos(z) = ?(Hos)(z) =472 7L
Hyo(z) = S (Ha)(2) = 251 + (22)78 7
() = S (Han)(2) = 2371 4 (2)i23
5L (2z)izr L
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Han(2) = S (Ho)(2) = —23+ 4 (22)25 1,

Portanto, éc(zn) = Pc(Z,){z2t1, 227122+ 2271}, Em outras palavras, se

g € Qc(Z,) entdo g se escreve como
9(2) = p1(2) 22T 4 po(2)22 7+ py(2)iz2 T 4 py(2)ize T, (3.1)
com py, p2, p3, P € Pe(Zn).

Observamos que a presente representacao de Z,, em C é nao auto-dual para todo n # 4,

pois nestes casos o traco da antissimetria Rz é ndo nulo (Proposigao 2.2.16). Para ilustrar
n

geometricamente campos vetoriais que sao Z,-reversiveis-equivariantes, consideramos os

dois seguintes exemplos:

3.2.1 Forma geral Z,-reversivel-equivariante

Em particular, um campo geral Z,-reversivel-equivariante ¢ dado por
g(2) = p1(2)2* + pa(2) + p3(2)iz?® + pa(2)i, (3.2)

com pi,ps, p3, P4 € Pc(Zsy). Considere o campo obtido de (3.2) tomando-se as fungoes
Zo—invariantes p; = p3 =0, pa(2) = 27 e py(2) = i(2% — 2?), ou seja, g(z) = 22 — 22 + 22

Em coordenadas reais, temos
g(z,y) = (2° + 3y*, —4xy).

A dinamica deste campo de vetores é dada na Figura 3.1. Vemos claramente que a

rotacao de angulo 7 inverte o sentido das setas do campo, isto é, ela ¢ uma antissimetria.

3.2.2 Forma geral Z -reversivel-equivariante

De (3.1), a forma geral de um campo geral Zs-reversivel-equivariante é dada por
9(2) = p1(2)2° + pa(2)Z + p3(2)iz® + pa(2)iz,

com py,p2,ps3,ps € Pc(Zy). Considere o caso particular onde p; = po = 0 e pi(z) =
pa(z) = 1, para todo 2z € C. Assim g(z) = i2® +iz. Em coordenadas reais temos

g(z,y) = (y — 32°y + v, v + 2° — 3ay?).

Neste caso as rotagoes de angulo 7 e 37” caracterizam antissimetrias, enquanto que a

rotacao de angulo 7 caracteriza uma simetria, como podemos ver na Figura 3.2. Obser-

vamos também que esta representacao de Z, em C ¢é auto-dual. De fato,

1 0
L:<0 _1> (33)
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Figura 3.2: Campo vetorial Z,-reversivel-equivariante
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é a matriz de um isomorfismo Z4-reversivel-equivariante.
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Consideramos nas Secoes 3.3 e 3.4 campos vetoriais reversiveis-equivariantes sob uma
representacao de D,, em C. Este caso apresenta distin¢ao quanto a paridade de n. Com
efeito, quando n é impar, ndo podemos tomar como antissimetria uma rotacao, pois
(Raxx )™ = Id, para todo k = 1,...,n — 1, contradizendo o fato de que o produto de um

0
numero impar de antissimetrias ¢ uma antissimetria. Sendo assim, as rotagoes devem ser
todas simetrias. Neste caso, podemos tomar como antissimetria a reflexao x dada em

(1.3) ou qualquer reflexdo da forma kKRzmx, com m = 1,...,n — 1.
Quando n é par, tanto as rotacoes quanto as reflexdes podem ser antissimetrias. Calcu-

lamos na Secao 3.3 a forma geral D,,-reversivel-equivariante para n par, fixando Rz= como

n

antissimetria. Na Se¢ao 3.4, obtemos a forma geral de campos de vetores D,,-reversiveis-
equivariantes, tomando a reflexao x como antissimetria. Neste caso a paridade de n nao

interfere e D,, é denotado por D, (k).

3.3 Forma geral D,-reversivel-equivariante

Considere n par e a acao de I' = D,, em C gerada por

27

pz=e€enz e Kz=2Z. (3.4)
Como usual, faremos a sequéncia do Algoritmo 2.5.4.

2. Fixe um epimorfismo o : D,, = Z5 de modo que I'y = D=,
3. Tome 6 = R2x € T'_.

4. Do Exemplo 1.2.2, uma base de Hilbert para Pc(D=z) é dada por

|3

{ui(2) = 22, ug(z) = 22 + z2}.

5. Calculo do conjunto gerador de Q¢(D,,) sobre P¢(D,,):

U1(2) = S(up)(z) = 0;

gera 3@(D%) sobre o anel Pc(D

B
~—
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7. Calculo dos geradores de BC(D%) sobre o anel Pc(D,,): defina 4y(z) = 1. Entao,

Portanto, BC(D%) = Pe(Dy){z, 287!

N
©[3
_
I
7
—
—

8. Calculo dos geradores do modulo a@(Dn) sobre Pc(D,,):
lffoo(z) = ﬁm(z) = H11(2) = Hy(z) = 0;
Hor(2) = S (Hop)(2) = 2571
Hao(2) = S (Hao)(2) = 2571 4 (22)25 1.
Portanto, BC(DH) = Pe(D,){z2 %, 2271}
Em outras palavras, todo campo vetorial D,,-reversivel-equivariante é da forma
9(2) = pi(2)23 " 4 pa(2)23 7Y, (3-5)

com p1,p2 € Pc(D,,). Assim como ocorre com a representagao de Z, em C, a presente
representacao de D,, em C, que tem a rotacao Rzx agindo como uma antissimetria, é nao
auto-dual para todo n # 4. De fato, estes sao osn casos em que tr(Rz) # 0 (Proposicao
2.2.16). Para n = 4, a representacao de D, com antissimetria Rz énauto—dual, sendo L

dada em (3.3) também uma matriz de um isomorfismo Dy-reversivel-equivariante.

Ilustramos abaixo o caso particular n = 6:

3.3.1 Forma geral Dg-reversivel-equivariante

Por (3.5) todo campo vetorial Dg-reversivel-equivariante tem a forma

9(2) = p1(2)z" + pa(2) 2,

com p1,ps € Pc(Dg). A Figura 3.3 ilustra o caso particular em que g(z) = 2°z — 2%

obtido tomando-se pi(z) = 2Z e pa(z) = 1, para todo z € C. Em coordenadas reais, g
toma a forma

g(z,y) = (236 — 5aty? — 5yt + 4% 4+ 22 — o, 42dy — day® — 2xy).

Na Figura 3.3 observamos claramente que a rotagao de angulo % ¢ uma antissimetria

e a reflexdo com relacao ao eixo x é uma simetria do campo.
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Figura 3.3: Campo vetorial Dg-reversivel-equivariante
3.4 Forma geral D, (x)-reversivel-equivariante

Considere a acdo de I' = D, (k) em C como em (3.4). Fixe um epimorfismo o :
D, (k) — Zy de modo que 'y = Z,, ou seja, a reflexdo k precisa agir como uma antis-

simetria. Dos passos 3 a 8 do Algoritmo 2.5.4, temos:

3. Fixed=rel_.
4. Do Exemplo 1.2.2, uma base de Hilbert para Pc(Z,) é dada por
{ui(2) = 22, ug(z) = 2" + 2", us(z) = i(z" — 2"}.
5. Calculo do conjunto gerador para Qc(D,(x)) como médulo sobre Pc(D,(k)):
u1(2) = S(ur)(2) = 0;
Uz (2) = S(uz)(2) = 05
3(z) = S(ug)(2) = i(z" = 2").
Portanto, Qc(D,(k)) = Pc(Dn(k)){i(z" — 2")}.
6. Do Exemplo 1.2.9, o conjunto
{Hy(2) =z, Hi(z) = 2""", Hy(z) =iz, Hy(z) =iz" '}
gera BC(ZH) sobre o anel Pc(Zy,).
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7. Calculo dos geradores de B@(Zn) sobre o anel Pc(D,,(k)): defina ug(z) = 1. Entao,

Como zz ¢ um D, (k)—invariante, temos que
n+1l - _n+1 —277,—17 Z-ZZn—l}.

BC(Zn) = Pc(D,(k){z, iz, 2", iz"7 1t 2 gtz

8. Calculo dos geradores do modulo BC(DH(,@)) sobre PC(DR) :

Hoo(2) = Hoi(2) = Haa(2) = Has(z) = 0;
Hoz(Z) - ?<Hoz><z>
Hos(z ? (Ho3)(z) =
H30<z> - ?<H30><z>
Hay(2) = S (Hy)(2) = iz,
Notemos que
2" = (2" 4 )iz — (22)i2" e 2 = (" +2M)i = (22)" iz

Como zZ e 2" + z" sao D,,(k)—invariantes, temos BC(Dn(m)) = Pc(D,){iz,iz" '}

Em outras palavras, se g ¢ um campo vetorial D, (k)-reversivel-equivariante, entao g

se escreve como
-1

9(2) = p(2)iz + q(z)iz" ",

onde p,q € Pc(D,(k)).
Observamos que este é um exemplo em que a representacao de D,, em C é auto-dual.

A matriz de um isomorfismo D,,(k)-reversivel-equivariante é dada por

0 1
() s

[lustramos abaixo o caso particular em que n = 3.
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3.4.1 Forma geral D;s(x)-reversivel-equivariante

Considere o campo vetorial D3(k)-reversivel-equivariante da forma
9(2) = pi(2)iz + pa(2)iZ%,
com p;(z) = 2% e po(z) = 1 invariantes sob D3(r). Entao, g(z) = izz? +iz?, que torna-se
g9(x.y) = (=2y —y’ + 2zy,2° + 2* — y* + 2y”).

Neste caso, as rotagoes de angulo = e %” sao simetrias e a reflexao com relagao ao

eixo x é uma antissimetria, como podemos observar na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Campo vetorial D3(k)-reversivel-equivariante

3.5 Forma geral S,-reversivel-equivariante

Considere a acao do grupo I' = S,, em R" dada por

T(l’l, ,l’n) = (I'Tfl(l), ...,IT—l(n)), VT € S,. (37)

Lembremos que uma permutacao 7 € S,, ¢ chamada de r—ciclo se existem elementos

distintos aq, ...,a, € {1,...,n} tais que 7(a1) = as,7(az) = as, ..., 7(a,_1) = a,,7(a,) = a;
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e 7(aj) = a;j para todo j € {1,...,n}\{a1,...,a,}. Um r—ciclo é denotado por (a;...a,). Se
7 = (ama;), 7 é chamado de transposi¢do. Ainda, uma permutagao 7 € S é chamada par

(impar) se ela pode ser escrita como um niimero par (impar) de transposigoes.

Seja A,, C S,, o conjunto formado por todas as permutagoes pares. A, ¢ chamado de
subgrupo alternado de S,,. Defina o epimorfismo de grupos o : S,, — Zy de modo que
o(t)=1,se T épareoc(r) =—1,se T é&impar. Entdo, A, = ker o é um subgrupo normal
de S,, de indice 2. Em [14], Garcia mostra que para n > 3, A,, é o tnico subgrupo de S,
de indice 2. Concluimos assim que o epimorfismo o definido acima ¢ tinico e que o grupo

de simetrias de S,,, n > 3, é o grupo alternado A,,.

Vejamos um exemplo para n = 2.

3.5.1 Forma geral S,;-reversivel-equivariante

Considere I' = Sy = {(1),(12)} agindo em R? como em (3.7). No plano, § = (12)

representa a reflexao em torno da reta y = x, ou seja, tem a representagao matricial
0 1
10/

2. Seja 0 : Sy — Zy o epimorfismo definido de modo que I'y = Ay = {Id}.

Aplicando o Algoritmo 2.5.4 temos:

3. Fixe 6 = (12) e I_.
4. Uma base de Hilbert para Pgz({Id}) é dada por
{ur(,y) = =, wa(z,y) = y}.

5. Célculo do conjunto gerador para Qg2(Sy) como modulo sobre Pg2(S,) :

1

(7, y) = S(ur)(r,y) = 5(35 —Y);

in(,y) = S(ua)(, ) = 5 (7 ~ )

Portanto, QRQ(SQ) = PR2(SQ){I — y}

6. O conjunto
{Ho(z,y) = (1,0), Hi(z,y) = (0,1)}
gera ?Rz({ld}) sobre o anel Pgz({Id}). De fato, se g € BRz({Id}), entao
g(x, y) = (gl(xvy)aQQ(xvy)) = gl($7y)<1? 0) + 92($a y)(ov 1)a

onde g1, g € Prz({Id}).
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7. Calculo dos geradores de BRz({Id}) sobre o anel Pg2(S2): defina y(z,y) = 1. Entao,
HOO(‘ra y) - ﬂo(fl), y)Ho(.T, y) = (17 0)7
H()l(‘ra y) - TTL()(ZE, y>Hl(‘T7 y) = (07 1)7
HIO(xv y) = lNLl(ZE, y)Ho(fL’,y) = (ZE - Y 0)7
Hll(zay) = al(may)Hl($7y) = (07:E - y)
Portanto, BRQ({Id}) = Pr2(S2){(1,0), (0,1), (z — y,0), (0,2 — y) }.

8. Célculo dos geradores do modulo aRZ(Sg) sobre Pg2(S2):

Fn(9) = S (Hoo) () = (1, -1

oy (,9) = S (Hon) () = 5(~1,1)

Hiolw,y) = S (Hio)(x,9) = (¢ -y, — y);
ﬁn(l‘,y) = ?(HH)(ZE,y) = (—l’ + Yy, —x + y)

Portanto, aRz(S2) = Prz2(S2){(1,-1), (x —y,x — y)}.

Em outras palavras, se g ¢ um campo vetorial So-reversivel-equivariante, entao g se

escreve como
g(z,y) = plx,y)(1, =1) + q(z,y)(x —y,z — y), (3.8)
com p,q € Pg2(Ss).

Além disso, como R(uy)(z,y) = R(us)(x,y) = 3(x + y), pelo Teorema 2.4.3, temos
Pye(S2) = {z + . (x — y)?). Anda,

B () (w,9) = 5(1,1);
B (o) e,) = 5(0,1)

B(Hio)(r.5) = 50— v,y — 2);

B(H)(wy) = 5y~ 2,7~ ).

Pelo Teorema 2.5.3, segue que o conjunto {(1,1), (z—y,y—=z)} gera o modulo BRQ(SQ)
sobre Pg2(S2).

Neste exemplo a representacao de Sy em R? é auto-dual. De fato, a matriz dada em

(3.6) & a matriz de um isomorfismo Ss-reversivel-equivariante.
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Para ilustrar, considere o campo Sy—reversivel-equivariante dado por

g(a?,y) = (QZE, —Qy),

obtido de (3.8) tomando-se p(z,y) = x+y e ¢(x,y) = 1. A dindmica deste campo é dada
na Figura 3.5. Neste caso, a lnica antissimetria é caracterizada pela reflexdo em torno

da reta y = .
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Figura 3.5: Campo vetorial Sy-reversivel-equivariante

3.6 Forma geral (D¢ + T?) @ Zs-reversivel-equivariante

Considere I' = (Dg + T?) @ Z», onde T? ~ S! x S! e + denota o produto semi-direto.
Observe que Dg ¢é gerado pelo grupo de permutacoes Sz juntamente com a reflexao k,

uma vez que D3 ~ Sj.
Definimos a agao de I' em C? como segue: para todo (21, 2», 23) € C,
(a) 7—(217 22, 23) = (erl(l)a Zr=1(2), ZT*1(3))a Ve SSa
(b) K(z1, 22, 23) = (21, 22, 23);

(¢) Ainvolugao —Id € Z, age como menos a identidade: —Id(zy, 22, z3) = (—21, —22, —23);
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(d) (01, 05)(21, 20, 23) = (€121, €22, 7 OH02) 20) Y (6, 6,) € T2,

Aplicando o Algoritmo 2.5.4 temos:

2. Fixe um epimorfismo o : (Dg + T?) @ Zy — Z5 de modo que 'y = Dg + T2,
3. Fixed=-IdeT_.
4. Seja v; = z;z;, com j = 1,2,3, e considere os elementos

Uy = V1 + Vg + V3, U = V1V + viv3 + VU3, U3 = V1VV3 € Ug = Z1292Z3 + 212253.
Golubitsky et al. [17, Theorem 3.10(a), p. 156] mostram que o conjunto {uy, us, ug, uy}

constitui uma base de Hilbert para Pcs(Dg + T?).

5. Calculo do conjunto gerador para Qcs((Dg+ T?) @ Zs) como médulo sobre Pes ((Dg +
T2) D ZQ)Z
ak = S(uk)(zla 227Z3) = 07 para k= 172737

Uy(21, 22, 23) = S(ug)(21, 22, 23) = uy.
Portanto, QC3((D6 + T2) D Zg) = P@3((D6 —|— T2) ©® Zg){2’12223 + 212223}.

6. Golubitsky et al. [17, Theorem 3.10(b), p. 156] também mostram que

Hy(z1, 29, 23 U1222’37U221Z37U3Z1Z2)

HO(Z1,Z2,Z3) (21722723)
Hi(z1, 29, 23) = (u121, ug2a, ugzs),
Hy(21, 29, 23) = (U321, udz0, u3z3),
H3 (21, 22, 23) = (%223, 2123, 21 22),
( z3) =
) = (u3

Hy(21, 22, 23) = (uiZ2Z3, 52123, U321 Z2)
geram B@(DG + T?) sobre o anel Pes(Dg + T?).

7. Céalculo dos geradores de B(Cs(DG + T?) sobre o anel Pes((Dg + T?) & Zsy): defina

Uy (21, 22, 23) = 1. Entao,
HOj(zbZQaZB) = ﬁ0(2’1722723)Hj(21,Z2,23) = Hj<21a22723)7 J=0,..5;
Hij(Zl,ZQ,Zg) = &i(21,22,23)Hj(21,22,z3) = 0, 7= 1,2,3, ] = 0, ,5,

H40(21722,Z3) = ﬁ4(21722723>H0(217227Z3) (U421;U4Z2,U423)

H41(21,Z27Z3) = @4(21722723)]‘-’1(21, 22723) = (u4u121,u4u2z2,u4u323);
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Hyo(21, 22, 23) = tia(21, 20, 23) Ha(21, 20, 23) = (ugud 21, uguizy, uguszs);
Hys(21, 22, 23) = Ua(21, 22, 23) H3(21, 22, 23) = (U4Z2%3, UaZ1 23, UaZ1 Za);
Hyy(21, 22, 23) = Ua(21, 22, 23) Ha(21, 22, 23) = (UaU1Z2Z3, UgUpZ1 Z3, UsU3Z1 Z2);
Hys (21, 20, 23) = Uia(21, 20, 23) Hs(21, 22, 23) = (uquiZsZ3, ugusz) 23, u4u§,€1,§2).

Portanto,

Pes(Dg + T?) = Pes (D + T2) @ Zo){H,, Hy; 0 < j < 5).

8. Fazendo I:Iij(zl,zQ,z;;) = ?(Hij)(zl, 29,23), para i =0,....,4 e j = 1,...,5, obtemos que

o conjunto
s> =5 =% = = S S 25 = .25 5 20 =
{(222372’123,2122)7 (U12273, U921 23, U321 Z2), (U]Z0Z3, U5Z123, U32122),
2 2 2
(uaz1, UuaZe, ts2s), (Uatin2y, Ustin2y, Ustiz2s), (Ugti}21, Ustis2y, Ustiz2s) }

gera a(c:s((D(; + T?) @ Z,) sobre Pes((Dg + T?) & Zs).

Observamos que a presente representacao de (Dg + T?) @ Zy em C? é nao auto-dual,

pois —Id é uma antissimetria e tr(—Id) = —2 # 0 (veja Proposicao 2.2.16).



CAPIiTULO 4

DECOMPOSICAO ¢—ISOTIPICA

Seja I' um grupo de Lie compacto agindo linearmente em um espago vetorial real V'
de dimensao finita e seja (p, V) uma representagao de I' em V. Como visto no Capitulo
1, a estrutura da representacao p permite a decomposicao de V em uma soma direta de
representagoes irredutiveis (Teorema 1.1.12). Em consequéncia disto, temos garantido
no Teorema 1.1.16 que V pode ser decomposto como uma soma direta de subespacgos
[-invariantes,

V=Wa&..aW, (4.1)

onde cada componente isotipica W, é a soma de todos os subespacos ['-irredutiveis I'-
isomorfos a um irredutivel fixo U;, 1 = 1,...,s. Além disso, pelo Teorema 1.2.20 todas as
componentes isotipicas sao deixadas invariantes por qualquer aplicacao linear puramente
equivariante. Esta propriedade de invariancia nao vale em geral no contexto reversivel-
equivariante. Ou seja, nem toda aplicacao linear I'-reversivel-equivariante definida em V'

deixa cada bloco isotipico W; invariante.

Neste capitulo, temos como propoésito descrever a construcao de subespacos que sao
invariantes por qualquer aplicagao linear I'-reversivel-equivariante, chamadas de compo-
nentes o—isotipicas de V. Tal processo de construcao foi primeiro introduzido por Lamb
e Roberts em [20] e depois completado por Baptistelli e Manoel em [5]. Mencionamos

aqui uma comparacao entre ambos 0s processos.

Fixado um epimorfismo de grupos o : I' — Zsy como em (2.1), considere (p,,V) a
representacao dual de (p, V') definida em (2.4). O espago V' é auto-dual se as repre-

sentagoes (p, V) e (p,, V) forem T'-isomorfas, ou seja, quando se existir um isomorfismo

[-reversivel-equivariante sobre V. Sejam (p1, Uy), ..., (ps, Us), onde p; = ply,, i = 1, ..., s, as
representacoes irredutiveis distintas (nao I'-isomorfas) de I em V. No que segue, escreve-
mos U; para denotar (p;, U;) e (U;), para denotar o dual ((p;).,U;), onde (p;)e = po|

i=1,...,s. Também, V denota (p,V) e V, denota (p,, V).

u;’

Comecamos afirmando que as componentes isotipicas segundo a representacao p de I’
em V coincidem com as componentes isotipicas segundo a representacao dual p, de I' em

V. Este fato é diretamente verificado pela proposicao abaixo.
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Proposicao 4.0.1. Seja (p, V') uma representag¢io de I' em V. Sejam Uy, ...,Us 0s sub-
espacos I'-irredutiveis distintos de V. Entao,

(1) Um subespago Uy, € irredutivel sob a representagao p se, e somente se, ele é irredutivel

sob a representacao py;

(ii) Dois subespagos U; e Uy sao I'-isomorfos se, e somente se, seus duais (U;), e (Uy)s

sao I'-isomorfos.

Demonstracao: Fagamos a demonstracao de (i) pela contrapositiva. Seja (Ug), um
subespaco nao ['-irredutivel segundo a representacao p,. Entao existe um subespago X

de Uy I'-invariante por p, tal que

{0} £X G UL

Pela invariancia de X, o(y)p(y)r € X, para todo vy € I' e x € X. Uma vez que X é um
subespago vetorial real e o(vy) = £1, segue que p(y)r € X, para todo vy € I'e z € X.
Logo, X é I'-invariante segundo a representagao p, implicando que Uy nao é um subespago

[-irredutivel sob p. De modo analogo mostramos a condigao suficiente.
(ii) Seja T' um I'-isomorfismo entre (p;, U;) e (px, Ux), ou seja,
T(pj(u) = p(NT(u), vy €T, w e Uj.

Mostremos que 7" é um I'-isomorfismo entre ((p;)s,U;) e ((pr)s, Ux). De fato, para todo
~v €T, temos

T((pj)o(V)u) = T(a(v)pj(V)u) = a(M)T(pi(v)u) = o(V)pr(V)T(w) = (pr)o (1) (u),

a segunda igualdade seguinte pois o(vy) € R.

Considere agora 7" um I'-isomorfismo entre ((p;)s, U;) € ((p)o, Ug). Se v € 'y, entdo
para todo u € Uj,

T(ps(v)u) = T(e(V)p;(M)u) = o(y)pe(NT(u) = pr(V)T (w).

Se v € I'_, para todo u € U; temos
—T(pj(m)u) = T(=pi(V)u) = T(o(v)p;()u) = o(V)pr(N)T(w) = —pr(7)T (u).

Portanto, T'(p;(v)u) = pr(v)T'(u), para todo v € I' e u € U;. Em outras palavras, T

¢ um I'-isomorfismo entre (p;, U;) e (px, Ug). O

De acordo com o resultado acima, os irredutiveis em V,, sao

((pl)oa Ul)v (S ((ps)m Us)»
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onde (pi)s = (po)lv;,? = 1,...,s. Portanto, os blocos isotipicos W; sdo os mesmos em

ambas as decomposicoes, segundo p e segundo p,. Baseados na Proposicao 4.0.1, podemos
generalizar ao contexto reversivel-equivariante dois resultados tteis do Capitulo 1, a saber
o Lema 1.2.19 e o Teorema 1.2.20, como segue:

Lema 4.0.2. Seja (p, V) uma representacao del' em V. Sejam L : V — V uma aplicagdo
linear T-reversivel-equivariante e W C V' um subespaco I'-irredutivel. Entao L(W) é T'-
invariante. Além disso, ou L(W) = {0} ou (p, W) e (ps, L(W)) sao I'-isomorfos.

Demonstracao: Seja z = L(w) € L(W). Entao, para todo v € I, temos

o()p(v)z = o(V)p(v) L(w) = L(p(v)w) € LW),

pois W é I'-invariante. Portanto, L(W) é I'-invariante segundo p,. Pela Proposi¢ao 4.0.1

L(W) é também invariante por p.

Note agora que ker L é I'-invariante. De fato, para todo v € I' e v € ker L, temos
L(p(v)v) = ps(7)L(v) = 0.

Assim, ker LNW é um subespaco I'-invariante de WW e a irredutibilidade de W implica
que ker LW = {0} ou W C ker L. Se W C ker L, entao L(W) = {0}. Se ker LNW = {0},
entdao L[ W — L(W) é uma bijecdo linear. Além disso,

Ll (p(mw) = Lp(M)w) = ps(v)L(w) = ps(¥)L| , (w), Vy €T, w € W.

Entao, L é um I'-isomorfismo entre (p, W) e (p,, L(W)), como queriamos. O

Segue do resultado acima que se W é [-irredutivel e L(WW) # {0}, entdo L(W) é um

subespaco ['-irredutivel de V. Temos também o seguinte resultado:

Proposicao 4.0.3. Sejam U; e Uy subespagos I'-irredutiveis nao triviais de V e seja
T :U; — U, uma aplicagao linear I'-reversivel-equivariante. Entao, T é nao nula se, e

somente se, T' é um 1somorfismo.

Demonstracao: Segue diretamente do Lema de Schur (Lema 1.2.17). O

Concluimos, portanto, que o subespago I'-irredutivel U; C V é I'-isomorfo ao dual
(Ur)o, para algum k € {1, ..., s}, se e somente se existe uma aplicagao linear I'-reversivel-
equivariante nao nula 7' : V — V tal que T'(U;) # {0}.

O Lema 4.0.2 implica que:

Proposigao 4.0.4. Sejam (p, V) uma representa¢io de ' em V e L -V — V uma apli-
cacao linear I'-reversivel-equivariante. Decomponha V nas componentes isotipicas Wy,’s,
como em (4.1), cada qual correspondente ao I'-irredutivel Uy, com k =1, ..., s. Considere

0S trés tipos que sequem:
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(a) Uy € auto-dual;

b) U, € nao auto-dual e existe um subespago I'-irredutivel U;, j # k, que € I'-isomorfo
j
a (l/ k)a';

C I/k € nao auto-dual e nao existe um Subespago ['-irredutivel U i, O qual é F—isomorfo
J
a (L k)o--

Se Uy, € do tipo (a), entdo L(Wy) C Wy. Se Uy € do tipo (b), entao L(W),) C W;. Se Uy,
é do tipo (c), entao L(W) = {0}.

Demonstragao: Sejak € {1,...,s}. Escreva W}, como uma soma direta de subespacos

[-irredutiveis que sao I'-isomorfos a Uy,
W=V &..P Vka(k)-

Seja l € {1,...,a(k)}.

Se Uy, ¢ do tipo (a), entao Uy e (Uy), sao I'-isomorfos. Pelo Lema 4.0.2, ou L(Vy,;) = {0}
ou Vi e L(Vjy) sao I'-isomorfos. Ou seja, ou L(Vy) = {0} ou L(V},;) é I'-isomorfo a Uy.
Em ambos os casos, L(Vy) C Wy, para todo [ € {1,...,a(k)}. Pela linearidade de L segue
que L(Wy) C W.

Se Uy, é do tipo (b), entao U; e (Ug), sao I'-isomorfos para algum j € {1,...,s},
j # k. Logo Uy e (Uj), também sdo I'-isomorfos. Pelo Lema 4.0.2, ou L(Vj;) = {0} ou
Vie € L(Vi) sdo I-isomorfos. Dai, ou L(Vj) = {0} ou L(Vj) é I'isomorfo a U;. Em
ambos os casos L(Vy;) C W;, para todo [ € {1,...,a(k)}. Pela linearidade da L, obtemos
L(Wy) C W;.

Se Uy, ¢ do tipo (c), entdo a Proposicao 4.0.3 nos diz que L(Vj) = {0}, para todo
l€{1,..,a(k)}. Portanto, L(W;) = {0}. O

Observacao 4.0.5. Observe que se Uy é do tipo (b), sendo I'-isomorfo ao dual de Uj,

para algum j # k, entdo U; também ¢é do tipo (b), sendo I'-isomorfo ao dual de U.

Temos agora em maos as ferramentas para descrever o processo de construcao de
subespacos que sao deixados invariantes por toda aplicacao linear reversivel-equivariante,
generalizando assim a decomposicao isotipica de V ao nosso contexto. O seguinte resul-

tado estabelece tal construcao e é uma consequéncia imediata da Proposicao 4.0.4.

Corolario 4.0.6. Decomponha V nas componentes isotipicas Wy’s como em (4.1), cada
qual correspondente ao subespaco I'-irredutivel Uy, k =1, ..., s. Entao, existe uma permu-

tacao m de ordem 2 de {1, ..., s} tal que o subespago

Wk = Wi + Wra (4.2)
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¢ invariante por qualquer aplicagdo linear I'-reversivel-equivariante, com w(k) = k se Uy
é do tipo (a) ou (c) da Proposicdo 4.0.4 e w(k) = j, j # k, se Uy € do tipo (b). Quando
U € do tipo (b), a soma (4.2) € direta.

Os subespacos /Wk’s dados em (4.2) sao chamados de componentes o—isotipicas de V.
A decomposicao
V == W1 EB @ Wq

¢ chamada de decomposicao o—isotipica de V. Note que ¢ é no maximo s.

Como aparece em [20], Lamb e Roberts analisam de forma sistematica a estrutura
de aplicacoes lineares reversiveis-equivariantes usando as componentes o—isotipcas /I/IZ
Entretanto, o processo de construcao destas componentes dado em [20, Secao 3.2, pp.
272-273| deve ser completado da forma como apresentamos acima, segundo o processo
descrito em [5]. Mais precisamente, Lamb e Roberts afirmam em [20] que existe uma
permutacao de ordem 2, 14 denotada por o, no conjunto das classes de isomorfismos
de representagoes irredutiveis {(p;,U;) : i = 1,...,s} tal que o dual de U; é isomorfo a
Us(i)- Ainda, os autores afirmam que toda aplicacao linear reversivel-equivariante L leva a
componente isotipica WW; na componente isotipica Wy ;) e vice-versa. Consequentemente,
o subespaco

Wi + Wo) (4.3)
é invariante por L. Depois disso os autores afirmam que se U; é nao auto-dual, entao
Wi e W, s@o blocos isotipicos distintos e a soma (4.3) é direta. E importante notar
que pode nao existir um subespaco irredutivel (po(y, Usiy) C (po, V') isomorfo ao dual
do subespago irredutivel (p;,U;) C (p,V) (linguagem usada em [20]). Neste caso, a
permutacao o descrita pelos autores deixa de estar bem colocada, pois W, ;) esta ausente
na decomposicao isotipica de V. Nestas circunstancias, ¢ claro que nao podemos dizer
que W; e Wo;) sao blocos isotipicos distintos, ou que a soma (4.3) é direta, ou ainda que
toda aplicacdo linear I-reversivel-equivariante L : V' — V satisfaz L(WW;) C Wy, como
mencionados em [20]. Nesta dire¢do, o processo que descrevemos nesta se¢io completa o

processo descrito em [20].

Finalizamos este capitulo com dois exemplos para ilustrar a decomposicao o—isotipica
de V. O primeiro exemplo mostra a existéncia de um subespaco irredutivel de V' do tipo

(c), caso ndo abordado por Lamb e Roberts em [20].
Exemplo 4.0.7. (a) Considere a a¢ao padrao de I'= O(2) em R? dada por
O(z,y,x) = (xcosh —ysinh,xsinf +ycosb,z) e k(x,y,z2)=(z,—y, —z).

Tome I'y = SO(2) fixando 0 = k como antissimetria. De acordo com a Proposigao
2.2.16, a presente representacio de O(2) em R? ¢ nao auto-dual, uma vez que o

trago da representacao de s é nao nulo.
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Os subespacos Uy = {(z,9,0) : x,y € R} e Uy = {(0,0, z) : 2 € R} sdo -irredutiveis
em V e as duas componentes isotipicas de R3 sdo W, = U; e Wy = Us. O irredutivel

U, é auto-dual (do tipo (a)), sendo

—1

o = O
_ o O

0
0
a matriz do ['-isomorfismo L, : Uy — (Uy),-.

Afirmamos que U, é nao auto-dual. Com efeito, suponha U; auto-dual e seja Lo :
Uy — (U3), um T-isomorfismo. Como V = U; @ Us,, defina a aplicagao linear
L:V =V, por L(u; +ug) = Lqi(uy)+ La(uz), onde p(7)(us +ug) = p(y)us + p(y)us.
E facil ver que L é um I'-isomorfismo, contrariando o fato de V' ser nao auto-dual.

Portanto, Us é nao auto-dual do tipo (c).

Pelo Corolario 4.0.6, temos I/I//\l =Wie VI/72 = W,. Assim,

V:ﬁ/\l@f/‘?g.

(b) Considere I' = Zy = {I,k} agindo em V = My(R) pela multiplicacao a esquerda,

onde k é dado em (1.3). Tome § = x como antissimetria. Os subespagos de V

oo {(58) ) {2 ) )
e { (1)) {1 o)

sao I-irredutiveis. Identificando V com R*, os subespacos U; e Us, assim como Us

e Uy, sao I'-isomorfos segundo os ['-isomorfismos cujas matrizes sao

0100 1000
1 000 0100
0010 ¢ 00011\’
0001 0010

respectivamente. Portanto, temos duas componentes isotipicas W; e Wy com re-

speito a Uy e U, respectivamente, dadas por

() e (2] e}
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Afirmamos que U; e U, sdo nao auto-duais do tipo (b). De fato, defina a aplica¢ao

linear L : Uy — (Us), cuja matriz é dada por

0001
0010
0100
1 000

E facil ver que L define um T-isomorfismo entre U; e (Uy),, ou seja, que U; é
[-isomorfo ao dual de Uy e Uy é I'-isomorfo ao dual de U;. Pelo Coroléario 4.0.6,
Wl = Wi & Wy = W,. Portanto,

Vzwlz/WQ.
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LISTA DE NOTACOES

Ve W:
VaoWw:
yon.

S™V:
V.
Pvi
P

grupo de Lie compacto agindo em um espaco vetorial V' de dimensao
finita;
subgrupo de I' de indice 2, formado pelas simetrias de [';
subconjunto formado pelas anti-simetrias de I';
homomorfismo de I' em Zs;
espaco vetorial das aplicacoes lineares invertiveis V +— V;
espaco vetorial V' sob a representacao p de I';
representacao dual de p;
caracter correspondente a representacao de I' em V;
subespago de ponto fixo de um subgrupo ¥ C T" em (p, V);
integral de Haar normalizada;
subgrupo de isotropia de x € V/;
orbita da acao de I' em x € V;
subespaco de ponto fixo de um subgrupo ¥ C I';
anel das fungoes polinomiais f : V' — R I'—invariantes;
modulo sobre Py (I') das aplicagoes polinomiais g : V. — W
['-equivariantes;
modulo sobre Py (T') das fungoes polinomiais f : V — R
I'-anti-invariantes;
modulo sobre Py (I') das aplicagoes polinomiais g : V' — V
['-reversiveis-equivariantes;
produto tensorial entre os espacos V e W;
soma direta entre os espacos V elWV;
produto n—tensorial V ® ... ® V;

—=

n vezez

n—poténcia tensorial simétrica;
V* = Hom(V,R)espaco vetorial dos funcionais lineares de V' em R;
espaco vetorial das funcoes polinomiais nas indeterminadas 1, ..., z,;

espaco vetorial dos polindmios homogéneos V' — R de grau d;
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PL(T):

espaco vetorial dos polindmios homogéneos I'-invariantes V' — R

de grau d;

espaco vetorial das aplicacoes polinomiais de V em V;

espaco vetorial das aplicacoes polinomiais homogéneas I'-equivariantes
de V em W de grau d;

espaco vetorial dos polindémios homogéneos I'-anti-invariantes V' — R
de grau d;

espaco vetorial das aplicacoes polinomiais homogéneas I'-reversiveis
-equivariantes V' — W de grau d;

espaco vetorial das fun¢oes d—multilineares simétricas em V' x ... x V;
————

d vezez

espaco vetorial das aplicacoes d—multilineares simétricas V x ... x V
—_——

d vezez

com valores em W;

série de Hilbert-Poincaré para o anel Py (I');
série de Hilbert "Poincaré para o médulo BV(F);
série de Hilbert "Poincaré para o médulo Qy (T');
série de Hilbert "Poincaré para o modulo av(f‘);
operador de Reynold relativo sobre Py (I'});
operador de Reynold relativo sobre BV(FJF);
og—operador de Reynold relativo sobre Qy (I'});
o—operador de Reynold relativo sobre BV(FQ;

componente o—isotipica correspondente ao irredutivel U;.
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