
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGÁ

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA

Teoria invariante na construção de formas gerais
reversíveis-equivariantes

Patrícia Tempesta

Orientadora: Profa. Dra. Patrícia Hernandes Baptistelli

Maringá - PR

2013



Teoria invariante na construção de formas gerais
reversíveis-equivariantes

Patrícia Tempesta

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-

Graduação em Matemática do Departamento de

Matemática, Centro de Ciências Exatas da Uni-

versidade Estadual de Maringá, como requisito

parcial para obtenção do título de Mestre em

Matemática.

Área de concentração: Geometria e Topologia

Orientadora: Profa. Dra. Patrícia Hernandes Bap-

tistelli

Maringá - PR

2013







“Se as coisas são inatingíveis. . . ora!
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A mágica presença das estrelas! "

Mário Quintana - Espelho Mágico



vi

Agradecimentos

Agradeço primeiramente a Deus, a força que me faz levantar todos os dias e seguir os

meus sonhos.

À minha família, o alicerce da minha vida e sem a qual eu não teria chegado até aqui.

Obrigado Mãe, Pai, Mariana e Azizi, por todos os sacrifícios, que eu sei que passaram,

para que eu pudesse estar aqui hoje.

À minha orientadora, que também posso chamar de amiga, Professora Patrícia. Obri-

gada por todos os conselhos, por sua paciência e compromisso durante todo o tempo em

que trabalhamos juntas.

Aos professores que �zeram parte da minha vida acadêmica e que me incentivaram

a continuar estudando. A todos os colegas que participaram destes anos de estudos, em

especial as minhas amigas e irmãs, Juliana, Simone e Denise. Obrigada pela paciência,

pelo apoio e também por todas as risadas.

A CAPES, que �nanciou este projeto.

En�m, agradeço a todos que participaram, direta ou indiretamente, para esta con-

quista.



vii

Resumo

O presente trabalho utiliza conceitos da teoria invariante de grupos na construção de

formas gerais de campos vetoriais em presença simultânea de simetrias e antissimetrias.

O conjunto Γ destes elementos forma um grupo de Lie compacto e, neste caso, o campo

de vetores é reversível-equivariante sob a ação de Γ. Nosso estudo se baseia na teoria

de representação de grupos e envolve métodos algébricos que estabelecem um algoritmo

simbólico para o cálculo de geradores para o módulo das aplicações polinomiais reversíveis-

equivariantes sobre o anel de invariantes. No contexto linear, a estrutura destas aplicações

pode ser determinada em blocos através das chamadas componentes σ−isotípicas, que são
construídas dependendo se seus subespaços irredutíveis correspondentes são auto-duais ou

não auto-duais. Finalizamos o presente trabalho descrevendo um processo de construção

de tais componentes. Este processo depende da existência de uma permutação entre todos

os subespaços irredutíveis para uma dada representação de Γ.

Palavras-chave: integral de Haar; teoria invariante; simetrias; simetrias reversíveis.
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Abstract

The present work uses concepts of the invariant theory for groups in the construction

of general forms of vector �elds in simultaneous presence of symmetries and reversing

symmetries. The set Γ formed by these elements forms a compact Lie group and, in this

case, the vector �eld is reversible-equivariant under the action of Γ. Our study is based on

the representation theory of groups and involves algebraic methods that establish a sym-

bolic algorithm for the computation of generators for the module of reversible-equivariant

polynomial mappings over the ring of invariants. In the linear context, the structure of

these mappings can be determined in blocks by the called σ−isotypic components, which

are constructed according to whether its corresponding irreducible subspaces are either

self-dual or non-self-dual. We �nish the present work by describing a construction process

of those components. This process depends on the existence of a permutation among all

non-isomorphic irreducible subspaces for a given representation of Γ.

Keyword: Haar Integral, invariant theory, symmetry, reversing-symmetry.
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Introdução

O estudo de sistemas dinâmicos com simetrias (equivariâncias) tem se estabelecido

como um ramo importante da teoria de sistemas dinâmicos não lineares. Seu desenvolvi-

mento é motivado pela ocorrência, em uma classe ampla de sistemas, de bifurcações e

outros fenômenos dinâmicos que não seriam esperados se as simetrias não fossem levadas

em consideração. Antissimetrias (reversibilidades) podem ser igualmente exploradas e

ocorrem numa diversidade de contextos, como por exemplo em sistemas reversíveis e

Hamiltonianos. A ocorrência de simetrias e antissimetrias em um sistema dinâmico regido

por uma equação diferencial ordinária ou parcial consiste de transformações que levam

soluções em soluções e, portanto, está diretamente associada a uma propriedade invari-

ante do sistema. O conjunto Γ destas transformações, juntamente com a operação de

composição, forma um grupo, cuja estrutura é descrita por meio da teoria de represen-

tação de grupos. Mais especi�camente, a formulação desta situação é dada como segue:

Considere um sistema do tipo

ẋ = G(x), x ∈ V, (1)

onde V é um espaço vetorial real de dimensão �nita e G : V → V é um campo vetorial

de classe C∞. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo linearmente em V . A esta ação

corresponde um homomor�smo linear de grupos ρ : Γ → GL(V ), onde GL(V ) é o grupo

das transformações lineares invertíveis em V , chamado representação de Γ em V. Dizemos

que G em (1) é Γ-reversível-equivariante, ou reversível-equivariante sob a ação de Γ, se

G(ρ(γ)x) = σ(γ)ρ(γ)G(x), ∀ γ ∈ Γ, x ∈ V, (2)

onde σ : Γ→ Z2 = {±1} é um epimor�smo de grupos. Seu kernel Γ+ = kerσ é o subgrupo

das simetrias de Γ e o complementar Γ− = Γ \ Γ+ é o conjunto das antissimetrias de Γ.

Sob este formalismo, Γ+ forma um subgrupo normal de Γ de índice 2 e Γ− constitui uma

classe lateral não trivial de Γ+.

Do ponto de vista da dinâmica, se G é reversível-equivariante, a equação diferencial

(1) é invariante pela ação de Γ em R × V sob a transformação (t, x) 7→ (σ(γ)t, ρ(γ)x).

Em outras palavras, trajetórias de (1) são levadas sobre trajetórias do mesmo sistema

preservando a direção no tempo pelas simetrias e revertendo a direção no decorrer do
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tempo pelas antissimetrias. Geometricamente, essa reversão representa uma inversão no

sentido das �echas das trajetórias no retrato de fase. Na �gura 1(a), por exemplo, todas

as rotações em torno da origem são simetrias e a re�exão com respeito ao eixo x é uma

antissimetria. Na �gura 1(b) a re�exão com respeito ao eixo x é uma simetria e a rotação

de ângulo π
2
em torno na origem é uma antissimetria.

Figura 1: Retratos de fase de dois tipos de �uxos de campos de vetores no plano possuindo

simetrias e antissimetrias.

Um sistema dinâmico em presença simultânea de simetrias e antissimetrias é chamado

reversível-equivariante e as equações diferenciais que o regem permanecem inalteradas sob

a ação de Γ. Neste contexto, o primeiro trabalho foi desenvolvido por Lamb e Roberts

em [20] com a classi�cação de sistemas lineares reversíveis-equivariantes em termos da

teoria de representação de grupos. Desde então, a investigação nesta linha de pesquisa

tem crescido muito. Uma abordagem usando ferramentas da teoria de Singularidades, na

mesma linha que [17], foi desenvolvida por Baptistelli e Manoel em [4] para a análise de

bifurcações reversíveis-equivariantes no caso auto-dual. O principal ponto neste estudo é a

existência de um isomor�smo reversível-equivariante que estabelece uma correspondência

biunívoca com um caso puramente equivariante (sem reversibilidades) associado. Em uma

outra direção, Buono et al. [10] empregou transversalidade equivariante para tratar do

caso de bifurcações reversíveis-equivariantes separáveis. Outros resultados recentes nesta

linha são também encontrados em [1, 3, 5, 6, 11, 22]. Observamos que um caso particular

na teoria reversível-equivariante, chamado puramente reversível, ocorre quando Γ contém

somente uma antissimetria, que é uma involução. A maioria dos trabalhos no estudo de

bifurcações locais reversíveis-equivariantes restringem atenção a este caso via teoria de

forma normal (veja, por exemplo, [12, 21, 23]).

O ponto de partida para uma análise local e global de sistemas dinâmicos reversíveis-

equivariantes é encontrar a forma geral do campo de vetores G em (1) que satisfaça (2),

sendo esta uma questão puramente algébrica em teoria invariante. Mais especi�camente,

o espaço
−→
QV (Γ) de todas as aplicações polinomiais Γ-reversíveis-equivariantes em V é

um módulo �nitamente gerado sobre o anel PV (Γ) das funções polinomiais Γ-invariantes,

que também é �nitamente gerado de acordo com o Teorema de Hilbert-Weyl (Teorema
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1.2.4). Portanto, o problema de encontrar a forma geral de campos vetoriais reversíveis-

equivariantes é reduzido ao de encontrar um conjunto de geradores para
−→
QV (Γ) sobre o

anel PV (Γ) como um módulo. Este pode ser um problema difícil em teoria invariante e, na

maioria dos casos, é tratável através de programas de álgebra computacional, como o GAP

[13] e o Singular [25]. Nesta linha, fórmulas para o número de invariantes e reversíveis-

equivariantes pela ação de Γ em V são muito úteis, sendo usadas para se veri�car se todos

os possíveis invariantes e reversíveis-equivariantes foram obtidos na busca da forma geral

do campo de vetores. Os resultados apresentados em [1] baseiam-se exatamente nesta

abordagem, empregando técnicas algébricas da teoria invariante, como os operadores de

Reynolds e as séries de Hilbert-Poincaré, na busca da forma geral de campos de vetores

neste contexto.

Em nosso trabalho, seguimos principalmente as referências [1] e [5]. Nosso primeiro

principal objetivo é apresentar um algoritmo simbólico para a obtenção de formas gerais

reversíveis-equivariantes. Os resultados apresentados em [5] também foram motivados

pelo interesse no estudo de sistemas no contexto com simetrias e antissimetrias. Eles

são baseados na teoria de representação de grupos de Lie compactos, cujo alicerce é a

decomposição de uma dada representação de Γ em uma soma direta de representações

mais simples, chamadas irredutíveis. Este processo de decomposição garante a existência

das componentes isotípicas, que são subespaços invariantes por qualquer aplicação lin-

ear puramente equivariante. De modo correspondente, a construção de subespaços que

são invariantes por qualquer aplicação linear reversível-equivariante tem importantes im-

plicações na teoria de sistemas dinâmicos e é o nosso segundo principal objetivo. Tais

subespaços são as componentes σ-isotípicas, introduzidas por Lamb e Roberts em [20].

O texto é organizado da seguinte forma: no Capítulo 1, apresentamos notações,

de�nições e propriedades básicas das teorias invariante e equivariante de um grupo de

Lie compacto. O ponto principal neste capítulo é a existência de um conjunto �nito de

geradores polinomiais para o anel de invariantes e para o módulo de equivariantes sob a

ação de Γ. No Capítulo 2, introduzimos os principais conceitos e resultados do contexto

reversível-equivariante. Apresentamos uma fórmula, que envolve o caracter (traço) da re-

presentação de Γ em V , para o cálculo do número de aplicações Γ-reversíveis-equivariantes

de cada grau e utilizamos os operadores de Reynolds para a obtenção dos Algoritmos 2.4.4

e 2.5.4, este último para o cálculo de geradores polinomiais do módulo de reversíveis-

equivariantes. No Capítulo 3, aplicamos o Algoritmo 2.5.4 para a obtenção da forma

geral de campos de vetores reversíveis-equivariantes sob a ação de diferentes grupos. Com

o auxílio do software Maple 8, ilustramos a dinâmica de alguns campos sob a in�uên-

cia de simetrias e antissimetrias. No capítulo 4, descrevemos um processo de construção

das chamadas componentes σ−isotípicas, detalhando uma comparação entre os processos

estabelecidos em [5] e [20].



Capítulo 1

Preliminares

Como mencionado na Introdução, a teoria usada para descrever as simetrias e antis-

simetrias de um sistema de equações é a de representação de grupos, sendo fundamental

sua compreensão em nosso estudo. O conceito de grupo de Lie é uma importante ferra-

menta que possui tanto propriedades topológicas quanto algébricas, sendo a compacidade

essencial em nosso trabalho. A teoria de representação e a teoria invariante para grupos

de Lie compactos são bem conhecidas e estabelecem importantes propriedades, como a

existência de uma integral invariante pela ação do grupo.

Neste primeiro capítulo apresentamos resultados básicos acerca da teoria de represen-

tação de grupos e da teoria invariante polinomial. O primeiro resultado importante nos

permite assumir que um grupo de Lie compacto age por transformações ortogonais em um

espaço de dimensão �nita. Descrevemos também a decomposição de uma dada represen-

tação em representações mais simples e invariantes pela ação do grupo (Corolário 1.1.12).

Tais componentes são os blocos principais para a construção da teoria de representação.

1.1 Teoria de representação

Começamos denotando por GL(n) o grupo de todas as transformações lineares in-

vertíveis de Rn em Rn ou, equivalentemente, o grupo das matrizes n × n não singulares

sobre R. Uma vez que o conjunto Mn(R) das matrizes n × n com entradas reais pode

ser identi�cado com Rn2
, temos uma estrutura topológica bem estabelecida no conjunto

e, deste modo, podemos falar em subconjuntos abertos e fechados de Mn(R). Portanto,

um grupo G é um subgrupo fechado de GL(n) se ele é um subconjunto fechado de GL(n)

bem como um subgrupo de GL(n). Note queMn(R) contém GL(n) como um subconjunto

aberto. De fato, GL(n) = det−1(R\{0}), onde det é a função contínua

det : Mn(R) −→ R
A 7−→ |A|,

(1.1)

com |A| denotando o determinante da matriz A.

Para nossos propósitos de�nimos grupo de Lie como abaixo:
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De�nição 1.1.1. Um grupo de Lie é um subgrupo fechado de GL(n).

Dizemos que um grupo de Lie é compacto se ele é compacto como um subconjunto de

Rn2
. Como um grupo de Lie é fechado por de�nição, ele é compacto se, e somente se, as

entradas das matrizes que o de�nem são limitadas.

Observamos que, na literatura, um grupo de Lie é de�nido de forma mais geral. A

de�nição apresentada aqui abrange um caso particular de grupo de Lie, o chamado grupo

de Lie linear. Contudo, todo grupo de Lie compacto, no sentido mais geral, é topologica-

mente isomorfo a um grupo de Lie linear (veja [7]).

Vejamos alguns exemplos importantes de grupos de Lie e que serão estudados no

decorrer do trabalho. Em toda a parte, Idn representa a matriz identidade de ordem n e

det é a função contínua de�nida em (1.1).

Exemplo 1.1.2. 1. O grupo ortogonal O(n) é formado pelas matrizes A ∈Mn(R) que

satisfazem AAt = Idn, onde At é a transposta de A, juntamente com a operação de

multiplicação de matrizes. Temos que O(n) é um subconjunto fechado de GL(n),

pois O(n) = det−1({−1, 1}).

2. O grupo ortogonal especial SO(n) é formado pelas matrizes A ∈ O(n) tais que

detA = 1. Claramente, ele é um subgrupo fechado de GL(n), uma vez que SO(n) =

det−1({1}).

SO(n) também é frequentemente chamado de grupo de rotações n-dimensional. Em

particular, SO(2) consiste das rotações planares, isto é, SO(2) = {Rθ : θ ∈ (0, 2π]},
onde

Rθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
. (1.2)

É claro que Rθ ∈ SO(2), para todo θ ∈ (0, 2π]. Para ver que A ∈ SO(2) é da forma

Rθ, escreva

A =

(
a b

c d

)
, a, b, c, d ∈ R.

Como AAt = Id2, obtemos as igualdades a2 + b2 = 1 e c2 + d2 = 1. Então, existem

θ, φ ∈ (0, 2π] tais que a = cos θ, b = sin θ, c = sinφ e d = cosφ. Além disso,

det(A) = 1 implica que cos(θ + φ) = 1, ou seja, θ = 2kπ − φ, com k ∈ Z. Cálculos
simples mostram que a = cosφ e b = − sinφ. Portanto, A = Rφ, como queríamos.

Dessa forma, podemos identi�car SO(2) com o grupo do círculo S1 = {z ∈ C : |z| =
1}, uma vez que cada z ∈ S1 pode ser escrito de forma única como z = eiθ, com

θ ∈ (0, 2π].

Por um raciocínio análogo ao descrito anteriormente, é possível mostrar que se

A ∈ O(2) e detA = −1, então A = κRθ, onde κ é a re�exão
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(
1 0

0 −1

)
. (1.3)

Logo, o grupo O(2) é gerado por SO(2) juntamente com κ.

3. O grupo cíclico Zn de ordem n, com n ∈ Z e n > 2, que pode ser identi�cado com

o grupo das matrizes 2× 2 gerado pela rotação R 2π
n
. Logo, Zn é um grupo de Lie.

4. O grupo diedral Dn de ordem 2n gerado por Zn e por um elemento de ordem 2 que

não comuta com Zn. Podemos identi�cá-lo com o grupo de matrizes 2 × 2 gerado

pela rotação R 2π
n

e pela re�exão κ dada em (1.3). Logo, Dn é um grupo de Lie.

Geometricamente, Dn é o grupo das simetrias do polígono regular de n lados.

5. Todo grupo �nito é isomorfo a um grupo de Lie.

6. O toro n-dimensional Tn = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n vezes

é isomorfo a um grupo de Lie, fazendo a

identi�cação de θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Tn com a matriz em GL(2n)
Rθ1 0 · · · 0

0 Rθ2 · · · 0
...

... · · · ...

0 0 · · · Rθn

 , θi ∈ (0, 2π],

onde Rθi é como em (1.2).

7. Rn é um grupo de Lie isomorfo ao grupo das matrizes da forma
1 a1 a2 · · · an

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . .

...

0 0 0 · · · 1

 ∈ GL(n+ 1),

onde aj ∈ R, j = 1, . . . , n.

Os grupos O(n), SO(n), Tn e todo grupo �nito são exemplos de grupos de Lie

compactos.

1.1.1 Ações e representações

Nesta subseção, introduzimos os conceitos de ação linear e de representação de um

grupo no espaço V das variáveis. Daqui em diante, Γ é um grupo de Lie compacto e V e

W são espaços vetoriais reais de dimensão �nita.
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De�nição 1.1.3. Dizemos que Γ age linearmente em V se existe uma aplicação contínua,

chamada ação,
Γ× V −→ V

(γ, v) 7−→ γ.v

tal que:

(i) Para cada γ ∈ Γ, a aplicação ρ(γ) : V → V de�nida por ρ(γ)(v) = γ.v é linear;

(ii) Se γ1, γ2 ∈ Γ, então γ1.(γ2.v) = (γ1γ2).v.

Claramente, uma ação de Γ em V pode ser de�nida apenas para os geradores de Γ.

Quando não houver ambiguidade sobre a ação, escrevemos γv no lugar de γ.v.

O homomor�smo de grupos ρ de�nido por

ρ : Γ −→ GL(V )

γ 7−→ ρ(γ)

é chamado de representação de Γ em V , onde GL(V ) é o grupo dos operadores lineares

invertíveis em V . Desta maneira, a toda ação esta associada uma representação e ambas

diferem essencialmente no ponto de vista. Uma ação diz como um elemento γ do grupo

transforma um dado elemento v do espaço, enquanto que uma representação diz como γ

transforma o espaço todo. Em todo o texto, denotamos por (ρ, V ) a representação ρ de

Γ no espaço vetorial V .

Vejamos alguns exemplos de ações:

Exemplo 1.1.4. 1. A função dada por

S1 × C −→ C
(θ, z) 7−→ eiθz

(1.4)

denota uma ação de S1 em C. De fato, se z1, z2 ∈ C e λ ∈ R, então

θ(λz1 + z2) = eiθ(λz1 + z2) = λeiθz1 + eiθz2 = λ(θz1) + θz2, ∀ θ ∈ S1,

θ1(θ2z) = θ1(eiθ2z) = eiθ1eiθ2z = ei(θ1+θ2)z = (θ1 + θ2)z, ∀ z ∈ C.

Esta ação dá origem a uma representação ρ de S1 em C ∼= R2, onde ρ(θ) = Rθ é a

rotação de ângulo θ.

2. Todo grupo Γ de Lie (linear) tem uma ação natural em V ∼= Rn dada pela multipli-

cação de matriz por vetor:
Γ× V −→ V

(A, v) 7−→ Av
. (1.5)
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3. Todo grupo Γ tem uma ação trivial dada por

γx = x, ∀ x ∈ V, γ ∈ Γ. (1.6)

4. Para cada k ∈ Z, existe uma ação de S1 em C de�nida por

θz = eikθz, ∀z ∈ C, θ ∈ S1. (1.7)

Note que para k = 0 temos a ação trivial dada em (1.6) e para k = 1 temos a ação

padrão de S1 em C de�nida em (1.4).

5. Cada ação de S1 ∼= SO(2) em C de�nida em (1.7) estende-se naturalmente para

uma ação de O(2) em C, se considerarmos κz = z̄, onde κ é a re�exão dada em

(1.3).

6. Todo grupo de Lie compacto age sobre o espaço das matrizesMn(R) por semelhança,

isto é,

γA = γAγ−1, ∀ γ ∈ Γ, A ∈Mn(R).

7. O grupo Zn de ordem n, gerado pela rotação Rφ de ângulo φ = 2π
n
, de�ne uma ação

em C dada por

φz = eiφz, ∀ z ∈ C. (1.8)

8. O grupo Diedral Dn de ordem 2n, gerado por Zn e pela re�exão κ dada em (1.3),

de�ne uma ação em C dada por

φz = eiφz e κz = z̄, ∀ z ∈ C. (1.9)

Em nosso contexto, podemos descrever de modos distintos uma �mesma� ação. Neste

caso, dizemos que tais ações são isomorfas. Mais precisamente temos:

De�nição 1.1.5. Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações de Γ em V e em W , respectiva-

mente. Dizemos que as ações de Γ em V e em W são isomorfas, ou que os espaços V e

W são Γ-isomorfos, se existe um isomor�smo linear A : V → W tal que

A(ρ(γ)v) = η(γ)A(v), ∀ v ∈ V, γ ∈ Γ.

Neste caso, chamamos A de Γ-isomor�smo entre V e W.

Como um exemplo, considere as ações de S1 em C dadas em (1.7) para k = 1 e

k = −1. As representações correspondentes são ρ e η, respectivamente, com ρ(θ)z = eiθz

e η(θ)z = e−iθz, para todo θ ∈ S1 e z ∈ C. De�na o isomor�smo A : C→ C por A(z) = z̄.

Então,

A(ρ(θ)z) = eiθz = e−iθz̄ = e−iθA(z) = η(θ)A(z),
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mostrando que tais ações são isomorfas.

Naturalmente, podemos estender a De�nição 1.1.5 para o caso em que Γ age sobre V

e um outro grupo ∆, isomorfo a Γ, age em W .

1.1.2 Integral de Haar

Nesta seção mostramos que todo grupo de Lie compacto Γ ⊂ GL(n) pode ser identi�-

cado como um subgrupo fechado do grupo ortogonal O(n) (Proposição 1.1.8). Para isto,

usamos a integral de Haar, uma operação que é invariante sob translação por elementos

de Γ.

De�nição 1.1.6. Seja f : Γ→ R uma função contínua. A operação∫
γ∈Γ

f(γ) ou

∫
Γ

f ou

∫
Γ

fdγ ∈ R

é uma integral de Haar sobre Γ se satisfaz as três seguintes condições:

(i) Linearidade: Para f, g : Γ→ R funções contínuas e λ ∈ R,∫
Γ

(λf + g) = λ

∫
Γ

f +

∫
Γ

g ;

(ii) Positividade: Se f(γ) ≥ 0, para todo γ ∈ Γ, então
∫
γ∈Γ

f(γ) ≥ 0 ;

(iii) Invariância por translação: Para todo δ ∈ Γ �xado,
∫
γ∈Γ

f(δγ) =

∫
γ∈Γ

f(γ) .

A prova da existência e unicidade dessa integral é um resultado clássico, que será

omitido aqui. Se Γ é um grupo de Lie compacto, então
∫

Γ
é �nita e assumimos

∫
Γ

1 = 1.

Neste caso, dizemos que a integral de Haar é normalizada. Da compacidade de Γ segue

também que a integral de Haar é invariante sob translações à direita, isto é,∫
γ∈Γ

f(γδ) =

∫
γ∈Γ

f(γ), ∀ δ ∈ Γ �xado.

Para maiores detalhes sobre a integral de Haar e para as demonstrações dos resultados

veja [8].

Exemplo 1.1.7. 1. Seja Γ um grupo de Lie �nito de ordem |Γ|. Então a integral de

Haar normalizada sobre Γ é dada por

∫
Γ

f(γ)dγ ≡ 1

|Γ|
∑
γ∈Γ

f(γ),
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onde f : Γ→ R é uma função contínua. Com efeito:

(i) Se f, g : Γ→ R são funções contínuas e α ∈ R, então

∫
Γ

(αf + g)(γ)dγ =
1

|Γ|
∑
γ∈Γ

(αf + g)(γ) =
1

|Γ|

(
α
∑
γ∈Γ

f(γ) +
∑
γ∈Γ

g(γ)

)

= α

(
1

|Γ|
∑
γ∈Γ

f(γ) +
1

|Γ|
∑
γ∈Γ

g(γ)

)

= α

∫
Γ

f(γ)dγ +

∫
Γ

g(γ)dγ;

(ii) Se f(γ) ≥ 0 para todo γ ∈ Γ, então
∑
γ∈Γ

f(γ) ≥ 0 e, assim,

∫
Γ

f(γ)dγ =
1

|Γ|
∑
γ∈Γ

f(γ) ≥ 0;

(iii) Se δ ∈ Γ é �xo, então

∫
Γ

f(δγ)dγ =
1

|Γ|
∑
γ∈Γ

f(δγ) =
1

|Γ|
∑
α∈Γ

f(α) =

∫
γ∈Γ

f(γ)dγ,

a segunda igualdade seguindo do fato de h : Γ→ Γ, dada por h(γ) = δγ, ser bijetora;

Além disso,
∫

Γ

1dγ =
1

|Γ|
∑
γ∈Γ

1 =
1

|Γ|
|Γ| = 1.

2. Toda função contínua f : SO(2) → R determina de forma única uma função con-

tínua f̃ : R → R de período 2π, dada por f̃(θ) = f(Rθ). Então a integral de Haar

normalizada em SO(2) é dada por∫
Γ

f ≡ 1

2π

∫ 2π

0

f̃(θ)dθ.

Com efeito, os itens (i) e (ii) da de�nição de integral de Haar seguem da linearidade

e da positividade da integral de Riemann. Para o item (iii), tome f : SO(2) → R
e �xe Rψ ∈ SO(2). Então∫

Rθ∈SO(2)

f(RψRθ) =

∫
Rθ∈SO(2)

f(Rψ+θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(ψ + θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

f̃(θ)dθ =

∫
Rθ∈SO(2)

f(Rθ),

a terceira igualdade seguindo do fato de que f̃ é 2π-periódica.

Além disso,
∫
θ∈SO(2)

1dθ =
1

2π

∫ 2π

0

1dθ =
1

2π
2π = 1.
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Proposição 1.1.8. Sejam (ρ, V ) uma representação de Γ em um espaço vetorial real V

de dimensão �nita n. Então existe um produto interno em V tal que, para todo γ ∈ Γ, a

matriz ρ(γ) ∈ GL(n) é ortogonal.

Demonstração: Seja 〈, 〉 um produto interno em V . Para v, w ∈ V , considere a

função contínua
fv,w : Γ → R

γ 7→ 〈ρ(γ)v, ρ(γ)w〉
.

Assim, �ca bem de�nido o produto

〈v, w〉Γ =

∫
Γ

fv,w(γ) =

∫
Γ

〈ρ(γ)v, ρ(γ)w〉 . (1.10)

Da linearidade e da positividade da integral de Haar segue que 〈, 〉Γ é um produto

interno em V . Da propriedade de invariância por translação segue que, para todo δ ∈ Γ

�xado,

〈ρ(δ)v, ρ(δ)w〉Γ =

∫
Γ

〈ρ(γ)(ρ(δ)v), ρ(γ)(ρ(δ)w)〉 =

∫
Γ

〈ρ(γδ)v, ρ(γδ)w〉

=

∫
Γ

fv,w(γδ) =

∫
Γ

fv,w(γ) = 〈v, w〉Γ.

Ou seja, 〈, 〉Γ é um produto interno Γ- invariante. Como V é um espaço vetorial real

de dimensão �nita, segue que

〈v, w〉Γ = 〈ρ(γ)v, ρ(γ)w〉Γ = 〈v, ρ(γ)∗ρ(γ)w〉 = 〈v, ρ(γ)tρ(γ)w〉Γ,

para quaisquer v, w ∈ V , onde ρ(γ)∗ representa a adjunta de ρ(γ). Logo ρ(γ)tρ(γ) = Id,

ou seja, ρ(γ) ∈ O(n), para todo γ ∈ Γ. �

O seguinte resultado é explorado no próximo capítulo:

Teorema 1.1.9. (Fubini) Sejam Γ um grupo de Lie compacto e Σ um subgrupo fechado

de Γ. Para qualquer função contínua f : Γ→ R tem-se∫
Γ

f(γ)dγ =

∫
Γ
Σ

(∫
Σ

f(γ)dσ

)
d(γΣ),

onde d(γΣ) denota a medida de Haar normalizada invariante à esquerda sobre Γ/Σ.

Demonstração: Veja Bröcker e Dieck [8, I, Proposition 5.16] �
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1.1.3 Irredutibilidade

Nesta subseção, mostramos que toda representação de um grupo de Lie compacto se

decompõe em uma soma direta de representações mais simples, chamadas irredutíveis

(Corolário 1.1.12). Este processo de decomposição, que é semelhante ao processo de diag-

onalização de matrizes, nem sempre é único. Isso garante a existência das componentes

isotípicas, que combinam todas as representações irredutíveis Γ-isomorfas entre si (Teo-

rema 1.1.16).

De�nição 1.1.10. Seja (ρ, V ) uma representação de Γ em V .

1. Um subespaço W ⊂ V é chamado Γ-invariante se ρ(γ)w ∈ W, ∀γ ∈ Γ, w ∈ W ;

2. Uma representação ou ação de Γ em V é irredutível se os únicos subespaços Γ-invariantes

de V são os triviais;

3. Um subespaço W ⊆ V é Γ-irredutível se W é Γ-invariante e a ação de Γ em W é

irredutível.

Por exemplo, a ação de SO(2) ∼= S1 em C dada em (1.7) é irredutível para k 6= 0.

Geometricamente a ação rotaciona elementos do plano. Logo, os únicos subespaços de R2

que podem ser invariantes pelas rotações são os triviais. O mesmo não é verdade para

k = 0. Neste caso, a ação é trivial e todo subespaço do plano é SO(2)−invariante.

Uma importante consequência da existência de um produto interno invariante em V

é que todo subespaço Γ-invariante possui um complementar Γ-invariante. Mas especi�ca-

mente temos:

Proposição 1.1.11. Seja Γ agindo em V e seja W ⊂ V um subespaço Γ-invariante.

Então existe um subespaço complementar Γ-invariante Z ⊂ V tal que V = W ⊕ Z.

Demonstração: Considere 〈, 〉Γ um produto interno Γ-invariante em V e tome

Z = W⊥ = {v ∈ V : 〈v, w〉Γ = 0, ∀w ∈ W}.

Para cada γ ∈ Γ, o operador ρ(γ) : W → W , w 7→ γw, é um isomor�smo. Para

ver isto, basta notar que ρ(γ) é sobrejetor, visto que W tem dimensão �nita. Considere

w ∈ W . Da invariância de W , γ−1w ∈ W e temos ρ(γ)(γ−1w) = γγ−1w = w, como

queríamos.

Deste modo, dado w ∈ W existe um único w1 ∈ W tal que w = ρ(γ)w1. Se v ∈ W⊥,

então 〈ρ(γ)v, w〉Γ = 〈ρ(γ)v, ρ(γ)w1〉Γ = 〈v, w1〉Γ = 0. Portanto, ρ(γ)v ∈ W⊥, isto é, W⊥

é Γ-invariante. �
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Segue da proposição acima que toda representação de um grupo de Lie compacto

pode ser escrita como uma soma direta de representações irredutíveis. Mais formalmente,

temos:

Corolário 1.1.12. (Teorema da Redutibilidade Completa) Seja Γ agindo linear-

mente em V . Então existem subespaços Γ-irredutíveis V1, . . . , Vs de V tais que

V = V1 ⊕ . . .⊕ Vs.

Demonstração: Suponha V 6= {0} e seja n = dimR V . Faremos a prova por indução

sobre n.

Se n = 1, então V é irredutível, uma vez que seus únicos subespaços são os triviais.

Assim, podemos escrever V = V ⊕{0}. Suponha n > 1 e que o resultado seja válido para

subespaços de dimensão m < n. Se V é irredutível, não temos o que fazer. Caso contrário,

existe um subespaço Γ-invariante W ⊂ V tal que {0} ( W ( V. Logo, dimRW < n. Pela

Proposição 1.1.11, existe um subespaço complementar Γ-invariante Z ⊂ V tal que

V = W ⊕ Z.

Segue que dimR Z < n. Aplicando a hipótese de indução em Z e W , e observando que

todo subespaço irredutível de Z e W é um irredutível de V , obtemos o resultado. �

Vejamos dois exemplos:

Exemplo 1.1.13. 1. De�na a ação de O(2) em R3 como

θ(x, y, z) = (x cos 2θ − y sin 2θ, x sin 2θ + y cos 2θ, z) e κ(x, y, z) = (x,−y,−z).

Note que V = V1 ⊕ V2, onde

V1 = {(x, y, 0) : x, y ∈ R} e V2 = {(0, 0, z) : z ∈ R}.

Os subespaços V1 e V2 são O(2)−irredutíveis: dado v2 = (0, 0, z) ∈ V2, temos

θv2 = v2 ∈ V2 e κv2 = (0, 0,−z) ∈ V2. Portanto, V2 é O(2)−invariante. Como

dimR V2 = 1, O(2) age irredutivelmente em V2. Analogamente, se v1 = (x, y, 0) ∈ V1,

então θv1 = (x cos 2θ − y sin 2θ, x sin 2θ + y cos 2θ, 0) ∈ V1 e κv1 = (x,−y, 0) ∈ V1.

Portanto V1 é O(2)−invariante. É fácil veri�car que nenhum subespaço próprio de

V1 é O(2)−invariante. Logo, V1 é O(2)−irredutível.

2. Considere V o conjunto das matrizes simétricas emM3(R) com traço nulo. Podemos

�enxergar� O(2) ⊂ O(3) fazendo a seguinte identi�cação:

Rθ ∈ O(2) 7−→

 sin θ cos θ 0

cos θ sin θ 0

0 0 1

 ∈ O(3).
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Para todo γ ∈ O(3) e para todo A ∈ V , de�na

γA = γtAγ,

ou seja, O(3) age em V por semelhança. Cálculos simples mostram que

V1 =


 a b 0

b −a 0

0 0 0

 : a, b ∈ R

 , V2 =


 0 0 c

0 0 d

c d 0

 : c, d ∈ R


e

V3 =


 a 0 0

0 a 0

0 0 −2a

 : a ∈ R


são subespaços O(3)-invariantes e irredutíveis de V . Além disso, V = V1 ⊕ V2 ⊕ V3.

Em geral, a decomposição de V em subespaços irredutíveis como no Corolário 1.1.12

não é única. Por exemplo, considere V = M2(R) e suponha SO(2) agindo em V pela

multiplicação de matrizes à esquerda, isto é, θA = RθA, para todo Rθ ∈ SO(2) e A ∈ V .

Neste caso, V = V1 ⊕ V2 e V = V1 ⊕ V3, onde

V1 =

{(
a 0

b 0

)
: a, b ∈ R

}
; V2 =

{(
0 c

0 d

)
: c, d ∈ R

}
e

V3 =

{(
2c c

2d d

)
: c, d ∈ R

}
são subespaços SO(2)-irredutíveis de V .

O ponto principal desta não unicidade é a existência de subespaços Γ-irredutíveis de

V que são Γ-isomorfos (no exemplo acima, V2 e V3 são Γ-isomorfos). Entretanto, podemos

encontrar condições sob as quais a decomposição de V em subespaços invariantes pela ação

do grupo seja única. Formalizamos o resultado no Teorema 1.1.16, cuja prova depende

dos dois próximos lemas.

Lema 1.1.14. Seja (ρ,W ) uma representação de Γ em W e suponha

W =
∑
α

Uα,

onde cada Uα é um subespaço Γ-invariante e Γ-isomorfo a algum subespaço Γ-irredutível

U de W . Então todo subespaço Γ-irredutível de W é Γ-isomorfo a U .

Demonstração: Seja s = dimRW . Mostremos primeiramente que existe um subcon-

junto �nito {Uα1 , ..., Uαt} dos U ′α tal que

W = Uα1 ⊕ ...⊕ Uαt . (1.11)
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A prova é por indução. Seja

W ′ = Uα1 ⊕ ...⊕ Uαt−1 ⊂ W.

Se W = W ′, então provamos a a�rmação. Caso contrário, existe Uαt ⊂ W com Uαt 6⊂ W ′.

Como Uαt é irredutível e Uαt ∩W ′ ⊂ Uαt , segue que Uαt ∩W ′ = {0}. Portanto, a soma

W ′ + Uαt é direta e temos

W ′′ = W ′ ⊕ Uαt .

Se W ′′ = W , provamos o que queríamos. Caso contrário, repetimos o processo e, como

dimensão de W é �nita, obtemos (1.11) para t no máximo s.

Seja {0} 6= X um subespaço Γ-irredutível deW . Se X = Uαi , para algum i ∈ {1, ..., t},
então claramente X é Γ-isomorfo a U . Supomos X 6= Uαi , para todo i ∈ {1, ..., t}.
Mostremos que

X 6⊂ Uα1 ⊕ ...⊕ Uαk−1
e X ⊂ Uα1 ⊕ ...⊕ Uαk , (1.12)

para um único k ∈ {1, ..., t}.

De fato, como X é irredutível, X 6⊂ Uα1 . Se X ⊂ Uα1 ⊕ Uα2 , provamos (1.12). Caso

contrário, veri�camos se X ⊂ Uα1⊕Uα2⊕Uα3 . Se sim, acabamos a prova. Caso contrário,

repetimos o processo, até obtermos (1.12).

Da irredutibilidade de X e de (1.12) segue que

X ∩ (Uα1 ⊕ ...⊕ Uαk−1
) = {0}. (1.13)

Considere agora a projeção

Π : Uα1 ⊕ ...⊕ Uαk −→ Uαk
(uα1 , ..., uαk) 7−→ uαk

.

Por (1.13), Π|
X

: X → Π(X) é um Γ-isomor�smo. Para ver isto, considere a ação de Γ

em Uα1 ⊕ ...⊕ Uαk dada por

γ(uα1 , ..., uαk) = (ρ1(γ)uα1 , ..., ρk(γ)uαk),

onde ρi = ρ|
Ui
, para todo i = 1, ..., k.

Portanto, Π(X) ⊂ Uαk é um subespaço Γ-invariante. Por (1.12), Π(X) é não nulo.

A irredutibilidade de Uαk implica que Π(X) = Uαk . Portanto, X é Γ-isomorfo a Uαk e,

consequentemente, a U . �

Lema 1.1.15. Seja Γ agindo linearmente em V . Sejam X e Y subespaços Γ-invariantes

de V tais que não existem subespaços Γ-irredutíveis W ⊂ X e Z ⊂ Y com W Γ-isomorfo

a Z. Então,
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(a) X ∩ Y = {0}.

(b) Se W ⊂ X ⊕ Y é Γ-irredutível então W ⊂ X ou W ⊂ Y.

Demonstração: (a) Pelo Corolário 1.1.12, X ∩ Y pode ser escrito como uma soma

direta de subespaços irredutíveis. Mas, por hipótese, tal soma só é possível seX∩Y = {0}.

(b) SejaW ⊂ X⊕Y um subespaço Γ-irredutível. ComoW∩X ⊆ W eW∩Y ⊆ W são

Γ-invariantes, segue que (W ⊂ X ou W ∩X = {0}) e (W ⊂ Y ou W ∩Y = {0}).
Suponha W 6⊂ X e W 6⊂ Y . Então, W ∩X = {0} = W ∩ Y . Considere as projeções

ΠX : X ⊕ Y −→ X e ΠY : X ⊕ Y −→ Y.

De modo análogo ao que foi feito na demonstração do Lema 1.1.14, consideramos as

restrições ΠX |
W

e ΠY |
W

para obter que W é Γ-isomorfo a ΠX(W ) e a ΠY (W ), ou seja,

ΠX(W ) ⊂ X e ΠY (W ) ⊂ Y são Γ-isomorfos. No entanto, ΠX(W ) e ΠY (W ) são Γ-

irredutíveis, o que contradiz a hipótese do lema. Portanto, W ⊂ X ou W ⊂ Y como

queríamos. �

Teorema 1.1.16. Seja Γ agindo linearmente em V.

(a) A menos de Γ-isomor�smos existe um número �nito de subespaços distintos U1, . . . , Ut

de V que são Γ-irredutíveis .

(b) De�na Wk como a soma de todos os subespaços W ⊂ V tais que W é Γ-isomorfo a

Uk, para algum k ∈ {1, ..., t}. Então

V = W1 ⊕ ...⊕Wt. (1.14)

Demonstração: Se V é Γ-irredutível, não temos o que fazer. Suponha então que

V não é Γ-irredutível e escolha um subespaço Γ-irredutível U1 ⊂ V , cuja existência é

garantida pelo Corolário 1.1.12. Seja W ′
1 a soma de todos os subespaços Γ-invariantes

de V e Γ-isomorfos a U1. Então, W ′
1 também é Γ-invariante. Se V = W ′

1, obtemos o

que queríamos. Caso contrário, tome o complementar invariante W ′⊥
1 de W ′

1 e escreva

V = W ′
1 ⊕W ′⊥

1 .

Repita agora o processo emW ′⊥
1 , ou seja, sejam U2 ⊂ W ′⊥

1 um subespaço Γ-irredutível

e W ′
2 a soma de todos os subespaços Γ-invariantes Γ-isomorfos a U2. Se W ′

2 = W ′⊥
1 , então

acabou. Caso contrário, tome o complementar invariante deW ′
2, escrevaW

′⊥
1 = W ′

2⊕W ′⊥
2

e repita o processo em W ′⊥
2 . Como a dimensão de V é �nita o processo termina com

V = W ′
1 ⊕ ...⊕W ′

k,
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onde cadaW ′
j é a soma de subespaços Γ-irredutíveis de V que são Γ-isomorfos a Uj. Além

disso, por construção, i 6= j implica que Ui é não Γ-isomorfo a Uj.

A�rmamos agora que todo subespaço U ⊂ V Γ-irredutível é Γ-isomorfo a Uj, para

algum j = 1, ..., k. De fato, segue do Lema 1.1.15 que U ⊂ W ′
j , para algum j ∈ {1, ..., k}.

Pelo Lema 1.1.14, U é Γ-isomorfo a algum Uj. Isto prova a parte (a) do teorema. Para

provar o item (b), note queW ′
j = Wj, pois todo irredutível de V está contido emW ′

j para

algum j. �

Os subespaços Wk são chamados de componentes isotípicas de V do tipo Uk. Por con-

strução, a decomposição de V em componentes isotípicas, chamada decomposição isotípica

é única. Assim, se U ⊂ V é um subespaço Γ-irredutível, então U ⊂ Wj, para um único

j ∈ {1, ..., t}.

1.2 Teoria invariante

Como mencionado, as propriedades simétricas de um sistema de equações dão uma

estrutura para a forma geral do campo de vetores. Um primeiro passo no estudo desta

estrutura é determinar as funções que são invariantes pela ação de um grupo no espaço

de con�gurações, que em nosso caso é um espaço vetorial real V de dimensão �nita. De

igual importância é a obtenção dos geradores das aplicações de�nidas em V que comutam

com esta ação.

Apresentamos, nesta seção, resultados da teoria invariante de grupos de Lie compactos.

O primeiro principal resultado é o Teorema de Hilbert-Weyl, que a�rma que o anel das

funções polinomiais invariantes é �nitamente gerado. O segundo principal resultado é

o Teorema 1.2.11, que garante a existência de um conjunto �nito de geradores para o

módulo das aplicações polinomiais equivariantes sobre o anel dos invariantes.

1.2.1 Funções invariantes

De�nição 1.2.1. Seja (ρ, V ) uma representação de Γ em V . Uma função polinomial a

valores reais f : V → R é dita Γ-invariante se

f(ρ(γ)v) = f(v), ∀γ ∈ Γ, v ∈ V.

Se Γ for �nitamente gerado, basta veri�car a invariância da função para os geradores

de Γ, uma vez que a ação de Γ em V é linear. O conjunto dos polinômios Γ-invariantes

tem estrutura de anel sobre R e é denotado por PV (Γ).
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Vejamos exemplos de funções polinomiais invariantes sob a ação de diversos grupos.

Exemplo 1.2.2. 1. Considere Γ = Z2 = {−1, 1} agindo em R por −1x = −x. Neste
caso se f ∈ PR(Z2), então f(x) = f(−x), para todo x ∈ R. Isto implica que f é um

polinômio par, ou seja, existe um polinômio h : R→ R tal que f(x) = h(x2).

2. Considere Γ = S1 agindo em C como em (1.4). Mostremos que se f ∈ PC(S1), então

existe um polinômio h : R→ R tal que f(z) = h(zz̄). Começamos escrevendo f nas

coordenadas z, z̄ como

f(z) =
∑

aαβz
αz̄β, aαβ ∈ C. (1.15)

Como f(eiθz) = f(z), para todo θ ∈ S1, temos∑
aαβz

αz̄β =
∑

aαβ(eiθz)α(eiθz)
β

=
∑

aαβe
iθ(α−β)zαz̄β.

Então, aαβ = aαβe
iθ(α−β), para todo θ ∈ S1, o que implica que aαβ = 0 ou α = β.

Portanto (1.15) é da forma

f(z) =
∑

aα(zz̄)α, aα ∈ C.

Como f(z) = f(z), para todo z ∈ C, temos∑
aα(zz̄)α =

∑
āα(zz̄)α.

Assim, aα ∈ R. De�nindo h : R→ R como h(x) =
∑
aα(x)α, temos o desejado.

3. Considere Γ = Zn agindo em C como em (1.8). Mostremos que se f ∈ PC(Zn),

existe uma função polinomial h : R3 → R tal que f(z) = h(zz̄, zn + z̄n, i(zn − z̄n)).

De fato, escreva f ∈ PC(Zn) nas coordenadas z, z̄ como em (1.15). Da invariância

de f com relação a φ = 2π
n
segue que∑

aαβz
αz̄β =

∑
aαβ(eiφz)α(eiφz)

β
=
∑

aαβe
iφ(α−β)zαz̄β, ∀z ∈ C.

Assim, aαβ = aαβe
i 2π
n

(α−β) de modo que

aαβ = 0 ou α ≡ β(mod n). (1.16)

Como f = f̄ , temos ∑
aαβz

αz̄β =
∑

āαβz
β z̄α,

de onde obtemos āαβ = aβα.

Fatoramos agora (1.15) em relação a zz̄ até α = 0 ou β = 0 para obter

f(z) =
∑
α≥β

aαβ(zz̄)βzα−β+
∑
α<β

aαβ(zz̄)αz̄β−α =
∑
α≥β

aαβ(zz̄)βzα−β+
∑
α>β

aβα(zz̄)β z̄α−β.



Funções invariantes 16

Fazendo āαβ = aβα, temos

f(z) =
∑
α≥β

aαβ(zz̄)βzα−β +
∑
α>β

āαβ(zz̄)β z̄α−β.

Escreva aαβ = bαβ + icαβ, com bαβ, cαβ ∈ R. Então,

f(z) =
∑
α≥β

bαβ(zz̄)β(zα−β + z̄α−β) + i
∑
α>β

cαβ(zz̄)β(zα−β − z̄α−β).

De (1.16) temos que

f(z) =
∑
α≥β
l∈N

bαβ(zz̄)β(zln + z̄ln) +
∑
α>β
l∈N

cαβ(zz̄)βi(zln − z̄ln), (1.17)

onde bαβ, cαβ ∈ R.

Das identidades

zln + z̄ln = (zn + z̄n)(z(l−1)n + z̄(l−1)n)− (zz̄)n(z(l−2)n + z̄(l−2)n),

i(zln − z̄ln) = i(zn − z̄n)(z(l−1)n + z̄(l−1)n) + i(zz̄)n(z(l−2)n − z̄(l−2)n),

vemos que os termos zln + z̄ln e i(zln − z̄ln) são redutíveis para l ≥ 2. Além disso,

(1.17) pode ser reescrito como

f(z) =
∑
j,k,t

Ajkt(zz̄)j(zn + z̄n)k(i(zn − z̄n))t, Ajkt ∈ R.

De�nindo h : R3 → R por h(x, y, z) =
∑
jkt

Ajktx
jykzt, obtemos o desejado.

4. Considere Γ = Dn agindo em C como em (1.9). Mostremos que se f ∈ PC(Dn),

existe uma função polinomial p : R2 → R tal que f(z) = p(zz̄, zn+ z̄n). Começamos

observando que se f ∈ PC(Dn), então f ∈ PC(Zn) e f(z) = f(κz). Do exemplo

anterior,

f(z) = h(zz̄, zn + z̄n, i(zn − z̄n)),

para alguma função polinomial h : R3 → R. A invariância de f em relação a κ

implica que

f(z) = h̃(zz̄, zn + z̄n, (i(zn − z̄n))2),

com h̃ : R3 → R. Mas, (i(zn − z̄n))2 = −(zn + z̄n)2 + 4(zz̄)n. Logo,

f(z) = p(zz̄, zn + z̄n),

para alguma função polinomial p : R2 → R, como desejado.



Funções invariantes 17

De�nição 1.2.3. Dizemos que um subconjunto �nito {u1, ..., us} de funções polinomiais

Γ-invariantes gera PV (Γ) se todo polinômio invariante f ∈ PV (Γ) pode ser escrito em

função de u1, . . . , us, ou seja, se existe uma função polinomial h : Rs → R tal que

f(x) = h(u1(x), . . . , us(x)). (1.18)

Este conjunto �nito, que não é necessariamente único, é chamado base de Hilbert para

PV (Γ) e escrevemos PV (Γ) = 〈u1, ..., us〉.

Segundo as ações consideradas nos quatro casos do Exemplo 1.2.2, concluímos que

PR(Z2) = 〈x2〉, PC(S1) = 〈zz̄〉, PC(Zn) = 〈zz̄, zn+z̄n, i(zn−z̄n)〉 e PC(Dn) = 〈zz̄, zn+z̄n〉.
A existência de uma base de Hilbert para PV (Γ) é garantida no próximo teorema, cuja

prova será omitida por envolver conceitos so�sticados de álgebra comutativa.

Teorema 1.2.4. (Teorema de Hilbert-Weyl) Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo

em V . Então existe uma base de Hilbert para PV (Γ).

Demonstração: Ver Golubitsky [17, XII, Theorem 4.2]. �

Determinar uma base de Hilbert para PV (Γ) pode ser extremamente difícil e, em

muitos casos, envolve uma manipulação de combinações algébricas e cálculos extensos.

Um resultado semelhante ao Teorema de Hilbert-Weyl é válido para funções analíticas

reais. Além disso, foi mostrado por Schwarz [17, XII, Theorem 4.3] que o resultado

continua válido para germes C∞ invariantes sob a ação de um grupo de Lie compacto.

Mais especi�camente, se {u1, . . . , us} é uma base de Hilbert para PV (Γ) então os mesmos

u1, . . . , us formam um conjunto gerador para o anel dos germes Γ-invariantes.

Na discussão da estrutura do anel PV (Γ), uma pergunta que surge de modo natural é

se a escolha do polinômio h em (1.18) é única. Para respondê-la precisamos das seguintes

de�nições:

De�nição 1.2.5. Dizemos que o anel PV (Γ) = 〈u1, ..., us〉 admite uma relação se existe

um polinômio não nulo r : Rs → R tal que r(u1(x), . . . , us(x)) ≡ 0.

De�nição 1.2.6. O anel PV (Γ) é chamado polinomial se ele admite uma base de Hilbert

sem relações.

Um exemplo de um anel de invariantes que não é polinomial é dado considerando

Γ = Z2 agindo em R2 por −1(x, y) = (−x,−y). Uma base de Hilbert para PR2(Z2) é

dada por u1(x, y) = x2, u2(x, y) = xy e u3(x, y) = y2. No entanto, u1u3 − u2
2 ≡ 0 forma
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uma relação. Neste caso, é fácil ver que não existem bases de Hilbert para PR2(Z2) sem

relações. Mas isso nem sempre é uma tarefa fácil. Existem testes simples que garantem

condições su�cientes para que PV (Γ) seja polinomial. Para mais detalhes veja [17, XII,

Lemma 4.4] e [17, XIII, �1].

Observe que se PV (Γ) é um anel polinomial com base de Hilbert {u1, ..., us}, então a

escolha de h em (1.18) é única. De fato, suponha f ∈ PV (Γ) escrito como

f(x) = h(u1(x), ..., us(x)) = k(u1(x), ..., us(x)),

com h, k : Rs → R. De�na r = f − k. Então, r(u1(x), ..., us(x)) ≡ 0, ou seja, r é uma

relação para PV (Γ), contradizendo a hipótese.

1.2.2 Contexto equivariante

De�nição 1.2.7. Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações de Γ em V e em W , respectiva-

mente. Dizemos que uma aplicação polinomial g : V → W é Γ−equivariante, ou comuta

com a ação de Γ, se

g
(
ρ(γ)x

)
= η(γ)g(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V. (1.19)

O conjunto
−→
P V,W (Γ) formado por todas as aplicações polinomiais g : V → W que

são Γ-equivariantes tem estrutura de módulo sobre o anel PV (Γ), como é mostrado no

próximo lema.

Lema 1.2.8. Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações de Γ. Se f ∈ PV (Γ) e g ∈
−→
P V,W (Γ),

então fg ∈
−→
P V,W (Γ).

Demonstração: Para todo γ ∈ Γ e x ∈ V , temos

(fg)(ρ(γ)x) = f(ρ(γ)x)g(ρ(γ)x) = f(x)η(γ)g(x) = η(γ)f(x)g(x) = η(γ)(fg)(x),

a terceira igualdade seguindo do fato de f(x) ∈ R, para todo x ∈ V. �

Quando (ρ, V ) = (η,W ), dizemos que g em (1.19) é puramente Γ-equivariante e deno-

tamos o módulo
−→
P V,V (Γ) simplesmente por

−→
P V (Γ). Neste contexto, temos os seguintes

exemplos:

Exemplo 1.2.9. 1. Considere Γ = Z2 = {−1, 1} agindo em R por −1x = −x. Neste
caso, se g ∈

−→
P R(Z2) então g(−x) = −g(x), para todo x ∈ R, isto é, g é um polinômio

ímpar. Logo, existe h : R→ R tal que g(x) = h(x2)x. Claramente, h(x2) ∈ PR(Z2).
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2. Seja Γ = S1 agindo em C como em (1.7). Se g ∈
−→
P C(S1), então

g(z) = p(zz̄)z + q(zz̄)iz, (1.20)

com p(zz̄), q(zz̄) ∈ PC(S1). De fato, escrevendo g nas coordenadas z, z̄ temos

g(z) =
∑

aαβz
αz̄β, aαβ ∈ C. (1.21)

Como g(z) = θ−1g(θz), para todo θ ∈ S1, segue que∑
aαβz

αz̄β = e−iθ
∑

aαβ(eiθz)α(eiθz)
β

=
∑

aαβe
iθ(α−β−1)zαz̄β,

para todo θ ∈ S1 e z ∈ C. Logo, aαβ = 0 ou α = β + 1, o que implica em

g(z) =
∑

aβ+1,β(zz̄)βz.

Podemos escrever aβ+1,β = bβ+1,β + icβ+1,β, com bβ+1,β, cβ+1,β ∈ R. Assim,

g(z) =
∑

bβ+1,β(zz̄)βz +
∑

cβ+1,β(zz̄)βiz, bβ+1,β, cβ+1,β ∈ R.

Pondo p(x) =
∑
bβ+1,βx

β e q(x) =
∑
cβ+1,βx

β, obtemos (1.20).

3. Considere Γ = O(2) agindo em C como

θz = eiθz e κz = z̄. (1.22)

Mostremos que cada g ∈
−→
P C(O(2)) tem a forma

g(z) = p(zz̄)z,

com p(zz̄) ∈ PC(O(2)). Como g é em particular SO(2)−equivariante, temos

g(z) = p(zz̄)z + q(zz̄)iz,

com p(zz̄), q(zz̄) ∈ PC(S1). Impondo que g(z̄) = g(z̄), para todo z ∈ C, concluímos

que q(zz̄) = 0. Portanto, g(z) = p(zz̄)z, com p(zz̄) ∈ PC(S1). Concluímos a prova

observando que p(zz̄) ∈ PC(O(2)), uma vez que h(z) = zz̄ também é invariante pela

ação de κ.

4. Considere Γ = Zn agindo em C como em (1.8). Mostremos que toda g ∈
−→
P C(Zn) é

da forma

g(z) = p1z + p2z̄
n−1 + p3iz + p4iz̄

n−1, (1.23)

com pi = pi(zz̄, z
n + z̄n) ∈ PC(Zn), para todo i = 1, ..., 4. Começamos escrevendo g

nas coordenadas z, z̄ como em (1.21). Da equivariância de g com relação a φ = R 2π
n
,

temos ∑
aαβz

αz̄β = g(z) = φ−1g(φz) =
∑

aαβe
iφ(α−β−1)zαz̄β, ∀z ∈ C,
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de onde obtemos

aαβ = 0 ou α− β ≡ 1(mod n). (1.24)

Fatorando (1.21) em relação a zz̄ até α = 0 ou β = 0, temos

g(z) =
∑
α≥β

aαβ(zz̄)βzα−β +
∑
α<β

aαβ(zz̄)αz̄β−α, aαβ ∈ C.

De (1.24),

g(z) =
∑
α,β,l
α≥β

aαβ(zz̄)βzln+1 +
∑
α,β,k
α<β

aαβ(zz̄)αz̄kn−1, (1.25)

com aαβ ∈ C, l, k ∈ N, l ≥ 0 e k ≥ 1.

Das identidades

zln+1 = (zn + z̄n)z(l−1)n+1 − (zz̄)nz(l−2)n+1, l ≥ 2,

e

z̄kn−1 = (zn + z̄n)z̄(k−1)n−1 − (zz̄)nz̄(k−2)n−1, k ≥ 3,

observamos que os termos zln+1 e z̄kn−1 são redutíveis para l ≥ 2 e k ≥ 3, respecti-

vamente. Além disso, para l = 1 e k = 2, temos

zn+1 = (zn + z̄n)z − (zz̄)z̄n−1 e z̄2n−1 = (zn + z̄n)z̄n−1 − (zz̄)n−1z.

Portanto, (1.25) torna-se

g(z) =
∑

Ars(zz̄)r(zn + z̄n)sz +
∑

Bjk(zz̄)j(zn + z̄n)kz̄n−1, Ars, Bjk ∈ C.

Escrevendo Ars = Mrs + iNrs e Bjk = Pjk + iQjk, para Mrs, Nrs, Pjk, Qjk ∈ R,
obtemos (1.23), como queríamos.

5. Considere Γ = Dn agindo em C como em (1.9). Mostremos que toda g ∈
−→
P C(Dn)

é da forma

g(z) = p(zz̄, zn + z̄n)z + q(zz̄, zn + z̄n)z̄n−1,

com p(zz̄, zn+z̄n), q(zz̄, zn+z̄n) ∈ PC(Dn). Começamos notando que se g é equivari-

ante sob a ação deDn, então g ∈
−→
P C(Zn) e g(z̄) = g(z). Segue, do exemplo anterior,

que g tem a forma (1.23). Impondo agora a equivariância de g com respeito a κ em

(1.23), obtemos p3 ≡ p4 ≡ 0. Portanto,

g(z) = p1(zz̄, zn + z̄n)z + p2(zz̄, zn + z̄n)z̄n−1,

com p1(zz̄, zn + z̄n), p2(zz̄, zn + z̄n) ∈ PC(Zn). Claramente, p1, p2 ∈ PC(Dn), uma

vez que zz̄ e zn + z̄n também são invariantes pela conjugação κ. Portanto, g se

escreve como o desejado.
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De�nição 1.2.10. Dizemos que as aplicações polinomiais Γ-equivariantes g1, . . . , gr geram

o módulo
−→
P V,W (Γ) sobre o anel PV (Γ) se qualquer aplicação g ∈

−→
P V,W (Γ) pode ser escrita

como

g = f1g1 + . . .+ frgr, (1.26)

onde f1, . . . , fr ∈ PV (Γ). Se, além disso, a relação f1g1 + . . . + frgr ≡ 0 implicar em

f1 ≡ · · · ≡ fr ≡ 0, dizemos que g1, . . . , gr geram livremente o módulo
−→
P V,W (Γ) sobre

PV (Γ) ou que
−→
P V,W (Γ) é um módulo livre. Neste caso, toda g ∈

−→
P V,W (Γ) se escreve de

forma única como em (1.26).

O Teorema abaixo é uma versão equivariante do Teorema de Hilbert-Weyl.

Teorema 1.2.11. Seja Γ um grupo de Lie compacto e sejam (ρ, V ), (η,W ) representações

de Γ em V e em W , respectivamente. Então, o módulo
−→
P V,W (Γ) é �nitamente gerado

sobre o anel PV (Γ).

Para demonstrar o Teorema 1.2.11 precisamos do próximo lema, que mostra como

converter o contexto equivariante ao caso invariante e vice-versa, via um produto interno

invariante.

Lema 1.2.12. Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações de Γ e de�na a ação de Γ em V ×W
por

γ(x, y) = (ρ(γ)x, η(γ)y), ∀ γ ∈ Γ, (x, y) ∈ V ×W.

Se g ∈
−→
P V,W (Γ), então existe uma função f ∈ PV×W (Γ) tal que

g(x) = (dyf)t(x,0), (1.27)

onde t denota a transposta.

Demonstração: Sejam g ∈
−→
P V,W (Γ) e 〈, 〉 um produto interno Γ-invariante em W .

De�na f : V ×W → R por

f(x, y) = 〈g(x), y〉. (1.28)

Claramente f ∈ PV×W (Γ). De fato,

f(ρ(γ)x, η(γ)y) = 〈g(ρ(γ)x), η(γ)y〉 = 〈η(γ)g(x), η(γ)y〉 = 〈g(x), y〉 = f(x, y),

a penúltima igualdade seguindo da invariância do produto interno. Escreva g = (g1, ..., gm)

e y = (y1, ..., ym), onde m = dimRW e gi : V → R, para todo i = 1, ...,m. Derivando f

em relação a yj temos

(dyjf)(x,y) = 〈dyjg(x), y〉+ 〈g(x), dyjy〉 = 〈g(x), ej〉 = gj(x),

onde {e1, ..., em} é a base canônica de Rm. Portanto, gj(x) = (dyjf)(x,0), para todo

j = 1, ...,m e obtemos (1.27), como queríamos. �
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Observação 1.2.13. Note que a aplicação g de�nida em (1.27) é Γ-equivariante para

qualquer função f ∈ PV×W (Γ). Com efeito, diferencie a igualdade

f(ρ(γ)x, η(γ)y) = f(x, y)

com respeito a y e tome y = 0. Depois aplique a transposta para obter

(dyf)t(x,0) = η(γ)t(dyf)t(ρ(γ)x,0), ∀ γ ∈ Γ, x ∈ V.

Como a ação de Γ em W é ortogonal, η(γ)t = η(γ)−1, de onde

(dyf)t(ρ(γ)x,0) = η(γ)(dyf)t(x,0).

Por (1.27), g(ρ(γ)x) = η(γ)g(x), para todo γ ∈ Γ, x ∈ V, como a�rmado.

Esta observação, juntamente com o Lema 1.2.12, nos garante que aplicações poli-

nomiais em
−→
P V,W (Γ) podem ser obtidas por (1.27) a partir de funções polinomiais em

PV×W (Γ).

Demonstração do Teorema 1.2.11: Sejam g ∈
−→
P V,W (Γ) e f como em (1.28). Então,

g(x) = (dyf)t(x,0). Como f ∈ PV×W (Γ), pelo Teorema de Hilbert-Weyl, existe h : Rs → R
tal que

f(x, y) = h(u1(x, y), ..., us(x, y)),

com {u1, ..., us} uma base de Hilbert para PV×W (Γ). Deste modo

(dyf)(x,y) =
s∑
j=1

∂h

∂uj
(u1(x, y), ..., us(x, y))(dyuj)(x,y),

de onde

g(x) = (dyf)t(x,0) =
s∑
j=1

∂h

∂uj
(u1(x, 0), ..., us(x, 0))(dyuj)

t
(x,0). (1.29)

Observe que, como u1, ..., us ∈ PV×W (Γ), temos uj(ρ(γ)x, 0) = uj(x, 0), para todo γ ∈
Γ, x ∈ V, j = 1, ..., s. Logo,

∂h

∂uj
(u1(x, 0), ..., us(x, 0)) ∈ PV (Γ), ∀ j = 1, ..., s.

Além disso, pela Observação 1.2.13, (dyuj)
t
(x,0) ∈

−→
P V,W (Γ), para todo j = 1, ..., s. De

(1.29), concluímos que o conjunto

{(dyu1)t(x,0), ..., (dyus)
t
(x,0)}
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gera
−→
P V,W (Γ) como um módulo sobre PV (Γ). �

Daqui em diante, adotamos a notação
−→
P V,W (Γ) = PV (Γ){g1, ..., gr} para indicar que

g1, ..., gr geram
−→
P V,W (Γ) sobre PV (Γ). Assim sendo, nos reportamos ao Exemplo 1.2.9

para concluir que

−→
P R(Z2) = PR(Z2){x},

−→
P C(S1) = PC(S1){z, iz},

−→
P C(O(2)) = PC(O(2)){z},

−→
P C(Zn) = PC(Zn){z, z̄n−1, iz, iz̄n−1},

−→
P C(Dn) = PC(Dn){z, z̄n−1}.

No contexto puramente equivariante, se faz necessário entender a estrutura de apli-

cações lineares que comutam com a ação de Γ. Esta discussão tem importantes implicações

no estudo de campos vetoriais puramente equivariantes, uma vez que a parte linear (dg)0

de um campo vetorial g ∈
−→
P V (Γ) também comuta com Γ. Nesta direção, o Teorema

1.2.20 nos permite explorar as aplicações lineares puramente equivariantes na diagonal

em blocos. Descrevemos abaixo parte desta abordagem:

De�nição 1.2.14. Uma representação de um grupo Γ em V é dita absolutamente ir-

redutível se as únicas aplicações lineares em V que comutam com Γ são as múltiplas

escalares da identidade.

A �m de justi�car a terminologia temos o seguinte resultado:

Lema 1.2.15. Toda representação de Γ em V absolutamente irredutível é irredutível.

Demonstração: Seja (ρ, V ) uma representação não irredutível de Γ em V . Pela

Proposição 1.1.11, existe um subespaço próprioW ⊂ V Γ-invariante tal que V = W⊕W⊥.

Considere a projeção π : W ⊕W⊥ → V , onde kerπ = W⊥ e Imπ = W . Dado v ∈ V ,
escrevemos v = w + w⊥, onde w ∈ W e w⊥ ∈ W⊥. Então, para todo γ ∈ Γ, temos

π(ρ(γ)v) = π(ρ(γ)(w + w⊥)) = π(ρ(γ)w + ρ(γ)w⊥) = ρ(γ)w = ρ(γ)π(v),

a terceira igualdade seguindo do fato de W e W⊥ serem Γ-invariantes. Logo, π é uma

aplicação linear que comuta com Γ e não é múltipla da identidade, ou seja, a representação

ρ de Γ em V não é absolutamente irredutível. �

Exemplo 1.2.16. 1. Considere a ação padrão de Γ = SO(2) em R2 dada por

Rθ(x, y) =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
x

y

)
, ∀ (x, y) ∈ R2, θ ∈ (0, 2π].
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Já vimos que esta ação é irredutível, mas ela não é absolutamente irredutível. Para

ver isso, mostramos que as aplicações lineares que comutam com SO(2) são da forma

cRθ, com c ∈ R, c ≥ 0. Note primeiramente que SO(2) é um grupo abeliano. Deste

modo, as matrizes da forma cRθ comutam com SO(2). Seja agora A ∈ M2(R) tal

que RθA = ARθ, para todo Rθ ∈ SO(2). Cálculos simples mostram que A é da

forma

A =

(
a −b
b a

)
, a, b ∈ R.

Se a 6= 0 ou b 6= 0, então A = cRθ, para c =
√
a2 + b2 e θ ∈ (0, 2π] tal que cos θ = a/c

e sin θ = b/c. Se a = b = 0, então A = cRθ, para c = 0 e θ arbitrário.

2. Considere agora a ação usual de O(2) em R2 dada em (1.22). As únicas aplicações

lineares que comutam com O(2) são da forma aId2, com a ∈ R. De fato, obviamente

as matrizes da forma aId2 comutam com a ação de O(2). Para ver que elas são as

únicas, seja A ∈ M2(R) O(2)-equivariante. Então, A é SO(2)-equivariante e, pelo

exemplo anterior, A = cRθ, para algum c ∈ R e algum θ ∈ (0, 2π]. Como A também

comuta com a re�exão κ, segue que A = c cos θId2, com θ ∈ (0, 2π], como queríamos.

Portanto, a ação de O(2) em R2 é absolutamente irredutível e, pelo Lema 1.2.14, é

irredutível.

O seguinte lema também vale para espaços vetoriais complexos:

Lema 1.2.17. (Lema de Schur) Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações irredutíveis de

Γ em V e em W, respectivamente. Seja φ : V → W uma aplicação linear Γ-equivariante.

Então ou φ é invertível, ou é identicamente nula.

Demonstração: Ver Bröcker, [8, II, Theorem 1.10]. �

Observação 1.2.18. Pelo Lema de Schur, se V é um espaço vetorial complexo, as

de�nições de irredutibilidade e irredutibilidade absoluta são equivalentes. O que não

é verdade no caso real, como vimos no item 1. do Exemplo 1.2.16.

Lema 1.2.19. Sejam (ρ, V ) uma representação de Γ em V e A : V → V uma aplicação

linear Γ-equivariante. Seja W ⊂ V um subespaço Γ-irredutível. Então, A(W ) é Γ-

invariante. Além disso, ou A(W ) = 0 ou W e A(W ) são Γ-isomorfos.

Demonstração: Se z = A(w) ∈ A(W ), então ρ(γ)z = ρ(γ)A(w) = A(ρ(γ)w) ∈
A(W ), para todo γ ∈ Γ. Portanto, A(W ) é Γ-invariante.

Note que kerA é Γ-invariante, pois para todo v ∈ kerA, A(ρ(γ)v) = ρ(γ)A(v) = 0.

Deste modo, kerA ∩ W é um subespaço Γ-invariante de W . Como W é Γ-irredutível,

temos W ∩ kerA = {0} ou W ⊂ kerA. Se W ⊂ kerA, então A(W ) = 0. Caso contrário,
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A|
W

: W → A(W ) é um Γ-isomor�smo. De fato, a linearidade e a sobrejetividade são

óbvias. A injetividade segue pois ker(A|
W

) = kerA ∩W = {0}. Além disso,

A|
W

(ρ(γ)w) = A(ρ(γ)w) = ρ(γ)A(w) = ρ(γ)A|
W

(w), ∀w ∈ W, γ ∈ Γ.

Portanto, W e A(W ) são Γ-isomorfos. �

Teorema 1.2.20. Decomponha V em suas componentes isotípicas W1, ...,Wt como em

(1.14) e seja A : V → V uma aplicação linear Γ-equivariante. Então, A(Wk) ⊂ Wk, para

k = 1, ..., t.

Demonstração: Pelo Lema 1.1.14, podemos escrever

Wk = Vk1 ⊕ ...⊕ Vkr ,

onde cada Vkj é Γ-isomorfo a um subespaço Γ-irredutível Uk de V . Pelo Lema anterior,

A(Vkj) = {0} ou A(Vkj) é Γ-isomorfo a Uk. Em ambos os casos temos A(Vkj) ⊂ Wk. Pela

linearidade de A, temos A(Wk) ⊂ Wk, para todo k = 1, ..., t. �

1.3 Órbitas e subgrupos de isotropia

Existem duas noções simples usadas para descrever a ação de um grupo de Lie com-

pacto nas soluções de um sistema de equações diferenciais, a saber, as órbitas e os sub-

grupos de isotropia.

De�nição 1.3.1. A órbita da ação de Γ em x ∈ V é o conjunto

Γx = {γx : γ ∈ Γ}.

Se g : V → V é uma aplicação Γ-equivariante tal que g(x) = 0, então g se anula em

toda órbita de Γ em x. Com efeito, para todo γ ∈ Γ, g(γx) = g(ρ(γ)x) = ρ(γ)g(x) = 0.

Em outras palavras, equações simétricas não se distinguem entre pontos de uma mesma

órbita.

De�nição 1.3.2. O subgrupo de isotropia de x ∈ V é dado por

Σx = {γ ∈ Γ : γx = x}.

Uma pergunta natural a se fazer é: de que modo se relacionam os subgrupos de

isotropia de pontos sobre uma mesma órbita? Para a resposta, que é dada no lema

abaixo, lembramos que se Σ ⊂ Γ é um subgrupo, então para cada γ ∈ Γ o conjunto

γΣγ−1 = {γσγ−1 : σ ∈ Σ}

é um subgrupo de Γ, chamado de conjugado de Σ. As classes de conjugação de Σ consistem

de todos os subgrupos de Γ que são conjugados a Σ.
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Lema 1.3.3. Pontos em uma mesma órbita têm subgrupos de isotropia conjugados. Mais

precisamente Σγx = γΣxγ
−1.

Demonstração: Sejam x ∈ V e γ ∈ Γ. Vamos mostrar que γΣxγ
−1 ⊂ Σγx. Suponha

σ ∈ Σx, então

γσγ−1(γx) = γσ(γ−1γ)x = γ(σx) = γx,

ou seja, γσγ−1 ∈ Σγx. Por outro lado, se σ ∈ Σγx, então

γ−1σγ(x) = γ−1σ(γx) = γ−1(γx) = x,

isto é, γ−1Σγxγ ⊂ Σx. Assim, para todo σ ∈ Σγx, σ = γβγ−1 ∈ γΣxγ
−1. Portanto,

γΣxγ
−1 ⊃ Σγx, como desejado. �

Para descrever geometricamente a ação de um grupo Γ no espaço V é conveniente

olharmos para o conjunto W formado por todos os pontos de V que têm subgrupos de

isotropia conjugados. Nestas condições, dizemos que W é um tipo de órbita desta ação.

1.4 Subespaços de ponto �xo e a fórmula do traço

Uma das mais interessantes, bem como uma das mais simples, características das apli-

cações Γ-equivariantes é que sua equivariância força a existência de subespaços invariantes.

Nesta seção, mostramos a existência de subespaços invariantes especiais, chamados sube-

spaços de ponto �xo. Apresentamos também uma fórmula para calcular suas dimensões,

conhecida como a fórmula do traço.

De�nição 1.4.1. Seja Σ ⊂ Γ um subgrupo. O subespaço de ponto �xo de Σ é de�nido

como

Fix(Σ) = {x ∈ V : ρ(σ)x = x, ∀σ ∈ Σ}.

Caso se faça necessário especi�carmos o espaço V, denotamos Fix(Σ) por FixV (Σ).

Observe que Fix(Σ) é sempre um subespaço linear de V , pois

Fix(Σ) =
⋂
σ∈Σ

ker(ρ(σ)− Idn)

e cada kernel é um subespaço de V . Além disso, os subespaços de ponto �xo mais simples

são Fix(1) e Fix(Γ), onde 1 é a identidade em Γ. Claramente, Fix(1) = V . Por outro

lado, Fix(Γ) é um subespaço de V no qual Γ age trivialmente.

Proposição 1.4.2. Sejam V e W dois espaços vetoriais de dimensão �nita Γ-isomorfos.

Então, FixV (Γ) e FixW (Γ) são Γ-isomorfos.
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Demonstração: Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações de Γ em V e em W , respecti-

vamente. Seja A : V → W um Γ-isomor�smo e considere

A|FixV (Γ) : FixV (Γ) −→ FixW (Γ). (1.30)

Mostremos que (1.30) é um Γ-isomor�smo. De fato, claramente A|FixV (Γ)
é linear,

injetora e Γ-equivariante. Ainda, dado w ∈ FixW (Γ) ⊆ W , existe um único v ∈ V tal que

A(v) = w. Então,

A(v) = w = η(γ)w = η(γ)A(v) = A(ρ(γ)v), ∀γ ∈ Γ.

Como A é injetora, ρ(γ)v = v, para todo γ ∈ Γ, isto é, v ∈ FixV (Γ). Logo, A|FixV (Γ)
é

sobrejetora, como queríamos. �

Mostramos agora que os subespaços de ponto �xo tem a propriedade de invariância

mencionada anteriormente.

Lema 1.4.3. Seja f : V → V uma aplicação Γ-equivariante e seja Σ ⊂ Γ um subgrupo.

Então, f(Fix(Σ)) ⊂ Fix(Σ).

Demonstração: Seja x ∈ Fix(Σ). Então, para todo σ ∈ Σ, temos

ρ(σ)f(x) = f(ρ(σ)x) = f(x),

ou seja, f(x) ∈ Fix(Σ), como desejado. �

Uma consequência imediata do Lema 1.4.3 é a existência de soluções triviais para apli-

cações Γ-equivariantes tais que Fix(Γ) = {0}. Mais precisamente, temos três propriedades

equivalentes:

Proposição 1.4.4. Seja Γ agindo linearmente em V . São equivalentes:

(a) Fix(Γ) = {0}.

(b) A única função linear Γ-invariante é a função nula.

(c) Toda aplicação Γ-equivariante g : V → V satisfaz g(0) = 0.

Demonstração: (a) ⇒ (b) Seja f : V → R uma função linear Γ-invariante. Pelo

Teorema da representação de Riez (ver [19]), existe v ∈ V tal que

f(x) = 〈v, x〉Γ, ∀x ∈ V,
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onde 〈, 〉Γ é um produto interno Γ-invariante em V . Como f é Γ-invariante, temos

f(ρ(γ)−1x) = f(x), para todo γ ∈ Γ e x ∈ V . Portanto,

〈v, x〉Γ = 〈v, ρ(γ)−1x〉Γ = 〈v, ρ(γ)tx〉Γ = 〈ρ(γ)v, x〉Γ, ∀ γ ∈ Γ, x ∈ V.

Assim, v = ρ(γ)v, para todo γ ∈ Γ, isto é, v ∈ Fix(Γ). Como Fix(Γ) = {0}, temos

v = 0. Daí, f(x) = 〈0, x〉Γ = 0, para todo x ∈ V.

(b) ⇒ (c) Seja g : V → V uma aplicação Γ-equivariante. Queremos mostrar que

g(0) = 0. De�na o funcional linear

L : V −→ R
x 7−→ 〈g(0), x〉Γ

.

A linearidade de L segue da linearidade do produto interno 〈, 〉Γ. Ainda, L é Γ-

invariante, pois

L(ρ(γ)x) = 〈g(0), ρ(γ)x〉Γ = 〈g(ρ(γ)0), ρ(γ)x〉 = 〈ρ(γ)g(0), ρ(γ)x〉Γ = 〈g(0), x〉Γ = L(x).

Por hipótese, L ≡ 0. Em particular, L(g(0)) = 0, o que implica g(0) = 0.

(c) ⇒ (a) Seja v ∈ Fix(Γ) e de�na g : V → V como a aplicação constante dada por

g(x) = v. Temos que g é Γ-equivariante, pois

g(ρ(γ)x) = v = ρ(γ)v = ρ(γ)g(x), ∀ γ ∈ Γ, x ∈ V.

Por hipótese, g(0) = 0. Logo, v = g(0) = 0 e, portanto, Fix(Γ) = {0}. �

Apresentamos agora uma fórmula para o cálculo da dimensão de Fix(Σ), que depende

somente do traço da matriz de representação ρ(σ) de σ ∈ Σ.

Teorema 1.4.5. (A fórmula do traço) Seja Σ um grupo de Lie compacto agindo em

V . Então

dimR Fix(Σ) =

∫
σ∈Σ

tr(ρ(σ)), (1.31)

onde
∫

Σ
denota a integral de Haar normalizada em Σ e tr denota o traço da matriz.

Demonstração: Para simpli�car notação, denotamos ρ(σ) simplesmente por σ. De-

�na A : V −→ V por

A(v) =

(∫
Σ

σ

)
(v).

Mais especi�camente, para v = (v1, ..., vn) ∈ V e σ = (σij) temos

A(v) =


∫

Σ
σ11 · · ·

∫
Σ
σ1n

...
. . .

...∫
Σ
σn1 · · ·

∫
Σ
σnn


 v1

...

vn

 .
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Das propriedades da integral de Haar segue que A é linear e Σ-invariante. Agora, note

que

A2 = A ◦ A = A ◦
(∫

σ∈Σ

σ

)
=

∫
γ∈Σ

γ

(∫
Σ

σ

)
=

∫
γ∈Σ

(∫
Σ

γσ

)
=

∫
γ∈Σ

∫
Σ

σ =

∫
γ∈Σ

A = A

∫
γ∈Σ

1 = A.

Deste modo, A é uma projeção linear. Então,

(a) V = kerA⊕ ImA;

(b) A|ImA
= Id.

De (a) e (b) segue que tr(A) = dimR ImA. Além disso,

tr(A) = tr


∫

Σ
σ11 · · ·

∫
Σ
σ1n

...
. . .

...∫
Σ
σn1 · · ·

∫
Σ
σnn

 =

∫
Σ

σ11 +

∫
Σ

σ22 + · · ·+
∫

Σ

σnn

=

∫
Σ

(σ11 + · · ·σnn) =

∫
Σ

tr(σ).

Obtemos, então, que dimR ImA =
∫

Σ
tr(σ). Resta mostrar que ImA = Fix(Σ). Se x ∈

ImA, então

x = A(x) = A(σx) = σx, ∀σ ∈ Σ,

uma vez que A e ImA são Σ-invariantes. Logo ImA ⊂ Fix(Σ). Seja agora x ∈ Fix(Σ).

Então, para todo σ ∈ Σ, temos

A(x) =

(∫
Σ

σ

)
x =

∫
Σ

x = x

∫
Σ

1 = x,

ou seja, x ∈ ImA. Portanto, ImA = Fix(Σ) e

dimR Fix(Σ) =

∫
Σ

tr(σ).

�

Observação 1.4.6. Quando Σ é �nito, temos

dimR Fix(Σ) =
1

|Σ|
∑
σ∈Σ

tr(ρ(σ)).



Capítulo 2

A Teoria Reversível-Equivariante

Como mencionado na Introdução, o estudo de sistemas dinâmicos com propriedades

simétricas é um importante ramo da teoria de sistemas não lineares. As equações que

descrevem os sistemas reversíveis-equivariantes têm simetrias e antissimetrias como um

resultado da geometria inerente ao sistema ou de outras restrições decorrentes do mo-

delo. Quando os efeitos destes elementos são levados em consideração, a formalização

do problema é simpli�cada e sua interpretação pode se tornar mais fácil, ou pelo menos

mais coerente. Consequentemente, a teoria de bifurcação neste contexto é muito rica,

combinando métodos de diversas áreas da matemática.

A linguagem do nosso estudo é bastante algébrica, baseada na teoria de representação

de grupos e na teoria invariante. O ponto de partida é reconhecer que a coleção Γ de

simetrias e antissimetrias de um sistema tem estrutura de grupo. Outro fato fundamental

em nosso estudo é a existência de um subgrupo normal de Γ de índice 2 formado somente

pelas simetrias de Γ e denotado por Γ+.

O propósito deste capítulo é adaptar os resultados obtidos no estudo de aplicações

puramente equivariantes sob a ação de um grupo de Lie compacto ao contexto reversível-

equivariante, isto é, quando introduzimos reversibilidades. Para isso usamos conceitos da

teoria invariante de grupos de Lie compactos e descrevemos um algoritmo para o cálculo de

um conjunto gerador para o módulo das aplicações polinomiais reversíveis-equivariantes

sobre o anel das funções polinomiais invariantes. Neste processo, Γ+ desempenha um

papel de fundamental importância.

No decorrer do capítulo assumimos Γ um grupo de Lie compacto agindo linearmente

em um espaço vetorial real V de dimensão �nita.

2.1 O contexto reversível-equivariante

Considere um homomor�smo de grupos

σ : Γ −→ Z2, (2.1)
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onde Z2 denota o grupo multiplicativo {−1, 1}. Claramente σ de�ne uma representação

1−dimensional de Γ em R associada a ação dada por

Γ× R −→ R
(γ, x) 7−→ σ(γ)x

.

Se σ não é o homomor�smo trivial, então Γ+ = kerσ é um subgrupo normal de Γ de índice

2 e seu complementar em Γ, denotado por Γ−, é não vazio. Motivados pela dinâmica

reversível-equivariante temos a seguinte de�nição:

De�nição 2.1.1. Um elemento γ ∈ Γ+ é chamado simetria de Γ e um elemento γ ∈ Γ−

é chamado antissimetria de Γ.

A par dessa de�nição é fácil mostrar que o produto de duas simetrias (duas anti-

ssimetrias) é uma simetria, o produto de uma simetria e de uma antissimetria é uma

antissimetria e o inverso de uma simetria (antissimetria) é uma simetria (antissimetria).

Tais propriedades implicam que o conjunto Γ− das antissimetrias não forma um grupo.

Entretanto, Γ− é uma classe lateral não trivial de Γ+. De fato, �xe δ ∈ Γ− arbitrário.

Obviamente δΓ+ ⊂ Γ−. Além disso, podemos escrever γ = δ(δ−1γ) ∈ δΓ+, ∀γ ∈ Γ−.

Portanto, �xando δ ∈ Γ−, temos a decomposição de Γ como a união disjunta

Γ = Γ+ ∪̇ Γ− = Γ+ ∪̇ δΓ+.

De�nimos agora os dois principais objetos de nosso estudo.

De�nição 2.1.2. Seja (ρ, V ) uma representação de Γ em V . Uma função polinomial

f : V → R é chamada de Γ-anti-invariante, ou simplesmente anti-invariante, se

f(ρ(γ)x) = σ(γ)f(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V. (2.2)

Uma aplicação polinomial g : V → V é chamada de Γ-reversível-equivariante, ou

simplesmente reversível-equivariante, se

g(ρ(γ)x) = σ(γ)ρ(γ)g(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V. (2.3)

Note que quando σ é o homomor�smo trivial, temos Γ = Γ+ e Γ− = ∅. Neste caso, f
em (2.2) é Γ-invariante e g em (2.3) é puramente Γ-equivariante.

Denotamos por QV (Γ) o espaço de todas as funções polinomiais anti-invariantes sob a

ação de Γ e por
−→
QV (Γ) o espaço de todas as aplicações polinomiais reversíveis-equivariantes

sob a ação de Γ. Ambos QV (Γ) e
−→
QV (Γ) têm estrutura de módulos sobre o anel de in-

variantes PV (Γ).
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Observação 2.1.3. Observe que o produto de um número par de funções em QV (Γ)

é Γ-invariante e o produto de um número ímpar de funções em QV (Γ) ainda é Γ-anti-

invariante.

Temos as seguintes caracterizações:

Lema 2.1.4. Sejam (ρ, V ) uma representação de Γ em V e Γ+ o subgrupo das simetrias

de Γ. Fixe δ ∈ Γ−. Então,

PV (Γ) = {f ∈ PV (Γ+) : f(ρ(δ)x) = f(x),∀x ∈ V };

QV (Γ) = {f ∈ PV (Γ+) : f(ρ(δ)x) = −f(x), ∀x ∈ V };
−→
P V (Γ) = {g ∈

−→
P V (Γ+) : g(ρ(δ)x) = ρ(δ)g(x), ∀x ∈ V };

−→
QV (Γ) = {g ∈

−→
P V (Γ+) : g(ρ(δ)x) = −ρ(δ)g(x),∀x ∈ V }.

Demonstração: Vamos mostrar somente a última igualdade. As demais igualdades

seguem de modo análogo.

A inclusão “ ⊆ ” segue direto da de�nição de
−→
QV (Γ). Seja agora g ∈

−→
P V (Γ+) com

g(ρ(δ)x) = −ρ(δ)g(x). Claramente, g(ρ(γ)x) = σ(γ)ρ(γ)g(x), para todo γ ∈ Γ+ e x ∈ V .
Como Γ− = δΓ+, dado γ ∈ Γ− existe γ̄ ∈ Γ+ tal que γ = δγ̄. Então,

g(ρ(γ)x) = g(ρ(δ)ρ(γ̄)x) = −ρ(δ)g(ρ(γ̄)x) = −ρ(δ)ρ(γ̄)g(x) = σ(γ)ρ(γ)g(x),

para todo γ ∈ Γ−. Portanto, g ∈
−→
QV (Γ), provando a igualdade. �

De�nição 2.1.5. Sejam (ρ, V ) uma representação de Γ em V e σ : Γ → Z2 um homo-

mor�smo como em (2.1). A representação σ−dual de ρ é a representação de Γ em V

de�nida por
ρσ : Γ −→ GL(V )

γ 7−→ σ(γ)ρ(γ)
. (2.4)

A ação correspondente é chamada de ação dual e é escrita como γx = ρσ(γ)x, para

todo γ ∈ Γ, x ∈ V . A dual da representação dual é a própria representação, isto é,

(ρσ)σ = ρ. Observe que se g ∈
−→
QV (Γ), então

g(ρ(γ)x) = ρσ(γ)g(x), ∀x ∈ V, γ ∈ Γ,

ou seja, podemos ver uma aplicação reversível-equivariante como uma aplicação equi-

variante de (ρ, V ) em (ρσ, V ). De modo análogo, uma função anti-invariante pode ser

vista como uma aplicação equivariante de (ρ, V ) em (σ,R). Pelo Teorema 1.2.11, temos

garantida a existência de um conjunto �nito de geradores para os módulosQV (Γ) e
−→
QV (Γ)

sobre o anel PV (Γ).
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De�nição 2.1.6. Seja (ρ, V ) uma representação de Γ em V. Dizemos que ρ ou o es-

paço vetorial V é auto-dual se (ρ, V ) é Γ-isomorfa a (ρσ, V ). Isto é dizer que existe um

isomor�smo Γ-equivariante L : (ρ, V )→ (ρσ, V ) ou, equivalentemente, que existe um iso-

mor�smo Γ-reversível-equivariante L : (ρ, V ) → (ρ, V ). Se não existe tal isomor�smo L,

dizemos que V é não auto-dual.

2.2 Fórmulas de caracter

O caracter de uma representação é uma função que associa a cada elemento do grupo

um elemento do corpo do espaço de representação. A teoria de caracter é uma ferramenta

de grande importância dentro da teoria invariante e que sustenta importantes propriedades

do grupo. Ela nos fornece meios para calcular, �xado o grau, o número de funções

polinomiais homogêneas invariantes e de aplicações polinomiais homogêneas equivariantes

sob a ação de um grupo. O uso das fórmulas de caracter apresenta vantagens em relação

ao uso de matrizes de representações. Por exemplo, representações isomorfas possuem

o mesmo caracter e os caracteres de representações irredutíveis de vários grupos �nitos

aparecem catalogados na literatura. Além disso o cálculo com caracteres é padrão em

alguns pacotes de álgebra computacionais como o GAP [13] e o Singular [25] .

Nesta seção, apresentamos resultados acerca da teoria de caracter, incluindo as séries

de Hilbert-Poincaré para o anel PV (Γ) e o módulo
−→
P V,W (Γ). Estas são funções geradoras

para a dimensão do espaço dos polinômios homogêneos invariantes e equivariantes, respec-

tivamente. Também apresentamos as fórmulas de caracter para o cálculo da dimensão

do espaço das funções homogêneas invariantes e das aplicações homogêneas equivariantes

de cada grau �xo. Além disso, estabelecemos sua extensão aos casos anti-invariante e

reversível-equivariante. A teoria apresentada aqui se encontra em [8, 15, 24, 27]. Em

particular para grupos de Lie compactos veja [8].

2.2.1 Teoria de caracter

De�nição 2.2.1. O caracter χ
V

de uma representação (ρ, V ) é a função χ
V

: Γ → R
dada por

χ
V

(γ) = tr(ρ(γ)),

onde tr(ρ(γ)) é o traço da matriz ρ(γ) ∈ GL(V ).

O caracter é uma função constante nas classes de conjugação, isto é, se γ ∈ Γ, então

χ
V

(δγδ−1) = tr(ρ(δγδ−1)) = tr(ρ(δ)ρ(γ)ρ(δ)−1) = tr(ρ(γ)) = χ
V

(γ), ∀ δ ∈ Γ.
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Se Γ age ortogonalmente em V , então

χ
V

(γ−1) = tr(ρ(γ)−1) = tr(ρ(γ)t) = tr(ρ(γ)) = χ
V

(γ), ∀ γ ∈ Γ.

Lema 2.2.2. Representações isomorfas têm o mesmo caracter.

Demonstração: Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações Γ-isomorfas segundo o Γ-

isomor�smo A : V → W . Então,

A(ρ(γ)x) = η(γ)A(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V,

ou seja, ρ(γ) = A−1η(γ)A. Daí,

χ
V

(γ) = tr(ρ(γ)) = tr(A−1η(γ)A) = tr(η(γ)) = χ
W

(γ),

para todo γ ∈ Γ, como desejado. �

De�nição 2.2.3. Sejam V e W espaços vetoriais. O produto tensorial de V e W é o

espaço vetorial V ⊗W juntamente com a aplicação bilinear

τ : V ×W −→ V ⊗W
(x, y) 7−→ x⊗ y

com a propriedade de que, dado um espaço vetorial U e uma aplicação bilinear β : V ×
W → U , existe uma única aplicação bilinear τ ∗ : V ⊗W → U tal que τ ∗ ◦ τ = β. Ou

seja, o diagrama

V ×W
β

��

τ // V ⊗W

τ∗
xxr r r r r r

U

comuta.

De um modo mais geral, o produto tensorial entre n espaços vetoriais V1, ..., Vn é o

espaço vetorial V1 ⊗ ...⊗ Vn juntamente com a aplicação n-multilinear

τ : V1 × ....× Vn −→ V1 ⊗ ....⊗ Vn,

tal que qualquer outra aplicação n-multilinear B : V1× ...×Vn → U pode ser escrita como

B = B∗ ◦ τ , para uma única aplicação n−multilinear B∗ : V1 ⊕ ... ⊕ Vn → U . Quando

V1 = ... = Vn = V , dizemos que V ⊗ ...⊗ V︸ ︷︷ ︸
n vezes

é o produto n-tensorial de V e denotamos

V ⊗ ...⊗ V por V ⊗n.

De�nição 2.2.4. Dadas duas representações (ρ, V ) e (η,W ) de Γ em V em W , respec-

tivamente, de�nimos a representação ξ : Γ −→ GL(V ⊗W ) de Γ em V ⊗W por

ξ(γ)(x⊗ y) = ρ(γ)x⊗ η(γ)y. (2.5)

De�nimos a representação π : Γ −→ GL(V ⊕W ) de Γ em V ⊕W por

π(γ)(x⊕ y) = ρ(γ)⊕ η(γ)y. (2.6)
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A representação (2.5) de�ne, de forma natural, uma ação de Γ em V ⊗n dada por

ξ(γ)(x1, ..., xn) = ρ(γ)x1 ⊗ ...⊗ ρ(γ)xn, ∀ xi ∈ V, i = 1, ..., n. (2.7)

Considere agora o grupo simétrico Sn formado por todas as permutações de n elemen-

tos. De�nimos a ação de Sn em V ⊗n por

Sn × V ⊗n −→ V ⊗n

(α, x1 ⊗ ....⊗ xn) 7−→ xα−1(1) ⊗ ....⊗ xα−1(n)

.

Isto é, Sn age em V ⊗n permutando as coordenadas de seus elementos. O subespaço

vetorial

SnV = {x ∈ V ⊗n : αx = x, ∀ α ∈ Sn} (2.8)

é chamado de n-ésima potência tensorial simétrica. A ação de Γ em SnV é a ação de

Γ em V ⊗n dada em (2.7), restrita aos elementos de SnV . Assim SnV é um subespaço

Γ-invariante. Note ainda que SnV = FixV ⊗n(Sn).

Considere agora V ∗ = Hom(V,R) o espaço dos funcionais lineares de V em R. Então
existe uma representação natural ρ∗ : Γ→ GL(V ∗) de Γ em V ∗ de�nida por

ρ∗(γ)(f)(v) = f(ρ(γ−1)v), ∀γ ∈ Γ, f ∈ V ∗, v ∈ V.

Proposição 2.2.5. Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações de Γ em V e em W , respecti-

vamente. Então,

(i) χ
V⊕W

= χ
V

+ χ
W
;

(ii) χ
V⊗W

= χ
V
.χ

W
;

(iii) χ
V ∗

(γ) = χ
V

(γ−1), ∀γ ∈ Γ.

Demonstração: Ver Bröcker e Dieck [8, II, Proposition 4.10]. �

2.2.2 Séries de Hilbert-Poincaré e fórmulas de Molien

Em alguns casos, podemos obter informações sobre os geradores das funções invariantes

ou das aplicações reversíveis-equivariantes sem ter que efetivamente calculá-los. Nesta

direção, uma das principais ferramentas é a série de Hilbert-Poincaré, também conhecida

como função geradora de Molien. Apresentamos nesta subseção as séries de Hilbert-

Poincaré do anel PV (Γ) e dos módulos QV (Γ),
−→
P V (Γ),

−→
QV (Γ).

Sejam x1, ..., xn coordenadas no espaço vetorial V sobre o corpo R. O anel PV =

R[x1, ..., xn] é uma R−álgebra graduada, ou seja,

PV =
∞⊕
d=0

PdV ,
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onde PdV é o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau d. Como a ação de Γ

em V é linear, se f ∈ PdV então γf ∈ PdV , onde (γf)(x) = f(ρ(γ)x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V .

Portanto, PV (Γ) é também uma R−álgebra graduada, isto é,

PV (Γ) =
∞⊕
d=0

PdV (Γ),

onde PdV (Γ) = PV (Γ)∩PdV . Do mesmo modo, QV (Γ) é um módulo graduado sobre PV (Γ),

ou seja,

QV (Γ) =
∞⊕
d=0

QdV (Γ),

onde QdV (Γ) = QV (Γ) ∩ PdV .

Denotamos agora por
−→
P V o espaço vetorial das aplicações polinomiais em V nas

indeterminadas x1, ..., xn. O espaço
−→
P V tem uma estrutura de módulo graduado sobre

PV , isto é,
−→
P V =

∞⊕
d=0

−→
P d
V ,

onde
−→
P d
V é o espaço vetorial das aplicações polinomiais homogêneas em V de grau d.

Novamente, pela linearidade da ação de Γ em V segue que os espaços
−→
P V (Γ) e

−→
QV (Γ)

são módulos graduados sobre PV (Γ), ou seja

−→
P V (Γ) =

∞⊕
d=0

−→
P d
V (Γ) e

−→
QV (Γ) =

∞⊕
d=0

−→
Qd
V (Γ),

onde
−→
P d
V (Γ) =

−→
P V (Γ) ∩

−→
P d
V e
−→
Qd
V (Γ) =

−→
QV (Γ) ∩

−→
P d
V .

A Série de Hilbert-Poincaré para o anel PV (Γ) é uma função geradora para a dimensão

do espaço vetorial dos polinômios invariantes de cada grau e é de�nida pela série formal

ΦΓ
V (t) =

∞∑
d=0

dimPdV (Γ)td.

O seguinte teorema nos fornece uma forma integral para a série de Hilbert-Poincaré

de PV (Γ), como segue:

Teorema 2.2.6. (Molien) Seja (ρ, V ) uma representação de Γ em V. Então, a série de

Hilbert-Poincaré de PV (Γ) é dada por

ΦΓ
V (t) =

∫
Γ

1

det(Id− tρ(γ))
,

onde Id denota a matriz identidade em GL(V ).
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Demonstração: Veja Sturmfels [27] para o caso em que Γ é �nito e Sattinger [24]

para a extensão ao caso compacto. �

De modo análogo, de�nimos as séries de Hilbert-Poincaré para
−→
P V (Γ), QV (Γ) e

−→
QV (Γ)

como as funções geradoras dadas por

ΨΓ
V (t) =

∞∑
d=0

dim
−→
P d
V (Γ)td, Φ̃Γ

V (t) =
∞∑
d=0

dimQdV (Γ)td e Ψ̃Γ
V (t) =

∞∑
d=0

dim
−→
Qd
V (Γ)td,

respectivamente.

A generalização do Teorema de Molien para o caso equivariante nos dá formas integrais

para as séries de Hilbert-Poincaré dos módulos
−→
P V (Γ),QV (Γ) e

−→
QV (Γ). Vejamos:

Teorema 2.2.7. (Molien Equivariante) Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações de Γ em

V e em W , respectivamente. Então, a série de Hilbert-Poincaré de
−→
P V,W (Γ) é dada por

ΨΓ
V,W (t) =

∫
Γ

χ
W

(γ−1)

det(Id− tρ(γ))
, (2.9)

onde χ
W

é o caracter de (η,W ) e Id é a matriz identidade em GL(V ).

Demonstração: Veja [28] para o caso �nito e [24] para o caso compacto. �

Em particular, se (ρ, V ) = (η,W ) então

ΨΓ
V (t) =

∫
Γ

χ
V

(γ−1)

det(Id− tρ(γ))

é a série de Hilbert-Poincaré de
−→
P V (Γ), onde χ

V
é o caracter de (ρ, V ). Também podemos

aplicar o Teorema de Molien Equivariante a �m de obtermos fórmulas para as séries de

Hilbert-Poincaré de QV (Γ) e de
−→
QV (Γ). Lembramos que toda função anti-invariante é Γ-

equivariante para (η,W ) = (σ,R) e toda aplicação reversível-equivariante é Γ-equivariante

para (η,W ) = (ρσ, V ), onde σ é dado em (2.1). Portanto, de (2.9) temos

Φ̃Γ
V (t) =

∫
Γ

tr(σ(γ−1))

det(Id− tρ(γ))
=

∫
Γ

σ(γ)

det(Id− tρ(γ))

e

Ψ̃Γ
V (t) =

∫
Γ

tr(σ(γ−1)ρ(γ−1))

det(Id− tρ(γ))
=

∫
Γ

σ(γ)χ
V

(γ−1)

det(Id− tρ(γ))
,

onde χ
V
é o caracter correspondente a (ρ, V ). Para uma representação ortogonal de Γ,

temos ainda que γ−1 = γt e assim χ
V

(γ−1) = χ
V

(γ), para todo γ ∈ Γ.

Concluímos esta subseção com três exemplos. Mas antes precisamos de um resultado

preliminar: tomando-se Σ = Γ+ no Teorema 1.1.9 e lembrando que Γ+ tem índice 2 em
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Γ, isto é, Γ/Γ+ ' Z2, segue que∫
Γ

f(γ)dγ =
1

2

∑
γΓ+

f(γ)dγ =
1

2

(∫
Γ+

f(γ)dγ +

∫
Γ+

f(δγ)dγ

)
, (2.10)

para δ ∈ Γ− �xado e para qualquer função contínua f : Γ→ R.

Exemplo 2.2.8. (1) Considere Γ = Z2 = {±1} agindo no plano como −1(x, y) =

(−x,−y) e tome δ = −1 como antissimetria. Usamos aqui o item 1. do Exemplo

1.1.7 para obter as séries de Hilbert-Poincaré de PV (Γ),
−→
P V (Γ),QV (Γ) e

−→
QV (Γ),

respectivamente:

ΦZ2

R2(t) =

∫
Γ

1

det(Id− tρ(γ))
=

1

2

(
1

(1− t)2
+

1

(1 + t)2

)
= 1 + 3t2 + 5t4 + 7t6 + 9t8 + ..., |t| < 1;

ΨZ2

R2 =

∫
Γ

χ
V

(γ)

det(Id− tρ(γ))
=

1

2

(
2

(1− t)2
+

−2

(1 + t)2

)
= 4t+ 8t3 + 12t5 + 16t7 + 20t9 + ..., |t| < 1;

Φ̃Z2

R2 =

∫
Γ

σ(γ)

det(Id− tρ(γ))
=

1

2

(
1

(1− t)2
− 1

(1 + t)2

)
= 2t+ 4t3 + 6t5 + 8t7 + 10t9 + ..., |t| < 1,

e

Ψ̃Z2

R2 =

∫
Γ

σ(γ)χ
V

(γ)

det(Id− tρ(γ))
=

1

2

(
2

(1− t)2
+

2

(1 + t)2

)
= 2 + 6t2 + 10t4 + 14t6 + 18t8 + ..., |t| < 1.

Podemos concluir, por exemplo, que os Z2-invariantes e os Z2-reversíveis-equivarian-

tes possuem apenas geradores de grau par, enquanto que os Z2-anti-invariantes e os

Z2-equivariantes possuem apenas geradores de grau ímpar. Além disso, no caso dos

reversíveis equivariantes temos

dimR
−→
Q0

R2(Z2) = 2, dimR
−→
Q2

R2(Z2) = 6 e dimR
−→
Q4

R2(Z2) = 10.

(2) Considere Γ = SO(2) agindo em R2 pela multiplicação de matriz por vetor. Observe

que os únicos subgrupos não triviais de SO(2) são os cíclicos Zn, com n ≥ 2. No

entanto, Zn não tem índice 2 em SO(2). Em outras palavras, não podemos de�nir

um homomor�smo sobrejetor σ : Γ→ Z2 como em (2.1). Neste exemplo, portanto,

SO(2) não possui antissimetrias e descrevemos somente as séries de Hilbert-Poincaré

para PV (Γ) e para
−→
P V (Γ).
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A integral de Haar sobre SO(2) é dada no item 2. do Exemplo 1.1.7 por∫
SO(2)

f =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(θ)dθ,

onde f̃ : (0, 2π) → R é uma função 2π−periódica tal que f̃(θ) = f(Rθ). Assim, a

série de Hilbert-Poincaré para PV (Γ) é dada por

Φ
SO(2)

R4 (t) =

∫
Γ

1

det(Id− tρ(γ))
=

1

2π

∫ 2π

0

1

1− 2t cos θ + t2
dθ.

Para calcular essa integral utilizamos técnicas de análise harmônica. Em [9, X,

Proposition 2.3], Conway mostra que

1

2π

∫ π

−π

1− t2

1− 2t cos θ + t2
dθ = 1, 0 < t < 1.

Uma vez que a função f̃ é 2π−periódica, temos∫ 2π

0

f̃(θ)dθ =

∫ π

−π
f̃(θ)dθ.

Daí,

Φ
SO(2)

R2 (t) =
1

2π

∫ π

−π

1

1− 2t cos θ + t2
dθ =

1

2π

∫ π

−π

1− t2

1− 2t cos θ + t2
1

1− t2
dθ

=
1

1− t2

(
1

2π

∫ π

−π

1− t2

1− 2t cos θ + t2
dθ

)
=

1

1− t2

= 1 + t2 + t4 + t6 + t8 + ...., 0 < t < 1.

A série de Hilbert-Poincaré para
−→
P V (Γ) é dada por

Ψ
SO(2)

R2 (t) =

∫
Γ

χ
V

(γ)

det(Id− tρ(γ))
=

1

2π

∫ 2π

0

2cosθ

1− 2t cos θ + t2
dθ

=
1

2π

∫ π

−π

2cosθ

1− 2t cos θ + t2
dθ =

1

2π

∫ π

−π

(
−1

t
+

1 + t2

t(1− 2t cos θ + t2)

)
dθ

=
1

2π

∫ π

−π

−1

t
dθ +

1

2π

∫ π

−π

1

t

1 + t2

1− 2t cos θ + t2
dθ

=
−1

t
+

1 + t2

t(1− t2)

(
1

2π

∫ π

−π

1− t2

1− 2t cos θ + t2
dθ

)
=
−1

t
+

1 + t2

t(1− t2)
=

2t

1− t2
=

= 2t+ 2t3 + 2t5 + 2t7 + 2t9 + ..., 0 < t < 1.

Neste exemplo, dimR
−→
P d

R2(SO2) = 2, para todo d ≥ 1 ímpar.
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(3) Considere agora Γ = O(2), gerado por SO(2) e pela re�exão κ dada em (1.3), agindo

em R2 pela multiplicação de matriz por vetor. Tome δ = κ como antissimetria de

modo que Γ+ = SO(2). Por (2.10) segue que∫
O(2)

f(γ)dγ =
1

2

(
1

2π

∫ 2π

0

f(Rθ)dθ +
1

2π

∫ 2π

0

f(κRθ)dθ

)
.

Usando as mesmas técnicas do exemplo anterior, obtemos as séries de Hilbert-

Poincaré de PV (Γ),
−→
P V (Γ),QV (Γ) e

−→
QV (Γ), respectivamente:

Φ
O(2)

R2 (t) =

∫
O(2)

1

det(Id− tρ(γ))

=
1

2

(
1

2π

∫ 2π

0

1

1− 2t cos θ + t2
dθ +

1

2π

∫ 2π

0

1

1− t2
dθ

)
=

1

2

(
1

1− t2
+

1

1− t2

)
=

1

1− t2
= 1 + t2 + t4 + t6 + t8 + ... ,

Ψ
O(2)

R2 (t) =

∫
O(2)

χ
V

(γ)

det(Id− tρ(γ))
=

1

2

(
1

2π

∫ 2π

0

2 cos θ

1− 2t cos θ + t2
dθ + 0

)
=

t

1− t2
= t+ t3 + t5 + t7 + t9 + ... ,

Φ̃
O(2)

R2 (t) =

∫
O(2)

σ(γ)

det(Id− tρ(γ))

=
1

2

(
1

2π

∫ 2π

0

1

1− 2t cos θ + t2
dθ +

1

2π

∫ 2π

0

−1

1− t2
dθ

)
=

1

2

(
1

1− t2
− 1

1− t2

)
= 0

e

Ψ̃
O(2)

R2 (t) =

∫
O(2)

σ(γ)χ
V

(γ)

det(Id− tρ(γ))
=

1

2

(
1

2π

∫ 2π

0

2 cos θ

1− 2t cos θ + t2
dθ + 0

)
=

t

1− t2
= t+ t3 + t5 + t7 + t9 + ....

Observamos que Φ̃
O(2)

R2 (t) = 0 implica que não existem funçõesO(2)−anti-invariantes.
Além disso,

dimR
−→
P d

R2(O(2)) = dimR
−→
Qd

R2(O(2)),

para todo d ∈ N.
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2.2.3 Fórmulas de caracter

Começamos esta subseção com um importante teorema em teoria invariante, devido

a Sattinger, que usa teoria de caracter para obter a dimensão de PdV (Γ) e
−→
P d
V (Γ), para

cada d. Nosso principal objetivo nesta subseção é generalizar tal resultado ao contexto

reversível-equivariante.

Teorema 2.2.9. (Sattinger) Se Γ age ortogonalmente em um espaço vetorial real V de

dimensão �nita com caracter correspondente χ
V
, então

dimPdV (Γ) =

∫
Γ

χ
(d)

(γ) (2.11)

e

dim
−→
P d
V (Γ) =

∫
Γ

χ
(d)

(γ)χ
V

(γ), (2.12)

onde χ
(d)

(γ) é o caracter da representação induzida de Γ em Sd(V ).

Demonstração: Veja Sattinger [24, Theorem 5.10]. �

Seja Sn o grupo simétrico das permutações de ordem n.

De�nição 2.2.10. Uma aplicação n−multilinear β : V × ...× V︸ ︷︷ ︸
n vezes

→ W é simétrica se

β ◦ π = β, ∀π ∈ Sn.

Ou seja, β(xπ−1(1), ..., xπ−1(n)) = β(x1, ..., xn), para todo xi ∈ V e π ∈ Sn.

Denotamos por LdS(V,W ) o espaço de todas as aplicações d−multilineares simétricas

de V × ...× V︸ ︷︷ ︸
d vezes

em W . Quando W = R, denotamos LdS(V,W ) simplesmente por LdS(V ).

De�nição 2.2.11. Uma função polinomial f : V → R é homogênea de grau d se existe

uma função d−multilinear simétrica f̂ ∈ LdS(V ) tal que

f(x) = f̂(x, ..., x), ∀x ∈ V.

De modo análogo, uma aplicação polinomial g : V → W é homogênea de grau d se existe

uma aplicação d−multilinear simétrica ĝ ∈ LdS(V,W ) tal que g(x) = ĝ(x, ..., x), para todo

x ∈ V .

Segue da De�nição 2.2.11 que a aplicação

LdS(V,W ) −→
−→
P d
V,W

ĝ 7−→ g
(2.13)
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é um isomor�smo. Em [18, p. 621], Goodman prova o isomor�smo canônico

Hom(SdV,W ) −→ LdS(V,W ), (2.14)

para V eW espaços vetoriais reais de dimensão �nita, onde Hom(SdV,W ) denota o espaço

vetorial dos homomor�smos de SdV em W. Além disso, a aplicação

ϑ : V ∗ ⊗W → Hom(V,W ), (2.15)

que leva v∗ ⊗ w no homomor�smo u 7→ v∗(u)w, é um isomor�smo.

Os isomor�smos de�nidos em (2.13), (2.14) e (2.15) são Γ-equivariantes e combinados

nos dão
−→
P d
V,W
∼= LdS(V,W ) ∼= Hom(SdV,W ) ∼= (SdV )∗ ⊗W. (2.16)

De�na agora a ação de Γ em
−→
P V,W por

(γg)(x) = η(γ)g(ρ(γ−1)x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V, g ∈
−→
P V,W .

Então,

Fix−→P dV,W
(Γ) = {g ∈

−→
P d
V,W : γg = g, ∀γ ∈ Γ}

= {g ∈
−→
P d
V,W : η(γ)g(ρ(γ−1)x) = g(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V }

= {g ∈
−→
P d
V,W : g(ρ(γ−1)x) = η(γ−1)g(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V }

=
−→
P d
V,W (Γ).

Ou seja,

Fix−→P dV,W
(Γ) =

−→
P d
V,W (Γ). (2.17)

Pela Proposição 1.4.2, juntamente com (2.16) e (2.17), obtemos o isomor�smo

−→
P d
V,W (Γ) ∼= Fix(SdV )∗⊗W (Γ). (2.18)

Estamos prontos agora para demonstrar o seguinte teorema, que nos fornece uma

fórmula para a dimensão de
−→
P d
V,W (Γ).

Teorema 2.2.12. Sejam (ρ, V ) e (η,W ) representações de Γ em V e em W , respectiva-

mente. Seja χ
W

o caracter correspondente à representação η. Então,

dim
−→
P d
V,W (Γ) =

∫
Γ

χ
(d)

(γ−1)χ
W

(γ),

onde χ
(d)

é o caracter induzido da representação de Γ em SdV .
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Demonstração: De (2.18) e utilizando a fórmula do traço dada em (1.31) temos que

dim
−→
P d
V,W (Γ) =

∫
γ∈Γ

χ
(SdV )∗⊗W

(γ) =

∫
γ∈Γ

χ
(SdV )∗

(γ)χ
W

(γ)

=

∫
γ∈Γ

χ
SdV

(γ−1)χ
W

(γ) =

∫
γ∈Γ

χ
(d)

(γ−1)χ
W

(γ),

a segunda e terceira igualdades seguindo da Proposição 2.2.5. �

Note que o Teorema 2.2.9 é um caso particular do Teorema 2.2.12. Para isto, considere

W = R sob a representação trivial de Γ para obter (2.11) e (η,W ) = (ρ, V ) para obter

(2.12).

Corolário 2.2.13. Seja (ρ, V ) uma representação ortogonal de Γ em V . Então,

dimQdV (Γ) =

∫
γ∈Γ

σ(γ)χ
(d)

(γ) (2.19)

e

dim
−→
Qd
V (Γ) =

∫
γ∈Γ

σ(γ)χ
(d)

(γ)χ
V

(γ), (2.20)

onde χ
(d)

é o caracter induzido da representação de Γ em SdV e σ é um homomor�smo

sobrejetor como em (2.1).

Demonstração: Segue diretamente do Teorema 2.2.12 tomando (η,W ) = (σ,R) para

obter (2.19) e (η,W ) = (ρσ, V ) para obter (2.20). �

Observação 2.2.14. Para a aplicação das fórmulas de caracter dadas no Teorema 2.2.9

e no Corolário 2.2.13 faz-se necessário o cálculo do caracter χ
(d)

correspondente a ação de

Γ em SdV . Existe uma fórmula recursiva, cuja prova é dada em [2, Section 4], que facilita

os cálculos. Temos,

dχ
(d)

(γ) =
d−1∑
i=0

χ
V

(γd−i)χ
(i)

(γ), (2.21)

com χ
(0)

(γ) = 1, para todo γ ∈ Γ.

Para cada d ∈ N existe uma forte relação entre as dimensões de PdV (Γ) e QdV (Γ) e

entre as dimensões de
−→
P d
V,W (Γ) e

−→
Qd
V (Γ). Isto é o que nos mostra a Proposição 2.2.15.

Proposição 2.2.15. Seja Γ+ o subgrupo das simetrias de Γ. Sejam PdV (Γ) e QdV (Γ) os

espaços vetoriais das funções polinomiais homogêneas Γ-invariantes e Γ-anti-invariantes

de grau d, respectivamente. Sejam
−→
P d
V (Γ) e

−→
Qd
V (Γ) os espaços vetoriais das aplicações
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polinomiais homogêneas Γ-equivariantes e Γ-reversíveis-equivariantes de grau d, respecti-

vamente. Então

dimPdV (Γ) + dimQdV (Γ) = dimPdV (Γ+)

e

dim
−→
P d
V (Γ) + dim

−→
Qd
V (Γ) = dim

−→
P d
V (Γ+).

Demonstração: Segue diretamente das fórmulas apresentadas no Teorema 2.2.9 e

no Corolário 2.2.13. De fato, �xe δ ∈ Γ− qualquer. Da igualdade (2.10), temos

dimPdV (Γ) =
1

2

(∫
Γ+

χ
(d)

(γ) +

∫
Γ+

χ
(d)

(δγ)

)
; (2.22)

dimQdV (Γ) =
1

2

(∫
Γ+

χ
(d)

(γ)−
∫

Γ+

χ
(d)

(δγ)

)
; (2.23)

dim
−→
P d
V (Γ) =

1

2

(∫
Γ+

χ
(d)

(γ)χ
V

(γ) +

∫
Γ+

χ
(d)

(δγ)χ
V

(δγ)

)
; (2.24)

dim
−→
Qd
V (Γ) =

1

2

(∫
Γ+

χ
(d)

(γ)χ
V

(γ)−
∫

Γ+

χ
(d)

(δγ)χ
V

(δγ)

)
. (2.25)

Daí,

dimPdV (Γ) + dimQdV (Γ) =

∫
Γ+

χ
(d)

(γ) = dimPdV (Γ+)

e

dim
−→
P d
V (Γ) + dim

−→
Qd
V (Γ) =

∫
Γ+

χ
(d)

(γ)χ
V

(γ) = dim
−→
P d
V (Γ+),

como desejado. �

Apresentamos agora resultados que estabelecem condições necessárias para que o es-

paço V seja não auto-dual. Em particular, a Proposição 2.2.17 leva em consideração a

paridade dos coe�cientes da série de Hilbert-Poincaré de
−→
P V (Γ+).

Proposição 2.2.16. Seja (ρ, V ) uma representação auto-dual de Γ. Então, toda antis-

simetria de Γ tem traço nulo.

Demonstração: Seja σ : Γ→ Z2 um homomor�smo sobrejetor como em (2.1). Como

V é auto-dual, existe um isomor�smo Γ-equivariante entre (ρ, V ) e (ρσ, V ). Pelo Lema

2.2.2,

tr(ρ(γ)) = tr(ρσ(γ)), ∀γ ∈ Γ.

Logo, tr(ρ(γ)) = σ(γ)tr(ρ(γ)), ∀γ ∈ Γ. Se γ ∈ Γ−, então tr(ρ(γ)) = −tr(ρ(γ)), ou

seja, tr(ρ(γ)) = 0, como queríamos. �
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Proposição 2.2.17. Sejam (ρ, V ) uma representação auto-dual de Γ em V e Γ+ o sub-

grupo das simetrias de Γ. Então as séries de Hilbert-Poincaré de
−→
P V (Γ) e de

−→
QV (Γ) são

iguais. Além disso, todo coe�ciente da série de Hilbert-Poincaré de
−→
P V (Γ+) é par.

Demonstração: Da proposição anterior, χ
V

(γ) = 0, para todo γ ∈ Γ−. De (2.24) e

de (2.25) temos

dim
−→
Qd
V (Γ) =

1

2

∫
Γ+

χ
(d)

(γ)χ
V

(γ) = dim
−→
P d
V (Γ),

para todo d ∈ N. Logo, ΨV
Γ (t) =

∞∑
d=0

dim
−→
P d
V (Γ)td =

∞∑
d=0

dim
−→
Qd
V (Γ)td = Ψ̃V

Γ (t). Da

Proposição 2.2.15 temos também que

dim
−→
P d
V (Γ+) = 2 dim

−→
P d
V (Γ),

que é par para todo d ∈ N. �

Observação 2.2.18. Usando a fórmula recursiva dada em (2.21) é possível mostrar que

se V é auto-dual e γ ∈ Γ−, então χ
(d)

(γ) = 0, para todo d ∈ N ímpar. Neste caso, de

(2.22) e (2.23) concluímos que dimPdV (Γ) = dimQdV (Γ), para todo d ∈ N ímpar.

Exemplo 2.2.19. Considere o item (3) do Exemplo 2.2.8. Como a série de Hilbert-

Poincaré de QR2(O(2)) é identicamente nula, segue que dimQdR2(O(2)) = 0, para todo

d ∈ N. Pela Proposição 2.2.15,

dimPdR2(O(2)) = dimPdR2(SO(2)),

para todo d ∈ N, donde Φ
O(2)

R2 (t) = Φ
SO(2)

R2 (t). Isto também pode ser observado comparando

os itens (2) e (3) do Exemplo 2.2.8. Ainda, as séries de Hilbert-Poincaré de
−→
P R2(O(2)) e de

−→
QR2(O(2)) são iguais, o que também está de acordo com a Proposição 2.2.17, uma vez que

a representação de O(2) em R2 é auto-dual (para veri�car a última a�rmação, considere o

isomor�smo Γ-reversível-equivariante A : R2 → R2 dado por A(x, y) = (−y, x)). Portanto,

pela Proposição 2.2.17, a série de Hilbert-Poincaré de
−→
P R2(SO(2)) é igual a

2Ψ
O(2)

R2 (t) =
2t

1− t2
,

o que também está de acordo com o item (2) do Exemplo 2.2.8.

2.3 Operadores de Reynolds

Nesta seção, introduzimos os chamados operadores de Reynolds, outra importante

ferramenta dentro da teoria invariante polinomial. Tais operadores são projeções que

usamos na construção dos geradores para os módulos QV (Γ) e
−→
QV (Γ). Para isso, obtemos
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primeiramente uma relação entre os anéis das funções polinomiais invariantes sob as ações

de Γ e de Γ+. De maneira análoga, relacionamos também os módulos das aplicações

polinomiais equivariantes sob Γ e Γ+. Para mais detalhes sobre operadores de Reynolds

veja [26].

Sejam Σ ⊂ Γ um subgrupo fechado e (ρ, V ) uma representação de Γ. Para simpli�car

notação, denotamos ρ(γ)x simplesmente por γx, para todo γ ∈ Γ e x ∈ V .

Os operadores de Reynolds relativos sobre PV (Σ) e sobre
−→
P V (Σ), denotados respec-

tivamente por RΓ
Σ : PV (Σ)→ PV (Σ) e

−→
RΓ

Σ :
−→
P V (Σ)→

−→
P V (Σ), são dados por

RΓ
Σ(f)(x) =

∫
Γ/Σ

f(γx) e
−→
RΓ

Σ(g)(x) =

∫
Γ/Σ

γ−1g(γx).

Quando Σ é de índice �nito n em Γ, isto é, Γ/Σ é de ordem n, temos

RΓ
Σ(f)(x) =

1

n

∑
γΣ

f(γx) e
−→
RΓ

Σ(g)(x) =
1

n

∑
γΣ

γ−1g(γx), (2.26)

para todo f ∈ PV (Σ) e g ∈
−→
P V (Σ).

Considere Σ = Γ+ o subgrupo das simetrias de Γ. Como Γ = Γ+ ∪̇ δΓ+, para qualquer

δ ∈ Γ− �xado, podemos reescrever (2.26) como

RΓ
Γ+

(f)(x) =
1

2
(f(x) + f(δx)) e

−→
RΓ

Σ(g)(x) =
1

2
(g(x) + δ−1g(δx)). (2.27)

Fixe um epimor�smo σ : Γ → Z2 como em (2.1). De�nimos agora os σ−operadores
de Reynolds SΓ

Γ+
: PV (Γ+)→ PV (Γ+) e

−→
S Γ

Γ+
:
−→
P V (Γ+)→

−→
P V (Γ+) por

SΓ
Γ+

(f)(x) =

∫
Γ/Γ+

σ(γ)f(γx) e
−→
S Γ

Γ+
(g)(x) =

∫
Γ/Γ+

σ(γ)γ−1g(γx),

respectivamente, que podem ser reescritos como

SΓ
Γ+

(f)(x) =
1

2

∑
δΓ+

σ(γ)f(γx) =
1

2
(f(x)− f(δx)) (2.28)

e
−→
S Γ

Γ+
(g)(x) =

1

2

∑
δΓ+

σ(γ)γ−1g(γx) =
1

2
(g(x)− δ−1g(δx)), (2.29)

para δ ∈ Γ− �xado, para todo f ∈ PV (Γ+) e g ∈
−→
P V (Γ+).

Para simpli�car a escrita, escrevemos daqui em dianteR, S,
−→
R,
−→
S para denotarRΓ

Γ+
, SΓ

Γ+
,
−→
RΓ

Γ+
,
−→
S Γ

Γ+
,

respectivamente. Temos o seguinte resultado:

Proposição 2.3.1. Os operadores de Reynolds R,
−→
R, S e

−→
S satisfazem as seguintes pro-

priedades:
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(a) Eles são homomor�smos de PV (Γ)-módulos;

(b) Denote por IPV (Γ+) e I−→P V (Γ+)
os operadores identidade em PV (Γ+) e

−→
P V (Γ+), res-

pectivamente. Então

R + S = IPV (Γ+) e
−→
R +

−→
S = I−→P V (Γ+)

. (2.30)

(c) Eles são projeções idempotentes com

ker(R) = QV (Γ) e Im(R) = PV (Γ); (2.31)

ker(S) = PV (Γ) e Im(S) = QV (Γ); (2.32)

ker(
−→
R ) =

−→
QV (Γ) e Im(

−→
R ) =

−→
P V (Γ);

ker(
−→
S ) =

−→
P V (Γ) e Im(

−→
S ) =

−→
QV (Γ).

(d) As seguintes decomposições como uma soma direta de PV (Γ)-módulos valem

PV (Γ+) = ker(R)⊕ Im(R) = ker(S)⊕ Im(S)

e
−→
P V (Γ+) = ker(

−→
R )⊕ Im(

−→
R ) = ker(

−→
S )⊕ Im(

−→
S ).

Demonstração: (a) Sejam f, g ∈ PV (Γ+) e p ∈ PV (Γ). Então, para todo x ∈ V ,

R(f + g)(x) =
1

2
((f + g)(x) + (f + g)(δx)) =

1

2
(f(x) + g(x) + f(δx) + g(δx))

=
1

2
(f(x) + f(δx)) +

1

2
(g(x) + g(δx))

= R(f)(x) +R(g)(x)

e

R(pg)(x) =
1

2
((pg)(x) + (pg)(δx)) =

1

2
(p(x)g(x) + p(δx)g(δx))

=
1

2
(p(x)g(x) + p(x)g(δx)) = p(x)

(
1

2
(g(x) + g(δx))

)
= (pRg)(x).

De modo análogo, mostra-se que S,
−→
R e

−→
S são também homomor�smos de PV (Γ)-

módulos.

(b) Segue diretamente da de�nição dos operadores R, S,
−→
R e

−→
S em (2.27), (2.28) e

(2.29).

(c) Mostramos somente as igualdades dadas em (2.31). Seja f ∈ ker(R) e �xe δ ∈ Γ−

qualquer. Então, para todo x ∈ V , R(f)(x) = 0 implica que f(δx) = −f(x). Logo,
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f ∈ QV (Γ) pelo Lema 2.1.4. Por outro lado, se f ∈ QV (Γ), então f(δx) + f(x) = 0, para

todo x ∈ V , isto é, f ∈ ker(R). Portanto, QV (Γ) = ker(R).

Seja agora f ∈ PV (Γ+). Por de�nição, R(f) ∈ PV (Γ+). Vamos mostrar que R(f) ∈
PV (Γ), usando novamente o Lema 2.1.4. Como δ2 ∈ Γ+, temos

R(f)(δx) =
1

2
(f(δx) + f(δ2x)) =

1

2
(f(δx) + f(x)) = R(f)(x), ∀x ∈ V,

o que implica que Im(R) ⊂ PV (Γ). Por outro lado, observe que se f ∈ PV (Γ), então

f(x) =
1

2
(f(x) + f(x)) =

1

2
(f(x) + f(δx)) = R(f)(x). (2.33)

ou seja, PV (Γ) ⊂ Im(R). Logo, �ca demonstrado (2.31). As demais igualdades seguem

de forma análoga.

Para mostrar que R2 = R basta usar que ImR = PV (Γ) e que R|
PV (Γ)

= IPV (Γ), como

vimos em (2.33). Por um raciocínio análogo, mostramos que S,
−→
R e
−→
S são idempotentes.

(d) Primeiramente, observe que como Γ+ ⊂ Γ, PV (Γ+) pode ser visto como um PV (Γ)-

módulo. A inclusão ker(R) + Im(R) ⊆ PV (Γ+) é óbvia. Por outro lado, se f ∈ PV (Γ+)

podemos escrever

f = (f −R(f)) +R(f),

onde R(f) ∈ Im(R). Como R é idempotente, temos

R(f −R(f)) = R(f)−R2(f) = 0,

implicando que f − R(f) ∈ ker(R). Logo, PV (Γ+) ⊆ ker(R) + Im(R) e, portanto, vale a

igualdade.

Seja agora f ∈ ker(R) ∩ Im(R). Então, R(f) = 0 e existe f̄ ∈ PV (Γ+) tal que

R(f̄) = f . Como R é idempotente, temos

f = R(f̄) = R(R(f̄)) = R(f) = 0,

ou seja, ker(R) ∩ Im(R) = {0}. Portanto,

PV (Γ+) = ker(R)⊕ Im(R).

De maneira análoga mostra-se que
−→
P V (Γ+) = ker(

−→
R )⊕ Im(

−→
S ). �

Como consequência imediata da proposição anterior temos:

Corolário 2.3.2. Seja Γ agindo linearmente em V . Então,

(a) f ∈ PV (Γ) se, e somente se, R(f) = f ;
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(b) f ∈ QV (Γ) se, e somente se, S(f) = f ;

(c) g ∈
−→
P V (Γ) se, e somente se,

−→
R (g) = g;

(d) g ∈
−→
QV (Γ) se, e somente se,

−→
S (g) = g.

O principal resultado desta seção é uma consequência imediata da Proposição 2.3.1,

sendo de grande importância na obtenção dos geradores para os módulos QV (Γ) e
−→
QV (Γ)

nas duas próximas seções. Ele estabelece as relações entre PV (Γ) e QV (Γ) e entre
−→
P V (Γ)

e
−→
QV (Γ) como segue:

Corolário 2.3.3. Sejam Γ agindo linearmente em V e Γ+ o subgrupo das simetrias de Γ.

Então, as seguintes decomposições como uma soma direta de módulos sobre o anel PV (Γ)

valem:

PV (Γ+) = PV (Γ)⊕QV (Γ) (2.34)

e
−→
P V (Γ+) =

−→
P V (Γ)⊕

−→
QV (Γ). (2.35)

2.4 Algoritmo para o cálculo dos anti-invariantes

Nesta seção, usamos a decomposição (2.34) para obter um algoritmo que determina

um conjunto de geradores para o módulo dos polinômios anti-invariantes sob a ação de Γ.

O procedimento se baseia na teoria invariante principalmente aplicada para o subgrupo

Γ+ das simetrias. Mais especi�camente, mostramos no Teorema 2.4.1 que a projeção pelo

operador de Reynold S dos elementos de uma base de Hilbert para PV (Γ+) nos fornece

os geradores para QV (Γ).

No que segue, se u = u1...us, usamos a notação uα para representar o produto

u1
α1u2

α2 ...us
αs , com α = (α1, ..., αs). Também denotamos aα1...αs por aα.

Teorema 2.4.1. Seja Γ agindo linearmente em V e �xe σ : Γ→ Z2 um epimor�smo de

grupos como em (2.1), com kerσ = Γ+. Se {u1, ..., us} é base de Hilbert para PV (Γ+),

então o conjunto

{S(u1), ..., S(us)}

gera QV (Γ) como um módulo sobre PV (Γ).

Demonstração: Sejam f ∈ QV (Γ) e {u1, ..., us} uma base de Hilbert para PV (Γ+).

Fixe δ ∈ Γ− qualquer. Queremos mostrar que

f =
s∑
i=1

piS(ui),
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com pi ∈ PV (Γ) e S dado em (2.28). Como IPV (Γ+) = R + S, podemos escrever

ui = R(ui) + S(ui), ∀ i = 1, ..., s.

Deste modo, o conjunto {R(ui), S(ui) : i = 1, ..., s} também forma uma base de Hilbert

para o anel PV (Γ+). Como f ∈ PV (Γ+), escrevemos f como

f =
∑
β

bβR(ui)
β0S(ui)

β1 , (2.36)

onde β = (β0, β1), β0 = (β01, ..., β0s) ∈ Ns, β1 = (β11, ..., β1s) ∈ Ns e bβ ∈ R. Segue de

(2.31) e (2.32) que R(ui) ∈ PV (Γ) e S(ui) ∈ QV (Γ), para todo i = 1, ..., s. De (2.36),

f(δx) =
∑

bβR(ui)
β0(δx)S(ui)

β1(δx)

=
∑

bβR(ui)
β0(x)(−1)β11+...+β1sS(ui)

β1(x)

=
∑

bβ(−1)β(1)R(ui)
β0(x)S(ui)

β1(x),

onde β(1) = β11 + ...+β1s. Como f ∈ QV (Γ), segue que f(δx) = −f(x), para todo x ∈ V .
Daí ∑

bβ((−1)β(1) + 1)R(ui)
β0(x)S(ui)

β1(x) = 0, ∀x ∈ V.

Portanto, bβ = 0 ou (−1)β(1) = −1. Em outras palavras, bβ = 0 ou β(1) ≡ 1 (mod 2).

Note que R(ui)
β0 ∈ PV (Γ). Além disso, como β(1) é ímpar, segue da Observação 2.1.3 que

S(ui)
β1 é anti-invariante. De modo mais preciso, S(ui)

β1 = fiβ1S(ui), com fiβ1 ∈ PV (Γ),

para algum i ∈ {1, ..., s}. Portanto, podemos escrever f em (2.36) como

f =
s∑
i=1

piS(ui), pi ∈ PV (Γ),

como desejado. �

Corolário 2.4.2. Nas condições do teorema anterior, o conjunto

{1, S(u1), ..., S(us)}

gera PV (Γ+) como um módulo sobre PV (Γ).

Demonstração: Segue diretamente da decomposição (2.34) e do Teorema 2.4.1, uma

vez que o anel PV (Γ) é um módulo sobre si mesmo. �

Uma pergunta natural que surge na teoria invariante é se conseguimos, a partir de uma

base de Hilbert para PV (Γ+), construir uma base de Hilbert para o anel menor PV (Γ).

A resposta é a�rmativa e a construção desta base faz uso também dos operadores de

Reynolds R e S.
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Teorema 2.4.3. Sejam Γ agindo linearmente em V e σ : Γ→ Z2 um epimor�smo como

em (2.1), com kernel Γ+. Seja {u1, ...us} uma base de Hilbert para o anel PV (Γ+). Então

o conjunto

{R(ui), S(ui)S(uj) : 1 ≤ i, j ≤ s}

é uma base de Hilbert para o anel PV (Γ).

Demonstração: Seguimos a mesma ideia da demonstração do Teorema 2.4.1. Seja

f ∈ PV (Γ) ⊂ PV (Γ+) e �xe δ ∈ Γ− arbitrário. O conjunto {R(ui), S(ui) : i = 1, ..., s}
é uma nova base de Hilbert para o anel PV (Γ+) e podemos escrever f como em (2.36).

Como anteriormente, se R(ui) ∈ PV (Γ) e S(ui) ∈ QV (Γ), para todo 1 ≤ i ≤ s, então

f(δx) =
∑

bβ(−1)β(1)R(ui)
β0(x)S(ui)

β1(x), ∀x ∈ V,

onde β(1) = β11 + ... + β1s. Uma vez que f ∈ PV (Γ), temos f(δx) = f(x), para todo

x ∈ V . Então, ∑
bβ((−1)β(1) − 1)R(ui)

β0(x)S(ui)
β1(x) = 0, ∀x ∈ V,

de onde bβ = 0 ou β(1) é par. Lembre-se que o produto de um número par de funções anti-

invariantes é invariante (Observação 2.1.3). Portanto, de (2.36), os geradores de PV (Γ),

como anel, são dados por

R(u1), ..., R(us) e S(u1)β11 ...S(us)
β1s ,

para β11 + ...+ β1s ≡ 0 (mod 2). Em outras palavras

{R(ui), S(ui)S(uj) : 1 ≤ i, j ≤ s}

gera PV (Γ) como anel. �

Com base no Teorema 2.4.1, apresentamos um algoritmo para a determinação de um

conjunto de geradores para o módulo QV (Γ) da funções Γ-anti-invariantes sobre o anel

PV (Γ). Lembramos que os anéis PV (Γ+) e PV (Γ) têm estrutura de R-álgebras graduadas
e que QV (Γ) é um módulo graduado sobre PV (Γ). Portanto podemos supor, sem perda

de generalidade, que PV (Γ+), PV (Γ) e QV (Γ) são gerados por polinômios homogêneos.

Algoritmo 2.4.4. (Geradores para os anti-invariantes)

1. Considere Γ um grupo de Lie compacto;

2. Fixe um epimor�smo σ : Γ→ Z2 com kernel Γ+;

3. Fixe uma antissimetria δ ∈ Γ− = Γ \ Γ+;
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4. Tome uma base de Hilbert homogênea {u1, ..., us} para PV (Γ+);

5. Para i ∈ {1, ..., s}, faça ũ1 = S(ui).

Resultado: Conjunto de geradores homogêneos {ũ1, ..., ũs} paraQV (Γ) como um módulo

sobre PV (Γ).

2.5 Algoritmo para o cálculo dos reversíveis-equivarian-

tes

Como já mencionamos, as investigações em dinâmica reversível-equivariante começam

com a forma geral do campo de vetores, ou seja, com a determinação dos geradores do

módulo
−→
QV (Γ) das aplicações reversíveis-equivariantes sobre PV (Γ). Nesta seção, usamos

a decomposição (2.35) para determinar um algoritmo que fornece tais geradores. Para isso,

usamos a teoria invariante combinada com a teoria equivariante polinomial, especialmente

aplicada ao grupo Γ+ das simetrias de Γ.

O Teorema 1.2.11 nos garante a existência de um conjunto �nito de geradores para
−→
P V (Γ+) sobre PV (Γ+). No lema abaixo estendemos esse conjunto para um conjunto

gerador de
−→
P V (Γ+) sobre o anel PV (Γ).

Lema 2.5.1. Seja Γ agindo linearmente em V e �xe σ : Γ→ Z2 um epimor�smo como em

(2.1). Seja {1, S(u1), ..., S(us)} um conjunto de geradores para PV (Γ+) como um módulo

sobre PV (Γ), como no Corolário 2.4.2. Seja {H0, ..., Hr} um conjunto de geradores para
−→
P V (Γ+) sobre PV (Γ+). Denote S(u0) = 1. Então,

{Hij = S(ui)Hj : 0 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j ≤ r}

é um conjunto de geradores para o módulo
−→
P V (Γ+) sobre PV (Γ).

Demonstração: Seja g ∈
−→
P V (Γ+) qualquer. Então

g =
r∑
j=0

pjHj,

com pj ∈ PV (Γ+) para todo j = 0, ..., r. Como {S(u0), ..., S(us)} gera PV (Γ+) como um

PV (Γ)-módulo, para cada j ∈ {0, ..., r}, temos

pj =
s∑
i=0

pijS(ui),

com pij ∈ PV (Γ). Então

g =
r∑
j=0

pjHj =
r∑
j=0

(
s∑
i=0

pijS(ui))Hj =

s,r∑
i,j

pij(S(ui)Hj),
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como queríamos. �

A�rmamos agora o principal resultado deste capítulo:

Teorema 2.5.2. Sejam Γ agindo linearmente em V e {H00, ..., Hsr} um conjunto ge-

rador do módulo
−→
P V (Γ+) sobre PV (Γ) como no Lema 2.5.1. Considere o σ−operador de

Reynolds
−→
S de�nido em (2.29). Então,

{
−→
S (Hij) : 0 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j ≤ r}

é um conjunto gerador para o módulo
−→
QV (Γ) sobre PV (Γ).

Demonstração: Seja g ∈
−→
QV (Γ) arbitrário. Como g ∈

−→
P V (Γ+) podemos escrever

g =

s,r∑
i,j

pijHij, pij ∈ PV (Γ).

Pelo Corolário 2.3.2, g =
−→
S (g). Sendo

−→
S um PV (Γ)-homomor�smo, segue que

g =
−→
S (g) =

−→
S (

s,r∑
i,j

pijHij) =

s,r∑
i,j

pij
−→
S (Hij),

com pij ∈ PV (Γ), para todo 0 ≤ i ≤ s e 0 ≤ j ≤ r, como desejado. �

O próximo teorema, embora com uma demonstração análoga à feita acima, é um

resultado original do presente trabalho. Por meio dele obtemos geradores para
−→
P V (Γ)

sobre PV (Γ), a partir de um conjunto gerador para
−→
P V (Γ+) como um PV (Γ)-módulo.

Teorema 2.5.3. Sejam Γ agindo linearmente em V e {H00, ..., Hsr} um conjunto gerador

de
−→
P V (Γ+) sobre PV (Γ) como no Lema 2.5.1. Considere o operador de Reynolds

−→
R

de�nido em (2.27). Então,

{
−→
R (Hij) : 0 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j ≤ r}

é um conjunto gerador para o módulo
−→
P V (Γ) sobre PV (Γ).

Demonstração: Escreva primeiramente f ∈
−→
P V (Γ) ⊂

−→
P V (Γ+) como

f =

s,r∑
i,j

pijHij, pij ∈ PV (Γ).

Pelo Corolário 2.3.2 e sendo
−→
R um PV (Γ)-homomor�smo, temos

f =
−→
R (f) =

−→
R (

s,r∑
i,j

pijHij) =

s,r∑
i,j

pij
−→
R (Hij),
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com pij ∈ PV (Γ), para todo 0 ≤ i ≤ s e 0 ≤ j ≤ r, como queríamos. �

Finalizamos este capítulo com a descrição de um algoritmo para o cálculo de geradores

do módulo
−→
QV (Γ) das aplicações Γ-reversíveis-equivariantes sobre PV (Γ). Lembramos que

−→
P V (Γ+),

−→
P V (Γ) e

−→
QV (Γ) têm estrutura de módulos graduados sobre PV (Γ). Portanto,

podemos supor que seus geradores são homogêneos.

Algoritmo 2.5.4. Geradores dos reversíveis-equivariantes:

1. Considere Γ um grupo de Lie compacto;

2. Fixe um epimor�smo σ : Γ→ Z2 com kernel Γ+;

3. Fixe uma antissimetria δ ∈ Γ− = Γ \ Γ+;

4. Tome uma base de Hilbert homogênea {u1, ..., us} para PV (Γ+);

5. Para i ∈ {1, ..., s}, faça ũi = S(ui), ũ0 := 1;

6. Tome {H0, ..., Hr} um conjunto gerador do módulo
−→
P V (Γ+) sobre PV (Γ+);

7. Para i ∈ {1, ..., s} e j ∈ {0, ..., r}, faça Hij = ũiHj;

8. Para i ∈ {1, ..., s} e j ∈ {0, ..., r}, faça H̃ij =
−→
S (Hij).

Resultado: Conjunto de geradores homogêneos {H̃ij : 0 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j ≤ r} para
−→
QV (Γ) como um módulo sobre PV (Γ).



Capítulo 3

Formas Gerais

Reversíveis-Equivariantes

Neste capítulo, determinamos a forma geral de aplicações reversíveis-equivariantes com

respeito a uma representação linear de diferentes grupos de Lie compactos, utilizando o

Algoritmo 2.5.4 na determinação de seus geradores. Os exemplos são baseados em [3], onde

Baptistelli faz uma análise qualitativa do comportamento das trajetórias dos sistemas.

O capítulo é composto por 6 exemplos e em quatro deles ilustramos os campos de

vetores, onde visualizamos geometricamente as simetrias e antissimetrias existentes. To-

dos os campos foram plotados utilizando o software Maple 8. Lembramos aqui que

σ : Γ→ Z2 é um epimor�smo de grupos, com Γ+ = ker σ sendo o grupo das simetrias de

Γ e Γ− = Γ \ Γ+ o conjunto das antissimetrias.

3.1 Forma geral O(2)-reversível equivariante

Considere a ação padrão de Γ = O(2) em C dada por

Rθz = eiθz e κz = z̄, θ ∈ (0, 2π].

Pelo Algoritmo 2.5.4, temos:

2. Fixe um epimor�smo σ : O(2)→ Z2, de modo que Γ+ = SO(2).

3. Fixe δ = κ ∈ Γ−.

4. Do Exemplo 1.2.2, uma base de Hilbert para PC(SO(2)) é dada por

{u1(z) = zz̄}.

5. Cálculo do conjunto gerador para QC(O(2)) sobre PC(O(2)) :

ũ1(z) = S(u1)(z) =
1

2
(u1(z)− u1(z̄)) = 0.

Portanto, QC(O(2)) = {0}.
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6. Do Exemplo 1.2.9 um conjunto gerador para o módulo
−→
P C(SO(2)) sobre PC(SO(2))

é dado por {H0, H1}, onde

H0(z) = z e H1(z) = iz.

7. Cálculo dos geradores de
−→
P C(SO(2)) sobre PC(O(2)): de�na ũ0(z) = 1. Então,

H00(z) = ũ0(z)H0(z) = z;

H01(z) = ũ0(z)H1(z) = iz;

H10(z) = ũ1(z)H0(z) = 0 = ũ1(z)H1(z) = H11(z).

Portanto,
−→
P C(SO(2)) = PC(O(2)){zz̄, iz}.

8. Cálculo dos geradores do módulo
−→
QC(O(2)) sobre PC(O(2)):

H̃00(z) =
−→
S (H00)(z) =

1

2
(H00(z)− δ−1H00(δz)) = 0;

H̃01(z) =
−→
S (H01)(z) =

1

2
(H01(z)− δ−1H01(δz)) = iz.

H̃10(z) = H̃11(z) = 0.

Concluímos então que
−→
QC(O(2)) = PC(O(2)){iz}. Temos ainda,

R(u1)(z) =
1

2
(u1(z) + u1(δz)) = zz̄.

Pelo Teorema 2.4.3, uma base de Hilbert para o anel PC(O(2)) é dada por {ū(z) = zz̄}.

Logo, se g ∈
−→
QC(O(2)), então

g(z) = h(zz̄)iz,

onde h(zz̄) ∈ PC(O(2)).

Pelo Teorema 2.5.3, temos ainda que

−→
R (H00)(z) =

1

2
(H00(z) + δ−1H00(δz)) = z e

−→
R (H01)(z) =

1

2
(H01(z) + δ−1H01(δz)) = 0

geram o módulo
−→
P C(O(2)) sobre PC(O(2)), con�rmando o item 3 do Exemplo 1.2.9.
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Observação 3.1.1. Note que os únicos subgrupos de O(2) são SO(2),Dn e Zn, com

n ≥ 2. Dentre tais subgrupos, o único com índice 2 em O(2) é SO(2). Portanto não

podemos de�nir um epimor�smo σ : O(2) → Z2 com Γ+ diferente de SO(2). Em out-

ras palavras, não existem campos vetoriais O(2)-reversíveis-equivariantes com Rθ agindo

como antissimetria.

Observamos também que este é um exemplo em que a representação de O(2) em C é

auto-dual. Com efeito,

L =

(
0 −1

1 0

)
é a matriz de um isomor�smo O(2)−reversível-equivariante.

3.2 Forma geral Zn-reversível-equivariante

Considere a ação padrão de Zn em C gerada por

φz = R 2π
n
z.

Precisamos da existência de um epimor�smo σ : Zn → Z2 para obter a forma geral Zn-

reversível-equivariante. Tal existência só é garantida quando n é par, pois |Zn| = 2| kerσ|.
Neste caso, Γ+ = kerσ = Zn

2
. Esta restrição implica que não existem campos vetoriais

Zn−reversíveis-equivariantes se n for ímpar. Suponhamos, então, n par, para aplicar o

Algoritmo 2.5.4. Temos:

2. Fixe o epimor�smo σ : Zn → Z2 tal que Γ+ = Zn
2
.

3. Tome δ = R 2π
n
∈ Γ−.

4. Do Exemplo 1.2.2, uma base de Hilbert para PC(Zn
2
) é dada por

{u1(z) = zz̄, u2(z) = z
n
2 + z̄

n
2 , u3(z) = i(z

n
2 − z̄

n
2 )}.

5. Cálculo do conjunto gerador para QC(Zn) sobre PC(Zn):

ũ1(z) = S(u1)(z) = 0;

ũ2(z) = S(u2)(z) = z
n
2 + z̄

n
2 ;

ũ3(z) = S(u3)(z) = i(z
n
2 − z̄

n
2 ).

Portanto, QC(Zn) = PC(Zn){z n2 + z̄
n
2 , i(z

n
2 − z̄ n2 )}.
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6. Do Exemplo 1.2.9, o conjunto

{H0(z) = z, H1(z) = z̄
n
2
−1, H2(z) = iz, H3(z) = iz̄

n
2
−1}

gera
−→
P C(Zn

2
) sobre o anel PC(Zn

2
).

7. Cálculo dos geradores de
−→
P C(Zn

2
) sobre o anel PC(Zn): de�na ũ0(z) = 1. Então,

H00(z) = ũ0(z)H0(z) = z;

H01(z) = ũ0(z)H1(z) = z̄
n
2
−1;

H02(z) = ũ0(z)H2(z) = iz;

H03(z) = ũ0(z)H3(z) = iz̄
n
2
−1;

H10(z) = H11(z) = H12(z) = H13(z) = 0;

H20(z) = ũ2(z)H0(z) = (z
n
2 + z̄

n
2 )z = z

n
2

+1 + (zz̄)z̄
n
2
−1;

H21(z) = ũ2(z)H1(z) = (z
n
2 + z̄

n
2 )z̄

n
2
−1 = (zz̄)

n
2
−1z + z̄n−1;

H22(z) = ũ2(z)H2(z) = (z
n
2 + z̄

n
2 )iz = iz

n
2

+1 + (zz̄)iz̄
n
2
−1;

H23(z) = ũ2(z)H3(z) = (z
n
2 + z̄

n
2 )iz̄

n
2
−1 = (zz̄)

n
2
−1iz + iz̄n−1;

H30(z) = ũ3(z)H0(z) = i(z
n
2 − z̄

n
2 )z = iz

n
2

+1 − (zz̄)iz̄
n
2
−1;

H31(z) = ũ3(z)H1(z) = i(z
n
2 − z̄

n
2 )z̄

n
2
−1 = iz(zz̄)

n
2
−1 − iz̄n−1;

H32(z) = ũ3(z)H2(z) = i(z
n
2 − z̄

n
2 )iz = −z

n
2

+1 + (zz̄)z̄
n
2
−1;

H33(z) = ũ3(z)H3(z) = i(z
n
2 − z̄

n
2 )iz̄

n
2
−1 = −z(zz̄)

n
2
−1 + z̄n−1.

Portanto,
−→
P C(Zn

2
) = PC(Zn){z, iz, z̄ n2−1, iz̄

n
2
−1, z

n
2

+1, iz
n
2

+1, z̄n−1, iz̄n−1}.

8. Cálculo dos geradores do módulo
−→
QC(Zn) sobre PC(Zn): observe que δ−1 é a rotação

R 2(n−1)π
n

. Daí,

H̃00(z) = H̃02(z) = H̃10(z) = H̃11(z) = H̃12(z) = 0;

H̃13(z) = H̃21(z) = H̃23(z) = H̃31(z) = H̃33(z) = 0;

H̃01(z) =
−→
S (H01)(z) = z̄

n
2
−1;

H̃03(z) =
−→
S (H03)(z) = iz̄

n
2
−1;

H̃20(z) =
−→
S (H20)(z) = z

n
2

+1 + (zz̄)z̄
n
2
−1;

H̃22(z) =
−→
S (H22)(z) = iz

n
2

+1 + (zz̄)iz̄
n
2
−1;

H̃30(z) =
−→
S (H30)(z) = iz

n
2

+1 − (zz̄)iz̄
n
2
−1;
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H̃32(z) =
−→
S (H32)(z) = −z

n
2

+1 + (zz̄)z̄
n
2
−1.

Portanto,
−→
QC(Zn) = PC(Zn){z n2 +1, z̄

n
2
−1, iz

n
2

+1, iz̄
n
2
−1}. Em outras palavras, se

g ∈
−→
QC(Zn) então g se escreve como

g(z) = p1(z)z
n
2

+1 + p2(z)z̄
n
2
−1 + p3(z)iz

n
2

+1 + p4(z)iz̄
n
2
−1, (3.1)

com p1, p2, p3, p4 ∈ PC(Zn).

Observamos que a presente representação de Zn em C é não auto-dual para todo n 6= 4,

pois nestes casos o traço da antissimetria R 2π
n
é não nulo (Proposição 2.2.16). Para ilustrar

geometricamente campos vetoriais que são Zn-reversíveis-equivariantes, consideramos os

dois seguintes exemplos:

3.2.1 Forma geral Z2-reversível-equivariante

Em particular, um campo geral Z2-reversível-equivariante é dado por

g(z) = p1(z)z2 + p2(z) + p3(z)iz2 + p4(z)i, (3.2)

com p1, p2, p3, p4 ∈ PC(Z2). Considere o campo obtido de (3.2) tomando-se as funções

Z2−invariantes p1 ≡ p3 ≡ 0, p2(z) = zz̄ e p4(z) = i(z2− z̄2), ou seja, g(z) = zz̄− z2 + z̄2.

Em coordenadas reais, temos

g(x, y) = (x2 + 3y2,−4xy).

A dinâmica deste campo de vetores é dada na Figura 3.1. Vemos claramente que a

rotação de ângulo π inverte o sentido das setas do campo, isto é, ela é uma antissimetria.

3.2.2 Forma geral Z4-reversível-equivariante

De (3.1), a forma geral de um campo geral Z4-reversível-equivariante é dada por

g(z) = p1(z)z3 + p2(z)z̄ + p3(z)iz3 + p4(z)iz̄,

com p1, p2, p3, p4 ∈ PC(Z4). Considere o caso particular onde p1 ≡ p2 ≡ 0 e p1(z) =

p4(z) = 1, para todo z ∈ C. Assim g(z) = iz3 + iz̄. Em coordenadas reais temos

g(x, y) = (y − 3x2y + y3, x+ x3 − 3xy2).

Neste caso as rotações de ângulo π
2
e 3π

2
caracterizam antissimetrias, enquanto que a

rotação de ângulo π caracteriza uma simetria, como podemos ver na Figura 3.2. Obser-

vamos também que esta representação de Z4 em C é auto-dual. De fato,

L =

(
1 0

0 −1

)
(3.3)
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Figura 3.1: Campo vetorial Z2-reversível-equivariante

Figura 3.2: Campo vetorial Z4-reversível-equivariante

é a matriz de um isomor�smo Z4-reversível-equivariante.
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Consideramos nas Seções 3.3 e 3.4 campos vetoriais reversíveis-equivariantes sob uma

representação de Dn em C. Este caso apresenta distinção quanto a paridade de n. Com

efeito, quando n é ímpar, não podemos tomar como antissimetria uma rotação, pois

(R 2πk
n

)n = Id, para todo k = 1, ..., n − 1, contradizendo o fato de que o produto de um

número ímpar de antissimetrias é uma antissimetria. Sendo assim, as rotações devem ser

todas simetrias. Neste caso, podemos tomar como antissimetria a re�exão κ dada em

(1.3) ou qualquer re�exão da forma κR 2mπ
n
, com m = 1, ..., n− 1.

Quando n é par, tanto as rotações quanto as re�exões podem ser antissimetrias. Calcu-

lamos na Seção 3.3 a forma geral Dn-reversível-equivariante para n par, �xando R 2π
n
como

antissimetria. Na Seção 3.4, obtemos a forma geral de campos de vetores Dn-reversíveis-

equivariantes, tomando a re�exão κ como antissimetria. Neste caso a paridade de n não

interfere e Dn é denotado por Dn(κ).

3.3 Forma geral Dn-reversível-equivariante

Considere n par e a ação de Γ = Dn em C gerada por

φz = e
2πi
n z e κz = z̄. (3.4)

Como usual, faremos a sequência do Algoritmo 2.5.4.

2. Fixe um epimor�smo σ : Dn → Z2 de modo que Γ+ = Dn
2
.

3. Tome δ = R 2π
n
∈ Γ−.

4. Do Exemplo 1.2.2, uma base de Hilbert para PC(Dn
2
) é dada por

{u1(z) = zz̄, u2(z) = z
n
2 + z̄

n
2 }.

5. Cálculo do conjunto gerador de QC(Dn) sobre PC(Dn):

ũ1(z) = S(u1)(z) = 0;

ũ2(z) = S(u2)(z) = z
n
2 + z̄

n
2 .

Portanto, QC(Dn) = PC(Dn){z n2 + z̄
n
2 }.

6. Do Exemplo 1.2.9, o conjunto

{H0(z) = z, H1(z) = z̄
n
2
−1}

gera
−→
P C(Dn

2
) sobre o anel PC(Dn

2
).
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7. Cálculo dos geradores de
−→
P C(Dn

2
) sobre o anel PC(Dn): de�na ũ0(z) = 1. Então,

H00(z) = ũ0(z)H0(z) = z;

H01(z) = ũ0(z)H1(z) = z̄
n
2
−1;

H10(z) = ũ1(z)H0(z) = H11(z) = ũ1H1(z) = 0;

H20(z) = ũ2(z)H0(z) = (z
n
2 + z̄

n
2 )z = z

n
2

+1 + (zz̄)z̄
n
2
−1;

H21(z) = ũ2(z)H1(z) = (z
n
2 + z̄

n
2 )z̄

n
2
−1 = (zz̄)

n
2
−1z + z̄n−1.

Portanto,
−→
P C(Dn

2
) = PC(Dn){z, z̄ n2−1, z

n
2

+1, z̄n−1}.

8. Calculo dos geradores do módulo
−→
QC(Dn) sobre PC(Dn):

H̃00(z) = H̃10(z) = H̃11(z) = H̃21(z) = 0;

H̃01(z) =
−→
S (H01)(z) = z̄

n
2
−1;

H̃20(z) =
−→
S (H20)(z) = z

n
2

+1 + (zz̄)z̄
n
2
−1.

Portanto,
−→
QC(Dn) = PC(Dn){z n2 +1, z̄

n
2
−1}.

Em outras palavras, todo campo vetorial Dn-reversível-equivariante é da forma

g(z) = p1(z)z
n
2

+1 + p2(z)z̄
n
2
−1, (3.5)

com p1, p2 ∈ PC(Dn). Assim como ocorre com a representação de Zn em C, a presente

representação de Dn em C, que tem a rotação R 2π
n
agindo como uma antissimetria, é não

auto-dual para todo n 6= 4. De fato, estes são os casos em que tr(R 2π
n

) 6= 0 (Proposição

2.2.16). Para n = 4, a representação de D4 com antissimetria Rπ
2
é auto-dual, sendo L

dada em (3.3) também uma matriz de um isomor�smo D4-reversível-equivariante.

Ilustramos abaixo o caso particular n = 6:

3.3.1 Forma geral D6-reversível-equivariante

Por (3.5) todo campo vetorial D6-reversível-equivariante tem a forma

g(z) = p1(z)z4 + p2(z)z̄2,

com p1, p2 ∈ PC(D6). A Figura 3.3 ilustra o caso particular em que g(z) = z5z̄ − z̄2,

obtido tomando-se p1(z) = zz̄ e p2(z) = 1, para todo z ∈ C. Em coordenadas reais, g

toma a forma

g(x, y) = (x6 − 5x4y2 − 5x2y4 + y6 + x2 − y2, 4x5y − 4xy5 − 2xy).

Na Figura 3.3 observamos claramente que a rotação de ângulo π
3
é uma antissimetria

e a re�exão com relação ao eixo x é uma simetria do campo.
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Figura 3.3: Campo vetorial D6-reversível-equivariante

3.4 Forma geral Dn(κ)-reversível-equivariante

Considere a ação de Γ = Dn(κ) em C como em (3.4). Fixe um epimor�smo σ :

Dn(κ) → Z2 de modo que Γ+ = Zn, ou seja, a re�exão κ precisa agir como uma antis-

simetria. Dos passos 3 à 8 do Algoritmo 2.5.4, temos:

3. Fixe δ = κ ∈ Γ−.

4. Do Exemplo 1.2.2, uma base de Hilbert para PC(Zn) é dada por

{u1(z) = zz̄, u2(z) = zn + z̄n, u3(z) = i(zn − z̄n}.

5. Cálculo do conjunto gerador para QC(Dn(κ)) como módulo sobre PC(Dn(κ)):

ũ1(z) = S(u1)(z) = 0;

ũ2(z) = S(u2)(z) = 0;

ũ3(z) = S(u3)(z) = i(zn − z̄n).

Portanto, QC(Dn(κ)) = PC(Dn(κ)){i(zn − z̄n)}.

6. Do Exemplo 1.2.9, o conjunto

{H0(z) = z, H1(z) = z̄n−1, H2(z) = iz, H3(z) = iz̄n−1}

gera
−→
P C(Zn) sobre o anel PC(Zn).
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7. Cálculo dos geradores de
−→
P C(Zn) sobre o anel PC(Dn(κ)): de�na ũ0(z) = 1. Então,

H00(z) = ũ0(z)H0(z) = z;

H01(z) = ũ0(z)H1(z) = z̄n−1;

H02(z) = ũ0(z)H2(z) = iz;

H03(z) = ũ0(z)H3(z) = iz̄n−1;

H10(z) = H11(z) = H12(z) = H13(z) = 0;

H20(z) = H21(z) = H22(z) = H23(z) = 0;

H30(z) = ũ3(z)H0(z) = izn+1 − (zz̄)iz̄n−1;

H31(z) = ũ3(z)H1(z) = (zz̄)n−1iz − iz̄2n−1;

H32(z) = ũ3(z)H2(z) = −zn+1 + (zz̄)z̄n−1;

H33(z) = ũ3(z)H3(z) = −(zz̄)n−1z + z̄2n−1.

Como zz̄ é um Dn(κ)−invariante, temos que
−→
P C(Zn) = PC(Dn(κ){z, iz, z̄n−1, iz̄n−1, zn+1, izn+1, z̄2n−1, iz̄2n−1}.

8. Cálculo dos geradores do módulo
−→
QC(Dn(κ)) sobre PC(Dn) :

H̃00(z) = H̃01(z) = H̃32(z) = H̃33(z) = 0;

H̃02(z) =
−→
S (H02)(z) = iz;

H̃03(z) =
−→
S (H03)(z) = iz̄n−1;

H̃30(z) =
−→
S (H30)(z) = izn+1;

H̃31(z) =
−→
S (H31)(z) = iz̄2n−1.

Notemos que

izn+1 = (zn + z̄n)iz − (zz̄)iz̄n−1 e iz̄2n−1 = (zn + z̄n)iz̄n−1 − (zz̄)n−1iz.

Como zz̄ e zn + z̄n são Dn(κ)−invariantes, temos
−→
QC(Dn(κ)) = PC(Dn){iz, iz̄n−1}.

Em outras palavras, se g é um campo vetorial Dn(κ)-reversível-equivariante, então g

se escreve como

g(z) = p(z)iz + q(z)iz̄n−1,

onde p, q ∈ PC(Dn(κ)).

Observamos que este é um exemplo em que a representação de Dn em C é auto-dual.

A matriz de um isomor�smo Dn(κ)-reversível-equivariante é dada por(
0 1

−1 0

)
. (3.6)

Ilustramos abaixo o caso particular em que n = 3.
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3.4.1 Forma geral D3(κ)-reversível-equivariante

Considere o campo vetorial D3(κ)-reversível-equivariante da forma

g(z) = p1(z)iz + p2(z)iz̄2,

com p1(z) = zz̄ e p2(z) = 1 invariantes sob D3(κ). Então, g(z) = iz̄z2 + iz̄2, que torna-se

g(x, y) = (−x2y − y3 + 2xy, x3 + x2 − y2 + xy2).

Neste caso, as rotações de ângulo 2π
3

e 4π
3

são simetrias e a re�exão com relação ao

eixo x é uma antissimetria, como podemos observar na Figura 3.4.

Figura 3.4: Campo vetorial D3(κ)-reversível-equivariante

3.5 Forma geral Sn-reversível-equivariante

Considere a ação do grupo Γ = Sn em Rn dada por

τ(x1, ..., xn) = (xτ−1(1), ..., xτ−1(n)), ∀τ ∈ Sn. (3.7)

Lembremos que uma permutação τ ∈ Sn é chamada de r−ciclo se existem elementos

distintos a1, ..., ar ∈ {1, ..., n} tais que τ(a1) = a2, τ(a2) = a3, ..., τ(ar−1) = ar, τ(ar) = a1
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e τ(aj) = aj para todo j ∈ {1, ..., n}\{a1, ..., ar}. Um r−ciclo é denotado por (a1...ar). Se

τ = (a1aj), τ é chamado de transposição. Ainda, uma permutação τ ∈ S é chamada par

(ímpar) se ela pode ser escrita como um número par (ímpar) de transposições.

Seja An ⊂ Sn o conjunto formado por todas as permutações pares. An é chamado de

subgrupo alternado de Sn. De�na o epimor�smo de grupos σ : Sn → Z2 de modo que

σ(τ) = 1, se τ é par e σ(τ) = −1, se τ é ímpar. Então, An = ker σ é um subgrupo normal

de Sn de índice 2. Em [14], Garcia mostra que para n ≥ 3, An é o único subgrupo de Sn

de índice 2. Concluímos assim que o epimor�smo σ de�nido acima é único e que o grupo

de simetrias de Sn, n ≥ 3, é o grupo alternado An.

Vejamos um exemplo para n = 2.

3.5.1 Forma geral S2-reversível-equivariante

Considere Γ = S2 = {(1), (12)} agindo em R2 como em (3.7). No plano, δ = (12)

representa a re�exão em torno da reta y = x, ou seja, tem a representação matricial(
0 1

1 0

)
.

Aplicando o Algoritmo 2.5.4 temos:

2. Seja σ : S2 → Z2 o epimor�smo de�nido de modo que Γ+ = A2 = {Id}.

3. Fixe δ = (12) ∈ Γ−.

4. Uma base de Hilbert para PR2({Id}) é dada por

{u1(x, y) = x, u2(x, y) = y}.

5. Cálculo do conjunto gerador para QR2(S2) como módulo sobre PR2(S2) :

ũ1(x, y) = S(u1)(x, y) =
1

2
(x− y);

ũ2(x, y) = S(u2)(x, y) = −1

2
(x− y).

Portanto, QR2(S2) = PR2(S2){x− y}.

6. O conjunto

{H0(x, y) = (1, 0), H1(x, y) = (0, 1)}

gera
−→
P R2({Id}) sobre o anel PR2({Id}). De fato, se g ∈

−→
P R2({Id}), então

g(x, y) = (g1(x, y), g2(x, y)) = g1(x, y)(1, 0) + g2(x, y)(0, 1),

onde g1, g2 ∈ PR2({Id}).
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7. Cálculo dos geradores de
−→
P R2({Id}) sobre o anel PR2(S2): de�na ũ0(x, y) = 1. Então,

H00(x, y) = ũ0(x, y)H0(x, y) = (1, 0);

H01(x, y) = ũ0(x, y)H1(x, y) = (0, 1);

H10(x, y) = ũ1(x, y)H0(x, y) = (x− y, 0);

H11(x, y) = ũ1(x, y)H1(x, y) = (0, x− y).

Portanto,
−→
P R2({Id}) = PR2(S2){(1, 0), (0, 1), (x− y, 0), (0, x− y)}.

8. Cálculo dos geradores do módulo
−→
QR2(S2) sobre PR2(S2):

H̃00(x, y) =
−→
S (H00)(x, y) =

1

2
(1,−1);

H̃01(x, y) =
−→
S (H01)(x, y) =

1

2
(−1, 1);

H̃10(x, y) =
−→
S (H10)(x, y) = (x− y, x− y);

H̃11(x, y) =
−→
S (H11)(x, y) = (−x+ y,−x+ y).

Portanto,
−→
QR2(S2) = PR2(S2){(1,−1), (x− y, x− y)}.

Em outras palavras, se g é um campo vetorial S2-reversível-equivariante, então g se

escreve como

g(x, y) = p(x, y)(1,−1) + q(x, y)(x− y, x− y), (3.8)

com p, q ∈ PR2(S2).

Além disso, como R(u1)(x, y) = R(u2)(x, y) = 1
2
(x + y), pelo Teorema 2.4.3, temos

PR2(S2) = 〈x+ y, (x− y)2〉. Ainda,

−→
R (H00)(x, y) =

1

2
(1, 1);

−→
R (H01)(x, y) =

1

2
(1, 1);

−→
R (H10)(x, y) =

1

2
(x− y, y − x);

−→
R (H11)(x, y) =

1

2
(y − x, x− y).

Pelo Teorema 2.5.3, segue que o conjunto {(1, 1), (x−y, y−x)} gera o módulo
−→
P R2(S2)

sobre PR2(S2).

Neste exemplo a representação de S2 em R2 é auto-dual. De fato, a matriz dada em

(3.6) é a matriz de um isomor�smo S2-reversível-equivariante.
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Para ilustrar, considere o campo S2−reversível-equivariante dado por

g(x, y) = (2x,−2y),

obtido de (3.8) tomando-se p(x, y) = x+ y e q(x, y) = 1. A dinâmica deste campo é dada

na Figura 3.5. Neste caso, a única antissimetria é caracterizada pela re�exão em torno

da reta y = x.

Figura 3.5: Campo vetorial S2-reversível-equivariante

3.6 Forma geral (D6 uT2)⊕ Z2-reversível-equivariante

Considere Γ = (D6uT2)⊕Z2, onde T2 ' S1×S1 e u denota o produto semi-direto.

Observe que D6 é gerado pelo grupo de permutações S3 juntamente com a re�exão κ,

uma vez que D3 ' S3.

De�nimos a ação de Γ em C3 como segue: para todo (z1, z2, z3) ∈ C,

(a) τ(z1, z2, z3) = (zτ−1(1), zτ−1(2), zτ−1(3)), ∀ τ ∈ S3;

(b) κ(z1, z2, z3) = (z̄1, z̄2, z̄3);

(c) A involução−Id ∈ Z2 age como menos a identidade: −Id(z1, z2, z3) = (−z1,−z2,−z3);
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(d) (θ1, θ2)(z1, z2, z3) = (eiθ1z1, e
iθ2z2, e

−i(θ1+θ2)z3), ∀ (θ1, θ2) ∈ T2.

Aplicando o Algoritmo 2.5.4 temos:

2. Fixe um epimor�smo σ : (D6 uT2)⊕ Z2 → Z2 de modo que Γ+ = D6 uT2.

3. Fixe δ = −Id ∈ Γ−.

4. Seja vj = zj z̄j, com j = 1, 2, 3, e considere os elementos

u1 = v1 + v2 + v3, u2 = v1v2 + v1v3 + v2v3, u3 = v1v2v3 e u4 = z1z2z3 + z̄1z̄2z̄3.

Golubitsky et al. [17, Theorem 3.10(a), p. 156] mostram que o conjunto {u1, u2, u3, u4}
constitui uma base de Hilbert para PC3(D6 uT2).

5. Cálculo do conjunto gerador para QC3((D6uT2)⊕Z2) como módulo sobre PC3((D6u

T2)⊕ Z2):

ũk = S(uk)(z1, z2, z3) = 0, para k = 1, 2, 3;

ũ4(z1, z2, z3) = S(u4)(z1, z2, z3) = u4.

Portanto, QC3((D6 uT2)⊕ Z2) = PC3((D6 uT2)⊕ Z2){z1z2z3 + z̄1z̄2z̄3}.

6. Golubitsky et al. [17, Theorem 3.10(b), p. 156] também mostram que

H0(z1, z2, z3) = (z1, z2, z3),

H1(z1, z2, z3) = (u1z1, u2z2, u3z3),

H2(z1, z2, z3) = (u2
1z1, u

2
2z2, u

2
3z3),

H3(z1, z2, z3) = (z̄2z̄3, z̄1z̄3, z̄1z̄2),

H4(z1, z2, z3) = (u1z̄2z̄3, u2z̄1z̄3, u3z̄1z̄2),

H5(z1, z2, z3) = (u2
1z̄2z̄3, u

2
2z̄1z̄3, u

2
3z̄1z̄2)

geram
−→
P C3(D6 uT2) sobre o anel PC3(D6 uT2).

7. Cálculo dos geradores de
−→
P C3(D6 u T2) sobre o anel PC3((D6 u T2) ⊕ Z2): de�na

ũ0(z1, z2, z3) = 1. Então,

H0j(z1, z2, z3) = ũ0(z1, z2, z3)Hj(z1, z2, z3) = Hj(z1, z2, z3), j = 0, ..., 5;

Hij(z1, z2, z3) = ũi(z1, z2, z3)Hj(z1, z2, z3) = 0, i = 1, 2, 3, j = 0, ..., 5;

H40(z1, z2, z3) = ũ4(z1, z2, z3)H0(z1, z2, z3) = (u4z1, u4z2, u4z3);

H41(z1, z2, z3) = ũ4(z1, z2, z3)H1(z1, z2, z3) = (u4u1z1, u4u2z2, u4u3z3);
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H42(z1, z2, z3) = ũ4(z1, z2, z3)H2(z1, z2, z3) = (u4u
2
1z1, u4u

2
2z2, u4u

2
3z3);

H43(z1, z2, z3) = ũ4(z1, z2, z3)H3(z1, z2, z3) = (u4z̄2z̄3, u4z̄1z̄3, u4z̄1z̄2);

H44(z1, z2, z3) = ũ4(z1, z2, z3)H4(z1, z2, z3) = (u4u1z̄2z̄3, u4u2z̄1z̄3, u4u3z̄1z̄2);

H45(z1, z2, z3) = ũ4(z1, z2, z3)H5(z1, z2, z3) = (u4u
2
1z̄2z̄3, u4u

2
2z̄1z̄3, u4u

2
3z̄1z̄2).

Portanto,

−→
P C3(D6 uT2) = PC3((D6 uT2)⊕ Z2){Hj, H4j : 0 ≤ j ≤ 5}.

8. Fazendo H̃ij(z1, z2, z3) =
−→
S (Hij)(z1, z2, z3), para i = 0, ..., 4 e j = 1, ..., 5, obtemos que

o conjunto{
(z̄2z̄3, z̄1z̄3, z̄1z̄2), (u1z̄2z̄3, u2z̄1z̄3, u3z̄1z̄2), (u2

1z̄2z̄3, u
2
2z̄1z̄3, u

2
3z̄1z̄2),

(u4z1, u4z2, u4z3), (u4u1z1, u4u2z2, u4u3z3), (u4u
2
1z1, u4u

2
2z2, u4u

2
3z3)

}
gera

−→
QC3((D6 uT2)⊕ Z2) sobre PC3((D6 uT2)⊕ Z2).

Observamos que a presente representação de (D6 uT2)⊕ Z2 em C3 é não auto-dual,

pois −Id é uma antissimetria e tr(−Id) = −2 6= 0 (veja Proposição 2.2.16).



Capítulo 4

Decomposição σ−isotípica

Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo linearmente em um espaço vetorial real V

de dimensão �nita e seja (ρ, V ) uma representação de Γ em V . Como visto no Capítulo

1, a estrutura da representação ρ permite a decomposição de V em uma soma direta de

representações irredutíveis (Teorema 1.1.12). Em consequência disto, temos garantido

no Teorema 1.1.16 que V pode ser decomposto como uma soma direta de subespaços

Γ-invariantes,

V = W1 ⊕ ....⊕Ws, (4.1)

onde cada componente isotípica Wi é a soma de todos os subespaços Γ-irredutíveis Γ-

isomorfos a um irredutível �xo Ui, i = 1, ..., s. Além disso, pelo Teorema 1.2.20 todas as

componentes isotípicas são deixadas invariantes por qualquer aplicação linear puramente

equivariante. Esta propriedade de invariância não vale em geral no contexto reversível-

equivariante. Ou seja, nem toda aplicação linear Γ-reversível-equivariante de�nida em V

deixa cada bloco isotípico Wi invariante.

Neste capítulo, temos como propósito descrever a construção de subespaços que são

invariantes por qualquer aplicação linear Γ-reversível-equivariante, chamadas de compo-

nentes σ−isotípicas de V . Tal processo de construção foi primeiro introduzido por Lamb

e Roberts em [20] e depois completado por Baptistelli e Manoel em [5]. Mencionamos

aqui uma comparação entre ambos os processos.

Fixado um epimor�smo de grupos σ : Γ → Z2 como em (2.1), considere (ρσ, V ) a

representação dual de (ρ, V ) de�nida em (2.4). O espaço V é auto-dual se as repre-

sentações (ρ, V ) e (ρσ, V ) forem Γ-isomorfas, ou seja, quando se existir um isomor�smo

Γ-reversível-equivariante sobre V . Sejam (ρ1, U1), ..., (ρs, Us), onde ρi = ρ|Ui , i = 1, ..., s, as

representações irredutíveis distintas (não Γ-isomorfas) de Γ em V . No que segue, escreve-

mos Ui para denotar (ρi, Ui) e (Ui)σ para denotar o dual ((ρi)σ, Ui), onde (ρi)σ = ρσ|
Ui
,

i = 1, ..., s. Também, V denota (ρ, V ) e Vσ denota (ρσ, V ).

Começamos a�rmando que as componentes isotípicas segundo a representação ρ de Γ

em V coincidem com as componentes isotípicas segundo a representação dual ρσ de Γ em

V . Este fato é diretamente veri�cado pela proposição abaixo.
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Proposição 4.0.1. Seja (ρ, V ) uma representação de Γ em V . Sejam U1, ..., Us os sub-

espaços Γ-irredutíveis distintos de V . Então,

(i) Um subespaço Uk é irredutível sob a representação ρ se, e somente se, ele é irredutível

sob a representação ρσ;

(ii) Dois subespaços Uj e Uk são Γ-isomorfos se, e somente se, seus duais (Uj)σ e (Uk)σ

são Γ-isomorfos.

Demonstração: Façamos a demonstração de (i) pela contrapositiva. Seja (Uk)σ um

subespaço não Γ-irredutível segundo a representação ρσ. Então existe um subespaço X

de Uk Γ-invariante por ρσ tal que

{0} 6= X & Uk.

Pela invariância de X, σ(γ)ρ(γ)x ∈ X, para todo γ ∈ Γ e x ∈ X. Uma vez que X é um

subespaço vetorial real e σ(γ) = ±1, segue que ρ(γ)x ∈ X, para todo γ ∈ Γ e x ∈ X.

Logo, X é Γ-invariante segundo a representação ρ, implicando que Uk não é um subespaço

Γ-irredutível sob ρ. De modo análogo mostramos a condição su�ciente.

(ii) Seja T um Γ-isomor�smo entre (ρj, Uj) e (ρk, Uk), ou seja,

T (ρj(γ)u) = ρk(γ)T (u), ∀γ ∈ Γ, u ∈ Uj.

Mostremos que T é um Γ-isomor�smo entre ((ρj)σ, Uj) e ((ρk)σ, Uk). De fato, para todo

γ ∈ Γ, temos

T ((ρj)σ(γ)u) = T (σ(γ)ρj(γ)u) = σ(γ)T (ρj(γ)u) = σ(γ)ρk(γ)T (u) = (ρk)σ(γ)T (u),

a segunda igualdade seguinte pois σ(γ) ∈ R.

Considere agora T um Γ-isomor�smo entre ((ρj)σ, Uj) e ((ρk)σ, Uk). Se γ ∈ Γ+, então

para todo u ∈ Uj,

T (ρj(γ)u) = T (σ(γ)ρj(γ)u) = σ(γ)ρk(γ)T (u) = ρk(γ)T (u).

Se γ ∈ Γ−, para todo u ∈ Uj temos

−T (ρj(γ)u) = T (−ρj(γ)u) = T (σ(γ)ρj(γ)u) = σ(γ)ρk(γ)T (u) = −ρk(γ)T (u).

Portanto, T (ρj(γ)u) = ρk(γ)T (u), para todo γ ∈ Γ e u ∈ Uj. Em outras palavras, T

é um Γ-isomor�smo entre (ρj, Uj) e (ρk, Uk). �

De acordo com o resultado acima, os irredutíveis em Vσ são

((ρ1)σ, U1), ..., ((ρs)σ, Us),
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onde (ρi)σ = (ρσ)|Ui , i = 1, ..., s. Portanto, os blocos isotípicos Wi são os mesmos em

ambas as decomposições, segundo ρ e segundo ρσ. Baseados na Proposição 4.0.1, podemos

generalizar ao contexto reversível-equivariante dois resultados úteis do Capitulo 1, a saber

o Lema 1.2.19 e o Teorema 1.2.20, como segue:

Lema 4.0.2. Seja (ρ, V ) uma representação de Γ em V . Sejam L : V → V uma aplicação

linear Γ-reversível-equivariante e W ⊂ V um subespaço Γ-irredutível. Então L(W ) é Γ-

invariante. Além disso, ou L(W ) = {0} ou (ρ,W ) e (ρσ, L(W )) são Γ-isomorfos.

Demonstração: Seja z = L(w) ∈ L(W ). Então, para todo γ ∈ Γ, temos

σ(γ)ρ(γ)z = σ(γ)ρ(γ)L(w) = L(ρ(γ)w) ∈ L(W ),

pois W é Γ-invariante. Portanto, L(W ) é Γ-invariante segundo ρσ. Pela Proposição 4.0.1

L(W ) é também invariante por ρ.

Note agora que kerL é Γ-invariante. De fato, para todo γ ∈ Γ e v ∈ kerL, temos

L(ρ(γ)v) = ρσ(γ)L(v) = 0.

Assim, kerL∩W é um subespaço Γ-invariante deW e a irredutibilidade deW implica

que kerL∩W = {0} ouW ⊂ kerL. SeW ⊂ kerL, então L(W ) = {0}. Se kerL∩W = {0},
então L|

W
: W → L(W ) é uma bijeção linear. Além disso,

L|
W

(ρ(γ)w) = L(ρ(γ)w) = ρσ(γ)L(w) = ρσ(γ)L|
W

(w), ∀γ ∈ Γ, w ∈ W.

Então, L é um Γ-isomor�smo entre (ρ,W ) e (ρσ, L(W )), como queríamos. �

Segue do resultado acima que se W é Γ-irredutível e L(W ) 6= {0}, então L(W ) é um

subespaço Γ-irredutível de V . Temos também o seguinte resultado:

Proposição 4.0.3. Sejam Uj e Uk subespaços Γ-irredutíveis não triviais de V e seja

T : Uj → Uk uma aplicação linear Γ-reversível-equivariante. Então, T é não nula se, e

somente se, T é um isomor�smo.

Demonstração: Segue diretamente do Lema de Schur (Lema 1.2.17). �

Concluímos, portanto, que o subespaço Γ-irredutível Uj ⊆ V é Γ-isomorfo ao dual

(Uk)σ, para algum k ∈ {1, ..., s}, se e somente se existe uma aplicação linear Γ-reversível-

equivariante não nula T : V → V tal que T (Uj) 6= {0}.

O Lema 4.0.2 implica que:

Proposição 4.0.4. Sejam (ρ, V ) uma representação de Γ em V e L : V → V uma apli-

cação linear Γ-reversível-equivariante. Decomponha V nas componentes isotípicas Wk's,

como em (4.1), cada qual correspondente ao Γ-irredutível Uk, com k = 1, ..., s. Considere

os três tipos que seguem:
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(a) Uk é auto-dual;

(b) Uk é não auto-dual e existe um subespaço Γ-irredutível Uj, j 6= k, que é Γ-isomorfo

a (Uk)σ;

(c) Uk é não auto-dual e não existe um subespaço Γ-irredutível Uj, o qual é Γ-isomorfo

a (Uk)σ.

Se Uk é do tipo (a), então L(Wk) ⊂ Wk. Se Uk é do tipo (b), então L(Wk) ⊂ Wj. Se Uk
é do tipo (c), então L(Wk) = {0}.

Demonstração: Seja k ∈ {1, ..., s}. EscrevaWk como uma soma direta de subespaços

Γ-irredutíveis que são Γ-isomorfos a Uk,

Wk = Vk1 ⊕ ...⊕ Vkα(k).

Seja l ∈ {1, ..., α(k)}.

Se Uk é do tipo (a), então Uk e (Uk)σ são Γ-isomorfos. Pelo Lema 4.0.2, ou L(Vkl) = {0}
ou Vkl e L(Vkl) são Γ-isomorfos. Ou seja, ou L(Vkl) = {0} ou L(Vkl) é Γ-isomorfo a Uk.

Em ambos os casos, L(Vkl) ⊂ Wk, para todo l ∈ {1, ..., α(k)}. Pela linearidade de L segue

que L(Wk) ⊂ Wk.

Se Uk é do tipo (b), então Uj e (Uk)σ são Γ-isomorfos para algum j ∈ {1, ..., s},
j 6= k. Logo Uk e (Uj)σ também são Γ-isomorfos. Pelo Lema 4.0.2, ou L(Vkl) = {0} ou
Vkl e L(Vkl) são Γ-isomorfos. Daí, ou L(Vkl) = {0} ou L(Vkl) é Γ-isomorfo a Uj. Em

ambos os casos L(Vkl) ⊂ Wj, para todo l ∈ {1, ..., α(k)}. Pela linearidade da L, obtemos

L(Wk) ⊂ Wj.

Se Uk é do tipo (c), então a Proposição 4.0.3 nos diz que L(Vkl) = {0}, para todo

l ∈ {1, ..., α(k)}. Portanto, L(Wk) = {0}. �

Observação 4.0.5. Observe que se Uk é do tipo (b), sendo Γ-isomorfo ao dual de Uj,

para algum j 6= k, então Uj também é do tipo (b), sendo Γ-isomorfo ao dual de Uk.

Temos agora em mãos as ferramentas para descrever o processo de construção de

subespaços que são deixados invariantes por toda aplicação linear reversível-equivariante,

generalizando assim a decomposição isotípica de V ao nosso contexto. O seguinte resul-

tado estabelece tal construção e é uma consequência imediata da Proposição 4.0.4.

Corolário 4.0.6. Decomponha V nas componentes isotípicas Wk's como em (4.1), cada

qual correspondente ao subespaço Γ-irredutível Uk, k = 1, ..., s. Então, existe uma permu-

tação π de ordem 2 de {1, ..., s} tal que o subespaço

Ŵk = Wk +Wπ(k) (4.2)
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é invariante por qualquer aplicação linear Γ-reversível-equivariante, com π(k) = k se Uk
é do tipo (a) ou (c) da Proposição 4.0.4 e π(k) = j, j 6= k, se Uk é do tipo (b). Quando

Uk é do tipo (b), a soma (4.2) é direta.

Os subespaços Ŵk's dados em (4.2) são chamados de componentes σ−isotípicas de V .
A decomposição

V = Ŵ1 ⊕ ...⊕ Ŵq

é chamada de decomposição σ−isotípica de V . Note que q é no máximo s.

Como aparece em [20], Lamb e Roberts analisam de forma sistemática a estrutura

de aplicações lineares reversíveis-equivariantes usando as componentes σ−isotípcas Ŵi.

Entretanto, o processo de construção destas componentes dado em [20, Seção 3.2, pp.

272-273] deve ser completado da forma como apresentamos acima, segundo o processo

descrito em [5]. Mais precisamente, Lamb e Roberts a�rmam em [20] que existe uma

permutação de ordem 2, lá denotada por σ, no conjunto das classes de isomor�smos

de representações irredutíveis {(ρi, Ui) : i = 1, ..., s} tal que o dual de Ui é isomorfo a

Uσ(i). Ainda, os autores a�rmam que toda aplicação linear reversível-equivariante L leva a

componente isotípica Wi na componente isotípica Wσ(i) e vice-versa. Consequentemente,

o subespaço

Wi +Wσ(i) (4.3)

é invariante por L. Depois disso os autores a�rmam que se Ui é não auto-dual, então

Wi e Wσ(i) são blocos isotípicos distintos e a soma (4.3) é direta. É importante notar

que pode não existir um subespaço irredutível (ρσ(i), Uσ(i)) ⊂ (ρσ, V ) isomorfo ao dual

do subespaço irredutível (ρi, Ui) ⊂ (ρ, V ) (linguagem usada em [20]). Neste caso, a

permutação σ descrita pelos autores deixa de estar bem colocada, pois Wσ(i) está ausente

na decomposição isotípica de V . Nestas circunstâncias, é claro que não podemos dizer

que Wi e Wσ(i) são blocos isotípicos distintos, ou que a soma (4.3) é direta, ou ainda que

toda aplicação linear Γ-reversível-equivariante L : V → V satisfaz L(Wi) ⊂ Wσ(i), como

mencionados em [20]. Nesta direção, o processo que descrevemos nesta seção completa o

processo descrito em [20].

Finalizamos este capítulo com dois exemplos para ilustrar a decomposição σ−isotípica
de V . O primeiro exemplo mostra a existência de um subespaço irredutível de V do tipo

(c), caso não abordado por Lamb e Roberts em [20].

Exemplo 4.0.7. (a) Considere a ação padrão de Γ= O(2) em R3 dada por

θ(x, y, x) = (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ, z) e κ(x, y, z) = (x,−y,−z).

Tome Γ+ = SO(2) �xando δ = κ como antissimetria. De acordo com a Proposição

2.2.16, a presente representação de O(2) em R3 é não auto-dual, uma vez que o

traço da representação de κ é não nulo.
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Os subespaços U1 = {(x, y, 0) : x, y ∈ R} e U2 = {(0, 0, z) : z ∈ R} são Γ-irredutíveis

em V e as duas componentes isotípicas de R3 sãoW1 = U1 eW2 = U2. O irredutível

U1 é auto-dual (do tipo (a)), sendo 0 −1 0

1 0 0

0 0 1


a matriz do Γ-isomor�smo L1 : U1 → (U1)σ.

A�rmamos que U2 é não auto-dual. Com efeito, suponha U2 auto-dual e seja L2 :

U2 → (U2)σ um Γ-isomor�smo. Como V = U1 ⊕ U2, de�na a aplicação linear

L : V → Vσ por L(u1 +u2) = L1(u1)+L2(u2), onde ρ(γ)(u1 +u2) = ρ(γ)u1 +ρ(γ)u2.

É fácil ver que L é um Γ-isomor�smo, contrariando o fato de V ser não auto-dual.

Portanto, U2 é não auto-dual do tipo (c).

Pelo Corolário 4.0.6, temos Ŵ1 = W1 e Ŵ2 = W2. Assim,

V = Ŵ1 ⊕ Ŵ2.

(b) Considere Γ = Z2 = {I, κ} agindo em V = M2(R) pela multiplicação à esquerda,

onde κ é dado em (1.3). Tome δ = κ como antissimetria. Os subespaços de V

U1 =

{(
a 0

0 0

)
: a ∈ R

}
, U2 =

{(
0 0

b 0

)
: b ∈ R

}
,

U3 =

{(
0 c

0 0

)
: c ∈ R

}
e U4 =

{(
0 0

0 d

)
: d ∈ R

}
são Γ-irredutíveis. Identi�cando V com R4, os subespaços U1 e U3, assim como U2

e U4, são Γ-isomorfos segundo os Γ-isomor�smos cujas matrizes são
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 e


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 ,

respectivamente. Portanto, temos duas componentes isotípicas W1 e W2 com re-

speito a U1 e U2, respectivamente, dadas por

W1 =

{(
a c

0 0

)
: a, c ∈ R

}
e W2 =

{(
0 0

b d

)
: b, d ∈ R

}
.
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A�rmamos que U1 e U2 são não auto-duais do tipo (b). De fato, de�na a aplicação

linear L : U1 → (U2)σ cuja matriz é dada por
0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 .

É fácil ver que L de�ne um Γ-isomor�smo entre U1 e (U2)σ, ou seja, que U1 é

Γ-isomorfo ao dual de U2 e U2 é Γ-isomorfo ao dual de U1. Pelo Corolário 4.0.6,

Ŵ1 = W1 ⊕W2 = Ŵ2. Portanto,

V = Ŵ1 = Ŵ2.
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Lista de Notações

Γ : grupo de Lie compacto agindo em um espaço vetorial V de dimensão

�nita;

Γ+ : subgrupo de Γ de índice 2, formado pelas simetrias de Γ;

Γ− : subconjunto formado pelas anti-simetrias de Γ;

σ: homomor�smo de Γ em Z2;

GL(V ) : espaço vetorial das aplicações lineares invertíveis V 7→ V ;

(ρ, V ) : espaço vetorial V sob a representação ρ de Γ;

ρσ : representação dual de ρ;

χ
V

: caracter correspondente à representação de Γ em V ;

FixV (Σ) : subespaço de ponto �xo de um subgrupo Σ ⊆ Γ em (ρ, V );∫
Γ

: integral de Haar normalizada;

Σx: subgrupo de isotropia de x ∈ V ;
Γx: órbita da ação de Γ em x ∈ V ;
Fix: subespaço de ponto �xo de um subgrupo Σ ⊂ Γ;

PV (Γ): anel das funções polinomiais f : V → R Γ−invariantes;
−→
P V (Γ): módulo sobre PV (Γ) das aplicações polinomiais g : V → W

Γ-equivariantes;

QV (Γ): módulo sobre PV (Γ) das funções polinomiais f : V → R
Γ-anti-invariantes;

−→
QV (Γ): módulo sobre PV (Γ) das aplicações polinomiais g : V → V

Γ-reversíveis-equivariantes;

V ⊗W : produto tensorial entre os espaços V e W ;

V ⊕W : soma direta entre os espaços V eW ;

V ⊕n: produto n−tensorial V ⊗ ...⊗ V︸ ︷︷ ︸
n vezez

;

SnV : n−potência tensorial simétrica;

V ∗: V ∗ = Hom(V,R)espaço vetorial dos funcionais lineares de V em R;
PV : espaço vetorial das funções polinomiais nas indeterminadas x1, ..., xx;

PdV : espaço vetorial dos polinômios homogêneos V → R de grau d;
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PdV (Γ): espaço vetorial dos polinômios homogêneos Γ-invariantes V → R
de grau d;

−→
P V : espaço vetorial das aplicações polinomiais de V em V ;
−→
P d
V,W (Γ): espaço vetorial das aplicações polinomiais homogêneas Γ-equivariantes

de V em W de grau d;

QdV (Γ): espaço vetorial dos polinômios homogêneos Γ-anti-invariantes V → R
de grau d;

−→
Qd
V (Γ) : espaço vetorial das aplicações polinomiais homogêneas Γ-reversíveis

-equivariantes V → W de grau d;

LdS(V ) : espaço vetorial das funções d−multilineares simétricas em V × ...× V︸ ︷︷ ︸
d vezez

;

LdS(V,W ): espaço vetorial das aplicações d−multilineares simétricas V × ...× V︸ ︷︷ ︸
d vezez

com valores em W ;

ΦΓ
V (t): série de Hilbert-Poincaré para o anel PV (Γ);

ΨΓ
V (t): série de Hilbert�Poincaré para o módulo

−→
P V (Γ);

Φ̃V
Γ
(t): série de Hilbert�Poincaré para o módulo QV (Γ);

Ψ̃Γ
V (t): série de Hilbert�Poincaré para o módulo

−→
QV (Γ);

RΓ
Γ+
: operador de Reynold relativo sobre PV (Γ+);

−→
RΓ

Γ+
: operador de Reynold relativo sobre

−→
P V (Γ+);

SΓ
Γ+
: σ−operador de Reynold relativo sobre QV (Γ+);

−→
S Γ

Γ+
: σ−operador de Reynold relativo sobre

−→
QV (Γ+);

Ŵi : componente σ−isotípica correspondente ao irredutível Ui.
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