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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é caracterizar os semigrupos maximais
de interior nao vazio em grupos de Lie soluveis. Inicialmente, introduziremos
alguns conceitos basicos necessarios para o entendimento da teoria. Pos-
teriormente abordamos o problema no caso de grupos abelianos e grupos
nilpotentes. Antes de tratarmos do caso solivel, faremos um breve estudo
sobre grupos de Frobenius -Perron e caracterizaremos os semigrupos maxi-
mais do grupo afim da reta, que é um protétipo dos grupos de Lie soluveis.
No caso geral de grupos de Lie soliveis, veremos que os conceitos de semigru-
pos maximais e semigrupos totais sao equivalentes. Por fim, vamos introduzir
o conceito de semigrupo bem limitado e mostrar que sob algumas condigoes
tais semigrupos sao isomorfos a IRT ou a Af f*F, subsemigrupo maximal do

grupo afim.
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Introducao

O desenvolvimento da teoria de semigrupos, conforme cita Karl H. Hof-
mann em [6], comegou por volta de 1880, com o matemético noruegués Marius
Sophus Lie (1842-1899). Por nao haver até aquele momento uma nogao clara
do conceito de grupos, foi somente na primeira metade do século XX que a
teoria algébrica de semigrupos realmente se desenvolveu.

Nosso objetivo neste trabalho é caracterizar os semigrupos maximais de
interior nao vazio dos grupos de Lie soliveis. Este problema foi abordado
por Lawson em [8]. Antes de abordamos o problema no caso geral de gru-
pos soliveis, faremos um estudo para os casos de grupos abelianos e grupos
nilpotentes.

No Capitulo 1 listaremos algumas informacoes que consideramos necessarias
ao entendimento dos capitulos posteriores, com o objetivo de estabelecer a lin-
guagem e as notacoes que serao adotadas durante todo o texto. Comecaremos
com o conceito de grupo topoldgico, pois estamos interessados em estudar
semigrupos em tais grupos. Em seguida, enunciaremos os conceitos basicos
de grupos e algebras de Lie, definiremos a aplicacao exponencial que nos
permite fazer uma conexao entre a algebra e o seu respectivo grupo de Lie.

Também introduziremos o conceito de semigrupo e apresentaremos algumas



de suas propriedades basicas.

O Capitulo 2 serd dedicado a introducao do conceito de semigrupo ma-
ximal, nosso principal objeto de estudo. Apresentaremos varios resultados
sobre semigrupos maximais que serao utilizadas nos capitulos seguintes. Ve-
remos ainda a noc¢ao de semigrupo total e estabeleceremos algumas relagoes
existentes entre semigrupos maximais e semigrupos totais.

No Capitulo 3 faremos um estudo sobre os semigrupos maximais invari-
antes. Veremos que os semigrupos maximais fechados de um espago vetorial
sao semi-espacos. Ainda neste capitulo caracterizaremos os semigrupos ma-
ximais em grupos nilpotentes, estabeleceremos uma condicao para que um
subconjunto de um grupo conexo nilpotente G seja gerador, a saber, o interior
do subconjunto em questao nao deve interceptar o comutador [G, G]. Como
aplicacao deste resultado veremos quem sao os subsemigrupos maximais de
interior nao vazio do grupo de Heisenberg.

No Capitulo 4 temos por objetivo caracterizar os semigrupos maximais em
grupos soliveis. Para atingir tal objetivo foi necessario o estudo de algumas
propriedades de cones invariantes, mais especificamente do Teorema do Cone
Invariante, e da teoria de Frobenius-Perron. Trataremos ainda, com mais
detalhes, dos semigrupos maximais de um prototipo dos grupos soltveis, a
saber, do grupo afim da reta.

O dltimo capitulo é reservado ao estudo de semigrupos cuja fronteira é

um grupo, tendo como base o trabalho de Dobbins [3].



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo recorda fatos bésicos e estabelece notagoes que serao uti-
lizadas ao longo do texto. Sem a intengao de apresentar todos os pré-
requisitos necessarios para a leitura muitos resultados e demonstragoes foram
omitidos, uma vez que podem ser facilmente encontradas na literatura. In-
dicamos as referéncias Pontryagin [10], San Martin [12] e Warner [14] para

maiores detalhes.

1.1 Grupos Topolégicos

O conceito de grupo topoldgico é obtido através da juncao do conceito
algébrico de grupo e de espaco topoldgico. Por este motivo, fatos basicos
da teoria de grupos e espagos topoldgicos sao facilmente transferidos para
grupos topoldgicos. Iniciaremos definindo grupo topoldgico e, em seguida,

apresentaremos algumas de suas propriedades.

Definicao 1.1. Um conjunto GG é chamado de grupo topoldgico se satisfaz as



seguintes condigoes:

(i) G é grupo;

(ii) G é um espago topoldgico;

(iii) as aplicagoes f : G x G — G dada por f(z,y) =zy e g: G — G dada

por g(z) = 2! sdo continuas.

Alguns exemplos elementares de grupos topoldgicos sao: o grupo aditivo
dos numeros reais (IR",+); Gl(n,IR) = {A € M,(IR) : det(A) # 0} munido
da multiplica¢@o usual de matrizes, onde M, (IR) denota o conjunto das ma-
trizes com entradas reais; G com a topologia discreta, onde G é um grupo

qualquer.

Observacao 1.2. Para cada g € GG, definimos as seguintes aplicagoes:
(i) translac@o a esquerda: E, : G — G, E,(h) = gh;

(ii) translacdo a direita: D, : G — G, Dy(h) = hg;

(iii) conjugagao (ou automorfismo interno): C, : G — G, C,(h) = ghg™'.
Observe que estas aplicagoes sao homeomorfismos. Desta forma, se A é
um subconjunto de um grupo topoldgico G e g € G, entao E,(A), denotado

por gA = {gx : x € A}, serd aberto ou fechado, se A for aberto ou fechado.

Agora vamos enunciar alguns resultados sobre grupos topoldgicos que

serdao utilizados mais adiante.

Proposicao 1.3. Sejam G um grupo topologico e U uma vizinhan¢a de 1.

Entao existe um aberto V' contendo 1 tal que VC U eV =V 1L,



A afirmacao contida na proposicao a seguir é um fato bastante con-
hecido na topologia. A demonstracao de um resultado fundamental, que
apresentaremos na Secao 1.8, onde estabeleceremos uma condigao para que

um semigrupo seja um grupo, requer sua utilizacao.

Proposicao 1.4. Sejam G um grupo topoldgico conexo e U uma vizinhanga

de 1, elemento neutro do grupo. Entao G = U u".

n=1

Demonstracao: Ver Proposi¢ao 3.18 em [14]
A préxima proposicao refere-se aos grupos topoldgicos que além de cone-
xos também sao localmente compactos. Vamos utiliza-la na Secao 3.1 para
caracterizar semigrupos maximais. Sua demonstragao pode ser encontrada

em [5] ou [10].

Proposicao 1.5. Seja G um grupo topoldgico conexo e localmente compacto
e H um subgrupo normal de G e fechado. Se G/H ¢é simplesmente conezo,

entao H € conexo.

1.2 Grupos de Lie

Nesta secao introduziremos um dos conceitos fundamentais da teoria de

Lie, o de grupo de Lie. Vejamos sua definicao.

Definicao 1.6. Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciavel que possui

uma estrutura algébrica de grupo na qual as aplicacoes:
GxG—G G— G
(0,7) — o771 T— 7!
sao de classe C'°.



Exemplo 1.7. O conjunto Gl(n,IR) possui estrutura de grupo de Lie.

De fato, primeiramente note que podemos identificar, de maneira natural,
o conjunto M, (IR) com R"™". Assim, Gl(n,IR) C M,(RR) ~ R, que é uma
variedade. Como o determinante é uma func¢ao continua temos que Gl(n, IR)
é um subconjunto aberto de M, (IR), pois Gl(n,IR) = det™'(IR*). Entao
Gl(n,IR) tem uma estrutura de variedade. Além disso, o produto usual de
matrizes define em Gl(n, IR) uma estrutura algébrica de grupo. Consideremos

as seguintes aplicagoes:

Gl(n,R) x Gl(n,IR) — Gl(n,R) Gl(n,IR) — Gl(n,IR)
e
(A,B) — AB Ar— A1

Note que as aplicagoes acima sao de classe C'*°, pois o produto de matrizes
é simplesmente um produto de ntimeros reais, que é C'°°, e a operagao inversao
¢ O, pois det(A) # 0 e A™! = #(A) adj(A). Portanto, Gl(n,R) é um
grupo de Lie.

Note que todo grupo de Lie é um grupo topoldgico, assim as propriedades

de grupos topoldgicos também sao validas para grupos de Lie.

Definicao 1.8. Sejam H e GG grupos de Lie. Uma aplicagao ¢ : H — G é
um homomorfismo de grupos de Lie se ¢ é um homomorfismo de grupos e,

além disso, é de classe C°.

Se o homomorfismo em questao esta definido no grupo de Lie dos niimeros
reais em um grupo de Lie qualquer, entao esse homomorfismo é chamado de

subgrupo a 1-parametro de G.

Definigao 1.9. Diremos que (H,¢) é um subgrupo de Lie de um grupo de
Lie G se:



(i) H é um grupo de Lie;
(i) (H,¢) é uma subvariedade de G;

(iii) ¢ : H — G é um homomorfismo de grupos de Lie.

1.3 Algebras de Lie

Nesta secao definiremos dlgebras de Lie e apresentaremos alguns conceitos
relacionados que utilizaremos neste trabalho. Como o assunto nao é o ob-
jetivo principal e, considerando o grande nimero de resultados encontrados
na literatura que tratam sobre este assunto seremos sucintos e indicamos as

referéncias [12] e [14] para maiores detalhes.

Definicao 1.10. Uma dlgebra de Lie g sobre IR é um espaco vetorial real g
munido de uma operagao bilinear [, | : g x g — g, denominada colchete de

Lie, satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) [X,Y] = -[Y, X], para todo X,Y € g;

(i) [X,Y].Z] + [[Y,Z],.X] + [[Z,X],Y] = 0, para todo X,Y, Z € g.

A primeira condicao exige que o colchete de Lie seja anti-simétrico e a
segunda que o colchete de Lie satisfaca a identidade de Jacobi. Note que a

condigao (i) equivale a dizer que [X, X| = 0, para todo X € g.

Exemplo 1.11. O espaco vetorial gl(n, R), de todas as matrizes reais n X n,

com colchete entre duas matrizes dado por
[X,Y] = XY — YX, para todo X, Y € gl(n,R)

é uma algebra de Lie.



E conveniente introduzirmos a nogao de subalgebra de Lie.

Definicao 1.12. Seja g uma algebra de Lie. Uma subdlgebra de Lie de g é
um subespago vetorial h de g que é fechado pelo colchete, isto é, [X,Y] € b
para todo X,Y € b.

Evidentemente, uma subalgebra de Lie é uma &lgebra de Lie com a es-

trutura herdada pela estrutura de g.

Definigao 1.13. Um subespago h C g é um ideal se [X,Y] € b, para todo
XegeYeh.

Claramente, todo ideal é uma subalgebra.

A importancia do conceito de algebra de Lie é que existe uma algebra
de Lie de dimensao finita associada naturalmente a cada grupo de Lie e que
propriedades de grupos de Lie sao refletidas em propriedades de sua algebra
de Lie. Veremos agora como se define esta.

Dado um grupo de Lie G, para cada g pertencente a G temos um difeo-
morfismo I, de G' dado por ly(h) = gh. Dizemos que um campo vetorial
X sobre G é invariante a esquerda se dly o X = X ol, para todo g € G.
Denotando por g o conjunto de todos os campos vetoriais invariantes a es-
querda sobre G temos que g se torna uma algebra de Lie com o colchete dado
por [X, Y], (f) = X (Y f) = Yo (X f). Assim, g é a dlgebra de Lie associada
ao grupo de Lie G. Podemos identificar, pelo isomorfismo X —— X (1), o
conjunto dos campos vetoriais invariantes a esquerda sobre G com o plano
tangente a G no elemento identidade e com isso dar uma nova caracterizagao
para a algebra de Lie de G: a algebra de Lie de um grupo de Lie G se

identifica com o espago tangente a GG na identidade.
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1.4 Aplicacao Exponencial

Queremos agora estabelecer um vinculo entre os grupos de Lie e suas res-
pectivas algebras de Lie. Para tanto, vamos considerar a chamada aplicacao
exponencial, uma ferramenta muito importante que nos permite transportar
algumas propriedades das algebras de Lie para os grupos de Lie. Também
¢ muito util para determinar a algebra de Lie correspondente a um grupo
de Lie dado. Antes de definirmos a aplicacdo exponenecial precisamos do

conceito de homomorfismo de algebras de Lie.

Definicao 1.14. Sejam g e § algebras de Lie. Uma aplicacao ¢ : g — b é
um homomorfismo de dlgebras de Lie se  é linear e preserva o colchete, isto

¢ o[ X, Y] = [p(X), p(Y)], para todo X, Y € g.

Proposicao 1.15. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e
b, respectivamente, e com G simplesmente conero. Se b : g — b € um

homomorfismo, entao existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que

dp = 1.
Demonstracao: Ver Teorema 3.27 em [14].

Definicao 1.16. Sejam GG um grupo de Lie e g sua algebra de Lie. Se X € g,
entao

d
A— — A X
dr

¢ um homomorfismo de algebras de Lie de IR em g. Como IR ¢é simplesmente

conexo, pela proposicao anterior, existe um unico subgrupo a 1- parametro

expy : IR — G



tal que

d
d(expx()\%)) = \X.

Em outras palavras, t — expy(t) é o tnico subgrupo a 1-parametro de G

cujo vetor tangente em 0 é X (1). Definimos a aplica¢do exponencial
exp:g — G

por

exp(X) = expx(1).

Dentre as inimeras propriedades da aplicacao exponencial destacamos as

seguintes:

Proposicao 1.17. Se G € um grupo de Lie e exp : ¢ — G, entdo exp € um
difeomorfismo de uma vizinhanga de 0 em g sobre uma vizinhanga de 1 em

G.

Proposicao 1.18. Sejam G um grupo de Lie e X,Y € g. Se [X,Y] =0
entdo exp(X +Y) = exp(X) exp(Y).

Para maiores detalhes a referéncia [14] pode ser consultada.

Vejamos agora o conceito de representacao adjunta.

Seja V' um espago vetorial e gl(V') a élgebra de Lie das transformagoes
lineares de V. Seja também g uma &lgebra de Lie (sobre o mesmo corpo
de V). Uma representag¢ao de g em V é um homomorfismo p : g — gl(V).
Para um elemento X na algebra de Lie g, considere a transformacao linear
ady : g — g definida por adx(Y) = [X,Y].

A aplicacao ad : g — gl(g), X —— adx é uma representacao de g em g

denominada representacao adjunta.
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Para g € G, considere o automorfismo interno I, : G — G definido por
h — ghg™'. Esse automorfismo induz um automorfismo Ad, : g — g tal que

o seguinte diagrama comuta:

G . ¢

exp T T exp

Ady
g — 49

Entao exp(Ad, (X)) = gexp(X)g'.
Uma propriedade basica da aplicagao exponencial garante que se X € g

entao

1
Adexp(X) = e¥x = 1+adX+§(adX)2+... (1.1)

Como conseqiiéncia dessa afirmagao temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.19. Uma subdlgebra § de g € invariante sob todas Ad g, isto

¢, Adg(h) C b se, e somente se, b for um ideal.

O préximo resultado relaciona subgrupo normal e ideal de uma algebra

de Lie e serd inumeras vezes usado nesse trabalho.

Proposigao 1.20. Seja A C G um subgrupo de Lie conexo do grupo de Lie
conexo G. Entdo A é subgrupo normal se, e somente se, a dlgebra de Lie a

de A € um ideal em g.

Demonstracao: Ver Teorema 3.48 em [14].
A proposicao seguinte nos da uma condi¢do para que um subgrupo a-

bstrato seja um subgrupo de Lie.
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Proposicao 1.21. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de G.
Entao H € um subgrupo de Lie de G. Além disso, b é subdlgebra de g.

Demonstracao: Ver Teorema 3.42 em [14].

1.5 Cones

Nesta se¢ao vamos introduzir o conceito de cone e apresentar algumas de

suas propriedades. Este estudo é baseado em [5].

Definicao 1.22. Um subconjunto W de um espaco vetorial topoldgico real

V' é chamado cone, se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) W+W CW;

(ii) RYW C W,

(i3i) W = W, isto é, W é fechado em V.

Por exemplo, em V = IR, os possiveis cones sao {0}, R", —IR* e IR.

Se W é um cone o subconjunto H (W) = W N —W é o maior subespago
vetorial contido em W e, é chamado bordo do cone. Um cone sera chamado
pontual se H(W) = {0} e gerador se V.=W — W.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e V* o espaco dual de

funcionais lineares de V' em IR. Defina (,) : V*xV — IR por (o, v) = a(v).

Dado um cone W C V definimos
W*={aeV”*: {(a,z) > 0para todox € W}

W* também é um cone e é chamado de cone dual de W. Isso define uma
dualidade de cones e considerando o isomorfismo canonico [ : V. — V** temos

que W** = W.

12



Proposicao 1.23. Sejam L um espaco vetorial de dimensao finita e W C L

um cone. Entao o cone W ¢é pontual se, e somente se, o dual W* ¢é gerador.

Demonstracao: Ver Proposi¢ao 1.1.7 em [5].

Definicao 1.24. Sejam M uma variedade diferenciavel e G um grupo de
Lie. Uma funcao C*° p: G x M — M é uma ac¢ao a esquerda de G em M

se:
(i) u(1,m) = m, para todo m € M;

(i) u(or,m) = p(o, u(r,m)), para todo o,7 € G e m € M.
Se i : Gx M — M é uma agao é comum denotarmos p(g, m) por g-m.

Definicao 1.25. Sejam G um grupo de Lie agindo no espaco vetorial L e

W C L um cone. Dizemos que W ¢ invariante se GW C W.
Dentre as iniimeras propriedades sobre cones duais podemos citar:
1. O dual de um cone pontual é um cone gerador W # V;
2. O dual de uma semi-reta IRTv é um semi-espaco;
3. O dual de um cone invariante também é um cone invariante.

Para maiores detalhes a referéncia [5] pode ser consultada.

Seja W um cone num espaco vetorial de dimensao finita L. Denotamos
por Hom(L, L) o conjunto de endomorfismos do espago vetorial L. Dizemos
que um endomorfismo de espago vetorial g € Hom(L, L) é um endomorfismo
do par (W,L) se gW C W. O conjunto de todos estes endomorfismos serd

denotado por Hom W

13



Proposicao 1.26. Para um cone W em um espaco vetorial de dimensao
finita L o conjunto Hom W € um semigrupo multiplicativo (sob a composi¢ao

de aplicagoes) e um cone em Hom(L, L) = M,(IR).

Demonstracao: Ver Proposigao II1.1.8 em [5].

1.6 Espaco Semiprojetivo

Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade diferencidavel M. Dado
x € M, sua orbita por G é definida como G-z = {gz € M : g € G}. A
aplicagao

M — M/G
x— G

é chamada aplicagao de orbita. O conjunto M /G com a topologia quociente
¢é chamado um espaco de drbitas. Neste caso a aplicagao de orbitas é aberta
e continua. Consideremos uma acdo do grupo multiplicativo R™ agindo num
espaco vetorial topolégico L. Sabemos que IR™ ¢ isomorfo ao grupo aditivo

dos reais IR sob a aplicagao

R — R*

r——e"

Seja W um cone nao nulo em um espaco vetorial topolégico L. O espago
de 6rbita (W\{0})/IR" ¢é escrito [J(W) e [] : W\{0} — [[(W) denota
a aplicagdo de drbita. O espago [[(W) é chamado espaco semi-projetivo

associado com W.
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Proposicao 1.27. Seja W um cone gerador invariante em um espago veto-
rial n-dimensional. Entdo o espago semi-projetivo [ [(W) associado com W

¢ homeomorfo a uma (n - 1)-esfera.

Demonstracao: Ver Proposigao 1.2.30. em [5].

1.7 Semigrupos

Nesta secao apresentaremos os conceitos basicos de semigrupos que poste-
riormente serao utilizados. Uma maneira natural de iniciar uma se¢ao sobre
semigrupos €, sem duvida, com a definicao do que vem a ser um semigrupo.

Por isso,

Definicao 1.28. Um semigrupo é um conjunto nao vazio S munido de uma

operagao associativa.

Alguns exemplos bem conhecidos de semigrupos sao: o conjunto dos
ntimeros naturais IN e o conjunto dos nimeros reais positivos IR*, munidos
tanto da adi¢ao como da multiplicacao usual; o conjunto das fungoes de um
conjunto nele préoprio munido da operagao de composigao de funcao e o con-

junto Gl(n,R) das matrizes inversiveis munido do produto usual de matrizes.

Definicao 1.29. Um subsemigrupo de um semigrupo S é um subconjunto

nao vazio T de S tal que T? C T.

Exemplo 1.30. O conjunto Sl(n, IR"), das matrizes inversiveis com entradas
positivas que tém determinante igual a 1, munido do produto usual de ma-

trizes ¢ um subsemigrupo de Gl(n, R).
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E evidente que a interse¢ao (nao vazia) de uma cole¢ao de subsemigrupos
de um semigrupo S é ainda um subsemigrupo. Mas para a uniao a afirmacao
nao é verdadeira. Para ver isto basta considerar o semigrupo IN e os sub-
semigrupos A ={2n:n € N} e B ={3n:n € IN}. Assim 2,3 € AU B mas
2+3¢ AUB.

Definicao 1.31. Um subconjunto nao vazio I, de um subsemigrupo S, é um
ideal a esquerda de S se ST C I, um ideal a direita se IS C I e, é dito um

1deal se for ideal a direita e a esquerda.

Um ideal I serd chamado de ideal mazimal se I # S e o tnico ideal em

S que contém I, e é diferente de I, é o préprio S.

Definicao 1.32. Seja G um grupo. Um subconjunto S de G é um sub-
monoide se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) S é um subsemigrupo;

(i) 1 € S.
Definicao 1.33. Seja .S um submonoéide de G. O conjunto
H(S)=SNnS"'={geS:g'eS}
é chamado grupo das unidades ou grupo mazimal de S.
Quanto ao grupo das unidades temos:

Proposicao 1.34. Seja S um submondide de G. FEntao H(S) € o maior
subgrupo de G contido em S.

Demonstracao: Primeiramente, note que H(S) é a intersegao de dois sub-

mondides, entao H(S) é um submonoéide. Sejam z,y € H(S). Pela definicao
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de H(S) temos que y~' € H(S). Logo, zy~' € H(S) e, conseqiientemente,
H(S) é um subgrupo de G. Considere agora um subgrupo K de G tal que
K C S. Entao, K = KNK!'c SNnS™ = H(S) e, portanto, H(S) é o

maior subgrupo de G contido em S. |

Proposicao 1.35. Seja S um submondide de G tal que S # H(S). Entao
S# definido por S\H(S) é um ideal mazimal em S.

Demonstragao: Sejam x € S e a € S#*. Entao axr € S. Suponhamos que
ax € H(S). Neste caso (ax)™t =z7'a™' € H(S) e assim z7'a™! € S. Como
r € S e S ésubsemigrupo temos que x(z ta™') = a~! € S, o que contradiz
o fato de @ € S#. Entao ax ¢ H(S) e, conseqiientemente, ax € S#. De
maneira andloga mostra-se que za € S*. Logo, S* é um ideal de S.

Resta mostrarmos que S# é maximal. Suponhamos que exista um ideal
J de S tal que S* C J C S e S# # J. Desta forma temos que JNH(S) # 0.
Vamos mostrar que J = S. Para tanto, consideremos z € S ea € JNH(S).
Logo a=! € S e, conseqiientemente, x = a(a~'x) € J. Assim, S C J, ou seja,

J = S. Portanto, S* é maximal. n

Defini¢ao 1.36. Um subconjunto A C G é dito invariante ou normal se

gAg~—! = A, para todo g € G.

Definiremos agora o centro de um subsemigrupo e apresentaremos algu-

mas de suas propriedades.

Definicao 1.37. Seja .S um submonoéide de G. O conjunto
C(S) = () 9H(S)g™"

geG
é chamado centro de S.
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A informacao sobre centro de um semigrupo, contida na seguinte proposicao

serd utilizada freqiientemente.

Proposicao 1.38. Seja S um submondide de G. FEntao C(S) é o maior

subgrupo normal de G contido em S.

Demonstragao: Afirmamos que Q, = {gH(S)g™'}, com g € G é um sub-
grupo de G. De fato, considere (ghig™"), (ghag™") € Q,. Entao

1 1

(gh1g7 ") (ghag ™)' = ghigtghy g™ = ghihy'g ™"

Pela Proposigao 1.34, H(S) é um subgrupo. Assim, hihy;' € H(S) e daf
ghihytg™ € Q4. Logo, Q4 ¢ um subgrupo. Como a intersecao qualquer de

subgrupos ¢ ainda um subgrupo, temos que C(5) = ﬂ (), ¢ um subgrupo.
geG
Além disso, C(S) = ﬂ gH(S)g~! C 1H(S)1 = H(S) C S, isto é, C(S) C S.
geG
Para verificar que C(S) é um subgrupo normal consideremos v € G.

Temos
YOSy =A( ) gH(S)g Iy = () v9H(S)g 'y
= (9 H(S)(vg) ™" = () gH(S)g™" = C(S).

Logo, C(S) é um subgrupo normal de G. Consideremos agora N um
subgrupo normal de G tal que N C S. Pela Proposicao 1.34 temos que
N c H(S). Como N ¢é normal temos que N C gH(S)g ™!, para todo g € G

e, conseqiientemente, N C ﬂ gH(S)g™t = C(S). Assim, C(S) é o maior
geG
subgrupo normal de GG contido em S. ]

Relacionado com os homomorfismos e os subsemigrupos, vale a pena ob-

servar o seguinte fato.
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Proposicao 1.39. Seja ¢ : G — H um homomorfismo sobrejetor de grupos.

Se T é um subsemigrupo de G e ker(p) = {g € G : p(g9) = 1} C T, entdo
T = ¢ H(p(T)).

Demonstragao: Claramente T C ¢~ '(p(T')). Considere z € ¢ (o(T)).
Como ¢ é sobrejetora temos que p(z) C o (o(T)) C p(T). Assim existe
t € T tal que p(z) = ¢(t), entao p(z)(p(t))~t = 1. Como ¢ é um homomor-
fismo, p(z)p(t™') = @(xt™!) = 1 e, conseqiientemente, xt~' € ker(p) C T.
Assim zt™! € T. Como T é subsemigrupo temos que (zt~1)t € T, isto é,

z €T eentao o ' (p(T)) CT. Portanto, T = ¢~ (o(T)). ]

Definicao 1.40. Seja S C GG um submondide. Dizemos que S é reduzido em

G se C(S) ={1}.

Veremos, na proxima proposicao, uma maneira de obter semigrupos re-

duzidos.

Proposicao 1.41. Seja S C G um submondide. Entdo S/C(S) é reduzido
em G/C(S).

Demonstracao: Devemos mostrar que C(S/C(S)) = {1} = {C(95)}.
Sef: G — G/C(S) é o homomorfismo canonico, entao C(0(S)) = C(S).
De fato, como 6 é um homomorfismo e, pela Proposicao 1.38, C(6(S)) ¢é
um subgrupo normal de G/C(S) segue que §~1(C(6(S))) é um subgrupo
normal de G. Além disso, 6~ 1(C(A(S))) C S, pois C(6(S)) C 6(S). Como
ker(§) = C(S) C S segue da Observacao 1.39 que 671(6(S)) = S. Assim,
6=1(C(A(S))) c 071(0(S)) = S. Pela Proposigao 1.38, 6~ 1(C(6(S))) c C(S),
dai C(0(S)) C 6(C(5)) = C(S) e, portanto, C(0(S)) = C(S5). ]
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Observacao 1.42. Note que, dado qualquer grupo G e qualquer submonéide
S, podemos formar a reducao (Gg, Sg) de (G, S) tomando o quociente por

C(8S), ou seja, Gr = G/C(S) e Sg = S/C(S).

Observacgao 1.43. Considerando o homomorfismo canonico ¢ : G — G/C(S)

e sabendo que ker(¢) = C(S) C S obtemos S = ¢! ((S)) = p~!(Sg).

1.8 Semigrupos em Grupos Topoldgicos

Os resultados desta secao se referem a semigrupos em grupos topolégicos
e serao registrados para uso posterior. O primeiro deles estabelece uma
condicao para que um subsemigrupo seja um grupo. Tal resultado aparecera

com bastante freqiiéncia. Vejamos seu enunciado.

Proposicao 1.44. Se S é um subsemigrupo de um grupo topolégico conexo

G tal que 1 € int(S), entdo S = G.

Demonstracao: Seja U = S. Pelo Teorema 1.4 temos que G = U S

=1
Como S é subsemlgrupo a opera(;ao é fechada em S, entao S™ C S para

todo n € IN. Logo, G = US" - US Se S C G, pois S é subsemigrupo
n=1 n=1

de G. Dai segue que S = G. n

A proposicao seguinte estabelece que o interior de um subsemigrupo é um

ideal.

Proposicao 1.45. Se S é um subsemigrupo de um grupo topolégico G tal
que int(S) # (). Entao int(S) € um ideal em S.
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Demonstragao: Como int(S) # 0, existem g € int(S) e U, uma vizinhanga
aberta de g, tal que ¢ € U C S. Assim, para todo s € S temos que
gs € Us C S. Como G é um grupo topoldgico, a translagao a direita é um
homeomorfismo. Entao o conjunto Us é uma vizinhanca aberta de gs, ou
seja, gs € int(S) . Logo, (int(5))S C int(S). Analogamente, obtemos que
S(int(S)) C int(S). Portanto, int(S) é um ideal de S. ]

Proposicao 1.46. Seja S um subsemigrupo do grupo topologico G tal que

int(S) # 0. Se 1 € (intS), entao int(S) = int(S).

Demonstragao: Como S C S temos que int(S) C int(S). Por outro lado,
seja s € U = int(S). Considere a aplicacdo continua ¢ : G — G dada por
©0(g) = sg!, entao p(1) = s € U. Logo, existe um aberto V' contendo 1
tal que (V) = sVt C U. Seja W = V Nint(S). Temos por hipStese que
1 e m e, como 1 € V, temos que V N m # (). Como V é aberto,
entdo W = V Nint(S) # 0. Logo, sW=' C U C S. Como sW~! é aberto,
existe t € S e w € W tal que sw™! = ¢, entdo s = tw € tW C int(S). Assim
int(S) C int(S) e, conseqiientemente, int(S) = int(S). ]
Proposicao 1.47. Sejam G um grupo topolégico e H C G um subgrupo tal

que int(H) # (0. Entao H € aberto e fechado.

Demonstragao: Sejam h € int(H) e g € H. Como h™' € H e int(H) é um
ideal de H temos que 1 = h'h € int(H) e entdao g = g(h~'h) € int(H). Isto
mostra que H C int(H). Assim, H é aberto.

Resta mostrar que H é fechado. Para tanto, consideremos g € H. Ja

sabemos que H = int(H). Dai segue que 1 € int(H) e entdo g € gint(H).
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Como gint(H) é aberto e g € H, existem h € int(H) e h' € H tais que
gh =1, dai segue que g = h'h~' € H. Isto mostra que H C H e, portanto,
H ¢ fechado. u

Finalizando esta se¢ao mostraremos que a teoria de subsemigrupos em

grupos topoldgicos compactos é bem restritiva. Precisamente temos:

Proposicao 1.48. Seja S um subsemigrupo de um grupo topoldogico compacto

G tal que int(S) # 0. Entdo S é subgrupo topoldgico compacto aberto de G.

Demonstracao: Como S é subsemigrupo e S é fechado em G, temos que S
¢ um subsemigrupo compacto de G. Pelo Teorema 1.8 em [2], todo subsemi-
grupo compacto contém um elemento idempotente, ou seja, 1 € S. Se g € S
entao gg ¢ um semigrupo compacto, novamente pelo mesmo motivo temos
que 1 € gS. Logo, g~' € S e, entdo, S é um grupo compacto.

Seja U um conjunto aberto néo vazio tal que U C S. Como S C Se S é
grupo temos que U~! € S. Entdo, existe s € S tal que s~ € U™ N S. Logo
1€ s 'U C S, ouseja, 1 € int(S). Como S é um subgrupo com interior néo
vazio, segue do Lema 1.47 que S é aberto e fechado. Pela Proposicao 1.46,
S =int(S) = int(S) € S. Assim, S = S e sendo S um subgrupo compacto

aberto de GG, entao S também o é. |

1.9 Semigrupos e Ordem

Nesta secao apresentamos algumas propriedades elementares a respeito

da relacao existente entre ordens de um grupo G e seus subsemigrupos.
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Definicao 1.49. Dado um subsemigrupo S C G definimos uma relacao <g
em G porx Sgyseyxrles.

Essa relacao satisfaz as seguintes condicoes:
(i) Sex Sgy ey =g z, entdo x <g z; (transitividade)

(i) Se x <g y entdao zz <g yz, para todo z € G. (compatibilidade a direita)

Além disso, da igualdade S = {z : 1 <5 x} podemos recuperar S como o
conjunto dos elementos positivos. Reciprocamente, dada uma relagao em G

a qual é transitiva e compativel a direita, entao o conjunto

Pc={reG:1Z a2}

é um subsemigrupo e a relagao original < coincide com a relacao <p_. Es-

tas construgoes estabelecem uma bijecao entre os subsemigrupos de G e as

relagoes de G que sao transitivas e compativeis a direita.

Proposigao 1.50. Seja S um subsemigrupo de G. Entao

(i) 1 € S se, e somente se, <g € refleziva;

(ii) A relagao <g € anti-simétrica se, e somente se, H(S) =SSN S~ C {1};

(11i) A relagao <g é compativel a esquerda se, e somente se, S € invariante.

Demonstragao: (i) Se 1 € S. Entao, temos que zz~! = 1 € S, para todo
x € G . Logo x <g x, para todo € GG. Por outro lado, se x <g x, para
todoz € G, entao xz~ ' =1€ S.

(ii) Suponhamos que <g seja anti-simétrica. Se x € H(S), entdao x € S e

71 €S. Como 171,21 € S e <g é anti-simétrica temos que x = 1. Logo

H(S) C {1}. Reciprocamente, se H(S) C {1} e x,y € G tais que z <g y e
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Loy ' € S, temos entao que (zy ')t =yt € S~

y g x, ou seja, yr~
Logo yz~' € H(S) = {1}, isto é, yz~' = 1 e, conseqiientemente, y = .
Portanto, <g é transitiva.

(iii) Suponhamos que =g seja compativel a esquerda. Sabemos que para
todoz € S temos que 1 <g x. Entao g1 <g gz, isto é, gz(g1)™t = gzg~' € S,
para todo g € G. Logo, gSg~t C S. Seja x € S tal que grg~! € gSg—1,
para algum ¢ € G. Como 1 <g z e <g é compativel a esquerda temos
que g1 <g gz, ou seja, gr(gl)™! = gwg~! € S. Portanto, S ¢ invariante.
Reciprocamente, suponhamos que ¢gSg~! = S, para todo ¢ € G. Desta
forma, se x <g y, isto é, yz~! € S temos que gyz ¢! € S. Mas como
gyr~tg7t = gy(gz)~t, ou seja, gr <g gy. Logo, <g é uma relacio compativel

a esquerda. |

Definicao 1.51. Seja G um grupo. Um submondéide S C G é dito total se
G=SuUs

Proposicao 1.52. Seja S um subsemigrupo de um grupo GG. Entdo S € total

se, e somente se, x Sgy ouy Sg x, para todos x,y € G.

Demonstracao: Suponha que S seja total. Se x,y € G e x is y, isto ¢,
yr~! ¢ S. Entao, como S é total, yr=' € S~ e dal (yr 1) =ayt e S,
ou seja, y <g x. Reciprocamente, dado z € G temos que z g 1 ou 1l <g x.
Sendo assim, x € S™! ou x € S e, portanto, G é total. |

Uma relagao < em G é chamada ordem parcial o direita se < for transi-
tiva, reflexiva, compativel a direita e anti-simétrica. Similarmente podemos
definir ordem parcial & esquerda. Diremos que < é uma ordem parcial se for

uma ordem parcial a direita e a esquerda. Os elementos x,y € G sao ditos
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compardveis mediante uma relacao de ordem parcial < se x S youy < x.
Se todos os elementos de G forem comparaveis diremos que < é uma ordem
total e o grupo G, neste caso, serd chamado totalmente ordenado.

Diremos que uma ordem parcial & direita (rep. a esquerda) < é arquime-
diana a direita (resp. & esquerda) se para quaisquer x,y € G, com 1 < z,

I (resp. 1 < y~'2"). Uma or-

existir um inteiro positivo n tal que 1 < 2™y~
dem parcial é dita arquimediana se for arquimediana a direita e a esquerda.

Podemos transpor o conceito de ordem arquimediana para subsemigrupos.

Definicao 1.53. Um subsemigrupo préprio S de um grupo G é arquimediano
a direita (resp. & esquerda) se para todo z € S com 27! € S e y € G existir
um inteiro positivo n tal que ya2™ € S (resp. z"y € S). O subsemigrupo é

arquimediano se for arquimediano tanto a esquerda quanto a direita.

O seguinte lema relaciona subsemigrupos maximais invariantes com sub-

semigrupos arquimedianos.

Lema 1.54. Seja S um subsemigrupo mazimal e invariante de um grupo G.

Entao S € arquimediano

Demonstragao: Sejam z € S — H(S)ey € G. Entao z € S~! e, como S
maximal implica S~ maximal, o subsemigrupo gerado por S~ U {z} ¢ todo
G. Portanto, existem 21, -+, zp41 € S™! e inteiros positivos ng,--- ,ny tais
que

y_1 = 212" 29 2p " 2y

Como S é invariante, ¢S C Sg, para todo g € G, ou seja, S~tg C gS~!, para

todo g € G. Aplicando esta inclusao a equacao acima é possivel agrupar
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as poténcias de = a esquerda e reescrevé-las como y~! = 2"z, onde
n=mni+---+n;ezecS L Isto mostra que yz" = 2z~ € S. Portanto, S é
arquimediano a direita. Usando argumento similar obtemos que S é também

arquimediano a esquerda. |

A afirmacao contida no préximo teorema serd de fundamental importancia
para caracterizagao dos semigrupos maximais invariantes na Secao 3.1. Sua

demonstracao pode ser encontrada em [11].

Teorema 1.55. Seja G um grupo totalmente ordenado. Entdo as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(i) G é arquimediano;

(ii) G € isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo dos nimeros reais.

A terminologia G é arquimediano é no sentido de que G esta munido de

uma ordem arquimediana.
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Capitulo 2

Semigrupos Maximais

Neste capitulo introduziremos as nocgoes béasicas de semigrupos maxi-
mais, nosso principal objeto de estudo, visando estabelecer uma base a-
dequada para o préximo capitulo. Além dos conceitos de semigrupo maximal,
semigrupo total e das relagoes existentes entre eles, desenvolveremos alguns
mecanismos algébricos que serao muito uteis, no Capitulo 3, para caracte-

rizagao dos semigrupos maximais.

Definicao 2.1. Um subsemigrupo M de um grupo G é um subsemigrupo
maximal de G se satisfaz as seguintes condigoes:
(1) os tinicos subsemigrupos contendo M sdao M e G;

(ii) M nao é grupo.

Observacao 2.2. Note que se M é um subsemigrupo maximal entao 1 € M,
pois caso contrario poderfamos considerar o subsemigrupo {1}UM contendo

M. Em outras palavras todo subsemigrupo maximal ¢ um submondide.
Observagao 2.3. A condicao (ii) da definigdo acima é uma conveniéncia
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técnica que garante a existéncia nao vazia do ideal maximal M# = M\ H(M).

Registraremos as seguintes observagoes sobre homomorfismos para uso

posterior:

Observagao 2.4. Seja ¢ : G — H um homomorfismo sobrejetor de grupos.

(i) Se S é um subsemigrupo de H entdo ¢ '(S) é um subsemigrupo de G.
Com efeito, se g1,92 € ¢ 1(S) entao v(g1)p(g2) = ©(g192) € S. Assim
G192 € o 1(9), isto é, ¢71(S) é um subsemigrupo de G.

(ii) Se S ¢ um subsemigrupo maximal de H, entdo ¢~*(S) ndo é subgrupo
de G. De fato, basta ver que p(p'(5)) = S. Assim se ¢ (S) fosse um
subgrupo entao S também o seria, contrariando o fato de .S ser subsemigrupo

maximal.

Lema 2.5. Sejam M um subsemigrupo maximal de G e T' um submondide,

tais que T=* € M. Se MT=* C T~'M, entao T™*M = G.

Demonstracao: Como MT~! C T='M temos que T'MT~' C T 'T'M
e entao T'MT-'M C T7'T'*MM C T-'M. Logo T-'M é um sub-
semigrupo que contém T~ e M, pois1 € M el € T7'. Sendo T-'M um
subsemigrupo contendo M temos, pela maximalidade de M, que T-'M = M
ouT M =G. ComoT ' Z M, entao M # T-*M. Portanto, T-'M = G.m

Se ao invés de um submondide considerarmos apenas um subsemigrupo
S de G obtemos um derivado do lema acima, conhecido na literatura como
“Swallowing Lemma”, que é crucial na teoria de semigrupos maximais. Ele

garante que S intercepta M ou, caso contrario, M contém a imagem inversa

de S.
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Proposicao 2.6. Sejam M e S subsemigrupos de G com M mazximal e

MS=1 C S7'M. Entao ocorre uma das condicoes abaizo:
(i) SN I #0, para todo ideal a esquerda I de M ou

(1) S~ C M.

Demonstragao: Suponhamos que S~! ¢ M. Considere T'= S U {1}, entao
MTYCT*MeT ¢ M. Como T é um submondide temos, pelo Lema
2.5, que T-'M =G.

Seja I um ideal & esquerda de M. Sex € M# ey € I, entdozy € I C M
e, como M#* ¢ um ideal de M temos que z = vy € M* N 1. Uma vez que
T7'M = G, existem s € T e m € M tais que 27! = s7Im. Assim, pela
definicao de ideal & esquerda, temos que s = mz € MI C I. Como z € M#*
entdo z € M1, ou seja, 27! ¢ M. Isto implica que 1 # s € T = S U {1}.

Assim, s € SN I e, conseqiientemente, S NI # (). n

Lema 2.7. Seja S um subsemigrupo dos inteiros (Z,+) contendo nimeros

positivos e negativos. Entao S € um subgrupo de ZZ.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que o ideal maximal S# = S\ H(S)
é nao vazio. Desta forma, considere m € S# tal que m é mais préximo
possivel de zero e n € S um nimero mais proximo possivel de zero, mas com
o sinal oposto de m. Nesse caso, m +n € S# e estd mais préximo de zero
do que m ou n, contrariando a escolha de m ou de n. Logo S# = (), ou seja,

S = H(S) e, pela Proposigao 1.34, temos que S é um subgrupo. |

Proposigao 2.8. Seja M um subsemigrupo maximal de G e seja x € G tal

que xM C Mx. Entaox € M UM™".
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Demonstragao: Sejam 7' = {z" : n > 1} e Q = {y : yM C My}. Se
Y1,y2 € Q temos que yyM C My, e yoM C Mys e conseqiientemente
y1yo M C y1 My, C Muyiys. Desta forma, y1y2 € @Q e entao ) é um sub-
semigrupo. Como T C @) temos que TM C MT. Analogamente, podemos
mostrar que se Max~! C 27 'M, entao MT-' C T M.

Observe que se T'C M ou T~! C M temos o desejado. Caso contrario,
isto ¢, T ¢ M e T ¢ M, temos pelo Lema 2.6 que T N M#* # ) e
T=* N M# # (). Consideremos agora S = {m € Z : 2™ € M#}. Uma
vez que S é um semigrupo que contém nimeros positivos e negativos temos,
pelo Lema 2.7, que S é um subgrupo de Z. Logo 0 € S e dai segue que
1 =2 ¢ M#, o que é uma contradicao. Assim, T C M ou T~! C M e,
portanto, z € M U M1, |

Essa proposicao tem conseqiiéncias importantes as quais apresentaremos
a seguir. A primeira delas é bastante util uma vez que os subsemigrupos

maximais nem sempre sao totais, como mostra o exemplo.

Exemplo 2.9. Seja Sl(2,IR) = {A € GI(2,R) : det(4A) = 1}. Entao
SI(2,IRT) C SI(2,IR) é um subsemigrupo maximal mas nao é total, pois

-2
A= € Sl(2,IR) mas A néo é inversa de nenhuma matriz em
1 -1

SI(2,R*).

Lembremos que um subconjunto M C G ¢é dito invariante se gMg~! = M,

para todo g € G.

Corolario 2.10. Seja M um subsemigrupo mazimal de G. Se M € invari-

ante, entao M ¢€ total.
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Demonstracao: Claramente, M U M~! C G. Por outro lado, como M ¢é
invariante, segue que GM C MG. Assim, pela Proposicao 2.8, temos que
G C M UM e, conseqiientemente, G = M UM~ n

Corolario 2.11. Sejam M um subsemigrupo mazimal de G e Z(G) o centro

de G. Entio MNZ(G) é total em Z(QG) se, e somente se, Z(G) C MUM™!.

Demonstracao:  Suponhamos que M N Z(G) seja total em Z(G). Se
x € Z(G), entdo xg = gz, para todo g € G. Como M C G temos que
M = Mzx. Assim, segue da Proposicao 2.8 que + € M U M~!. Logo,
Z(G)c MUM-.

Reciprocamente, se Z(G) C M U M~ entao

ZG)CTMUMHNZG) S (MnZ(G)u(MnZ(G)).
Como Z(G) é um subgrupo temos que [Z(G)]™' = Z(G). Logo
Z(G) S (MNZ(G) V(M N[Z(G) ) S (MNZ(G)U(MnZ(G) ™

Claramente, (M N Z(G)) U (M N Z(G))™' C Z(G). Desta forma, temos
que Z(G)= (M NZ(G)U(MnNZ(G))™ ! e, portanto, M N Z(G) é total em
Z(G). |

O proximo corolario ird mostrar como os semigrupos maximais se rela-

cionam com o centro do grupo.

Corolario 2.12. Sejam M um subsemigrupo mazimal de G e Z(G) o centro

de G. Entio M N Z(Q) € total em Z(G).

Demonstracao: Se z € Z(G) entdo g = gx, para todo g € G. Logo,
Z(G)YM C MZ(G) e, pela Proposi¢ao 2.8, Z(G) C M U M~'. Assim, pelo
Corolario 2.11 temos que M N Z(G) é total em Z(G). m
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Como vimos nem todo semigrupo maximal é total, mas se o grupo for

abeliano a afirmacao ¢é verdadeira como mostra o corolario abaixo.

Corolario 2.13. Todo subsemigrupo mazimal de um grupo abeliano € total.

Demonstracao: Seja M um subsemigrupo maximal de um grupo abeliano
G. Como G é abeliano, temos que Z(G) = G. Desta forma, pelo Corolario

2.12, segue que M N Z(G) = M NG = M é total em G. ]

O resultado que segue é conhecido na literatura como “Purity Lemma”,
nele consideraremos a relagao dos semigrupos maximais com subgrupos nor-

mais abelianos.

Lema 2.14. Sejam M um subsemigrupo maximal de G, H um subgrupo

normal abeliano ey € H. Se y™ € M, para algum n > 1, entaoy € M.

Demonstracao: Suponhamos que y ¢ M. Entao M é um subconjunto
préprio do subsemigrupo gerado por M U {y}. Como M é maximal temos
que o subsemigrupo gerado por M U {y} é todo o grupo G. Como 1 € M
segue que qualquer elemento de G é um elemento de M ou tem a forma
miymsy ... mr_1ymy, uma vez que este produto junto com M forma um
subsemigrupo contendo M e y. Temos por hipdtese que H é normal, logo
MH=Y C H'M. Além disso, y € H = H ! entdio H' ¢ M. Como
y & M segue, pelo Lema 2.6, que existe ¢ € M# N H. Assim, para certos

mi,...,mp € M temos:

1

g = maymoy ... my_1ymy = (my .. .my)y™2 Ty g™ = mb

onde 2% = wtzw, m =m;...my e b é o produto dos fatores restantes.
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Como H ¢ normal temos que b € H e, assim, m = ¢ 'b~! € H. Como
m,b € H e H é abeliano entao m e b comutam.

Dai temos

1

—-n

m(y")mE ()

myy"meoy™ ...y "my € M,

g — mnbn — mn—

— mnfl

pois y" € M. Como g € M* e M7 é subsemigrupo temos que ¢" € M7 e,
como M# é um ideal & direita de M, entdo 1 = g"¢g™ € M#M C M*%, o
que é uma contradi¢ao. Portanto, y € M. |

Os trés lemas que seguem sao conhecidos como “Lema da Redugao”e,
por meio deles, em alguns casos, é possivel trabalhar na reducao de um

subsemigrupo, como veremos mais adiante.

Lema 2.15. Sejam ¢ : G — H um homomorfismo sobrejetor e S um sub-
monoide de H. Entao S € um subsemigrupo mazximal em H se, e somente

se, o~ 1(S) € um subsemigrupo mazimal em G.

Demonstracao: Suponhamos que S seja maximal em H. Segue dos itens
(i) e (ii) da Observagao 2.4 que ¢~ *(S) é subsemigrupo de G mas nao é um
grupo. Seja T' um subsemigrupo de G tal que ¢~ !(S) C T. Vamos mostrar
que T = ¢ 1(S) ou T = G. Para tanto, note primeiramente que como 1 € S
entao ker(p) C ¢ 1(S). Assim ker(¢) C ¢ !(S) C T e, pela Observagao
1.39 temos que T = ¢ ' (p(T)). Como ¢ '(S) C T segue que S C (T
e, como S é maximal, entao ¢(7) = S ou ¢(T) = H. Conseqiientemente,
T = He(T) =¢ ' (S) ouT = ¢~ (p(T)) = ¢~ (H) = G. Logo, ¢~(5)
¢ um subsemigrupo maximal em G.

Reciprocamente, suponhamos que ¢~ '(.S) seja um subsemigrupo maximal

em G. Entao S é subsemigrupo mas nao ¢ grupo, pois caso contrario ¢ 1(S)
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também o seria. Seja 1" um subsemigrupo tal que S C 7' C H. Como ¢ é
sobrejetora entao ¢(o H(T)) = T e como S C T temos que ¢~ 1(S) C o 1(T).
Mas, como ¢ !(S) é maximal, entao o (T) = ¢ *(S) ou ¢ YT) = G.
Assim, T = ¢(p™H(T)) = p(¢7(S)) = Sou T = p(p~(T)) = ¢(G) = H.
Portanto, S é um subsemigrupo maximal em H. |
De maneira anéloga ao que fizemos acima podemos demonstrar os seguintes

lemas.

Lema 2.16. Seja ¢ : G — H um homomorfismo sobrejetor e seja S um

submondide de H. Entio S € invariante em H se, e somente se, ¢~ (S) ¢é

variante em G.

Lema 2.17. Sejam ¢ : G — H um homomorfismo sobrejetor e S um sub-

mondide de H. Entdo S € total em H se, e somente se, o' (S) € total em

G.

Corolario 2.18. Seja S um submondide de G. Entao S é maximal em G

se, e somente se, Sg € mazximal em Gg.

Demonstracgao: Para ver isto, basta considerarmos o homomorfismo canonico

v:G— G/C(S) e aplicar o Lema 2.15. u

2.1 Generalidades Topoldgicas

As generalidades topoldgicas, a que se refere o titulo desta secao, sao re-
sultados validos para semigrupos em grupos topolégicos conexos. Por isso,
ao longo desta secao GG designara sempre um grupo possuindo estas pro-

priedades.
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Lema 2.19. Sejam S um subsemigrupo proprio de G e U um aberto tal que

UCScCG. Entao SNUt=90.

Demonstragao: Suponhamos que S N U~ # (). Desta forma, existe s € S
tal que s € U™, Assim, st € U CS. Como 1l =ss"!¢€sUCsSCS,
temos entao que sU é uma vizinhanca aberta de 1 contida em S, isto é,
1 € int(S). Sendo G conexo temos, pela Proposigdo 1.44, que S = G, o
que contradiz o fato de S ser um subsemigrupo préprio de G. Portanto,

SNUt=0. m

Em geral, um subsemigrupo nao tem por que estar contido em um sub-
semigrupo maximal. Porém, no caso em que o subsemigrupo é proprio e
tem interior nao vazio é possivel mostrar a existéncia de um subsemigrupo

maximal que o contém.

Proposigao 2.20. Seja S um subsemigrupo proprio de G tal que int(S) # 0.

Entao S estd contido em um subsemigrupo mazimal.

Demonstracao: Seja X a familia dos subsemigrupos de G' que sao proprios,
tém interior nao vazio e contém S. Note primeiramente que S € X, logo

X # (). Considere M uma cadeia em X e seja T = U K. Afirmamos que

KeM
T é subsemigrupo. De fato, se x,y € T, entao v € K; e y € K5, com K e

Ky e M. Como M é uma cadeia temos que K; C Ky ou Ky C K;. Assim
xy € K1 ou zy € Ky e, conseqlientemente, xy € T. Isto mostra que 7' é um
subsemigrupo.

Além disso, como int(K) # () temos que int(T") # @) e, como S C K, para
todo K € M, segue que S C T. Afirmamos agora que 7" # G. De fato, seja
U = int(S). Pelo Lema 2.19, temos que K NU~! = (), para todo K € M.
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Logo T' é um subsemigrupo proprio de G e T' também é um limitante superior

de M. Assim, pelo Lema de Zorn, X possui elementos maximais. |

Por meio deste resultado podemos determinar uma condicao para os sub-
conjuntos de G, de tal forma que o subsemigrupo gerado por esse conjunto

seja todo o grupo G.

Corolério 2.21. Seja B C G tal que int(B) # 0 e seja S o subsemigrupo ge-
rado por B em G. Se B nao estd contido em nenhum subsemigrupo mazximal

com interior nao vazio, entdio S = G.

Demonstracao: Se S é um subsemigrupo préprio de G entao, pela Proposicao
2.20, S esta contido em um subsemigrupo maximal. Assim, B esta contido
em um subsemigrupo maximal uma vez que B C S, o que é uma contradigao.

Portanto, S = G. |

Proposigao 2.22. Se M um subsemigrupo mazimal de G tal que int(M) # (),
entao M ¢ fechado.

Demonstragao: Seja U = int(M). Afirmamos que M NU~! = (). De fato:
como U é aberto temos que U~! também o é, e entao (U')¢ é fechado. Segue
do Lema 2.19 que M NU™' =0 e dai M C (U 1)¢). Conseqiientemente,
M c (U 1)) = (UM e, assim, MNU~" = . Logo, M é um subsemigrupo
préprio de G contendo M. Como M é maximal temos que M = G ou
M = M. Desta forma, como M é préprio, concluimos que M = M, ou seja,

M é fechado. =

Proposicao 2.23. Se S é um subsemigrupo fechado de G, entao H(S) e
C(S) sao fechados.
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Demonstracao: Primeiramente, note que se S é fechado entao S~! também
o é. Sendo assim H(S) = SNS~! é fechado. Agora, se H(S) é fechado, segue

que gH(S)g™! é fechado para todo g € G. Logo, C(S) = ﬂ gH(S)g™!
geG
também é fechado. |

Proposigao 2.24. Seja M um subsemigrupo maximal de G- com int(M) # ().
Se H é um subgrupo compacto de G, entdo H Nint(M) = ().

Demonstragao: Suponhamos que H Nint(M) # (). Como a intersegao
de dois subsemigrupos é ainda um subsemigrupo, temos que H N int(M)
¢ um subsemigrupo aberto do grupo compacto H. Pela Proposi¢ao 1.48,
HNint(M) é um subgrupo compacto e aberto de H. Assim, 1 € HNint(M)
e, conseqiientemente, 1 € int(M). Como G é conexo, segue da Proposigao
1.44 que M = G, o que é uma contradi¢ao pois M é maximal. Portanto,

HNint(M) = 0. ]

Proposigao 2.25. Seja M um subsemigrupo maximal de G com int(M) # ().

Se H ¢é subgrupo compacto e normal, entao H C C(M).

Demonstracao: Sabemos que int(M) é um ideal de M e, pela Proposicao
2.24, que H Nint(M) = (). Como H é normal temos que MH C HM e
entao, pelo Lema 2.6, H C M. Desta forma, segue da Proposicao 1.38 que
HcCOM). ]

Proposicao 2.26. Seja M um subsemigrupo mazximal do grupo G tal que

H(M) Nint(M) # 0. Entdo int(M) € um subsemigrupo mazimal aberto e
M =int(M).

37



Demonstragao: Seja [ = int(M). Segue da Proposicao 1.45 que I é um
ideal de M assim, I é um subsemigrupo aberto. Como I C M temos que
I C M entdo, pela Proposicio 2.22, I C M. Se g € H(M) NI, entdo
M:MgQMjgmgf, isto é, M C I e assim I = M.

Resta mostrarmos que I é um subsemigrupo maximal. Para tanto, con-
sidere T # G um subsemigrupo aberto tal que I C T. Assim, M =1 C T
e, pelo Lema 2.19, T # G. Logo, T = M uma vez que M é maximal. Entao
T =int(T) C I. Assim, T = [ e, portanto, I é um subsemigrupo maximal

aberto. -

2.2 Semigrupos Totais

Ao longo desta se¢ao G continuara denotando um grupo topoldgico conexo.
Mesmo quando consideramos os grupos abelianos os subsemigrupos totais

de um grupo nem sempre sao maximais, como mostra o exemplo abaixo.
Exemplo 2.27. Seja S = {(v,y) € R*:y > 0} U {(z,0) € R* : z > 0}.

Note que IR? = S U S, isto é, S é total. Agora se considerarmos
M = {(z,y) € R* : y > 0}, teremos S C M C R* e S # M # IR?, ou seja,
M nao é maximal.

No proximo resultado estabelemos uma condigao para que um subsemi-

grupo total seja maximal.

Proposicao 2.28. Seja M um subsemigrupo préprio total e fechado de G.

Entao M é maximal.
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Demonstragao: Sejam z ¢ M e U = G\M. Como G = M U M~ segue
que U € Mt e dai U~! C M. Desta forma, o subsemigrupo T' gerado por
{z} UM contém xU~'. Sendo U aberto e z € U temos que zU~! também é
aberto e, além disso, 1 € xU~'. Logo, 1 € xU~' C T e, conseqiientemente,
T é um subsemigrupo tal que 1 € int(7"). Da Proposigao 1.44, segue que

T = G e, portanto, M é maximal. ]

Proposicao 2.29. Seja M um subsemigrupo fechado de G. Entao M ¢ total
se, e somente se, G = M# U H(M) U (M#)~!. Neste caso, M# = int(M),
M = M# e H(M) = d(M#), onde d(M#) denota a fronteira de M# .

Demonstracao: A equivaléncia segue da igualdade
MUM™ =M#*UHM)U(M#*)™

a qual é facilmente verificada. Com efeito, se z € M U M~! entao x € M
oux € M. Sexe Mex g M ', entdiox € M*. Sex € Mex € M1,
entdio r € H(M). Sex € M ex & M, temos que ™' € M ez ' ¢ M1,
logo x™' ¢ H(M). Como 27! € M e x™! & H(M), entao x~' € M#. Logo
r € (M#)~! e, portanto, M UM~ C M#* U H(M)U (M#)~t,

Por outro lado, se z € M#¥UH(M)U(M#)~! entdoz € M# oux € H(M)
oux € (M#*)™l. Sex € M# entdao x € M. Se x € H(M) entdo temos que
re€MUM™. Esex e (M#)™ entdo 2! € M# = M\H(M). Logo 27! €
Mext¢g HM), entao z € M~1. Dai M*¥UH(M)U (M#)"* c MU M
e, portanto, M U M~t = M# U H(M) U (M#)~71.

Se M é total, entao como M = M#* U H(M) e M N (M#)™! = (), temos
que (M#)~!1 = G\M ¢é aberto, pois M é fechado e, conseqiientemente, M#
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é aberto. Como M7 ¢é aberto e M#* C M entdao M# C int(M). Pela
Proposicao 1.45 temos que int(M) é um ideal e, pela Proposicao 1.35, M# é
o maior ideal de M. Logo, M# = int(M).

Logo M = M#. De fato, se M# = M# entao M# = int(M) = M# é
aberto e fechado, o que é uma contradi¢ao, pois G é conexo. Assim temos
que M# % M#, isto é, existe g € H(M) N M#. Como M é maximal temos
que H(M)N M# = H(M) Nnint(M) # 0. Segue da Proposicao 2.26 que
M = it (3T = 1.

Além disso, como M# = M e int(M) = M# temos que
A(M#) = M#\int(M#) = M#\int(intM) = M#\int(M) = M\M# =
H(M). ]

A proposicao seguinte determina os subsemigrupos maximais do grupo

aditivo dos reais.

Proposicao 2.30. Seja M um subsemigrupo mazimal fechado do grupo adi-

tivo dos numeros reais. Entdo M = R* ou M = —IR ™.

Demonstragao: Suponhamos que existe y € M tal que y > 0. Considere
y = %y € IR, onde n é um inteiro positivo. Assim, ny = n(%y) =y e M.
Aplicando o Lema 2.14 para H = IR, temos entdao que y € M, para todo
inteiro positivo n. Portanto, como M é subsemigrupo, ry € M, para todos
os racionais positivos r. Como M é fechado temos dai que IRt C M e, como
IR" é fechado e total, da Proposicao 2.28 segue que IR™ é maximal. Portanto,

M = R". Analogamente, se M contém um ntimero negativo obtemos que

M=—-IR". =
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Capitulo 3

Semigrupos Maximais em

Grupos de Lie Nilpotentes

Neste capitulo estudaremos semigrupos maximais em grupos de Lie nilpo-
tentes. Primeiramente, caracterizaremos os semigrupos maximais invariantes
e, como conseqiiéncia obteremos que os semigrupos maximais fechados dos
espacos vetoriais topoldgicos sao semi-espagos. Veremos que todo semigrupo

maximal é total e invariante.

3.1 Semigrupos Maximais Invariantes

O teorema seguinte estabelece, como caso particular, que todo subsemi-
grupo maximal em um grupo topolégico abeliano é total. Mais precisamente

temos:

Teorema 3.1. Seja G um grupo topolégico conexo o qual € localmente com-

pacto ou localmente conexo, e seja M um subsemigrupo fechado. Entao as
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sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) M ¢é mazximal e invariante;

(2) M € total e invariante;

(3) M € total, invariante e H(M) = C(M), isto é, H(M) € normal;

(4) existe um homomorfismo aberto e continuo de G sobre (IR, +) tal que a

imagem de M é IR*;

(5) M ¢é maximal e Gr € topologicamente isomorfo ao grupo aditivo dos
nimeros reais. Neste caso o isomorfismo topoldgico leva Mr em IRT ou em
—R*

Além disso, no caso em que G € localmente compacto estas condigcoes

implicam em H(M) ser conexo.

Demonstragao: Primeiramente, note que (1) e (2) s@o equivalentes:

(1)= (2) Segue imediatamente do Corolario 2.10.

(2)==(1) Conseqiiéncia imediata da Proposi¢ao 2.28.

(2)== (3) Em primeiro lugar, observemos que se M ¢ invariante, entao
M~ também o é. Assim, H(M) = MNM~" é subgrupo normal de G. Desta
forma, pelas Proposigoes 1.34 e 1.38 temos que H(M) = C(M).

(3)= (5) Como M ¢ total e fechado, segue da Proposigao 2.28 que
M é maximal. Pelo item (3), temos que H(M) = C(M) é normal, entao
Gr = G/C(M) = G/H(M) é um grupo conexo, pois G é conexo. Como
a aplicagao quociente é aberta, temos que G ¢é localmente compacto ou
localmente conexo.

Além disso, a relagdo <)y, definida na Se¢ao 1.9, é uma relagao de ordem

total sobre Gz. De fato, primeiramente note que C(M) C M/C(M), ja que
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1 € M pois M é maximal. Assim, pelo item (i) da Proposi¢ao 1.50, temos
que =), ¢ reflexiva. Como C(Mp) = C(M) = H(M), segue do item (ii)
da Proposicao 1.50 que </, ¢ anti-simétrica. Por defini¢do temos que <,
é transitiva. Como M é total, segue do Lema 2.17 que Mg é total. Logo,
pela Proposicao 1.52; quaisquer z,y € Gpr sao comparaveis, ou seja, Gpr
¢é totalmente ordenado. Assim, concluimos que G'r é um grupo topoldgico
conexo totalmente ordenado o qual é localmente compacto ou localmente
CONexo.

Como M ¢é fechado temos que Mg é fechado. Entao My é um conjunto
fechado de elementos positivos, isto é, maiores ou iguais a 1.

Ja sabemos que Mp ¢é total, entdo G\C(M) é a unido disjunta dos
conjuntos fechados Mp\C(M) e M;"\C(M). Dai segue que Gx\C (M) nao
é conexo. Como Mp é total e fechado entao Mp é maximal e como Mp
também é invariante segue do Lema 1.54 que Mg é arquimediano. Assim,
G'r estd munido de uma ordem arquimediana, ou seja, Gr ¢ arquimediano.
Logo, pelo Teorema 1.55 segue que G é isomorfo a um subgrupo de (IR, +)
e, portanto, G é abeliano. Mais ainda, como G é conexo obtemos que G g
¢ isomorfo a (IR, +). Desta forma, existe um isomorfismo ¢ : Gg — (IR, +).
Como Mp, é fechado e total temos, pela Proposicao 2.28, que Mg é maximal
e fechado em G'g. Assim, pelo Lema 2.15, ¢(Mpg) é maximal em (IR, +). Dai,
pela Proposigao 2.30, p(Mpz) ¢ RT ou —IR™.

(5)= (4) De (5), sabemos que existe um isomorfismo ¢ : Gg — (IR, +)
tal que p(Mz) = RT ou ¢(Mg) = —IR". Considere 0 : G — G/C(M) o
homomorfismo sobrejetor canonico. Se p(Mg) = IR entdo ¢ o # serd um

homomorfismo aberto continuo tal que (¢ o 6)(M) = IR". Caso contrdrio,
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isto 6, o(Mp) = —IR™ basta considerarmos o isomorfismo p : —IR" — R™"
dado por p(x) = —z e, assim, (uopof)(M)=TR".

(4)=> (2) Note que IR" e —IR" sdo invariantes e totais, pois IR é abeliano
e R =R"U—-R" . Desta forma, como My é isomorfo a IR™ ou a —IR™,
segue que Mg é invariante e total. Aplicando os Lemas 2.16 e 2.17 para o
homomorfismo sobrejetor 6 : G — G/C(M), obtemos que 6~ (Mg) = M é
invariante e total.

Agora, no caso em que G é localmente compacto. Como H (M) é fechado
e normal, IR é simplesmente conexo e G/H(M) = G/C(M) ~ (IR, +), segue
da Proposigao 1.5 que H(M) é conexo.

Vale lembrar que no caso em que o grupo ¢ abeliano todos os subsemi-

grupos sao invariantes.

Corolario 3.2. Os subsemigrupos mazximais fechados de um espago vetorial

topologico V sao 0s semi-espacos.

Demonstracao: Seja M um subsemigrupo maximal fechado de V. Como
todo espaco vetorial é um grupo abeliano temos que M ¢ invariante. Desta
forma, pelo item (4) do teorema anterior existe um homomorfismo continuo
0 :V — (IR, +) tal que p(M) = IR*, ou seja, M = {x € V : o(z) > 0}.
Pelo Teorema de Riesz sabemos existe um v, € V tal que ¢(z) = (z,v,),

para todo z € V. Portanto, M = {z € V : (x,v,) > 0} é um semi-espago. m
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3.2 Semigrupos Maximais

O estudo dos grupos nilpotentes teve inicio em 1897 com W. Burnside,
autor do livro " The Theory of Groups of Finite Order” (veja [1]) inteiramente
dedicado a teoria abstrata de grupos. Embora a classe de grupos nilpotentes
seja mais ampla que a dos grupos abelianos as técnicas envolvidas no estudo
de questoes relacionadas com ela lembram, em muito, técnicas relacionadas
com os grupos abelianos. Este fato ficara claro no transcorrer desta secao.

Comecaremos com a seguinte definicao.

Definigao 3.3. Seja G um grupo. O comutador de dois elementos g, h € G
¢ o produto g~'h~'gh o qual denotaremos por [g, h].

Se H e K sao subgrupos de G, denotaremos por [K, H] o subgrupo de G
gerado pelo conjunto {[k,h] : k € K,h € H}.

A série central descendente do grupo G é definida, por indugao, como:

GO = G
G1 =[G, ]
Gn+1 = [G, Gn]

onde n é um inteiro nao negativo.

Defini¢ao 3.4. Um grupo G é dito nilpotente se G,1 = {1}, para algum
n € IN.

Exemplo 3.5. Todo grupo abeliano é nilpotente pois o mesmo s6 possui

comutadores triviais.

No préoximo exemplo temos um protétipo dos grupos de Lie nilpotentes,

conhecido como grupo de Heisenberg.
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1 =z =2
Exemplo 3.6. (Grupo de Heisenberg) Seja H = 01 vy |;zy,zeRy,
0 0 1
1 =z =2
munido com o produto usual de matrizes. Identificandoamatriz | 0 1 y
0 0 1
com (z,y,2) € R® temos H = {(x,y, 2) € IR*} munido da operacio
(T1, 91, 21) * (T2, Y2, 22) = (T1 + T2, Y1 + Yo, 21 + 22 + T1Y2).
Por meio de calculos diretos podemos provar que H é um grupo que
tem (0,0,0) como elemento neutro e (—x1, —y1,21y1 — 21) como inverso do
elemento (x1,41,21) € H. E como se verifica facilmente Hy = {1} e entdao H

¢ nilpotente.

O proximo resultado garante que o quociente de um grupo nilpotente é

ainda um grupo nilpotente.

Lema 3.7. Sejam G um grupo nilpotente e N um subgrupo normal de G.

Entao o grupo quociente G /N € nilpotente.

Demonstracao: Seja H = G/N = {gN : g € G}. Se z,y € H entao
x=alN ey=>bN, coma,be G. Assim
Hy=[H H ={zYy oy : 2,y H} =
= {(a”*N)(b™'N)(aN)(bN) : a,b € G} =
={(a'b"'ab)N : a,b € G} = {[a,b]N : a,b € G} =
= [G,G|N = G|N.
Assumindo H,, = G,,N obtemos que
H.,,y=[H H,)={z"'y'ay:x€e Hye H,} =
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={(a”*N)(b"'N)(aN)(bN) : a € G,b € G,,} =
={(a"'ab)N:a € G,b € G, } =
={la,b|N :a € G,b € G,} = [G,G,]N = G411 N.

Assim, pelo principio de inducao, H,, = G, N para todon > 1. Como G é
grupo nilpotente, entao existe n > 1 tal que G,, = {1}. Logo H,, = G,N = N
e, portanto, H ¢ nilpotente. |

Lembremos que o centro de um grupo G, denotado por Z(G), é definido

como: Z(G) = {x € G : gr = xg, para todog € G}.
Proposicao 3.8. Seja G um grupo. Se G, = {1} entio G, C Z(G).

Demonstragao: Seja h € G,,. Como
Gpi1=[G,G,|={g'hlgh:9g€ G heG,}={1},
temos que g *h~!gh = 1, para todo g € G, isto é, gh = hg, para todo g € G.
Assim, h € Z(G). ]
Alguns resultados necessarios para o estudo dos subsemigrupos maximais
dos grupos nilpotentes sao validos para grupos em geral. Como, por exemplo,

o préximo lema.

Lema 3.9. Sejam G um grupo e M um subsemigrupo mazximal de G. Se

g,h € G sio tais que g, h] € Z(Q), entdo [g,h], [g,h]™" € M.

Demonstragao: Seja w = [g,h]. Se w = 1, o lema é trivial, pois como M
¢ maximal temos que 1 € M. Pela Proposicao 2.8, w € M U M}, isto é,
w € Mouw~! € M. Podemos supor, sem perda de generalidade, que w € M
e mostrar que w—! € M. Para tanto, suponhamos que w=! & M e conside-

remos S = {w™ : n > 0}. Como w € Z(G), entdo SM é um semigrupo
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contendo w1 e M. Pela maximalidade de M, temos que SM = M ou SM =
G. Mas w™! € M, daf obtemos que SM = G. Assim, ¢ = w"u, h = w™ ™,
g ' =wkz, h™! = wPy, para alguns r,m, k,p > 0 e u,v,z,y € M. Como
g = w "u temos que w'g = u € M. Da mesma forma, w™h, w*q~!, wPh™! €
M. Se ¢ =r+m+ k + p entdo wig, wih, wiqg=t, wih=' € M, pois w € M.
Como gh = hgg~'h~'gh = hg[g,h] e [g,h] € Z(G), por indugao, temos que
g"h" = h"g™[g, h]"?, isto é, g"h"[g, h]™"* = h™g". Consideremos z = w?, logo
(zg )™ (zh)"(zg9)"(zh~ 1) € M, para todo n > 1. Como z € Z(G) temos
(2g7 )" ()" (2g)" (zh~ )" = 2"g "2 R 2 g 2 T = 2T (W g )R
= 2mg =" (g"h"[g, h] ") b = b g, h) TR
= gyt pn
e como w € Z(G) obtemos que
AP = pAnprp T = pAngn® = inayn® = e’ e N
Para n suficientemente grande 4ng — n? < 0, assim (w~!)"4="" € M. Desta

forma, segue do Lema 2.14, que w™! € M, o que é uma contradicdo. Por-

tanto, [g, k], [g,h]™' € M. n

Proposicao 3.10. Seja M um subsemigrupo maximal de G tal que M ¢é
reduzido em G. Entao, G/Z(QG) tem centro trivial.

Demonstragao: Suponhamos que Z(G/Z(G)) # Z(G). Consideremos
¢ : G — G/Z(G) o homomorfismo canonico, entao existe g € G tal que
v(g9) € Z(G/Z(G)) mas ¢(g) nao é a identidade. Como g &€ Z(G), existe
h € G tal que gh # hg. Desta forma, [g, h] = g *h~gh # 1. Logo,
¢(lg, hl) = (g~ h~"gh) = e(g7e(h™H)e(g)p(h)
= (g )e(g)p(h™)e(h) = (g~ gh™"'h) = ¢(1)
e entao [g,h] € Z(G).
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Pelo Lema 3.9, g, h], [g,h] ™' € M e, como [g, h| € Z(G), o subgrupo gerado
S =A{lg,h] : g,h € G} é normal e estd contido em M, mas isto contradiz o

fato de M ser reduzido em G. Assim, G/Z(G) tem centro trivial. ]

Teorema 3.11. Seja M um subsemigrupo maximal de um grupo nilpotente
G. Entao M é total e invariante em G e [G,G] C H(M). Em particular
Gr=G/H(M) € abeliano.

Demonstracao: Seja (Gg, Mg)aredugao de (G, M), isto é, Ggr = G/C(M)
e Mrp = M/C(M). Pelo Lema 2.15, My é maximal em G e, pelo Lema 3.7,
G'r € nilpotente. Novamente pelo Lema 3.7 temos que qualquer quociente
de Gg é nilpotente, em particular, Gr/Z(Gr) é nilpotente e, se nao for
trivial, possui centro nao trivial. Mas Mg é um semigrupo maximal de G
e é reduzido. Entao, segue da Proposi¢ao 3.10 que Gg/Z(Gg) possui centro
trivial. Desta forma, concluimos que Gg/Z(Gg) ¢ trivial, isto é, Z(Gr) = Gr
e, conseqlientemente, G é abeliano. Entao [Gr, Gg| = {1} = C(M).
Mas
|Gr,GRr] = {a™'C(M)b™*C(M)aC(M)bC(M) : a,b € G}
={a ' 'abC(M) : a,b € G}
= {[a,b]C(M) : a,b € G} = [G,G|C(M).

Assim [Gr,Gg| = [G,G|C(M) = C(M) e, conseqlientemente temos que
G,G] ¢ C(M) C H(M). Pelo Coroldrio 2.13, Mg é total e, pelo Lema 2.17,
M é total em G. Como [G,G] C H(M) C M entao, para g € G e m € M,
temos que [g,m™!] = g~ 'mgm~! € M, isto implica que (¢ 'mgm~')m =
g 'mg € M. Logo M e, conseqiientemente, H (M) sdo invariantes. Assim,

C(M) = H(M) e, portanto, Ggr = G/C(M) = G/H(M) é abeliano. ]
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Corolario 3.12. Seja G um grupo topologico conexo nilpotente que € local-
mente compacto ou localmente conexo. Seja M um subsemigrupo mazximal
com int(M) # 0. Entao (Gr, Mg) € topologicamente isomorfo a (R,IR").
Dai C(M) = H(M) é um subgrupo normal fechado, que também é conexo

no caso localmente compacto.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.11 M é total e invariante, e pela Proposicao

2.22 M é fechado. O restante segue do Teorema 3.1. ]

Proposicao 3.13. Seja H um subgrupo conexo, normal e nilpotente de um
grupo conexo G e seja M um subsemigrupo mazimal tal que int(M) # 0.

Entao [H,H] C C(M).

Demonstragdo: Mostremos inicialmente que [H, H]Nint(M) = (. De fato,
suponha que [H, H] Nint(M) # (. Como 1 ¢ int(M) pois, caso contrario,
terfamos M = G, entao int(M) N H é um subsemigrupo préprio de H tal
que int(int(M) N H) C H. Pela Proposigao 2.20, existe um subsemigrupo
maximal S de H tal que int(M) N H C S. Assim, pelo Teorema 3.11,
temos que [H,H] C H(S) C S. Se g € [H,H] Nint(M), entao segue que
gt € [H,H| N (int(M))™" € SN (int(M))~!, o que contradiz o Lema 2.19.
Logo, [H, H] Niint(M) = 0.
Além disso, int(M) é um ideal em M e [H, H] é normal. Assim, pelo Lema
2.6, temos que [H, H| C M, e da Proposicao 1.38 segue que [H, H] C C(M).
m
No préximo resultado vamos determinar condicoes sob as quais um sub-

conjunto de um grupo é gerador do grupo.
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Corolario 3.14. Seja G um grupo topoldgico conexo e nilpotente. Se A C G
e int(A) N [G,G] # 0, entao o subsemigrupo gerado por A é todo G.

Demonstracao: Seja S o semigrupo gerado por A. Se S # G entao, pela
Proposicao 2.20, S € M, onde M ¢é um subsemigrupo maximal. Note que
int(M) N H(M) = () pois caso contrario 1 € int(M) e, dai, terfamos M = G.
Segue da Proposicao 3.13 que [G,G] C C(M) C H(M) mas, por hipétese,
0 # int(A)N[G,G] C int(M) N [G,G], o que contradiz H(M) Nint(M) = 0.
Portanto, S = G. |

Como aplicacao deste resultado, veremos agora que os subsemigrupos
maximais de interior nao vazio do grupo de Heisenberg H sao os semi-espagos

que contém o centro do grupo.

Proposicao 3.15. O conjunto 7 = {(z,y,2) € H : ax + by > 0} € um

subsemigrupo mazimal de H, para todos a,b € IR tais que a®> + b* # 0.

Demonstragao: Sejam (1,1, 21), (T2, Y2, 22) € m, ou seja, ax; + by; > 0 e
azxo+bys > 0. Mas (21, y1, 21) * (22, Yo, 22) = (T1+T2, Y1 +Y2, 21+ 22+ T132) €,
como a(xy+x2)+b(y1+y2) = axy+axs+by; +bys = axy +byy +axg+bys > 0,
temos que (x1,y1, 21) * (X2, Yo, 22) € m. Portanto, m é subsemigrupo.

Para ver que 7 é maximal, suponhamos que exista um subsemigrupo A
em H tal quem C AC Hemnm# A Como m # A existe (zg,v0,20) € A
tal que azg + byo < 0. Assim, a(—x¢) + b(—yo) > 0 e conseqiientemente
(=0, —Yo, —20) € int(m). Logo (o, Yo, 20) * (—x0, —Yo, —20) = (0,0, —xoyo).
Mas m C A, logo int(r) C int(A), e como (—xg, —Yo, —20) € int(m) entao
(—xo, —Y0, —20) € int(A). Como (xg,yo, 20) € A e int(A) é ideal em A temos

que (Zo, Yo, 20) * (—Z0, —Yo, —20) = (0,0, —zoyo) € int(A).
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Sabemos que [H, H] = {(0,0,z) : z € IR}, entao (0,0, —zoyo) € [H, H].
Assim (0,0, —zoyo) € int(A) N [H, H| e, pelo Corolario 3.14, A = H. Por-

tanto, m é um subsemigrupo maximal de H. |

Teorema 3.16. Seja M um semigrupo maximal do grupo H. Entdo existem

a,b € R, onde a® + b* # 0, tais que M = {(x,y,2) : ax + by > 0}.

Demonstracao: Considere o homomorfismo sobrejetor § : H — IR? dado
por O(x,y,2) = (x,y). Afirmamos que (M) é um subsemigrupo maximal
de IR De fato, (M) é um subsemigrupo, pois M é subsemigrupo. Resta
mostrar que (M) é maximal. Suponhamos que exista um subsemigrupo S
em IR? tal que O(M) C S C R? e (M) # S. Logo existe (z2,3°) € S tal
que (z,y,z) € M, para algum z € R. Como (0,0,—z) € M temos que
(x,y,2)*(0,0,—2) = (z,y,0) & M.

Pelo Teorema 3.11 temos que M ¢é total, isto é, H = M U M~ logo
(z,,0) € M~ o que implica (—2’, —y’,0) € M. Desta forma, temos que
f(—x, —y,0) = (=2, —y) € (M) C S, logo (,y) + (-2, —y’) = (0,0) €
int(S). Como IR? é conexo e a identidade pertence ao interior de S temos,
pela Proposicdo 1.44, que S = IR?. Logo §(M) é um subsemigrupo maximal
de IR?. Segue do Lema 2.15 que §~1(6(M)) é um subsemigrupo maximal de
H. Como 6(M) é subsemigrupo maximal do IR?, pelo Corolério 3.2 sabemos
que existem a e b, ndo simultancamente nulos, tais que (M) = {(z,y) :
ax + by > 0}. Assim,

O~ O(M)) =0 (z,y) : ax + by > 0} = {(x,y,2) : ax + by > 0}.
Como M C 607Y0(M)) C H e, M ¢ maximal entao M = 6~1(9(M)) ou
6=1(0(M)) = H, mas claramente §~1(9(M)) # H. Assim, concluimos que
M=0"Y0(M))={(z,y,2) : ax + by > 0}. ]
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Figura 3.1: Subsemigrupos maximais no grupo de Heisenberg.
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Capitulo 4

Semigrupos Maximais em

Grupos de Lie Soluveis

Neste capitulo vamos tratar dos semigrupos maximais em grupos de Lie
soliveis. Para tanto, apresentaremos alguns resultados sobre cones invari-
antes e grupos de Frobenius-Perron. Dedicaremos uma das se¢oes a carac-
terizacao dos semigrupos maximais do grupo afim. O principal resultado do
capitulo é o Teorema 4.22; como conseqiiéncia de tal teorema concluiremos
que os semigrupos maximais de interior nao vazio de grupos de Lie solaveis
conexos sao totais.

Comecemos definindo o que vem a ser um grupo solivel.

Seja G um grupo. Como no capitulo anterior, [G,G] = {[g,h] : g,h € G}.
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Definimos por inducao

G’ =G

G' =[G, G]

G2 =[G', G
Gn+1 — [Gn7 Gn]

Definigao 4.1. Dizemos que um grupo G é solivel se G = {1}, para
algum n € IN.
Notemos que todo grupo nilpotente é solivel. O grupo afim, o qual

introduziremos na Se¢ao 4.2 é um exemplo de grupo soluvel nao nilpotente.

Apresentamos agora alguns resultados referentes a cones invariantes que
nos ajudarao a caracterizar os semigrupos maximais em grupos soliveis. No

que segue GG denotard um grupo de Lie conexo e L(G) sua algebra de Lie.

Lema 4.2. Sejam G um grupo de Lie conexo, exp : L(G) — G a aplicagdo
exponencial e I um ideal abeliano de L(G). Se M ¢é um subsemigrupo ma-
zimal de G com int(M) # 0, entao W = {X € I : exp(X) € M} € um cone
fechado em L(G).

Demonstracao: Se exp(l) C W, entdao W =1 e o lema é trivial.
Suponhamos entao que exp(l) € M. Pela Proposigao 1.45, int(M) é um
ideal de M e como [ é um ideal temos, pela Proposicao 1.20, que exp(/) é um
subgrupo normal de GG. Desta forma, aplicando a Proposicao 2.6 para o ideal
int(M) e para S = exp(I) temos que exp(I) Nint(M) # (). Consideremos
h € exp(I)Nint(M), ou seja, h = exp(y), com h € int(M) ey € I. Como M
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é maximal e int(M) # () segue da Proposigao 2.22 que M é fechado e, como
exp é uma aplicagao continua temos que W = exp (M) N I é fechado.

Observe que I, munido da soma, é grupo. Sendo [ abeliano temos
que [X,Y] = 0, V XY € I. Assim, pela Proposicao 1.18, temos que
exp(X +Y) = exp(X)exp(Y), V X, Y € I. Entao, exp restrita a I é
um homomorfismo de grupos. Afirmamos que W é fechado sob a adigao.
De fato, considere wy,wy € W. Como M é um subsemigrupo temos que
exp(w; + wq) = exp(w;) exp(wy) € M. Entao wy + wy € exp™ (M), ou seja,
W é fechado sob a adicao.

Vamos aplicar o Lema 2.14 para H = exp([) e concluir que W é fechado
sob multiplicacao por escalares %, com n € IN. Para tanto, note primeira-
mente que exp(l) é um subgrupo abeliano. Agora considere w € W. Como
I ¢ ideal temos que IR™I C I, isto implica que %w el

Entao

1 1 1 1 1
exp(ﬁw)” = exp(ﬁw) . .exp(gw) = exp(ﬁw +...+ Ew) = exp(w) € M.

Logo, pelo Lema 2.14, exp(%w) € M e, conseqiientemente, %w e W, para
todo n € N. Assim, W é fechado sob multiplicacao por @, ou seja, Q*W C
W. Daf segue que RYW C W = W. Logo, W é um cone. |

Teorema 4.3. (Teorema do Cone Invariante) Sejam G um grupo de Lie
conexo, exp : L(G) — G a aplicagao exponencial e I um ideal abeliano
de L(G). Se M é um subsemigrupo mazimal de G com int(M) # 0, entao
W ={X €1:exp(X) € M} éum cone fechado em L(G) o qual é invariante
sob a acdo adjunta de G, e W — W =1.

Demonstracao: Se exp(/) C M, entao pelo lema anterior W é um cone
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fechado e W — W = I. Como I é um ideal, em particular, I é subalgebra de
L(G). Assim, pela Proposicao 1.19, I é invariante sob agao de Ad g, isto é,
Adg(I) C 1.

Suponhamos agora que exp(l) € M. Novamente pelo lema anterior W é
um cone. Vimos também que existe h € exp(I)Nint(M ), ou seja, h = exp(y),
com h € int(M) ey € I. Como h € int(M), entdo existe uma vizinhanga V'
de y tal que exp(V) C M. Assim, o cone W tem interior ndo vazio em [ e y
é um ponto interior.

Seja x € int(W). Entdo nz = y + z,, para algum z, € W com n
suficientemente grande. De fato, seja U um aberto em [ tal que x € U C W.
Entao %y € x — U para todo n suficientemente grande. Assim, %y +u, =,
isto é, y + 2, = nx com z, = nu, € W. Como h € int(M), entdo, pela
Proposicao 1.3, existe um aberto N tal que N = N1, 1 € N e Nh C int(M).
Sejam g € N e z € int(M). Para n suficientemente grande, escolha z, € W
tal que nx =y + z,. Seja b, = exp(z,). Entao

exp((Ad g)(nz) +y) = exp((Ad g)(nx) exp(y) = gexp(nx)g—'h

= gexp(y + 2,)g 'h = gexp(y) exp(z,)g~'h
= ghb,g*h € Nh-M - Nh C M.

Como Adg(nz)+y € I e exp(Ad g(nx) +y) € M, entao Adg(nx) +y €
exp '(M) NI = W, para n suficientemente grande. Como W é um cone
temos que %(Ad g(nz) +y) = Adg(z) + %y € W para n suficientemente
grande. Mas W é fechado entao (Adg)(x) € W e dai Adg(intW) C W.
Como int(W) é denso em W temos que Adg(W) C W. Isto ocorre para
todo g € N. Mas 1 € N e G é conexo, entao N gera G. Desta forma, como
Ad(g1...9n) = Adgy 0 Adgs o ... 0 Ad gy, temos que Adg(W) C W para
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todo g € GG, ou seja, W ¢ invariante sob a acao adjunta de G.

Resta mostrarmos que W —W = [. Para tanto, lembremos que conforme
foi concluido acima W possui interior nao vazio em I. Logo W — W ¢
um subespago vetorial de I, possuindo interior nao vazio em [I. Portanto,

W —-WwW =1. n

4.1 Grupos de Frobenius-Perron

Nesta secao V' denota um espaco vetorial sobre IR de dimensao finita.
Sejam G um grupo e 7 : G — GI(V) uma representagao de G em V.

Entao 7 da origem a uma acao linear continua de G em V definida por
g-v=m(g)(v).

E. B. Vinberg mostrou que se G é conexo, soluvel e preserva um cone
pontual em V', entao G' tem um autovetor comum no cone. Uma versao mais

geral que segue deste resultado ¢é a seguinte:

Teorema 4.4. (Vinberg) Seja G um grupo de Lie, S um subgrupo de Lie
soluvel. Se W € um cone pontual invariante sob a acdao de G, entao existe

veW tal que S-v C IRTw.

A demonstrac@o deste teorema é dada em [13].

Demonstraremos este resultado para o caso abeliano.

Teorema 4.5. (Teorema de Frobenius-Perron para Semigrupos abelianos)
Seja W um cone em um espago vetorial de dimensao finita L e W # H(W).
Se S é um subsemigrupo abeliano de Hom W, entao existe w € W, nao

nulo, tal que Sw C R - w.
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Demonstracao: A demonstracao serd feita em varias etapas.
Afirmagao 1: Todo g € HompW tem um autovetor nao nulo em W.

De fato, se existe w € W tal que w # 0 e gw = 0, entao w é o autovetor
procurado.

Suponhamos entao que gw # 0, para todo w € W\{0}. Neste caso g
induz uma aplicac@o continua g do espago semi-projetivo [[(W') definida por
g(w) = g(w) . Como W # H(W), pela Proposicio 1.27, este espaco é um
n — 1 compacto com n = dim(W — W). Pelo teorema do Ponto Fixo de
Brouwer, g tem pelo menos um ponto fixo em [[(W) e, conseqiientemente,
existe um w € W nao nulo tal que gw € RT - w.

Somente para os propédsitos dessa demonstracao diremos que um subcone
S-invariante W' de W é irredutivel se ele for nao nulo e ndo contém nenhum
subcone préprio nao nulo S-invariante.

Afirmacao 2: W contém subcones irredutiveis.

Primeiramente, observe que o conjunto de todos os subcones S-invariantes
nao nulos de W ¢ indutivo com respeito a C . Na verdade, se {W; : j € J}
¢ uma torre descendente de subcones S-invariantes nao nulos, entao V =
ﬂ W; é certamente um subcone S-invariante de W. Desta forma, temos
Jtzﬁrjnbém uma torre descendente de [[(W/;). Entretanto, pela compacidade de

todos [[(W;), a intersecao ﬂ H(W]) ¢ nao vazia. Dai se T € [[(W;) entdo
jeJ
Sz C Wj, para todo j. Logo, ﬂ W; é nao vazia, dai V' é nao nulo. Agora,
jeJ
pelo Lema de Zorn, temos que W contém um subcone minimal W nao nulo

. . . . . o, . ,
e S-invariante. Desta forma, pela minimalidade, W é irredutivel.

Afirmagao 3: Todo cone irredutivel é unidimensional.
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Suponha que o cone W seja irredutivel. Vamos mostrar que dim W = 1.
Seja g € S. Pela afirmacao 1, g tem um autovetor nao nulo para o autovalor
Aem W. Se Ly denota o auto- espago de g para o autovalor A, entao W N L,
é diferente de zero. Seja x € Ly e h € S. Como S é abeliano, temos que
g(hx) = h(gx) = h(A-z) = X- (hx), isto é, hax € Ly. Entao L) é S-invariante,
ou seja, SLy C Ly. Assim, W N L, é um subcone de W diferente de zero
e S-invariante. Como W N L, C W, pela irredutibilidade de W, temos que
WnNLy=W. Entao W C Ly. Logo g|(w-w) é uma multiplicacao escalar.
Como g € S é arbitrario, todo subcone de W é invariante. Assim, pela
irredutibilidade de W, temos que dim W = 1.

Com isto, concluimos que existe um cone W' C W irredutivel S-invariante
que é unidimensional, isto é, W' = IRTw. Portanto, como W' é S-invariante

temos que Sw C W =R w. (]

O Teorema 4.4 motiva a seguinte definigao.

Definicao 4.6. Um grupo de Lie G ¢é dito um grupo de Frobenius-Perron
se para toda acdao linear continua de G em um espacgo vetorial real V de

dimensao finita que deixa um cone pontual W invariante, existe v € W tal

que G -v C RTv.

Uma agdo G x V — V induz uma acao dual G x V* — V* definida
por: se g € G,a € V¥ ewv € V entao (g-a)(v) = a(g-v). Considerando a
aplicagao bilinear (,) : V* x V' — IR definida por (o, v) = a(v), é facil ver

que (g - o, v) = {a, g - v), quaisquer que sejam g € G,a € V*ev € V.

Teorema 4.7. Seja G um grupo de Frobenius-Perron com uma acdo line-

ar continua num espaco vetorial de dimensao finita V. Se W # V é um
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cone gerador invariante em V, entao W estda contido em um semi-espaco

wnvariante pela acao de G.

Demonstracao: Seja W* o cone dual de W. Como W # V temos que
W* é nao vazio e, se considerarmos a ac¢ao natural de G no espago dual V*
dada por (g.a)(v) = a(g.v), onde g € G,a € V* e v € V, entdo a agdo de G
em V* deixa o cone dual W* invariante. Como G é um grupo de Frobenius-
Perron, entdo existe ag € W* tal que G - oy C IRTay. Consideremos o
semi-espago U = {v € V : ap(v) > 0}. Este semi-espaco é G-invariante
pois, se g € G existe A > 0 tal que g.ap = Aap e assim para todos v € U,
ap(g.v) = (g.ap)(v) = (Aa)(v) = A(v) > 0. Além disto, W C U pois,

como «p € W* entdo, para todo w € W temos que ap(w) > 0. n

4.2 Semigrupos Maximais no Grupo Afim da

Reta

Esta secao serd dedicada ao estudo dos semigrupos maximais do grupo
afim da reta, que é um protétipo de grupo de Lie solivel. Mais especifica-
mente iremos mostrar que os semigrupos maximais fechados deste grupo sao
os semi-espacos cuja fronteira é um subgrupo unidimensional. Comecemos
definindo o grupo afim da reta.

Lembremos de que uma funcao afim da reta é uma aplicagao f : R — IR
definida por f(z) = ax + b, para todo = € IR, onde a e b sao nimeros reais
fixos sendo a # 0. Neste caso o conjunto das aplicagoes afins da reta se

identificam naturalmente com o conjunto Aff = {(a,b) € R® : a # 0}.
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Motivados pela composicao de aplicagoes afins definimos no conjunto Af f
a operagao (a,b)(x,y) = (ax,ay + b). Munido desta operacao Aff torna-se
um grupo cujo elemento neutro é (1,0) e o elemento inverso de (x,y) € Aff
¢ o elemento (z,y)"! = (1, —?y) A componente conexa da identidade do

grupo Af f seréd denominado de grupo afim e seré denotado por Af f*. Mais
precisamente Af ft = {(x,y) € Aff : x> 0}.

Figura 4.1: Representacao geométrica do grupo afim.

Observagao 4.8. Se m # 0 é um numero real fixo temos que a semi-reta
K, = {(z,y) € Afft .y = mx — m,para algum m fixo} é um subgrupo

unidimensional do grupo Af f*.

Proposicao 4.9. O grupo afim é um grupo soluvel.

Demonstragao: Seja G = AffT. Vamos calcular G* = [G°, GY] = [G, G].
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Para tanto, consideremos g = (a,b), h = (z,y) € G. Entao

1 —=b,,1 —y
hl = —lh—l h=(= - b
l9,h] =g gh= (=, —)(=, —)(a,b)(z.y)
1 —y b
=(—,— - — b
(==L~ =) ar,ay +1)
ay+b y b
= (1, ~ v
ax ar a
ay+b 'y b

=(1,2), com z =

Assim, Gt = {(1,2) : z € R}.
Vamos calcular G? = [G', G']. Sejam g = (1,a),h = (1,b) € G*. Entao

[ga h] - g_lh_lgh - (17 _a)(1> _b)(lﬂa)uvb)
=(1,-b—a)(1,b4+a)=(1,b+a—b—a)

= (1,0).

Logo, G* = {(1,0)} e, portanto, Af f* é um grupo solivel. n
Os préximos resultados serao utilizados quando discutirmos os semigru-

pos maximais do grupo afim da reta.

Proposicao 4.10. Os conjuntos My = {(z,y) € AffT :0 <z < 1} e
My ={(z,y) € Aff* : x> 1} sao subsemigrupos totais do grupo AffT.

Demonstracao: Primeiramente, note que 1 = (1,0) € My, ou seja, My # .
Se (x1,11), (Ta,y2) € My, entdo temos (x1,y1)(x2,y2) = (T122, 1Y2 + Y1).
Como 0 < z1x9 < 1 temos que (x1x9,21y2 + y1) € M. Logo, M; é um
subsemigrupo. Analogamente mostra-se que M, é um subsemigrupo.

Além disso, M; ' = M,. De fato, se considerarmos (r,y) € M, entdo

1 — 1 1
(z,y)"! = (E, ?y) € M, pois - > 1 e quando z — 0 temos que )
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Portanto, G = M; U My = My U M = My U M,, ou seja, M, e My sdo
totais. -
Lembre-se que os pontos de uma reta de inclinacao m que passa pelo

ponto (1,0) sao da forma (z, mz —m).

Proposigao 4.11. Sem # 0, o conjunto M = {(x,y) € Aff* :y > mz—m}

¢ um subsemigrupo total do grupo AffT.

Demonstragao: Claramente (1,0) € M, isto é, M # (). Consideremos
entao (x1,y1), (z2,y2) € M. Como y; > mx; —m e ya > maxy — m resulta
que

T1Ye+1y1 > x1(mre—m)+may —m = mriry —mri +mry —m = mriTy—m.
Desta forma, (z1,y1)(x2,y2) = (z172,21y2 + y1) € M e, entdo, M é um
subsemigrupo. Resta mostrarmos que M é total. Para tanto, vamos verificar

que M~t = G\M. De fato, se (z,y) € M entdao y > mz — m. Como

—1 1 —Y
(x,y)™' = (=,—) e, como y > mx — m, temos que —y < —mx + m e,
x x
— 1
conseqlientemente, - < m~— —m. Assim, (z,y)"' € G\M. Portanto, M ¢
x x
total. -

Observagao 4.12. Os conjuntos M = {(z,y) € AffT : y > mz —m}
sdo todos isomorfos ao conjunto Aff™ = {(x,y) € Aff* : y > 0}. Para
ver isto basta considerarmos o automorfismo interno pelo elemento (1,m), o

mesmo nao ocorre com os conjuntos M; = {(z,y) € Affr:0<z <1}e

My ={(z,y) € Afft:2>1}.

A proposicao seguinte garante que o grupo afim da reta sé possui um

subgrupo normal nao trivial.

64



Figura 4.2: Subsemigrupos totais do grupo Aff*

Proposicao 4.13. O conjunto H = {(1,y) € Aff* :y € R} € o tnico

subgrupo normal nao trivial do grupo Aff*.

Demonstragao: Primeiramente, note que os subgrupos unidimensionais
de Afft sdo H e K,,. Sejam x = (a,b) € Afft e h = (1,y) € H. Entao
rha™t = (a,b)(l,y)(%, %b) = (1,ay) € H. Logo, H é um subgrupo normal
de Aff+.

Consideremos agora z = (a,b) € Afft e k = (z,mx —m) € K,,. Entao,
rkx™' = (a,b)(z, mx — m)(é, %b) = (x,—bx + amx — am + b). Para que
rkx™! € K,, devemos ter —bx + amx — am + b = mx — m para todo .
Tomando a =1 e b = m temos —mx + mx — m + m = mx — m, ou seja,

mx —m = 0. Assim, vkx~! € K,, somente quando z = 1, conseqiientemente

K,, nao é subgrupo normal de Aff*. Logo, o tnico subgrupo normal nao

trivial de Af f+ é H. n

Proposigao 4.14. Os subconjuntos do grupo H: HT = {(1,y) : y > 0} e
H=={(1,y) : y <0} sdo subsemigrupos invariantes de AffT.
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Demonstracdo: Como (1,0) € HT, entao H™ # (. Sejam (1,a), (1,b) €
H*. Como a+ b > 0 obtemos que (1,a)(1,b) = (1,b+a) € H". Assim,
H™* é um subsemigrupo. Resta mostrar que H' ¢ invariante. Para tanto,
considere z = (a,b) € Affteh = (1,y) € H". Entao zhz™' = (1,ay) € H"
e, portanto, H* é um subsemigrupo invariante de Af f*. De maneira andloga

mostra-se que H~ é um subsemigrupo invariante de Af f*. ]

Antes de enunciarmos o resultado principal desta secao necessitamos do

seguinte lema técnico.

Lema 4.15. Seja G o grupo dos reais positivos munido da multiplica¢ao
usual. Dados s,t € G com 0 <1<t, e>0, e N um inteiro positivo. Entao

existem inteiros positivos j, k com j > N tais que |s'th" — 1| < e
Demonstracao: Considere a aplicacao

0:IR — St

definida por 6(t) = e?™y'. Como 6 é um homomorfismo sobrejetor continuo
de grupos topolégicos cujo niicleo é Zy, temos que IR/Zy é um grupo home-

omorfo ao grupo compacto S. Considere a aplicacao quociente

m: R — R/Zy

e o semigrupo ciclico S = {nz : n > 1} do grupo aditivo IR. O fecho ()
¢ entao um semigrupo compacto e portanto, pela Proposicao 1.48, é um
subgrupo compacto de IR/ZZy.

Agora 0(0) = Zy e portanto, dado € > 0 existem j € IN tal que jo+Zy C
(—e,€) + Zy.
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Com isso, para 0 € 7 existe k € 7Z tal que jx + Oy € (—e,€) + ky, ou
seja, jx — ky € (—e¢,€), ou ainda |jxr — ky| < € ou [j(—x) + ky| < e.

Note que como x > 0 e j > 0 também k£ > 0. Além disto, j poderia ser
tomado de forma que 7 > N pois poderiamos considerar 27,37, ... e fazer a
mesma coisa.

Considere agora a aplicacao exponencial e : IR — IR* dada por e(t) = €.
Sejam s,t € IR™ tais que 0 < s < 1 < t. Entao In(t) > 0 e —in(s) > 0. Pela
primeira parte, dado € > 0, existem j > N tal que [jln(s) + kln(t)| < e,
exponenciando obtemos e/ )k n(t) < € ou itk < ef.

Agora, quando ¢ — 0, e — 1. Portanto escolhendo € conveniente-
mente tem-se que |s/tF — 1| < e. ]

Por fim, o proximo resultado caracteriza os subsemigrupos maximais de

interior nao vazio do grupo afim da reta.

Teorema 4.16. Se M é um subsemigrupo maximal fechado de Af f*, entdo
existe um grupo unidimensional tal que M € a uniao deste grupo com uma

das componentes do seu complementar. Em particular M € total.

Demonstragao: Seja H = {(1,y) € Aff* :y € R}. Do Lema 4.13 segue
que H é um subgrupo normal de Af f* e, em particular M H = HM. Entao,
pelo Lema 2.6, temos que H N M7# # () ou H C M.

Vamos supor, primeiramente, que H C M. Consideremos o homo-
morfismo sobrejetor ¢ : Afft — IR' dado por ¢(z,y) = . Note que
ker(p) = {(z,y) € AffT : p(x,y) = 1} = H. Assim, pelo Teorema
Fundamental do Homomorfismo temos que Aff*/H ~ IR". Consideremos

agora o isomorfismo 6 : R* — IR dado por §(z) = In(x). Logo, o grupo
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(R*,) ~ (R,+). Se 7 : G — G/H é o homomorfismo sobrejetor entao,
como 7 Y M/H) = M é maximal em Aff* temos, pelo Lema 2.15 e 2.22,
que M/H é fechado. Da Proposi¢ao 2.30 segue que os subsemigrupos ma-
ximais de (R,+) sio R" = {r e R:2 >0} e R = {zr € R:z < 0},
Como um homomorfismo sobrejetor leva subsemigrupo maximal em sub-
semigrupo maximal temos que M/H corresponde a (0, 1] ou [1,00). Entao,
M={(z,y) :0 <z <1} ou M = {(z,y) : 1 < z}. Em ambos os ca-
sos M é um semi-espaco que tem como hiperplano suporte a reta H e, pela
Proposic¢ao 4.10, concluimos que M é um semigrupo total de Aff™.

Suponhamos agora que H N M# # (). Neste caso tomemos (1,y) € M#,
com y > 0. Como (1,%@;)” € M entao, pelo Lema 2.14, (1,%3/) e M
para todo n positivo e, como M é semigrupo temos que (1, %y) € M para
% > 0. Como M é fechado obtemos que H = {(1,y) : y > 0} C M e,
como H=Ht"N—H"=H'NH™ entao H" é fechado e total em H. Desta
forma, segue da Proposicao 2.28, que H' é maximal. Note que H € M, pois
caso contrdrio como M#* = M\ M NM~te H C M N M~ terfamos que
M#NH = (). Sendo assim, temos que MNH = H*. De fato, como H* C M
entio H- = MNHt C MNH"C MNH C H. Mas H" = MNH*' é
maximal em H, logo Hf = M NH ou MNH = H. Como HZ M temos
que HY = M NH.

Mostremos que H~M = G. De fato, primeiramente note que H~ M # ()
pois (1,0) € H~ e, como M é maximal temos que 1 € M. Além disso, segue
do Lema 4.14 que H~ é um subsemigrupo invariante, assim (H~M)(H~ M) C
H HMMCH MeH M# M,pois MNH = H*" logo H- € M. Como
1 € M temos que M C H- M. Mas M é maximal, logo H-M = Aff*. Se
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(x,y) € Afff = H" M, entao (z,y) = (1,y)m com y < 0 e m € M. Assim,
(1,y)"*(z,y) = m e conseqiientemente (z,0) =m € M N ({z} x R). Logo,
({z} x R) N M # 0, para todo = > 0.

Sejam (s,ms —m), (t,ut —p) € M com 0 < s < 1 < t. Calculando as
poténcias obtemos que

(s,ms —m)l = (s9,ms? —m) e (t,ut — p)* = (t*, utk — p).
Logo,
(s,ms —m)! (t, ut — p)* = (s7, ms? —m)(t*, jt* — )
= (s/th, 87 (ut* — p) + ms? —m)

= (s7tF, Tt — sip + ms? —m) = (75, u(s7tF — 1) + (m — p)(s7 — 1).
Se j e k sao escolhidos como no Lema 4.15, vimos que esse produto pode ser
construido arbitrariamente limitado por (1, — m). Como (1,4 —m) € M,
pois M é fechado, (1,u—m) € He MNH = H* temos que ;t —m > 0, isto
é, p > m. Seja a = sup{m : (s, ms —m) € M para algum s < 1}

<inf{u: (¢, ut — p) € M para algumt > 1} = b.

Se d é escolhido tal que a < d < b entao segue que a regiao acima da reta
de inclinagao d passando por (1,0) contém M. Mas M é maximal, logo essa
regiao coincide com M. |

Sendo assim, da observacao 4.12 e do teorema anterior concluimos que,
com uma excec¢ao, todos os subsemigrupos maximais do grupo afim da reta
sa0 isomorfos ao semigrupo Af f*t+. A excecao ocorre quando a fronteira do

semigrupo maximal é o subgrupo normal unidimensional H.
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Figura 4.3: Subsemigrupos maximais do grupo Af f

4.3 Semigrupos Maximais em Grupos Soliveis

Nesta secao vamos usar a teoria desenvolvida previamente para obter o
resultado mais importante deste capitulo, o qual garante que os semigrupos
maximais com interior de grupos de Lie soliveis conexos sao totais. Antes

disso precisamos de mais algumas defini¢oes e resultados.

Definigao 4.17. Um grupo G é dito semi-simples se {1} € o tinico subgrupo

normal soluvel de G.

As trés proposicoes seguintes sao conseqiiéncia imediata da Proposicao

1.20, e também das Proposigoes 1.28, 2.17 e 2.18 e Corolario 2.19 de [12].

Proposicao 4.18. Seja G um grupo de Lie conexo de dimensao finita. Entao
G tem um unico subgrupo maximal, normal, conexo e solivel, denotado por

Rad G.

Proposigao 4.19. Seja G um grupo de Lie conexo de dimensao finita. Entao

existe um subgrupo normal conexo de G, denotado por RN (G) e denominado
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de radical nilpotente ou nil-radical de G, que contém todo subgrupo normal

conexo nilpotente de G.
Proposigao 4.20. Se G é um grupo de Lie solivel, entao |G,G] C RN(G).

Antes de enunciarmos o resultado principal precisamos definir o que vem

a ser o centralizador de um subconjunto de uma algebra de Lie.

Definigao 4.21. O centralizador de um subconjunto A C g é definido como

sendo 3(A) ={Y € g:[X,Y] =0, para todo X € A}.
Observe que se h C g é uma subdlgebra, entao 3(h) é um ideal.

Teorema 4.22. Seja G um grupo de Lie conexo de dimensdo finita o qual
¢ um grupo de Frobenius-Perron, e seja M um subsemigrupo maximal que é

reduzido em G e int(M) # (). Entao uma das sequintes afirmagoes ocorre:
(i) Rad G = {1}, ou seja, G € semi-simples;
(ii) (Rad G, Rad G N M) € topologicamente isomorfo a (IR, IRT);

(11i) Rad G é topologicamente isomorfo a Aff+.

Demonstracao: Se o radical R = Rad G é trivial, entao G é semi-simples.
Vamos considerar o caso em que R # {1} e mostrar que (i) ou (ii) ocorre.
Afirmagdao 1. O nil-radical N = RN (G) é abeliano.

Sabemos que N é um subgrupo nilpotente, conexo e normal, M é um
semigrupo maximal e int(M) # (. Entao, pela Proposi¢ao 3.13, temos que
[N,N] C C(M). Como M é reduzido, isto é, C(M) = {1}, segue que
[N,N] ={z 'y lzy : 2,y € N} = {1} e, conseqiientemente, N ¢ abeliano.

Afirmagao 2. O radical R é metabeliano, isto é, [R, R] é abeliano.
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De fato, como R é solivel segue da Proposigao 4.20 que [R,R] C N.
Por(1), temos que N é abeliano. Logo, [R, R| é abeliano.

Afirmagao 3. dim[R, R] =1 ou [R, R] = {1}.

Como R é maximal temos que R é fechado. Assim, pela Proposicao 1.21,
R é subgrupo de Lie de G e, conseqiientemente, [R, R| é um subgrupo de Lie.

Desta forma, seja I a algebra de Lie de [R, R]. Como R é normal temos
que [R, R] também o é. Dai, pela Proposi¢ao 1.20, segue que I é um ideal
em L(G). Além disso, I é abeliano pois, pela Afirmacao 2, [R, R] é abeliano.
Consideremos W = {X € I : exp(X) € M}. Pelo Teorema 4.3 concluimos
que W é um cone gerador invariante.

Se W = I, entao exp(I) = [R, R] é um subgrupo normal contido em M.
Sabemos que C'(M) é o maior subgrupo normal de G contido em M. Assim,
(R, R] C C(M) = {1} pois M é reduzido, ou seja, [R, R] = {1}.

Suponhamos agora que W # I. Como G é um grupo de Frobenius -
Perron, pelo Teorema 4.7 existe um semi-espaco invariante () 2 W. Entao
N—Q é um hiperplano invariante em I, pois W C I. Assim, pela Proposigao

1.20, F' = exp(Q N —@Q) é um subgrupo normal. Mas
exp *(int(M)) NI C int(W) C int(Q) C Q\(Q N —Q),

entdo int(M)NF =0 .

Aplicando a Proposicao 2.6 para S = F', temos que F' C M. Como F
¢ normal, segue que F' C C(M) = {1}, ou seja, F' = exp(Q N —Q) = {1}
e, conseqientemente, Q N —¢) = {0}. Desta forma, como @ N —Q é um
hiperplano em I, temos que I é unidimensional e, como exp(/) = [R, R|
concluimos que dim[R, R] = 1.

Afirmagao 4. Se [R, R] = {1} entao ocorre (ii).
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De fato, se [R, R] = {1} entao R é abeliano. Seja L(R) a dlgebra de Lie
de R. De maneira andloga ao que foi feito em (3), podemos obter um cone
invariante W = {X € L(R) : exp(X) € M} e concluir que W é um cone ge-
rador invariante e que W & L(R). Como M é reduzido e (i) nao ocorre entao,
com argumentos similares aos anteriores, temos que L(R) é unidimensional.
Como os tnicos grupos de Lie cuja algebra de Lie é unidimensional sao IR
e S!, entdao R ~ IR ou R ~ S'. Mas S! é compacto assim, pela Proposicao
2.25, temos que R C C(M) = {1}, o que é uma contradi¢ao. Logo, R ~ IR
e, portanto, a aplicagdo exponencial leva L(R) numa cépia de IR e W sobre
uma semi-reta que podemos tomar como sendo IR™.

Afirmagao 5. Se I = [L(R), L(R)] é unidimensional, entao o centralizador
de I em L(R) é I.

De fato, como I é um ideal abeliano pois, pela Afirmacao 2, [R, R] é
abeliano, segue entao que [I, I| = 0. Desta forma, temos que o centralizador
3(I) ={Y € L(R) : [X,Y] = Opara todoX € I} é um ideal que contém
I e, conseqiientemente, A = 3(I) N L(R) é um ideal que contém . Como
A C (1) e[A Al C[L(R),L(R)] = I temos que [A,[A, A]] C [A,I] = {0}.
Entao A é um ideal nilpotente. Logo, exp(A) é um grupo normal nilpotente.
Segue da Proposicao 3.13, que [exp(A),exp(A)] C C(M) = {1}, ou seja,
lexp(A),exp(A)] = {1} isto implica que exp(A) é abeliano e, conseqiiente-
mente, A é abeliano.

Por um processo andlogo ao feito em (3) para I, garantimos que A é
unidimensional. Entao I C A temos que [ = A = 3(I) N L(IR) e, portanto,
3(1)=1.

Afirmagao 6. Se I = [L(R), L(R)] é unidimensional, entao R é topologi-
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camente isomorfo a Aff™ = {(z,y) e R:2z >0,y € R}.

De fato, seja z € I tal que z # 0. Considere adz : L(R) — I. Por
(5), temos que 3(/) = I. O nucleo desta aplicacao é I, que é unidimensional,
entdo, pelo Teorema do ntcleo e da imagem, L(R) é bi-dimensional. Como
[L(R), L(R)] = I # {0}, isto é, L(R) nao é abeliano temos que L(R) é a tinica
algebra de Lie bi-dimensional nao abeliana e, como Aff* é simplesmente

conexo concluimos que R~ Af f+. |

Corolario 4.23. Seja G um grupo de Lie solivel, conexo de dimensao finita
e seja M um subsemigrupo mazimal tal que int(M) # 0. Entao M € total e

ocorre uma das sequintes afirmagoes:
(i) (Gr, MR) é topologicamente isomorfo a (R, R*);

(ii) (Ggr, MR) € topologicamente isomorfo a (Aff*t, AffT).

Demonstracao: Pelo Teorema 4.4, temos que G é um grupo de Frobenius-
Perron. Como G é solivel segue que G/C(M) = G é soluvel e, como M é
um semigrupo maximal em G, entao My é um semigrupo maximal em Gg.
Logo, Mg nao é grupo e, conseqiientemente, Mpr # {1}. Entao Gr # {1},
pois Mr C Gg.

Como Gp é soluvel temos que Rad(Ggr) = Gg. Desta forma, segue do
Teorema 4.22 que (Gr, Gr N Mg) = (Gr, Mg) é topologicamente isomorfo a
(IR,IR") ou Gy é topologicamente isomorfo a Aff+.

Se (Gr,Gr N Mg) = (Gr, MR) é topologicamente isomorfo a (IR, IR"),
entao ocorre (i). Assim Mp é total e, conseqiientemente, M é total.

Agorase G ~ AffT, entao L(GR) é a algebra de Lie bi-dimensional nao

abeliana. Como Mg é reduzido em Gi temos que o maior subgrupo normal
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contido em Mg é C(Mpg) = {1}. Logo, Mg ndo contém subgrupos normais
unidimensionais. Pelo Teorema 4.16, Mg é total e, conseqiientemente, M
é total. Além disso, Mgr é um semi-espaco, ou seja, um semigrupo cuja
fronteira é um grupo que nao é normal. Desta forma, pelo Teorema 4.16,
Mp~ Afftt ={(z,y) € Aff™ :y > 0}. Logo My é total e, portanto, M é

total. -
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Capitulo 5

Semigrupos bem limitados em

grupos localmente conexos

Neste capitulo estudaremos os semigrupos abertos em grupos topoldgicos
cuja fronteira é um subgrupo de G. O principal resultado desse capitulo é o

Teorema 5.14 onde apresentaremos uma caracterizacao de tais semigrupos.

5.1 Semigrupos bem limitados

Ao longo dessa secao, GG denotard um grupo localmente compacto e S um

subsemigrupo aberto tal que 1, identidade de GG, nao pertence a S.

Lema 5.1. Se K ¢ um subsemigrupo compacto de G, entio K NS = .

Demonstragao: Suponhamos que K NS # (). Como K é compacto temos,
pela Proposicao 1.48, que K é um subgrupo compacto de G. Entao K NS

é um subsemigrupo aberto do grupo compacto K e 1 ¢ K NS uma vez que
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1 ¢ S. Desta forma, temos pela Proposicao 1.48 que K NS é um subgrupo
compacto aberto e dai 1 € (K N.S) C S, o que é uma contradigao. Portanto,

KNS =0. n

Definicao 5.2. Um semigrupo S, como descrito no inicio dessa segao, ¢ dito
bem limitado se a fronteira de S em G, que denotamos por 9(5), for um

subgrupo de G.

Exemplo 5.3. Os semigrupos IR", M; = {(z,y) € Afft : 2 < 1} e
My = {(z,y) € Aff* : x> 1} sao semigrupos bem limitados.

Para facilitar denotaremos 0(S) por H.

Lema 5.4. Seja S um semigrupo bem limitado de G. Se N € um subgrupo

conezo fechado tal que N NS =, entao N C H.

Demonstracao: Afirmamos que NS = S.

De fato, como 1 € N, claramente S C NS. Resta mostrarmos que
NS C S. Para tanto, suponhamos que NS ¢ S, isto é, existe s € S tal que
Ns ¢ S, e suponhamos também que NsNH = ). Sendo assim NsN(S)¢ # 0.
Entdao Ns = (NsNS)U(NsNS°). Mas Ns é conexo uma vez que N é conexo,
o que contraria a ultima igualdade. Assim, NsNH # (), ou seja, ns = h para
algum n € N e h € H, ou ainda n™! = (hs™')™t = sh™!.

Afirmamos que S é um ideal do semigrupo S U H. De fato, consideremos
se€ Sehe H. Seshe S temos o desejado. Note que, como h € H existe
uma seqiiéncia x, — h onde x, € S, isto implica que sx,, — sh. Assim
sh € H uma vez que sz, € S. Desta forma, se sh € S entao sh € H e,

conseqiientemente, (sh)h™! = s € S. Portanto, S é um ideal de S U H.
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Daf segue que sh™! € S e, conseqiientemente, sh™> € NN S, o que é
uma contradicdo. Entdao Ns C S para todo s € S, ou seja, NS C S. Assim,
NS =S.

Finalmente, sejam n € N e a uma seqiiéncia em S convergindo para 1,
que existe pois 1 € H. Comon € N e NS C S entao na é uma seqiiéncia

em S convergindo para n, o que implica que n € H. Portanto, N C H. =

Definicao 5.5. Seja S um semigrupo bem limitado de G. Dizemos que

(G, S) é reduzido se {1} é o tinico subgrupo normal fechado que nao intercepta

S.

Lema 5.6. Seja G um grupo localmente compacto tal que G /Gy é compacto,
onde Gy € a componente conexa da identidade. Seja U wma vizinhanga de
1. Entao existe em U um subgrupo compacto e normal H tal que G/H é

isomorfo a um grupo de Lie.

Demonstracao: Ver Teorema 4.6 em [9].

s

Lema 5.7. Seja Gy a componente conexa da identidade de G. Se (G,S) é

reduzido e G/Gqy € compacto, entao G € um grupo de Lie.

Demonstracao: Pelo teorema anterior, G tem um subgrupo normal e
compacto N tal que G/N é um grupo de Lie. Assim, pelo Lema 5.1, temos
que NNS =0 e, como (G,S) é reduzido segue que N = {1}. Portanto,
G/N = G/{1} = G é um grupo de Lie. ]

Lema 5.8. Seja G um grupo conexo. Se (G,S) € reduzido, entao G € um

grupo de Lie simplesmente conexo.
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Demonstracao: Seja GGy a componente conexa da identidade de G. Entao,
Gy = G uma vez que G é conexo. Assim, G/Gy = G/G = {1} é compacto
e, como (G, S) é reduzido temos, pelo Lema 5.7, que G é um grupo de Lie.
Pelo Teorema 4.13 em [9], G tem subgrupos compactos maximais e todos
esses subgrupos sao conexos e conjugados um dos outros. Além disso, se K
denota um desses subgrupos compactos maximais entao GG, como um espago
topoldgico, é homeomorfo ao espago produto K x IR", onde IR" denota o
espago euclidiano n-dimensional para algum inteiro positivo n. Como K é
um grupo compacto, em particular K é um subsemigrupo compacto de G
entao, pelo Lema 5.1, temos que K NS = (). Sendo G um grupo topoldgico
segue que G é Hausdorff e, como K é compacto entao K é fechado. Desta
forma, segue do Lema 5.4 que K C H. Assim, concluimos que todos os
subgrupos compactos maximais de GG estao na fronteira de S.

Seja N o menor subgrupo de H tal que |JK; C N, onde os K; sdo os
subgrupos compactos maximais de G. Afirmamos que N é normal em G. De
fato, note primeiramente que N é formado por produtos finitos de elementos
de |JK;. Assim, se g € G entdo g(x1...2,)9"" = gr19 ' grag™ .. .grg™t €
U K; uma vez que os K; sdo todos conjugados entre si. Portanto, N é normal.
Como N C H e S é aberto temos que NNS = ) e, como (G, S) é reduzido em
G resulta que N = {1} e, conseqiientemente, K = {1}. Logo G ~ K x IR",

ou seja, G ~ {1} x R" = IR" e, portanto, G é simplesmente conexo. |

Lema 5.9. Seja S um semigrupo bem definido do grupo de Lie conexo G.

Entao H é um subgrupo de Lie fechado e dim(H) = dim(G) — 1.

Demonstracao: Seja U uma vizinhanga aberta do zero na algebra de Lie

L(G). Entao, pela Proposicao 1.17, U é aplicada homeomorficamente sobre
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uma vizinhanca aberta V' de 1 € GG, através da aplicacao exponencial. Como
H é um subgrupo fechado de G resulta da Proposi¢caol.21 que H é um grupo
de Lie cuja dlgebra de Lie L(H) é uma subalgebra de L(G). Desta forma
podemos escolher U pequeno tal que a fungao exponencial aplica U N L(H)
homeomorficamente sobre VN H. Como H separa G segue que V N H
separa V. Para ver isso, note que V é a uniao disjunta de VNS, VN H
e VN (G\(SUH)). Além disso, essas intersegoes sao nao vazias. De fato,
como 1 € VN H eV évizinhanga de 1, claramente V NS e V N H sao nao
vazias. Resta mostrar que V N (G\(S U H)) # (). Para tanto, suponhamos
que VN (G\(SUH)) = 0. Isto implica que V' C S U H. Pela Proposi¢ao
1.3 podemos escolher um conjunto aberto W C V, ou seja, W C S tal
que W = WL Considere w € W NS, logo w™ € WnNS. Sendo assim,
concluimos que 1 = ww™! € S8 C S o que contradiz a hipdtese. Logo,
VN(G\SUH) = 0.

Portanto, V' N H separa V. O subespaco linear L(H) separa a vizinhanga
U. Assim, L(H) deve ser um hiperplano e entdo dimH = dim L(H) =
dim L(G) — 1 = dim G — 1. Portanto, H é um subgrupo de Lie fechado de

dimensao dim G — 1. [

Lema 5.10. Seja G um grupo conezxo. Se (G,S) € reduzido em G, entao
C(H) = {1}. Além disso, se G for um grupo de Lie, entao L(H) ndo contém
ideal nao degenerado e dim L(G) = dim L(H) + 1.

Demonstragdo: Como S é aberto temos que SNH = () e, como C(H) C H
segue que C'(H)NS = . Assim, C(H) = {1} uma vez que (G, S) é reduzido.
Agora no caso em que G é um grupo de Lie resulta do Lema 5.9 que H é

um subgrupo de Lie conexo de G e dim H = dim G — 1. Como C(H) = {1}
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decorre que {1} é o tdnico subgrupo normal contido em H. Assim, pela
Proposigao 1.20, o ideal nulo é o tinico ideal em L(H). Portanto, a subalgebra
L(H) nao contém ideal ndo degenerado em L(G) e dim L(G) = dim L(H)+1.
n

Antes de enunciarmos o resultado principal desta secao precisamos de

mais um teorema cuja demonstragao pode ser encontrada em [7].

Teorema 5.11. Sejam g uma dlgebra de Lie real e b uma subdlgebra tal
que dimbh = (n — 1). Entdo uma, e somente uma, das sequintes afirmagoes

ocorre:

(1) b € um ideal;

(17) b contém um ideal i de g tal que g/i € uma subdlgebra unidimensional
mas nao € um ideal;

(i73) b contém um ideal i de g tal que g/i € isomorfo a sl(2) e h/i é uma

subdlgebra solivel bidimensional.

Lema 5.12. Seja L uma dlgebra de Lie real com subdlgebra A tal que A nao
contém ideal nao degenerado de L e dim A+ 1 = dim L. Entdo um dos trés

casos ocorre:
(1) L =1R, dlgebra de Lie real unidimensional, e A = {0};

(17) dim L = 2, dim A = 1, L € solivel e consiste de todas as matrizes reais

a b
2 X 2 da forma e A € uma subdlgebra unidimensional diferente

0 —a
de um ideal unidimensional de L;
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(i79) dim L = 3, dim A = 2, L nao € solivel e consiste de todas as matrizes

a b
reais 2 X 2 da forma e A € isomorfa a dlgebra L do caso (i).

c —a

Em particular, se L for solivel entdo somente os casos (i) e (ii) podem

OCOTTET.

Demonstracao: Primeiramente, note que as hipdteses desse lema satis-
fazem as condicoes do Teorema 5.11. Vamos analisar as dimensoes de L.

Se dimL = 1 entdo dimA = 0. Assim, A = {0} e L = IR, ou seja, a
afirmagao (i) ocorre.

Observe que se dim(L) > 2 entdo A nao serd um ideal uma vez que A
nao contém ideal nao degenerado de L.

Afirmamos que se dim L = 2 entao (ii) ocorre. De fato, suponhamos que
dim L = 2. Entao dim A = 1 e, pelo Teorema 5.11, obtemos que A contém
um ideal I de L tal que L/I é isomorfo a sl(2) e A/I é uma subdlgebra
solivel bi-dimensional ou A contém um ideal I de L tal que L/I é isomorfo a
algebra de Lie soluvel ndo comutativa e A/I é uma subédlgebra unidimensional
a qual nao é um ideal. Observe que a primeira afirmacao nao ocorre, pois
dim(sl(2)) = 3 e, como dim L = 2 nao existe ideal I tal que L/I tenha
dimensao 3. Logo L/I nao sera isomorfo a sl(2). Desta forma, resulta que
A contém um ideal I de L tal que L/I é isomorfo a algebra de Lie soltivel
nao comutativa e A/I é uma subdlgebra unidimensional o qual nao é um
ideal. Como A nao contém ideal nao degenerado temos que I = {0}. Assim

L/I = L/{0} = L é isomorfo a algebra de Lie bi-dimensional solivel nao

a
comutativa que sabemos ter a representacao matricial eA/I=A
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é uma subalgebra unidimensional, e como nao é ideal ¢é diferente do ideal
unidimensional de L.

Agora se dim L = 3 entdo dim A = 2. Como dim L = 3 para que L/I
tenha dimensao 1 devemos ter que diml = 2. Mas I C A, o que contradiz o
fato de A nao conter ideais nao degenerados. Assim, segue do Teorema 5.11
que A contém um ideal I de L tal que L/I é isomorfo a s((2) e A/I é uma
subalgebra solivel bi-dimensional. Como A nao contém ideal nao degenerado
temos que I = {0} assim L/I = L/{0} = L é isomorfo a si(2). Como sl(2)

nao é soltuvel temos que L também nao o é. Portanto L é simples e sabemos

a b
que as algebras simples tem representacao matricial da forma

c —a
Logo L tem essa forma e A/I = A/{0} = A é uma subdlgebra solivel

como no caso (ii). Note também que A nao pode ser abeliano, pois senao A
seria um ideal contradizendo o fato de A nao conter ideal nao degenerado.
Por fim, observe que se dim L = 4 entao nenhuma das afirmacoes do
Teorema 5.11 ocorre, pois em todos os casos dim [ teria que ser maior que
1, contrariando o fato de A nao conter ideal nao degenerado. Sendo assim,

concluimos que sob estas hipoteses dim L < 3. |

Observagao 5.13. Entre os grupos de Lie conexos G que tem L(G) como
algebra de Lie, existe exatamente um que é simplesmente conexo. Este grupo,

denotado por G , ¢ 0 grupo de recobrimento simplesmente conexo de G.

Teorema 5.14. Seja G um grupo conezo. Se (G,S) € reduzido, entao ocorre

0s isomorfismos:
(i))G~TReS~R";
(ii)) G~ Afft e S~ Aff*+ ={(z,y) € R*: 2 > 0ey > 0};
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(iii) G ~ SI(2,IR), o grupo de recobrimento simplesmente conezo de S1(2,R)

com H um subgrupo mazimal conexo soluvel.

Demonstragao: Pelo Lema 5.9, temos que H ¢é um grupo de Lie, logo
podemos considerar a algebra de Lie L(H). Do Lema 5.10 resulta que L(G)
e L(H) satisfazem as hipé6teses do Lema 5.12 com L = L(G) e A = L(H).

Suponhamos, primeiramente, que ocorre o item (i) do Lema 5.12, isto é,
L(G) = IR. Como IR é um grupo simplesmente conexo tal que L(IR) = IR
temos, pelo Lema 5.8 e pela Observacao 5.13, que G =R e S = R".

Agora suponhamos que ocorre a condi¢ao (ii) do Lema 5.12, ou seja,
dim L(G) = 2, dim A = 1 e L(G) é solivel nao abeliana. Como G = Aff*
¢ um grupo simplesmente conexo e sua algebra de Lie é a tunica algebra
bi-dimensional soltivel nao abeliana, obtemos que G = AffT e S = Aff*+T.

Por fim, se ocorre o item (iii) do Lema 5.12 entdo dim L(G) = 3 e
dim L(H) = 2. Como SI(2,1R) ndo é soltivel, obtemos que SI(2,IR) nao é
soltivel. Mas SI(2,IR) ¢ simplesmente conexo. Logo G = SI(2,IR) e, con-
seqiientemente, G tem a mesma algebra de Lie de SI(2,R). Além disso, H é
subgrupo maximal, conexo e solivel uma vez que dim H = dimG—1e L(H)

¢é soluvel. [
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