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“Para realizar grandes conquistas, devemos nao
apenas agir, mas também sonhar; nao apenas

planejar, mas também acreditar.”
[ Anatole France |



Aos que amo.
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RESUMO

O objetivo desta dissertacao de mestrado é apresentar condigoes para a nao
controlabilidade global de sistemas bilineares da forma
m
#=Ar+Y wBax, xeR'"\{0}, weR (1)
i=1
onde A e B; sao matrizes quadradas com entradas reais. Uma vez que as condigoes
de existéncia de octantes invariantes sao condicoes suficientes para a nao controla-
bilidade global, estaremos interessados em descrever condigoes sobre as entradas de

matrizes A e B afim de que o sistema bilinear
= Ar +uBx

possua octantes invariantes.
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ABSTRACT

In this work we present conditions for global noncontrollability of bilinear
systems of the form
m
#=Ar+Y wBax, xeR'\{0}, weR (2)
i=1
where A and B; are square matrices with real entries. A since the conditions of
existence of invariant orthants are sufficient conditions of global noncontrollability,
we are interested in describing conditions on the entries of matrices A and B so that
the bilinear system

T = Az + uBx

has invariant orthants.
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INTRODUCAO

A controlabilidade de sistemas de controle vem sendo sistematicamente estu-
dada e o enfoque do problema via a teoria de semigrupos tem contribuido significa-
tivamente para o seu entendimento. Mesmo assim ainda sao poucos os resultados
que, de maneira simples, garantem a controlabilidade de sistemas de controle em

geral.

O objetivo deste trabalho é estudar condi¢oes para a nao controlabilidade de
sistemas bilineares da forma
m
:t:Ax—FZuiBix, reR"\ {0}, w;€R (3)
i=1
onde A e B; sao matrizes quadradas com entradas reais.
Este tipo de estudo geralmente ¢é realizado analisando o semigrupo gerado pelas
matrizes associadas ao sistema e sua agao em variedades homogéneas do grupo de

Lie gerado pelo semigrupo.

De maneira mais especifica estaremos preocupados em descrever condicoes

sobre as entradas de matrizes A e B afim de que o sistema bilinear
& = Ar +uBx (4)

possua octantes invariantes.

O trabalho em si é motivado por uma conjectura formulada por V.Jurdjevic e
[.LKupka a qual estabelece que, se as matrizes A e B sao simétricas entao o sistema

bilinear (4) nao é controlavel.
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Este trabalho esta organizado como segue:

No Capitulo 1 iniciamos com algumas informagoes a respeito da teoria de Lie
que consideramos necessarias para o desenvolvimento deste trabalho, com o objetivo
exclusivo de estabelecer a linguagem e as notagoes que serao adotadas durante todo

o texto.

No Capitulo 2 consideramos os semigrupos de compressao de octantes no R" e
exibimos um resultado caracterizando os cones de Lie desses semigrupos. Com o in-
tuito de generalizar a caracterizagao dos cones de Lie dos semigrupos de compressao
no R™ para semigrupos de compressao de octantes no produto exterior A¥R™, re-
alizamos um estudo breve sobre este objeto algébrico e, como ele esta relacionado
com a variedade grassmanianna, também apresentamos um estudo breve sobre es-
tas variedades. Se O ¢ um octante positivo do produto exterior A¥R™ denotamos
por Sy o semigrupo de compressao de Q. O principal resultado deste capitulo é o

Teorema 2.20, o qual caracteriza o cone de Lie L(Sy) do semigrupo Sk.

No Capitulo 3 apresentamos a defini¢cao de matriz sinal-simétrica bem como, a
construgao do grafo I'(A) associado a mesma. O principal resultado deste capitulo
é o Teorema 3.7, o qual fornece um método explicito de determinar o conjunto de
vértices do grafo com uma certa propriedade (par ou impar) em relagdo a um dado

vértice fixo do grafo.

No Capitulo 4 obtemos condigoes de existéncia de octantes invariantes positivo
(negativo) para o campo Ax em termos do grafo I'(A). Estes resultados sao aplicados
para obter o principal teorema deste capitulo, o Teorema 4.14, o qual nos fornece
testes de existéncia de octantes invariantes para um sistema bilinear. Em seguida,
discutimos a relagao dos nossos resultados obtidos com a conjectura de V.Jurdjevic

e [.Kupka sobre nao controlabilidade do sistema
& = Az + uBuz, (5)

onde A e B sdo matrizes simétricas de dimensao n x n, x € R"\{0} e u € R. Para
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finalizar o trabalho, exibimos um exemplo em dimensao 4 para demonstrar que o
problema proposto por YU.L. Sachkov, o qual estabelece que se B = diag(b, ... ,by)
é um matriz diagonal com b; # b; para i # j, e se o sistema (5) nao deixa octante
invariante e satisfaz a condicao do posto da algebra de Lie, entao ele é globalmente

controldvel em R™\{0}, nao é verdadeiro.



CapiTULO 1

Preliminares

Apresentaremos neste capitulo algumas informagoes que consideramos basicas
para o desenvolvimento deste trabalho. O objetivo serd introduzir a linguagem
matematica necessaria para o entendimento dos conceitos mencionados nos capitulos
subsequentes, sem a intencao de apresentar todos os pré-requisitos necessarios para
a literatura do mesmo. O capitulo esta dividido em secoes onde sao abordados
os seguintes topicos: Grupos de Lie, Algebras de Lie, Acoes de grupos, Aplicacao

exponencial, Representacao adjunta, Semigrupos e Controlabilidade.

A referéncia para o material mencionado no capitulo é [16].

1.1 Grupos de Lie e Subgrupos de Lie

Nesta secao, comecgaremos introduzindo defini¢oes de grupos e subgrupos de
Lie e depois apresentaremos alguns exemplos cldssicos que serao necessarios para

nossos estudos em segoes subsequentes.

Definicao 1.1. Um grupo Lie G é uma variedade diferencidvel de classe C'*°, mu-
nida de uma estrutura de grupo abstrato, na qual a aplicacio G X G — G, dada

por (o,7) — o1~ ! € de classe C°.

O principal exemplo de grupo de Lie é o grupo GL(n,R) das matrizes n X n
com entradas reais. A estrutura diferencidvel de GL(n,R) é herdada da estrutura

N 2
canonica de R™".
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Podemos entao definir homomorfismo de grupos de Lie:

Definicao 1.2. Sejam G e H grupos de Lie. Uma aplicacio V¥ : G — H é um ho-
momorfismo de grupos de Lie se U é C* e é um homomorfismo de grupos abstratos.
Se além disso W € um difeomorfismo, entdo dizemos que ¥ é um isomorfismo de
grupos de Lie. Neste caso, se ainda tivermos G = H dizemos que ¥ € um automor-

fismo.

Defini¢ao 1.3. Dizemos que (H, V) é um subgrupo de Lie do grupo de Lie G se:

(i) H € um subgrupo abstrato de G;
(ii) (H,¥) € uma subvariedade de G;

(iii) ¥ : H — G € um homomorfismo de grupos abstratos.

O grupo linear especial SL(n,R), das matrizes n X n com determinante igual

a 1 é um subgrupo de Lie de GL(n,R). Assim como o grupo ortogonal especial
SO(n,R) = {X € SL(n,R) | XX' = Id} também é um subgrupo de Lie de
SL(n,R).

1.2 Algebras de Lie e Subalgebras de Lie

Seguindo a mesma linha da secao anterior, vamos definir agora o que é uma

algebra de Lie e uma subalgebra de Lie e depois expor alguns exemplos.

Definicao 1.4. Uma algebra de Lie g € um espaco vetorial munido de uma operacao

[.,.] denominada colchete satisfazendo:
(i) [.,.] € bilinear;
(i) [X,X]=0, VX €g;

(iii) [X,[Y,Z]] +[Y,[X, Z]]+ [Z,[X,Y]] =0, VX,Y,Z € g.
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As propriedades (7) e (ii) implicam a anti-simetria do colchete de Lie, isto é,
[(X,Y] = -[Y, X].
Uma é&lgebra de Lie g é dita abeliana se [X,Y] = 0, para quaisquer X,Y € g.

Em seguida, seguem alguns exemplos ilustrando a definicao de algebra de Lie,

os quais serao muito usados em futuras segoes.

Exemplo 1.5. O espaco vetorial R®, munido do produto vetorial [X,Y] =X x Y,

constitur uma algebra de Lie.

Exemplo 1.6. Em gl(n,R) definimos o colchete entre duas matrizes X e Y por
[(X,Y] = XY —YX. Entio gl(n,R) munido com esta operagio é uma dlgebra de

Lie. Este colchete € chamado de comutador de matrizes.

Exemplo 1.7. A dlgebra de Lie do grupo linear especial SL(n,R) é dada por
sl(n,R) ={A € gl(n,R) | trA=0}.

Exemplo 1.8. A dlgebra de Lie do grupo ortogonal especial SO(n,R) € dada por
so(n,R) ={Ae€gl(n,R) | A=—-A"}.

Agora, vamos definir o conceito de homomorfismo, isomorfismo e automorfismo

de algebras de Lie e em seguida veremos um exemplo para ilustrar este conceito.

Definicao 1.9. Sejam g e b dlgebras de Lie. Uma transformacao linear ¥ : g — b
¢ dita um homomorfismo de algebras de Lie se ¥([X,Y]) = [¥(X), ¥(Y)] para todo
X, Y € g. Se além disso VU for invertivel, entao dizemos que ¥ € um isomorfismo
de algebras de Lie. Neste caso, se tivermos ainda g = b entao dizemos que ¥ é um

automorfismo.

Exemplo 1.10. A dlgebra de Lie (R, x) € isomorfa a (so(3,R),[.,.]) (onde x € o

produto vetorial e [.,.] € o comutador), jd que a aplicagao
o R3 — s0(3,R)
0 —T3 T
(z1, T2, 23) r3 0 —m

—X9 T 0
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¢ um isomorfismo entres as dlgebras de Lie dadas acima.

Em seguida definiremos o conceito de subalgebra de Lie de uma &algebra de Lie

dada.

Definicao 1.11. Uma subalgebra de Lie b da dlgebra de Lie g é um subespaco
vetorial de g tal que [X,Y] € b, VX,Y €b. Em outras palavras, ) € um subespago
vetorial de g que € fechado para o colchete de Lie de g. Com a estrutura herdada de

g, b € naturalmente uma dlgebra de Lie.

As subélgebras de Lie de gl(n,R), tendo como colchete de Lie o comutador de

matrizes, sao chamadas de algebras de Lie lineares. Veja os seguintes exemplos:

Exemplo 1.12. A dlgebra de Lie sl(n,R) = {X € gl(n,R) : trX = 0} ¢é uma

subdlgebra de Lie de gl(n,R), e € designada por algebra de Lie linear especial.
Exemplo 1.13. A dlgebra de Lie so(n,R) dada no exemplo 1.8 é uma subdlgebra

de Lie de gl(n,R) e é chamada de algebra de Lie linear ortogonal especial.

1.3 Acoes de Grupos

Iremos agora definir o conceito de agao de um grupo de Lie sobre uma variedade

M. Este conceito ¢ importante no estudo dos semigrupos que veremos mais adiante.

Definicao 1.14. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidavel. Uma
agao de G sobre M é uma aplicagdo ¢ : G X M — M, satisfazendo as sequintes

propriedades:
(i) p eC=;
(ii) ¢(e,x) =z, Vr e M, onde e denota o elemento identidade de G;

(iii) ¢(gh.z) =¢(g,p(h,2)), Vg,h€G e z € M.
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Usaremos a seguinte notagdo para a agao de G sobre M, ¢(g,z) = gz, onde
geGexe M.

Sejam G um grupo de Lie e ¢ : G x M — M uma acao. Dizemos que a acao
é transitiva se para quaisquer x,y € M, existe g € G tal que gr = y. Nesse caso

diremos que G age transitivamente sobre M.

Uma acao ¢ : G x M — M ¢ dita ser uma acao efetiva se gr = x para todo
x € M implicar que g = e.
Exemplo 1.15. O grupo linear geral GL(n,R) age linearmente em R™ através da
aplicacao canonica

GL(n,R) xR" — R"
(A, z) — Ax.

Exemplo 1.16. O grupo SO(2,R), das matrizes 2 X 2 ortogonais (A*A = Id) com

determinante 1, que € formado pelas matrizes do tipo
cosf) —sinf
sinf cosf )’
age em S* através de:

SO(2,R) x §' — !
(A,x) — Ax.

A acao de
cosf) —sinf
sinf cosf )’
em S! pode ser visualizada, geometricamente, como a rotacio de um ponto de S*

por um angulo 0.

O préximo exemplo serd 1til nos estudos posteriores.

Exemplo 1.17. A dlgebra de Lie gl(2,R) € transitiva em R* — {(0,0)}. De fato,

para mostrar que gl(2,R) € transitivo em R* —{(0,0)}, devemos mostrar que, fizado
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qualquer N\g = (x9,70) € R? — {(0,0)} o conjunto {A)y; A € gl(2,R)} coincide com

R? — {(0,0)}.

L0 0 0 Ty 1
Pamxo#o,tomeA_<d> 0)63—($ 0),observequeA(y0>_<O>

e que B ( ZO ):( (1) ) Logo, dado qualquer (z,y) € R* — {(0,0)}, considere
0

C =xA+yB. Assim temos que C < zo ):( ;j )
0

1
Agora, supondo que yo # 0, considere D = ( 8 36) ) e B = < 8 g ),
Yo

note que, D To ) (1 e que B To YV . Logo, dado qualquer (x,y) €
Yo 0 Yo 1

R? — {(0,0)} basta considerar F = xD + yE e obtemos que F ( 50 ):( Z; )
0

Note que, A,B,C,D,E e F pertencem a dlgebra de Lie gl(2,R) e portanto
gl(2,R) € transitiva em R? — {(0,0)}.

1.4 Aplicacao Exponencial

Nesta secao definiremos o conceito de aplicacao exponencial a qual é uma
aplicacao da élgebra de Lie no grupo de Lie. Esta aplicacao tem o papel de transferir
propriedades da algebra de Lie para o grupo de Lie. Antes de definir esta aplicacao

precisamos do conceito de subgrupo a um parametro, que é dado a seguir:

Definicao 1.18. Dado um grupo de Lie G chamaremos qualquer homomorfismo

U : (R,+) — G de subgrupo a um parametro de G.

Conforme provado em ([16],Teorema 3.27), dados dois grupos de Lie G e H,
com G simplesmente conexo, se ¥ : g — b é um homomorfismo entao existe um

unico homomorfismo ¢ : G — H tal que dp = V.

Como a édlgebra de Lie de um grupo de Lie se identifica com o espago tangente
na identidade entao a dlgebra de Lie de R é dada pelos campos de vetores constantes
{\L X € R}. Para cada X € g definimos o homomorfismo entre a dlgebra de Lie

de R e g por
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)\%r—w\X.

Como a reta real é simplesmente conexa, existe um unico subgrupo a um

parametro expy : R — G tal que
d(expx(AE)) = AX.

Em outras palavras, aplica¢ao definida por ¢t —— expy(t) é o inico subgrupo
a um parametro de G cujo vetor tangente em 0 é X (e). Entao definimos a aplicagao

exponencial por
exp:g — G

considerando exp X = expy(1).

Este é o ente matematico que transporta algumas propriedades da algebra de
Lie para o grupo de Lie. A seguir daremos um exemplo que justifica a terminologia

de exponencial.

Exemplo 1.19. Seja G = GL(n,R). Entdo g = gl(n,R) e a aplicagcdo exponencial,

¢ dada pela exponencial de matrizes, isto €, se X € g = gl(n,R) entdo

exp(X)=1+X+X .+ X4

n:

O préximo resultado fornece uma propriedade sobre aplicacao exponencial e
serd muito utilizada, principalmente na secao seguinte. A demonstracao encontra-se

em [16].

Teorema 1.20. Sejam G, H grupos de Lie, g, b suas respectivas dalgebras de Lie e

v : G — H um homomorfismo. Entao o sequinte diagrama € comutativo:
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b de g

Figura 1.1:

1.5 Representacao Adjunta

Nesta secao veremos os conceitos de representacao adjunta de grupos e algebra

de Lie, bem como relagoes existentes entre estes conceitos.

Dado um grupo de Lie G, temos uma acao natural de G em si préprio por

meio dos automorfismos internos:

a:GxG— G, alg,z)=grg" =a,z).

Para cada g € G a aplicacdo a, induz uma transformacao linear da,|G. ~ g do plano
tangente a identidade em si proprio. A aplicacao que a cada g € G associa a trans-
formacao linear da, define uma representacdo de G em Aut(g). Esta representacao

é chamada de representacao adjunta de G e denotada por

Ad: G — Aut(g)

g — dag.

A diferencial da representacao adjunta de GG induz uma representacao de g em

gl(g) definida da seguinte maneira:

ad:g — gl(g)
X — ad(X)

onde ad = d(Ad)e.
Esta representacao é chamada de representacao adjunta da dlgebra de Lie g.

Pelo Teorema 1.20 temos o seguinte diagrama comutativo:
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G Ad Aut(g)
ex| exp
ad

g- “End(g)

Figura 1.2:

Aplicando o Teorema 1.20 novamente, para o automorfismo interno a, de G,

temos que o diagrama abaixo também é comutativo:

G__ % G

9= Aq, 9

Figura 1.3:

Em outras palavras,

exp tAd,(X) = g(exptX)g ™" (1.1)

No caso em que G = Aut(V) e B € Aut(V), os diagramas acima tornam-se

Aut(V) Ad Aut(End V) Aut(vV) _ap Aut(V)

ex exp ex lexp

| Ad
End(V) End(End V) End(V) End(V)

Se C' € End(V), entao usando (1.1) temos :

B(exptC)B™! = exp(tAdp(C)) = exp(BtCB™') = exp(tAdp(C)) =
BICB~! = tAds(C) = BCB~! = Ady(C).

Portanto temos que:
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AdBC: BoCoB™

Semelhantemente, no caso em que G = GL(n,R) e B € GL(n,R) e C €

gl(n,R), entao

AdgC = BCB'.

1.6 Semigrupos de grupos de Lie

Nesta se¢ao apresentaremos conceitos béasicos de semigrupos e subsemigrupos
que posteriormente serao utilizados, e veremos alguns exemplos. Iniciamos a se¢ao

com a definicao do que vem a ser um semigrupo.

Definicao 1.21. Um semigrupo é um conjunto nao vazio S munido de uma opera¢ao

associativa.

Alguns exemplos bem conhecidos de semigrupos sao: o conjunto dos ntimeros
naturais N e o conjunto dos niimeros reais positivos R, munidos tanto da adicao

como da multiplicacao usual.

Temos como exemplo também, o conjunto das fungoes de um conjunto nele
préprio munido da operagao de composicao de fungao e o conjunto GL(n,R) das

matrizes inversiveis munido do produto usual de matrizes.

Definicao 1.22. Um subconjunto nao vazio T contido em um semigrupo S é chamado

de subsemigrupo se TT C T.

A seguir, exibiremos alguns exemplos para ressaltar a definicao acima.

Exemplo 1.23. O conjunto R™ dos nimeros reais positivos € um subsemigrupo do

grupo multiplicativo dos nimeros reats nao nulos.

Um exemplo de maior interesse é o subconjunto SL*(n,R) C SL(n,R), das

matrizes com entradas nao negativas e determinante igual a 1, que é um subsemi-
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grupo de SL(n,R). De fato, o produto de duas matrizes com entradas nao negativas

¢ ainda uma matriz com entradas nao negativas.

Observe que a intersec¢ao (nao vazia) de uma colecao de subsemigrupos de
um semigrupo S é ainda um subsemigrupo. Mas para a uniao a afirmacao nao é
verdadeira. De fato, basta considerar o semigrupo N e os subsemigrupos A = {2n :

neNteB={3n:neN}. Assim2,3€¢ AUBmas2+3¢ AUB.

1.7 Controlabilidade

O objetivo desta secao é apresentar alguns resultados de controlabilidade de
sistemas de controle invariantes a direita em grupos de Lie. Comecaremos apre-
sentando algumas defini¢goes, notagoes e resultados gerais. Apesar de nos referirmos
habitualmente a sistemas de controle invariante a direita num grupo de Lie qualquer,
interessa-nos sobretudo uma classe particular, a dos sistemas de controle em grupos
de Lie matriciais, a qual daremos um destaque especial. Em todo este capitulo G

denotara um grupo de Lie e g sua algebra de Lie associada.

Um sistema de controle invariante a direita em um grupo de Lie G é um con-
junto arbitrario I' de campos de vetores invariantes a direita em G, isto ¢, qualquer

subconjunto I' C g.

Por simplicidade, sempre que nos referirmos a “sistema” estaremos nos referindo

a um sistema invariante a direita, ou seja, a um subconjunto da algebra de Lie.

Neste trabalho vamos considerar sistemas de controle, definidos por:

m

i o= A@)+ > wBi(z), u=(u,. .. uy) EUCR", 2€G (12)

=1

onde A, By, ..., B, € g e as fungoes de controle u;(.),...,u,(.) pertencem a classe

das funcgoes seccionalmente constantes.
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De modo alternativo, podemos associar ao sistema (1.2) o seguinte subconjunto

de g:
I = {A+> wB; | u=(u,...,u,) € UCR"}. (1.3)
=1

Definicao 1.24. Uma trajetoria de um sistema de controle I' em G € uma curva
continua x(t) em G definida sobre um intervalo [a,b] C R, tal que existe uma
particio a = tg < t; < ... < t, = b e elementos Ay, As,..., A em T tais que
a restri¢do de x(t) a cada intervalo aberto (t;_1,t;) é diferencidvel e x'(t) = A;(x(t))
para t € (t;i_1,t;) ei = 1,..., k. Em outras palavras, uma trajetoria de I" é uma

concatenacao de trajetorias de campos de I.

Uma nocao fundamental para esta secao é a de conjunto de atingibilidade.

Definicao 1.25. Dados um sistema de controle invariante a direita I', e g € G,
chama-se conjunto de atingibilidade de I', a partir de xy, ao conjunto de todos os

pontos de G que podem ser atingidos a partir de xo em tempo nao negativo, isto €,
Ar(xg) :={2(T) | z(-) € uma trajetéria de T', x(0)=z9 e T > 0}.

Notagao: Quando o contexto deixar claro abreviaremos a notagao Ar(zg) por

A(zg) ou simplesmente por A quando xy = e for o elemento identidade do grupo.

Definicao 1.26. Um sistema de controle I" diz-se acessivel a partir de zp € G se o

conjunto de atingibilidade A(xy) tem interior ndo vazio em G.

Definicao 1.27. Um sistema I' diz-se controlavel se, dados dois pontos quaisquer x
ex1 em G, o ponto x1 pode ser atingido a partir de xy, através de uma trajetoria de
[’ em tempo nao negativo, isto é, x; € A(xg), Yxg,z1 € G. De maneira equivalente,

[’ € controldvel se A(x) = G, Vr € QG.

Da mesma forma que definimos conjunto de atingibilidade podemos definir
orbita de um sistema de controle I' através de um ponto xg € G. Contudo, tem-se

agora que o tempo T pode ser negativo ou positivo:
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Or(zo) ={z(T) | x(-) é uma trajetériade I, z(0) =z9 e T € R}.

Notagao: Se ndo houver ambiguidade denotaremos Or(zg) por O(zo).

Observagao 1.28. A aplicagdo

i1:G — G

r — a7t

induz um isomorfismo entre a dlgebra de Lie dos campos de vetores invariantes a
direita num grupo de Lie G e a dlgebra de Lie dos campos de vetores invariantes
a esquerda em G. Portanto, todos os problemas para sistemas de controle invari-
ante a esquerda, incluindo controlabilidade, sao equivalentes ao estudo de sistemas

mvariantes a direita.
Dado um subconjunto I' C g, denotaremos por Lie(I") a algebra de Lie gerada
por I} isto é, a menor subéalgebra de Lie de g que contém I'.

Agora vamos enunciar dois lemas que nos fornecem propriedades bésicas das
orbitas de sistemas de campos de vetores invariantes a direita e de conjuntos acessiveis.
Estas propriedades sao obtidas da teoria de grupos de Lie e da propria definicao de

conjunto acessivel. As demonstra¢oes podem ser encontradas em [11].

Lema 1.29. Sejam G um grupo de Lie, g a sua dlgebra de Lie e I' um subconjunto

de g. Se x é um ponto arbitrdrio de G entao:

(i) O(z) = {exp(tpAg).exp(tp_1Ar_1)...exp(t141)x | A; €T, t;€R, ke N},
(ii)) O(z) = O(e)x;

(iii) O(e) € o subgrupo de Lie conexo de G cuja dlgebra de Lie é Lie(T');

(iv) O(x) € a variedade integral mazimal da distribui¢do involutiva invariante a

direita Lie(I') em G passando pelo ponto x.

Lema 1.30. Sejam G um grupo de Lie, g a sua dlgebra de Lie e I' um subconjunto

de g. Se x € um ponto arbitrario de G entao:
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(i) Ar(x) = {exp(tipAr).exp(tpy_14k_1) ... exp(tiA1)x | A, €T, t; >0, keN};
(i) Ar(z) =A(e)x;

(iii) Ar(e) € um subsemigrupo de G;

(iv) Ar(x) é um subconjunto conexo por caminhos de G.

Notacao: Denotaremos Ar(e) simplesmente por A e O(e) por O.

Daremos agora a nogao de acessibilidade normal, que é um conceito mais forte.

Definigao 1.31. Um ponto y € G é chamado normalmente acessivel a partir de um

ponto © € G se existem elementos Ay, As,..., A, € T et € R¥ com coordenadas
positivas t/l, . ,t;g tais que a aplicacao
F:RF — @

(t, .. ty) — exp(tyAyr) ... exp(t)A4;)
satisfaz:
(i) Ft)=y

(ii) O posto da diferencial dF' |y € igual a dimensdo de G.

O proximo resultado é importante na demonstragao de alguns teoremas dentro

do assunto de controlabilidade. Sua demonstracao pode ser encontrada em [11].

Teorema 1.32. Se Lie(I") = g entdao em qualquer vizinhanga O da identidade e € G
existem pontos I'-normalmente acessiveis a partir de e € G. Consequentemente o

congunto intA N O € nao vazio.

Agora vamos estabelecer algumas condicoes para controlabilidade de um sis-

tema I' em um grupo de Lie G.

Teorema 1.33. Uma condi¢ao necessdaria para que um sistema tnvariante a direita

I’ seja controldvel é que o grupo de Lie G seja conexo.
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Demonstracao: Pelo item (iv) do Lema 1.30 temos que A(x) é um subconjunto de

GG conexo por caminhos, e portanto conexo. Se I' é controlavel, por definicao temos

que A(x) =G, Vx € G. Logo, G é conexo. O

Em vista do teorema anterior, na sequéncia todos os grupos de Lie considerados

Serao conexos.

Uma condic¢ao fundamental necessaria de controlabilidade é dada no préximo

teorema e é usualmente citada como condicao do posto.

Teorema 1.34. Se I' é controldvel, entdao Lie(I') = g.

Demonstracao: Como I' é controldvel temos que A(z) = G, Vr € G. Em

particular A = G, logo O = G. Pelo item (7i7) do Lema 1.29, Lie(I') = g. O

Em geral, a condi¢ao do posto nao é suficiente para controlabilidade, mas é

equivalente a acessibilidade.

Teorema 1.35. I' C g € acessivel na identidade (e portanto em qualquer ponto de
G) se, e somente se, Lie(I') = g.

Demonstragcao: Se o sistema I' é acessivel a partir da identidade, temos que o
interior de A é nao vazio em G. Como A C O, temos também que intO # 0. O que
nos permite afirmar que e € intO(pois O é um grupo de Lie e portanto um espago
topoldgico). Assim, existe uma vizinhanca V' de e tal que V' C O, logo Vz é uma
vizinhanga de z contida em O(z). Desta forma = € intO(z), Vz € G, ou seja,
O(x) =G, Yz € G, donde Liel’ = g.

Reciprocamente, se Liel' = g entao pelo Teorema 1.32 temos que intA # (), e por

definicao temos que I' é acessivel a partir da identidade. O

Um subconjunto I' € g é dito ter posto mdzimo se a condicao do posto é vélida,

isto é, se Lie(I") = g.
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Teorema 1.36. Um sistema ' invariante a direita é controldvel em um grupo de
Lie conexo G se, e somente se, € controlavel a partir da identidade, isto €, A = G.

Demonstragao: Se I' é controldvel e z € G entao por definicdo A(z) = G e, em

particular, A(e) = A = G. Reciprocamente, se A = G, entao por (i) do Lema 1.30
tem-se, para qualquer x € G, que A(z) = Ax = Gx = G, Vz € G, pois G é um

grupo. Portanto, A(z) = G e, por defini¢ao, I' é controlavel. O

Teorema 1.37. Um sistema invariante a direita I' num grupo de Lie G conexo €

controlavel se, e somente se

(1) o conjunto de atingibilidade A € um subgrupo de G;
(i) Lie(T') =g.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que I seja um sistema controlavel. Logo
A(z) = G, Vx € G. Em particular temos que A = A(e) = G, e dal temos que
A ¢ subgrupo de G. Pelo Teorema 1.34 temos que Lie(I') = g. Portanto (i) e (i7)
estao satisfeitas. Reciprocamente, suponha que sdo validas as condigoes (i) e (i)
e mostraremos que o sistema I' é controlavel. Considere A € I'. Como A é um
subgrupo de G, temos que exp(tA) bem como seu inverso exp(—tA) estao em A
para todo t > 0. Assim, o conjunto de atingibilidade A coincide com a érbita O
do sistema I'. Como Lie(I') = g e O é variedade maximal da distribuigao Liel’
passando por e temos que O = G. Portanto A = G, e pelo Teorema 1.36 temos que

I é controlével. |

Antes de enunciar o préximo resultado de controlabilidade, convém realgar
que, em geral, nao sabemos se o elemento identidade e estd no interior de A ou
na sua fronteira. Quando o sistema é de posto maximo temos que intA # (), mas
isto nao garante que e € intA. Quando isto ocorre, obtemos uma das principais

condicoes para a ocorrencia da controlabilidade.
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Teorema 1.38. Um sistema invariante a direita I' em um grupo de Lie conexo G
¢ controldvel se, e somente se, o elemento identidade e pertencer ao interior de A.

Demonstragao: Suponha I' controlavel, isto é, A = (. Nesse caso e € intA.

Reciprocamente, seja o[o] = intA e suponha que e € U. Conforme [16], Proposi¢ao
3.18, segue que G = U U", onde U™ consiste de todos os produtos com n parcelas
de elementos de U. TJL;(;r (3i) do Leng 1.30, A é um semigrupo de G e portanto
U™ € A para qualquer n € N. Assim U U™ C A e temos que A C G C A. Portanto

n=1
A = G e assim I' é controlavel em G. O

A préxima condi¢ao é fundamental pois nos mostra que no estudo de contro-
labilidade de sistemas de posto méximo podemos substituir o conjunto de atingibil-

idade A pelo seu fecho.

Teorema 1.39. Se G € um grupo de Lie conexo e o conjunto de atingibilidade A
de um sistema invariante a direita I' de posto mdximo € denso em G, entao I' €
controldvel em G.

Demonstracao: Consideremos o sistema —I' = {—A | A € I'} cujas trajetérias

sao as trajetdrias de I' percorridas em sentido contrario. O conjunto de atingibilidade

de —I' é:
A_F == {exp(—tkAk) e exp(—tlAl) ‘ Az S F, tz 2 O, k € N} == A_l.

Como o sistema —I' também tem posto méximo ja que Lie(—I") = Lie(I") = g, seu
conjunto de atingibilidade A~! tem interior nao vazio e assim existe um conjunto
aberto O; tal que O; C A~!. Por outro lado, também intA # ), donde existe um
ponto x € G que tem uma vizinhanga aberta O(z) contida em A. Como A = G,
entdo A(z) = Az = G. Assim, existe um elemento y € A(z) NO;. Portanto y € Az,
donde yz~=! € A. Uma vez que A é um subsemigrupo e que O(z) C A, obtemos
ainda que a vizinhanga O(y) = yx~'O(x) do ponto y estd contida em A. Mas,

y € O C A™!, donde y~! € A e a vizinhanga da identidade O(e) = y~'O(y) estd



CAPITULO 1. PRELIMINARES

contida em A. Pelo Teorema 1.38 tem-se que o sistema I' é controlavel.



CAPITULO 2

Cones de Lie de semigrupos de
compressao

O objetivo deste capitulo é descrever detalhadamente cones de Lie de semi-
grupos de compressao. Na Secao 2.3 sao considerados semigrupos de compressao de

octantes no R™ e o Teorema 2.16 caracteriza os cones de Lie desses semigrupos.

Com o intuito de generalizar os resultados da Secao 2.3 para semigrupos de
compressao no produto exterior A¥R” na Secdo 2.1 faremos uma breve explanacao
sobre este objeto algébrico e, como existe uma relagao entre variedades Grassmanni-
anas e o produto exterior também apresentamos uma breve explanacao sobre estas

variedades.

Se Oy é o octante positivo do produto exterior A*R"” denotaremos por Sj o
semigrupo de compressao de O. O principal resultado deste capitulo é o Teorema
2.20 devido o San Martin [12], o qual caracteriza o cone de Lie L(Sy) do semigrupo

Sk-

2.1 Variedades Grassmannianas

Nesta se¢ao, veremos uma representacao algébrica das Grassmannianas e mostraremos
que a Grassmanniana é uma variedade homogénea e compacta. Em seguida, exibire-
mos o conceito de produto exterior e forneceremos uma base para o produto exterior,

que serda essencial na Secao 2.4 quando definirmos octante positivo do produto ex-

22
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terior A¥R™. Iniciamos com a definicao da Variedade Grassmanniana de subespacos

de dimensao k em R".

Definigao 2.1. Sejam k e n inteiros positivos com 1 < k < n. A wvariedade de
Grassmann de subespacos de dimensao k em R™ é o conjunto de todos os subespacgos
k-dimensionais de R"™. Em termos de notacao, a variedade de Grassmann € definida

por:
Gri(n) = {S : S € subespaco de dimensao k em R"}.

Cada subespago £ € Gri(n) pode ser representado de maneira nao unica por
uma matriz n X k, cujas colunas desta matriz formam uma base para este subespaco.
Assim, Gri(n) pode ser identificada com um subconjunto das matrizes n x k, de

posto k, que denotaremos por By (n).

Em Bg(n) definimos uma relagao de equivaléncia, que denotaremos por ~, da

seguinte maneira:
Para A, B € Bg(n), A ~ B <= A = Ba, para algum a € GL(k,R).

Deste modo, Grg(n) se identifica de forma natural com o conjunto quociente
By (n)/ ~, identificando cada classe & em By(n)/ ~ com o subespaco de dimensdo k

gerado pelos vetores coluna de &.

Através desta representacao algébrica, veremos agora duas propriedades da
variedade Grassmanniana. Provaremos que a variedade Grassmanniana ¢ uma var-
iedade homogénea e compacta. Primeiramente provaremos que a variedade Grass-

manniana ¢ uma variedade homogénea.

Considere a acao,

TR (2.1)

Em termos da descrigao dos subespacos k-dimensionais como classes de equivaléncia
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em Bi(n), a agdo ¢ é a multiplicacdo de uma matriz g de ordem n X n por uma

matriz & de ordem n x k.

Veja que a agdo ¢ estd bem definida. De fato em Bg(n) temos que £ ~ n <

€ = na para algum a € GL(k,R) e se £ ~ 1 entdo £ = 7. Desta maneira,
9€ = g€ = g7 = g7.

Temos que esta acdo é transitiva em Gry(n), isto é, dados &,7 € Gry(n), existe
g € SL(n,R) tal que g¢ = 7. Isto segue do fato de que qualquer matriz n x k de

posto k, pode ser complementada a uma matriz n X n com determinante 1.

Fixemos uma base ortonormal de R™ e consideremos o subespaco k-dimensional
& de R™ gerado pelos k-primeiros vetores dessa base. Denotando por Hj, o sub-
grupo de isotropia de &, temos que Gri(n) pode ser identificada com a variedade

homogénea SL(n,R)/Hy. Portanto Gry(n) é uma variedade homogeénea.

Agora mostraremos que a variedade Grassmanniana é uma variedade com-
pacta. Com efeito, restringindo a acdo dada em (2.1) de SL(n,R) ao grupo or-
togonal O(n,R) temos também uma agao transitiva em Gri(n). De fato, tomando
£, € Gri(n), queremos mostrar que existe g € O(n,R) tal que £ = gn. O sube-
spaco & pode ser representado por uma matriz n x k, de posto k, cujas colunas
formam uma base para este espaco. Completando esta matriz até uma matriz n x n
e ortonormalizando-a pelo processo de Gram-Schmidt, temos que a matriz obtida &
pertence ao grupo ortogonal O(n, R). Realizando este mesmo processo com a matriz
n X k que representa 7], a matriz obtida n também pertence a O(n,R). Como O(n,R)
é um grupo, existe uma matriz v € O(n,R) (a saber, v = £n~ 1) tal que £ = .
Um fato importante, que garante que as matrizes £, € O(n, R) representam os sube-
spacos &,7 € Gri(n), respectivamente, é que pelo processo de ortonormalizagao de
Gram-Schmidt, a partir da base {uy,...,ug, ..., u,} obtemos uma base ortonormal

{v1,..., Uk, ..., v}, eas bases {uy,...,ur} e {vg, ..., v} geram o mesmo subespago.

Seja agora & € Gri(n) o subespago gerado pelos k primeiros vetores da base
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candnica de R™. O subgrupo de isotropia Hy de & determinado por esta acdo é o
subgrupo das matrizes da forma

Aka ka(n—k)
Ho = ‘A€ O0m,R)eDeOn—kR)}.
" {< O(ka)xk D(nfk)x(nfk) (n ) € (n )}

que é isomorfa a O(k) x O(n — k). Logo, Grg(n) é uma variedade compacta.

Com o intuito de dar uma caracterizagao algébrica para as variedades Grass-
mannianas introduziremos agora o conceito do produto exterior, A*E, onde E denota
um espaco vetorial de dimensao finita e determinaremos uma base para este espaco.

Antes, veremos duas definicoes que serao tuteis na definicao do produto exterior.

Definicao 2.2. Sejam E e F' espacos vetoriais. Uma aplicacdo ¢ : E X ... x E —
F, definida no produto cartesiano de k fatores iguais a E, diz-se k-linear quando é
linear em cada uma de suas entradas.

Quando F =R, ¢ recebe o nome de forma k-linear.

Definicao 2.3. Uma aplicacao k-linear ¢ : E X ... x E — F diz-se alternada

quando se tem p(vy,...,v;) = 0, sempre que existirem i # j tais que v; = v;, ou,
equivalentemente, @(v1,..., Vi, ..., V..., 0%) = —@(V1,..., V), ..., V..., 0) para
quaisquer vy, ..., € F.

Usaremos a notacao AFE para indicar o conjunto das formas k-lineares alter-
nadas em FE. Este conjunto, munido da adicao e produto por escalar usuais é um
espaco vetorial. Seus elementos sao denominados formas k-lineares alternadas, ou

simplesmente, k-formas.

A partir de k funcionais lineares f1,..., fr € E*, podemos definir uma forma
k-linear alternada fi A... A fr : E X ... x E — R, chamada o produto exterior

desses funcionais, definida por

(Fi NN fe) (o, o) = det(fi(vy)),
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onde, a direita, temos o determinante da matriz kx k cuja i-ésima linha é (f;(v1), ..., fi(vx))

e cuja j-ésima coluna é (f1(vj),. .., fr(v))).

O préximo teorema fornece uma base do produto exterior A*E. Uma demon-

stracdo detalhada pode ser encontrada em [6].

Teorema 2.4. Seja {ey,...,e,} uma base ortonormal de E e {e},... e’} a base
dual do espago dual E*. As k-formas e; =€, N ... Nej , onde I = {iy < ... <}
percorre todos os subconjuntos de {1,...,n} com k elementos, constituem uma base

de A*E. Em particular, dim A*E = ( Z )

Introduziremos agora as variedades Grassmanniana orientada Gr(n) con-

stituidas pelos subespacos orientados de dimensao k em R™.

A Grassmanniana orientada Gr} (n) se identifica de forma natural com o quo-
ciente Bi(n)/ ~*, onde ~T é a relagao de equivaléncia definida da seguinte forma:
Para A,B € By(n), A ~t B < A = Ba, para algum a € GL(k,R) com
det(a) > 0.

Para terminar esta segao, observe que existe uma agao natural de SL(n,R) no

produto exterior A¥R" definida por:

pr: SL(n,R) x AMR" — AFR™
(gour Ao Aug)) — pr(g, (ur Ao Aug)) = gur Ao A guy,

Desta forma, esta agao induzida coincide com a agao de SL(n,R) em Gri(n).

2.2 Cones associados a semigrupos
Um dos conceitos intrinsicamente relacionado com semigrupos e controlabili-
dade é o conceito de cone que passamos a definir:

Definicao 2.5. Um subconjunto nao vazio W C R™ é chamado um cone se ele

satisfaz as sequintes propriedades:
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1. W+WcCW;
2. RTW cCcWe

3. W =W, isto é, W € fechado topologicamente.

Se A € gl(n,R) podemos considerar o fluxo exp(tA)x, Vo € R"\{0} e t € R.

Da dinamica deste fluxo depende muitas propriedades, dentre elas a controlabilidade.

Através do fluxo de uma matriz A € gl(n,R), definiremos cone invariante:

Definicao 2.6. Um cone W C R™ ¢ invariante sob o fluxo de uma matriz A €

gl(n,R), ou simplesmente, A-invariante se exp(tA)W C W, Vt € R*.

Vamos agora associar um objeto, na dlgebra de Lie, associado a um semigrupo

de um grupo de Lie.

Dado um semigrupo S C GL(n,R), define-se cone associado ao semigrupo S,

o seguinte conjunto:

L(S) ={X € gl(n,R) :exp(tX) € S, Vt € R*}.

Proposicao 2.7. L(S) € de fato um cone.

Demonstragao: Provaremos primeiramente que L(.S) é topologicamente fechado.

Tome X € L(S). Logo, existe uma sequéncia (X,) € L(5) tal que X,, — X. Como
para cada n temos que X,, € L(S), temos por defini¢do que exp(tX,) € S, Vt € RT.
Sendo a exponencial uma aplicagdo continua, temos que exp(tX,,) — exp(tX). Logo
exp(tX) € S, Vt € R*, o que implica que X € L(S). Portanto L(S) é fechado.
Mostraremos agora que L(S)+L(S) C L(S). Tomemos X,Y € L(S). Pelo Corolério
2.15.5 de [15] temos que:

mqu+4qy:um@xmgxymmgynw (2.2)

n—oo

O que implica que exp(t(X + Y)) € S, pois exp(£X), exp(:X)e S. Portanto
X +Y e L(S).
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E por fim, mostraremos que RTL(S) C L(S). Para isto, seja X € L(S) e s > 0.
Queremos mostrar que sX € L(S). Dado t > 0, temos que ts > 0 donde exp(tsX) €

S por hipétese. Portanto sX € L(S). O

Na proxima proposi¢ao mostraremos que o cone L(.S) é invariante sob o fluxo

da exponencial da adjunta de certos elementos da dlgebra de Lie.

Proposigao 2.8. Sejam L(S) o cone associado a um semigrupo S C GL(n,R) e
A€ H(S) = L(S)N —L(S). Entao, exp(t.ad(A))L(S) C L(S),Vt € RT.
Demonstracao: Consideremos A € H(S), t € RT e B € L(S). Mostraremos
que exp(t.ad(A))B € L(S). Como A € H(S), temos que £A € L(S). Logo
exp(tA), exp(—tA) € S,¥t € R* e como B € L(S) temos também que exp(tB) €
S,Vt € Rt. Pela comutatividade dos diagramas abaixo, temos que

G___Ad Aut(g) G Ig

ex exp  ex EXp

9—%g Endg 9 Adg 9

exp(s. exp(t.ad(A))B) = exp(s.AdexpayB) = exp(tA) exp(sB) exp(—tA) € S,

para todo s, € RT, pois S é um semigrupo e exp(tA), exp(—tA),exp(sB) € S.
Portanto exp(t.ad(A))B € L(S),Vt € RT, e assim temos que exp(t.ad(A))L(S) C
L(S). O

Passaremos agora a tratar do importante conceito de semigrupo de compressao.

Dado um cone W C R", definimos

Sw =:{g € GL(n,R) : gW C W}.
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Note que o semigrupo de compressao Sy é fechado. De fato, seja g € Syy.
Logo, existe uma sequéncia (g;) em Sy, convergindo para g. Considere agora w € W,
temos que g;w € W, pois g; € Sy. Como W é fechado, (g;w) converge em W. Mas
sabemos que g;w converge para gw, o que implica que gw € W. Como w ¢é arbitrario,
temos que gw € W, para todo w € W. Logo, g € Sy e portanto Sy C Sy. Como

Sw C Sw, temos que Sy = Sy. Portanto Sy é fechado.

A relaca@o entre invariancia e cone é estabelecida na seguinte proposicao.

Proposicao 2.9. Seja W C R™ um cone e A € gl(n,R). Entao W é A-invariante
se, e somente se, A € L(Sw).

Demonstracao: Suponha que W é A-invariante. Assim temos por definicao que
exp(tA)W C W, ¥t > 0, ou seja, exp(tA) € Sw, o que implica que A € L(Sw).
Reciprocamente, suponha que A € L(Sy ). Assim, exp(tA) € Sy, Vi > 0, o que

implica que, exp(tA)W C W, Vt > 0. Portanto temos que W é A-invariante. O

O proximo resultado nos afirma que se o campo Ax pertence a um cone para

todo x no cone, entao o fluxo de A € gl(n,R) também estard no cone.

Proposigao 2.10. Sejam W um cone fechado, e A € gl(n,R). Se Ax €¢ W, Yx € W
entio exp(tA)x € W, vt > 0.

Demonstragao: Seja x € W. Como Ax € W entao, por inducao, concluimos que

Az € W, V¥n € N, e como W é um cone temos entao que

n n "L (tA)!
v Arg =M e W, VneN,edaiSn:Z( )er, Vn € N.

=0

Usando agora o fato que W é um cone fechado concluimos que

exp(tA)r = lim S, € W, Vt > 0.

n—oo
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2.3 Semigrupos de compressao de octantes de R"

Apresentaremos agora alguns conceitos e propriedades de octantes de R™, os

quais serao fundamentais para o estudo da proxima secao.

Todo octante de R™ pode ser parametrizado por uma n-upla de sinais o =
(01,09,...,0,), onde 0; € {—1,1}, Vi =1,...,n. O octante associado a o é dado

por :

RZ:{($1,$2,-..,$n) ERnigix@'zO, V’l:L,TL}

Denominaremos de octante positivo ao octante parametrizado por o™ = {1,1,. ..

e de octante negativo ao octante parametrizado por o~ = {—1,—1,...,—1}.

Observagao 2.11. Note que todo octante de R €, em particular, um cone.

Vamos agora demonstrar um resultado que serd muito 1til na demonstragao

da proxima proposigao.

Lema 2.12. Seja R, o octante positivo. Entao, exp(tX)RI, C R, Vt >0 se, e
somente se, (Xe;, ej) >0 sei#j.

Demonstracao: Observe que, se exp(tX)R?, C R”,, Vt > 0 entdo em particular
exp(tX)e; e R, Vt >0ei € {1,2,...,n}. Dai (exp(tX)e;,e;) >0, Vt >0, e
i # j. De fato, se (exp(tX)e;, e;) < 0 paraalgumt > 0 e # j terifamos que o angulo

entre e; e exp(tX)e; seria maior que 90°, o que contradiz o fato que exp(tX)R”, C

Ootnn

R7.. Como (exp(tX)e;, e;) > 0 temos que <Z o ei,e;) > 0, VvVt > 0. Logo
n=0

2L X _ o | % nyen

(Z o e;,ej) >0, ¥t >0, pois (e;,e;) =0, se i# j. Assim %(E Tei’€j> >

n=1 n=1

OO n—lxn
0, Vt > 0 e portanto (Xe; + Z '
n!
n=2

limite quando ¢ — 0 temos (Xe;, e;) >0, Vi# j.

ei,e;) > 0, Vt > 0. Aplicando agora o

1}
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Reciprocamente, suponhamos que (Xe;, e;) > 0, Vi # j. Mostraremos que
o campo X deixa o octante positivo R, invariante. Para isto consideremos r =
(1,29,...,2,) € R, ou seja, x; > 0Vi = 1,2,...,n. Observe que (Xe;, e;) =
xj; > 0 por hipdétese. Logo, fora da diagonal, X possui entradas nao negativas.

Note que podemos escrever X = A + B, onde

T11 0 0 0 12 ... T1n
AI 0 ¢ B — T21 0 oo Top

L0

0 0 Tnn Tn1 Tp2 ... 0

Temos que A, B € L(SRn+), pois exp(tA),exp(tB) € Sgr,, Vt > 0. Como L(SRn+) é
um cone, temos que X = A+ B € L(Sgr, ). Portanto exp(tX)R]}, C R}, Vi > 0.

O

O préximo resultado caracteriza o cone tangente, L(Sy ), associado ao semi-

grupo de compressao Sy, onde W é um octante positivo de R".

Proposicao 2.13. Seja W = R”, o octante positivo de R". Entdao L(Sw) = {X €
gl(n,R) :z;; >0 se i#j}.
Demonstracao: Seja X = (z;;) com z;; > 0, se ¢ # j. Mostraremos que X €

L(Sw). Temos dois casos a analisar:

1. Se X é uma matriz diagonal, isto é,

T11 0 0
x=| Y
0
0 0 zn,
temos que X € L(Sw), pois
exp(tzyy) 0 ... 0
exp(tX)= 0 : € Sw.

: . . 0
0 oo 0 exp(tznn)
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2. Se X for uma matriz arbitraria nao diagonal, isto é,

11 Ti2 ... Tin

T21 X922 ... Ton
X=

Il Tp2 ... Tpp

podemos escreve-la como a soma de duas matrizes, onde a primeira é uma ma-
triz diagonal e a segunda ¢ uma matriz com as entradas da diagonal principal

todas nulas, isto é, X = A + B, onde

11 0 0 0 12 ... Tin

L : x 0 ... x9,

A: 0 . . . eB: '21 .2
: 0

0 ... 0 Zn Tpi Tny ... 0

Pela Proposicao 2.10, temos que B € L(Sw) e de maneira andloga ao caso
anterior, temos que A € L(Sy). Como L(Swy) é um cone, temos entao que

Para a inclus@o contraria, tome X € L(Sw). Mostraremos que z;; > 0, se
i # j. Para isto, basta observar que (Xe;, e;) = xj;, e pelo Lema 2.12, temos que

(Xei,e;) > 0, Vi # j. Portanto z;; > 0, Vi # j. -

Na Proposigao 2.13 caracterizamos o cone L(Sy/) onde W é o octante positivo
R”,. Afim de se obter uma caracterizacao do cone tangente dos semigrupos de

compreensao dos outros octantes consideremos a funcao:
F :R*" — R"

definida por F,(x1,%s,...,2,) = (1121, T2%a, ..., Tuly), onde 7 = (71,72, ...,Ty) é

uma n-upla de sinais.

Proposicao 2.14. A funcao F, satisfaz as sequintes propriedades

(a) F. é um isomorfismo;
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(b) FT(RZJr) = RZ;

(c) FroF, =id.

Demonstragao:

(a) Vamos mostrar que F; é um isomorfismo. Para isto, basta observar que a
linearidade da funcao F segue da linearidade de cada coordenada e como F,

leva base em base temos que F, é um isomorfismo.

(b) Agora, provaremos que F- (R, ) = R.

Tome x € F; (R, ) e provaremos que x € R? = {z = (z1,...,2,) € R" ;721 >

0, Vi =1,...,n}. Como z € F,(R",), temos que x = F.(y) onde y €

R”,. Logo, (21,%2,...,%,) = (T1Y1, T2Y2, - - ., Tn¥n). Igualando coordenada a
coordenada temos que x; = 7y, Vi=1,...,n. Dal, nx; =vy;, Yi=1,...,n,
pois 77 =1, Vi=1,...,n. Note que,y € R” e ot = (01,09,...,0,) =

(1,1,...,1), logo oyy; = y; > 0, Vi=1,...,n. Portanto, ;z; =y; >0, Vi=
1,...,n, o que implica que ;z; > 0, Vi=1,...,n. Portanto x € R.

Para a inclusao contraria tome x € R?

. e provaremos que x € F (R",), isto

é, provaremos que = F.(y), onde y € R”,, e por defini¢do de R”.,, temos
que o;y; > 0, Vi =1,...,n, mas o; = 1, Vi = 1,...,n, e dal segue que
y; >0, Vi=1,...,n. Como z € R”, pela definicao de R? temos que 7;z; >
0, Vi=1,...,n, portanto podemos considerar y; = 7;x;, com i =1,...,n,
e portanto x; = 7;y;, Vi =1,...,n. Entao temos que x = (r1,%2,...,2T,) =

(T1y1, Ty - - - TaYn) = Fr(y), e portanto temos que x € F (R, ).

(c) Finalmente vamos provar que F, o F, = id.
FroF, (x) = F.(Fr(2)) = Fr(T121, T2%2, . . ., TnTyn) = (TIT121, ToTa%a, . . ., TpTnTn) =

(1221, Taws, ..., T2w,) = (X1, 29, ..., 2y) = x = Id
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Se A = (a;;) € gl(n,R) definimos uma matriz F(A) por:

a;; se 1=7
TiTjGi; Se i F# J.

Fo(A4) = { (2.3)

A préxima proposicao nos fornece uma propriedade importante a respeito da

matriz F;(A).

Proposicao 2.15. Sejam A € gl(n,R) e x € R". Entdo
F (exp(tA)x) = exp(tF,(A))Fy(x), Vt > 0.
Em particular

Fo(exp(tA)R™, ) = exp(tF,(A)(R,™), Vit > 0.

Demonstracao: Sejam A = (aw) € gl(n,R) e z = (x1,...,2,) € R". Note que

Az = (y1,...,Yn) onde y; = Z a;;z;. Logo,

F.(Az) = (ny Z a1;Tj, ..., Ty Z AnjT). (2.4)

Por outro lado,

FT(A)FT(.QT) = (Z TlTj(le.Tj.’ﬂj, ey Z TnTjCLnj.Tj.ij) = (7'1 Z aljxj, ey Th Z anjxj).
j=1 j=1 j=1 =1
(2.5)
De (2.4) e (2.5) segue que F;(Ax) = F;(A).F.(z).

Desse modo, como F; : R® — R™ é um isomorfismo entao

Fy(exp(tA)r) = (3 t—TA”)(a:)) oy gA"x) S U4y =

n!
n=1 n=1 n=1

T L (A Fy () = exp(tF () (2),¥6 > 0,

Como F.(R”,) = R?, temos o seguinte caso particular:

Fr(exp(tA)RY,) = exp(tF(A))Fr (R, ) = exp(tF-(A))R?, Vt>0.
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|

Finalizando o presente capitulo vamos agora descrever os cones tangentes dos

semigrupos de compressao de todos os octantes de R".

Teorema 2.16. Sejam 7 = (11,...,7,) um conjunto de sinais, R? o octante cor-
respondente a T e S; o semigrupo de compressao de R?. Entao uma matriz n X n
A = (a;j) pertence ao cone tangente L(S;) se, e somente se, 7,7;x;; > 0, Vi # j.

Demonstracao: Suponha que A = (a;;) pertence ao cone tangente L(S;). Logo,

exp(tA) € S;, ¥t > 0. Como S; é o semigrupo de compressao de R”, segue que

exp(tA)R? C R, Vt > 0. Através da funcao F, temos que,
F.(exp(tA)R?) C F,(R?), Vvt >0.

Dai, pela Proposicao 2.15 junto com as propriedades da funcao F7,
exp(tF;(A))Rr, C R, Vt>0.

Portanto, pela Proposicao 2.13, as entradas da matriz F,.(A), fora da diagonal prin-
cipal, sdo todas nao negativas. Mas as entradas da matriz F,(A) fora da diagonal
principal sao exatamente 7;7;a;;. Portanto 7,7;a,; > 0, Vi # j.

Reciprocamente, suponha que 7;7;a,; > 0,Vi # j. Neste caso as entradas
da matriz F.(A), fora da diagonal principal, sdo nao negativas. Portanto, pela
Proposicao 2.13, F;(A) € L(SR:Jr). Assim por defini¢ao, temos que exp(tF,(A)) €
Sgr,, Vt >0, 0 que nos dd que exp(tF;(A))R?, C R?,, Vt>0. Logo, aplicando

F. em ambos os lados obtemos:
F(exp(tF;(A))RY,) C F(R,), Vt>0.
Através das propriedades da funcao F, temos

exp(tF,(Fy (A)))F,(R2,) C Fy(R,).
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Como F; o F; = Id e F;(R",) = R?, concluimos que
exp(tA)R? C R”.

Portanto, A € L(S,). O

2.4 Semigrupos de compressao de cones no pro-
duto exterior AFR”

Nessa se¢ao vamos generalizar os conceitos e resultados da secao anterior para
“cones’no produto exterior. Porém, o nosso principal objetivo nesta secao é deter-

minar o cone de Lie, L(Sy), associado ao semigrupo de compressao Sy.

Seja {e1,...,e,} a base canonica de R™. Para cada indice multiplo k entre 1
enl=(1<i <...<i,<n) definimos e; =e; A...Ae;. O conjunto {e;}, com

I percorrendo os k indices multiplos é uma base do produto exterior A* := AFR™.

Denotemos por O, o octante positivo com respeito a esta base:

Ok = {ZCL[E] carg 2 O}
1

Vamos mostrar que O, realmente é um octante positivo. De fato, considere I =
(1<iy<...<ir<n). Comoes=e; A...ANe;, pode ser visto como uma matriz
n X k, podemos considerar cada uma das k colunas desta matriz como elementos
do R™ com e;; = 1 na posicao ij, onde j € {1,...,k} e 0 nas outras posigoes,
pois estamos considerando a base canonica do R". Ao multiplicarmos por a;; com
a;; > 0, chegaremos em elementos do R™ com a;; na posicao i; onde j € {1,...,k}

e 0 nas outras posicoes. Obtendo assim, a;e;; = a;;1 = a;; > 0 para cada j €

J
{1,...,k}. Somando cada elemento desse, o qual é positivo para todo j, obtemos

que E arer > 0, mostrando assim que O realmente é um octante positivo.
I

Seja G = SL(n,R) e considere sua representacao natural, denotada por py,
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sobre A*R", a qual ¢ definida por,
pe(g) (v Avg Ao Avg) = gur A gus A ... A gug (2.6)

onde g € SL(n,R) e v; € R™.

A representagao da algebra é definida como dpp, mas por simplicidade de
notacao, também sera denotada por pi. As duas representagoes sao conectadas pela

seguinte igualdade
pr(exp X) = exp(pr(X)) (2.7)
onde X € sl(n,R). Pelo diagrama abaixo, como X € sl(n,R) entdao exp X €
SL(n,R) _px___ Aut(A*R™)
ex exp

Pk
sl(n,R) End(A" R™)

SL(n,R). Logo a primeira exponencial em (2.7) siginifica a exponencial em SL(n, R).

Como

pr:sl(n,R) — End(AFR")
X - pr(X)

temos que a segunda exponencial em (2.7) significa a exponencial de aplica¢oes
lineares em AFR™. Assim, através da representagao definida em (2.6) temos que a

representacao do grupo é dada por
pe(exp(tX)) (v Avg A ... Avg) = exp(tX)vy Aexp(tX)vg A ... Aexp(tX)uy,

para X € sl(n,R) e t > 0. Desta forma, a representagao da dlgebra de Lie, sl(n,R),

¢ dada por

Pe(X)(ur Ao Aug) = dpp(exp(tX))(ug Ao Auy)

- %|t:ol)k(exp tX)(ug Ao Auy)
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= 4| o(exp(tX)us A ... Nexp(tX)ug) = Xug A... A Xuy,

=(Xug Ao Aug) + (g AXug A v Aug) + oo+ (ug Aug .o A Xug)
ou seja,
Pe(X) (Ao Avg) = (Xop Ao A ) + oo+ (v Ao A X))

onde X € sl(n,R) e v; € R"™.

Agora, para cada inteiro k entre 1 e n defina:
Sk = {g € SL(n,R) 1 g0, C Ok}

E fécil verificar que Sy é de fato um semigrupo.

Denote por L(Sy) C sl(n,R) o cone de Lie de Sy definido por
L(Sy) :={X €sl(n,R) : exp(tX) € Sk, t > 0}.

O proximo lema fornece uma desigualdade que sera muito utilizada para dar

uma descric¢ao explicita de L(S), para todo k.

Lema 2.17. Seja X € sl(n,R). Temos que X € L(Sy) se, e somente se,
<X€[,€J> > 0, (28)

para todo par de k indices multiplos I # J.

Demonstracao: A demonstracao é igual a demonstracao do Lema 2.12, pois é um

caso particular. O

Seja A o grupo das matrizes diagonais com entradas positivas e considere
h € A. Note que o grupo A esta contido em S, para todo k. Isto implica que
hSph™ C Sk, e daf hL(Sx)h™ C L(Sk) se h € A. Desta inclusao temos:
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Lema 2.18. Se X = (x;;) € L(Sk) entao z;jE;; € L(Sk) para todo i # j, onde Ej;
denota as matrizes basicas tendo 1 na entrada 1,5 e 0 nas outras entradas.

Demonstragao: Sejam A o grupo das matrizes diagonais com entradas positivas
e H uma matriz diagonal H = diag{ay,as,...,a,}. Note que exp(tH) € A. Logo,

usando a inclusao anterior temos:
exp(tH)X exp((tH)) ! = exp(tH) X exp(—tH) = (e!%~%)z;;) € L(Sy).

Fixe i, j tal que 7 # j, e escolha H tal que a; — a; > a, — a, se (i,7) # (r,s). Esta
condicdo sobre H implica que e #®~)(¢Har=as)g ) converge para x;; E;; quando
t — +o00. De fato, pois quando (i,j) # (r,s) temos que a; — a; > a, — ay e dai
e~Hai=a5) (gtlar=as)) converge para 0 e quando (i, j) = (r, s) temos que e 1% ~%) (et@i=a;))
converge para 1. Logo e @~ (e!l@i~%)g,.) converge para x;;F;;. Como L(S}) é

um cone fechado em sl(n,R), temos que z;;E;; € L(Sk). O

Vamos agora determinar condigoes sobre as entradas de uma matriz X = (z;)
afim de que X € L(Sy). Quanto as entradas na diagonal principal estas tanto podem

ser positivas, negativas ou nulas, pois as matrizes diagonais pertencem a L(Sy).

Consideremos E;; com i # j. Se E;; ¢ L(S) e —E;; ¢ L(Sk) entao z;; = 0.

De fato, se z;; # 0 temos dois casos a considerar:

(i) se z;; > 0 entdo, como wz;;E;; € L(Sk), obtemos que E;; = %l‘ijEij € L(Sk), o
ij

que é um absurdo;

(ii) se z;; < 0 entdo, —E;; = ;T;xijEij € L(Sk), que é um absurdo.

Portanto, z;; = 0.

Se tanto E;j, como —E;; pertencem a L(Sj) entao x;; tanto pode ser positivo,

negativo ou nulo.

Resta analisar dois casos:
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1. se Eij € L(Sk) € _Eij ¢ L(Sk)
Neste caso, se X = (z;;) € L(Sk) entdo, pelo Lema 2.18 z;;E;; € L(Sy). Se
z;; < 0 entao %xijEij = —FE;; € L(Sk), gerando uma contradicao.

Portanto, nesse caso x;; > 0.

2. se Eij ¢ L(Sk) e _Eij S L(Sk>
Novamente x;;E;; € L(Sk). Se x;; > 0 entao %xijEij = E;; € L(Sy), gerando

uma contradicao. Logo, x;; < 0.

Fica entao demonstrado a seguinte proposicao.

Proposicao 2.19. Uma matriz X = (X;;) € L(Sk) se, e somente se, as sequintes

condigoes sao verificadas:

(i) Se tanto E;; como —E;; pertencem a L(Sy) entdo x;; € arbitrdrio;
(ii) Se tanto E;; como —E;; nao pertencem a L(Sy) entdo z;; = 0;
(iii) Se E;; € L(Sk) e —E;; ¢ L(Sk) entdo x;; > 0;

(iv) Se E;; ¢ L(Si) e —E;; € L(Sk) entao x;; < 0.

Uma consequéncia desta proposicao é que, para determinar L(S) basta deter-

minar as condicoes sobre as quais £E;; € L(S), para todo i # j.

Considere entao os seguintes casos:

e Para k = 1 o cone de Lie é bem conhecido: Segue da condi¢ao que (Xe;, e;) >0
que X = (z;5) € L(S1) se, e somente se, x;; > 0, para i # j. Basta usar a

Proposicao 2.13.

e Assuma k = n—1. Sejal = (1 < i3 < iy < ... < i < n)um k indice

multiplo. Agora note que:

Eijel = Eijez'l /\62‘2 VANRA €i +6i1 A EijeiQ VAN /\eik +6i1 /\62‘2 VANRA Eijeik.
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Através de alguns calculos, notemos que:

|0 se g#I
E”e”_{ e se j=1. (29)

ondel=1,... k.
Considere 7 < j, e observe que se i € I ou j ¢ I temos que Ej;e; = 0.

De fato, no caso em que i € I, j € I e usando (2.4) temos que:

Eije[:Eijeil/\.../\ei/\ej/\.../\eik—i—...—l—eil/\.../\e,-/\EZ-jej/\.../\ez-k—i-

...+e,~1/\.../\ei/\ej/\.../\Eijeik:eil/\.../\ei/\ei/\.../\eik:O,

pois ao fazer o mergulho da grassmanniana no produto exterior teremos 2
colunas da matriz iguais, dai teremos que E;jer = 0.

No caso em que j ¢ I, segue direto de (2.4) que E;je; = 0.

Suponha que i ¢ I e j € I, e considere F' = (I\{j}) U {i}, com os indices na

ordem correta. Logo,

Eijel :Eme“/\/\elk—l——1—6“/\/\E”e]/\/\elk—i——i—en/\/\E”elk =
OAN...ANe, +...F+e, Ao ANeg Ao ANe +.oo+e, A N0 =

eqg N Neg N Ney, = (1) lep,

Portanto, temos que Ejje; = (—1)7 " lep.

Logo, E;; € L(S,_1) se j — i é fmpar, pois deste modo (—1)7"1 =1 e a
desigualdade (2.8) serd satisfeita. De modo andlogo —FE;; € L(S,—1) se j —i é
par, pois (—1)77""1 = —1 e a desigualdade (2.8) também serd satisfeita. Logo,
X = (x45) € L(Sn-1) se, e somente se, z;; > 0 se j — i é impar, e z;; < 0 se
1 — J € par.

Por um raciocinio andlogo, com j < i, chegamos que X = (z;;) € L(S,_1) se,

e somente se, x;; > 0se |i—j | éimpar,ex;; <Osei#je|i—j|épar.

e Tome k, com 1 < k < n —1. Seja E;; tal que 1 < j —i < n — 1, note

que a ultima desigualdade assegura que (i,j) # (1,n), pois se tivéssemos
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(7,7) = (1,n) terfamos j —i = n — 1 o que nos dd uma contradigdo. Vamos
checar que £E;; ¢ L(Sy).
Seja K um indice multiplocom i ¢ Kej€ K,logo K = (1 <i; <iz <...<

Jj < ...ix <n). Por (2.4) temos que:

€i1 VANIRA Eijeik = € NoooANe AN A €, = (-1)V(i’j’K)6F,

onde v(i, 7, K) é o numero de indices do intervalo aberto int(i,j) = {l;i <[ <
j} que estao em K, e F' = (K\{j}) U{i}.

Construiremos dois indices multiplos I e J que ambos nao contém 4 e contém
J, tal que v(i, 5, 1) +v(i,j,J) é impar, o que nos implicard que +E;; ¢ L(S).

Comecaremos com o indice multiplo I, existem as seguintes possibilidades:

1. v(i,j,I) = 0. Entdo j—1¢ I e j—1# 4. Além disso, como 2 < k
segue que existe algum [ € [ com | < i ou !l > j. Entao, tome J =
(I\{l})U{j —1}. Veja que J satisfaz, i ¢ J, j € Jewv(i,j,J) = 1. Logo
v(i,j,I)+v(i,j,J) =041 =1 o qual é impar.

2. v(i,j,I) > 0. Isto significa que existe [ € int(i,j) N I. Existem ainda 2
possibilidades:

(a) Existe algum p < i oup > j tal que p ¢ I. Entao J = (I\{{}) U {p}
é tal que v(i,j,1) = v(i,5,J) + 1. Logo, v(i,j,1) + v(i,5,J) =
2v(i,j,J) + 1, o qual é impar.

(b) Para todo p ¢ I tal que i < p < j. Entdo existe um indice t € [
comt < iout > j pois (i,j) # (1,n). Como k < n — 2, existe
p € int(i, j) fora de I. Substituindo ¢ por p, chegamos a um indice

miultiplo J com v(i, 7, I) + v(i, 7, J) fmpar.

Portanto, £E;; ¢ L(Sk). Assim, x = (z;;) € L(Sk) se, e somente se,

Tij = 0.
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Agora considere Ej,. Usando (2.4) obtemos que a unica possibilidade para

que Ei,er seja diferente de zero é que I termine com n. Neste caso,
Elnel = Elneil N oNep+. .. —|—€i1 N... /\Elnein = €4 N...Nejp = (—1)k_1€F,

onde F' = (I\{n}) U{1}. Dali,

1. Se k é fmpar temos que (—1)*! = 1, e daf temos Ej,e; = ep. Logo, a

desigualdade (2.8) serd satisfeita. Portanto temos que Fy, € L(Sy).

2. Se k é par temos que (—1)*"! = —1, e daf temos Ej,e;f = —ep. Logo,

—Ey, € L(Sk), pois a desigualdade (2.8) sera satisfeita.

Portanto, X = (x;;) € L(Sk) se e somente se, z;; > 0 se k for impar, e x;; <0

se k for par.

Finalmente considere E; ;1. Sei ¢ I e i+ 1 € I entao

EiyiHeI:ELHmh/\.../\eik—l—...—i—eil/\.../\Em-ﬂeii“/\.../\eik—l—...—|—

61'1/\.../\Ei’7;+1€ik:eil/\.../\ei/\.../\€ik:6p‘,

onde F' = (I\{i+1})U{i}, e portanto E; ;11 € L(Sk). Logo, X = (z;;) € L(Sk)

se, e somente se, x;; > 0.

Vamos resumir os resultados obtidos até aqui no seguinte teorema.

Teorema 2.20. Os cones de Lie dos semigrupos Sy $ao

1. L(Sl) = {(ZE”) c Tij Z 0 se 27& ]}
2. L(S,_1) = {(zij) : (=1)F"1z; >0 se i#j}.
3. Sel<k<n—1entio L(Sy) € dado pelas matrizes (x;;) satisfazendo:

(a) zij =0 se|i—jl|=1,

(b) z;; =0se2<|i—j|<n—1,
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(¢) (—)*'z;;>0seli—jl=n—1

Este resultado é devido o San Martin [12].

O Teorema 2.20 merece um grande destaque em nosso trabalho, pois no Capitulo
4 usaremos ele para mostrar que em dimensao 4 o problema proposto por Sachkov
(Problema 1) nao é verdadeiro. Mais precisamente, usaremos tal teorema para

mostrar que o semigrupo S, de SL(4,R) gerado pelas matrizes

0O 1 0 -2
1 01 0 .

A= 0010 1 e B =diag(1,4,—2,-3)
-2 01 0

é préprio. Concluindo assim, que o sistema (4.9) nao é globalmente controlavel.



CAPITULO 3

Grafos associados a matrizes sinal
simétricas

O objetivo deste curto e simples capitulo é introduzir conceitos e resultados
basicos sobre grafos associados a certas matrizes. O principal resultado do capitulo
é o Teorema 3.7 o qual fornece um método explicito de determinar o conjunto
de vértices do grafo com uma certa propriedade (par ou fmpar) em relacdo a um
dado vértice fixo do grafo. As defini¢oes e resultados que seguem esclarecem estas

questoes. Iniciaremos introduzindo o conceito de matriz sinal-simétrica.

Definicao 3.1. Uma matriz arbitrdria A = (a;j) de ordem n x n € chamada sinal-

simétrica se a;ja; >0, Vi,j=1,...,n.

Observe que, para que A seja sinal simétrica é suficiente que se verifique
Q545 Z 0sez1 7é j

Por exemplo, a matriz

3 *x =2 0
A= 0 -5 x 6
-1 0 8 *

onde as entradas da diagonal principal sao arbitrarias é sinal-simétrica, pois a;;a;; >

0, quando 7 # j.

Note que toda matriz simétrica é sinal-simétrica. De fato, se A = (a;;) é uma

matriz simétrica n x n, por definicao, temos que a;; = aj, Vi,j = 1,...,n. Logo
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a;jaj; > 0, Vi, j =1,...,n, e portanto A é sinal-simétrica. Note também que dada
uma matriz anti-simétrica n x n B = (b;;), por definicdo temos que b;; = —bji,
Vi,j =1,...,n. Logo B nunca vai ser sinal-simétrica, se for nao nula.

Veremos agora um método para a construcao de um grafo associada a uma

matriz sinal simétrica.

Construgao: Considere uma matriz sinal-simétrica A. O grafo I'(A) associ-

ado a A é construido da seguinte forma:

O grafo I'(A) tem n vértices 1,2, ..., n. Seus vértices i, j, 7 # j, sdo conectados
pela aresta (,7) se, e somente se, pelo menos um dos nimeros a;;, a;; ¢ ndo nulo.
Em todo este trabalho levaremos em consideragao somente as arestas que conectam
vértices distintos do grafo I'(A); auto-lagos sao portanto explicitamente excluidos da
consideragao. Cada aresta (7, j) serd assinalada pelo sinal + se a;; >0 e aj; >0e
pelo sinal — se a;; <0 e aj; < 0 (ndo existe outra combinagao de sinais em virtude
da sinal-simetria da matriz A). As arestas assinaladas sdo chamadas positivas ou
negativas dependendo do sinal (+) ou (—). Para o grafo I'(A) definimos a seguinte
funcao:

0 se os vértices 1,j ndo sdo conectados por uma aresta em ['(A)
s(i, j) = 1 se os vértices i,j forem conectados por uma aresta positiva em I'(A)
—1 se os vértices i,j forem conectados por uma aresta negativa em I'(A)

ondei,j=1,...,n,ei+#j.

Em seguida veremos um exemplo ilustrando a construcao dada acima.

Exemplo 3.2. Considere a matriz

3 * —2 0
A= 0 -5 =% 6
-1 0 8 *

Note que os vértices 1 e 3 nao podem ser conectados, pois a13 = az; = 0, € 0
mesmo ocorre com 0s vértices 2 e 4, pois asy = aqs = 0. Observando a matriz A,

temos que a aresta (1,2) e a aresta (3,4) sao ambas positivas e as arestas (2,3) e
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(1,4) sao ambas negativas. Temos entao que
s(1,3) =5(2,4) =0, s(1,2) = s(3,4) =1 e s(1,4) = 5(2,3) = —1. E o grafo I'(A)

¢ representado na figura abaizo.

Figura 3.1:

Introduziremos agora o conceito de lago par de um grafo. Para isso conven-
cionamos que um lago | de um grafo I'(A) é um caminho fechado composto por

arestas, e denotado por:

l == (il,’ig, e ,ik,ik+1 = ’ll)

Defini¢ao 3.3. Um lago de um grafo é chamado par (Impar) se ele contém um
nidmero par (impar) de arestas negativas. Dizemos que um grafo satisfaz a pro-

priedade do laco-par se todos seus lagos sao pares.

Observe o grafo da matriz A mencionada no exemplo 3.2. Como todos os lagos

do grafo I'(A) sdo pares, temos que o grafo I'(A) satisfaz a propriedade do lago par.

Observe que um lago (iy,is,..., 0k, ikr1 = i1) de um grafo T'(A) é par se, e
somente se,

s(iv,iz)s(in,is) ... s(ig, i) = 1. (3.1)

Introduziremos agora o conceito de paridade de vértices de um grafo em relacao
a um vértice fixo. Antes porém, esclareceremos que um subconjunto U do conjunto
de vértices de um grafo I' é conexo se quaisquer dois vértices em U puderem ser

ligados por um caminho constituidos de arestas com vértices em U.



CAPITULO 3. GRAFOS ASS50OCIADOS A MATRIZES SINAL SIMETRICAS 48

A componente conexa de um subconjunto U de vértices é o maior subconjunto

conexo contendo U.

Definicao 3.4. Seja I' um grafo conexo satisfazendo a propriedade do lago-par, e
seja v um vértice qualquer de I'. Um vértice do grafo I' é chamado par (impar)
com respeito a v se ele puder ser conectado com v por um caminho contendo um
numero par (impar) de arestas negativas. O conjunto dos vértices pares (impares)

com respeito ao vértice v serd denotado por V& (V7).

O préximo exemplo esclarecera a definicao acima.

Exemplo 3.5. Seja A a matriz dada no exemplo 3.2, e fizve o vérticev =1 € I'(A).
Verificando o grafo I'(A) vemos que, o vértice 2 € par com respeito a v, pois ele
¢ conectado com v por um caminho contendo um nimero par (zero) de arestas
negativas e 0s vértices 3 e 4 sao impares com respeito a v, pois ambos sao conectados

com v por um caminho contendo um nimero impar (uma) de aresta negativa.

Veremos agora algumas observacoes a respeito da definicao 3.4.

Observacao 3.6. 1. Paridade de um vértice p com respeito a um vértice v nao
depende de um caminho ligando p e v.
De fato, o numero de arestas negativas em diferentes caminhos conectando p

e v tem a mesma paridade, pois I' satisfaz a propriedade do laco-par.

2. Pela conezidade do grafo I', alguns de seus vértices sao pares ou impares com
respeito a v, isto €, o conjunto de todos vértices de I' pode ser representado na

forma V=V UV, e em virtude da observagio anterior, V,;- NV~ = &.

3. Para todo vértice p do grafo I' temos :

peV,, = VFIi=VF Vo=V,
pEVU_ = Vp+:‘/;)_> V;?_:V;j',
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pois para p € V.£ a paridade com respeito a p e v coincide uma com a outra,
e para p € V.7 um ponto par com respeito a p € impar com respeito a v, e

VICe-Versa.

O proximo resultado é uma versao mais forte de um teorema devido a M.
Hirsch encontrado em [3]. O resultado garante a existéncia e fornece um método
explicito para encontrar um subconjunto V', do conjunto de vértices de um grafo I
satisfazendo a propriedade do lago par, satisfazendo as seguintes propriedades, que
denominaremos de propriedades de Hirsch. Esta denominagao se justifica devido ao

teorema de [3] devido a M.Hirsch.

(a) toda aresta negativa de um grafo I tem exatamente um vértice em V;

(b) toda aresta positiva de um grafo I tem 0 ou 2 vértices em V.

Precisamente temos

Teorema 3.7. Seja I' um grafo satisfazendo a propriedade do lago-par.

1. Se ' € conexo, entao existem dois subconjuntos distintos do conjunto de todos
seus vértices que satisfazem as propriedades (a) e (b) de Hirsch. Eles tem a

forma V" e V.= onde v é um vértice qualquer de T.

2. Se I’ nao € conexo e possui ¢ componentes conexas, entdao existem 2¢ formas

de escolha do conjunto V.

Demonstragao:

1. Considere I' um grafo conexo e v um vértice qualquer de I'. Mostraremos que
os conjuntos V,© e V= satisfazem as propriedades (a) e (b) de Hirsch.
Note que os vértices de cada aresta negativa tem paridades distintas com re-
speito a v. Daf segue que um deles esta contido em V" e o outro em V7 e,

portanto, a propriedade (a) esta satisfeita, pois pela observacao 2 de 3.6 temos
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que V = V;F UV, e portanto V possui um vértice de uma aresta negativa
arbitraria. Note que os vértices de cada aresta positiva tem a mesma paridade
com respeito a v, e consequentemente eles pertencem a V,* ou V., e portanto
a propriedade (b) esta satisfeita, pois como V = V;FUV,~, temos que V' contém
dois vértices de uma aresta positiva arbitraria. Logo, os conjuntos V" e V-
satisfazem as propriedades (a) e (b) de Hirsch.

Mostraremos agora que nao existe outro conjunto. Seja V' um conjunto qual-
quer. Se V = {), entdo todas arestas de I' sdo positivas, dai V,” = 0 = V.
Suponha agora que V' # (), e escolha um vértice qualquer w € V. Pelas pro-
priedades (a) e (b) de Hirsch temos que todos os vértices pares do grafo I' com
respeito a w estao contido em V', e todos os vértices impares do grafo I' com
respeito a w nao pertencem & V', isto é, V = V.I'. Pela observagao 3 de 3.6,
temos que, V. =V ou V.F = V7. Portanto qualquer conjunto V' que satisfaz

as propriedades (a) e (b) de Hirsch é igual a V" ou V.

2. Por hipdtese I' nao é conexo e possui ¢ componentes conexas, mas sabemos
que as componentes conexas de I' sao subespacos conexos e disjuntos de T,

logo pelo item 1 temos que existem 2¢ caminhos para a escolha do conjunto

V.

Exemplo 3.8. Considere a matriz A mencionada no exemplo 3.2, e fixe o vértice
v =1. Ja vimos que o grafo T'(A) satisfaz a propriedade do lago par. Como o grafo
['(A) € conexo, pelo item (1) do Teorema 3.7 temos que ezistem dois subconjuntos
distintos do conjunto de seus vértices que satisfazem as propriedades (a) e (b) de
Hirsch. Estes subconjuntos sio Vb = {1,2} e V7 = {3,4}. Note que V =V, UV,
eVinv, =0.



CApiTULO 4

Octantes invariantes

Neste capitulo discutiremos a controlabilidade de sistemas bilineares do tipo
&= Azr +uBx (4.1)
onde A e B sao matrizes n x n, x € R™\0 e u pode assumir qualquer valor real.

Mostrar a controlabilidade de um sistema bilinear da forma (4.1) é um prob-
lema que vem sendo muito estudado e ainda hoje permanece longe de ser totalmente
resolvido. Até o presente momento somente solucoes parciais vem sendo apresen-
tadas. Por exemplo, em [1] é mostrado que, no caso das matrizes A e B de ordem
2x2, o sistema (4.1) é controldvel se, e somente se, o determinante do colchete [A, B]
é negativo. Uma das situacoes mais significantes e conhecidas sao as condicoes es-

tabelecidas por Jurdjevic e Kupka em [4].

Uma maneira de analisar a nao controlabilidade de um sistema bilinear da
forma (4.1) é verificando se tal sistema possui octantes invariantes. Neste sentido,
nas Secoes 4.1 e 4.2 exibiremos condigoes necessarias e suficientes para existéncia
de octantes invariantes, tanto para campos vetoriais lineares (Se¢ao 4.1), como para
sistemas bilineares (Segao 4.2). O principal resultado deste capitulo é o Teorema
4.14 que nos fornece testes para existéncia de octantes invariantes de um sistema

bilinear.

Levando em conta os resultados obtidos nas Segoes 4.1 e 4.2, na Secao 4.3 os
relacionaremos com a conjectura formulada por Jurdjevic e Kupka, a qual estab-

elece que, se as matrizes A e B sdo simétricas, entao o sistema bilinear (4.1) nao é
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globalmente controlavel.

Por fim, na Secao 4.4 verificaremos a veracidade do problema proposto por
Sachkov, o qual diz que se B = diag(b, . ..,b,), b; # bj se i # j, e se o sistema (4.1)
nao possui octante invariante e satisfaz a condicao do posto da algebra de Lie, entao

ele é globalmente controlavel em R™\{0}.

4.1 Octantes invariantes para campos vetoriais lin-
eares

O principal objetivo desta secao é estabelecer condigoes necessarias e suficientes
para que campos vetoriais lineares tenham octantes invariante e fazer a descrigao

desses octantes caso existam.

Apresentaremos agora uma versao mais apropriada do Teorema 2.16, para os

propésitos desse capitulo.

Teorema 4.1. Sejam 7 = (71,72, ...,T) um conjunto de sinais e A = (a;;) €

gl(n,R). Entao, o octante R é A-invariante se, e somente se,
TiT;Aq5 Z O, \4) 7& j (42)

Demonstragao: Suponha que R? é A-invariante. Por defini¢ao temos que, exp(tA)R? C

R™ Vt > 0. J& que S, é o semigrupo de compressao de R”, temos que A € L(S,).
Portanto, pelo Teorema 2.16 temos que 7;7;a;; > 0, Vi # j. Reciprocamente,
suponha que 7;7;a;; > 0, Vi # j. Pelo Teorema 2.16 temos que A € L(.S;). Logo, por
definigao segue que exp(tA) € S, vt > 0. Como S, é o semigrupo de compressao
de R”, temos que exp(tA)R? C R?, V¢t > 0. Portanto o octante R é A-invariante.

O

Temos duas consequécias imediatas deste teorema:
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Corolario 4.2. Se o campo Az possui um octante invariante, entao a matriz A é
sinal-simétrica.

Demonstracao: Suponhamos que o octante R” seja A-invariante. Nesse caso, pelo
Teorema 4.1 7;7;a;; > 0 se i # j. Portanto se ¢ # j entao a;;a;; = 7,7;a;;7;T;a;; > 0.

Logo A é sinal simétrica. |

Se A € gl(n,R) e R? é um octante (—A)-invariante diremos que R” é um
octante invariante negativo para o campo vetorial Az. Quando é A-invariante, por

coeréncia, diremos as vezes que é invariante positivo.

Observamos que R? é invariante negativo por A = (a;;) se, e somente se,

TiT;Aq5 S O, Vi 7é j

Corolario 4.3. Se existe um octante invariante positivo e negativo para um campo
Bzx, entao a matriz B € diagonal.

Demonstracao: Sejam B = (b;;) e R? um octante invariante positivo e negativo
para o campo Bz. Pelo Teorema 4.1, temos que b;;7;7; > 0 e b;;7;7; < 0 Vi # .
Logo bi;7i7;bijmity = bj7777 = b7; < 0. Portanto bj; = 0se i #j. O

LV

Vamos agora introduzir o conceito de indice de um grafo I'.

Construgao: Considere o conjunto = {0 = (01,...,0,);0; = £1,Vi =
1,...,n}. Assuma que o grafo I' satisfaz a propriedade do lago-par e V' é um sub-
conjunto qualquer do conjunto de seus vértices que satisfaz as propriedades (a) e
(b) de Hirsch. Entao o indice do grafo I' correspondente ao conjunto V' é o conjunto
o= (o1,...,0,) €Y, definido pelo seguinte:

o bty =
Exemplo 4.4. Seja A a matriz dada no exemplo 3.2. Sabemos que T'(A) satisfaz

a propriedade do lago par. Seja V- = {1,2} um subconjunto do conjunto de seus
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vértices. Note queV satisfaz as propriedades (a) e (b) de Hirsch. Usando o algoritmo
da construcao do indice do grafo I'(A), obtemos que o = (1,1,—1,—1). Através de
simples cdlculos notemos que, a;;o;0; > 0, Vi # j. Logo, pelo Teorema 4.1 o
octante R} € A-invariante ou invariante positivo. Observe ainda que, o fato de A
possuir um octante invariante garante que a matriz A € sinal-simétrica, basta aplicar

o Coroldrio 4.2.

Note que o indice de um grafo é determinando pelo conjunto V' e pelo grafo I'.
Um grafo conexo qualquer possui apenas uma componente conexa. Logo, o Teorema
3.7 garante que existe exatamente 2 indices, diferenciados pelo multiplo comum —1.

Para um grafo desconexo com ¢ componentes conexas existe 2¢ indices distintos.

O proximo resultado fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o
campo Ax tenha octante invariante, e ainda fornece a contagem desses octantes caso

existam.

Teorema 4.5. Seja A uma matriz nxn sinal-simétrica. O campo Ax possui octantes
invariantes positivos se, e somente se, seu grafo I'(A) satisfaz a propriedade do lago-
par. Neste caso os octantes invariantes positivos sao R, onde o é um indice qualquer
do grafo T'(A), e o nimero de octantes invariantes positivos é 2¢, onde ¢ € o nimero
de componentes conexas do grafo T'(A).

Demonstracao: Suponha que o octante R seja invariante positivo para o campo

Az, onde o € ) . Pelo Teorema 4.1, temos que a;;0;0; > 0, Vi # j. Logo

o,0; se a;; #*0
sanlag) ={ 7% ] (14)

Agora, escolha um lago qualquer (i1, 1, ..., ik, igr1 = i1) do grafo I'(A). Todo par
de vértices (ij,441), [ = 1,...,k é conectado por uma aresta em I'(A). Logo
s(i,9141) # 0. Assim, pela igualdade (4.4) obtemos s(i;,4141) = 03,04,,, para | =

1,..., k. Consequentemente,

s(i1,12)5(ig, 13) - . . $(ig, 1) = 04,04,04,04 . .. 03,04, = 05,00, ... 07 = L.
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Portanto, pela igualdade 3.1, temos que o laco (i1,14,. .., g, ix41 = 1) € par.

Reciprocamente, suponha que o grafo I'(A) satisfaz a propriedade do lago par.
Considere V' como sendo o subconjunto do conjunto de seus vértices, satisfazendo as
propriedades (a) e (b) de Hirsch e seja o o indice correspondente. Mostraremos que
o octante R? ¢é invariante positivo para o campo Az. Pelo Teorema 4.1, ¢é suficiente
mostrar a desigualdade (4.2). Escolha um par qualquer (i,7), i #j, 4,j=1,...,n.

Temos 3 casos a analisar:

Se os vértices i, j nao sdo conectados por uma aresta no grafo I'(A), entao

a;; = 0 e a condicao (4.2) esta satisfeita.

Se os vértices i, j sao conectados por uma aresta positiva, pela construcao do
grafo I'(A), temos que a;; > 0. Pela propriedade (b) de Hirsch a aresta positiva
(4,7) tem 0 ou 2 vértices no conjunto V. Pela definigao do indice o, se V' nao possui
nenhum vértice, isto é, se i ¢ V e j ¢ V, entdo 0; = 0; = 1; e se V possui os dois
vértices, isto é,set € V e j € V, entao 0; = 0; = —1. Em ambos os casos 0;0; = 1
e a condicao (4.2) esta satisfeita.

Por ultimo, suponha que os vértices 4,7 sao conectados por uma aresta neg-

ativa. Pela construcao do grafo I'(A), temos que a;; < 0. Pela propriedade (a)

de Hirsch a aresta negativa (i,7) tem exatamente 1 vértice no conjunto V. Se

i€V e j ¢V, temos pela definicio do indice o que 0; = —1 e 0; = 1; e se
i¢V e j eV temos que 0; = 1 e o; = —1. Em ambos os casos temos que
o;0; = —1, e a condigao (4.2) esta satisfeita.

Consequentemente, o octante R? é invariante positivo para o campo Az. A

formula 2¢ para o nimero de octantes invariante segue do Teorema 3.7. a

Uma versao do Teorema 4.5 para invariancia negativa é a seguinte

Teorema 4.6. Seja A uma matriz nxn sinal-simétrica. O campo Ax possui octantes
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invariantes negativos se, e somente se, o grafo I'(—A) da matriz oposta —A satisfaz
a propriedade do lago-par. Neste caso os octantes invariantes negativos sao RY,
onde o € um indice qualquer do grafo T'(—A), e o numero de octantes invariantes
negativos € 2¢, onde ¢ € o niumero de componentes conezas do grafo I'(—A).

Demonstracao: Suponha que o octante R? é invariante negativo para o campo Ax.
Logo, temos que a;;0;0; < 0, Vi # j. Isto implica que —a;jo;0; > 0, Vi # j. Assim,
tem-se que R” é invariante positivo para o campo —Ax. Portanto, pelo Teorema
4.5 segue que o grafo I'(—A) satisfaz a propriedade do lago par. Reciprocamente,
suponha que o grafo I'(—A) satisfaz a propriedade do lago par. Novamente pelo
teorema 4.5, temos que o octante R? é invariante positivo para o campo —Az. Pelo
Teorema 4.1, segue que —a;;jo;,0; > 0, Vi # j. Logo, a;;0,0; <0, Vi # j. Portanto
R” ¢ invariante negativo para o campo Az. A férmula 2¢ para o nimero de octantes

invariante segue do Teorema 3.7. O

Vejamos agora alguns exemplos para ilustrar os teoremas acima.

Exemplo 4.7. Seja

* 4+ o
o+

+ o + x
o+ ¥ +

s

onde as entradas da diagonal principal sao arbitrdrias. O dnico lago (1,2,3,4,1) é
impar em ambos grafos T'(A) e'(—A). Como os grafos T'(A) eT'(—A) nao satisfazem
a propriedade do laco-par, pelos Teoremas 4.5 e 4.6 temos que o campo Ax nao possui

octantes invariantes. O grafo T'(A) esta representado na figura abaizo
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Exemplo 4.8. Seja

x — + 0 +
— x — 4+ 0
A= + — * — +
0 + — * -
+ 0 + — x

O grafo I'(A) representado na figura 4.1 satisfaz a propriedade do lago-par. Vamos
construir o conjunto V- que é um subconjunto de seus vértices. Para isso escolha o
vértice v = 3. Através das propriedades (a) e (b) de Hirsch e da definicao 3.4, temos
que V =V ={1,3,5}. Logo, temos que o indice do grafo T'(A) correspondente ao
conjunto V' é o conjunto o = {—,+, —,+, —}. Pelo Teorema 4.5 temos que o campo

Ax possui 0s sequintes octantes invariante positivo:

Rg = {(IL’1,...,JZ5) € R5 ’ T S O7x2 2 07333 S 07334 2 071'5 S 0}
e 0 oposto

Ria = {(’Ila"'axu’)) € R5 | x1 2 0,1'2 S 0,1’3 Z O,l‘4 S O,flf5 Z O}
Como o grafo T'(A) é conexo, temos que nao existem outros octantes invariantes
Positivos.

Note que o grafo I'(—A) possui lagos impares, por exemplo (1,2,3). Logo o
grafo T'(—A) nado satisfaz a propriedade do lago-par e, pelo Teorema 4.6, temos que

o campo Ax ndo possui octantes invariante negativo.

2 + 4
3
+ +
1 T 5

Figura 4.1: exemplo 4.9

Definiremos agora lagos de comprimento treés.
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Definicao 4.9. Um la¢o de comprimento trés é simplesmente um caminho fechado

constituido por trés arestas. Um laco de comprimento trés serd denotado por | =

(ilu 7:27 7‘3)

Vamos agora definir a soma de dois lagos no contexto a ser utilizado na demon-
stracao do Teorema 4.12, ou seja, consideraremos lagos que possuem ou vértices em

comum ou arestas em comum.

Definicao 4.10. Se dois lagos | e r possuirem uma aresta em comum, definimos
a soma de | com r como sendo o laco constituido de todas as arestas de | e r com

excecao da aresta em comum.

Em seguida mostraremos um lema que nos afirma que a soma de lagos pares é

par.

Lema 4.11. Soma de lagos pares € par.

Demonstragao: Seja lj, s, ..., [ lagos pares de I'(A). Mostraremos que [ = [; +
k

Lh+...+1, = E [; ¢ um lago par.

i=1
Note que a arestas negativas do somatério destes lagos ou eliminam-se aos pares (se
estdo em arestas aderentes) ou entram na soma (caso contrario). Portanto [ é um

laco par. O

O préximo teorema afirma que se todas as entradas fora da diagonal principal
de uma matriz A sdo nao nulas, entao para que o campo Ax possua octante invariante

é suficiente verificar se os lagos de comprimento trés sao pares.
Teorema 4.12. Seja A = (a;;) uma matriz sinal-simétrica n X n com

Um campo Ax tem octante invariante positivo (negativo) se, e somente se, todos

lagos de comprimento trés do grafo T'(A) (resp.,I'(—A)) sdo pares, ou, equivalente-
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mente,
a;japag; >0 (resp.,<0) Vi#j,j#kk#1i. (4.6)

Demonstragao: Pela condigao 4.5 temos que quaisquer dois vértices do grafo I'(A)

sao conectados por uma aresta. Vamos mostrar que se todos lagos de comprimento
trés sao pares, entao os lagos de comprimento arbitrario sao pares. Suponha que
todos lagos de comprimento trés sao pares. Escolha uma lago qualquer [ do grafo
['(A) e represente-o como a soma de lagos de comprimento trés, pois qualquer lago
pode ser escrito como a soma de lagos de comprimento trés. Como soma de lagos
pares é par (Lema 4.11), temos que [ é par. Assim, temos que todo lago em I'(A) é

par. Agora o resultado segue direto dos Teoremas 4.5 e 4.6.

Provaremos agora que um la¢o de comprimento trés [ = (1,7, k) é par se, e
somente se, a;;jazar; > 0. De fato, seja [ = (4,7, k) um lago par de comprimento
trés. Por defini¢ao, | = (i,7,k) é um caminho fechado composto por 3 arestas
e como [ é um lago par, temos que [ possui duas ou nenhuma aresta negativa.
Logo, em ambos os casos a;jajzar; > 0. Note que a;;a,,a; nunca vai ser zero, pois
a;; # 0,Vi # j. Reciprocamente, suponha que a;ja;zar; > 0. Logo, teremos duas
arestas negativas ou todas arestas positivas. Observe que, em ambos os casos o
lago | = (i, 7, k) de comprimento trés é par. Para o grafo I'(—A) esta desigualdade

torna-se (—a;;)(—a;i)(—ar) = —a;ja;pa; > 0. Logo, a;jazar; < 0. O

4.2 Octantes invariantes de sistemas bilineares

O objetivo desta secao ¢é exibir condigoes necessérias e suficiente para que o
sistema bilinear

#=Ar+ ) wBx, zeR"\{0}, R (4.7)

i=1

possua octante invariante positivo ou negativo.
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Associado ao sistema (4.7), temos a familia de campos vetoriais:

> ={(A+uB); uecR}. (4.8)

e o respectivo semigrupo
Sy = {exp(ti(A+w B)). exp(ta(A + upB)) ... exp(tp(A + upB));t; > 0,u; € R,k € N}
do subgrupo
Gy = {exp(ti(A+u1B)). exp(ta(A+ u2B)) ... exp(tp(A + upB));t; € R,u; € R,k € N}
de GL(n,R).

Antes de provar o principal resultado desta se¢ao, iremos provar um lema que
usaremos na demonstracao de tal teorema.

Lema 4.13. Se o sistema (4.7) tem um octante invariante positivo ou negativo,
entdo a matriz A € sinal simétrica e as matrizes B;, 1 = 1,...,m sdo diagonais.

Demonstragao: Seja W um octante invariante positivo (negativo) para o sistema

(4.7). Primeiramente, mostraremos que W é invariante positivo (negativo) para o
campo Az, isto é, mostraremos que A € L(Sy). Considerando k¥ =1 e v = 0 em

Sy~, temos que
exp(tA) € Sy = exp(tA) € Sy, Vi >0

ou seja, A € L(Sy). Logo, pelo Corolério 4.2 temos que a matriz A é sinal-simétrica.

Agora, queremos mostrar que W é um octante invariante positivo e negativo
para todos os campos Bjx. Para isso, mostraremos que £B5; € L(Sy). Observe

entao o seguinte:

exp(£tB;) = exp(lim (1A £tB;)) = exp(lim 1(A +tBju)),

e como exp(2(A £ tB;u)) € Sy para algum u € R*, segue que exp(£tB;) € g,

vVt > 0. Logo, B; € L(Sy). Dai, pelo Corolario 4.3, temos que a matrizes B; sao

diagonais.
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O proximo teorema é o mais importante do nosso trabalho. Ele fornece testes

para existéncia de octantes invariantes para o sistema (4.7).

Teorema 4.14. Sejam A, By, ..., B,, matrizes n X n. O sistema (4.7) possui oc-
tantes invariantes positivos (negativos) se, e somente se as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas:

1. a matriz A € sinal-simétrica;
2. as matrizes B;, ©1=1,...,m, sao diagonais;
3. o grafo I'(A) (resp.I'(—A)) satisfaz a propriedade do lago par.

n

», onde o € um indice qualquer

Entao octantes invariantes positivos (negativos) sao R
do grafo T'(A) (resp.I'(=A)), e seu nimero € igual a 2°, onde ¢ € o numero de
componentes conexas do grafo I'(A).

Demonstragao: Assuma que o sistema (4.7) possua octantes invariantes positivos
(negativos). Portanto os itens 1 e 2 seguem do Lema 4.13, enquanto que o item 3

segue dos Teoremas 4.5 e 4.6.

Reciprocamente, assumindo que as condigoes 1, 2 e 3 sao satisfeitas provaremos
que o sistema (3) possui octantes invariantes positivos (negativos). Pela condigao
3, temos que o grafo I'(A) (resp.I'(—A)) satisfaz a propriedade do lago par. Pelos
Teoremas 4.5 e 4.6 temos que o campo Az possui octantes invariantes positivos

(negativos). Como as matrizes B; sdo diagonais segue o resultado. O

4.3 Matrizes simétricas

Considerando a conjectura proposta por V.Jurdjevic e . Kupka
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Conjectura: Sejam A, B matrizes n X n com entradas reais. Se A e B sao

simétricas, entao o sistema bilinear
i = Ax +uBu, (4.9)

com controle irrestrito u € R, ndo é globalmente controlavel em R™\ {0}, temos como
objetivo nesta secao, mostrar através de resultados obtidos nas segoes anteriores
que esta conjectura é verdadeira para dimensoes 2 e 3, porém para dimensao 4
encontra-se em aberta. E para finalizar, exibiremos um resultado que nos fornece

uma condi¢ao necessaria para que a conjectura seja verdadeira.

Antes de mostrar que a conjectura é verdadeira para dimensoes 2 e 3, observe-
mos o seguinte:
Dada uma matriz simétrica B, sabemos que existe uma transformagao ortogonal de
R" que diagonaliza B, ou seja, dada uma matriz simétrica B temos que PBPT = D,
onde P é uma matriz ortogonal e D é uma matriz diagonal. Observe também que, se
A é uma matriz simétrica, entao (PAPT)T = PATPT = PAPT. Portanto, PAPT

também é simétrica.

Usando o Teorema 4.14 mostraremos agora que conjectura acima ¢ verdadeira
para dimensoes 2 e 3. Na hipdtese da conjectura, temos que A e B sao matrizes
simétricas, logo pelo que observamos acima podemos assumir sem perda de gener-
alidade que B é uma matriz diagonal e que A é uma matriz sinal-simétrica. Verifi-

caremos agora que o grafo I'(A) (resp.I'(—A)) satisfaz a propriedade do lago par.

Se a dimensao for 2 temos duas possibilidades para a matriz A:

(25) e (20)

No primeiro caso temos que o grafo I'(A) satisfaz a propriedade do lago par, pois ele
possui um nimero par de arestas negativas. No segundo caso o grafo I'(A) nao satis-
faz a propriedade do laco par, pois ele possui um nimero impar de arestas negativas,

mas se considerarmos o grafo de I'(—A) temos que este satisfaz o a propriedade do
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laco par.

Se a dimensao for 3 temos as seguintes possibilidades para as matriz A:

* 4+ 4 * + = * = = * - 4+
+ *x + |, + x — |, — = s 0 — = — 1,
+ o+ - = % -+ + = %
* = = * 4+ + * 4+ - * — +
- x — |0+ x — |, + *x + || = * +
- = + - x -+ + +

Note que nas quatro primeiras possibilidades para a matriz A o grafo I'(A) satisfaz
a propriedade do laco par, pois possui duas arestas negativas em todos os casos.
Nas outras quatro possibilidades, o grafo I'(A) nao satisfaz a propriedade do lago
par, pois possui uma aresta negativa em todos os casos, mas se seguirmos o mesmo
raciocinio que usamos para dimensao dois e considerarmos a matriz —A, temos que
o grafo I'(—A) ird satisfazer a propriedade do lago par, pois possuird duas arestas
negativas em todos os casos. Portanto, tanto para dimensao 2, quanto para dimensao

3, temos o seguinte:
e A é uma matriz sinal simétrica;
e B ¢ uma matriz diagonal;
e o grafo I'(A) (resp.(I'(—A)) satisfaz a propriedade do lago par.
Logo, pelo Teorema 4.14 temos que o sistema (4.9) possui octantes invariante

positivos (negativos). Portanto a conjectura é verdadeira para dimensoes 2 e 3.

Se considerarmos a dimensao igual a 4, note que existem matrizes simétricas
A para os quais o campo Az e o sistema (4.9) nao possui octantes invariante, basta
considerar o exemplo 4.7. Neste caso, a questao da controlabilidade global, isto é,

da auséncia de conjuntos invariantes é deixada em aberto.

O préximo teorema afirma que para matrizes simétricas A e B, com pelo menos
um dos grafos I'(A), I'(— A) satisfazendo a propriedade do lago par, a conjectura de

V.Jurdjevic e .LKupka é verdadeira.



CAPITULO 4. OCTANTES INVARIANTES

Teorema 4.15. Sejam A e B matrizes simétricas, tal que pelo menos um dos grafos
['(A) ou I'(—A) satisfaz a propriedade do lago par. Entdo o sistema (4.9) nao é
globalmente controldvel em R™ \ {0}.

Demonstracao: Como A é simétrica temos que A ¢é sinal-simétrica. Através de

uma transformacao ortogonal de R™ podemos diagonalizar a matriz simétrica B.
Por hipétese temos que um dos grafos I'(A) ou I'(— A) satisfaz a propriedade do lago
par. Logo, pelo Teorema 4.14, temos que o sistema (4.9) possui octante invariante
positivo (negativo). Portanto o sistema (4.9) nao é globalmente controldvel em

R"\ {0}. 0

4.4 Octantes invariantes e controlabilidade

Considere o seguinte problema formulado por YU.L.Sachkov:
Problema 1: Suponha que B = diag(by,...,b,), b; # b;, @ # j. Seo
sistema (4.9) nao tem octante invariante e satisfaz a condi¢ao do posto da dlgebra

de Lie, entdo ele é globalmente controldvel em R™\ {0} 7

O objetivo desta secao é mostrar que o Problema 1 nao é verdadeiro para
dimensao 4. Para isto, consideraremos um exemplo do artigo devido a O.G. Do

Rocio, L.A.B. San Martin, e A.J. Santana [8].

Primeiramente, vamos analisar este problema para o caso bidimensional. Para
efeito de simplicidade consideremos A e B matrizes em s[(2,R), pois assim poder-
emos tirar nossa conclusoes a partir dos resultados do artigo devido a C.J. Braga

Barros, J.G.F. Ribeiro, O.G. Do Rocio e L.A.B. San Martin [1].

p=(i H)ea=(th)

Afim de verificar a condigao do posto observamos que

Considere entao
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8= (o o)

Logo, conforme Corolério 5.2 de [1] a condigao do posto é satisfeita se, e somente
se, det[A, B] = 4\?bc # 0.
Se bc > 0, entdo A é uma matriz sinal simétrica cujo grafo I'(A) satisfaz a

propriedade do lago par. Logo, pelo Teorema 4.14 o sistema (4.9) possui octantes

invariantes e consequentemente, nao é controlavel.

Se bc < 0, entao det[A, B] < 0 e dai, pelo Teorema 5.3 de [1] o sistema é

controlavel.

Este resultado poderia ser obtido diretamente analisando os conjuntos de cont-

role de semigrupos de sl(2, R) no espago projetivo real ou entdo analisando as forma

de Jordan de A.

Para dimensao 4, temos que o Problema 1 nao é verdadeiro. De fato, considere

o seguinte exemplo de [8]:

Sejam A e B matrizes de dimensoes 4 x 4 dadas da seguinte maneira:

0 1 0 =2
1 01 0 :

A= 010 1 e B =diag(—3,-2,1,4).
-2 01 O

Mostraremos que os sistema satisfaz a condigao do posto, e no entanto o semi-
grupo de SL(4,R) gerado por A e B é préprio, implicando que o sistema é nao

controlavel e finalmente mostraremos que nao existe octante invariante.

De fato, primeiramente mostraremos que o sistema (4.9) satisfaz a condigao
do posto. Para isto, considere
B = {En—E, Ey—Es3, E33—Euy, Bz, B3, B, Ear, Eog, Eay, Es1, B3z, Ezg, By, By, Eygs},
a base canonica de s[(4,R), onde E;; é a matriz basica cuja entrada ij é igual a 1 e
as demais entradas sao todas nulas. Através de um software matematico, obtemos
as matrizes, ad(B)*A, com 1 < k <7, ad(A)'B com | = 2,4,6,8, ad(B)(ad(A)?B)
e ad(A)*(ad(B)(ad(A)?B)).
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Escrevendo as matrizes A, B, ad(B)*A, com 1 < k < 7, ad(A)'B com | =
2,4,6,8, ad(B)(ad(A)*B) e ad(A)?*(ad(B)(ad(A)?B)) como combinagao linear dos

elementos da base (3, obtemos os seguintes vetores:

Vi =1[0,0,0,1,0,-2,1,1,0,0,1,1,—2,0,1]

V2 =1[1,5,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

V3 =10,0,0,-3,0,-8,3,6,0,0,—6,1,8,0, —1]

vV, =10,0,0,9,0,-32,9,36,0,0,36,1,—32,0, 1]

Vi = [0,0,0,—27,0, —128,27,216,0,0, —216, 1,128, 0, —1]

Vs = [0,0,0,81,0,—512,81,1296,0,0, 1296, 1, —512, 0, 1]

Vi = [0,0,0,—243,0, —2048, 243, 7776,0,0, — 7776, 1, 2048, 0, —1]

Vi = [0,0,0,729,0, —8192, 729, 46656, 0, 0, 46656, 1, —8192, 0, 1]

Vo =10,0,0,—2187,0, —32768, 2187, 279936, 0, 0, —279936, 1, 32768, 0, —1]

Vip = [26,44,34,0,-19,0,0,0,7, —19,0,0,0,7, 0]

Vi1 = [590, 692,694, 0, —307,0, 0,0, 151, —307,0, 0,0, 151, 0]

Vi2 = [13070, 13220, 14422, 0, —5419, 0, 0, 0, 3391, —5419, 0, 0, 0, 3391, 0]

Vi3 = [283742, 270692, 301318, 0, —103411, 0,0, 0, 77047, —103411, 0,0, 0, 77047, 0]

Vis = [0,0,0,0,—57,0,0,0,49,57,0,0,0, —49, 0]

Vis = [—57,—8,49, 5194, —432, —7595, 6042, 8835, 269, 261, 7987, 5194, —9291, —416, 6042
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onde cada coordenada de cada vetor sao os escalares da combinacao linear da re-
spectiva matriz em relacao a base 3. Considere agora a matriz formada pelos vetores

obtidos acima, onde cada vetor se tornara uma coluna desta matriz e denote-a por

H.

Através do mesmo software matematico usado acima, calculamos o determi-

nate de H e obtemos:
det H = 238476330158065112359895040000000 # 0.
Como det H # 0, concluimos que o conjunto
{A, B,ad(B)*A, ad(A)'B, ad(B)(ad(A)?B), ad(A)*(ad(B)(ad(A)*B))}

onde 1 <k<T7el=2406,8, élinearmente independente.

Sabemos que a algebra de Lie gerada por A e B é o menor subespaco de
s[(4,R) que contém {A, B} e seus colchetes. Como a dimensao de sl(4,R) é 15
e o conjunto {A, B,ad(B)*A, ad(A)'B, ad(B)(ad(A)?B), ad(A)*(ad(B)(ad(A)*B))}
com 1 <k<T7el=24,6,8 ¢ linearmente independente, temos que a algebra de
Lie gerada por A e B coincide com sl(4,R). Portanto, o sistema (4.9) satisfaz a

condicao do posto.

Agora verificaremos que o semigrupo de SL(4,R), gerado pelas matrizes A e B
é proprio. Pelo Teorema 2.20 temos que ambas as matrizes A e B pertencem ao cone
de Lie L(S) do semigrupo Sy de SL(4,R). De fato, primeiramente mostraremos que
A € L(Ss), ou seja, mostraremos que a matriz A satisfaz as condi¢oes do Teorema
220. Se | i—j |= 1, temos ajp = as = as3 = azy = az4 = ag3 = 1 > 0. Logo
a condigao 3.(a) do Teorema 2.20 estd satisfeita. Se 2 <| i —j |< n — 1 temos
aj3 = az; = agyy = agp = 0. Logo a condigao 3.(b) do Teorema 2.20 também estd
satisfeita. Note que, (—1)1ay, = (=1)lay = (=1)(=2) =2 > 0e (1) 1a, =
(=1)'ag; = (—1)(—=2) =2 > 0. Logo a condigao 3.(c) do Teorema 2.20 também estd

satisfeita. Portanto A € L(Ss).



CAPITULO 4. OCTANTES INVARIANTES

Como B é uma matriz diagonal, é facil ver que B € L(Ss). Provando assim
que, A, B € L(S2). Como Sy é um semigrupo préprio de SL(4,R) e A, B € L(S5)
entao o semigrupo de SL(4,R) gerado por A e B é préprio. Portanto os sistema

(4.9) é nao controlavel.

Finalmente, mostraremos que o sistema (4.9) ndo deixa octante invariante.
Para demonstrar esta afirmagao, devemos verificar que nem o grafo I'(4) e nem o
grafo I'(—A) satisfazem a propriedade do lago par. Através do grafo I'(A), repre-

sentado na figura abaixo,

2 + 3
+ +
1 4

verificamos que este nao satisfaz a propriedade do lago par, pois possui um nimero
fmpar (uma) de aresta negativa. Note que, se considerarmos o grafo I'(—A), também
verificamos que este nao satisfaz a propriedade do lago par, pois possui um ntimero
impar (trés) de arestas negativas. Portanto, pelo Teorema 4.14 temos que o sistema

(4.9) nao possui octantes invariantes.

Em [8] foi mostrado que o semigrupo de SL(4,R) gerado por A e B nao deixa
nenhum cone pontual invariante. A condicao para que a nao existéncia de cones
invariantes implique a controlabilidade depende do tipo parabdlico do semigrupo.

Assunto este que foge dos propositos deste trabalho.



CAPITULO b

Conclusao

Em [8] foi mostrado que, se um semigrupo de SL(3, R) ndo deixa nenhum cone
pontual gerador invariante (positivo e negativo) entao ocorre a controlabilidade. Isto
ocorre devido ao fato de o tipo parabdlico de S ou de S~! ser igual a 1. No caso do
exemplo acima, foi também mostrado em [8] que S nao deixa nenhum cone pontual
gerador invariante. KEstes resultados mostram a eficacia da teoria de controle no
estudo de sistemas de controle. As técnicas estudadas neste trabalho possuem o
mérito de somente envolver conceitos simples e de proporcionar um método de obter

sistemas bilineares que deixam octantes invariantes.
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