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RESUMO

A presente dissertacgdo visa estudar dois métodos de instabilidade linear para modelos
evolutivos que podem ser reduzidos em equagdes Hamiltonianas abstratas. Para tal
equagdo, podemos escrevé-la como um problema de autovalores e o principal objetivo
consiste em encontrar solu¢des ndo nulas (autofungdes) para esse problema cujo auto-
valor correspondente possui parte real positiva. Nossa abordagem permite o estudo da
instabilidade linear transversal para ondas solitdrias para a equagdo generalizada de
Kadomtsev-Petviashvili do tipo I e a instabilidade linear de ondas viajantes solitarias

para a equagdo generalizada de Korteweg-de Vries.

Palavras-chave: Instabilidade linear, sistema Hamiltoniano, ondas solitarias



ABSTRACT

The main goal of this work is to study two methods of linear instability for evolution
models which can be reduced as abstract Hamiltonian equations. To do so, we can
rewrite the equation as an eigenvalue problem and the main focus consists in finding
nonzero solutions (eigenfunctions) for this problem whose correspondent eigenvalue
has positive real part. Our approach allows us to study the transversal linear instability
to the generalized Kadomtsev-Petviashvili equation of I kind and the linear instability

of solitary traveling wave solutions for the generalized Korteweg-de Vries equation.

Keywords: Linear instability, Hamiltonian systems, solitary wave
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CariTULO 1

INTRODUCAO

O principal foco desta dissertacdo é estudar resultados de instabilidade linear para mo-

delos evolutivos que podem ser escritos através de um sistema Hamiltoniano abstrato
u = JE'(u), (1.1)

onde u é uma funcdo que para todo t € [0, +00) tem-se u(t) € H, H é um espago de
Hilbert, J é um operador linear anti-simétrico e £’ representa a derivada de Fréchet de
um funcional suave e definido no espaco de Hilbert H.

Num contexto especifico, nosso intuito é considerar uma forma de linearizagdo do

sistema Hamiltoniano ({I.1)) em sua forma linearizada dado por
vy = J Lo, (1.2)

onde L é considerado ser um operador linear fechado e possivelmente auto-adjunto
definido em H com dominio D(L). Com isto, considerando solug¢des da forma v(z,t) =
e”w(x), o € C, e substituindo na equagado (1.2) chegamos ao seguinte problema de
autovalores

JLw = ow. (1.3)

Definicdo 1.1. Dizemos que o problema de autovalores (1.3|) é linearmente estdvel (espectral-
mente estdvel) se o espectro do operador J L estd inteiramente contido no eixo imagindrio de C.
Caso exista o € C e um w # 0 tal que Re(o) > 0 que resolve o problema (1.3)), dizemos que o

problema é linearmente instdvel (espectralmente instdvel).

Supondo, entdo, que J é invertivel, o problema (|1.3)) é reduzido em resolver o pro-
blema equivalente

Lw = oJ 'w. (1.4)



Na literatura atual, determinados resultados para a instabilidade linear relaciona-
dos ao problema de autovalores fazem o uso dessa caracteristica importante em
relacdo ao operador J. De fato, Grillakis, Shatah and Strauss em [8] e [9] determinaram
condigOes suficientes para a instabilidade linear para o caso em que J é um operador
linear invertivel. Nessa abordagem, é necessario conhecer a quantidade e multiplici-
dade de autovalores negativos do operador L. Além disso, a quantidade de simetrias
presente na equagdo (em geral rotacdo e translacdo) estd relacionada com a dimensdo
do ntcleo do operador L também é de suma importancia na analise. Neste caso, se
n(L) denota a quantidade de autovalores negativos (contando multiplicidades), D é
um ente relacionado com as quantidades conservadas presentes no sistema ([1.1) e a
diferenca n(L) — p(D) é um ntmero impar, tem-se a instabilidade linear no sentido da
Defini¢ao[I.I} Como exemplo ilustrativo, consideremos a equagao de Schrodringer nao
linear

ity + gy + P~ 0 = 0, (15)

onde u : R x [0,4+00) — C, u = u(x,t) e p > 2. Esta equagdo aparece em vérios
dominios do campo da fisica matemaética, por exemplo, no estudo de propagacdo de
feixes de laser (ver [11]) e na propagacdo de uma onda eletromagnética plana em um

meio ndo-linear (ver [5]). Nesse caso, é possivel escrever a equagdo (|1.5) na forma (1.1)

com
0 1
J = ;
-1 0
Bw =5 [ (lu@)f - @) da
2 R v p+1
—02+c—ppPt 0
I — x by
0 —2 4+ w— P!

Neste caso, temos ¢ = ¢, denota a solu¢do da forma u(z,t) = e“p(z), (z,t) € R x
[0, +00), ¢ > 0 indicando a frequéncia da onda. A solugdo ¢ satisfaz a seguinte equagdo
diferencial ordinéria

— "+ cp— P =0. (1.6)

Uma propriedade especial que necessitamos para a fungdo ¢ é que ela tenha deri-



vadas de todas as ordens e satisfaca a condi¢dao de onda estaciondria solitdria

n

lim —o(x) =0, ara todon € N.
|z|—+oo dx™ (z) P
Entdo, usando o método da quadratura, temos que uma solugdo que atende todas as

premissas divulgadas é

1

- (S g (Y 07) ) a7

Observando que o tipo de onda traz apenas uma simetria (rotagdo), segundo a teoria
de M. Grillakis, ]. Shatah e W. Strauss em [8] e [9], temos a necessidade de supor apenas
que o ndcleo de L é apenas unidimensional e gerado por {0, ¢}. Outro ponto impor-
tante é que n(L) = 1 (usando as propriedades da onda e a teoria de Sturm Liouville, é
possivel determinar esse fato). Além disso, a referida teoria nos mostra que nesse caso
temos, ap0s alguns calculos, que

1d
D=_-— / o(x)*dr < 0, sempre que p > 5.
2dc Jg

Entdo, como n(L) — p(D) = 1, temos que o problema de autovalor associado é linear-
mente instavel no sentido da Defini¢ao

Uma consideragdo importante deve ser mencionada é que quando se aprofunda nas
teorias em [8] e [9], o fato em que J é inversivel (em verdade limitado e com inversa
limitada) é imprescindivel uma vez que o problema de autovalor deve ser olhado

como o problema ([1.4)).

Consideremos, agora, a equacdo de Korteweg-de Vries
U + (up>x + Upper = 07 (18)

onde u : R x [0, +00) — R é uma funcéo real e p > 2. Esta equagdo aparece em diversos
contextos fisicos como, por exemplo, na propagacdo unidirecional de ondas de dguas
rasas na superficie de alguma estrutura (natural ou artificial) com 4dgua, este modelo
descreve o comportamento de ondas de amplitude pequena e comprimento longo,

quando comparadas com a profundidade da 4gua. Neste caso, podemos escrever a

1 2
equacao 1D na forma 1’ fazendo J = 0, e E(u) = 3 / Uy (1)* — mu(x)p“dx. O
R
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problema de autovalores tem como operador linearizado L = —9? + ¢ — ppP~!,
onde ¢ é a solugdo com perfil secante hiperbodlico em (|1.7)) que resolve a mesma equa-
¢do (L.6). Aqui, para obtermos a equagao ([1.0), faz-se necessério considerar solugdes
ondas viajantes da forma u(x,t) = p(x — ct), ¢ > 0.

No caso da equagdo (1.8), temos que o operador J ndo é invertivel e, portanto, as
teorias mencionadas de instabilidade linear tratadas em [8] e [9] ndo podem ser aplica-
das nesse caso.

Desta maneira, decidimos estudar dois métodos para determinar resultados de ins-
tabilidade linear para modelos de evolucgdo ndo lineares que funcionam em diversos
exemplos de equagdes dispersivas ndo lineares. O primeiro foi desenvolvido por Rous-
set e Tzvetkov em [19] e tange a um critério de instabilidade transversal para modelos
que podem ser escritos na forma com J nao sendo invertivel mas cujo problema

de autovalor que serd estudado tem a forma
L(k)u = cA(k)u, (1.9)

onde L(k) e A(k) sdo familias de operadores operadores lineares (possivelmente ili-
mitados) que dependem suavemente do parametro £ € R, com L(k) nas mesmas
condi¢des do operador L determinado acima. Neste caso especifico, nosso objetivo
é determinar, de acordo com a Defini¢do um elemento ndo nulo « tal que o pro-
blema tenha solucdo para algum o > 0 e k # 0. Para este fim, vamos utilizar
o trabalho estabelecido por Rousset e Tzvetkov em [19]. Usaremos algumas técnicas
estudadas ao longo do ano de 2017 como teoria espectral, teoria da pertubagdo de ope-
radores e resultados de andlise ndo linear (como o Teorema da Fungdo Implicita para
espagos de Banach). Como exemplo, aplicaremos a técnica em [19] para estudar a exis-
téncia de ondas transversais que sdo linearmente instdveis para equacdo generalizada

de Kadomtsev-Petviashvili do tipo I (KP-I), dada por
up + (UP) g + Ugr + 8;1uyy =0, (1.10)

onde u(z,y,t) é uma fungéo real (z,y,t) € R? x [0, 4+00). Quando p = 3 esta equagio é
um modelo para descrever a evolugdo de ondas sonoras em antiferromagnéticos (ver

[6]). Neste caso, iremos considerar ondas transversais do tipo viajante (a onda apenas
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viaja em uma das diregdes) da forma u(x,y,t) = ¢(x — ct), ¢ > 0 para a equagdo (1.10),
de onde se obtém a equagéo (1.6).

Outro abordagem que estudamos nesta dissertagdo é o problema de determinar
resultados de instabilidade linear para a equacdo de autovalores (1.3) supondo que
o operador J seja pelo menos injetor. Para isso, vamos usar a técnica determinada
por Lopes em [15] que estabelece um melhoramento das teorias provadas em [8] e
[9]. Aqui, o professor Orlando Lopes utiliza a teoria de semigrupos e resultados de
analise funcional para apresentar um critério parecido ao determinado nas teorias de
instabilidade linear dadas em [8] e [9]. Como aplicagdo, estabelecemos um resultado

de instabilidade linear para a equacdo de Korteweg-de Vries dada em ([1.8]).

Apresentamos, agora, um breve esbogo da dissertagdo. O Capitulo 2 foi dedicado a
estabelecer alguns fatos basicos dentro da andlise funcional. Os trés primeiros subca-
pitulos apresentam alguns resultados de anélise basicabasicos da teoria da integracdo

e da andlise funcional. Como referéncias para estes topicos podemos citar

[11, [2], [4], [12], [16] e [20]. O subcapitulo seguinte foi dedicado a apresentar alguns
pontos de teoria da distribuigdo e espacos de Sobolev que podem ser encontrados em
[3].

Nas secdes 2.5 e 2.6, apresentamos alguns resultados avangados de teoria espec-
tral para operadores ilimitados. Mostramos primeiro condi¢des para que um operador
linear que mantém um determinado tipo de cone invariante tenha ao menos um au-
tovalor. Esta teoria foi desenvolvida em [13]. A seguir, sdo apresentados resultados
de teoria espectral sobre operadores auto-adjuntos, em especial, o critério de Weyl e
o teorema de invariancia do espectro essencial. Estes resultados sao utilizados para
obtermos informagdes sobre o operador £ : L?(R) — L*(R) definido por

d2
Lu= (—— + w) u— f'(¢)u,

dx?

onde f : I C R — R é uma fungéo de classe C!, [ um intervalo que contém o zero,

dTL
f(0) = f(0) = 0 e ¢ é uma funcdo em C™ positiva e par tal que %gp(m) — 0 se
|z| = 0 para todo n € N. Também exibimos aqui o teorema espectral para operadores

auto-adjuntos. Para fundamentar estes estudos foram utilizados [10], [13] e [17].

O préxima segdo apresenta alguns pontos da teoria de Sturm-Liouville associada a
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equacdo diferencial da forma
J=—¢"+V(p) =0,

onde o potencial V ({) é assumido valor real e continuo com autovalores reais.

A teoria de semigrupos e grupos de operadores lineares é estudada no subcapitulo
2.8. Aqui apresentamos, em especial, os teoremas de Hille-Yosida e de Stone, que nos
ddo condigdes para que um operador linear seja gerador infinitesimal de um semi-

grupo ou grupo de operadores lineares limitados. Para este estudo utilizamos [7].

O capitulo 3 é dedicado em encontrar critérios para os quais o problema tenha
solucdo ndo trivial U para o > 0 e k # 0. Para isso, utilizaremos o resultado desen-
volvido por E. Rousset e N. Tzvetkov e apresentado em [19]. Assumimos L(k), A(k)
operadores lineares sobre um espago de Hilbert e L, A dependem suavemente sobre k.

Além disso, acrescentamos sobre L as hip6teses
(H1) existem K >0 e > 0 tais que L(k) > « I sempre que |o| > K;

(H2) o espectro essencial o.4,(L(k)) de L(k) esta contido em [cy, 00), com ¢, > 0, para
k #0;

(H3) para quaisquer k; > ky > 0 temos L(k;) > L(k2). Além disso, se para algum
k> 0eU # 0 tivermos L(k)U = 0, entdo (L'(k)U,U)y > 0, onde L'(k) é a derivada de
L com respeito a k;

(H4) o espectro o(L(0)) de L(0) é da forma {—A}U I, onde —\ < 0 é um autovalor
simples isolado e I C [0, c0).

Primeiro verificamos que existe k, > 0 para o qual L(ky) possui nticleo unidimen-
sional. Para isso utilizamos a caracterizagdo para o menor autovalor de um operador
auto-adjunto apresentada na Sec¢do 2.6. A seguir, aplicamos o teorema da func¢do im-
plicita no operador G : R x R x [¢]= — H definido por G(o,k, V) = L(k)p + L(k)V —
cA(k)p — cA(k)V, onde ¢ é o tinico elemento ndo-nulo em Ker(L(ky)). Utilizando
o teorema de invaridncia do espectro essencial, encontramos solu¢gdes ndo-nulas de
G(o,k,V) = 0 em uma vizinhanca de (0, ko, 0).

Como aplicagdo para este resultado consideramos a equagéo KP-I definida em (1.10).
Linearizando em torno de ), onde () é uma solucdo da forma com ¢ = 1, e procu-

rando por solugdes U(z,y,t) = e’V (z), obtemos um problema de autovalores sob
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a forma (1.9), onde A(k) = —9, e L(k) = —0,(— 0y + 1 — pQP~1)0, + k>

No Capitulo 4, estabelecemos condigdes que asseguram a instabilidade linear do
problema no caso em que J nao é sobrejetora. A soluA§A£o para este problema foi
desenvolvida por O. Lopes e apresentada em [15]. Para isso exigimos que o operador

L em (1.4) restrito a um determinado subespaco H, satisfaga a hip6tese

s .

(H) existe v > 0 tal que o operador F' : H, — Hj é invertivel, tem exatamente um
autovalor negativo e todos os demais autovalores estejam contidos em [y, c0), onde
F = L|g,.

Nessas condigdes, é possivel assegurar que JL tem ao menos um autovalor nega-
tivo e um positivo. Para isso consideramos .JyF' o problema reduzido ao subes-
pago H,. Utilizando a teoria desenvolvida nas se¢des 2.6 e 2.8, mostramos que JyF
possui um autovalor i ndo-nulo. Obtemos das propriedades dos operadores J, e F
e de [9] que —p é também um autovalor de JyF. A partir de ;1 e —p serd possivel

construir um autovalor positivo e um negativo de J L.

A equagdo
ou 0
= (U + P 1.11
5 = (e ) (1.11)
é usada como exemplo nesse capitulo. A linearizacdo do problema (1.11) em torno de

uma solugdo ¢ da forma (1.7) é dada por

ou 0
— = 5 (=02 + c—ppP . 112
5 o 0 pe") (1.12)
Pela teoria de Sturm-Liouville temos que o operador L = —92 +c—pypP~! possui um
tnico autovalor negativo e simples e que o autovalor zero é simples com autofungdo

associada ¢’. A partir disso, é possivel construir o subespago H, e concluir que F' =

L| > satisfaz a hipétese (H).



CAPITULO 2

PRELIMINARES

2.1 Calculo Diferencial sobre Espacos Lineares Norma-

dos

2.1.1 Derivadas em Dire¢ao a um Campo de Vetores

Seja v um vetor ligado a um ponto z de um dominio U, f : U — R uma funcdo
diferencidvel e v um vetor ligado a um ponto x no sentido de que existe ¢ : I — U
uma curva parametrizada tal que ¢(0) = z e ¢,(0) = v. A composta fop : [ - R é

uma fungao valor real sobre uma variavel real ¢.

Definicao 2.1. A derivada da funcdo f na direcdo do vetor v é a derivada da fungdo f o ¢

definida acima no ponto t = 0.

A derivada de f na direCdo de v é denotada por L, f e depende unicamente do
vetor v, e ndo de uma curva em particular (ver [1]x, pg 122).

Isto pode ser visto, por exemplo, pela expressao para derivada direcional em termo
das coordenadas. Pela regra da cadeia temos

V;.
- 81‘2 !
=1

d
Lv = — 4= —
f dt‘t of o

Definicdo 2.2. A derivada de uma fungio f : U — R na diregdo de um campo de vetores v é
uma nova fungio

Lof:U—=R

cujo valor em cada ponto x é a derivada da fungio f na diregdo de um vetor ligado a x, ou seja,
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A fungdo L, f é chamada derivada de Lie de f.

Seja v um campo de vetores infinitamente diferencidvel em U. A derivada de uma
fungdo f de C>(U) em diregdo ao campo de vetores v ainda pertence a C*>°(U), donde
podemos definir L, : C*(U) — C*°(U) e valem as propriedades (ver [1], pg 123)

1. Ly(f+g) = L,f + Lug,

2. L,(fg) = fLyg + gL.f,

3. Lyry = Ly + Ly.

Definicao 2.3. Sejam v um campo de vetores em um dominio U e f : U — R uma fungio

diferencidvel. A fungdo f é chamada primeira integral da equagio

ox
i v(x)

se sua derivada em diregdo ao campo v é zero, isto é, L, f = 0.

2.1.2 Derivada de Fréchet e Teorema da Funcao Implicita

Sejam E e F espagos lineares normados. Denotamos por £(E, F') o espago das trans-
formacdes lineares de £ em F. Caso E = I, escrevemos L(E). O subespago de L(E, F)
definido pelas aplica¢des lineares de £ em F' que sdo também limitadas serd denotado

por B(E, F).

Defini¢ao 2.4. (Derivada de Fréchet). Sejam U C E um conjunto abertoeseja f : U — F
uma dada fungdo. A funcdo f é dita diferencidvel em a € U se existe uma aplicagdo

f'(a) € B(E, F) tal que
I fa+h) = fla) = f'(a)h [l= o]l b 1),

onde o(|| h ||) é uma aplicagdo continua a direita tal que

o(l A 1)

L )
7]

sel|| h||— 0.
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Definicdo 2.5. Seja f : U C E — F uma dada fungio. Se existe f'(a) para todo a € U,
dizemos que f é diferencidvel em U. Se a aplicacio a — f'(a) é continua de U para B(E, F),

dizemos que f'(a) é de classe C.

Proposicdo 2.6. Sejam E, F' e G espacos lineares normados, U um aberto de E e V um aberto
de F. Sejam f : U — Feg:V — G tais que, para um dado ponto a € U, temos f(a) =be V.

Sobre o aberto U' = f~Y(V'), que contém a, definimos
h=gof:U —G.

Se f é diferencidvel em a e g 0 é em b, entdo h é diferencidvel em a e

Demonstragio: Ver [12], pagina 7. O

Consideremos E o produto de espagos lineares normados £, Es, ..., E,. Dado a =

a1+as+...+a, € E, definimos )\z . E@ — EpOI' )\z(xz) = al—l—ag—i—...—l—ai,l—i—xﬁ—aiﬂ...—|—an.
Proposicao 2.7. Se f ¢ diferencidvel em a € U, entdo para cada i, f o \; é diferencidvel em a;.

Mais ainda,

n

f(a)(hi+ ...+ hy) = Z(f o \;) (a;)h.

=1

Demonstragdo: Ver [12], pagina 9. O

Definicao 2.8. A derivada de f o \; em a; é chamada de i-ésima derivada parcial de f em a e é

denotada por %f(a) ou por 0; f(a).

Teorema 2.9. (Teorema da Fungdo Implicita). Sejam Ey, Es e F espagos lineares normados

e assuma que Ey é completo. Sejam (2 C Ey x Ey um abertoe f : 2 — F uma fungdo tal que
1. f é continua;
2. paratodo x = x1 + x5 € 2, comxy € Ey e xy € By, aimf(x) existe e é continua em (2;

3. fla+b)=0e B%Qf(a + b) é invertivel com inversa continua.
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Entdo existem vizinhangas U de a e V de b e uma aplicagio continua ¢ : U — V tais que
o(a) =be f(x +¢(x)) =0, para todo v € U. Mais ainda, se f é diferencidvel em a + b, entio

o € diferencidvel em a e

Ha) = — [a% (a+b)]1 [a% (a+b)]

Demonstragio: Ver [12], pagina 22. O

2.2 Espacos L

Seja 2 um aberto de R". Denotamos por LP(£2) o espago de Banach das fun¢des men-

surdveis (no sentido de Lebesgue) f : @ — K (onde K = R ou K = C) tais que

/ |f(z)]Pde < 00,5 1 < p < 00, ou supess|f(x)] < oo, se p = co. Definimos a norma
Q xeQ)

em LP((2) para p finito por

nfmpzwmpz([jﬂwVMQ;

eem L(82) por || f|[z= = || fllc = SU£688|f|-
S

O espago L?(£2) é um espaco de Hilbert com o produto escalar

<ﬂm=4fmaﬂm,

é um espaco de Hilbert.

Teorema 2.10. (Lema de Fatou). Se {f.} é uma sequéncia de fungdes mensurdveis e nio-

negativas sobre um conjunto mensurdvel E, entio

/Eklimz'nf fr(x)de < klzl?omf/Efk(x)dx

— 00
Demonstracio: Ver [20]. O

Teorema 2.11. (Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f;} é uma

sequéncia de fungoes mensurdveis sobre um conjunto mensurdvel E tal que fi, — f q. s. em
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E. Se existe p mensurdvel em E tal que | fi(z)| < ¢(z) q. s. em E para todo k, entdo

/Efk(a:)da:—>/Ef(x)dx.

Demonstracdo: Ver [20]. O

Teorema 2.12. (Desigualdade de Young). Seja u = ¢(x) uma aplicagdo real continua e
estritamente crescente para x > 0, com ¢(0) = 0. Se x = (y) é a inversa de ¢, entdo para

a,b>0,

a b
< [ ozt [ oy
0 0
A igualdade vale se, e somente se, b = ¢(a).

Demonstragdo: Ver [20]. O

Consideremos ¢(z) = 2%, com « > 0, entdo ¥ (y) = ya e decorre da desigualdade

de Young que ab < a'**/(1 +a) +b'*a /(1 +1). Pondop=1+aeq=1+ L, obtemos

poope 1 1
abga—+—sea,b20,1<p<oo,e—+—:1.
p q p q
Teorema 2.13. (Desigualdade de Holder). Se 1 < p < oo e % + é = 1, entdo

1Fglls < W f1lpliglle isto,

1@< ( [ rf<x>rpdw)‘l’ (f rg<x>\qu)‘l’, sel<p<oo

[ r@taias < (supessi @) [ lotoa

e

Demonstracio: Ver [20]. O

Teorema 2.14. (Desigualdade de Minkowski). Se 1 < p < oo, entio
1f+ gl < L fllo + Nlgllp-

Demonstracio: Ver [20]]. O

Teorema 2.15. Valem as seguintes propriedades:
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1. Sel <p < oo, LP(Q2) é espaco de Banach.
2. Sel <p < oo, LP(Q) ésepardvel.

3. Se0 < p <1, LP(Q) é um espago métrico completo e separdvel com a fungio distdncia
definida por
d(f.9) = If =gl

Demonstracio: Ver [20]. ]

Teorema 2.16. (Continuidade da norma em L?). Se f € LP(R"), 1 < p < oo, entdo
lim || £(z+ h) = f(2)]], = 0.
|h|—0

para quase todo x € R".

Demonstracio: Ver [20]. O

Definicdo 2.17. A fungio f € LP(R2), Q@ C R", é diferencidvel em LP()) com respeito a

k-ésima varidvel se existe g € L*(2) tal que

J

Se tal fungdo existe (e nesse caso é inica) é chamada derivada parcial de f com respeito a k-ésima

flz+ he;:) — f(2) — g(z) pdx — 0 quando h — 0.

coordenada na norma de L*(Q).

Para qualquer aberto €2 C R" definimos o conjunto
LL () ={f: Q=K feLQ) para todo QcQ}

onde Q ¢ Q é tal que existe K compacto que satisfaz QcKcq.

Defini¢do 2.18. Sejam u,v € L (), 2 C R™ e o € N". Dizemos que v é a derivada fraca de

loc

u e escrevemos D®u = v quando

/Q u(z) D*g(x)dx = (~1) / o(@)(e)dx,

Q

para todo ¢ € C3°(2).
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Definimos a convolugdo de duas fun¢des [ e g mensurdveis em R" por

(f*g)(x) = - f(t)g(x —t)dt,

para todo z € R" em que a integral exista.

Teorema 2.19. (Teorema de Convolucdo de Young) Sejam p e g satisfazendo 1 < p,q < oo

e Il) + % > 1, e seja r definido por 1 = ]—1) + % — 1. Se f € LP(R") e g € LI(R™), entio

fxge L"(R")e

1 * glle < 1 fllpllglq-

Demonstracio: Ver [20]. O

2.3 A Transformada de Fourier

2.3.1 A Transformada de Fourier em L!(R")

Defini¢do 2.20. A Transformada de Fourier de uma funcio f € L'(R™), denotada por e
definida como

f(f) = f(x)e 2@ dz, para £ € R,
R7l

onde (x,&) = x1&1 + ... + .

Listamos abaixo algumas propriedades basicas da transformada de Fourier em

LY (R™).
Teorema 2.21. Seja f € L'(R"). Entdo:

1. fr— fdeﬁne uma transformagio linear de L' (R™) para L>°(R™) com
1Fllse < N1 @.1)

2. f écontinua.

~

3. f(&) — 0quando |{| — oo (Lema de Riemann-Lebesgue).
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4. Se,f(x) = f(x — h) denota a translagdo por h € R™, entdo

— o~

(T f)(§) = ™M f(€), (2.2)

— ~

(e72mem f)(€) = (T-nf)(E).

5. Sed,f(x) = f(ax) denota a dilatagdo por a > 0, entdo

—

(6.£)(€) = a™" f(a™"¢). (2.3)

6. Seja g € L*(R™) e f * g a convolugdo de f e g. Entdo

— o~

(f *9)(&) = F(§)g(E). (2.4)

7. Seja g € L'(R™). Entdo

~

f(x)g(z)dx = . f(y)g(y)dy.

R’I’L
Demonstragio: Ver [14], pagina 1. O

Observagio 2.22. Consideremos uma aplica¢iio ndo-negativa f € L*(R™). Como ]?é continua,

entdo f(x) < |1 Fllsor para qualquer x € R". Além disso,
f0) = [ fl@)dz = ||l
Rn

Seque, entdo de , que F(0) = ||]?HOO = |Ifll

Proposi¢do 2.23. Seja xi.f € L'(R™), onde x, denota a k-ésima coordenada de x € R™. Entdo

f é diferencidvel com respeito a &, e

of ——
a_fk(g) = (—2miz,f(x))(§).

Demonstragio: Ver [14], pagina 4. O
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Teorema 2.24. Seja f € L*(R") e g sua derivada parcial com respeito a k-ésima varidvel na

-~

norma de L' (R™). Entdo §(&) = 2mi&, f(€).

Demonstragdo: Por definigdo, g € L'(R™). Assim, por (2.1)),

o —

‘ (f(a: + he;) - f(:v)> o) = ‘ (f(x + he;) —fl@) g@))A
. / f(:v+he;z)—f(af)_g(x) .

Notemos que, aplicando (2.2), vem

o~

T e (2) — F(2)
h

~

< 107z f(2)],

627Tih$k 1 -

Tf(l’)

fa+ hey) = f(z)\"
(=)

para h € R suficientemente pequeno, e também que

e2m’hmk -1

lim—— = 2mixy,.
h—0

Segue, entdo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (2.11) que

H flet he}’;‘) @) @) — |2rizef@) - §(z) | quando h —s 0.
Lt
Portanto, g(z) = QWixkf(x) g- s. em R™. O

Dos resultados anteriores obtemos as identidades

~ —

P(D)f(§) = (P(=2mix) f(x))(£),

o — ~

(P(D)f)(&) = P(2mi§) f(£),

onde P é um polindmio em n varidveis e P(D) denota o operador diferencial associado

ao P.

Proposigdo 2.25. Seja f € L'(R™). Entdo

fla)=tlim [ Ot f)de,

Rn
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onde o limite é tomado na norma de L*(R™). Mais ainda, se f é continua no ponto x,, entdo

flao) = lim | 004w Fe)dg.

t—0 R™

Sejam f, f € L'(R"). Entdo

-~

flx) =lim [ @0 f(€)de, para quase todo x € R™.

t—0 R™

Demonstragdo: Ver [14], pagina 5. O

2.3.2 A Transformada de Fourier em L*(R")
Vamos exibir, primeiramente, uma propriedade para a transformada de Fourier
em L'(R") N L*(R™).

Teorema 2.26. (Plancherel). Seja f € L*(R™) N L2(R"). Entdo f € L2 R") e || fll2 = ||/l

Demonstragdo: Dada f € L'(R™) N L*(R"™), sabemos que ?(f) = 1 (9).
Definamos g(z) = f(—x). Entdo g € L'(R") N L?(R") e, pelo teorema de convolugdo
de Young, f x g € L'(R") e, por (2.4),

Além disso, dados z,h € R",

((fxg)(@+h)=(f*g)(x) [fe+h—=y)=flz=ylg)dyl < [[f(+h) = FC)l2llgll2

| =
Rn

Segue, da continuidade em L?(R™), que f * g é uniformemente continua sobre R". En-

tdo, pela proposigdo 1.8 e por m >0,

(f + 9)(0) = lim [ e="F (F 4 g)(€)de,

R

0< [ g e
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Pelo lema de Fatou e por (2.1)

[ timing (=T 9)(0) de < (£ +0)0) < I gl

n t—0

Assim,

If gl = (f*g)(0) = . F(=)g(y)dy = || fII3

£ gl = | Frg@ds = | Floaee =171
a

Isso mostra que a transformada de Fourier define um operador linear limitado de
LYR™)NL*(R™) para L*(R") que, por sua vez, é uma isometria. Ainda, L'(R")NL?(R")
é denso em L*(R™) na norma de |- |2, logo existe uma unica extensdo linear limi-
tada F : L?*(R") — L?*(R"), chamada transformada de Fourier em L*(R"). Usamos a
notacio f = F(f) para f € L*(R") e f ¢ definido como o limite de uma sequéncia {f?]},
onde {h;} denota uma sequéncia em L'(R") N L?(R") que converge para f na norma

de 2.

Teorema 2.27. A transformada de Fourier F define um operador unitdrio em L*(R™).
Demonstragio: Ver [14], pagina 7. O

Teorema 2.28. A inversa F ' da transformada de Fourier pode ser definida pela férmula

para toda f € L*(R").

Demonstragdo: Ver [14] pagina 8. O

2.3.3 A Transformada de Fourier no Espaco de Schwartz

Definicao 2.29. O Espaco de Schwartz ou espago das fungoes rapidamente decrescentes, que

denotamos por S(R™), é definido por

S(R") = {¢ € C(R"); |¢]/(a,p) < 00 para quaisquer o, 3 € N"},
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onde [|¢l|a.6) = |7* D¢l .

Emk [3], vemos que S(R") é um espaco vetorial e que || - [/(a,5) € uma seminorma

sobre este espago.
Exemplo 2.30. A aplicacio e~ 1*I* ¢ uma funcio de decrescimento rdpido.

Exemplo 2.31. O espago das fungoes teste C5°(R™) é subespago de S(R™). De fato, dada
¢ € C§°(R™), existe um compacto K C R™ tal que supp(p) C K. Consideremos p > 0 tal que
K C B,(0), temos para quaisquer «, 3 € N™ que se ||z|| > p entdo ||¢||(a,8 =0, ese ||z]| < p,

ento |||l (a5 = P11 D¢l < o0.

Definigdo 2.32. Seja {¢;} C S(R™). Dizemos que ¢; — 0 quando j — oo se
¢l (a,8y — 0 quando j — oo,

para quaisquer o, 3 € N".

Proposicdo 2.33. Para 1l < p < oo, S(R™) C LP(R") e a inclusdo é continua.

Demonstracdo: Ver [3]. O

Proposigao 2.34. C3°(R") estd densamente contido em S(R™).

Demonstracdo: Ver [3]. O

Observagao 2.35. Em particular, para 1 < p < oo, temos que S(R™) é denso em LP(R")
devido a densidade de C§°(R™) em LP(R™) e do fato que C3°(R"™) C S(R™).

Proposicao 2.36. Seja ¢ € S(R™). Entdo p € C>°(R").
Demonstracdo: Ver [3]. O
Proposicao 2.37. Seja ¢ € S(R"). Entdo,

1, (@p) (€) = (2mi€)°3(€) , para todo o € N™.

2. £PD(P(¢)) = % <Df(x°‘gp(m))) (&) , para quaisquer o, 3 € N™.

3. lim 3(¢) =0.

[[€]|—o00
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Demonstracdo: Ver [3]. O

Proposicdo 2.38. Seja ¢ € S(R"). Entdo € S(R") e a aplicagio p € S(R™) — ¢ € S(R")

¢ linear e continua.
Demonstragdo: Ver [3]. O

Proposicdo 2.39. (Relagdo Fraca de Parseval). Seja f,g € S(R"). Entdo

~

f(x)g(x)dx = . f(W)g(y)dy.

R

Demonstragio: Pelo Teorema de Fubini (ver [20], pagina 114),

~

few©is = [ @) [ e paydnag
= [ s [ ermeagdcs
= [ f@ata

Rn

R

Proposicdo 2.40. (Férmula de inversdo de Fourier). Seja g € S(R"). Entido
oa) = [ (e

Demonstragio: Seja ¢ € S arbitraria e consideremos A > 0. Definamos f(z) = ¢(z/«).
Entdo f € S(R") e, por (2.3), (&) = AnB(\E).

Aplicando a relagao fraca de Parseval em f e g, obtemos

[ stewand = [ gweta/nis

R"

Fazendo uma mudanga de varidvel acima, vem que

| stemzic= [ Gt/

R
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Notemos que

lim g(€/N)@(€) = 9(0)2(€) e limg(z)p(x/A) = g(z)p(0).

A—00

Agora, como p,g € S C L'(R") e f e g sdo limitadas, podemos aplicar o Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue

90) [ 3t =2(0) [ glayd

n

Considerando-se ¢(x) = e II*, entdo 5(¢) = e 7" e

4(0) / et = [ gayda

Rn

Como [, e~ EIP de = 1, temos que

Pelo Teorema obtemos

—

o) = 70g(0) = / (g0 ©)de = [ )P0,

n Rn

como queriamos demonstrar. O

Teorema 2.41. A aplicagio F : S(R") — S(R™) definida por F(p) = @ é um isomorfismo de

S(R™) em si mesmo.

Demonstragio: Consideremos a aplicacdo

para toda ¢ € S(R").

Notemos que
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e que F ! é uma aplicagdo continua. Além disso, pela Proposigao 2.40
FoF '=F'loF=1Id

Logo, F é uma bijecdo com inversa F !, portanto, F é um isomorfismo topolégico.

Da demonstragdo do teorema de Plancherel e do fato que S(R") C L*(R"™),

segue o seguinte resultado.

Proposicdo 2.42. (Relagdo Forte de Parseval). Seja f, g € S(R"). Entdo

R -~  —_—

. f(x)g(z)de = | f(y)g(y)dy.

R”

Demonstragdo: Ver [3]. O

Corolario 2.43. Seja f € S(R™). Entdo

£l = 11 £l

Demonstragio: Segue diretamente da proposi¢do anterior com f =g¢g. O

234 A Transformada de Fourier no Espac¢o das Distribui¢des Tem-

peradas

Definicao 2.44. Dizemos que ¥ : S(R") — C define uma distribuicio temperada quando
v e S'(R™), onde S'(R™) é 0 dual do espago S(R™), isto é,

1. W é linear,

2. ¥ é continua, ou seja, para toda {p;} C S(R") tal que ¢ — 0 se j — oo, entdo

Y (p;) = 0se j — oc.

Exemplo 2.45. Dada qualquer fungio f € LP(R™), 1 < p < oo, podemos obter uma distribui-

¢do temperada.
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Consideremos Ty : S(R") — C definida por (Ty,p) = [p. [(x)p(x)dx. De fato, Ty é

linear.

Pela desigualdade de Holder

(Tr o)l < | 1f@)e(@)lde = 1L+ 1PN+ 1 17 el

Rn

Fazendo ¢ — 0 verificamos a continuidade de T}.

Definicdo 2.46. Seja T' € S'(R™). Definimos a transformada de Fourier TdeT por
<f, ) = (T, p) , para toda o € S(R").

Definicdo 2.47. Seja T' € S'(R™). Definimos a transformada de Fourier inversa
(T, ) = (T, @) paratoda o € S(R"),

onde ¢ é a Transformada de Fourier inversa de .

Como F : S(R") — S(R") é um isomorfismo, temos 7, T € S'(R™), para toda 7' €
S'(R™) (ver [3], pagina 72). Mais ainda, F7*, (F~1)* : S/(R") — S'(R") sdo aplicagdes
lineares injetivas e continuas. Observemos que F*(1') = T e (FY)*T) = T. Como

(F~1* = (F*)!, vemos que F* é um isomorfismo.

Proposicdo 2.48. Seja T' € S'(R") e consideremos o € N". Entdo
1. DT = (=2mi)lel(zoT),
2. (DoT) = (2mi)llgeT.
Demonstragao: Ver [3]. O

Observagio 2.49. Se f € L}(R") e p € S(R™), temos pela relagio fraca de Parseval que

To) = Tor= [ 19 [ Fo=Tpo)
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2.4 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto de R”, 1 < p < coem € N. Se u € L?(2), sabemos que u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicbes, mas nao é verdade, em
geral, que D®u seja uma distribui¢do definida por uma funcao de L?(€2). Isso motiva a

defini¢do de um novo espago.

Defini¢do 2.50. Sejam m € Ne 1 < p < oo, definimos o espago de Sobolev W™?(Q)) por
WP = {u: Q — R mensurdvel ; D*u € LP(Q),V|a| < k},

onde D®u é considerado a derivada de u no sentido fraco (ver Definigdo .

O espago W™P({2) munido da norma

3 =

laller = | 3 / Du(r)Pde |

|la|<k

sel <p<ooe

hSAl

lullkoo = | Y supess|D u(x)| |

|a|§ker

se p = 0o, é um espago de Banach (ver [3]]).

Observacio 2.51. O espaco W*2(Q), munido do produto interno

(U, v)g2 = Z /QDau(:c)DaU(:c)dx,

laf<k
é um espago de Hilbert e serd denotado por H* ().

Sabemos que C§°(£2) é denso em L*(£2), no entanto, C5°(€2) ndo é denso em W"?((2)

para m > 1 (ver [3]). Por isso, definimos o espago W;""(Q2) como sendo o fecho de

C(Q2) em W™P(Q), isto é,

———WmP(Q

e —wrr).

Quando p = 2, 0 espago W;"*(Q) seré representado por H(Q).
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Suponhamos 1 < p < oo e ¢ > 1 tais que % + % = 1. Representamos por W ~"4(()
o dual topolégico de Wi"*(€2). O dual topoldgico de H{'(2) serd representado por
H=(Q).

Estabelecemos, agora, uma caracterizacdo para os espagos H™(R"). Sejam m € Ne

m

H™(R") = {u € S'(R"); (1+] - |*)* 1 € L*(R")},
e o produto interno serd dado por
(w, 0)pm = / (L+ |l a@)o(e)de = (L + |- 1) 2@ L+ - 111)50) .. (25)

Com efeito, sejam ¢y, c; > 0 constantes que dependem de m tais que

c1 Z 22 < (1+ 2™ < ¢ Z 2,

la|<m la|<m
para todo z € R", onde o € Nem € N (ver [3]).
Identificando-se L*(R") com o seu dual, ou seja, H™(R") — L*(R") — S'(R™). Se
feJm™R"),entdo f € S'(R") e

£ = [ el i) P

< Y [ P
]Rn

la|<m
_ CZ/ 12 Do F () P
laj<m 7 R"

e pelo teorema de Plancherel vem

1 < e / 129D f () 2dz < 0.

laj<m

Reciprocamente, suponhamos que u € §'(R™) e que (1 + || - ||*)u € L*(R"). Entdo,
u € L*(R™), pois

() [*dw < /R (L + llzl*)™ () [*dz < oo,

R



2.4 Espacos de Sobolev 32

portanto, u € L*(R™). Além disso,

> [ 5r@ra = e Y [ e

laf<m laf<m

S R R

C1
< 0OQ.

Portanto, D*u € L*(R") e, pelo teorema de Plancherel D*u € L*(R"), para todo
aeN", |al <m.
Proposicao 2.52. Seja s € R.

1. Se0 < s < &, entdo H*(R") C H*(R");

2. H*(R) é um espago de Hilbert com o produto interno definido em .

3. O espago de Schwartz S(R™) é denso em H*(R™).

4. Se sy < s< sy, coms=0s;+(1—0)sy 6 €[0,1], entdo

1 Lzz2 < 10 1F 1752 -
Demonstragio: Ver [14], pagina 46. O
Definicdo 2.53. Seja H um espaco vetorial com produto interno (-,-) e norma | - |. Dizemos

que a forma bilinear

a(,-): Hx H —R
1. é continua, se existe uma constante C' tal que

|a(u, v)| < Clullv],

para quaisquer u,v € H.

2. € coerciva, se existe uma constante « tal que

la(v, )| > alvl?,

para todov € H.
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Proposicao 2.54. Sejam H, e Hy espacos de Hilbert e b : Hy x Hy — K uma forma sesquilinear

limitada. Entdo, existe um tinico T, € B(H,, H») tal que
b(u,v) = (Tyu, v) m,,

para quaisquer u € Hy, v € Hy. Além disso, || Ty m, = ||0]|-
Demonstragio: Ver [4], pagina 176. O

Teorema 2.55. (Lema de Lax-Milgran) Sejam H um espago de Hilbert e
b(u,v) : Hx H— R

uma forma bilinear continua e coerciva. Entdo, para todo ¢ € H', existe um iinico £y € H tal
que

b(u,v) = (f,v) o,

para todov € H'.

Além disso, se b(u, v) for simétrica, entdo u se caracteriza por:

Existe um inico we H tal que

3000 = (e = min { 50000) = (g}

Demonstragdo: Pelo Lema temos que existe t, € B(H) tal que b(u,v) = (Tyu,v),

para quaisquer u,v € H.

Pela condigdo de coercitividade e pela desigualdade de Cauchy temos
ellull® < [b(u, w)lr = [(Tou, w)| < [ Toullmllulls,

donde c||u||g < ||Thu||m, para todo u € H, donde T}, deve ser injetiva.

Provaremos que Im(T},) é fechado. Sejam v € Im(Ty) e {u,} C Im(T}) tais que
T¢, =u, —vem H,onde {¢,} C H.

De fato, ||&, — &nllr < %HTbﬁn — Tpm|lar = ||tn — uml|| m, para m, n naturais, logo {&,}
é de Cauchy em H e deve existir £ € H tal que &, — £. Como T}, é continua, entdo 73§ =

v € Im(T}) e, portanto, este é fechado. Podemos escrever H = (Im(T;)) & (Im(T}))*.
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Consideremos u € (Im(Ty))*, entdo 0 = |(u, Tyu)| > c||lu|% e, assim, u = 0, ou seja,
(ImT,)* = {0}. Segue que T, é sobrejetiva. Segue, entdo, do Teorema da Aplicacdo
Aberta que Ty, : H — H é linear e continua.

Seja f € H'. Pelo teorema de representagdo de Riez (ver [4], pagina 171) existe um

tnico § € H tal que
f(77) = (57 U)H = (TbTb71£7 TI)H = b(T71§777>

Escrevendo &; = T, '€, temos o desejado. O

2.5 Operadores Fechados

Seja H um espaco de Hilbert separdvel com produto interno (-,-)y e norma || - ||z =
v/ (+,-)u. Uma transformacdo linear ou operador linear A é uma fungdo A : H — H
com a propriedade

Alau + pv) = aA(u) + BA(v),

para quaisquer u,v € H e «, [ escalares.

Uma defini¢do um pouco mais geral de uma transformacao linear pode ser obtida
se permitirmos que A seja definida somente sobre um subespago linear D(A) de H.
Aqui D(A) é chamado de dominio do operador A. Frequentemente consideraremos

D(A) = H, mas nem sempre é possivel definir um operador em todo o H. O conjunto
R(A) = {Au; w e D(A)}
¢ chamado imagem de A. O conjunto
Ker(A) = {u e D(A); Au=0}

é chamado ntcleo do operador A. Os conjuntos R(A) e Ker(A) sdao sempre subespagos

de H.

Um operador linear A é dito ser limitado sobre um dominio D(A) se existe uma
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constante M > 0 tal que
|Aullr < M|lul|m,

para todo u € D(A).

O ntiimero
|A|| = inf{M; ||Au||g < M||u||y, para todo u € D(A)}

é chamado de norma de A. Observemos que, desta forma, para provar que A nédo é
limitado em D(A), basta exibir uma sequéncia {u,} C D(A), com |u, ||z # 0 para todo

n € N, tal que
[ A |

[[n | 2

Dizemos que uma transformacéo linear A é continua no ponto u € D(A) se, para
toda sequéncia {u,} C D(A) tal que u,, - uwem D(A), temos Au,, - Au. Um operador

A é continuo em seu dominio se ele é continuo em todo ponto de D(A).
Teorema 2.56. Seja A um operador linear definido em D(A) C H.
1. Se A é continuo na origem, entdo A é continuo em D(A),

2. A é continuo em D(A) se, e somente se, A é limitado.
Demonstragio: Ver [17], pagina 212. O

Definicdo 2.57. O operador linear B é dito ser uma extensio do operador linear A se D(A) C

D(B) e Bu = Au, para todo u € D(A).

Lema 2.58. Seja A um operador linear limitado definido sobre um subespago linear D(A) em
H. Entdo, A pode ser estendido a todo o espaco H, preservando a norma e a continuidade do

operador.
Demonstragdo: Ver [17], pagina 214. O

Observagao 2.59. No lema anterior, se D(A) for um subespago denso em H, entdo a extensio

de Aem H éinica.

Definicdo 2.60. Seja A um operador linear sobre um subespago linear D(A). Dizemos que A

é aberto quando para todo conjunto aberto B C H tivermos que T'(B) é aberto em H.
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Teorema 2.61. (Aplicacdo Aberta). Um operador linear sobrejetivo e continuo é aberto.
Demonstragio: Ver [4], pagina 74. O
Defini¢do 2.62. Seja A um operador linear sobre um subespago linear D(A). Dizemos que A
é fechado se para qualquer sequéncia {u,,} C D(A) satisfazendo
Up —>u,e Au, = f
tivermos que
Au = f.

Dizemos que um operador linear A definido sobre um subespago linear D(A) C H é fechdvel se

permitir uma extensdo linear B, nas condigdes da Definicido que é fechada.

Teorema 2.63. (Grafico Fechado). Um operador fechado sobre um dominio fechado é limi-

tado.

Demonstragdo: Ver [17], pagina 114. O

2.6 Teoria Espectral

Definicdo 2.64. Seja A : D(A) — H um operador linear fechado com dominio D(A) C H.

Os conjuntos

p(A) = {\ € C; A — A possui inversa limitada e R(A— \) = H}

a(A) =C\ p(A)

sdo chamados, respectivamente, o conjunto resolvente de A e o espectro de A. Se A € p(A),

Ry(A) = (A — \I)~! é chamado resolvente de A em .

O espectro de um operador A pode ser particionado em trés subconjuntos disjuntos:

1. Espectro pontual (0,(A)) : é o conjunto dos A € C tais que (A — A\I)u = 0 possui
solugdo ndo-trivial; em outras palavras, A é um autovalor de A e qualquer solugao

nao-trivial correspondente u é um autovetor de A correspondente ao A;
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2. Espectro continuo (o.(A)) : é o conjunto dos A € C para os quais R)(A) existe e

R(A —\I) = H,mas Ry\(A) = (A — X\I)~! ndo é limitado;

3. Espectro residual (0, (A)) : é o conjunto dos A € C para os quais R, existe (e pode

ser limitado ou ndo), mas R(A — \I) # H.

Assim, temos a seguinte reunido disjunta do plano complexo
C=p(A)Uoc(A) =p(A)Uo.(A)Uoy(A)Uo,(A).

Seguem, agora, algumas propriedades basicas dos conjuntos p(A), o(A) e do resol-
vente R)(A). O resolvente R)(A) é um operador que depende do parametro complexo

A. Isso sugere uma defini¢do geral de func¢do operador.

Uma fungdo operador é uma aplicagdo do tipo

S: AN — B(H)

A — 5,

onde A é algum subconjunto do plano complexo e B(H) é o conjunto de todos os

operadores limitados definidos de H em H.

Definicao 2.65. Seja A um subconjunto aberto de C. Uma fungio operador S definida sobre
A é dita ser localmente holomdrfica sobre A se para todo x € H e f € H' (espago dual de H) a
aplicagdo definida por

h(A) = f(Sr)

é holomdrfica (ou analitica) em todo Ay € A no sentido usual da andlise complexa. A fungio
S é dita ser holomdrfica ou analitica sobre A se S é localmente holomdrfica sobre A e A é um

dominio (um subconjunto aberto e conexo de C).

Teorema 2.66. Seja A um operador fechado. Entdo:

1. Para A\, pn € p(A), Ry(A) e R,(A) comutam e temos a formula do resolvente

RA(A) = Ru(A) = (A — p)Ru(A)Ra(A).

2. O conjunto A\(A) é um subconjunto aberto de C.
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3. A fungdo operador
A€ p(A) — Ry(A) € B(H)

é uma fungdo analitica sobre cada componente (subconjunto maximal conexo) de p(A).

4. O conjunto o(A) é um subconjunto fechado de C.

Demonstragio: Ver [17], pagina 219. O

O item 1. deste teorema é chamado primeira férmula do resolvente.

O resultado a seguir nos apresenta propriedades explicitas do espectro de um ope-

rador linear fechado.

Teorema 2.67. Seja A € B(H). Entdo:

1. O espectro o(A) de A é um conjunto compacto do plano complexo tal que o(A) # 0 e

o(A) estd contido no disco |A| < || A]|.

2. O resolvente p(A) de A é um conjunto nio-vazio.

Demonstragao: Ver [17], pagina 220. O

2.6.1 Teoria Espectral e Operadores Positivos

Definicdo 2.68. Um subconjunto fechado e convexo K de um espago de Banach X é dito ser

um conese K N (—K) ={0}e AK C K, para todo A > 0.

Considerando K um conjunto com uma rela¢do de ordem parcial, dizemos que um
funcional f definido sobre K é positivo se f(z) > 0, para todo = € K, e monétono se
f(x) < f(y) sempre que x < y, para todo z,y € K. Um funcional linear positivo f é

uniformemente positivo se existir ¢ > 0 tal que f(z) > c||z| x, para todo z € K.

Dizemos que um cone K permite o revestimento KX; se um cone K; puder ser en-
contrado de modo que todo elemento ndo-nulo z;, € K seja um ponto interior de K e,

além disso, K; contém a esfera B(zy, b||x¢||x), onde b > 0 ndo depende do elemento x.

Teorema 2.69. Uma condicio necessdria e suficiente para que um funcional linear uniforme-
mente positivo possa ser definido uniformemente sobre um cone K é que K permita revesti-

mento.
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Demonstragdo: Ver [13], pagina 32. O

Um operador A é fracamente continuo se a imagem de toda sequéncia fracamente
convergente de elementos é uma sequéncia que também é fracamente convergente.
Um subconjunto 7" de um espago de Banach E é dito ser fracamente compacto se toda

sequéncia limitada em 7" possui subsequéncia fracamente convergente.

Lema 2.70. (Principio de Tikhonov). Seja T' um operador fracamente continuo e B um
conjunto fracamente compacto. Se a imagem de T por B for fracamente compacta, entio o

operador T possui ao menos um ponto fixo em B.
Demonstragao: Ver [13], pagina 70. O

Teorema 2.71. Sejam E um espaco fracamente completo tal que a esfera unitdria em E é fra-
camente compacta e K um cone que permite revestimento. Entdo, todo operador linear A, para

o qual K é invariante, tem ao menos um autovetor.

Demonstragio: Como K permite revestimento, temos, em virtude do teorema anterior,

que existem um funcional linear fy e a > 0 tais que

fo(z) > allz||s,

para todo z € K.
Denotemos por K o conjunto dos elementos de = € K tais que fy(x) = 1. Entao K;
é convexo e fechado, pois € a intersecdo do hiperplano {z € E; fo(z) = 1} com o cone

K, e |z||p < %, para todo z € K;. Logo, K; é compacto na topologia fraca.
Definimos sobre K; o operador

T+ Az

1= T+ Aa)

onde A é um operador linear. Vemos que K é invariante por B, pois

T+ Az

1
T ()| e = Hm < P

E

A continuidade fraca do operador T segue diretamente da continuidade fraca de A.

Segue entdo do principio de Tikhonov, Lema que o operador 7" possui a0 menos
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um ponto fixo z, € K;. Portanto,
AZBQ = [f()(ﬂf() + AQT()) — 1]1’0 = fQ(AZL‘Q)QT(),

ou seja, ro € um autovetor de A. O

2.6.2 Teoria Espectral e Operadores Auto-Adjuntos

Defini¢do 2.72. Seja A € B(H). Entdo o operador adjunto de A* : H — H é definido por
(Au7 U)H = (U,7 A*U)H7

para quaisquer u,v € H.

Definicdo 2.73. Um operador A € B(H) é dito auto-adjunto ou Hermitiano se A = A*, e é

unitdrio se A é uma bijecio e A* = AL

Listamos, agora, algumas propriedades basicas de operadores fechados adjuntos
e operadores fechados unitdrios. A seguir, exibimos relagdes entre o adjunto de um

operador e seu espectro.
Proposicdo 2.74. Sejam T, U € B(H). Entio:
1. (TU) = UT*, (T*)* =T,
2. se T tem inversa limitada, entdo T* tem inversa limitada e (T*)™' = (T~1)*,

3. se U é unitdrio, entdo U é isométrico, ||Ux| g = ||z|| g para todo x € H,

4T =T
Demonstragio: Ver [17], pagina 222. O
Teorema 2.75. Sejal € B(H). Entdo:

1. o(T*) ={\ A€ a(T)} e Ry(T*)=[R\(T)]",
2. se A € 0,(T), entido X € 0,(T*) e, se A € 0,(T), entio X € 0,(T*) U o,.(T*),

3. se T é auto-adjunto, entio o,.(T) = 0,
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4. se T é auto-adjunto, entdo o(T) C R,

5. seT é auto-adjunto, entdo autovetores de " correspondentes aos autovalores distintos sdo

ortogonais.

Demonstragio: Ver [17], pagina 222. O

Agora, definimos a nogdo de operadores adjunto e auto-adjunto para operadores

nao-limitados.

Defini¢do 2.76. Seja A € L(D(A), H), onde H um espago de Hilbert com produto interno
(,-) e D(A) C H. Chamamos adjunto de A o operador A* € L(D(A*), H), onde

D(A*) = {v € Hiexiste v* € H tal que (Au,v) = (u,v*), para todou € H},
definido por A*v = v*, para todo v € D(A*).
Teorema 2.77. Seja A : D(A) — H um operador linear densamente definido. Entdo:

1. A* é um operador fechado,
2. Se A é fechado, entdo D(A*) é denso em H. Mais ainda, (A*)* = A,
3. Suponhamos D(A*)H = H. Entdo, A é fechdvel e A C A**. Mais ainda, A™* = A,

4. Existem operadores lineares que ndo possuem extensdo fechada.
Demonstragio: Ver [17] , pagina 223. O

Defini¢do 2.78. Sejam H um espaco de Hilbert e A um operador sobre H com dominio D(A) C

H. Dizemos que:
1. A ésimétrico, se D(A) é denso em H e (Au,v) = (u, Av), para todo u,v € D(A).
2. Aéauto adjunto, se A* = Ae, neste caso, fica subentendido que D(A*) = D(A).
Teorema 2.79. Seja A : D(A) — H um operador auto-adjunto. Entdo:
1. 0(A) CR,

2. A ndo possui espectro residual, ou seja, o(A) = 0,(A) U a.(A).
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Demonstragio: A prova segue diretamente dos itens 3 e 4 do Teorema O

O teorema a seguir é muito util para encontrar o espectro de um operador auto

adjunto.

Teorema 2.80. Seja A : D(A) — H um operador auto-adjunto. Entdo, o niimero real \ estd

em o(A) se, e somente se, existe uma sequéncia {u, } C (A) tal que

lunllr =1 e ||[(A— A)uy||lg — 0 quando n — oo.

Demonstragio: Ver [17], pagina 225. O

Corolario 2.81. Seja A : D(A) — H um operador auto-adjunto e suponhamos que
lullr < el Aulla,

para todo u € D(A), entdo A é injetivo e R(A) é fechado.

Demonstragdo: Ver [17], pagina 225. O

Defini¢io 2.82. Seja A : D(A) C H — H um operador linear ndo limitado. Dizemos que A é
monétono (ou acretivo, ou ainda, — A é dissipativo) se (Av,v) > 0, para todo v € D(A). Além

disso, A é maximal monétono se R(I + A) = H.

Proposicao 2.83. Seja A um operador maximal mondtono e simétrico. Entdo, A é auto-

adjunto.

Demonstragdo: Ver [4], pagina 298. O

Teorema 2.84. Sejam T e S dois operadores simétricos tais que D(T) = D(S) =De
(S =T)ullu<alwlo+o( Tullg + || Sullu),ueD,

onde a, b sio constantes nido-negativas com b < 1. Entdo, S é auto-adjunta se, e somente se, T

também o é.
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Demonstragao: Ver [10], pagina 287. O

Vamos obter informagdes sobre o operador linear £ : L*(R) — L*(R) definido por

Lu= < & + w) u— f'(¢)u, (2.6)

da?

onde f : I C R — R é uma fungdo de classe C' tal que I é um intervalo que contém o
zero, f(0) = f'(0) = 0 e  é uma fungdo em C*(R) positiva e par tal que L-p(z) — 0

se |x| — 0, para todon € N.

Definicao 2.85. Seja A : D(A) C H — H um operador linear.

(1) Dizemos que A € o(A) é ndo-essencial se, e somente se, A é um autovalor isolado de o(A) e
o0 espaco Ker(A — \I) tem dimensdo finita. Chamamos o conjunto de todos esses A de espectro

discreto e ele serd denotado por 0 4;5.(A).

(2) O complemento em o (A) do conjunto dos pontos nio-essenciais é chamado espectro essencial

de A. Denotamos este conjunto por o.ss(A). Consequentemente, 0(A) = 04isc(A) U 0ess(A).

Vemos, agora, uma caracterizagdo cldssica para o espectro essencial de operadores

auto-adjuntos.

Teorema 2.86. (Critério de Weyl). Seja A um operador auto-adjunto com dominio D(A).

Para X € R, as sequintes condigdes sdo equivalentes:
(1) X € 0c5s(A),

(2) existe uma sequéncia {v,,} C D(A) ortogonal em H com ||¢,,||g = 1, tal que

Lim [[(A = M)l = 0.

Demonstragdo: Ver [17], pagina 232. O

Agora, vemos que o espectro essencial é preservado quando perturbamos o opera-

dor de interesse por uma classe especial de operadores.

Teorema 2.87. (Invariancia do Espectro Essencial). Sejam A e B operadores auto-adjuntos

sobre H tais que

(1) D(A) = D(B) e



2.6 Teoria Espectral 44

(2) A — B é um operador compacto de D(A) para H. Aqui D(A) é considerado com a norma
do grdfico gerada por A, isto é,

lull = | AullE + [lull

(notemos que D(A) é um espago de Banach desde que A seja fechado).
Entdo, 0.ss(A) = 0ess(B).

Demonstragio: Ver [17], pagina 233. O

Teorema 2.88. O operador L definido em é um operador fechado, ilimitado e auto-adjunto
sobre L*(R) no qual o espectro consiste de uma parte essencial [w, 0o0) mais um niimero finito

de autovalores discretos (com autoespago de dimensdo finita) no intervalo (—oo, w).
Demonstragdo: Ver [17], pagina 232. O
Teorema 2.89. O operador L definido em possui espectro essencial o.,(L) = [w, 00).

Demonstragdo: Ver [17], pagina 234. O

A partir de agora, estabelecemos algumas defini¢des para apresentar o Teorema
Espectral para operadores auto-adjuntos (ver [10], pagina 353). Seja H um espago de
Hilbert e suponhamos que existe uma familia {M(\)} de subespagos fechados de H
dependendo de um pardmetro real \, —oco < A\ < oo, ndo decrescente, isto é, M (\') C
M(N") se N < N, tal que a intersegdo de todos os M (\) é {0} e a unido deles é densa

em H.

Para A fixo, a intersegdo M (A + 0) de todo M (X') com A" > X contém M (). Similar-
mente temos que M (\) D M (A—0), onde M (A—0) é o fecho da unido de todo M (\') com
N < . Dizemos que a familia { M (\)} é continua a direita em A se M (A + 0) = M(A),
continua a esquerda se M (A — 0) = M (\) e continua se for continua tanto a direita
quanto a esquerda. Observemos que a familia { A/ (A + 0)} tem as mesmas proprieda-

des requeridas de { M ()\)} e, mais ainda, é continua a direita.

Essas propriedades podem ser escritas na forma de propriedades da familia { £(\)}

de projegdes ortogonais sobre { M (\)}. Entao,

E()) é ndo decrescente: E(\') < E(\") para X' < \". (2.7)
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s—limE\N) =0, e s—IlimE(\) =1. (2.8)

A——o00 A—00

Temos que é equivalente a
ENE(R) = E(EQX) = E(min(A, 1)). (2.9)

Uma familia {E(\)} de projec¢des ortogonais com as propriedades e é

chamada familia espectral.

As projecdes E(A £ 0) sobre M (A + 0) sao dadas por

E(A+0)=s— limE(\£e). (2.10)

e—0F

Logo, a familia { M (\)} é continua a direita (esquerda) se, e somente se, { E(\)} é uma
familia de projecdes fortemente continuas a direita (esquerda).

Toda familia espectral {E£()\)} estd associada a um operador auto-adjunto E ex-

presso pela integral de Stieltjes

A= /OO AE(N). (2.11)

o0

Definimos, também, o operador
[e%s) [e'e) 0
14| = / NdE(Y) = / ME(Q)) — / ME(). (2.12)
—00 0 —00

O dominio de |A
negativo e ker(|A|) = ker(A).

é o mesmo do operador A, além disso, |A| é auto-adjunto nado-

Teorema 2.90. (Teorema Espectral). Todo operador A : D(A) C H — H auto-adjunto
sobre um espago de Hilbert H admite uma expressdo da forma por meio de uma familia

espectral { E(\)} unicamente determinada por A.

Demonstragdo: Ver [10], pagina 356. O

Sejam A um operador auto-adjunto sobre um espago de Hilbert H,

)\0: an (A¢7¢>H e A0: sup (A¢7 (b)H

ozeen  ||Dll% ozeep  0lE
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onde D é o dominio de A em H. Segue, do teorema espectral que o(A) C (Ao, Ag]

(ver [18]], pagina 68) e, se )¢ é finito, entdo \y € o(A) (0 mesmo para Ay).

Observacao 2.91. Nas condigdes acima, se g é finito e A possui um tinico autovalor negativo

e simples, entiio A é ndo-negativa sobre um espago de codimensio 1.

De fato, seja o o autovetor associado ao autovalor \g. Denotemos
V={VeD;(V.p)u =0},

entdo

N < 0 < inf820m
ozeey  10ll%

para todo ¢ € V.

Consideremos P C H tal que (A¢, ¢)g > 0 para todo ¢ € P, entdo V = Ker(A) & P.
Dado ¢ € P, temos Ap # 0 e

(A¢7 QD)H = <¢7 AQP)H = /\0(¢a QP)H =0,

donde P é invariante por A.

Caso 0 ndo seja um ponto de acumulagdo do espectro de A, obtemos também da caracteriza-

¢do do menor autovalor que existe ¢ > 0 tal que

cllglly < (Ag, d)u,

para todo ¢ € P.

2.7 Teoria de Sturm-Liouville

Nesta secdo, estabelecemos alguns resultados basicos da teoria de Sturm-Liouville as-

sociada a equacdo diferencial sob a forma

Jo=—¢"+V(p)=0, (2.13)
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onde o potencial V'(£) é assumido valor real e continuo. Estes resultados nos dao in-

formacgdes mais precisas sobre o espectro do operador linear

Lo(W) = =¢" +[c =[O, (2.14)

o qual estd associado as ondas solitdrias ¢ que sdo solugdes de equagdes GKAV com

f(u) =uPtt/(p+ 1), a qual tratamos nos capitulos 3 e 4.
Teorema 2.92. (Teorema de oscilagdo de Sturm). Sejam ¢y e o solugdes ndo triviais das
equagoes diferenciais

o1+ Vi(p1) =0 e — ¢l + Va(pa) =0, (2.15)

respectivamente, onde V(&) é assumida sendo valor real e continua, I = 1, 2.

1. Se Vi(§) > Va(€), para & € [a,b], e p1(a) = wa(b) = 0, entdo existe y € |a, b] tal que
pa(7) = 0.

Em outras palavras, entre dois zeros contiguos de ¢, existe um zero de .

2. SeVi(&) > Va(§), para & € W C a,b], onde W tem medida de Lebesgue positiva, entdo

um ponto ~y tal que @5(7y) pode ser encontrado em (a,b) entre dois zeros de ;.

Demonstragio: Assumamos que ¢; ndo se anula em (a, b) e, sem perda de generalidade,
¢1 > 0em (a,b). Entdo

p1(a) > 0 e ps(b) <O.

Suponhamos que ¢, ndo se anula em [a, b]. Observemos que

2-15) = —pi(—¢h + Va(p2)) + 2(—¢] + Vilp1)) = 0

= pivr — ¢ipa + (Vi = 12) (e = 0.
Integrando com relagdo a £, temos

b b
0= / (105 — Plp2)dE +/ (Vi = V2)(§)prp2d€.
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Como V(&) — V(&) e 1, 2 > 0, devemos ter

b
0> / (016 — lipa)dE = P (@) pa(a) — &, (D) pa(b) > O,

o que é um absurdo, provando o item 1.

Para provar o item 2, se ¢1(a) = ¢1(b) = 0, ¢1(£), p2(§) > 0 para todo & € (a,b) e

Vi > Vo em W, verificamos de modo andlogo que

0 > ¢ (a)pa(a) — ¥ (b)pa(b) > 0,

donde segue o resultado. O

Coroldério 2.93. Se V' (§) > 0 para todo £ € [a,b] em , entdo qualquer solugdo ndo trivial

tem no mdximo um zero em [a, b].

Demonstragio: Suponhamos ¢ uma solugdo nao trivial de J que possui dois zeros em
la, b].

Observemos que ¢ = 1 é solugdo de

_1/}” + ‘/(](g)w - 07

onde 1 = 0. Assim, como V; < V em [a, b] segue do teorema de oscilagdo de Sturm

que v se anula em algum ponto entre os dois zeros de ¢, o que é um absurdo. O

Teorema 2.94. Se ¢ é uma solugdo nio trivial de ,onde V satisfaz

lim V(¢) =c >0,

|§]—o0
entdo o conjunto de zeros de ¢ é finito (provavelmente vazio).

Demonstragio: Primeiramente, segue do teorema de existéncia e unicidade de solugdes
para equacdes diferenciais que todos os zeros da equagdo sdo isolados. Consideremos
R > 0tal que V(&) > 0, para todo ¢ tal que |£| > R.

Segue entdo do coroldrio anterior que ¢ temo no maximo um zero em cada um dos

intervalos (—oo, —R) e (R, c0). O
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Corolario 2.95. Seja A < c um autovalor de J com autofungio . Entdo o conjunto de zeros

de ¢ é finito (provavelmente vazio).

Demonstragio: Basta considerar Vi(§) = V(§) — A\. Como Vi(§) - A — ¢ > 0 temos

verificado o resultado. O

Teorema 2.96. Sejam 1,y € L*(R) autofungdes de J com autovalores Ay, Ay < ¢ e com

niimero de zeros ny e no, respectivamente. Se \y > Ay, entdo ny > n;.
Demonstragdo: Ver [17], pagina 238. O

Teorema 2.97. Consideremos o operador L definido por

Lop = =" +[c— [l

e seja \g o menor autovalor associado a L,. Entdo, Ao é um autovalor simples tal que toda

autofuncio correspondente 1 satisfaz (§) > 0q. s. oup(§) < 04. s.

Demonstragio: Ver [17], pagina 239. O

Agora, estabelecemos uma descrigdo exata do espectro de £, definido no teorema

anterior. Consideremos f : R — R uma fungdo suave satisfazendo f(0) = f'(0) = 0.

Teorema 2.98. Suponhamos que ¢ € L*(R) satisfaz

—" +cp— f(p) =0, (2.16)

com ¢ > 0 e ¢' tendo exatamente um inico zero. Entdo, o operador diferencial

Lop = —=¢"+[c— f(p)]Y

definido em L*(R) tem exatamente um autovalor negativo e simples \o; 0 autovalor zero é
simples com autofungdo associada ¢'; e existe § > 0 tal que todo A € o(Ly) — {No, 0} satisfaz

A > 0.

Demonstragio: Da igualdade (2.16), segue que ¢ € H*(R), para todo s € Re Loy’ = 0.

Além disso, zero é um autovalor simples de £y, pois o Wronskiano de duas solugdes
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em L*(R) da equagdo Ly = 0 é zero. Como Loy’ = 0, resulta, do Teorema que
o menor autovalor de £y, Ay, satisfaz Ay < 0 < w, é simples e possui um autovetor

positivo associado.

Vejamos, agora, que ndo existem autovalores de £, no intervalo (A, 0). Com efeito,
suponhamos que exista A € (Ao, 0) tal que Loy = Ay, com ¢y € D(Ly) \ {0}. Entao,
como [w — f'(¢(§))] = 0 quando |£| — oo, segue do Teorema que ¢; deve ter no
minimo um zero. Aplicando novamente o Teorema mas agora no intervalo (), 0),
devemos ter que ¢’ tem no minimo dois zeros , 0 que é uma contradi¢do. Finalmente,

a existéncia de um niimero positivo § segue do Teorema O

2.8 Teoria de Semigrupos

Exibimos, nesta se¢do, alguns resultados sobre integracdo de fung¢des vetoriais.

Consideremos f : (a,b) — X uma func¢do continua, onde X é um espaco de Banach
(real ou complexo). Dada uma decomposicdo 7 de [a,b], isto é, n + 1 ntimeros reais

to, t1, ..., t, satisfazendo a condigado
a=ty <t <..<t,=b

e numeros reais §;, i = 1,...,n, §; € (t;_1,t;) definimos a soma de Riemann de f por
oa(f) =) (t: —ti1) f(&) € X.

=1

Definimos |7| = maz {t; — ti_1}. Temos que o,(f) tem um limite x € X quando
<i<n

|| — 0. Dizemos que z é a integral de f em [a, b] e escrevemos

- limaw(f):/ F(t)dt.

||—0

Para integral de fung¢des vetoriais valem as regras usuais:

1. Se K é uma constante,

/ab K F(t)dt = K/abf(t)dt.

2. [Y(f+g)(t)dt = [7 f(t)dt + [ g(t)t
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3. Sea < ¢ <b entdo

LU@@:AV@&+K%@@

41 J2 p@pdel < 1Sl
5. 1L} S0t < maz | F)]|(b — a).

Proposi¢do 2.99. Para todo t € [a, b] temos

éa@oh/ flrydr = £t).

Demonstracdo: Ver [7]. O

Teorema 2.100. (Teorema Fundamental do Calculo). Se F' é diferencidvel em [a,b] e

F'(t) = f(t), t € [a,b], entdo

Demonstracdo: Ver [7]. O

Teorema 2.101. Sejam A um operador linear fechado de X e f uma fungdo continua em [a, b]

com valores em D(A) e tal que Af é continua em [a, b]. Entdo

/%@ﬁemm

AlwﬁMﬁ:LZH@Mt

Demonstracdo: Ver [7]. O

A integral imprépria de uma fungdo continua f : [a, 00) — X é definida por

/f Hdt = lim f()

p—00

quando esse limite existe. Nesse caso, diz-se que a integral / f(t)dt é convergente.
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Diz-se que a integral é absolutamente convergente se existir o limite

p
tim [ 170

Teorema 2.102. (Teste de Weierstrass). Sejam f : [a,00) x A — X, A um subconjunto
aberto de C, continua em t € [a,00), para cada A € A, e M : [a,00) — R continua e positiva

emt € [a,00). Se || f(t,\)||x < M(t), para todo (t,\) € [a,00) X A, e

/0 Mt

/:O F(t, Nt

converge absolutamente para cada \ pertencente ao conjunto A e a convergéncia é uniforme

converge, entao

nesse conjunto.
Demonstracdo: Ver [7]. O

Teorema 2.103. Se [ e a% f sdo continuas para (t,\) € [0,00) x A, A um aberto de C,
[ F(t, N)dt é convergente para cada X € Ae [ 2 f(t,\)dt é uniformemente convergente

em A, entdo
o [ <9
a/a flt, Ndt —/a 5f(t’ A)dt.

Demonstracdo: Ver [7]. O

2.8.1 Subgrupos de Classe ()

Definicao 2.104. Seja X um espago de Banach. Diz-se que uma aplicacio S : Rt — B(X) é

um semigrupo de operadores lineares limitados de X se:

1. S(0) = I, onde I é o operador identidade de B(X);

2. S(t+s) = S(t)S(s), para quaisquer t,s € RY;

Dizemos que o semigrupo S é de classe C se

3. lim || (S(t) —I)x ||= 0, para todo x € X.
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Proposicdo 2.105. Se S é um semigrupo de classe Cy, entdo || S(t) ||a é uma fungdo limitada

em todo intervalo limitado [0, T.
Demonstracdo: Ver [7]. O

Corolério 2.106. Todo semigrupo de classe Cy é fortemente continuo RY, i. é., se t € R entiio

limS(s)x = S(t)x,Vr € X.

s—t

Demonstracdo: Ver [7]. O

Observacao 2.107. Os semigrupos de classe Cyy sido conhecidos como semigrupos fortemente

continuos.

Defini¢ao 2.108. Um funcional p em um espago vatorial X é uma aplicagio p : X — R que

satisfaz, para quaisquer £,n € X,

p(&+n) < p&) +pn).

Lema 2.109. Seja p uma fungio subaditiva em R* e limitada superiormente em todo intervalo

. 13 .
limitado. Entdo ]y tem um limite quando t — +oo e

lz'm]ﬂ = mf]Lt) (2.17)

Demonstracdo: Ver [7]. O
Proposicao 2.110. Seja S um semigrupo de classe C. Entdo

im PO e 0 1S@) Dl (2.18)

t—o00 t t>0 t

e para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que

| 5(t) lx< Mev, vt > 0, (2.19)

Demonstragio: Por propriedade de logaritmos e pela definicdo de semigrupo vemos
que a fungdo In|S(t)||x é uma aplicacdo subaditiva sobre R*. Mais ainda, pela Propo-

si¢do[2.105| é limitada superiormente em todo intervalo limitado.
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Assim, pelo Lema 2.109), temos

o Il S

t—o0 t >0

g mISOlx

In||S(t
Se w > wy podemos determinar ¢, tal que se ¢t > ¢,, entdo M <w

Além disso, existe M, > 1 tal que ||S(t)||x < M, para todo ¢t € [0,%]. Se w > 0,
temos, para todo ¢ > 0,

In||S(t)||x < wt+ InMo,

donde, pondo M = M,,
1S(#)][x < Me™".

Sew < 0et >t,segue que ln|S(t)||x < wt <0 <wt—wty, edai, para todo ¢t > 0,
In||SH)|lx < w(t—to) + InMp.
Pondo M = Mye ", temos o desejado. O

Definicao 2.111. Quando wy < 0, existe M > 1 tal que
| S(t) |x< M, ¥t > 0.
Nesse caso diz-se que S é um semigrupo uniformemente limitado de classe Cy. Se, além disto,

M =1, S édito semigrupo de contragdes de classe C.

Definicao 2.112. O operador A com
D(A) = {x € X; limmx existe}
h—0  h

definido por
Ax = lim%z#m € D(A)

h—0

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

-1
Vamos designar por A, o operador linear limitado %, h > 0.

Proposicdo 2.113. D(A) é um subespaco vetorial de X e A um operador linear.
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Demonstracdo: Ver [7]. O

Proposicao 2.114. Sejam S um semigrupo de classe Cyy e A o gerador infinitesimal de S.

1. Se x € D(A), entio S(t)x € D(A), para todot > Oe

%S(t}x = AS(t)x = S(t)Ax; (2.20)
2. Sex € D(A), entdo
S(t)r — S(s)x = /t AS(T)zdr = /t S(7)Azdr; (2.21)

3. Sex € X, entdo f(f S(t)xdr € D(A) e
Stix—x=A (/t S(T)xdT) : (2.22)
0

Demonstragio: Seja t > 0 fixo. Para todo h > 0

S(t + h) — S(t)

r=AS(t)r = S(t)Apz.

Se x € D(A), entdo S(t)Anx é convergente quando h — 0 e, assim, S(t)z € D(A) e

lim S(t+ h})L — S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

h—0t

Por outro lado, se 0 < h < t, temos

S(t —h) — S(t)
—h

x=S8(t—h)Apz =St — h)(Apxr — Azx) + S(t — h) Ax.

Como ||S(t — h)

é limitado, para h € [0,] e, como = € D(A), entdo

S(t — h)(Apz — Az) — 0,se h — 0.

Pela continuidade de S,

S(t+h)—S(t)

lim x=AS(t)x = S(t)Axz,

h—0—
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provando o item 1.

Integrando

d
ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax

no intervalo [s, t] verificamos o item 2.

Observemos agora que

A, /0 S(r)adr = + / (S(h) — 1)S(r)zdr

h Jo
1 t+h 1 h
= E/t S(T):L‘dT—E/(; S(7)xdr.

Fazendo h — 0, temos
t
Ah/ S(r)zdr — S(t)x —«
0
pela continuidade de S, concluindo o item 3. O

Proposicao 2.115. 1. O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cyy é um operador

linear fechado e seu dominio é denso em X.

2. Um operador linear A fechado e com dominio denso em X é o gerador infinitesimal de, no

mdximo, um semigrupo de classe Cj.
Demonstracdo: Ver [7]. O

Exemplo 2.116. A fungio exponencial e' restrita a t € R* é um semigrupo de classe Cj,.
O gerador infinitesimal de e' é a fungdo identidade, pois

eh — 1

N z— Iz

<

o0 hn
_ SO < e - 1) — 0
—~ n!

00 hn_l
Z( 31! Lo

n=1

quando h — 0.

Defini¢do 2.117. Sejam S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal. Se A° = I,

Ay = Ae, supondo que A" esteja bem definido, vamos definir A™ pondo

D(A™) = {z;2 € D(A" ') e A" 'z € D(A)}
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Atz = A(A™ 'z), para todo x € D(A™).

Proposicao 2.118. Sejam S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal. Entdo:

1. D(A™) é um subespago de X e A™ é um operador linear de X;
2. Sex € D(A"), entdo S(t)x € D(A") paratodot > Oe

%S(t)x = A"S(t)x = S(t)A"z , para todo n € N;

3. sex € D(A"), entdo vale a formula de Taylor

3
—

(t—a)*
k!

n i ol / (t — )" TA"S(7)adr;

S(t)r = A¥S(a)x +

i

0

t t
4. (S(t)— D"z = / (/ S(m+ ...+ Tn)AnfL‘dTl) ...dt,, para todo x € D(A™);
0 0

5. ND(A") é denso em X.

n

Demonstracdo: Ver [7]. O

2.8.2 Geracao de Semigrupos

Teorema 2.119. Seja S um semigrupo de classe Cy com gerador infinitesimal A. Se Re\ > wy,
onde
InflS()]x

I

wy = lim
t—+00

entdo \ € p(A), existe a integral

/ e MS(t)xdt,
0

para todox € X, e
R\ A)x = / e MS(t)xdt,
0

para todo v € X.
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Demonstragio: Sejam (i, w nimeros reais tais que ReA > p > w > w,. Entdo, pela

Proposicdo|2.110, existe M > 1 tal que

1S#)]|x < Me*,t > 0.

Assim,
le™S(t)llx < Mt =8V a]|x < Me™ | x. (2.23)
A aplicagdo e S(t)z é continua, portanto integrével, e também
T et !
Me dt = ——, (2.24)
0 H—w
segue-se, entdo, do teste de Weierstrass que a integral

R,\(x)/ e MS(t)xdt, Rel > w,x € X
0

é convergente. Além disso, R, € linear e, por (2.23) e (2.24), limitada.

Temos

L[~ x L= x
ApRy(z) = — e MS(t+ h)xdt — — e MS(t)xdt
h Jo h Jo
A1 oo A [k
= / e MS(t)adt — — [ e MS(t)adt,
hJo hJo
donde

lim ApRy(x) = AR\x — x,

h—0t+

para todo x € X.

Segue daf que

Ry\(z) € D(A) ,paratodo z € X e (Ald— A)R\(z) = z. (2.25)
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Por outro lado, como A é fechado e S(t)Ax = AS(t)x, se x € D(A), entdo

Ry(Ax) = /Ooe_’\tS(t)A:Bdt

0

= / Ae S (t)xdt

0

= A/ e MS(t)xdt
0

Disso e de (2.25), vem que
Ry\(A\d— A)z =z,
para todo x € D(A). Dai
Ry = (Md— A" = R(), A),
como queriamos demonstrar. O

Corolario 2.120. Nas mesmas condicdes do teorema anterior:

i S
SR\ A) = (<1 RO, A = / M=) S (t)xdt, Yz € X.
0
Demonstracdo: Ver [7]. O

Lema 2.121. Sejam A um operador linear fechado com dominio D(A) C X densoem X e M e

w nimeros reais tais que, para cada real X > w, temos A € p(A) e

IR, A" x < —VneN. (2.26)

M
(A —w)
Consideremos By = N>R(\, A) — A, A > w, entio

1. lim Byx = Az, z € D(A);

A—00

2. ||eBBA|| < Me? VA > A(v);

3. e'Bx converge fortemente para um operador linear limitado quando X — oo.
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Demonstragido: Como R(\, A)(A] — A) = I, entdo
AR(MA)—1=R(\AA,
donde, se x € D(A),
IARO\ Az — allx = RO, A) Ay < M| Az]lx (A —w)™ =0
quando A — oo. Ou seja,

lim AR\, A)x = z,Vo € D(A).

A—00

Por (2.26), com n = 1, temos
INROA, A)|lx < MIA(A —w) ™! < 2M,

para A suficientemente grande.

Logo, pela densidade de D(A) em X,

lim AR\, A)x = z,Vx € X.

A—00

Assim,
lim Byx = lim AAR(X\, A) — Iz = lim AR(\, A) Az = Ax,
A—00 A—00 A—00

0 que prova o item 1.

Observemos que

tB)\HX

2 _ (tA2)"R(X, A)"
= [Je AT ¢ = e IIZ x

e

assim

3

t)\w()\fw) -1

0 2\n n o
HetB>\HX < efAtZ (tA ) ||R(A7A) ||X f)\tM A —w 12

n!
n=0 n=0

n!

Como Aw (A — w)™t — w quando A — oo, se v > w, existe A(7) tal que A(y)w(A(y) —
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w)~! <, eassim,

le"lx < Me",

se A > A(7) e temos provado o item 2..

Escrevemos, agora, ¢'?» = S, (). Notemos que, para cada \ e p,
B,S\(t) = S\(t)B,,,

pois B, By comutam e
[e.e]

S\ =Y tnjﬁ.
Logo,
|Sx(t)x — Su(t)z||x = /0 C%[Su(t — 7)S\(7)x|dT = /OOO S, (t —7)S\(T)[B) — B,xdr,
e dai

[Sx(#)z = Su(t)zl[x < / 1S.:(t = T)S\(D) x| Bx = Byllxzdr < M?*e" || Bxx — By||xt,
0

para A\, ;> A(y) ey > w.

Pelo item 2., ||Byz — B,z|[x — 0 quando A, u — oo, para todo z € D(A). Logo,
Sy (t)x converge em D(A) e a convergéncia é uniforme em relagdo a ¢t em cada intervalo
finito [0, T]. Pela densidade de D(A) em X e como S, (¢) é limitado quando A — oo, a

convergéncia vale para todo =z € X.

Segue-se do Teorema de Banach-Steinhaus (ver [4], pagina 66) que existe um ope-
rador linear limitado S(t) tal que

lim S\(t)x = S(t)x,

A—00

para todo z € X e a convergéncia é uniforme em intervalos fechados, o que mostra o

item 3. O

Teorema 2.122. (Hille-Yosida). Para que um operador linear A, definido em D(A) C X e
com valores em X, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe C é necessdrio e

suficiente que:
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1. A seja fechado com dominio denso em X;

2. Existam niimeros reais M e w tais que, para cada real X > w, se tenha A € p(A) e

M
IR\, A)"|x < m,vn e N.

Demonstragido: Suponhamos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo S de

classe Cy. Pela Proposi¢do[2.115, segue o item 1.

Para cada

l t
—00

existe, pela Proposigdo2.110, M > 1 tal que
1S@)lx < Me™,

para todo ¢ > 0.
Pelo Teorema[2.119} se A > w, entdo A € p(A) e, pelo Corolario [2.120

R\ A)x =

1)~ 1 dn 1
_) R(\, A)

(=
(n— 1)l d\n1
(

R
_ (n—l)./ (—t)" 1S (t)dt
1

= (n_l)!/ooo e M) 1S (t)adt.

Logo,

M

—_ N
()\—w)”’ne

M o0
RN, A)"|[x < m/o e~ w1y —

e, portanto, a condic¢do 2. é necessdria.

Por outro lado, consideremos, para cada A > w, Sy como definido no Lema 2.121
Como B, é um operador linear limitado sobre o espaco de Banach X, entdo , é um
semigrupo de classe C. Entdo

S(0)x = limSy(0)x =z

A—00
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S(t+s)x = limS\(t+s)z

A—00

= lim S\(t)Sx\(s)z

A—00

= S(t)S(s)x,

paracadaxz € X et,s > 0.

Além disso, S(t)z é o limite uniforme de S, (t)z e, portanto, continuo. Consequente-
mente, S é um semigrupo de classe C,. Vamos mostrar que A é o gerador infinitesimal

do semigrupo S.

Sejam A > A\(y) ex € D(A),

1S3 (t)Baz — S(HAz||lx < [|Sx(t)BaaSa(t)Az||x + ||Sx(t) Az — S(t) Az x

IN

[Sx(®)l|x[[Baz — Ax|lx + [|Sx(t) Az — S(£) Az x
< Mte"||Byx — Az||x + ||S,(t) Az — S(t) Az | x

Fazendo A — oo temos, para todo z € D(A), que B,z — Axz e que S,(t)Ar —

S(t)Az uniformemente em relacdo a t em todo intervalo [0, 7']. Portanto, de
t
S,\(t)ZE — T = / S)\(T)B)\ZL’CZT,
0

temos

t
S(t)r —x = / S(t)Azdr, ¥z € D(A).
0
Seja B o gerador infinitesimal de S. Entdo, para todo 2 € D(A), pelo Corolério[2.99,

t)x — 1 [
Bx = lim SWr—w = lim— | S\(7)Axdr = S\(0)Az = Ax.

t—0+ t t—0+ 1 Jo

Observemos que se A € p(A) e A > w, entdo A € p(B), dai

(M — A)YD(A) = X, (A — B)D(B) = X



2.8 Teoria de Semigrupos 64

e como B = A sobre D(A),
(M —ADA)=X,(\l-—B)DA) =X

donde
D(A) = (M — B)"'X = D(B).

Portanto, A é o gerador infinitesimal do semigrupo S. O

Coroldrio 2.123. Para que um operador linear A seja gerador infinitesimal de um semigrupo
de classe Cy tal que ||S(t)||x < e, t > 0 é necessdrio e suficiente que A seja fechado com

dominio denso em X e se A > w, entdo A € p(A) e

1
A < —.
IO A)llx < 5=

Demonstracdo: Ver [7]. O

Corolério 2.124. Para que um operador linear A seja gerador infinitesimal de um semigrupo
de contragdes lineares de classe C\ é necessdrio e suficiente que A seja fechado com dominio

denso, (0,00) C p(A) e, para todo A > 0,

AR A)fx < 1.

Demonstracdo: Ver [7]. O
Corolario 2.125. Sejam S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal. Se By =

NR(NA) — M, X\ > w > wy, entdo

S(t)r = limeP z,
A—00

para todo x € X.
Demonstracdo: Ver [7]. O

Observagao 2.126. Para simplificar a escrita, vamos escrever A € G(M,w) para indicar que
A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares limitados S de classe Cy

que satisfaz a condigdo ||S(t)||x < Me“'x, para todo x € X.
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Sejam X um espaco de Banach, X* o seu dual e (-,-) a dualidade entre X e X*.

Definimos, para cada = € X,
J(z) ={a" € X*; (z,27) = ||=|* = ||l="|"}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (ver [4], pagina 27), J(z) # (), para todo =z € X.
Definimos uma aplicagdo dualidade como sendo qualquer j : X — X* tal que j(z) €

J(z), para todo x € X. Observemos que toda aplicagdo dualidade é uma isometria.

Defini¢ao 2.127. 1. Dizemos que o operador linear A : D(A) C X — X é dissipativo se,

para alguma aplicagdo dualidade j tivermos

Re(Ax, j(x)) <0, para todo = € D(A).

2. Dizemos que A é m-dissipativo se for dissipativo e R(A — A) = X, para algum X > 0.
3. A é dito ser acretivo (m-acretivo) se — A for dissipativo (m-dissipativo).

Proposicao 2.128. Se A é dissipativo, entdo
AT = A)zllx = Allzlx,
para todo x € D(A) e todo A > 0.
Demonstracido: Ver [7]. O

Proposicdo 2.129. Se A é m-dissipativo e R(\g — A) = X, \g > 0, entdo
1. Xo € p(A) e A é fechado;
2. (0,00) C p(A);
3. R(A—A) =X, para todo X\ > 0.

Demonstragdo: Ver [7], pagina 38. O

Teorema 2.130. (Lumer-Philips). A € G(1,0) se, e somente se, A é m-dissipativo e densa-

mente definido.



2.8 Teoria de Semigrupos 66

Demonstragido: Se A € G(1,0) entdo, pelo Coroldrio 2.124] A é um operador fechado,
densamente definido e (0,00) € p(A), donde R(A — A) = X, para todo A > 0. Além

disto, para cada aplicacdo dualidade j, temos
Re(S(t)z, j(x)) < [(S(t)x, )| < |1SHz|x i ()] x < %

pois, por hipétese ||S(t)z||x < ||z| x para todo z € X.
Portanto,

Re(S(t)x — =, j(z)) = Re(S(T)x, j(2)) — [|l=[IX <0,

donde, dividindo por ¢ e passando ao limite quando ¢ — 0, temos
Re(Ax, j(z)) <0,

para todo = € D(A), e obtemos que A é dissipativo.

Reciprocamente, se A é m-dissipativo, entdo, pela Proposicdo [2.129, A é fechado,
(0,00) C p(A) e, pela Proposicdo[2.128

lzllx = [I(A = A)(A = A) " zllx > All(A = A)alx,

ou seja,

. 1
1A =A)zllx < Sllellx,

paratodoxr € X e A > 0.

Logo,

1
IR Allx < 5

>

para todo A > 0. (N

Teorema 2.131. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e S um semigrupo de classe Cy com
gerador infinitesimal A. Entdo, definindo S* : Rt — B(X*) por S*(t) = S(t)*, para todo

t € RY, S* é um semigrupo de classe Cy e A* seu gerador infinitesimal.
Demonstragdo: Ver [7]. O

Observacao 2.132. A familia de operadores S* definida no Teorema [2.131| é chamada semi-

grupo adjunto de S(t). Tal semigrupo ndo é necessariamente de classe Cy, pois a aplicagdo
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S(t) — S*(t) pode nio conservar a continuidade forte de S(t).

Definicao 2.133. Dizemos que uma aplicagio S : R — B(X) é um grupo de operadores

lineares limitados de X se
1. S(0) = I, onde I é o operador identidade de B(X);

2. S(t+s)=S5(t)S(s), paratodot,s € R;

Dizemos que S é um grupo de classe Cy se

3. img | (S(t) —I)x ||= 0, para todo x € X.

O gerador infinitesimal de S é definido por

Az = lim%xﬁ’x € D(A),

h—0

onde
-1
D(A) ={z € X lim%x existe}.
h—0 h
Proposicao 2.134. Para que A seja um gerador infinitesimal de um grupo de operadores linea-

res limitados de classe Cy, é necessdrio e suficiente que +A e — A sejam geradores infinitesimais

de semigrupos de classe Cy.

Demonstragio: Seja A o gerador infinitesimal de um grupo de operadores lineares S de
classe C. Entdo as restrigdes de S a R* definidas por 5. (t) = S(t) e S_(t) = S(—t) sdo
semigrupos de classe Cj.

Escrevemos A, A_ os geradores infinitesimais de S, e S_, respectivamente. Ob-

servemos que se z € D(A), entdo

S_(h)—1I

o Sy(h) =1 .
lim ———x = lim ——— =,
h—0t h h—0t

pois o limite existe. Assim, D(A) C D(A. ), D(A_). Mais ainda, Az = A,z = A_x.

Caso = € D(A,), observemos que

S (hWr—z r— S, (h)r
Jim = = lim S ()T = A,
donde existe o limite
_ Sh)x —=x
lim
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o que mostra que = € D(A), e assim, A, = A.
Da mesma forma, verificamos que A_ = A, provando a necessidade.

Por outro lado, suponhamos que A e — A sejam geradores dos semigrupos de classe

Co Sy e S_, respectivamente. Pelo Coroldrio 2.125, sabemos que

S+ (t)l‘ — l@m et(/\2R()\,A)*)\I):E e S, (t)[lj' _ lzm et()‘zR()\yfA)*)\I):E.
A—00 Moo

Logo, S_(t) comuta com S, (t), donde T'(T') = S_(t)S,(t) é um semigrupo de classe Cj.

Seja B o gerador infinitesimal de 7. Notemos que

T(h)—1 B S_(t)S(t) -1
T h 0T h v
_ S+<t>8_(t})L—I$+S+(t})L—Ix
Logo,
T(h)—1

. z— —Ax+Ax =0

se h — 0" ez € D(A). Entdo D(A) C D(B) e B(x) = 0 para todo = € D(A). Segue da
densidade de D(A) em X e do fato de B ser fechado que Bz = 0, para todo = € D(B).
Assim, S_(t) = ST (t).

Consideremos o operador

S.(t) se t=>0,
S_(t) se t<0

S(t) =

Pelas propriedades dos semigrupos Sy e S_, verificamos que S; é um semigrupo de

classe ) com gerador infinitesimal A, o que encerra a demonstragdo. O

Teorema 2.135. Para que A seja gerador infinitesimal de um grupo de classe Cy é necessdrio e
suficiente que A seja fechado, densamente definido e existam constantes reais M e w tais que se

Aéreale |\ > 0, entdo N € p(A) e

M
A lx £ ——— :

Demonstracdo: Ver [7]. O
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Definic¢do 2.136. Um grupo S de operadores lineares limitados de um espago de Hilbert é dito
grupo unitdrio se S(t)* = S(t)~, para todo t > 0. Tem-se ||S(t)z||x = ||z||x, para todo

semigrupo unitdrio S, pois
IS5 = (S(t)z, S(t)x) = (S@)"S ()7, ) = (w,2) = ||=]%-

Teorema 2.137. (Teorema de Stone). Um operador linear A de um espago de Hilbert H é o

gerador infinitesimal de um grupo unitdrio de classe C se, e somente se, A* = —A.

Demonstragio: Suponhamos A o gerador infinitesimal de um grupo unitario S de classe
Cy. Pela Proposicao [2.134} A é gerador infinitesimal do semigrupo S e —A é gerador

infinitesimal do semigrupo S_.

Pelo Teorema|2.131| A* é o gerador infinitesimal do semigrupo S7 . Entdo de S% (h) =
S* =S(h)*=S(h)~! = S(—h) = S_(h), temos

edai D(A*) = D(A) e A*x = — Az, para todo x € D(A). Logo, A* = —A.
Reciprocamente, suponhamos A* = —A. Da existéncia de A segue a densidade de

D(A) em X. Além disso, para todo = € D(A), temos

(Az,2)x = (x, A"x)x = —(x, Ax)x = —(Az,x)x,

e dai Re(Ax,z)x = 0. Assim, os operadores A e —A sdo dissipativos. Segue, entdo,
da Proposicdo2.128 que (I — A) e (I + A) s&o injetivos e, para todo z € D((I £ A)™),
tem-se ||z||x = ||[(I £ A)(I + A)'z||x > ||(I £ A)~'z||x, donde ||(I £ A)'z|x < 1.

Além disso, como o operador adjunto é fechado segue-se, de A* = —A, que (I+A)™*
sdo fechados. Portanto, para mostrar que R(I + A) = X é suficiente mostrar que
R(I + A) = D(I + A)~! é denso em X. Seja, para isso, y € X tal que (z,y)y = 0
para todo x € R(I =+ A). Entdo, para todo x € D(A), temos ((I £ A)z,y)y = 0 e dai
(Az,y)m = (2, +y)n, donde y € D(A*) e —Ay = A*y = +y. Logo, Re(Ay,y)u = Fllyl%
e, como Re(Ay,y)y = 0 segue-se que y = 0. Concluimos que R(I + A) = X.

Pelo Teorema de Lumer-Philips, A e —A geram semigrupos de classe Cj e dai, pela

Proposicdo 2.134, A gera um grupo, S, de classe Cj. Resta mostrar que S é unitario.
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Notemos que o semigrupo S_ gerado por —A = A* donde, pelo Teorema 2.131, S* é
gerado por A** = A. Portanto, S_(t)* = S(t) e como S_(t) = S(—t) = S(t)! tem-se
(S(t)~h* = S(t),isto &, S(t)~! = S(t)*, como queriamos. O



CAPIiTULO 3

UM CRITERIO DE INSTABILIDADE
LINEAR TRANSVERSAL PARA ONDAS

SOLITARIAS

Neste capitulo, estudamos um problema generalizado de autovalores sob a forma
cgA(k)U = L(k)U, (3.1)

onde L(k), A(k) sdo operadores (possivelmente ndo limitados) que dependem suave-
mente de um parametro real & em algum espaco de Hilbert. Nosso objetivo é apre-
sentar um critério que assegure a existéncia de o > 0 e k # 0 tal que (3.1) tenha uma

solucgdo nao trivial U.

Nossa motivagdo para este problema é o estudo de instabilidade transversal de
ondas solitdrias em equagdes diferenciais parciais hamiltonianas. Consideramos o tra-
balho desenvolvido por F. Rousset e N. Tzvetkov em [19], que nos fornece um critério
de existéncia de solugdo néo trivial para o problema sob a condi¢des abaixo.

Consideramos um espacgo de Hilbert real Hcom produto escalar (-, -) z. Assumimos
que L(k) é um operador auto-adjunto ndo-limitado com dominio D continuamente
imerso em H e independente do parametro real k. Mais ainda, L(k) é um operador
de D para H dependendo suavemente de k. Finalmente, também assumimos que
A(k) € L(D, H) e dependendo suavemente de k. Uma dependéncia C'! é, no momento,
suficiente para nossos propoésitos.

Nossas principais hipdteses serdo as seguintes:

(H1) Existem K >0e « > 0 tais que L(k) > al, sempre que |k| > K;

(H2) O espectro essencial o..s(L(k)) de L(k) estd contido em [c;, 00), com ¢ > 0,
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para k # 0;
(H3) Para quaisquer k; > ko > 0, temos L(k;) > L(k). Além disso, se para algum
k> 0eU # 0 tivermos L(k)U = 0, entdo (L'(k)U,U)y > 0, onde L'(k) é a derivada de

L com respeito a k;

(H4) O espectro o(L(0)) de L(0) é da forma {—A} U J, onde —\ < 0 é um autovalor

simples isolado e J C [0, c0).

Teorema 3.1. Assumindo as hipéteses (H1)-(H4), existem o > 0,k # 0e U € D\ {0} solugdes
para o problema

o(A(K)U = L(k)U.

Demonstragio: O primeiro passo é provar que existe ky > 0 tal que L(k() tem um ntcleo

unidimensional.

Vamos definir

f(k) = inf (L(K)U,U)n.

IUla=1
Como L depende suavemente de k e o produto interno é uma aplicagdo continua temos

que f estd bem definida em R.
Observemos que, por (H4),

£0) = inf (LOU,U)g < (=AU, U\ ==X || U [|;= A <0,

Ul =1

onde U, é a autofungdo unitaria associada ao autovalor — ), e portanto f(0) < 0.

Por outro lado, por (H1) temos que, se k € R é tal que |k| > K, entdo, para todo
UeHcom|Ulg=1,

(L(k) —a)U,U)g >0 <= (L()U,U)g — (aU,U)yg >0
= (LU, V) za| Ul
<~ (L(k)U,U)y >0,

ou seja, f(k) > 0.
Por hipétese, L depende suavemente de k, portanto, f é continua em R. Segue,
entdo, do Teorema do Valor Intermedidrio que f se anula em [0, K'). Logo deve existir

um menor k, positivo tal que f(ky) < 0. De fato, como f(0) < 0, existe ¢ € R tal que
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f(k) <0, para todo k € (—¢,¢). Como f(K) > 0, temos pela continuidade de f existe
0 < ko < K tal que f(ko) =0e f(k) <0,sek €0, ko).

Como L(k) é auto-adjunto, sabemos que o(L(k)) C [Ao, Ao, onde

L L
vo— ing BRUD (LR D)
UeD\0 U 1% UeD\0 11U 1%

Escolhemos k € [0, ko) tal que f(k) < 0.

Se k = 0, temos por (H4) que —\ € o(L(0)) \ 0ess(L(0)) é um autovalor negativo
simples. Se k # 0, temos por (H2) que o.ss(L(k)) C [0, 00). Com efeito,

L (LU, U)u , U U
N = inf ————— = inf (L(k , = f(k),
" e 10T ke MU o W
logo X\ é finito e, portanto, é um autovalor de f. Como

f(k) <0, X € a(L(k)) \ 0ess(L(k)) e assim Ay é um ponto isolado do espectro e tem

multiplicidade finita.

Notemos que )\, é o tinico autovalor negativo e tem multiplicidade 1. Com efeito,
se supormos dois autovetores distintos de L(k) associadas aos autovalores negativos,
teremos que L(k) é negativo sobre um subespaco de D de dimensao 2. No entanto, de
(H3), temos que L(0) < L(k), e entdo, L(0) também sera negativo sobre tal subespaco,

o que contradiz (H4).

Logo, para todo k € [0, ko), temos que L(k) tem um tinico autovalor negativo e este

é simples.
Como
) (L(ko)U,U)n ) ( U U
an—: an L(kj )—’— :f(/{j):O,
vepo 1UT%  wepo\ " CHUTa TUNa)u 0

temos que 0 é um autovalor de L(k) e, por (H2), tem multiplicidade finita. Logo, L(ko)
tem ntcleo ndo-trivial de dimenséo finita (ver se¢do 2.6.2, teorema [2.90).

Vamos verificar que o nticleo de L(kj) tem dimensdo igual a 1.

Consideremos, caso exista, k € (0, ko) tal que L(k) tenha um ntcleo trivial. Como
L(k) tem um tinico autovalor negativo e este é simples, entdo L(k) é ndo-negativo sobre

um espago de codimensao 1.
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Suponhamos, por absurdo, que existem U,V € D \ {0}, com (U,V) = 0, tais que
L(ko)U = L(ko)V = 0. Entao, por (H3),

(LU, U)yr < (L(ko)U, U)gr =0 e (L(E)V, V)i < (L(ko)V, V) = 0.

Como Ker(L(k)) = {0} segue que L(k) é negativo sobre {U,V'}, o que contradiz
L(k) ser positivo sobre um espago de codimensdo 1. Portanto, Ker(L(ky)) tem dimen-
sdo 1.

Agora, seja k; € (0, ko) tal que o ntcleo de L(k;) é ndo-trivial. Denotemos ¢ a auto-
fungdo associada ao autovalor negativo de L(k;), entdo este operador é ndo-negativo

sobre

V=[] ={V € D;(V,9) = 0}.

Mais ainda, por (H2), seguindo a notagdo da Observacao temos a decomposi-
¢do ortogonal

V= Ker(L(k))) &, P,

com P invariante por L(ky) e L(k;) coerciva em P.

Como L(k;) é coerciva em P existe a > 0 tal que (L(k1)U,U)y > « || U |3}, para
todo U € P.

Como H é um espacgo de Hilbert real e L(k) é auto-adjunto, entdo, para quaisquer
Uvevy,
(LU, V)i + (L), U) g = 2(L(R)U, V).

Seja U € V \ {0}, podemos escrever U = U; + Uy, com U; € Ker(L(ky)) e Uy € P.

Assim,

(L(k)U,U)g = (L(k)(Uy + Us), (U + U2))

(L(k)Uy, U + (L(k) Uy, Ug) g + (L(k1) Uz, Uy g + (L(k1)Us, U

Vv

2(L(k) UL, Us)g +a || Us ||

v

o Us |

0.

V
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Logo, para k € (k, ko) suficientemente préximo de k;, temos
(L(k)U,U)y > 0,

paratodo U € V.

Como L(kg) > L(k), por (H3), segue que L(k,) é estritamente positivo sobre V e
como este tem codimensdo 1 e o ntcleo de L(ky) é ndo-trivial, entdo Ker(L(ky)) tem
dimensao 1.

Sabemos que L(kj) é ndo-negativa. Consideremos U € H ndo nulo tal que
(V,U)y = 0, para todo V € R(L(ko)), entdo (L(ko)U,U)n = 0. Segue da positividade
de L(ko) em V que U € Ker(L(ky)). Além disso, como L(k;) é auto-adjunto, temos
para todo U € Ker(L(kg)) etodo V € D, que

(L(ko)V, U = (V, L(ko)U)r = 0.

Assim, codim (R(L(ko))) = dim (Ker(L(ko))) = 1.
Seja p € D o tnico elemento ndo-nulo tal que L(kq)¢ = 0. O espago [p]* é invariante

por L(ko). De fato, dado U € [¢]*,

(L(ko)U, p)r = (U, L(ko))m = 0.

L — [¢]* é auto-adjunto.

Dessa forma, o operador L(ko) : [¢]
Consideremos a aplicagdo G : R x R x [¢]* — H definida por G(o,k, V) = L(k)p +
L(k)V —oA(k)p —oA(k)V. Podemos, entdo, reescrever o problema (3.1) e procurar por

U=+ V,V €p'tal que

Glo,k, V) =0. (3.2)

Usamos o Teorema da Funcdo Implicita para olharmos para V' e £ em funcao de o.
Notemos que (0, ko, 0) é uma solugdo ndo-nula de (3.2) e que a derivada de Fréchet de
G(0,V, k) no ponto (0, ko, 0) é dada por

Dy G(0, ko, 0) : Rx[p]t = [¢]*
(1, U) = pl'(ko)yp + L(ko)U.
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€L

Aqui mantemos a notagdo L(ky) para o operador restrito ao subespago [¢]-. Como

vimos, este operador é auto-adjunto.

Seja (1, U) € R x [¢]*, entdo

1DvkG (0, ko, 0) (1, U) = L(ko)U| - = [[nL (ko)
< &Ko)l (i, U]

e dai, pelo fato de L(k) ser auto-adjunto e pelo Teorema temos que Dy, G(0, ko, 0)

é auto-adjunto.

Consideremos (i, U) € R x [p]* tal que Dy G(0, ko, 0)(12, U) = 0. Como

|(DvxG(0, ko, 0)(11,U), )| |(uL' (ko)g, )i + (L(ko)U, ) 1]

= |u(L'(ko)e, o)u + (U, L(ko) )|

= |u[(L'(ko)e, ) m,

temos por (H3) que u = 0. Segue da injetividade de L(ko) sobre [o]* que U = 0.
Portanto, Dy ;G(0, ko, 0) € injetora. Além disso, como Dy ;G(0, kg, 0) é auto-adjunto,
temos que R(Dy;G(0,ko,0)) = (Ker(DyiG(0,k,0))) = H (ver [16], pagina 141),
donde (DyG(0, ko, 0) é sobrejetora.

Vamos utilizar o Teorema de Invaridncia do Espectro Essencial para mostrar
que 0 € p(DyG(0, ko,0)). Suponhamos que {(x;,U;)} é uma sequéncia limitada em
R x [p]* e {DyxG(0, ko,0)(p;,U;)} € uma sequéncia limitada em H. Temos, entdo, que
{1;} é limitada em R, e portanto, existe i € R e uma subsequéncia de mesmo nome tal
que [; — 1 se j — oo.

Assim,

143" (Ko) o — L' (Ko) el < |1t — pll| L' (Ko)llr — 0,
quando j — oco. Com isso, uL' (ko) = Dy G(0, ko, 0) — L(ky) é um operador compacto,
donde 0 ¢ 0css(L(ko)) = 0ess(DviG(0, ko, 0)).

Segue que Ry(Dy;G(0, ko, 0)) é um operador limitado, e portanto, Dy, G(0, ko, 0) é
um isomorfismo. Temos, entdo, que para algum o em uma vizinhanga de 0 existem

k(o) e V(o) tais que G(o, k(0), V(o)) = 0, 0 que prova o resultado. O

Observacao 3.2. Observemos que se, em vez de (H3), assumirmos que L'(k) é positivo para
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k > 0, entdo podemos simplificar o argumento escolhendo ko # 0 tal que L(k) tem um niicleo
de dimensio um. Isto é, neste caso, de (H4) temos que L(0) é nido-negativo sobre um subespago

V de codimensio 1.

Assim, como L'(s) é positivo para s > 0, para todo k > 0, temos que
k
(LK), Uy = / (L'(5)U, U) g + (LO)U, U)y > (LO)U, U)g > 0,5U € V.
0
Mais ainda, se (L(k)U,U) = 0para U € V, entdo a identidade acima garante que

/Ok(L’(s)U, U)y =0

e entdo usando novamente que L'(k) é positivo para k > 0 nds obtemos que U = 0.

Consequentemente, temos que para k > 0, L(k) é positivo sobre um subespago de codimen-

sdo 1. Isto garante que a dimensdo do niicleo de L (k) é exatamente 1.

Exemplo 3.3. Vamos considerar uma equagio KP-I generalizada
Oyt = Op(—Oppu — uP) + 8;18yyu, (3.3)

p=2,3,4,ondeu(t,r,y) é umvalor real e (t,z,y) € R>.

Mostramos que existe uma solugdo unidimensional onda solitdria u(t, z,y) = Q(x — ct) da

Q(x) = (C(p; 1)) & (sech2 <—\/E(p2— 1):5)) o ;

Suponhamos u(t,x,y) = Q(x — ct) > 0, como Q) € S ndo depende de y,

forma

com c > 0.

0Q = 0(~00Q — Q) +0;10,Q = —cQ' =—-Q" —pQ"'Q
—_— CQ/ Q/// +pr_1Ql

— / / Q" + /f pQIQ L EER

— Q) = Q) + Q).
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Multiplicando por ()’ temos

_Q//Q/ + CQQ, o QPQ/ =0
—((Q’)Q)’ @)~ (@) =0

(—Q"+cQ—-Q"Q" =0

p+1
Q*(c —

_—
—
= Q®— ——Q"" =(Q)?
—

Q=@ 20

Logo, devemos ter QP~* Cp+1 Comop—1>1eQ >0, seque que () é limitada.

Também,
2 2 1y (o2 p—1 _
QPle- 7@ =@Q) = ﬁQ\/l @ =¥
dQ
— =dzx.
\/_Q\/l Er A
Assim,
d@
= [ dx
/cQ\/l p+1)Qp 1 /
Escrevendo

Qx) = a7 (sech(56)) 7T,
coma, 5 € Re 6 = 6(x), temos

1

d@Q) = —ar—1

- 2 (sech?(50)) " tanh(56)do

Escolhendo 3 = @ e = C(p;rl)/

dQ tanh(6

/Cﬁwl_(in W_

Portanto, 0 = x + k, onde k é uma constante em relagio a x.
1

s — 0, concumos e QL) — (c(p : 1) > (360h2 (MT_D )) 2

uma solugio explicita da equagio (3.3).

Seja V(t,x,y) uma solugdo da equagio . Buscando uma linearizacdo em torno
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de Q(x), temos

WV +Q) = =0w(V+Q)—0(V+QP+09,'9:(V+Q)
_Cv;c + V; - Qt = _‘/;th - Qacac:c - p(v + Q)p_l(vx + Qac) + am—lajv
Casop =2,
— Vot Vi = —Voue —2VV, —2QV, —2VQ, + 9,02V

Casop =3,
—Vo+ Vi = Voo — 3V2V, — 6VQV, — 3Q*V, — 3V?Q, — 6VQQ, + 0,102V

=V, = Ve + 0,10,V + Vo — (3Q°V), — (VP 4+ 3QV?),.
Casop =4,
— Vot Vi = Vo — 4V + Q)*V, —4AV3Q, — 120°QQ, — 12VQ*Q, + 0,10,V

= Vi = Vi + 0, 05V + cVy — (AQ°V), — (VI +6Q°V4QV?),.

Logo, para todo p = 2,3, 4, temos que
Vi = ~Vawa + 7105V + ¢V — (pQ"'V), — P(D)V,

onde P(D) é um operador diferencial associado ao polinémio P.

Podemos, entdo, encontrar solugdes para o problema (3.3), considerando a equagdo linear

V, = (=04 0,102 4 c0y — 0,pQ" ")V, (3.4)
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Procurando solugdes da forma U(z,y,t) = e’'e*V (x) temos

U = —0U +820,'U + cd,U — 9,pQ"~'U
— 0V = Vi — K0V 4V, — (pQPV),
— oV = (=0 -k, +cd, — 0,pQ" "V

Fazendo V = 0,U,

08,U = —8'U — 0,k*07'U + 9,c0,U — 9,pQ" 10,V
= —00,U = (=0,[-02+ c—pQ" "0, + k*)U

Assim, ficamos com um problema de autovalores sob a forma
gA(k)U = L(k)U,

com A(k) = =0, e L(k) = —0,(—0px + ¢ — pQP~1)0,. + k? definidos sobre H*(R) C L*(R).
Usamos ¢ = 1 para verificar que os operadores A e L satisfazem as hipéteses do Teorema no

entanto, isso ird ocorrer independente da escolha de c.
Precisamos verificar que L(k) é auto-adjunto e nio-limitado para todo k.

Consideremos, para p € R,

De fato, U, € H*(R) e L(k)U, = k*U,, logo

| L(K)U, |72 = / K*|U,|*dx = pk®.
R

Fazendo p — oo temos que | L(k)U,| 2 — oo, donde L(k) é uma familia de operadores nio-

limitados.

Para mostrar que L(k) é auto-adjunto definimos, para todo k, o operador

P(k) = L(k) — M0?: H*(R) — L*(R),
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com constante finita M =|| pQP ! || .

Observemos que, dados U,V € H*(R),

(LU V)2 = (0,U, V)2 = (07U, V)12 + (0epQP ™10, U, V) 2 + (KU, V) 2
= —(0U,0,V) 2 + (8,U,0,V) 12 — (pQP10:U, 0.V ) 2 + K*(U, V) 2
= (03U, 00V) 2 — (U, 05V) 2 = (0,U, pQP 10,V ) 2 + (U, KV ) 12
= (U,0;,V)2 = (U,03V) 12 + (U, 0pQ 10,V ) 12 + (U, KV 12
= (U.L(E)V)

Como H*(R) é denso em L*(R), concluimos que L(k) é simétrico. De modo andlogo veri-

ficamos também que P (k) é simétrico. Observemos que este operador também é monétono. De

fato,

(P(K)U,U) 2 = (O,UU + (0,pQ" ' U)U + K*U? — (M + 1)U, U) da

—

(U2, — pQ"'UZ + KU + (M + 1)U?) dx

= [ (U2, + U2+ KU* + (M —pQ" "U?) dz

v
o
W

Vamos mostrar que Im(P(k) + I) = L*(R).
Consideremos b : H*(R) x H*(R) — R por

b(U,V) = / (UseVaw + (M + 1)UV, — pQ* UV, + KUV da.
R

Segue da linearidade das operagdes envolvidas que b(-,-) é uma forma bilinear. Temos também,

para U,V € H*(R), que

b(U, V)] < / UsiVaw = (pQ"™" = M = 1)UV, + (K* + 1)UV |dz

IN

/\Umvm\dx—i-/\pr t— —1|\Ux1/;]da:+(k2+1)/\UV|da:
Ul 2| Vaall 22 + @M + DUl 2| Vall g2 + (82 + DU 2|V | 2

A

< @M+ D(E + DUV 52,
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WOU) = [ (U2 = 6Qr = M = DUZ 4 (K + DU do > U],
R

donde b é uma forma bilinear continua e coerciva.

Sabemos que toda f € L*(R) pode ser identificada com um operador Ty € S'(R). Pelo Lema
de Lax-Milgram existe um inico U € H? tal que Ty(V) = b(U, V), para todo V € H?.

Ou seja,

Ty (V) = /R f@)V(z) = /R (UseVae + UsVe — pQ° UV, + KUV ) dae = /R (P(k)+D)UV,

paratodo V € H*(R).

Fazendo T (U), vemos que U € H?*(R), donde existe U € H*(R) tal que (P(k)+ 1)U = f,
para qualquer f € L*(R).

Segque, entdo, da Proposigio que P(k) é um operador auto-adjunto. Pondo a = M?,
be (0,1), S = L(k) eT = P(k) nas hipéteses do Teorema concluimos que L(k) é um

operador auto-adjunto.
Agora mostramos que o operador L(k) satisfaz as hipdteses do Teorema|3.1

Dado U € H*(R), pela bilinearidade de produto interno e pela Desigualdade de Holder que

(L(K)U, Uy = (02U, U) 12 — (02U, U) 2 + (0.pQP 20U, U) 2 + k*||U||32
= 0uUl|72 + |0:U |72 + KU |72 — (pQP ", (0:U)?) 2
102U 172 + 18U 172 + E2 U172 — 1pQ" oo [|0:U |75

A%

Além disso, dados o, 8 > 1 tais que = + % = 1 temos pela desiqualdade de Young que

10.U[2 < (|05 Ul22]|U|12
10U U1
a 3

Oz U 2a-1 o
19V 2., +

IN

— 1, s
oMUz U
Escolhendo adequadamente o, concluimos que dado qualquer § > 0, existe c; > 0 tal que

10:UN1Z2 < 0110uaUll7 + esUJIZ--
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Portanto, pondo 6 = 1/||pQ¥ s,
(LR, U) gz > [10:U |72 + (K = e5[[pQ" o) 1T 122

Temos, entdo, para k suficientemente grande, que (L(k)U,U)r> > ||U||3,, e assim, L(k)
satisfaz (H1).

Para  wverificarmos a hipotese (H2) consideramos, para cada k, o operador
Loo(k) : HY(R) — L*(R) definido por Loo(k) = —0.(—0%+ 1)0, + k*. Vamos mostrar
que E = L(k) — Loo(k) é compacto, considerando em H*(R) a norma do grifico, isto é,
111 = ILCk) - 122 + 1] - 17

Seja {U;}; uma sequéncia tal que {U,}; é limitada em H*(R) e {L(k)(U;)}; é limitada
em L*(R). Entdo, existe U € H*(R) (passando, se necessdrio, a uma subsequéncia) tal que
U; — U em H*(R). Como a inclusio H*(R) C H'(R) é compacta sobre dominios limitados
(ver [3l, pdgina 215), existe uma subsequéncia de mesmo nome tal que U; — U, se j — oo, em
H'Y(Q).

Seja ¢ uma fungdo suave tal que p(x) =1, se |x| < le ¢(x) = 0, se |x| > 2 e definimos

or(z) = ¢(x/R), para todo = € R. Para cada R, temos que

l9rO:pQP ™ 0:(Uy = U)oy = [10:pQP 0:(U; — U)ll 220
10:pQ" oo |102(U; — U) || 1202
< 0:pQ" Moo |U; = Ull ey,

IN

onde Q) = [-2R,2R].

Além disso,

11 = ¢r)0pQP 5, = ( sup (1 — r)0upQ(2)|* + sup |(1 - SOR)aprp_l(x)V)

2| <2R le|>2R

< ( sup |(1 = pgr)0:pQ"(z)* + sup Iaprp‘l(x)V) 7

2| <2R le|>2R

logo, ||(1 — pr)0.pQP |2, — 0se R — oc.

Dessa forma, como {U;} é limitada em H*(R),

11 = 0r)0epQ 10, (U — U)[ 72wy < 11 = 9r)0ep@"|210:(Us = U)oy — 0
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quando R — oo. Portanto, de

10:pQ" " O(U;=U )| 2z) < (1=0R)0spQ" ™ 0o (U= U)|| 72y — 1 RO=pQP ™ 00 (Us=U)[72 )

temos que || E(U; —U)|| L2(w) pode ser arbitrariamente pequeno se escolhemos R suficientemente
grande. Isto prova que

0,pQP~1oU; — 0,pQP U,

como queriamos demonstrar.

Logo, pelo Teorema de Invaridncia do Espectro Essencial temos que o..(L(k)) =
Tess(Loo(K)).

Consideremos

Loo(k) = X = 0% — 0> + (k* — \),

com \ € R tal que k* > \.

Notemos que

(Lo(k) = ADU =V & 9t — 92+ (kK2 — AU — v
& 0T — 82U + (k2 — \)U =V
& Q2rin)'U — Qriz)2U+ k-0 = V
- 1 v =0

(2miz)* — (2miz)? + (k% — \)

Entio, dado V € L2(R), existe um tinico U € L2(R) tal que se k2 > \, entdo

1

Gra) + @y =) U

Desta forma,

1 1 %
BalLoo(k))V = F ((2m’x)4 — (2miz)? + (k* = A) V) ’

e considerando que a Transformada de Fourier F~' : L*(R) — L*(R) é um isomorfismo temos

que a equagio Ry(Ls(k)) tem solugdo vinica desde que k* — \.
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Como k* — X\ > 0 segue que

IBALoc(R))V]lp2 = | 7 ((2m)4 _ (zm'lx)2 (k=) ‘7)

1 N
|| @2miz)t — (27ix)? + (k2 — ) v

1 N
- (2mx)* + (2mz)? + (k2 — \) v

< V]|

L2

L2

L2

Portanto, pelo Teorema de Plancherel @ temos a continuidade da inversa, pois
[ BA(Loo(K))V |22 < [[V]| 2.

Logo, podemos concluir que ooss(Loo(k)) = 0ess(L(k)) C [k?, 00), para todo k € R, donde
o operador L satisfaz (H2).

Dados k1 > ks > 0,

(LU, U)z = (=0u(=0; +1 = pQ" U, U) 2 + ka||U 7
> (=0u(=07 +1=pQ" U, U) 2 + k|| U |72
- (L(kQ)Ua U>L27

para qualquer U € H*(R). Além disso,
| LGk + h) — L(k) — 2kh]l 2 = [|(k + h)2 — k — 2kh]l 2 = [[12]] 2.
Fazendo h — 0 temos que L'(k) = 2k1. Portanto, se k > 0 e U é ndo nulo,
(L'(k)U,U) 2 = 2k[|U||7> > 0

e, assim, fica verificado (H3).

Finalmente, escrevemos C = —92 + 1 — pQP~!, entdo L(0) = —0,Cd,. Notemos que
CQ’' = 0, pois Q é solugio da equagdo 0,U = 0,(—0>U — UP), chamada de KdV generalizada.

De modo andlogo ao que foi feito para obtermos o espectro essencial de L(k), considerando
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agora

E=—pQ" ' : HYR) — L*(R),

obtemos que o.45(C') C [1,00).

Como

A e N () i

tem um 1inico zero segue do Teorema que C' possui um 1inico autovalor negativo associado

ao autovetor . Mais ainda,
(CU,U)z2 > 0,YU € H*(R) tal que (U,)z2 = 0.

Agora, é possivel construir uma sequéncia {u,}, em H*(R) tal que d,u, converge para
1, entdo, para n suficientemente grande, (L(0)uy,, up,)r2 = (COpuy, Oyuy,) 12 é negativo. Pela
caracterizagdo do menor autovalor para operadores auto-adjuntos (ver Segdo 2.6.2, Observagio

nds temos que L(0) tem um autovalor negativo. Além disso,
(LOO)U,U) 2 = (COpu, 0,U) 2 > 0,

sempre que (0,U, 1) 2 = 0, donde L(0) é ndo negativa sobre um espago de codimensio um e

entdo existe no mdximo um autovalor negativo, portando (H4) estd verificada.

Temos, entdo do Teorema que existem o > 0, k # 0 eV € H*(R) ndo-nulo tais que
cgA(k)V = L(k)V, ou seja, uma onda

Uz, y,t) = ee™V (2)

que é solugdo do problema (3.3).



CAPITULO 4

UM RESULTADO DE INSTABILIDADE

LINEAR PARA ONDAS SOLITARIAS

Seja H um espaco de Hilbert real com produto interno (-,-)y e H* seu espago dual.

Consideramos o isomorfismo natural / : H — H* definido por

(Tu,v) = (u,v)y,

parau,v € H.

Seja J : D(J) C H* — H um operador linear fechado com dominio D(.J) denso
em H*. Acrescentamos ao operador .J as hipo6teses de ser injetor e antissimétrico, isto
é,

(Ju,v) = —(u, Jv),

para quaisquer u,v € D(J).

Consideramos a equacgdo linear hamiltoniana

uy = JLu, 4.1)

onde L : H — H* é um operador auto-adjunto. Buscamos resolver o problema de
instabilidade linear desta equacdo através do trabalho desenvolvido por O. Lopes em
[15].

Também consideramos outro operador fechado A : D(A) C H — H com dominio
D(A) denso em H. Aqui, A é o gerador infinitesimal de um grupo de operadores
unitérios sobre H. Assumimos ainda que J 'A pode ser estendida a um operador
auto-adjunto B : H — H*. Também que existe um elemento ndo nulo ¢ € D(A) tal

que Ap # 0, By # 0, LA(p) =0e IAp, By € D(J). Além disso, que JL gera um grupo
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S(t) fortemente continuo Cy no espago H.

Definimos a projecado ortogonal QQ : H — H por

Ap Y
I Ap ||%

Qu=u— (Ap,u)g

onde ¢ = "' Bo.
Dadosy € H*eu € H,

— uy — u <y7 A@) - u <y, w>
(:Qu) = () = (A g = (0wl
(IAp,u) (B, u)

— . A o AP
(y,u) — (y, (pMHIAwH%; <y,w>”B¢|

D) .
H*

Temos, entdo Q* : H* — H* definido por

TAp
Qy=y—(y,Ap) 75—
W AT,

2
H*

By

- <%¢>W

2 .
H*

Denotamos Hy = Q(H), assim H; = Q*(H™).
Definimos J, : D(Jy) C Hy — Hy por Joy = QJy,com D(J)N H;, e F': Hy — H}

por 'z = Q*Lz. Como () é limitado, pois é uma projecdo, .J, é limitado.

B
Notemos que Joy = QJy = Jy + (JI Ay, y>HBT¢|2
H*
De fato,
Joy = Jy— (Ap, Jy)H—gpz — (I"'Be, Jy)u v 5
| Ap |I% | ¥ 1%
© (0
= Jy—(I[Ap, Jy) — (B, Jy)
| Ap |I% | ¥ 1%
(0

= Jy+ (J1Ap,y)

Ap
+ (JByp,y .
T2 % BT

H

Como y € H; deve existir x € H* tal que Q*z = y, donde

(0 (0 (0
J B, = (Ap, Q" = (QAg,
By, = e @y, = @A
Mas
Ap (0 (0
Ap = Ap — (Ap, Ap)g——F—— — (1, A = (4, A ,
QAp = Ap — (Ap s@)H” yT (¥ sO)H“w“%I (¥ @)HHwH%
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ou seja, QAp € Hy N [Ap, 9]. Logo, QAp = 0. Temos, entdo, que

A
Joy = Jy + (JIASO,?Dﬁ-
H

Uma vez que Jy; A© a composicdo de operadores fechados, J; é fechado. Mais ainda,

Jo é antissimA ©trico.

De fato, vimos que (y, Ap) = 0 para qualquer y € H;. Com isso, dados u,v € H,

¥
(o, v) = (Ju+ (JT A, uy— 2 )
| Ap (1%
(JIAp, u)
= (Ju,v) + m@‘l%w
= —(u, Jv)
(JIAp, u)
= —(u,Jv) — 5 (u, Ap)
I Ap (1%
Ap
= —<U,JU+<J]A(,D,'U>WU>
= —(u, Jov).
B
Repare ainda que Fz = Q*Lz = Lz — (Lz, 1/))—('0.
| B I3
Com efeito, dado z € H,, temos que
TAp By
Fz=Lz— (Lz,Ap)g———5— — (L2, V) g——5—
| TAp || | B I3
e que existe u € H tal que z = Qu, portanto,
TAp By
Fz=Lz— (Qu,LAp)y————— — (Lz, ) g ———5—,
QLA g, ~ Y B

e como LAy = 0, obtemos o desejado.

Observemos, também, que F' é auto-adjunto. De fato, dados quaisquer u,v €

D(F) C Hy (u=Qu',v=Qv),

(Fu,v) = (Q"LQu',Qv") = (LQu',Qv") = (Qu', LQV") = (Qu', Q*LQV") = (u, Fv),

portanto, F' é simétrico, e dado u = Qu' com v’ € D(L), temos do fato de L ser auto-
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adjunto que /v’ € D(L*). Portanto, Q*Iu € D(F*), mas

1Ap By
QI = Iv+ (I, Ap)y—2 (1 )b
11 Ap]IZ 1Bell%
TAp I
= I+ (W, Ap)n s — (W )
1Al 1%
= lu,

donde D(F) C D(F*). De modo andlogo, verificamos a outra inclusao.

Consideremos, entdo, a equacdo hamiltoniana reduzida
2 = JoF'z 4.2)

definida no espago H.

Pelo espectro de F exprimimos o espectro de I~ F no sentido usual e nossa hipétese

fundamental é a seguinte:

.

(H) Existe um namero v > 0 tal que o operador F' : H, — H; é invertivel, tem
exatamente um autovalor negativo e todos os outros autovalores de F' estdo contidos
em [y, +00).

Exibimos alguns resultados que sdo necessdrios para a demonstragdo do critério

apresentado em [15].

Teorema 4.1. Seja K um cone convexo fechado de um espaco de Hilbert tal que existe um
funcional linear continuo f e uma constante a > 0 tais que f(u) > alu| para qualquer u € K.
SeT : H — H é um operador linear limitado que deixa K invariante, entdo T" possui um

autovetor em K associado a um autovalor ndo-negativo.

Demonstragido: Como K satisfaz as hipdteses do Teorema K permite revestimento.
Assim, pelo Teorema existe um autovetor unitdrio o € K de T com autovalor

associado f(7'zy) > 0, o que prova o resultado.

Teorema 4.2. Sejam X um espago de Banach reflexivo e T'(t) um semigrupo (ou grupo) de
classe Cy com gerador infinitesimal C. Entdo, o adjunto T*(t) é também um semigrupo (ou

grupo) de classe Cy cujo gerador é C*.
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Demonstragio: A demonstracdo segue diretamente do Teorema 2.131|e da Proposicao

2.134

Lema 4.3. O operador J, : D(Jy) C Hy — H, é injetivo.

Demonstragio: Suponhamos y € Hj tal que Jyy = QJy = 0. Entdo

2 (4
— Jy—(A I
Ap
= Jy+<JIA90,y>W~
H

Notemos que

(0, Jy)u = (I"' By, Jy) = (Bp, Jy) = (J ' Ap, Jy) = —(Ap,y)

e que
(JTAp,y) = —(IAp, Jy) = —(Ap, JY)n.
Assim,
Jng P
0 = Jy—(Ap, Jy Ap,y)
SR oy A L
JByp
= Jy— (4, Jy
Ao T
= (Ap,y) =0.
JBcp P N
Portanto, Jy = (Ay, Jy)g ” Ao 3 Como J é linear e injetiva, segue que
H
By
y = (Ap, Jy)u :
( TA0 T

Observemos que dado v = Qu € Hs, entdo (By,v) = (Q* By, u), mas

TAp

* IA B B(p
Q*Bp = By — (B, Ap)———— — (Bp, ' Bp)——t— = —(Byp, Ap) i,
. . | TAp |7

I TAg |3 I Be |1

Ap, J
e como Q* é uma projegdo sobre H;, segue que Q* By = 0. Assim, (y,v) = (Ao, Jyu H SZP T@H
H
Ap, J
—(H 1047 ﬁgH (Q*Byp,u) =0, para todo v € H,. Portanto, y = 0 e segue que J, € injetiva.
Y lH

a

(B, Qu) =
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Lema 4.4. O operador JoF : D(JoF) C Hy — Hs, onde D(JoF') = D(JL) N Hy, é o gerador

infinitesimal de um grupo fortemente continuo C de operadores Sy(t) no espaco H.

Demonstragio:

O operador C = QJQ*LQ : D(JL) C H — H é uma perturbagao

limitada de JL. Dado v € D(JL), do fato que LAy = 0 e de L ser auto-adjunto, temos

que (Lv, Ap)y = 0e que (Ap, JLv)g = (JLAp,v)y. Disso e de QAp = 0, vem que

Cv

0JO* LQu

. Ap P )
JO*L — (A _—
QL (v (g~ o

QJIQ (Lv—(iﬁﬂﬂ) = >

o1,
By (4,v)
I Be 3. v 1%

QJ (Lv (Lo, ) [Lw (L, w>%])

| By |

Q( VB e U T T B
¢ (Bpw [ 4 }
TLo— (0. JL _ JLp — (4, JL
V= W = T | T @ B
¢ (Bpu) [ 4 }
JLv — (By, JL —~ JLp = (4, JL '
v—(Bey, U>||¢||%I | Be ||%- V- ¢)H“¢H12q
B
Asim, € = Ity onde Ly = ~{Bip S 2 700 T |

e como By € H* segue que L, é limitada.

Entéo, C é gerador de um grupo de operadores S; de classe Cj. Observemos, tam-

bém, que C comuta com (), pois como () é uma projegao, entdo Q? = Q, e assim,

CQ=QJIQ'LQ*=QJQ'LQ = Q*JQLQ = QC.

Pela Proposicdo[2.114, podemos escrever

t
Si(t)r —x = C/ S1(7)xdr,
0

para todo x € D(JL). Observemos que

QS (t)r — Qx = QC/O Si(7)zdr = C/ Si(1)zdr = S (t)x — .

0

Logo, para todo x € Hy, QS = Siz. Assim, a familia de operadores S, : Hy — Ho
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definida por Sy(t) = Q)S;(t) é um grupo de classe Cj.

Notemos que, dado = € H, N D(JL), entdo

limSO(h) — ].73 = l@'m—Sl(h) -1

h—0 h h—0

So(h) —1
Agora, se limLx existe para algum = € H,, entdo
h—0 h
im0 W =1, @) =1
h—0 h—0 h

Portanto, C restrito ao H, é o gerador do grupo S;. Como Cly, = JoF, temos o

desejado.

Teorema 4.5. Considerando o sistema de operadores definido acima e assumindo a hipétese

(H), o operador J L tem um autovalor real positivo e um autovalor real negativo.

Demonstragio:

Vamos mostrar, primeiramente, que o operador Jy F' possui um autovalor real posi-

tivo e um negativo.

Pela hipétese (H), existem e € H, ||e||n, = 1, e Ag > 0 tais que Fe = —\ge. Defini-
mos K = {z € Hy;(Fz,2) < 0e(z,e)g > 0}. Entdo, K # (), pois e € K. Além disso,
dado o > 0 temos que oK C K.

Dada uma sequéncia {z,} em K convergente para z € H,, temos que (F'z,,-) con-

verge para (F'z,-), pois F' = Q*E é continua. Assim,
(Fzpyzn) — (Fz,z) e (zn,€)p — (2,€)n.

Portanto, K é fechado.

Vamos estudar a aplicagdo f : K — R definida por f(z) = (z,e). Dado z € K
podemos escrever z = ae+v, onde v € {e}*+ é definido por {e}+ = {v € Hy; (e,v) = 0}.
Assim,

f(z) =(z,e) = —/\io(z,F@ = —%(Fz,e) =a) — %(Fv,e} =aX + (v,€e) = alo.
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Logo, a > 0, para todo z € K. Além disso, (F'z,z) < 0 implica que
(Flae +v), ae +v) = a2(Fe,e) + oy = —Aoa® + Jul% <0,

logo ||v||g < VAoa, e assim, f(2) = (z,€) > /Ao||v||z, donde segue que

Ao

f(z)? > 5

Ao
(@2 + i) = 2Nl

Consideremos z € K N (—K). Entdo, f(z) = (z,e) = 0, donde z = 0, e portanto,
Kn(-K)={0}.

Agora, sejam 21,22 € K e 0 <r < 1. Entdo,
(rzy + (1 —=1)za,e) = |r|(z1,€) + |1 — 7|(22,€) >0
e, escrevendo z; = q;e + v;, COMO
(Fzy,29) + (Fz9,21) = =2 g + 2(v1,v2) <0
temos que
(F(rzi + (1 —=1)z),r21 + (1 = 17)22) <72 (Fzp,21) + (1 — 1)*(F2y, 25) < 0.

Portanto K é um cone convexo e fechado em H,.

Notemos, agora, que F'z é a derivada de Fréchet de (F'z, z). De fato,
[(F(z+h),z+h) — (Fz,z) — (Fz,h)| = [(Fh,z+ h)|
ecomo z + h — ze F(h) — F(0) quando ||h|[z — 0, entdo
|(Fh,z+ h)| = 0 quando ||h||z — 0.
Seja z uma solugdo para o sistema (4.2), entdo

LJ0F<FZ>Z> = <F27 JOFZ> = 07 (43)
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donde (F'z, z) é a primeira integral do sistema (4.2).
Consideramos, agora, z € K e Sy(t) o grupo definido no Lema Observemos

que se t = 0, entdo

(So(0)z,€)m = (2,€)g > 0 (4.4)

Além disso, por (4.3),

d d
ZFS0(t)2, So(t)2) + (FSo(t)z, —-So(t)2)

(FSo(t)z, S(t)z) = (

4
dt

<JOF50(t)2, FSO(t)Z> + <FSO<t>Z, J[)FS()(t)Z)
ou seja, (F'Sy(t), So(t)z) é constante em relagéo a ¢ e, por (£.5),

(F'So(t)z, So(t)z) = (Fz,2z) <0, paratodot € R.

De modo andlogo, verificamos que (Sy(t)z,e) > 0. Portanto, K é invariante por
So(t).
Pelo Teorema [2.119} para A suficientemente grande,

Tz= (M — JoF) ' (2) = /00 e M8y (t)zdt

também deixa K invariante.

Nessas condigoes, pelo Teorema existem um o > 0 e um elemento ndo nulo
w € K tais que
Tw = (M — JoF)  (w) = aw

e dai,

w=aM — JyF)w = aw — aJyFw,
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donde JoFw = piw, com p = =2 £ 0, pois Jy e F sdo injetivas devido ao Lemae a
hipétese (H). Além disso,

o(JoF) = o((JoF)*) = —0(FJy) = —0(FJyFF ') = —o(JoF),

e assim, —u € o(JoF).
Pelo Teorema 5.8 em [9], o espectro essencial de .Jy F' estd contido no eixo imagindrio,

donde —x é um autovalor de JyF, o que prova o desejado.

Finalmente, escrevemos u = w + Ay € H,onde § = %.
H
JLu = JL(w)+ BJL(Ayp)
By
= J(Fer(Lw,w) )
|1 Bell7-
— JFw+ (Lw, )7
"Bl
Ap Ap
= JoFw — (JIAp, Fw + (Lw,
oFw = el B,
'
= JoFw+ (IAp, JLw)———
’ [ Awpll%

= pu.

Portanto, o operador JL possui um autovalor positivo e um negativo em R.

|

Exemplo 4.6. Como uma aplicagio para o Teorema [4.5|consideremos a equagio KdV

ou 0

no espago L*(R).

De modo andlogo ao Exemplo|3.3} existe u(t, x) = ¢.(x) € H' solugio da equagio

—cp+¢" + " =0, (4.7)

1
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A equagio
O = 0x(=0; + ¢ — ' u

é a linearizagdo do problema em torno da solugdo p.(x).

(4.8)

Temos, entdo, uma equagio da forma comJ =0, e L = —02+c—pypP~t. Consideremos

A = 0,, portanto, B = J 1A =1.

Pela Teoria de Sturm-Liouville, Teorema [2.98 o operador L possui um iinico autovalor

negativo e simples Ao e o autovalor 0 é simples com autofungio associada ¢!, Isto é, ¢l =

Ap. #0e LAp. = 0.

Definimos Hy = {u € L*(R); (u,pc)r2 = (u, L)z = 0} e F sobre D(L) N Hy dado por

By
Fu = Lu—(Lu,gpc)W
cllp2
= Lu— (Lu >_goc
e el
)
= Llu—(Lu,¢o)7—5 |
(- e
d
de ) = ——p,.
onde 1) 7P
O espago H, é invariante por F'. De fato,
<Lu7¢>

= (Lu, )2 — m 5 (Bge, v.) 2
1Becl?.
= 0,

para w € Hy, sendo que 1) satisfaz L) = ..
Mostremos, agora, que F' definido sobre H, satisfaz a hipdtese (H).
Seja u € Hy tal que Fu = 0. Entdo L <u — (Lu, gpc)ﬁ) = 0, donde
SDC L2

Y
u— <Lu7 ¢c> ” ||2 - 630/0
cllr2

(4.9)
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Observemos que

Y
(U - <Lu7 SOC> ng H2 » Pe - (u> SOC)L2 - H H <LU, Qpc>('¢> QOC)L2 - 9(500 SOC)
c L2
1d 5
Notemos que, parap > 5, (¢, p)r2 = “5a0 | ¥ (x)dz > 0. De fato,
R

[ = [ (DY e (o)),
- (s 1>)p"’1 / e e €]
S (p‘z”) pfl/R[secfﬂ (€))7 de,

portanto

De

. d .

considerando ¢ > 0, temos que % / @2(z)dx < 0. Disso e de (u,p.)r2 = (¢l 0e)rz = 0
¢ Jr

obtemos que (Lu, p.) = 0. Substituindo em temos que u = 0.

De u € Hy, temos (u, ¢,) 2 = 0||¢L]|32 = 0, ou seja, 0 = 0. Logo, F é injetora.
Como F é auto-adjunto, R(F) = (Ker(F))* = Hy (ver [16]], pdgina 141), donde F é

sobrejetora. Portanto, I é invertivel.
Seja x o inico elemento em D(L) tal que ||x||z2 = 1 e Lx = —Xox, com \g > 0. Entido
_ Pe
(Fx X2 = (LX —(LX; pe) 73 w)
e 12 12

1
= (Lx;X)r2 — W<LX’ e (Pes X) 12
L2

= )‘0 + T || ” <S067 X>2
< =0+ Aollxll72

= 0,
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portanto, (F'x,x)n < 0, donde segue que F' tem ao menos um autovalor negativo (ver [2],
pdgina 490).
Suponhamos, agora, que existem zy,zo € Hy tais que Fzy = py21 e Fzo = pozo, com

(1, pe < 0 distintos. Entdo

Loy — (L1, pe) ey = iz
”SOCHLZ
e
Lz — (Lz >L = 22
2 2, Pe B H2z2,
||906 |L2
donde
(Lz1,21) = (2 + (L2, %)LCQ, 1)
H‘PCHH
1
= (21, 21) + <L21>¢c>m<¢c, 21)
cllL
= lalz: <0
e, analogamente,
<L22, ZQ> < 0.
Observemos que (Lz, z2) = 0. De fato,
<LZ1722> = <:U’121 + <L217¢C>L02722>
HSOC| L2

= (21, 22).
Por outro lado,

(L21,22) = (21, L2)
= <7;1, Uazo + <L227 906>LC2>
el
= (21, 22).

Como py # s segue que (Lzy, zo) = 0.

Isso mostra que a forma quadrdtica (Lv, v) é negativa sobre o espago de dimensdo dois [y, zo]
e, como sabemos que L possui um autovalor negativo, concluimos que L deve ter ao menos dois

autovalores negativos, o que é um absurdo. Portanto, F' tem somente um autovalor negativo.
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Segque do fato de F' ser injetora que existe v > 0 tal que os demais autovalores de F estdo em

[, 00).
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