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“...É muito melhor arriscar coisas grandiosas,

alcançar triunfo e glória, mesmo expondo-se à derrota,

do que formar fila com os pobres de esṕırito,

que não gozam muito e nem sofrem muito,

porque vivem na penumbra cinzenta,

que não conhece nem vitória nem derrota...”

(Theodore Roosevelt)
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À Lucia, por sua eficiência, paciência e amizade.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos condições necessárias e suficientes para que a

involução canônica de uma álgebra de grupo semisimples K[G] induza, em cada

uma de suas componentes simples, uma involução de primeira espécie. Quando tal

propriedade ocorre e K for um corpo real fechado teremos uma versão melhorada

para o Teorema 13.3 de Scharlau [12].

Palavras Chaves: involuções sobre álgebras, anéis semisimples, álgebras de

grupo, involuções de primeira espécie.
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Abstract

In this work we present necessary and sufficient conditions for which the ca-

nonical involution of the group algebra K[G] induces an involution of the first kind

on each simple component of K[G]. If the conditions are satisfied and K is a real

closed field, then we give an improved version of Theorem 13.3 of Scharlau [12].

Keywords: involutions of algebras, semisimple ring, group algebras, involu-

tion of the first kind.
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3.3 Involuções sobre Álgebras Semisimples . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

vii
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Introdução

Uma involução sobre um anel é um anti-automorfismo de ordem dois. A con-

jugação nos números complexos e a transposição de matrizes são dois exemplos

elementares, e bem conhecidos, de involuções.

A teoria de álgebras com involução surgiu, por volta de 1930, quando Albert [1]

tentava resolver um problema de geometria algébrica, o qual envolvia a determinação

de uma álgebra de multiplicação de uma matriz de Riemann. Na tentativa de resolver

o citado problema, Albert precisou desenvolver a teoria de álgebras centrais simples

com involução, que teve como base a teoria de álgebras simples iniciada alguns anos

antes por Brauer, Noether e também por Albert e Hasse. Ressaltamos que, apesar

da motivação geométrica, o trabalho de Albert foi puramente algébrico.

Neste trabalho estudaremos involuções definidas sobre uma álgebra semisim-

ples de dimensão finita. Uma álgebra semisimples A pode ser representada de modo

único como soma direta de anéis simples, ou seja, A =
l⊕

i=1

Ai, onde cada Ai é um

anel simples. Dada uma involução σ sobre A, temos que A = σ(A) =
l⊕

i=1

σ(Ai).

Pela unicidade da decomposição, temos que σ(Ai) = Aj, para algum j. Um dos

objetivos deste trabalho é determinar condições necessárias e suficientes para que

σ(Ai) = Ai, para todo 1 ≤ i ≤ l, ou seja, a restrição de σ a cada componente simples

Ai é uma involução sobre Ai.

Para o caso em que a álgebra de grupo K[G] é semisimples, faremos um estudo

da involução canônica g 7→ g−1. Neste caso iremos determinar ainda condições para
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SUMÁRIO 2

que a involução canônica restrita às componentes simples seja uma involução de

primeira espécie.

Dividimos este trabalho em 4 caṕıtulos, sendo que os caṕıtulos 1, 2 e 3 contém

essencialmente os pré-requisitos necessários para o desenvolvimento dessa dissertação

e no Caṕıtulo 4 realizaremos a maior parte do que foi descrito no parágrafo acima.

Iniciamos o Caṕıtulo 1 fazendo um estudo dos corpos reais fechados, pois

as álgebras de grupo sobre esses corpos serão objeto de estudo no Caṕıtulo 4.

Ainda, nesse caṕıtulo, estudaremos, de forma detalhada, a teoria de anéis simples

e semisimples já que na maior parte desse trabalho as involuções que utilizaremos

estão definidas sobre tais anéis.

Já no Caṕıtulo 2, descreveremos cada elemento de uma famı́lia de idempo-

tentes primitivos centrais de K[G] utilizando os caracteres de G, quando K for

algebricamente fechado. Para isso, faremos nesse caṕıtulo uma breve introdução de

conceitos e resultados da teoria de representações de grupos.

No Caṕıtulo 3, definiremos álgebras centrais simples e obteremos alguns re-

sultados envolvendo essas álgebras. Dentre eles, o Teorema de Skolem-Noether 3.9,

que diz que todo automorfismo sobre álgebras centrais simples é um automorfismo

interno. Também, nesse caṕıtulo, daremos o conceito de involuções, bem como algu-

mas de suas propriedades. Finalizaremos o terceiro caṕıtulo estabelecendo condições

necessárias e suficientes para que qualquer involução sobre álgebras semisimples de

dimensão finita seja invariante em cada uma de suas componente simples.

Por fim, no caṕıtulo 4, mostraremos algumas condições necessárias e suficientes

para que a involução canônica de K[G] induza em cada uma de suas componentes

simples uma involução de primeira espécie. Este resultado funciona como uma fer-

ramenta importante para caracterizarmos as componentes simples de K[G], quando

K for real fechado. Veremos que estas condições são dadas em termos dos caracteres

de G sobre K e das classes de conjugação de G. Em particular, mostraremos que
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a involução canônica de K[G] restrita à cada componente simples é uma involução

de primeira espécie sempre que G for um (c)-grupo e, por isso, finalizaremos esse

trabalho dedicando a última seção desse caṕıtulo para o estudo dessa classe especial

de grupos.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Iniciaremos este caṕıtulo com a noção de corpos formalmente reais e orde-

nados e, com base nesse estudo, definiremos corpos reais fechados e mostraremos

o Teorema Fundamental da Álgebra, o qual caracteriza os corpos reais fechados.

Tal teorema será importante para a demonstração do Teorema de Frobenius no

Caṕıtulo 4. Introduziremos ainda a teoria de módulos e anéis semisimples visando

mostrar o Teorema de Wedderburn-Artin, que nos dá uma decomposição para um

anel semisimples como soma direta de anéis de matrizes. Na seqüência, veremos o

Teorema de Maschke, o qual estabelece condições para que um anel de grupo seja

semisimples. Encerraremos este caṕıtulo determinando uma base para o centro do

anel de grupo K[G] sobre K.

1.1 Corpos Formalmente Reais e Ordenados

Começamos definindo corpos formalmente reais, em seguida, definiremos or-

dem e corpos ordenados. Veremos mais adiante que todo corpo formalmente real

possui uma ordem.

Definição 1.1. Um corpo K é dito formalmente real (ou simplesmente real) se −1

não pode ser representado como uma soma de quadrados em K. Caso contrário,

dizemos que K é não real.

Outra caracterização para corpos formalmente reais é a seguinte:

4
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Proposição 1.2. As seguintes condições são equivalentes:

(1) K é formalmente real.

(2) Para qualquer n ∈ IN a equação x2
1 + . . .+x2

n = 0 admite somente a solução

trivial em K.

Demonstração: Suponhamos que (a1, . . . , an) 6= 0 seja solução para x2
1+. . .+x2

n =

0 em K, logo a2
1 + . . .+ a2

i + . . .+ a2
n = 0, onde ai 6= 0 para algum 1 ≤ i ≤ n. Como

ai ∈ K temos

a2
1(a−1

i )2 + . . .+ a2
i (a
−1
i )2 + . . .+ a2

n(a−1
i )2 = 0.

Disso segue que (a1a
−1
i )2 + . . . + (ai−1a

−1
i )2 + (ai+1a

−1
i )2 + . . . + (ana

−1
i )2 = −1,

contradizendo o fato que K é formalmente real. Reciprocamente, assumimos que

−1 = a2
1 + . . . + a2

k, então 0 = 1 + (−1) = 12 + a2
1 + . . . + a2

k, logo (1, a1, . . . , ak) é

uma solução não trivial para x2
1 + . . .+ x2

k = 0, contradizendo (2).

Observação 1.3. Se K é formalmente real, então a caracteŕıstica de K deve ser 0.

De fato, suponhamos que char(K) 6= 0, assim devemos ter char(K) = p, sendo p

primo. Isso implica que 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
p vezes

= 0 e, conseqüentemente, 12 + . . .+ 12︸ ︷︷ ︸
p− 1 vezes

= −1,

contradizendo o fato que K é formalmente real. Portanto, char(K) = 0.

Dado um corpo K, denotamos Q(K) o conjunto de todos elementos de K que

podem ser expresso como uma soma de quadrados em K. Também, escrevemos

Q(K)∗ para Q(K) \ {0}.

Proposição 1.4. Seja K um corpo, então

(1) Q(K)∗ é um subgrupo multiplicativo de K∗.

(2) K é formalmente real se, e somente se, Q(K) 6= K e char(K) 6= 2.

Demonstração: (1) Primeiramente, notemos que 1 ∈ Q(K)∗, assim Q(K)∗ 6=

∅. Também, Q(K)∗ é fechado para multiplicação. De fato, consideremos a, b ∈
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Q(K)∗, assim podemos escrever a =
∑
x2
i e b =

∑
y2
j , logo a.b =

∑
x2
i .
∑
y2
j =∑

i, j

(xi.yj)
2 ∈ Q(K)∗. Agora, como a−1 = a(a−1)2 =

∑
x2
i (a
−1)2 =

∑
(xi.a

−1)2 ∈

Q(K)∗, obtemos que todo elemento de Q(K)∗ possui inverso em Q(K)∗. Disso,

segue que Q(K)∗ é um subgrupo multiplicativo.

(2) Suponhamos que K é formalmente real, então pela observação anterior,

temos que char(K) = 0 6= 2. Usando o fato que K é formalmente real implica que

−1 6∈ Q(K), e portanto, Q(K) 6= K. Reciprocamente, assumimos que char(K) 6= 2

e K é não real, ou seja, −1 ∈ Q(K), assim para todo a ∈ K temos

a =

(
a+ 1

2

)2

+ (−1)

(
a− 1

2

)2

∈ Q(K),

ou seja, Q(K) = K, contradizendo o fato que Q(K) 6= K.

Definição 1.5. Uma ordem sobre um corpo K é um conjunto P ( K que satisfaz

as seguintes propriedades:

(P1) P + P ⊆ P

(P2) P.P ⊆ P

(P3) P ∪ (−P ) = K.

Dado tal conjunto P , dizemos que (K,P ) é um corpo ordenado.

A proposição seguinte nos fornece algumas propriedades básicas de um corpo

ordenado.

Proposição 1.6. Seja (K,P ) um corpo ordenado qualquer. Então

(1) Q(K) ⊆ P . Em particular, 0, 1 ∈ P .

(2) −1 6∈ P e P ∩ (−P ) = {0}.

(3) K é formalmente real, e assim char(K) = 0.

(4) P ∗ = P \ {0} é um subgrupo de ı́ndice 2 em K∗.

(5) Se P
′ ( K denota uma ordem em K, então P ⊆ P

′ ⇒ P = P
′
.
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Demonstração: (1) Sabemos que P + P ⊆ P , logo, é suficiente mostrarmos que

K2 ⊆ P . Para isso, tomemos x ∈ K, por (P3) temos que x ∈ P ou −x ∈ P . Se

x ∈ P , então x2 ∈ P.P ⊆ P . Por outro lado, se −x ∈ P , então x2 = (−x)(−x) ∈

P.P ⊆ P .

(2) Primeiramente, observemos que char(K) 6= 2. De fato, suponhamos que

char(K) = 2, logo 1+1 = 0, assim obtemos que 1 = −1. Disso segue que P = −P e

por (P3) temos P = K, o que não pode ocorrer. Portanto, devemos ter char(K) 6= 2.

Agora, suponhamos que −1 ∈ P , assim para todo a ∈ K temos

a =

(
a+ 1

2

)2

+ (−1)

(
a− 1

2

)2

∈ P + P.P ⊆ P,

contradizendo novamente o fato que P ( K. Logo, −1 6∈ P .

Mostremos que P ∩ (−P ) = {0}. Seja x ∈ P ∩ (−P ), se x 6= 0 teremos

−1 = (x−1)2x(−x) ∈ P , que é uma contradição. Portanto, P ∩ (−P ) = {0}.

(3) O fato que −1 6∈ P e Q(K) ⊆ P implica que −1 6∈ Q(K). Logo, K é

formalmente real.

(4) Primeiro mostremos que P ∗ é um subgrupo multiplicativo de K∗. Já vimos

em (1) que P ∗ 6= ∅. Dados a, b ∈ P ∗, segue que a.b ∈ P.P ⊆ P , logo P ∗ é fechado

para a multiplicação. Também, para a ∈ P ∗ temos a−1 = (a−1)2a ∈ P ∗. Portanto,

P ∗ é um subgrupo de K∗. Agora notemos que 1.P ∗ e −1.P ∗ são classes laterais

distintas, visto que −1 6∈ P ∗. Uma vez que K∗ = P ∗ ∪ (−P ∗), segue que
|K∗|
|P ∗|

= 2,

como queŕıamos.

(5) Suponhamos que P
′

é uma ordem em K e P ⊆ P
′
, então por (4) devemos

ter
|K∗|
|P ∗|

=
|K∗|
|P ′∗|

= 2, o que implica |P ∗| = |P ′∗|. Como P ⊆ P
′
, conclúımos que

P = P
′
.

Observação 1.7. Se (K,P ) é um corpo ordenado, então devemos ter K = P ∪(−P )

e P ∩ (−P ) = {0}, ou seja, K é união disjunta de {0}, P ∗ e −P ∗. Assim podemos

introduzir a notação x ≤P y para dizer que y − x ∈ P e x <P y quando tivermos
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y − x ∈ P ∗. Observemos que, dados x, y ∈ K temos uma das três possibilidades:

x = y , x <P y ou y <P x .

Dizemos que ≤P é uma ordem total sobre os elementos de K. Se P é dado e

fixado, então escrevemos ≤ e < ao invés de ≤P e <P .

Observação 1.8. Sejam (K,P ) um corpo ordenado e K0 um subcorpo de K, então

P0 = P ∩K0 é uma ordem sobre K0. Claramente P0 satisfaz os axiomas de ordem

sobre K0, dizemos que esta ordem é induzida pela ordem P sobre K.

Exemplo 1.9. Um exemplo de corpo ordenado é K = IR, o corpo dos números reais,

que possui uma única ordem dada por P = IR2. Pelo que observamos acima, temos

que o subcorpo dos números racionais IQ de IR também é ordenado por P0 = IR2∩ IQ.

Lema 1.10. Sejam K um corpo formalmente real e L = K(
√
a) uma extensão

quadrática de K. Então L é não real se, e somente se, −a ∈ Q(K)∗.

Demonstração: Suponhamos que L é não real, assim podemos escrever

−1 =
∑

(bi + ci
√
a)2 =

∑
b2
i +

∑
2bici
√
a+ a

∑
c2
i ,

para bi, ci ∈ K. O fato que −1 ∈ K e
√
a 6∈ K implica que

∑
2bici
√
a = 0. Disso

resulta

−1 =
∑

b2
i + a

∑
c2
i .

Notemos que, se
∑
c2
i = 0, obtemos −1 =

∑
b2
i ∈ Q(K), o que não pode ocorrer,

pois K é formalmente real. Por outro lado, se
∑
c2
i 6= 0 segue que

−a =
(

1 +
∑

b2
i

)(∑
c2
i

)−1

.

Como Q(K)∗ é um grupo, conclúımos que −a ∈ Q(K)∗. Reciprocamente, assumi-

mos que −a ∈ Q(K)∗, assim temos que (
√
a)2 + (−a) = 0, ou seja, 0 é uma soma

de quadrados em L. Portanto, L é não real.
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Definição 1.11. Um corpo K é chamado euclidiano se K é formalmente real e

|K∗/K2 ∗| = 2.

Observação 1.12. Seja K euclidiano. O fato que K é formalmente real implica

que −1 6∈ K2 ∗, assim 1.K2 ∗ e −1.K2 ∗ são classes laterais distintas. Uma vez que

|K∗/K2 ∗| = 2, segue que K∗ = K2 ∗ ∪ (−K2 ∗).

Definição 1.13. Um corpo K é chamado pitagórico se a soma de dois quadrados

em K é sempre um quadrado.

Observação 1.14. Um corpo K é pitagórico se, e somente se, 1+y2 é um quadrado,

para todo y ∈ K. De fato, suponhamos que x2 + y2 = λ2, para todo x, y ∈ K e para

algum λ ∈ K. Em particular, fazendo x = 1 segue que 1+y2 = λ2, para todo y ∈ K

e para algum λ ∈ K. Reciprocamente, assumimos que 1 + y2 é um quadrado para

todo y ∈ K. Temos a2 + b2 = a2(1 + (a−1b)2) e por hipótese 1 + (a−1b)2 = λ2 para

algum λ ∈ K. Logo, a2 + b2 = a2λ2 = (aλ)2, para todo a, b ∈ K, como queŕıamos.

Proposição 1.15. Se K é euclidiano, então K é pitagórico com uma única ordem.

Demonstração: Suponhamos que K é euclidiano, se mostrarmos que a soma

1+y2 é um quadrado em K, para todo y ∈ K, então pela observação acima teremos

que K é pitagórico. Sabemos por hipótese que K = K2∪ (−K2). Seja y ∈ K, assim

1 + y2 ∈ K2 ou 1 + y2 ∈ −K2, se 1 + y2 ∈ −K2, logo 1 + y2 = −x2, para algum

x ∈ K, mas isso implica −1 = x2 +y2, ou seja, K é não real, o que é absurdo, pois F

é euclidiano. Portanto, devemos ter 1+y2 ∈ K2, para todo y ∈ K, como queŕıamos.

Agora, notemos que P = K2 é uma ordem em K. De fato,

• P 6= K, pois se P = K, então |K∗/K2∗| = 1, contrariando o fato que K é

euclidiano.

• P.P ⊆ P , dados a2.b2 ∈ P.P temos a2.b2 = (a.b)2 ∈ K2 = P .

• P ∪ (−P ) = K, segue do fato que K é euclidiano.
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• P + P ⊆ P , como já vimos, K é pitagórico, e o resultado segue.

Vamos mostrar que P = K2 é a única ordem em K. Para isso, suponhamos

que P
′
também determina uma ordem em K. Pelo ı́tem (1) da Proposição 1.6 temos

que Q(K) ⊆ P
′
, como P = K2 ⊆ Q(K), segue que P ⊆ P

′
. Aplicando novamente

1.6, ı́tem (5), conclúımos P = P
′
. Portanto, P = K2 é a única ordem em K.

Nosso objetivo agora é caracterizar os corpos euclidianos, para isso, mostrare-

mos dois resultados que nos serão úteis.

Proposição 1.16. Se K é um corpo tal que char(K) 6= 2 e K é o fecho algébrico

de K, então L ⊃ K é uma extensão quadrática sobre K, isto é, dimK L = 2 se, e

somente se, L = K(α) para algum α ∈ K \K tal que α2 ∈ K.

Demonstração: Suponhamos que dimK L = 2 e consideremos {1, β} uma base

para o espaço vetorial L sobre K. Como β2 ∈ L, podemos escrever β2 = r + sβ,

para r, s ∈ K. Agora, coloquemos α = β− s
2

e notemos que α2 = r+
s2

4
∈ K. Além

disso, α ∈ L \K, pois se α ∈ K, teŕıamos que β = α +
s

2
∈ K, uma contradição.

Dessa forma, devemos ter [K(α) : K] > 1 e, usando o fato que 2 = [L : K] =

[L : K(α)] . [K(α) : K] obtemos [K(α) : K] = 2 e [L : K(α)] = 1. Portanto,

L = K(α). Reciprocamente, observemos que dimK L > 1, pois α ∈ L e α 6∈ K.

Além disso, temos que α é raiz do polinômio p(x) = x2−α2 ∈ K[x], e portanto, α é

algébrico sobre K. Consideremos mα(x) o polinômio minimal de α sobre K, assim

se ∂mα = n, sabemos que todo elemento de L é representado unicamente na forma

k0 + k1α + . . . + knα
n, com k0, . . . , kn ∈ K. Uma vez que α2 ∈ K, esta expressão

se reduz para a + bα, com a, b ∈ K. Logo, {1, α} é uma base para L sobre K, e

portanto, dimK L = 2.

Definição 1.17. Dado um elemento c = x + y
√
a ∈ L = K(

√
a), dizemos que

c̄ = x− y
√
a é o conjugado de c em L. A norma de um elemento c ∈ L = K(

√
a) é

definida por NL/K(c) = c c. É fácil mostrar que NL/K(c) ∈ K.
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Lema 1.18. Sejam K um corpo tal que char(K) 6= 2 e L = K(
√
a), onde a 6∈ K∗2,

uma extensão quadrática de K. Definamos r∗ : K∗/K∗2 → L∗/L∗2 por r∗(cK∗2) =

cL∗2 e N : L∗/L∗2 → K∗/K∗2 por N(cL∗2) = NL/K(c)K∗2. Consideremos i o

homomorfismo inclusão. Então a seqüência

{1} → {K∗2, aK∗2} i→ K∗/K∗2
r∗→ L∗/L∗2

N→ K∗/K∗2 é exata.

Demonstração: Primeiramente, mostraremos que Ker (r∗) = Im(i), ou seja,

Ker (r∗) = {K∗2, aK∗2}, visto que Im(i) = {K∗2, aK∗2}. Claramente {K∗2, aK∗2} ⊂

Ker (r∗), pois a =
√
a
√
a ∈ L∗2 e assim r∗(aK∗2) = aL∗2 = L∗2 e r∗(K∗2) = L∗2.

Com isso, provamos que Im(i) ⊂ Ker (r∗).

Por outro lado, tomemos cK∗2 ∈ Ker (r∗), isso implica que r∗(cK∗2) = L∗2,

ou seja, cL∗2 = L∗2. Assim, obtemos que c ∈ K∗ ∩ L∗2. Do fato que c ∈ L∗2 segue

que c = (r + s
√
a)2 = r2 + 2rs

√
a+ s2a, para r, s ∈ K. Como c ∈ K∗, devemos ter

2rs = 0, uma vez que char(K) 6= 2 segue que rs = 0, e portanto, r = 0 ou s = 0.

Se s = 0 então c = r2 ∈ K∗2, isso nos diz que cK∗2 = K∗2. Caso r = 0, então

c = as2 ∈ aK∗2, logo cK∗2 = aK∗2. Portanto, Ker (r∗) ⊂ Im(i) e conclúımos que

Ker (r∗) = Im(i).

Agora, mostraremos que Ker (N) = Im(r∗). Para isso, tomemos xL∗2 ∈

Ker (N), assim devemos ter N(xL∗2) = NL/K(x)K∗2 = K∗2, logo NL/K(x) = xx̄ =

b2, para algum b ∈ K∗. Definamos z = b − x̄ ∈ L, assim xz2 = x(b2 − 2bx̄ + x̄2) =

x(xx̄−2bx̄+ x̄2) = xx̄(x+ x̄−2b) ∈ K. Suponhamos que z 6= 0, como xL∗2 = xz2L∗2

e xz2 ∈ K segue que r∗(xz2K∗2) = xz2L∗2 = xL∗2, e portanto, xL∗2 ∈ Im(r∗). Por

outro lado, se z = 0 então x̄ = b, sendo b ∈ K segue que x = b̄ = b ∈ K e assim

r∗(xK∗2) = xL∗2. Disso conclúımos que xL∗2 ∈ Im(r∗). Logo, Ker (N) ⊂ Im(r∗).

Reciprocamente, seja xL∗2 ∈ Im(r∗), isso implica que existe c ∈ K∗ tal que

r∗(cK∗2) = xL∗2, ou seja, cL∗2 = xL∗2. Como c ∈ K∗ temos que NL/K(c) = c.c =

c2 ∈ K∗2, e portanto, N(xL∗2) = N(cL∗2) = NL/K(c)K∗2 = c2K∗2 = K∗2, isto é,

xL∗2 ∈ Ker (N) provando que Im(r∗) ⊂ Ker (N). Portanto, Ker (N) = Im(r∗).
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O próximo resultado fornece uma caracterização importante para os corpos

euclidianos.

Teorema 1.19. Seja K um corpo, então as seguintes condições são equivalentes:

(1) K é euclidiano.

(2) K é formalmente real, mas toda extensão quadrática de K é não real.

(3) i =
√
−1 6∈ K, e L = K(i) é quadraticamente fechado, ou seja, L2 = L.

(4) char(K) 6= 2 e existe uma extensão quadrática M ⊇ K que é quadratica-

mente fechada.

Demonstração: (1) ⇒ (3) Suponhamos que K é euclidiano, logo, K é formal-

mente real. Se i =
√
−1 ∈ K, então −1 =

√
−1.
√
−1 ∈ K2, contradizendo o fato

que K é formalmente real. Portanto, i 6∈ K.

Definamos L = K(i), assim o homomorfismo N : L∗/L∗2 → K∗/K∗2 é trivial.

Com efeito, dado cL∗2 ∈ L∗/L∗2, c pode ser representando na forma r+ s
√
−1 para

r, s ∈ K, assim N(cL∗2) = N((r+s
√
−1)L∗2) = NL/K(r+s

√
−1)K∗2 = (r2+s2)K∗2.

Pela Proposição 1.15, temos que K é pitagórico, com isso r2 + s2 ∈ K∗2. Portanto,

N(cL∗2) = K∗2, para todo c ∈ L∗. Sendo N trivial, do lema anterior obtemos a

seguinte seqüência exata:

{1} → {K∗2,−K∗2} i→ K∗/K∗2
r∗→ L∗/L∗2 → {1}.

Assim r∗ é sobrejetora e Ker (r∗) = {K∗2,−K∗2}. Pelo Teorema do Isomorfismo,

L∗/L∗2 é isomorfo a
K∗/K∗2

{K∗2,−K∗2}
. Pela Observação 1.12 temos K∗ = K∗2∪(−K∗2) e

assim
K∗/K∗2

{K∗2,−K∗2}
= {1}. Portanto L = L2, ou seja, L é quadraticamente fechado.

(3) ⇒ (4) Já temos que K(i) é uma extensão de K que é quadraticamente

fechada. Agora, suponhamos que char(K) = 2, isso implica que 1 = −1. Assim

i =
√
−1 =

√
1 = 1 ∈ K, o que não pode ocorrer. Portanto, necessariamente

char(K) 6= 2.
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(4)⇒ (2) Suponhamos que char(K) 6= 2 e M ⊇ K é uma extensão quadratica-

mente fechada. Pela Proposição 1.16 podemos tomar M = K(
√
a) com a 6∈ K∗2. A

função norma M∗/M∗2 → K∗/K∗2 tem imagem {x2−ay2 : x, y ∈ K}/K∗2. Uma vez

que M∗ = M∗2, devemos ter {x2−ay2 : x, y ∈ K} = K∗2. Em particular, −a ∈ K∗2,

o que implica a ∈ −K∗2. Podemos assumir a = −1, logo {x2 + y2 : x, y ∈ K} = K∗2

e isso nos diz que K é pitagórico. Suponhamos que K não é formalmente real, então

−1 ∈ Q(K) = K∗2, contradizendo o fato que −1 = a 6∈ K∗2. Logo, K é formalmente

real.

Na seqüência exata do lema anterior temos

{1} → {K∗2,−K∗2} i→ K∗/K∗2
r∗→M∗/M∗2 = {1},

assim K∗/K∗2 = {K∗2,−K∗2}. Agora, seja L uma extensão quadrática de K. Já

vimos que L = K(
√
b), para b 6∈ K∗2. Como K∗/K∗2 = {K∗2,−K∗2} e b 6∈ K∗2,

devemos ter bK∗2 = −K∗2, isso nos diz que b = −x2 para algum x ∈ K∗. Dessa

forma, L = K(
√
b) = K(

√
−x2) = K(x

√
−1) = K(

√
−1). Portanto, K(

√
−1) é a

única extensão quadrática de K, que claramente não é formalmente real.

(2) ⇒ (1) Como K é formalmente real, −1 6∈ K∗2, assim K∗2 e −K∗2 são

classes laterais distintas de K∗/K∗2. Basta provarmos que K∗ = K∗2∪ (−K∗2) para

obtermos |K∗/K∗2| = 2. Com efeito, consideremos a ∈ K∗ tal que a 6∈ K∗2. Assim

K(
√
a) é uma extensão quadrática de K, e por hipótese temos que K(

√
a) é não

real. Aplicando o Lema 1.10 obtemos

−a = a2
1 + . . .+ a2

n,

para ai ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Podemos assumir esta equação com n minimal. Em

particular, cada ai 6= 0. Com isso, se n ≥ 2, então a2
1 +a2

2 6∈ K∗2, pois se a2
1 +a2

2 = x2

para algum x ∈ K, teŕıamos −a = x2 + a2
3 + . . .+ a2

n︸ ︷︷ ︸
n−1 parcelas

o que não pode ocorrer, visto

que n é minimal. Portanto, a2
1 + a2

2 6∈ K∗2 e, novamente podemos escrever

−(a2
1 + a2

2) = b2
1 + . . .+ b2

m,
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para bi ∈ K, 1 ≤ i ≤ m. Disso segue que 0 = b2
1 + . . .+ b2

m + a2
1 + a2

2, contradizendo

o fato que K é formalmente real. Logo n = 1 e assim a = −a2
1 ∈ −K∗2. Com isso,

conclúımos que K∗ = K∗2 ∪ (−K∗2). Como desejávamos.

1.2 Corpos Reais Fechados

Nesta seção, veremos que todo corpo formalmente real possui uma ordem.

Além disso, demonstraremos o Teorema Fundamental da Álgebra, o qual estabelece

uma caracterização para os corpos reais fechados. Iniciamos com a noção de corpo

real fechado.

Definição 1.20. Um corpo K é chamado real fechado se K é formalmente real, mas

toda extensão algébrica de K é não real.

Exemplo 1.21. Um exemplo simples de corpo real fechado é o conjunto dos números

reais IR, visto que IR é formalmente real e a única extensão algébrica própria de IR

é o conjunto dos números complexos C, que claramente é não real.

Corolário 1.22. Seja K um corpo real fechado. Então K é euclidiano e K(
√
−1)

é quadraticamente fechado.

Demonstração: Suponhamos que K é real fechado, assim, por definição, temos

que K é formalmente real e toda extensão algébrica de K é não real. Como toda

extensão quadrática é algébrica, segue que toda extensão quadrática é não real.

Logo, a condição (2) do Teorema 1.19 é satisfeita. Portanto, K é euclidiano e

K(
√
−1) é quadraticamente fechado.

Proposição 1.23. Sejam K um corpo formalmente real e K seu fecho algébrico.

Então existe um corpo real fechado R tal que K ⊂ R ⊂ K.

Demonstração: Consideremos S a coleção de todos subcorpos formalmente reais

de K contendo K. Notemos que S 6= ∅, pois K ∈ S. Além disso, toda subcoleção
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{Kα} de S totalmente ordenada, com relação a inclusão, possui um limitante supe-

rior, a saber ∪Kα, que por sua vez, pertence a S. Pelo Lema de Zorn, existe um

elemento R ∈ S tal que R é maximal. O tal corpo R claramente é real fechado.

Teorema 1.24. Um corpo K é formalmente real se, e somente se, K possui pelo

menos uma ordem.

Demonstração: Suponhamos que K é formalmente real. Pela proposição anterior,

existe um corpo real fechado R tal que R ⊃ K. Usando o Corolário 1.22, obtemos

que R é euclidiano, assim, pela Proposição 1.15 segue que R possui uma única

ordem. Uma vez que R possui uma ordem e K é um subcorpo de R, então K possui

uma ordem que é induzida pela ordem de R. Reciprocamente, se K possui uma

ordem, então pela Proposição 1.6 segue que K é formalmente real.

Observação 1.25. Seja K um corpo ordenado, então, pelo teorema acima, temos

que K é formalmente real e, portanto, para todo n ∈ IN, a equação x2
1 + . . .+x2

n = 0

admite somente a solução trivial em K. Usaremos esse fato no Caṕıtulo 4 desse

trabalho.

Nosso objetivo, agora, é demonstrar o Teorema Fundamental da Álgebra, mas

antes precisamos de alguns resultados.

Proposição 1.26. Seja K um corpo, então as seguintes condições são equivalentes:

(1) Qualquer polinômio f ∈ K[x] de grau ı́mpar tem raiz em K.

(2) K não tem extensão própria de grau ı́mpar.

Demonstração: Suponhamos que L é uma extensão própria de K de grau ı́mpar.

Conseqüentemente, [L : K] > 1. Desde que [L : K] < ∞, decorre que L é uma

extensão algébrica de K. Então, seja α ∈ L \K e f ∈ K[x] o polinômio minimal de

α sobre K. Como [K(α) : K] divide [L : K] que é ı́mpar, segue que ∂f = [K(α) : K]
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é um inteiro ı́mpar > 1. Como f é irredut́ıvel em K[x] segue que f não tem raiz em

K, contradizendo (1).

Reciprocamente, suponhamos que (2) ocorre. Para provarmos (1), vamos usar

indução sobre n = ∂f . Se n = 1, claramente f tem uma raiz em K. Assumimos

n > 1. Se f for irredut́ıvel sobre K, então
K[x]

(f)
é uma extensão própria de grau

ı́mpar, contradizendo (2). Assim devemos ter f = f1f2, onde ∂f1 < ∂f e ∂f2 < ∂f .

O fato que ∂f = ∂f1 + ∂f2 e ∂f é ı́mpar, implica que ∂f1 ou ∂f2 é ı́mpar. Digamos

que ∂f1 é ı́mpar, então usando a hipótese de indução segue que f1 tem uma raiz em

K, assim f também tem uma raiz em K.

A demonstração da próxima proposição será omitida, uma vez que envolve

alguns resultados técnicos, que fogem de nossos interesses.

Proposição 1.27. Se K é formalmente real, então toda extensão L de K de grau

ı́mpar também é formalmente real.

Demonstração: Ver [7], Proposição 2.1, pg 241.

Corolário 1.28. Se K é um corpo real fechado, então todo polinômio de grau ı́mpar

sobre K tem raiz em K.

Demonstração: Como K é real fechado, por definição, K é formalmente real.

Logo, a Proposição 1.27 implica que toda extensão de grau ı́mpar é formalmente

real. Agora, usando novamente o fato que K é real fechado segue que K não tem

extensão algébrica própria formalmente real, isso implica que K não tem extensão

própria de grau ı́mpar. Logo, o resultado segue da Proposição 1.26.

Lema 1.29. Seja K um corpo que não é algebricamente fechado. Suponhamos

que K(
√
−1) é uma extensão algebricamente fechada de K. Então toda extensão

algébrica própria de K é isomorfa a K(
√
−1).
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Demonstração: Seja L uma extensão algébrica própria de K e seja u ∈ L \

K com polinômio minimal f ∈ K[x] de grau superior a um. Como K(
√
−1) é

algebricamente fechado, f se decompõe em K(
√
−1). Se v ∈ K(

√
−1) é uma ráız de

f , então as extensões K(u) e K(v) são isomorfas, visto que u e v são ráızes do mesmo

polinômio minimal. Assim K(u) ' K(v) ⊂ K(
√
−1). Como [K(v) : K] = [K(u) :

K] > 1 e [K(
√
−1) : K] = 2 temos que [K(v) : K] = 2 e K(v) = K(

√
−1). Logo,

K(u) ' K(
√
−1) e, assim, L é uma extensão algébrica de um corpo algebricamente

fechado. Como um corpo algebricamente fechado não possui extensão algébrica, a

não ser ele próprio, devemos ter L = K(u) ' K(
√
−1).

Teorema 1.30. (Fundamental da Álgebra) As seguintes condições são equiva-

lentes:

(1) K é real fechado.

(2) K é euclidiano e todo polinômio de grau ı́mpar sobre K tem raiz em K.

(3) i :=
√
−1 6∈ K e L = K(i) é algebricamente fechado.

Demonstração: (1)⇒ (2) Segue do Corolário 1.22 e Corolário 1.28.

(2) ⇒ (3) Primeiramente, usando o fato que K é euclidiano, pelo Teorema

1.19 temos i :=
√
−1 6∈ K e L = K(i) é quadraticamente fechado. Resta mostrar

que todo polinômio não constante sobre L tem uma raiz em L. Para tanto, tomemos

f(x) ∈ L[x]\L e consideremos α 7→ α a conjugação complexa sobre L. Então h(x) =

f(x)f(x) ∈ K[x], pois h(x) = f(x)f(x) = f(x)f(x) = f(x)f(x) = f(x)f(x) = h(x).

Agora veremos que se h(x) tem uma raiz em L, então f(x) também tem uma raiz

em L. De fato, seja a ∈ L uma raiz de h(x), assim f(a)f(a) = 0. Como L é corpo

devemos ter f(a) = 0 ou f(a) = 0. Se f(a) = 0, então a ∈ L é uma raiz de f(x).

Caso ocorra f(a) = 0, então f(a) = 0, e isto nos dá f(a) = 0. Logo, a ∈ L é raiz de

f(x). Portanto, f(x) tem uma raiz em L.

Por conta disso, é suficiente mostrarmos que todo polinômio g(x) ∈ K[x] \K
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tem uma raiz em L. Para isso, consideremos E um corpo de decomposição para

(x2 + 1)g(x) sobre K. Dessa forma, temos que E é uma extensão normal e finita

sobre K que contém L. Mais ainda, como char(K) = 0, E é uma extensão separável

sobre K, e portanto, E : K é uma extensão galoisiana.

Por hipótese temos que todo polinômio de grau ı́mpar em K[x] tem raiz em K.

Logo, pela Proposição 1.26, segue que K não tem extensão própria de grau ı́mpar.

Isto nos diz que [E : K] é um múltiplo de 2. Suponhamos que [E : K] = 2nm

com m > 1 um inteiro ı́mpar. Pelo Teorema da Correspondência de Galois temos

|Gal(E/K)| = 2nm, assim temos um 2-subgrupo de Sylow H de ordem 2n. Se H† é

o corpo fixo de H então

[H† : K] =
|Gal(E/K)|
|H|

=
2nm

2n
= m,

que é ı́mpar, e isto não ocorre. Logo, devemos ter [E : K] = 2n para algum n ∈ N∗.

Agora usando o fato que 2n = [E : K] = [E : L].[L : K], e [L : K] = 2 vem

[E : L] = 2n−1. Suponhamos que n > 1 e observemos que [E : L] é uma extensão

galoisiana. Assim |Gal(E/L)| = 2n−1, e portanto, existe um 2-subgrupo de Sylow

H1 = 2n−2. Novamente, considerando H†1 o corpo fixo de H1, obtemos

[H†1 : L] =
|Gal(E/L)|
|H1|

=
2n−1

2n−2
= 2,

que é uma contradição, pois L não tem extensão quadrática. Portanto, n = 1, o

que implica [E : L] = 1, ou seja, E = L. Sendo L o corpo de decomposição de

(x2 + 1)g(x) sobre K, segue que g(x) tem uma raiz em L, como desejávamos.

(3)⇒ (1) Por hipótese temos que i :=
√
−1 6∈ K. Mostremos que L = K(i) é

quadraticamente fechado. Com efeito, claramente L2 ⊂ L. Por outro lado, tomemos

α ∈ L. Vamos mostrar que α ∈ L2, ou seja, α = λ2 para algum λ ∈ L. Como

x2 − α ∈ L[x] \L e L é algebricamente fechado, existe λ ∈ L tal que λ2 − α = 0, ou

seja, α = λ2. Logo, L é quadraticamente fechado.

Com isso, temos que a condição (3) do Teorema 1.19 é satisfeita, e portanto,
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K é formalmente real. Agora pelo Lema 1.29, a única extensão algébrica própria de

K é L que claramente é não real. Portanto, K é real fechado.

Encerraremos essa seção com um corolário que segue diretamente do Lema

1.29 e do Teorema Fundamental da Álgebra.

Corolário 1.31. Toda extensão algébrica própria de um corpo real fechado K é

isomorfa ao corpo K(
√
−1).

1.3 Semisimplicidade

Iniciamos esta seção definindo módulos simples e semisimples e, também, apre-

sentando alguns resultados básicos envolvendo esses módulos. Em seguida, daremos

outra caracterização para os módulos semisimples.

Definição 1.32. Seja R um anel. Um R-módulo M 6= 0 é simples se este só possui

os submódulos triviais, ou seja, (0) e M .

Definição 1.33. Um R-módulo M é chamado semisimples se todo submódulo N

de M é um somando direto, isto é, existe um submódulo N
′

tal que M = N ⊕N ′ .

Veremos agora que submódulo de módulo semisimples é semisimples, mais

adiante, mostraremos que o quociente também o é (ver Corolário 1.37).

Proposição 1.34. Seja N 6= (0) um submódulo de um R-módulo semisimples M .

Então, N é semisimples e contém um submódulo simples.

Demonstração: Para mostrarmos que N é semisimples, consideremos S um

submódulo arbitrário de N . Então S também é submódulo de M , sendo M semisim-

ples, segue que existe outro submódulo S
′

tal que M = S ⊕ S ′ . Mostraremos que

N = S ⊕ (S
′ ∩N) e, com isso, teremos que N é semisimples.

Observemos que S ∩ (S
′ ∩ N) ⊂ S ∩ S ′ . O fato que M = S ⊕ S

′
implica

que S ∩ S ′ = (0). Logo, devemos ter S ∩ (S
′ ∩ N) = (0). Por outro lado, dado
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um elemento n ∈ N , como N é submódulo de M , temos que n ∈ M , e portanto,

podemos escrever n = x + y com x ∈ S e y ∈ S
′
. Assim y = n − x ∈ N , pois

x ∈ S ⊂ N , logo, y ∈ N ∩ S ′ , provando que N = S + (S
′ ∩N).

Para mostrarmos que N contém um submódulo simples, escolha um elemento

x ∈ N tal que x 6= 0. Consideremos F a coleção de todos submódulos de N

que não contém x. Notemos que (0) ∈ F , e portanto, F 6= ∅. Além disso, toda

subcoleção totalmente ordenada {Nα} de F tem um limitante superior, a saber

∪Nα. Então, pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal N1. Uma vez que

N é semisimples, existe outro submódulo N2 de N tal que N = N1 ⊕ N2. Vamos

mostrar que N2 é simples. De fato, se N2 não fosse simples, então N2 conteria um

submódulo próprio W e assim existiria W
′

tal que N2 = W ⊕W
′
. Notemos que

N = N1 ⊕W ⊕W
′

e N1 = (N1 +W ) ∩ (N1 +W
′
). Como x 6∈ N1, devemos ter que

x 6∈ N1 +W ou x 6∈ N1 +W
′
. Contradizendo a maximalidade de N1.

O próximo teorema nos fornece outras maneiras de definirmos módulos semisim-

ples.

Teorema 1.35. Seja M um R-módulo. Então as seguintes condições são equiva-

lentes:

(1) M é semisimples.

(2) M é uma soma direta de submódulos simples.

(3) M é uma soma (não necessária direta) de submódulos simples.

Demonstração: (1) ⇒ (2) Consideremos a coleção F de todos submódulos de

M que podem ser escritos como soma direta de submódulos simples. Como M é

semisimples, temos, pela proposição anterior, que M contém um submódulo simples.

Assim F 6= ∅, pois contém, pelo menos, somas diretas com um único somando.

Vamos definir uma ordem em F . Dados
⊕
i∈I

Mi e
⊕
i∈J

Mi em F , dizemos que
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i∈I

Mi <
⊕
i∈J

Mi se, e somente se, I ⊂ J . Agora, é fácil verificarmos que (F , <)

satisfaz as condições do Lema de Zorn, assim existe um elemento M0 maximal em

F , o qual podemos escrever na forma M0 =
⊕
i∈I

Mi, com Mi simples, para todo

i ∈ I. Basta mostrarmos que M0 = M . Suponhamos que M0 6= M . Como M é

semisimples existe N submódulo de M tal que M = M0⊕N . Pela Proposição 1.34,

segue que N contém um submódulo simples S, mas então M0⊕S =
⊕
i∈I

Mi⊕S ⊃M0.

Contradizendo a maximalidade de M0. Portanto, devemos ter M = M0 =
⊕
i∈I

Mi.

(2)⇒ (3) Trivial.

(3) ⇒ (1) Por hipótese podemos escrever M =
∑
i∈I

Mi, onde Mi é simples,

para todo i ∈ I. Tomemos N um submódulo próprio arbitrário de M e mostremos

que N é um somando direto.

Consideremos a famı́lia F =

{∑
i∈J

Mi : J ⊂ I,

(∑
i∈J

Mi

)
∩N = (0)

}
.

Notemos que Mi é simples e Mi ∩ N é submódulo de Mi, assim se Mi ∩ N 6= (0)

então Mi ∩N = Mi, o que implica Mi ⊂ N . Uma vez que N 6= M segue que existe

pelo menos um submódulo Mi tal que Mi ∩ N = (0), assim F é não vazia. Pelo

Lema de Zorn, existe um submódulo maximal em F , digamos M0 =
∑
i∈J0

Mi.

Mostremos que M = M0 ⊕ N . Com efeito, claramente M0 ∩ N = (0), pois

M0 ∈ F . Resta-nos mostrarmos que M = M0 + N . Se, para todo i ∈ I, tivermos

Mi ⊂M0 +N , então M = M0 +N . Suponhamos, por absurdo, que exista um ı́ndice

i0 tal que Mi0 6⊂M0 +N . Como Mi0 é simples e Mi0∩(M0 +N) é submódulo de Mi0 ,

devemos ter Mi0∩(M0+N) = (0) ou Mi0∩(M0+N) = Mi0 , o fato que Mi0 6⊂M0+N

implica que a última igualdade não pode ocorrer. Logo, Mi0 ∩ (M0 +N) = (0).

Afirmamos que (Mi0 +M0)∩N = (0). De fato, se x ∈ (Mi0 +M0)∩N , então

x = mi0 +m0 = n. Logo, mi0 = −m0 + n ∈M0 +N e, como Mi0 ∩ (M0 +N) = (0),

devemos ter mi0 = 0. Segue assim que x = m0 = n, ou seja, x ∈ M0 ∩ N .

Mas M0 ∈ F , logo, M0 ∩ N = (0) e, portanto, x = 0. Com isso mostramos que
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Mi0 +M0 ∈ F , contradizendo a maximalidade de M0.

Já sabemos que todo submódulo N de um módulo semisimples M é semisim-

ples. O próximo teorema nos mostra que os somandos diretos simples de N são

também somandos diretos simples de M .

Corolário 1.36. Sejam M =
⊕
i∈I

Mi uma decomposição de um R-módulo semisim-

ples M como soma direta de submódulos simples e N um submódulo de M . Então,

existe um subconjunto de ı́ndices J ⊂ I tal que N '
⊕
i∈J

Mi.

Demonstração: Dado um submódulo N de M , temos, pela demonstração de

(3) ⇒ (1) do teorema anterior, que sempre podemos encontrar um subconjunto de

ı́ndices J0 ⊂ I tal que M = N ⊕M0, onde M0 =
⊕
i∈J0

Mi. Então

N ' M

M0

'

⊕
i∈I

Mi⊕
i∈J0

Mi

'
⊕
i∈I\J0

Mi,

assim J = I \ J0 é o subconjunto de ı́ndices procurado.

Corolário 1.37. Um módulo quociente de um R-módulo semisimples M é isomorfo

a um submódulo de M , assim também é semisimples.

Demonstração: Seja L um módulo quociente de M , consideremos π : M → L o

homomorfismo canônico e N = Ker (π). Uma vez que M é semisimples, segue que

existe um submódulo N
′
de M tal que M = N⊕N ′ , o que implica N

′ ' M

N
. Agora,

pelo Teorema do Isomorfismo temos que
M

N
' L. Logo, N

′ ' M

N
' L.

Definição 1.38. Um anel R é chamado semisimples se R, visto como um R-módulo

à esquerda, é semisimples.

Como os submódulos do R-módulo R são os ideais à esquerda do anel R, temos

que R é semisimples se, e somente se, todo ideal à esquerda é um somando direto.
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Podemos caracterizar anéis semisimples da seguinte forma:

Teorema 1.39. Seja R um anel. Então as seguintes condições são equivalentes:

(1) Todo R-módulo é semisimples.

(2) R é um anel semisimples.

(3) R é uma soma direta de um número finito de ideais minimais à esquerda.

Demonstração: (1)⇒ (2) Se todo R-módulo é semisimples então, em particular,

R visto como um R-módulo à esquerda será semisimples.

(2)⇒ (1) Suponhamos que R é um anel semisimples e seja M um R-módulo

arbitrário. Sabemos que M é imagem por um homomorfismo sobrejetor de um R-

módulo livre F , assim existe f : F → M tal que f(F ) = M . Como F é livre,

F pode ser escrito na forma F =
⊕
i∈I

Rai com Rai ' R semisimples. Assim, F é

semisimples, e portanto, usando o Teorema do Isomorfismo e o Corolário 1.37 vem

que
F

Ker (f)
' f(F ) = M é semisimples.

(2)⇒ (3) Uma vez que os submódulos simples de R são exatamente os ideais

minimais à esquerda de R, segue do Teorema 1.35, que R pode ser escrito na forma

R =
⊕
i∈I

Li em que cada Li é um ideal minimal à esquerda. Resta-nos mostrar que

esta soma é finita.

Com efeito, como 1 ∈ R podemos escrever 1 = xi1 +xi2 +. . .+xin com xij ∈ Lij .

Então, dado um elemento arbitrário r ∈ R, temos que r = r.1 = rxi1+rxi2+. . .+rxin

e rxij ∈ Lij , 1 ≤ j ≤ n. Isso mostra que R ⊂ Li1 ⊕ Li2 ⊕ . . . ⊕ Lin , e portanto,

R = Li1 ⊕ Li2 ⊕ . . .⊕ Lin .

(3)⇒ (2) Segue do Teorema 1.35.

Exemplo 1.40. Consideremos o anel de matrizes n× n sobre um anel com divisão

D, denotado por Mn(D). Vamos mostrar que este anel é semisimples. Definamos:
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L1 =


D 0 . . . 0
D 0 . . . 0
...

...
. . .

...
D 0 . . . 0

 , L2 =


0 D . . . 0
0 D . . . 0
...

...
. . .

...
0 D . . . 0

 , . . . , Ln =


0 0 . . . D
0 0 . . . D
...

...
. . .

...
0 0 . . . D

 .

Claramente cada Li é um ideal à esquerda de Mn(D). Outro ideal de Mn(D) contido

em Li seria da forma:

Ii =


0 . . . I . . . 0
0 . . . I . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . I . . . 0

 ,

onde I é um ideal à esquerda de D. Mas como D é um anel com divisão, devemos

ter I = (0) ou I = D. Portanto, Li é minimal para todo 1 ≤ i ≤ n. Além disso, é

fácil ver que Mn(D) = L1 ⊕ L2 ⊕ . . . ⊕ Ln. Logo, pelo Teorema 1.39 obtemos que

Mn(D) é semisimples.

Definição 1.41. Um elemento e em um anel R é chamado idempotente, se e2 = e.

Claramente, 0 e 1 são elementos idempotentes, os quais são chamados idempotentes

triviais.

A seguir, mostraremos que todo ideal à esquerda de um anel semisimples é

gerado por um idempotente.

Teorema 1.42. Seja R um anel. Então, R é semisimples se, e somente se, todo

ideal à esquerda de R é da forma L = Re, onde e ∈ R é idempotente.

Demonstração: Suponhamos que R é semisimples e seja L um ideal à esquerda de

R. O fato que R é semisimples implica que L é um somando direto, ou seja, existe

L
′

ideal à esquerda de R tal que R = L⊕L′ . Como 1 ∈ R temos que 1 = x+ y com

x ∈ L e y ∈ L′ , disso segue que x = x.1 = x2 + xy. Assim xy = x− x2 ∈ L e, como
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L
′

é um ideal à esquerda, temos também que xy ∈ L′ . Em virtude de L ∩ L′ = (0)

vem xy = 0 e, conseqüentemente, x = x2 é idempotente. Agora vamos mostrar que

Rx = L. Como L é um ideal à esquerda e x ∈ L conclúımos de imediato que Rx ⊂ L.

Para mostrarmos que L ⊂ Rx tomemos a ∈ L e vejamos que a = a.1 = ax + ay,

assim a − ax = ay ∈ L ∩ L′ = (0). Isso implica a = ax ∈ Rx e, conclúımos que

L ⊂ Rx, como queŕıamos.

Reciprocamente, assumimos que todos ideais à esquerda de R são como na

hipótese. Temos que mostrar que R visto como um R-módulo é semisimples, ou

seja, que todo ideal à esquerda L de R é um somando direto. Por hipótese, um

ideal L é da forma L = Re, com e ∈ R idempotente. Definimos L
′

= R(1 − e) e

afirmamos que R = L⊕ L′ . Com efeito, dado um elemento x ∈ R sempre podemos

escrever x = xe + x(1 − e), isso implica que R = Re + R(1 − e). Além disso, se

x ∈ Re ∩ R(1− e), segue que x = re = s(1− e), para r, s ∈ R. Então xe = re.e =

re2 = re = x, por outro lado temos que xe = s(1 − e)e = se − se2 = se − se = 0,

disso vem x = 0. Logo, Re ∩R(1− e) = (0) e, portanto, R = L⊕ L′ .

Mostraremos agora que os idempotentes que geram os ideais minimais à es-

querda da decomposição de R têm algumas propriedades.

Teorema 1.43. Seja R =
t⊕

i= 1

Li uma decomposição de um anel semisimples R como

soma direta de ideais minimais à esquerda. Então, existe uma famı́lia {e1, e2, . . . , et}

de elementos de R tal que:

(i) ei 6= 0 é um elemento idempotente, 1 ≤ i ≤ t.

(ii) Se i 6= j então eiej = 0.

(iii) 1 = e1 + e2 + . . .+ et.

(iv) ei não pode ser escrito como ei = e
′
i + e

′′
i , com e

′
i, e
′′
i idempotentes tais que

e
′
i, e
′′
i 6= 0 e e

′
i.e
′′
i = 0, 1 ≤ i ≤ t.
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Reciprocamente, se existir uma famı́lia de idempotentes {e1, e2, . . . , et} satis-

fazendo as condições acima, então os ideais à esquerda Li = Rei são minimais e

R =
t⊕

i= 1

Li.

Demonstração: Consideremos R =
t⊕

i= 1

Li uma decomposição do anel semisimples

R como soma direta de ideais minimais à esquerda e escrevemos 1 = e1 +e2 + . . .+et

com ei ∈ Li. Então, de maneira análoga à demonstração do Teorema 1.42 podemos

concluir que cada ei é idempotente, Li = Rei, 1 ≤ i ≤ t, e que i 6= j implica

ei.ej = 0. Finalmente, se para algum ı́ndice i pudermos escrever ei = e
′
i + e

′′
i , onde

e
′
i, e
′′
i são idempotentes tais que e

′
i, e
′′
i 6= 0 e e

′
i.e
′′
i = 0, então teremos Li = Re

′
i⊕Re

′′
i

com Re
′
i, Re

′′
i 6= 0, contradizendo a minimalidade de Li.

Reciprocamente, suponhamos que existe uma famı́lia de idempotentes

{e1, e2, . . . , et} satisfazendo as condições acima. Primeiramente, provemos que cada

ideal Li = Rei é minimal, 1 ≤ i ≤ t. De fato, se Li não fosse minimal, existiria

um submódulo próprio J contido em Li. Como R é um R-módulo semisimples,

Li também seria semisimples, assim existiria outro submódulo J
′

de Li tal que

Li = J⊕J ′ . Com isso podeŕıamos escrever ei = e
′
i+e

′′
i , com e

′
i, e
′′
i idempotentes tais

que e
′
i, e
′′
i 6= 0 e e

′
i.e
′′
i = 0, que contradiria o item (iv). Logo, Li é minimal. O fato que

R = L1 +L2 + . . .+Lt segue imediatamente da condição (iii). Para provarmos que

esta soma é direta tomemos x ∈ Lj ∩

(∑
i 6=j

Li

)
, logo, x = rjej =

∑
i 6=j

riei. Multipli-

cando a última igualdade à direita por ej obtemos rje
2
j = rjej = x =

∑
i 6=j

rieiej = 0,

ou seja, Lj ∩

(∑
i 6=j

Li

)
= (0), como queŕıamos.

Definição 1.44. Dois idempotentes satisfazendo a condição (ii) são chamados or-

togonais, e um idempotente satisfazendo a condição (iv) é dito primitivo. Também,

se para um idempotente e ∈ R ocorre e.a = a.e, para todo a ∈ R, dizemos que e é

um idempotente central.
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Pelo que já estudamos, percebemos que é importante saber se um anel R é

semisimples, pois se isso ocorre, temos pelo Teorema 1.39, que todo R-módulo é

semisimples e, portanto, é uma soma direta de R-módulos simples. Concluiremos

esta seção mostrando que todo R-módulo simples é determinado, a menos de iso-

morfismo, pelos ideais minimais à esquerda dados na decomposição de R. Antes

disso, mostraremos um resultado auxiliar.

Lema 1.45. Sejam L um ideal minimal à esquerda de um anel semisimples R e M

um R-módulo simples. Então, LM 6= (0) se, e somente se, L 'M como R-módulos,

neste caso LM = M .

Demonstração: Suponhamos que LM 6= (0). Assim existem x ∈ L e m ∈ M

tais que xm 6= 0, conseqüentemente, Lm 6= (0). Como Lm é um submódulo de M

que é simples e Lm ⊂ LM ⊂ M , obtemos Lm = LM = M . Agora consideremos

a aplicação f : L → M dada por a 7→ am. Claramente f é um homomorfismo

sobrejetor de R-módulos, como x ∈ L e f(x) = xm 6= 0 devemos ter x 6∈ Ker (f), e

portanto, Ker (f) 6= L. Agora, o fato que Ker (f) 6= L é um submódulo de L, que

é minimal, implica que Ker (f) = (0), mostrando que f também é injetora. Logo,

L 'M .

Reciprocamente, assumimos que L ' M como R-módulos e seja f : L → M

um isomorfismo. Como R é semisimples, existe um elemento idempotente e ∈ R tal

que L = Re. Uma vez que f é um isomorfismo e 0 6= e ∈ L, existe m0 ∈ M tal que

m0 6= 0 e f(e) = m0. Assim obtemos m0 = f(e) = f(e2) = ef(e) = em0 6= 0, o que

implica LM 6= (0), como queŕıamos.

Proposição 1.46. Seja R =
t⊕
i=1

Li uma decomposição de um anel semisimples R

como soma direta de ideais minimais à esquerda. Então, todo R-módulo simples é

isomorfo a um ideal Li dado na decomposição de R.
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Demonstração: Consideremos R =
t⊕
i=1

Li uma decomposição de R como soma

direta de ideais minimais à esquerda e seja M um R-módulo simples. Uma vez que

M é simples, temos que M 6= (0), logo, existe m ∈ M tal que m 6= 0. Disso segue

que 0 6= m = 1.m ∈ RM , e portanto, RM 6= 0. Agora, como RM 6= (0) é um

submódulo de M que é simples, segue que RM = M . Mas RM =
t⊕
i=1

LiM , assim,

deve existir algum ı́ndice j tal que LjM 6= (0). Portanto, usando o lema anterior,

conclúımos que Lj 'M .

1.4 O Teorema de Wedderburn-Artin

Nesta seção, vamos descrever a estrutura de um anel semisimples. Para tanto,

precisamos de mais informações sobre seus ideais bilaterais.

Lema 1.47. Seja L um ideal minimal à esquerda de um anel semisimples R. Então,

a soma de todos ideais à esquerda de R isomorfos a L é um ideal bilateral de R.

Demonstração: Definamos A =
∑
J'L

J . Temos que A é um ideal à esquerda,

pois toda soma de ideais à esquerda é um ideal à esquerda. Vamos mostrar que A

também é ideal à direita. Como R é um anel semisimples, podemos decompor R da

forma R =
t⊕
i=1

Li, sendo cada Li um ideal minimal à esquerda. Assim temos que

AR =
∑
J'L

JR =
∑
J'L

t∑
i=1

JLi. Como JLi ⊂ Li, que é minimal, segue que JLi = (0)

ou JLi = Li. Mas, pelo Lema 1.45, a última alternativa acontece quando J ' Li,

isto é, quando Li ' L e, conseqüentemente, Li ⊂ A. Logo, devemos ter AR ⊂ A,

como queŕıamos.

Lema 1.48. Seja I um ideal bilateral de um anel semisimples R contendo um ideal

minimal à esquerda L. Então, I contém todos ideais à esquerda isomorfos a L.
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Demonstração: Tomemos L ⊂ I um ideal minimal à esquerda de R e seja J um

ideal à esquerda isomorfo a L. Mostremos que J ⊂ I. O fato que J ' L implica

que J também é minimal. Mais ainda, pelo Lema 1.45 temos que LJ 6= (0). Agora,

sendo LJ 6= (0) ideal de J que é minimal, segue que LJ = J . Como L ⊂ I e I é um

ideal bilateral de R devemos ter LJ ⊂ I. Com isso conclúımos que J = LJ ⊂ I.

Proposição 1.49. Sejam L um ideal minimal à esquerda de um anel semisimples

R e B a soma de todos ideais à esquerda de R isomorfos a L. Então, B é um ideal

minimal bilateral de R.

Demonstração: Pelo Lema 1.47 já temos que B é um ideal bilateral. Resta-nos

mostrar que B é minimal.

Consideremos B
′ 6= (0) um ideal bilateral de R contido em B. Vamos mostrar

que B
′
= B. Primeiramente observemos que esse ideal existe, na pior das hipóteses

poderia ser B. Agora, se L
′

é um ideal minimal à esquerda de R contido em B
′
,

vamos mostrar que L
′ ' L. Suponhamos que L

′ 6' L, então para todo ideal J ' L

devemos ter J 6' L
′

e, pela contrapositiva do Lema 1.45, obtemos L
′
J = (0). Uma

vez que B é constitúıdo da soma desses ideais J ' L e L
′
J = (0), então L

′
B = (0).

Em particular, L
′
L
′

= (0), visto que L
′ ⊂ B. Mas isso não pode ocorrer, pois,

como R é semisimples, temos L
′

= Re, e portanto, 0 6= e = e2 ∈ L
′
L
′
. Assim,

necessariamente L
′ ' L. Notemos que B

′
é um ideal bilateral do anel semisimples

R e L
′

é um ideal minimal à esquerda de B
′
, assim pelo Lema 1.48 temos que B

′

contém todos ideais à esquerda isomorfos a L
′
. Como L

′ ' L, segue que B
′

contém

todos ideais à esquerda isomorfos a L. Dessa forma, temos B =
∑
J'L

J ⊂ B
′ ⊂ B.

Portanto, B
′
= B.
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Observação 1.50. Dada uma decomposição de um anel semisimples R como soma

direta de ideais minimais à esquerda, reordenando se necessário, podemos agrupar

os ideais isomorfos:

R = L11 ⊕ L12 ⊕ . . .⊕ L1r1︸ ︷︷ ︸⊕L21 ⊕ L22 ⊕ . . .⊕ L2r2︸ ︷︷ ︸⊕ . . .⊕ Ls1 ⊕ Ls2 ⊕ . . .⊕ Lsrs︸ ︷︷ ︸ .

Com essa notação Lij ' Lih. Além disso, se i 6= k então Lij 6' Lkh. Usando

a contrapositiva do Lema 1.45 obtemos LijLkh = (0), para i 6= k. Ainda, segue da

Proposição 1.46, que todos ideais minimais à esquerda são isomorfos a um dos ideais

de R dado na decomposição acima.

Teorema 1.51. Mantendo a notação acima, denotamos por Ai a soma de todos

ideais à esquerda de R isomorfos a Li1, 1 ≤ i ≤ s. Então:

(i) Cada Ai é um ideal minimal bilateral de R.

(ii) AiAj = (0) se i 6= j.

(iii) R =
s⊕
i=1

Ai como anéis, onde s é o número de classes de isomorfismo de

ideais minimais à esquerda de R.

Demonstração: (i) Uma vez que Li1 é um ideal minimal à esquerda e Ai é a soma

de todos ideais isomorfos Li1, segue da Proposição 1.49 que Ai é um ideal minimal

bilateral de R.

(ii) Temos que AiAj =

ri∑
k=1

rj∑
h=1

LikLjh e se i 6= j, então LikLjh = (0) para todo

1 ≤ k ≤ ri e 1 ≤ h ≤ rj. Portanto, AiAj = (0).

(iii) Primeiramente, vamos mostrar que R =
s∑
i=1

Ai. Observemos que R pode

ser escrito como:

R = L11 ⊕ L12 ⊕ . . .⊕ L1r1︸ ︷︷ ︸⊕L21 ⊕ L22 ⊕ . . .⊕ L2r2︸ ︷︷ ︸⊕ . . .⊕ Ls1 ⊕ Ls2 ⊕ . . .⊕ Lsrs︸ ︷︷ ︸ .
Disso segue que se x ∈ R, então podemos escrever x da seguinte forma:

x = x11 + x12 + . . .+ x1r1︸ ︷︷ ︸+x21 + x22 + . . .+ x2r2︸ ︷︷ ︸+ . . .+ xs1 + xs2 + . . .+ xsrs︸ ︷︷ ︸,
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com xij ∈ Lij. Definamos yi = xi1 + xi2 + . . . + xiri , 1 ≤ i ≤ s. Então yi ∈ Ai,

1 ≤ i ≤ s e x = y1 + y2 + . . . + ys. Portanto, R =
s∑
i=1

Ai. Que esta soma é direta

segue do fato que R =
s⊕
i=1

ri⊕
j=1

Lij.

Definição 1.52. Um anel R é chamado simples se (0) e R são os únicos ideais

bilaterais de R.

Exemplo 1.53. Se D é um anel com divisão, então Mn(D) é um anel simples.

De fato, tomemos I um ideal bilateral de Mn(D) tal que I 6= (0), vamos

mostrar que I = Mn(D). O fato que I 6= (0) implica que existe uma matriz A ∈ I

tal que A 6= 0, ou seja, pelo menos uma entrada da matriz A deve ser diferente de

zero, digamos ahk. Consideremos as matrizes elementares Eij ∈ Mn(D) com 1 na

entrada (i, j) e 0 nas demais. Coloquemos Bi = EihAEki e vejamos que Bi possui o

elemento 0 em todas entradas exceto a entrada (i, i) que possui o elemento ahk, isto

é, Bi = ahkEii.

Como I é um ideal bilateral e A ∈ I devemos ter que Bi = EihAEki ∈ I para

todo 1 ≤ i ≤ n. Logo, B = B1 + . . . + Bn ∈ I. Notemos que B é uma matriz

diagonal e todos elementos da diagonal são iguais a ahk 6= 0. Logo, B é inverśıvel, e

portando, I = Mn(D), como desejávamos.

Corolário 1.54. Os ideais Ai, do Teorema 1.51, são anéis simples.

Demonstração: Como cada Ai é um ideal minimal bilateral de R, basta mostrar-

mos que qualquer ideal bilateral Bi de Ai também é um ideal bilateral de R, e assim,

teremos Bi = (0) ou Bi = Ai.

Para isso tomemos b ∈ Bi e r ∈ R. Podemos escrever r = x1 + x2 + . . . + xs

com xj ∈ Aj, para todo 1 ≤ j ≤ s. Então, r.b =
s∑
j=1

xjb. Observemos que xjb = 0

se j 6= i, pois xj ∈ Aj, b ∈ Ai e AjAi = (0) se i 6= j. Disso segue que rb = xib ∈ Bi.
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Portanto, RBi ⊂ Bi. Analogamente, mostramos que BiR ⊂ Bi e conclúımos que Bi

é um ideal bilateral de R.

Podemos agora caracterizar todos os ideais bilaterais de R utilizando os ideais

Ai constrúıdos no Teorema 1.51.

Proposição 1.55. Seja R =
s⊕
i=1

Ai uma decomposição de um anel semisimples R

como soma direta de ideais minimais bilaterais. Então

(i) Todo ideal bilateral I de R pode ser escrito na forma Ai1 ⊕Ai2 ⊕ . . .⊕Ait,

com 1 ≤ i1 < . . . < it ≤ s.

(ii) Se R =
r⊕
j=1

Bi é outra decomposição de R como soma direta de ideais

minimais bilaterais, então s = r, e depois de uma posśıvel renumeração de ı́ndices,

Ai = Bi, para todo 1 ≤ i ≤ s.

Demonstração: (i) Seja I um ideal bilateral de R. Então I =
s⊕
i=1

(Ai ∩ I).

Como cada Ai é um ideal minimal bilateral e Ai ∩ I é um ideal bilateral de Ai,

segue que Ai ∩ I = (0) ou Ai ∩ I = Ai. Portanto, I = Ai1 ⊕ Ai2 ⊕ . . . ⊕ Ait , com

1 ≤ i1 < . . . < it ≤ s.

(ii) Como cada Bj é um ideal bilateral de R, por (i), temos que Bj = Ai1 ⊕

Ai2 ⊕ . . . ⊕ Ait , com 1 ≤ i1 < . . . < it ≤ s. Além disso, temos também que Bj é

minimal, assim devemos ter apenas um Ai na decomposição de Bj, e assim Ai = Bj.

Reordenando, se necessário, podemos concluir que Ai = Bi, para todo 1 ≤ i ≤ s.

Definição 1.56. Se R =
s⊕
i=1

Ai é a decomposição de um anel semisimples como

soma direta de ideais minimais bilaterais, então os anéis simples Ai são chamados

componentes simples de R.

Veremos no próximo teorema que a decomposição de R como soma direta de

ideais minimais bilaterais esta relacionada com uma famı́lia especial de idempo-

tentes.
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Teorema 1.57. Seja R =
s⊕
i=1

Ai a decomposição de um anel semisimples R como

soma direta de ideais minimais bilaterais. Então, existe uma famı́lia {e1, e2, . . . , es},

de elementos de R tal que:

(i) ei 6= 0 é um elemento idempotente central, 1 ≤ i ≤ s.

(ii) Se i 6= j então eiej = 0.

(iii) 1 = e1 + e2 + . . .+ es.

(iv) ei não pode ser escrito como ei = e
′
i + e

′′
i , com e

′
i, e
′′
i idempotentes centrais

tais que e
′
i, e
′′
i 6= 0 e e

′
i.e
′′
i = 0, 1 ≤ i ≤ s.

Reciprocamente, se existir uma famı́lia de idempotentes {e1, e2, . . . , et} satis-

fazendo as condições acima, então os ideais Ai = Rei são minimais bilaterais e

R =
t⊕

i= 1

Ai.

Demonstração: A prova é análoga a do Teorema 1.43, resta-nos mostrar que

cada ei, 1 ≤ i ≤ s, é central. Dado x ∈ R, temos que 1.x = x = x.1, assim por

(iii), obtemos x =
s∑
i=1

xei =
s∑
i=1

eix. Uma vez que cada Ai é um ideal bilateral,

devemos ter xei, eix ∈ Ai. Agora, usando o fato que a soma é direta, conclúımos

que xei = eix.

Observação 1.58. Uma outra propriedade importante é que ei é o elemento identi-

dade sobre o anel Ai. De fato, dado xi ∈ Ai, temos que xi = xi.1 = xi(e1 +. . .+el) =

xie1 + . . .+ xiel. Como xiej ∈ AiAj = (0) se i 6= j, segue que xi = xiei

Definição 1.59. Uma famı́lia de idempotentes {e1, . . . , es} satisfazendo as condições

do teorema acima é chamada famı́lia completa de idempotentes primitivos centrais.

Teorema 1.60. Se I é um ideal bilateral de um anel semisimples R, então I = Re,

onde e é um idempotente central de R.

Demonstração: Suponhamos que R é semisimples e seja R =
s⊕
i=1

Ai a decom-

posição de R como no Teorema 1.51. Para cada j temos que I ∩ Aj = (0) ou
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I ∩ Aj = Aj, visto que Aj é simples. Reordenando, se necessário, podemos assumir

que I ∩ Aj = Aj para 1 ≤ j ≤ t e I ∩ Aj = (0) para j = t + 1, . . . , s. Notemos

que, dessa forma Aj ⊂ I para j = 1, 2, . . . , t. Consideremos {e1, . . . , es} a famı́lia de

idempotentes primitivos centrais de R e definamos e = e1 + . . .+et ∈ I. É fácil veri-

ficarmos que e2 = e. Uma vez que cada ei é central, segue que xe = xe1 + . . .+xet =

e1x+ . . .+ etx = ex, para todo x ∈ R. Logo, e é um idempotente central de R.

Agora mostremos que I = Re. Com efeito, como I é um ideal e e ∈ I temos que

Re ⊂ I. Por outro lado, se u ∈ I, então u = u.1 = u(e1 + . . .+ es) = ue1 + . . .+ues.

Mas para j > t, temos que uej ∈ I ∩Aj = (0). Disso segue que u = ue1 + . . .+uet =

ue ∈ Re. Portanto, I = Re.

Vimos que R tem uma decomposição como soma direta de componentes sim-

ples, quando R for um anel semisimples. Mostraremos adiante que cada componente

simples é isomorfa a um anel de matrizes sobre um anel de divisão. Para tanto, pre-

cisamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 1.61. Seja R um anel e seja M = M1 ⊕ . . . ⊕ Mr e N = N1 ⊕ . . . ⊕ Ns

dois R-módulos escrito como soma direta de submódulos. Sejam εj : Mj → M a

inclusão de cada Mj em M e πi : N → Ni o homomorfismo natural de N sobre seus

componentes.

(i) Suponhamos que, para cada par de ı́ndices i, j temos um homomorfismo

φij ∈ HomR(Mj, Ni). Então, a aplicação φ : M → N definida por:

φ(m1 +m2 + . . .+mr) =


φ11 φ12 . . . φ1r

φ21 φ22 . . . φ2r
...

...
. . .

...
φs1 φs2 . . . φsr

 .


m1

m2
...
mr


= φ11(m1) + . . .+ φ1r(mr)︸ ︷︷ ︸

∈ N1

+φ21(m1) + . . .+ φ2r(mr)︸ ︷︷ ︸
∈ N2

+ . . .+φs1(m1) + ...+ φsr(mr)︸ ︷︷ ︸
∈ Ns

,

é um homomorfismo. Para indicar que φ é dada como na forma acima denotamos

φ = (φij).
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(ii) Se φ ∈ HomR(M,N), então φij = πi ◦ φ ◦ εj ∈ HomR(Mj, Ni) e φ = (φij).

(iii) Para φ = (φij) e ψ = (ψij), temos φ+ ψ = (φij + ψij).

A demonstração será omitida, por ser extensa, mas é bem simples e direta.

Corolário 1.62. Seja R um anel e M um R-módulo, então HomR(M (n),M (n)) '

Mn(HomR(M,M)), como anéis.

Demonstração: Basta considerarmos a aplicação ψ : Mn(HomR(M,M)) →

HomR(M (n),M (n)), que associa cada matriz (φij) ∈ Mn(HomR(M,M)) à função

φ : M (n) →M (n) dada por

φ(m1 + . . .+mn) = φ11(m1) + . . .+ φ1n(mn)︸ ︷︷ ︸
∈M

+ . . .+ φn1(m1) + ...+ φnn(mn)︸ ︷︷ ︸
∈M

.

Não é dif́ıcil, apesar de trabalhoso, mostrar que ψ é um isomorfismo de anéis.

Lema 1.63. Seja R um anel, M um R-módulo semisimples e B = HomR(M,M).

Então, M admite uma estrutura de B-módulo dada por φ.m = φ(m), para todo

φ ∈ B, e todo m ∈ M . Além disso, para cada m ∈ M e f ∈ HomB(M,M), existe

um elemento a ∈ R tal que f(m) = am.

Demonstração: Sabemos que M é um R-módulo, assim, já temos que M é um

grupo abeliano para soma. Também, é fácil verificarmos que M satisfaz as demais

propriedades de B-módulo.

Mostraremos que para cada m ∈ M e f ∈ HomB(M,M), existe um ele-

mento a ∈ R tal que f(m) = am. De fato, seja m ∈ M . Notemos que Rm é um

submódulo de M , como M é semisimples, existe um submódulo W de M tal que

M = Rm ⊕W . Se denotarmos por π : M → M a projeção sobre Rm, temos que

π ∈ HomR(M,M) = B. Dado um elemento f ∈ HomB(M,M) obtemos

f(m) = f(π(m)) = f(π.m) = π(f(m)) ∈ Rm.

Logo, existe um elemento a ∈ R tal que f(m) = am.
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Teorema 1.64. (Densidade de Jacobson) Sejam M um R-módulo semisimples e

B = HomR(M,M). Se f ∈ HomB(M,M) e {m1, . . . ,mn} é um conjunto arbitrário

de elementos de M , então existe um elemento b ∈ R tal que f(mi) = bmi para todo

1 ≤ i ≤ n.

Demonstração: Dado f ∈ HomB(M,M), definimos f (n) : M (n) →M (n) por

f (n)(x1 + . . .+ xn) = f(x1) + . . .+ f(xn), x1, . . . , xn ∈M .

Seja B
′
= HomR(M (n),M (n)). Vamos mostrar que f (n) ∈ HomB′ (M

(n),M (n)).

De fato, se a, b ∈M (n), é claro que f (n)(a+ b) = f (n)(a) +f (n)(b). Agora, dado

φ ∈ B′ , pelo Corolário 1.62, podemos escrever φ = (φij) com φij ∈ HomR(M,M).

Logo,

(f (n) ◦ φ)(m1 + . . .+mn) = f (n)(φ(m1 + . . .+mn))

= f (n)(φ11(m1) + ...+ φ1n(mn)︸ ︷︷ ︸
∈M

+...+ φn1(m1) + ...+ φnn(mn)︸ ︷︷ ︸
∈M

)

= f(φ11(m1) + ...+ φ1n(mn)) + ...+ f(φn1(m1) + ...+ φnn(mn))

= f(φ11(m1)) + . . .+ f(φ1n(mn)) + . . .+ f(φn1(m1)) + . . .+ f(φnn(mn))

= φ11(f(m1)) + . . .+ φ1n(f(mn)) + . . .+ φn1(f(m1)) + . . .+ φnn(f(mn))

= φ(f(m1) + . . .+ f(mn)) = (φ ◦ f (n))(m1 + . . .+mn).

E podemos concluir que f (n) ∈ HomB′ (M
(n),M (n)). Pelo lema anterior, existe um

elemento b ∈ R tal que

f (n)(m1 + . . .+mn) = b(m1 + . . .+mn).

Portanto, f(mi) = bmi para todo 1 ≤ i ≤ n.

Lema 1.65. (Schur) Sejam R um anel e M,N R-módulos simples. Se f : M → N

é um homomorfismo não-nulo, então f é um isomorfismo.

Demonstração: Suponhamos que f : M → N é um homomorfismo não-nulo,

assim Im(f) 6= (0), uma vez que Im(f) é um submódulo de N que é simples, devemos
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ter Im(f) = N , isso implica que f é sobrejetora. Analogamente, Ker (f) 6= M é um

submódulo de M que também é simples. Logo, Ker (f) = (0), ou seja, f é injetora,

e portanto, um isomorfismo.

Corolário 1.66. Sejam R um anel e M,N R-módulos simples. Então

(i) Se M 6' N , então HomR(M,N) = (0).

(ii) HomR(M,M) é um anel de divisão.

Demonstração: (i) Sejam M,N R-módulos simples, dado f ∈ HomR(M,N),

como M 6' N , temos que f não pode ser um isomorfismo. Logo, pela contrapositiva

do Lema de Schur 1.65, f é o homomorfismo nulo, e portanto, HomR(M,N) = (0).

(ii) Tomemos f ∈ HomR(M,M) com f 6= 0, então pelo Lema de Schur 1.65,

f é um isomorfismo, e portanto, f é inverśıvel.

Proposição 1.67. Seja M um R-módulo livre com base {mi : i ∈ I}. Seja N um

R-módulo e para cada i ∈ I considere ni um elemento de N . Então existe um único

homomorfismo f : M → N de R-módulos tal que f(mi) = ni, para todo i ∈ I.

Demonstração: Dado m ∈ M , existem únicos a1, . . . , an ∈ A tais que m =
n∑
i=1

aimi. Definamos f : M → N por f(m) =
n∑
i=1

aini. Logo, f(mi) = ni para todo

i ∈ I. Como os ai’s são únicos, f está bem definida e é fácil verificarmos que f é

um homomorfismo.

Para mostrar a unicidade, suponha que exista g : M → N homomorfismo tal

que g(mi) = ni. Assim, dado m =
n∑
i=1

aimi ∈M temos que

g(m) = g(
n∑
i=1

aimi) =
n∑
i=1

aig(mi) =
n∑
i=1

aini = f(m).

Portanto, f = g, e assim, f é única.
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Nos próximos resultados iremos utilizar o conceito de anel Artiniano à es-

querda. Recordemos que um anel R é dito Artiniano à esquerda se qualquer cadeia

decrescente de ideais à esquerda

I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ Ii ⊃ . . .

estaciona, ou seja, existe um ı́ndice t tal que It = It+i para i ≥ 1.

Lema 1.68. Sejam R um anel Artiniano à esquerda semisimples e M um R-módulo

simples. Consideremos o anel com divisão D = HomR(M,M). Então, M visto

como um D-módulo é de dimensão finita.

Demonstração: Seja M um D-módulo e {m1, . . . ,mn, . . .} uma base infinita de

M sobre D. Para cada ı́ndice t, definamos:

At = {a ∈ R : ami = 0, 1 ≤ i ≤ t}.

Temos que At é um ideal à esquerda e que At ⊃ At+1, t = 1, 2, . . . , n, . . .

Vamos mostrar que esta inclusão é estrita. Com efeito, uma vez que M é um

R-módulo simples, segue que M 6= (0) e, conseqüentemente, existe m ∈ M tal que

m 6= 0. Agora, considerando o subconjunto {0,m} de M , pela proposição anterior

existe f : M →M homomorfismo de D-módulos tal que

f(mi) =

{
0, se i 6= t+ 1
m, se i = t+ 1.

Sendo {m1, . . . ,mt+1} um subconjunto de M e f ∈ HomD(M,M) segue do Teorema

de Jacobson 1.64 que existe a ∈ R tal que f(mi) = ami, 1 ≤ i ≤ t + 1. Como

ami = f(m) = 0, se 1 ≤ i ≤ t, e amt+1 = f(mt+1) = m 6= 0, obtemos que a ∈ At

e a 6∈ At+1, ou seja, At ) At+1. Portanto, se {m1, . . . ,mn, . . .} for infinito, teremos

uma cadeia de ideais à esquerda estritamente decrescente

A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ At ⊃ . . .

contrariando o fato de R ser um anel Artiniano à esquerda.
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Definição 1.69. Seja A um anel, denotamos por A◦ o anel oposto de A, isto é,

o anel definido sobre o mesmo conjunto, usando a mesma adição de A, mas com

produto em A◦ dado por x ◦ y = yx, onde yx denota a multiplicação de y e x em A.

Observação 1.70. É obvio que A◦ é também um anel. O elemento neutro e a

unidade de A e A◦ coincidem. Todo ideal à esquerda (direita) de A é um ideal à

direita (esquerda) de A◦. Portanto A e A◦ têm os mesmos ideais bilaterais.

Lema 1.71. Sejam R um anel Artiniano à esquerda simples, M um R-módulo

simples e D = HomR(M,M). Então R ' HomD(M,M) ' Mn(D◦), sendo n a

dimensão de M como D-módulo.

Demonstração: Definamos φ : R → HomD(M,M) associando cada elemento

a ∈ R ao homomorfismo de D-módulo fa dado por fa(x) = ax para todo x ∈M .

Primeiramente, mostremos que φ é um homomorfismo de anéis. De fato, da-

dos a, b ∈ R, temos que

φ(a+ b)(x) = fa+b(x) = (a+ b)x = ax+ bx = fa(x) + fb(x) = φ(a)(x) + φ(b)(x).

φ(a.b)(x) = fab(x) = (ab)x = a(bx) = a(fb(x)) = fa(fb(x)) = fa(φ(b)(x)) =

φ(a)(φ(b)(x)) = (φ(a) ◦ φ(b))(x)).

Agora, para provarmos a injetividade, notemos que Ker (φ) = {a ∈ R : am =

0, para todo m ∈ M} é um ideal bilateral de R. Uma vez que M é simples, temos

que M 6= (0), assim existe m ∈ M tal que m 6= 0. Como 1.m = m 6= 0, segue

que 1 6∈ Ker (φ), logo Ker (φ) 6= R. Sendo R um anel simples, conclúımos que

Ker (φ) = (0).

Vamos mostrar que φ é sobrejetora. Para isso, consideremos {m1,m2, . . . ,mn}

uma base de M sobre D, que é finita pelo Lema 1.68. Dado f ∈ HomD(M,M), pelo

Teorema de Jacobson 1.64, existe a ∈ R tal que f(mi) = ami, para todo 1 ≤ i ≤ n.

Vamos mostrar que φ(a) = f . Observemos que se x ∈ M , podemos escrever x da

seguinte forma:

x = f1(m1) + . . .+ fn(mn),
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para fi ∈ D = HomR(M,M), para todo 1 ≤ i ≤ n. Assim

f(x) = f(f1(m1) + . . .+ fn(mn)) = f(f1(m1)) + . . .+ f(fn(mn))

= f1(f(m1)) + . . .+ fn(f(mn)) = f1(am1) + . . .+ fn(amn)

= af1(m1) + . . .+ afn(mn) = a(f1(m1) + . . .+ fn(mn))

= ax = φ(a)(x).

Logo, φ é sobrejetora, e portanto, um isomorfismo de anéis.

Agora, iremos mostrar que HomD(M,M) ' Mn(D◦). Observemos que se n

é a dimensão de M sobre D, então M ' Dn como D-módulos. Com isso, fazendo

M = D no Corolário 1.62, e vendo D como um D-módulo, obtemos

HomD(M,M) 'Mn(HomD(D,D)).

Assim, basta mostrarmos que HomD(D,D) ' D◦. Para isso, definamos φ : D◦ →

HomD(D,D) associando cada elemento a ∈ D◦ ao homomorfismo de D-módulo

fa : D → D dado por fa(x) = xa, para todo x ∈ D. Mostremos que φ é um

isomorfismo de anéis. De fato, para quaisquer a, b ∈ D◦ e x ∈ D temos:

φ(a+ b)(x) = fa+b(x) = x(a+ b) = xa+ xb = fa(x) + fb(x) = φ(a)(x) + φ(b)(x).

φ(a ◦ b)(x) = fba(x) = xba = fa(xb) = fa(fb(x)) = fa(φ(b)(x)) = φ(a)φ(b)(x).

Portanto, φ é homomorfismo de anéis. Agora observemos que Ker (φ) 6= D◦ e

Ker (φ) é um ideal do anel com divisão D◦, o qual possui somente os ideais triviais.

Logo, devemos ter Ker (φ) = (0), e portanto, φ é injetora. Para verificarmos a

sobrejetividade, tomemos f ∈ HomD(D,D), temos que f(x) = f(x.1) = xf(1),

para todo x ∈ D. Fazendo a = f(1) ∈ D◦, segue que

φ(a)(x) = φ(f(1))(x) = xf(1) = f(x) para todo x ∈ D.

Portanto, φ é um isomorfismo de anéis.

Teorema 1.72. (Wedderburn-Artin) Um anel R é semisimples se, e somente

se, é uma soma direta de anéis de matrizes sobre anéis com divisão:

R 'Mn1(D1)⊕ . . .⊕Mns(Ds).
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Demonstração: Suponhamos que R é um anel semisimples, assim podemos

escrever

R = L11 ⊕ L12 ⊕ . . .⊕ L1r1︸ ︷︷ ︸
A1

⊕L21 ⊕ L22 ⊕ . . .⊕ L2r2︸ ︷︷ ︸
A2

⊕ . . .⊕ Ls1 ⊕ Ls2 ⊕ . . .⊕ Lsrs︸ ︷︷ ︸
As

,

onde cada Lij é ideal minimal à esquerda e Lij ' Lih. Então, R =
s⊕
i=1

Ai é a

decomposição deR como soma direta de ideais minimais bilaterais, como no Teorema

1.51.

Notemos que os ideais Lij, 1 ≤ j ≤ ri, da decomposição de Ai são minimais,

assim devemos ter que cada Lij, 1 ≤ j ≤ ri, é um anel Artiniano à esquerda. Uma

vez que Ai é soma direta de Lij, 1 ≤ j ≤ ri, segue que Ai é um anel Artiniano à

esquerda. Além disso, temos que Li1 é um submódulo simples de Ai. Assim, pelo

lema anterior, Ai ' HomDi
(Li1, Li1) 'Mni

(Di), sendo Di = HomR(Li1, Li1) e ni a

dimensão de Li1 como Di-módulo, para todo 1 ≤ i ≤ s. Pelo Corolário 1.66, Di é

um anel com divisão.

Reciprocamente, assumimos que R ' Mn1(D1) ⊕ . . . ⊕Mns(Ds). Como cada

componente Mni
(Di) é um anel semisimples, podemos escrever Mni

(Di) como soma

de um número finito de ideais minimais à esquerda, que também são ideais minimais

à esquerda de R, ou seja, R é uma soma de um número finito de ideais minimais à

esquerda. Portanto, pelo Teorema 1.39, R é um anel semisimples.

Finalizaremos esta seção estabelecendo a unicidade para a decomposição de um

anel semisimples dada no Teorema de Wedderburn-Artin 1.72, mas antes citaremos

um resultado auxiliar.

Teorema 1.73. Sejam D e D
′

anéis com divisão tais que Mm(D) 'Mn(D
′
), então

D ' D
′

e m = n.

Demonstração: Ver [12], Teorema 1.9, pg 283.
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Teorema 1.74. Seja R um anel semisimples e suponhamos que

R 'Mn1(D1)⊕ . . .⊕Mns(Ds) 'Mm1(D
′

1)⊕ . . .⊕Mmr(D
′

r),

com Di, D
′
j, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ r anéis com divisão. Então, s = r e, após uma

permutação adequada de ı́ndices, temos que ni = mi e Di ' D
′
i.

Demonstração: Já vimos que anéis de matrizes sobre anéis com divisão são

simples, logo, pela Proposição 1.55 vem r = s e Mni
(Di) ' Mmj

(D
′
j). Se i 6=

j podemos fazer uma permutação de ı́ndices e obteremos Mni
(Di) ' Mmi

(D
′
i).

Portanto, segue do teorema anterior que ni = mi e Di ' D
′
i.

1.5 Os Anéis de Grupo R[G]

Nesta seção, iremos mostrar que, sob certas condições, os anéis de grupo são

semisimples. Em seguida, encontraremos uma base para o centro dos anéis de grupo

K[G], onde G é um grupo finito e K um corpo. Esta será muito útil no Caṕıtulo 4.

Começamos definindo anel de grupo.

Seja G um grupo e R um anel com identidade. Podemos construir um R-

módulo livre tendo como base os elementos de G, que será denotado por R[G].

Assim, os elementos de R[G] podem ser escritos de modo único na forma
∑
g∈G

agg,

com ag ∈ R e somente um número finito de coeficientes são diferentes de zero (em

outras palavras, a soma é finita).

Definimos a adição em R[G] por(∑
g∈G

agg

)
+

(∑
g∈G

bgg

)
=
∑
g∈G

(ag + bg)g,

e a multiplicação da seguinte forma(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
g,h∈G

(agbh)(gh).

Com essas operações R[G] é um anel, chamado anel do grupo G sobre R.
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Teorema 1.75. (Maschke) Seja G um grupo. Se R é um anel semisimples, G é

finito e |G| é inverśıvel em R, então o anel de grupo R[G] é semisimples.

Demonstração: Suponhamos que as hipóteses são válidas e vamos mostrar que

R[G] é um anel semisimples, ou seja, R[G] visto como um R[G]-módulo é semisim-

ples. Para isso, consideremos M um R[G]-submódulo de R[G] e mostremos que M

é um somando direto de R[G]. Por hipótese, R é semisimples, assim, pelo Teorema

1.39, devemos ter que todo R-módulo é semisimples, em particular, R[G] visto como

um R-módulo é semisimples. Como M é também um R-submódulo de R[G], existe

um R-submódulo N de R[G] tal que R[G] = M ⊕N .

Seja π : R[G]→ M a projeção canônica sobre M . Definimos: π∗ : R[G]→ M

dada por

π∗(x) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gx), para todo x ∈ R[G].

Observemos que π∗ está bem definida, pois π(gx) ∈ M , para todo x ∈ R[G] e

g ∈ G. Como M é um R[G]-submódulo de R[G], temos que g−1π(gx) ∈ M , logo,

π∗(x) = 1
|G|

∑
g∈G

g−1π(gx) ∈M .

Se provarmos que π∗ é um R[G]-homomorfismo, então Ker (π∗) será um R[G]-

submódulo de R[G], assim, se mostrarmos que R[G] = M ⊕ Ker (π∗) teremos que

R[G] é um anel semisimples.

Inicialmente, mostremos que π∗ é um R[G]-homomorfismo. Como π∗ é um

R-homomorfismo, é suficiente mostrarmos que π∗(ax) = aπ∗(x), para todo x, a ∈ G.

De fato, temos que

π∗(ax) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gax) =
1

|G|
∑
g∈G

aa−1g−1π(gax) =
a

|G|
∑
g∈G

(ga)−1π((ga)x).

Como g percorre todos elementos de G, o produto ga também percorre todos ele-

mentos de G, logo,

π∗(ax) = a
1

|G|
∑
h∈G

h−1π(hx) = aπ∗(x).
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Assim π∗ é um R[G]-homomorfismo e Ker (π∗) é um R[G]-submódulo de R[G]. Va-

mos mostrar agora que Im(π∗) = M . Com efeito, uma vez que π é uma projeção

sobre M , devemos ter π(m) = m, para todo m ∈ M . Também, como M é um

R[G]-módulo, temos que gm ∈M , para todo g ∈ G. Dáı,

π∗(m) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gm) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1gm =
1

|G|
(m+m+ ...+m︸ ︷︷ ︸

|G| vezes

) = m.

Logo, M ⊂ Im(π∗), e portanto, Im(π∗) = M .

Observemos, ainda, que (π∗)2 = π∗, pois

π∗(π∗(x)) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gπ∗(x)︸ ︷︷ ︸
∈M

) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1(gπ∗(x)) = π∗(x),

para todo x ∈ R[G].

Para mostrarmos que R[G] = M ⊕Ker (π∗), consideremos a seqüência exata

0→ Ker (π∗)
i→ R[G]

π∗→M → 0.

Fazendo ϕ = π∗|M : M → R[G], podemos notar que Im(π∗) = M ⊂ R[G] e, assim,

obtemos um homomorfismo de R[G]-módulos ϕ : M → R[G] tal que π∗ ◦ ϕ = IM .

De fato, como π∗ é um homomorfismo sobrejetor, dado m ∈M , existe x ∈ R[G] tal

que π∗(x) = m. Dáı,

(π∗ ◦ ϕ)(m) = (π∗ ◦ ϕ)(π∗(x)) = π∗(π∗(π∗(x))) = π∗(x) = m.

Portanto, a seqüência se fatora, ou seja, R[G] = M ⊕Ker (π∗).

Observação 1.76. Se R = K é um corpo, K é sempre semisimples, pois K visto

como um K-módulo é um K-espaço vetorial, assim dado um K-subespaço E de K,

sempre obtemos um K-subespaço F tal que K = E ⊕ F .

Corolário 1.77. Sejam G um grupo finito e K um corpo. Se char(K) - |G| então

K[G] é semisimples.
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Demonstração: Uma vez que K é um corpo, pela observação acima, temos que

K é semisimples. Além disso, o fato que char(K) - |G| implica que |G| é inverśıvel

em K. Logo, usando o Teorema de Maschke 1.75, segue que K[G] é semisimples.

Como conseqüência do Teorema de Maschke 1.75, juntamente com o Teorema

de Wedderburn-Artin 1.72 segue o seguinte:

Teorema 1.78. Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que char(K) - |G|.

Então:

(i) K[G] é uma soma direta de um número finito de ideais bilaterais {Bi}1≤i≤r.

Cada Bi é um anel simples e {Bi}1≤i≤r são as componentes simples de K[G].

(ii) Qualquer ideal bilateral de K[G] é uma soma direta de alguns membros da

famı́lia {Bi}1≤i≤r.

(iii) Cada componente simples Bi é isomorfa a um anel de matriz da forma

Mni
(Di), com Di um anel com divisão contendo uma cópia isomorfa de K em seu

centro, e o isomorfismo:

K[G]
φ
'

r⊕
i=1

Mni
(Di),

é um isomorfismo de anéis.

(iv) Em cada anel de matriz Mni
(Di), o conjunto:

Ii =




x1 0 . . . 0
x2 0 . . . 0
...

...
. . .

...
xni

0 . . . 0

 : x1, x2, . . . , xni
∈ Di

 ' Dni
i ,

é um ideal minimal à esquerda.

Dado x ∈ KG, consideramos φ(x) = (α1, . . . , αr) ∈
r⊕
i=1

Mni
(Di) e definimos

o produto de x por um elemento mi ∈ Ii por xmi = αimi. Com esta definição, Ii

torna-se um KG-módulo simples.

(v) Ii 6' Ij se i 6= j.

(vi) Qualquer KG-módulo simples é isomorfo a algum Ii, 1 ≤ i ≤ r.
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Corolário 1.79. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado

tal que char(K) - |G|. Então

K[G] '
r⊕
i=1

Mni
(K),

e n2
1 + n2

2 + . . .+ n2
r = |G|.

Demonstração: Como char(K) - |G|, pelo ı́tem (iii) do Teorema 1.78, temos que

K[G] '
r⊕
i=1

Mni
(Di),

onde Di é um anel de divisão contendo uma cópia de K em seu centro. Se calcular-

mos a dimensão sobre K em ambos os lados da equação acima obtemos

|G| =
r∑
i=1

n2
i [Di : K].

Assim, cada anel de divisão é de dimensão finita sobre K, logo todo elemento é

algébrico sobre K. O fato que K é algebricamente fechado implica Di = K, para

todo 1 ≤ i ≤ r, e segue o resultado.

Definição 1.80. Sejam G um grupo finito e C1, . . . , Cr suas classes de conjugação.

Para cada i ∈ {1, . . . , r} definimos γi =
∑
h∈Ci

h ∈ K[G]. Estes elementos são chama-

dos somas de classe de G sobre K.

O próximo resultado nos fornece uma base para o centro Z(K[G]) do anel de

grupo K[G]. Este resultado também pode ser obtido considerando G um grupo

qualquer e R um anel comutativo. Como em nossos casos utilizaremos sempre G

um grupo finito e K um corpo, faremos a prova somente para esse caso, embora, a

demonstração para o caso geral seja análoga.

Teorema 1.81. Sejam K um corpo, G um grupo finito e C1, . . . , Cr suas classes

de conjugação. Então, o conjunto {γi}ri=1 forma uma base de Z(K[G]), o centro de

K[G] sobre K.
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Demonstração: Mostremos primeiro que cada γi pertence a Z(K[G]). De fato,

dado um elemento arbitrário g ∈ G, temos que

gγig
−1 =

∑
x∈Ci

gxg−1 =
∑
y∈Ci

y = γi.

Logo, gγi = gγi para todo g ∈ G, isso mostra que γi ∈ Z(K[G]), 1 ≤ i ≤ r.

Mostremos que estes elementos são linearmente independentes sobre K. De

fato, suponhamos que k1γ1 + . . . + krγr = 0, com k1, . . . , kr ∈ K. Como as classes

de conjugação são disjuntas e G é uma base de K[G] sobre K, devemos ter ki = 0,

1 ≤ i ≤ r.

Finalmente, resta-nos mostrar que {γi}ri=1 geram Z(K[G]) sobre K. Para isso,

tomemos α =
∑
g∈G

agg ∈ Z(K[G]) e observemos que dado h ∈ G temos

α = h−1αh =
∑
g∈G

ag(h
−1gh),

então, fazendo β = h−1gh vem α =
∑
β∈G

ahβh−1β, e portanto, α =
∑
β∈G

aββ =∑
β∈G

ahβh−1β. Como G é um conjunto linearmente independente de K[G] sobre K

segue que aβ = ahβh−1 , para todo β, h ∈ G. Assim podemos colocar os coeficientes

que correspondem aos elementos da mesma classe de conjugação em evidência, isto

é, α =
∑
β∈G

aββ =
r∑
i=1

aβi
γi, com βi ∈ Ci. Como queŕıamos provar.

Encerraremos esta seção mostrando que o número de componentes simples de

K[G] é conhecido quando K for um corpo algebricamente fechado.

Proposição 1.82. Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado

tal que char(K) - |G|. Então, o número de componentes simples de K[G] é igual ao

número de classes de conjugação de G.

Demonstração: Pelo teorema acima, é suficiente mostrarmos que, neste caso, o

número de componentes simples de K[G] é igual a dimensão de Z(K[G]) sobre K.
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Do Corolário 1.79 segue que K[G] '
r⊕
i=1

Mni
(K), e portanto, Z(K[G]) '

r⊕
i=1

Z(Mni
(K)). Usando o fato que Z(Mni

(K)) ' K vem Z(K[G]) ' K ⊕ . . .⊕K︸ ︷︷ ︸
r vezes

.

Conseqüentemente, [Z(K[G]) : K] = r.



Caṕıtulo 2

Representações de Grupos

Neste caṕıtulo, faremos um breve resumo da teoria de representações de grupos

e caracteres, com o objetivo de descrevermos, no caso em que K é algebricamente

fechado, cada elemento de uma famı́lia completa de idempotentes primitivos centrais

de K[G]. Além disso, construiremos a tábua de caracter do grupo simétrico S3 sobre

C, visando sua utilização no Caṕıtulo 4.

2.1 Definições e Exemplos

No decorrer desta seção, R sempre denotará um anel com identidade, a menos

que se diga o contrário.

Definição 2.1. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e V um R-módulo livre

de dimensão finita. Uma representação de G sobre R é um homomorfismo de grupos

T : G→ GL(V ), sendo GL(V ) o grupo dos R-automorfismos de V .

A dimensão de V é chamada o grau da representação T e será denotado por

deg(T ). A imagem T (g) de um elemento g ∈ G em GL(V ) é também denotada por

Tg : V → V .

Observação 2.2. Consideremos V um R-módulo de dimensão n e GLn(R) o grupo

das matrizes n × n inverśıveis com entradas em R. Se fixarmos uma R-base de V ,

podemos definir um isomorfismo φ : GL(V ) → GLn(R) associando cada automor-

fismo T ∈ GL(V ) à sua respectiva matriz em relação a base considerada.

49
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Definição 2.3. Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Uma representação

matricial de G sobre R é um homomorfismo de grupos T : G→ GLn(R), em que o

inteiro n é o grau da representação T .

Observemos abaixo, que dada uma representação de G sobre R, podemos obter

uma representação matricial e vice-versa.

Observação 2.4. Se T : G → GL(V ) é uma representação de G sobre R e con-

siderando que φ : GL(V ) → GLn(R) é o isomorfismo visto na observação anterior,

então φ ◦ T : G → GLn(R) é uma representação matricial de G. Analogamente,

dada uma representação matricial T : G→ GLn(R), temos que φ−1◦T : G→ GL(V )

é uma representação de G sobre R. Porém, como o isomorfismo φ depende da base

fixada, dada uma representação de G, podemos obter várias representações matri-

ciais.

Essa observação induz a próxima definição, onde daremos a noção de repre-

sentações equivalentes.

Definição 2.5. Duas representações T : G → GL(V ) e T : G → GL(W ) de

um grupo G sobre um anel comutativo R são chamadas equivalentes se existir um

isomorfismo φ : V → W de R-módulos tal que T g = φ ◦ Tg ◦ φ−1, para todo g ∈ G.

Em termos de matrizes, dizemos que duas representações matriciais A : G→

GLn(R) e B : G → GLn(R) de um grupo G sobre um anel comutativo R são

equivalentes se existir uma matrix inverśıvel U ∈ GLn(R) tal que A(g) = UB(g)U−1,

para todo g ∈ G.

Agora, daremos alguns exemplos de representações.

Exemplo 2.6. (Representação Trivial) Dado um grupo G e um anel comutativo

R, definamos T : G→ GLn(R) por T (g) = In, para todo g ∈ G, sendo In a matrix

identidade de GLn(R). Obviamente T é um homomorfismo de grupos, e portanto,

uma representação de G.



CAPÍTULO 2. REPRESENTAÇÕES DE GRUPOS 51

Exemplo 2.7. (Representação Linear) Uma representação linear de um grupo

G sobre um corpo K é um homomorfismo T : G→ GL1(K) = K∗, ou seja, T é uma

representação de grau 1.

No que segue, consideremos G um grupo finito, a menos que se diga o contrário.

Exemplo 2.8. (Representação Regular) Sejam K um corpo, G um grupo e

consideremos o anel de grupo K[G]. Sabemos que K[G] é um espaço vetorial so-

bre K cuja a base é G. Definamos η : G → GL(K[G]) do seguinte modo: para

cada elemento g ∈ G associamos a aplicação linear ηg : K[G] → K[G] dada por

ηg(x) = g.x, para todo x ∈ G. Dessa forma, ηgh(x) = (gh)x = g(h(x)) = ηgηh(x),

assim estendendo linearmente para K[G] obtemos uma representação de G, a qual

chamaremos de representação regular de G sobre K.

Observemos que, sendoG a base deK[G] sobreK, se enumerarmos os elementos

de G em alguma ordem G = {1 = g1, . . . , gn}, então a correspondente representação

matricial de η, com respeito a base G de K[G], associa cada elemento g ∈ G a uma

matriz permutação, ou seja, uma matriz que tem exatamente uma entrada igual a 1

em cada linha e cada coluna, e todas as outras entradas iguais a zero.

Para exemplificar, consideremos G = {1, a, a2} um grupo ćıclico de ordem 3 e

enumeremos seus elementos da seguinte forma: g1 = 1, g2 = a e g3 = a2. Calculando

a imagem de a pela representação regular obtemos ηa(g1) = g2, ηa(g2) = g3 e

ηa(g3) = g1. Conseqüentemente, a matriz associada a ηa em relação a base dada é

ηa =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Uma classe de representações de grupos muito importante são as chamadas

representações irredut́ıveis, que veremos a seguir.

Definição 2.9. Uma representação T : G→ GL(V ) de um grupo G sobre um corpo

K é chamada irredut́ıvel se V 6= {0} e os únicos subespaços de V invariantes pela T

são os triviais. Caso contrário, a representação T é dita redut́ıvel.
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Agora, se tivermos T : G→ GL(V ) uma representação de G sobre K em que

V contenha um subespaço W invariante por T , ou seja, Tg(W ) ⊂ W para todo

g ∈ G. Então, podemos definir uma representação T|W : G → GL(W ) de G sobre

K, associando cada elemento g ∈ G à restrição de Tg ao subespaço W .

Assim, se tomarmos {w1, . . . , wt} uma base para W e estendermos para uma

base {w1, . . . , wt, vt+1, . . . , vn} de V , então a matriz associada a cada aplicação Tg,

com respeito a base acima, é da forma(
A(g) B(g)

0 C(g)

)
,

onde A(g) ∈ GLt(K), C(g) ∈ GLn−t(K) e B(g) é uma matriz n× (n− t).

Isso nos leva a dar uma interpretação matricial para redutibilidade, que é a

seguinte.

Definição 2.10. Uma representação matricial M : G → GLn(K) é chamada re-

dut́ıvel, se existe uma matriz U ∈ GLn(K) tal que

UM(g)U−1 =

(
A(g) B(g)

0 C(g)

)
, para todo g ∈ G.

Caso contrário, dizemos que a representação M é irredut́ıvel.

2.2 Representações e Módulos

Nosso propósito, agora, é relacionar a teoria de representações de grupos com

os anéis de grupos de dimensão finita. Em particular, extrairemos propriedades

importantes sobre representações utilizando resultados obtidos anteriormente sobre

anéis de grupos. Iniciaremos mostrando que há uma correspondência biuńıvoca

entre o conjunto dos R[G]-módulos que são R-livres de dimensão finita e o conjunto

das representações de G sobre R.

Proposição 2.11. Sejam G um grupo e R um anel comutativo com identidade.

Então, existe uma bijeção entre as representações de G sobre R e os R[G]-módulos

que são R-livres de dimensão finita.



CAPÍTULO 2. REPRESENTAÇÕES DE GRUPOS 53

Demonstração: Seja T : G → GL(V ) uma representação de G sobre R de grau

n. Assim V é um R-módulo livre de dimensão n. Definamos a ação de R[G] sobre

V do seguinte modo: dados g ∈ G e v ∈ V , então g.v = Tg(v). Estendendo esta

definição para α =
∑
g∈G

agg ∈ R[G] obtemos α.v =
∑
g∈G

agTg(v). Dessa forma, não é

dif́ıcil verificarmos que V possui uma estrutura de R[G]-módulo.

Reciprocamente, se V é umR[G]-módulo de dimensão finita sobreR, definamos

a aplicação T : G → GL(V ) associando cada elemento g ∈ G ao R-automorfismo

Tg : V → V dado por Tg(v) = g.v, para todo v ∈ V . Claramente com esta definição

T é uma representação de G sobre R.

Devido a correspondência biuńıvoca da proposição anterior, segue natural-

mente o próximo resultado. Omitiremos sua demonstração por ser bem simples,

mas parte dela pode ser encontrada em [5], Lema 2.6, pg. 22.

Proposição 2.12. Sejam G um grupo e R um anel comutativo com identidade.

Então:

(1) Duas representações T e T
′

de G sobre R são equivalentes se, e somente

se, seus correspondentes R[G]-módulos são isomorfos.

(2) Uma representação é irredut́ıvel se, e somente se, seu correspondente R[G]-

módulo é simples.

Observação 2.13. Se um R[G]-módulo M admite uma decomposição como soma

direta de seus submódulos M =
t⊕
i=1

Mi, e se T e Ti denotam as representações

correspondentes a estes módulos, 1 ≤ i ≤ t, então T =
t⊕
i=1

Ti.

Utilizando as proposições anteriores e alguns resultados obtidos no Caṕıtulo

1 sobre anéis de grupo, conseguimos caracterizar toda representação de um grupo

G sobre K, quando K é um corpo tal que char(K) - |G|. Vamos ver como isso

acontece.
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Seja T uma representação de G sobre K. Sabemos pela Proposição 2.11,

que toda representação de G sobre K esta relacionada a um K[G]-módulo. Pelo

Teorema de Maschke e seu Corolário 1.77 temos que K[G] é um anel semisimples

e, usando o Teorema 1.39, juntamente com o Teorema 1.35, obtemos que todo

K[G]-módulo pode ser representado como uma soma direta de módulos simples.

Logo, se M é o K[G]-módulo associado a representação T , podemos representar

M da seguinte forma: M =
t⊕
i=1

Mi, onde cada Mi é um módulo simples. Agora,

usando a observação anterior e a Proposição 2.12 obtemos T =
t⊕
i=1

Ti, sendo Ti a

representação irredut́ıvel correspondente ao módulo simples Mi da decomposição de

K[G].

Resumindo, obtemos que toda representação de G sobre K é uma soma de

representações irredut́ıveis. Assim, para determinarmos qualquer representação de

G sobre K, a menos de equivalentes, basta determinarmos todos os K[G]-módulos

simples, a menos de isomorfismo.

Veremos agora que a quantidade de representações irredut́ıveis não equivalentes

e seus graus estão relacionados às componentes simples de K[G].

Pelo Teorema 1.78, temos a seguinte decomposição:

K[G] '
r⊕
i=1

Mni
(Di), (2.1)

onde Di é um anel de divisão contendo uma cópia isomorfa de K em seu centro. Se

considerarmos o módulo simples

Ii =


Di 0 . . . 0
Di 0 . . . 0
...

...
. . .

...
Di 0 . . . 0

 ,

temos que cada componente simples Mni
(Di) pode ser escrita como Mni

(Di) '

Ii ⊕ . . .⊕ Ii︸ ︷︷ ︸
ni vezes

e, portanto, K[G] ' I1 ⊕ . . .⊕ I1︸ ︷︷ ︸
n1 vezes

⊕ . . .⊕ Ir ⊕ . . .⊕ Ir︸ ︷︷ ︸
nr vezes

. Como Ii 6' Ij se
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i 6= j, segue que o número de K[G]-módulos simples não isomorfos é exatamente o

número de componentes simples de K[G].

Seja Ti a representação irredut́ıvel correspondente ao módulo simples Ii. Para

encontrarmos o grau da representação Ti, vamos calcular a dimensão sobre K em

ambos os lados da equação (2.1). Assim obtemos

|G| =
r∑
i=1

n2
i [Di : K]. (2.2)

Observemos que o módulo simples Ii, correspondente a componente simplesMni
(Di),

é isomorfo a Dni
i e o grau da representação Ti é dado pela dimensão desse módulo

sobre K. Portanto,

deg(Ti) = [Dni
i : K] = ni[Di : K].

Além disso, se substituirmos deg(Ti) em (2.2) obtemos |G| =
r∑
i=1

nideg(Ti).

Finalmente, se K é um corpo algebricamente fechado, então pela Proposição

1.82 temos que o número de componentes simples é igual o número de classes de

conjugação de G. Isso nos diz que a quantidade de representações irredut́ıveis não

equivalentes é igual ao número de classes de conjugação de G. Também, vimos no

Corolário 1.79, que neste caso, Di = K, 1 ≤ i ≤ r. Portanto, deg(Ti) = ni e isso

implica que |G| =
r⊕
i=1

n2
i , sendo r o número de classes de conjugação de G.

Observação 2.14. Seja T : G→ GLn(K) ⊂Mn(K) uma representação de G em K,

podemos estender a representação T para uma representação T
′

: K[G] → Mn(K)

da seguinte forma: T
′
(
∑
g∈G

agg) =
∑
g∈G

agT (g), para todo
∑
g∈G

agg ∈ K[G].

Exemplo 2.15. Seja η : G→ GLn(K) representação regular de K[G] com n = |G|,

então a representação η
′

: K[G] → Mn(K) associa cada γ =
∑
g∈G

agg à matriz da

aplicação η
′
(γ) =

∑
g∈G

agη(g). Nesse caso, η
′
(γ) é a multiplicação por γ sobre K[G],

pois η
′
(γ)(x) =

∑
g∈G

agη(g)(x) = (
∑
g∈G

agg)x = γx para todo x ∈ K[G].
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2.3 Caracteres

Na seqüência estudaremos alguns tópicos da teoria de caracteres. Primeira-

mente, relembremos que dada uma matriz n× n, A = (aij), o traço de A é a soma

dos elementos da diagonal principal, ou seja, tr(A) =
n∑
i=1

aii. Não é dif́ıcil verificar-

mos, que dadas duas matrizes n×n, A,B temos que tr(AB) = tr(BA). Desse fato,

obtemos que matrizes similares têm o mesmo traço. Com efeito, se U é uma matriz

inverśıvel então tr(UAU−1) = tr(U(AU−1)) = tr((AU−1)U) = tr(A).

Definição 2.16. Sejam G um grupo, V um espaço vetorial de dimensão finita sobre

K e T : G → GL(V ) uma representação de G sobre K. Então, o caracter χ de G

admitido pela representação T é a aplicação χ : G → K dada por χ(g) = tr(Tg),

para todo g ∈ G. Se a representação T é irredut́ıvel, dizemos que χ é um caracter

irredut́ıvel.

Os caracteres possuem as seguintes propriedades:

Lema 2.17. (1) χ(1G) = deg(T ). Em particular, se T = η é a representação

regular, então χ(1G) = |G|.

(2) Se T e T
′

são representações equivalentes de G sobre K, então elas admi-

tem o mesmo caracter.

(3) χ é uma função constante nas classes de conjugação de G.

Demonstração: Bastante simples, mas pode ser obtida em [10], pg. 180.

Se considerarmos T1, T2, . . . , Tr representações de um grupo G e χ1, χ2, . . . , χr

seus respectivos caracteres. Então o caracter da representação T = T1⊕T2⊕ . . .⊕Tr

é da forma χ = χ1 ⊕ χ2 ⊕ . . .⊕ χr. Dessa forma, se char(K) - |G| e {T1, T2, . . . , Tr}

é um conjunto completo de representações irredut́ıveis não equivalentes de G sobre

K, então qualquer outra representação de G sobre K pode ser escrita na forma
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T =
r∑
i=1

niTi, ni ≥ 0, 1 ≤ i ≤ r. Portanto, o caracter χ admitido por T pode ser

representado por χ =
r∑
i=1

niχi.

Exemplo 2.18. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado.

Denotamos por ρ : G → K o caracter regular, que é admitido pela representação

regular deG sobreK. Se char(K) - |G|, entãoK[G] admite a seguinte decomposição:

K[G]
φ
'

r⊕
i=1

Mni
(K) ' I1 ⊕ . . .⊕ I1︸ ︷︷ ︸

n1 vezes

⊕ . . .⊕ Ir ⊕ . . .⊕ Ir︸ ︷︷ ︸
nr vezes

,

onde Ii 6' Ij se i 6= j. Portanto, existem r representações irredut́ıveis não equiva-

lentes, em que r, neste caso, é igual ao número de classes de conjugação de G. Se Ti

é a representação irredut́ıvel de G sobre K associada ao módulo simples Ii, e χi seu

correspondente caracter, 1 ≤ i ≤ r, então podemos escrever a representação regular

de G sobre K como η =
r∑
i=1

niTi. Dessa forma, obtemos ρ =
r∑
i=1

niχi. Uma vez que

ni = deg(Ti) = χi(1), a equação acima pode ser reescrita como

ρ =
r∑
i=1

χi(1)χi. (2.3)

Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal que

char(K) - |G|, então pelo Teorema 1.78, K[G] pode ser escrito da seguinte forma:

K[G] =
r⊕
i=1

ei(K[G])
φ
'

r⊕
i=1

Mni
(K),

sendo {e1, . . . , er} uma famı́lia completa de idempotentes centrais primitivos de

K[G]. Consideremos T1, T2, . . . , Tr um conjunto completo de representações ir-

redut́ıveis não equivalentes de G sobre K e χ1, χ2, . . . , χr os caracteres admitidos

por estas representações.

Nosso objetivo agora é descrever cada idempotente ei de K[G] utilizando

caracteres.
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Primeiramente, sabemos que 1K[G] = e1+. . .+er. Também, pelo isomorfismo φ

temos φ(1K[G]) = (In1 , . . . , Ini
, . . . , Inr), logo, devemos ter φ(ei) = (0, . . . , Ini

, . . . , 0),

onde Ini
corresponde a matriz identidade de Mni

(K).

Seja Ti : G → GL(Ii) a representação de G sobre K associada ao módulo

simples Ii da componente simples Mni
(K) e χi seu correspondente caracter.

Agora, vejamos que Ti(ei) (x) = ei.x, para todo x ∈ Ii. Como φ(ei) =

(0, . . . , Ini
, . . . , 0), devemos ter ei.x = Ini

x = x, para todo x ∈ Ii (Ver Teo-

rema 1.78), ou seja, Ti(ei) é a aplicação identidade sobre Ii. Dessa forma, Ti(ei)

corresponde a matriz identidade de Mni
(K). Também, o fato que eiej = 0 se i 6= j,

e Ti(eiej) = Ti(ei)Ti(ej) = Ini
Ti(ej) = Ti(ej) implica Ti(ej) = 0. Portanto,{
χi(ei) = tr(Ini

) = deg(Ti)
χi(ej) = 0, se i 6= j.

(2.4)

Teorema 2.19. Com a notação acima, temos que

ei =
1

|G|
∑
g∈G

χi(1)χi(g
−1)g

Demonstração: Como ei ∈ K[G] podemos escrever ei da forma ei =
∑
g∈G

ai(g)g.

Consideremos ρ o caracter regular sobre K[G], usando o fato que ρ(g) = 0 se g 6= 1

e ρ(g) = |G| se g = 1 obtemos

ρ(ei) =
∑
g∈G

ai(g)ρ(g) = ai(1)|G|.

Notemos que, dado um elemento x ∈ G, então x−1ei =
∑
g∈G

ai(g)(x−1g), disso segue

que

ρ(x−1ei) =
∑
g∈G

ai(g)ρ(x−1g) = ai(x)|G|.

Também, usando (2.3) temos

ai(x)|G| = ρ(x−1ei) =
r∑
j=1

χj(1)χj(x
−1ei). (2.5)
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Mas, por (2.4) temos que Ti(ei) = Ini
e Ti(ej) = 0, se i 6= j. Isso implica que,

Tj(x
−1ei) = Tj(x

−1)Tj(ei) = 0

Ti(x
−1ei) = Ti(x

−1)Ti(ei) = Ti(x
−1),

assim obtemos χj(x
−1ei) = 0 e χi(x

−1ei) = χi(x
−1). Conseqüentemente, reescre-

vendo (2.5) vem

ai(x) =
1

|G|
χi(1)χi(x

−1), para todo x ∈ G.

Substituindo a expressão acima em ei conclúımos ei =
1

|G|
∑
g∈G

χi(1)χi(g
−1)g.

2.4 Tábua de Caracteres

Vimos, na seção anterior, que os caracteres são constantes nas classes de

conjugação C1, . . . , Cr de G. Dessa forma, se escolhermos elementos xi ∈ Ci,

1 ≤ i ≤ r, então os caracteres {χ1, . . . , χr} são completamente determinados pelos

valores χi(xj), 1 ≤ i, j ≤ r.

C1 C2 . . . Cr

χ1 χ1(x1) χ1(x2) . . . χ1(xr)
χ2 χ2(x1) χ2(x2) . . . χ2(xr)
...

...
...

. . .
...

χr χr(x1) χr(x2) . . . χr(xr)

Definição 2.20. A matrix (χi(xj)) definida acima é chamada tábua de caracteres

do grupo G.

Finalizaremos essa seção encontrando os valores para a tábua de caracteres do

grupo simétrico de ordem 6.
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Observação 2.21. No próximo exemplo iremos usar representações lineares. Note-

mos que, se T : G → GL1(K) = K∗ é tal representação, então G
′

(subgrupo

comutador de G) está contido no Ker (T ). De fato, como K∗ é um grupo abeliano,

para todo a, b ∈ G temos

T (aba−1b−1) = T (a)T (b)T (a−1)T (b−1) = T (a)T (a)−1T (b)T (b)−1 = 1.

Exemplo 2.22. Sejam S3 o grupo simétrico de ordem 6 e C o corpo dos números

complexos. Sabemos que S3 possui 3 classes de conjugação C1 = {(1)}, C2 =

{(12), (13), (23)} e C3 = {(123), (132)} com representantes 1 = (1), t = (12) e

c = (123).

Consideremos η a representação regular de S3 sobre C. Então devemos ter

η = n1T1 ⊕ n2T2 ⊕ n3T3. Logo, o caracter regular é da forma ρ =
3∑
i=1

χi(1)χi, com

χi(1) = ni, 1 ≤ i ≤ 3. Como ρ(1) = |S3| = 6 e ρ(g) = 0 se g 6= 1 temos

3∑
i=1

χi(1)2 = 6 e
3∑
i=1

χi(1)χi(g) = 0 para g ∈ S3, g 6= 1. (2.6)

Notemos que, o grau das representações irredut́ıveis Ti é dado por deg(Ti) = χi(1),

1 ≤ i ≤ 3. Como
3∑
i=1

χi(1)2 = 6, a única possibilidade para deg(Ti), 1 ≤ i ≤ 3,

será deg(T1) = 1, deg(T2) = 1 e deg(T3) = 2, ou seja, temos duas representações

irredut́ıveis lineares e uma representação irredut́ıvel de grau 2.

Primeiramente vamos encontrar os valores para as representações lineares de

S3. Sabemos da observação anterior que as representações lineares de S3 possuem

o subgrupo comutador S
′
3 contido em seus núcleos. Como S

′
3 = {1, c, c−1} devemos

ter χ1(c) = 1 e χ2(c) = 1.

Agora, observemos que a representação linear coincide com seu caracter, então

o fato que t2 = 1 implica que χi(t)
2 = χi(t

2) = 1, e portanto, χi(t) = ±1, para i =

1, 2. Comparando os valores já encontrados das representações lineares devemos ter

χ1(t) 6= χ2(t), pois, caso contrário, teŕıamos duas representações lineares irredut́ıveis
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iguais. Portanto, temos χ1(t) = 1 e χ2(t) = −1. Colocando os resultados obtidos

na tábua temos

1 t c

χ1 1 1 1
χ2 1 -1 1
χ3 2 α β

.

Resta-nos encontrar os valores de α e β. Usando (2.6) para g = t vem

χ1(1)χ1(t) + χ2(1)χ2(t) + χ3(1)χ3(t) = 0.

Substituindo os valores já encontrados na equação acima obtemos

1 + (−1) + 2α = 0,

que nos dá α = 0. Repetindo (2.6) para g = c, conseguimos β = −1, completando

a tábua de caracter de S3.



Caṕıtulo 3

Álgebras e Involuções

O objetivo inicial deste caṕıtulo é apresentar os principais conceitos e resul-

tados sobre álgebras centrais simples. Além disso, vamos introduzir a noção de

involuções sobre anéis, bem como algumas de suas propriedades. É importante

ressaltar que o estudo de involuções tem bons resultados quando essas são definidas

sobre tipos especiais de álgebras. Nosso segundo objetivo, neste caṕıtulo, é apresen-

tar resultados envolvendo involuções sobre álgebras semisimples.

3.1 Álgebras Centrais Simples

Iremos relacionar a estrutura de anel e de módulo em um mesmo conjunto,

assim, obteremos uma nova estrutura um pouco mais complexa, a qual definiremos

a seguir.

Definição 3.1. Sejam R um anel comutativo com unidade e A um anel, tal que A

tem uma estrutura de R-módulo. Dizemos que A é uma R-álgebra (ou álgebra sobre

R) se satisfaz a seguinte condição:

r(ab) = (ra)b = a(rb) para todo r ∈ R e a, b ∈ A.

Veremos agora alguns exemplos importantes de álgebras. Os exemplos mais

comuns são as extensões de corpos, isto é, se K é um corpo, então toda extensão

L de K é uma K-álgebra. Outro exemplo, que por sinal utilizaremos bastante, é o

seguinte:

62
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Exemplo 3.2. Seja R[G] o anel de grupo. Este é uma R-álgebra com a estrutura

de R-módulo dada por

r

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

(rag)g com r, ag ∈ R; g ∈ G.

Dizemos que R[G] é a álgebra de grupo de G sobre R.

Notemos que a álgebra de grupo R[G] tem como base o grupo G sobre R, e

portanto, sua dimensão é igual a |G|, quando G for finito.

Exemplo 3.3. Se K é um corpo, definimos uma K-álgebra tendo como base os

elementos {1, i, j, k} em que a multiplicação satisfaz

i2 = j2 = k2 = −1; i.j = −j.i = k.

Todo elemento dessa álgebra é da forma a+ bi+ cj+dk, com a, b, c, d ∈ K. Esta K-

álgebra é conhecida como álgebra dos Hamiltonianos (ou quatérnios) e denotaremos

por IH.

No decorrer desta seção, K denotará um corpo e A uma K-álgebra. É impor-

tante notarmos que K está contido em A, pois K ' K.1 ⊂ A. Vamos considerar

somente espaços vetoriais e álgebras de dimensão finita.

Definição 3.4. Seja A uma K-álgebra. O centralizador de um conjunto B ⊂ A é

dado por

ZA(B) = {x ∈ A ; xb = bx para todo b ∈ B}.

No caso em que B = A, então ZA(A) é denominado o centro de A, que denotaremos

simplesmente por Z(A). Uma K-álgebra A é dita central se Z(A) = K. Se A é uma

K-álgebra simples e central dizemos que A é uma álgebra central simples.

Exemplo 3.5. O anel das matrizes Mn(K) é uma álgebra central simples sobre K,

pois no Caṕıtulo 1, vimos que seus únicos ideais bilaterais são os triviais. Além

disso, o centro dessa álgebra é K.



CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS E INVOLUÇÕES 64

Agora iremos mostrar algumas propriedades de uma álgebra central simples

que serão importante para demonstrarmos o Teorema de Skolen-Noether. Como

conseqüência deste, teremos que todo automorfismo sobre uma álgebra central sim-

ples será um automorfismo interno. No que segue, assumiremos que o leitor tenha

conhecimento do conceito de produto tensorial, bem como de algumas de suas pro-

priedades. Caso necessite mais informações sobre esse assunto, recomendamos ver

[10], Caṕıtulo 2, pg. 117.

Teorema 3.6. (1) Se A e B são K-álgebras e A′ ⊂ A, B′ ⊂ B são subalgebras,

então ZA⊗B(A′ ⊗ B′) = ZA(A′) ⊗ ZB(B′). Em particular, se A e B são centrais,

então A⊗B é central.

(2) Se A é uma álgebra central simples e B é simples, então A⊗B é simples.

(3) Se A e B são álgebras centrais simples, então A⊗B também o é.

Demonstração: (1) Para mostrarmos ZA⊗B(A′⊗B′) ⊂ ZA(A′)⊗ZB(B′), tomemos

x ∈ ZA⊗B(A′ ⊗ B′). Como A e B são K-álgebras finitamente geradas, vamos

considerar α = {a1, . . . , am}, β = {b1, . . . , bn} bases de A e B respectivamente. Um

fato conhecido é que o conjunto {ai ⊗ bj ; i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n} forma

uma base de A ⊗ B. Por conta disso, x pode ser escrito de modo único na forma

x =
∑
i,j

λij(ai⊗bj), com λij ∈ K. Ainda, usando propriedades do produto tensorial,

podemos reescrever x do seguinte modo:

x =
n∑
j

(
m∑
i

aiλij

)
⊗ bj =

n∑
j

xj ⊗ bj,

com xj =
∑
aiλij ∈ A. Como α = {a1, . . . , am} é uma base para A sobre K, segue

que todos xj são unicamente determinados. Notemos que, dado a ∈ A′ devemos ter

(a⊗ 1)x = x(a⊗ 1), pois x ∈ ZA⊗B(A′ ⊗B′) e a⊗ 1 ∈ A′ ⊗B′, assim

(ax1 ⊗ b1) + · · ·+ (axn ⊗ bn) = (x1a⊗ b1) + · · ·+ (xna⊗ bn).

Como essa representação é única, obtemos que xi ∈ ZA(A′). De modo análogo, con-
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seguimos representar x por x =
m∑
i

ai⊗

(
n∑
j

bjλij

)
=

m∑
i

ai⊗yi, com yi =
n∑
j

bjλij

também unicamente determinados. Dessa forma, se considerarmos {a1, . . . , ak} uma

base de ZA(A′) sobre K, teremos x = a1⊗y1 + · · ·+ak⊗yk. Então para cada b ∈ B′

obtemos (1⊗ b)x = x(1⊗ b). Logo,

(a1 ⊗ by1) + · · ·+ (ak ⊗ byk) = (a1 ⊗ y1b) + · · ·+ (ak ⊗ ykb),

e pela unicidade da representação, temos que yi ∈ ZB(B′). Portanto, x ∈ ZA(A′)⊗

ZB(B′).

Reciprocamente, se x ⊗ y ∈ ZA(A′) ⊗ ZB(B′), então ax ⊗ by = xa ⊗ yb, para

todo a ∈ A′ e b ∈ B′. Usando as propriedades de produto tensorial obtemos

(a⊗ b)(x⊗ y) = (ax⊗ by) = (xa⊗ yb) = (x⊗ y)(a⊗ b).

Disso conclúımos que x⊗ y ∈ ZA⊗B(A′ ⊗B′).

Agora, se A e B são centrais, então ZA(A) = ZB(B) = K. Isso implica que

ZA⊗B(A⊗B) = K ⊗K = K, ou seja, A⊗B também é central.

(2) Vamos mostrar que os únicos ideais bilaterais de A ⊗ B são os triviais.

De fato, consideremos I um ideal bilateral não nulo de A ⊗ B. Primeiramente

assumimos que I contém um elemento a ⊗ b 6= 0. Notemos que, os ideais bilaterais

de A e B gerados por a e b, respectivamente, são os próprios A e B, pois

A e B são simples. Logo, existem αi, α
′
i ∈ A e βi, β

′
i ∈ B tais que

∑
αiaα

′
i = 1 =∑

βibβ
′
i, isso implica

∑
(αi ⊗ βi)(a ⊗ b)(α′i ⊗ β′i) = 1 ⊗ 1 ∈ I, sendo que 1 ⊗ 1 é a

unidade em A⊗B. Portanto, nesse caso, A⊗B é simples.

Agora, faremos a prova do caso geral. Para isso escolhemos x ∈ I não-nulo

com a representação x = (c1⊗ b1) + · · ·+ (ck⊗ bk), sendo ci ∈ A, bi ∈ B e k o menor

posśıvel, no sentido que todo elemento não nulo em I deve ser representado com

pelo menos k parcelas. Notemos que, sem perda de generalidade, podemos assumir

ck = 1. Com efeito, o fato que ck 6= 0, implica que o ideal bilateral gerado por ck
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deve ser o próprio A, pois A é simples, logo existem αi, α
′
i ∈ A tais que

∑
αickα

′
i = 1.

Então, caso ck 6= 1, x pode ser substitúıdo por x′ =
∑

(αi ⊗ 1)x(α′i ⊗ 1). Como I é

um ideal bilateral e x ∈ I, devemos ter x′ ∈ I, além disso, x′ tem k parcelas e

x′ = (
∑

αic1α
′
i)⊗ b1 + (

∑
αic2α

′
i)⊗ b2 + · · ·+ (

∑
αickα

′
i)⊗ bk

= c′1 ⊗ b1 + c′2 ⊗ b2 + · · ·+ 1⊗ bk,

com c′j =
∑
αicjα

′
i ∈ A. Mostraremos agora que necessariamente k = 1, e pelo

caso anterior teremos que A ⊗ B é simples. Suponhamos, por absurdo, que k >

1. Observemos que ck−1 e ck são linearmente independentes, pois, caso contrário,

teŕıamos ck−1 = λck e (ck−1 ⊗ bk−1) + (ck ⊗ bk) = ck ⊗ (λbk−1 + bk) o que nos

dá uma representação para x com um número menor que k parcelas. Desde que

ck = 1 ∈ Z(A) = K, devemos ter ck−1 6∈ Z(A), pois dois elementos de um corpo são

linearmente dependentes. Como ck−1 6∈ Z(A), existe a ∈ A tal que ack−1−ck−1a 6= 0.

Coloquemos y = (a⊗1)x−x(a⊗1) ∈ I, ou seja, y = (ac1−c1a)⊗b1 + · · ·+(ack−1−

ck−1a) ⊗ bk−1. Usando o fato que os elementos bi são linearmente independentes e

um dos somandos acima é não nulo, obtemos que a soma total é não nula, isto é,

y 6= 0. Nesse caso, conseguimos um elemento y ∈ I, y 6= 0 representado com um

número menor que k parcelas, o que é absurdo. Portanto k = 1, como desejávamos.

(3) Segue diretamente dos ı́tens (1) e (2).

No que segue, A◦ denotará o anel oposto de A, como já foi definido no Caṕıtulo

1. Claramente A = A◦◦ e A = A◦ se, e somente se, A é comutativo. Em geral A

e A◦ não são isomorfos. Se a K-álgebra A é uma álgebra central simples, então

A◦ também é uma álgebra central simples, pois A e A◦ possuem os mesmos ideais

bilaterais e Z(A) = Z(A◦).

Teorema 3.7. Seja A uma álgebra central simples sobre K. Então A⊗A◦ 'Mn(K),

onde n = dimK A.
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Demonstração: Primeiramente, notemos que A é um espaço vetorial sobre K, e

um fato conhecido da teoria de álgebra linear é o de que Mn(K) ' EndK(A). Por

conta disso, é suficiente mostrarmos que A ⊗ A◦ ' EndK(A). De fato, definamos

ψ : A × A◦ → EndK(A) associando cada par (a, b) ∈ A × A◦ a aplicação ψ(a, b) :

A → A dada por ψ(a, b)(x) = axb para todo x ∈ A. Não é dif́ıcil verificarmos que

ψ(a, b) é um homomorfismo de K-módulos, e portanto, ψ(a, b) ∈ EndK(A).

Além disso, ψ(a+b, c)(x) = (a+b)xc = axc+bxc = ψ(a, c)(x)+ψ(b, c)(x), para

todo x ∈ A. Do mesmo modo, mostramos que ψ(a, b+c)(x) = ψ(a, b)(x)+ψ(a, c)(x),

para todo x ∈ A. Também, temos que ψ(λa, b)(x) = λaxb = axλb = ψ(a, λb)(x),

para todo x ∈ A e λ ∈ K. Com isso, mostramos que ψ é bilinear. Ainda, como

ψ(ac, b ◦ d)(x) = a c x d b = a(c x d)b = ψ(a, b)(c x d) = ψ(a, b)ψ(c, d)(x), obtemos

que ψ é multiplicativa. Nesse caso, usando a Propriedade Universal do Produto

Tensorial garantimos a existência de um homomorfismo de álgebras ϕ : A ⊗ A◦ →

EndK(A). Assim Ker (ϕ) é um ideal de A⊗A◦, que é simples. Logo, Ker (ϕ) = (0),

e portanto, ϕ é injetora. Como A⊗ A◦ e EndK(A) possuem as mesmas dimensões,

ϕ é sobrejetora e segue o isomorfismo A⊗ A◦ ' EndK(A).

Observação 3.8. Se A é uma álgebra central simples sobre K e E = EndK(A) '

A ⊗ A◦, então A e A◦ podem ser consideradas como subalgebras de E, usando as

identificações a↔ a⊗1 e b↔ 1⊗b. Dessa forma, os elementos de A correspondem às

multiplicações à esquerda e os elementos de A◦ às multiplicações à direita. Portanto,

além de A ser um K-módulo, A também pode ser visto como um A-módulo, um

A◦-módulo e um E-módulo. Agora, usando o Teorema 3.6, segue que existem os

seguintes isomorfismos canônicos EndA(A) ' ZE(A) ' A◦ e EndA(A) ' ZE(A◦) '

A. Sendo que o isomorfismo EndA(A) ' ZE(A) vem da definição de centralizador.

É importante ressaltarmos que se A é uma K-álgebra e α um elemento in-

verśıvel de A, então x→ αxα−1 é um automorfismo interno de A, o qual denotare-

mos por int(α).
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Finalizaremos essa seção provando o Teorema de Skolem-Noether, que caracte-

riza os automorfismos sobre uma álgebra central simples. Um fato interessante,

é que esse teorema foi publicado por Skolem em 1927 e essas publicações eram

feitas em periódicos noruegueses com limitada circulação internacional. Isso fez com

que Emmy Noether redescobrisse o mesmo teorema independentemente após alguns

anos.

Teorema 3.9. (Skolem-Noether) Sejam A uma álgebra central simples sobre K e

B uma K-álgebra simples. Sejam σ, τ : B → A homomorfismos de álgebras. Então

existe um automorfismo interno ϕ de A tal que τ = ϕσ.

Demonstração: Primeiramente, consideremos o caso em que A = EndK(V ), com

V um K-espaço vetorial. Assim, V é também um A-módulo. Usando a aplicação σ

podemos ver V como B-módulo da seguinte forma: b.x = σ(b).x para todo x ∈ V

e b ∈ B. Analogamente, usando τ podemos ver V como um B-módulo. Estes B-

módulos serão denotados por Vσ e Vτ . Por [12], Teorema 1.8, pg 283, temos que Vσ

e Vτ são isomorfos como B-módulos. Consideremos f : Vτ → Vσ um B-isomorfismo.

Assim temos

f((τb)x) = f(b.x) = b.f(x) = (σb)(f(x)),

para todo b ∈ B e x ∈ V . Isso nos dá τ(b) = f−1(σb)f . Uma vez que f ∈ A, neste

caso, temos o resultado.

Para a demonstração do caso geral, consideremos as aplicações

σ ⊗ id, τ ⊗ id : B ⊗ A◦ → A⊗ A◦ ' EndK(A).

Por hipótese, A é uma álgebra central simples, logo A◦ também o é. Além disso,

como B é simples, o Teorema 3.6 implica que B ⊗A◦ é simples. Pelo caso anterior,

existe um f ∈ A⊗A◦, inverśıvel, tal que (τb)⊗a = f−1((σb)⊗a)f , para todo b ∈ B

e a ∈ A◦.
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Tomando b = 1, obtemos τ(1)⊗ a = f−1(σ(1)⊗ a)f e, como τ(1) = σ(1) = 1,

vem f(1 ⊗ a) = (1 ⊗ a)f , para todo a ∈ A◦. Disso conclúımos que f comuta

com todos elementos de 1 ⊗ A◦. Pela Observação 3.8, f = g ⊗ 1 para algum

g ∈ A. Agora, fazendo a = 1, como (τb) ⊗ a = f−1((σb) ⊗ a)f , temos (τb) ⊗ 1 =

(g ⊗ 1)−1((σb)⊗ 1)(g ⊗ 1). Disso segue que τb = g−1(σb)g, para todo b ∈ B.

Corolário 3.10. Se A é uma álgebra central simples, então todo automorfismo ϕ

de A é um automorfismo interno.

Demonstração: Basta tomarmos A = B, σ = id e τ = ϕ no teorema anterior.

3.2 Involuções

Nesta seção, daremos o conceito de involuções sobre anéis, definiremos in-

voluções de primeira e segunda espécie e, apresentaremos alguns exemplos que serão

importantes no decorrer do trabalho.

Definição 3.11. Seja R um anel. Uma aplicação σ : R → R é chamada involução

sobre R se satisfaz:

σ(x+ y) = σ(x) + σ(y), σ(xy) = σ(y)σ(x), σ(σ(x)) = σ2(x) = x,

para todo x, y ∈ R. O par (R, σ) é chamado de anel com involução.

Neste contexto, os homomorfismos de anéis que nos interessam são aqueles que

preservam a involução.

Definição 3.12. Se f : (R, σ) → (S, τ) é um homomorfismo de anéis satisfazendo

τ(f(x)) = f(σ(x)), então dizemos que f é um homomorfismo de anéis com in-

volução.

Observação 3.13. Se A é uma K-álgebra, uma involução σ : A→ A não é neces-

sariamente K-linear. Se Z(A) é o centro de A, então devemos ter σ(Z(A)) ⊂ Z(A).
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Com efeito, tomemos y ∈ Z(A) e mostremos que σ(y)x = xσ(y), para todo x ∈ A.

Uma vez que yσ(x) = σ(x)y, para todo x ∈ A, aplicando σ em ambos os lados da

última igualdade vem xσ(y) = σ(y)x, para todo x ∈ A, como queŕıamos.

Dessa forma, σ : Z(A)→ Z(A) é uma involução e temos duas opções:

(i) σ|Z(A)
é a identidade. Nesse caso, dizemos que σ é de primeira espécie.

Como K ⊂ Z(A), essas involuções são K-lineares.

(ii) σ|Z(A)
não é a identidade, ou seja, σ|Z(A)

é um automorfismo não-trivial de

K, então σ é chamada involução σ de segunda espécie.

Apresentaremos agora alguns exemplos de involuções.

Exemplo 3.14. Chamamos de conjugação complexa a involução sobre C dada

por (a+ bi) = (a − bi). Esta é uma involução de segunda espécie, pois Z(C) = C

e a conjugação não é a identidade em C. Se K é um corpo, podemos definir uma

involução em K(
√
−1) por (a+ b

√
−1) = (a− b

√
−1). Chamaremos esta involução

também de conjugação complexa.

Exemplo 3.15. Se IH é a álgebra dos Hamiltonianos sobre um corpo K, definida no

Exemplo 3.3. A aplicação ¯ : IH→ IH definida por a+ bi+ cj + dk = a−bi−cj−dk

é uma involução, conhecida como involução canônica sobre IH. Este é um exemplo

de involução de primeira espécie, pois Z(IH) = K e a involução canônica restrita a

K é a identidade.

Exemplo 3.16. Consideremos o anel das matrizes Mn(D), com D um anel comu-

tativo. A transposição de matrizes é uma involução de primeira espécie sobre esse

anel, visto que Z(Mn(D)) = Z(D) = D e a transposta de uma matriz escalar é ela

mesma.

Exemplo 3.17. Seja D um anel comutativo com uma conjugação . A conjugada

transposta ¯t sob o anel de matrizes Mn(D), definida por (aij)
¯t

= (aij)
t, é uma

involução de segunda espécie.
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É importante salientarmos que a involução do exemplo anterior não é uma

composição de involuções, pois a conjugação dos elementos das matrizes não é uma

involução em Mn(D). Na verdade, a composição de involuções só será uma involução

quando o anel, em que estão definidas, for comutativo.

O próximo exemplo de involução será estudado com mais detalhes no próximo

caṕıtulo.

Exemplo 3.18. Consideremos G um grupo finito e K um corpo. A aplicação

σ : K[G]→ K[G], definida por σ(
∑
g

agg) =
∑
g

agg
−1, é uma involução, conhecida

como involução canônica sobre a álgebra de grupo K[G].

Agora veremos que a composição de duas involuções é um automorfismo. De

fato, sejam σ, τ involuções sobre uma álgebra A e x, y ∈ A, então temos

στ(x+ y) = σ(τ(x) + τ(y)) = στ(x) + στ(y) e

στ(x.y) = σ(τ(y)τ(x)) = στ(x) . στ(y).

Assim, στ é um homomorfismo de anéis. Agora, usando o fato que σ e τ são

bijeções, segue que στ é um automorfismo de A. Se A é uma álgebra central simples,

então, pelo Teorema de Skolem-Noether 3.9, e seu corolário, στ é um automorfismo

interno.

3.3 Involuções sobre Álgebras Semisimples

Para melhor entendimento do assunto a ser tratado nesta seção fizemos uma

breve introdução aplicando os resultados obtidos anteriormente a uma álgebra se-

misimples com involução.

Seja A uma álgebra semisimples de dimensão finita sobre um corpo K. No

Caṕıtulo 1, vimos que A tem uma única decomposição como soma direta de com-

ponentes simples: A =
l⊕

i=1

Ai, sendo cada Ai gerado por um idempotente primitivo
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central ei. Durante este trabalho, denotaremos por S um conjunto completo de

idempotentes ortogonais primitivos centrais de A: S = {e1, e2, . . . , el}.

Agora, consideremos σ : A → A uma involução sobre A e observemos que

A = σ(A) =
l⊕

i=1

σ(Ai). Uma vez que a decomposição de A como soma direta de

componentes simples é única (não somente única a menos de isomorfismo), devemos

ter σ(Ai) = Aj, para algum j. Se i 6= j, a restrição de σ em Ai não é interessante,

pois a involução é determinada a menos de isomorfismo por Ai. De fato, como

σ(Ai) = Aj, temos que Ai = σ(σ(Ai)) = σ(Aj). Então, podemos considerar σ a

involução definida sobre Ai×Aj por σ(ai, aj) = (σ(aj), σ(ai)). Denotemos por A◦i o

anel oposto de Ai e por τ a involução sobre Ai×A◦i dada por τ(x, y) = (y, x). Assim,

a aplicação ψ : (Ai × Aj, σ) → (Ai × A◦i , τ), definida por ψ(ai, aj) = (ai, σ(aj)), é

um isomorfismo de anéis com involução.

Esta seção será motivada pelo seguinte problema: determinar condições neces-

sárias e suficientes para que a restrição de σ em cada componente simples Ai de A

seja uma involução sobre Ai, ou seja, que σ(Ai) = Ai, para todo 1 ≤ i ≤ l. Para

tanto, começaremos com alguns resultados auxiliares.

Definição 3.19. Sejam (B, τ) um anel com involução e I um ideal à direita de B,

então o ideal ortogonal I⊥ com respeito a τ é definido por

I⊥ = {b ∈ B : τ(y)b = 0, para todo y ∈ I},

ou seja, I⊥ é o anulador à direita de τ(I).

Lema 3.20. Se e é um idempotente de (B, τ), então (eB)⊥ = (1− τ(e))B.

Demonstração: Seja x ∈ (eB)⊥, então τ(eb)x = 0, para todo b ∈ B, em particu-

lar, fazendo b = 1 temos τ(e)x = 0. Logo, x = x− τ(e)x = (1− τ(e))x, isso implica

que x ∈ (1−τ(e))B. Por outro lado, dado x ∈ (1−τ(e))B, temos que x = (1−τ(e))a,

para algum a ∈ B. Como τ(eb)x = τ(b)τ(e)(1−τ(e))a = τ(b)τ(e)a−τ(b)τ(e2)a = 0,

para todo b ∈ B, conclúımos que x ∈ (eB)⊥. Portanto, (eB)⊥ = (1− τ(e))B.
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Lema 3.21. Para cada idempotente ei ∈ S, existe algum ej ∈ S tal que σ(ei) = ej.

Demonstração: Sabemos que σ(Ai) = Aj, para algum 1 ≤ j ≤ l. Portanto,

σ(ei) ∈ Aj e, obtemos σ(ei)ej = σ(ei), pois ej é o elemento identidade de Aj

(ver Observação 1.58). Aplicando σ em ambos os lados da última igualdade segue

ei = σ(ej)ei. Analogamente, como σ(ej) ∈ Ai, temos σ(ej)ei = σ(ej). Logo, ei =

σ(ej)ei = σ(ej). Novamente aplicando σ na última igualdade obtemos σ(ei) = ej,

como desejávamos.

Proposição 3.22. As seguintes condições são equivalentes:

(1) σ(Ai) = Ai.

(2) σ(ei) = ei.

(3) A⊥i = (1− ei)A.

(4) Ai ∩ A⊥i = (0).

(5) Existe x ∈ Ai, tal que σ(x)x 6= 0.

Demonstração: Vamos mostrar que (1) implica (2). Então suponhamos que

σ(Ai) = Ai e observemos que, pelo Lema 3.21, temos que σ(ei) = ej, para algum

1 ≤ j ≤ l. Da hipótese, segue que ej = σ(ei) ∈ Ai, assim ej ∈ Ai ∩ Aj. Agora, se

i 6= j, então Ai ∩ Aj = (0), isso implica que ej = 0, o que não pode ocorrer, pois

ej é um idempotente não nulo. Com isso devemos ter i = j e conseqüentemente

σ(ei) = ei.

Agora, assumimos que a condição (2) vale e mostremos (3). Observemos

primeiro que ei é um idempotente tal que Ai = eiA, aplicando o Lema 3.20 obtemos

A⊥i = (1−σ(ei))A. Agora, usando o fato que σ(ei) = ei, conclúımos A⊥i = (1−ei)A.

Para mostrarmos que (3) implica (4), tomemos x ∈ Ai ∩ A⊥i , então x ∈ Ai

e x ∈ A⊥i . Temos por hipótese que A⊥i = (1 − ei)A, assim x = (1 − ei)a, para
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algum a ∈ A. Sabemos também que x = eix, pois x ∈ Ai. Disso, segue que

x = eix = ei(1− ei)a = eia− e2
i a = 0, e portanto, Ai ∩ A⊥i = (0).

Na seqüência, assumiremos que Ai ∩A⊥i = (0) para provarmos a condição (5).

Na verdade, vamos mostrar que ei ∈ Ai satisfaz σ(ei)ei = ei 6= 0 e assim seguirá

o resultado. Com efeito, como ei é um idempotente central de A, devemos ter

Ai = eiA = Aei, e portanto, ei − σ(ei)ei ∈ Ai. Agora, observemos que o Lema 3.20

nos dá que A⊥i = (1 − σ(ei))A. Disso segue que ei − σ(ei)ei = (1 − σ(ei))ei ∈ A⊥i .

Logo, ei − σ(ei)ei ∈ Ai ∩ A⊥i = (0) e, conclúımos que σ(ei)ei = ei 6= 0.

Finalmente, assumimos que existe x ∈ Ai satisfazendo σ(x)x 6= 0, queremos

mostrar que σ(Ai) = Ai. Já sabemos que σ(Ai) = Aj, para algum 1 ≤ j ≤ l, e

portanto, σ(x) ∈ Aj. Se i 6= j, então σ(x)x ∈ AjAi = (0), o que implica σ(x)x = 0,

contrariando a escolha de x. Logo, devemos ter i = j e segue σ(Ai) = Ai.

O lema a seguir mostra que todo idempotente central de A pode ser represen-

tado como soma de elementos de S.

Lema 3.23. Para todo idempotente central e ∈ A, existe um subconjunto I de

{1, 2, . . . , l} tal que e =
∑
i∈ I

ei.

Demonstração: Seja e um idempotente central de A. Usando o fato que 1 =
l∑

i=1

ei, obtemos e = e.1 =
l∑

i=1

eei. Veremos que eei = ei ou eei = 0, para cada i ∈

{1, 2, . . . , l}, disso seguirá o resultado. Com efeito, temos que ei é um idempotente

central primitivo. O fato que eei e (1− e)ei são idempotentes ortogonais centrais

tais que ei = eei + (1− e)ei, implica que eei = ei ou eei = 0, para todo 1 ≤ i ≤ l.

Proposição 3.24. As seguintes condições são equivalentes:

(1) Todo ideal bilateral de A é invariante por σ.

(2) σ(e) = e, para todo idempotente central e ∈ A.

(3) σ(Ai) = Ai, para toda componente simples Ai de A.
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Demonstração: Suponhamos (1) e mostremos a validade de (2). Seja e um

idempotente central de A, logo I = Ae é um ideal bilateral de A. Assim σ(I) = I

e, em particular, σ(e) ∈ Ae. Logo, podemos escrever σ(e) = xe, para algum x ∈ A,

então σ(e)e = xe2 = xe = σ(e). Aplicando σ em ambos os lados da última igualdade,

obtemos σ(e)e = e. Portanto, segue que σ(e) = σ(e)e = e.

Para provarmos que (2) implica (3), basta observarmos que Ai = Aei, com ei

um idempotente central de A. Por hipótese, σ(ei) = ei e, aplicando a Proposição

3.22, segue que σ(Ai) = Ai.

Agora assumindo (3) mostraremos (1). Suponhamos que todo Ai é invariante

pela σ. A Proposição 3.22 nos dá σ(ei) = ei, para todo 1 ≤ i ≤ l. Agora, se I é um

ideal bilateral de A, então, pelo Teorema 1.60, existe um idempotente central e ∈ A

tal que I = eA = Ae. Assim, pelo Lema 3.23, segue que existe um subconjunto J

de {1, 2, . . . , l} tal que e =
∑
j ∈J

ej. Então, σ(e) =
∑
j ∈J

σ(ej) =
∑
j ∈J

ej = e, e portanto,

σ(I) = σ(eA) = σ(A)σ(e) = Ae = I, como desejávamos.

Definição 3.25. Seja (B, τ) um anel com involução, dizemos que τ é anisotrópica

se, para todo b ∈ B tal que τ(b)b = 0, tivermos b = 0.

Veremos na próxima proposição algumas condições necessárias e suficientes

para que σ seja anisotrópica. Para sua demonstração, necessitaremos do seguinte

lema. Sua demonstração requer alguns conceitos novos e, para evitar que este tra-

balho fique muito extenso, daremos apenas uma referência.

Lema 3.26. Seja (B, τ) uma álgebra simples com involução. As seguintes afirmações

são equivalentes.

(1) τ é anisotrópica.

(2) Todo ideal à direita de B é gerado por um elemento idempotente simétrico,

ou seja, I = eB, para algum e ∈ B, satisfazendo τ(e) = e.

Demonstração: Ver [2], Corolário 1.8, pg. 465.
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Proposição 3.27. As seguintes condições são equivalentes:

(1) Se e é um idempotente em A tal que σ(e)e = 0, então e = 0.

(2) σ é anisotrópica.

(3) Para todo ideal à direita I ⊂ A, temos I ∩ I⊥ = (0).

(4) Para todo ideal à direita I ⊂ A, existe um idempotente e ∈ A tal que

I = eA e σ(e) = e.

Mais ainda, se alguma destas condições é válida, então σ(Ai) = Ai para todo

1 ≤ i ≤ l.

Demonstração: (1)⇒ (2) Seja a ∈ A satisfazendo σ(a)a = 0. Vamos mostrar que

a = 0. Para isso, consideremos o ideal à direita I = aA de A. Como A é semisimples,

pelo Teorema 1.42, existe um idempotente e tal que I = eA. Desde que e ∈ I,

obtemos e = ax, para algum x ∈ A. Logo, σ(e)e = σ(ax)ax = σ(x)σ(a)ax = 0.

Assim, por hipótese, devemos ter e = 0. Disso segue que I = (0), uma vez que

a ∈ I, conclúımos que a = 0, como desejávamos.

(2) ⇒ (3) Seja I um ideal à direita de A. Dado x ∈ I ∩ I⊥, pela definição

de I⊥, σ(u)x = 0, para todo u ∈ I, em particular, σ(x)x = 0, pois x ∈ I. Agora,

usando o fato que σ é anisotrópica, conclúımos que x = 0, e portanto, I ∩ I⊥ = (0).

(3)⇒ (1) Suponhamos que e é um idempotente de A satisfazendo σ(e)e = 0.

Consideremos I = eA, o ideal à direita de A gerado por e. Já temos que e ∈ I, se

mostrarmos que e ∈ I⊥, então e ∈ I ∩ I⊥ = (0), assim concluiremos que e = 0. Para

isso, mostremos que σ(ex)e = 0, para todo x ∈ A. De fato, σ(ex)e = σ(x)σ(e)e = 0.

Logo, e ∈ I⊥, como queŕıamos.

(2) ⇒ (4) Primeiramente vamos mostrar que se I é um ideal à direita de

A =
l⊕

i=1

Ai, então I = β1A1 + · · ·+ βlAl com βi idempotente em Ai. Com efeito, o

fato que I = eA, para algum idempotente e, implica que I = eA = eA1 + · · ·+ eAl.

Ainda, como e ∈ A temos que e = β1 + · · ·+ βl, com βi ∈ Ai. Sabemos que e2 = e,
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logo β2
i = βi, para todo 1 ≤ i ≤ l. Assim

eAi = β1Ai + · · ·+ βiAi + · · ·+ βlAi = βiAi para todo 1 ≤ i ≤ l.

Dessa forma, I = β1A1 + · · ·+ βlAl, com βi idempotente em Ai.

Podemos escrever I = I1 + · · · + Il, sendo Ii o ideal à direita de Ai gerado

por βi. Como σ é anisotrópica, então Ai ∩ A⊥i = (0), dáı, pela Proposição 3.22,

temos σ(Ai) = Ai, e portanto, (Ai, σ) é uma álgebra simples com involução. De

acordo com o Lema 3.26, cada ideal Ii é gerado por um αi ∈ Ai, tal que αi é

idempotente simétrico, ou seja, Ii = αiAi e σ(αi) = αi. Fixemos f = α1 + · · ·+ αl.

Podemos observar que αi, αj são idempotentes ortogonais, para todo i 6= j, visto

que αi ∈ Ai e αj ∈ Aj. Disso segue que f também é idempotente, pois f 2 =

(α1 + . . . + αl)(α1 + . . . + αl) = α2
1 + . . . + α2

l = α1 + . . . + αl = f . Mais ainda,

σ(f) = σ(α1 + . . .+ αl) = σ(α1) + . . .+ σ(αl) = α1 + . . .+ αl = f .

Agora podemos mostrar que I = fA. De fato, se x ∈ I, então podemos

escrever x = α1a1 + . . .+αlal. Usando o fato que, αiaj ∈ AiAj = (0), se i 6= j, segue

que

x = α1a1 + . . .+ αlal = (α1 + . . .+ αl)(a1 + . . .+ al) = f(a1 + . . .+ al) ∈ fA.

Por outro lado, tomemos x ∈ fA, então x = f(a1 + . . .+ al), com ai ∈ Ai. Logo,

x = f(a1+. . .+al) = (α1+. . .+αl)(a1+. . .+al) = α1a1+. . .+αlal ∈ I1+. . .+Il = I.

(4)⇒ (2) Queremos mostrar que σ é anisotrópica. Então, seja a um elemento

de A satisfazendo σ(a)a = 0. Consideremos o ideal à direita I = aA. Por hipótese,

existe um idempotente simétrico e ∈ A tal que I = eA. Uma vez que e ∈ I = aA,

podemos escrever e = ab, para algum b ∈ A. Logo, e = e.e = σ(e)e = σ(b)σ(a)ab =

0, o que implica a = 0 e obtemos o desejado.

Finalmente, se σ é anisotrópica, então como já foi visto, Ai ∩A⊥i = (0), assim,

pela Proposição 3.22, obtemos σ(Ai) = Ai, para todo 1 ≤ i ≤ l.
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No próximo caṕıtulo veremos um contra-exemplo provando que a condição

“σ anisotrópica” não é necessária para termos σ(Ai) = Ai, para todo 1 ≤ i ≤ l.

Corolário 3.28. Se σ é anisotrópica, então para todo ideal à direita I ⊂ A, temos

A = I ⊕ I⊥.

Demonstração: Seja I um ideal à direita de A. A Proposição 3.27, garante que

existe um único idempotente simétrico e ∈ A tal que I = eA, e mais I ∩ I⊥ = (0).

Assim basta mostrar que A = I + I⊥. Usando o fato que σ(e) = e, o Lema 3.20

nos dá I⊥ = (eA)⊥ = (1− σ(e))A = (1− e)A. Logo, dado a ∈ A, sempre podemos

escrever a = ea+ (1− e)a ∈ eA+ (1− e)A = I + I⊥.

Vamos finalizar essa seção mostrando um resultado de extensão de involuções.

Proposição 3.29. Sejam A uma álgebra semisimples de dimensão finita e τ uma

involução sobre uma componente simples Ai de A. Se A tem uma involução, então

τ pode ser estendida para uma involução sobre A.

Demonstração: Seja σ uma involução sobre A. Já vimos que σ(Ai) = Aj, para

algum 1 ≤ j ≤ l.

(1) Se i 6= j, consideremos a aplicação θ : A→ A definida por:

θ

(
l∑

i=1

ai

)
= τ(ai) + στσ(aj) +

∑
k 6= i,j

σ(ak).

(2) Se σ(Ai) = Ai, seja θ o endomorfismo definido sobre A por:

θ

(
l∑

i=1

ai

)
= τ(ai) +

∑
k 6= i

σ(ak).

Não é dif́ıcil, porém trabalhoso, verificarmos que a aplicação θ, definida acima,

é uma involução sobre A. Também, claramente θ|Ai
= τ em ambos os casos.



Caṕıtulo 4

Involução Canônica de K[G]

Este caṕıtulo é baseado no artigo [4], “Involutions of semisimple group al-

gebras” de Boulagouaz e Oukhtite. Faremos um estudo da involução canônica de

K[G], mais precisamente, daremos condições necessárias e suficientes para que esta

involução restrita à cada componente simples de K[G] induza uma involução de

primeira espécie nas componentes. Em seguida, como aplicação desses resultados,

para o caso em que K é real fechado, obteremos uma versão melhorada para o

Teorema 13.3 do Caṕıtulo 8, Sharlau [12], no caso em que G for um (c)-grupo.

Encerraremos nosso trabalho dedicando a última seção para o estudo dos (c)-grupos,

visto que estes tiveram um papel relevante para alguns dos resultados obtidos neste

caṕıtulo.

4.1 Restrição às Componentes Simples

Primeiramente, veremos algumas propriedades da álgebra de grupo K[G] e

faremos algumas considerações.

Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que char(K) - |G|. Pelo Teorema

de Maschke 1.75, temos que K[G] é uma álgebra de grupo semisimples de dimensão

finita. Assim K[G] =
l⊕

i=1

Ai, sendo cada componente simples Ai gerada por um

idempotente primitivo central ei ∈ K[G]. Denotaremos l = G(K). Como anterior-

mente, S denotará o conjunto completo {e1, . . . , eG(K)} de idempotentes primitivos

79
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centrais de K[G] e Cg a classe de equivalência dos conjugados de g em G.

Vimos no Teorema 2.19 que se tomarmos eχi
=

χi(1)

|G|
∑
g∈G

χi(g
−1)g, onde

χi é um caracter irredut́ıvel de G sobre K (fecho algébrico de K), então S =

{eχ1 , . . . , eχs(G)
} é um conjunto completo de idempotentes primitivos centrais de

K[G], onde s(G) é o número de classes de conjugação de G. Portanto, obtemos

K[G] =

s(G)⊕
i=1

K[G]eχi
.

O próximo resultado nos mostra que os idempotentes centrais de K[G] nada

mais são do que somas de idempotentes centrais de K[G].

Lema 4.1. Para cada idempotente central e ∈ K[G], existem i1 < i2 < . . . < it ∈

[1, s(G)] tais que e =
t∑

j=1

eχij
.

Demonstração: Dado e ∈ K[G] um idempotente central, obviamente e é um

idempotente de K[G]. Se mostrarmos que e é central em K[G], então aplicando

o Lema 3.23 concluiremos que existem i1 < i2 < . . . < it ∈ [1, s(G)] tais que

e =
t∑

j=1

eχij
. Para isso, consideremos g1, . . . , gs(G) representantes das classes de

conjugação de G. Se definirmos γgi
=
∑
h∈Cgi

h, então pelo Teorema 1.81, segue que

{γg1 , . . . , γgs(G)
} é uma base para os espaços vetoriais Z(K[G]) e Z(K[G]) sobre

K e K respectivamente. Em virtude disso e do fato que K ⊂ K devemos ter

Z(K[G]) ⊂ Z(K[G]). Agora, notemos que e ∈ Z(K[G]), assim, a última inclusão

nos mostra que e é um idempotente central de K[G]. Como queŕıamos.

Lema 4.2. Seja

I = {(i1, . . . , itr) ∈ [1, s(G)]tr : i1 < . . . < itr e
tr∑
j=1

eχij
∈ K[G] com tr minimal}.

Então o número de componente simples de K[G] é igual a cardinalidade de I, isto

é, |I| = G(K).
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Demonstração: Primeiramente mostremos que, para (i1, . . . , itr) ∈ I, o ele-

mento er =
tr∑
l=1

eχil
é um idempotente primitivo central de K[G]. Como os eχil

são idempotentes centrais, temos imediatamente que er é um idempotente central

de K[G]. Resta-nos mostrar que er é primitivo. Pela definição de I, temos que

J = {i1, . . . , itr} é minimal, no sentido que, para todo subconjunto {i′1, . . . , i
′
t} ( J ,

e =
t∑

m=1

eχ
i
′
m

6∈ K[G].

Suponhamos que er não é primitivo, logo existem e
′
r e e

′′
r idempotentes centrais

ortogonais não nulos de K[G] tais que er = e
′
r+e

′′
r . Assim, pelo lema acima, existem

j1 < . . . < jt′r ∈ [1, s(G)] e k1 < . . . < kt′′r ∈ [1, s(G)] tais que e
′
r =

t
′
r∑

m=1

eχjm
e

e
′′
r =

t
′′
r∑

n=1

eχkn
. Denotemos J

′
= {j1, . . . , jt′r} e J

′′
= {k1, . . . , kt′′r }.

O fato que e
′
r.e
′′
r = 0 e {eχ1 , . . . , eχs(G)

} é um conjunto de idempotentes

ortogonais, implica que J
′ ∩ J ′′ = ∅. Além disso, como e2

r = er temos(
tr∑
l=1

eχil

) t
′
r∑

m=1

eχjm
+

t
′′
r∑

n=1

eχkn

 =
tr∑
l=1

eχil
,

isso implica que todo eχil
com il ∈ J deve fazer parte da soma do segundo fator, ou

seja, il ∈ J
′ ∪ J ′′ . Logo, J ⊆ J

′ ∪ J ′′ . Na verdade, J = J
′ ∪ J ′′ . Suponhamos que

exista p ∈ J ′ ∪ J ′′ tal que p 6∈ J , então

eχp .er = eχp

(
tr∑
l=1

eχil

)
= 0,

pois p 6∈ J . Por outro lado,

eχp .er = eχp

 t
′
r∑

m=1

eχjm
+

t
′′
r∑

n=1

eχkn

 = e2
χp

= eχp ,

visto que p ∈ J ′ ∪ J ′′ . Assim, teŕıamos eχp = 0, o que é absurdo. Logo, J
′ ⊂ J e

J
′′ ⊂ J . Isto contraria a minimalidade de J , pois e

′
r ∈ K[G] e e

′′
r ∈ K[G].

Dessa forma, obtemos, para cada (i1, . . . , itr) ∈ I, uma componente simples

Ar = K[G]er de K[G], isso nos diz que |I| ≤ G(K).
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Reciprocamente, o Lema 4.1 mostra que para cada er ∈ S, existem i1 <

. . . < itr ∈ [1, s(G)] tais que er =
tr∑
l=1

eχil
. Vamos mostrar que tr é minimal.

Suponhamos que J = {i1, . . . , itr} não é minimal, ou seja, existe um subconjunto

J
′

= {j1, . . . , jt′r} ( J tal que e
′
r =

t
′
r∑

m=1

eχjm
∈ K[G]. Tome J

′′
= {k1, . . . , kt′′r } =

J \ J ′ . Notemos que e
′′
r =

t
′′
r∑

n=1

eχkn
é um idempotente central de K[G] tal que

er =
tr∑
l=1

eχil
=

 t
′
r∑

m=1

eχjm
+

t
′′
r∑

n=1

eχkn

 = e
′

r + e
′′

r e e
′

r.e
′′

r = 0,

contradizendo o fato que er é primitivo. Logo, tr é minimal. Com isso, obtemos que

(i1, . . . , itr) ∈ I e conseqüentemente G(K) ≤ |I|. Portanto, G(K) = |I|.

No que segue σ denotará a involução canônica de K[G] definida por σ(
∑
g∈G

agg)

=
∑
g∈G

agg
−1. No teorema abaixo obtemos uma condição necessária e suficiente para

que σ restrita à cada componente simples de K[G] seja uma involução de primeira

espécie.

Teorema 4.3. As seguintes condições são equivalentes:

(1) σ(Ai) = Ai, para toda componente simples Ai de K[G].

(2) Se (i1, . . . , it) ∈ I, então
t∑

j=1

χij (1)(χij (g)−χij (g−1)) = 0, para todo g ∈ G.

Mais ainda, se estas condições são válidas, então para cada componente sim-

ples Ai de K[G], que não é isomorfa a K, a restrição de σ em Ai é uma involução

de primeira espécie se, e somente se, para todo g ∈ G temos (γg − γg−1)ei = 0.

Demonstração: Vamos mostrar que (1) implica (2), para isso tomemos (i1, . . . , it)

∈ I. Pelo provado acima temos que et =
t∑

j=1

eχij
é um idempotente primitivo central

de K[G]. Portanto, At = K[G]et é uma componente simples de K[G] e, por hipótese,

temos σ(At) = At. Agora, usando a Proposição 3.22 segue que σ(et) = et.
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Substituindo eχij
=
χij (1)

|G|
∑
g∈G

χij (g
−1)g na igualdade et =

t∑
j=1

eχij
, obtemos

et =
1

|G|
∑
g∈G

(
t∑

j=1

χij (1)χij (g
−1)

)
g.

Aplicando σ em et vem

σ(et) =
1

|G|
∑
g∈G

(
t∑

j=1

χij (1)χij (g
−1)

)
g−1 =

1

|G|
∑
g∈G

(
t∑

j=1

χij (1)χij (g)

)
g.

O fato que σ(et) = et implica que
t∑

j=1

χij (1)χij (g) =
t∑

j=1

χij (1)χij (g
−1), para todo

g ∈ G, ou seja,
t∑

j=1

χij (1)(χij (g)− χij (g−1)) = 0, para todo g ∈ G.

Suponhamos que a condição (2) valha e mostremos (1). Então, seja Ai uma

componente simples de K[G], sabemos que existe um idempotente central primi-

tivo ei ∈ K[G] tal que Ai = K[G]ei. Mais ainda, vimos anteriormente que existe

(i1, . . . , iti) ∈ I tal que ei =

ti∑
j=1

eχij
=

1

|G|
∑
g∈G

(
ti∑
j=1

χij (1)χij (g
−1)

)
g. Portanto,

σ(ei) =
1

|G|
∑
g∈G

(
ti∑
j=1

χij (1)χij (g)

)
g.

Desde que (i1, . . . , iti) ∈ I, por hipótese obtemos

ti∑
j=1

χij (1)χij (g) =

ti∑
j=1

χij (1)χij (g
−1),

para todo g ∈ G. Substituindo na equação anterior, segue que

σ(ei) =
1

|G|
∑
g∈G

(
ti∑
j=1

χij (1)χij (g
−1)

)
g = ei.

Com isso, mostramos que a condição (2) da Proposição 3.22 ocorre, e portanto,

σ(Ai) = Ai, como desejávamos.

Finalmente, assumimos que alguma dessas condições é satisfeita e que Ai é uma

componente simples de K[G], que não é isomorfa a K. Primeiramente, mostremos
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que Z(Ai) é gerado por {γg1ei, . . . , γgs(G)
ei}. Para tanto, basta mostrarmos que

Z(Ai) = Z(K[G])ei. Claramente Z(K[G])ei ⊂ Z(Ai), por outro lado, dado x ∈

Z(Ai), temos que xai = aix, para todo ai ∈ Ai. Uma vez que x ∈ Ai segue que

x = eix = xei, assim, tomando um elemento arbitrário a ∈ K[G], vem xa = xeia =

xaei = aeix = ax, pois aei ∈ Ai, e portanto, x ∈ Z(K[G]).

Disso, decorre que a restrição de σ sobre Ai é de primeira espécie se, e somente

se, σ(γgi
ei) = γgi

ei, isto é, γg−1
i
ei = γgi

ei, ou ainda, (γgi
− γg−1

i
)ei = 0, para i ∈

{1, . . . , s(G)}. Agora, dado g ∈ G, temos que g ∈ Cgi
para algum i, e assim γg = γgi

.

Portanto, σ restrita a Ai é de primeira espécie se, e somente se, (γg − γg−1)ei = 0

para todo g ∈ G.

Proposição 4.4. Para cada caracter irredut́ıvel χi de G sobre K consideremos

K(χi) = K{χi(g) : g ∈ G } a extensão de K gerada por {χi(g) : g ∈ G } e K, e

Gal(K(χi)/K) o seu grupo de Galois. Então cada componente simples Ai de K[G]

é da forma Ai = K[G]eχi
, onde eχi

=
χi(1)

|G|
∑
g∈G

TrK(χi)/K(χi(g
−1))g.

Demonstração: Ver [13], Proposição 1.1, pg. 4.

Proposição 4.5. Se K é um corpo com caracteŕıstica zero, então as seguintes

condições são equivalentes:

(1) σ(Ai) = Ai, para toda componente simples Ai de K[G].

(2) Para todo caracter irredut́ıvel χi de G sobre K:

TrK(χi)/K(χi(g)− χi(g−1)) = 0, para todo g ∈ G.

Demonstração: Suponhamos que (1) é válido e vamos provar (2). Primeiramente,

para cada caracter irredut́ıvel χi de G sobre K coloquemos

ei =
χi(1)

|G|
∑
g∈G

TrK(χi)/K(χi(g
−1))g.
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Então, pela Proposição 4.4 segue que Ai = K[G]ei é uma componente simples de

K[G] e, pelo Lema 4.1, existe (i1, . . . , iti) ∈ I tal que ei =

ti∑
j=1

eχij
. Disso, obtemos

ei =
∑
g∈G

(
χi(1)

|G|
TrK(χi)/K(χi(g

−1))

)
g =

∑
g∈G

(
1

|G|

ti∑
j=1

χij (1)χij (g
−1)

)
g,

e portanto, χi(1)TrK(χi)/K(χi(g
−1)) =

ti∑
j=1

χij (1)χij (g
−1), para todo g ∈ G.

Usando o Teorema 4.3, vem

ti∑
j=1

χij (1)χij (g) =

ti∑
j=1

χij (1)χij (g
−1), para todo g ∈ G.

Dessa forma, χi(1)TrK(χi)/K(χi(g)) = χi(1)TrK(χi)/K(χi(g
−1)), para todo g ∈ G,

isto é, TrK(χi)/K(χi(g)− χi(g−1)) = 0, para todo g ∈ G.

Agora assumindo (2) vamos provar (1). Se Ai é uma componente simples de

K[G], pela Proposição 4.4, existe algum caracter irredut́ıvel χi de G sobre K tal

que Ai = K[G]ei, onde ei =
χi(1)

|G|
∑
g∈G

TrK(χi)/K(χi(g
−1))g. Como

σ(ei) =
χi(1)

|G|
∑
g∈G

TrK(χi)/K(χi(g
−1))g−1 =

χi(1)

|G|
∑
g∈G

TrK(χi)/K(χi(g))g

e por hipótese TrK(χi)/K(χi(g)) = TrK(χi)/K(χi(g
−1)), para todo g ∈ G, obtemos

σ(ei) =
χi(1)

|G|
∑
g∈G

TrK(χi)/K(χi(g
−1))g = ei.

Logo, pela Proposição 3.22, conclúımos que σ(Ai) = Ai.

O próximo resultado nos diz que, para um corpo ordenado K, a condição (1)

da proposição anterior é sempre válida.

Proposição 4.6. Se K é um corpo ordenado e G um grupo finito, então σ(Ai) = Ai

para toda componente simples Ai de K[G].
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Demonstração: Pelo Teorema 3.26, basta mostrarmos que neste caso σ é

anisotrópica. Para isso, seja x =
∑
g∈G

agg um elemento de K[G], então

σ(x)x =
∑
g∈G

agg
−1
∑
h∈G

ahh =
∑
g∈G

∑
h∈G

(agah)(g
−1h),

fazendo µ = g−1h, obtemos

σ(x)x =
∑
µ∈G

bµµ,

com bµ =
∑

g−1h=µ

agah. Logo, σ(x)x = 0 se, e somente se, bµ = 0 para cada µ ∈ G.

Em particular, tomando µ = 1, segue que 0 = b1 =
∑
g=h

agah =
∑
g∈G

a2
g. Como K é

um corpo ordenado, pela Observação 1.25, devemos ter ag = 0, para todo g ∈ G.

Portanto, x = 0.

O próximo resultado estabelece mais condições para que a involução canônica

de K[G] seja de primeira espécie em cada uma de suas componentes simples, tais

condições envolvem a estrutura de G e seus caracteres.

Definição 4.7. Seja G um grupo finito, dizemos que G é um (c)-grupo se para

todo g ∈ G temos g ∼ g−1, isto é, existe γ ∈ G tal que γgγ−1 = g−1.

Teorema 4.8. As seguintes condições são equivalentes:

(1) G é um (c)-grupo.

(2) A restrição de σ ao Z(K[G]) é a identidade.

(3) σ|Ai
é uma involução de primeira espécie, para todo 1 ≤ i ≤ G(K).

(4) Para cada caracter irredut́ıvel χi de G em K, temos χi(g) = χi(g
−1), para

todo g ∈ G.

Demonstração: (1)⇒ (2) Claramente σ é K-linear, como {γg1 , . . . , γgs(G)
} é uma

base para o K-espaço vetorial Z(K[G]), é suficiente mostrarmos que σ(γgi
) = γgi

,

para todo 1 ≤ i ≤ s(G). De fato, temos por hipótese que G é um (c)-grupo, assim
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Cg = Cg−1 , para todo g ∈ G. Logo,

σ(γgi
) =

∑
h∈Cgi

h−1 =
∑

x∈C
g−1
i

x =
∑
x∈Cgi

x = γgi
, para todo 1 ≤ i ≤ s(G).

(2)⇒ (3) Suponhamos que σ|Z(K[G])
é a identidade. Uma vez que ei ∈ Z(K[G])

obtemos σ(ei) = ei, para todo 1 ≤ i ≤ s(G). Aplicando a Proposição 3.22 decorre

σ(Ai) = Ai, para todo 1 ≤ i ≤ s(G). Portanto, σ|Ai
é uma involução. Para

provarmos que σ|Ai
é de primeira espécie, tomemos x ∈ Z(Ai), o fato que Z(Ai) =

Z(K[G])ei ⊂ Z(K[G]) implica que x ∈ Z(K[G]). Por hipótese temos σ(x) = x, e

portanto, σ|Ai
é uma involução de primeira espécie.

(3)⇒ (1) Assumimos que σ|Ai
é uma involução de primeira espécie, para todo

1 ≤ i ≤ s(G). Mostremos que g ∼ g−1, para todo g ∈ G. Com efeito, observemos

que
∑
h∈Cg

hei ∈ Z(K[G])ei = Z(Ai), para todo 1 ≤ i ≤ s(G). Por hipótese temos

σ

∑
h∈Cg

hei

 =
∑
h∈Cg

hei, ou seja,
∑
h∈Cg

h−1ei =
∑
h∈Cg

hei, para todo 1 ≤ i ≤ s(G).

Agora, usando o fato que 1 =

G(K)∑
i=1

ei obtemos

∑
h∈Cg

h−1.1 =

G(K)∑
i=1

∑
h∈Cg

h−1ei

 =

G(K)∑
i=1

∑
h∈Cg

hei

 =
∑
h∈Cg

h.1 .

Como G é uma base de K[G], estas somas tem as mesmas parcelas e obtemos que

Cg = Cg−1 , para todo g ∈ G. Portanto, G é um (c)-grupo.

(1) ⇒ (4) Suponhamos que G é um (c)-grupo, assim Cg = Cg−1 , para todo

g ∈ G. Uma vez que o caracter é constante nas classes de conjugação, conclúımos

que χi(g) = χi(g
−1), para todo g ∈ G.

(4)⇒ (3) Vamos mostrar que σ é uma involução de primeira espécie em cada

componente simples de K[G]. Primeiramente, mostremos que σ(Ai) = Ai, para

todo 1 ≤ i ≤ s(G). Para isso, observemos que as seqüências em I, nesse caso, tem

comprimento um e |I| = s(G). Então, seja (j) ∈ I e g ∈ G, por hipótese, temos
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χj(g)−χj(g−1) = 0 e isso implica que χj(1)(χj(g)−χj(g−1)) = 0. Assim a condição

(2) do Teorema 4.3 é satisfeita, e portanto, σ(Ai) = Ai, para toda componente

simples Ai de K[G].

Resta-nos mostrar que σ fixa os elementos do Z(Ai). De fato, relembremos

que Ai ' Mni
(Di), onde Di é um anel de divisão contendo uma cópia isomorfa de

K em seu centro. Como K é algebricamente fechado, devemos ter Di = K, assim

Ai ' Mni
(K). Disso segue que Z(Ai) ' Z(Mni

(K)) ' K. Como a involução

canônica fixa os elementos de K, temos o resultado.

Vimos, na Proposição 3.27 do caṕıtulo anterior, que a condição “σ anisotrópica”

implica σ(Ai) = Ai, para todo 1 ≤ i ≤ G(K). Como aplicação do Teorema 4.8, segue

um contra-exemplo mostrando que a rećıproca não é verdadeira.

Contra-exemplo 4.9. Consideremos S3 o grupo simétrico e C o corpo dos números

complexos. Sabemos que S3 = {1, t, c, tc, tc−1, c, c−1}, onde t2 = (tc)2 = (tc−1)2 =

c3 = 1 e tct−1 = c−1. Mais ainda, S3 possui 3 classes de conjugação: C1 = {1},

C2 = {t, tc, tc−1} e C3 = {c, c−1}. Não é dif́ıcil verificarmos que S3 é um (c)-grupo.

Vimos no Caṕıtulo 2, que a tábua de caracteres de S3 sobre C é a seguinte:

1 t c

χ1 1 1 1
χ2 1 -1 1
χ3 2 0 -1

Portanto, C[S3] =
3⊕
i=1

Ai, com Ai gerado por eχi
=
χi(1)

|S3|
∑
g∈S3

χi(g
−1)g. Mais

precisamente, eχ1 =
1

6
(γ1 +γt +γc), eχ2 =

1

6
(1−γt +γc) e eχ3 =

1

3
(2−γc). Como

S3 é um (c)-grupo, o Teorema 4.8 nos dá σ(Ai) = Ai, para todo 1 ≤ i ≤ 3. Porém,

mostraremos que σ não é anisotrópica, ou seja, exibiremos um elemento e ∈ C[S3]

tal que e 6= 0 e satisfaz σ(e)e = 0.
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De fato, sabemos que σ(Ai) = Ai, para todo 1 ≤ i ≤ 3, assim, pela Proposição

3.22, devemos ter σ(eχi
) = eχi

, para todo 1 ≤ i ≤ 3. Agora substituindo eχ3 =

1

3
(2− γc) em ceχ3 + c−1eχ3 obtemos

ceχ3 + c−1eχ3 = −eχ3 . (4.1)

Então, se tomarmos x =
i√
3

(1 + 2c)eχ3 ∈ A3 e usarmos (4.1), teremos x2 = eχ3 e

σ(x) = −x. Com isso, podemos mostrar que e =
1

2
(eχ3 + x) 6= 0 é um idempotente

de A3 satisfazendo σ(e) = eχ3 − e. Logo, σ(e)e = (eχ3 − e)e = eχ3e− e2 = e− e = 0.

Finalizaremos essa seção mostrando que se G é um (c)-grupo finito e Ai é uma

componente simples de K[G], então toda involução de primeira espécie sobre Ai

pode ser obtida a partir de σ.

Proposição 4.10. Sejam G um (c)-grupo finito e τ uma involução sobre uma com-

ponente simples Ai de K[G]. Então as seguintes condições são equivalentes:

(1) τ é uma involução de primeira espécie sobre Ai.

(2) τ = int(ai) ◦ σ|Ai
, para algum ai ∈ Ai inverśıvel tal que σ(ai) = ±ai.

Demonstração: Assumimos que τ é uma involução de primeira espécie sobre

Ai, e mostremos a validade de (2). Para isso, consideremos Fi = Z(Ai). Como

Ai 'Mni
(Di) com Di um anel com divisão, temos que Fi = Z(Ai) ' Z(Mni

(Di)) '

Z(Di). É fácil verificarmos que Z(Di) é um corpo, e portanto, Fi também o é.

Vamos mostrar que τ ◦ σ|Ai
: Ai → Ai é um Fi-automorfismo. Com efeito, sendo

G um (c)-grupo, a condição (1) do Teorema 4.8 é satisfeita, logo, σ|Ai
também é

uma involução de primeira espécie. Dessa forma, temos τ ◦σ|Ai
(λa) = τ(λσ|Ai

(a)) =

λτ(σ|Ai
(a)) = λ(τ ◦ σ|Ai

(a)), para todo a ∈ Ai e λ ∈ Fi.

Agora, observemos que Ai é uma Fi-álgebra central simples, então, pelo Teo-

rema de Skolen-Noether 3.9 e seu Corolário 3.10, existe ai ∈ Ai, inverśıvel, tal que

τ ◦σ|Ai
= int(ai). Portanto, τ = int(ai)◦σ|Ai

. Mostremos que σ(ai) = ±ai. De fato,
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como τ ◦ τ(x) = x, obtemos x = τ ◦ τ(x) = aiσ(aiσ(x)a−1
i )a−1

i = aiσ(a−1
i )xσ(ai)a

−1
i ,

ou ainda, σ(ai)a
−1
i x = xσ(ai)a

−1
i , para todo x ∈ Ai. Isto implica que σ(ai)a

−1
i ∈ Fi,

logo, existe λ ∈ Fi tal que σ(ai)a
−1
i = λ, ou seja, σ(ai) = λai. Resta nos mostrar

que λ = ±1. Com efeito, ai = σ(σ(ai)) = σ(λai) = λσ(ai) = λ.λai = λ2ai. Logo,

λ2 = 1 e, como Fi é corpo, devemos ter λ = ±1. Como queŕıamos provar.

Agora, suponhamos que (2) seja verdadeiro e mostremos (1). Por hipótese

τ = int(ai)◦σ|Ai
, para algum ai ∈ Ai, inverśıvel, tal que σ(ai) = ±ai. Primeiramente

mostremos que τ é uma involução sobre Ai. Realmente, dados x, y ∈ Ai temos que

τ(x+ y) = aiσ(x+ y)a−1
i = aiσ(x)a−1

i + aiσ(y)a−1
i = τ(x) + τ(y),

τ(xy) = aiσ(xy)a−1
i = aiσ(y)σ(x)a−1

i = aiσ(y)a−1
i aiσ(x)a−1

i = τ(y)τ(x) e

τ(τ(x)) = aiσ(aiσ(x)a−1
i )a−1

i = aiσ(a−1
i )xσ(ai)a

−1
i .

Como σ(ai) = ±ai, temos duas possibilidades: se σ(ai) = ai, então τ(τ(x)) =

aia
−1
i xaia

−1
i = x; caso σ(ai) = −ai vem τ(τ(x)) = ai(−a−1

i )x(−ai)a−1
i = −(−x) =

x. Em ambos os casos obtemos τ(τ(x)) = x. Portanto, τ é uma involução sobre

Ai. Para verificarmos que é de primeira espécie, tomemos λ ∈ Z(Ai). Logo, τ(λ) =

aiσ(λ)a−1
i = aiλa

−1
i = λaia

−1
i = λ, ou seja, τ|Z(Ai)

é a identidade.

4.2 Involução Canônica de K[G] onde K é Real

Fechado

Começaremos esta seção demonstrando o Teorema de Frobenius, o qual nos

diz que existem poucas possibilidades para as álgebras com divisão sobre um corpo

real fechado. Mas antes, enunciaremos um lema que nos será útil, porém, sua

demonstração é um tanto técnica e será omitida.

Lema 4.11. Sejam D uma álgebra com divisão sobre um corpo K com centro Z, e

subcorpo maximal F contendo Z. Então dimZ D é finita se, e somente se, dimZ F

é finita. Nesse caso dimF D = dimZ F e dimZ D = (dimZ F )2.
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Demonstração: Ver [6], Teorema 6.6, pg 459.

Agora, podemos enunciar e demonstrar o Teorema de Frobenius.

Teorema 4.12. (Frobenius) Seja D uma álgebra com divisão de dimensão finita

sobre um corpo real fechado K. Então D é isomorfo a K ou ao corpo K(
√
−1) ou

ainda a álgebra com divisão IH, dos Hamiltonianos.

Demonstração: Seja Z o centro de D e F um subcorpo maximal de D que

contém Z. Assim temos D ⊃ F ⊃ Z ⊃ K, como dimK D < ∞, devemos ter

dimK F < ∞, e portanto, F é uma extensão algébrica de K. Conseqüentemente,

sendo K real fechado, pelo Corolário 1.31, temos F = K ou F ' K
√
−1, logo

dimK F ≤ 2. Como dimK F = dimZ F . dimK Z ≤ 2 vem

dimZ F ≤ dimK F ≤ 2, (4.2)

donde temos que a dimZ F é finita. Então pelo lema anterior

dimF D = dimZ F e dimZ D = (dimZ F )2. (4.3)

Analisando (4.2) e (4.3), as únicas possibilidades para dimZ D são dimZ D =

1 ou dimZ D = 4. Se dimZ D = 1, por (4.3) temos que D = F , e portanto, D = K

ou D ' K
√
−1.

Se dimZ D = 4, por (4.3) temos dimZ F = 2 = dimF D. Mas, já vimos que

dimK F = dimZ F . dimK Z ≤ 2, assim, devemos ter dimK Z = 1 e dimK F = 2.

Disso, segue que Z = K e F ' K(
√
−1). Além disso, D não é comutativo, caso

contrário D seria um corpo, e portanto, extensão algébrica própria de K(
√
−1),

contrariando o fato de K(
√
−1) ser algebricamente fechado pelo Teorema 1.30. Uma

vez que F é isomorfo a K(
√
−1) podemos representar F = K(i), para algum i ∈ F

tal que i2 = −1. A aplicação ϕ : F → F dada por ϕ(a + bi) = a − bi, que fixa

os elementos de K, é um automorfismo diferente da identidade sobre F . Como D

é uma álgebra central simples, pelo Teorema de Skolem-Noether 3.9, ϕ pode ser
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estendido para um automorfismo interno β de D, dado por β(x) = dxd−1 para

d 6= 0, d ∈ D. Como −i = β(i) = did−1, temos −id = di, e β(β(i)) nos dá id2 = d2i.

Conseqüentemente, d2 ∈ D comuta com todo elemento de F = K(i). Assim d2 ∈ F ,

caso contrário d2 e F poderiam gerar um subcorpo de D contendo propriamente o

subcorpo maximal F . Como os únicos elementos de F que são fixados por β são os

elementos de K e β(d2) = dd2d−1 = d2, temos que d2 ∈ K. Se d2 > 0, então d ∈ K.

O que é imposśıvel, pois se d ∈ K temos que β é a identidade. Então d2 = −r2 para

r 6= 0, r ∈ K. Logo
(d
r

)2
= −1. Seja j =

d

r
e k = ij. Para mostrarmos que {1, i, j, k}

é uma base de D sobre K, basta considerarmos os conjuntos D+ = {x ∈ D : xi = ix}

e D− = {x ∈ D : xi = −ix}, assim devemos ter D = D+ ⊕D−, pois dado x ∈ D,

podemos escrever x =
1

2
(x− ixi) +

1

2
(x+ ixi), com (x− ixi) ∈ D+ e (x+ ixi) ∈ D−.

Usando o fato que {1, i} e {j, k} são conjuntos linearmente independentes em D+

e D− respectivamente, sobre K, e dimK D
+ = dimK D

− = 2, segue que {1, i} e

{j, k} são bases de D+ e D− respectivamente, sobre K. Portanto, {1, i, j, k} é uma

base de D sobre K. Também, não é dif́ıcil mostrar que existe um isomorfismo de

K-álgebras D ' IH.

Para K real fechado e G um grupo finito, K[G] é semisimples e, pelo Teorema

de Frobenius, suas componentes simples são da forma Mn(D) com D = K, K(
√
−1)

ou IH. O teorema a seguir identifica a involução canônica sobre uma componente

simples de K[G] com a involução conjugada transposta sobre a álgebra de matrizes.

Teorema 4.13. (Scharlau, [12]) Seja K um corpo real fechado e G um grupo

finito. Então toda componente simples Ai, da álgebra de grupo K[G] é invarian-

te pela involução canônica. Se σ é a involução canônica em K[G] temos que

(Ai, σ|Ai
) ' (Mn(D), t ◦ ¯), onde D = K, K(

√
−1) ou IH e ¯ é a identidade em K,

a conjugação complexa em K(
√
−1) e a involução canônica em IH.

Demonstração: Da Proposição 4.6 segue σ(Ai) = Ai, visto que todo corpo real

fechado é ordenado. Para o resto da demonstração, ver [12], Teorema 13.3.
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Para o caso em que G é um (c)-grupo, esse teorema pode ser melhorado como

segue.

Teorema 4.14. Sejam K um corpo real fechado e G um grupo finito. Então as

seguintes condições são equivalentes:

(1) G é um (c)-grupo.

(2) Para cada componente simples Ai de K[G] temos

(Ai, σ|Ai
) ' (Mn(K), t) ou (Ai, σ|Ai

) ' (Mn(IH), t ◦ ¯),

onde t é a involução transposição e ¯ é a involução canônica de IH.

Demonstração: Suponhamos que G é um (c)-grupo. Pelo Teorema 4.8, segue

que σ|Ai
é uma involução de primeira espécie, para toda componente simples Ai de

K[G]. Então, usando o Teorema 4.13, devemos ter

(Ai, σ|Ai
) ' (Mn(K), t) ou (Ai, σ|Ai

) ' (Mn(IH), t ◦ ¯),

pois (Mn(K(
√

1)), t ◦ ¯) é uma involução de segunda espécie (veja o Exemplo 3.17).

Reciprocamente, assumimos (Ai, σ|Ai
) ' (Mn(K), t) ou (Ai, σ|Ai

) ' (Mn(IH), t ◦ ¯)

para cada componente simples Ai de K[G]. Logo, σ|Ai
é uma involução de primeira

espécie, para toda componente simples Ai de K[G]. Aplicando o Teorema 4.8, segue

que G é um (c)-grupo.

Observação 4.15. O Teorema 4.14 pode ser usado como uma ferramenta im-

portante para determinarmos as componentes simples de K[G], quando K é real

fechado. Realmente, vimos que Ai ' Mni
(Di), onde Di é uma álgebra com divisão

de dimensão finita sobre K. Assim, o Teorema 4.13 juntamente com o Teorema

4.14, implica que Mn(K(
√
−1)) participa na decomposição de K[G] se, e somente

se, G não é um (c)-grupo.

Na seqüência, veremos algumas condições para que o teorema acima ocorra.
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Teorema 4.16. Sejam G um grupo finito e K um corpo real fechado. Então as

seguintes condições são equivalentes:

(1) K(χi) = K, para todo caracter irredut́ıvel χi de G sobre K.

(2) G(K) = s(G)

(3) {e1, e2, . . . , eG(K)} é uma base para o K-espaço vetorial Z(K[G]).

(4) G é um (c)-grupo.

(5) σ|Ai
é uma involução de primeira espécie, para todo 1 ≤ i ≤ G(K).

Demonstração: (1) ⇔ (2) Suponhamos que K(χi) = K, para todo caracter

irredut́ıvel χi de G sobre K, então para cada 1 ≤ i ≤ s(G), temos χi(g) ∈ K, para

todo g ∈ G. Logo, eχi
∈ K[G], para todo 1 ≤ i ≤ s(G). Assim {eχ1 , eχ2 , . . . , eχs(G)

}

é uma famı́lia completa de idempotentes primitivos centrais de K[G], e portanto,

necessariamente G(K) = s(G). Reciprocamente, se G(K) = s(G), então, pelo Lema

4.1, ei =
t∑

j=1

eχij
. Agora, pela ortogonalidade dos ei’s e dos eχij

’s, estas somas têm

uma única parcela. Assim existe algum 1 ≤ ji ≤ s(G) tal que ei = eχji
, para todo

1 ≤ i ≤ s(G). Portanto, eχi
∈ K[G], para todo 1 ≤ i ≤ s(G). Disso vem χi(g) ∈ K,

para todo g ∈ G, donde conclúımos que K(χi) = K, para todo caracter irredut́ıvel

χi de G sobre K.

(2) ⇔ (3) Já vimos que Z(K[G]) é um K-espaço vetorial de dimensão s(G).

Agora observemos que e1, e2, . . . , eG(K) são linearmente independentes em Z(K[G]).

De fato, suponhamos que e1, e2, . . . , eG(K) são linearmente dependentes, assim exis-

tem λi ∈ K, i = 1, . . . , G(K), não todos nulos tais que λ1e1+λ2e2+. . .+λG(K)eG(K) =

0, digamos que λi0 6= 0, para algum i0 ∈ {1, . . . , G(K)}. Logo, se multiplicarmos

ambos os lados da última igualdade por λ−1
i0
ei0 e usarmos o fato que eiej = 0, se

i 6= j, obtemos ei0 = 0, o que não pode ocorrer. Isso implica que e1, e2, . . . , eG(K)

são linearmente independentes em Z(K[G]). Conseqüentemente, G(K) = s(G) se,

e somente se, {e1, e2, . . . , eG(K)} é uma base do K-espaço vetorial Z(K[G]).
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(1)⇔ (4) Como K é real fechado, então K(χi) = K se, e somente se, χi(g) =

χi(g
−1), para todo g ∈ G. Então a equivalência segue do Teorema 4.8.

(4)⇔ (5) Conseqüência do Teorema 4.8.

Se as condições equivalentes do teorema acima são satisfeitas, então para cada

1 ≤ i ≤ s(G) temos ei = eχi
. Em outras palavras, Ai = K[G]eχi

onde eχi
=

χi(1)

|G|
∑
g∈G

χi(g
−1)g.

Agora, do Teorema 4.14, segue que se G é um (c)-grupo, então toda compo-

nente simples Ai de K[G] é uma álgebra central simples sobre K. Podemos provar

isto diretamente usando os caracteres de G.

Corolário 4.17. Se G é um (c)-grupo finito e K é um corpo real fechado, então

cada componente simples Ai de K[G] é uma álgebra central simples sobre K.

Demonstração: Para cada componente simples Ai de K[G], existe uma caracter

irredut́ıvel χi de G sobre K = K(
√
−1) tal que Ai = K[G]eχi

. Como G é um

(c)-grupo, o Teorema 4.16 implica que K(χi) = K. Agora, por [13], Proposição 1.4,

pg. 7, o centro de Ai é Z(Ai) = Keχi
' K.

4.3 (c)-grupo

Relembremos que um grupo finito é chamado (c)-grupo se g ∼ g−1, para todo

elemento g ∈ G, em outras palavras, existe γ ∈ G tal que γ g γ−1 = g−1. Vimos, nas

seções anteriores, a importância dos (c)-grupos para identificarmos cada componente

simples da álgebra de grupo K[G]. Nosso objetivo nesta seção é mostrar que, em

alguns casos especiais, podemos determinar quando um grupo finito é um (c)-grupo.

Começamos com alguns exemplos de tais grupos.

Exemplo 4.18. O grupo simétrico Sn é um (c)-grupo. De fato, como todo caracter

irredut́ıvel χi de Sn sobre C tem seus valores em ZZ (ver [9], pg. 87), segue que,
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IR(χi) = IR. Portanto, pelo Teorema 4.16, Sn é um (c)-grupo.

Exemplo 4.19. Se G é um (c)-grupo finito comutativo, então a condição g ∼ g−1,

para todo g ∈ G, é equivalente a g2 = 1, para todo g ∈ G. Conseqüentemente,

G ' (Z/2Z)r, para algum r ∈ IN.

Exemplo 4.20. O grupo dos quatérnios Q de ordem 8 é um (c)-grupo. De fato,

temos que Q = {1, y, y2, y−1, x, x−1, yx, yx−1} com x = yx−1y−1, y2 = x2 e x4 =

y4 = 1. Claramente 1 ∼ 1 e x ∼ x−1. Também não é dif́ıcil verificarmos que

y = (yx)y−1(xy)−1, y2 = yy2y−1 e yx = (xy)yx−1(xy)−1. Assim obtemos y ∼ y−1,

y2 ∼ (y2)−1 = y2 e yx ∼ (yx)−1 = yx−1. Portanto, Q é um (c)-grupo.

Lema 4.21. Se G é um (c)-grupo finito não trivial, então G tem ordem par.

Demonstração: Suponhamos que a ordem de G é ı́mpar. Seja g ∈ G, como G

é um (c)-grupo, existe γ ∈ G tal que g = γ g−1 γ−1. O fato que |G| é ı́mpar e |γ|

divide |G|, implica que |γ| também é ı́mpar. Assim, temos

g = γ(γgγ−1)γ−1 = γ2gγ−2 = γ3g−1γ−3 = γ4gγ−4 = . . . = γ|γ|g−1γ−|γ| = g−1,

isto é, g2 = 1, uma vez que |g| divide |G| que é ı́mpar, devemos ter |g| = 1, e

portanto, G = {1}, o que não pode ocorrer. Logo, a ordem de G é par.

Sejam H e K dois grupos e τ : K → Aut(H) um homomorfismo de gru-

pos. Podemos definir em H ×K uma estrutura de grupo através da multiplicação

(h, k).(h′, k′) = (hτ(k)(h′), kk′). Esse grupo é conhecido como produto semi-direto

de H e K e denotaremos por H ×τ K. O elemento neutro de H ×τ K é (1, 1) e

o inverso de (h, k) é (τ(k−1)(h−1), k−1). Mais ainda, H ×τ K é comutativo se, e

somente se, H e K são ambos grupos comutativos e τ(k) = IH , para todo k ∈ K.

Neste caso, H ×τ K é o produto direto usual de H ×K.

Proposição 4.22. Sejam H = (ZZ/2ZZ)m e K = (ZZ/2ZZ)n, onde m,n ∈ IN∗.

Então, para todo homomorfismo de grupos τ : K → Aut(H) temos que H ×τ K é

um (c)-grupo.
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Demonstração: Sejam τ : K → Aut(H) um homomorfismo de grupos e (h, k) um

elemento de H×τK. Vamos mostrar que (h, k) ∼ (h, k)−1. Primeiramente, notemos

que (h, 1)(h, 1) = (hτ(1)(h), 1.1) = (h2, 1) = (1, 1), isso implica que (h, 1) = (h, 1)−1,

para todo h ∈ H. Logo,

(h, 1)(h, k)(h, 1)−1 = (hτ(1)(h), 1k)(h, 1) = (h2, k)(h, 1) = (1, k)(h, 1) = (τ(k)(h), k).

Se mostrarmos que (τ(k)(h), k) = (h, k)−1 teremos (h, k) ∼ (h, k)−1, como dese-

jamos. Com efeito,

(h, k) (τ(k)(h), k) = (h(τ(k) ◦ τ(k))(h), k2) = (hτ(k2)(h), 1) = (h2, 1) = (1, 1)

(τ(k)(h), k) (h, k) = (τ(k)(h)τ(k)(h), k2) = ((τ(k)(h))2, 1) = (1, 1).

Portanto, (h, k)−1 = (τ(k)(h), k), como queŕıamos.

Proposição 4.23. Sejam H um grupo finito comutativo e K = 〈σ〉 um grupo de

ordem 2. Então a aplicação τI : K → Aut(H) definida por τI(σ)(h) = h−1, para

todo h ∈ H, é um homomorfismo de grupos que dota H ×τI K com uma estrutura

de (c)-grupo.

Demonstração: Claramente, a aplicação τI é um homomorfismo de grupos, e

portanto, já vimos que H ×τI K tem estrutura de grupo. Resta-nos mostrar que

(h, k) ∼ (h, k)−1, para todo (h, k) ∈ H ×τI K. Como K = {1, σ}, basta mostrarmos

que (h, 1) ∼ (h, 1)−1 e (h, σ) ∼ (h, σ)−1, para todo h ∈ H. Com efeito, dado

h ∈ H temos (h, σ)(h, σ) = (hτI(σ)(h), σ2) = (hh−1, 1) = (1, 1), isto implica que

(h, σ) = (h, σ)−1, e portanto, (h, σ) ∼ (h, σ)−1. Além disso, temos

(h, σ)(h, 1)(h, σ)−1 = (hh−1, σ)(h, σ) = (1, σ)(h, σ) = (h−1, 1),

ou seja, (h, 1) ∼ (h−1, 1) = (h, 1)−1.

Proposição 4.24. Sejam H um grupo finito comutativo de ordem ı́mpar e K = 〈σ〉

um grupo de ordem 2. Se τ : K → Aut(H) é um homomorfismo de grupos, então

as seguintes condições são equivalentes:
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(1) H ×τI K é um (c)-grupo.

(2) τ(σ)(h) = h−1, para todo h ∈ H, isto é, τ = τI .

Demonstração: (2)⇒ (1) Segue da Proposição 4.23.

(1) ⇒ (2) Seja h ∈ H tal que h 6= 1. Vamos mostrar que τ(σ)(h) = h−1.

Por hipótese temos que (h, k) ∼ (h, k)−1, para todo (h, k) ∈ H ×τI K, em par-

ticular (h, 1) ∼ (h, 1)−1 = (h−1, 1). Assim, existe (x, y) ∈ H ×τI K tal que

(x, y)(h, 1)(x, y)−1 = (h−1, 1). Mas, (x, y)(h, 1)(x, y)−1 = (τ(y)(h), 1). Disso, segue

que (τ(y)(h), 1) = (h−1, 1), e portanto, τ(y)(h) = h−1. Temos duas possibilidades

para y, que são y = 1 ou y = σ. Se y = 1, então τ(1)(h) = h−1, ou seja, h = h−1, e

portanto h2 = 1. Como h 6= 1, segue que |h| = 2, que não divide |G|. Logo, devemos

ter y = σ que prova τ(σ)(h) = h−1.

O exemplo que segue nos mostra que a condição “ a ordem de H ser ı́mpar ”,

na proposição anterior, é necessária.

Exemplo 4.25. Sejam H = {1, a, b, ab} o grupo de Klein e τ : K → Aut(H) o

homomorfismo de grupos definido por:

τ(σ)(a) = b, τ(σ)(b) = a, τ(σ)(ab) = ab.

Notemos que, dado h ∈ H temos (h, 1)(h, 1) = (hτ(1)(h), 1) = (h2, 1) = (1, 1),

isto é, (h, 1) = (h, 1)−1, e portanto (h, 1) ∼ (h, 1)−1. Além disso, da igualdade

(h, σ)−1 = (τ(σ)(h), σ), e usando o fato que

(1, σ)(h, σ)(1, σ)−1 = (τ(σ)(h), 1)(1, σ) = (τ(σ)(h), σ)

obtemos (h, σ) ∼ (h, σ)−1. Isso mostra que H ×τI K é um (c)-grupo, mas τ(σ)(a) 6=

a−1.

Agora, vejamos que H ×τI K é gerado pelos elementos (a, σ) e (b, 1) que

satisfazem as seguintes condições: |(a, σ)| = 4, |(b, 1)| = 2 e (b, 1)(a, σ)(b, 1) =

(a, σ)−1. Conseqüentemente, H ×τI K ' D4.
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Corolário 4.26. O grupo diedral Dn é um (c)-grupo.

Demonstração: Sejam H = 〈a〉 um grupo ćıclico de ordem n e K = 〈b〉 um

grupo de ordem 2. Consideremos o homomorfismo τ : K → Aut(H) definido por

τ(b)(a) = a−1, para todo a ∈ H. Então, pela Proposição 4.23, segue queG = H×τK

é um (c)-grupo. Notemos que G é gerado pelos elementos α = (a, 1) e β = (1, b),

basta observarmos que αi = (ai, 1) e αiβ = (ai, b), para todo i = 1, . . . , n−1. Além

disso, α e β satisfazem

αn = β2 = (1, 1) e βαβ−1 = α−1.

Logo, G = 〈α, β : αn = β2 = (1, 1) e βαβ−1 = α−1 〉. Conseqüentemente, G '

Dn, provando que Dn é um (c)-grupo.

Teorema 4.27. Se p é um primo, então todo grupo G de ordem 2p é ćıclico ou é o

diedral.

Demonstração: Ver [11], Teorema 4.19, pg. 82.

Proposição 4.28. Sejam p um número primo tal que p > 2 e G um grupo de ordem

2p. Então, G é um (c)-grupo se, e somente se, G ' Dp .

Demonstração: Assumimos que G é um (c)-grupo de ordem 2p. Pelo Teorema

4.27, G é ćıclico ou G ' Dp. Mostraremos que G não é comutativo, isso acarretará

G ' Dp, visto que um grupo ćıclico é comutativo. Com efeito, suponhamos por

absurdo, que G é comutativo. Dado um elemento g ∈ G, existe γ ∈ G tal que

g = γg−1γ−1, usando a comutatividade de G obtemos g = g−1. Logo, g2 = 1 para

todo g ∈ G, o que é absurdo, pois G deve conter um elemento de ordem p > 2.

Reciprocamente, se G ' Dp, o resultado segue do Corolário 4.26.

É interessante notarmos que se G é um (c)-grupo finito, então todo elemento

g ∈ G satisfazendo |g| > 2 tem uma classe de conjugação Cg de cardinalidade par.
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De fato, suponhamos que a cardinalidade de Cg é ı́mpar. O fato que G é um (c)-

grupo implica que g−1 ∈ Cg, para todo g ∈ G, assim, deve existir h ∈ Cg tal que

h = h−1. Uma vez que g ∼ h, devemos ter |g| = |h| e, portanto, |g| ≤ 2, o que não

ocorre.

Para finalizarmos nosso trabalho, listamos abaixo os (c)-grupos finitos de or-

dem ≤ 30 obtidos nos exemplos e resultados desta seção.

n (c)-grupos de ordem n

2 ZZ/2ZZ
4 ZZ/2ZZ× ZZ/2ZZ
6 D3

8 Q, D4, (ZZ/2ZZ)3

10 D5

12 D6

14 D7

16 D4 × ZZ/2ZZ, Q× ZZ/2ZZ, D8, (ZZ/2ZZ)4

18 D9, (ZZ/3ZZ)2 ×τI ZZ/2ZZ
20 D10

22 D11

24 D6 × ZZ/2ZZ, D12, S4

26 D13

28 D14

30 D15
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