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i

“...E muito melhor arriscar coisas grandiosas,

alcangar triunfo e gléria, mesmo expondo-se a derrota,
do que formar fila com os pobres de espirito,

que nao gozam muito e nem sofrem muito,

porque vivem na penumbra cinzenta,

que nao conhece nem vitéria nem derrota...”

(Theodore Roosevelt)
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos condigoes necessarias e suficientes para que a
involugao candnica de uma algebra de grupo semisimples K[G] induza, em cada
uma de suas componentes simples, uma involucao de primeira espécie. Quando tal
propriedade ocorre e K for um corpo real fechado teremos uma versao melhorada

para o Teorema 13.3 de Scharlau [12].

Palavras Chaves: involucoes sobre algebras, anéis semisimples, dlgebras de

grupo, involucoes de primeira espécie.



ABSTRACT

In this work we present necessary and sufficient conditions for which the ca-
nonical involution of the group algebra K[G] induces an involution of the first kind
on each simple component of K[G]. If the conditions are satisfied and K is a real

closed field, then we give an improved version of Theorem 13.3 of Scharlau [12].

Keywords: involutions of algebras, semisimple ring, group algebras, involu-

tion of the first kind.
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INTRODUCAO

Uma involugao sobre um anel é um anti-automorfismo de ordem dois. A con-
jugacao nos numeros complexos e a transposi¢ao de matrizes sao dois exemplos

elementares, e bem conhecidos, de involucoes.

A teoria de élgebras com involugao surgiu, por volta de 1930, quando Albert [1]
tentava resolver um problema de geometria algébrica, o qual envolvia a determinagao
de uma algebra de multiplicacao de uma matriz de Riemann. Na tentativa de resolver
o citado problema, Albert precisou desenvolver a teoria de dlgebras centrais simples
com involugao, que teve como base a teoria de algebras simples iniciada alguns anos
antes por Brauer, Noether e também por Albert e Hasse. Ressaltamos que, apesar

da motivacao geométrica, o trabalho de Albert foi puramente algébrico.

Neste trabalho estudaremos involugoes definidas sobre uma algebra semisim-

ples de dimensao finita. Uma algebra semisimples A pode ser representada de modo
1

unico como soma direta de anéis simples, ou seja, A = @ A;, onde cada A; é um

i=1
l

anel simples. Dada uma involu¢do o sobre A, temos que A = o(A) = @U(Ai).
i=1

Pela unicidade da decomposicao, temos que o(4;) = A;, para algum j. Um dos

objetivos deste trabalho é determinar condigoes necessérias e suficientes para que

o(A;) = A;, paratodo 1 < i <, ou seja, a restricao de o a cada componente simples

A; é uma involugao sobre A;.

Para o caso em que a algebra de grupo K[G] é semisimples, faremos um estudo

da involucao canonica g +— g~'. Neste caso iremos determinar ainda condicoes para
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que a involugao canonica restrita as componentes simples seja uma involugao de

primeira espécie.

Dividimos este trabalho em 4 capitulos, sendo que os capitulos 1, 2 e 3 contém
essencialmente os pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento dessa dissertacao

e no Capitulo 4 realizaremos a maior parte do que foi descrito no paragrafo acima.

Iniciamos o Capitulo 1 fazendo um estudo dos corpos reais fechados, pois
as algebras de grupo sobre esses corpos serao objeto de estudo no Capitulo 4.
Ainda, nesse capitulo, estudaremos, de forma detalhada, a teoria de anéis simples
e semisimples ja que na maior parte desse trabalho as involucoes que utilizaremos

estao definidas sobre tais anéis.

Ja no Capitulo 2, descreveremos cada elemento de uma familia de idempo-
tentes primitivos centrais de K[G]| utilizando os caracteres de G, quando K for
algebricamente fechado. Para isso, faremos nesse capitulo uma breve introducao de

conceitos e resultados da teoria de representagoes de grupos.

No Capitulo 3, definiremos algebras centrais simples e obteremos alguns re-
sultados envolvendo essas algebras. Dentre eles, o Teorema de Skolem-Noether 3.9,
que diz que todo automorfismo sobre algebras centrais simples é um automorfismo
interno. Também, nesse capitulo, daremos o conceito de involugoes, bem como algu-
mas de suas propriedades. Finalizaremos o terceiro capitulo estabelecendo condig¢oes
necessarias e suficientes para que qualquer involugao sobre algebras semisimples de

dimensao finita seja invariante em cada uma de suas componente simples.

Por fim, no capitulo 4, mostraremos algumas condi¢oes necessarias e suficientes
para que a involug¢ao candnica de K[G| induza em cada uma de suas componentes
simples uma involucao de primeira espécie. Este resultado funciona como uma fer-
ramenta importante para caracterizarmos as componentes simples de K[G], quando
K for real fechado. Veremos que estas condigoes sao dadas em termos dos caracteres

de GG sobre K e das classes de conjugacao de G. Em particular, mostraremos que
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a involugao canonica de K[G] restrita a cada componente simples é uma involugao
de primeira espécie sempre que G for um (c)-grupo e, por isso, finalizaremos esse
trabalho dedicando a tultima secao desse capitulo para o estudo dessa classe especial

de grupos.



CapiTULO 1

Preliminares

Iniciaremos este capitulo com a nocao de corpos formalmente reais e orde-
nados e, com base nesse estudo, definiremos corpos reais fechados e mostraremos
o Teorema Fundamental da A/lgeblra7 o qual caracteriza os corpos reais fechados.
Tal teorema sera importante para a demonstracao do Teorema de Frobenius no
Capitulo 4. Introduziremos ainda a teoria de modulos e anéis semisimples visando
mostrar o Teorema de Wedderburn-Artin, que nos da uma decomposi¢ao para um
anel semisimples como soma direta de anéis de matrizes. Na seqiiéncia, veremos o
Teorema de Maschke, o qual estabelece condigoes para que um anel de grupo seja
semisimples. Encerraremos este capitulo determinando uma base para o centro do

anel de grupo K|[G| sobre K.

1.1 Corpos Formalmente Reais e Ordenados

Comecamos definindo corpos formalmente reais, em seguida, definiremos or-
dem e corpos ordenados. Veremos mais adiante que todo corpo formalmente real

possui uma ordem.

Definicao 1.1. Um corpo K ¢ dito formalmente real (ou simplesmente real) se —1
nao pode ser representado como uma soma de quadrados em K. Caso contrario,

dizemos que K ¢ nao real.

Outra caracterizacao para corpos formalmente reais é a seguinte:
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Proposicao 1.2. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) K € formalmente real.

(2) Para qualquer n € IN a equagdo 22+ ... +122 = 0 admite somente a solu¢ao

trivial em K.

Demonstragao: Suponhamos que (ay, ..., a,) # 0 seja solucio para r2+...+22 =
0Oem K, logoa?+...+a?+...+a? =0, onde a; # 0 para algum 1 < i < n. Como
a; € K temos

ai(a; )2+ . +ai(a; ) + .+ ai(a7h)? =0.
Disso segue que (aja; ") + ... + (a;_1a; )% + (aip1a; )2 + .o+ (apa;1)? = —1,
contradizendo o fato que K é formalmente real. Reciprocamente, assumimos que
—1=al+...+a},entao 0 =1+ (—1) =1>+a? +... + a2, logo (1,ay,...,a;) é

uma solugao nao trivial para =3 + ... + 23 = 0, contradizendo (2). =

Observacao 1.3. Se K ¢ formalmente real, entao a caracteristica de K deve ser 0.

De fato, suponhamos que char(K) # 0, assim devemos ter char(K) = p, sendo p

primo. Isso implica que 14 ...+ 1 = 0 e, conseqiientemente, 1% 4+ ... + 12 = —1,
——— —1,_/
p vezes p—1 vezes

contradizendo o fato que K é formalmente real. Portanto, char(K) = 0.

Dado um corpo K, denotamos Q(K') o conjunto de todos elementos de K que

podem ser expresso como uma soma de quadrados em K. Também, escrevemos
Q(K)* para Q(K) \ {0}.
Proposicao 1.4. Seja K um corpo, entao

(1) Q(K)* € um subgrupo multiplicativo de K*.

(2) K € formalmente real se, e somente se, Q(K) # K e char(K) # 2.

Demonstracao: (1) Primeiramente, notemos que 1 € Q(K)*, assim Q(K)* #

(. Também, Q(K)* é fechado para multiplicagdo. De fato, consideremos a,b €
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Q(K)*, assim podemos escrever a = Y 7 ¢ b= Y y7, logo a.b =Y x>y} =
Z(xi.yj)Q € Q(K)*. Agora, como a™! = a(a™)? = Y 22(a™)? = Y (w;.a7)? €
4,7

Q(K)*, obtemos que todo elemento de Q(K)* possui inverso em Q(K)*. Disso,
segue que Q(K)* é um subgrupo multiplicativo.

(2) Suponhamos que K é formalmente real, entdo pela observacao anterior,
temos que char(K) = 0 # 2. Usando o fato que K é formalmente real implica que

—1 € Q(K), e portanto, Q(K) # K. Reciprocamente, assumimos que char(K) # 2

e K é nao real, ou seja, —1 € Q(K), assim para todo a € K temos

o= () 5 0 (“5Y) < e

ou seja, Q(K) = K, contradizendo o fato que Q(K) # K. m

Definigao 1.5. Uma ordem sobre um corpo K é um conjunto P C K que satisfaz

as seguintes propriedades:
(P1) P+PCP
(P2) PPCP

(P3) PU(-P)=K.

Dado tal conjunto P, dizemos que (K, P) é um corpo ordenado.

A proposicao seguinte nos fornece algumas propriedades basicas de um corpo

ordenado.
Proposicao 1.6. Seja (K, P) um corpo ordenado qualquer. Entdao
(1) Q(K) C P. Em particular, 0,1 € P.
(2) =1¢ P e PN (—P)={0}.
(3) K € formalmente real, e assim char(K) = 0.
(4) P* = P\ {0} € um subgrupo de indice 2 em K*.

(5) Se P' C K denota uma ordem em K, entdio PC P' = P =P’
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Demonstragao: (1) Sabemos que P 4+ P C P, logo, é suficiente mostrarmos que
K? C P. Para isso, tomemos z € K, por (P3) temos que z € P ou —x € P. Se
x € P, entao 22 € P.P C P. Por outro lado, se —x € P, entdao 12 = (—z)(—z) €

PP CP.

(2) Primeiramente, observemos que char(K) # 2. De fato, suponhamos que
char(K) = 2,logo 14+ 1 = 0, assim obtemos que 1 = —1. Disso segue que P = —P e
por (P3) temos P = K, o que ndo pode ocorrer. Portanto, devemos ter char(K) # 2.

Agora, suponhamos que —1 € P, assim para todo a € K temos

1\? -1\?
a=<“;r ) +(—1)(a2 ) eP+PPCP

contradizendo novamente o fato que P C K. Logo, —1 € P.

Mostremos que P N (—P) = {0}. Sejax € PN (—P), se x # 0 teremos

—1 = (z7')%z(—2) € P, que é uma contradigao. Portanto, P N (—P) = {0}.

(3) O fato que —1 ¢ P e Q(K) C P implica que —1 ¢ Q(K). Logo, K é

formalmente real.

(4) Primeiro mostremos que P* ¢ um subgrupo multiplicativo de K*. Ja vimos
em (1) que P* # (). Dados a,b € P*, segue que a.b € P.P C P, logo P* é fechado
para a multiplicagao. Também, para a € P* temos a~! = (a7 !)?a € P*. Portanto,
P* é um subgrupo de K*. Agora notemos que 1.P* e —1.P* sao classes laterais

|

distintas, visto que —1 ¢ P*. Uma vez que K* = P* U (—P*), segue que ||P*| =2,

como queriamos.

(5) Suponhamos que P’ é uma ordem em K e P C P, entdo por (4) devemos

K* K* : :
ter % = % = 2, o que implica |P*| = |P*|. Como P C P, concluimos que
P=P.m

Observacao 1.7. Se (K, P) é um corpo ordenado, entao devemos ter K = PU(—P)
e PN (—P) = {0}, ou seja, K ¢é unido disjunta de {0}, P* e —P*. Assim podemos

introduzir a notacao x <p y para dizer que y —x € P e x <p y quando tivermos
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y —x € P*. Observemos que, dados x,y € K temos uma das trés possibilidades:

r=y, x<py ou yYy<pzx.

Dizemos que <p é uma ordem total sobre os elementos de K. Se P ¢é dado e

fixado, entao escrevemos < e < ao invés de <p e <p.

Observagao 1.8. Sejam (K, P) um corpo ordenado e Ky um subcorpo de K, entao
Py = PN Ky é uma ordem sobre K. Claramente P, satisfaz os axiomas de ordem

sobre K, dizemos que esta ordem é induzida pela ordem P sobre K.

Exemplo 1.9. Um exemplo de corpo ordenado é K = IR, o corpo dos ntimeros reais,
que possui uma tnica ordem dada por P = IR?. Pelo que observamos acima, temos

que o subcorpo dos nimeros racionais Q) de IR também é ordenado por Py = R*N Q.

Lema 1.10. Sejam K um corpo formalmente real e L = K(y/a) uma extensdo

quadrdtica de K. Entdo L € nao real se, e somente se, —a € Q(K)*.

Demonstragao: Suponhamos que L é nao real, assim podemos escrever

-1 = Z(bl —+ ci\/E)Q = Zb? + Z2bzcz\/a+ CLZC?,

para b;,¢; € K. O fato que —1 € K e y/a ¢ K implica que > 2b;c;v/a = 0. Disso

resulta

—1226?4-@26?.

Notemos que, se Y. c¢? = 0, obtemos —1 = > b? € Q(K), o que nao pode ocorrer,

pois K é formalmente real. Por outro lado, se Y_ ¢? # 0 segue que

= (11 Y8) ()

Como Q(K)* é um grupo, concluimos que —a € Q(K)*. Reciprocamente, assumi-

-1

mos que —a € Q(K)*, assim temos que (y/a)?> + (—a) = 0, ou seja, 0 é uma soma

de quadrados em L. Portanto, L é nao real. m
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Definicao 1.11. Um corpo K é chamado euclidiano se K é formalmente real e

|K*/K2*| = 2.

Observacgao 1.12. Seja K euclidiano. O fato que K ¢é formalmente real implica
que —1 € K?* assim 1.K%* e —1.K?* sao classes laterais distintas. Uma vez que

|K*/K?*| = 2, segue que K* = K** U (—K?*).

Definicao 1.13. Um corpo K é chamado pitagorico se a soma de dois quadrados

em K é sempre um quadrado.

Observacao 1.14. Um corpo K é pitagérico se, e somente se, 1+4? é um quadrado,
para todo y € K. De fato, suponhamos que 2% +y* = )2, para todo z,y € K e para
algum \ € K. Em particular, fazendo = = 1 segue que 1+y? = A2, para todoy € K
e para algum \ € K. Reciprocamente, assumimos que 1 + 3? é um quadrado para
todo y € K. Temos a* 4+ b* = a*(1 + (a~'b)?) e por hipétese 1 + (a~1b)* = A\? para

algum A € K. Logo, a® + b* = a?)\? = (a\)?, para todo a,b € K, como querfamos.

Proposicao 1.15. Se K € euclidiano, entao K é pitagdrico com uma unica ordem.

Demonstragao: Suponhamos que K ¢é euclidiano, se mostrarmos que a soma
1+9? é um quadrado em K, para todo y € K, entao pela observacao acima teremos
que K ¢é pitagérico. Sabemos por hipétese que K = K2U(—K?). Sejay € K, assim
l1+y* € K2oul+y?> e —K? sel+y*> € —K? logo 1+ y*> = —z?, para algum
x € K, mas isso implica —1 = 22442, ou seja, K é nao real, o que é absurdo, pois F’
é euclidiano. Portanto, devemos ter 1+y? € K2, para todo y € K, como queriamos.

Agora, notemos que P = K? é uma ordem em K. De fato,

e P+ K, pois se P = K, entao |K*/K?*| = 1, contrariando o fato que K é

euclidiano.
e P.P C P, dados a®>.b* € P.P temos a*.b* = (a.b)* € K* = P,

e PU(—P) = K, segue do fato que K ¢ euclidiano.
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e P+ P C P, como ja vimos, K é pitagdrico, e o resultado segue.

Vamos mostrar que P = K2 é a tinica ordem em K. Para isso, suponhamos
que P" também determina uma ordem em K. Pelo ftem (1) da Proposicao 1.6 temos
que Q(K) C P, como P = K? C Q(K), segue que P C P'. Aplicando novamente

1.6, item (5), conclufimos P = P’. Portanto, P = K? é a tinica ordem em K. m

Nosso objetivo agora é caracterizar os corpos euclidianos, para isso, mostrare-

mos dois resultados que nos serao tuteis.

Proposicao 1.16. Se K é um corpo tal que char(K) # 2 e K € o fecho algébrico
de K, entio L D K ¢ uma extensao quadratica sobre K, isto €, dimyxg L = 2 se, e

somente se, L = K(a) para algum o € K \ K tal que o* € K.

Demonstragao: Suponhamos que dimyg L = 2 e consideremos {1, 3} uma base
para o espaco vetorial L sobre K. Como (3* € L, podemos escrever 32 = r + 503,
parar,s € K. Agora, coloquemos a = 3 — g e notemos que o = 7“+§ € K. Além
disso, a € L\ K, pois se a € K, teriamos que § = a + g € K, uma contradigao.
Dessa forma, devemos ter [K(«) : K] > 1 e, usando o fato que 2 = [L : K| =
L : K(o)].[K(«) : K] obtemos [K(a) : K] = 2 e [L : K(a)] = 1. Portanto,
L = K(«a). Reciprocamente, observemos que dimyx L > 1, pois @« € Le a ¢ K.
Além disso, temos que « é raiz do polinomio p(z) = 22 — o? € K|z], e portanto, a é
algébrico sobre K. Consideremos m,(x) o polindmio minimal de a sobre K, assim
se Om, = n, sabemos que todo elemento de L é representado unicamente na forma
ko + kia + ... 4+ k,a®, com ko, ..., k, € K. Uma vez que a® € K, esta expressao

se reduz para a + ba, com a,b € K. Logo, {1,a} é uma base para L sobre K, e

portanto, dimg L = 2. m

Definicao 1.17. Dado um elemento ¢ = = + yy/a € L = K(y/a), dizemos que
¢ =1z —yy/a é o conjugado de c em L. A norma de um elemento ¢ € L = K(vy/a) é

definida por N,k (c) = ce. E facil mostrar que Ny x(c) € K.
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Lema 1.18. Sejam K um corpo tal que char(K) #2 e L = K(y/a), onde a & K*?,
uma extensdao quadrdtica de K. Definamos r* : K*/K** — L*/L** por r*(cK*?) =
cL** e N : L*/L** — K*/K** por N(cL**) = Np/k(c)K*2. Consideremos i o

homomorfismo inclusao. Entao a sequéncia

{1} = {K*2,aK*?} 5 K* /K2 5 1)L & K /K™ ¢ exata.

Demonstracao:  Primeiramente, mostraremos que Ker (r*) = Im(i), ou seja,
Ker (r*) = {f{*Z7 aK*2}’ visto que Im(z) — {K*Q, CLK*Q}. Claramente {K*Q, CLK*Q} C
Ker (r*), pois a = y/ay/a € L*? e assim r*(aK*?) = al** = L*? e r*(K*?) = L*.

Com isso, provamos que Im(i) C Ker (r*).

Por outro lado, tomemos cK*? € Ker (r*), isso implica que 7*(cK*?) = L*2,
ou seja, cL*? = L*2. Assim, obtemos que ¢ € K* N L*2. Do fato que ¢ € L*? segue
que ¢ = (r + s\/a)* = r* + 2rsy/a + sa, para r,s € K. Como ¢ € K*, devemos ter
2rs = 0, uma vez que char(K) # 2 segue que rs = 0, e portanto, 7 = 0 ou s = 0.
Se s = 0 entao ¢ = r?> € K*?, isso nos diz que cK*?* = K*2. Caso r = 0, entdo
c = as® € aK*? logo cK*? = aK*?. Portanto, Ker (r*) C Im(i) e conclufmos que

Ker (r*) = Im(3).

Agora, mostraremos que Ker (N) = Im(r*). Para isso, tomemos zL** €
Ker (N), assim devemos ter N(zL*?) = Ny g (z)K*? = K*? logo Np/k(x) = 27 =
b?, para algum b € K*. Definamos z = b — T € L, assim xz? = x(b* — 2bT + 7%) =
r(xZ—2bx+2*) = xx(x+x—2b) € K. Suponhamos que z # 0, como xL*? = x2*L*?
e 2% € K segue que r*(z22K*?) = x2°L** = xL*?, e portanto, xL** € Im(r*). Por
outro lado, se z = 0 entdo = b, sendo b € K segue que + = b = b € K e assim

r*(xK*?) = zL*?. Disso concluimos que zL** € Im(r*). Logo, Ker (N) C Im(r*).

Reciprocamente, seja xL*? € Im(r*), isso implica que existe ¢ € K* tal que
r*(cK*?*) = xL**, ou seja, cL** = xL**. Como ¢ € K* temos que Nk (c) = c.c =
> € K*?, e portanto, N(zL*?) = N(cL*?) = Ny /k(c)K** = 2K** = K*?, isto ¢,

xL** € Ker (N) provando que Im(r*) C Ker (N). Portanto, Ker (N) = Im(r*). m
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O proximo resultado fornece uma caracterizagao importante para os corpos

euclidianos.

Teorema 1.19. Seja K um corpo, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) K € euclidiano.
(2) K € formalmente real, mas toda extensao quadrdtica de K é ndo real.
(3)i=+—-1¢ K, e L=K(i) é quadraticamente fechado, ou seja, L*> = L.

(4) char(K) # 2 e eziste uma extensio quadrdtica M O K que é quadratica-

mente fechada.

Demonstracao: (1) = (3) Suponhamos que K ¢ euclidiano, logo, K ¢é formal-
mente real. Se i = /—1 € K, entao —1 = /—1./—1 € K2, contradizendo o fato

que K é formalmente real. Portanto, i ¢ K.

Definamos L = K (i), assim o homomorfismo N : L*/L** — K*/K*? ¢ trivial.
Com efeito, dado cL*? € L*/L*?, ¢ pode ser representando na forma r + sy/—1 para
r,s € K, assim N(cL*?) = N((r+sy/—1)L**) = Ny (r+svV/—1)K** = (r?4+s*) K*2.
Pela Proposicao 1.15, temos que K ¢é pitagérico, com isso 72 + s? € K*2. Portanto,
N(cL**) = K*?, para todo ¢ € L*. Sendo N trivial, do lema anterior obtemos a

seguinte seqiiéncia exata:

Assim r* é sobrejetora e Ker (r*) = {K*?, —K*?}. Pelo Teorema do Isomorfismo,

K* K*Q
L*/L*? é isomorfo a m Pela Observagao 1.12 temos K* = K*2U(—K*?) e
. K*/K* , - .
assim m = {1}. Portanto L = L?, ou seja, L é quadraticamente fechado.

(3) = (4) Ja temos que K (i) é uma extensao de K que é quadraticamente
fechada. Agora, suponhamos que char(K) = 2, isso implica que 1 = —1. Assim
i =+v—1=+1=1¢€¢ K, o que ndo pode ocorrer. Portanto, necessariamente
char(K) # 2.
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(4) = (2) Suponhamos que char(K) # 2e M 2 K é uma extensao quadratica-
mente fechada. Pela Proposi¢ao 1.16 podemos tomar M = K(y/a) com a & K*?. A
fungao norma M*/M*? — K*/K*? tem imagem {z?—ay? : z,y € K}/K**. Uma vez
que M* = M*? devemos ter {z*>—ay? : z,y € K} = K*?. Em particular, —a € K*?,
o que implica a € —K*?. Podemos assumir a = —1, logo {z? +4* : v,y € K} = K*?
e isso nos diz que K é pitagorico. Suponhamos que K nao é formalmente real, entao
—1 € Q(K) = K*?, contradizendo o fato que —1 = a ¢ K*2. Logo, K é formalmente

real.

Na seqiiéncia exata do lema anterior temos
{1} — {K*2, _K*Q} _Z) K*/K*Q 7”_*) M*/M*Q — {1}7

assim K*/K** = {K*? —K*?}. Agora, seja L uma extensdao quadratica de K. J&
vimos que L = K(v/b), para b ¢ K*>. Como K*/K*? = {K*?, ~K**} e b ¢ K*?,
devemos ter bK*? = —K*2, isso nos diz que b = —2? para algum x € K*. Dessa
forma, L = K(Vb) = K(v/—2?) = K(zv/—1) = K(y/=1). Portanto, K(v/—1) é a
unica extensao quadratica de K, que claramente nao é formalmente real.

(2) = (1) Como K ¢ formalmente real, —1 ¢ K*?, assim K*?* e —K*? sdo
classes laterais distintas de K*/K*?. Basta provarmos que K* = K*?U (—K*?) para
obtermos |K*/K*?| = 2. Com efeito, consideremos a € K* tal que a ¢ K*2. Assim
K(y/a) é uma extensao quadratica de K, e por hip6tese temos que K (y/a) é nao

real. Aplicando o Lema 1.10 obtemos

para a; € K, 1 < i < n. Podemos assumir esta equagao com n minimal. Em

particular, cada a; # 0. Com isso, se n > 2, entdo a?+a3 ¢ K*?, pois se a+a3 = 22

para algum x € K, terfamos —a = 2° 4+ a3 + ... + a2 o que nao pode ocorrer, visto
N -~ 7
n—1 parcelas

que n é minimal. Portanto, a? + a3 ¢ K*? e, novamente podemos escrever

—(al+a3) =07 +... + b2,
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para b; € K, 1 <i < m. Disso segue que 0 = b? + ...+ b2 + a? + a3, contradizendo
o fato que K é formalmente real. Logo n = 1 e assim a = —a? € —K*?. Com isso,

concluimos que K* = K** U (—K*?). Como desejdvamos. m

1.2 Corpos Reais Fechados

Nesta segao, veremos que todo corpo formalmente real possui uma ordem.
Além disso, demonstraremos o Teorema Fundamental da Algebra, o qual estabelece
uma caracterizacao para os corpos reais fechados. Iniciamos com a nocao de corpo

real fechado.

Definicao 1.20. Um corpo K é chamado real fechado se K é formalmente real, mas

toda extensao algébrica de K é nao real.

Exemplo 1.21. Um exemplo simples de corpo real fechado é o conjunto dos niimeros
reais IR, visto que IR ¢é formalmente real e a tinica extensao algébrica propria de IR

é o conjunto dos nimeros complexos C, que claramente é nao real.

Corolario 1.22. Seja K um corpo real fechado. Entao K ¢ euclidiano e K(v/—1)

¢ quadraticamente fechado.

Demonstragao: Suponhamos que K ¢é real fechado, assim, por definicao, temos
que K é formalmente real e toda extensao algébrica de K é nao real. Como toda
extensao quadratica é algébrica, segue que toda extensao quadratica é nao real.
Logo, a condigao (2) do Teorema 1.19 é satisfeita. Portanto, K é euclidiano e

K(v/—1) é quadraticamente fechado. m

Proposicao 1.23. Sejam K um corpo formalmente real e K seu fecho algébrico.

Entio existe um corpo real fechado R tal que K C R C K.

Demonstracao: Consideremos S a colecao de todos subcorpos formalmente reais

de K contendo K. Notemos que S # (), pois K € S. Além disso, toda subcolecio
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{K,} de S totalmente ordenada, com relacao a inclusao, possui um limitante supe-
rior, a saber U K, que por sua vez, pertence a S. Pelo Lema de Zorn, existe um

elemento R € S tal que R é maximal. O tal corpo R claramente é real fechado.m

Teorema 1.24. Um corpo K ¢ formalmente real se, e somente se, K possui pelo

menos uma ordem.

Demonstragao: Suponhamos que K é formalmente real. Pela proposicao anterior,
existe um corpo real fechado R tal que R D K. Usando o Corolario 1.22, obtemos
que R é euclidiano, assim, pela Proposicao 1.15 segue que R possui uma tnica
ordem. Uma vez que R possui uma ordem e K é um subcorpo de R, entao K possui
uma ordem que ¢ induzida pela ordem de R. Reciprocamente, se K possui uma

ordem, entao pela Proposicao 1.6 segue que K ¢é formalmente real. m

Observacao 1.25. Seja K um corpo ordenado, entao, pelo teorema acima, temos
que K é formalmente real e, portanto, para todo n € IN, a equagao 22 +...+ 22 =0
admite somente a solucao trivial em K. Usaremos esse fato no Capitulo 4 desse

trabalho.

Nosso objetivo, agora, é demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra, mas

antes precisamos de alguns resultados.

Proposicao 1.26. Seja K um corpo, entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) Qualquer polinomio f € Klz| de grau impar tem raiz em K.

(2) K nao tem extensao prdpria de grau impar.

Demonstragao: Suponhamos que L é uma extensao prépria de K de grau impar.
Conseqiientemente, [L : K] > 1. Desde que [L : K] < oo, decorre que L é uma
extensao algébrica de K. Entao, seja « € L\ K e f € K[z] o polinémio minimal de

a sobre K. Como [K(«) : K| divide [L : K] que é impar, segue que 0f = [K(«) : K]
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¢ um inteiro impar > 1. Como f é irredutivel em K[z] segue que f nao tem raiz em

K, contradizendo (1).

Reciprocamente, suponhamos que (2) ocorre. Para provarmos (1), vamos usar

indugao sobre n = df. Se n = 1, claramente f tem uma raiz em K. Assumimos

n > 1. Se f for irredutivel sobre K, entao ¢ uma extensao prépria de grau

[x
(f)
impar, contradizendo (2). Assim devemos ter f = fifs, onde df; < df e Ofs < Of.
O fato que Of = 0f1 + 0fs e Of é impar, implica que 0f; ou df, é impar. Digamos

que 0f; é impar, entao usando a hipétese de indugao segue que f; tem uma raiz em

K, assim f também tem uma raiz em K. m

A demonstracao da proxima proposicao sera omitida, uma vez que envolve

alguns resultados técnicos, que fogem de nossos interesses.

Proposicao 1.27. Se K é formalmente real, entao toda extensaio L de K de grau

impar também € formalmente real.

Demonstracao: Ver [7], Proposi¢do 2.1, pg 241. m

Corolario 1.28. Se K € um corpo real fechado, entao todo polinomio de grau impar

sobre K tem raiz em K.

Demonstragao: Como K ¢ real fechado, por definicao, K ¢é formalmente real.
Logo, a Proposicao 1.27 implica que toda extensao de grau impar é formalmente
real. Agora, usando novamente o fato que K é real fechado segue que K nao tem
extensao algébrica prépria formalmente real, isso implica que K nao tem extensao

propria de grau fmpar. Logo, o resultado segue da Proposicao 1.26. m

Lema 1.29. Seja K um corpo que nao é algebricamente fechado. Suponhamos
que K(v/—1) € uma extensao algebricamente fechada de K. Entao toda extensdo
algébrica propria de K € isomorfa a K(v/—1).
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Demonstragao: Seja L uma extensao algébrica prépria de K e seja u € L\
K com polindomio minimal f € K[z] de grau superior a um. Como K(y/—1) é
algebricamente fechado, f se decompoe em K (v/—1). Se v € K(y/—1) é uma raiz de
f, entao as extensoes K (u) e K (v) sao isomorfas, visto que u e v sdo raizes do mesmo
polinémio minimal. Assim K(u) ~ K(v) C K(yv/—1). Como [K(v) : K] = [K(u) :
K] >1e[K(V/-1): K] =2 temos que [K(v) : K] =2 e K(v) = K(v/-1). Logo,
K(u) ~ K(v/—1) e, assim, L é uma extensao algébrica de um corpo algebricamente

fechado. Como um corpo algebricamente fechado nao possui extensao algébrica, a

nao ser ele proprio, devemos ter L = K(u) ~ K(v/—1). m

Teorema 1.30. (Fundamental da Algebra) As sequintes condi¢des sao equiva-

lentes:
(1) K € real fechado.
(2) K € euclidiano e todo polinomio de grau impar sobre K tem raiz em K.

(3)i:=+v—-1¢ K e L=K(i) € algebricamente fechado.

Demonstracao: (1) = (2) Segue do Coroldrio 1.22 e Corolario 1.28.

(2) = (3) Primeiramente, usando o fato que K é euclidiano, pelo Teorema
1.19 temos i := v/—1 ¢ K e L = K(i) é quadraticamente fechado. Resta mostrar
que todo polinomio nao constante sobre L tem uma raiz em L. Para tanto, tomemos
f(z) € L[z]\ L e consideremos « — @ a conjugagao complexa sobre L. Entao h(z) =
f(@)F(z) € Klz], pois h(z) = f(2)f(x) = F(z)f(x) = f(@)F(x) = f(2)F(z) = h(x).
Agora veremos que se h(z) tem uma raiz em L, entdo f(x) também tem uma raiz
em L. De fato, seja a € L uma raiz de h(z), assim f(a)f(a) = 0. Como L é corpo
devemos ter f(a) = 0 ou f(a) = 0. Se f(a) = 0, entdo a € L é uma raiz de f(z).
Caso ocorra f(a) = 0, entdo ?(a) =0, e isto nos d4 f(a) = 0. Logo, a € L é raiz de

f(z). Portanto, f(z) tem uma raiz em L.

Por conta disso, é suficiente mostrarmos que todo polinémio g(z) € K[z] \ K
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tem uma raiz em L. Para isso, consideremos E um corpo de decomposicao para
(z? + 1)g(x) sobre K. Dessa forma, temos que F ¢ uma extensao normal e finita
sobre K que contém L. Mais ainda, como char(K) = 0, E' é uma extensao separavel

sobre K, e portanto, F/ : K é uma extensao galoisiana.

Por hipétese temos que todo polinémio de grau impar em K [x] tem raiz em K.
Logo, pela Proposicao 1.26, segue que K nao tem extensao prépria de grau impar.
Isto nos diz que [F : K] é um multiplo de 2. Suponhamos que [E : K| = 2"m
com m > 1 um inteiro impar. Pelo Teorema da Correspondéncia de Galois temos
|Gal(E/K)| = 2"m, assim temos um 2-subgrupo de Sylow H de ordem 2". Se H' ¢

o corpo fixo de H entao

_ [Gal(E/K)| _ 2"m

H' K =

:’]’]’L7

que é fmpar, e isto nao ocorre. Logo, devemos ter [E : K] = 2" para algum n € N*.

Agora usando o fato que 2" = [E : K] = [E : L].[L : K], e [L : K| = 2 vem
[E : L] = 2!, Suponhamos que n > 1 e observemos que [F : L] é uma extensao
galoisiana. Assim |Gal(E/L)| = 277!, e portanto, existe um 2-subgrupo de Sylow
H, = 2772, Novamente, considerando HI o corpo fixo de Hy, obtemos

_[Gal(B/L)| 2t

Hi L —

que é uma contradicao, pois L nao tem extensao quadratica. Portanto, n = 1, o
que implica [F : L] = 1, ou seja, E = L. Sendo L o corpo de decomposi¢ao de
(z? + 1)g(z) sobre K, segue que g(z) tem uma raiz em L, como desejdvamos.

(3) = (1) Por hipdtese temos que i := /—1 & K. Mostremos que L = K (i) é
quadraticamente fechado. Com efeito, claramente L? C L. Por outro lado, tomemos
a € L. Vamos mostrar que o € L?, ou seja, a = A2 para algum A € L. Como
x> —a € L[z]\ L e L é algebricamente fechado, existe A € L tal que A> —a = 0, ou

seja, o = A2, Logo, L ¢ quadraticamente fechado.

Com isso, temos que a condigao (3) do Teorema 1.19 é satisfeita, e portanto,
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K é formalmente real. Agora pelo Lema 1.29, a inica extensao algébrica prépria de

K é L que claramente é nao real. Portanto, K é real fechado. m

Encerraremos essa secao com um corolario que segue diretamente do Lema

1.29 e do Teorema Fundamental da Algebra.

Corolario 1.31. Toda extensao algébrica propria de um corpo real fechado K ¢é

isomorfa ao corpo K(v/—1).

1.3 Semisimplicidade

Iniciamos esta se¢ao definindo moédulos simples e semisimples e, também, apre-
sentando alguns resultados basicos envolvendo esses médulos. Em seguida, daremos

outra caracterizacao para os modulos semisimples.

Definigao 1.32. Seja R um anel. Um R-médulo M # 0 é simples se este s6 possui

os submoédulos triviais, ou seja, (0) e M.

Definicao 1.33. Um R-médulo M é chamado semisimples se todo submédulo N

de M é um somando direto, isto é, existe um submédulo N tal que M = N ¢ N'.

Veremos agora que submoddulo de moédulo semisimples é semisimples, mais

adiante, mostraremos que o quociente também o é (ver Corolario 1.37).

Proposicao 1.34. Seja N # (0) um submddulo de um R-mddulo semisimples M.

Entao, N € semisimples e contém um submaodulo simples.

Demonstracao: Para mostrarmos que N é semisimples, consideremos S um
submoédulo arbitrario de N. Entao S também é submoddulo de M, sendo M semisim-
ples, segue que existe outro submédulo S tal que M = S @ S'. Mostraremos que

N =Sa@ (S NN) e, com isso, teremos que N é semisimples.

Observemos que S N (S N N) c SNS. O fato que M = S @ S implica
que SN S = (0). Logo, devemos ter SN (S" N N) = (0). Por outro lado, dado
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um elemento n € N, como N é submédulo de M, temos que n € M, e portanto,
podemos escrever n = z +ycomz € Sey € S. Assimy = n —x € N, pois

r €S CN,logo,ye NNS', provando que N = S+ (S’ N N).

Para mostrarmos que N contém um submodulo simples, escolha um elemento
x € N tal que x # 0. Consideremos F a colecao de todos submédulos de N
que nao contém x. Notemos que (0) € F, e portanto, F # (). Além disso, toda
subcolegao totalmente ordenada {N,} de F tem um limitante superior, a saber
UN,. Entao, pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal N;. Uma vez que
N ¢é semisimples, existe outro submédulo Ny de N tal que N = N; @& Ny. Vamos
mostrar que Ny é simples. De fato, se Ny nao fosse simples, entao Ny conteria um
submédulo préprio W e assim existiria W' tal que Ny = W @ W'. Notemos que
N=NaoWaW eN, = (N7 +W)n (N, + W’). Como x ¢ Ny, devemos ter que
z & Ny +W ouxz &N, +W'. Contradizendo a maximalidade de N;. m

O préximo teorema nos fornece outras maneiras de definirmos moédulos semisim-

ples.

Teorema 1.35. Seja M um R-moddulo. Entdo as sequintes condigoes sao equiva-
lentes:

(1) M ¢é semisimples.

(2) M é uma soma direta de submddulos simples.

(3) M € uma soma (nao necessdaria direta) de submddulos simples.

Demonstracao: (1) = (2) Consideremos a colegao F de todos submédulos de
M que podem ser escritos como soma direta de submddulos simples. Como M é
semisimples, temos, pela proposi¢ao anterior, que M contém um submaédulo simples.

Assim F # (), pois contém, pelo menos, somas diretas com um unico somando.

Vamos definir uma ordem em F. Dados @ M; e @ M; em F, dizemos que

el ieJ
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@Mi < @MZ se, e somente se, [ C J. Agora, é facil verificarmos que (F, <)
slgtlisfaz as i(:e(;]ndigées do Lema de Zorn, assim existe um elemento M, maximal em
F, o qual podemos escrever na forma M, = @Mi, com M; simples, para todo
1 € I. Basta mostrarmos que My = M. Supoiflilamos que My # M. Como M é
semisimples existe N submddulo de M tal que M = My & N. Pela Proposicao 1.34,

segue que N contém um submaédulo simples S, mas entao Myd.S = @ M;®S D M,.
icl
Contradizendo a maximalidade de M. Portanto, devemos ter M = M, = @ M.
iel

(2) = (3) Trivial.

(3) = (1) Por hipétese podemos escrever M = ZMi’ onde M; é simples,
para todo ¢ € I. Tomemos N um submodulo préprio arikfijtrério de M e mostremos
que N é um somando direto.

Consideremos a familia F = {Z M, : JcCl, (Z MZ> NN = (0)}
Notemos que M; é simples e M; N ]\?eé submédulo de ]\l/[i{ assim se M; N N # (0)
entao M; N N = M;, o que implica M; C N. Uma vez que N # M segue que existe

pelo menos um submdédulo M; tal que M; N N = (0), assim F é nao vazia. Pelo

Lema de Zorn, existe um submoédulo maximal em F, digamos My = Z M;.
i€Jp
Mostremos que M = My & N. Com efeito, claramente My N N = (0), pois

My € F. Resta-nos mostrarmos que M = My + N. Se, para todo ¢ € I, tivermos
M; C My+ N, entao M = My+ N. Suponhamos, por absurdo, que exista um indice
ip tal que M;, ¢ Mo+ N. Como M;, é simples e M; N (My+ N) é submédulo de M;,,
devemos ter M;,N(My+N) = (0) ou M;,N(My+N) = M,,, o fato que M;, ¢ My+N

implica que a tdltima igualdade nao pode ocorrer. Logo, M;, N (My+ N) = (0).

Afirmamos que (M;, + My) NN = (0). De fato, se x € (M;, + My) N N, entao
r = m;, +mo = n. Logo, m;, = —mo+n € My+ N e, como M;, N (My+ N) = (0),
devemos ter m;, = 0. Segue assim que x = my = n, ou seja, © € My N N.

Mas M, € F, logo, My N N = (0) e, portanto, z = 0. Com isso mostramos que
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M;, + My € F, contradizendo a maximalidade de M. m

Ja sabemos que todo submédulo N de um médulo semisimples M é semisim-
ples. O préximo teorema nos mostra que os somandos diretos simples de N sao

também somandos diretos simples de M.

Corolario 1.36. Sejam M = EB M; uma decomposi¢cao de um R-modulo semisim-
iel
ples M como soma direta de submodulos simples e N um submaodulo de M. Entado,

existe um subconjunto de indices J C I tal que N ~ @Ml

ieJ
Demonstracao: Dado um submédulo N de M, temos, pela demonstracao de
(3) = (1) do teorema anterior, que sempre podemos encontrar um subconjunto de

indices Jy C I tal que M = N & My, onde My = @M’ Entao

i€Jp
D

M e
N~_—~ o~ M;,
Mo @ M; iSQ]o

i€Jp

assim J = I\ Jy é o subconjunto de indices procurado. m

Corolario 1.37. Um mddulo quociente de um R-mddulo semisimples M € isomorfo

a um submdodulo de M, assim também € semisimples.

Demonstragao: Seja L um moédulo quociente de M, consideremos 7w : M — L o

homomorfismo canonico e N = Ker (7). Uma vez que M ¢é semisimples, segue que
, , . M

existe um submédulo N de M tal que M = N® N, o que implica N ~ N Agora,

M
pelo Teorema do Isomorfismo temos que N ~ L. Logo, N =~ v ~L =

Definicao 1.38. Um anel R é chamado semisimples se R, visto como um R-médulo

a esquerda, é semisimples.

Como os submédulos do R-moédulo R sao os ideais a esquerda do anel R, temos

que R é semisimples se, e somente se, todo ideal a esquerda é um somando direto.
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Podemos caracterizar anéis semisimples da seguinte forma:

Teorema 1.39. Seja R um anel. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) Todo R-mddulo é semisimples.
(2) R € um anel semisimples.

(3) R € uma soma direta de um nimero finito de ideais minimais & esquerda.

Demonstracao: (1) = (2) Se todo R-mddulo é semisimples entao, em particular,

R visto como um R-médulo a esquerda sera semisimples.

(2) = (1) Suponhamos que R é um anel semisimples e seja M um R-mddulo
arbitrario. Sabemos que M é imagem por um homomorfismo sobrejetor de um R-
modulo livre F', assim existe f : FF — M tal que f(F) = M. Como F é livre,

F pode ser escrito na forma F' = @Rai com Ra; ~ R semisimples. Assim, F' é

iel
semisimples, e portanto, usando o Teorema do Isomorfismo e o Corolario 1.37 vem
F
ue ~ f(F)= M é semisimples.
T T () J(F) p

(2) = (3) Uma vez que os submédulos simples de R s@o exatamente os ideais
minimais a esquerda de R, segue do Teorema 1.35, que R pode ser escrito na forma
R = @ L; em que cada L; é um ideal minimal a esquerda. Resta-nos mostrar que

el
esta soma ¢ finita.

Com efeito, como 1 € R podemos escrever 1 = x;, +x;,+. . .+x;, com x;; € L;;.
Entao, dado um elemento arbitrario r € R, temos que r = r.1 = ra; +rx,+...+rz;,
erry; € Lj;, 1 < j < n. Isso mostra que R C L;, & L;, ® ... ® L;,, e portanto,

R=L,®L,®...®L,;,.

(3) = (2) Segue do Teorema 1.35. m

Exemplo 1.40. Consideremos o anel de matrizes n X n sobre um anel com divisao

D, denotado por M, (D). Vamos mostrar que este anel é semisimples. Definamos:
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D 0 ... 0 0 D 0 0 0 D

D 0 ... 0 0 D 0 0 0 D
Ly = | L= o=

D 0 0 0D ... 0 0 0 D

Claramente cada L; é um ideal a esquerda de M,,(D). Outro ideal de M,,(D) contido

em L; seria da forma:

0 1 0

0 1 0
Ii: . y

0 1 0

onde I é um ideal a esquerda de D. Mas como D ¢ um anel com divisao, devemos
ter I = (0) ou I = D. Portanto, L; é minimal para todo 1 < ¢ < n. Além disso, é
facil ver que M, (D) = L1 & Ly ® ... & L,,. Logo, pelo Teorema 1.39 obtemos que

M, (D) é semisimples.

Definigao 1.41. Um elemento e em um anel R é chamado idempotente, se e? = e.
Claramente, 0 e 1 sao elementos idempotentes, os quais sao chamados idempotentes

triviais.

A seguir, mostraremos que todo ideal a esquerda de um anel semisimples é

gerado por um idempotente.

Teorema 1.42. Seja R um anel. Entdo, R € semisimples se, e somente se, todo

ideal a esquerda de R é da forma L = Re, onde e € R € idempotente.

Demonstragao: Suponhamos que R é semisimples e seja L um ideal a esquerda de
R. O fato que R é semisimples implica que L é um somando direto, ou seja, existe
L' ideal & esquerda de R tal que R= L& L. Como 1 € R temos que 1 = z +y com

z€Leye L, disso segue que z = 2.1 = 22 + zy. Assim zy =z — 2> € L e, como
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L' é um ideal & esquerda, temos também que zy € L. Em virtude de L N L" = (0)
vem zy = 0 e, conseqiientemente, x = 2% é idempotente. Agora vamos mostrar que
Rx = L. Como L é um ideal a esquerda e x € L concluimos de imediato que Rx C L.
Para mostrarmos que L C Rx tomemos a € L e vejamos que a = a.1 = ax + ay,
assim a — ar = ay € LN L = (0). Isso implica a = ax € Rx e, concluimos que

L C Rx, como queriamos.

Reciprocamente, assumimos que todos ideais a esquerda de R sao como na
hipdtese. Temos que mostrar que R visto como um R-mdédulo é semisimples, ou
seja, que todo ideal a esquerda L de R é um somando direto. Por hipétese, um
ideal L ¢é da forma L = Re, com e € R idempotente. Definimos L' = R(1 —e¢) e
afirmamos que R = L @ L'. Com efeito, dado um elemento = € R sempre podemos
escrever © = xe + x(1 — e), isso implica que R = Re + R(1 —e). Além disso, se
x € Re N R(1 — e), segue que x =re = s(1 —e), para r,s € R. Entao ze = re.e =
re? = re = x, por outro lado temos que ze = s(1 — e)e = se — se* = se — se = 0,

disso vem z = 0. Logo, Re N R(1 —¢) = (0) e, portanto, R= L& L. m

Mostraremos agora que os idempotentes que geram os ideais minimais a es-

querda da decomposi¢ao de R tém algumas propriedades.

t
Teorema 1.43. Seja R = @ L; uma decomposi¢cao de um anel semisimples R como

i=1
soma direta de ideais minimais a esquerda. Entdo, existe uma familia {e1, e, ..., €}

de elementos de R tal que:
(1) e; # 0 é um elemento idempotente, 1 <1 < t.
(17) Se i # j entdo e;e; = 0.
(iii) 1=e1+ e+ ... +ey

. ~ . ’ " / Y/ .
(tv) e; ndo pode ser escrito como e; = e; +e;, com e;, e; idempotentes tais que

ee; 0 eee; =0,1<i<t,

7
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Reciprocamente, se existir uma familia de idempotentes {e1, e, ..., e} satis-

fazendo as condicoes acima, entdo os ideais a esquerda L; = Re; sao minimais e
t

@
i=1

t
Demonstracgao: Consideremos R = @ L; uma decomposigao do anel semisimples

R como soma direta de ideais minimaisi :étlesquerda e escrevemos 1 = ej+es+...+¢
com e; € L;. Entao, de maneira andloga a demonstragao do Teorema 1.42 podemos
concluir que cada e; é idempotente, L; = Re;; 1 < i < t, e que i # j implica
ei;.e; = 0. Finalmente, se para algum indice ¢ pudermos escrever e; = e; + 6;/, onde
;o

/ " ~ ’ "
e; #0ee;e; =0, entao teremos L; = Re, ® Re,

1) 71

! " ~ . .
e;,e; sao idempotentes tais que e

com Re;, Re; # 0, contradizendo a minimalidade de Lj.

Reciprocamente, suponhamos que existe uma familia de idempotentes
{e1, €9, ..., e} satisfazendo as condigbes acima. Primeiramente, provemos que cada
ideal L; = Re; é minimal, 1 < ¢ < t. De fato, se L; nao fosse minimal, existiria
um submodulo préprio J contido em L;. Como R é um R-mdédulo semisimples,
L; também seria semisimples, assim existiria outro submédulo J de L; tal que
L; = J@®J . Com isso poderfamos escrever e; = e; +e; , com e;, ¢; idempotentes tais
/

e; #0ee;.e; =0, que contradiria o item (iv). Logo, L; é minimal. O fato que

1) 71

que e

R=1Li+ Ly+...+ L, segue imediatamente da condigao (7i7). Para provarmos que

esta soma ¢ direta tomemos x € L; N Z L; |, logo, v = rje; = Zmei. Multipli-
i#] i#]
cando a ultima igualdade a direita por e; obtemos 7“]'6? =rje; =T = Z rie;e; = 0,
i#j

ou seja, L;N Z L; | =(0), como queriamos. m
i#j

Definigao 1.44. Dois idempotentes satisfazendo a condigao (i7) sdo chamados or-
togonais, e um idempotente satisfazendo a condicdo (iv) ¢é dito primitivo. Também,
se para um idempotente e € R ocorre e.a = a.e, para todo a € R, dizemos que e é

um idempotente central.
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Pelo que ja estudamos, percebemos que é importante saber se um anel R é
semisimples, pois se isso ocorre, temos pelo Teorema 1.39, que todo R-mddulo é
semisimples e, portanto, é uma soma direta de R-mddulos simples. Concluiremos
esta secao mostrando que todo R-moddulo simples é determinado, a menos de iso-
morfismo, pelos ideais minimais a esquerda dados na decomposicao de R. Antes

disso, mostraremos um resultado auxiliar.

Lema 1.45. Sejam L um ideal minimal a esquerda de um anel semisimples R e M
um R-mddulo simples. Entao, LM # (0) se, e somente se, L ~ M como R-mddulos,

neste caso LM = M.

Demonstragao: Suponhamos que LM # (0). Assim existem x € L e m € M
tais que xm # 0, conseqiientemente, Lm # (0). Como Lm é um submédulo de M
que é simples e Lm C LM C M, obtemos Lm = LM = M. Agora consideremos
a aplicagao f : L — M dada por a — am. Claramente f é um homomorfismo
sobrejetor de R-médulos, como x € L e f(x) = xm # 0 devemos ter x ¢ Ker (f), e
portanto, Ker (f) # L. Agora, o fato que Ker (f) # L é um submédulo de L, que
é minimal, implica que Ker (f) = (0), mostrando que f também é injetora. Logo,

L~M.

Reciprocamente, assumimos que L ~ M como R-moédulos e seja f : L — M
um isomorfismo. Como R é semisimples, existe um elemento idempotente e € R tal
que L = Re. Uma vez que f é um isomorfismo e 0 # e € L, existe my € M tal que
mo # 0 e f(e) = mg. Assim obtemos my = f(e) = f(e?) = ef(e) = emqy # 0, 0 que
implica LM # (0), como queriamos. m

t

Proposicao 1.46. Seja R = @Li uma decomposicao de um anel semisimples R
i=1
como soma direta de ideais minimais a esquerda. Entao, todo R-maodulo simples €

isomorfo a um ideal L; dado na decomposicao de R.
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t
Demonstracao: Consideremos R = @Li uma decomposicao de R como soma

direta de ideais minimais a esquerda e siejelx M um R-médulo simples. Uma vez que

M é simples, temos que M # (0), logo, existe m € M tal que m # 0. Disso segue

que 0 # m = 1.m € RM, e portanto, RM # 0. Agora, como RM # (0) é um

submodulo de M que ¢ simples, segue que RM = M. Mas RM = é L; M, assim,
i=1

deve existir algum indice j tal que L;M # (0). Portanto, usando o lema anterior,

concluimos que L; ~ M. m

1.4 O Teorema de Wedderburn-Artin

Nesta se¢ao, vamos descrever a estrutura de um anel semisimples. Para tanto,

precisamos de mais informacoes sobre seus ideais bilaterais.

Lema 1.47. Seja L um ideal minimal a esquerda de um anel semisimples R. Entao,

a soma de todos ideais a esquerda de R isomorfos a L € um ideal bilateral de R.

Demonstracao: Definamos A = Z J. Temos que A é um ideal a esquerda,

J~L
pois toda soma de ideais a esquerda é um ideal a esquerda. Vamos mostrar que A

também ¢ ideal a direita. Como R é um anel semisimples, podemos decompor R da
t

forma R = @ L;, sendo cada L; um ideal minimal a esquerda. Assim temos que
i=1 )

AR = Z JR = Z Z JL;. Como JL; C L;, que é minimal, segue que JL; = (0)
J~L JeLL i=1

ou JL; = L;. Mas, pelo Lema 1.45, a ultima alternativa acontece quando J ~ L;,

isto é, quando L; ~ L e, conseqiientemente, L; C A. Logo, devemos ter AR C A,

como queriamos. m

Lema 1.48. Seja I um ideal bilateral de um anel semisimples R contendo um ideal

minimal a esquerda L. Entao, I contém todos ideais a esquerda isomorfos a L.
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Demonstragao: Tomemos L C [ um ideal minimal a esquerda de R e seja J um
ideal a esquerda isomorfo a L. Mostremos que J C I. O fato que J ~ L implica
que J também é minimal. Mais ainda, pelo Lema 1.45 temos que LJ # (0). Agora,
sendo LJ # (0) ideal de J que é minimal, segue que LJ = J. Como L C [ e [ é um

ideal bilateral de R devemos ter LJ C I. Com isso concluimos que J =LJ C I. m

Proposicao 1.49. Sejam L um ideal minimal a esquerda de um anel semisimples
R e B a soma de todos ideais a esquerda de R isomorfos a L. Entdo, B € um ideal

manimal bilateral de R.

Demonstracgao: Pelo Lema 1.47 ja temos que B é um ideal bilateral. Resta-nos

mostrar que B é minimal.

Consideremos B’ # (0) um ideal bilateral de R contido em B. Vamos mostrar
que B' = B. Primeiramente observemos que esse ideal existe, na pior das hipéteses
poderia ser B. Agora, se L' é um ideal minimal & esquerda de R contido em B,
vamos mostrar que L' ~ L. Suponhamos que L' % L, entdo para todo ideal J ~ L
devemos ter J ¢ L' e, pela contrapositiva do Lema 1.45, obtemos L'J = (0). Uma
vez que B é constituido da soma desses ideais J ~ L e L'.J = (0), entdo L' B = (0).
Em particular, L'L" = (0), visto que L' € B. Mas isso nido pode ocorrer, pois,
como R é semisimples, temos L' = Re, e portanto, 0 # e = €2 € L'L’. Assim,
necessariamente L' ~ L. Notemos que B é um ideal bilateral do anel semisimples
R e L' é um ideal minimal & esquerda de B’, assim pelo Lema 1.48 temos que B’
contém todos ideais & esquerda isomorfos a L'. Como L’ ~ L, segue que B’ contém

todos ideais a esquerda isomorfos a L. Dessa forma, temos B = Z Jc B c B.
J~L
Portanto, B' = B. m
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Observagao 1.50. Dada uma decomposicao de um anel semisimples R como soma
direta de ideais minimais a esquerda, reordenando se necesséario, podemos agrupar

os ideais isomorfos:

R:gillEBLIQEB-HEBLlrlJEB\LQlEBL2ZEB---EBL2r2@--~€9\leEBLSZEB---@LSTS/-

Com essa notagao L;; ~ L;,. Além disso, se i # k entao L;; % Ly,. Usando
a contrapositiva do Lema 1.45 obtemos L;; Ly, = (0), para i # k. Ainda, segue da
Proposigao 1.46, que todos ideais minimais a esquerda sao isomorfos a um dos ideais

de R dado na decomposigao acima.

Teorema 1.51. Mantendo a notacdo acima, denotamos por A; a soma de todos

wdeats a esquerda de R isomorfos a Ly, 1 < i <s. Entao:
(1) Cada A; € um ideal minimal bilateral de R.

S
(17i) R = @Ai como anéis, onde s € o numero de classes de isomorfismo de
i=1
ideais minimais a esquerda de R.

Demonstragao: (i) Uma vez que L;; é um ideal minimal & esquerda e A; é a soma
de todos ideais isomorfos L;1, segue da Proposi¢ao 1.49 que A; é um ideal minimal

bilateral de R.
ri Ty
(77) Temos que A;A; = Z Z LixLj, e se i # j, entdo Ly, Lj, = (0) para todo
k=1 h=1
1<k<r;el<h<r; Portanto, A;A; = (0).
(731) Primeiramente, vamos mostrar que R = Z A;. Observemos que R pode
i=1
ser escrito como:

R:\LII@LH@”'@LML@LQI@L22@---@LQT%@---@LSI@LSZ@---@Lsrsj~

Disso segue que se © € R, entao podemos escrever x da seguinte forma:

ZL’:Z'H+I‘12+...+$1T1+$21+$22+...+LE2T2+...—|—Z‘31—|—l’82—|—...—|—$STS,
- >y A > A 7
Vv TV

~~
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com z;; € L;j. Definamos y; = x;1 + o+ ... + 24, 1 <7 < s. Entao y; € A;,
S

1<i<sex=y+ys+...+ys. Portanto, R = ZA"‘ Que esta soma é direta
i=1

segue do fato que R = @ GB L m

i=1 j=1

Definigao 1.52. Um anel R é chamado simples se (0) e R sdo os unicos ideais

bilaterais de R.

Exemplo 1.53. Se D é um anel com divisao, entao M, (D) é um anel simples.

De fato, tomemos I um ideal bilateral de M, (D) tal que I # (0), vamos
mostrar que I = M,(D). O fato que I # (0) implica que existe uma matriz A € [
tal que A # 0, ou seja, pelo menos uma entrada da matriz A deve ser diferente de
zero, digamos ap,. Consideremos as matrizes elementares E;; € M,(D) com 1 na
entrada (7, ) e 0 nas demais. Coloquemos B; = E;, AEy; e vejamos que B; possui o

elemento 0 em todas entradas exceto a entrada (i,7) que possui o elemento ay, isto

¢, B; = app By

Como I é um ideal bilateral e A € I devemos ter que B; = E;, AE,; € I para
todo1 <4 <n. Logo, B= B;+ ...+ B, € I. Notemos que B ¢ uma matriz
diagonal e todos elementos da diagonal sao iguais a ap, # 0. Logo, B é inversivel, e

portando, I = M, (D), como desejavamos.

Corolario 1.54. Os ideais A;, do Teorema 1.51, sdo anéis simples.

Demonstragao: Como cada A; é um ideal minimal bilateral de R, basta mostrar-
mos que qualquer ideal bilateral B; de A; também é um ideal bilateral de R, e assim,

teremos B; = (0) ou B; = A;.

Para isso tomemos b € B; e r € R. Podemos escrever r = 1 + 9 + ... + T4

S
com z; € A;, para todo 1 < j < s. Entao, r.b = Zq:jb. Observemos que x;b = 0
j=1
se j#1i,poisz; € Aj, be A e AjA; = (0) se i # j. Disso segue que rb = z;b € B;.
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Portanto, RB; C B;. Analogamente, mostramos que B; R C B; e concluimos que B;

é um ideal bilateral de R. m

Podemos agora caracterizar todos os ideais bilaterais de R utilizando os ideais

A; construidos no Teorema 1.51.

Proposicao 1.55. Seja R = @A uma decomposi¢cao de um anel semisimples R

como soma direta de ideais mzmmazs bilaterais. Entao

(1) Todo ideal bilateral I de R pode ser escrito na forma A;, & Aiy & ... B A;,,

com1<i3 <...<i@ <s.
T
(i) Se R = @BZ- € outra decomposi¢ao de R como soma direta de ideais
j=1
minimais bilaterais, entao s = r, e depois de uma possivel renumeracao de indices,

A; = By, para todo 1 < i < s.

s

Demonstracao: (i) Seja I um ideal bilateral de R. Entao [ = GB(AZ NnI).
i=1

Como cada A; é um ideal minimal bilateral e A; NI é um ideal bilateral de A;,

segue que A; N1 = (0) ou A; NI = A;. Portanto, [ = A;; ® A, ... D A;,, com

1<ip<...<i; <s.

(1) Como cada B; é um ideal bilateral de R, por (i), temos que B; = A;, &
A, ... @ A;,,com1 <4 < ... < < s Além disso, temos também que B; é
minimal, assim devemos ter apenas um A; na decomposigao de B;, e assim A; = B;.

Reordenando, se necessario, podemos concluir que A; = B;, paratodo 1 <i < s. m

S

Definicao 1.56. Se R = @Ai é a decomposicao de um anel semisimples como
i=1

soma direta de ideais minimais bilaterais, entao os anéis simples A; sao chamados

componentes simples de R.

Veremos no proximo teorema que a decomposicao de R como soma direta de
ideais minimais bilaterais esta relacionada com uma familia especial de idempo-

tentes.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 33

S

Teorema 1.57. Seja R = @Ai a decomposicao de um anel semisimples R como
i=1
soma direta de ideais minimais bilaterais. Entao, existe uma familia {e1, e, ..., es},

de elementos de R tal que:
(1) e; # 0 € um elemento idempotente central, 1 <i < s.
(17) Se i # j entdo e;e; = 0.
(7i1) 1 =e; + e+ ...+ es.

. ~ . / "
(iv) e; ndo pode ser escrito como e; = e; +e; , com e e idempotentes centrais

tais que ej,e; #0 eeje; =0,1<i<s.

’L7Z

Reciprocamente, se existir uma familia de idempotentes {ey, eq, ..., e} satis-

fazendo as condicoes acima, entdo os ideais A; = Re; sao minimais bilaterais e
t

R
i=1

Demonstracao: A prova é andloga a do Teorema 1.43, resta-nos mostrar que
cada e;, 1 <1 < s, é central. Dado z € R, temos que 1.x = x = z.1, assim por

S

(ii), obtemos x = Z:Uez = Zeix. Uma vez que cada A; é um ideal bilateral,
=1
devemos ter xe;, e;x E A;. Agora, usando o fato que a soma é direta, concluimos

que re; = e;r. A

Observacao 1.58. Uma outra propriedade importante é que e; é o elemento identi-
dade sobre o anel A;. De fato, dado x; € A;, temos que x; = ;.1 = z;(e1+...+¢) =
zier + ... + x;e,. Como ze; € A;A; = (0) se i # j, segue que z; = x;¢;

Definig¢ao 1.59. Uma familia de idempotentes {ey, ..., e, } satisfazendo as condigdes

do teorema acima é chamada familia completa de idempotentes primitivos centrais.

Teorema 1.60. Se I é um ideal bilateral de um anel semisimples R, entao I = Re,
onde e € um idempotente central de R.
Demonstragao: Suponhamos que R é semisimples e seja R = @Ai a decom-

i=1
posicao de R como no Teorema 1.51. Para cada j temos que I N A; = (0) ou
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I'NA; =A;, visto que A; é simples. Reordenando, se necessario, podemos assumir
que INA; =A;paral <j<telNA; =(0) paraj=t+1,...,s. Notemos
que, dessa forma A; C [ para j =1,2,...,t. Consideremos {ey,...,es} a familia de
idempotentes primitivos centrais de R e definamos e =e;+...4¢; € . E f4cil veri-
ficarmos que e? = e. Uma vez que cada e; é central, segue que ze = xe; +. .. +xe, =

e1r + ...+ eqx = ex, para todo x € R. Logo, e é um idempotente central de R.

Agora mostremos que I = Re. Com efeito, como [ é um ideal e e € [ temos que
Re C I. Por outro lado, se u € I, entdo u = u.l = u(e;+...+e5) = ue; +. ..+ ues.
Mas para j > t, temos que ue; € INA; = (0). Disso segue que u = ue; +. .. +ue; =

ue € Re. Portanto, I = Re. m

Vimos que R tem uma decomposicao como soma direta de componentes sim-
ples, quando R for um anel semisimples. Mostraremos adiante que cada componente
simples é isomorfa a um anel de matrizes sobre um anel de divisao. Para tanto, pre-

cisamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 1.61. Seja R um anel e seja M = M, & ... M, e N =N, & ... D5 N;
dots R-mddulos escrito como soma direta de submddulos. Sejam e¢; : M; — M a
inclusao de cada M; em M e m; : N — N; o homomorfismo natural de N sobre seus

componentes.

(1) Suponhamos que, para cada par de indices i,j temos um homomorfismo

¢ij € Hompg(M;, N;). Entao, a aplicagio ¢ : M — N definida por:

§Z511 ¢12 e ¢1r my

¢21 ¢22 cee Qo mo
d(my+me+...+m,) = : A : . :
Cbsl ¢82 c e ¢sr my

= ¢u(mi) + ...+ ¢i(me) + gor(ma) + ...+ dor(my) + . A da (i) + ... + dsr(my)

-~ -~ -~

€ Ny € No € Ng

¢ um homomorfismo. Para indicar que ¢ ¢ dada como na forma acima denotamos

¢ = (i)
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(i1) Se p € Homp(M, N), entio ¢;; =m0 poc; € Hompr(M;, N;) € = (¢sj).
(11i) Para ¢ = (¢y5) e ¥ = (i), temos ¢+ = (¢y; + Vi).
A demonstracao sera omitida, por ser extensa, mas é bem simples e direta.

Coroldrio 1.62. Seja R um anel e M um R-mddulo, entdo Homp(M™ M™) ~
M,(Homg(M, M)), como anéis.

Demonstragao: Basta considerarmos a aplicacao ¢ : M,(Homg(M,M)) —
Homp(M™ M™), que associa cada matriz (¢;;) € M,(Homp(M,M)) a funcio
¢ M™ — M®™ dada por

p(mi+...4+my,) = 51511(m1) +...+ ¢1n(mnl+ . —|—£bn1(m1) + ...+ (bnn(mnl.

~~ -~

eM eM

Nao é dificil, apesar de trabalhoso, mostrar que 1 é um isomorfismo de anéis. m

Lema 1.63. Seja R um anel, M um R-mddulo semisimples e B = Homg(M, M).
Entao, M admite uma estrutura de B-mddulo dada por ¢.m = ¢(m), para todo
¢ € B, e todom € M. Além disso, para cada m € M e f € Homg(M, M), eziste

um elemento a € R tal que f(m) = am.

Demonstragao: Sabemos que M é um R-mddulo, assim, ja temos que M é um
grupo abeliano para soma. Também, é facil verificarmos que M satisfaz as demais

propriedades de B-médulo.

Mostraremos que para cada m € M e f € Hompg(M, M), existe um ele-
mento a € R tal que f(m) = am. De fato, seja m € M. Notemos que Rm é um
submodulo de M, como M é semisimples, existe um submoédulo W de M tal que
M = Rm ® W. Se denotarmos por 7 : M — M a projecao sobre Rm, temos que

m € Homr(M, M) = B. Dado um elemento f € Homg(M, M) obtemos

f(m) = f(w(m)) = f(x.m) = =(f(m)) € Rm.

Logo, existe um elemento a € R tal que f(m) =am. m
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Teorema 1.64. (Densidade de Jacobson) Sejam M um R-mddulo semisimples e
B = Homgr(M,M). Se f € Homg(M, M) e {my,...,m,} é um conjunto arbitrdrio
de elementos de M, entdo existe um elemento b € R tal que f(m;) = bm; para todo

1< <n.

Demonstragao: Dado f € Homp(M, M), definimos f™ : M™ — M®™ por
FO @ 4. 4z, = flz) + ...+ flzn), ©1,...,3, € M.

Seja B' = Homp(M™ M™). Vamos mostrar que f™ € Hom g (M™ M®™).

De fato, se a,b € M™, é claro que f™(a+b) = f™(a)+ f(b). Agora, dado
¢ € B, pelo Corolario 1.62, podemos escrever ¢ = (¢i;) com ¢;; € Homp(M, M).

Logo,
(fM o) (my+...+my) = fOd(my+ ... +my))

N —~

= f(d11(m1) + ... + G1a(mn)) + o + f(dnr(ma) + ... + Gun(mn))

= f(P11(m1)) + ... + f(P1n(mn)) + ..o+ f(Dn1 (1)) + ...+ f(Dnn(mn))
= ou(f(m1)) + ...+ G f(mn)) + ..o+ G (f (1)) + oo+ un(f(Mmn))
= ¢(f(my) + ...+ f(my)) = (o fM)(my + ... +my).

E podemos concluir que f™ € Hom 5 (M () M™). Pelo lema anterior, existe um

elemento b € R tal que
f(”)(ml + ... my) =b(my + ...+ my).

Portanto, f(m;) = bm; paratodo 1 <i<n. m

Lema 1.65. (Schur) Sejam R um anel e M, N R-mddulos simples. Se f: M — N

¢ um homomorfismo nao-nulo, entao f € um isomorfismo.

Demonstragao: Suponhamos que f : M — N é um homomorfismo nao-nulo,

assim Im(f) # (0), uma vez que Im(f) é um submédulo de N que é simples, devemos
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ter Im(f) = N, isso implica que f é sobrejetora. Analogamente, Ker (f) # M é um
submédulo de M que também é simples. Logo, Ker (f) = (0), ou seja, f é injetora,

e portanto, um isomorfismo. m

Corolario 1.66. Sejam R um anel e M, N R-mddulos simples. Entao
(1) Se M # N, entdo Homg(M, N) = (0).

(1i) Homgr(M, M) é um anel de divisdo.

Demonstracao: (i) Sejam M, N R-médulos simples, dado f € Homg(M, N),
como M % N, temos que f nao pode ser um isomorfismo. Logo, pela contrapositiva

do Lema de Schur 1.65, f é o homomorfismo nulo, e portanto, Homg(M, N) = (0).

(17) Tomemos f € Hompg(M, M) com f # 0, entdo pelo Lema de Schur 1.65,

f é um isomorfismo, e portanto, f é inversivel. m

Proposigao 1.67. Seja M um R-mddulo livre com base {m; : i € I}. Seja N um
R-mddulo e para cada i € I considere n; um elemento de N. Entao existe um unico

homomorfismo f: M — N de R-mddulos tal que f(m;) =n;, para todo i € I.

Demonstragcao: Dado m € M, existem unicos aq,...,a, € A tais que m =
Zaimi. Definamos f : M — N por f(m) = Zami. Logo, f(m;) = n; para todo
i=1

i=1
1 € 1. Como os a;’s sao Unicos, f estd bem definida e é facil verificarmos que f é

um homomorfismo.

Para mostrar a unicidade, suponha que exista g : M — N homomorfismo tal
n

que g(m;) = n;. Assim, dado m = Z a;m; € M temos que

g(m) = Q(Z aym;) = Zaig(mi) = Zami = f(m).

Portanto, f = g, e assim, f é Unica. m
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Nos proximos resultados iremos utilizar o conceito de anel Artiniano a es-
querda. Recordemos que um anel R é dito Artiniano a esquerda se qualquer cadeia

decrescente de ideais a esquerda
LOoLD>...DLD...
estaciona, ou seja, existe um indice ¢ tal que I, = I;,; parai > 1.

Lema 1.68. Sejam R um anel Artiniano a esquerda semisimples e M um R-mddulo
simples. Consideremos o anel com divisaio D = Homg(M,M). Entao, M wvisto

como um D-mddulo € de dimensao finita.

Demonstragao: Seja M um D-médulo e {my,...,m,,...} uma base infinita de

M sobre D. Para cada indice ¢, definamos:
Ai={a€e R:am; =0,1<i<t}
Temos que A; é um ideal a esquerda e que A; D Ayq, t=1,2,...,n,...

Vamos mostrar que esta inclusao é estrita. Com efeito, uma vez que M é um
R-médulo simples, segue que M # (0) e, conseqiientemente, existe m € M tal que
m # 0. Agora, considerando o subconjunto {0, m} de M, pela proposi¢ao anterior

existe f : M — M homomorfismo de D-moddulos tal que

0,se i £At+1
m, se ¢ =1+ 1.

f(mg) = {
Sendo {my,...,mu41} um subconjunto de M e f € Homp(M, M) segue do Teorema
de Jacobson 1.64 que existe a € R tal que f(m;) = am;, 1 < i < t+ 1. Como
am; = f(m) =0,se 1 <i <t eamy; = f(my1) =m # 0, obtemos que a € A;

ea¢ A, ou seja, Ay 2 Ayyq. Portanto, se {my,...,m,,...} for infinito, teremos

uma cadeia de ideais a esquerda estritamente decrescente
Al DA, D...DA D...

contrariando o fato de R ser um anel Artiniano a esquerda. m
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Definigao 1.69. Seja A um anel, denotamos por A° o anel oposto de A, isto é,
o anel definido sobre o mesmo conjunto, usando a mesma adicao de A, mas com

produto em A° dado por xz oy = yx, onde yx denota a multiplicacao de y e x em A.

Observacgao 1.70. E obvio que A° é também um anel. O elemento neutro e a
unidade de A e A° coincidem. Todo ideal a esquerda (direita) de A é um ideal a

direita (esquerda) de A°. Portanto A e A° tém os mesmos ideais bilaterais.

Lema 1.71. Sejam R um anel Artiniano a esquerda simples, M um R-mddulo
simples e D = Hompg(M,M). Entio R ~ Homp(M,M) ~ M,(D°), sendo n a

dimensao de M como D-maodulo.

Demonstragao: Definamos ¢ : R — Homp(M, M) associando cada elemento

a € R ao homomorfismo de D-médulo f, dado por f,(z) = ax para todo x € M.

Primeiramente, mostremos que ¢ ¢ um homomorfismo de anéis. De fato, da-
dos a,b € R, temos que
¢(a+0)(x) = fars(2) = (a+ bz = ax + b = fo(z) + fi(x) = ¢(a)(z) + ¢(b)(x).
¢lab)(x) = ful(zr) = (ab)r = a(bz) = a(fy(z)) = fa(fo(z)) = fa(o(b)(x)) =
¢(a)(¢(b)(x)) = (¢(a) o ¢(b))(x)).

Agora, para provarmos a injetividade, notemos que Ker (¢) = {a € R : am =
0, para todo m € M} é um ideal bilateral de R. Uma vez que M é simples, temos
que M # (0), assim existe m € M tal que m # 0. Como 1.m = m # 0, segue
que 1 ¢ Ker(¢), logo Ker(¢) # R. Sendo R um anel simples, concluimos que
Ker (9) = (0).

Vamos mostrar que ¢ é sobrejetora. Para isso, consideremos {mq, ms, ..., m,}
uma base de M sobre D, que é finita pelo Lema 1.68. Dado f € Homp(M, M), pelo
Teorema de Jacobson 1.64, existe a € R tal que f(m;) = am;, para todo 1 < i < n.
Vamos mostrar que ¢(a) = f. Observemos que se x € M, podemos escrever = da
seguinte forma:

= fi(mi) + ...+ fu(ma),
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para f; € D = Hompg(M, M), para todo 1 <i < n. Assim

fl@) = flflm) +.. + falma)) = f(filma) + .+ f(fa(ma))
= filf(m)) + ...+ fulf () = frlami) + ... + fu(amn)
= afilm) + ...+ afo(mn) = a(filmi) + ...+ fu(mn))
= ax = ¢(a)(x).
Logo, ¢ ¢ sobrejetora, e portanto, um isomorfismo de andis.
Agora, iremos mostrar que Homp(M, M) ~ M,(D°). Observemos que se n

¢ a dimensao de M sobre D, entao M ~ D™ como D-moddulos. Com isso, fazendo

M = D no Corolario 1.62, e vendo D como um D-médulo, obtemos
Homp(M, M) ~ M,(Homp(D, D)).

Assim, basta mostrarmos que Homp(D, D) ~ D°. Para isso, definamos ¢ : D° —
Homp(D, D) associando cada elemento a € D° ao homomorfismo de D-mddulo
fo : D — D dado por f,(x) = za, para todo z € D. Mostremos que ¢ é um
isomorfismo de anéis. De fato, para quaisquer a,b € D° e x € D temos:

¢(a+b)(z) = fors(v) = 2(a+b) = za + zb = fo(z) + fo(z) = ¢(a)(x) + ¢(b)(z).
6(a 0 b)(2) = fralw) = ba = fu(wb) = Fu(fy(x)) = fu(6(6)(x)) = B(a)6(b)(x).
Portanto, ¢ é homomorfismo de anéis. Agora observemos que Ker(¢) # D° e
Ker (¢) é um ideal do anel com divisao D°, o qual possui somente os ideais triviais.
Logo, devemos ter Ker (¢) = (0), e portanto, ¢ ¢é injetora. Para verificarmos a
sobrejetividade, tomemos f € Homp(D, D), temos que f(z) = f(x.1) = xf(1),

para todo x € D. Fazendo a = f(1) € D°, segue que

¢(a)(z) = o(f(1))(2) = «f(1) = f(x) paratodoz € D.

Portanto, ¢ é um isomorfismo de anéis. m

Teorema 1.72. (Wedderburn-Artin) Um anel R € semisimples se, e somente

se, € uma soma direta de anéis de matrizes sobre anéis com divisdo:

R>~M, (D)) &®...®& M, (D).
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Demonstragao:  Suponhamos que R é um anel semisimples, assim podemos

escrever

Rzgll@L12@--'@LlrLGB\LQl@L22@---@LQTE@--'@\le@LSQ@---@Lsrsla
A A A,

S

onde cada L;; ¢ ideal minimal a esquerda e L;; ~ L;. Entao, R = @Ai é a
i=1

decomposi¢ao de R como soma direta de ideais minimais bilaterais, como no Teorema

1.51.

Notemos que os ideais L;j, 1 < j < r;, da decomposicao de A; sao minimais,
assim devemos ter que cada L;;, 1 < j < r;, ¢ um anel Artiniano a esquerda. Uma
vez que A; é soma direta de L;j, 1 < 5 < 1y, segue que A; é um anel Artiniano a
esquerda. Além disso, temos que L;; é um submoddulo simples de A;. Assim, pelo
lema anterior, A; ~ Homp, (L1, Liy) ~ M,,(D;), sendo D; = Hompg (L1, Li1) € n; a
dimensao de L;; como D;-médulo, para todo 1 < i < s. Pelo Corolario 1.66, D; é

um anel com divisao.

Reciprocamente, assumimos que R ~ M, (D) & ... ® M, (D,). Como cada
componente M, (D;) é um anel semisimples, podemos escrever M, (D;) como soma
de um numero finito de ideais minimais a esquerda, que também sao ideais minimais
a esquerda de R, ou seja, R é uma soma de um numero finito de ideais minimais a

esquerda. Portanto, pelo Teorema 1.39, R é um anel semisimples. m

Finalizaremos esta secao estabelecendo a unicidade para a decomposicao de um
anel semisimples dada no Teorema de Wedderburn-Artin 1.72, mas antes citaremos

um resultado auxiliar.

Teorema 1.73. Sejam D e D" anéis com divisio tais que M,,(D) ~ M,(D"), entdo
D~D em=n.

Demonstragao: Ver [12], Teorema 1.9, pg 283. m
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Teorema 1.74. Seja R um anel semisimples e suponhamos que

/

R~ M, (D)@ ...® M, (Dy) ~ M, (D) &...&M, (D),

/ . . .. L.~ ~ ,
com D;, Dy, 1 <i<s,1<j<r anéis com divisao. Entio, s = r e, apds uma

~ , . /
permutacao adequada de indices, temos que n; =m; e D; >~ D,.

Demonstragao: J4 vimos que anéis de matrizes sobre anéis com divisao sao
simples, logo, pela Proposigao 1.55 vem r = s e M, (D;) ~ Mm](D;) Se i #
j podemos fazer uma permutacao de indices e obteremos M, (D;) ~ M, (D)).

. /
Portanto, segue do teorema anterior que n;, =m; e D; >~ D,. m

1.5 Os Anéis de Grupo R[G]

Nesta secao, iremos mostrar que, sob certas condigoes, os anéis de grupo sao
semisimples. Em seguida, encontraremos uma base para o centro dos anéis de grupo
K|[G], onde G é um grupo finito e K um corpo. Esta serd muito 1til no Capitulo 4.

Comecamos definindo anel de grupo.

Seja G um grupo e R um anel com identidade. Podemos construir um R-
modulo livre tendo como base os elementos de G, que sera denotado por R[G].

Assim, os elementos de R[G] podem ser escritos de modo tinico na forma E aqg,
geG
com a, € R e somente um numero finito de coeficientes sao diferentes de zero (em

outras palavras, a soma é finita).

Definimos a adi¢ao em R|G]| por

<Z agg) + (Z bgg) = (ag+by)g,

geG geG geG

e a multiplicagao da seguinte forma

(Z agg> (Zb,ﬂ) = > (aghy)(gh).

geG heG g,heG

Com essas operagoes R[G] é um anel, chamado anel do grupo G sobre R.
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Teorema 1.75. (Maschke) Seja G um grupo. Se R é um anel semisimples, G €

finito e |G| € inversivel em R, entdo o anel de grupo R|G| é semisimples.

Demonstragao: Suponhamos que as hipdteses sao validas e vamos mostrar que
R[G] é um anel semisimples, ou seja, R[G] visto como um R[G]-mdédulo é semisim-
ples. Para isso, consideremos M um R[G]-submddulo de R[G] e mostremos que M
¢ um somando direto de R[G]. Por hipdtese, R é semisimples, assim, pelo Teorema
1.39, devemos ter que todo R-mdédulo é semisimples, em particular, R[G] visto como
um R-médulo é semisimples. Como M ¢é também um R-submédulo de R[G], existe

um R-submédulo N de R[G] tal que R[G] = M & N.

Seja 7 : R[G] — M a projegao candnica sobre M. Definimos: 7% : R[G] — M
dada por

(x) |G| Zg m(gx), para todo z € R[G].
geG
Observemos que 7* estd bem definida, pois 7(gz) € M, para todo z € R[G] e

g € G. Como M é um R|[G]-submédulo de R[G], temos que g~ 'n(gz) € M, logo,

™ (z) = |_c1;| Zg’lﬂ(gx) e M.

geG

Se provarmos que 7 é um R[G]-homomorfismo, entao Ker (7*) serd um R[G]-
submédulo de R[G], assim, se mostrarmos que R[G] = M @ Ker (7*) teremos que

R|G] é um anel semisimples.

Inicialmente, mostremos que 7* é um R[G]-homomorfismo. Como 7* é um
R-homomorfismo, é suficiente mostrarmos que 7*(ax) = an*(z), para todo x,a € G.
De fato, temos que

*(ax) |G|Zg m(gax) |G|Zaa g 'm(gazx) |G|Zga ((ga)x).

geG geG geG
Como g percorre todos elementos de GG, o produto ga também percorre todos ele-

mentos de G, logo,

Zh '7(ha) = an* ().
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Assim 7* é um R[G]-homomorfismo e Ker (7*) é um R[G]-submédulo de R[G]. Va-
mos mostrar agora que Im(7*) = M. Com efeito, uma vez que 7 é uma projegao
sobre M, devemos ter w(m) = m, para todo m € M. Também, como M é um

R[G]-médulo, temos que gm € M, para todo g € G. Dai,

)= =3 g ngm) = =S g lgm = = _
ﬂ(m)—|G|z€;g W(gm)—|G|z€;g gm—|G|(m+mi...+m)—m.

|G| vezes

Logo, M C Im(7*), e portanto, Im(7*) = M.

Observemos, ainda, que (7*)? = 7*, pois
7 (@) = ok > g lgr (@) = o g7 e (@) = 7 (a)
Gl 2= —— |Gl = ’
eM

para todo = € R[G].
Para mostrarmos que R[G] = M & Ker (7*), consideremos a seqiiéncia exata
0 — Ker (1) & R[G] & M — 0.

Fazendo ¢ = i/ + M — R|[G], podemos notar que Im(7*) = M C R[G] e, assim,
obtemos um homomorfismo de R[G]-médulos ¢ : M — R[G] tal que 7% o ¢ = I);.
De fato, como 7* é um homomorfismo sobrejetor, dado m € M, existe x € R[G] tal

que 7*(z) = m. Dali,

(17 0 p)(m) = (z7 0 p) (" (2)) = 7" (" (7" ())) = 7" (x) = m.

Portanto, a seqiiéncia se fatora, ou seja, R[G] = M & Ker (7*). m

Observacao 1.76. Se R = K é um corpo, K é sempre semisimples, pois K visto
como um K-médulo é um K-espaco vetorial, assim dado um K-subespaco E de K,

sempre obtemos um K-subespaco F' tal que K = E @ F.

Corolério 1.77. Sejam G um grupo finito e K um corpo. Se char(K) {1 |G| entao

K|[G] é semisimples.
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Demonstragao: Uma vez que K é um corpo, pela observagao acima, temos que
K é semisimples. Além disso, o fato que char(K) { |G| implica que |G| é inversivel

em K. Logo, usando o Teorema de Maschke 1.75, segue que K[G] é semisimples. m

Como conseqiiéncia do Teorema de Maschke 1.75; juntamente com o Teorema

de Wedderburn-Artin 1.72 segue o seguinte:

Teorema 1.78. Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que char(K) t |G].
Entao:

(1) K[G] € uma soma direta de um nimero finito de ideais bilaterais { B; }1<i<-

Cada B; € um anel simples e {B;}1<i<, SGo as componentes simples de K[G].

(17) Qualquer ideal bilateral de K[G] é uma soma direta de alguns membros da

familia {B;}1<i<,.

(7i1) Cada componente simples B; é isomorfa a um anel de matriz da forma
M,.(D;), com D; um anel com divisio contendo uma cépia isomorfa de K em seu

centro, e o isomorfismo:
T
¢
K612 @ M, (D).
i=1
€ um isomorfismo de anéis.

(tv) Em cada anel de matriz M,,(D;), o conjunto:

Ii: i i . . Il‘l,xg,...,InieDi ZD?Z,
Tn, 0 ... 0

7

¢ um ideal minimal a esquerda.

Dado x € KG, consideramos ¢(x) = (aq,...,q,) € @Mn(l)z) e definimos
i=1
o produto de x por um elemento m; € I; por xm; = a;m;. Com esta definicao, I;

torna-se um KG-modulo simples.
(v) I; £ 1; sei#j.

(vi) Qualquer KG-mddulo simples € isomorfo a algum I;, 1 <1i <r.
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Corolario 1.79. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado

tal que char(K) 1 |G|. Entao

en?+mn3+...+n?=|G|.

Demonstracao: Como char(K) 1 |G|, pelo item (iii) do Teorema 1.78, temos que
K[G) ~ B M,,(Dy),
i=1

onde D; é um anel de divisao contendo uma cépia de K em seu centro. Se calcular-

mos a dimensao sobre K em ambos os lados da equagao acima obtemos
'
|G| = Zn?[DZ K.
i=1

Assim, cada anel de divisao é de dimensao finita sobre K, logo todo elemento é
algébrico sobre K. O fato que K é algebricamente fechado implica D; = K, para

todo 1 <7 < r, e segue o resultado. m

Definicao 1.80. Sejam G um grupo finito e C, ..., C, suas classes de conjugagao.

Para cada i € {1,...,r} definimos ~; = Z h € K[G]. Estes elementos sdo chama-

heC;
dos somas de classe de G sobre K.

O préximo resultado nos fornece uma base para o centro Z(K[G]) do anel de
grupo K[G]. Este resultado também pode ser obtido considerando G um grupo
qualquer e R um anel comutativo. Como em nossos casos utilizaremos sempre GG
um grupo finito e K um corpo, faremos a prova somente para esse caso, embora, a

demonstracao para o caso geral seja analoga.

Teorema 1.81. Sejam K um corpo, G um grupo finito e Cy,...,C,. suas classes
de conjugagdo. Entdo, o conjunto {~;}i_, forma uma base de Z(K|[G]), o centro de

K[G] sobre K.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 47

Demonstragao: Mostremos primeiro que cada ; pertence a Z(K|[G]). De fato,
dado um elemento arbitrario g € GG, temos que
g =Y grg =) y="
zeC; yeC;

Logo, gv; = g; para todo g € G, isso mostra que v; € Z(KI[G]), 1 <i <r.

Mostremos que estes elementos sao linearmente independentes sobre K. De
fato, suponhamos que k1, + ...+ k.- = 0, com ky,..., k. € K. Como as classes
de conjugagao sao disjuntas e G é uma base de K[G] sobre K, devemos ter k; = 0,

1<y <r.

Finalmente, resta-nos mostrar que {7;}/_, geram Z(K[G]) sobre K. Para isso,

tomemos o = Z aqg9 € Z(K[G]) e observemos que dado h € G temos
geG

a=h"tah= Zag(h_lgh),

gelG

entdao, fazendo 8 = h~'gh vem a = Zahﬁh—lﬁ, e portanto, @ = Zaﬂﬁ =
peG BeG
Zahﬁh—l . Como G é um conjunto linearmente independente de K[G] sobre K

Bed
segue que ag = apgp-1, para todo 3, h € G. Assim podemos colocar os coeficientes

que correspondem aos elementos da mesma classe de conjugacao em evidéncia, isto

N
é, a = Z agfl = Za@%, com f3; € C;. Como queriamos provar. m
BeG i—1

Encerraremos esta secao mostrando que o niimero de componentes simples de

K|[G] é conhecido quando K for um corpo algebricamente fechado.

Proposicao 1.82. Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado
tal que char(K) t|G|. Entao, o nimero de componentes simples de K[G] € igual ao

numero de classes de conjugacao de G.

Demonstragao: Pelo teorema acima, é suficiente mostrarmos que, neste caso, o

nimero de componentes simples de K[G] é igual a dimensao de Z(K[G]) sobre K.
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Do Corolério 1.79 segue que K[G| ~ @Mni(K), e portanto, Z(K|[G]) ~
i=1

ZGZ?Z(MM(K)) Usando o fato que Z(M,,,(K)) ~ K vem Z(K|G]) ~K® ... ® K.

T vezes

Conseqlientemente, [Z(K[G]) : K] =r. m



CAPITULO 2

Representacoes de (GGrupos

Neste capitulo, faremos um breve resumo da teoria de representagoes de grupos
e caracteres, com o objetivo de descrevermos, no caso em que K é algebricamente
fechado, cada elemento de uma familia completa de idempotentes primitivos centrais
de K[G]. Além disso, construiremos a tdbua de caracter do grupo simétrico S3 sobre

C, visando sua utilizagao no Capitulo 4.

2.1 Definicoes e Exemplos

No decorrer desta secao, R sempre denotara um anel com identidade, a menos

que se diga o contrario.

Definicao 2.1. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e V' um R-mdédulo livre

de dimensao finita. Uma representacao de GG sobre R é um homomorfismo de grupos

T:G — GL(V), sendo GL(V') o grupo dos R-automorfismos de V.

A dimensao de V' é chamada o grau da representacao T e serd denotado por
deg(T). A imagem T'(g) de um elemento g € G em GL(V) é também denotada por
T,:V —V.

Observagao 2.2. Consideremos V' um R-moédulo de dimensao n e GL,(R) o grupo
das matrizes n X n inversiveis com entradas em R. Se fixarmos uma R-base de V/,
podemos definir um isomorfismo ¢ : GL(V) — GL,(R) associando cada automor-

fismo T' € GL(V') a sua respectiva matriz em relagdo a base considerada.

49
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Definicao 2.3. Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Uma representa¢ao
matricial de G sobre R é um homomorfismo de grupos 7' : G — GL,(R), em que o

inteiro n é o grau da representagao T

Observemos abaixo, que dada uma representagao de GG sobre R, podemos obter

uma representacao matricial e vice-versa.

Observagao 2.4. Se T : G — GL(V) é uma representacao de G sobre R e con-
siderando que ¢ : GL(V) — GL,(R) é o isomorfismo visto na observagao anterior,
entdo ¢ o T : G — GL,(R) é uma representacao matricial de G. Analogamente,
dada uma representagao matricial T : G — GL,(R), temos que ¢ 10T : G — GL(V)
é uma representacao de GG sobre R. Porém, como o isomorfismo ¢ depende da base
fixada, dada uma representacao de (G, podemos obter varias representacoes matri-

clais.

Essa observacao induz a préxima definicao, onde daremos a nocao de repre-

sentacoes equivalentes.

Definigao 2.5. Duas representacoes T : G — GL(V) e T : G — GL(W) de
um grupo G sobre um anel comutativo R sao chamadas equivalentes se existir um

isomorfismo ¢ : V. — W de R-médulos tal que T, = ¢ o T, 0 ¢, para todo g € G.

Em termos de matrizes, dizemos que duas representacoes matriciais A : G —
GL,(R) e B: G — GL,(R) de um grupo G sobre um anel comutativo R sao
equivalentes se existir uma matrix inversivel U € GL,(R) tal que A(g) = UB(g)U*,

para todo g € G.

Agora, daremos alguns exemplos de representacoes.

Exemplo 2.6. (Representagao Trivial) Dado um grupo G e um anel comutativo
R, definamos T': G — GL,(R) por T(g) = I,,, para todo g € G, sendo I,, a matrix
identidade de GL,(R). Obviamente 7" é um homomorfismo de grupos, e portanto,

uma representacao de G.
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Exemplo 2.7. (Representagao Linear) Uma representac¢ao linear de um grupo
G sobre um corpo K é um homomorfismo 7' : G — GL,(K) = K*, ou seja, T é uma

representacao de grau 1.

No que segue, consideremos G um grupo finito, a menos que se diga o contrario.

Exemplo 2.8. (Representacao Regular) Sejam K um corpo, G um grupo e
consideremos o anel de grupo K|[G]. Sabemos que K[G] é um espago vetorial so-
bre K cuja a base é G. Definamos n : G — GL(K]G]) do seguinte modo: para
cada elemento g € G associamos a aplicacao linear 7, : K|G| — K|[G] dada por
ny(z) = g.x, para todo x € G. Dessa forma, ng,(x) = (gh)xr = g(h(z)) = ngnn(x),
assim estendendo linearmente para K |G| obtemos uma representacao de G, a qual

chamaremos de representacao reqular de G sobre K.

Observemos que, sendo G a base de K [G] sobre K, se enumerarmos os elementos
de G em alguma ordem G = {1 = ¢y, ..., g, }, entdo a correspondente representacao
matricial de 7, com respeito a base G de K[G], associa cada elemento g € G a uma
matriz permutacdo, ou seja, uma matriz que tem exatamente uma entrada igual a 1

em cada linha e cada coluna, e todas as outras entradas iguais a zero.

Para exemplificar, consideremos G = {1, a,a®} um grupo ciclico de ordem 3 e
enumeremos seus elementos da seguinte forma: g, = 1, g» = a e g3 = a?. Calculando
a imagem de a pela representacao regular obtemos 7,(91) = ¢2, 1M.(92) = g3 e

na(93) = g1. Conseqiientemente, a matriz associada a 7, em relacao a base dada é

0 01
=11 0 0
010
Uma classe de representagoes de grupos muito importante sao as chamadas

representacoes irredutiveis, que veremos a seguir.

Definigao 2.9. Uma representagao T : G — GL(V') de um grupo G sobre um corpo
K é chamada irredutivel se V' # {0} e os tinicos subespagos de V' invariantes pela T

sao os triviais. Caso contrario, a representagao 1" é dita redutivel.
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Agora, se tivermos T : G — GL(V') uma representagao de G sobre K em que
V' contenha um subespago W invariante por T, ou seja, T,(W) C W para todo
g € G. Entao, podemos definir uma representacao 1}, : G — GL(W) de G sobre

K, associando cada elemento g € G a restrigao de T, ao subespaco W.

Assim, se tomarmos {wy, ..., w;} uma base para W e estendermos para uma
base {w1, ..., W, veiq,...,0,} de V, entdo a matriz associada a cada aplicacao T,
com respeito a base acima, é da forma
( Alg) Blg) )
0 Clg) )’
onde A(g) € GL(K), C(g9) € GL,,—+(K) e B(g) ¢ uma matriz n x (n —t).

Isso nos leva a dar uma interpretacao matricial para redutibilidade, que é a

seguinte.

Definigao 2.10. Uma representagdo matricial M : G — GL,(K) é chamada re-

dutivel, se existe uma matriz U € GL,(K) tal que

UM (g)U ™t = ( A(()g) gg; ) , para todo g € G.

Caso contrario, dizemos que a representagao M é irredutivel.

2.2 Representacoes e Mddulos

Nosso propésito, agora, é relacionar a teoria de representacoes de grupos com
os anéis de grupos de dimensao finita. Em particular, extrairemos propriedades
importantes sobre representacoes utilizando resultados obtidos anteriormente sobre
anéis de grupos. Iniciaremos mostrando que ha uma correspondéncia biunivoca
entre o conjunto dos R[G]-médulos que sdo R-livres de dimensao finita e o conjunto

das representacoes de GG sobre R.

Proposicao 2.11. Sejam G um grupo e R um anel comutativo com identidade.
Entao, existe uma bijecao entre as representagoes de G sobre R e os R[G]-mddulos

que sao R-livres de dimensdo finita.
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Demonstragao: Seja T : G — GL(V) uma representacao de G sobre R de grau
n. Assim V é um R-mdédulo livre de dimensao n. Definamos a a¢do de R[G| sobre
V' do seguinte modo: dados g € G e v € V, entao g.v = T,(v). Estendendo esta

definigao para o = Z a,g € RG] obtemos a.v = Zang(v). Dessa forma, nao é
geG geq
dificil verificarmos que V' possui uma estrutura de R[G]-mddulo.

Reciprocamente, se V' é um R[G]-mddulo de dimensao finita sobre R, definamos
a aplicacao T' : G — GL(V') associando cada elemento g € G ao R-automorfismo
T,:V — V dado por T,(v) = g.v, para todo v € V. Claramente com esta definicao

T é uma representacao de G sobre R. m

Devido a correspondéncia biunivoca da proposicao anterior, segue natural-
mente o préximo resultado. Omitiremos sua demonstracao por ser bem simples,

mas parte dela pode ser encontrada em [5], Lema 2.6, pg. 22.

Proposicao 2.12. Sejam G um grupo e R um anel comutativo com identidade.

Entao:

(1) Duas representagoes T e T' de G sobre R sdo equivalentes se, e somente

se, seus correspondentes R|G]-mddulos sao isomorfos.

(2) Uma representacgao € irredutivel se, e somente se, seu correspondente R|G|-

modulo é simples.

Observagao 2.13. Se um R[G]-mddulo M admite uma decomposi¢ao como soma
¢

direta de seus submodulos M = EBM“ e se T e T; denotam as representacgoes

=1
t

correspondentes a estes modulos, 1 <17 <t, entao T = @ T;.
i=1

Utilizando as proposicoes anteriores e alguns resultados obtidos no Capitulo
1 sobre anéis de grupo, conseguimos caracterizar toda representacao de um grupo
G sobre K, quando K é um corpo tal que char(K) 1 |G|. Vamos ver como isso

acontece.
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Seja T uma representacao de G sobre K. Sabemos pela Proposicao 2.11,
que toda representagdo de G sobre K esta relacionada a um K[G]-mddulo. Pelo
Teorema de Maschke e seu Corolario 1.77 temos que K[G] é um anel semisimples
e, usando o Teorema 1.39, juntamente com o Teorema 1.35, obtemos que todo
K[G]-médulo pode ser representado como uma soma direta de mddulos simples.

Logo, se M é o K|G]-médulo associado a representagao 7', podemos representar

t
M da seguinte forma: M = @ M;, onde cada M; é um mddulo simples. Agora,

=1
t

usando a observacao anterior e a Proposicao 2.12 obtemos 17" = @Ti, sendo T; a
i=1
representacao irredutivel correspondente ao médulo simples M; da decomposicao de

K[G).

Resumindo, obtemos que toda representacao de G sobre K é uma soma de
representacoes irredutiveis. Assim, para determinarmos qualquer representagao de
G sobre K, a menos de equivalentes, basta determinarmos todos os K[G]-mé6dulos

simples, a menos de isomorfismo.

Veremos agora que a quantidade de representacoes irredutiveis nao equivalentes

e seus graus estao relacionados as componentes simples de K[G].

Pelo Teorema 1.78, temos a seguinte decomposicao:
i=1

onde D; é um anel de divisao contendo uma cépia isomorfa de K em seu centro. Se

considerarmos o modulo simples

D; 0 0
D;, 0 . 0

[ i = . )
D;, 0 . 0

temos que cada componente simples M, (D;) pode ser escrita como M, (D;) =~

I;@...® 1 e portanto, K[G| 1 & .. ¢ L&.. &, &...8 1. Como [; #¢ I, se
—_— —_— —_—

n; vezes n1 vezes Ny vezes
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i # j, segue que o numero de K[G]-médulos simples nao isomorfos é exatamente o

nimero de componentes simples de K[G].

Seja T; a representacao irredutivel correspondente ao modulo simples I;. Para
encontrarmos o grau da representacao 7;, vamos calcular a dimensao sobre K em

ambos os lados da equacao (2.1). Assim obtemos

T

G| =Y n?[Di: K]. (2.2)

i=1
Observemos que o médulo simples I;, correspondente a componente simples M, (D;),
¢ isomorfo a D" e o grau da representagao 7; é dado pela dimensao desse médulo
sobre K. Portanto,

deg(T;) = [D}" : K] = n[D; : K.
Além disso, se substituirmos deg(7;) em (2.2) obtemos |G| = Znideg(Ti).
i=1

Finalmente, se K é um corpo algebricamente fechado, entao pela Proposicao

1.82 temos que o numero de componentes simples ¢ igual o nimero de classes de

conjugacao de G. Isso nos diz que a quantidade de representagoes irredutiveis nao

equivalentes é igual ao nimero de classes de conjugacao de GG. Também, vimos no

Corolario 1.79, que neste caso, D; = K, 1 < i < r. Portanto, deg(T;) = n; e isso
r

implica que |G| = @ n?, sendo o niimero de classes de conjugacio de G.
i=1

Observacgao 2.14. SejaT : G — GL,(K) C M,(K) uma representacao de G em K,

podemos estender a representacdo T para uma representacao T : K[G] — M, (K)

da seguinte forma: T'(Z agq) = Z ay,T(g), para todo Z a,9 € K[G].

geG geG geG
Exemplo 2.15. Sejan : G — GL,(K) representagao regular de K[G] com n = |G/,
entdo a representacio n : K[G] — M,(K) associa cada v = Zagg a matriz da
geG

aplicacao 1 (y) = Z agn(g). Nesse caso, i (7) é a multiplicagdo por v sobre K[G],
geG

pois 7 (V)(x) = D agn(g)(x) = (D _ ag9)x = vz para todo x € K[G].

geG geqG
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2.3 Caracteres

Na seqiiéncia estudaremos alguns tépicos da teoria de caracteres. Primeira-
mente, relembremos que dada uma matriz n x n, A = n(aij), o traco de A é a soma
dos elementos da diagonal principal, ou seja, tr(A) = Z ai;. Nao é dificil verificar-
mos, que dadas duas matrizes n x n, A, B temos que tj"z(lAB) = tr(BA). Desse fato,
obtemos que matrizes similares tém o mesmo traco. Com efeito, se U é uma matriz

inversivel entao tr(UAUY) = tr(U(AU™Y)) = tr((AUY)U) = tr(A).

Definicao 2.16. Sejam G um grupo, V um espaco vetorial de dimensao finita sobre
K eT:G — GL(V) uma representagao de G sobre K. Entao, o caracter x de G
admitido pela representagdo 1" é a aplicagdo x : G — K dada por x(g) = tr(7,),
para todo g € G. Se a representacao T é irredutivel, dizemos que x é um caracter

rredutivel.

Os caracteres possuem as seguintes propriedades:

Lema 2.17. (1) x(1g) = deg(T). Em particular, se T = n € a representagdo
regular, entdo x(lg) = |G|.
(2) Se T e T sdo representacoes equivalentes de G sobre K, entio elas admi-

tem o mesmo caracter.

(3) x € uma funcgdao constante nas classes de conjugacao de G.

Demonstracao: Bastante simples, mas pode ser obtida em [10], pg. 180. m

Se considerarmos 17,75, ..., T, representacoes de um grupo G e x1, X2, - - -, Xr
seus respectivos caracteres. Entao o caracter da representacao I’ =TT ®... DT,
¢ da forma y = x1 B x2® ... D x». Dessa forma, se char(K) t|G| e {11,T5,...,T,}
¢ um conjunto completo de representacoes irredutiveis nao equivalentes de GG sobre

K, entao qualquer outra representacao de G sobre K pode ser escrita na forma
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,
T = ZniTi, n; > 0, 1 <1 < r. Portanto, o caracter xy admitido por 7" pode ser
i=1

representado por y = Z T X

i=1
Exemplo 2.18. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado.
Denotamos por p : G — K o caracter reqular, que é admitido pela representagao

regular de G sobre K. Se char(K) 1 |G|, entao K[G] admite a seguinte decomposigao:

KIGl £ PM(K) =~ [o..0Le. . 0L6..l,
=1

ny vezes Ny vezes

onde I; % I; se i # j. Portanto, existem r representagoes irredutiveis nao equiva-

lentes, em que r, neste caso, é igual ao nimero de classes de conjugacao de G. Se T;

é a representacao irredutivel de GG sobre K associada ao médulo simples [;, e y; seu

correspondente caracter, 1 < ¢ < r, entao podemos escrever a representagao regular
T T

de G sobre K como n = Z n;T;. Dessa forma, obtemos p = Z n;X;. Uma vez que

i=1 =1
n; = deg(T;) = xi(1), a equagao acima pode ser reescrita como

p=2_xi(1)xi (2.3)

Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal que

char(K) 1 |G|, entao pelo Teorema 1.78, K[G] pode ser escrito da seguinte forma:

r

K[G) = @ el(K[C) & @M, (K).

i=1
sendo {ey,...,e.} uma familia completa de idempotentes centrais primitivos de
K[G]. Consideremos T1,T5,...,7, um conjunto completo de representagdes ir-
redutiveis nao equivalentes de G sobre K e x1, xa2,..., X, 0 caracteres admitidos

por estas representacoes.

Nosso objetivo agora é descrever cada idempotente e; de K[G| utilizando

caracteres.
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Primeiramente, sabemos que 1g(g = €1 +...+¢,. Também, pelo isomorfismo ¢
temos ¢(1xiq) = (Iny, - -5 Iny,s - - -5 In,), logo, devemos ter ¢(e;) = (0,...,1,,,...,0),

onde I, corresponde a matriz identidade de M, (K).

Seja T; : G — GL(I;) a representagao de G sobre K associada ao médulo

simples I; da componente simples M, (K) e y; seu correspondente caracter.

Agora, vejamos que T;(e;) (x) = e;.x, para todo x € [;. Como ¢(e;) =
0,...,1,,...,0), devemos ter e;.x = I[,,v = =z, para todo = € I; (Ver Teo-
rema 1.78), ou seja, T;(e;) é a aplicagdo identidade sobre I;. Dessa forma, T;(e;)
corresponde a matriz identidade de M, (K'). Também, o fato que e;e; = 0 se ¢ # 7,
e Ti(eie;) = Ti(e;)Ti(e;) = I, Ti(e;) = Ti(e;) implica T;(e;) = 0. Portanto,

i(e;) = tr(I,,) = deg(T;)
{ ;’(ej) =0, sei#j. ! (2.4)

Teorema 2.19. Com a notacdo acima, temos que

e = 1= 2 Xi(xilg g

1
Gl 2=

Demonstracao: Como ¢; € K[G] podemos escrever e; da forma e; = Z a;(9)g.
geG
Consideremos p o caracter regular sobre K[G], usando o fato que p(g) =0se g # 1

e p(g) = |G| se g = 1 obtemos

pled) =D ai(g)p(g) = a:i(1)|G].

geG

Notemos que, dado um elemento x € G, entao z~'e; = Z ai(g)(z'g), disso segue

geG
que

p(z'e;) = Z%’(Q)P(I—lg) = a;(2)|G].

geG

Também, usando (2.3) temos

a;(7)|G| = p(a~"e;) = Z Xi(Dx;(z"er). (2:5)
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Mas, por (2.4) temos que T;(e;) = I,,, e T;(ej) =0, se ¢ # j. Isso implica que,

Tz 'e;) = Ti(a H)T(e) = 0

Ti(z"'e;) = Ti(a™)Ti(e:) = Ti(a™"),

assim obtemos x;(z7'e;) = 0 e xi(z7'e;) = xi(a™!). Conseqilentemente, reescre-
vendo (2.5) vem

a;(x) = ﬁ){i(l))@(%l), para todo = € G.

1
Substituindo a expressao acima em e; concluimos e; = @ Z xi(Dxi(g )g. m
geG

2.4 Tabua de Caracteres

Vimos, na secao anterior, que os caracteres sao constantes nas classes de
conjugacao C1,...,C, de G. Dessa forma, se escolhermos elementos z; € Cj,
1 <i < r, entao os caracteres {xi,..., X} sao completamente determinados pelos

valores x;(z;), 1 <i,j <.

| & | & |...| & |
Xt || xalzy) [ xa(e2) | - | xal)
Xa || Xe(w1) | xe(®2) | - | xol®,)
o | @) [ oea) | o | o)

Defini¢ao 2.20. A matrix (x;(z;)) definida acima é chamada tdbua de caracteres

do grupo G.

Finalizaremos essa se¢ao encontrando os valores para a tabua de caracteres do

grupo simétrico de ordem 6.
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Observacao 2.21. No proximo exemplo iremos usar representacoes lineares. Note-
mos que, se T : G — GL(K) = K* é tal representacio, entdo G’ (subgrupo
comutador de G) esté contido no Ker (7). De fato, como K* é um grupo abeliano,

para todo a,b € G temos
T(aba™*b™") = T(a)T(B)T (a HT(b™") = T(a)T(a) ' T(BH)T(b) ' = 1.

Exemplo 2.22. Sejam S5 o grupo simétrico de ordem 6 e C o corpo dos niimeros
complexos. Sabemos que S3 possui 3 classes de conjugacao C; = {(1)}, Cy =
{(12), (13),(23)} e C3 = {(123),(132)} com representantes 1 = (1), t = (12) e
c = (123).

Consideremos 7 a representacao regular de S3 sobre C. Entao devemos ter

3
n = nyTy @ nTy @ nsgTs. Logo, o caracter regular é da forma p = Z Xi(1)xi, com
i=1
Xi(1) =n;, 1 <i<3. Como p(1) =|S3] =6 e p(g) =0se g+#1 temos

3 3
in(l)Q =6 e ZXi(l)Xi(Q) =0 para g € S, g # 1. (2.6)

Notemos que, o grau das representagoes irredutiveis T; é dado por deg(T;) = xi(1),

3

1 <i <3 Como Y xi(l)’ =6, a tinica possibilidade para deg(T3), 1 < i < 3,
i=1

serd deg(Ty) = 1, deg(T) = 1 e deg(T3) = 2, ou seja, temos duas representagoes

irredutiveis lineares e uma representacao irredutivel de grau 2.

Primeiramente vamos encontrar os valores para as representagoes lineares de
S3. Sabemos da observacao anterior que as representacoes lineares de S3 possuem

o subgrupo comutador S; contido em seus nticleos. Como Sy = {1,¢,¢™'} devemos
ter x1(c) =1 e xa(c) = 1.

Agora, observemos que a representagao linear coincide com seu caracter, entao
o fato que t* = 1 implica que x;(t)? = x;(t?) = 1, e portanto, x;(t) = +1, para i =
1,2. Comparando os valores ja encontrados das representagoes lineares devemos ter

X1(t) # xa(t), pois, caso contrério, terfamos duas representagoes lineares irredutiveis
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iguais. Portanto, temos x1(t) = 1 e x2(t) = —1. Colocando os resultados obtidos

na tdbua temos

[ 1]t ]e]
x1 1] 1|1
X2 1)-1 1
X3 l|[2]al|p

Resta-nos encontrar os valores de « e 3. Usando (2.6) para g =t vem
x1(1)x1(t) + xa(Dxa(t) + xs(1)xs(t) = 0.
Substituindo os valores ja encontrados na equacao acima obtemos
14+ (-1)+2a=0,

que nos dd o = 0. Repetindo (2.6) para g = ¢, conseguimos 3 = —1, completando

a tabua de caracter de Ss.



CAPITULO 3

Algebras e Involucoes

O objetivo inicial deste capitulo é apresentar os principais conceitos e resul-
tados sobre dlgebras centrais simples. Além disso, vamos introduzir a nocao de
involugoes sobre anéis, bem como algumas de suas propriedades. E importante
ressaltar que o estudo de involucoes tem bons resultados quando essas sao definidas
sobre tipos especiais de dlgebras. Nosso segundo objetivo, neste capitulo, é apresen-

tar resultados envolvendo involugoes sobre algebras semisimples.

3.1 Algebras Centrais Simples

Iremos relacionar a estrutura de anel e de médulo em um mesmo conjunto,
assim, obteremos uma nova estrutura um pouco mais complexa, a qual definiremos

a seguir.

Definigao 3.1. Sejam R um anel comutativo com unidade e A um anel, tal que A
tem uma estrutura de R-moédulo. Dizemos que A é uma R-dlgebra (ou dlgebra sobre

R) se satisfaz a seguinte condigao:

r(ab) = (ra)b = a(rb) paratodor € R e a,b € A.

Veremos agora alguns exemplos importantes de algebras. Os exemplos mais
comuns sao as extensoes de corpos, isto é, se K é um corpo, entao toda extensao
L de K é uma K-algebra. Outro exemplo, que por sinal utilizaremos bastante, é o

seguinte:

62
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Exemplo 3.2. Seja R[G] o anel de grupo. Este é uma R-élgebra com a estrutura
de R-moédulo dada por
r (Z agg> = Z(mg)g com r,a, € R; g€Q@.
geG geG

Dizemos que R[G] é a dlgebra de grupo de G sobre R.

Notemos que a dlgebra de grupo R[G] tem como base o grupo G sobre R, e

portanto, sua dimensao é igual a |G|, quando G for finito.

Exemplo 3.3. Se K é um corpo, definimos uma K-algebra tendo como base os

elementos {1,14, 7, k} em que a multiplicagao satisfaz
===l ij=—ji=k

Todo elemento dessa dlgebra é da forma a+ bi+cj+dk, com a,b,c,d € K. Esta K-
algebra é conhecida como dlgebra dos Hamiltonianos (ou quatérnios) e denotaremos

por IH.

No decorrer desta se¢ao, K denotard um corpo e A uma K-algebra. E impor-
tante notarmos que K estd contido em A, pois K ~ K.1 C A. Vamos considerar

somente espacos vetoriais e algebras de dimensao finita.

Definigao 3.4. Seja A uma K-algebra. O centralizador de um conjunto B C A é
dado por
Za(B)={x € A ; xb=bxr paratodo b€ B}.

No caso em que B = A, entdao Z4(A) é denominado o centro de A, que denotaremos
simplesmente por Z(A). Uma K-dlgebra A é dita centralse Z(A) = K. Se A é uma

K-algebra simples e central dizemos que A é uma dlgebra central simples.

Exemplo 3.5. O anel das matrizes M,,(K) é uma algebra central simples sobre K,
pois no Capitulo 1, vimos que seus unicos ideais bilaterais sao os triviais. Além

disso, o centro dessa algebra é K.
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Agora iremos mostrar algumas propriedades de uma algebra central simples
que serao importante para demonstrarmos o Teorema de Skolen-Noether. Como
conseqiiéncia deste, teremos que todo automorfismo sobre uma dlgebra central sim-
ples sera um automorfismo interno. No que segue, assumiremos que o leitor tenha
conhecimento do conceito de produto tensorial, bem como de algumas de suas pro-
priedades. Caso necessite mais informagoes sobre esse assunto, recomendamos ver

[10], Capitulo 2, pg. 117.

Teorema 3.6. (1) Se A e B sio K-dlgebras e A’ C A, B' C B sao subalgebras,
entio Zagp(A' @ B') = ZA(A") @ Zg(B'). Em particular, se A e B sao centrais,

entdo A ® B ¢é central.
(2) Se A é uma dlgebra central simples e B é simples, entao A® B € simples.

(3) Se A e B sdo dlgebras centrais simples, entao A ® B também o €.

Demonstracao: (1) Para mostrarmos Zagp(A'®B') C Z4(A)®Zg(B'), tomemos
r € Zygp(A'® B'). Como A e B sao K-dlgebras finitamente geradas, vamos
considerar o = {ay,...,an}, B ={b1,...,b,} bases de A e B respectivamente. Um
fato conhecido é que o conjunto {a;, ® b; ; i = 1,....m e j = 1,...,n} forma
uma base de A ® B. Por conta disso, = pode ser escrito de modo tnico na forma
r = Z Nij(a; ®b;), com \;; € K. Ainda, usando propriedades do produto tensorial,

7:7.]‘
podemos reescrever x do seguinte modo:

xr = Z (Zal)‘l]> ®b] = Zl’j ®bj,
J ( J
com z; =y a;\; € A. Como o = {aq,...,a,} é uma base para A sobre K, segue

que todos z; sdo unicamente determinados. Notemos que, dado a € A" devemos ter

(a®@1l)x=z(a®1), pois x € Zagp(A'®B') e a® 1€ A ® B/, assim
(ax1 @b1) + -+ (a2, @ b,) = (11 @ b1) + -+ - + (Tpa @ by).

Como essa representagao é unica, obtemos que z; € Z4(A’). De modo andlogo, con-
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seguimos representar x por r = Z a; ® (Z bj)\ij> = Z a; QY;, com y; = Z biNij
i j i j

j
também unicamente determinados. Dessa forma, se considerarmos {a, ..., ax} uma

base de Z4(A’) sobre K, teremos = a1 @y, + - - -+ a Q@ y. Entéo para cada b € B’
obtemos (1 ® b)z = z(1 ® b). Logo,

(a1®by1)+~~+(ak®byk):(a1®y1b)+~~+(ak®ykb),

e pela unicidade da representagao, temos que y; € Zg(B’). Portanto, x € Z4(A") ®
Zg(B).

Reciprocamente, se t @ y € Z4(A") @ Zg(B’), entdo ax ® by = ra ® yb, para

todo a € A" e b € B'. Usando as propriedades de produto tensorial obtemos
(a®b)(z@y) = (az @by) = (za@yb) = (x @ y)(a @ D).

Disso concluimos que z @ y € Zagp(A' ®@ B).

Agora, se A e B sao centrais, entao Z4(A) = Zg(B) = K. Isso implica que
Zagp(A® B) = K® K = K, ou seja, A ® B também é central.

(2) Vamos mostrar que os tnicos ideais bilaterais de A ® B s@o os triviais.
De fato, consideremos I um ideal bilateral ndo nulo de A ® B. Primeiramente
assumimos que I contém um elemento a ® b # 0. Notemos que, os ideais bilaterais
de A e B gerados por a e b, respectivamente, sao os proprios A e B, pois
A e B saosimples. Logo, existem oy, o € A e [3;, 5] € B tais que Y ozaa, =1 =
> BibBL, isso implica Y (a; @ Bi)(a @ b)(a; @ [) =1®1 € I, sendo que 1®1 ¢é a

unidade em A ® B. Portanto, nesse caso, A ® B é simples.

Agora, faremos a prova do caso geral. Para isso escolhemos z € I nao-nulo
com a representagao r = (¢; ®by) +- -+ (cx ®by), sendo ¢; € A, b; € B e k o menor
possivel, no sentido que todo elemento nao nulo em I deve ser representado com
pelo menos £k parcelas. Notemos que, sem perda de generalidade, podemos assumir

¢, = 1. Com efeito, o fato que ¢ # 0, implica que o ideal bilateral gerado por ¢
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deve ser o préprio A, pois A é simples, logo existem o, ol € A tais que > aepal = 1.
Entéao, caso ¢, # 1, x pode ser substituido por ' = > (a; ® 1)z(a) ® 1). Como [ é

um ideal bilateral e x € I, devemos ter 2’ € I, além disso, 2’ tem k parcelas e

¥ = (Z a;e1) @ by + (Z QiColy) @ by + -+ + (Z Q;cpal) ® by,

= Qb +caQby+ - +1Q by,

com ¢ = Y a;cjop € A. Mostraremos agora que necessariamente k = 1, e pelo
caso anterior teremos que A ® B é simples. Suponhamos, por absurdo, que k >
1. Observemos que ¢,_1 e ¢ sao linearmente independentes, pois, caso contrario,
terfamos cx_1 = Acg e (g1 ® br—1) + (cx @ bg) = ¢ ® (Abg_1 + bg) 0 que nos
dé4 uma representacao para x com um numero menor que k parcelas. Desde que
cry =1¢€ Z(A) = K, devemos ter ¢, € Z(A), pois dois elementos de um corpo sao
linearmente dependentes. Como ¢;_1 & Z(A), existe a € A tal que acy_1—cg_1a # 0.
Coloquemos y = (a® 1)z —z(a®1) € I, ou seja, y = (ac; —c1a) @by ++ - -+ (ack—1 —
ck—1a) @ br_1. Usando o fato que os elementos b; sdo linearmente independentes e
um dos somandos acima é nao nulo, obtemos que a soma total é nao nula, isto é,
y # 0. Nesse caso, conseguimos um elemento y € I, y # 0 representado com um

nimero menor que k parcelas, o que é absurdo. Portanto £ = 1, como desejavamos.

(3) Segue diretamente dos itens (1) e (2). m

No que segue, A° denotara o anel oposto de A, como ja foi definido no Capitulo
1. Claramente A = A°° e A = A° se, e somente se, A é comutativo. Em geral A
e A° nao sao isomorfos. Se a K-dlgebra A é uma &algebra central simples, entao
A° também é uma algebra central simples, pois A e A° possuem os mesmos ideais

bilaterais e Z(A) = Z(A°).

Teorema 3.7. Seja A uma dlgebra central simples sobre K. Entao AQA° ~ M, (K),

onde n = dimg A.
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Demonstragao: Primeiramente, notemos que A é um espaco vetorial sobre K, e
um fato conhecido da teoria de dlgebra linear é o de que M, (K) ~ Endg(A). Por
conta disso, ¢ suficiente mostrarmos que A ® A° ~ Endg(A). De fato, definamos
¥ Ax A° — Endg(A) associando cada par (a,b) € A x A° a aplicagao ¥ (a,b) :
A — A dada por 9(a,b)(x) = axb para todo = € A. Nao é dificil verificarmos que

Y(a,b) é um homomorfismo de K-médulos, e portanto, ¢(a,b) € Endg(A).

Além disso, ¥ (a+b, c)(x) = (a+b)xc = axc+bre = Y(a, c)(x)+1 (b, ¢)(x), para
todo x € A. Do mesmo modo, mostramos que ¥ (a, b+c)(z) = 1(a, b)(z)+1(a, c)(x),
para todo x € A. Também, temos que ¥(Aa,b)(z) = Aaxb = axAb = (a, \b)(x),
para todo x € A e A € K. Com isso, mostramos que 1 é bilinear. Ainda, como
Y(ac,bod)(x) =ac x db=a(cx d)b=1(a,b)(cxd) = (a,b)(c,d)(x), obtemos
que ¢ é multiplicativa. Nesse caso, usando a Propriedade Universal do Produto
Tensorial garantimos a existéncia de um homomorfismo de dlgebras ¢ : A ® A° —
Endg(A). Assim Ker (¢) é um ideal de A® A°, que é simples. Logo, Ker (¢) = (0),
e portanto, ¢ é injetora. Como A ® A° e Endg(A) possuem as mesmas dimensoes,

¢ é sobrejetora e segue o isomorfismo A ® A° ~ Endg(A). m

Observagao 3.8. Se A é uma algebra central simples sobre K ¢ F = Endg(A) ~
A® A° entao A e A° podem ser consideradas como subalgebras de E, usando as
identificacoes a «» a®1 e b + 1®b. Dessa forma, os elementos de A correspondem as
multiplicacoes a esquerda e os elementos de A° as multiplicacoes a direita. Portanto,
além de A ser um K-moddulo, A também pode ser visto como um A-médulo, um
A°-médulo e um E-médulo. Agora, usando o Teorema 3.6, segue que existem os
seguintes isomorfismos canonicos Endg(A) ~ Zg(A) ~ A° e Endy(A) ~ Zg(A°) ~

A. Sendo que o isomorfismo End4(A) ~ Zg(A) vem da defini¢ao de centralizador.

E importante ressaltarmos que se A é uma K-algebra e a um elemento in-
versivel de A, entdao x — aza™! é um automorfismo interno de A, o qual denotare-

mos por int(a).
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Finalizaremos essa se¢ao provando o Teorema de Skolem-Noether, que caracte-
riza os automorfismos sobre uma algebra central simples. Um fato interessante,
é que esse teorema foi publicado por Skolem em 1927 e essas publicacoes eram
feitas em periddicos noruegueses com limitada circulagao internacional. Isso fez com
que Emmy Noether redescobrisse o mesmo teorema independentemente apods alguns

anos.

Teorema 3.9. (Skolem-Noether) Sejam A uma dlgebra central simples sobre K e
B uma K-dlgebra simples. Sejam o, 7 : B — A homomorfismos de dlgebras. Entao

existe um automorfismo interno ¢ de A tal que T = po.

Demonstragao: Primeiramente, consideremos o caso em que A = Endg (V'), com
V um K-espaco vetorial. Assim, V' é também um A-médulo. Usando a aplicacao o
podemos ver V' como B-médulo da seguinte forma: b.x = o(b).x para todo z € V
e b € B. Analogamente, usando 7 podemos ver V como um B-médulo. Estes B-
modulos serao denotados por V, e V.. Por [12], Teorema 1.8, pg 283, temos que V,
e V; sao isomorfos como B-modulos. Consideremos f : V, — V, um B-isomorfismo.

Assim temos
f((rb)z) = f(b.x) =b.f(z) = (ob)(f(2)),

para todo b € B ez € V. Isso nos dd 7(b) = f~'(ob)f. Uma vez que f € A, neste

caso, temos o resultado.

Para a demonstracao do caso geral, consideremos as aplicagoes
o®id,7®id: B® A° - A® A° ~ Endg(A).

Por hipotese, A é uma algebra central simples, logo A° também o é. Além disso,
como B é simples, o Teorema 3.6 implica que B ® A° é simples. Pelo caso anterior,
existe um f € A® A°, inversivel, tal que (7b) ®a = f~'((cb)®a)f, para todo b € B

eac A°.
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Tomando b =1, obtemos 7(1) ® a = f~}(o(1) ® a)f e, como 7(1) = o(1) =1,
vem f(1®a) = (1 ® a)f, para todo a € A°. Disso concluimos que f comuta
com todos elementos de 1 ® A°. Pela Observacao 3.8, f = ¢g ® 1 para algum
g € A. Agora, fazendo a = 1, como (1) ® a = f~!((¢b) ® a)f, temos (70) ® 1 =
(g 1) Y((6b) ® 1)(g ® 1). Disso segue que 7b = g~*(ob)g, para todo b € B. m

Corolario 3.10. Se A é uma dlgebra central simples, entao todo automorfismo ¢

de A ¢ um automorfismo interno.

Demonstragao: Basta tomarmos A = B, 0 =id e 7 = ( no teorema anterior. m

3.2 Involucoes

Nesta secao, daremos o conceito de involugoes sobre anéis, definiremos in-
volugoes de primeira e segunda espécie e, apresentaremos alguns exemplos que serao

importantes no decorrer do trabalho.

Definicao 3.11. Seja R um anel. Uma aplicacao o : R — R é chamada involu¢ao

sobre R se satisfaz:

oty =o@)+oly), o) =oo), olo@)=0c’()=ur

para todo x,y € R. O par (R, o) é chamado de anel com involugao.

Neste contexto, os homomorfismos de anéis que nos interessam sao aqueles que

preservam a involucao.

Defini¢ao 3.12. Se f: (R,0) — (5,7) é um homomorfismo de anéis satisfazendo
7(f(z)) = f(o(x)), entdo dizemos que f é um homomorfismo de anéis com in-

volucao.

Observagao 3.13. Se A é uma K-algebra, uma involucao o : A — A nao é neces-

sariamente K-linear. Se Z(A) é o centro de A, entdo devemos ter o(Z(A)) C Z(A).
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Com efeito, tomemos y € Z(A) e mostremos que o(y)x = xzo(y), para todo z € A.
Uma vez que yo(z) = o(x)y, para todo z € A, aplicando ¢ em ambos os lados da

ultima igualdade vem zo(y) = o(y)z, para todo z € A, como queriamos.
Dessa forma, o : Z(A) — Z(A) é uma involugao e temos duas opgoes:

(1) O, ¢ @ identidade. Nesse caso, dizemos que o € de primeira espécie.

Como K C Z(A), essas involugoes sao K-lineares.

(i) 0|, nao ¢ a identidade, ou seja, 0|, ,, ¢ um automorfismo nao-trivial de

K, entao o é chamada involucao o de sequnda espécie.

Apresentaremos agora alguns exemplos de involugoes.

Exemplo 3.14. Chamamos de conjugagao complexa a involugao  sobre C dada
por (a + bi) = (a — bi). Esta é uma involugao de segunda espécie, pois Z(C) = C

e a conjugagao nao é a identidade em C. Se K é um corpo, podemos definir uma

involugao em K (v/—1) por (a + by/—1) = (a — by/—1). Chamaremos esta involucao

também de conjugacdo complezxa.

Exemplo 3.15. Se H ¢ a algebra dos Hamiltonianos sobre um corpo K, definida no

Exemplo 3.3. A aplicacao ~: IH — IH definida por a + bi 4+ ¢j + dk = a—bi—cj—dk
¢ uma involucao, conhecida como involugao canonica sobre IH. Este é um exemplo
de involugao de primeira espécie, pois Z(H) = K e a involugao canonica restrita a

K é a identidade.

Exemplo 3.16. Consideremos o anel das matrizes M, (D), com D um anel comu-
tativo. A transposicao de matrizes é uma involucao de primeira espécie sobre esse

anel, visto que Z(M, (D)) = Z(D) = D e a transposta de uma matriz escalar é ela

mesma.
Exemplo 3.17. Seja D um anel comutativo com uma conjugacao . A conjugada
transposta * sob o anel de matrizes M, (D), definida por (a;) = (@), é uma

involugao de segunda espécie.
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E importante salientarmos que a involugao do exemplo anterior nao é uma
composicao de involugoes, pois a conjugacao dos elementos das matrizes nao é uma
involucao em M, (D). Na verdade, a composigao de involugoes s6 serd uma involugao

quando o anel, em que estao definidas, for comutativo.

O proximo exemplo de involucao sera estudado com mais detalhes no proximo

capitulo.

Exemplo 3.18. Consideremos G um grupo finito e K um corpo. A aplicacao
o : K|G] — K|[G], definida por O'(Z a,9) = Z agg”", é uma involucio, conhecida
g

g
como involugdo candnica sobre a algebra de grupo K|[GJ.

Agora veremos que a composicao de duas involucoes é um automorfismo. De

fato, sejam o, 7 involugoes sobre uma algebra A e x,y € A, entdo temos

or(z +y) = o(r(x) +7(y)) = o7(x) + o7(y) e

or(z.y) = o(r(y)r(z)) = o7(x) .07 (y).

Assim, o7 é um homomorfismo de anéis. Agora, usando o fato que o e 7 sao
bijecoes, segue que o7 é um automorfismo de A. Se A é uma algebra central simples,

entao, pelo Teorema de Skolem-Noether 3.9, e seu corolario, o7 é um automorfismo

interno.

3.3 Involucoes sobre Algebras Semisimples

Para melhor entendimento do assunto a ser tratado nesta secao fizemos uma
breve introducao aplicando os resultados obtidos anteriormente a uma algebra se-

misimples com involugao.

Seja A uma &lgebra semisimples de dimensao finita sobre um corpo K. No

Capitulo 1, vimos que A tem uma tnica decomposi¢ao como soma direta de com-
!

ponentes simples: A = GB A;, sendo cada A; gerado por um idempotente primitivo

i=1
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central e;. Durante este trabalho, denotaremos por S um conjunto completo de

idempotentes ortogonais primitivos centrais de A: S = {ej, ea, ..., ¢}

Agora, consideremos o : A — A uma involucao sobre A e observemos que
!

A=0(A) = @J(Ai). Uma vez que a decomposigao de A como soma direta de
componentes sii?rllples é inica (ndo somente tnica a menos de isomorfismo), devemos
ter o(A;) = A;, para algum j. Se ¢ # j, a restricdo de o em A; nao é interessante,
pois a involugdo é determinada a menos de isomorfismo por A;. De fato, como
o(4;) = Aj, temos que A; = o(0(4;)) = 0(A;). Entao, podemos considerar & a
involugao definida sobre A; x A; por @(a;,a;) = (0(a;),o(a;)). Denotemos por A5 o
anel oposto de A; e por 7 a involugao sobre A; x A dada por 7(x,y) = (y,x). Assim,
a aplicacao ¢ : (A; x Aj,7) — (A; x A9, 1), definida por ¢(a;, a;) = (a;,0(a;)), é

um isomorfismo de anéis com involucao.

Esta secao serd motivada pelo seguinte problema: determinar condi¢oes neces-
sarias e suficientes para que a restricao de o em cada componente simples A; de A
seja uma involugao sobre A;, ou seja, que o(A4;) = A;, para todo 1 < i < [. Para

tanto, comegaremos com alguns resultados auxiliares.

Definigao 3.19. Sejam (B, 7) um anel com involugao e I um ideal a direita de B,

entao o ideal ortogonal I+ com respeito a 7 é definido por
I ={be B:7(y)b=0, para todo y € I},
ou seja, It é o anulador & direita de 7(I).

Lema 3.20. Se e é um idempotente de (B, T), entio (eB)* = (1 —7(e))B.

Demonstragao: Seja z € (eB)1, entdao 7(eb)z = 0, para todo b € B, em particu-
lar, fazendo b = 1 temos 7(e)z = 0. Logo, z = x — 7(e)z = (1 — 7(e))x, isso implica
que z € (1—7(e))B. Por outro lado, dado = € (1—7(e))B, temos que x = (1—7(e))a,
para algum a € B. Como 7(eb)z = 7(b)7(e)(1—7(€))a = 7(b)7(e)a—T7(b)T(e*)a = 0,

para todo b € B, concluimos que z € (eB)*. Portanto, (eB)t = (1 — 7(e))B. m
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Lema 3.21. Para cada idempotente e; € S, existe algum e; € S tal que o(e;) = e;.

Demonstracao: Sabemos que o(A;) = A;, para algum 1 < j < [. Portanto,
o(e;) € Aj e, obtemos o(e;)e; = o(e;), pois e; é o elemento identidade de A,
(ver Observagao 1.58). Aplicando ¢ em ambos os lados da ultima igualdade segue
e; = o(ej)e;. Analogamente, como o(e;) € A;, temos o(ej)e; = o(ej). Logo, e; =
o(e;j)e; = o(ej). Novamente aplicando o na ultima igualdade obtemos o(e;) = ey,

como desejavamos. m

Proposicao 3.22. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(3) AF = (1 e))A.
(4) A;n AF = (0).

(5) Existe x € A;, tal que o(x)x # 0.

Demonstragao: Vamos mostrar que (1) implica (2). Entao suponhamos que
o(A;) = A; e observemos que, pelo Lema 3.21, temos que o(e;) = e;, para algum
1 < j <. Da hipdtese, segue que e; = o(e;) € A;, assim e; € A; N A;. Agora, se
i # j, entdao A; N A; = (0), isso implica que e; = 0, o que nao pode ocorrer, pois
e; ¢ um idempotente nao nulo. Com isso devemos ter ¢ = j e conseqiientemente

ole;) = e;.

Agora, assumimos que a condi¢do (2) vale e mostremos (3). Observemos
primeiro que ¢; é um idempotente tal que A; = e; A, aplicando o Lema 3.20 obtemos
Al = (1—0(e;))A. Agora, usando o fato que o(e;) = e;, concluimos A = (1—¢;)A.

1

-, entao x € A;

Para mostrarmos que (3) implica (4), tomemos x € A; N A

e ¥ € Af. Temos por hipétese que AF = (1 — ¢;)A, assim z = (1 — ¢;)a, para
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algum a € A. Sabemos também que x = e;x, pois x € A;. Disso, segue que

T =e;r = ¢;(1 —e;)a = e;a— ela =0, e portanto, 4; N A} = (0).

Na seqiiéncia, assumiremos que A; N A = (0) para provarmos a condicio (5).
Na verdade, vamos mostrar que e; € A; satisfaz o(e;)e; = e; # 0 e assim seguird
o resultado. Com efeito, como e; é um idempotente central de A, devemos ter
A; = e;A = Ae;, e portanto, e; — o(e;)e; € A;. Agora, observemos que o Lema 3.20
nos da que A} = (1 — o(e;))A. Disso segue que e; — a(e;)e; = (1 — o(e;))e; € Af-.

Logo, e; — o(e;)e; € A; N A = (0) e, concluimos que o(e;)e; = e; # 0.

Finalmente, assumimos que existe x € A; satisfazendo o(z)z # 0, queremos
mostrar que o(4;) = A;. Ja sabemos que o(4;) = A;, para algum 1 < j <[, e
portanto, o(x) € A;. Se i # j, entdo o(x)r € A;A; = (0), o que implica o(z)r = 0,

contrariando a escolha de z. Logo, devemos ter i = j e segue o(4;) = A;. m

O lema a seguir mostra que todo idempotente central de A pode ser represen-

tado como soma de elementos de S.

Lema 3.23. Para todo idempotente central e € A, existe um subconjunto I de

{1,2,...,1} tal que e = Zei.
el
Demonstragao: Seja e um idempotente central de A. Usando o fato que 1 =
1 1
Z e;, obtemos e = e.1 = Z ee;. Veremos que ee; = ¢; ou ee; = (0, para cada 7 €

i=1 i=1
{1,2,...,1}, disso seguiré o resultado. Com efeito, temos que e; é um idempotente

central primitivo. O fato que ee; e (1 — e)e; sdo idempotentes ortogonais centrais
tais que e; = ee; + (1 — e)e;, implica que ee; = e; ou ee; = 0, paratodo 1 < i <[. m
Proposicao 3.24. As sequintes condicdes sao equivalentes:

(1) Todo ideal bilateral de A € invariante por o.

(2) o(e) = e, para todo idempotente central e € A.

(3) 0(A;) = A;, para toda componente simples A; de A.
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Demonstragao: Suponhamos (1) e mostremos a validade de (2). Seja e um
idempotente central de A, logo I = Ae é um ideal bilateral de A. Assim o(I) = [
e, em particular, o(e) € Ae. Logo, podemos escrever o(e) = ze, para algum z € A,

2

entdo o(e)e = xe® = xe = o(e). Aplicando o em ambos os lados da tltima igualdade,

obtemos o(e)e = e. Portanto, segue que o(e) = o(e)e = e.

Para provarmos que (2) implica (3), basta observarmos que A; = Ae;, com e;
um idempotente central de A. Por hipétese, o(e;) = e; e, aplicando a Proposicao

3.22, segue que o(A4;) = A;.

Agora assumindo (3) mostraremos (1). Suponhamos que todo A; é invariante
pela 0. A Proposicao 3.22 nos dé o(e;) = ¢;, para todo 1 <i <[. Agora, se I é um
ideal bilateral de A, entao, pelo Teorema 1.60, existe um idempotente central e € A

tal que I = eA = Ae. Assim, pelo Lema 3.23, segue que existe um subconjunto J

de {1,2,...,1} tal que e = Z e;. Entao, o(e) = Za(ej) = Z e; = e, e portanto,
jed jed jed
o(I) =0(eA) =c(A)o(e) = Ae = I, como desejavamos. m

Definigao 3.25. Seja (B, 7) um anel com involugdo, dizemos que 7 é anisotrdpica

se, para todo b € B tal que 7(b)b = 0, tivermos b = 0.

Veremos na proxima proposicao algumas condicoes necessarias e suficientes
para que o seja anisotropica. Para sua demonstragao, necessitaremos do seguinte
lema. Sua demonstracao requer alguns conceitos novos e, para evitar que este tra-

balho fique muito extenso, daremos apenas uma referéncia.

Lema 3.26. Seja (B, 7) uma dlgebra simples com involugao. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes.
(1) T € anisotrdpica.
(2) Todo ideal a direita de B é gerado por um elemento idempotente simétrico,

ou seja, I = eB, para algum e € B, satisfazendo T(e) = e.

Demonstragao: Ver [2], Corolério 1.8, pg. 465. m
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Proposicao 3.27. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) Se e é um idempotente em A tal que o(e)e =0, entao e = 0.
(2) o € anisotrdpica.
(3) Para todo ideal a direita I C A, temos I NI+ = (0).

(4) Para todo ideal a direita I C A, existe um idempotente e € A tal que
I=cAeco(e) =e.

Mais ainda, se alguma destas condi¢oes € vdlida, entao o(A;) = A; para todo

1< <UL

Demonstracao: (1) = (2) Sejaa € A satisfazendo o(a)a = 0. Vamos mostrar que
a = 0. Para isso, consideremos o ideal a direita I = aA de A. Como A é semisimples,
pelo Teorema 1.42, existe um idempotente e tal que I = eA. Desde que e € I,
obtemos e = az, para algum = € A. Logo, og(e)e = o(ax)axr = o(x)o(a)axr = 0.
Assim, por hipdtese, devemos ter e = 0. Disso segue que I = (0), uma vez que

a € I, concluimos que a = 0, como desejavamos.

(2) = (3) Seja I um ideal a direita de A. Dado x € I NI+, pela defini¢io
de It, o(u)xr = 0, para todo u € I, em particular, o(x)x = 0, pois x € I. Agora,

usando o fato que o é anisotrépica, concluimos que z = 0, e portanto, I NI+ = (0).

(3) = (1) Suponhamos que e é um idempotente de A satisfazendo o(e)e = 0.
Consideremos I = eA, o ideal a direita de A gerado por e. Ja temos que e € I, se
mostrarmos que e € I+, entdo e € IN I+ = (0), assim concluiremos que e = 0. Para
isso, mostremos que o(ex)e = 0, para todo x € A. De fato, o(ex)e = o(z)o(e)e = 0.

Logo, e € I+, como queriamos.

(2) = (4) Primeiramente vamos mostrar que se I ¢ um ideal a direita de

l
A= @ A;, entao I = B1 A1 + - -+ + i A; com f; idempotente em A;. Com efeito, o
i=1

fato que I = eA, para algum idempotente e, implica que [ = eA =eA; +--- 4+ eA;.

Ainda, como e € A temos que e = 3] + --- + 3, com [3; € A;. Sabemos que €? = e,
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logo 32 = 3;, para todo 1 <14 <. Assim
eAzzﬁlAZ—i‘+61A2++51AZ:61AZ paratodo 1§Z§l

Dessa forma, I = $1A; + -+ + (i A;, com §; idempotente em A;.

Podemos escrever I = I} + --- + I}, sendo I; o ideal a direita de A; gerado
por 3. Como o é anisotrdpica, entdao A; N A = (0), daif, pela Proposicio 3.22,
temos o(A;) = A;, e portanto, (A;,0) é uma &lgebra simples com involu¢do. De
acordo com o Lema 3.26, cada ideal I; é gerado por um «; € A;, tal que «; é
idempotente simétrico, ou seja, I; = a;A; e o(ay) = . Fixemos f=aq + -+ + .
Podemos observar que «;, a; sao idempotentes ortogonais, para todo i # j, visto
que o; € A; e aj € A;. Disso segue que f também é idempotente, pois f? =
(a1 +...+a)(ar+...+q)=al+...+a} =a;+ ...+ = f. Mais ainda,
o(f)y=clar+...+q)=0cl)+...+0(w)=a1+...+ o = f.

Agora podemos mostrar que I = fA. De fato, se x € I, entdo podemos
escrever © = aja1 + ...+ aq;. Usando o fato que, aa; € A;A; = (0), se i # j, segue

que
r=oma+...+toqg=(+...+a)(a1+...+a) = flas +...+ @) € fA.
Por outro lado, tomemos x € fA, entdao z = f(a; + ...+ a;), com a; € A;. Logo,

r = f(a1+. . .+CLZ) = (Oél+. . .+Oél)(a1+. . .—|—CL1) = qa1+...toa; € ]1—|— . .+Il =1.

(4) = (2) Queremos mostrar que o é anisotrépica. Entao, seja a um elemento
de A satisfazendo o(a)a = 0. Consideremos o ideal a direita I = aA. Por hipdtese,
existe um idempotente simétrico e € A tal que I = eA. Uma vez que e € [ = aA,
podemos escrever e = ab, para algum b € A. Logo, e = e.e = o(e)e = a(b)o(a)ab =

0, o que implica a = 0 e obtemos o desejado.

Finalmente, se o é anisotrépica, entao como ja foi visto, A; N A = (0), assim,

pela Proposigao 3.22, obtemos o(A;) = A;, paratodo 1 <i <[. m
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No proximo capitulo veremos um contra-exemplo provando que a condigao

“o anisotrépica” nao é necessdria para termos o(A4;) = A;, para todo 1 <7 <.

Corolario 3.28. Se o € anisotrdpica, entao para todo ideal a direita I C A, temos

A=T1a1Tt.

Demonstragao: Seja I um ideal a direita de A. A Proposicao 3.27, garante que
existe um tnico idempotente simétrico e € A tal que I = eA, e mais I N I+ = (0).
Assim basta mostrar que A = I + I*+. Usando o fato que o(e) = e, o Lema 3.20
nos dd I+ = (eA)t = (1 —o(e))A = (1 — e)A. Logo, dado a € A, sempre podemos

escrever a =ea+ (l—ela€eA+(1—e)A=I1+1 . n
Vamos finalizar essa se¢ao mostrando um resultado de extensao de involugoes.

Proposicao 3.29. Sejam A uma dlgebra semisimples de dimensao finita e T uma
involugao sobre uma componente simples A; de A. Se A tem uma involucao, entao

T pode ser estendida para uma involucdao sobre A.

Demonstracao: Seja o uma involucdo sobre A. Ja vimos que o(4;) = A;, para
algum 1 < j <[

(1) Se i # j, consideremos a aplicacao 6 : A — A definida por:

I
0 (Z az) = 7(a;) + oro(a;) + Z o(ag).
i=1 k#i.j

(2) Se o(4;) = A, seja 0 o endomorfismo definido sobre A por:

0 (Z ai) = 7(a;) + Z o(ag).

ki

Nao ¢ dificil, porém trabalhoso, verificarmos que a aplicacao #, definida acima,

é uma involugao sobre A. Também, claramente 6|4, = 7 em ambos os casos. ®



CAPITULO 4

Involugao Canoénica de K|G]

Este capitulo é baseado no artigo [4], “Involutions of semisimple group al-
gebras” de Boulagouaz e Oukhtite. Faremos um estudo da involucao canodnica de
K|[G], mais precisamente, daremos condigoes necessarias e suficientes para que esta
involugao restrita a cada componente simples de K[G] induza uma involugao de
primeira espécie nas componentes. Em seguida, como aplicagao desses resultados,
para o caso em que K é real fechado, obteremos uma versao melhorada para o
Teorema 13.3 do Capitulo 8, Sharlau [12], no caso em que G for um (c)-grupo.
Encerraremos nosso trabalho dedicando a iltima se¢ao para o estudo dos (c¢)-grupos,
visto que estes tiveram um papel relevante para alguns dos resultados obtidos neste

capitulo.

4.1 Restricao as Componentes Simples

Primeiramente, veremos algumas propriedades da dlgebra de grupo K[G] e

faremos algumas consideracoes.

Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que char(K) 1 |G|. Pelo Teorema

de Maschke 1.75, temos que K[G] é uma algebra de grupo semisimples de dimensao
!
finita. Assim K[G] = @Ai, sendo cada componente simples A; gerada por um
i=1

idempotente primitivo central e; € K[G]. Denotaremos | = G(K). Como anterior-

mente, S denotard o conjunto completo {e1,...,eqx)} de idempotentes primitivos

79



CAPITULO 4. INVOLUCAO CANONICA DE K|[G] 80

centrais de K[G] e C, a classe de equivaléncia dos conjugados de g em G.

X|C(;1|) > xilg™")g, onde
geG

Xi 6 um caracter irredutivel de G sobre K (fecho algébrico de K), entdo S =

Vimos no Teorema 2.19 que se tomarmos e,, =

{€yy5 - - .,exs(G)} ¢ um conjunto completo de idempotentes primitivos centrais de

KIG], onde s(G) é o ntimero de classes de conjugacdao de G. Portanto, obtemos
(@)

K[G] = @ K[Gley,.
i=1
O préximo resultado nos mostra que os idempotentes centrais de K[G] nada

mais sdo do que somas de idempotentes centrais de K[G].

Lema 4.1. Para cada idempotente central e € K|G|, existem iy < is < ... < iy €

t
[1,s(GQ)] tais que e = Zexl,j.
j=1

Demonstracao: Dado e € K[G] um idempotente central, obviamente e é um

idempotente de K[G]. Se mostrarmos que e é central em K|[G], entdo aplicando

o Lema 3.23 concluiremos que existem i, < is < ... < i € [1,s(G)] tais que
t
e = E €y,.- Para isso, consideremos gi,...,gsq) representantes das classes de
J
J=1

conjugacao de G. Se definirmos v, = Z h, entao pelo Teorema 1.81, segue que
heCy,

Vo> -+ Yoy} € uma base para os espagos vetoriais Z(K|[G]) e Z(K|G)) sobre

K e K respectivamente. Em virtude disso e do fato que K C K devemos ter

Z(K|G]) C Z(K|G]). Agora, notemos que e € Z(K[G]), assim, a dltima inclusao

nos mostra que e é um idempotente central de K[G]. Como queriamos. m

Lema 4.2. Seja

tr
I={(i1,...,i,) €[1,s(G))r: iy <...<iy e Zexij € K[G] com t, minimal}.

j=1
Entdo o numero de componente simples de K[G] € igual a cardinalidade de I, isto

I| = G(K).

€,
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Demonstragao:  Primeiramente mostremos que, para (iy,...,%,) € I, o ele-
tr

mento e, = E ey, ¢ um idempotente primitivo central de K[G]. Como os ey,
1=1
sao idempotentes centrais, temos imediatamente que e, é um idempotente central

de K[G]. Resta-nos mostrar que e, é primitivo. Pela definigao de I, temos que

J =iy, ...,i;.} é¢ minimal, no sentido que, para todo subconjunto {z/l, . ,2;} C J,
t
e = Zexi, ¢ K[G].
m=1

~ , e e . / "o, .
Suponhamos que e, nao é primitivo, logo existem e, e e, idempotentes centrais

. ~ . ’ " . . .
ortogonais nao nulos de K|[G] tais que e, = e, +e¢,. Assim, pelo lema acima, existem

£
g1 < ... <jy €[Ls(G) ek <...<ky €lls(G) tais que e, = Zexjm e
m=1

1"

t

6: = Zean' Denotemos J/ = {jla"'m].t;} € J” = {klw"?ktg}'

n=1
/ " , . .
O fato que e,.e, =0 e {ey,,... ,exs(c)} ¢ um conjunto de idempotentes
. . . / i , .
ortogonais, implica que J NJ = (. Além disso, como €? = ¢, temos

/ "
tr

tr t, t,

Z Exiy Z X, T Z Cxkn | = Z €xip>
=1 m=1 n=1 =1

isso implica que todo ex,, com i € J deve fazer parte da soma do segundo fator, ou

seja, i, € J UJ". Logo, J C J UJ". Naverdade, J = J UJ . Suponhamos que

exista p € J UJ" tal que p € J, entao

tr
Exp-Cr = €y, E ex, | =0,
1=1

pois p € J. Por outro lado,

! 1

tr

t’l‘
€y .6, =€ e + e —e2 =e¢
Xptr T “Xxp Xim Xkn, T TXp T X
n=1

m=1
visto que p € J UJ" . Assim, terfamos ey, = 0, 0 que é absurdo. Logo, J cJe

J' C J. Isto contraria a minimalidade de J, pois e, € K[G] e e, € K[G].

Dessa forma, obtemos, para cada (iy,...,%,) € I, uma componente simples

A, = K[Gle, de K[G], isso nos diz que |/| < G(K).
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Reciprocamente, o Lema 4.1 mostra que para cada e, € S, existem i; <

tr
. < iy, € [1,5(GQ)] tais que e, = E €y,- Vamos mostrar que ¢, ¢ minimal.
=1
Suponhamos que J = {iy,...,4; } ndo é minimal, ou seja, existe um subconjunto

£,
J = {1, dp } & J tal que e, = Z€ij € K[G]. Tome J = {ky,o ok} =
m=1

17
r

J\ J'. Notemos que e: = Z €y, ¢ um idempotente central de K[G] tal que

n=1

t

/ 1
tr tr tr
/ 1 ’ "
e = E ex; = E ey, T E ey, | =€ t+e. e e.e. =0,
=1 m=1 n=1

contradizendo o fato que e, é primitivo. Logo, t, é minimal. Com isso, obtemos que

(11,...,14,) € I e conseqilentemente G(K) < |I|. Portanto, G(K) = |I|. m

No que segue o denotara a involugao canonica de K [G] definida por U(Z ay9)
geG

= E aggfl. No teorema abaixo obtemos uma condigao necesséria e suficiente para

geG
que o restrita a cada componente simples de K[G] seja uma involucao de primeira

espécie.

Teorema 4.3. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) o(A;) = A;, para toda componente simples A; de K|[G].

¢
(2) Se (i1,...,it) € I, entao inj(l)(xi].(g)—xij (g71) =0, para todo g € G.

=1

Mais ainda, se estas condigoes sao vdlidas, entao para cada componente sim-
ples A; de K[G], que ndo é isomorfa a K, a restricao de o em A; € uma involugdo

de primeira espécie se, e somente se, para todo g € G temos (74 — v4-1)e; = 0.

Demonstragao: Vamos mostrar que (1) implica (2), para isso tomemos (iy, . .., ;)
t

€ 1. Pelo provado acima temos que e; = Z Cxi, ¢ um idempotente primitivo central
j=1
de K[G]. Portanto, A; = K[G]e; é uma componente simples de K [G] e, por hipdtese,

temos o(A;) = A;. Agora, usando a Proposicao 3.22 segue que o(e;) = €.
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t

Z Xi; (97 ")g na igualdade e, = Z €y, Obtemos

ge@G Jj=1

xi,; (1)
G|

Substituindo Cxi, =

e = |G‘Z<sz] )i, (g >g~

geG

Aplicando ¢ em ¢; vem

o(er) |G|Z<wa )X, (9 ) ’G|Z<szj )Xi, (9 )g.

geG geq

O fato que o(e;) = e; implica que Z Xi; (1)xi;(9) Z Xi;(1)xi;(97 "), para todo
j=1
g € G, ou seja, inj(l)(xij (9) — x4 (g7')) =0, para todo g € G.
j=1

Suponhamos que a condigao (2) valha e mostremos (1). Entao, seja A; uma
componente simples de K[G], sabemos que existe um idempotente central primi-

tivo e; € K[G] tal que A; = K[G]e;. Mais ainda, vimos anteriormente que existe

t;
(11,...,14,) € I tal que e; = Z exi, |G| Z (Z Xi,; (1)xs; (g ) g. Portanto,

7j=1 geG

;) |G‘Z<szj )i, (9 >9-

geG

Desde que (i1, ...,14;,) € I, por hipdtese obtemos

t;
ZXij(l)le ZXZJ ij 7
j=1

para todo g € GG. Substituindo na equagao anterior, segue que
oe) |G| Z <ZX’J )Xi; (9 ) g = ¢
geG

Com isso, mostramos que a condigao (2) da Proposigao 3.22 ocorre, e portanto,

o(A;) = A;, como desejavamos.

Finalmente, assumimos que alguma dessas condicoes é satisfeita e que A; é uma

componente simples de K[G], que nao é isomorfa a K. Primeiramente, mostremos
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que Z(A;) é gerado por {v,e€, ... ,’Ygs(c)ei}. Para tanto, basta mostrarmos que
Z(A;) = Z(K[G))e;. Claramente Z(K|[G])e; C Z(A;), por outro lado, dado z €
Z(A;), temos que xa; = a;z, para todo a; € A;. Uma vez que z € A; segue que
r = e;x = ze;, assim, tomando um elemento arbitrario a € K[G], vem za = xe;a =

rae; = ae;x = ax, pois ae; € A;, e portanto, x € Z(K[G]).

Disso, decorre que a restricao de o sobre A; é de primeira espécie se, e somente
se, 0(Vg,€1) = Yg.€i, ist0 &, Y -1e; = 74,65, ou ainda, (v, — Y,-1)e; = 0, para i €
{1,...,s(@)}. Agora, dado g € G, temos que g € C,, para algum 7, e assim v, = ,,.
Portanto, o restrita a A; é de primeira espécie se, e somente se, (v, — v,-1)e; = 0

paratodo g € G. m

Proposicdo 4.4. Para cada caracter irredutivel y; de G sobre K consideremos
K(x:) = K{xi(g9) : g € G} a extensio de K gerada por {x;(9) : g € G} e K, e
Gal(K(x:)/K) o seu grupo de Galois. Entao cada componente simples A; de K[G]

, i(1 _
€ da forma A; = K[Gle,,, onde e, = % ZTTK(Xi)/K(Xi(g MNg.

geG

Demonstragao: Ver [13], Proposicao 1.1, pg. 4. m

Proposicao 4.5. Se K ¢é um corpo com caracteristica zero, entdo as sequintes

condigoes sao equivalentes:
(1) o(A;) = A;, para toda componente simples A; de K|[G].

(2) Para todo caracter irredutivel x; de G sobre K :

T?”K(Xi)/K(Xi(g) - Xz‘(g_l)) =0, para todo g € G.

Demonstragao: Suponhamos que (1) é valido e vamos provar (2). Primeiramente,

para cada caracter irredutivel y; de G sobre K coloquemos

Xi(1>
€; =
G|

> Tricpnxxile™))g.
geG
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Entao, pela Proposicao 4.4 segue que A; = K[G]e; é uma componente simples de
t;

K|[G] e, pelo Lema 4.1, existe (i1, ...,4,) € I tal que e; = Z Exy, Disso, obtemos

j=1
i Xl(l)T 1
€ = Z G| rrea)/x(Xi(97)) Z ’ ZXZJ ij g,
9eG geqG
e portanto, X;(1)T7r k() x(Xi(g Z Xi;,(1)xi;(97 "), para todo g € G.

Usando o Teorema 4.3, vem

ti ti

> xs (M (9) = D xi,(xi,(971), para todo g € G.

=1 =1
Dessa forma, x;(1)T7rk(y,)/x(Xi(9)) = Xi(1)Trk0)/x(Xi(g™")), para todo g € G,
isto é, Tri(/xk(Xi(9) — xi(¢7")) = 0, para todo g € G.

Agora assumindo (2) vamos provar (1). Se A; é uma componente simples de

K|[G], pela Proposicdo 4.4, existe algum caracter irredutivel x; de G sobre K tal

(1
que A; = K[Gle;, onde e; = ﬁgg S Tricg(i(g™))g. Como
geG

ZTTKw x(xilg™))g ™ = |G| ZTTK(XZ /k(Xi(9))g

geG geG

ot =g

e por hipdtese Tr g,k (Xi(9)) = Tk (Xi(971)), para todo g € G, obtemos

o(ei) =

ZTTK w/k(xi(g™))g = e

geG

Logo, pela Proposi¢ao 3.22, concluimos que o(A;) = A;. m

O préximo resultado nos diz que, para um corpo ordenado K, a condigao (1)

da proposicao anterior é sempre valida.

Proposicao 4.6. Se K é um corpo ordenado e G um grupo finito, entiao o(A;) = A;

para toda componente simples A; de K[G].
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Demonstragao:  Pelo Teorema 3.26, basta mostrarmos que neste caso o ¢é

anisotropica. Para isso, seja x = Z a,g um elemento de K[G], entao

geG
o(z)r = Z agg”" Z aph = Z Z(agah)(gilh)a
9eq heG 9eG heG

fazendo p = ¢g~1h, obtemos

ol@)e = 3 b

neG

com b, = Z agap. Logo, o(x)xr = 0 se, e somente se, b, = 0 para cada ;€ G.
g th=p
Em particular, tomando p = 1, segue que 0 = b; = Zagah = Zag. Como K ¢é
g=h geG
um corpo ordenado, pela Observacao 1.25, devemos ter a, = 0, para todo g € G.

Portanto, t = 0. m

O préximo resultado estabelece mais condigoes para que a involugao canonica
de K[G] seja de primeira espécie em cada uma de suas componentes simples, tais

condigoes envolvem a estrutura de GG e seus caracteres.

Definigao 4.7. Seja G um grupo finito, dizemos que G é um (c)-grupo se para

todo g € G temos g ~ g1, isto é, existe v € G tal que ygy~ ! = g~

Teorema 4.8. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) G € um (c)-grupo.
(2) A restricao de o ao Z(K|G]) € a identidade.
(3) 01, € uma involugdo de primeira espécie, para todo 1 < i < G(K).

(4) Para cada caracter irredutivel x; de G em K, temos xi(g) = x:(g71), para

todo g € G.

Demonstracao: (1) = (2) Claramente o é K-linear, como {7, ..., %, } ¢ uma
base para o K-espago vetorial Z(K[G]), é suficiente mostrarmos que o(7,,) = 7y,

para todo 1 < i < s(G). De fato, temos por hipétese que G' é um (c)-grupo, assim
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Cy = Cy-1, para todo g € G. Logo,

o(Vg) = Z ht = Z T = Z xr =1y,, paratodo 1l <i<s(G).

heCy, xECg__l z€Cy,

k3

(2) = (3) Suponhamos que 0|, ¢ a identidade. Uma vez que e; € Z(K[G])
obtemos o(e;) = e;, para todo 1 < i < s(G). Aplicando a Proposi¢ao 3.22 decorre
o(A;) = A;, para todo 1 < i < s(G). Portanto, oy, é uma involugdo. Para
provarmos que oy, ¢ de primeira espécie, tomemos = € Z(4;), o fato que Z(4;) =
Z(K[G])e; C Z(K]G]) implica que € Z(K[G]). Por hipdtese temos o(z) = z, e
portanto, oy, ¢ uma involugao de primeira espécie.

(3) = (1) Assumimos que o}, ¢ uma involugao de primeira espécie, para todo

1 <i < s(G@). Mostremos que g ~ g~ !, para todo g € G. Com efeito, observemos

que Z he; € Z(K[G])e; = Z(A4;), para todo 1 < i < s(G). Por hip6tese temos

heCy
o Z he; | = Z he;, ou seja, Z hle; = Z he;, para todo 1 < i < s(G).
heC, heCy heC, heCy

G(K)
Agora, usando o fato que 1 = Z e; obtemos
i=1

G(K) G(K)
Z Rl = Z Z hle, | = Z Z he; | = Z h.l.
heC, i=1 \ heC, i=1 \ heC, heCy

Como G é uma base de K[G], estas somas tem as mesmas parcelas e obtemos que

Cy = Cy-1, para todo g € G. Portanto, G é um (c)-grupo.

(1) = (4) Suponhamos que G é um (c)-grupo, assim C, = C,-1, para todo
g € GG. Uma vez que o caracter é constante nas classes de conjugacao, concluimos

que x;(g) = xi(g7 "), para todo g € G.

(4) = (3) Vamos mostrar que ¢ ¢ uma involugao de primeira espécie em cada
componente simples de K[G]. Primeiramente, mostremos que o(4;) = A;, para
todo 1 < i < s(G). Para isso, observemos que as seqiiéncias em I, nesse caso, tem

comprimento um e |/| = s(G). Entao, seja (j) € I e g € G, por hipdtese, temos
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x;(9) —x;(g~") = 0 e isso implica que x;(1)(x;(g) — x;(g7")) = 0. Assim a condigao
(2) do Teorema 4.3 ¢ satisfeita, e portanto, o(A4;) = A;, para toda componente

simples A4; de K[G].

Resta-nos mostrar que o fixa os elementos do Z(A4;). De fato, relembremos
que A; ~ M, (D;), onde D; é um anel de divisdo contendo uma cépia isomorfa de
K em seu centro. Como K é algebricamente fechado, devemos ter D; = K, assim
A; ~ M,,(K). Disso segue que Z(A;) ~ Z(M,,(K)) ~ K. Como a involucio

canonica fixa os elementos de K, temos o resultado. m

Vimos, na Proposicao 3.27 do capitulo anterior, que a condicao “o anisotropica”
implica o(A;) = A;, paratodo 1 < ¢ < G(K). Como aplicagao do Teorema 4.8, segue

um contra-exemplo mostrando que a reciproca nao ¢é verdadeira.

Contra-exemplo 4.9. Consideremos S35 o grupo simétrico e C o corpo dos niimeros
complexos. Sabemos que S3 = {1,,¢,tc,tc™, c,c™'}, onde t? = (tc)? = (tc™1)? =
= 1e tct™! = ¢'. Mais ainda, S3 possui 3 classes de conjugacao: C, = {1},

Co = {t,tc,tc7 '} e C3 = {c,c7'}. Nao é dificil verificarmos que S3 é um (c)-grupo.

Vimos no Capitulo 2, que a tabua de caracteres de S3 sobre C é a seguinte:

| 1]t ]c]
i1 1]1
Yo | L[-1]1
sl 2] 01

Portanto, C[S3] = AZ, com A; gerado por e,, =
Xi

Z xi(g~Hg. Mais

1 5 &
: 1
precisamente, e,, = 6(71 +Y+Ye), €y = 6(1 —Ve+Ye) € ey = §(2 —7.). Como

S3 é um (c)-grupo, o Teorema 4.8 nos da o(A4;) = A;, para todo 1 < i < 3. Porém,
mostraremos que o nao é anisotrépica, ou seja, exibiremos um elemento e € C[Ss]

tal que e # 0 e satisfaz o(e)e = 0.



CAPITULO 4. INVOLUCAO CANONICA DE K|[G] 89

De fato, sabemos que o(A;) = A;, para todo 1 < i < 3, assim, pela Proposigao

3.22, devemos ter o(e,,) = e,,, para todo 1 < i < 3. Agora substituindo e,, =

1
=(2—".) em ce,, +c ey, obtemos

3
Clpy + C ey = —€y4 (4.1)
1
Entao, se tomarmos = = ﬁ(l + 2c)e,, € Az e usarmos (4.1), teremos 22 = e,, e
o(x) = —z. Com isso, podemos mostrar que e = §(ex3 + ) # 0 é um idempotente

de Aj satisfazendo o(e) = e,, —e. Logo, o(e)e = (ey, —e)e = e,,e —e* =e—e = 0.

Finalizaremos essa se¢ao mostrando que se G é um (c)-grupo finito e A; é uma
componente simples de K[G], entao toda involugdo de primeira espécie sobre A;

pode ser obtida a partir de o.

Proposicao 4.10. Sejam G um (c)-grupo finito e T uma involugdo sobre uma com-

ponente simples A; de K[G]. Entao as sequintes condi¢des sao equivalentes:
(1) 7 € uma involugdo de primeira espécie sobre A;.

(2) 7 =int(a;) o 0, , para algum a; € A; inversivel tal que o(a;) = +a;.

Demonstragao: Assumimos que 7 é uma involuc¢ao de primeira espécie sobre
A;, e mostremos a validade de (2). Para isso, consideremos F; = Z(A4;). Como
A; ~ M, (D;) com D; um anel com divisao, temos que F; = Z(A;) ~ Z(M,,(D;)) ~
Z(Dy). E facil verificarmos que Z(D;) é um corpo, e portanto, F; também o é.
Vamos mostrar que 7 o 0 4l A; — A; ¢ um Fj-automorfismo. Com efeito, sendo
G um (c)-grupo, a condicao (1) do Teorema 4.8 ¢ satisfeita, logo, o 4, também é
uma involugdo de primeira espécie. Dessa forma, temos ooy, (Aa) = 7(Ao|, (a)) =

AT(01, (a)) = A(T oo}, (a), para todo a € A; e X € F.

Agora, observemos que A; é uma Fj;-dlgebra central simples, entao, pelo Teo-
rema de Skolen-Noether 3.9 e seu Corolario 3.10, existe a; € A;, inversivel, tal que

Toa), =int(a;). Portanto, 7 =int(a;) 00|, . Mostremos que o(a;) = *a;. De fato,
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1 -1

como 7o7(z) = x, obtemos ¥ = 7o 7(x) = a;0(a;0(x)a; Va; ' = a;o(a; )zo(a;)a; !,
ou ainda, o(a;)a; 'z = xo(a;)a; ", para todo z € A;. Isto implica que o(a;)a; ! € Fj,
logo, existe A € Fj tal que o(a;)a; ' = A, ou seja, o(a;) = Aa;. Resta nos mostrar
que A = £1. Com efeito, a; = o(o(a;)) = o(Aa;) = Ao(a;) = Ada; = Na;. Logo,

A2 =1 e, como Fj é corpo, devemos ter A = 1. Como querfamos provar.

Agora, suponhamos que (2) seja verdadeiro e mostremos (1). Por hipdtese
T =int(a;)o0|, , para algum a; € A;, inversivel, tal que o(a;) = +a,. Primeiramente

mostremos que 7 é uma involugao sobre A;. Realmente, dados x,y € A; temos que

T(x+y) = ao(z+y)a; ' = ao(x)a; " + aio(y)a; 't =7(z) +7(y),

T(zy) = aio(zy)a;' = ao(y)o(x)a;' = ao(y)a; 'ao(x)a;' = 7(y)7(x) e

Ya;t = ao(a; ro(ay)a; .

7(7(x)) = a;0(a;0(x)a; )a;

Como o(a;) = +a;, temos duas possibilidades: se o(a;) = a;, entdo 7(7(z)) =

' = 2; caso o(a;) = —a; vem 7(7(2)) = a;(—a; w(—a;)a; ' = —(—x) =

a;a; 1xaia;
z. Em ambos os casos obtemos 7(7(x)) = z. Portanto, 7 é uma involu¢ao sobre
A;. Para verificarmos que é de primeira espécie, tomemos A € Z(A;). Logo, 7(\) =

aic(N)a;t = a;)a; b = Aaza;t = )\, ou seja, Tiya, ¢ aidentidade. m

4.2 Involucao Canédnica de K[G] onde K é Real
Fechado

Comecaremos esta secao demonstrando o Teorema de Frobenius, o qual nos
diz que existem poucas possibilidades para as dlgebras com divisao sobre um corpo
real fechado. Mas antes, enunciaremos um lema que nos serd util, porém, sua

demonstracao é um tanto técnica e sera omitida.

Lema 4.11. Sejam D uma dlgebra com divisao sobre um corpo K com centro Z, e
subcorpo maximal F' contendo Z. Entao dimyz D € finita se, e somente se, dimyz F

¢ finita. Nesse caso dimp D = dimz F e dimz D = (dimg F)?.
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Demonstragao: Ver [6], Teorema 6.6, pg 459. =

Agora, podemos enunciar e demonstrar o Teorema de Frobenius.

Teorema 4.12. (Frobenius) Seja D uma dlgebra com divisao de dimensao finita
sobre um corpo real fechado K. Entao D ¢é isomorfo a K ou ao corpo K(v/—1) ou

ainda a dalgebra com divisao IH, dos Hamiltonianos.

Demonstragao: Seja Z o centro de D e F' um subcorpo maximal de D que
contém Z. Assim temos D D F D Z D K, como dimg D < oo, devemos ter
dimyg F < 0o, e portanto, F' é uma extensao algébrica de K. Conseqilientemente,
sendo K real fechado, pelo Coroldrio 1.31, temos F' = K ou F ~ K+/—1, logo

dimg F < 2. Como dimg F'=dimz F . dimg Z < 2 vem
dimy F < dimg F <2, (4.2)
donde temos que a dimy F é finita. Entao pelo lema anterior
dimp D =dimz F e dimyD = (dimy F)*. (4.3)

Analisando (4.2) e (4.3), as unicas possibilidades para dimyz D sao dimyz D =
1 ou dimy D =4.Se dimyz D =1, por (4.3) temos que D = F'| e portanto, D = K

ou D~ K+—1.

Se dimyz D = 4, por (4.3) temos dimyz F' = 2 = dimp D. Mas, ja vimos que
dimg F = dimyz F . dimg Z < 2, assim, devemos ter dimg Z =1 e dimg F' = 2.
Disso, segue que Z = K e F ~ K(y/—1). Além disso, D nao é comutativo, caso
contrario D seria um corpo, e portanto, extensdo algébrica prépria de K(y/—1),
contrariando o fato de K (v/—1) ser algebricamente fechado pelo Teorema 1.30. Uma
vez que F' ¢ isomorfo a K (y/—1) podemos representar F' = K (i), para algum i € F'
tal que 2 = —1. A aplicacao ¢ : ' — F dada por ¢(a + bi) = a — bi, que fixa
os elementos de K, é um automorfismo diferente da identidade sobre F. Como D

é uma algebra central simples, pelo Teorema de Skolem-Noether 3.9, ¢ pode ser
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estendido para um automorfismo interno 3 de D, dado por 8(z) = dwd™! para
d+#0,d€ D. Como —i = 3(i) = did™", temos —id = di, e (3(:)) nos d4 id*> = d?i.
Conseqiientemente, d> € D comuta com todo elemento de F' = K (i). Assim d*> € F,
caso contrario d? e F' poderiam gerar um subcorpo de D contendo propriamente o
subcorpo maximal F. Como os inicos elementos de F' que sao fixados por 3 sao os
elementos de K e 3(d?) = dd*d™' = d?, temos que d* € K. Se d*> > 0, entao d € K.
O que é impossivel, pois se d € K temos que 3 é a identidade. Entao d?> = —r? para
r#0,r € K. Logo (g)Q = —1. Sejaj = g e k = ij. Para mostrarmos que {1,14, 7, k}
é uma base de D sobre K, basta considerarmos os conjuntos D" = {z € D : zi = iz}
e D- ={z € D : xi = —ix}, assim devemos ter D = D™ @& D™, pois dado = € D,
podemos escrever © = §(x —ixi) + %(x+imi), com (x —ixi) € Dt e (x+izi) € D
Usando o fato que {1,i} e {j, k} s@o conjuntos linearmente independentes em D7
e D~ respectivamente, sobre K, e dimyx DT = dimyx D~ = 2, segue que {1,i} e
{j, k} sdo bases de D™ e D~ respectivamente, sobre K. Portanto, {1,4, 7, k} é uma
base de D sobre K. Também, nao é dificil mostrar que existe um isomorfismo de

K-4lgebras D ~ TH. m

Para K real fechado e G um grupo finito, K[G] é semisimples e, pelo Teorema
de Frobenius, suas componentes simples sdo da forma M, (D) com D = K, K(v/—1)
ou H. O teorema a seguir identifica a involug¢ao canonica sobre uma componente

simples de K[G] com a involucao conjugada transposta sobre a dlgebra de matrizes.

Teorema 4.13. (Scharlau, [12]) Seja K um corpo real fechado e G um grupo
finito. Entao toda componente simples A;, da dlgebra de grupo K[G] € invarian-
te pela involug¢do canonica. Se o € a involugao candnica em K[G] temos que
(Aiy01,,) = (Mp(D),to"), onde D = K, K(vV/—1) ou e~ € a identidade em K,

a conjugacao complexa em K(v/—1) e a involugdo candnica em TH.

Demonstracao: Da Proposicao 4.6 segue o(A;) = A;, visto que todo corpo real

fechado é ordenado. Para o resto da demonstragao, ver [12], Teorema 13.3. m
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Para o caso em que G é um (c)-grupo, esse teorema pode ser melhorado como

segue.

Teorema 4.14. Sejam K um corpo real fechado e G um grupo finito. Entdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) G € um (c)-grupo.

(2) Para cada componente simples A; de K[G] temos
(Ai7 U\A) = (MH(K>>t) ou (Ala O-|Ai) = (MTL(]I_D?tO _)7

onde t € a involucdo transposicdio e ~ € a involugao canonica de H.

Demonstragao: Suponhamos que G é um (c)-grupo. Pelo Teorema 4.8, segue
que o, ¢ uma involucao de primeira espécie, para toda componente simples A; de

K[G]. Entao, usando o Teorema 4.13, devemos ter
(Ai7 U‘Ai) = (MH(K>’ t) ou (Al’ 0|Ai) = (Mn(]H)7 to 7)’

pois (M, (K (v/1)),to ") é uma involucdo de segunda espécie (veja o Exemplo 3.17).
Reciprocamente, assumimos (A;, 01, ) ~ (M, (K),t) ou (A;, 01, ) ~ (M,(H),t o ")
para cada componente simples A; de K[G]. Logo, 0| 4, ¢ uma involugao de primeira
espécie, para toda componente simples A; de K[G]. Aplicando o Teorema 4.8, segue

que G é um (c)-grupo. m

Observagao 4.15. O Teorema 4.14 pode ser usado como uma ferramenta im-
portante para determinarmos as componentes simples de K[G], quando K é real
fechado. Realmente, vimos que A; ~ M, (D;), onde D; é uma algebra com divisao
de dimensao finita sobre K. Assim, o Teorema 4.13 juntamente com o Teorema
4.14, implica que M, (K (y/—1)) participa na decomposicao de K[G] se, e somente

se, G nao é um (c)-grupo.

Na seqiiéncia, veremos algumas condigoes para que o teorema acima ocorra.
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Teorema 4.16. Sejam G um grupo finito e K um corpo real fechado. Entao as

sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) K(x;) = K, para todo caracter irredutivel x; de G sobre K.
(2) G(K) = 5(G)
(3) {e1,e2,...,eqk)} € uma base para o K-espago vetorial Z(K[G]).
(4) G € um (c)-grupo.

(5) 01, € uma involugdo de primeira espécie, para todo 1 < i < G(K).

Demonstracao: (1) < (2) Suponhamos que K(y;) = K, para todo caracter
irredutivel y; de G sobre K, entdo para cada 1 < i < s(G), temos x;(g) € K, para
todo g € G. Logo, ¢,, € K[G], para todo 1 <i < s(G). Assim {ey,, €y, -+, €y, }
é uma familia completa de idempotentes primitivos centrais de K[G], e portanto,

necessariamente G(K) = s(G). Reciprocamente, se G(K) = s(G), entao, pelo Lema
t
4.1, ¢; = Z Cyi, - Agora, pela ortogonalidade dos ¢;’s e dos Cxi, 's, estas somas tem
j=1

uma unica parcela. Assim existe algum 1 < j; < s(G) tal que e; = ey;,» bara todo
1 <i < s(G). Portanto, e,, € K[G], para todo 1 < i < s(G). Disso vem y;(g) € K,
para todo g € G, donde concluimos que K(x;) = K, para todo caracter irredutivel

xi de G sobre K.

(2) & (3) Ja vimos que Z(K[G]) é um K-espago vetorial de dimensao s(G).
Agora observemos que ey, €, . . ., eg(k) sao linearmente independentes em Z(K[G]).
De fato, suponhamos que ey, ea, ..., eg(k) sao linearmente dependentes, assim exis-
tem \; € K,7=1,...,G(K), nao todos nulos tais que A\je;+Azea+. . . +Aa(x)€a(r) =
0, digamos que \;, # 0, para algum iq € {1,...,G(K)}. Logo, se multiplicarmos
ambos os lados da tultima igualdade por A; 1ei0 e usarmos o fato que e;e; = 0, se
i # j, obtemos e;, = 0, o que nao pode ocorrer. Isso implica que ey, es, ..., eqk)
sao linearmente independentes em Z(K[G]). Conseqientemente, G(K) = s(G) se,

e somente se, {eq, e, ..., eqk)} ¢ uma base do K-espago vetorial Z(K[G]).
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(1) & (4) Como K é real fechado, entdo K(x;) = K se, e somente se, x;(g) =

xi(g7!), para todo g € G. Entao a equivaléncia segue do Teorema 4.8.

(4) < (5) Conseqiiéncia do Teorema 4.8. m

Se as condigoes equivalentes do teorema acima sao satisfeitas, entao para cada

< i < s(G) temos e; = e,,. Em outras palavras, A; = K[Gle,, onde e,, =

1
X|C(;1|) > xilg ™.
geG

Agora, do Teorema 4.14, segue que se G é um (c)-grupo, entao toda compo-
nente simples A; de K[G] é uma &lgebra central simples sobre K. Podemos provar

isto diretamente usando os caracteres de G.

Corolario 4.17. Se G é um (c)-grupo finito e K é um corpo real fechado, entao

cada componente simples A; de K[G| é uma dlgebra central simples sobre K.

Demonstracao: Para cada componente simples A; de K|[G], existe uma caracter
irredutfvel x; de G sobre K = K(y/—1) tal que A; = K[G]e,,. Como G é um
(¢)-grupo, o Teorema 4.16 implica que K (y;) = K. Agora, por [13], Proposigao 1.4,
pg. 7, 0 centro de A; é Z(A;) = Ke,, ~ K. =

4.3 (c)-grupo

Relembremos que um grupo finito é chamado (c)-grupo se g ~ g~!, para todo

' = ¢g=1. Vimos, nas

elemento g € GG, em outras palavras, existe v € G tal que yg~y~
segOes anteriores, a importancia dos (c¢)-grupos para identificarmos cada componente
simples da édlgebra de grupo K[G]. Nosso objetivo nesta segdo é mostrar que, em

alguns casos especiais, podemos determinar quando um grupo finito é um (c)-grupo.

Comecamos com alguns exemplos de tais grupos.

Exemplo 4.18. O grupo simétrico .S,, é um (c)-grupo. De fato, como todo caracter

irredutivel y; de S, sobre C tem seus valores em 7 (ver [9], pg. 87), segue que,
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IR(x;) = IR. Portanto, pelo Teorema 4.16, S,, ¢ um (c)-grupo.

Exemplo 4.19. Se G é um (c)-grupo finito comutativo, entao a condi¢ao g ~ g,

para todo ¢ € G, é equivalente a ¢g?> = 1, para todo ¢ € G. Conseqiientemente,
G ~ (Z/27)", para algum r € IN.

Exemplo 4.20. O grupo dos quatérnios @) de ordem 8 é um (c)-grupo. De fato,

1 2 4

temos que Q = {1,y,5% y " @, 2 yz,ya'} com @ = yr~ly~ P = 2t e at =

1

y* = 1. Claramente 1 ~ 1 e z ~ 2!, Também nao é dificil verificarmos que

y= (yr)y (zy)™, v*=yy*y' e yr = (vy)yr~'(xy)~'. Assim obtemos y ~ y~!,

yvP~ (1) =y? eyr ~ (yx)~! = yz~!. Portanto, @ é um (c)-grupo.

Lema 4.21. Se G é um (c¢)-grupo finito nao trivial, entio G tem ordem par.

Demonstragao: Suponhamos que a ordem de G é impar. Seja g € G, como G
é um (c)-grupo, existe v € G tal que g = v g~ '~y~1. O fato que |G| é impar e |v]
divide |G|, implica que |y| também é impar. Assim, temos

g=7vgv v =P i =gy =ty = = Al R = g

1sto é, = 1, uma vez que vide que € Impar, devemos ter =1, e
isto ¢, g* = 1 gl divide |G| ¢ d gl =1

portanto, G = {1}, o que nao pode ocorrer. Logo, a ordem de G ¢é par. m

Sejam H e K dois grupos e 7 : K — Aut(H) um homomorfismo de gru-
pos. Podemos definir em H x K uma estrutura de grupo através da multiplicagao
(h,k).(h',K") = (hT(k)(R'), kE"). Esse grupo é conhecido como produto semi-direto
de H e K e denotaremos por H X, K. O elemento neutro de H x, K é (1,1) e
o inverso de (h,k) é (7(k7')(h7'),k™!). Mais ainda, H x, K é comutativo se, e
somente se, H e K sao ambos grupos comutativos e 7(k) = Iy, para todo k € K.

Neste caso, H X, K é o produto direto usual de H x K.

Proposicao 4.22. Sejam H = (Z/27L)" e¢ K = (Z/2Z)", onde m,n € IN*.
Entao, para todo homomorfismo de grupos 7 : K — Aut(H) temos que H x, K é

um (c)-grupo.
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Demonstragao: Sejam 7 : K — Aut(H) um homomorfismo de grupos e (h, k) um
elemento de H x, K. Vamos mostrar que (h, k) ~ (h, k)~!. Primeiramente, notemos
que (h,1)(h,1) = (h7(1)(h),1.1) = (k% 1) = (1, 1), isso implica que (h, 1) = (h,1)7},
para todo h € H. Logo,

(h’ 1)(h7 k)(ha 1)_1 = (hT(l)(h)7 1k)(h> 1) = (h27 k)(ha 1) = (1? k)(h’ 1) = (T(k)(h’)> k)

Se mostrarmos que (7(k)(h),k) = (h, k)" teremos (h, k) ~ (h,k)~", como dese-
jamos. Com efeito,

(h, k) (T(k)(h), k) = (h(7(K) o 7(K))(h), k?) = (h7(k*)(R),1) = (h*,1) = (1,1)
((k)(R), k) (h, k) = (7(k)(R)7(k)(h), k?) = ((r(k)(h))* 1) = (1, 1).

Portanto, (h, k)~' = (7(k)(h), k), como querfamos. m

Proposicao 4.23. Sejam H um grupo finito comutativo e K = (o) um grupo de
ordem 2. Entao a aplicagio 71 : K — Aut(H) definida por 7r(c)(h) = h™', para
todo h € H, é um homomorfismo de grupos que dota H X, K com uma estrutura

de (c)-grupo.

Demonstragao: Claramente, a aplicacao 7; é um homomorfismo de grupos, e
portanto, ja vimos que H X, K tem estrutura de grupo. Resta-nos mostrar que
(h,k) ~ (h,k)~!, para todo (h,k) € H x,, K. Como K = {1,0}, basta mostrarmos
que (h,1) ~ (h,1)" e (h,0) ~ (h,0)7!, para todo h € H. Com efeito, dado
h € H temos (h,o)(h,0) = (hti(0)(h),0?) = (hh™',1) = (1,1), isto implica que

(h,o) = (h,0)!, e portanto, (h,o) ~ (h,o)~!. Além disso, temos
(b &)k, D)(h, o) = (hh ™, 0) (h, @) = (1, 0)(h, @) = (A", 1),
ou seja, (h,1) ~ (h71,1) = (h,1)"!. =
Proposicao 4.24. Sejam H um grupo finito comutativo de ordem impar e K = (o)

um grupo de ordem 2. Se T : K — Aut(H) é um homomorfismo de grupos, entdo

as sequintes condigoes sao equivalentes:
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(1) H X, K € um (c)-grupo.

(2) 7(a)(h) = h™L, para todo h € H, isto é, T = 7.

Demonstracao: (2) = (1) Segue da Proposicao 4.23.

(1) = (2) Seja h € H tal que h # 1. Vamos mostrar que 7(o)(h) = h™'.
Por hip6tese temos que (h,k) ~ (h,k)™!, para todo (h,k) € H x,, K, em par-
ticular (h,1) ~ (h,1)"" = (h7',1). Assim, existe (z,y) € H x, K tal que
(59)(h ()™ = (1), Mas, (2,5)(h, 1)(z, )" = ((y)(h), 1). Disso, segue
que (7(y)(h),1) = (h=1,1), e portanto, 7(y)(h) = h~'. Temos duas possibilidades
para y, que sao y = L ou y = 0. Se y = 1, entao 7(1)(h) = h™!, ou seja, h = h7! e
portanto h? = 1. Como h # 1, segue que |h| = 2, que nao divide |G|. Logo, devemos

ter y = o que prova 7(c)(h) =h~'. =

¢

O exemplo que segue nos mostra que a condicao “ a ordem de H ser impar 7,

na proposicao anterior, é necessaria.

Exemplo 4.25. Sejam H = {1,a,b,ab} o grupo de Klein e 7 : K — Aut(H) o

homomorfismo de grupos definido por:
7(0)(a) =b, 7(0)(b) = a, 7(c)(ab) = ab.

Notemos que, dado h € H temos (h,1)(h,1) = (h7(1)(h),1) = (h*,1) = (1,1),
isto é, (h,1) = (h,1)71, e portanto (h,1) ~ (h,1)~!. Além disso, da igualdade

(h,o)~t = (7(0)(h), ), e usando o fato que

(L,0)(h,0)(1,0)~" = (1(0)(h),1)(1,0) = (7(o)(h),0)

obtemos (h,a) ~ (h,o)~t. Isso mostra que H x,, K é um (c)-grupo, mas 7(c)(a) #

a L.

Agora, vejamos que H x, K é gerado pelos elementos (a,o0) e (b,1) que
satisfazem as seguintes condigoes: |(a,0)| = 4, |(b,1)] = 2 e (b,1)(a,0)(b,1) =

(a,0)~!. Conseqiientemente, H x,, K ~ Dj.
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Corolario 4.26. O grupo diedral D,, € um (c)-grupo.

Demonstracao: Sejam H = (a) um grupo ciclico de ordem n ¢ K = (b) um
grupo de ordem 2. Consideremos o homomorfismo 7 : K — Aut(H) definido por
7(b)(a) = a™', para todo a € H. Entao, pela Proposigao 4.23, segue que G = Hx, K
é um (c)-grupo. Notemos que G é gerado pelos elementos o = (a,1) e § = (1,b),
basta observarmos que o' = (a’,1) e '8 = (a’,b), paratodoi=1,...,n—1. Além

disso, a e 3 satisfazem
"= =(1,1) e Bapt=a"t.

Logo, G = (a,3 : a" = %2 = (1,1) e BaB ! =a!). Conseqiientemente, G ~

D,,, provando que D,, é um (c)-grupo. m

Teorema 4.27. Se p € um primo, entao todo grupo G de ordem 2p € ciclico ou € o

diedral.

Demonstragao: Ver [11], Teorema 4.19, pg. 82. m

Proposicao 4.28. Sejam p um numero primo tal que p > 2 e G um grupo de ordem

2p. Entao, G é um (c)-grupo se, e somente se, G ~ D, .

Demonstragao: Assumimos que G é um (c)-grupo de ordem 2p. Pelo Teorema
4.27, G é ciclico ou G ~ D,. Mostraremos que G nao é comutativo, isso acarretara
G ~ D, visto que um grupo ciclico é comutativo. Com efeito, suponhamos por
absurdo, que G é comutativo. Dado um elemento g € G, existe v € G tal que
g = vg 'y~!, usando a comutatividade de G obtemos g = g~!. Logo, ¢> = 1 para
todo g € G, o que é absurdo, pois G deve conter um elemento de ordem p > 2.

Reciprocamente, se G ~ D,,, o resultado segue do Corolario 4.26. m

E interessante notarmos que se G é um (c)-grupo finito, entao todo elemento

g € G satisfazendo |g| > 2 tem uma classe de conjugacao C, de cardinalidade par.
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De fato, suponhamos que a cardinalidade de C, é impar. O fato que G é um (c)-
grupo implica que g~ € C,, para todo g € G, assim, deve existir h € C, tal que
h = h~'. Uma vez que g ~ h, devemos ter |g| = |h| e, portanto, |g| < 2, o que nao

ocorre.

Para finalizarmos nosso trabalho, listamos abaixo os (c¢)-grupos finitos de or-

dem < 30 obtidos nos exemplos e resultados desta secao.

| n | (c)-grupos de ordem n
2 227
4 2)27L x 7/ 2.
6 Ds
8 Q, Dy, (Z27)?
10 D
12 De
14 Dy
16 | Dy X Z/27, Q x 727, Ds, (7 /27)*
18 Dy, (7Z/37L)?* %, 7)27,
20 Dio
22 Dy
24 D6 X Z/QZ, D12, S4
26 D13
28 D14
30 Dis
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