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“E melhor ser alegre que ser triste

Alegria é a melhor coisa que existe

E assim como a luz no coragao

. Ponha um pouco de amor numa cadéncia
E vai ver que ninguém no mundo vence

A beleza que tem um samba, nao.”

[ Vinicius de Moraes |
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A tudo e a todos que de alguma forma fazem parte da minha vida.
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Resumo

O objetivo neste trabalho é descrever uma relagao entre o tipo parabdlico de um
semigrupo em Sl(n,R) e a forma canénica de Jordan dos elementos em seu interior.
Apds um breve resumo dos conceitos basicos da teoria geral de Grupos e Algebras
e Lie também da teoria de conjuntos de controle para a acao de semigrupos, apre-
sentamos o conceito de tipo parabdlico de um semigrupo. Em seguida, finalmente
expomos a relacao para caso de grupos de Lie semi-simples e exploramos a relagao

no caso Sl(n,R).

Palavras Chaves: Semigrupos; Grupos de Lie; Variedades Flag; Tipo pa-

rabodlico; Forma Canonica de Jordan.



Abstract

The purpose of this work is to describe a relationship between the parabolic type of
a semigroup and the canonical Jordan form of the elements in its interior. After a
brief resume of the basic concepts of the general theory of Lie Groups and Algebras
and Control Sets for the action of semigroups, we present the concept of parabolic
type of a semigroup. After we expose the relationship to the semi-simple Lie groups

case and explore the relationship in the Si(n,R) case.

Key Words: Semigroups; Lie Groups; Flag Manifolds; Parabolic Type; Jordan

Canonical Form.
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Introducao

O estudo de semigrupos em grupos de Lie semi-simples tem se desenvolvido bastante
recentemente. Uma ferramenta fundamental neste estudo ¢ a teoria dos conjuntos
de controle. O esclarecimento da natureza dos conjuntos de controle tem revelado

varias caracteristicas geométricas e topologicas do semigrupo.

Quando se estuda os conjuntos de controle para a acao de semigrupos em varie-
dades “flag” surge o conceito de tipo parabdlico de um semigrupo. Neste trabalho
o objetivo principal é apresentar a relagao entre o tipo parabdlico de um semigrupo
de SL(n,R) e a forma canodnica de Jordan dos elementos do interior do semigrupo.
A esséncia da técnica consiste em observar que o subconjunto O(h) das raizes que
anulam o elemento split A € S nos dé informacoes a respeito da forma candnica
de Jordan de h, a saber, quanto “maior” ©(h), maior serdo os blocos de Jordan
de h. Como ©(h) C O(S) para todo h € intS, onde O(S) é o tipo parabdlico do
semigrupo S, temos que O(S) nos fornece as dimensodes méaximas que os blocos de
Jordan dos elementos do interior de S podem ter. Além disto existe h € intS tal

que ©(h) = O(S), ou seja, estas dimensdes maximas sao atingidas.

O trabalho esta divido em quatro capitulos. Nos trés primeiros capitulos apre-
sentamos os principais resultados da teoria de Lie e dos semigrupos em Grupos de
Lie semi-simples sobre os quais esta alicercado o trabalho. No primeiro capitulo
generalidades sobre grupos e algebras de Lie. No segundo capitulo apresentamos
propriedades gerais dos conjuntos de controle, enquanto no terceiro capitulo apre-

sentamos propriedades dos conjuntos de controle nas variedades flag.



O quarto capitulo é onde aparecem os resultados que nos permitem alcancar
o objetivo almejado. O teorema principal afirma que ©(h) C ©(S), para todo
elemento split A € intS, e também que existe um elemento split h € int.S para o
qual ©(h) = O(S). A partir deste teorema é alcangamos nosso objeto principal que
¢é conhecer os tamanhos maximos que os blocos de Jordan dos elementos do interior

S podem atingir.



Capitulo 1

Grupos e Algebras de Lie

Os grupos e édlgebras de Lie surgiram quando Sophus Lie, buscando criar uma teo-
ria para as equacoes diferenciais andloga a teoria Galois para equagoes algébricas,
estudou as propriedades dos grupos de simetria de suas solugoes. Neste estudo sur-
giram os grupos infinitesimais, que atualmente recebem o nome de algebras de Lie.
Posteriormente descobriu-se a impossibilidade de se construir a teoria buscada por
Lie, entretanto, os conceitos desenvolvidos por ele nesta busca, foram generalizados

e deram origem ao ramo da matematica que hoje recebe o nome de Teoria de Lie.

Neste capitulo abordamos os conceitos e propriedades fundamentais dos grupos
e algebras de Lie, bem como a relacao entre estes objetos. Apenas apresentamos os
conceitos e principais resultados que serao utilizados ao longo deste trabalho. Nao
sao apresentadas as demonstracoes destes resultados. As mesmas podem ser obtidas

nos livros cldssicos de grupos e algebras de Lie, em especial em [2], [3], [5], e [6].

1.1 Grupos de Lie e Algebras de Lie

Um grupo de Lie é conjunto com duas estruturas distintas, uma estrutura de varie-
dade diferenciavel e uma estrutura de grupo. Estas duas se relacionam exigindo-se

que a aplicagao que define o produto e a inversa seja diferenciavel.

Uma algebra de Lie é um espago vetorial, munido de uma operagao chamada



colchete. Cada grupo de Lie possui uma algebra de Lie, eles se relacionam por meio
da aplicacao exponencial. Através dele informacoes sao levadas do grupo para a

algebra e vice-versa.

Definicao 1.1. Um grupo de Lie € uma variedade diferencidvel de classe C™° mu-
nida de uma estrutura de grupo abstrato, na qual a aplicacio G x G — G dada por

(0,7) — o771 € de classe c™.
Defini¢ao 1.2. Dizemos que (H, ) é um subgrupo de Lie do grupo de Lie G se:

1. H € um subgrupo abstrato de G;
2. ¢: H— G € um homomorfismo de grupos abstratos; e

3. (H,p) € uma subvariedade de G.

Um exemplo bastante familiar de grupo de Lie é o grupo de matrizes invertiveis
Gl(n,R). A estrutura diferenciavel de Gi(n,R) é herdada de gl(n,R), o conjunto de
todas as matrizes n x n. Como gl(n,R) se identifica naturalmente com R, entéo
gl(n,R) possui uma estrutura de variedade C*°. Sendo o determinante uma fungao
continua tomando valores em gl(n,R) e assumindo valores reais entao Gl(n,R) é
um subconjunto aberto de R™ e portanto possui uma estrutura de variedade C*°.

Como as aplicagoes:

Gi(n,R) x Gi(n,R) — Gi(n,R)
(A, B) — AB
(&
Gi(n,R) — Gi(n,R)
A A1

sao diferencidveis de classe C*°, entdo Gl(n,R) é um grupo de Lie.

O préximo resultado fornece uma maneira eficiente de se obter exemplos de

subgrupos de Lie.



Proposicao 1.3. Todo o subgrupo fechado de um grupo de Lie G é um subgrupo de
Lie de G.

Exemplo 1.4. O grupo linear especial Si(n,R), que é o conjunto de todas as ma-
trizes n x n de determinante 1, é um subgrupo de Lie de GI(n,R). O grupo ortogonal
especial SO(n,R) = {A € Sl(n,R); AA* = 1}, onde 1 é a matriz identidade n x n,

também ¢ um subgrupo de Lie de Gi(n,R).

Definicao 1.5. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo de G. Definimos o

centralizador e o normalizador de H em G, respectivamente por:
Zg(H)={x € G:xh=hx Yhe H};

Ne(H)={r € G:xHx ' = H}.

O centro de G ¢é definido por:
Z(G)={reG:ay=yzx Vye G}.

Definicao 1.6. Uma algebra de Lie g € um espaco vetorial munido de uma operacao

[., .|, denominada colchete, satisfazendo:
1. [.,.] € bilinear;
2. [X, X] =0 para todo X € g;

3. XY, Z]+ Y, Z], X| + [[Z, X],Y] = 0 para todo X,Y,Z € g.

A segunda condicao é equivalente a [X,Y] = —[Y, X], VXY € g e a terceira

condigao é conhecida como identidade de Jacobi.

Um exemplo tipico de dlgebra de Lie é o conjunto gl(n,R) munido do colchete
definido por [X,Y] = XY — Y X. Com este mesmo colchete temos outros exemplos
de algebras de Lie, como por exemplo, o conjunto das matrizes n X n de traco zero,

denotado por sl(n,R).



Definicao 1.7. Uma subalgebra de Lie by de uma dlgebra de Lie g € um subespaco
vetorial de g tal que [X,Y]| € b para todo X,Y € . Com a estrutura herdada de g,

h € naturalmente uma dlgebra de Lie.

Por exemplo, sl(d,R) = {X € gl(d,R) : trX = 0} é uma subalgebra de Lie de
gl(d, R).

Definicao 1.8. Sejam g uma dlgebra de Lie e b uma subalgebra de g. O centrali-

zador e o normalizador de h em g , sao definidos respectivamente como:

Z(h) ={X €g:[X,Y]=0, para todo Y € b}
N ={X e€g:[X,Y] €b para todo Y € h}.

Definicao 1.9. Sejam G e H grupos de Lie. Uma aplicacio ¥ : G — H é um
homomorfismo de grupos de Lie se ¥ ¢ C* e é um homomorfismo de grupos abstra-
tos. Se além disso VU for um difeomorfismo, entao dizemos que ¥ € um isomorfismo
de grupos de Lie . Neste caso, se tivermos ainda G = H dizemos que V é um

automorfismo .

Definicao 1.10. Sejam g e b dlgebras de Lie. Uma transformacao linear ¥ : g — b
¢ dita um homomorfismo de algebras de Lie se ¥([X,Y]) = [¥(X), V(Y] para todo
X,Y € g. Se além disso VU for invertivel, entdo dizemos que ¥ € um isomorfismo
de algebras de Lie . Neste caso, se tivermos ainda g = b entao dizemos que ¥V é um

automorfismo .

Considere V' um espago vetorial. Denotaremos por GI(V') o conjunto de todas
as transformacoes lineares invertiveis de V. Também usaremos gl(V') para indicar o

conjunto das transformacoes lineares de V. Assim, definimos:

Definicao 1.11. Se H = GI(V), GIl(d,R) ou Gi(d,C) entao um homomorfismo

VU :G — H é chamado uma representacao do grupo de Lie G .



1.2 Acao de grupos de Lie e representacao ad-
junta

Definicao 1.12. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Uma

acao de G sobre M ¢é uma aplicacao ¢ : G x M — M satisfazendo:
i) ¢ €C>;
ii) ¢(1,2) = x para todo v € M;

iii) (gh,x) = (g, p(h,z)), para quaisquer g,h € G e x € M.

Se o : Gx M — M € uma agdo, denotaremos (g, x) simplesmente por gz,

Vge G, Vx € M.

Definicao 1.13. Sejam G um grupo de Lie e ¢ : G X M — M uma a¢ao. Dizemos
que a ac¢ao € transitiva se para quaisquer x,y € M , existe g € G tal que gr = y.
Nesse caso dizemos que G age transitivamente sobre M. Também dizemos que a

agao € efetiva se gr = = para todo x € M implicar que g = 1.

Consideremos GG um grupo de Lie e ¢ : G x M — M uma acao. Fixando g € G
a a¢ao induz um difeomorfismo ¢, : M — M definida por ¢4(x) = (g, ). Dado
um grupo de Lie G temos uma acao natural do grupo de Lie nele mesmo por meio

dos automorfismos internos:

a,: GxG— G,

ag(x) = grgt.

Cada aplicagao a, induz um isomorfismo da algebra de Lie de G. Desta forma
obtemos uma representacao de G em GI(d,R) pela aplicagdo que a cada g € G
associa a transformacao linear da,. Esta representacao é chamada representac¢do

adjunta de G e denotada por



Ad: G — Gi(g)

g +— dag.

De maneira similar aos grupos de Lie, a cada = € g estd associada uma trans-

formacao linear
ad(x):g—g

definida por ad(X)Y = [X,Y]. A representacao adjunta da élgebra de Lie g é a

aplicagao

ad : g — gl(g)
x — ad(x).

Estas representagoes se relacionam através do seguinte diagrama que comuta:

G —2¢ Aut(g)
exp Texp ;

g—4 End(g)

ou seja,

exp(ad(X)) = Ad(exp(X)).

1.3 Variedades homogéneas

Uma variedade homogénea é o quociente entre um grupo de Lie G e um subgrupo
fechado H C G. Neste trabalho este conceito é fundamental, pois o objeto central de
nosso trabalho é o tipo parabdlico de um semigrupo S C G, que é um subconjunto
do sistema de raizes obtido a partir do estudo da acao de S nas variedades “flag”
G/ P, que sao um tipo particular de variedade homogénea. Nesta se¢do obtemos as

variedades homogéneas a partir da acao de G em uma variedade M, escolhemos um



ponto m € M, o seu subgrupo de isotropia H C G é um subgrupo fechado de G, em
seguida adotamos em G/H uma certa estrutura diferencidvel que torna G/H o que
chamamos de variedade homogénea. Ao longo desta secao veremos qual a estrutura
diferencidvel que escolhemos para G/H, é a estrutura que torna G/H difeomorfa
a M. Quando G = Sl(n,R), a variedade M que tomamos é a variedade “flag”
formada por sequéncias finitas de subespacos euclidianos encaixados. Os subgrupos
de isotropia para esta acao sao subgrupos parabdlicos. Apenas para adiantar um
pouco as idéias, um subgrupo parabdlico é um subgrupo Pg C G determinado por
um subconjunto © do sistema de raizes. No caso em geral que GG é um grupo de
Lie semi-simples, as variedades “flag” generalizadas sao as variedades homogéneas

G/ P, onde Py sao subgrupos parabdlicos de G.

Sejam GG um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de G. Ao conjunto quociente
G/H pode ser dada uma tnica estrutura de variedade, exigindo que a projecao
canonica m : G — G/H, definida por 7(g) = gH seja uma aplicacdo C'*°. Nesta
estrutura, um subconjunto U de G/ H ¢ aberto se, e somente se, 7~ (U) é um aberto

em G.

Definigao 1.14. As variedades da forma G/H, com estrutura diferencidvel conforme

acima, sao ditas variedades homogeéneas .

Dada uma acgao ¢ : G x M — M do grupo de Lie G sobre uma variedade M,
fixemos mg € M e definimos H = {g € G : gmg = mo}. H é um subgrupo fechado
de G e é chamado subgrupo de isotropia em mq . No caso da agao ser transitiva,
a aplicacdo 7 : G/H — M definida por 7(gH) = gmo é um difeomorfismo. Um
importante fato obtido deste resultado é que toda variedade M, que possui um
grupo de difeomorfismos que age transitivamente na mesma, ¢ difeomorfa a uma

variedade homogeénea.

Exemplo 1.15. (Variedades “Flag”) Dada uma sequéncia de inteiros s = (ki, ks, . . ., k),

com 1 <k <ky<...<k, <n,awvariedade “flag” real F"(s) é o conjunto de todos

9



os “flag” Vi C Vo C ... C V, de subespagos de R", com dimV; =k; , j =1,2,...,7.

Temos uma agao natural
0 : Sl(n,R) x F™(s) — F™(s)

do grupo Sl(n,R) na variedade flag F"(s) definida como segue: Se g € Sl(n,R) e

(VicVac...cV;) €F(s), entao
(g, (Vi CVaC...C V) =(gVi CgVs C...C gVi).

Note que a aplicacao V; — ¢V; leva cada subespaco de dimensao k; de R” em um
subespaco de mesma dimensao. Além disso, se V; C V; entao gV; C gV e esta acao
é transitiva. Para ver isto consideremos a base canonica do R™ e o “flag” canonico
fo, = (< ery... e, >=Vi,C ... C< ey,...,e, >=V,). Consideremos também
um flag arbitrario fz = (W; C ... C W,). Escolhemos uma base {u,...,u,} com a
mesma orientagdo da base canonica, adaptada a fgz,no sentido que {us,...,ug } C
Wi, oo {uk, 41, s Uk,_4p = kr} C W, Definimos a aplicagao linear ¢’ : R —
R" dada por, ¢'(e;) = f;. Claramente ¢'(fz,) = f3. Como ¢’ é injetora entao também
¢é sobrejetora, e portanto é um isomorfismo. Assim detg’ # 0. Se detg # 1,

entao det g’ > 0 logo tomando g = g' temos que detg = 1 e gfs, = [3.

1
(det g1/

Agora, vamos calcular o subgrupo de isotropia no elemento fz,. Seja g € Sl(n,R) e

consideremos o produto de elos elementos ey, ..., e, € Vi. Temos que
) s Cky
a1 Qa2 ... Qiky ... Qip 1 a1
agq Ao ... QA1 ... Q2p 0 a921
Qg1 Agy2 oo Ak -+ Qyn 0 Apq1
Ap1 Ap2 .. Qpky - Qg 0 an1

=aner+...+agex+ ...+ apmen, € V3

10



aiq a192 e A1y ... Qp 0 A1k,

a921 Qoo ... A1k ... Q2p 0 A2k,
A1 Qg2 oo Qg -+ Qkn 1 Ak k1
Gp1  Qn2 ... Qpky  --. Qpp 0 Ak,

= @1, €1+ ...+ Qg g€ + ...+ Qpi € € Vi

Aplicando o mesmo raciocinio para Vs, ..., V, concluimos que, para fixar todos os
espagos Vi, Vo, ..., V. a matriz g tem que ter a forma
Al *
Ay
0 Ayg

onde A; é uma matriz quadrada (k; — k;—1) X (k; — k;—1). Denotando por Ps o sub-
grupo fechado de Si(n,R) das matrizes desta forma temos uma aplicacao, injetora
e sobrejetora o da variedade homogénea Si(n,R)/Ps no conjunto F"(s) definida por
o(gPs) = ¢(g, f3). Finalmente, dotamos F"(s) de uma estrutura de variedade dife-
renciavel exigindo que esta aplicagao seja localmente um difeomorfismo.

Quando a sequéncia s é dada por (1,2, ...,n) dizemos que F"(s) é uma “Flag” ma-
zimal . Casos particulares de variedades “ Flags” s@o as Grassmannianas Grg(n) =
F™(k) que sao constituidas por subespagos k-dimensionais de R™ e o espago projetivo

real RP"! = Gry(n), que é o espago das diregoes em R™.

1.4 Resultados basicos sobre algebras de Lie
Nesta secao apresentamos os conceitos de algebra de Lie soltuvel, nilpotente e também
semi-simples. Classes muito importantes de dlgebras de Lie dentro da teoria.

Definicao 1.16. Um subespaco § de uma dlgebra de Lie g ¢ um ideal de g se
[X,Y] € b para todo X egeY €.

Definimos indutivamente os seguintes subespagos de g:

11



g®) = [g=1), gk

Temos que g® é um ideal para todo k > 0. Assim g*+?) c g® para todo k.

A sequéncia de ideais definida acima recebe o nome de série derivada de g e cada

ideal é chamado uma dlgebra deriwada de g.

Definicao 1.17. Dizemos que uma dlgebra de Lie g € soluvel se a sua série derivada

se anula para algum k > 0.

Um exemplo de algebra solivel é o conjunto das matrizes triangulares superiores

n xXn.

Definicao 1.18. Uma dlgebra de Lie g € dita abeliana se [X,Y] = 0 para todo
X, Y eg.

O conjunto das matrizes diagonais n x n é uma algebra abeliana, ja que o produto
de duas matrizes diagonais sempre comuta. Observemos também que, as algebras

abelianas sao soluveis ja que, g é abeliana se, e somente se, g’ = 0.

Afim de introduzir o conceito de dlgebra nilpotente, definimos a seguinte sequéncia

de ideais de uma algebra de Lie g:

A sequeéncia de ideais definida acima, é chamada de séria central descendente .

Definicao 1.19. Uma dlgebra de Lie g é dita nilpotente se a sua série central

descendente se anula para algum k > 0.
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O conjunto das matrizes triangulares superiores com diagonal nula é um exemplo

de uma &algebra nilpotente.

Observacao 1.20. Toda algebra de Lie nilpotente é soltvel. No entanto, nem toda
algebra de Lie soluvel é nilpotente. Um conhecido contra exemplo é o conjunto das

matrizes triangulares superiores, que € solivel mas nao ¢ nilpotente.

Dada uma algebra de Lie g de dimensao finita, existe um tnico ideal soltuvel
que contém todos os ideais soluveis de g ([1], proposi¢ao 1.28). Definimos este ideal

como sendo o radical solivel de g e o denotamos por t(g), ou simplesmente por t.

Definicao 1.21. Uma dlgebra de Lie g € dita simples se:
i) dim=g>1;
ii) g nao possui ideais ndao triviais.

Uma dlgebra de Lie g € dita semi-simples se seu radical soluvel € nulo, ou seja,

se g nao contém ideais soluveis além de (.

O item (i) da definigao acima garante a compatibilidade dos conceitos de algebras
simples e semi-simples (pois se ndo houvesse essa exigéncia, algebras de Lie unidi-
mensionais seriam simples mas nao sao semi-simples.). Desta forma, com as de-

finicoes acima toda dlgebra simples é também semi-simples.

A algebra de Lie sl(n,R) é simples e portanto semi-simples.

1.5 Aplicacao exponencial

Definicao 1.22. Dado um grupo de Lie G chamaremos qualquer homomorfismo

¢ : (R,+) — G de subgrupo a um parametro de G .

Foi provado no teorema 3.27 de [3] que dados dois grupos de Lie G e H, com
G simplesmente conexo, se 1 : g — h é um homomorfismo entao existe um nico

homomorfismo ¢ : G — H tal que dp = 1.
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Como a algebra de Lie de um grupo de Lie é o espaco tangente na identidade
entao a algebra de Lie de R é dada pelos campos de vetores constantes {)\% A€ R}

Para cada X € g definimos o homomorfismo entre a dlgebra de Lie de R e g por
)\d% — AX

Sendo a reta real simplesmente conexa, temos que existe um tnico subgrupo a

um parametro expy : R — G tal que
d(expx (ML) = AX.

Dito em outras palavras, a aplicagdo definida por t — exp(t) é o tnico sub-
grupo a um parametro de G cujo vetor tangente em 0 é X (e). Entao definimos a

aplicacao exponencial por
exp:g — G

considerando exp(X) = expy(1).

Desta forma, temos aqui o responséavel por transportar algumas propriedades da
algebra de Lie para o grupo de Lie. O proximo exemplo justifica a terminologia de

exponencial.

Exemplo 1.23. Seja G = Gl(n,R). Entao g = gl(n,R) e a aplica¢do exponencial é

dada pela exponencial de matrizes, isto é, se X € gl(n,R) entao
exp(X)=1+X+5+. 4

A relagao existente entre a exponencial e as representagoes adjuntas de um grupo

e sua algebra de Lie é dada por
exp(ad(X)) = Ad(exp(X)).

Assim temos que o seguinte diagrama comuta
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G —* Aut(g)
expT exp

g —2% End(g)

exp(tAd(g)X) = glexptX)g™".

1.6 Forma de Cartan-Killing

A forma de Cartan-Killing é uma ferramenta essencial no estudo de algebras de
Lie semi-simples pois, nestas dlgebras, a forma de Cartan-Killing é nao-degenerada.
Uma forma bilinear B em um espaco vetorial V' é dita nao degenerada quando para
todo elemento nao-nulo v € V existe u € V' tal que B(v,u) # 0. Na préxima segao,
onde apresentamos a decomposicao de Cartan, surge um objeto de fundamental
importancia, que é uma subalgebra abeliana maximal a na parte nao-compacta da
decomposicao. A forma de Cartan-Killing nos permite definir um produto interno
em a, que nos permite identificar os elementos de a com os elementos do seu dual a*.
Esta identificagao nos ajuda tanto na hora de definir Grupo de Weyl como também

na hora de definir a acao de um grupo de Weyl nos elementos de a.

A forma bilinear simétrica (-,-) : g x g — R definida por
(X,Y) = tr(adXadY)

¢ denominada forma de Cartan-Killing. O préximo resultado, cuja demonstracao
pode ser encontrada em [6], nos fornece uma caracterizagao das algebras semi-simples

em termos da forma de Cartan-Killing.

Teorema 1.24. A forma de Cartan-Killing de g é nao-degenerada se, e somente

se, g € semi-simples
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1.7 Decomposicao de Cartan

A decomposicao de Cartan de uma algebra de Lie semi-simples real g nos fornece
condicoes de encontrar um sistema de raizes, ferramenta fundamental para nossos
propésitos. Para maiores detalhes, veja o capitulo 12 de [6]. Esta decomposicao esté

fundamentada no conceito de forma real compacta.

Na pratica, dada uma algebra de Lie semi-simples real g, consideramos seu com-
plexificado g©. Em g® encontramos uma forma real compacta u e partir dela obte-
mos a decomposicao de Cartan de g. O conceito de forma real compacta e também
o teorema que assegura a existéncia de tal objeto para algebras semi-simples sao

apresentados a seguir.
Dada uma algebra de Lie real g, seu complexificado
g = {X +1Y;X,Y € g}
é a algebra de Lie complexa com colchete definido por
(X1 +2Y1, Xo +2Y5] = [ X1, Xo] — [V, Yo + ([ X1, Yo + [Y1, X3))

a partir da seguinte relagao:

[X,iY] =1i[X,Y].
Uma relacao muito importante entre uma algebra de Lie real g e seu complexi-
ficado g%, ¢ o fato de que g é semi-simples se, e somente se g& é semi-simples.

O realificado g® de uma dlgebra de Lie complexa ¢ a algebra obtida restringindo

os escalares a R.

Seja U um espago vetorial complexo. Uma conjugacao o em U, é uma trans-

formacao o : U — U que satisfaz:

(i) o(u+v) =0o(u) + o(v) para todo u,v € Vg;

(ii) o(zv) = Zo(v) para todo z € C e todo v € Vg;
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(iii) o2 = —1.

Estamos particularmente interessados nas conjugacdes de g© que satisfazem a

seguinte propriedade

[cX,0Y] =0[X,Y]. (1.1)

Definicao 1.25. Seja g uma dlgebra complexa. Uma forma real de g é uma
subalgebra go de g& que é o subespaco dos pontos fizos de uma conjugacdo o que

satisfaz (1.1). Se isto ocorre, g € o complexificado de go.

Uma forma real compacta de uma algebra de Lie complexa g é uma forma real
go de g na qual a forma de Cartan-Killing é negativa definida. Assim temos que as
algebras de Lie compactas sao semi-simples. A razao para que se defina algebra de
Lie compacta desta maneira é que uma &algebra de Lie semi-simples real é a dlgebra
de Lie de um grupo de lie compacto se, e somente se, sua forma de Cartan-Killin é
negativa definida (veja [6]).

O teorema a seguir garante a existéncia uma forma real compacta para uma

algebra de Lie

Teorema 1.26. Toda dlgebra semi-simples complexa admite formas reais compactas.
Se uy e uy sao formas reais compactas de g, entao existe um automorfismo ¢ de g

tal que ¢p(uy) = uy e, portanto, as formas reais compactas sao isomorfas entre si.

Demonstragao: Veja [6] m

O teorema anterior nos diz que toda algebra de Lie semi-simples complexa possui
uma forma real compacta. A proposicao a seguir relaciona a semi-simplicidade de

uma algebra de Lie real e da sua complexificada.

Exemplo 1.27. Uma forma real compacta de sl(n, C) é su(n).
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A decomposicao de Cartan de uma élgebra de Lie g foi inspirada na decomposigao
das matrizes de traco 0 em matrizes anti-simétricas, que formam uma algebra com-

pacta, e simétricas, que constituem um subespago complementar.

Definigcao 1.28. (Decomposicio de Cartan) Sejam go uma dlgebra de Lie semi-
simples sobre R, g sua complezificada e o uma conjugacdo de g com respeito a go
(isto €, o conjunto dos pontos fizos de o coincide com go). Uma decomposi¢ao em
soma direta go = €@ s, sendo € subalgebra e s um subespaco vetorial é chamada uma

decomposicao de Cartan se existir uma forma real compacta ge tal que

oge C g
£ =goNge
Ezgoﬂigg.

A esta decomposicao estd associado o automorfismo involutivo 6 definido por
0(X) =X seX etedY)=-Y seY €s. Este automorfismo é denominado

involugao de Cartan .

O automorfismo involutivo # da definicao acima desempenha um papel impor-

tante como veremos a seguir. Considere a forma bilinear By em gy dada por

Temos pelo teorema 12.21 de [6] que By é um produto interno em go, dai a im-
portancia do automorfismo 6. Observe que, se X,Y € s entdo By(X,Y) = (X,Y),
pois 8(Y) =Y. Como By é um produto interno temos que a forma de Cartan-Killing
¢é positiva definida em s. Outro fato importante a ser destacado, do teorema 12.22
de [6], é que adY é simétrica em relagao & By para todo Y € s, e consequentemente

diagonalizavel.

Exemplo 1.29. Seja gy = sl(n,R). Entao, g = sl(n,C) é a complexificada de gy,

com conjugacio o dada por o(X) = X. Uma forma real compacta de g é g¢ = su(n).
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Agora, goNge = s50(n,R) e goNige = s0(n,R) é o subespago das matrizes simétricas
s. Assim, sl(n,R) = so(n,R) & s é uma decomposicao de Cartan. A involugao de

Cartan associada é dada por 6(X) = —X".

Agora seja a C s uma subalgebra abeliana que é maximal em s, no sentido em
que a nao esta contida em nenhuma subalgebra abeliana contida em s. Uma tal
subalgebra existe pois qualquer subespago a, de dimensao 1 em s é uma subalgebra
abeliana, como s é um espaco vetorial de dimensao finita, existe uma subalgebra

abeliana a de dimensao maximal.

Como a subalgebra abeliana maximal a estd contida em s temos que para todo
Y € a, adY ¢é diagonalizavel. Uma subalgebra abeliana na qual a adjunta de seus
elementos ¢ diagonalizavel é denominada subalgebra split, em particular uma subal-

gebra abeliana maximal a C s ¢ uma subalgebra split.

Temos que a forma de Cartan-Killing é um produto interno na subalgebra abe-
liana maximal a C s, pois a forma de Cartan-Killing é um produto interno em s.
Desta forma, para cada funcional linear o € a*, temos associado um unico H, € a
tal que a(H) = (H,, H) para todo H € a. Temos assim um isomorfismo entre a e a*,
o que nos fornece a forma bilinear (-, -), : a* x a* — R dada por («, 3). = (Hq, Hp)
que chamaremos também de forma de Cartan-Killing em a*. Devido a esta dis-
cussao, por abuso de notacao, vamos usar o mesmo simbolo (-, -) tanto para a forma

de Cartan-killing em a quanto para a forma de Cartan-Killing em a*.

1.8 Sistema de raizes, decomposicao de Iwasawa,
Subgrupos Parabdlicos e Variedades “Flag”

Considere a seguinte decomposigao de Cartan g = €@s. Escolhendo uma subalgebra
abeliana maximal a C s, as raizes restritas de g em relagao a a sao funcionais lineares
que aparecem como autovalores da adjuntas dos elementos de a. O conjunto das

raizes restritas de g em relagao a a é chamado de sistema de raizes. Nesta secao
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iniciamos apresentando o conceito de raiz restrita de g em relacao a a. Em seguida
apresentamos a decomposicao de Iwasawa de uma &dlgebra de Lie real g que é um
refinamento da decomposicao de Cartan, que é obtida a partir dos autoespacos
associados as raizes. Uma vez obtida a decomposicao de Iwasawa exploramos o
conceito de subgrupos parabdlicos, objetos estes primordiais neste trabalho. Uma
vez que o tipo parabdlico de um semigrupo é um subconjunto do sistema de raizes
que é obtido através do estudo da agao do semigrupo nas variedades flag, que sao

quocientes do tipo G/Pg onde Pg é um subgrupo parabdlico.

1.8.1 Sistema de raizes

Conforme foi dito na introdugao desta secao, o conceito de raiz restrita g em relacao
a a é de fundamental importancia para nossos propositos. Na realidade, mais que
isto, é uma ferramenta primordial na classificacao das dlgebras de Lie semi-simples.

Para maiores informagoes consulte [6].

Seja g uma algebra de Lie semi-simples real e g = £ & s uma decomposicao de
Cartan. Selecionemos uma subalgebra abeliana maximal a C 5. Seja o : a — R

um funcional linear e considere o conjunto

go ={X €g:ad(H)X = a(H)X para todo H € a}.

Se go # {0} entdao « é denominado peso da representacao adjunta de a em g,
ou simplesmente peso do par (g, a), e os subespaco g, sdo denominados subespagos
de pesos. Um peso nao nulo o é denominado raiz restrita de g em relagao a a, ou
raiz restrita do par (g, a). Denotemos por A o conjunto de tais raizes, que recebe o
nome de sistema de raizes do par (g, a). Um sistema é de raizes é dito reduzido se os
unicos multiplos de uma raiz a que ainda é raiz forem a e —a. E claro que a partir
do sistema de raizes do par (g,a) é possivel obter um sistema reduzido. Para uma
abordagem mais geral e aprofundada dos sistemas de raizes indicamos o capitulo 9

de [6].
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O conceito de peso é definido na teoria para uma representacao p qualquer de
uma algebra de Lie g em um espacgo vetorial V', a existéncia de um pesos associado
a cada autovalor de p(X), X € g é garantido se g for nilpotente (teorema 2.9 de

[6]), para mais informagdes consulte o capitulo 2 de [6].

Temos pela proposicao 12.26 de [6] que duas subalgebras abelianas maximais
quaisquer em s sao isomorfas. Devido a este fato, vamos enfatizar a subalgebra em

relagdo a qual a raiz restrita estd sendo tomada apenas quando for necessario).

Em [6], o teorema 2.9 juntamente com as proposi¢oes 6.5 e 12.25 nos permite
decompor g como a soma direta dos auto-espagos associados aos pesos g em relagao
aa

g=m-+ E Yo,
(6%
onde m é o auto-espaco associado ao peso nulo.

Exemplo 1.30. Uma decomposicao de Cartan de sl(n,R) é sl(n,R) = so(n,R) & s,
onde s é o subespaco das matrizes simétricas. Temos que o conjunto das matrizes
diagonais de trago zero a = {diag(A1,..., A\) : Ay + -+ A\, = 0} é uma subalgebra
abeliana maximal contida em s. As raizes restritas de g relativas a a sao os funcionais

lineares y; definidos por o;(diag(Ai, ..., A\y)) = A — ;. De fato, se X = (a;5) € g

entao
ad(H)X =
A ayp - QAip ayp -0 Aip A
)\n an1 Ann an1 Ann )\n

0 ()\1 - )\2)0612 ()\1 - )\n)aln

- (>\2 - )\1)@21 0 s ()\2 - )\n)a2n
(A = A)an1 (A — A2)ane - 0
Assim, ad(H)X = o(H)X se, e somente se, @ = o; para algum i,j = 1,...,n.

Portanto, as raizes restritas de g relativas a a sao os funcionais a;; com 7 # j.
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Vamos agora definir raizes positivas, raizes simples, conceitos que nos serao tteis

posteriormente.

O subconjunto de a dado por {H € a : a(H) # 0 para todo o € A} é aberto
e denso em a pois é o conjunto dos pontos que nao anulam um nimero finito de
funcionais lineares nao-nulos. Este conjunto é chamado o conjunto dos elementos re-
gulares de a. Assim, a é dividido em uma quantidade finita de componentes conexas,
que sao denominadas camaras de Weyl . Selecionemos uma delas e denotemos por
a’. Ela serd denominada cdmara positiva. Com base nesta escolha, chamamos o
conjunto

At ={a€A:a(H)> 0 para todo H € a*}

de sistema positivo de raizes do par (g,a). Escolher uma camara é equivalente a

escolher uma relacao de ordem em a. Para uma demonstracao deste fato consulte
[6].

Definigao 1.31. Uma raiz a € A € dita simples se

(i) a >0,

(1) Nao existem 3, v € A tais que 3 e 7y sao positivas e « = [+~

O conjunto das raizes simples é denominado sistema simples de raizes do par
(g,a), o qual denotaremos por II. Este conjunto na realidade é uma base de a, na
qual toda raiz é escrita com coeficientes inteiros e de mesmo sinal, além disto toda
raiz positiva é expressa com coeficientes nao negativos. Existe uma abordagem mais
geral e abstrata do conceito de sistema simples de raizes. Para maiores detalhes e a

demonstracao dos fatos enunciados neste paragrafo consulte [6].

1.8.2 Decomposicao de Iwasawa

A decomposicao de Iwasawa nos permite obter informacoes importantes a respeito

de um Grupo de Lie e também de sua Algebra de Lie, pois d& origem a véarios
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objetos que nos fornecem informacodes a respeito da algebra. Em particular, a partir
de uma decomposicao de Iwasawa obtemos os subgrupos parabdlicos, através dos

quais obtemos o conceito de tipo parabdlico de um semigrupo.

Seja

nt = Zga.

aEAT
Temos o seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [2]
Teorema 1.32. (Decomposicao de Twasawa) A subalgebra w™ acima definida € nil-

potente e g se decompoe como g=EtDadnT.

A decomposicao de Iwasawa da algebra fornece uma decomposicao do grupo nos
seguintes termos. Seja K = expt, A =expae NT =expnt. Entao G se decompoe

como G = KANT.

Definicao 1.33. A decomposicao

g=tdadn’.

s

acima ¢ chamada decomposicao de Iwasawa de g . A decomposicio G = KAN™ ¢

chamada decomposicao global de Iwasawa .

Exemplo 1.34. Seja g = sl(n,R). Uma decomposigao de Cartan de g é sl(n,R) =
so(n) @ s, onde s é o subespaco das matrizes simétricas.O conjunto das matrizes
diagonais de trago zero a = {diag(A1,...,A\n) : M+ -+ X\, = 0} C s é uma
subalgebra abeliana maximal. No exemplo 1.30 vimos que as raizes restritas de g
relativas a a sao os funcionais a;, @ # j. Os elementos regulares de a sao as matrizes
diagonais com todas as entradas distintas pois, se uma matriz H = diag(Ay, ..., \y)
possui duas entradas iguais, digamos \; = \;, teremos «;;(H) = A\, — \; = 0.
Assim, o conjunto at = {H € a: A\; > Ay > ... > \,} é uma camara de Weyl, a
qual escolheremos para ser a camara positiva. Com esta escolha, para que «;;(H)
seja estritamente positivo para todo H € a' é necessdrio que i > j. Portanto,

AT = {ay; 11> j} é um sistema positivo de raizes.
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Se a; pertence a AT entdo
go,; = {X € g:ad(H)X = a;;(H)X para todo H € a}

é o conjunto das matrizes com entrada ij qualquer e todas as demais nulas. Assim,
0 *
0 0
¢ o conjunto das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal e g =

tDadnt é uma decomposicao de Iwasawa de sl(n, R), com € = so(n) e a e n™ dadas

como acima. Exponenciando estas subalgebras obtemos os seguintes subgrupos de

Sl(n,R):
K = 50(n)
A:{dzag()\l,)\Q,,)\n))\l>0,Z:1,,ne)\1)\2)\nzl}

At = {diag(/\l,/\g,...,)\n) cA: AL> A > 0> )\n}
e N1 é o conjunto das matrizes triangulares superiores com os elementos da diagonal

todos iguais a 1.

1.8.3 Subgrupos Parabdlicos e Variedades “flag”

Seja G um grupo de Lie conexo, semi-simples e com algebra de Lie g. Consideremos
=tPadn’ uma decomposicao de Iwasawa e G = KAN™ a decomposicao global
de Iwasawa correspondente. Denotaremos o centralizador de a em K por M e sua

algebra de Lie por m, dessa forma
M={u€K:Ad(u)H = HVH € a} = {u € K : uhu™' = h,Vh € A}.

O subespaco
p=mdadn’

¢ uma subalgebra de g.
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Definicao 1.35. A subalgebra p acima definida é chamada subalgebra parabdlica
minimal . FEla € a dlgebra de Lie do grupo de Lie P = MANT™, que por sua vez €
dito subgrupo parabdlico minimal . Qualquer subgrupo que contenha um subgrupo

parabolico minimal é chamado subgrupo parabélico .

Exemplo 1.36. Como vimos no exemplo (1.15) os subgrupos de isotropia da acao
natural de Si(n,R) sobre a variedade “Flag” maximal F*(1,...,n) nos elementos

canonicos tem a forma

Note que estes grupos de isotropia sao os subgrupos parabdlicos minimais de

Sl(n,R).

Dentre as propriedades dos subgrupos e subalgebras minimais, destacamos as

seguintes

Proposicao 1.37. i) O normalizador de P coincide com P, ou seja,

P ={ueG:uPu—1= P},

it) P é o normalizador de p em G, ou seja,

P={ueG:Adu)p =p}

ii1) todos os subgrupos parabdlicos minimais sao conjugados ente si. Além disso,

1

dado um subgrupo parabolico minimal P e g € G, temos que gPg™ € também

um subgrupo parabolico minimal

A variedade homogénea GG/ P é denominada variedade flag maximal. Como P é o
normalizador de p, G/P pode ser identificada com a érbita de p sob a a¢do adjunta

de G na Grassmanniana dos subespagos de g que possuem mesma dimensao que p.
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Ou seja, para cada g € G temos a seguinte identificagao gP < Ad(g)p. Como P é
seu préprio normalizador, G/ P pode ser também identificada com o conjunto dos
subgrupos parabdlicos minimais, isto é, para cada ¢ € G temos gP « gPg¢~'. Em

resumo, para cada g € G temos as seguintes identificagoes
gP < Ad(g)p < gPg".

Para maiores informagao acerca destas identificages, consulte [8].

Agora veremos como sao obtidas as outras variedades flag a partir dos subgru-
pos parabodlicos. Inicialmente definimos as subalgebras parabdlicas, a partir das
quais obtemos os subgrupos parabdlicos que sao seus normalizadores. Além disto
apresentamos as propriedades mais relevantes para nosso trabalho dos subgrupos pa-
rabdlicos e também das variedades flag. Para maiores informagoes e demonstragoes

dos fatos aqui apresentados indicamos [8], [2] e as referéncias dos mesmos.

Seja IT um sistema simples de raizes do par (g, a) e seja © C IT um subconjunto
qualquer. Associado © temos o subgrupo parabdlico Pg, sua subalgebra é a subal-

gebra parabdlica pg. Vamos agora ver como estes objetos podem ser construidos.

Considere a subalgebra n=(0) = > g.,den” = > g_,, onde (©)" éo
ac(O)* aeAt
menor subconjunto fechado de A* contendo ©, ou seja, o subconjunto de A gerado

pelas combinagoes lineares dos elementos de ©. A subalgebra pg é dada por
po =n"(©) @ p,

e o subgrupo parabdlico Pg é o normalizador de pg em G. A algebra de Lie de Pg

¢ po Pois pe € seu proprio normalizador em g.

Exemplo 1.38. Tomemos g = s[(5,R) com a decomposi¢ao candnica de Iwasawa.

Conforme ja vimos

A = {ay:1#j,5=1,---,5} é o conjunto das raizes
At = {a;; 11 < j} é um conjunto de raizes positivas
II = {aiy1:i=1,---,4} é um sistema simples de raizes
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Tomando © = {ay2, az3} temos que

<@)+ = {041270613,0623}

Denotaremos Y. ga € >, @_o respectivamente por nt(0©) e n=(0). Temos
ac(O)t ac(O)t
que n*(0) e n~(O) sdo subalgebras de n™ e n~, respectivamente ([2], pdgina 66).

Agora vamos explicitar estas subalgebras.

0 « %= 0 0
00 «= 00
@ =¢loo0oo000]},
00000
00000
0 00O0O
*x 00 0 0
n (0)= x « 0 0 0
00 0O0O0
00 0O0O0
e
* k% k k
£k x k k
po=n"(O)dp= k ok ok x k
0 0 0 * %
000 0 =

Em geral Pg nao é conexo, a componente conexa de Pg é exppe. Note que,
se ©; C Oy entao pe, C po,. Além disto, pg = p e pnp = g, assim p C po,
P C Pg para todo © C II. A subalgebra parabdlica pg admite uma decomposicao
que nos serd tutil, a decomposicao de Langsland. Seja a(©) o subespago de a gerado
por H,, @ € ©, onde H, € a é o dual de o : a(-) = (H,,-). Denote por ag o
complemento ortogonal (em relagao a forma de Cartan Killing) de a(©) em a, e por

ng a subalgebra de n definida por nf, = >°_ g,, com @ € AT — (©)". Denotando
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ainda mg =m @ a(0) ®n(0) G n~(0)) temos a seguinte decomposicao de pg
pe = n(©)@&p
= n(O)omadadn’
= n(O)dmd (a(0) Dag) ® (n*(O) +nf)
= m®a©) @&n"(0)dn(0)) P (ae ® nf))
= me ®ag ®ng.
Esta é a chamada decomposicao de Langsland de pg.

Exemplo 1.39. Dando continuidade ao que foi feito no exemplo 1.38, temos que

o

S OO O =
o O O

S OO OO
S OO OO
S OO OO

o O oo
OO O = O
|
—

O O O OO
O OO OO

Assim,

a(0) = (E1 — B9, E9y — E33) = cat+b+c=0

O O O O
OO o ot O
o oo OO
o O O o O
o O O O

a(©) = (Es3 — Eug, Eyq — Es5) = cd+e+f=0

OO DO OO
O OO OO
O O Qo o
S 0D O OO
~ O O O
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Desta forma temos que

po=(m+a(®)+n"(O)+n (0)) + (ag + 1)
x x x 0
* x x 00
= * x x 0 0
0O 00O 00O
000 00O
0 00 0O 0 0 0 % =
000 O0O 0 0 0 * * x
= 0 0d 0O + 00 0 % =
000 e 0 0 0 0 0 =
0000 f 00 0O0@O0
zm@+(a@+ng).

A subalgebra g(0) gerada por nt(0)+n~(0O) é semi-simples e a(0) esta contida
em g(©) como uma subalgebra “split”. Também, g(©) é um ideal em mg, pois
m normaliza n™(©) + n=(0©). Portanto o complemento ortogonal g(©)+ de g(©)
em mg ¢ um ideal em mg o qual satisfaz mg = g(©) ® g(©)*. Uma vez que
nesta decomposi¢ao ambas as componentes sao ideais, temos que [g(0), g(0)*] = 0.
Assim, g(©)* é o centralizador de g(©) em mg. Temos que g(©) C m, pois m é o

centralizador de a.

Também temos a decomposicao de Langsland em Pg
Po = Mo Ao NG,

onde Ag = expag, Ng = expng, e Mpg é um subgrupo fechado com &lgebra de
Lie mg. Em geral Mg néo é conexo. Denotamos por Mg a componente conexa
da identidade de Mg. Ela é o subgrupo fechado Mg = expmy. Além disto, Mo

normaliza AgNg .

Exemplo 1.40. (1.8.22) Exponenciando as subalgebras obtidas no exemplo anteior,

obtemos
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x x % 0 0
x x % 0 0
Mg = x x % 0 0 ,
00000
L \0 0000/
(/1.0 0 0 0Y))
01000
Ag = 00 = 00
000 %= 0
(\N0O 0 0 0 x /)
e
1 0 0 % x
01 0 = =
Ng = 0 0 1 % =
000 1 =«
00 0O0T1
Notemos que a componente identidade de Pg,
X % % % %
X % % % %
(Po)o = MogAeNg = X ok ok % X ,
00 0 x =
00 0 0 =«

é o subgrupo de isotropia no subespaco gerado por ey, ey, e3 (vetores da base
canonica de R%) quando consideramos a acao natural de SI(5,R) sobre Grz(5). Na
realidade, todo subgrupo do tipo Pg é um subgrupo de isotropia em algum elemento

na agao de Sl(n,R) sobre alguma variedade “Flag”.

1.9 Grupos de Weyl

O grupo de Weyl é o grupo de transformacoes lineares gerado pelas reflexdes em
relagdo as raizes do par (g, a). Sua importancia dentro da teoria, entre outras coisas,
reside no fato de que nos permite entender a bijecao entre os sistemas simples de

raizes e o conjunto de todas as camaras de Weyl. Para nossos propositos seu valor é
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imenso pois é a partir do subgrupo W () do grupo de Weyl, que obteremos o tipo
parabdlico de um semigrupo. Para obtermos subgrupo W (S) associamos a cada
elemento do grupo w do grupo de Weyl um conjuntos de controle D,, na variedade
flag maximal G/P, o subgrupo W(S) consiste dos elementos w tais que D,, é o

conjunto de controle invariante em G/P.

Seja um A o sistema de raizes do par (g, a), vamos agora considerar o conjunto
das reflexdes em relagao aos elementos de A. O grupo de transformagoes W gerado
por estas reflexdes é o grupo de Weyl do par (g,a). O grupo de Weyl também
pode ser visto como o grupo quociente M*/M, onde M é o centralizador de A
em K e M* é o normalizador de A em K, pois o grupo de Weyl W é isomorfo a
M*/M. Este isomorfismo seréd de extrema importancia para definir a agdo do grupo
de Weyl em a, nas camaras de Weyl e também nos elementos das variedades flag
(G/Po. Vamos agora apresentar a defini¢ao de reflexdo em rela¢ao uma raiz o € A.
Este conceito pode ser generalizado para um espacgo vetorial qualquer, para mais
informagodes consulte [6]. Devido ao isomorfismo entre a e seu dual a* é indiferente
definir as reflexoes em a ou a*, para os nossos propésitos é mais comodo definir em
a. Seja a € A uma raiz do par (g,a), e seja H, o dual de o : () = (H,,-). A

transformacao linear r,, : a — a dada por

(Ho, H)

il
(Ha, Hq)

ro(H)=H —2

¢ denominada reflexao em relacao a raiz «. Pode-se verificar facilmente que esta
transformacao é invertivel. O grupo de transformacoes lineares em a gerado pelas
reflexdes em torno das raizes do par (g,a) é denominado grupo de Weyl do par
(g,a). Denotaremos o grupo de Weyl do par (g, a) por W. Estd claro que diferentes
escolhas da subalgebra abeliana maximal, da origem a diferentes grupos de Weyl,
entretanto devido ao isomorfismo entre as subalgebras abelianas maximais, os res-
pectivos grupos de Weyl também sdo isomorfos, veja a proposicao 9.2 de [6]. Por
este motivo vamos nos referir ao grupo de Weyl do par (g, a) apenas por grupo de

Weyl, isto também justifica o fato da notacao para grupo de Weyl nao enfatizar a
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subalgebra abeliana maximal em relacao a qual da origem ao mesmo.

O grupo de Weyl age transitivamente no conjunto das camaras de Weyl (pro-
posigao 9.3 de [6]. Seja C' uma camara de Weyl, temos pela proposigao 9.20 de [6]
que o subgrupo de isotropia em C é o subgrupo que contém apenas a identidade.

Isto nos da uma bijecao entre o grupo de Weyl e o conjunto das camaras de Weyl.

1.10 Decomposicao de Bruhat

A decomposicao de Bruhat do flag maximal G/P é uma decomposi¢ao obtida a
partir da agao do subgrupo N~ sobre os elementos da forma wP de G/P, onde w é
um elemento do grupo de Weyl. Na realidade tomamos um representantes w € M*

de w e consideramos a acao de N~ em wP.

Considere a decomposigao global de Iwasawa G = KAN™T, sejamn™ = > g_,,
acAt

N~ = exp(n”) e P = MANT o subgrupo parabdlico minimal associado a esta

decomposic¢ao. Para cada elemento w do grupo de Weyl W do par (g, a), tomemos

um representante w € M* e denotemos a origem P de G/ P por by. Nestas condigoes,

G/ P se decompoe como

G/P = | N~b,.
weWw

Esta decomposicao é denominada decomposicao de Bruhat e cada orbita N~ wbg
nesta uniao recebe o nome de célula de Bruhat. Quaisquer duas células ou coincidem,
ou sao disjuntas. A célula N~by aberta e densa em G/P e recebe o nome de célula
aberta de Bruhat. A demonstracao destes fatos, bem como outras informacoes a

respeito desta decomposi¢ao podem ser encontradas em [2].

Agora vejamos um exemplo:

Exemplo 1.41. Consideremos a acao de SI(3,R) sobre Gry(3) dada por

¢ SI(3,R) x Gry(3) — Gry(3)
(9,6) — g€ = g€.
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Seja 3 = {e1,e2,e3} a base canonica de R? e tomemos o elemento & € Gry(3)

representado por
10
=101
0 0

subespago gerado por {e;,es}. O subgrupo de isotropia Hs neste elemento é o

Y

subconjunto das matrizes de SI(3,R) da forma

Z11 0 z3
0 @9 x93
0 0 33

Desta forma Gry(3) é difeomorfa a Si(3,R)/Hs, sendo o difeomorfismo dado por

vl Sl(3,R)/H2 — G’I“g(g)

gHy — g&

Via este difeomorfismo o elemento Hs € SI(3,R)/H, é identificado com o plano

10
o=101
0 0
1 00
Temos que Ng = a 1 0 |;a,b,ceR eas células Ng&; sao:
b ¢ 1
100 10 10
o Ng& = a 0 01 |;abceR,= a 1 |;a,bceR
b ¢ 1 00 b ¢
100 10 10
o Ng& = a 0 0 ;a,b,ceR p = a 0 |;a,b,ceR
b ¢ 1 0 1 b 1
100 0 0 0 0
o Ng& = a 1 0 1 0 |;a,bcelR)= 1 0 |;a,b,ceR
b ¢ 1 0 1 b 1

As outras células coincidem com uma destas trés como subconjuntos de Gra(3).
Note ainda que Ng&, = ( . ) ,onde 1 é a matriz identidade 2 X 2 e z é uma matriz

arbitraria 1 x 2, logo esta é a célula aberta e densa de Gry(3).
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Para termos uma visao geométrica das células da decomposicao de Bruhat de
G72(3), vamos identificd-las na esfera unitaria contida no semi-espago y > 0, identi-

ficando cada plano com sua interseccao com a esfera.

o Ng& ¢ identificada com a calota menos o seu bordo;
e Nj&; é identificada com o bordo menos os pontos (1,0,0) e (—1,0,0);

e Nj&, é identificada com os pontos (1,0,0) e (—1,0,0).

Deste modo temos que Gra(3) = Ng& U Ng& U Ng&. A figura abaixo destaca

cada uma das trés células da decomposigao de Bruhat de Gry(3).

~ 7 N
\ 4 N
\ 1 \
‘——"—5. -\l "‘—— =~
-— e - _/ -~ e -

-
/

/
]

7-

Figura 1.1: Células da decomposigao de Bruhat de Gra(3)

1.11 Interpretacao geométrica das Camaras de Weyl

Fixadas uma decomposi¢ao de Cartan, uma subalgebra abeliana maximal e uma
camara positiva, considere o conjunto de todas as camaras conjugadas a camara
positiva escolhida inicialmente. Nesta secao daremos uma interpretacao geométrica
para este conjunto. Identificaremos o conjunto das camaras positivas com o espaco

homogéneo G/M A, em seguida interpretaremos a fibrac¢ao
G/MA — G/MAN™

em termos das camaras e dos subgrupos parabdlicos minimais.

Seja a uma subalgebra abeliana maximal fixa e selecionemos uma camara de Weyl

positiva at. Associado com a™ temos a decomposicao de Iwasawa G = KAN™.
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Definamos C(g) =: {Ad(g)(a) : ¢ € G}. Temos que C(g) é o conjunto das
subalgebras abelianas conjugadas de a. Para um elemento Ad(g)a pertencente a C
denotemos por C(g) o seu conjunto de camaras de Weyl e tomemos C = |J C(g).

geG
Entao C é o conjunto de todas as camaras de Weyl conjugadas a a*.

Definimos uma a¢ao G xC — C por (g,a™) — Ad(g)a™t. A isotropia no elemento
at é MA. De fato, Ad(g)a™ = a™ se, e somente se, Ad(g) = Id, o que por sua vez
ocorre se, e somente se ghg™! = h para todo h € AT. Mas g comuta com h se, e
somente se, g pertence a M A o que prova a afirmacao. Dessa forma, temos uma
bijecao

G/MA—C
gMA — Ad(g)a™.

Com isto G/M A pode ser realizado como o conjunto das conjugacoes das camaras

de Weyl de a em g.

Agora considere a fibracao equivariante
G/MA — G/MAN™

que aplica cada classe M A na classe MANT que a contem.

Com a identificacao estabelecida acima, a fibracago G/MA — G/MAN™ pode
ser interpretada como segue: um elemento o € G/M A é uma camara de Weyl de
Ad(g)(a) para algum g pertencente a G. Tomemos um sistema positivo de raizes de
(g,Ad(g)a) considerando a camara « como sendo positiva. A partir de o obtemos
um unico subgrupo parabdlico minimal P(«). Temos entdo que a fibragao esta
associando a camara a € G/M A o subgrupo parabdlico minimal P(a) que a contém

como positiva.

Se «a pertence a G/M A entao a = Ad(g)f para algum g € G e alguma camara
de Weyl do par (g,a). Entao, o elemento de G/MANT correspondente a o é o

subgrupo parabdélico gPg~!.
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Resumidamente temos que o é uma camara positiva para b pertencente a B se,

e somente se m(«) = b, onde 7 : G/MA — G/MANT é a fibragao descrita acima.

Exemplo 1.42. Consideremos o grupo SI(2,R) bem como a descrigao de sua estru-
tura feita nos exemplos anteriores. A identificacdo de G/M A com a conjunto das

camaras de Weyl é dada pela aplicagao

G/MA—C
gMA — gATg™
onde At = { ( A )\91 ) D 1}. Analisemos o caso particular em que g =

( ? _01 > Ao elemento gM A € G/M A esta associado a camara

0 —1 A0 0 1
+.-1 _ )
9% = (1 0)(0 /\‘1)(—1 0)‘A>1}
A0 ’
= ( 0\ ) A > 1}
que é a camara negativa em A segundo o sistema de raizes positivas AT obtido

considerando A* como camara positiva. Agora, m1(¢gMA) = gMAN™T «

(5 )G remp= {0 3]}

camara { ( g ﬁOl ) : 3 < 713 é positiva para o subgrupo parabdlico minimal

~ A0
P { (40 }
Temos ainda que N ¢ transitivo sobre a fibra de by = MAN™. De fato:
7 b} = {gMAe G/MA: gMANT = MAN"}
= {yMAec G/MA:ge MAN"}
= MANY/MA~ Nt
Como um grupo sempre age transitivamente sobre si mesmo segue-se a afirmagao.

Isto significa que qualquer camara positiva para P = MANT é da forma nA*n™1
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com n € Nt pois, dada uma camara positiva qualquer « € G/MA, se (o) = P

entao a pertence a 7 1{by}, logo existe n € NT tal que a = nAtn~1.

Analogamente, todo gP € B ¢ identificado com
9Py = gMAN g~ = (¢Mg™")(gAg™")(gNTg™),

logo toda camara positiva para gPg~' ¢ da forma (gng=')(gAg~')(gng™!).

1.12 Subgrupos Split e Camaras de Weyl

Nesta segao identificaremos o quociente G/M*A com o conjunto dos subgrupos

“split”de G e, a partir disso, interpretaremos a fibragao G/MA — g/M* A.

Ja que M* e A sao subgrupos fechados de G temos que o produto M*A também
é um subgrupo fechado. Além disso, como M C M* temos que MA C M*A.

Podemos entao considerar o espaco homogéneo G/M*A e a fibragao equivariante
G/MA — G/M*A,

que associa a cada classe de M A a classe lateral de M*A que a contem.

Denotemos o conjunto dos subgrupos “split”’de G por S(G) e consideremos a
acao de G em S(G) dada por (g, ) — Ad(g)(a). Temos que M*A é o subgrupo de
isotropia em a. De fato, Ad(g)a = a se, e somente se g pertence ao normalizador de

aem G que é M*A. Logo, temos uma bijecao

G/M*A — S(G)
gM*A — Ad(g)a

e podemos identificar G/M*A com o conjunto das subalgebras “split”de g.

Com esta identificagao a fibragao acima pode ser interpretada como a aplicacao

que associa cada camara de Weyl dada a subalgebra “split” que a contém.
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1.13 Fibrados principais

Nesta secao apresentaremos o conceito de fibrados principais. O interesse em in-
troduzir o conceito de fibrados principais neste trabalho é que a fibracao G/MA —
G/M*A define G/M A como um fibrado principal sobre G/M*A, tendo o grupo de
Weyl como grupo estrutural deste fibrado. Isto auxilia a compreensao da acao do

grupo de Weyl W sobre o conjunto das camaras de Weyl G/M A.

Definigao 1.43. Sejam P e M wvariedades diferencidveis e G um grupo de Lie. Um
fibrado principal de espaco total P, espaco de base M e grupo estrutural G, o qual
¢ denotado na literatura por P(M,G), consiste destas trés estruturas (P, M e G) e

de uma acao a direita

n : PxG — P
(r,9) = n(p,9)=pyg

satisfazendo as sequintes propriedades:
i) A agao é livre;

ii) O espaco das drbitas desta agio, {pG = {pg:g € G} :p€ P} é M. Em termos

precisos, existe uma submersao
T:P—M

tal que as drbitas de G sdo os conjuntos 7~ *{x} denominadas fibras.

iii) P € localmente trivial no sentido de que para todo x € M existe uma vizinhanga

U de x e um difeomorfismo
Y m (U) - UxG

que € dada da forma



onde ¢ : 7 H(U) — G € uma aplicagdio que satisfaz

p(pa) = ¢(p)a.

Exemplo 1.44. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciavel, entao o
produto M x G é um fibrado principal, com grupo estrutural G e espago base M. A
acao a direita ¢ dada por ((x, g)h) — (x,g9)h = (x,gh). A projegiom: M xG — M,
(z,g) — x é uma submersao tal que as fibras 7 '{z} = {(z,9) : ¢ € G} coincidem
com as 6rbitas dos elementos (x, h), ou seja, {(x, hj) : j € G} = pi~*{x}. Tomando
agora uma vizinhanga U de x € M temos 7 '(U) = {(z,9),9 € G} =U X G ¢ as

trivializagoes locais dao dadas pela imersao

v o Y U) - UxG
b, g) = (x,9).
De fato, tomando ¢(x,g) = g temos ¢((z,g),a) = ¢(x,g9a) = ga = (¢(z,g))a
para todop € 71 (U) e a € G.

Exemplo 1.45. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. Entao,
G(G/H,H) é um fibrado principal. A agao a direita de H sobre G é dada por
(g, h) — gh. A projegao canonica 7 : G — G7h, g — gH nos fornece uma submersao
tal que as fibras 77 (gH) = gH C G coincidem com a érbita de g, que é gH = {gh :
h € H}. As trivializagbes locais sao obtidas devido a existéncia de seg¢oes locais em
G/H, que sao aplicagoes o definidas em um aberto U C G/H, o : U — G tais que

n(o(gH)) = gH para todo gH € U. Assim, a aplicagao
VN U) - UxH

dada por ¢¥(o(gH)h) = (¢H, h) é uma trivializagao local, ja que todo elemento g € G

pode ser escrito da forma g =xh comz € Ge h € H.
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1.14 Acao de W sobre G/MA

Nesta secao, veremos como W age no conjunto das camaras de Weyl de G com o

auxilio da fibracao G/MA — G/M*A.

O subgrupo M A é normal em M*A. De fato, dado wa € M*A temos que
waM A(wa)™' = wMAaa™'w = wMw 'A = MA, onde usamos respectivamente o

fato de que M centraliza A, A é abeliano e que M* normaliza A e M.

Assim, a fibracado G/MA — G/M*A define G/MA como um fibrado principal
sobre G/M*A. O grupo estrutural deste fibrado é M*A/MA ~ M*/M = W. De

fato:

i) a agao a direita de M*A/M A é dada por (gM AwaM A) — gwaM A;

ii) a fibragdo 7 : G/MA — G/M*A define as fibras

7 Y gM*A) = {hMA€G/MA:hN*A=gM*A},
= {gwaM A : wa e M*A}

que coincidem com as érbitas dos elementos gM A € G/M A,

iii) dado um ponto gM*A € G/M*A, tomamos uma vizinhanga U que o contenha

e definimos a aplicagao

¢ : 7w Y U) — M*A/MA
gwaMA +—  wabMlA.

Da igualdade
o((gwaM A)ywya; M A) = ¢(gwawia; M A) = wawias M A = (¢p(gwaM A))wia, M A

concluimos que a aplicacao

v - U) - Ux M*A/MA
p = (7(p),phi(p))

define uma trivializagao local.

Desta forma temos uma ac¢ao natural a direita de W sobre G/M A.
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Definicao 1.46. A acao a direita de W sobre G/M A ¢é dada por (gM A)w = gwM A

para g € G, w € W e w um representante qualquer de w € M*.

Em termos das interpretacoes geométricas das secoes anteriores a acao de W
sobre as camaras de Weyl é a seguinte: Seja at = gMA uma camara de Weyl
em G/MAea=gM*A € G/M*A o subgrupo “split”que a contém. Temos que
a=gAtg ' e a = gAg~!. Além disso, o normalizador de o em gKg= ' é gM*g~!.
Dado w € W seja w qualquer um de seus representantes em M*. A acao a direita

acima mencionada nos da

atw = (gMA)w = guM A.

Agora, a conjugacao usada para obter a a partir de A define um isomorfismo
entre os grupos de Weyl do par (g, a) e do par (g, a) que associa a cada representante
w do grupo de Weyl definido por A o elemento gwg™! do grupo de Weyl definido
por « (isto segue imediatamente do fato de que o normalizador de @ em gKg~' é

gM*g™'). Assim, o elemento atw de G/M A ¢ identificado com a camara

(gwg ) (gA g ") (gwg™ )~ = (gw)A* (gw) .

Exemplo 1.47. Para G = SI(2,R), temos:

A
MA = A

L A0 0 A
MA = 0 A ’<—)\‘10)}'

Tomando g = ( (c) 8 ) temos que

0 oAt
+ _
at = gMA = B e

e bA 0 0 b~
= ora = (0 e ) (8 "))
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Agora,

Observemos que esta conjugacao nos da o mesmo subgrupo “split”, mas com

outra camara sendo considerada. Tomando w = ( _01 (1) ) eWew = ( _01 (1) )

um representante em M* temos que

o —b 0
gw = 0 c )
~ —bA 0 bA 0
o — — :
atw=guMA = 0 et ol g ot A>1p e

o - (3 9).(3 ) (5 &)

)

ou seja, o elemento w aplica a camara o™ na camara positiva A™.

1.15 Pontos fixos e atratores

Seja G = KAN™T uma decomposicao de Iwasawa do grupo de Lie semi-simples G e

AT uma camara positiva. Tomemos h € AT e consideremos o difeomorfismo

h: G/MANt — G/MANT*
GMAN* > hgMAN* -

Entdao gMANT = hgMAN™ se, e somente se, ghg~! € MAN*. Mas como
h € AT é um elemento split, temos que é também um elemento split. Deste forma
ghg™t € MANT se, e somente se ghg~! = K/, para algum b’ € A. Mas isto ocorre

se, e somente se, g pertence ao normalizador de A, ou seja, g pertence a M*. Logo,
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os pontos fixos deste difeomorfismo sao da forma wP = wby, com w € M*. Portanto
os pontos fixos de h estao em bijecao com os elementos do grupo. Devido a este

fato, utilizamos a seguinte denominagcao.

Definicao 1.48. Diremos que wby € um h-ponto fixo do tipo w.

Seja wby um ponto fixo para h e tomemos nwby € N~ why. temos que h(nwby) =
hnh~'hwby = hnh~'wby. Como klim h*nh=" = 1, temos que h*(nwby) = hEnh= by —
wby quando k — oo. Devido a esta propriedade temos a seguinte definigao.
Definigao 1.49. Se h¥(niwby) = hfnh=*wby — wby quando k — oo para todo

n € N~, diremos que wby € um atrator de N~ wbg para h, ou ainda, que N~ wby € a

variedade estavel de wby.

Temos assim que o h-fixo wby é um atrator da célula N ~wby. Em particular by
¢ um atrator para a célula aberta de Bruhat. Logo, a variedade estavel para by ¢ a

variedade estavel de by.

Observagao 1.50. Quando conjugamos h por um elemento g € G temos o isomor-
fismo entre os grupos de Weyl de A e de gAg~" definido por w — gwg~!. Desta

L ¢ gwby = (gwg 1) (gbo), que é a imagem

forma, o ponto fixo do tipo w para ghg~
do atrator gby sob o elemento do grupo de Weyl de gAg~—! identificado com w pelo

isomorfismo definido por g.

Exemplo 1.51. Consideremos o espaco projetivo real RP! com os mesmo resultados
do exemplo 1.8.28. Se h pertence a AT, consideremos o difeomorfismo de RP! dado

por hl(z1,x2)] = [h(z1,x2)]. Se h = ( E)\ )\91 ), com A > 1, entao

(w1, 22)] = K A > ( o )] — [(Aan, A1)

Assim,h[(x1, x2)] = [(x1,22)] se, e somente se, z; = 0 ou x93 = 0. Logo, os
pontos fixos de h sdo by = [(1,0)], do tipo 1, e wb, = [(0,1)], do tipo w. Seja
[(z,y)] # [(0,1)] € RP!. Para todo niimero natural k, temos
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Assim,

s[5 %) (£)

Fazendo k — oo, temos [(z, \™?*y)] — [(z,0)] = [(1,0)] = by. Logo, by atrai a
célula aberta e densa N ~by. Para o caso [(x,y)] = [(0,1)] temos [(0,y)] = [\*(0,y)] =

[(0,1)] mesmo com k — oo. Assim, [(0,1)] atrai apenas a si préprio.

A 0 0
Exemplo 1.52. Seja G = Gry(3), h = 0 X O com A > X > N3 >0e
0 0 Xs
V = ((x1, 2, x3), (Y1, Y2, y3)). Entdo
A 0 0 1 Y1 Az Ay
0 X O To Y2 | = | A2 Ao
0 0 A3 T3 Y3 A3T3  A3ys3

e hV =V se, e somente se,(z1, T2, 73) € (y1,ys2,y3) possuem exatamente duas
coordenadas nulas. Se este é o caso, entao V = wby para algum w € W. Logo
os pontos fixos sao wby com w € W. Tomemos agora V € N~ by. Entao, V =

((1,z,y),(0,1, 2)) para algum z,y, z € R. Se

A 000
h=1 0 X 0 J]e€A
0 0 X3

e k é um inteiro positivo, temos que

Moo
RP=1 0 X 0
0 0 X
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1 1 1
L1 Lo L0
1 r s 1
i B R e I
L. 1., ¥ =
AY A5 AT A8
CO
A1
Assim, h*V = (i—f)k (i—z)k . Fazendo k — oo, temos que
()P ()
A X

WV —

o O =
O = O
Il
S
o

Logo, by é o atrator de N~by = N~ wby.
Verifica-se da mesma maneira que as variedades estaveis para wobg, wsbg, Wabg, € Wsbg

sao respectivamente N~ wybg, N ~wsbg, N~ wsbg, € N~ wsby.
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Capitulo 2

Conjunto de Controle para acao
de Semigrupos

Sejam GG um grupo de Lie e M uma variedade na qual G age transitivamente. Seja
S C G um semigrupo de interior nao vazio e consideremos a acao de S em M,
que ¢é obtida restringindo a agao de G em M a S. Dizemos que S age transitiva-
mente em M, ou que a acao de S em M ¢ transitiva, se para quaisquer x,y € M
tivermos que x estd na Orbita de y. Analogamente definimos a agao transitiva de
S em um subconjunto qualquer de M. Quando a acao de S em M nao é tran-
sitiva, estamos interessados em encontrar algum subconjunto Dy C M onde esta
transitividade ocorre, um tal conjunto recebe o nome de conjunto de transitividade.
Nao apenas isto, temos interesse em encontrar algum conjunto D C M onde ocorre
uma transitividade aproximada da acao de S, no sentido em que para quaisquer
x,y € D se temos que y estda no fecho da érbita de z. Um tal subconjunto onde
ocorre esta transitividade aproximada é denominado conjunto de controle para a
agao S. Um fato importante é que na familia dos conjuntos de controle para a agao
de um semigrupo S em uma variedade M, é que existe uma relacao de ordem nestes
conjuntos, e, em alguns casos, existe um elemento maximal C nesta ordem, que é
denominado conjunto de controle invariante. Nosso objetivo neste capitulo é apre-
sentar a definicao formal destes objetos, conjunto de controle, conjunto de controle

invariante e conjunto de transitividade. Além disto apresentamos algumas proprie-
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dades e relagoes entre estes objetos, que sao importantes em nosso estudo uma vez
que o conceito de tipo parabdlico é obtido através do estudo de uma relacao entre o
conjuntos de controle invariantes nas variedades flag G/Pg e o conjunto de controle
invariante na variedade flag maximal G/P. Na primeira se¢do apresentamos os
conceitos e propriedades dos conjuntos de controle para a acao em uma variedade
M qualquer, fazemos o mesmo para os conjuntos de controle invariantes na segunda

secao.

2.1 Conjuntos de controle

Definicao 2.1. Um conjunto de controle para o semigrupo S €é um subconjunto

D C M que satisfaz as sequintes condigoes:

i) int(D) # 0;
ii) D C fe(Sx) VxeD;e

iii) D é mazximal com relagdo as propriedades (i) e (ii), ou seja, se D' C M satisfaz

(i) e (it) e D C D', entao D' = D.

A condigao (i) diz que dados dois pontos quaisquer z,y € D entdao y € fe(Sx).
Vejamos agora algumas propriedades de conjuntos de controle. A primeira delas
diz que os conjuntos de controle coincidem ou sao disjuntos, e para demonstra-la,

precisamos do seguinte lema.

Lema 2.2. Sejam a,b,c € M tais que a € fe(Sb) e b € fe(Sc). Entio a € fe(Sc).
Demonstracao: Como a € fe(Sb) e b € fe(Sc), consideremos as sequéncias ()
e (y,) de pontos de S tais que x,¢c — b e y,b — a. Entdo, para toda vizinhanga

V de a, existe nyg € N tal que y,,b € V, ie, a partir de ny os termos da sequéncia

(x,,) estao na vizinhanca V' de a. Como a acdo ¢ continua e x,c — b temos que
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YnoTnC — Ynob. Desta forma, In; € N tal que y,,z1c € V. Portanto, a € fe(Sc). m

Proposigao 2.3. Sejam D e D’ dois conjuntos de controle. Entao D = D’ ou

DnND #10.

Demonstracao: Suponhamos que D N D' # () e tomemos z € DN D'. E claro
que int(D U D’) # () ja que intD # (). Sejam a,b € D U D’ elementos quaisquer.
Pela condicao (ii) da definigdo 2.1, a € fe(Sx) e x € fe(Sb). Pelo lema anterior
concluimos que a € fe(Sb). Pelo que acabamos de mostrar, D U D" C fe(Sb)
Vb € DU D'. Pela maximalidade de D temos que DU D" = D. Logo D C D'
e novamente usando a maximalidade dos conjuntos de controle, concluimos que

D=D'm

Proposicao 2.4. Todo subconjunto D C M que satisfaz as condigdes (i) e (ii) da

definicao 2.1 estd contido em um conjunto de controle.

Demonstracao: Seja A={C C M: D C CeC satisfaz (i) e (it) da Def. 3.1.3}
ordenado pela inclusao. Como D € A temos que A # ). Consideremos em A uma
cadeia arbitraria {C, }aer € coloquemos
U= C..
acl

Tomando x,y € U, entao existem aj,a0 € [ tais que x € C,, e y € C,,. Mas
segundo a ordem em A temos que C,, C C,, ou C,, C C,,, entdo y € fe(Sz).
Isto mostra que U € A e portanto, toda cadeia em A é limitada superiormente.
Pelo lema de Zorn, A possui elementos maximais. Seja C'; um destes elementos
maximais. Pela definicao de A temos que D C Cy; e Cy; é o conjunto de controle

desejado. m

Um fato importante é que o fecho e o interior da érbita pelo semigrupo S de um

ponto qualquer da variedade M sao invariantes pela acao de S.
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Proposicao 2.5. Para todo x € M temos que, S(int(Sx)) C int(Sx) e S(fe(Sx)) C
fe(Sx).

Demonstracao: Dados g € S e z € int(Sx), existe U C M aberto tal que z €
U C Sz. Como a agao é aberta (homeomorfismos), temos que gU é um aberto e
gz € gU C gSx C Sz. Logo gz € int(Sx). Agora, se g € S ey € fe(Sx) entao
existe (g,x) sequéncia em Sz que converge para y. Pelo fato da ac¢do ser continua

segue que gg,r — gy, e portanto, gy € fe(Sz). m

Definicao 2.6. Seja D um conjunto de controle para o semigrupo S. Definimos o

conjunto de transitividade para D como sendo:

Dy={x € D: x € (int(S))x}

Proposicao 2.7. Seja D um conjunto de controle para o semigrupo S e seja Dy o

seu conjunto de transitividade. Se Dy # (), entdo:

i) Dy = (intS)D N D;

ii) D C (intS) 'z, Va € Dy;

iii) Dy = (intS)z N (intS) 'z, Vx € Dy;

iv) Para todo x,y € Dy, existe g € intS com gx = y;
v) Dqy € denso em D;

vi) Dqy € S-invariante em D no sentido que:

seh €S, x € Dy ehx €D, entdo hx € D

Demonstracao: (i)Vamos mostrar que Dy C (int(S))D N D. Para isto tome
x € Dy. Entdo x € D e x € (intS)z, isto é, x € D N (int(S))z C D N (int(S))D.

Logo Dy C DN (int(S))D. Agora vamos mostrar que [(int(S))D N D] C Dy. Para
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isto, tome z € (int(S))D N D. Entao existem h € int(S) e y € D tais que = = hy.
Dai, h™'z = y, ou seja, (int(S)) 'z N D # . Como D C fe(Sz) e D possui
pontos interiores, também temos que Sz N D # (). Seja entao z € Sx N D. Como
D C fe(Sz) e Szn (int(S)) 'z # () existem g € S e h € int(S) tal que gz = h™'x.
Logo hgz = x, ou seja, © € (int(5))Sz, mas z € Sx e, como int(S) é um ideal,
temos que (int(S))Sz C (int(9))z, (ja que z = s1z). Logo = € (int(S))x (pois

x € (int(S))Sz C (int(S))x). Como por hipdtese x € D = x € Dj.

(ii) Seja z € Dy. Queremos mostrar que D C (int(S)) tx. Para isto, sejay € D.
Pelo item anterior temos que (int(S))"'z N D # (. Mas como D C fe(Sy) temos
que Sy N (int(S))tz # 0. Assim existem g € S e h € int(S) tais que gy = h ™'z,
logo y = g~ 'h~'z. Como g~ 'h~! = (hg)™' € (int(S))™" (j& que h € int(S) que é
ideal, entdao hg € int(S)) = y =g 'h~ 'z € (int(S)) .

(iii) Seja x € Dy e y € (int(S)) 'z N (int(S))x. Assim existem g,h € int(S)
tais que y = h™'x = gx. Logo y € fe(Sx). Para mostrar que y € D, mostraremos
que D' := D Uy satisfaz as condigoes (i) e (i7) da defini¢ao 2.1, e como D é um
conjunto de controle concluiremos, pela maximalidade, que D’ = D. Em primeiro
lugar, int(D") # (), pois int(D) # (). Para provarmos que D’ satisfaz a condicao (i)

da definicao 2.1 devemos mostrar as seguintes afirmagoes:

a) D C fe(Sz), Vze€ D. O que é claro, ja que D é um conjunto de controle.

b) z € fe(Sy), Vz € D. De fato, temos por definicio que z € fe(Sz). Agora
sabemos que existe h € int(S) com y = h™lx, assim z = hy € Sy C fe(Sy).

Segue do Lema 2.2 que z € fe(Sy).

c) y € fe(Sz), Vz € D. De fato, temos que y = gx para algum g € intS. Desta
forma, y € Sz C fe(Sx). Temos ainda que x € fe(Sx) para qualquer z € D,
logo fe(Sz) C fe(Sz), Vz € D. Portanto y € fe(Sz), Vz € D.

d) y € fe(Sy). Da igualdade y = gr = h™'z temos que * = hy e, consequen-
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temente, y = ghy. Portanto, y € Sy C fe(Sy). Concluimos entdao que
D' C fe(Sz) Vx € D'. Portanto D’ satisfaz as duas primeiras condic¢oes de
conjuntos de controle. Pela maximalidade de D como conjunto de controle
temos que D' = D, ou seja, y € D. J& que y = ghy, com g, h € int(S), temos
que y € (int(9))y, ie, y € Dy. Para a inclusdo oposta, dados x,y € Dy
temos, pelo item (ii), que y € (int(S)) 'z e z € (int(S))"'y. Portanto
y € (int(S))z N (int(S)) .

(iv) Pelo item anterior temos que Dy = (int(S))y N (int(S)) 'y, Yy € Dy. Assim,

se x,y € Dy temos que z = hy, para algum h € int(5).

(v) Tomemos z € Dy. Pelo item (iii) temos que Dy = (int(S))z N (int(S)) 'a.
J& que (int(S))z e (int(S)) 'z sdo abertos, temos fe(Dy) D (fe((int(S))z)) N
(int(S))"Lz. Peloitem (i), D C (int(S))"'z. Além disso, D C fe(Sz) C fe(int(S(z))),
pois Sz C S(int(S))z C (int(S))z. Logo, D C fe((int(S))z). Portanto, D C
fe(Dy) e Dy é denso em D.

(vi) Tomemos h € S e x € Dy. Entao existe g € int(S) com gr = x. Logo,
hz = hgx e, consequentemente, hx € (int(S))x. Temos por hipétese que hz €
D. Pelo item (i) D C (int(S)) 'z, assim hx € (int(S))"'z. Portanto, hr €

(int(S)) "'z N (int(S))z, o que pelo item (ii7) implica que hx € Dy.

Proposicao 2.8. Sendo D um conjunto de controle para ac¢do do semigrupo S e
Dy seu conjunto de transitividade temos que, se SD C D ou se S™*D C D, entdo

Dy # 0. No sequndo caso, Dy = D.

Demonstragao: Suponha SD C D. Entao (intS)D C D e consequentemente
(intS)DN D # (). Pelo item (i) da proposi¢ao anterior, Dy # ). Suponha agora que
S™ID C D e tomemos x € D. Temos entdo que (intS) 'z é aberto e estd contido

em D, assim Sz N (intS) 'z # (. Logo, existem g € S, h € intS com gr = h™},
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ou seja, hgr = x. Portanto, x € (intS)z. Como x € D temos, por defini¢ao, que

ZL‘GD().I

Quando o conjunto de transitividade Dy de um conjunto de controle D é nao

vazio dizemos que D é um conjunto de controle efetivo.

2.2 Conjuntos de controle invariantes

Sendo Dy, Dy € &, dizemos que D1 < Dj se existir x € Dy tal que fe(Sz) N Dy # 0.
Note que fe(Sx) N Dy # 0 < Dy C fe(Sz).

Proposigao 2.9. Se D1,Dy € £ e D1 < Dy entio Dy N fe(Sxz) # 0 para todo
r € Dy = Dy C fe(Sz), Va € Dy.

Demonstragao: Temos que Dy < D,, entao existe xy € D tal que fe(Sxzo)N Dy #
0. Seja y € fe(Sxzo) N Dy e tomemos x € D; qualquer. Assim, pelo item (i7) da
defini¢ao 2.1, segue que xy € fe(Sz) e pelo lema 2.2 concluimos que y € fe(Sz) e

portanto fe(Sz) N Dy # (. m

A relagao “<”é uma relacao de ordem parcial, ou seja, satisfaz as propriedades:

reflexiva, transitiva e antisimétrica.

Dizemos que um conjunto de controle D é maximal se satisfaz a propriedade

que: se C' € (e D < (Centao C = D.

Proposigao 2.10. Suponhamos que a variedade M seja compacta e que C' € £ seja
um conjunto de controle mazximal com relagao a ordem “<”introduzida anterior-

mente. Entao C satisfaz as sequintes propriedades:

i) para todo x € C, tem-se que fe(Sz) = fe(C);

ii) C' é maximal com a propriedade (i).
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Definigao 2.11. Dizemos que C' C M ¢é um conjunto de controle invariante para S
se satisfaz:
i) fe(Sz) = fe(C), YV € C;

it) C' € mazimal com a propriedade (i).

Proposicao 2.12. Se S ¢ acessivel, entdao todo conjunto de controle invariante para

S € fechado. Além disso se C' é um desses conguntos entao int(C') # (.

Demonstragao: Consideremos C' um c.c.i e x € fe(C). Tomando y € C' temos
que fe(Sy) = fe(C), ou seja, x € fe(Sy). Como ja foi visto que o fecho da
érbita é invariante pela agao de S, segue que Sz C fe(Sy) = fe(C). Ainda, como
int(Sx) # () temos que Sx nao pode estar contida na fronteira de C', o que significa

que Sz NC # (. Sendo assim, seja w € Sz N C. Temos que
fe(C) = fe(Sw) C fe(Sx) C fe(C)

donde segue que fe(Sz) = fe(C) = fe(feC), Yx € fe(C). Logo, fe(C) é um c.c.i
que contém C, e pela maximalidade dos conjuntos de controle, temos que C' = fe(C'),

ou seja, C' é fechado. Note ainda que
Sz C fe(Sz) C fe(C)=0C, ié, Sz CC

e como int(Sx) # () temos que int(C) # 0. m

Proposigao 2.13. Se S ¢ acessivel, entao todo conjunto de controle invariante para

a acao de S é um conjunto de controle para S.

Demonstragao: considere C um c.c.i. para a acao de S. Sabendo pela proposicao
anterior que int(C) # 0 e também que C é fechado. Sendo assim C' C fe(Sx),
para todo z € C'. Agora vamos mostrar a maximalidade de C como conjunto de
controle. Suponhamos que exista D contendo C tal que D C fe(Sx), para todo

x € D. Deste modo, fe(Sz) = fe(C) C fe(D) para todo z € C, e portanto,
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fe(D) = fe(Sz), para todo z € C (ja que fe(D) C fe(Sz) C fe(D)). Resta
mostrar que fe(Sz) C fe(D), para todo € D. Para isto, tomemos y € fe(Sx), e
z€ C. Comoz € D C fe(Sz), para todo x € D temos que fe(D) = fe(Sx). Segue
da maximalidade de C' como conjunto de controle invariante que C' é um conjunto

de controle. m

Proposicao 2.14. Sendo S um semigrupo acessivel, se D é um conjunto de controle

imvariante, entao D é mazimal com relacao a ordem “< 7.

Demonstragao: Com efeito, consideremos D’ um conjunto de controle tal que
D < D'. Assim existe x € D tal que fe(Sz) N D" # (. Como D é um conjunto
de controle invariante, temos que D = fe(Sx) o que implica que D N D" # (). Mas
como dois conjuntos de controle ou sao disjuntos ou coincidem, segue que D = D',

Proposicao 2.15. Suponha que M = G/L seja um espag¢o homogéneo compacto e
seja S um semigrupo de G com interior nao vazio. Sejam C um c.c.i. para a a¢do

de S sobre M e Cy = (intS)C. Entao sao vdlidas as afirmagoes:
(i) Co = int(Sx), Yz € Cy;

(ii) SCy C Cy = Sy = (intS)y, Yy € Cy;

(iil) fe(Cy) = C

(iv) Co={xe€C:3g€ S comgx =z};

(v) Co={zeC:3dg€intS comg'zeC}.

Para conjuntos fechados, a propriedade (ii) da defini¢ao 2.11 é automaticamente

satisfeita.

Proposigao 2.16. Se C C M € nao vazio, satisfaz a condi¢ao (1) da defini¢do 2.11

e ¢ fechado entao C é um conjunto de controle invariante para S.
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Demonstragao: E necessario apenas mostrar a maximalidade de C. Para isto,
suponhamos que C' C €', onde C’ é um certo conjunto que satisfaz a condicao (7)

da defini¢ao 2.11. Tomando = € C temos que xz € (', e assim
C cCC' C fe(Sx)= fe(C)=C
Portanto temos C' = C’. m

Proposicao 2.17. Se C = [\ fe(Sb) # 0, entao C € um conjunto de controle
beM

mvariante para a acao de S e € unico.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que C' é um conjunto de controle
invariante. Para isto, notemos inicialmente que como C' é a interseccao de fechados,
C' é fechado. Assim, pela Proposi¢ao 2.16, para mostrarmos que C' é um conjunto
de controle invariante precisamos mostrar apenas que fe(Sy) = C para todo y € C.
Sendo assim, sejay € C' = () fe(Sz). E claro que, em particular vale que y €
fe(Sx) paratodox € C. Par;ea]\?ncluséo oposta, sejay € fe(Sw) para algum w € C.
Como w € Sz para todo € M segue que fe(Sw) C fe(Sx) para todo z € M o
que implica que y € fe(Sx) para todo x € M. Portanto y € C' = () fe(Sx). Para
mostramos a unicidade consideremos C; e Cy conjuntos de controglcg Afnvariante para
a acdo de S. Neste caso, Vo € C; temos que Sz = C; e Yy € O, temos que Sy = Cs.
Pela hipétese temos que Sz NSy # () e dai C, N Cy # (. Como int(S) # O entdo C,

e (5 sao fechados e dai, pela Proposicao 2.3 C; = Cs. m

Proposicao 2.18. Suponha que C = (., fe(Sz) # 0 seja o inico conjunto de
controle invariante para a ac¢do de S e que exista um unico conjunto de controle
invariante para S™1, digamos, C~, tal que int(C) Nint(C~) # (. Entio S age

transitivamente em M.

Demonstracgao: Pela Proposicao 2.12 C' é fechado. Assim SC C C, o que implica

que Cy # 0 pelo item (vii) da Proposigao 2.7. Pelo item (iii) da mesma proposigao,
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temos que se z € Cy entdao z € (int(S)) 'z e como x € C temos que x € fe(Sy)
para todo y € M (pela definicao de C). Desta maneira, x € (int(S))~' N fe(Sy).
Logo existe uma sequéncia (a,y) em Sy que converge para e esta em (int(S)) 'xz.
Portanto existe ny € N tal que se n > ng entao a,y € (int(S))"'z. Deste modo,
any = g 'z para algum g € (int(S))™!, ou seja, ga,y = x. Isto significa que se
x € Cyey € M entao x € Sy. Consequentemente, para todo y € M existe s € S tal
que sy = x. Assim, s~'z = y para todo y € M o que mostra que S~'x = M. Pela
Proposigao 2.7 Cy é denso em C'. Logo (int(C~))NCy # 0. Seja x € (int(C~))NCy,
entao como x € Cy temos que S~'z = M e, do fato que S~'z C C~, pois C~ é
S~Linvariante, temos que M — S~z c C, logo C~ = M. Como SC~ Cc M = C~
temos, pelo item (vii) da Proposigao 2.3 que C; = C~. Logo C; = M. Assim,
S~lx = M para todo x € M, ou seja, dados z,y € M quaisquer existe g € S tal que

g 'x = y ou, equivalentemente, gy = x. Portanto, S age transitivamente em M. m

Proposicao 2.19. Se N C M ¢é um subconjunto compacto e invariante sob a acdao
de S entdo, para todo x € N, fe(Sx) contém um conjunto de controle invariante

fechado.

Demonstragao: Para provarmos a existéncia do conjunto de controle invariante

usaremos o Lema de Zorn. Tome x € N fixo e considere a familia de conjuntos:

O, = {fe(Sy) : fe(Sy) C fe(Sx), y € M}

Esta familia é claramente nao vazia ja quem contém fe(Sx). Consideremos em
O, e relacao de ordem dada pela inclusao de conjuntos e tomemos uma cadeia
{fe(Sy)}yer com indices I. Temos que Sz C N, pois N é invariante e fe(Sz) C
fe(IV) = N. Assim, a cadeia tomada forma uma sequéncia de subconjuntos compac-
tos encaixados, logo

M fe(Sy) #0

yel
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Sendo assim, tomando z € [ fe(Sy), temos que fe(Sz) € O, e fe(Sz) C fe(Sy)
para todo y € I. Logo fe(yglz) ¢ um limitante inferior da cadeia e, pelo lema de
Zorn temos que O, possui um elemento minimal C' = fe(Sw), para algum w € M.
Tomando z € fe(Sw) = C e b € fe(Sz) temos que b € fe(Sw) = C, ou seja,
fe(Sz) C C. Como fe(Sz) € O, e C' é minimal em O, devemos ter fe(Sz C C =

fe(C). Portanto C' é um conjunto de controle invariante. m

Corolario 2.20. Se M for compacta entao existe pelo menos um conjunto de

controle invariante C.

Como as variedade flag maximal G/P é uma variedade compacta, ela admite um

conjunto de controle para a agao de um semigrupo de interior nao-vazio qualquer.

Para finalizar esta secao apresentamos a proposi¢ao que nos permite relacionar
o conjunto de controle invariante na variedade flag maximal G/P com os conjuntos

de controle invariantes nas outras variedades flag.

Sejam L, C Lo subgrupos fechados do grupo de lie G e 7 a fibragao equivariante

canédnica 7 : G/Ly — G/Ls dada por m(gL1) = gLo.

Proposicao 2.21. Seja m : G/L1 — G/Ly a fibragdo equivariante canénica com

G /Ly compacta. Nestas condi¢oes temos

(i) Se Cy C G/Ly € um conjunto de controle invariante para S, entao Cy = 7(Ch)

¢ um conjunto de controle para S em G/Ls.

(ii) Se Cy C G/Ly é um conjunto de controle invariante, existe um conjunto de

controle invariante Cy C G/Ly tal que w(Cy) = Cs.

(iii) Com Cy e Cy como em (i), suponha que para algum y € Cy tenhamos =1 (y) C
Cl, entao Cl = 7T_1(Cg>.

Demonstracao:

o7



(i)

(i)

(i)

Como G/L; é compacto, m é uma aplicacao fechada. Para x € C} temos que
fe(Sw(x)) = fe(w(Sx)) = n(fe(Sx)) = n(Cy)

Ja que m(C1) é fechado e cumpre a condicao (i) da defini¢ao 2.1, temos que

7(C1) é um conjunto de controle invariante.

Dados x € 7 1(Cy) e g € S temos que 7(gr) = gn(x) € Cy, pois Cy é S-
invariante. Além disso, 7~ 1(Cs) é compacto, pois ¢ u fechado do espago com-
pacto G/Ly. Logo, pela proposi¢ao 2.19 ele contém um conjunto de controle

invariante fechado C. Seja x € C}, temos assim que 7(C;) = w(fe(Sz)) =

fe(Sm(z)) = Cs.

Seja y conforme estabelecido e tomemos z € (Cy)o. Pelo item (ii) da proposi¢ao

12 =y. Assim z = gy, e 7 {2} = gr{y}. De

2.7 existe g € intS tal que g~
fato, z € {2} & 7(z) = 2 = gy & x € gr Y{y}. Por hipStese, 7~ {y} C
C) e, como C ¢ invariante, 7~ '{z} C C;. Assim, 771((Cy)o) C C;. Uma vez

que (Cy)o é denso em Cy e C é fechado, temos a igualdade 7—1(Cy) = C}.

Considere agora fibragao canonica da “flag” maximal G/P na variedade flag

G/ Po, como na flag maximal temos um tnico conjunto de controle invariante para

a agao de S (teorema 3.1 de [7]), temos pelo item (ii) da proposicao acima que na

variedade G/Pg também temos um unico conjunto de controle invariante para a

agao de S.

Para finalizar esta secao apresentaremos um exemplo:

Exemplo 2.22. Seja G = SI(3,R) e S C G o subconjunto das matrizes em G com

entradas nao negativas. S é um semigrupo de interior nao vazio em G. Consideremos

a agao natural de SI(3,R) em RP?. O conjunto

C= {[(331,372,1'3)] € RP? : T1,To, Ty => 0}
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é um conjunto de controle invariante para a acao de S sobre RP?. De fato, sejam
r = (21,72,73) e y = (y1,92,y3) elementos de R?. Se [z], [y] € intC entdo z;,1; > 0

para ¢ = 1,2,3. Logo

o0 0
XT1ToX 1
g="21 0 2 0 |es
Y1Y2Ys3 0 0 Y3
3
e
T1T27T3 % y(l 0 = L1223
glz] = 0 2 0 To = yl = [yl
Y1Y29s3 0o 0 T3 Y1Y2Ys

3
Isto mostra que [y] € S[z] e portanto intC' C S|[x] para todo [z] € intC'. Agora, se
tomarmos [x] ndo pertencente ao interior de C, devemos ter que [z] = [(z1, 2, z3)],
com ao menos um coordenada nula (mas nao todas). Tomando g com todas as

entradas positivas temos que

a b d 1
e [ g To = [(axy + bxe + cx3,dxy + exs + fxs3, gx1 + hwg + i3)]
h 1 j T3

pertence ao interior de C' pois as trés coordenadas sao nao nulas. Portanto, dado
[x] € C qualquer, existe g € S tal que g[x] € intC. Reciprocamente, se tomarmos
g € Selz] € C temos que g[z] € C, pois estamos tomando todas as entradas de
g e as coordenadas de x nao negativas. Assim, S[z] C C para todo [z] € C' e,
consequentemente, fe(S[z]) C feC. Portanto temos que fe(S[z]) C feC para todo
x € C. Ja que C é fechado, pela proposicao 2.16 temos que C' é um conjunto de

controle invariante.
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Capitulo 3

Conjuntos de controle em
variedades Flag

Neste capitulo estudaremos acoes de semigrupos em variedades Flag. Assumiremos
as seguintes hipoteses ao longo de todo o capitulo: G é um grupo de Lie conexo,
semi-simples e com centro finito. Analisaremos a acao de um semigrupo S C G, de
interior ndo vazio, nas variedades “Flag” G/Pg, onde Pg é um subgrupo parabélico
de G. Mostraremos que sobre a variedade flag G/Pg existe somente um conjunto
de controle invariante para a acao de S e caracterizaremos os conjuntos de controle
existentes sobre as variedades “Flag” maximais, isto é, as variedades G/P com P
um subgrupo parabdlico minimal de G. Na tltima secao apresentamos o subgrupo
W (S) do grupo de Weyl que é fundamental em nosso trabalho, pois o tipo parabdlico

de um semigrupo é definido a partir de W (5).

3.1 Unicidade do conjunto de controle invariante
sobre G/P

Sejam G um grupo de Lie semi-simples com centro finito, P um subgrupo parabdlico
de G e S C G um semigrupo de interior nao vazio. Como a variedade “Flag”
B = G/P é compacta, temos pelo coroldrio 2.20 que a variedade B contém pelo

menos um conjunto de controle invariante para S. Nesta se¢do mostraremos que
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B admite exatamente um tal conjunto. Para mostrarmos isto, é suficiente mostrar
que existe by € B tal que by € fe(Sx) para todo b € B, de onde concluimos que o

conjunto de controle invariante é tinico pela proposicao 2.18.

Para mostrar a existéncia de um tal by precisaremos do seguinte lema, o qual

diz essencialmente que existe uma decomposicao de Iwasawa G = KAN™ com AN

intS # 0.

Lema 3.1. Mediante as hipoteses acima estabelecidas existe uma decomposicao de
Twasawa g =t B a®n' da dlgebra de Lie g de G e existe H € a tal que h = exp H
pertence ao interior de S. Além disso, H pode ser escolhido como sendo um elemento

a-regular, no sentido que N(H) # 0 para toda raiz X do par (g, a).

Demonstragao: Como G/P é uma variedade compacta, existe um conjunto de
controle invariante para a acao de S, o qual é efetivo pela proposicao 2.8, pois
SC C C. Tomemos = € Cy. Entao, existe g € intS com gr = z. Se P ¢ a isotropia
em z, entdo v € P. Seja P = M;A;N,” uma decomposi¢ao de Iwasawa de P e

consideremos o conjunto

o={u€ M :3g € intS com g =mhn para algum h € A; e n € N;"}

Como P NintS #, entao existe algum mhn = g € intS, ou seja, o é nao vazio.

Fixando H € A; e n € N; definamos a aplicacio

Mo My — P
m — mhn.

Entao o = U . {PnNintS}, logo o é aberto. Provemos que o é semi-
h€A1,he N
grupo. Se my e my pertencem a sigma entao existem gy, go € intS com g; = mihin

e go = mohong. Assim, g192 = g1 = mihinimahans = mymshn, logo myms pertence
a stgma. Pelas consideragoes acima ¢ é um semigrupo de interior nao vazio no sub-

grupo compacto M, logo 1 pertence a . Assim existe g € intS com g = hn, para
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algum h € A; e n € N;*. Tomemos agora ng € N* tal que nohnngl = h. Um tal ng
sempre existe pois, dado um elemento regular h € Ay, a aplicacdo psi : N7 — N;
definida por ¢ (n) = h™'nhn~! é um difeomorfismo ([2], teorema 1.1.4). Assim, dado
ng tal que ¥(ng) = n, temos que h™'nghng ' se, e somente se h = ng " hnng, conforme
desejado. Tomemos um tal ng e consideremos M = nglMlno, A = nglAlno e
N* = ng'N{ng = N*. Como tomamos ny € N;7 C P temos que ny'Pny = P.
Agora, g = hn = ngy*(mohnngy *)ng = ny "hng, logo g € A e, com esta decomposicao,
temos de fato que A NintS # (). Como o conjunto dos elementos regulares ¢ denso

em A, segue-se o resultado.

A demonstracao deste lema possui dois corolarios que serao bastante tteis pos-

teriormente.

Coroldrio 3.2. Se b pertence a Cy entdo existe uma decomposicao P = MyAgNy

de seu subgrupo de isotropia tal que Ag N intS # ()

Corolério 3.3. Suponha que g = hn, com hinA™ en € N*. Entdo existe uma
decomposi¢io P = MyAgNy" tal que g pertence a Af, a camara positiva implicita

nesta decomposicao.

Demonstragao: Basta tomar, como na demonstracao do lema, um ng tal que

nohnng' = h e a decomposicao dado no lema. m

Para demonstrarmos o principal teorema desta secao precisaremos ainda do se-

guinte lema, que é consequéncia imediata da construcao dos subgrupos envolvidos.

Lema 3.4. Sejam G um grupo de Lie semi-simples, S C G um semigrupo com
interior nao vazio e G = KAN™T uma decomposicao global de Twasawa de G tal que
AnintS # (). Entao, para todo n € N~ e todo elemento reqular h € A temos que

lim hfnh=% =1.

k—oo
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Agora é possivel demonstrar a unicidade do conjunto de controle invariante sobre

G/P.

Teorema 3.5. Se o semigrupo S C G possui interior nao vazio, entao S tem um

unico conjunto de controle invariante sobre G/P.

Demonstragao: Se P’ é um subgrupo parabdlico de G entdo, por definicdo, P’
contém algum subgrupo parabdlico minimal. Agora, se 7 : G/P — G /P’ é a fibragao
canonica e G/P" contem algum conjunto de controle invariante, digamos C, entao
pelo ftem (ii) da proposigao 2.21, 7=!(C}) deverd conter algum conjunto de controle
invariante sobre GG/P. Portanto, se mostrarmos que existe um tnico conjunto de
controle invariante de S sobreGG/P digamos C', entao qualquer conjunto de controle
invariante C” sobre G/ P’ satisfaz w(C') C C” e, ja que pela proposigao 3.1.5 conjuntos
de controle coincidem ou sao disjuntos, temos que C” é tinico. Suponhamos entao
que P seja um subgrupo parabdlico minimal. Seja G = KAN™ a correspondente
decomposicao global de Iwasawa mencionada no lema 3.1 e By = M AN o subgrupo

parabdlico minimal associado, o qual identificamos com a classe lateral by.

Tomemos um elemento regular h € A NintS. Se n pertence a N~ entao, pelo
lema 3.4, temos que h*nh™* — 1 quando k — oo. Pela decomposicio de Bruhat,
N~by é aberto e denso em B. Consequentemente, para qualquer b’ € B, existe
g € intS com g/ € N~ by. Agora, se b = nMANT pertence a N by, comn € N,
entdo h*(b) = hknh "M AN, assim h*(b) — by quando k — oo, ou seja, dado um
v qualquer em B temos que h¥gb’ — by. Observe que tomamos h e g € intS, assim
h¥gintS, o que implica que by pertence ao fecho de Sb' para todo b’ € B. Portanto

o resultado segue da proposicao 2.18. m

Da demonstragao deste teorema segue-se imediatamente o seguinte corolério, que

serd bastante utilizado no decorrer deste trabalho.

Corolario 3.6. Seja G = KAN™T uma decomposicio de Iwasawa de G, P = MAN™*
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o subgrupo parabolico minimal associado e D o unico conjunto de controle invariante

sobre G/P. Se ANintS # 0 entao b = P pertence a C.

Demonstracao: Basta tomar h € ANintS e prosseguir como no ultimo paragrafo

da demonstracao do teorema anterior. m

Observacao 3.7. Na demonstracao do teorema 3.5 a unica propriedade de by utili-
zada foi que leIEO h¥nh=*by = by para todon € N~ algum elemento regular h € intS,
ou seja, que by e um atrator de B para elementos regulares no interior do semigrupo.
Concluimos entao que os atratores de B para este tipo de elemento pertencem ao
conjunto de controle invariante. Vale mais ainda, como tomamos h € intS N A,
temos hby = by, ou seja, by € Cy. Logo, estes atratores de B estao no conjunto de
transitividade Cy. Veremos posteriormente que vale a inclusao oposta: se b pertence

a Cp, entao b é um atrator de B para elementos regulares no interior de S.

3.2 Caracterizacao do conjunto de controle inva-
riante sobre variedades Flag maximais

Sejam G um grupo de Lie semi-simples, conexo e com centro finito agindo sobre a
variedade “Flag”B = G/P, onde P é um subgrupo parabélico de G e S C G um
semigrupo com pontos interiores. Mostramos no item (v) da proposigao 2.7 que se
o conjunto de transitividade Cy de um conjunto de controle C' é nao vazio, entao
Cp é denso em (C'. Nesta secao demonstraremos alguns resultados que ajudam a
caracterizar Cy e, consequentemente, C'. No caso do conjunto de controle invariante
veremos que C' é essencialmente determinado por certos elementos em intS que sao

atratores de um subconjunto aberto e denso de B.

Comecamos introduzindo o seguinte conjunto das camaras que interceptam o

interior do semigrupo.
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Z:{a+ € G/MA : o™ NintS # 0}

Na se¢ao 1.11 identificamos G/M A com o conjunto das camaras de Weyl. Assim,
> é constituido pelas camaras de Weyl em G que interceptam o interior de S. Vendo
>~ como conjunto de pontos de G, ele contém os pontos de intS que pertencem a
alguma camara. Seja h € intS tal que h pertence a alguma camara . Para alguma
decomposicao de Iwasawa de G, o™ é uma camara positiva. Conforme foi observado
na se¢ao 1.15, h possui o conjunto {wby : w € M*} como seu conjunto de pontos

fixos. Em particular, um desses pontos atrai um subconjunto aberto e denso de B.

Em resumo, > aponta para aqueles elementos em intS cuja acao sobre B tem

um ponto fixo que atrai um subconjunto aberto e denso.

O lema 3.1 implica que > é nao vazio. Na verdade, os préximos resultados irdao
mostrar que » . é suficientemente grande para caracterizar o conjunto de controle.

Antes porém, precisaremos de alguns resultados preliminares.

Suponhamos que intSNA # (), o que é sempre possivel pelo lema 3.1, e definamos,

A={H €a:exptH € intS para algum ¢t > 0}

Provaremos posteriormente que A é um cone convexo em a. Para isto precisare-

mos do seguinte lema.

Lema 3.8. Se H € A entdo existe T > 0 tal que exptH € intS para todot > T

Demonstragao: Tomemos H € A. Entao existe t > 0 tal que exptH € intS.
Agora, exptH = expy t e, como expy ¢ uma aplicagao continua de R em A, existe
um intervalo aberto (a,b), com a > 0 tal que exptH € intS para t € (a,b). Como
entdo exp kt H = (exp tH)* entdo exp kt H € intS para todo inteiro positivo k. Desta
forma, para todo inteiro positivo k, se t € (ka, kb) entdo exptH € intS. Uma vez

que para k suficientemente grande ka < (k — 1)b, vemos que para um certo nimero
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real 7' > 0 os intervalos (ka, kb) cobrem o intervalo (7', 00), ou seja, se t > T' entao

t € (ka, kb) para algum inteiro positivo k. Logo, se t > T entao exptH € intS. m

Podemos agora provar que A é um cone convexo.

Proposicao 3.9. A ¢ um cone convero em a
Demonstracgao: Provaremos primeiramente que A é um cone.

i) Para provar que A é topologicamente fechado, seja X € feA. Entao existe
uma sequéncia (X,,) em A tal que X,, — X. Como X, € A para todo n,
temos que existem ¢, tais que exp (t,X,) € intS. Fixando n e tomando
t = max{t, : n’ < n}, temos que exp (tX,) € intS para todo n’ < n.
Pela continuidade da aplicagao exponencial, temos que exp (tX,,) — exp (tX).
Como intS é aberto, concluimos que exp (tX) € intS, logo X € A e, portanto

A é fechado.

ii) Seja H € A er > 0. Pelo lema anterior existe 7" > 0 tal que exp (tH) € intS para
todot >T. Se s > L entao sr > T e, consequentemente, exp (s(rH)) € intS.

Isto mostra que rH € A.

iii) Sejam X,Y € A. Entao existem nimeros reais estritamente positivos Ty e Ty
tais que se t > max{Tx,Ty} entdo exp(tX) e exp(tY) pertencem a intS.

Como A é abeliano, temos que
exp(tX +tY) = exp(tX) exp(tY).
Desta forma,
exp(t(X +Y)) = exp(tX + tY) = exp(tX) exp(tY) € intS,
ou seja, existe t > 0 tal que exp(t(X +Y)) € intS. Portanto, X +Y € A

66



Provaremos agora que A é convexo. Sejam Hy,Hy € A e t,t5 € RT. Como A é

abeliano, temos que
exp(tlHl + tQHQ) = (exp(tlHl))(exp(tzHg)) € intS

Assim, se exp(t1 Hy), exp(taHs) € intS, entdo exp(t1 Hy+toHs) € intS. Temos ainda

que

exp(tiHy +tHh) = exp(ti 52 Hi + b2 i)

= exp(ty +to) (555 H1 + % Ha) € intS

e, consequentemente, -H + 2~ Hy € A quaisquer que sejam t;,t; € R*. Fa-

zendo t — oo e mantendo 75 fixo e vice-versa, vemos que o segmento que une H; e

H, esta contido em A. Portanto A é convexo.
[

Seja a a camara positiva da decomposicio G = KANT. Temos o seguinte

resultado.

Proposicao 3.10. Seja C' o inico conjunto de controle invariante sobre G/P. Se

ANa## 0 entio by € Cy.

Demonstracao: Se ANa # () existe H € a® com exp(tH) € intS para algum
t > 0. Desta forma AT NintS # () e, pelo corolério 3.6, temos que by € C. Como

h € (intS) N P, temos que hby = by. Portanto by pertence a Cy.
Definamos agora o conjunto

ANy = {heA: existene N* com hn € intS}
= {he€A: existen € N com nh € intS}

A igualdade vem do fato de que hn = (hnh~')h e, como A normaliza N*, temos

que hnh=*h = nh, para algumn € N*. m

Proposicao 3.11. Ay € um semigrupo de interior ndo vazio em A.
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Demonstragao: Se hi, hy pertencem a Ag, entdao existem ny,ny € N1 tais que
hiny, hanginintS. Como A normaliza Nt entao (hiny)(hons) = hihomt para algum
minNT. Portanto hihs € Ay e Ay é um semigrupo em A. Como estamos supondo

ANintS # () temos que Ay # 0. Para cada n € NT, definamos

Mp: A — ANT
h +— hn.

Entao, Ag = J 7, '{ANT NintS}. Logo, Ay é aberto.

neN+

Proposicao 3.12. Definamos

A={H € a:exp(tH) € Ay para algum t > 0}

Entdo, A € um cone convexo em a e A C A.

Demonstragao: A demonstracao de que A é um cone convexo é idéntica a feita
para A. Agora, se H pertence a Ay entdo exp(tH) € intS para algum t > 0. Logo
exp(tH) - 1 pertence ao interior de S e, com ol € NT, exp(tH) pertence a A,.

Portanto H pertence a A.

Lema 3.13. Seja A e A conforme definidos acima e C' o unico conjunto de controle
invariante sobre B. Suponha que by € Cy e intS N A # (). Assuma também que um

dado w € W, o grupo de Weyl do par (g, ), satisfaz w(by) € Cy. Entio w ' (A) C A

Demonstragao: Denotemos b, = wby e N7 = wN*tw1.

Se Py é o subgrupo de
isotropia de by entdo P, = wPyw ™! é a isotropia em b;. Como by, by € Cy entao
existem g1, g € intS com g1b; = by e gobg = by. Seja g1 = uhin; a decomposicao

de g1 com respeito a decomposicao G = KAN;“. Entao g1b1 = (uhini)by = uby,
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pois hin, pertence a P, que é a isotropia em b;. Mas ub; = ¢1by = by = w 1b.
Em termos de classes laterais, a igualdade ub; = w'b; é equivalente a uM AN, =

W 'MAN{ em G/P; ou uM = w'M em K/M. Assim, temos wu pertence a M.

Logo u = w™'m; para algum m; € M. Podemos entao escrever g; como
— 51 h
g1 =w "mihing,
commi € M,hy € Aeng € N1+. Similarmente, temos
1 /h/ /
g2 =W MylaNy,
com my € M,hy € Aenl € NT. Podemos reescrever esta tultima igualdade como
— (TN Eh e ana N
g2 = (wmbw ™) (whyw ™) (wnyw ™ )w.
Assim g, pode ser escrito como
ga = mahanow

para algum my € M,hy € A eny € Ni'. Seja H € A. Existe T > 0 tal que,
set > T, entao hy = exp(tH) € intS. Consequentemente gih;go pertence a intsS.
Usando repetidamente o fato de que A normaliza N e de que M* normaliza M,

obteremos que
o~ ~
gihiga = w mihinihymahonow
= @_1m1h1htm2h2n’1n2ﬂ7

= ﬁflmlmghthlhgn’lné@

= ﬂ?ilmhthlhgﬁﬂ;

= moﬁ‘lhthlhgﬁﬁ‘lmﬂ
= mohino

onde hy = W thihiho € ng = W nw € NT.

Fixemos agora t € R e definamos

o={meM: mh_,’f € intS para algum inteiro positivo k e n € N*}.

Temos que o é nao vazio pois, ja que g1h;go = mohyng pertence a intS, ao menos

este mg pertence a 0. Também, ¢ é um semigrupo pois, se my, ms € o, entao existem
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inteiros positivos k1, ks e elementos ny,ny € N tais que mlhflnl e m2hf2n2 perten-
cem a intS. Como (myhi'ny)(mahi?ny) pertence a intS e (myihfng)(maohf2ny) =
Tkitka_ ., + . + .
mymah, n, ja que AT normaliza N, temos que m;msy pertence a o. Temos ainda
que o é aberto pois fixando k£ e n e definindo
Mem: m — MANT
—k

m +— mh,

temos que

o= | {m.(MANTUintS)}.
k€eZt neN+

Logo o é um semigrupo de interior nao vazio em M, o qual é compacto. Assim o
contém a componente identidade de M, ou seja, para cada t existe um inteiro k e

—* _ . T = - =
n € N* tal que h, € intS. Isto implica que H; = log hyn pertence a A.

agora, quando ¢ — 0o temos que
exp(r(log hihihy)) = expt(rlog(exptHhihs)) — exptH,

ou seja,o raio definido por log(hshihy) aproxima o raio definido por H. Logo, o raio
definido por H, = w~*(log h;h1hs) aproxima o raio definido por w=!(H). Portanto,
WY (H) € feA. Mas A e A sdo abertos, logo @ *(A) C A. m

Lema 3.14. Se b pertence a Cy e P € a isotropia em b entao PNintS é um semigrupo

com interior nao vazio em P.

Demonstracao: Como b pertence a ¢ existe g € intS com gb = b. Logo PNintS #
(). Agora, se g e h pertencem a P NintS entdo gh pertence a P NintS, pois P é
grupo e intS é semigrupo. Além disso, P NintS é aberto em P. Portanto P NintS

¢ um semigrupo com interior nao vazio em P. m

Estamos agora em condicoes de demonstrar um dos principais resultados desta
secao. Este teorema nos permite caracterizar o conjunto de transitividade do conjunto
de controle sobre a variedade “Flag”’B = G/ P por meio do conjunto ) definido no

inicio desta secao.
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Teorema 3.15. Seja C' o unico conjunto de controle invariante para a agao de
S sobre B e seja Cy o seu conjunto de transitividade. Consideremos a fibragao

equivariante

m:G/MA— G/MANT.

Entao Cy =m(>)).

Demonstragao: Tomemos a™ € > . Como at é uma camara de Weyl entao

1 0 subgrupo split contendo a™ e

at = gATg! para algum g € G. Seja a = gAg~
b = 7(a™) = gP. Queremos provar que b pertence a Cy. O subgrupo de isotropia

de P é dado por
Py =gPg~" = (gMg")(gAg ") (gNTg™") = MyA,N, .

Como tomamos a™ € >, existe h € a™ NintS. Logo h € gAtTg™! e, consequente-
mente, h € B,. Agora, pelo corolario 3.6, b € C. Além disso, como h € intS N P,
temos que hb = b, com h € intS. Logo, pela definicao de conjunto de transitividade,

b e Cy.

Para a inclusao oposta tomemos b € Cj. Pelo coroldrio 3.2, existe uma decom-
posicdo P = MANT tal que a NintS # (). Fixemos esta decomposicao e seja a*t
a camara positiva. Ja que a uniao das camaras de Weyl é densa em A, existe uma
camara A* tal que A*NintS # (). Assim, a*NA # (), onde a* é a camara de a tal que
exp(a*) = A*. Seja w o tnico elemento do grupo de Weyl W que satisfaz w(at) = a*
e denotemos N* = wNTw ! e P* = MAN* (as igualdades wMw ™! = M e wAw ™!
seguem do fato de que M* normaliza M e A). Além disso, wb = b* onde b* é
o elemento de B correspondente ao subgrupo parabdlico minimal P*. A camara
a* é positiva para P* = MAN* e, como a* N A # (), temos pela proposicao 3.10
que b* pertence a Cy. Segue entdao da proposicao 3.13 que w '(A) C A. Como
@~ '(a*) = a* temos que at NA # (). Assim, existe H € at com (exp(tH))n € intS,

para algum ¢t > 0 e n € NT. Desta forma, determinamos g € intS com g = hn,
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onde h € At e n € NT. Portanto, o coroldrio 3.3 implica que existe alguma decom-
posigao P = MyAgN, com a camara positiva A interceptando o interior de S, ou

seja, be> . m

Por este teorema, se b € Cj entao existe a™ € G/MA tal que a™ NintS # () e
m(a™) = b. Seja entdo P a isotropia em b e consideremos o espago homogéneo G/ P.
Tomando h € at NintS e n € N~ temos que h*nh™%b — b. Assim, b atrai uma
variedade aberta e densa em B, ou seja, b ¢ um atrator de B para elementos regulares
do interior do semigrupo. Portanto, todo ponto do conjunto de transitividade de C'

é um atrator. A observacao 1 da secao anterior mostra a inclusao contraria.

Podemos entao dar a seguinte caracterizagao para o conjunto de transitividade

do conjunto de controle invariante para a a¢do do semigrupo S C G sobre G/P.

Corolario 3.16. O conjunto de transitividade Cy do conjunto de controle invariante
C' € constituido pelos atratores de B = G /P para elementos requlares no interior do

SeEMiLgrupo.

Exemplo 3.17. Tomemos G = SL(n;R) e consideremos a agao natural de G sobre
o espaco de todos os “flags”de subespagos de R™, conforme fizemos no exemplo 1.15.
Ainda de acordo com aquele exemplo temos que o espago homogéneo G /P, com
P subgrupo parabdlico minimal é realizado como variedade “Flag”’F(1,---,n). O
teorema 3.15 nos diz que um “flag’b = (V4 C --- C V,) € Cy se, e somente se,
existe algum g € intS com gb = b e g pertencente a alguma camara positiva para b.
Agora, o subgrupo de isotropia em b, que denotaremos por P,, se decompoe como
P, = MANT, onde, com respeito a alguma base contida em b, os elementos de A sao
matrizes diagonais com entradas positivas. A camara positiva canonica A" é, nesta
base, o subconjunto das matrizes diagonais {diag(Ai, -+, A, >0) : Ay > Ao > -+ >
An}. Desta forma, para que b pertenca a Cj, deve existir alguma transformacao
linear g que se escreve como matriz diagonal com A\ > --- > \,. Para que isto

ocorra, devemos ter alguma matriz ¢ com todos os autovalores reais e distintos e
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ainda satisfazendo A\ € Vi,--- .\, € V.

3.3 Caracterizacao de conjuntos de controle em
variedades Flag maximais

Na secao anterior caracterizamos o conjunto de transitividade dos conjuntos de
controle invariantes nas variedades “Flags”G/P como constituidos dos atratores
de G/P para elementos regulares no interior do semigrupo. Nesta secao vamos

considerar os outros conjuntos de controle.

Como antes, G serd um grupo de Lie conexo, semi-simples de centro finito, S C G
um semigrupo com pontos interiores e consideraremos uma escolha canonica fixa dos
elementos que nos permitem falar em decomposicao de Iwasawa, grupos de Weyl e

conceitos relacionados. Como na secao anterior, seja
Y ={at € G/MA: ot NintS # 0}.

Consideraremos a projegao candnica 7 : G/MA — G/MANT. para um elemento w

do grupo de Weyl W temos o conjunto
Yw={gwMAec G/MA: gMA e ¥}

O objetivo agora é caracterizar os conjuntos de controle sobre G/P por meio do
conjunto 7(Xw). Para dar esta caracterizagdo vamos precisar dos seguintes lemas.

Neles vamos manter um dado w fixo.

Lema 3.18. Fizemos b € Cy e definamos
v(b,w) = t{aw € G/MA:a € x b} N}

Entao m(Xw) = |J v(b,w)
beCy

Consideremos by, by € Cy e os grupos de isotropia Py, P, de by e by, respectiva-

mente. Denotemos intP; por S;, i = 1,2. Pelo lema 4.2.7, S| e Sy sao semigrupos
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com interior nao vazio em P; e P, respectivamente. Mantendo esta notagao temos

os seguintes lemas.

Lema 3.19. Para cada b € Cy, v(b,w) estd contido em um conjunto de controle,

digamos D(b, w)

Demonstragao: Tomemos b € Cj e assumamos, sem perde de generalidade, que
b=0by = MANT. Sejam aj,as € 7 {b} NX. Consideremos b; = 7(yw) e
by = m(auw). Notemos que b; e by pertencem a v(b, w). Precisamos mostrar que b,
e by estdo no mesmo conjunto de controle para S. Uma vez que 7(ay) = m(ag) =
MANT, temos que a; e ay sao camaras positivas para MAN™. Conforme vimos
no final da segao 1.11, Nt age transitivamente sobre 7~'{by}. Desta forma, existe

ng € N7T tal que ay = nga. devido a equivariancia da acao com respeito a 7 temos:

by = m(agw) = m(npayw) = mem(ayw) = ngb;.

Portanto, b; e by pertencem a mesma NT-6rbita. Tomemos h € intS N «a;. Para

todo inteiro k, temos

hkbz = hknobl = hknoh_khkbl = hknoh_kbl (31)

Observemos agora que hb; = b; pois tomamos h na camara positiva, logo h
pertence a P, a isotropia em b. Assim b; é um ponto fixo para algum h € S.
Pelo corolario 3.16, by esta no interior de algum conjunto de controle, digamos D;.
Tomando agora h’' € asNintS temos que by também esta no interior de um conjunto
de controle, digamos D,. Uma vez que h*noh™ — 1 quando k — o0, a equacao 3.1
implica que h*by — by, ou seja, by pertence ao fecho de Sby. Assim, D, Nfe(Sby) # 0,
logo Dy < D;. Revertendo o argumento, temos que Dy < D,. Portanto D, = Ds,

de onde segue o resultado.
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Lema 3.20. Sejam by, by € Cy e g € intS tal que gby = by. Entdo int(gS1g7') e

ntSs sao semigrupos em Ps.

Demonstragao: Que intSy; é um semigrupo em P, é claro pela discussao que
precede o lema. Provemos que int(gSig~') é semigrupo em P». Seja ghg ' €
int(gS197t). Como h € P, NintS, temos que hb; = by e assim ghb; = by. Logo,
(ghg™Y by = ghg~'(ghby) = ghhby = gb; = by. Vemos entiao que (ghg™') fixa by, ou
sejam ghg~! € P,. Portanto, int(¢S1g~') C P,. Tomemos agora ghg™',ghg™' €
int(gS1g™"). Entdo ghg 'ghg™' = ghhg™' € int(gSig~"). Logo, int(¢Sig~"') é um

semigrupo em F,.

Lema 3.21. Sejam by,by € Cy. FEntdao existe g € intS com gby = by tal que

int(gS197"Y) e int(Ss) interceptam a mesma camara positiva, digamos [3, para P;.

Demonstragao: Como by, by € Cj entao existe g € intS com gb; = by. Denotemos
Sy :=gS:1g "

Pelo lema anterior S; é um semigrupo em P,. Para u € Si, temos que gu € intS e

uby = by. Logo gub; = by. Temos ainda que

(Gu)S1(Gu) ™" = (qug~ ) (@S5 (Gug ") = hSin™,

L'com u € S,

onde h = gqug~! € S;. Como todo elemento i € S; é da forma qug~
temos que RSih = (gu)S;(gu)~'. Desta forma, para provarmos a existéncia de
um ¢ da forma desejada basta determinar h € Si e uma camara [ pertencente a

7~ H{by} tal que (3 intercepta simultaneamente os interiores de hSih~! e S,.

Como by € Cy temos que by = m(at) para alguma camara positiva o™ intercep-
tando o interior de S. Mas, se o é uma camara positiva para P;, entao nat,n € N*,

também o é. De fato, m(na™) é a camara positiva para P; interceptada por S; entao
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gat < gatg! é interceptada por S = 3515 e, como 7 (gat) = gr(a) = Gby = by,
temos que ga™ é positiva para by. Denotemos esta camara por ;. Analogamente ao
caso de Sp, temos ainda que S intercepta uma camara positiva para P,, digamos (3.
Assumiremos sem perda de generalidade que 3, = AT e P, = MAN™T. Tomemos
hi € 61 N mt(§1) e hy € By Nint(Ss). Ja& que toda camara positiva para P, é da
forma nA*n=! temos que hy = h/'n para algum ' € 3; = AT e n € N*. Para todo

inteiro positivo k,

hy*hoh = hi*(W'n)RY = B/ (Rinh%) € hi*S,hk,

pois hy € Sy. Também, int(gl) intercepta a camara que contém h', pois A’
pertence a [3; e int(gl) N Gy # 0. Consequentemente, mt(§1) intercepta as camaras
que contém pontos proximos a h'. Consequentemente, para k suficientemente grande
int(S)) e int(h7*Syhk) interceptam a mesma camara f;, a qual é positiva para
P,. Tomemos entdo h = h¥. Temos que int(hSh™) e int(hh™'Syhh™1) = int(Ss)
interceptam h3;h~t. Como h € 3; temos que h3;h~! também é uma camara positiva

para P,. Logo, encontramos o h desejado e o lema esta provado. m

Lema 3.22. Sejam by e by elementos de Cy. Ezistem entio o € 7 {1} N e

g € intS tais que gby = by e ga € 3.

Demonstragao: Tomando g e 8 como no lema 3.21 seja o = g~ '3, ou seja, 3 = ga.
Como 7(f) = m(ga) = gpi(a) = by = gby temos que w(a) = by. Logo a pertence
a 7 {by}. Além disso a Nint(S;) # 0. De fato, uma vez que 8 = gag™' e
gag~tNint(gS1g™") # 0 temos que aNint(S;) # (). Temos também BNint(Ss) # 0,

de onde segue que GNintS # (). Portanto 8 = ga pertence a ¥ e o lema estd provado.

O préximo resultado ajuda a caracterizar os conjuntos de controle sobre varie-

dades “Flags” maximais.
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Teorema 3.23. Para um dado w € W, m(Xw) estd inteiramente contido em um

conjunto de controle para S.

Demonstragao: Pelo lema 3.18, temos que 7(Xw) = (J v(b,w). O lema 3.19 nos
diz que, para todo b € Cp, v(b, w) estd contido em um ci)encjounto de controle, digamos
D(b;,w). Basta entdo mostrar que todos os conjuntos v(b,w) estdo contidos no
mesmo conjunto de controle, ou seja, que para by, by € Cy temos D (by, w) = D(by, w).
Tomemos entao by, by € Cy. Pelo lema anterior existem av € 7 '{b1} NT eg € S

tais que gb; = by e ga pertence a . Assim, 7(ga) = gn(a) = gby = by. Logo g

pertence a 7 '{by} N 3. Portanto,
gr(aw) = m(aaw) € v(by, w) C D(be,w).

Como o € 7 b} N X, temos que m(aw) € D(by,w). Logo, a igualdade acima
implica que fe(Sm(aw)) N D(by, w) # 0, isto é, D(by,w) < D(by, w). Revertendo
o argumento temos a igualdade entre os conjuntos de controle, de onde segue-se o

resultado.

Notacao No que segue, denotaremos por D,, o tnico conjunto de controle

contendo 7(Xw).

Notemos que a defini¢ao do conjunto D,, depende nao somente de w mas também
da escolha da camara de Weyl positiva AT. Isto porque definimos a bijecao entre
o conjunto das camaras de Weyl e de g e G/M A com base no fato de que MA
é o subgrupo de isotropia em a* pela aplicagdo G x C — C, (g,a™) — Ad(g)a™.
Tomando entao outra camara de Weyl basica, teriamos outro subgrupo de isotropia,
digamos H, o que altera a bijecao entre o conjunto das camaras de Weyl e o espaco
quociente, que agora é G/H. Isto, por sua vez, modifica a projecao 7 : G/MA —
G/MANT. Por isso, quando o papel da camara bésica for relevante para nossos
objetivos ela serda mencionada, mas denotaremos o conjunto de controle contendo

7(Xw) pela notagao simplificada D,,.
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Independente da camara positiva Dy é sempre o conjunto de controle invariante.
De fato, Dy é o conjunto de controle que contém o conjunto 7(X). Este conjunto
sempre contém by, o ponto fixo do tipo 1, que é atrator de qualquer elemento

“split”em G.

Como para alguma decomposicao de Iwasawa G = KAN™ temos que ANintS #
(), concluimos que MA N intS # () para algum subgrupo split A. Assim wMA
pertence a Yw. Logo m(wM A) = wMANT pertence a D,,. Como wMANT é ponto
fixo do difeomorfismo h : B — B, definida por h(gP) = hgP, com h € ANintS,
concluimos que D,, contém pontos que sao fixos por elementos em intS, ou seja, seu
conjunto de transitividade (D,,)o é nao vazio. Portanto, os conjuntos de controle

D,, sao efetivos. Reciprocamente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.24. Qualquer conjunto de controle efetivo sobre B € da forma D,

para algum w € W.

Demonstragao: Seja D um conjunto de controle efetivo sobre B e tomemos b
em seu conjunto de transitividade. Entao, se P é o subgrupo de isotropia em b,
temos que P NintS # (. Tomemos uma decomposicao qualquer P = MANT. O

subconjunto

o={me& M :3hn € ANt com mhn € intS}

contém a componente identidade de M, conforme vimos na demonstragao do
coroldrio 3.2. Assim, intS N ANT # (). Uma vez que qualquer conjugacao de A por
algum elemento de N* nos d4 um subgrupo “split”a uniao dos subgrupos “split”é
densa em ANT e assim existe g € intS com gb = b e g em algum subgrupo “split”de
G. Como os pontos fixos do difeomorfismo ¢g : B — B, com ¢ pertencente a algum
subgrupo “split”, sdo da forma wby, concluimos que b = wby para algum w € M*.

Isto significa que m(WMA) = b, e como MA € ¥, temos que b € w(Xw) C D,,.
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Como, pela proposicao 2.3, conjuntos de controle ou coincidem ou sao disjuntos

temos que D = D,,. m

O teorema 3.23 nos diz que os conjuntos de controle contém os conjuntos v(by, w) €
Co. De qualquer forma nao ¢é imediato ainda que b pertence a (D, )y pertence a
v(bg, w) para algum by € Cy. O teorema seguinte complementa a caracterizagao dos

conjuntos de controle, descrevendo (D,,)o como a unido dos conjuntos v(b, w), binCy.

Teorema 3.25. Para w € W, seja (Dy)o o conjunto de transitividade de D, e

tomemos b € (D). Entao existe by € Cy tal que b pertence a v(by, w).

Demonstragao: Para qualquer b € (D,), existe, por defini¢do, h € intS com
hb = b. Como a uniao dos subgrupos “split”é densa em G, podemos tomar h em
algum subgrupo “split”. Uma vez que o resultado independe da camara de Weyl
escolhida, nao ha perda de generalidade em assumir que h € AT e que b = w;by
para algum w; € W, onde by = MAN™. Uma vez que h € AT, temos que hby = by,
pois os pontos fixos do difeomorfismo h : B — B sao os elementos do conjunto
{wby : w € W}. Mas h pertence também a intS, logo by € Cy. Pela mesma razao
b' = wby € (Dy)o. Desta forma, pra os elementos b e b’ € (D,,)o, existe g, ¢ € intS
tais que gb/ = b e ¢'b = V. Tomando a decomposicao de Iwasawa de g e ¢’ com

respeito a KAN,, e K AN,, , respectivamente, temos

g = ﬁ;lﬁjilhlﬁﬂnlﬁjil), hy € A, ny € NT
g/ = ?/Dal_lh2<’l,171n2ﬁ]/1_l), hg € A, Ng € N+.

Isto segue do fato de que gb' = w,w'b = b e g'ww; b = b. Temos que gh*g’

pertence a intS para todo inteiro positivo k. Também
gh*q = @y (W hyw)n, (W hFw) () hewy )niw .
Usando o fato de que A normaliza N7, esta expressao se reduz a
gh*q = wih'nw?,
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onde n € N* e b = (0 thyw)(w  h*w)(w; *hew,) = @~ hih*hyw;. Temos que
hih*hy — h* quando k — oo. Assim, para k suficientemente grande, podemos

assumir que b’ pertence a w ' ATw. Temos ainda que
ghfg'b = gh®V = gt/ =b.

Assim, gh*g’ pertence ao grupo isotrépico em b, o qual é M AN,,, ja que b = wby

wibo(wy)~!. Com respeito a esta decomposigao, temos
gh*q = W Wnw;t = (w oy ) (Wynwyt) = W'n,

onde h" = wWw;" e n' = wnw, € N,,. Para concluirmos a demonstracio do

teorema, suponhamos primeiro que n’ = 1. Temos que h” pertence a camara al =
wiw AT, pois b/ pertence a w AW «— w AT e A" é obtido a partir de b’ através
de uma conjugacao por w;. Como estamos considerando n = 1, temos que gh*g’ =
h” e uma vez que g,h, g € intS, temos que h” € intS. Precisamos entao mostrar
que m(aw) = b. A agao a direita de W sobre « é dada como uma agao a esquerda

1

ap0s uma conjugacao por wiw - ser realizada. Assim,

aw = (ww Hw(ww ) e = ww lwww] o
= www; o = www; 'ww; TAY = w AT = 0 Atw) !

que é uma camara positiva para wiby. Assim, w(w,A*w;') = wiby = b. Logo,
b= m(aw) € v(by, w), conforme desejado.

Para provarmos o caso geral tomemos agora ng € N, tal que noh”n'ng* = h".
Assim, para n’ qualquer, conjugando h”n’ por ng obtemos noh”n'ng' = h”. Temos
entdo que, na decomposicdo b = MyAgN=T, onde My = ng'Mng, Ay = ng'Ang
e N = ng'Ny,ng = Ny,, o elemento h'n’ € intS. Logo wiw Al NintS =
agNintS # () e assim «q pertence a . Temos ainda que agw = @1148“@1_1 e, como
(W AJwy ) = Wby = b, segue que b € v(by, w).
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3.4 Conjuntos de controle em variedades Flag ar-
bitrarias

Sejam G um grupo de Lie conexo, semi-simples e com centro finito, S C G um
semigrupo com pontos interiores, G = K AN uma decomposicao global de Iwasawa
de G/P = MAN™ o subgrupo parabdlico minimal associado a esta decomposi¢ao
e Pg um subgrupo parabdlico qualquer. Consideremos a agao natural de G sobre
G/P e seja C' o tnico conjunto de controle invariante para S sobre G/P. Assuma
que AN intS # 0 e, consequentemente, by = P € Cy. Denotemos Pg por & e
consideremos a fibragao canoénica 7 : G/P — G/Pg. Com estas notagoes em mente,

o objetivo desta se¢ao é determinar os conjuntos de controle invariantes sobre a fibra
-1
T {&}-

Pelo teorema 3.5 G/Pg possui exatamente um conjunto de controle invariante

para a agao de S, digamos Cg. Pelo item (i) da proposi¢ao 2.21, temos que

Temos também que & € (Cg)o. De fato, como by € Cp, temos que by = gby para

algum g € intS e assim g€y = gm(gbo) = 7w (by) = &o.

Vamos agora olhar para a fibra F := 77 1{{} N Cy de Cj sobre &. Denotemos
Se =8N Po.

Este ¢ um semigrupo com interior nao vazio em FPg. Para ver isto, notemos primeiro
que Pg é a isotropia em &;. Além disso, como & € (Cg)o, existe g € intS tal que

9% = &, logo g € int(S N Po).

Proposicao 3.26. Se Sg e F sdo conforme definidos acima, entdo SoF = F.

Demonstragao: Tomemos g € Se ¢ ¢ € F, Entdo z € Cy e 7(x) = &. Assim,

7(gx) = gr(z) = g€ = &. Também, como C' é um conjunto de controle invariante,
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temos que fe(Sx) = fe(C) = C. Logo Sz C C e assim gr € C, o que, pela
proposicao 2.8, implica que gz pertence a Cy. Portanto, gz pertence a F', ou seja,

g@FCF.

Para mostrar a inclusao contraria tomemos x € F. Entao x pertence a Cj e
m(x) = &. Logo, existe g € intS com gz = x. Desta forma, g&y = gn(z) = n(gx) =
m(x) = & mostrando que g pertence a Sg NS = Sg. Logo, g € Se e x € SoF.

Portanto, Sg = F.

Coloquemos agora

Se = Se N (Ps)o,

onde (Pg)o é a componente identidade de Pg. Ja que o numero de componente
conexas de (Pg)o € finito, o quociente Pg/(Pg)o tem um niimero finito de elementos.
Tomemos g € int(S N Pg). O conjunto {¢g"(Pe)o : n € N} é finito. Logo existem
m.n € N, com m # n tais que ¢"(Pg)o = ¢"(Po)o- Ja que g € intS, temos que
g" ™ € intS e assim ¢"" € intS N (Pg)y = Se, ou seja, Se tem interior ndo vazio

em (P9>0-

Como Se = F e SgF C §@, temos que g C F. A reciproca também é valida,

conforme mostra o seguinte lema.

n
Lema 3.27. Para quaisquer b,b' € F, temos que b € Sgb'.

Demonstracgao: Seja P, a isotropia em b. Como b € Cy, temos que S, = SN P, é
um subsemigrupo de interior nao vazio em P,. J& que a uniao dos subgrupos split
¢ densa em P, temos que S, intercepta algum subgrupo split de GG. Logo existe
h € intS com hb = b e h pertencente a algum subgrupo split de G. Temos também
que h&y = hr(b) = w(b) = & e assim h € int(Se). Com o que foi feito acima
e sabendo que h € Peo, temos que h* € (Pg)y para algum k > 0. Desta forma,

podemos assumir que h € int(Sg). Agora, como b pertence a Cy, temos que ele é o
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atrator de um subconjunto aberto e denso de C. Logo, para b’ em um subconjunto
aberto e denso de 7~ '{by} temos A"V — b quando n — oo, ou seja, b pertence a

fe(Seb'). Mas hb =b com h € int(Se). Portanto, b € Sg. m

Nosso objetivo agora é mostrar que o fecho de F' é um conjunto de controle
invariante para um semigrupo com interior nao vazio em um grupo de Lie semi-

simples agindo em 7 '{&}.

Proposicao 3.28. Sejam C' e Cg 0s conjuntos de controle invariantes sobre G/P e
G/ Po, respectivamente, e tomemos &y pertencente a (Cg)o. Entao, fe(F) é o unico
conjunto de controle invariante para a acao de um semigrupo com interior nao Vazio
de um grupo de Lie semi-simples sobre 7= {&} e F estd contido em seu conjunto

de transitividade.

Demonstragao: Em primeiro lugar, observemos que AgNg ¢ normal em Pg. De
fato, j4 que Mg normaliza AgNg, se p € Po, p = man, entdo pAeNgp™' =
manAeNg (an)"'m™ = mAgNgm™ = AgNg. Agora, dado g € AgNg e aP €
7 &} = Po/P, com a € Py, temos que gaP = aa 'gaP = axP, com x € AgNg,
pois AgNg é normal em Pg. Mas AgNg C ANT C P assim, 2P = P e axP = aP,
logo gaP = aP, ou seja, AgNg age trivialmente em 7~ '{&}. Desta forma, a agao de
Se sobre 771{&} depende apenas da agao das classes sAgNg , que é um semigrupo

de interior nao vazio em (Pg)o/AeNg = MoAoNg /AeNg = Me.

Seja Z(g(0)) o centralizador de g(©) em Mo,

Z(g(©)) ={u e Mg : ad(u)X = X,VX € g(©)}

Como g(©) é um ideal de mg, temos que Z(g(0)) ¢ um subgrupo fechado normal
de Mg. Além disso, a dlgebra de Lie de Z(g(©)) (que é o centralizador de g(©) em
me e coincide com g(0)1) complementa g(0©) em mg. Consequentemente a dlgebra
de Lie

G(©) = Me/Z(9(0))
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6 g(©) @ g(©) = g(O©), a qual é semi-simples. Como Z(g(0)) C M, temos que
Z(g(©))by = by. Uma vez que ela é normal em Mg, sua agao sobre 7~ {&y} é trivial
e assim a agao de Sg em m1{¢} depende somente da agdao do subsemigrupo com

interior nao vazio de G(©) dado por

S(©) = Se/(9(9)).
Como ja tinhamos que SgF' = F, temos que o fecho de F' é um conjunto de controle
invariante para a agao de S(©) sobre m~1{&}. Este ¢ o tinico conjunto de controle
invariante, pois, uma vez que Mg N P é um subgrupo parabdlico minimal do grupo

de Lie M@, esta fibra é exatamente a fronteira maximal de G(©). m

3.5 Um subgrupo do grupo de Weyl

Nesta segao estudaremos o subconjunto W (S) C W para o qual D,, é o conjunto
de controle invariante para todo w € W (S). Provaremos que tal subconjunto é na
verdade um subgrupo e veremos que este coincide com o grupo de Weyl do grupo

de Lie G(O©) apresentado na ultima secao.

Comecamos definindo

W(S):={weW: D, éo conjunto de controle invariante para a agao de S}.

Notemos que W(S) é formado pelos elemento de W tais que w(Xw) = w(X), pois
Y. projeta-se sobre o conjunto de controle invariante, onde 7 : G/MA — G/MAN™

é a fibragao canonica.

Em principio W (S) é somente um subconjunto de grupo de Weyl. Mostraremos
mais adiante que ele é na verdade um subgrupo. Este fato nao é imediato, pois
W (S) nao é definido como o conjunto que deixa ¥ invariante. Para w € W(S) e
a € X nao é necessariamente verdade que aw pertence a . Temos apenas que

alguma camara positiva para 7(aw) pertence a 3.

84



Assim como D,,, W(S) também depende da escolha da camara de Weyl bésica

para sua definicao. Quando necessario, nés destacaremos a camara escrevendo

W (S, A*).

Observagao 3.29. Com A™ fixo, W(S) é um subconjunto do grupo de Weyl de
A. Por defini¢do, temos que w € W(S) se, e somente se, m(Xw) = w(X) = Cj.
Assim, se atw € Xw, com w € W(S), devemos ter m(atw) € Cy. Temos que
at = g(AT) = gATg™! para algum g € G. Entao, w € W(S) se, e somente se,
existir ¢ € G tal que gA™ pertence a 3 e se T(gATw) = w(gwg ' AT) pertencer a
Co. A partir disso, se tivermos A = gA™, entao W (S, A7) = g(W (S, AT))g".

Proposig¢ao 3.30. Fizemos uma escolha canénica e suponhamos que by = MAN™T

pertence a Cy. Entao sao equivalentes:
i) w pertence a W(S);

ii) Ntwby C Cy. Se além disso AT pertencer a X, entao (i) e (ii) sio equivalentes

a:’

iii) wby pertence a Cy, onde w € qualquer representante de w.

Demonstracao: (i)=- (ii) Uma vez que by pertence a Cy, podemos considerar o
conjunto o da demonstracao da proposicao 3.24 e concluir que existem h € AT e
n € NT tais que
hn € intS.

Suponhamos primeiro que n = 1. Assim, h € intS e AT € ¥. Temos que a agao
a direita de w sobre A", que é dada por ATw = wWAT, coincide com a acao &
esquerda de qualquer um de seus representantes. Consequentemente, m(A*w) =
m(wA") = wr(AT) = why. Como supondo w € W(S), temos, pelo teorema 3.15,
que 7(Xw) = Cy. J& que AT pertence a X, m7(ATw) € C,. Logo why € Cy. Como

Cy é aberto, existe uma vizinhanca U da identidade em N7 tal que
Uwby C Cy.
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Uma vez que h*nh* — 1 quando k — oo para todo n € N7, temos que para k
suficientemente grande h=*bh* € U. Logo, n € h*Uh™* para todo n € N*, com k

suficientemente grande. Assim, N* = (J h*Uh~*. Temos também que
h>0

R*UR @by = WU wby,

pois why é ponto fixo do difeomorfismo h, logo é também ponto fixo de h=*. Como
Uwby C Cy e h* € intS temos que h*Uwby C Cy, pois Cy C (intS)x para todo
x € Cy. Isto mostra que Ntwby C Cy. Para mostrarmos o caso geral tomemos

ng € N* tal que

hn = nohng*. (3.2)

Um tal ng sempre existe , conforme justificamos na demonstragao do lema 3.1.
J& que hn € intS e h € A*, temos por 3.2, que ngA*ny' NintS # (. Consideremos

a decomposicao de by = P dada por

P = (ngMngy ") (ngAng ) (ngNtngt) = (noMng ') (ngAng ' )N*.

Assim, nowny' é um representante de w no normalizador de ngA¥Tng', que é

moM*ng'. Temos entdo
(n0N+n61)(n0@nal)bo = N+1Eb0 C Co.
Logo, ngA*ng ! pertence a ¥ e m(nyATng 'w) = m(ngwng ' (noA*ng ")) € Cp e a prova
segue como no caso n = 1.
(ii) = (iii) Como NTwby C Cp, basta tomar n = 1.
(iii) = (i) Temos por hip6tese adicional que A* € 3. Usando a observagao 3.29

com g = 1, temos que m(wWAT) = wby € Cp, logo w € W(S). =

A proposicao seguinte mostra que W (.S) é um subgrupo de W. Pela observacao

3.29 é desnecessario especificar a camara basica considerada pois, para camaras
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conjugadas teremos conjuntos conjugados e a propriedade de ser subgrupo ¢é inva-

riante por conjugacoes.

Proposicao 3.31. W(S) € um subgrupo de W.

Demonstracao: Notemos primeiro que W(S) # () pois, uma vez que D; é o
conjunto de controle invariante, temos que 1 € W(S). Fixemos agora uma es-
colha canonica com by € Cy. Tomemos wq,wy € W(S) e escolhamos representantes
W, Wy € M*. Pela proposicio anterior, w,by € Cy. Agora, (w,wyw; *)wby € Cy pois
wy € W(S). Logo wywiby € Cy. Pela proposigao anterior, wiwy € W(S). Portanto

W(S) é um semigrupo em W. Como W é finito temos que W (.S) é um subgrupo. =

Fixemos agora uma escolha canonica assumindo que ANintS # () e consideremos

novamente os conjuntos:

Ay = {H €a:exp(tH) € intS para algum t > 0}
A = {heA: existene NT com hn € intS}

A = {H€ca:exp(tH) € A para algum t > 0}

Pela proposigao 3.30, se w € W (S) entdao wby € Cy. Logo a proposigao 3.13
implica que @ 'Ag C A para todo w € W(S). Uma vez que W(S) é um grupo
temos que WAA para todo w € W (S).

Seja I' = T'(S) o conjunto gerado por U{wAy : w € W(S)}. I' é um cone,

conforme mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 3.32. I' € um cone convexo contido em A. Além disso, I' € invariante

por W(S).

Demonstracao: E imediato perceber que I' é um cone, pois se X,Y € I', entao X
e Y se escrevem como combinagoes lineares de elementos de U{w : w € W(S)}, logo
X +Y também se escreve como combinacao linear de tais elementos e o mesmo vale

para X, se x é um numero real nao negativo. Também é claro que I' C A, pois
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cada wAq esta contido em A e, como A é um cone, qualquer combinacao linear de

seus elementos pertence a A.

Para provar que I' é invariante por W (S), seja w € W(S) e X € I'. Entao
X => aqw;H; com a; € R, w; € W(S) e H; € Ag. Como W(S) é um grupo temos

que ww; € W(S) para todo 7, logo wX €T
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Capitulo 4

Tipo parabdlico de um semigrupo
e forma canonica de Jordan

Este é o capitulo principal do trabalho, é nele que expomos algumas relagoes entre
o tipo parabdlico de um semigrupo e a forma de Jordan dos elementos em seu inter-
ior. O capitulo esta dividido em quatro segoes. Na terceira segao surgem as relagoes
entre o tipo parabdlico e a forma de Jordan. Ja na quarta secao exploramos estas
relagoes em subgrupos de Si(n,R). A primeira se¢ao é iniciamos o entendimento das
relagoes, pois é onde apresentamos a definicao de tipo parabdlico, ela estd funda-
mentada nos resultados do capitulo anterior. A segunda secao é preparatéria para a
terceira, apresentamos a forma canonica multiplicativa de Jordan e um teorema que

a relaciona com a decomposicao de Iwasawa e também alguns resultados auxiliares.

O subgrupo W (S) do grupo de Weyl que foi definido na se¢ao 3.5 é um objeto
essencial, pois o tipo parabdlico de um semigrupo é o subconjunto © C II maximal

tal que W (S) = We.

Na terceira secao o principal resultado é o teorema 4.23 que nos permite caracte-
rizar o tipo parabdlico de S através do elemento mais irregular que se pode encontrar
no interior de S. Este teorema é uma consequéncia direta da proposi¢ao 4.17 e do
corolario 4.22. Os resultados que aparecem nesta secao antes deste corolario tem

como objetivo preparar a sua demonstracao.
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A conclusao que os resultados nos conduzem, é que a partir do tipo parabdlico
de S é possivel conhecermos os maiores tamanhos possiveis para os blocos de Jordan

dos elementos do interior de S, onde S é um semigrupo aberto de Si(n,R).

4.1 Tipo Parabdlico de um semigrupo

O tipo parabdlico de um semigrupo S C G é um subconjunto © do sistema simples
de raizes de G que esta associado com o semigrupo S. Considere a fibracao = :
G/P — G/Pg, se Co C G/Pg é 0 S-c.c.i. entao 7~ 1(Cg) contém o S-c.c.i. em G/P.
O tipo parabdlico de S é o subconjunto © C ¥ maximal para o qual 77(Cg) ¢ o

S-c.c.i. em G/P.

A existéencia do tipo parabdlico de um semigrupo S é garantida pelo seguinte
teorema que discutiremos nesta se¢ao:
Teorema: Fize uma escolha canénica com by € Cy e AT € 0. Seja Il o sistema
simples de raizes associado com a decomposicio de Iwasawa definida por by. Entdo
existe © C I tal que W (S, AT) = Wo. Além disso, seja Co o S-c.c.i. em G/Pg.
Entio C = 771 (Cg) onde 7 : G/P — G/Ps € a fibragio candnica.

Dividimos a demonstracao deste teorema em lemas com o objetivo de facilitar o

entendimento e também de enfatizar alguns pontos da demonstragao.

Considere o seguinte subconjunto do grupo de Weyl
W(S)={weW:D,éoS —cciemG/P},

onde G/P denota o flag maximal.

Um fato que vale a pena ressaltar novamente é que W (S) é um subgrupo do

grupo de Weyl, conforme esta demonstrado na proposicao 3.31.

O préximo lema nao sera utilizado diretamente, mas ele auxilia o entendimento

da demonstracao da existéncia de um ponto fixo por W(.S).
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Lema 4.1. Seja w € W a reflexdo em relacao a raiz o € A. Entao um elemento

nao-nulo H € a € fizo por w se, e somente se a(H) = 0.

Demonstracao: Temos que w(H) = H — Z%H. Portanto w(H) = H se, e

somente se (H,, H) =0, ou seja, a(H) = 0. =
Se H € a, considere o subconjunto das raizes que anulam H
O(H) ={a € A:a(H) =0}.

Denotamos por We(g) o subgrupo gerado pelas raizes em O(H).

Agora fixemos uma escolha candnica que satisfaca ANint(.S) # . Isto é possivel

devido ao Lema 3.1. Considere novamente os seguintes conjuntos
Ao ={H € a:exptH € int(S), para algum t > 0},

A={h€e A:3Ine N* com hn € (int)(S)}

A={H €a:exptH € A, para algum ¢ > 0}.

Listamos na proposicao abaixo as propriedades destes conjuntos que serao uti-
lizadas no que segue, estes fatos estao demonstrados no capitulo anterior, na secao

3.2 e também nas seguintes.

Proposicao 4.2. Os conjuntos Ao, A e A satisfazem as sequintes propriedades:

(i) Ao e A sdo cones convezos dom interior ndo-vazio em a;
(ii) Ao C A
(iii) who C A para todo w € W(S).

Considere I' = T'(S) o cone convexo gerado por U{wAq : w € W(S)}. Segue da

definicdo que I' é W (S) invariante e do item (iii) da proposicao acima que I' C A.
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Lema 4.3. Ezxiste um elemento nio nulo H € A que € ponto fizo para W (S), isto

é, wH = H para todo w € W(S).

Demonstragao: Temos dois casos para considerar, A = a e o caso em que Aé
cone convexo préprio em a. Se A = a, entdo Ad(S) = Ad(G) e S pode ser um
semigrupo proprio somente se G tiver centro infinito ([7], Teorema 4.2). Como
estamos abordando apenas o caso em que GG possui centro finito, este caso nao serd
contemplado. Se A é um cone convexo préprio em a, entdo I' também é préprio,
assim W (S) deixa invariante um cone em a. Como W (S) é finito, isto acontece se,
e somente se, existir um elemento nao nulo H € a que é deixado fixo por W(5), isto

é, wH = H para todo w € W (S). Considere o seguinte elemento de A
H= wH',
weW(S)
onde H' é um elemento nao nulo qualquer em I". Como W (S) é finito, temos que
wH = H. Pela forma como H foi escolhido é claro que H € A. Além disso, temos
que H pertence ao fecho de uma camara, digamos a, a menos que W (S) = {1}, pois
0 unico elemento que fixa um elemento do interior de uma camara é a identidade.
Portanto que é possivel encontrar um ponto que é fixo por W (S) em uma camara

que intercepta A. m
Lema 4.4. Eziste © C II tal que W(S) C Weg

Demonstracio: Seja H € at N A um ponto fixo por W(S) e seja II o sistema
simples de rafzes associado a camara a™. Temos pelo teorema 1.1.2.8 de [2] que o
maior subgrupo do grupo de Weyl que deixa H fixo é da forma Wg, onde © é um
subconjunto do sistema simples de raizes II e Wg € o subgrupo gerado pelas reflexoes
definidas pelas raizes em ©. Temos pela proposicao 9.20 de [6] que © é dado por
© ={aell:a(H) =0} Portanto W(S) C Wg =

O lema anterior garante a existéncia de um subconjunto © do sistema simples
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de raizes II tal que W (S) C Wg. O préximo lema vai um pouco além garantindo a

existéncia de um subconjunto © C II tal que o ocorre a igualdade W (S) = Wg.

Seja H € a fixo por W(S). Quando ©(H) é minimal, isto é, ndo existe H € a
ponto fixo por W(S) tal que ©(H') seja subconjunto préprio de ©(H), dizemos que

H é um ponto fizo de reqularidade mazimal.

Lema 4.5. Seja H € A um ponto fixzo para W(S). Se H é um ponto fizo de
regularidade mazimal, entao W(S) = We(H). Além disto existe & € G/Po(H) tal
que (&) € C.

Demonstracgao: Seja H € A um ponto fixo de regularidade maximal para W (S)
e seja © = O(H). Seja Pg o subgrupo parabdlico associado a © e considere a
fibracdo candnica equivariante 7 : G/P — G/ Pg. Denote por C' e Cg os conjuntos
de controle invariantes para S, respectivamente, em G/P e G/Pg. Suponha que
by € Co, assim, & = w(by) € (Ce)o. Seja Cg, = C N7 1(&), entdo Cg,é o conjunto
de controle invariante do semigrupo S(©), que é um semigrupo do grupo de Lie
semi-simples G(0), cuja algebra de Lie é g(©). A fibra 771(&) coincide com a
fronteira maximal de G(©). Também, W (S) é um subgrupo de W (S(0)).

A hipétese de que © é minimal implica que W(S) nao possui vetor diferente de
zero fixo na subalgebra a(©) de g(©). Pela proposigao 3.30, wby € C¢, C C para

todo w € Wg, assim, novamente pela proposigao 3.30, W(S) = Wg

Agora o teorema que nos conduz ao conceito de tipo parabdlico de um semigrupo:

Teorema 4.6. Fize uma escolha canonica com by € Cy e AT € 0. Seja Il o sistema

simples de raizes associado com a decomposicio de ITwasawa definida por by. Entao
eziste © C II tal que W (S, AT) = Wo. Além disso, seja Cg 0 S-c.c.i. em G/Pg.
Entio C = 71 (Cg) onde 7 : G/P — G/Ps € a fibragio candnica.

Demonstracao: A existéncia de um © C II tal que W(S, A") = Wy segue da
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primeira afirmagao do lema 4.5 o fato de que C = 771(Cg) decorre da segunda

afirmagdo do mesmo lema e do item (iii) da proposicao 2.21 m

Definicao 4.7. O subconjunto © C II mazimal tal que W(S) = Wg € denominado

tipo parabdlico do semigrupo S e denotado por ©(S).

Vamos apresentar agora um resultado do artigo [10] o qual garante que, para

cada ©, é possivel encontrar um semigrupo S cujo tipo parabdlico ©(S) = ©.

Proposicao 4.8. Suponha que C C G/Pg seja admissivel e satisfaca C = fe(intC).

Entao o semigrupo de compressao
Se={9€G:gCCC}

possui interior nao-vazio. Além disto C' € o conjunto de controle invariante para Sc

em G/Pg, Cy = intC e o tipo parabélico de S¢ € ©.

Demonstragao: Tome x € intC e seja ¢ uma célula aberta contendo C. Pelo
lema 2.6 de [10] existe um elemento split regular h € G tal que x é seu atrator
e 0 = o(h). A sequéncia h* contrai o em z quando k — +oo. Como C é um
subconjunto compacto de o, a contracao é uniforme em C'. Isto significa que para
qualquer vizinhanca U de x existe ky tal que h*C' C U para k >, . Em particular
se tomarmos U C C temos que g = h* estd em So. Além disso, o conjunto
{f : f(C) C U} ¢é aberto na topologia aberto-compacta das aplicagoes continuas
de G/Pg. Pela continuidade da agdo de G temos que g € intSc o que mostra a

primeira parte da proposicao.

Para a segunda a afirmacgao note que C' é invariante por S¢ pois os atratores para
os elementos split regulares no intS estao contido no conjunto de transitividade do

conjunto de controle invariante. m

Agora vamos apresentar um exemplo:
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Exemplo 4.9. Seja G = Sl(n,R) e © = {ags, 34, , X(i—1)i, s Xn—1)n }- Temos

que G/Pg é a variedade flag RP™"1. Considere o octante positivo de RP"~!
C={[(x1,--, )] s >0,i=1,--- ,n}.

O semigrupo de compressao de C' é Sl(n,RT). Temos ainda que C' é admissivel e

satisfaz C' = fe(intC'), temos assim, pela proposi¢ao anterior, que o tipo parabélico

de Scé@

4.2 Decomposicao multiplicativa de Jordan

Nesta secao apresentamos a decomposicao multiplicativa de Jordan completa de uma
matriz ¢ € G C GL(n;R) e também sua rela¢do com a decomposi¢ao de Iwasawa

do grupo de Lie G.
Seja g € GL(n; R) e seja
9=0s+ Gn (4.1)
sua decomposicao de Jordan. Como g é invertivel todos os seus autovalores sao

nao-nulos o que implica que g, ¢ invertivel. Denotando g, := 1+ g;'g, podemos

reescrever 4.1 como
9 = 9sGu, (42)

a qual é denominada decomposi¢ao multiplicativa de Jordan de g. Os proximos dois
resultado nos fornecem informacoes sobre esta decomposicao. O primeiro refina a
decomposi¢ao multiplicativa, o segundo a relaciona com alguma decomposicao de

Iwasawa de G.

Antes dos resultados, vamos fixar alguns conceitos

Definigao 4.10. Seja g € GL(n;R) um elemento semisimples. Dizemos que:

i) g € eliptico se todos os seu autovalores (inclusive os complexos) possuem

modulo 1.
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ii) g € hiperbdlico se todos os seus autovalores forem reais positivos.

Note que uma matriz é caracterizada como eliptica ou hiperbdlica exclusivamente
de acordo com as caracteristicas dos seus autovalores. Como autovalores de uma
matriz sao invariantes por conjugacao, temos que toda matriz conjugada a uma
matriz eliptica também ¢é eliptica. O mesmo para as conjugacoes de uma matriz

hiperbdlica.

Neste ponto apresentamos uma decomposi¢ao que refina a decomposicao multi-

plicativa de Jordan:

Teorema 4.11. Cada g € GL(n;R) pode ser escrito de maneira inica como

onde e, h, g, € GL(n;R) sdao eliptico, hiperbdlico, e unipotente, respectivamente, e

comutam entre sti.

Demonstragao: Seja g € GL(n;R), e seja j a forma de Jordan real da matriz
g. Para simplificar a notagao, vamos denotar também por g a transformagao linear
determinada pela matriz g. Seja B a base de Jordan do operador g, isto é, a base na
qual a matriz do operador g é a matriz j. Esta base nos d4 uma decomposicao de
R™ em subespacos invariantes J; tal que a matriz do operador g; = ¢|;, ¢ um bloco
de Jordan do operador g. Seja \; o autovalor de g;. Temos dois casos a considerar: o
caso em que \; € um nuamero real, e também o caso em que \; é um ntmero complexo

que nao é real. Se \; for real, entao a matriz de g; em relacao a base de Jordan é:

Ao 1 S0

Ao 1 0 O

Jj(N) = ' R 0
0O 0 o0 XN 1

o
o
=
o

>

e cada bloco de Jordan j(\;) pode ser decomposto como:
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AN 00 0 LA 0 0
0O N O 0 0 0 1 0 0
J(Ai) = 0 A0
00 0 XA O 00 0 1 N
0O 0 0 0 N 0O 0 0 0 1

ke
o
o

] 0 N 0 0 - 0 1 At 0 0
0 3 0 0 0 0 [N 0 0 0 0 1 0 0
J(Ai) = 0 N () A0
0 0 0 &:' 0 0O 0 0 [N O 0 0 0 1 X!
0 0 0 0 3 0 0 0 0 [N o 0 0 0 1

Agora, o caso em que \; € C\R. Suponhamos entdo \; = a + b com b # 0. Neste

caso,
D) Idy 0 - 0
0 D(N) Id 0 0
J(N) = : 0 :
0 0 0 D) Id
0 0 0 0 DN

ondeD()\i):(_ab z)eldzz(é (1))

Neste caso podemos decompor o bloco j(A;) como:

D) 0 0 .- 0 Idy D(X\)™ 0 : 0
0 D) O 0 0 0 Idy DN 0 0
J(N) = : 0 : 0 :
0 0 0 D) 0 0 0 0 Idy D(\)™
0 0 0 0  D(N) 0 0 0 0 Id,

Denotando p = va®+ % cos(f) = £ e sen(f) = %, podemos escrever \; =

p(cos(f) + sen(f)). Assim temos D();) = ( jecr(is((eg) SSE%)) ) ( '(O) ,(0) ) , de-
sen(f) cos(0)

—cos(f) sen(6)
diag(p, p, ..., p) de mesma ordem de j(\;) temos a decomposigao multiplicativa com-

notando R(\;) = ( ) e por h = pld, a matriz diagonal h =

pleta de Jordan do bloco j(\;) :

j()\l) = eh‘g’uv
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onde

R(N) 0 0 0 Idy, RO\ 0 0

0 R(\) 0 0 0 0 Id ROX)™ 0 0

€= ' 0 |sou= ' 0
0 0 0 RXN) 0 0 0 0 Idy R(\)™

0 0 0 0 RN 0 0 0 0 Idy

Apresentamos agora uma relagao entre a decomposicao multiplicativa completa

de Jordan e a decomposicao de [wasawa de um grupo de Lie de matrizes semisimples:
Teorema 4.12. Seja g uma algebra de Lie semisimples real e G o grupo adjunto
Ad(G). Seja G = KAN qualquer decomposicio de Twasawa de G. Entdo;

i) g € G € eliptico se, e somente se € conjugado a um elemento em K.

it) g € G € hiperbdlico se, e somente se é conjugado a um elemento de A.

iii) g € G é unipotente se, e somente se é conjugado a um elemento de N.

Demonstragao: Veja [1], pdgina 431.

Definicao 4.13. Um toro n-dimensional em um grupo de Lie G € um subgrupo

T C G que € isomorfo ao produto direto da esfera unitdria S* por si mesma n vezes.

Proposicao 4.14. Seja g € GL(n;R) um elemento semisimples. Entao g € eliptico

se, e somente se g pertence a um toro n — dimensional.

Demonstragao: Se g é eliptico, entao g é diagonalizavel em GL(n;C), e seus
autovalores sao todos de norma 1. Ou seja, apés diagonalizado, g é da forma

291’._‘ 19)

diag(e , e

que é um elemento de um toro n-dimensional. A reciproca é imediata. m
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4.3 Tipo parabdlico de um semigrupo e forma de
Jordan dos elementos de seu interior

Nesta secao vamos relacionar o tipo parabdlico de um semigrupo aberto S com a
forma de Jordan de seus elementos.

Sejam G = Sl(n,R) e S C G um semigrupo aberto, cujo tipo parabdlico seja

o(9).

Proposicao 4.15. Dado g € G, considere a decomposicao multiplicativa completa

de Jordan de g
g = ehg,.

Entao existe uma decomposicao de Iwasawa G = KAN tal quee € K e h = expH €
A.

Demonstracao: Segue diretamente dos teoremas (4.11) e (4.12). =

Ainda de acordo com as notacgoes fixadas no teorema acima, seja g € S, va-
mos inicialmente relacionar a decomposicao g = ehg, com o tipo parabdlico de S.
Mais especificamente, através de um subconjunto do espago de raizes associado ao

elemento hiperbédlico h da decomposicao.

Como h € A existe uma camara de Weyl A" tal que h € fe(A™). Denote por
o o sistema simples de rafzes associado a AT e considere novamente o seguinte

subconjunto

O(h) ={a € X : a(logh) = 0}. (4.4)

Considere o subgrupo parabdlico Pg(y). A decomposicao de Levi, decompoe Pgp)

CcOo1mo

Pomy = Z(Pomy) Lo,
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onde Z(Pg(n)) ¢ o centro de Pg(p) em si préprio e Lgn) ¢ a componente semisimples

da decomposicao que é um subgrupo redutivel.

O primeiro objetivo a ser alcancado com os proximos resultados é mostrar que

©(h) esta contido no tipo parabdlico O(S) de S se h estd em int(S).

Lema 4.16. Decomponha g € S como g = ehg,. Entao existe um inteiro k > 0 tal

que hk € 8.

Demonstracgao: Temos pela proposicao 4.14 que e estd em um toro n-dimensional
T C G. Como S é aberto, podemos encontrar v € T de ordem finita tal que

vhg, € S. De fato apés diagonalizado em GL(n;C) e tem a forma

. it 1t
diag(e™, - ,e"m).
Como S ¢é aberto, podemos encontrar naturais my,--- ,m, e ny,--- ,n, de tal forma
que
. 2 2L o mn
U:dzag(e n17...’e27'rnn)

1

»-. Assim, existe
™

satisfaca vhg, € S. Basta tomar % suficientemente proximo de
um inteiro [ > 0 com h'g' € S. A saber, [ pode ser tomado como | = niny - - -n,. Por
outro lado , g} é um elemento unipotente no grupo de Lie redutivel Ler). Assim
para qualquer vizinhanca U de g}, em Lg) existe z € U com ordem finita (veja [7]).

Se U for suficientemente pequena, h'z € S. Como z comuta com h, pois z € Loy,

temos que z comuta com h!. Assim, se s for a ordem de z, temos que (h')* € S.

u

A proposigao seguinte nos garante a existéncia de um elemento h € S tal que
O(S) € ©(h). Ela é de fundamental importancia em nosso propésito de relacionar

o tipo parabdlico de um semigrupo com a forma de Jordan dos elementos em seu

interior.

Proposicao 4.17. Existe algum subgrupo split Ay e a € A1 Nint(S) tal que O(S) C
O(h).
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Demonstragao: Pelo lema 4.3 temos que existe H &€ A que é fixado por todo
w € W(S). Assim h = exp H € A, ou seja, existe n € NT tal que g = hn € S.
Seja g = gsg, a decomposicao multiplicativa de Jordan de g. Como h é hiperbdlico
temos que g, também ¢é hiperbdlico, assim temos que gy estd em algum subgrupo
split, digamos A, de G (teorema IX.2 de [1]). Pelo lema anterior, existe k tal que
a = g¥ € S. Temos que um elemento do grupo de Weyl de A; fixa a se, e somente
se ele fixa g,. Como h e g, sao conjugados, existe v € G tal que udAu=t = A, e

~! = a. E claro que u leva camaras que possuem h em seu fecho em camaras

uhu
que possuem a em seu fecho. Também, multiplicando u a direita por elementos do
grupo de Weyl fixando h e a esquerda por aqueles fixando a é possivel saber quais
camaras sdo permutadas por u (se h estd nas camaras AT e wA™ entdao wh = h pois
a W-érbita de h cruza wA™ apenas uma vez). Usando a agora o isomorfismo entre

os grupos de Weyl de A e A; temos que a é fixado por todos elementos de W (S) (na

realidade pela imagem isomorfa de W (.S) no grupo de Weyl de A;. =

Seja Z(L%(h)) o centro de L%(h) em si mesmo, e seja Mg,y a componente semi-
simples de L%(h). Como L%(h) é redutivel temos que x € L%(h) pode ser escrito de
maneira tnica como x = yz, com y € Mg € 2 € Z(L%(h)) um elemento do centro

de L%(h) em L%(h).

Lema 4.18. Mantenha as notagoes acima e considere a projecao p : L%(h) —

Mewy definida por p(yz) =y. Entao

p(SN L%(h)) = Mom)-

Demonstragao: Sendo uma projecao, p é uma aplicagao aberta e assim p(S HL%(,L))
¢ um semigrupo aberto em Mg). Pelo lema anterior hk e SN L%(h), e como

h* € Z(Lg ) temos que p(h*) = 1, donde p(S N L)) = Mo ®

Corolério 4.19. Para todo x € Mg existe a € A tal que va € S.
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Demonstragao: O centro de Loe(h) tem a forma ZyxZ, com Zx C K, compacto
e Z, C A. Dado z € Mg, o lema acima mostra a existéncia de a € ZxZ, com
ax = xa € S. Como Z é compacto nés podemos argumentar como na demonstracao

do lema 4.16, e obter axz € S, coma € Z, C A. m

Corolario 4.20. Dado um “flag” Fe, denote por b® o atrator de At em Fg e por

C3 o congunto atrator de S, também em Fo. Entao a drbita M@(h)be c Cg.

Demonstracao: Tome x € Mg, e seja a € A tal que za € S, disto segue que

2 CCf.m

Lema 4.21. Mantenha as notacoes anteriores com b® sendo o atrator de AT em
Fg. FEntao, M@(h)b@ estd contida na célula aberta de Bruhat determinada por A

se, somente se ©(h) C ©.

Demonstragao: Suponha que ©(h) C ©. Entao Mgy C Pe, o grupo de isotropia
em b°. Entdo M@(h)b@ = 9.

Para a reciproca denote por Wg o subgrupo do grupo de Weyl gerado pelas
reflexdes com respeito as raizes em ©. Suponha que algum a € ©(h) nao esteja
em O, e seja 1, a reflexdo com respeito a a. Entao r, ¢ W, assim se w, for um
representante de r, no normalizador M* de A entdo w,b® # b°. Contudo, w, €

Megny e assim Mg b® nao estd contida na célula aberta de Bruhat. m

Corolério 4.22. Para g € S escreva g = ehg,, e defina ©(h) como em (4.4). Entdo
O(h) C B(S).

Demonstragao: Segue imediatamente do lema anterior e da defini¢ao do tipo pa-

rabédlico de S, levando-se em consideracao que S N A' # ().

Vamos agora enunciar como um teorema o resultado que associa o tipo parabdlico

de um semigrupo com a forma canonica de Jordan dos elementos em seu interior.
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Teorema 4.23. Seja ©(S) o tipo parabdlico do semigrupo S. Entao existe um

elemento split h € int(S) tal que O(h) = ©(S)

Demonstragao: A proposicao 4.17 nos garante a existéncia de elemento split h €
int(S) tal que ©(S) C ©(h). Por outro lado, o coroldrio 4.22 nos garante que

O(h) C ©(S) para todo elemento split no interior de S. Portanto temos o desejadom

Apenas para ilustrar apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.24. Considere G = SI(3,R) e S = Sl(n,R), o interior de S ¢é constituido
pelas matrizes de G' com todas entradas estritamente positivas. Um elemento de

irregularidade maximal que se pode encontrar no interior de .S é

/22 X A
/A% 2X A
/A2 X 2A
que é conjugado ao elemento
/22 0 0
0 XN O
0 0 A

Como a é nilpotente, temos que a aplicagao exponencial exp : ¢ — A é um

difeomorfismo. O mesmo vale para a aplicacao exponencial
exp : ad(a) C gl(g) — Ad(A) C Gi(g).

Outro fato importante para a discussao que segue, é que o seguinte diagrama comuta:

G —% Aut(g)
exp TGXP ’

g— Fnd(g)

ou seja,

exp(ad(X)) = Ad(exp(X)).
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Antes de prosseguir vamos definir alguns conceitos. Um elemento h € A é denomi-
nado um split regular quando H = In(h) € a é um elemento regular em a, ou seja,
quando «(H) # 0 para toda raiz do par (g,a). Seja h € A nao regular e considere

novamente o subconjunto ©(h) das raizes que anulam h
O(h) ={a eIl: a(ln(h)) = 0}.

Um elemento split h € S é dito irregular quando ©(h) # (). Esta denominagao
deve-se ao fato de que um elemento H € a é regular quando «(H) # 0, para toda
raiz « no sistema simples de raizes do par (g,a). Seja h € S um elemento split
tal que ©(h) = ©(S). Dizemos que o elemento h é de irreqularidade mazimal.
Devido ao corolario 4.22 um h de irregularidade maximal é um elemento com maior

irregularidade que é possivel encontrar em S.

Observe que os elementos regulares sao os elementos do interior das camaras de

Weyl, enquanto que os elementos irregulares pertencem a fronteira das camaras.

Fixada esta terminologia, o teorema 4.23 nos diz que o tipo parabdlico ©(S) é
caracterizado pelos elementos de irregularidade maximal que se pode encontrar em
S. Do mesmo teorema e também do corolario 4.22 temos que o tipo parabdlico de

S caracteriza a forma dos elementos de irregularidade maximal em S.

Seja H € a, temos que adH é diagonalizavel em R (teorema 12.22 de [6]), e se
escreve na forma diagonal como diag(ay(H), -+ ,an(H)), onde os funcionais «a; sao
as raizes do par (g, a). Assim, se h = exp(H), entdo Adh = exp(adH) se escreve na
forma diagonal como diag(e®(D ... exn(H )), onde e denota a aplicagao exponencial
real. Desta forma, se a; € O(h), entao o i-ésimo autovalor de) Adh é igual a 1. Por
outro lado, como a exponencial um difeomorfismo entre a e A, temos que se 0 i-ésimo
autovalor de Adh for igual a 1, entdo «; € ©(h). Portanto a quantidade de 1’s que
aparece no espectro de Adh nos da uma “medida” da irregularidade de h. Se h € S,
temos que a cardinalidade de ©(S) nos diz a quantidade méxima de 1’s que pode

aparecer no espectro de Adh.
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4.4 O caso Sl(n,R)

Vamos adotar em sl(n,R) a decomposigao de Iwasawa candnica que foi descrita no

exemplo 1.34. Nesta escolha, a subalgebra abeliana maximal escolhida foi
a={diag(A, -+ )1 Y _ A =0}

Em gl(n,R) seja E;; a matriz cuja entrada ij ¢ igual a 1 e as restantes sdo nulas.
O conjunto {E;;}i j=1,.. », forma uma base de gl(n,R). Seja X = (z;;) € gl(n,R), as
coordenadas de X nesta base 880 (Z11,* , Tin, - » Tily "+ s Tiny*** »Tnly " > Tnn),
para simplificar a notagao vamos re-indexar as coordenadas substituindo o indice 73

pelo nimero natural (n — 1)i+ j que indica a posicao ocupada pela coordenada z;;.

Agora vamos explorar algumas relagoes entre o espectro de Adh e os espectro
de h € Sl(n,R). Sejam h = diag(Ay,--- , \y) € Sl(n,R) e H=(InAy,--- ,In\,) €
sl(n,R) , temos, pelo exemplo 1.30 que a matriz de adH em relacdo & base E;; é a

matriz a matriz diagonal

diag(MAT , MAST A AT A

n

AT A,

n

Note que a entrada A\;A;' = 1 para todo i = 1,--- ,n. Temos assim que os ele-
mentos E;; de gl(n,R) pertencem ao auto-espago associado ao peso nulo, ou seja,
{Eii}iz1, 0 C 90

Sejam S C G um semigrupo aberto, e h € A um elemento split regular, entao
g0 = {Fii}i=1... n. Agora seja h € A um elemento split nao regular e O(h) = {a €
IT: o(Inh) = 0}. Se a; € O(h), entdo E;; estd no auto-espaco associado ao peso
nulo, reciprocamente, se E;; € gy entdo a;; € O(h). Ou seja, O(h) caracteriza o
auto-espaco associado ao auto-valor nulo de ad(h). Além disto, se h € AN S é de

irregularidade maximal temos que gy tem a maior dimensao possivel.

Assim, h € AN S é de irregularidade maximal se, e somente se, gy tem a maior

dimensao possivel. Além disto temos que «;; € (©(h)) se, e somente se \; = \;, 0 que

105



nos permite obter informagoes sobre os blocos de Jordan de h = diag(A,- -+, \,) €

A.

Mais especificamente, temos que os autovalores A; e A; coincidem se, e somente
se, a;; € O(h), na verdade isto vale para qualquer h € A. Desta forma fixando uma
autovalor \; = A, temos que o conjunto dos autovalores que coincidem com A; é o
conjunto dos autovalores {)\; : a;; € ©(h)}. A partir desta observagdo podemos
construir os blocos de Jordan de h, reciprocamente a partir dos blocos de Jordan de
h obtemos ©(h). Isto nos d4 uma caracterizacao da forma de Jordan do elemento
split h € A a partir de ©(h). Assim temos que um elemento split h € SN A de
irregularidade maximal é aquele cujos blocos de Jordan sao os maiores possiveis pois
para um tal elemento ©(h) = ©(S). Equivalentemente é aquele cuja auto-espago

associado ao autovalor nulo de Ad(h) é de maior dimensao possivel.

A partir destas consideragoes, obtemos também quais sao os maiores blocos de
Jordan possiveis de se encontrar para um elemento qualquer g € S, a saber, sao
08 mesmos que obtemos para um elemento split h € S de irregularidade maximal.
Seja g € S, suponha que g ja esteja na forma canonica de Jordan. Nao ha perda
de generalidade nesta suposicao pois se g nao estda na forma canonica de Jordan,

existe u € Gl(n,R) tal que ugu™

é a forma canonica de Jordan de g. Seja g =
ehg, a decomposicao multiplicativa de Jordan completa de g, se os auto-valores
generalizados de g sao todos reais, vimos na se¢ao 4.2 que o bloco de Jordan de g

associado ao auto-valor \ se decompoe como

A0 0 -0 N0 0 - 0 LAt 0 -0
0 55 0 0 0 0 [N 0 0 0 0 1 0 0

0 U ) A0
0 0 0 ‘izj' 0 0O 0 0 [N O 0 0 0 1 X!
0 0 0 0 7 00 0 0 [N 00 0 0 1

Dai podemos perceber que o elemento hiperbdlico h é que determina o maior
tamanho para os blocos de Jordan dos elementos g € S, se algum autovalor A de

g for complexo nao-real, o que pode acontecer é que em um bloco de h estejam
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contidos mais de um bloco de g o que nao interfere no maior tamanho possivel de

cada bloco.
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