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RESUMO

Este trabalho tem por base o artigo de L. A. Ferndndez e E. Zuazua,
referéncia [8], e trata da controlabilidade aproximada da equagao do calor semilinear

ye — Ay + f(z,t,y, Vy) =ux, em Q=Q x(0,7T)
y(x,t) =0 em X =1 x(0,7) ,
y(z,0) = yo(x) em (2,

onde © um aberto limitado do R™ com fronteira suficientemente regular, y = y(x,t) é o
estado a ser controlado e ¢ = w x (0,7"), com w um subconjunto aberto nao vazio de €2, é
o cilindro no qual o controle u esta agindo.

Palavras chave: equacao do calor semilinear, controlabilidade aproximada, método de
Faedo-Galerkin.
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ABSTRACT

This work is based in the work due to L. A. Ferndndez and E. Zuazua,
reference [8], and it deals with the approximate controllability of the semilinear heat
equation

ye — Ay + f(z,t,y, Vy) = ux, inQ=02x(0,T)
y(x,t) =0 on X =Ix(0,T) ,
y(x,0) = yo(z) in €,

where 2 is a bounded open subset of R with smooth boundary, y = y(z,t) is the state
to be controlled and ¢ = w x (0,7"), w being a nonempty open subset of 2, is the cylinder
where the control u is effective.

Key words: semilinear heat equation, approximate controllability, Faedo-Galerkin’s
method.
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CapriTULO 1

Introducao

Esse trabalho trata-se de uma dissertacao de mestrado do Programa de Pds-
gradugao em Matemtatica da Universidade Estadual de Maringd da turma de 2006. O
trabalho foi realizado na cidade de Maringa, entre os meses agosto de 2007 e janeiro de
2008 e é parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de mestre em matematica.

Essa dissertacao nao contém resultados inéditos, apenas é baseada no artigo
de Fernandez e Zuazua, referéncia [8], e visa a controlabilidade aproximada da equagao
do calor semilinear

yr — Ay + f(z,t,y,Vy) =ux, em Q=Qx (0,T)
y(x,t) =0 em X =0x(0,7) , (1.1)
y(z,0) = yo(x) em €,

onde €2 é um conjunto aberto limitado do R™ com fronteira 02 = I' suficientemente
regular, y = y(z,t) é o estado a ser controlado, u = u(z,t) é o controle, x, ¢ a funcao
caracteristica de ¢ = w x (0,7T) no qual o controle age e w é um subconjunto aberto nao
vazio de €). A notacao y; indica a derivada da funcao y com relacao a variavel ¢ que

eventualmente escreveremos y; = —ty. Para o operador laplaciano utilizamos a notacao
= Y —82 ( t) vet iente V 0 ( t) —6 ( t) t
A E x,t) e para o vetor gradiente = | =—ylx,?),..., T, . Quanto

a f=f(x,ty(z,t), Vy(z,t)) assumiremos que

i) f(z,t,&,n) é uma funcdo mensurdvel com respeito a (z,t) € Q;
ii) f(z,t, & n) éde classe C! com respeito a (£,7) € R x R";

i) f(.,.,0,0) € LA(Q);



2 1 Introdugao

¢ uma constante positiva.

iv)

Para conseguir a controlabilidade aproximada do problema 1.1 (teorema 4.8,
péagina 110), é necessério obter a controlabilidade aproximada do problema linearizado®

zt—Az—l—az—i-l;Vz:uxq em Q =Q x (0,7)
2(z,t) =0 em X =1 x (0,7)
2(x,0) = zo(x) em ()

=,

(a,b) € L=(Q) x [L=(Q)]"

(1.2)

a qual por sua vez nos leva a estudar a solucao por transposicao ou solucao ultrafraca de
1.2.

Para o estudo da controlabilidade é necessario saber algo sobre as solugoes
dos problemas envolvidos, por exemplo, se existem, em que espago estao, se sao unicas.
Para isso usamos o método de Faedo-Galerkin, e entao as demonstracoes de tais resultados
de existéncia e unicidade de solugao sao sempre divididos em 5 etapas: 1 - problema
aproximado, 2 - estimativas, 3 - passagem ao limite, 4 - dados iniciais, 5 - unicidade.

A controlabilidade é inspirada no trabalho de Lions [11], onde é vista como
o limite de uma sequéncia de problemas de controle étimo, e tem por ingrediente principal
um resultado de continuagao tnica provado por Fabre em [6], o qual enunciamos como
teorema 2.26, na pagina 19.

Antes de provar o teorema principal, teorema 4.8, fez-se necessario o estudo
do funcional envolvido neste, sobretudo da diferenciabilidade do mesmo, com a finalidade
de estabelecer as condigoes 6timas de sua solugao. Este estudo é feito no teorema 4.7,
pagina 94.

Visando uma melhor exposicao didatica da resolugao do problema a disser-
tagao foi dividida da seguinte maneira: no capitulo 2 temos algumas defini¢oes, notagoes
e resultados que serao utilizados no desenrolar do texto. O capitulo 3 é dedicado ao
problema linearizado 1.2, as vezes referenciado como problema linear ou equacao do calor
linear, do qual mostramos a existéncia e a unicidade de solugoes fraca e forte, assim como
solugao ultrafraca e a controlabilidade aproximada. Para finalizar, o capitulo 4 trata
do problema nao linear, ou equacao do calor nao linear 1.1, abrangendo solucao fraca,

INa ocasido de seu estudo, no capitulo 3, esse problema é referenciado como problema 3.1 ou 3.55



solugao forte, resultados de continuidade e diferenciabilidade de solu¢oes culminando na
controlabilidade aproximada.

Esse trabalho obteve o suporte da Capes - Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - em forma de bolsa de estudos.






CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Espacos Funcionais
2.1.1 Distribuigoes

Sejam = = (x1, 2, ...,x,) pontos do R" e a = (a1, as..., ), n-uplas de
nimeros inteiros nao negativos. Considerando |a| = a1 + as... + o, e a! = aqla!...ay,!
denotaremos o operador derivacao em R™ por

olal
T 02710232 Oxon

DOC

Seja 2 um aberto do R™ e ¢ : 2 — R. Definimos o suporte da funcao ¢ em €2
e denotamos por supp(y) o fecho em Q do conjunto {z € Q;¢(x) # 0}. Quando supp(p)
é compacto, dizemos que ¢ tem suporte compacto em 2. Denotaremos por CSO(Q) 0
conjunto das fungoes ¢ : 2 — R que sao infinitamente diferenciaveis em €2 e que possuem
suporte compacto.

O espago das fungoes testes de 2, D(2), é o espaco C§°(£2) munido da
seguinte nogao de convergéncia: Dada uma sucessao {p,} de fungoes de C3°(Q2) e ¢ €
C§°(Q2) dizemos que

v, — ¢ em D(Q) (2.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2 tal que

i) supp(p,) C K, Vv e supp(p) C K;

ii) D*p, — D“p uniformemente sobre K, Va € N".
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Uma distribuicao sobre Q2 é uma forma linear sobre D(£2) que é continua
no sentido da convergéncia dada em 2.1. Chamaremos por D'(£2) o espago vetorial das
distribuicoes sobre Q. Diremos que {7, }, uma sucessao de elementos de D'(§2) converge
para T' € D'(Q2) e escreveremos

T, — T em D'(Q)

quando
(T,,¢) = (T, 9), Vo € D(Q).

Dada uma distribuicao 7" sobre €2 e @ € N”, a derivada distribucional de
ordem « da distribuicao T', denotada por DT, é dada por

(DT, p) = (~1)*U(T, D) , ¥y € D(Q).
Com essa defini¢ao, uma distribui¢ao 7" € D’'(€2) possui derivada distribu-
cional de todas as ordens e DT € D'(Q2) e além disso a aplicagao

D*:D'(Q) — D(Q)
T — DT

¢ linear e continua.
2.1.2 Espacos L*(1)
Sejam 2 um subconjunto do R™ e p um ntumero real tal que 1 < p < oo.

Denotaremos por LP(2) o espago vetorial das (classes de) fungdes mensuraveis u, definidas
em ) tais que |ul? é Lebesgue integravel sobre ).

O espago LP(£2) munido da norma
1
lulli = ( [ o))

Se define por L>*(2) o conjunto das fungoes u : 2 — R tais que u é mensu-

¢ um espaco de Banach.

rével e existe uma constante C' tal que |u(z)| < C para quase todo z € . Uma norma
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em L>(Q2) é dada por
l|u|| Lo (@) = Inf{C; |u(x)| < C q.s. em Q}

a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, L*(Q), com o produto interno

(u, v) = /Q w(@)o(z) dz

e a norma |u|?> = (u,u), é um espago de Hilbert.

1 1
Seja 1 < p < oco. Diz-se que p’ é o indice conjugado de p se — + — = 1.
] p q St

Proposicao 2.1 (Destigualdade de Young) Se a e b sdo nimeros reais nao negativos
entao

a? W
ab§—+—,
p p
1 1
sempre que 1 <p<ooe—+— =1
p p

Demonstracao: Ver [1].

Proposicao 2.2 (Desigualdade de Holder) Sejam u € LP(Q) e v € LY (Q) com
1 <p<oo. Entiouv € L'(Q2) e

/Q juv] < [l ooy 1ol oy

Demonstragao: Ver [1].

Proposicao 2.3 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v € LP(Q) e 1 < p < ©
entao

[+ v||ze) < ullze@) + [Vl 2r@)-
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Demonstragao: Ver [14].

Teorema 2.4 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Se uma sequéncia {fi} de
fungoes integrdveis a Lebesgue num conjunto Q converge quase sempre em §) para um
fungao f, e se | filLr) < ¥, quase sempre em Q, Vk € N, para um certa funcio i € L'(Q),

entao a integral / f existe e
Q

/ fdr=1lim [ f; dx
Q k—oo Jo

Demonstragao: Ver [7].

p
loc

Denota-se por L7 (2), 1 < p < oo, o espago das (classes de) funcoes

u: € — R tais que |u|P é lebesgue integravel sobre cada subconjunto compacto de .

Proposigao 2.5 (Du Bois Raymond) Sejam u € L}, (Q) tal que

loc

/Qu(x)w(:c) dx = 0,Yp € C5°(Q)

entdo u = 0 quase sempre em €.

Demonstragao: Ver [2].

2.1.3 Espacgos de Sobolev

Sejam 2 um aberto do R", 1 < p < oo em > 1. O espaco de Sobolev
W™P(Q) é o espago vetorial de todas as fungées de LP(Q)) tais que D% € LP(f2), para
todo a < m. Simbolicamente,

Wme(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), V|a| < m}.
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Uma norma em W™P(Q) é dada por

|l [fym () = Z /Q|Do‘u(x)|p dx, se 1 < p < oo,

|| <m

[ul [} maoo(Q) = Z supess |D%(x)[? dx, se p = o0,

la]<m e

a qual o torna um espago de Banach. No caso p = 2, escreve-se W™2(Q) = H™(Q) e
munindo-o com o produto interno

(U, V) pm(q) = Z /QDau(x)Dav(x) dx

laj<m
temos um espago de Hilbert.

Define-se o espago W;""(Q2) como sendo fecho de C§°(2) em W™P(Q), ou

seja,
—Wmip(

[e’e) Q) m,
Co (Q) = Wo p(Q)-

Quando €2 ¢é limitado em alguma diregao x; de R" e 1 < p < oo entao a
norma em W (Q) dada por

P = 3 [ IDu(@)P do
|a|=m
¢ equivalente a norma induzida por W™?(Q2).

Representa-se por W~ (Q) o dual topoldgico de W"*(Q2), onde 1 < p <
oo e p' é o indice conjugado de p. Por H~™(2) denota-se o dual topolégico de HJ*(2).

2.2 Espacos de Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago local-
mente convexo completo das fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X infinitamente diferencidveis
com suporte compacto em (0,T). Dizemos que uma sucessao

Yy — @ €I D(07T7X>
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Se

i) Existe um compacto K de (0,T) tal que supp(¢,) e supp(p) estao contidos em K,
para todo v;

d” d*
ii) Para cada k € N, ﬁgol,(t) — e em X, uniformemente em t € (0,7).

O espago das aplicagoes lineares continuas de D(0,7) = D(0,7T;R) em X
serd denotado por D'(0,T; X), ou seja, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X é linear e se
0, — 6 em D(0,T) implicar que (S,6,) — (S,6) em X. Diremos que

S, — S em D'(0,T; X)

se

(S,,0) — (S,0) em ,V0 € D(0,T).

O espago D(0,T; X) equipado com a convergéncia acima é denominado espaco das dis-
truibuigoes vetoriais de (0,7) com valores em X.

Denota-se por L?(0,T; X) o espago das (classes de) fungoes vetoriais u :
(0,7) — X mensurdveis em (0,7), (0,7) dotado da medida de Lebesgue, tais que

T

/ ()2t < oo.
0
O espago L?(0,T, X) munido do produto interno
T
(1, 0) 20x) = / (ult), v(t)) xdt
0
é um espaco de Hilbert.

2.3 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Separaveis

Nesta secao temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca x,
assim como resultados de convergéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a
separabilidade dos espacos.
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2.3.1 Topologia Fraca
Considerando F um espaco de Banach, a topologia fraca o(E, E') sobre E
¢ a topologia menos fina sobre £ que torna continuas todas as aplicagoes f € F'.

Seja {x,} uma sucessdo convergente para = na topologia fraca o(FE, E’).
Quando nao houver possibilidade de confusao diremos apenas que {z,} converge fraco
para x e denotaremos por
T, ~xemFE

Proposicao 2.6 Seja {x, }nen uma sucessio em E, entdo

i) T, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € FE';
ii) Se x, — x em E, entio x, = x em E;
iii) Se x, — x em E, entdo ||x||gp € limitada e ||z||p < liminf||z,||g;

iv) Sex, =~z emE e f, — f em E', entio (fn,x,) — (f, ).

Demonstragao: Ver [1].

Considere F': M C E — [—00,00] e E um espago de Banach. O funcional
F ¢é dito ser fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente num ponto v € M
se, e somente se,
F(u) < liminf F(u,)

n—oo

para cada sequéncia {u,} em M tal que u, — u.
2.3.2 Topologia Fraca *

Sejam E um espaco de Banach e z € F fixo. Considere a aplicagao

J. B — R
fo= A fy={f2)

que ¢é linear e continua e portanto J, € E”, Vx € E. Deste modo, definamos a aplicacao
J: E — E" tal que J(z) = J,, a qual é chamada de injecao candnica de E em E".
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A topologia fraca x, ou o(E’, E), é a topologia menos fina sobre E’ que faz
continuas todas as apligoes J,.

Seja {f,} uma sucessdo convergente para f na topologia fraca x o(E, E").
Com vistas a simplificagdo das notagoes escreveremos apenas que { f,} converge fraco

para f, ou simbolicamente
fo = [ em E'

quando nao houver possibilidade confusao.
Proposicao 2.7 Seja {f,}nen uma sucessao em E', entao

i) fo—= f em E' se, e somente se, {fn,x) — (f,x) Yo € E;
ii) Se f, — [ forte, entao f, — f em o(E', E");
iii) Se f, = f em o(E',E"), entio f, = f em E';
w) Se f, = f em E', entdo ||f.||p estd limitada e ||f||g < liminf||f,||m;

v) Se fo=femE ex, —x emE, entdo (fn,xn) — (f,2).

Demonstracao: Ver [1].

2.3.3 Espacgos Reflexivos e Espagos Separaveis

Nesta subse¢ao se encontram os resultados essenciais para a demonstragao
de existéncia e unicidade de solugao do problema em questao.

Dizemos que um espaco de Banach é reflerivo quando a injecao canodnica
J : E — E" é sobrejetora. Um funcional F' : M C E — [—00,00] é coercivo se F(u) — oo
sempre que ||u||g — 0o, u € M.

O seguinte resultado é de fundamental importancia na demonstracao do

controle da equacao do calor, usaremos diretamente no caso linear.

Teorema 2.8 Seja E um espaco de Banach reflexivo, M C E um convexo fechado nao
vazio e F': M — (—o0,00] uma fun¢ao convexa, semicontinua inferiormente, coerciva e
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F # oo. Entio F alcanga seu minimo sobre M, isto €, existe ug € M tal que F(ug) =

Demonstragao: Ver [1].

Para a unicidade do minimo no teorema anterior precisamos que F' seja
estritamente convexo, como diz o

Teorema 2.9 O funcional F': M C E — R tem quando muito um minimo sobre M no
caso que

i) M é um subconjunto convexo de um espago linear E;

ii) F ¢é estritamente convexo, isto €,
F(1=tu+tv) < (1 —1t)F(u)+tF(v)

para todo u,v € M, u # v, e para todo t € (0,1).

Demonstragao: Ver [16].

Para o controle do problema nao linear precisamos do

Teorema 2.10 Seja um funcional F : M C E — [—00, 00| sobre um convezo, fechado e
M um subconjunto nao vazio de um espago de Banach reflexivo real. Se F € fracamente

sequencialmente semicontinuo inferiormente e coercivo, entao F possui um minimo em
M.

Demonstracao: Ver [16].

Um espaco métrico E é dito separdvel quando existe um subconjunto M C
E enumeravel e denso em FE.
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Teorema 2.11 Seja E um espago de Banach tal que E' € separdvel. Entao E € separdvel.

Demonstracao: Ver [1].

Teorema 2.12 Seja E um espago de Banach separdvel e seja {f,} uma sequéncia
limitada em E'. Entdo existe uma subsequéncia {f,.} que converge na topologia fraca

x (0(E',E)).

Demonstracao: Ver [1].

Teorema 2.13 Seja E um espago de Banach reflexivo e seja {x,} um sequéncia limitada
em E. Entdao existe uma subsequéncia {x,, } que converge na topologia fraca (o(E,E")).

Demonstracao: Ver [1].

2.4 O Espago W(0,T;X,Y)

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, X C Y com imersao
continua e densa. Definimos um novo espaco de Hilbert

W(,T;X,Y) ={ue L*0,T;X);u, € L*(0,T;Y)}

com a norma
Hu||12/V(0,T;X,Y) = HUHi%o,T;X) + HutH%?(O,T;Y)'
Para mais detalhes ver [4].

Considere o espago C([0, T']; E') como sendo o conjunto das fungoes continuas
de [0,7] em E, munido da norma

[ulleqo,re) = sup [|u(?)||e-
te(0

)
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Com essas notagoes, temos o

Teorema 2.14 Seu € W(0,7;X,Y) entao u € C([0,T];[X,Y]

a interpolacdo' entre os espacos X e Y.

), onde [X,Y]y denota

1
2

Demonstragao: Ver [12].

2.5 Alguns Resultados

2.5.1 Teorema de Carathéodory

O teorema de Carathédory é indispensavel para a resolucao de nosso prob-
lema, por isso o enunciamos aqui e uma demonstragao pode ser encontrada na referéncia

[5]-

Considere Q = (0,7) x © um aberto do R*™, (¢,2) € Q tal que t € (0,7)
ex € (), afuncao f: () — R" e o problema de valor inicial

a'(t) = f(t, (1)) ‘ (2.2)

ZL‘(to) = 29
Diz-se que a funcao f satisfaz as condigoes de Carathéodory se

i) f(x,t) é mensuravel em ¢ para cada x fixado;
ii) f(z,t) é continua em z para todo t fixo e
iii) para todo compacto K € (@) existe uma funcdo real mg(t), integravel, tal que

||f(tax)||R” < mK(t)7 para todo par (t,[E) € K.

Teorema 2.15 (de Carathéodory) Seja f : QQ — R" satisfazendo as condigdes de
Carathéodory. Entao o problema 2.2 tem uma solugdo x(t) em algum intervalo |t—to| < 3,
com (3 > 0.

!Para mais detalhes sobre espacos interpolados veja [12].
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Corolario 2.16 Sejam Q = [0,T[xB com T >0, B={z € R"; |z| <b}, ondeb >0 e
f:Q — R™ nas condigoes de Carathédory. Suponhamos que x(t) € uma solugao de 2.2 tal
que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida, se tenha |x(t)] < M,
para todo t € I, M independente de I e M < b. Entao x(t) possui um prolongamento a
todo [0,T].

2.5.2 Mais alguns Resultados

Devido a dimensao do trabalho, enuciamos nesta se¢ao mais alguns resulta-
dos bastante utilizados no texto.

Teorema 2.17 (do Valor Médio) Seja f : U — R diferencidvel em todos os pontos do
segmento de reta (a,a+v) e seja continua sua restricdo ao segmento fechado [a,a+ v] C
U C R". Eziste 0 € (0,1) tal que

0 fla+0v).a,
Ty

fla+v) = fla) = df(a+6v)v = Z 5

onde v = (o, ..., ).

Demonstracao: Ver [10].

Proposigao 2.18 (Lema de Gronwall) Sejam z € L>*(0,T) e ¢ € L'(0,T) tais que
z(z) >0, p(t) >0 e seja ¢ > 0 uma constante. Se

o(t) <c+ /Otz(s)go(s)ds, vt € [0,T],

entao
o(t) < c.elo*®% i e [0, 7).

Demonstragao: Ver [13].
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Teorema 2.19 (de Representacao de Riesz-Fréchet) Seja H um espago de Hilbert.
Dada p € H', existe f € H unico tal que

(p,u) = (f,u), Yu € H.

Além disso,
Lf [l = llellar

Demonstracao: Ver [1].

Definicao 2.20 Seja H um espago de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(u,v) :
HxH—RE€

i) continua se existe uma constante C' tal que
la(u,v)| < Clulv], Yu,v € H e
ii) coerciva se eziste uma constante o > 0 tal que
a(v,v) > alv]?, Yo € H.

Teorema 2.21 (Laz-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva.
Entao para toda p € H' existe unico uw € H tal que

a(u,v) = (p,v), Yo € H.

Além disso, se a € simétrica entao u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u,v) —l0) = g}{%a(v,v) - ((p,U}}.

Demonstracao: Ver [1]

Se chama base hilbertiana, ou simplesmente base, de um um espaco de
Hilbert H a toda sucessao {e,} de elementos de H tais que
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) llenllr =1Vn €N, (e, en)n =0 Vm, n, m# n.

ii) O espago vetorial gerado pelos {e,} é denso em H.
Com essa definicao temos o
Teorema 2.22 Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.

Demonstragao: Ver [1].

Teorema 2.23 (da Regularidade Elitica) Seja Q C R™ um aberto de classe C? com
fronteira T limitada. Seja f € L*(Q) e u € H} () satisfazendo

/Vquo—l—/ugo:/ﬂp, Vi € Hy(Q).
Q Q Q

Entao, u € H*(Q) e ||ul|p2@) < c||f]|r2@) onde ¢ é uma constante que sé depende de Q.

Além disso, se Q é de classe C™2 e f € H™(Q), entdo
u e H™(Q) com |Ju||gm+2qy < || f]|mm@)-

Em particular, se m > g entio u € C%(Q). Se Q € de classe O e f € C=(Q), entdo

ue C™(Q).

Demonstragao: Ver [1]

Teorema 2.24 (de Aubin-Lions) Sejam By, B e B; espagos de Banach tais que

comp cont ~ .
By — B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos

W ={u e LP°(0,T; By);u; € LP(0,T;By)},
onde 1 < py,p1 < co. Consideremos W munido da norma

[lullw = [[l[ro 01:80) + [l Lo 0,7:81),
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a qual o torna um espago de Banach. Entdao a imersao de W em LP°(0,T; B) é compacta.

Proposicao 2.25 (Lema de Lions) Seja {u,} uma sucessio de funcgoes pertencentes
a L9(Q) com1 < qg<oo. Se

i) u, — u quase sempre em @) e

i) HuszLq(Q) < ¢, para todo v € N,

entao u, — u fraco em L1(Q).

Teorema 2.26 (da Continuagdo Unica) Seja (a,b) € [L®(Q)]"™ e sejap € L2 (0, T; HL ()

loc
a solugcao da sequinte equacao do calor:

pe — Ap +ap + div(gp) =0, em Q,

a qual se anula em um aberto O de 2. Entao p se anula na componente horizontal de O
em @, isto €, no conjunto

{(z,t) € Q; existe T € 2, tal que (Z,t) € O}.

Demonstracao: Ver [6].

Proposigao 2.27 (Desigualdade de Ladyzhenskaya) Para todau € C([0,T]; L*(Q))N
L*(0,T; HY(Q)) € possivel escolher q € (2,00) e uma constante ¢ > 0 tal que

HUHLCI(Q) <c (||ZHC([0,T];L2(Q)) + HVUHLQ(Q)) )

onde Q = (0,T) x Q.

Demonstracao: Ver [9].






CapriTULO 3

A Equacao do Calor Linear

Este capitulo dedica-se ao estudo da equacao do calor linear, equacao 3.1,
contemplando existéncia e unicidade de solugoes e a controlabilidade aproximada da
mesma. Os resultados desse capitulo servirao para auxiliar a demonstragao dos principais
teoremas do capitulo 4.

Para isso considere €2 um subconjunto aberto e limitado do R™, com n > 1
e 00 =T de classe C? e o problema

—Az4az+bVz=u em Q=Qx(0,7T)
z(x,t) =0 em X =T x (0,7) (3.1)
2(x,0) = zo(x) em ()

onde (a,b) € L=(Q) x [L=(Q)]".

3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao Fraca

Nesta secao provaremos a existéncia de solucao fraca do problema 3.1, o
teorema 3.2, segundo a defini¢ao 3.1. Esse resultado nos sera 1util na demonstragao de um
resultado de continuidade enunciado como teorema 4.6. A prova é baseado no método de
Faedo-Galerkin.

Definicao 3.1 Diz-se que z € uma solucao fraca para o problema 3.1 se:

i) z€ W(0,T; H}(Q), HY(

zz)/zw+/VzV¢+/azz/)+/sz¢ /U@b
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para toda i € X = {4 € W(0,T; Hy(), L*(2)); ¥(0) = ¢(T) = 0} e
ii) z(x,0) = zo(x) em Q.
Teorema 3.2 Dado u € L*(Q) e 29 € L*(Q), entdo existe tinica solugao fraca z = z(z,t)
de 3.1 e além disso z € C ([0, T]; Hy(2))
Demonstracgao:

A demonstragao é feita usando o método de Faedo-Galerkin.

Etapa 1: Problema Aproximado

Considere (w,),en uma base especial de Hj(€2), isto é:

e VYm € N, os vetores wy, ..., w,, sao L.L;
e o conjunto das combinagoes lineares finitas dos w!s é denso em Hj () e

. —ij = )\j'w]'
e os elementos w; satisfazem
w; [r =0

Seja V,,, = [wy, ..., wy,] 0 subespago gerado pelos m primeiros vetores da base

acima.
Definimos
m
M) =Y g (wi € Vi
i=1
Consideremos o seguinte problema finito dimensional, ou problema aproxi-
mado,

-

(2" (), w;) + ((z"(F), w;)) + (a2 (8), w;) + (BV 2" (1), w;) = (u, wy)
2™(x,0) = 2 (x) (3.2)
20— 2 em L%(Q)

onde (.,.) e ((.,.)) denotam os produtos internos em L?(2) e H}(£2) respectivamente.

Pelo teorema de Carathéodory! o problema acima possui solucao local em
um intervalo [0, %,,), t,, < T. As estimativas a seguir permitirao estender a solu¢ao a todo

!Teorema 2.15, pagina 15
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intervalo [0, 7).

Etapa 2: Estimativas

Multiplicando 3.2 por g/"(t) e somando de j = 1 até m obtemos

(2"(8), 2"(8) + ((2"(1), 2" (1)) + (@2 (¢), 2"()) + (BV2"(0), 27 () = (u, 27 ().

Da desigualdade de Holder vem que

1d m 2 m 2 m m m X m m
Szl OF + O = (uw,2"(#)) = (az" (1), 2"(8)) = (BV2"(1), 2™(t))

< ul- 2™ (@] + lal Lo @[ 2™ ()] 2m )] + [bl oo ) [V 2™ (£)][2"™ (#)]
onde | . | e || . || denotam as normas em L*(Q) e H}(Q) respectivamente.

1 1
Do fato que ab < §a2 + §b2 para quaisquer dois nimeros reais a € b nao

negativos, temos que

1d 2 Lo 1 2 ’a&”(ﬂ) 2 1 2
Sl OP F IO < Sl + SO + =2 0P + 51" 0)]
B3 1
SNV O + S0P

1, W%oo(m |g|%°°(9) 2 1

Shl® + |1+ =2 5|1 OF + 51V (0)

1 1

= Shul? + Slen®F + 5 llzn ()|
onde

C1 — 2+ ]a\%oo(ﬂ) + ’b‘%oo(ﬂ)
6 uma constante pois a € L=(Q) e b € [L®(Q)]". Em resumo temos:

1d 5 1 9
7 .m “l-m <
52 OF 5" O <

ou melhor,

d m m m
— 2" OF + 12" O1F < [uf* + a2 (0)F (3:3)
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Como [|z™(t)]| > 0 entao
d m 2 2 m 2
1" OF < Jul” +alz" (@)

Integrando de 0 a ¢, t < t,,,, vem que

t d t t
/waﬂ%;g/ﬁmW@+/qM%W@
0o @S 0 0

t
< g+ [ el (s)Fds
0

Como ‘g
/ EIZ’"(S)leS = |2 ()2 = [2™(0)] = 2" (8)]> — |="]
0

entao

t
P <+ Juagg) + / 1|2 (s)Pds.

Da desigualdade de Gronwall? vem que

OF < [l +lulia) e

= |Zo |2 + ‘U|L2 e

|Zo |2+|U|L2(Q) el

IN

isto é,
wwwgD%P+Mﬂ ]ﬂ1Wept]%<T

Assim podemos prolongar® a solugao a todo intervalo [0, T] e além disso,

|Zm|Loo (0,T;L2(Q)) = sup ess |Z ( )‘2 < |:|26”|2 + |u|%2(Q)] .€T61 < 00,
te[0,T]

isto é,
2™ é limitada em L*(0,T; L*(Q2)). (3.4)

2Proposicao 2.18, pagina 16.
3Ver corolario 2.16, pagina 16
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Integrando 3.3 de 0 a T" vem que
T T
P+ [ O < | o v [ 0P
0 0
T
Como |7(D) 2 0e [ [0t = 12" entio
0

||Zm||%2(O,T;H&(Q)) < |z + |u|2L2(Q) +Cl|zm|%2(O,T;L2(Q))' (3.5)

cont

Levando em conta que L*°(0,7T; L*(Q)) — L*(0,T; L*(2)) vem que

12" 202y < c2l2™|peo (@)

< o [|z5"|2 + |u|iQ(Q)} ete (3.6)

N

De 3.5 e 3.6 vem que

Tcl} < 00,

12" 20,1513 (02)) < [\26”\2 - |u|ig(Q)} [1+ coe
ou seja,
2™ é limitada em L*(0, T; Hy(9)). (3.7)

Das limitagoes 3.4 e 3.7, passando a uma subsequéncia se necessério,

2™ 5z fraco * em L™(0,T; L*(Q)) (3.8)
2"z fraco em L*(0,T; Hy(S2))

De fato, como L'(0,T; L?(2)) é um espago de Banach separdvel e por 3.4,
{2™},,en € limitada em L>(0,T; L*(Q)) = (L'(0,T; L*(2)))’, entdo? existe uma subse-
quéncia, a qual ainda denotaremos por {z™}, _y, que converge fraco * para z, o que
justifica 3.8.

Para a convergéncia 3.9, observe que L*(0,T; H}(Q)) é um espago de Ba-
nach reflexivo e por 3.7 a sequéncia {z™}, _ ¢ limitada em L*(0,T; Hj(€2)). Logo® existe

uma subsequéncia, ainda denotada por {z™} que converge fraco para z.

meN?

4coroldrio 2.12, pagina 14
Steorema 2.13, pagina 14
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Etapa 3: Passagem ao Limite

Fixando j, j < m, multiplicando o problema aproximado 3.2 por 6 €
D(0,T) e integrando-o de 0 a T" obtemos:

/0 (2" (t), w;)0(t)dt —i—/o ((2™(t),w;))0(t)dt —i—/o (az™(t),w;)0(t)dt
+ /O OV =" (t), w;)0(t)dt = /0 (u(t), w;)0(t)dt.
Integrando por partes e usando que 0(0) = 0(T") = 0 vem que
/0 (2™ (t),w;)0' (t)dt —i—/o ((z™(t),w;))0(t)dt —i—/o (az™(t),w;)0(t)dt
+ /T(I;Vzm(t),wj)G(t)dt = /T(u(t), w;)0(t)dt. (3.10)
ou ainda,
_/o (2™ (t), w0 (t))dt —i—/o ((z™(t), w;0(t)))dt —i—/o (az™(t),w;0(t))dt
+ /T(I;Vzm(t), w;0(t))dt = /T(u(t),wjﬁ(t))dt, (3.11)
De 3.8 obtemos:

/0 (7 (8), w6 (£))dt — /O (=(t), w,0 (£))dt (3.12)

/0 (=™ (t), w;0())dt —> /0 (a=(8), w;6(t)) dt (3.13)

De 3.9 vem que:

/0((Zm(t)>wj9(t)))dt—>/0 ((2(1), w;8(2)))dt (3.14)

/ T(Evzm@), w;0(t))dt — / T(sz(t), w,0(t))dt (3.15)
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Assim, das convergéncias 3.12, 3.13, 3.14, 3.15 e da equacao 3.11 resulta
que

- /0 (2(t), w;#'(t))dt + /0 ((2(t), w;0()))dt + /O (az(t),w;0(t))dt
+ /0 (bV2(t), w;0(t))dt = /0 (u(t), w;0(t))dt.

Como o conjunto das combinagoes lineares finitas dos wjs é denso em H} (), entao

- /0 (2(t), 00/ (t))dt + /0 ((2(), v0(t)))dt + /0 (az(t),v(t))dt
+ / T(Ew(t),ve(t))dt: / T(u(t),v&(t))dt. (3.16)

para todo v € H} ().

Como {vf;v € H}(2) e # € D(0,T)} é denso em D(0, T; H} (2) que por sua
vez é denso em X = {y € W(0,T; H3 (), L*(Q));1(0) = ¢(T) = 0}, por integracao por

partes temos:

/0 (2t), 0(t))dt + / ((=(t). 6(t)))dt + / (az(t), ()t
+ /0 BV (1), (1))t = /0 (), b))t (3.17)

para todo ¢ € X = {4 € W(0,T; H} (), L*(Q2)); ¥(0) = ¥(T) = 0} e deste modo z ja
satisfaz um dos requisitos da solucao fraca de 3.1.

No que segue mostraremos que z € W(0,T; H} (), H}(Q)). Com efeito,
da equacao 3.16 vem que

- /0 (2(t),v)0' (t)dt + /0 (—Az(t),v) 0(t)dt + /0 (az(t),v)6(t)dt
+ / T(Evz(t), 0)0(t)dt = / T(u(t), 0)0(t)dt. (3.18)
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Utilizando propriedades da integral de Bochner, se X um espaco de Hilbert,
X’ seu dual topoldgico e se f € L?(0,T; X’), entao

(f,0) = /T f®o(t)dt € X', vo € D(0,T),
de onde vem que
(oo = ([ rosoae)

_ / (1), ) B(t)dt, Y € X,

0

ou seja,
T
(rove) = [ (0.9 000
0
Assim, considerando X = H}(Q) e ¢ = v € H}(Q2), de 3.18 temos que:
(0,0 0} + ((=82,0) ,v) + {{az,0) ) + ((BV2,0) ,v) = ({u.0) ,v),
isto é,

<<zt, 0) + (—Az,0) + (az,0) + <EVZ, 9> — (u, 0) ,U> =0, Yv € Hy ().
De onde vem que
(2,0) + (=A2,0) + (a2,0) + (BV=,0) — (u,0) =0 em H™}(Q),

ou ainda,

<zt —Az+az+bVz— u,9> =0em H (Q),
o que implica que
2 —ANz4az+bVz—u=0emD(0,T; H (),

isto é,
2z =Az—az—bVz+uem D(0,T; H(Q)).



3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao Fraca 29

Como
Az —az—bVz+u € L*(0,T; H'(Q)),
entao, de 3.1,
z € L*(0,T; H (),
isto é,

— Az +az+bVz=uem L*(0,T; H1(Q)).

Disso e da convergencia 3.9 temos

2 € W(0,T; HY (), H (). (3.19)

Etapa 4: Dados inicias

Pelo teorema 2.14 o espago W (0,T; H}(Q), H~1(Q)) tem imersdao continua
em C ([0, T]; L*(2)). Logo
z € C([0,T]; L*(Q))
e portanto faz sentido calcular z(z,0) e 2(.,0) € L*(Q). Mostraremos que z(x,0) = 2q(z)

em Q. Para tal multiplicamos a equagao aproximada 3.2 por § € C'([0,T]) tal que
6(0) =1e0(T)=0. Apds isso, a integramos de 0 a 7" obtendo

/O(z?(t),wj)e(t)dwr/o ((zm(t),wj))e(t)dwr/o (@z™(t),w;)0(t)dt

-~

I

+ / T(Eva(t), w;)0(t)dt = / T(u, w;)0(t)dt. (3.20)

Integrando I; por partes, temos:
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L - / (2 (1), wy)0(t)dt

- / (27 (8, )0 (1) — (257 wy). (3.21)

Da equacao 3.20 e de 3.21 vem que

- / (27 (1), w8 (1) — (20, wy) + / (=™ (1), w,)0(H)dt + / (a2™(t), wy)B(t)dt
+ / T(Eva(t), w,)0(t)dt = / T(u, w;)0(t)dt. (3.22)

Usando as convergencias 3.8 e 3.9 e a hipdtese que zJ* — z, em L?(§2), podemos tomar
o limite na equacao 3.22 e obter

- / (2(8), w)O(t) — (20,;) + / ((=(t), w;))0(t)dt + / (a(t), w))0(t)dt
+ / LBV (1),w,)0(0)dt = / )0,

Levando em conta que o conjunto formado pelas combinacoes lineares finitas dos wjs é
denso em H}(Q) resulta que

- / (2(8), 0)8(8) — (20,0) = — / ((=(t), 0)B(t)dE — / (az(t), 0)0(t)dt
- / LBV, 06 + / Cw0)p(t)dt (3.23)

para toda v € H} ().

Por outro lado, como

2 =Az—az—bVz+u € L*0,T; H (),
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entao
/0 (z(t),v) O(t)dt = — /0 ((2(t),v))0(t)dt — /O (az(t),v)6(t)dt
- / T(z?vz(t),v)(;(t)dH / T(u,v)@(t)dt, (3.24)

para toda v € H}(Q) e 0 definida como acima. De 3.23 e 3.24 vem que

- / (2(8), 0)6 ()t — (20,v) — / (z(t), v) O(t)dt = 0,

isto é,
- [ G000 de = o,0),
ou seja, .
—(2(1),0)0(t)| = (20,0)
e portanto

(2(0),v) = (20,v), Yv € Hy(9).

Do fato que Hg(2) é denso em L?(f2) chegamos que

2(0) = 2o quase sempre em §. (3.25)

De 3.17, 3.19 e 3.25 segue que o problema 3.1 tem solucao fraca segundo a
definicao 3.1

Etapa 5: Unicidade

Suponha z; e zo duas solugoes fracas do problema linear. Defina z = 27 — z5.
Da defini¢ao de solucao fraca e da linearidade do sistema vem que

2 —ANz+az+bVz=0em L20,T; H ().

Multiplicando por z € L*(0,T; H}(Q)) e integrando em € obtemos:

/Q 2(t) do — /Q Az(t).2(t) da + /Q az(t)z(t) do + / bV 2(1).2(t) da = 0,

Q
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o que implica que

—

(2(t), 2(8)) + ((2(1), 2(1))) + (az(t), 2(2)) + (b2(t), 2(1)) = 0.

Disso temos que

1d -
s FOF FIOI° < lalie@l2(OF + Blp=@p V2O [2(0O)F

IN

1 .
] 2oy 2 (0)]* + §HZ(75)H2 + [blfpoe @y [2 (D7,

ou seja,
1d

5 a2 OF + 1@IF < (lale@ + B ) 12

Integrando em (0,t), t € (0,7T), vem que
d t t .
L0 + [ 16N ds < 2P + [ (ol + o) 1) ds.

t
Como / l[2(s)]|* ds > 0, z(x,0) = 0 e <|a|Loo(Q) + \b|[Loo(Q)]n> € L>(0,T) entdo, por
0

Gronwall,
2(1)]> < 0.

Logo |z(t)]> = ||z(t)||> = 0 e, portanto,

z2=0, Vt € ]0,T].

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucao Forte

A solugao forte do problema linear 3.1 é amplamente utilizada em todo o
trabalho. Para evitar repeticoes, sempre que julgarmos adequado, faremos referéncia aos
resultados do teorema anterior, ja que a demonstracao segue o mesmo roteiro.
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Definicao 3.3 Dizemos que z = z(x,t) € uma solugao forte do problema 3.1 se:

i) = € W(0,T; HY(Q)) N H2(Q), 1(Q);
i) w—Az+az+bVz=uqs emQ e
iii) z(0) = zo em Q.
Teorema 3.4 Dado u € L*(Q) e zy € HY(Q) entao existe tinica z = z(x,t) solugdo forte
de 3.1 e, além disso, z € C([0,T]; H}(Q)).
Demonstracao:

Consideremos uma base especial de H}(€2), conforme feito na etapa 1 do
teorema anterior, pagina 22. Também, como antes, definimos

M) =) gM(bw; € Vi,
=1

e consideremos o problema aproximado

(2" (1), wi)r2(0) + ((z™ (), w5)) () + (2™ (1), wi) r20) + (OV2m(t), w))r2@) = (v, w))r2(q)
2™(z,0) = 25" (x); 20" — 20 em HY(Q)
(3.26)
que pelo teorema de Carathéodory® possui solucao local em um intervalo [0, t,,], t,, < T

Como zy € H} (), todos os resultados obtidos no teorema 3.2 sao validos
para esse caso. Em particular, podemos estender” a solugio a todo intervalo [0, 7] e uti-
lizar as convergéncias 3.8 e 3.9.

Etapa 2: Estimativa 1

Multiplicando o problema aproximado 3.2 por (g}”)/ (t) e somando com j
variando de 1 até m obtemos:

(22" (8), 2" () r2e) + ((27(8), 2" (1)) ma (o) + (@2™(2), 2" (1)) 12(0)
FOV2 (1), 27 (1) 12 () = (u, 27 (8)) 2(6) -

6Teorema 2.15, pagina 15.
"Corolario 2.16, pagina 16.
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De onde vem que

1d
m 2 2
2" ()72 th“Z Ol 0

= (u, 2" (1)) 12 — (a2™(t), 2{"(t)) L2() — (BV2" (1), 2" (1)) L2()
< ulpeyl 2 (8) L2 ) + lalpoe ) [2™ (8) | 2@y 28" (D) 22 () + [0lLoe @) V2™ ()| 200y |27 (1))

A

Como ab < %az + nb?, para todo n € N e a e b reais nao negativos, tomando n = 6 e
aplicando a estimativa acima obtemos:

2" ()220 2dt|| (t )||§I§(Q)

m m 1 m
< 6|U’%2(Q) + 6|Zt (t>|L2(Q) + 6‘a|2L°°(Q)|Z <t>’%2(ﬂ) + 6|Zt (t)|%2(9)
7 m 1 m
+6|b’2L°°(Q)|VZ (t)|%2(9) + 6’2t (75)|2L2(Q) (3.27)
m 7 m 1 m
= 6|U|2L2(Q) +6|a|%oo(m|z (t)’%Q(Q) +6|b|%oo(9)||z (t)”l%fg(g) + §|Zt (t)ﬁ;z(g)

Do fato que z™(t) € Hy(Q2) para todo t € (0,T) entdo, [2"(t)|r2) < csl[2™ ()]0
Aplicando isso a desigualdade 3.27, vem que

1 1d
§|Zt()|L2 +§£H 720

< 6|U|%2(Q) + [603‘G|L°°(Q) + 6’b|%oo(sz)] Hzm@)’ﬁ{g(m- (3.28)
Considerando
Cqy = 2 [603‘&’%00(9) + 6’[)‘%00(9)] s

multiplicando 3.28 por 2 e levando em conta que |2}"(t) %Q(Q) > 0 temos que

d
dt||z a1 o) <12|u|L2 )+ cal]2™ ()||§,é(m.

Integrando esta tltima desigualdade de 0 a ¢, ¢ € [0,7] vem que

t
2" Ol < Oy + 12l + | el ()]s
0
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Por Gronwall®

't
||Zm(t)||§[é(g) S [Hzm(O)HiIé(Q) + 12|U|L2(Q)i| .6~]0 cqds
< [HZW(O)H%{%(Q) + 12|U|L2(Q)} .eTc4 (329)
< Q.

Tomando o supremo essencial com ¢ € [0, 7] vem que
2™ é limitada em L(0,T; Hy(Q2)), (3.30)

isto é,

2™ e L0, T; HY(Q)).

Multiplicando 3.28 por 2 e integrando de 0 a 7" temos:

T
m 2 m 2
/0 20 By + 12 (s
T
m 2 2 m
Oy + 120l + | a0l g

IA
S

IA
.

T
m(O)H%rg(Q) + 12Jul 72y + 04/0 [Hzm(o)H%{g(m + 120ul 7 | "t

= (1170 @ + 12|u|%2(Q)] 1+ eyTe™)] (3.31)

Portanto
2" é limitada em L*(0,T; L*()), (3.32)

ou seja,

2" e L*0,T; L*()).

Etapa 2: Estimativa 2

8Proposicio 2.18, pagina 16.
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Multiplicando o problema aproximado 3.2 por g7*(t)); e somando com j
variando de 1 até m temos:

(2" (1), —AZ"(t)) + ((2"(t), —Az"™(1))) +£a2m(t), —Az"(1))
+(OV2"(t), —Az"(t)) = (u, —Az™(t)),

de onde vem que

(2" (1), 2" (1)) + (=A2"(1), A2 (1)) + (a2™(1), —A2"(1))
HOVZ" (1), — A2 (1)) = (u, —A2™(1)),

isto €,
o012y 0 + 1A B
= (4, AT(0) — (a2 (1), — A (D) — (VD). —A() (3.33)

IN

|ul 2| A2 ()| L2(0) + a] (@) |2™ (8) | L2(0) | A2 ()] L2(0)

Levando em conta que ab < %aQ +nb?, paran € N e a e b reais nao negativos, segue que

1d, ,, m
S OB + 18270 e

IN

1 m m 1 m
6lul7zo) + 6|AZ (0)[72(q) + 6lalFoe(oylz™ 1) [72(q) + 6|AZ ()220

7 m 1 m
+6[b]7 e ()| V2 (t)’2L?(Q)+6|AZ ()72

IN

m 7 m 1 m
6lul72(q) 4 6alZe (o) 2™ (8)|Z2(q) + 6161700 (o] |2 (t)Hifé(Q) + §|AZ ()220,

ou seja,

d m m
EHZ (t)”?qg(g)"‘ |AZ"(8)[ 720y

< 120ulFaiq) 4+ 12lalfe )12 (8)]72() + 12“’\%@(9)"Zm(t)H?{g(Q)-
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Integrando em [0,¢], t < T, vem que
t
1" Ol + [ 1827 s (3.34)

t t
< 1y + 2l + 12y [ O ords + Bl [ 127 (6)IPds

e de 3.30 temos que
t
m 2 m 2 s 1. .
|z (t)||H&(Q) +/0 |A2"(8)|72(0ds ¢ limitada, V¢ <T

isto é,
2" e L*0,T; Hy(Q) N H*(Q)).

De 3.30, 3.32 e 3.35, passando a uma subsequéncia, se necessario,

2™ 5 2 fraco em L(0,T; H} (),
2" — 2z fraco em L*(0,T; L*(Q)),
2™ — z fraco em L*(0,T; Hy(Q) N H*(Q)),

cujas demonstracoes sao analogas aquelas da solugao fraca, pagina 25.

Etapa 3: Passagem ao limite

De modo analogo a etapa 3 do teorema 3.2 obtemos

(3.35)

(3.36)
(3.37)
(3.38)

/0 (o). ;) (e B0t + / ((2(8), w3)) my e B(E)E + / (az(t), wy) 2o f(2)dt

+ /0 OV 2(t), w;) 2 0(t)dt = /O (u, w;) 2 (e O(1)dt.

Como o conjunto das combinagoes lineares finitas dos w}s é denso em H(),

da igualdade acima temos:
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T

/0 (20(1), v) p2(e 0 ()t + /0 (=), 0)) e O(1) it + /0 (az(t), v) 2oy O(t)dt
+ /0 (BV2(t), v) 2 0(t)dt = /0 (u,0) 2oy 0(t)dt  (3.39)

para todo v € H} ().

De 3.38 temos que
z(t) € Hy(Q) N H*(Q)

e portanto
Az(t) € L*(Q) (3.40)

Deste modo, de 3.39 e 3.40 vem que
T —
/ (20(t) — A=(8) + az(t) + BV2(t) — w, 0) e 0(t)dt = 0
0
para todo v € H}(Q) e # € D(0,T). Em particular,
T —
/ (2e(t) = Az(t) + az(t) + bVz(t) — u, ) r2()f(t)dt = 0
0

para todo ¢ € D(Q) e 0 € D(0,T).
Como {¢0;¢ € D(2) e § € D(0,T)} é denso em D(Q) entao

/O (20(t) — A=(t) + az(t) + BV=(8) — u, () pagendt = 0, Wb € D(Q),

ou seja,
2 —Az+az+bVz—u=0qs. em Q

e portanto
2 —Az+az+bVz=uqs. em Q.

Etapa 4: Dados iniciais



3.2 Existéncia e Unicidade de Solucao Forte 39

Pode ser feito de modo anélogo a etapa 4, (pagina 29), do teorema 3.2.

Etapa 5: Unicidade

Sejam z!' e 22 solucoes fortes do problema em questao. Defina z = 2! — 22,

entao, devido a linearidade do problema, temos:

Z—Az+az+bVz=0 q.s. em @
2(x,0) =0 em )
2 e W(0,T; H}(Q) N H*(Q), L*(Q)).

Multiplicando por z e integrando em {2 obtemos:

/Q 2 ()2 (t)dr — /Q Az(t)z(t)dz + /Q az(t)z(t)dz + /Q bV 2(t)2(t)dx = 0,

ou seja,

isto é,

1d

5 2By + 11200y = —(a2(8), 2(8)) ooy — (BV2(0), 2()) 20

Procedendo de forma analoga a etapa 2, vem que

d —
£|Z(t)|%2(g) + ||Z(t)||?15(9) < [1 + lalFoo o) + |b|%oo(9)} |2(t)[72(0)-

Denotando
Cy — [1 + |CL|%<>0(Q) + |b|%oo(g)]

e integrando de 0 a t, t € [0, 7], segue que

t t
|Z(t)|%2(9)+/0 ||Z(S)||§{&(Q)d8§/0 C5|Z(3)|%2(Q)d3+|Z(0)|%2(Q)- (3.41)
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t
Como / |z(s)|| 5y @yds = 0 e |2(0)|r2) = 0, por Gronwall?, temos que
0

0 efot cads
0.7

0, Vt € 0,77,

|2(t)] 120

IA A

isto é,
Logo, substituindo na inequacao 3.41,

22y = [2(8)| L2 = 0Vt € [0,T],

donde vem que

Observacao 3.5 Seguindo o mesmo roteiro da demonstra¢ao do teorema acima, mas

para o problema
z—Az=u em Q)
2(2,0) = zo(x) emQ ’

entdo a equacdo 3.33 serd da forma

51" Ol + 182" (OL2) = (u, A2 (2))

e a desigualdade 3.34 serd da forma

t
" Oy + [ 186 s < 1 oy + Il

para todo t € [0,T].

9pégina 16.

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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Corolario 3.6 Nas mesmas hipoteses do teorema 3.4 tem-se que

T
el gogon < Cr (Jlall?+ [ 19 s
0

para z solucao forte de 3.1.

Demonstragao: De fato, como W (0,T; H} (Q)NH?*(Q), L*(2)) tem imersao continua em
C((0,T); HY(9)) vem que

zlleqorsar) < Cllzllworai@nar@),c2@)

= C (Illlomm@ + oy + allzorzo)

IN

lim inf ¢ <||2m||L2(o,T;Hg(Q)) + 12"z, 1m0 + ||Z?||L2(0,T;L2(Q))>

T
lﬂio%fCT (Hz&””2 +/0 !u(3)|i2(9)d3>

T
_ o (||ZO||2+ / |u<s>|%2(mds),

onde a desigualdade em * provem das estimativas 3.29, 3.31 e 3.34 e assim provamos o

[N *

corolario.
O

3.3 Solucao Ultrafraca

A busca pela solugao ultrafraca ou solugao por transposicao é motivada
pelo teorema da controlabilidade aproximada do problema linear, na secao seguinte, o
qual auxilia a prova do resultado principal desse trabalho.

Consideremos o seguinte problema:

2 — Az +az+bVz=u em ()
2(z,t) =0 em > =00 x (0,7 (3.45)
2(z,0) =0 em (.
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No que segue procederemos heuristicamente em busca de uma definicao para
solugao por transposicao do problema 3.45

Multiplicando 3.45 por p = p(z,t) e integrando em ) obtemos:

/zt.p d:):dt—/Az.p dmdt—l—/az.p dxdt+/sz.p da:dt:/u.p dxdt. (3.46)
Q Q Q Q Q

Integrando por partes a primeira parcela da equacao acima vem

T
/zt.p dxdt = —/z.pt dxdt+/ [zp‘ dx
Q Q Q 0

— /Q 2.p; dxdt + /ﬂ 2(z, Tplz, T)dx — / z(x,0)p(, 0)dx

Q
e usando que z(z,0) = 0 em € resulta que

/zt.p dxdt = —/ 2.t dxdt—l—/z(x,T)p(x,T)dx (3.47)
Q Q Q

Note, também, que ao aplicar duas vezes a férmula de Green na segunda
parcela de 3.46 obtemos:

—/ Az.p dxdt = —/ 2.Ap dxdt—k/ @z dl'dt — / %p dl'dt.
Q Q ) 81/ ) 81/

Tendo em conta que z(z,t) =0 em ¥ vem

—/ Az.p dedt = —/ z2.Ap dxdt — / %p dl'dt. (3.48)
Q Q ) ov

Da definigao de vetor gradiente temos que

/EVz dedt = /T/ ib-az dzdt
g p dx = RO p dx
=1

T 0z
= p.b;)=— dxdt,
/0 ;/Q( )axi
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aplicando a férmula de Green vem que

/szda:dt = /Ti:/—ap'biz d:L'dt—l—/Tzn:/pbAzu dl'dt
Q . 0 = J/e du; 0 5= /U S
T . n
- / /—div(pb)z dxdt + Z/p.bi.z.ui drdt

e como z(z,t) = 0 em ¥ temos que

/ bV z.p dedt = —/ div(pb)z dxdt. (3.49)
Q Q

Substituindo 3.47, 3.48 e 3.49 em 3.46 vem que

0z

—/ 2.p; dadt + / 2(z, T)p(x, T) dx — / 2Ap dxdt — | —p dDdt
Q Q Q » 3V

+/ az.p dwdt—/div(pg)z dxdt:/u.p dxdt.
Q Q Q

Assumindo:
p(z,t) =0 em X
p

(,T) =g em Q

temos que

/ z (—pt — Ap+ap — div(pl;)> dxdt + / 2(x,T)g dx = / up dadt
Q Q Q

e isso nos motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.7 (Solugdao Ultrafraca) Dado g € H(2), chamaremos de solugdo ultra-
fraca, ou solugao por transposicdao, do problema

—p; — Ap +ap — div(l;p) =0 emQ@
p(z,t) =0 em X (3.50)
p(z,T) = g em
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a fungao p € L*(Q) que satisfaz a igualdade

/Q ple, tyu(, ) dadt = (g, 2(T)) s ey

para toda u € L*(Q), onde z € solugao forte de 3.45.

Teorema 3.8 Dada g € H (), existe unica solugdo ultrafraca p € L*(Q) de 3.50 e
além disso p € C ([0, T}; H(Q)) .

Demonstracao: Considere o funcional

L:L*(Q) — R
u — (Lu) = (9, 2(T)) -1 (q)xmi(@)

entao

(L) = g, 2(T))

< Nlglla-1@[2(D)]| 30
< ||g| |H*1(Q) | |Z(t)||c([o,T];H3(Q))

e pelo corolario 3.6, ja que z(z,0) = 0, vem que
(L, w)| < Crllgllr-1@)|ulrzg)
e tomando o supremo de | (L, u) |, com |u|p2g) = 1, vem que
||L||L2(Q) < CTHgHH*l(Q)a

o que prova que L € (L*(Q)) = L*(Q).

Pelo teorema de Representacio de Riesz-Fréchet!® existe tinica p € L?(Q)
tal que

(L,u) = / pu dzdt, Yu € L*(Q)
Q

Op4gina 17
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e || L||z2(q) = |P|r2(q)- Como
(L,u) =(g,2(T)) = / p.u dxdt,
Q

temos que p = p e portanto existe Unica solucao ultrafraca do problema 3.50.

Para mostrar que p € C ([0, T]; H %)), a priori observemos que Ap €
H%(2). De fato, basta considerar ¢ € D(Q) e entao

[ {Ap(t), )| = [{p(t), Ap) ]|
Ip(t)|L2(0) | A¢lL2(0)
P 2@ el 5200, Ve € D(Q).

IN

Levando em conta que D(f2) é denso em Hi((2), tem-se
| (Ap(t),v) | < [p(®)] 2@ V]| n2 () Yo € H3(Q)
e tomando a norma do supremo, quando |v| 2o =1, obtemos:
AP -2 < [p(t)]220),

donde vem que
Ap(t) € H2(Q). (3.51)

De forma anéloga tem-se

-

div(p(t)b(t)) € H (). (3.52)

De 3.51, 3.52 e do fato que ap € L?(Q) vem que

Ap — ap + div(pb) € L*(0,T; H (). (3.53)

De 3.53 e 3.50 temos

pe € L2(0,T; H2()). (3.54)
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De 3.54 e tendo em conta que p € L*(0,T; L*(Q)) segue que
pe (0,7 [L3Q), H2@)], ).,

ou seja,

peC([0,T; H ().

3.4 Controlabilidade Aproximada

Considere €2 um subconjunto aberto e limitado do R", comn >1e 0Q =T
de classe C2. Seja

zt—Az+az+sz:qu em Q = x (0,7)
2(z,t) =0 em ¥ =T x (0,7) (3.55)
2(z,0) = 2zo(x) em )

onde:

-

(a,b) € L=(Q) x [L=(Q)]";

z = z(z,t) é o estado a ser controlado;

u € o controle;

w é um subconjunto aberto de €2 e

¢ =w X (0,7) ¢ o cilindro sobre o qual o controle estd atuando.

A prova da controlabilidade aproximada para o problema 3.55 segue a sug-
estao dada por Fernandez e Zuazua na referéncia [8], cujo ingrediente principal é a pro-
priedade da continuagao unica provada por Fabre em [6], a qual enunciamos como teorema
2.26.

Comecemos observando que se u € L?(q) entao uy, € L*(Q). Logo valem os
teoremas 3.2, 3.4, 3.8 e o corolario 3.6. Em particular denotaremos a solugao do problema
3.55 pOr 2y 4, -
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Teorema 3.9 Dado 2y € Hj(R2), o conjunto dos estados alcang¢dveis, com T > 0, isto é:
Ri(T) = {2u.:(T); 24,z € solugdo forte de 3.1 com u € L*(q)}
¢ denso em Hy(2).

Demonstragao: Seja zq € Hj(Q) devemos mostrar que existe {zy, .o (T)} oy € Ro(T)
tal que zy, ., (T) — zq4 em H}(Q)

Ja que o problema 3.1 é linear, é possivel decompod-lo da seguinte forma:

4 —Az+az4+bVz=0 em Q=Qx(0,T)

2 =0 em =T x (0,T) (3.56)
2(0) = z em
e
zt—Az—l—az—l—l;Vz:uxq em Q=Qx(0,7)
z=0 em L =Ix(0,T) (3.57)
2(0) =0 em €

onde zg ., + Zu0 = Zu.z € solugao forte de 3.55, para u € L*(q).

Devido a linearidade do problema 3.55 podemos supor que zy = 0. De fato,
se zo # 0 definimos o estado y(z,t) = z(x,t) — zo(x). Assim, encontrar uma solugao para
3.56 com z(z,0) = 2zo(z) é equivalente a encontrar uma solugao para

yt—Ay+ay+gVy:v em Q=Qx(0,7T)
y=20 em X =1Ix(0,7)
y(0) =2(0) — 2 =0 em

com y(z,0) = z(x,0) — zp(z). Sendo assim denotaremos z, = 2z,..
Considere o funcional Jj, : L*(2) — R dado por

1 k
Jolw) = S llulBagg) + 512(T) = zally o

J& que z, é solugao forte de 3.55, entao z, € C([0,T]; Hi(2)) e portanto z,(T) € Hi ()
o que implica que (2,(T) — z4) € Hg(2). Assim J; estd bem definido.

Afirmagao 1: J;, é continuo em L?(q).
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De fato, considere

u, — u em L*(q).

(3.58)

Denotando por z,, a solucao forte de 3.55 com o controle u,, e sendo z, a solugao forte

de 3.55, definamos

Zn = Zu, — Zu.

n

Deste modo z, é solucao forte de

zt—Az+az+5Vz:(un—u)xq em ()
z2(z,t) =0 em X
z(x,0) =0 em 2

com (u, —u) € L*(q). Pelo coroldrio 3.6 temos:

T
HZHH%’([O,T];H&(Q)) < CT/O |(Un—U)Xq|i2(Q)d5

= OT‘UJn — U|%2(q)
Combinando isso com 3.58 e 3.59 vem que
|2, — ZuHC([o,T];Hol(Q)) = HanC([O,T];Hol(Q)) —0
quando u, — u em L*(q). Em particular,
20 (1) — 2(T) em HY(Q)

o que implica que
2, (T) — 24 — 2,(T) — 24 em H ()

logo
Ji(un) — Ji(u)

de onde segue que Ji é continuo em wu.

Afirmacao 2: J; é semicontinua inferiormente.

(3.59)
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De fato, ji que Jj, é continua, entdo J, ' ((—o0o,a]) é fechado para todo
a € R, o que implica que o epigrafico de J, epi(Jy), é fechado e portanto Jj é semicon-
tinua inferiormente.

v

Afirmacao 3: J; é coerciva.

Com efeito, considere (up)nen tal que ||un||r2) — o0. Uma vez que

1
Jp(u) > §||u|\%2(q) para qualquer que seja u € L*(q), entao, dado A € R existe n € N

suficientemente grande tal que
1 2
Tulin) 2 Sllunl o) > A,

isto é,
n—oo

Je(u,) — o0

Afirmacao 4: J; é estritamente convexo.

Para tal considere u; e uy € L?(q) tais que z,, seja solugao de

zt—Az—l—az—i—sz:uqu em )
z2(z,t) =0 em X (3.60)
z(z,0) =0 em (2

e 2y, seja solugao de
Zt—Az+az+sz:u2Xq em ()
z(x,t) =0 em X (3.61)
2(x,0) =0 em (2

Seja, também, a € (0,1). Entao, da definigao de Ji, segue:

1 k
Jolaws + (1 = ajuz) = Sllaus + (1 - a)us| T2 + 5 l[zau+a-aye (T) = Zdllfp ) (3.62)
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Da linearidade dos problemas 3.60 e 3.61 vem que

Zoa+(1—ayus = 2y + (1 — @) 2y,. (3.63)

2
dx para

n
- - 9 Ju
e sendo 2 limitado, no que segue utilizaremos a norma |[[ul[z ) = E 3
0 T
. (9] 7
=1

fungoes de Hg(92).
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Usando esses fatos e a igualdade 3.63 vem que

Je(auy + (1 — a)us)

1
= _‘O‘Ul +(1- a)u2|%2 + _Hzaer(lfa)ug (T) - zd”?ﬂ(ﬂ)
2

dx
R

= /|au1 + (1 — a)ug|3dzdt —|— Zoan+(1-a)us (T) — 2a)

1
= 3 /g(au1 + (1 — a)ug)dxdt
q

_Z/ ‘— @z, (T) + (1 — @)z, (T) — azg — (1 — ) zq) Rdx
ot s
+§Z/ﬂ o (2, (T) = z4)) + aii((l — )2, (T) = 29) Rdx

1
= 3 /g(ogul + (1 — a)ug)dxdt

q
2

dz
R

(5 (T) = 20)

J

%

{ (20, (T) — zd)l+(1 — ) [%

-~

B;(u1) B;(:m)

— %/qg(am + (1 — a)ug)dxdt + g; Qg (a(B;i(u1)) + (1 — a)(Bi(ug))) dx
< %/qag(ul) + (1= a)g(ug)dwdt + g; /Q ag(Bi(ur)) + (1 — a)g(B;i(usg))dx

1 1
= —a/g(ul)dxdt+—(1 —a)/g(UQ)dxdt
2 Jq 2 q

—l—ozZ/ ((uq))de + = 1—042/
1
= Ea/|u1|§dxdt+—/|uQ|§dxdt
q

dw—l—

zul — zd)

1 1 k k
= 045’“1&2((1) +(1- 0‘)§|u2|%2(q) + 04§|’Zu1 (T) - Zd||§{5(n) + (- a)§||zuz(T) - Zd||§{(}(ﬂ)

1 k 1 k
— | Glual + (D)~ sally)] + (- 0) [Gluly + 1) - 2y

= aJi(u) + (1 — a)Jx(ug)
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onde a desigualdade * vem do fato que a funcdo g : R — R dada por ¢(s) = %|s|2 é

estritamente convexa. Logo
Je(auy + (1 — @)us) < adiy(ur) + (1 — «)Ji(ug),

isto é, J, é estritamente convexo.

v

Assim, J, é semicontinuo inferiormente, coercivo e estritamente convexo.
Logo'!, para cada k € N, existe u; € L*(q) tal que

Je(ug) = min Ji(u), Vk € N.

u€L?(q)

Dai resulta que

1 2 k 2
= 510Ba) + 5ll20(T) —
k
= e

onde a tltima igualdade vem do fato que zpp = 0. Assim

k
§||Zd||2 > Ji(ug)

V

1 k
Slunlagy + 211z (T) = 2l

v

Hteorema 2.8, pagina 12
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Dividindo por k& vem que
1 k
2 2 2
leall? > o lulag + e (T) — 2
> 1/1\ 2 dedt + 2z (T) — zall?
= 3/ % k 5 |1 d
1 / uy, | 1 )
> — [ |—=| dxdt+ =||z, (T) — zd||
2 J,1Vk 2k
1 Uk 2 1 2
> Sl7=|  F 5l () =zl
2|Vl 2
Como zg4 € H}(Q), entao ||z4|| < oo e assim,
2
& < o0
V2
e
120, (T) = 2al|* < 00
para todo k € N ou seja,
Uy } T 2
— é limitada em L*(q),
{\/E keN
e
{20, (T) — 24}y ¢ limitada em Hg(9).
Passando a uma subsequéncia, se necessario, tem-se que
2, (T) — 24 — ¥ em H(Q),
para alguma ¢ € H}(Q).
Por outro lado, vale a
Afirmacao 5: da definicao de derivada de Gateux vem que
0 = Jl(ug)v = / wew da dt + k((zu, (T) — 2, 20(T))) (3.64)

q
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onde z, é solucao forte do problema

zt—Az+az+sz:vXq em ()
2(z,t) =0 em % (3.65)
z(z,0) =0 em (2
e ((.,.)) é o produto interno em H} ().
De fato, Jj(ux) = 0 porque ug ¢ minimo de Ji. Para a segunda igualdade,
da definicao de derivada de Gateux, tem-se:
, 1
Jp(ug)v = hH(l) X (J(ug, + M) — J(ur))
1 1 k
= 11m X <§|Uk + /\U|%2(q) + §||Zuk+)\v<T> — Zd||2>
1 k
= (Glunlts + ln ) -l

171 ) 1,
= }\%X |:§ (|uk+/\U|L2(q) - §|uk|L2(q)>

1

1
o (GllamnlD) =l = Gllen (1) - )|

X 1 1 2 1 2
= lim+ (§\uk + A2 — 5’“’6&2((1))

1 1
ik (GllnnD) =l = Gl (1) = )

ou seja,

11 ) 1,
J,’C(uk)v = }\%X (§|uk + )‘U|L2(q) - §|uk|L2(q))
1

1 1
b (Gl () = 2l = Sl )~ 2?) . (300)
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A Calculo da primeira parcela de 3.66:

C1/1 , 1 C1/1 , 1 )
}\IE(I)X (§|uk + Av[720) — §|Uk|L2(q)) = /1\11%X (§/q|Uk + \|? dx dt — 5 i |ug|® dx dt
1 [1 1
= /1\151)X /q§|Uk + \v)? — §|uk|2 dx dt

1
= }\ILI(I]X qg(uk + \v) — g(u) dx dt.

Pelo teorema do valor médio segue que existe 6 € [0, 1] tal que

g(up + M) — glu) = ¢ (up + 0 v)v
= (ur + 0 v)\v

Logo

1 .1
}\IL%X qg(uk + ) —g(ug) de dt = }\IL%X q(uk + 0 v) v dx dt

= lim/ukv dx dt—l—)ﬂ/vz dx dt
A—0 q q

—_— —
—0 pois veL2(q)

= lim/ukv dx dt,
A—0 q

0 que mostra que

1 /1 9 1 9 .
}\%X <§|Uk + )‘U‘LZ((;) — §|uk|L2(q)> = /l\lir(l)/qvukv dx dt. (367)
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A Calculo da segunda parcela de 3.66:

n

9
8%

o1 1
lim X]C (§||Zuk+)\v(T) - Zd||2 -
(zuk-l-)\U(T) — Zd

zq) + Az (T))

1

311 (1) — 2P

2
dx
R

2

dx
R

2 1n
dr — = /
Tl

o, (1) = 2a)

2

. 2u(T) = 2a) i

2

1
R 2

= G (1)~ )

) A () = 9 (o (o (T) = 20) )

Segue, do teorema do valor médio, que existe 6 € [0, 1] tal que

(o (o0 = 20+ A (D)) =3 (e (o (T) = 20

- (8% 2uT) = 20) + 0N (1)) A ()
- [8@ (1) = 2a) + O (2 (T))] A (1),
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Assim, das duas estimativas anteriores, vem que

ity 1 (3llzwnlT) = 2l = e (7 —zdw)
~ 1im Az/ ( (20 (T) — za) + ) ( 'zuk(T)—zd)>dx
- lim XZ [ o i - ””ai# <T>>] A (1)) d

- tm > [ 5 ) = ) 5 (1) + 00| - (D) o

~ i ké/ﬂ%(%k@) —zd>a%(zv(tr))dx+me§;/ﬂ {a% (zU<T))rdx

= lim k(0 () — 20 20(T)) + BN 2D

= k((2u,(T) — 24, 25(T)))

pois a parcela * da penultima igualdade converge para zero quando A — 0. De fato, basta
observar que

2o (Mllag@) < sup |[2y ()| a0
te[0,7

|20 |C([0,T],H5 @)
cor. 3.6

Crlvlz2 ()
< o0
onde z, ¢é solugao forte de 3.65. Assim,
k(1 1
ity 5 (3 luon(T) = gy = 3 o (1) = 2l )
= k(2 (T) = 2a,2(T))) - (3.68)

De 3.66, 3.67 e 3.68 vem que

T (u)v — / g 4z dt + k(5 1(T) — 24, 2(T)))
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0 que prova a afirmagao 5.

Dividindo 3.64 por k segue que

1

0 - k/ukv i dt+’;<<zuk<T>—zd,zv(T>>)

- = / U dw dt + (20, (T) = 24, 20(T))). (3.69)

Agora, note que / —=v dx dt é limitada, pois,

U
—v dx dt / —v| dx dt
/ q \/E R
Uk
= |v|p dx dt
/q N
2
(/ﬂ dxdt) (/|v|]R dxdt)
q
Uk
= |7 |U|L2(q)
VEl 2
< 00,

u
uma vez que {—k} é limitada em L%(q) e v € L*(q).
keN

vk

Assim tomando o limite na expressao 3.69 quando k tende ao infinito obtem-
se

0 = k]ggo (\/_ / \/_U dx dt + ((Zuk<T) - Zdazv<T))))
v dz dt + hm ((Zuk (T) = 24, 2,(T)))
————

%,_/
—0 limitada

= (¥, 2(1)))

—Y

de onde tem-se que

(¢, 2(T))) =0 Vv e L*(q). (3.70)
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Como feito na segao 3.3, por transposicao, define-se o estado adjunto p =
p(x,t) € L*(Q) que é a tnica solugao ultrafraca do problema

—py — Ap+ap — div(l;p) =0 em(Q
p(x,t) =0 em % (3.71)
p([L’,T) - _A¢ em )

Como ¢ € H(Q) segue que —A¢ € H Q). Da definigao de solugio

ultrafraca vem que

/Qp(a:,t)(vxq)(a:,t) dx dt = (=At, 2(T)) -1 (), 13 (@) (3.72)

onde z, € W(0,T; H (Q)NH?(Q), L*(Q)) e z,(z,0) = 0 pois 2, é solugao forte do problema
3.65. Pelo teorema 3.8
peLX(Q)NC([0,T)H(Q).

De 3.72 e 3.70 segue que

/p(a:,t)v(x,t) dr dt =0, Yv € L*(q),

q
isto é, p = 0 quase sempre em ¢ = w x (0,7).

Definamos

_{ —3p(—t) +4p (%), sete[-T,0]
L), set €0,7),

e consideramos a seguinte sucessao regularizante:

1 0
py € C(R), p, >0, supp(p,) C (—;,0) : / py(t)dt =1, Vv € N.

Dado € > 0, definamos para v suficientemente grande a sequéncia

po(t) = (Px*p,)(t) = /_1 P(t — s)p,(s)ds, ¥t € [0, T — €.
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dk k
Como p € L*(0,T; L*(Q)) e ﬁpy(t) = (P =x ﬁpy)(t) € L*(Q), Vk,v € N,
ou seja,

(p); € L*(0,T — & L*(Q2)), Yv €N,
Logo, p, satisfaz
—(pv), — Apy + ap, — div(l;pl,) =0em Qx (0,7 —¢) (3.73)
o que implica que
—Ap, = —ap, + div(bp,) + (p,), em L*(0,T —&; H'(Q))

e assim, por Lax-Milgram,
p, € L*(0,T — ¢; Hy(Q)) (3.74)

Pela definicao de p, vem que

p,=0emw x (0,7 —¢). (3.75)

De 3.73, 3.74, 3.75 e pelo resultado de Caroline Fabre!'? tem-se que p, = 0
sobre toda componente horizontal de 2 x (0,7 — ¢). Somando isso a definigao de p, vem
que

0=p, — pem L*(0,T — &; L*(2)),
ou seja, p(z,t) = 0 quase sempre em € x (0,7 —¢) e como p € C(0,T; H 1(Q)) ec é

arbitrario segue que
0=p(x,T)=—-Av, com € Hy(Q).

Como —A é um operador que para cada 1) € Hj () associa —Ay € H1(Q)
tem-se que
0=(0,4) = (=A%, ¥) = (¢, )y = 1170
o que implica que
Y| = 0,
isto é,

¥ =0 em €.

12ver teorema 2.26, pagina 19
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Deste modo,

k—o0

20, (T) — zq =" 4p = 0 fraco em H (),

ou seja,
2, (T') 220 4, fraco em H3(Q) (3.76)

De 3.69, tomando em particular v = ug, vem que

U

1

- / (ﬁ) 0 dt + (20 (T) — 2 200 (T)))
(e (T) — 20 2(T))) + (20, (T) — 700 2a(T)))

_ /q(%)Q dx dt + 1|24, (T) — 2a|| + (20, (T) — 24, 2a(T)))

ou seja,

/q (ﬁ) dr dfﬂlzuk(T) — zall” = —((20,(T) — 24, za)) (3.77)

-~
-

>0

‘<\3/<

Por 3.76 temos que a expressao do lado direito de 3.77 converge para zero
quando k — oo. Portanto,
120, (T) — 24l — 0

isto é,
2, (T') P28 24 forte em H; ()

Como z,, € Ry (T') vem que
Rr(T) é denso em H,(2)

o que prova a controlabilidade aproximada.

Observacgao 3.10 Levando em conta que H(S)) € denso em L*(Q) seque do teorema
acima que Rp(T) é denso em L*(2) e portanto o sistema 1.2 é aprorimadamente con-
troldvel no tempo T em L?(§2).






CapriTULO 4

A Equacao do Calor Semilinear

Neste capitulo mostramos a existéncia e unicidade de solugoes forte e fraca
para a equacao 4.1 abaixo. Em seguida temos dois resultados, um sobre dependéncia
continua da solucao e outro sobre diferenciabilidade do funcional envolvido no teorema
4.8.

Para dar continuidade, considere {2 um subconjunto aberto limitado de R",
n > 1, com fronteira I" de classe C? e T > 0. Considere também o problema,

yt_Ay_'_f(mat?yavy):u emQ:QX<OaT)

y(z,t) =0 em X =1 x(0,T) (4.1)
y(x,0) = yo(x) em €2,
tal que
i) f(z,t,&,n) é mensurdvel com respeito a (z,t) € Q;
it) f(z,t,&,n) é de classe C* com respeito a (£,7) € R x R™;
i) f(.,.,0,0) € L3(Q) e (4.2)
0 0
W [een| +|Fenen| shveneneoxrxm
5 R 77 Rn

Com vistas a facilitar nosso estudo no decorrer do capitulo, temos a

Proposicao 4.1 Se f satisfaz as condicoes dadas em 4.2, entao:

[f(a,ty, Vy) = fl@ 69" Vy™) g < koly = 4™ e + kol Vy = V™ |lme (43)
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|f(7 Y, Vy) - f(’ 5 ym7 Vym)|i2(Q)

<2 ([ e -y aer [ oo -y o @) @)

Demonstragao: Como f € C' em (£,7) e

of of
ZJ 2l < n
3§‘+"37}”_k0 em (Q x R x R", pelo

teorema do valor médio, temos que

’f(xataya Vy) - f(x7t7ym7 vym)’R

0
= 8_€f((w, t,y, Vy) +0(0,0,y™, Vy™).(y — y™)

0
R

Aplicando a desigualdade triangular, Cauchy-Schwarz e iv) de 4.2,

|f(x7 t? y? vy) - f(‘x?t? me vym)’R

D.T. C-S 0 m m m
‘—f((af,t,y,Vy)Jr@(O,O,y V)| v = v

R

0
i Ha_nf((x,t, y, Vy) +6(0,0,y™, Vy™))

23

VY = V™) g

Rn
)

< koly—y"r + kol Vy = VY™ ||re,
de onde temos que
[f(@,t,y, Vy) = fz, 6y, Vy")|g < (koly — 4™k + kol [Vy — V™ [rn) .

o que demonstra a veracidade de 4.3.

n 2
Elevando ao quadrado e usando a desigualdade de Schwarz, (Zaibz) <
i=1

n n
2 2 < .
( g ai) < E bi>, na expressao acima, vem que
i=1

=1

f(2,t,y, Vy) — Flo,t,y™ Vy™ e < 28 (Jy—y™ [ + [|[Vy — Vy™||2.) -
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Integrando sobre () tem-se
|f<a Y, vy) - f(: E) ymv vym)liQ(Q)
T T
< ([ ww-vmor as [ 1900 - voror a)
0 0
T T
= ([ -vror s [ e -volra).
0 0
isto é,
|f(7 Y, Vy) - f(7 ) ym7 Vym)ﬁﬂ(Q)

<o ([ oy aes [ oo -y )

o que encerra a demonstracao.

4.1 Existéncia e Unicidade de Solucao Fraca

A existéncia e unicidade de solucao fraca permitird a demonstracao do teo-
rema 4.6, da continuidade com respeito aos dados iniciais, item a), o qual serd usado
diretamente na demonstragao do resultado principal.

Definigao 4.2 diz-se que y = y(x,t) € solucao fraca de 4.1 se

i) y e W(0,T; H} (), HY(Q));

) — . VyV Jty, V = )
i) /QW*/Q y w+/Qf(a:ty y) /Quw
para toda i € X = {p € W(0,T; Hy(Q), L*(Q)); p(0) = ¢(T) = 0} e

wi) y(x,0) = yo(x).

Teorema 4.3 Dado u € L*(Q) e yo € L*(Q), existe unica solu¢do fraca y,,, de 4.1
pertencente ao espago W (0,T; HY (), H-H(Q)) e além disso yu,, € C([0,T]; L*(Q2)).
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Demonstracao: A prova baseia-se no método de Faedo-Galerkin.

Etapa 1:Problema Aproximado.

Considere {w, },eny uma base especial' de Hj(Q) tal que

i) Vm, {wy,...,wy} é linearmente independente;
ii) o conjunto das combinagoes lineares finitas dos w's é denso em H} () e

. i —Aw; = \jw;,
iii) os elementos w; sao tais que
w; |F =0

Seja
Vin = (w1, ...y W]

o subespago gerado pelos m primeiros vetores da base, defina
y"(t) = ng‘(t)wi € Vin = [w1, ..., wp],Ym € N
i=1

e considere o problema aproximado, ou finito dimensional,

(y?(t%w]) + ((ym(t)7 wj)) + (f('7t7 ym<t)7 Vym(t))v wj) = (u7 wj)7 J<m (45)
y"(0) =y tal que yi" —yo em L*(Q)
onde (.,.) e ((.,.)) denotam os produtos internos em L*(Q2) e H} (), respectivamente.

Pelo teorema de Carathéodory? o problema 4.5 possui uma solucgao y™(t)
em algum intervalo [0,¢,,],0 < t,, <T.
Etapa 2: Estimativas

Multiplicando o problema aproximado 4.5 por g7*(t) e somando com j var-
iando de 1 até m, temos

(" (1), y™ (1)) + (" (), y™ (1)) + (f (. t,y™ (), VY™ (1), y" (1)) = (u,y™(2)),

La hipétese iii) sobre essa base é um tanto forte para o momento, mas é fundamental para a solucao
forte na proxima secdo, o que a justifica.
2ver teorema 2.15, pagina 15.
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isto é,

1d

__mt2 mt 2
Sy OF + lly™ )]

(u7ym(t)) - (f(a t ym(t)7 vym<t))7 ym(t))
[, y™ () |r + (8 y™ (), VY™ (), 4™ (1)) v

<
< (lul + Gt y™ (@), Vy™(@)) y™ @)]- (4.6)

Usando a desigualdade triangular invertida na inequacao 4.3 da proposicao
4.1, no caso particular em que y = 0 e Vy = 0, resulta que

|f(z,t, 9™, Vy™)| < ko(Jy™|r + VY [gn) + | f(2,,0,0)]|r. (4.7)
De 4.7 vem:

(ko(ly™ (D)= + [Vy™ () |zn) + | f (2,1, 0,0)[z)"

|f(,t,y™ (1), Vy™())? <
< (K +2) [y @R + VY Oz + |f(@,£,0,0)[2]

integrando sobre {2 tem-se:
[t 0.9 o ar < (342 [0k dos [ 19700, do
Jr/Q | f(2,t,0,0)[% dm]
< (kg +2) [ly"OF + ly™ O + (2, £,0,0)[] ,
ou seja,
[Fty™ (@), VY™ (01 < (kg +2) [ly™ @OF + [ly™ O1 + (. £,0,0)].
Como a? + b* + ¢* < (a + b+ ¢)? para a, b, ¢ reais nao negativos,
FCoty™ (), Vy™ ()] < (k +2)2 [ly™ (O] + [y O+ 1£(£,0,0)]] (4.8)

Substituindo 4.8 em 4.6 segue que

1d

s V" OF + " @1 < <IU(t)| + (kg +2)7 [ly™ (O] + lly™ ()]l + If(-,t70,0)H> ly™ (2)]-
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Donde temos que

SO+ O < WL 0]+ 6+ 2) o
+ (ks +2)2ly™ (] ly™ (0] + £ £,0,0)Lly™ (1))
< @+ A OF + o)+ By
I C10,00 + Sly™OP + SO + 5ly™ (o)

= (w2t B ) e+ Sl

1 1
+51F(1,0,0) + S lu(®)?,
2 2
0 que implica em:

(k§ +2)
2

1d
2dt

B OF + 5l ol < (08427 + FL) O + 310 0.0 + (e,

Multiplicando por 2 a expressao acima resulta que
d 1 m
SImOF + O < (208 +2)} + K +3) y@F + [/(.6,0,0F + (0. (4.9

Integrando 4.9 de 0 a ¢, t € (0,¢,,) e usando que ||[y™(¢)]|* > 0 tem-se

t
1 m m
W OF < (208 +2) 41 +3) [ 0P ds + 17 0.0+ uflagy + " O)F:
0

Da hipétese i7i) de 4.2, do fato que y™(0) converge para yo em L?(f2) e levando em conta
que a fungao u € L*(Q) vem que

t
OF <eten [ 1m)Pds (4.10)
0

onde 1 = [f(.,,0,0)[72(g) + [ulZ2g) + [y (0)]* € ¢z = <2(k§ +2)2 + k2 + 3).

Aplicando a desigualdade de Gromwall a inequagao 4.10, obtem-se

ly™ (t)] c1e®" Vt € [0,t,] tal que t,, < T (4.11)

<
< 61662T (4.12)
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e assim podemos estender® a solugao y™ de 4.5 a todo intervalo [0, T1.

Tomando o supremo essencial em 4.11 vem que

T
Y™ Lo 0.1502(0)) < 1677,

isto é,
y™ é limitada em L*(0,T; L*(Q)). (4.13)

Integrando 4.9 de 0 a T e considerando que |y™(T")| > 0, vem que

T
/O y™ I dt < caly™ T2 020y + 1 (o 0,0) 72y + [ulizig) + [y (0)],

ou seja,

Y™ <

Yo lL2(0,1;H () < OO,
e isso implica que

y™ é limitada em L*(0,T; H3(S2)). (4.14)

Das limitagoes 4.13 e 4.14, do corolario 2.12 e do teorema 2.13, existe uma
subsequéncia, ainda denotada por {y™}, _, tal que

y™ =y em L®(0,T; L*()) (4.15)
y™ —yem L*(0,T; Hy(Q)) (4.16)

Para a etapa 3, passagem ao limite, precisaremos ao menos que
fOay™ VY™ = f(L Ly, Vy) em L*(0,T; H ().
Deste modo, consideremos o problema
yi' = Ay" + f(aty™, VYTt =u em Q

y"(z,t) =0 em %
y"(x,0) = yg' (z) em {2

3ver corolério 2.16 na péagina 16.



70 4 A Equacao do Calor Semilinear

tal que yI' € HY(Q) e yi* — yo em L*(Q). Seja o mesmo para n no lugar de m. Fazendo
a diferenga dos dois problemas e denotando

Zu:ym_yn

temos que

7 — A+ fz,t,y™, Vy™) = f(z,t,y", Vy") =0 em @
2M(x,t) =0 em X
ZH(':U?O) :y(r)n(x)_yg(x)’ em ()

Compondo com z*, vem que

]' d m n n
Sl PP+ (PGt g™ Vy™) = £ty Vy"), 2) = 0.

Assim, de modo analogo ao feito na proposicao 4.1 e da definicao de z*,

1d
§E|Z“<t)|2 + ||Z'u(t>||2 < |f<'7t7ym’vym) - f("tayna vyn)l '|Z'u(t>|
< 2R (1)) + V(1)) (1)
4
< BALwop 4 v P
8ko +1 1
< B 4 o)

Multiplicando por 2 e integrando os extremos da estimativa acima de 0 a t,t < T,

t 4 1 t
2OP+ [ @l < )+ T [ jrpas (4.17)
0 0

Por Gronwall .\
8k, 1
() < |2h].e

Tomando o supremo essencial com ¢ € (0,1), vem que

8kp+1
|2 oo o1 220y < |27 2

e portanto
8kid+1
‘ZH‘L2(O,T,L2(Q)) S \zé‘\.eT 02 . (418)
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De 4.17 e 4.18 vem que

||ZM||L2(O,T;H3(Q)) < C3|Zg|>

S+ 1 r(e)

onde c3 =1+ 5 . Como

2 =y —yo — 0 em L*(Q),
entao

ZM — 0 em L*(0,T; Hy (Q)),
ou seja,

y" —y" — 0em L*(0,T; Hy(2)), (4.19)

o que prova que y™ é de Cauchy em L*(0,T; H}(2)), portanto convergente. Por unicidade
de limites

y™ — yem L*(0,T; Hy(S2)). (4.20)

Da desigualdade 4.4, proposicao 4.1, e da convergéncia 4.20, vem que

FCy™ Vy™ =5 £(L, .y, Vy) em L*(Q). (4.21)

Etapa 3: Passagem ao limite.

Multiplicando o problema aproximado 4.5 por # € D(0,T) e integrando em
(0,T) vem que

/0 (" (£), w;)0(E)dt + / (™ (1), wy))(t)dt
+/0 (f(.,t,ym(t),Vym(t)),wj)ﬁ(t)dt:/0 (w, w))B(E)dt.  (4.22)
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Integrando por partes o primeiro termo da equacao 4.22 vem que

| wro.wewa = [ e
- [(wr@ oot [ Lora.esoa

disso e da equagdo 4.22 obtemos
-/ L)) s + / (), wy) 60t
—I—/OT(f(.,t,ym(t),Vym(t)),wj)ﬁ(t)dt = /OT(u,wj)Q(t)dt. (4.23)
Aplicando o limite em 4.23 quando k — oo tem-se
- [ wowwas [ oo
—l—/OT(f(.,t,y(t),Vy(t)),wj)e(t)dt = /OT(u,wj)O(t)dt (4.24)

para toda w; em V,, e para toda 6 € D(0,7"). Como o conjunto das combinagoes lineares
/

finitas dos w i

s é denso em H} (1), entao

- / (y(t), 0)6 (D)t + / (1), v)B(t)dt (4.25)

+/0 (f(.,t,y(t),Vy(t)),v)&(t)dt:/0 (u, 0)0(t)dt, Vo € HL(Q).

Como {vf;v € H}(Q) e § € D(0,T)} ¢é denso em D(0,T; H}(2)), que por
sua vez é denso em X = {4 € W(0,T; H3(Q), L*(Q2)); ¥ (0) = o (T) = 0}, de 4.25 vem que

—/ Yy’ d:rdt+/ VyVy d:)sdt~|—/ flx, t,y, Vy) dedt = / wp dxdt, Vi € X. (4.26)
Q Q Q Q
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Por outro lado, de 4.25, temos:
- [ oo [ a0 o
+/0T(f(-7t,y(t), Vy(t)), v)6(t)dt = /OT(“v”)Q(t)dt
donde vem que
-/ (o0 (e) vy + / - A6, ) de
[ Gt wuee v = [ s, va

(‘/T d”) </ ~Ay(t) dtu> T
(/ ds Udtv“)i(/{) uf)(t),v> (4.27)

para qualquer que seja v € H}(Q). Donde vem que

e assim

T T
- / (1) (1) dt + / Ay(®)0(t)dt
0 OT .
+/ f(ty, Vy)o(t)dt = / uf(t)dt em H™(Q),
0 0
para toda 6 € D(0,T), o que implica que
T T
- [ uwed = [ @y - ft. V) + w0 (4.28)
0 0
em H1(Q), para toda 6§ € D(0,T), ou seja,
T
W Ononoon = — | wOr@O

T
= / (Ay(t) = F(o b, V) + ) 0()dt
= <Ay(t) - f(7 5 Y, Vy) +u, 0>D’(O,T),D(0,T) em H_1<Q)7 \CAS D(OvT)a
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donde tem-se:

v =Ay — f(.,.,y,Vy) +uem D'(0,T; H(Q)). (4.29)

Uma vez que y € L*(0,T; H} () entao, Ay € L*(0,T; H'(Q)). Por hipdtese u € L*(Q)
e da convergéncia 4.21 temos que f(.,.,y, Vy) € L*(Q). Logo

Ay(t) = £y, Vy) +u € L20,T; H(2)). (4.30)
Como L*(0,T; HY(Q)) c D'(0,T; H (1)), de 4.29 e 4.30, vem que
ye =28y — f( .y, Vy) +wem L*(0,T; H () (4.31)

e portanto
v — Ay + f(., .y, Vy) =uem L*(0,T; H'(Q)). (4.32)

Assim, como y € L?(0,T; H} () e y, € L*(0,T; H~1(Q2)),
y € C([0,T); LX) (4.33)
e por isso tem sentido calcular y(0) e y(0) € L*(9).

Etapa 4: Dados iniciais.

Para tal, multiplica-se o problema aproximado 4.5 por uma funcao 6 €
C' ([0, 7)) tal que #(0) =1 e 0(T) = 0 e integra-se de 0 a T obtendo

/0 (up (1), w))0(t)dt + / (™ (), w;))0()dt
—1—/0 (f(m,t,ym(t),Vym(t)),wj)e(t)dt:/0 (u, w;)0(t)dt Yw; € V.

Usando integracao por partes vem que

T

- / (™ (£), w0 (1)t + (4™ (), w))0(t)] + / (™ (1), w;)0()dt

0

n / (b g™ (1), V™ (), w,)B()dt = / (1 w,)(1)dt
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donde vem que
- [ @ oo - 60w + [ owe0a
+ [ Gt @, vy @)= [ o
Usando as convergéneias obtidas em 4.15, 4.16 e 4.21 segue que
-/ (00w ()t — (0, 107) + / ((w0) w0t
Gyt vy, i = [ wotone

e novamente pela densidade das combinagoes lineares finitas dos ws em H}(Q) vem que

- / (), 0)8 (1)t — (yo,v) = / ((t), v)B(b)dt
—/0 (f(.,t,y(t),Vy(t)),v)O(t)dt+/0 (u,v)8(t)dt (4.34)

para todo v em Hg(9).

Por outro lado, de 4.31, vem que
[ wo.a00a= [ . o0
_ /0 (). V() )0+ /0 Cw0)btd (435)
para todo v € HI(Q) ¢ € C1 ([0, T]) tal que (0) = 1 ¢ 6(T) = 0. Como

/O (Mg, ) 6(t)dt = / (v, 0)0(b)dt,

entao das equagoes 4.34 e 4.35 segue que

- / (y(£), v)0'(£)dt — (yo,v) = / (e(t). 0) B(1)d. (4.36)
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Observe que, por um lado,

/0 %[(y(t),v)é’(t)] dt = /0 i(y(t) 0)O(t) + (y(t), )0 (£)dt

ou seja,
Ty T T
| oo = [ wo0soi+ [ 60000 00 (437
Por outro lado, tem-se

/o %Ky(t),v)e(t)]dt = @(t%”)(’(”r

= (1)) 8(T) ~(4(0).v) 6(0)

=0 =1

= —((0),v),

isto é,
Td
| 4 o000 = ~4(0).0) (4.38)
e da combinacao de 4.37 com 4.38 vem que
T T
~0).0) = [ @000+ [ 000y OO (439
Assim, da equacao 4.39 e da igualdade dada por 4.36 temos que

(¥(0),v) = (yo,v), Vv € Hy(Q).
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Do fato que Hj(€2) é denso em L?(Q) tem-se

y(0) = yo em L*(Q).

Etapa 5: Unicidade
Suponha 3! e y* solucoes fracas de 4.5. Seja v = y' — 32, logo v €
W0, T; HY(©), H-1(2)) e

vy — Av+ [f(z,t, 9", Vy') — f(z,t,9*, Vy?)] =0 em L*(0,T; H'(Q))
v(0) = y'(0) —»*(0) =0 em L*(9) '

(4.40)

Multiplicando a primeira equagao de 4.40 por fv(t) € L*(0,T; H3(2)), 6 €
D(0,T) e integrando em (0,7") vem que

T

(on(t) = Dot) + [F( 10" 5 = £t 02 V] 00 s gy OO =0

(oi(t) = Bot) + [F(, 5", V5) = £ 662 V520001 ) oy = 0 em DO, T),

mas pelo fato que

<Ut(t) - Av(t) + [f(a t>y17 Vyl) - f(a t>y27 Vy2)} ’U(t)>H*1(Q),H6(Q) € LZ(O’ T)

vem que

(un(t) = Bot) + [F (65", V5") = £t 07 V)] o)) s iy =0
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para quase todo t € [0, 7], que por sua implica em

1d
STIOP O = =Gy V) = FC 2 V), 000 a0y s
c-5
S ‘f('7t7y17 vyl) - f('7t7y27 vy2)| |U(t>|
TVM
< ko (lo(®)] + [lo@)]) [v()
2
< ko) + %!v(t)l2 + %Hv(t)ll2
N L k’(Q) 9 1 2
= (ko + B 1o + g
ou seja,

FOF + o0l < (n+ 2 ) o (1.41)

Como |[v(¢)|]* > 0 entéao

o que implica que
t k
P <P + [ (fo+ D) e et
0

Usando a desigualdade de Gronwall vem que

o+ 48 ) s
wm2§wmwﬁ<”ﬁ
2
_ ool )
k2
< Pl

=0
= 0

donde vem que |v(¢)]> = 0 para todo t € [0,7]. Disso e de 4.41 segue que |[v(t)|| =
lv(t)| = 0 para todo t € [0,T].
a
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4.2 Existéncia e Unicidade de Solucao Forte

A solucao forte de 4.1 é utilizada nos dois resultados da se¢ao seguinte assim
como no teorema da controlabilidade. A demonstracao baseia-se no método de Faedo-
Galerkin e sempre que possivel utilizaremos resultados da solugao fraca provada a pouco.

Definicao 4.4 Dizemos que y = y(x,t) € solugao forte de 4.1 se:
i)y € W0, T HY(Q) 0 (), IX();

i) yo— Ay + f(,t,y,Vy) =u ¢.s. em Q e

iii) y(z,0) = yo(x) em Q.

Teorema 4.5 (Existéncia e Unicidade de Solu¢do Forte) Dado u € L*(Q) e
Yo € Hy(Q), existe inica solugao v, ,, do problema 4.1 pertencente ao espago

W (0, T; HY(Q) N H?(Q), L*(2)) e, além disso, Y., € C ([0,T]; Hy(Q)).

Demonstragao: Levando em conta que yo € Hg(€2) entdo yo € L*(2) e, como u € L*(),
valem todas as afirmacoes do teorema anterior.

Etapa 1: Problema aproximado.

Como no teorema anterior, tendo em conta que, agora, yj* — o em H&(Q).

Etapa 2: Estimativa 1.

Multiplicando o problema aproximado 4.5, por (gj*)'(t) e somando com j
variando de 1 até m, temos

(" (1), y" () + (" (t), 5" (1)) + (f (. 6, 9™ (), Vy™ (1)), 4" (1) = (u,y;"(t)),
isto é,

1d

— Ay O + (5™ (), Vy™ (0), 577 (1) = (u, 37" (1)),

m 2
W OF + 5
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donde vem que

P WOP 5O = = (G0, Ty (0), 5 0) + ()
<y @ Ty O O] + el lyy (1)
= (S @, 9y )+ R )
< §<|f<.,t,ym<t>,wm<t>>| +lul)? + S0P
= Sy, Ty )P
G697 (0, Ty O) el + glul? + Sl (O
R0, V)P P+ Ll (0
Tendo em consideragao a desigualdade 4.8, pagina 67, vem que
P + 5 IO < (3+2) [ OF + g™ I +170,,0,00P) + ul? + ()

donde vem que

\y?“‘(t>l2+%\!ym(t)\l2 < 2kg +2) [ly"OF + [y ()]
+2(kg + 2)|f(.,1,0,0)> + 2Jul®.  (4.42)

Pelo fato de H}(2) ter imersdo continua em L*((2), entdo, para todo v €
Hy () existe ¢4 > 0 tal que [v]z2() < caf|v]|g(q). Disso e da inequacao 4.42 vem que

m d m m
" OF + =y O < 20k +2)(cz + Dlly™ 011
+2(k3 +2)|F(-,£,0,0)]* + 2Jul”
Integrando em (0,¢), t < T e usando que |y;"(t)| > 0 tem-se

™I = [ly™O)]]* < 2(k§ +2)(ci + 1) / ly™ (s)]|*ds
+2(kg + 2)1£ (-5 -,0,0) 220 + 2[ulZ2(g)
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donde vem que
ly™ I < [ly™ O +2(kg +2)f (..., 0,0)[22(q) + 2luli2q)
t
+2(k§ +2)(c; + 1)/ ly™(s)||*ds. (4.43)
0
Por hipétese, f(.,.,0,0) € L*(Q), u € L*(Q). Do problema aproximado

vem que y' € H}(€). Logo, usando a desigualdade de Gronwall obtemos da expressao
4.43

m m o (k2 c? s
@I < {112 + 208 + 21, 0,0)Bagy + 2Auliaqy | oo 20832k
m 2 02
< (IR + 208 4+ 2)17(,0,0) B + 2ulfagy | 2 DEIT
< oo,

donde vem que
y™ é limitada em L>(0,T; Hy(Q))

e
y 6 limitada em L*(0,T; L*()).
Pelo teorema 2.12 existe uma subsucessao, ainda denotada por {y™}, .y tal
que
y™ Sy em L®(0,T; Hy(Q)). (4.44)
Do teorema 2.13 obtemos uma subsucessao, ainda denotada por {y;"}, .
que converge na topologia fraca o(F, E'), isto é,
y" =y, em L*(0,T; L*(Q)). (4.45)

Etapa 2: Estimativa 2.

Multiplicando o problema aproximado por A; e somando de j = 1 até m,
vem que

(wi" (@), =Ay™ (1) + ((y™ (1), =Ay™ (1)) + (f (. 1, y™ Vy™), =Ay™ (1)) = (u, —Ay™(t)),
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ou seja,

(" (1), ™ (1)) + (Ay™(t), Ay™ (1)) + (f (. 1,9, Vy™), =Ay™ () = (u, —Ay™ (1)) .
Disso vem que

1d

MO+ 1A O] = (D (0) + (L™ Ty, ~ Ay (1)
<l |Ay™ (@) 4 7™ Ty LAy (0)
< Al + 45y V)P + A,

1
onde na ultima desigualdade usamos que ab < 4a® + sz para a e b reais nao negativos.

Logo
d
" Ol + 12y™(0)] < 8ul* +8If (., t,y™, Vy™ (1)) (4.46)

Da estimativa 4.3, pagina 63, obtemos
[FCoty™ Ay™)) < (kg +2) ([y™ () + [Vy™ (6)F) + |£(.,,0,0). (4.47)
Substituindo 4.47 em 4.46 temos

% ly™ Ol + 18y @) < 8Jul® + 8 [(k5 +2) (ly"OF + [Vy™(@)]F) + (. £,0,0)]
= 8Jul* +8(kg + 2)ly™ () + 8(ks + 2)[Vy™ (1)]* + 8| f(.,£,0,0) .

Integrando em (0,¢), t < T
t
" ®IF + [ 18y ()Pds
0
T
< 8lulfaig) +8If( - 0,0) |72 + 8(kF + 2)/0 Y™ ()] *ds

T
L8k 4 2) / Wy (s)Pds + 13 (0]

= 8lulzzq) +81f(-,0,0)[72q) + 8(ko + 2)[y™ 120 7i2()
+8(ko + 21y 220z ) + 119611
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o que implica que

Ay™ € L*(0,T; L*(Q)) = y™ € L*(0,T; Hy(2) N H*(2)). (4.48)

Como H}(Q)NH?(Q2) tem imersao compacta em Hj () e Hg(€2) é denso em
L*(9) entdo, pelo teorema de Aubin-Lions*, W (0,T; Hy(Q) N H(Q), L*(©)) tem imersao
compacta em L*(0,T; H}(Q)), de onde segue que

y™ — yem L*(0,T; Hy(Q))

Etapa 3: Passagem ao limite.

Analogo ao feito na Etapa 3 do teorema anterior, obtem-se:

/0 (lt). (t)))dt = / (—3e(t) — £ty V) + w, (0))dt, (4.49)

para toda ¢ € X = {¢ € W(0,T; H}(Q), L*(Q)); ¢(0) = ¢(T) = 0}.

Tomando, em particular, ¢ = ¢ € D(Q) em 4.49 tem-se

/Q—Ay.qbz/Qytqﬁ—/Qf(x,t,y,VyWJr/Qufbv Vo € D(Q)

de onde vem que
[ 8w+ sty 90 = [ w0, ¥ <Dl
e por Du Bois Raymond
v — Ay + f(z,t,y,Vy) = u q.s. em Q.

De 4.45 e 4.48 vem que

y € W(0,T; Hy(Q) N H*(Q), L*(Q))

4teorema 2.24, pagina 18.
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e portanto

y € C ([0, T Hy ()
fazendo sentido calcular y(z,0) e y(.,0) € H}(Q).

Etapa 4: Dados iniciais.

De modo andlogo ao teorema anterior prova-se que y(.,0) = yo.

Etapa 5: Unicidade.

Para demonstrar a unicidade, suponha y* e y? duas solucoes fortes do prob-
lema 4.1. Defina v = y' — 42, logo

v — Av+ [f(z,t, 9", Vy') — fla,t,4%, Vy*) =0 qs. em Q
v(x,0) =0 em ()
v e W(0,T; HY(Q) N HA(9), LH(Q))

Multiplicando a equagao acima por v e integrando em €2 obtem-se

/Qvt(t)v(t)da:— /QAU(t)v(t)d:B—{—/[f(m,t,yl,Vyl) — f(z,t, %, Vy)]u(t)dz =0

Q

o que implica que

(ve(t), v(t)) + ((v(t), v(®))) + ([f (z,t, 5", Vy') = f(z,t, 5%, Vi), 0(t)) =0,
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donde vem que

1d

s+ O = = (flaty', VY = f2, 697, Vi), v(D))

< (st y', V) = f Y, Ve?), o)

e [z t,y', V') = flz,t, 9%, Vi !Iv t)]

T (holy'(0) — 0]+ Kol V' (1) — VA0 o)
= Ko@)l + (o)l o (e)
< DpOP + SO + 2P + SllhOIP
= (B+3) bOP+ 0l

ou seja, g
SOF + I < (28 +1) o) (1.50)

Integrando de 0 a ¢, t < T e usando que ||v(t)||* > 0 segue que

lw(@®)]* = |v(0)]* + (2k§ + / lv(s)|*ds

e por Gronwall

IN
<
—~~
(=)
~
[\
('0
—~
[\
o
oN
J’_
=
~—
Y

()P
< Ju(0) e

Como v(z,0) = 0 em £, [v(0)]* = 0 e portanto |v(¢)|? = 0 para todo ¢t € [0,T]. Disso e de

4.50 vem que |[|v(t)||> = 0 e assim v =0 V¢ € [0, 7], e portanto y' = y>.
O

4.3 Continuidade e Diferenciabilidade

Esta secao foi criada especialmente para conter os teoremas 4.6 e 4.7, os
quais véem para facilitar a demonstragao da controlabilidade aproximada.
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4.3.1 Continuidade com Respeito aos Dados Iniciais

No que segue mostraremos a continuidade da solugao de 4.1 com relagao
aos dados iniciais.

Teorema 4.6 (Continuidade com respeito aos dados iniciais) Considere o prob-
lema 4.1 e as hipdteses 4.2 sobre a funcao f.

a) Suponha que
Yot — yo, em L*(Q) e u™ — u fraco em L*(Q).
Entao
Yurn g — Yugo em W(0,T; H}(Q), H1(Q));
Yur g — Yugo em C ([0, T]; L2(Q));
Yur g — Yugo €m L2(0,T; Hy()) e
Yum gy (T) - yu,yo(T) em HS(Q), Vs € [07 1)'

b) Suponha que
Yo' — o, em Hy(Q) e u™ — u forte em L*(Q).

Entao
Yum gy — Yuyo €M W (0, T; H&(Q) N Hz(Q), Lz(Q)).

Demonstracao:
Item a)

Suponha {y§'},,cn € L*(©) tal que yg" — yo em L*(Q).

Pelo teorema 4.3 o problema

yt—Ay—f-f(.iU,t,y,vy):Um emQ
y(x,0) =0 em (4.51)
y(@,0) = yg'(z) em {

tem tnica solugao fraca yu,, 4. € W(0,T; Hy (), H1(Q)).
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Analogamente, existe tnica y,,, € W(0,T; Hy(Q2), H*(2)) que é solugao

fraca de
yt_Ay+f(x7tayvvy>:u emQ
y(x,t) =0 em X
y(x,0) = yo(z) em §2

Denotando 2™ = y™ — y, onde y™ = yym ym € Y = Yuy,, temos que existe
tinica 2™ € W(0,T; H} (), H1(Q2))

/(22" — A"+ flx, t,y™, Vy™") = f(a,t,y, Vy)) = /(Um —u)tp (4.52)
Q Q

para toda ¢ € W(0,T; H3 (), L*(Q)) tal que ¥(0) = ¥(T) = 0 e além disso 2™(x,0) =
20(x) =y —yo em Qe 2(.,0) — 0 em L*(Q).

Do teorema do valor médio temos a existéncia de 6 € (0,1) tal que

f(x>t7ym7 V’ym) - f('ratvyu Vy)
0

o€
0
a_nf ((x,t,y, Vy) +0(0,0,y™ —y, Vy™ = Vy)) (Vy™ — Vy)
- a%f (2,19, V) + 6(0,0, 2™, V™)) (™)
(%f ((x,t,y, Vy) +6(0,0,2™, V")) (V2").

No que segue usaremos a notagao:

= % ((z,t,y, Vy) + 6(0,0,2™,Vz"));

am

b — a%f (2,1, V) + 0(0,0, ™, V=m)).

Deste modo, da equacao 4.52 vem que

/(z{” — AZ™ 4 4y, 2" + by, V2 = / (u™ —u)y (4.53)
Q Q
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para toda ¢ € W (0,T; H}(Q), L*(Q)) tal que ¢(0) = ¢(T) = 0. Donde resulta que
— A2 4 42" + by, V2™ = (u™ —u) em L2(0,T; HH(Q)). (4.54)

Como 2™ € L*(0,T; H}(9)) entdao compondo a equagio acima com 2™ vem
que

—

(2" (£), 2" () = (A2"™(2), 2™(1)) + (amz" (1), 2™ (£)) + (bn V2" (1), 2" (1)) = (u™ —u, 2™(2))
o que implica que

1d

2 m 2

33 OF + 1m0
< [lanm O Oledo+ [ 90 Olado+ [ [ =070 leda
< o [ 1O+ / V(O Olads + / ™ = " (Dl

Q Q Q

< kalz™ 2 1 m 2 k'_(2) m 2 “lm 2 1 m 2
<l O + SO + 2@ + Sl — P + 51"
_ 1 2. m 2 1 m 2 m 2
= ko + PR 4 Sl + Sl — ol

donde vem que

d m 2 2 2|.,m 2 m 2
g1 OF F O < (ko + 17" @)1 + [u™ — ul”.

Integrando de 0 a t, ¢t € [0,T7,
t
DI+ / 27 (5)][2ds

0 t t

< (k0+1)2/ |zm(s)|2ds—|—/ ™ — uf2ds + |2 (0)[?
0 0
t T

< (k0+1)2/ |zm(5)|2ds—|—/ ™ — uf2ds + |2 (0)
0 0

J

limitado por C

t
< CH (ko + 1)2/ 12" (s)|*ds
0
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e por Gronwall
2™ é limintada em L>(0,T; L*())

e além disso,
2™ ¢ limitada em L?(0,T; Hy(S2)).

Das limitagoes acima temos que
2" = A" — 2" — by V2™ 4+ u™ — u é limitada em L*0,T; H ().

Logo,
2™ 5z em L0, T; L2())
2™ — zem L2(0,T; H}(Q)) e
2" — zem L*(0,T; H1(Q)).

de onde vem que
2™ — zem W(0,T; Hy(Q), H1(Q))

e como W(0,T; H}(Q), H () tem imersao compacta em L*(0,T; L*(Q2)) vem que

2™ — z forte em L*(0,T; L*(Q)).

Da equacao 4.54, tomando n no lugar de m, temos que

20— A2+ a2 + b, V2" =" — (4.55)

m

Considerando w™"™ = 2™ — 2™, da diferenca de 4.54 e 4.55 temos que

w" =A™ + ap 2™ — ap2" + 0, V2" =0, V2" =0 —u".
Compondo com w™"(t) vem que

(wi™" (£), 0™ (1)) = (™" (1), w™" (£)) + (ame"(£), ™" (1)) = (anz" (1), w™" (1))

o que implica que

1d m,n 2 m,n 2
S O + [l ()]

_ <—amzm(t) b an2™(t) — b V2™ (t) + by V2" (t) + u™ — ", wm’"(t)> .
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Integrando de 0 a ¢, ¢t € [0,T],

1 m,n ! m,n
Sl @F + [l (s)|Pds
0

¢
= / <—amzm(s) + 42" (s) = by V2™ () + b, V2"(s) + u™ — u”, w"“”(s)) ds
0

2
ds)

1
5l ()

N

IN

T
[ (/ ‘—amzm(s) + 4,2 (s) = by V2™ () + by V2"(s) + u™ — u”
0

.(AﬁwW%@FM);

1
< Clo™ o) + 5™ (0)F,

J/

limitada por C

1
+ S fumn (o)

ou seja,
t
™" (t)|? +/ [|[w™"(s)|[Pds < 2C|w™"| 120 1:12(c)) + [w™"(0)[? (4.56)
0
tomando o supremo com t € [0,7] vem que

[[w™ ™| cqo,rr20) < \C|wm’n|L2(07T;L2(Q)) + ™" (0)],

J/

limitada e —o

logo
w™™ — 0 em C([0,T]; L*(2)),

ou seja, 2™ é de Cauchy em C([0,T]; L*(2)) e portanto
2™ — z em C([0,T]; L*(2)).
Do mesmo modo, de 4.56, resulta que

2™ — z em L*(0,T; Hy(S2)).
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Como as sequéncias {am},cy ¢ limitada em L>*(Q) e {Em} . é limitada
ne
em [L*°(Q)]" vem que
am — a fraco * em L®(Q) (4.57)
e
by > b fraco * em [L(Q)]" (4.58)

Assim, usando as convergencias obtidas com as estimativas anteriores, apli-
camos o limite em 4.53 e obtemos

—/zwt+/Vsz/wl—/azzﬂ—F/l;Vzw:O, Yo e X
Q Q Q Q

e ainda temos que z(x,0) = 0 em Q, uma vez que 2" = (y&* — yo) — 0 em L?*(£2), isto &,
z é a tnica solugao fraca do problema

2 — Az +az+bVz =0 em ()
2(z,t) =0 em Y (4.59)
2(x,0) =0 em )

o que implica que z = 0 em (. Logo, da definicao de 2z vem que

Yum i = Yugo em W(0, T Ho (), HH(Q));
Yum i — Yuy, forte em C(0,T5L*(Q)) e
Yum g — Yuy, forte em L2(0,T; Hy(R)).

Como W(0,T; H}(Q), H'(Q2)) tem imersdao continua em C(0,T; H5(Q)),
s € [0,1), das limitagoes anteriores vem que

2™ é limitada em C(0,T; Hy(2)), Vs € [0,1)

e com maior razao,
2™(T) é limitada em H{(Q2), Vs € [0,1)

e passando a subsequéncia, se necessario, temos que

2™(T) — ¢ em H(N2).
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cont

No entanto, 2™(T) — 0 em L?*(Q) e, como H(Q) — L*(Q), por unicidade de limites
segue que
Y™(T) — y(T) = 0 em H3(Q), ¥s € [0,1).

e pela definicao de y™ e y temos que
Yurm i (T) = Yuyo (T) em HG(Q), Vs € [0, 1).
o que demonstra o item a).

Item b)

Suponha, agora, y§* — yo em H(Q) e u™ — u em L?(Q). Pelo Teorema
4.5 o problema
yit — Ay + f(x,ty™, Vy™) =u™ em Q
y"(z,t) =0 em X (4.60)
y"(x,0) = yg' (z) em €)
possui tinica solugao forte y,m ym pertencente a W (0,T; Hy(2) N H*(Q), L*(12)).

Analogamente, para u € L*(Q) e yo € H} (), o problema
ye—Ay+ fz,t,y,Vy) =u em @
y(z,t) =0 em 3 (4.61)
y(x,0) = yo(x) em )
tem tnica solugao forte y,,, em W(0,T; H3(Q) N H?(2), L*(Q)).
Considerando y™ = yym ym € Y = Yuy,, entao 2™ = y"—y € W(0,T; H} ()N
H?*(Q),L*(Q2)) e

2 — Az + [f(x, t,y™, Vy™) — f(z,t,y, Vy)| =u™ —u em Q

(x,0) = 2" (@) = v (@) — yo(w) em O (4.62)

Multiplicando 4.62 por 2™ (t) e integrando em 2 obtemos

(2" (), 2" () = (A2" (1), 2" (1)) 10,3 @)

n / @t g™, V™) — fla, by, V)] 2 ()de = / (™ — )™ (t)d,
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de onde vem que

1d ) ) 2 , 1 , 1 1
7 |.m m < o m Tl sm “l,m _ “l.m )
S OP + IO < (ho+ 2 ) 2 + SO + 5l = ul + 51m0)

Integrando em (0,t), t < T vem

() + / 2 (s)][2ds

m|2 kg 1 ! m 2 tl m 2
<zt + ?+k0+§ i |2™(s)|ds + i 5\(u —u)|“ds
1

< | +5

t
1
2 m
(ko +1) /(; |2 (5)])?ds + §\u — u|%2(Q)_
Por Gronwall
m m L . - .
|z (t)|2 < (|ZO |2 + §|u _ U|%2(Q)> o 3(ko+1)%d

1
(|Z6"|2 + 5l uliz(Q)) ekt T

IN

Como yi" — yo em H}(Q) implica que y5* — 3o em L?*(2) e portanto
2 =y —yo — 0 em L*(Q). Também, pelo fato que u™ — wu em L*(Q) vem que
u™ —u — 0 em L?(Q), assim

2™ — 0 em L*(0,T; L*(2))

e
2™ — 0 em L*(0,T; Hy(Q)).
Analogamente, multiplicando 4.62 por 2/"(t) e usando a regularidade elitica®
obtem-se
2" — 0 em W(0,T; Hy () N H*(Q), L*(Q)),
portanto

Yur g — Yuyo €m W(0,T; Hi(Q) N H*(Q), L*()).

Steorema 2.23, pagina 18.
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4.3.2 Diferenciabilidade com Respeito aos Dados Iniciais

Esse resultado é o primeiro passo para estabelecer a controlabilidade. Ele
nos sera tutil para calcular a derivada de Gateux do funcional envolvido no teorema 4.8.

Teorema 4.7 (Diferenciabilidade com respeito aos dados iniciais) Considere
as hipdteses 4.2 sobre a fungdo f. Dada yy € Hi(2), o funcional

F:L*Q

¢ de classe C*. Além disso, DF(u).v = 2,(T), onde z, € solugao forte do sequinte P.V.LF:

0 0
Zt — AZ + a_gf(xa t7 yu,yoa vyu,yo)z + a_nf(x7 t, yu,ym vyu,yo)vz = em Q

2(z,t) =0 em X
2(z,0) =0 em )

Demonstragao: Pelo teorema 4.5, dado yo € H}(Q) e u € L*(Q), existe unica solucao
do problema
ye — Ay + f(z,t,y, Vy) =u  em Q
y(x,t) =0 em ¥ . (4.63)
y(a,0) = yo(z) em €
tal que Yy € C([0,T]; Hy(Q)). Logo Yuy(T) € Hy(2) e portanto o funcional F estd
bem definido.

No que segue vamos considerar as seguintes notacoes:

A
Yy =y
Y = Yuyos y)\ = Yu+iv,y0s Z)\ = ( \ )
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Para provar que F é de classe C!, inicialmente é necessario mostrar que a
derivada de Gateux existe, isto é, mostraremos que
F(u+ \v) — F(u)

DF(u).w = }\1{{(1) /\ = 2,(T), (4.64)

para todo u,v € L*(Q). Entretanto, veja que

T —y(T) _ Flut o)~ F(u)
A A '

Assim, para mostrar a existéncia do limite em 4.64, basta provar que

MNT) — 2,(T) em H}(Q) quando A — 0.

Consideremos v € L*(Q) entdo (u + Av) € L*(Q) e pelo teorema 4.5, o

problema
Yy — Ay + flz,t,y, Vy) =u+ v em Q
y(x,t) =0 em X (4.65)
y(x,0) = yo(x) em )

tem unica solugao
Y = Yurrowe € W (0, T3 Hy () N H?(Q), L*(2)) .
Da mesma forma, o problema 4.63 tem tnica solugao forte

Y= Yuyo €W (0,T; Hy(Q) N H* (), L*()) .
Deste modo, para cada A real , z* € W (0, T; H Q) N H%(Q), L*(Q2)) e

1
ZtA_AZA—i_X [f(xatay)\avyA)_f(xatayavy)} = emQ

Mz, t) =0 em Y - (4.66)
2AMx,0) =0 em )
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Denotando gy(z,t) = [f(w,t,y’\,Vy’\)—f(m,t,y, Vy)}, entdao o problema 4.66 é

> =

equivalente a
2~ A= —g\(z,t) +v em Q
Mz, t) =0 em Y . (4.67)
2AMw,0) =0 em )

Pelo teorema do valor médio existe 6 € (0, 1) tal que

g)x(‘r7t) = % [f(]},t, yAu Vy)\) - f(I,t, Y, Vy)} (468>
0
= % [a_gf ((z, 6,9, Vy*) +6(0,0,9* —y, Vy* = Vy)) (" — v)
+ a%f ((z, t, 9", Vi) + 60(0,0,9* — y, Vy* = Vy)) (Vy* — Vy)] :

Denotando w* = y + 0(y* — y), usando a linearidade do gradiente e a defini¢ao de z*
tem-se

gr(z,t) = 3f (m,t,w’\, Vw’\) 2+ 2f (m,t,wA,VwA) V. (4.69)
23 an
Substituindo 4.69 em 4.67,

27— A= — {%f (x,t,w’\, Vw’\) 2+ (%f (I,t,wA,VwA) Vz/\} +v em Q

Mz, t) =0 em Y
Mz,0) =0 em ()

Multiplicando por z*(x,t) e integrando sobre Q x (0,%), £ € [0,T], obtemos:

t t t
//z;\(a:,t)z)‘(x,t)dxdt—/ /Az)‘(x,t)z’\(a:,t)dxdt:/ /vz’\(x,t)dxdt
0 Jo 0 Jo 0 Ja

t
—/ /gf(x,t,wA,Vw’\)(z’\(:v,t))z+z’\(x,t)gf(x,t,w’\,VwA)VzAd:Bdt,
0 Ja 0¢ on
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donde vem que

/th\z xtht+/\Vz (z,1)|%dt = //vz (x,t)dzdt

//35 z,twt, V) (A (2, 1)) + 2 («, t)anf(:t t,wt, V) V2 dadt.

Do fato que z*(z,0) = 0 em Q vem que

t t
z’\(f)\z—i—/ ||z)‘(t)||2dt:/ /vzk(x,t)dxdt
) 0 0 Jo
"o A AV (A 2 A 0 A A7 A
- — f(z, t,w™, V) (27 (2, 1) + 27 (x, t) — f (2, t,w”, Vw )V dadt.
0 Jo 0§ an

Da hipdtese iv) de 4.2 e da desigualdade de Young obtemos:

t
AOF+ [ 120
0
t t
< //|v(x,t)z)‘(:v,t)|Rdxdt+/ /k:o|z)‘(:v,t)|f{+kon’\(x,t)Vz’\(m,t)HRnd:vdt
0 Q 0 Q
t
< / /k0|zk(x,t)|]§+k;o|zk(x,t)|R||va(x,t)||Rn+|v(x,t)yR|zA(x,t)|Rdxdt
0 Q

Young

! k2 1
] Rl @+ ROk + 59w O

1 1
1 t 1 [t 1 [t
—(k0+1)2/ yzk<t)y2dt+—/ HzA(t)HdH—/ (1) [2dt
2 0 2 Jo 2 Jo

donde vem

IA

t i
AOP+ / 1AW Pt < [0l + (ko + 1) / (1) Pt (4.70)

para todo £ € [0,7] e A € (0,1).
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Pela desigualdade de Gronwall, tem-se

|Z>\(E)|2 < |U|L2(Q)6~13(k0+1)2dt
< |U|L2(Q)6(k0+1)2T

e assim
2* é limitada em L>°(0,T; L*(Q)), VYA € (0,1).

Disso e de 4.70 vem que
2* é limitada em L2(0,T; H3(2)), YA € (0,1). (4.71)
Sendo o Laplaciano um operador continuo em Hg (), segue que

1222 )] -10) < coll2* ()]s
isto é,
Az* é limitada em L*(0,T; H'(Q)), VA € (0,1).
Dessa ultima estimativa, de 4.67 e 4.69 vem que
2} = A2 — gy + v é limitada em L2(0,T; H~()). (4.72)

De 4.71 e 4.72 resulta que

2* ¢ limitada em W (0, T; Hy (), H*(Q)), VA € (0,1).

Por outro lado, considere u = gy —v € L?(Q). Assim o problema 4.67 pode

ser visto como
2 — AN =u em ()

Mz, t) =0 em (4.73)
AMz,0) = 2z)(x) =0 em

onde u € L*(Q) e 2 € HY(Q).

Pela observagao 3.5 temos que

t
Hz)‘m(t)H?{&(Q) +/0 |AZ/\m(5)‘%2(Q)dS < ‘u|%2(Q)7 vt € [0,T7.
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donde vem que
2™ ¢ limitada em L™(0,T; H3 () € L*(0,T; H}(Q)), (4.74)
também
2™ ¢ limitada em L2(0,T; H*(Q)), Vt € [0,T] (4.75)
e passando a uma subsequéncia, se necessario,
2™ 2 fraco em L2(0,T; H ()
e
2 2 fraco em L2(0,T; H*(Q)), Vt € 0,T). (4.76)
Tomando 6 € C[0,T]; § >0, Vt € [0,T], entdo vV € C[0,T] e
VO™ —~ V02> fraco em L*(0,T; HL(Q)).
Novamente da observacgao 3.5, equagao 3.43, temos
1 m 2 ! Am 2 ' am
EHZ O+ [ |[AA(s)Pds = [ (u(s), —Az""(s)) ds. (4.77)
0 0

Multiplicando 4.77 por 6(t) e integrando em [0,T] segue que

1

Pela proposigao 2.6, item #ii), vem que

5 [ I oiesa o [ opasa = [0 [ o), - s)is

I 1 R .
5 / 12160 dt = SVl ey < Mmint Sl VBl ma)

1 T
:nmm§/|wme@ﬁ
m—0oo 0

T t T t
/ o(t) / A2 (s)2dsdt < lim inf / o(t) / A (5) dsdt
0 0 m=coJo 0
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Como liminf z,, + liminf y,, < liminf(z,, + y,) entdo

s [ Ioesas [ow [ iaeras
< hmlo%f[ / 127 (1)][26(t dt+/ /|AzAm st]
~ liminf UO Q(t)/o(u(s),—A ())dsdt}
476 /0 ") /0 (u(s), — A (s)dsdt

o que implica que

5 [ 12oies s o [1aepasi < o [ (a2 easar

para toda 6§ € C([0,T]), ou seja,

IPOIP + /|Az |ds</\ A(s)), ds

donde vem que

t t
12OIF + [ 18 6)Pds < [ Juts)ds < Juluoa, (478)
0 0
isto é,
z* ¢ limitada em L>(0, T; Hg(2)) (4.79)
(§]
z* é limitada em L2(0,T; H?(S2)). (4.80)

Combinando 4.69, 4.79 e 4.80 vem que

= Az + v — gy 6 limitada em L*(0,T; L*(Q)). (4.81)

Assim de 4.79, 4.80 e 4.81 segue que

2* ¢é limitada em W (0, T; H3 () N H*(Q), L*(2)).
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e em virtude das limitacoes anteriores e das defini¢oes de u e gy temos que

||Z>\||W(O,T;H&(Q)OHQ(Q),LQ(Q)) < cr|vl 2 (4.82)

Sendo W (0, T; H} ()N H?(Q2), L?(Q)) reflexivo, passando a uma subsequén-
cia, se necessario, tem-se que

2 = Z fraco em W (0, T; Hy () N H2(2), L*(Q)). (4.83)
Disso e de W(0,T; H} (2) N H?(Q2), L*(Q2)) ter imersao compacta em L?*(0,T; Hj(€2)) vem
que

2 — Z forte em L*(0,T; H}(Q)) C L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q)

(4.84)
’ 0* 0z
0Z — az forte em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q),
€X; ZT;
donde vem que
V2 — VZz forte em L*(Q). (4.85)

Como y*(0) — yo em H} () e u+ Av — u em L?(Q) quando A — 0, do
teorema da dependéncia continua dos dados iniciais vem que

y* — yem W(0,T; H(Q) N H*(Q), L*()).

Somando isso ao fato de #, obtido em 4.68, ser limitada vem que

wh =y +0(y* —y) — y em W(0, T Hy () N H*(), L*(2))

e sendo f de classe C'! nas varidveis (£,7) resulta que

a%f(x, L, V) — a%f(x,t, v, V) qs. em Q. (4.86)

0
8nf(.it,t,w , Vw") — anf(x,zf,y, Vy) q.s. em Q. (4.87)



102 4 A Equacgao do Calor Semilinear

Assim de 4.69, 4.84, 4.85, 4.86, 4.87 e do teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue vem que

0 0
g)\(JT,t) = 8_5 (ZE,t,U}A,V’wA)Z/\‘F 6—77f(x,t,w’\,Vw)‘)Vz)‘

. %f(w,t,y,vwﬂ(%f(x,t,y,vwvz(em Q) (488)

e da unicidade da solugao do problema linear vem que

zZ =2z, em Q. (4.89)

Afirmacao:

2 — 2z, forte em W(0,T; Hy(2) N H?*(Q), L*(Q)).

De fato, considere

2~ AP=v—gy, emQ

Mz, t) =0 em X

2Mx,0) =0 em )
e

2 —AzY=v—g, em(

2“(x,t) =0 em X

2¢(x,0) =0 em ()

Da diferenca vem

(0 —2) = AR = 2¥) = —gr+ g0 em Q
em X
em €2

Com um procedimento analogo ao usado na obtencao de 4.78, temos:

||z)‘(f)—z“’(f)||2—|—/0 IA(ZA(t)—ZW(t))thS/O lgx — gul*dt, Vi € [0,T].
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Estendendo a T', vem que

Hf@—#®W+AIN%@—fwwﬁéélw—%Wt

e integrando em (0,7") obtem-se

T

AH»@—#@W&+TA|Mf@—f@WﬁSTA|w—%Wt

De 4.88 a sequéncia {gy} é convergente, portanto de Cauchy, e assim o termo da direita
tende para zero a medida que A e w se aproximam de zero. Logo

2 — 2% — 0 forte em L*(0,T; Hy () C L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q)

A(z* — 2¢) — 0 forte em L*(Q)

o que implica que
2t — 2 forte em L*(0,T; H}(Q)) C L*(Q)

e
Az — A2 forte em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q),
donde
2 — 2 forte em L2(0,T; HL(Q) N H*(Q)) C L*(Q) (4.90)
e portanto
2} = A2 — g\ +v — % forte em L2(0,T; L*(Q)). (4.91)

Assim, de 4.90 e 4.91, vem que

2 — 2 forte em W (0,T; HY(Q) N H*(Q), L*(Q))
e por unicidade de limite,

2 — 2 forte em W (0,T; HY(Q) N H*(Q), L*(Q))

disso e da igualdade 4.89 conclui-se a veracidade da afirmacao.
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Pelo fato de W (0, T; H} () N H?(2), L*(Q2)) ter imersao continua em
C([0,T]; H}(Q)) tem-se

MT) 0 2,(T) forte em Hj ()

o que prova a diferenciabilidade.

Agora provaremos a continuidade de

DF : I*(Q) — L (L*(Q), Hy () .

Para tal considere
U, 3 u forte em L*(Q).
Assim dado v € L*(Q) denote
Y = Yumsyo Y = Yuyos 2, (T) = DF (um)v,

2,(T) = DF (u)v, e Yr=2z"—2,

onde 2 ¢ a Unica solucao forte de

Zt — AZ + %f{«x; t7ym7 vym)z + %f(‘ra tayma vym)AZ =v em Q
z(z,t) =0 em X (4.92)
2(z,0) =0 em (2
e z, ¢ a unica solucao forte de
0 0
Zt — AZ + 8_£f(x7 t7y7 vy)z + 8_7’].][‘(33’ t7y7 vy)AZ = €m Q
z(z,t) =0 em Y - (4.93)
2(z,0) =0 em )
Da diferenca de 4.92 e 4.93 tem-se
(zm—z)—A(zm—z)—i—gf(:ct v )zm—i-gf(xt Vym)Vz)"
v v v v 85 9 7ym> ym v 877 Y 7ym; ym v
0 0
__f(xa taya vy)zv - —f<.’ll',t,y, vy)vzv = 0.

3 on
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Somando f(:v, t,y, Vy) (2" — z,) + 2f(:lc, t,y, Vy)V(zI" — z,) em ambos lados da ex-

S o
pressao acima vem
0
(20" = 20) = A2y — 20) + a_gf(x’ by, Vy) (=)' = 2) + 5= f(fv ty, Vy)V(z)" — z)
8

9,
G Fat,y, Vy) — —f (2, Y, Vi) | V2.
+[anf(l“, Y, Vy) anf(:v,  Ym: VY )} z
Logo ™ = 2™ — z, € W(0,T; H}(2) N H*(Q); L*(2)) ¢ a tinica solucao do sistema

—Ap + gf(l" t y,Vy)s0+ f(fﬂ 6y, Vy)Ap = h'  em Q

p(z,t) =0 em 3 (4.94)
¢(x,0) =0 em 2
onde
8 m
I tv Y, Vy) - —f(l'7 tu Ym, vym) 2y
23
8 m
.I‘ t7 Y, Vy) - _f(xa t7 Ym, Vym) VZv .
on
Argumentando exatamente como para chegar em 4.82, obtemos:
o' llwo,rm @nE2@)L2@) < erlhy 2@ (4.95)
e pela mesma razao
||Zz7)n||W(O,T;H&(Q)OHQ(Q);LQ(Q)) < 07\U|L2(Q)- (4.96)
1 1 1
Pela desigualdade de Holder, com = + — = 2 vem que
qa 4q
e St 9 = et V)|
v | L2 = x Yy, vy Ty, Ym, VYm Zy |L
(@) o€ o¢ m L1(0) 1(Q)

V2 Laq.  (4.97)
Li(Q)

0
+ la_nf(xat>ya Vy) - a_nf<xat>ym7 Vym)
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Assim,
| (DF (um) — DF(u),v) ||
|DF () — DF (um)| 212 1 = sup
L(L*(Q),Hy(82)) vel?(Q) |U|L2(Q)
_ o IDF()0— DF (]
veL2(Q) vl22(0)
@) = 2]
|U|L2
s (DI
ol
ou seja,
[les (DI
|DF(Um) DF(Um)|c L2(Q),H () = \v]Lz (4-98)

Agora, observe que

len (D) < sup [l ()|
t€[0,T]

|9057|c([o,T1;H&<m)
< ol lwiorHE @nE2(9),L2(2)
4.95 .
S C7.Cg|hv |L2(Q)

onde a desigualdade * vem do fato que W (0, T; H3(2) N H%(Q), L*(2)) tem imersao con-
tinua em C ([0, T]; H}(€2)). Logo vale

eu (D] < er.cslhy|L2(q)- (4.99)

Substituindo 4.96 e 4.99 em 4.98 vem que

C%.Cg’h;n‘LQ(Q)

| DE(um) = DF(um)|cir2(@),m @) < (4.100)

|25 lw (o5 ()N H2(9),L2(92))
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De 4.97 vem que

| 2(q)

25w (0,13 (@)nE2(9),L2(0)

0 0
= ‘_f('rut7y7 Vy) - _f(x>t7ym7vym)

20" | La(@)
4.101
o o ( )

LA(Q) |25 lw (0,2 ()N H2(9),L2(9)

V2 L@

0 0
+'—f<$,t;y,v3/) - a_f<$7t7ym7vym) m .
an n Li(Q) |27 |W(0,T;Hg(Q)nHz(Q),L2(Q))

Como ¢ € (2,00), por Ladyzhenskaia

EIe)

|25 lw (0,2 ()N H2(9),L2(9)

S |ZU |C(O,T,L2(Q)) | Z’U |L2(Q) . (4102)
|z lwomar @2 ©@).L2) 120 wo.rsHI QB2 (9Q),L2(0)
De W(0,T; H:(Q) N H2(Q), L2(Q)) < C(0,T; L2(R)) vem que
2" oo, mz2(0)) < ol lwo,r i (@)nm2@),22 () - (4.103)
Lembremos também o fato que
Az L2 (@) < crol2y |20 (nE2 @) < C10l2" lwo,mm3 @nH2(9),L2(0)- (4.104)
De 4.102, 4.103 e 4.104 vem que
20" | 2a@)
|25 lw (0,753 (@)nH2(9),22 ()
ol 2 lwommt @2 @),2) . 10|20 lwor: L (@)nH2(9),22(92) (4.105)
|2 lw (0,75 13 ()N E2(9),22 () |2 lw (0. ()N H2 (9),L2(9)
0
= C(Cg —f- Cl()> = Ol‘
Agora, veja que
vzt
V@ < 2c.cs = Cb. (4.106)

|20 lw 0,75 12 (@) H2(9),22 ()
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De fato, usando a norma do maximo em R",

max

Ve |Tag = /Q|Vz;”q dxdt

q

oz’ ozm
)
Q axl afL‘n mazx
8 m |4
= / S
Q|07 [g
8 m |4
= ‘ & , para algum j € {1,2,...,n},
0% |1a(q)
isto é,
m 0z, .
V2| Laq) = , para algum j € {1,2,...,n}. (4.107)
9% | 1u)

Como 2™ € W(0,T; H3 () N H*(Q), L*(2)), que por sua vez tem imersao
continua em C([0,T]; Hy(9)), entdo

m
0z]

P ¢ 120,73 HY(Q) N C(0, T); L(Q)),
8xj
Por Ladyzhenskaya,
ozm
’vz;nhq(g) - a -
Y lLaQ)
< ¢ Dzl N ‘V (8zv )
|1 9% ooz (o) 0z /12
< 9zm N ‘( 92zm 9% 92zm )
< c ,
o
< ¢ azv +|ZT|L2(O,T;H5(Q)HH2(Q))
LI 9% Teqo,ryzz @)
< c _|Z?|C([O,T};H5(Q)) + |ZT|L2(O,T;H6(Q)HH2(Q))} :
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cont

Levando em consideragao que W (0, T; H (Q)NH?*(Q), L*(Q)) — C([0,T]; H3()),

IN

\VZT|L2(Q) C.Cy (|ZZ”|W(o,T;Hg(Q)mHz(Q),Lz(Q)) + |Z1T|L2(O,T;H§(Q)HH2(Q))>

< 2c.c8)zy lwo.rsH1(QNH (9),22(9))

donde oo
| il |Lq(Q) S 2C.Cg = CQ-
|25 lw (0,3 ()N H2(9),L2(0)
De 4.100, 4.101, 4.105, 4.106 e tomando o maximo C' = max {C4, Cy} vem
que

0 0

Li(Q)

La (Q)]

Como u,, — u em L*(Q) quando m tende ao infinito, pelo teorema 4.6, da
continuidade dos dados iniciais, vem que y,,, — y em W (0,T; H}(Q) N H?(Q), L*(Q)). Da

0 0
+ a_nf(xa t7y7 vy) - a_nf(xa t7ym7 vym)

0
hipétese f € C! em € e 7, entdao — e — sao continuas em (.,.,&,n). Juntando isso a

o9& On

hipétese iv) de 4.2 e aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue temos
que cada parcela do termo da direita da desigualdade acima converge para 0 quando m
tende ao infinito. Portanto

m—0o0

|DF (um) — DF(u)|z22(@)m2) — 0,

isto é, DF' é continua.

4.4 Controlabilidade Aproximada

A partir de agora dediquemo-nos a prova da controlabilidade aproximada
da equacao do calor semilinear. No que segue, w ¢ um aberto nao vazio de Q e x, ¢é a
funcao caracteristica de ¢ = w x (0,7"). Considere o problema
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Yy — Ay + f(x,t,y,Vy) =ux, emQ
y(z,t) =0 em (4.108)
y(x,0) = yo(x) em (2

Teorema 4.8 (Controlabilidade Aproximada) Assuma as hipdteses 4.2 sobre a fungdo
f. Para cada yo € HY(Q), o conjunto dos estados alcangdveis no tempo T > 0,

Rnp(T) = {y%yo(x,T); Yuyo € solugdo de 4.108 com u € L2(q)},

¢ denso em HE(SY) para cada s € [0,1).

Demonstracao: A prova segue um argumento similar a do caso linear. Como

HY () "5 H(9), Vs € [0,1),
basta provar que para cada y; € Hg(Q) existe vy, 4 (T) € Ryp(T) tal que

k—oo
Yoo (1) — Ya HE(Q) — 0 em H{(2) com uy € LQ(Q)_

Deste modo para cada k € N considere

JkSLQ(q) — R

1 k
u o Ji(w) = Slullag) + 5119 (T) = valli @)

Veja que J; estd bem definida. De fato, para cada u € L?*(q) e yo € H} ()
existe dnica solugao forte y,,, de 4.108 tal que vy, ,,(T) € H (). Logo

Yuyo (T 520 < CollYuyo (D) 30
< o0
e assim faz sentido calcular
Yo (1) — yall g (e)-

Nosso objetivo agora é minimizar o funcional J,. Para isso veja que:

i) Jy é fracamente semicontinuo inferiormente.
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De fato, considere u,, — u em L*(q). Disso vem que uy,Y, — ux, em
L*(Q). Denotando y,,, 4, a solucao de 4.108 com u,, no lugar de u, pelo teorema 4.6, da
continuidade dos dados iniciais, item a) temos que

Yo (T) = Yuyo (T') fraco em HG(2),Vs € [0,1).
Em particular
Yo (T) = Yd = Yuyo(T') — ya fraco em Hy(2),Vs € [0, 1)

e disso vem que

hmniio%f 50 (1) = Yall g @) 2 Yo — Yallms @)

o que implica que

lim inf {[y,, 40 (7) = Yallrg@) 2 HIDE Y0 (T) = yal |30 Hm inf [[y,, 40 (T) = al |15
> |[Yuyo(T) = vall7zs0)- (4.109)
Por outro lado, j& que u,,x, — ux, em L*(Q),
hmnig(l)f ’um|L2(q) > ’u‘L2(q).
Logo
i inf |22 > JulZsy). (4.110)

De 4.109 e 4.110 vem que

Je(u) < liminf Ji(u,,)

m—00

e isso prova que J, é fracamente semicontinuo inferiormente.

i1) Jy é coercivo.

1
Com efeito, basta observar que Ji(u) > §|ulig(q) e assim Ji(u) — oo quando

|ug| — oc.



112 4 A Equacgao do Calor Semilinear

Sendo L?(g) um espaco de Banach reflexivo, conexo, fechado e nao vazio,

Jy. : L*(q) — R é semicontinuo inferiormente e coercivo, entao existe u, € L?(q) tal que

Je(ug) = min Ji(u) Vk € N.

u€L?(q)

(4.111)

Com isso mostraremos que existe 1 € H(€2) tal que yy, 4, (1) — ya — ¢ em H(Q) e que

Jp(ug)v = /ukv da dt 4 k((2F(T), y(T) — Ya)) H3 ()

De fato, da igualdade 4.111 temos que

k
Jr(ur) < Ji(0) = §\|?Jo,yo(T) — Yd|

%{5(9)7 Vk e N,
o que implica que

1 k k
S luklLa ) + 5 W (T) = all @) < 511900 (T) = allfrg -
2 2 3 =3 i

Como Yo, € C([0,T]; H5(S2)), entao yo,, (1) € Hi(2) e portanto

2
U, 2
\/E 2 Hyuk,%( ) yd| H§(Q)
para todo k € N. Logo
Uy,
— < oo Vk eN
V(g
e
||yuk7y0(T) - deHS(Q) < oo Vk €N,
ou seja,
Uk T 2
— é limitada em L*(q) (4.112)
{ \/E }keN
e
Wuro(T) — Ya} ey € limitada em H(€2). (4.113)
De 4.113 vem que existe uma subsequéncia, ainda denotada como acima,
tal que

Yupwo(T) — ya — 9 fraco em H{(§2).

(4.114)
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Agora vamos em busca da derivada de Gateux de J, em wu;. Para tal
considere v € L*(q) e A € R. Logo

N
2

DN | —

53000 (T) = Bl gy = () =

A partir de agora usaremos a notacao:

A _
Y = Yup+rv,90 € Yk = Yur,yo-

Da segunda parcela do lado direito de 4.115 temos:

5 (152 — valBigen — 1T = vl
_ g[((yg(T) ya, Yn (1)) mse) — (W2 (T) = ya, ya)) 1 ()
—((W(T) = ya, 9e(T)) () + (0(T) = Y Ya)) b1z
1 (UG Ry s
— (RT) = (), v g — ((T) = (D] (4:116)

Do teorema 4.7, da diferenciabilidade dos dados iniciais,

(T) = DF(u)v = lim Flut M;\) — Pl _ lim Yutroo <T))\_ Yuyo (T)

e portanto
Az (T) = 25,(T) =y (T) — yi(T) (4.117)

v

onde 2¥ é a tinica solucdo do problema de valor inicial e de fronteira

0
— Az + 8§f(x’t’ Uk, Vyr)z + a—nf(x,t, Uk, Vyr)Vz = vy, em Q

z(x,t) =0 em X
2(z,0) =0 em 2

(4.118)
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Assim, substituindo 4.117 em 4.116 vem:

Nl - ud

ts0) — lyn(T) — ydl %15(9)]

((=5(T), 4 (T) + (1)) 1z — Me((25(T), ya)) g e (4.119)

Da primeira parcela do lado direito da desiguladade 4.115 temos:

1 1
5 []uk + /\Ul%Q(q) - |Uk|%2(q):| - 5 |:|uk|%z(q) + 2)\(uk,v) + >\2|U|%2(q) - |Uk’%2(q)i|
/\2
= Mug,v) + ?|v|§2(q). (4.120)

De 4.115, 4.119 e 4.120 vem que

Jk(uk + )\U) — Jk(uk)
A
Aug,0) + 5103 ) + A (ST, 2 (T) + yu(T))) g — Me((Z5(T), ya)) g

A
A k
= (U, v)r2(q) + §|U|i2(q) + 5((25(7’)79?@) + yr(T))) ) — k(2 ya)) 1 ()
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Logo, do teorema 4.6, da continuidade com respeito aos dados iniciais, tomando o limite

quando A — 0
lim Jk(uk + )\U) — Jk(uk)
A—0 A

k

5((25(T)> U (T) + ye(T))) g ) — k(20 ya)) mg )

_ A

= lim | (ug, 0)2(g) + §|v|§2(q) T
k

= (e, V)2 + (20D, 0 (T) + (D) gy — k(25 va) 1z

= (uk’ ’U)Lz(q) + k’((Zf(T), yk:(T> - yd>>H§(Q)’

ou seja, existe a derivada de Gateux de Jy em uy e
Ty (ug)v = /Ukv dz dt + k((z5(T), yr(T) = ya)) (-
q
Como uy é um minimo para .J; entao
0= Jy(up)v = /UkU dz dt + k((z5(T), y(T) = ya)) (-
q

Dividindo por k£ vem que

v da dt -+ ((ET), yelT) — ya) g = 0. (4.121)

\/_/f

Sendo { limitada em L?(q) e v € L*(q), entao

e

—v dz dt é limitada

\/_

e portanto

1 o
— [ My dr dt =X 0 (4.122)

Vk Jo VE

Agora suponha® que

H(T) =X 2, (T) forte em HE(Q), Vs € [0,1), (4.123)

v

6Mostraremos isso posteriormente
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onde 2¥ é a tinica solucdo de 4.118 e z, é solucdo de

Zt—AZ—I—(lZ—f—gVZ:UXq em ()
z(z,t) =0 em X (4.124)
2(x,0) =0 em ()

com a € L=(Q) e b € [L=(Q)]" tais que

%f(x,t, Y, Vi) — a fraco * em L>(Q)

0 - n
a_nf(x7t7yka Vyk) — b fraco * em [LOO(Q)]

quando k — o0, conforme visto no teorema 4.7, da continuidade com respeito aos dados
iniciais.

De 4.123 e 4.114 vem que

(5T, yu(T) = ya) g () — ((2o(T),¥)) s (- (4.125)

De 4.121, 4.122 e 4.125 vem que

((2o(T),¥)) m5(2) = 0 Vo € L*(q). (4.126)

Por outro lado, dado ¢ € C{°() tem-se que ¢ € H}(Q) uma vez que
Cs°(Q) € HY(9). Do controle para o caso linear, Ry (T') ¢ denso em H{(£2), o que implica
que existe uma sequéncia {v;}, y € L*(q) tal que

2,20 (T) — ¢ forte em Hy(Q),

com z,, ., (T) € Rp(T). Como H(f) o H{(2) Vs € [0,1) vem que
2,2 (1) — ¢ em HG(€2). (4.127)

De 4.126 sabemos que
((Z0;,20(T),¥)) E(02) = 0. (4.128)
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Tomando o limite em 4.128 quando j — oo e usando 4.127 vem que
(¢, ¥) mz ) = 0. (4.129)
Sendo C§°(£2) denso em H§(£2), de 4.129
Y = 0. (4.130)

De 4.130 e 4.114 obtemos
Yugyo — Ya fraco em Hi(Q).

comp

Como H{(Q) — HE(Q), Vs’ < s < 1, segue que
Yurwo — Ya forte em H3 (Q), Vs’ € [0,1)
0 que era nosso objetivo.
Para finalizar, devemos mostrar a convergéncia dada em 4.123, isto é,
2H(T) — 2,(T) forte em HS(Q), Vs €[0,1).

Sendo z* a tnica solugao forte de 4.118, entdao zF € W(0,T; H} () N
H?*(Q),L*(Q)) e

d

EZS - Azf + %f('r7t7 Yk vyk)zﬁ + %f(%t??ﬂm vyk)vzﬁ = UXq g.s. em Q
2P, t) =0 em X
2M(2,0) =0 em (2

(4.131)

Multiplicando 4.131 por 2¥(t) e integrando sobre Q vem que

/Q%za’f(t)z?’f(t) dx—/QAsz(t)z{j(t) dx+/ga%f(x,t,yk,vyk) (5(1)? da

+ / 9 sty Vi) VA () (1) dir = / oxg2 (8) de,
Q 877 Q
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isto é,

1d
S— |z ()] 7200 + ||Zf(t>||§13(g) < ko <|zf(t)|%2(9) + |V25(t)|L2(Q)|Z]5|L2(Q))

2.dt

+25 2@l
E7 ol E ) ey + R0 gy + LI )2
> 0|~y L2(Q) 9 vIL2(Q) g 17w HY(Q)

1 1
+§’Zq]f(t)\%2(9) + §|qu,%2(9)7

donde vem que

d
Z O + 0Ol < (K + 2k + DI O)Z20) + [0XalZ20)

(ko + 1)%|25 (1) 72 () + [vXql72(0)- (4.132)

Integrando 4.132 em [0, ¢], t € [0, 7], temos:
Yd g oy
2 2
| SO ey ds+ [ 115y o
t t
< [l 1@ e dst [ o
t
k
< vlfag +/0 (ko +1)%[2}(s) 721 ds. (4.133)
Como z¥(z,0) = 0 entao [25(0)|2(q) = 0 e assim, de 4.133, vem que

t t
25 B + / 125(3)] By s < [ol2agg) + / (ky+ V2|4 () oy ds (4.134)

t
e sendo /0 Hzf(s)H%{&(Q) ds > 0, por Gronwall

IN

t 2 s
|Zf(t)|L2(Q) |U|%2(q),efo(k+1) d

IN

[0z €™

)

ou seja,
2F ¢ limitada em L>(0,T; L*()).
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Disso e de 4.134 vem que
2 ¢ limitada em L2(0,T; HY(Q)). (4.135)
Da continuidade do Laplaciano vem que
AzF é limitada em L*(0,T; H*(Q)). (4.136)
Das limitagoes 4.135, 4.136 e do problema 4.118 temos que
d g 2 -1
pret limitada em L*(0,7; H " (Q))
e assim vem que
zf € W(0,T; Hy (), H () . (4.137)

d
Compondo 4.131 com E'Zf(t) vem que

%Zm) 2+%% 15O < ko (|20 + |250)]) ‘%Zﬁ(t)’ + |vx,] %Zﬁ
< 2 O] | Fa40] + lonl | 40
< (RO + o) |40
" @R 0l + ol + [t
LT AR AN ol + 5| S ;
logo
L] + LA < s A0l + 2ol

Integrando de 0 a t, t € [0, 7],

/

©oro)] s + 240
2520 (8)| ds [z,

I

IN

t
14(0)] +z|v|§2(q)+8kg/0 |4 (s)||” ds

IA

T
|220)]| + 2032, +8k§/0 I125(s)||” ds.

o)
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De 4.137 obtemos obtemos:

2 ¢ limitada em L>(0,T; H3(2)) e (4.138)
d
Ezf é limitada em L*(0,T; L*()). (4.139)

Tendo em conta que

d 0 0
Azf = %Z:j + a_é_f(x,ta Yk, vyk)zf + a_nf(mat>yk7 Vyk)vzf — UXg>

de 4.138, 4.139 e das hipdteses sobre a f em 4.2 vem que
Az¥ é limitada em L*(0,T; L*(2)),
ou seja,
2F ¢ limitada em L2(0,T; HY(Q) N H*(Q)). (4.140)
Pelas limitacoes 4.139 e 4.140 temos que

2F ¢ limitada em W (0,T; HY(Q) N H*(Q), L*(Q)).

Considerando ainda que W (0, T; H} (Q)NH?(£2), L*(€)) tem imersao compacta em L?(0, T; H3(92)),

obtemos as convergéncias:

¢ fraco em W (0,T; Hy () N H*(QY), L*(Q)),
2P — ¢ forte em L2(0,T; Hj(Q)) e
d

¢ fraco em L%(0,T; L*(2)).
Passando o limite em 4.131 vem que ( é solugao forte de 4.124, ou seja,

G —AC+al +bVC = vy, q.s. em Q
C(Q?,O) =0 em (2 '

Entretanto, o problema 4.124 possui tnica solucgao, ja denotada por z, e portanto,

2y = C.
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Logo
28— 2, fraco em W(0,T; HY(Q) N H*(Q), L*(Q)).

Gragas a imersdao continua de W (0,T; Hy(Q) N H*(Q), L*(Q)) em C([0,T]; Hy(Q)), de-
duzimos que
2M(T) = 2,(T) fraco em HE (),

v

quando k — oo. Combinado isso com a imersao compacta de Hj () em H(f2), para
s < 1, vem que
2M(T) — 2,(T) forte em H3(Q), Vs < 1,

v

0 que prova a convergencia dada em 4.123.

Observagao 4.9 Como no caso linear, seque do teorema acima que Ryr(T) é denso em L?(£2)
e portanto o sistema 1.1 é aprozimadamente controldvel no tempo T em L?*(Q).
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