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RESUMO

Neste trabalho abordamos um método capaz de resolver sistemas lineares e nao-
lineares conhecido como método ABS, acompanhando diversos resultados relevantes sobre
o assunto. Apresentamos o método de Broyden aplicado para resolver sistemas lineares,
juntamente com um resultado que relaciona os iterandos obtidos pelo método de Broyden com
os obtidos pelo método ABS, no caso de sistemas lineares quadrados. Também mostramos
um conjunto de testes numéricos comparativos entre os métodos de Newton, Chebyshev e

ABS envolvendo sistemas de equagoes nao-lineares.

Palavras chave: sistemas lineares, sistemas nao-lineares, método ABS, método

de Broyden, método de Newton, método de Chebyshev.
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ABSTRACT

In this paper we address a method to solve linear and nonlinear systems known
as ABS, with many relevant results on the subject. We present Broyden’s method for solving
linear systems, and a result that relates iterates obtained by the method of Broyden and
ABS method for linear systems square. We also show a set of comparative numerical tests

between Newton methods, Chebyshev and ABS for nonlinear systems.

key words: linear systems, nonlinear systems, ABS methods, Broyden method,

Newton method, Chebyshev method.
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CapiTULO 1

Introducao

No ano de 1984, os pesquisadores J. Abafty, C. Broyden e E. Spedicato por meio
do artigo [1], propuseram uma classe de métodos para resolucao de sistemas de equagdes
lineares, determinados e indeterminados, nomeada por eles de métodos ABS. Neste artigo sao
apresentadas propriedades que essa classe de métodos possui, dentre elas, a de terminacao
finita dada pela quantidade de linhas que o sistema linear contém. Essa propriedade de
terminacao decorre da caracteristica que os métodos ABS tém, eles encontram na k-ésima

iteragao um vetor que resolve as k primeiras equagoes do sistema.

Alguns anos depois, em 1987 [2], J. Abaffy, A. Galdntai e E. Spedicato publicaram
uma modificacao da classe de métodos ABS, para sistemas de equagoes nao-lineares cuja
quantidade de variaveis e incognitas sao iguais. Esses métodos, a partir de um vetor inicial,
produzem uma sequéncia de vetores, por meio da aplicacao do método ABS linear, usando
informagoes do sistema nao-linear e da matriz Jacobiana da funcao que representa o sistema
nao-linear. Foi apresentado, nesse artigo, um teorema de convergéncia local para a classe de

métodos ABS quando a matriz Jacobiana é nao-singular na solugao.

Em um trabalho apresentado em um Coléquio da Sociedade Matematica Janos
Bolyai [3], J. Abaffy e A. Galdntai apresentaram uma generalizacao da classe de métodos
ABS, tanto para o caso envolvendo sistemas lineares quanto nao-lineares, por acrescentar
uma matriz nao-singular e pela fragmentacao das matrizes envolvidas em blocos formados
por suas colunas. Essa nova classe de métodos aparecera com o nome de “Classe de Métodos
ABS em Blocos”e ela contém a classe de métodos ABS, desenvolvida em [1], como obtida
por escolhas particulares dos parametros presentes no algoritmo. Esse trabalho também

apresenta um teorema de convergéncia local para os métodos ABS em Blocos aplicado a
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sistemas de equagcoes nao-lineares.

No Capitulo 2 abordaremos resultados classicos envolvendo os contetidos de algebra
matricial e calculo diferencial e integral. No final dele, também falaremos brevemente so-
bre dois métodos iterativos, Newton e Chebyshev, que resolvem sistemas de equacoes nao-

lineares.

No Capitulo 3 apresentaremos os algoritmos das classes de métodos ABS relacio-
nados aos sistemas de equacoes lineares. Estarao contidos também, resultados que mostrarao
algumas caracteristicas que esses métodos possuem, principalmente, umas das quais ja foi

referida que é a de terminacao finita.

No Capitulo 4 abordaremos os algoritmos que envolvem as classes de métodos
ABS relacionados aos sistemas de equagoes nao-lineares e um teorema de convergéncia local

de cada método.

No Capitulo 5 apresentamos um resultado inédito que garante que sobre certas
hipdtese envolvendo um sistema de equacoes lineares, cuja matriz dos coeficientes é quadrada,
os métodos de Broyden e a classe de métodos ABS sao equivalentes. Por meio desse resultado
também podemos concluir que sobre certas condicoes o método de Broyden tem terminagao

finita em 2n iteragoes.

No Capitulo 6 apresentaremos uma colecao de testes envolvendo os métodos de
Newton, Chebyshev e alguns métodos da classe ABS, na resolucao de sistemas de equagoes
nao-lineares, comparando a eficiéncia desses métodos em uma colecao de problemas. Abor-
daremos também detalhes envolvendo as tabelas apresentadas neste capitulo: as fungoes

testadas, pontos iniciais e finais e matrizes usadas que nao foram descritas nas tabelas.



CapriTULO 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos e resultados bésicos que serao utilizados

no decorrer do trabalho.

A Desigualdade CBS que sera apresentada a seguir é um importante resultado que
relaciona o produto interno de dois vetores com o produto da norma euclidiana desses dois
vetores. Com esse resultado podemos mostrar que a norma euclidiana para vetores satisfaz

a desigualdade triangular. A demonstracao foi obtida de [9] pg. 272.

Proposicao 2.1. Desigualdade de Cauchy-Bunyakouvskii-Schwarz(CBS)
‘xTy’ S |’$H2Hy|’27 v T,y € Rna

onde 'y representa o produto interno usual do R™. A igualdade ocorre se, e somente se,

y=ax para a =z y/r"w.

Demonstracao: Se z = 0 a desigualdade ¢ trivialmente satisfeita.

Suponhamos x # 0 e tomamos « = 27y /z"z = 27y /||z|3. Veja que

T
vl (ar —y) =ox'z —aly = #m% —aly=aTy—aTy=0.
xTx
Agora,
0< oz =93 = (az—y)T(0z—y)

= (az" —y")(ax —y)
= a2’ (ax—y) —y (az —y)
= —y"(az —y)

= —ayTa: —+ yTy.
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Como y''z = 2Ty temos que

T T,2
rY T ry

——rty = )
Ty Ty

ayle =

Substituindo a igualdade acima na desigualdade anterior e usando
0 < ||z||? = 2Tz, obtemos

T, 2 T,2
T T
Yy yTy Y

0< —
Ty Ty

<y'y
& (aTy)? <aTayy
& 2Tyl < VaTz/yTy

< |ty < lzllallyll-

Para mostrar a equivaléncia com relacao a igualdade, na desigualdade CBS, su-

ponhamos inicialmente que y = ax, entao

2yl = |2"(ax)| = oz’ 2| = |alz"z = |af||2][3

= alllz|laf[z]l2 = [[z]l2llazllz = |l]l2[lyl|2

Reciprocamente, suponhamos que a igualdade na desigualdade CBS ocorre, entao
pelo desenvolvimento no inicio da demonstracao, temos que nesse caso, a desigualdade

0 < ||(ax — y)||5 deve ser uma igualdade e assim

0=l(az —y)llz & 0 =[|(az —y)ll2 & 0= (az —y) & az =y.

Pela associagao que pode ser feita entre matrizes e transformagoes lineares é natu-
ral procurar introduzir uma unidade de medida entre matrizes. Devido ao fato que matrizes
podem ser encaradas como uma generalizacao do conceito de vetores, nada mais natural do
que definir uma nogao de distancia no espaco das matrizes que seja semelhante ao conceito de
distancia para vetores. A norma, a seguir, pode ser vista como uma generalizagao da norma

euclidiana para matrizes.
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Definigao 2.2. Considere A € R™*" a Norma de Frobenius para matrizes pode ser

definida de qualquer uma das maneiras equivalentes a seguir
AIE = layl? = D [1Aull3 = Y [|A4][3 = traco(A"A),
ij i j

onde as notacoes A;, e A,; significam a linha i e a coluna j da matriz A, respectivamente.

A proposigao a seguir foi retirada de [9], pg. 288, e fornece um limitante superior
para a norma euclidiana de um vetor, obtido pelo produto matriz vetor, e ela é amplamente

empregado em varias demonstragoes durante o texto.

Proposigao 2.3. A norma de um produto entre uma matriz e um vetor sao compativeis em

relacao ao produto da norma de Frobenius e da norma euclidiana, no sequinte sentido
|Az]2 < |[A]lp]]x]]2,

para quaisquer A € R™*" e x € R™.

Demonstracao: A desigualdade é obtida simplesmente pelo uso da definicdo da norma

euclidiana de um vetor, da norma de Frobenius para uma matriz e da desigualdade CBS,

[Azll; = ) |Asaf?

< Y ([Asllallz]]2)?
%

< DAl
%

<

(Z IIAi*||§> [Ed]E

= [lAllE /=13,

onde a desigualdade desejada segue extraindo a raiz quadrada nos dois membros da desigual-

dade. O

A seguir, definiremos um conceito que utilizaremos algumas vezes durante o texto,
chamado nimero de condicao de uma matriz, denotado por k. Ele é uma medida envolvendo

os autovalores de uma matriz A € R™" e esta relacionado a estabilidade da solugao do
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sistema de equagoes lineares Ax = b, no sentido que, se k = 1, o sistema linear estd menos

suscetivel a erros provocados por arredondamentos numéricos.

Definicao 2.4. Seja A € R™"™ uma matriz nao-singular, entao seu nimero de condicao é
dado por
k(A) = [|Al[r[[A7Y| .

Alguns conceitos importantes envolvendo matrizes estao intimamente relaciona-
dos a nogao geométrica de ortogonalidade entre vetores. Por exemplo, num sistema linear
homogéneo representado na forma matricial Az = 0, se olharmos para as linhas da matriz A
como vetores, temos que os vetores solucao x desse sistema sao aqueles que sao ortogonais a

todos os vetores linha da matriz A.

O conceito de ortogonalidade entre vetores se faz presente quando trabalhamos
com matrizes ortogonais. Elas aparecem com muita frequéncia nos resultados tedricos en-
volvendo o produto de matrizes, um dos principais motivos para isso se deve ao fato de que

toda matriz ortogonal é nao-singular, com inversa sendo sua matriz transposta.

Definigao 2.5. Uma matriz U € R™*" é uma matriz ortogonal, quando uma das propriedades

a seguir é verificada

i) As colunas da matriz U formam um conjunto de vetores unitérios ortogonais.

ii) As linhas da matriz U formam um conjunto de vetores unitarios ortogonais.
iii) UTU = UUT = 1.

Durante o texto, utilizaremos resultados que envolvem o conceito de raio espectral
de uma matriz quadrada. Neste sentido, apresentamos primeiramente uma definicao deste

conceito.

Definicao 2.6. Dada uma matriz A € R"™"™ temos que seu raio espectral, denotado por
p(A), é definido por
p(A) = maz{|Al},

onde )\ indica um autovalor da matriz A.
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O préximo resultado aborda o fato que para matrizes quadradas o raio espectral de
uma matriz nunca pode ser maior do que sua norma de Frobenius. Na verdade essa desigual-
dade pode ser mostrada para qualquer norma matricial, recomendamos

[9], Exemplo 7.1.4 pg. 497. Aqui segue uma demonstragdo para um caso particular.

Proposicao 2.7. Seja B € R™"™ uma matriz quadrada, entao temos

p(B) < ||B|[F.

Demonstragao: A demonstracao é feita por meio do uso da Proposicao 2.3 e de alguns

calculos.

Suponha que (z, \) seja um autopar para a matriz B, entao
[Alllll2 = [[Azll2 = || Bz|la < [|Bl|r[|z]2.

Lembrando que um autovetor de uma matriz é sempre um vetor nao-nulo, a

desigualdade acima fica
(Alllzll < [IBllpllz]lz < Al < [|B][F.

A demonstracao é concluida pelo fato que a desigualdade anterior é satisfeita para
qualquer autovalor associado a matriz B, entao é satisfeita, em particular, para o autovalor

de maior valor absoluto, isto é, o raio espectral da matriz B. O

Este é um importante lema cuja demonstragao foi retirada de [11], 2.2.9 pg. 44,

e que servird como base para demonstracao do Lema 2.9 desse texto.

Lema 2.8. Se B € R™" temos que lim B™ =0 se, e somente se, p(B) < 1.

n—-+o0o

Demonstragao: Suponhamos que p(B) < 1. Se isso ocorre temos, por [11], 2.2.8 pg. 44,
que existe alguma norma matricial tal que || B|| < 1. Agora, usando a propriedade envolvendo

o produto de matrizes conformes para normas matriciais

185 < 11BII",
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e como ||B|| < 1 temos que a série geométrica || B||¥ — 0. Pelo Teorema do Confronto e

0< lim ||B¥|| < lim ||B||"=0.
n—-+o0o

n—-+o00
concluimos que lim ||B*|| = 0. Como as normas de matrizes satisfazem a condi¢io que
n—+o00
||B¥|| = 0 & B* = 0 finalizamos uma das implicacoes.

Para a reciproca, suponhamos por absurdo que a matriz B tenha algum autovalor
A > 1 e correspondente autovetor x # 0, ou seja, Bx = Az. Entao, por um simples argumento

de inducao conseguimos mostrar que B¥z = \¥z e assim

lim B"z = lim \'z #0,

n—-+00 n—-+0oo
“+o00o
pois x # 0 e a série geométrica Y A" é divergente. Logo, temos um absurdo pois, por
n=0
hipotese, lim B"™ = 0. O

n——+oo

O préximo lema é um resultado conhecido na literatura, envolvendo algebra de ma-
trizes, e garante que sobre determinadas condi¢oes impostas sobre a matriz B, teremos a nao-
singularidade da matriz I — B. O resultado apresentado foi retirado de

[9], pg. 126.

Lema 2.9. (Lema de Neumann) Suponhamos que a matriz B € R"™*"™ tenha raio espectral

p(B) < 1. Entdo a matriz (I — B) é ndo-singular e

Demonstracao: Desde que p(B) < 1 temos claramente que (I — B) nao tem autovalores
nulos (uma maneira de enxergar isso é pensar na forma de Jordan da matriz B). Agora para

demonstrar o desejado note que

n—-+o0o

+o0
(I — B) (ZB”) —(I-B+B-B*+B*-B*+...)=I— lim B"=1,
n=0

onde a ultima igualdade decorre do Lema 2.8. Analogamente, mostramos que

(io B”) (I-B)=1I.

Assim, das duas ultimas expressoes concluimos o desejado. O
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O corolario a seguir pode ser encontrado em [11], pg. 45, e aqui aparece aplicado
somente ao caso da norma de Frobenius. Contudo, como ja foi comentado no texto, ele se

aplica a qualquer outra norma matricial.

Corolario 2.10. Se uma matriz B € R™™ ¢ tal que ||Bl|r < 1, entdo vale a sequinte
desigualdade

1
(I =B)"Mlr < s—5m
1—|Bllr

Demonstracao: Usando a Proposicao 2.7, temos que p(B) < ||B]||r < 1 ¢ com esse fato,
pelo Lema 2.9, sabemos que a matriz I — B é nao-singular. Assim, pela desigualdade trian-

gular satisteita pela norma de Frobenius, obtemos

“+o00 “+oo
1T =B)Me=11>_B"lr <>_|IB}
n=0 n=0

+00o
Agora, como ||Bl|[r < 1 a série geométrica > ||B||% converge para o termo

n=0
1/(1 —||B||r), temos:
1

1—|Bllr’

o que conclui o corolario. O

(I —B) !|r <

O lema seguinte é outro importante resultado envolvendo a nao-singularidade
de matrizes. Ele garante que se uma matriz é nao-singular e a norma da sua inversa é
limitada, entao para “pequenas”perturbacoes feitas nessa matriz nao é alterada a sua nao-
singularidade. As perturbagoes podem ser vistas como a soma de uma outra matriz, e o quao
pequena deve ser a perturbacao depende do limitante superior da matriz inversa considerada.

Tal fato é explicitado na demonstragao, retirada de [11], (2.3.2) pg. 45.

Lema 2.11. (Lema da Perturbagdo) Considere B,C € R"*™ e assuma que B é nao-singular
com ||B7Y||p < a. Se

IB=Cllr<Beap <1,
entao C também é nao-singular e

«

- < )
e < 1=
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Demonstracao: Como
I -B'Cllr=|BY(B-0)|[r<aB<le

B'C=I-(-B"'0),
segue, do Lema 2.9, que B~'C é nao-singular e pela nao-singularidade de B~! concluimos
que C' é nao-singular.

Agora, pelo Corolario 2.10, temos

167 e = 1B~ (I =B~O) |r
< [IB7Y|plllI = (I =BT O Y|r
< IBTHIelI = (B7H(B =) YIr
< L (2.1)
(6% . .
- 1-[IBY(B-O)lr
Como ||B™(B — C)||r < aff < 1, vemos que
l—af<1—|B'(B=0C)|lr ! <! (2.2)
= r 1—[|[BYB=C)|lr ~ 1—apB ‘
De (2.1) e (2.2) concluimos
1 e
< .
167 < 13
O

Durante o texto, em alguns momentos, sera usado o conceito de pseudoinversa de
uma matriz. Dada uma matriz A € R™*" a pseudoinversa (ou inversa de Moore-Penrose) de

A denotada por AT € R™™™ ¢ a tinica matriz que satisfaz as quatro equacoes de Penrose

AATA = A
ATAAT = At
(AAN)T = AAt
(ATA)T = A*A.
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Considerando agora a fatoracdo URV para uma matriz A € R™*" (recomendamos

[9] pg.407), temos:

C 0 .
A=U VT, (2.3)
0 0

mXxn

onde U € R™ ™ ¢ V € R™™" sao matrizes ortogonais e C' € R"™" é uma matriz nao-singular
com r = posto(A). Segundo [9], pg. 422, temos que nessas condigoes a pseudoinversa da

matriz A pode ser definida como

nxm

Com o conceito de pseudoinversa, segue uma proposi¢ao que fornece um limitante

superior para a norma de um determinado produto matricial.

Proposicao 2.12. Suponhamos A € R™ ™ tal que posto(A) = r e a fatoragao URV de A
dada por (2.3). A matriz AAT € dada por

0
AAT =U Ul =uDU7?,

¢ [|AA*||r < V.

Demonstragao: A primeira parte é imediata, basta efetuar o produto entre as matrizes A
e AT lembrando do fato que VIV = I e fazendo o produto em blocos das duas matrizes
intermediarias dadas na decomposi¢ao de cada uma das duas matrizes envolvidas. Para a

segunda parte usamos uma das defini¢oes equivalentes da norma de Frobenius dada pela

Definigao 2.2

|AAY|E = trago([AAT]TAAY)
= traco ([UDU|"[UDU"))
= trago ([UD"UT|[UDU™])

[UD"][DU™])

= traco

(I
(I
(I
(I

= tracgo UDUT)
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agora usando o fato que trago(C'B) = trago(BC) (para demonstracao desse fato veja

[9] Exemplo 3.6.5 pg. 110) com C =UD e B = U7, temos

|AAT||3 = trago ([UDU™]) = trago ([U"UD]) = trago (D) = r-

Observando que a matriz D pode, na melhor das hipdteses, ser igual a matriz

identidade de ordem m temos que a norma ||AA™||% pode ter valor maximo m, isto é

1AAT[E < m.

O resultado é obtido extraindo a raiz quadrada nos dois membros da tultima

desigualdade.

Os préximos dois resultados foram retirados da referéncia [9], pg.124, e abordam
questoes relativas a existéncia de inversas de matrizes obtidas por uma correcao de posto 1
de uma matriz nao-singular. Além da garantia da existéncia da inversa, também apresentam

uma maneira explicita de calcular essa inversa.

Proposicao 2.13. Dados vetores u,v € R™ e I € R™" a matriz identidade, temos que a
matriz I + wv? € nao-singular se, viu # —1. Além disso,

T
[+wh)y =72
(I +uv®) o

De maneira semelhante, temos que a matriz I — uv? € nao-singular se, viu # 1.

Além disso,

uv™

I—uw)y =14 ——.
(I —uv') +1—vTu

Demonstragao: A demonstragao da proposi¢gao segue por meio da simples verificagao que

(I +uv’) (I—i) =1 e

1+ 0vTu

(I —w?) (I+ i) ~ 1.

1 —vTu
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O proéximo Corolério é uma extensao do resultado anterior.

Corolario 2.14. (Fdrmula de Sherman-Morrison)

Dados A, I € R e u,v € R" onde I € a matriz identidade e A € nao-singular,
temos que a matriz A + uwv? é nao-singular se, vI A7'u # —1. Além disso,

A T AL

TV—1 _ -1 _
(A+uw')"=A T ATy

(2.4)

De maneira semelhante, temos que a matriz A — uv’

vl A=Yy £ 1. Além disso,

¢ nao-singular se,

A T AL

1— 0T A1y

(A—uwh)t=A"1+ (2.5)

Demonstracao: A demonstracao de (2.4) decorre da Proposicao 2.13 e do célculo envol-

vendo a inversa do produto de duas matrizes inversiveis, pois
A4 wv? = AT+ A w®).

Seja A~'u = w, temos que vIw # —1 e assim pela Proposicao 2.13 a matriz

(I + A~ uv™) é nao-singular. Logo,

(A—uwh)™ = [AU+A )] = T+ A ") 1A

A~ yoT
= - — ]A°!
[ 1+ UTA—lu]
1 A lupT A1
1+ 0TA 1y

De maneira andloga, podemos mostrar que (2.5) ocorre. a

O préximo lema é um resultado do célculo diferencial e integral que serda usado
para auxiliar na demonstragao de outro resultado que surguird durante o texto. Esse resultado

pode ser encontrado em [6], Lema 4.1.2 pg. 70.

Lema 2.15. Seja f : R™ — R" com f € CY(B(z*,r)). Entao, para quaisquer x,y € B(z*,r)

temos
1

10) = 1) = [ I+ tle = (e = i
0
onde J(x) € R"™™"™ ¢é a matriz Jacobiana da funcgao f(z).
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Demonstracao: Usando o Teorema Fundamental do Célculo, temos para uma funcao

¢ : R — R" de classe C* que
b
o)~ ota) = [ (). (26)

Defina a fungao ¢ : [0,1] — R™ dada por

onde y(¢) : [0,1] — R™ é da forma
V() =y +tx —y)

Pela diferenciabilidade das fungdes f e v no segmento [z,y| V z,y € B(x*,r) e no
intervalo [0,1], respectivamente, temos pela regra da cadeia que a funcao ¢ é diferencidvel no

intervalo [0,1] e
¢'(t) = J(y(O))V' (1) = J(y + t(x —y)) (= —y). (2.7)

Lembrando que ¢(0) = f(y), (1) = f(x) e utilizando (2.6) e (2.7) obtemos

1

o(1) — 6(0) = / GOt & f(x)— fly) = / I+t — ) — y)dt,

0

o que encerra a demonstracao. O

Durante o texto abordaremos varios métodos iterativos que buscam encontrar
aproximacoes para uma solucao de um sistema de equagoes nao-lineares. Os métodos itera-
tivos apresentados nesse texto tem a caracteristica que, dado um ponto inicial zy, geramos
uma sequéncia de pontos {z} segundo uma certa regra, especifica para cada método, e caso
essa sequéncia de pontos seja convergente, para alguma solucao do sistema, tomamos algum

ponto da sequéncia como aproximacao para a solucao do sistema nao-linear desejado.

Um método iterativo muito eficiente e criado a centenas de anos é o Método de

Newton. Esse método nasceu da ideia da aproximagcao em série de Taylor de primeira ordem
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de uma funcao. Suponhamos que um sistema de equagoes nao-lineares de n equacoes e n

incégnitas seja descrito da forma
F(z) =0, (2.8)

onde F(z) = (Fi(z),..., Fy(2))T com Fj(z) : R® — R e F uma fungao continuamente dife-
rencidvel em R”. Tomando x* como sendo uma solucao de (2.8), sabemos que a aproximacao

em série de Taylor para F'(z*) em torno do ponto T é dada por
F(z*) =~ F(Z) + F'(T)(2* — T), (2.9)

onde F'(z) € R™™ é a matriz Jacobiana da fung¢do F' no ponto x.

Tomando T suficientemente proximo de z*, de (2.9) e lembrando do fato que z* é

uma solucdo para o sistema (2.8), F'(z*) = 0, obtemos
0= F(Z)+ F'(Z)(2* —7) & —F() = F'(T)(«* — T) (2.10)
Suponhamos que F'(T) seja uma matriz nao-singular, desse fato podemos reescre-
ver (2.10) como
[F'@) 7] [-F(@)] = (" — 7),
ou equivalentemente,
T4 [F'(T) Y[-F ()] ~ o*. (2.11)

De (2.10) e (2.11), segue o motivo para as atualizacoes nos vetores xj que sao

feitas no método de Newton.

Algoritmo 2.16. (Método de Newton)
Passo 0 - Escolha um vetor z; € R” como aproximacao inicial para uma solugao do

sistema.

Para k =1,2,... execute os Passos de 1 a 4:

Passo 1 - Resolva o sistema de equacoes lineares

F'(xy)s = —F(zy).

Se o sistema admitir alguma solugao s, va ao Passo 3. Caso contrario, va ao Passo 2.
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Passo 2 - Escolha um novo vetor zj e vd ao Passo 1.

Passo 3 - Atualize o vetor x; da forma

T4l = Tk + S.

Passo 4 - Acrescente uma unidade ao indice k e retorne ao Passo 1.

Observamos que as expressoes dos Passos 1 e 3 do Algoritmo 2.16 sao similares
a (2.10) e (2.11), respectivamente. Notemos que, no caso em que a matriz F’(xy) é nao-
singular, temos que a unica solucao para o sistema linear do Passo 1 do Algoritmo 2.16 é

dada por
s = [F"(xx)] 7 [ F(1))-

Salientamos para os menos familiarizados, que mesmo no caso em que a matriz
F'(zy) é nao-singular, resolvemos um sistema linear para encontrar o vetor s no
Algoritmo 2.16, ao invés de calcular a inversa da matriz F'(z;). O motivo disso é que, com-
putacionalmente, resolver um sistema de equacoes lineares exige menos operacoes aritméticas

do que o calculo da inversa de uma matriz, e portanto, acumulando menos erros.

Apresentaremos agora outro método iterativo para encontrar solugoes de sistemas
nao-lineares conhecido como, Método de Chebyshev. Este método faz parte de uma classe de
métodos conhecidos por Métodos Tensoriais que levam esse nome por utilizarem derivadas
de ordem superior (ver [12]). Suponhamos que o sistema nao-linear com solucao z* é dado
como em (2.8) e que F' é duas vezes continuamente diferenciavel. Tomando a expansao em

série de Taylor de segunda ordem de F'(z*) em torno do ponto T, temos
F(a*) = F(@) + F'(@)(z* - %) + (2" = 2)TF"(7)(z* — 7), (2.12)
onde F'(z) € R™™ é a matriz Jacobiana de F' no ponto z e F”(z) € R™"™*" é dada por
[F" (@) = [V EFr(2)]i,

com V?F(z) sendo a matriz hessiana da fungdo Fy(z) : R” — R e [A];; denota o elemento

pertencente a linha i e coluna j da matriz A. O produto tensorial s”F”(z)s € R" com
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s=(s1,...,8,)7 € R" é definido por
sTV2Fy(2)s
sTF"(x)s = :
sTV2E,(z)s
Tomando a igualdade em (2.12), lembrando que F(z*) = 0 e substituindo
(z* — %) = d + dy, obtemos

0=F(Z)+ F'(T)(d+dy) + (d+ dy)"F"(Z)(d + dy)
& 0=F@) +F@)dy+ F@)d+d F'@)d+dyF'(@)d+d F'(T)dy +d5 F"(T)dy,

-~ -~ -~

(1) () ®3)

desconsiderando os termos (1), (2) e (3), chegamos a expressao que definira a maneira como

os vetores do método Chebyshev serao atualizados.

Algoritmo 2.17. (Método de Chebyshev)

Passo 0 - Escolha um vetor z; € R” como aproximacao inicial para uma solugao do

sistema.

Para k =1,2,... realize os passos a seguir:
Passo 1 - Encontre o vetor dy como sendo uma solucao do sistema de equacoes lineares

F/(LEk)dN = —F(Jfk)

Passo 2 - Encontre o vetor d como sendo uma solucao do sistema de equacoes lineares

F'(z)d = —dWF" (21)dy.

Caso existam algum par de vetores {dy, d} satisfazendo as igualdades acima va para o

Passo 4. Caso contrario, va para o Passo 3.
Passo 3 - Escolha um novo vetor zj e va ao Passo 1.

Passo 4 - Atualize o vetor x; da forma

Tl = l’k—f-dN—f-d.
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Passo 5 - Acrescente uma unidade ao indice k& e retorne ao Passo 1.

Observemos que o sistema linear do Passo 1 do Algoritmo 2.17 coincide com o
sistema do Passo 1 do Algoritmo 2.16. Para maiores detalhes sobre os métodos de Newton e

Chebyshev consultar [11, 12].
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Métodos ABS Lineares

Neste capitulo apresentaremos duas classes de métodos capazes de resolver siste-
mas de equagoes lineares. A primeira serd chamada de classe de Métodos ABS e a segunda
de classe de Métodos ABS em Blocos e nossa abordagem baseia-se nos artigos [1] e [3],

respectivamente.

Os métodos levam o nome de ABS devido a composi¢ao das iniciais dos sobre-
nomes de seus criadores (Abaffy, Broyden e Spedicato). Também enfatizamos o fato que

apresentaremos em cada uma das secoes uma dessas classes, Algoritmos 3.1 e 3.7.

Durante todo o capitulo vamos supor, salvo mencao contraria, que a matriz dos
coeficientes do sistema linear possui n linhas e m colunas com n < m, posto(A) = n e o

sistema linear que desejamos encontrar uma solucao é dado por

Az = b, (3.1)

onde A € R x € R™eb € R". Consideramos também as linhas da matriz A represen-

T

tadas pelos vetores a; , ou seja,

com a] € R™.
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3.1 Classe de Métodos ABS

Os métodos que compoem essa classe sao caracterizados por serem do tipo direto.
Tomando um ponto inicial, nao sendo solugao do sistema, e a matriz identidade, é gerada
uma sequéncia de vetores {yx} e uma sequéncia de matrizes { Hy}, onde a atualizagdo dos

vetores satisfaz uma condicao do tipo Newton

Y1 = Yr — Hypzi,

que encontram uma solu¢ao do sistema apds a construgao de um numero finito de vetores.

As matrizes { H;,} sao obtidas por meio de correcoes de posto 1 com a propriedade
k G

que todos os vetores pertencentes ao Nuc(Hy), estdo contidos no Nuc(Hyy1) e na nova

matriz obtida acrescentamos um vetor ao seu nucleo, especifico para garantir a propriedade

de convergéncia finita. Mais detalhes sobre esses fatos seguem no texto.

No artigo [1] os autores apresentam alguns métodos conhecidos na literatura
que estao relacionados a classe ABS, sejam por corresponderem a escolhas especificas dos
parametros do Algoritmo 3.1 ou por serem computacionalmente de implementacao distintas,
porém geram a mesma sequéncia de iterandos. Dentre os citados no texto, destacamos os
métodos de Huang e Rosen equivalentes ao método simétrico, que serd citado nesse texto, e
o método de Brown equivalente as escolhas de z; = w; = e¢; no Algoritmo 3.1, onde e; indica

um vetor unitario com todas as coordenadas nulas, exceto a i-ésima, que é igual a 1.

Algoritmo 3.1. Dado um sistema linear como em (3.1), os passos para resolvé-lo sdo:

Passo 0 - Escolha um vetor inicial y; arbitrario e defina Hy = I,,,.

Para k =1,...,n realize os passos 1 a 4:

Passo 1 - Escolha um vetor z; € R™ nao-nulo tal que alp, # 0, onde py e ay, sao
dados por
T Tk
o= H, z1 e g = ——,
g a;‘fpk

com 1y = aj yr — by.



CLASSE DE METODOS ABS 21

Passo 2 - Atualize o vetor y; pela expressao

Yk+1 = Yk — QP

Se k = n, pare, y,,1 ¢ uma solucao do sistema linear Az = b. Caso contrario, realize

o Passo 3.

Passo 3 - Escolha um vetor w, € R™ de tal forma que ngkak # 0 e atualize a

matriz Hj, pela expressao
T
Hkakwk Hk

Hk = H, —
+1 k T
Wy, Hkak

Passo 4 - Acrescente uma unidade ao indice k e volte ao Passo 1.

Algumas propriedades seguem imediatamente da estrutura do algoritmo apresen-
tado anteriormente. Esse primeiro resultado é enunciado em [1], Teorema 1, porém nesse
texto os autores nao apresentaram uma demonstragao para o resultado. Dessa forma, preen-

chemos esta lacuna com a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2. A classe de métodos ABS satisfaz as sequintes propriedades:
(i)H;H, = H;H; =H;, Vi<j}.
(ii) Hia; =0, V j < i.

(iii) Os wvetores {p1,p2,...,pn} formam um conjunto de vetores linearmente indepen-

dente.

Demonstragao: A demonstragao do item (i) sera feita utilizando o argumento de indugao.

Para j = 1 obtemos que a igualdade ¢ valida pois, Hy =1, e
=1

Suponhamos, por hipdtese de indugao, que a propriedade (i) seja vélida para o
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indice k, e temos para o indice k + 1 que

Hkakngk
H;H,1 = H;(H,— k=t
k+1 ( k ngkak
= HZH - - r 7
k w,ZHkak
_ o HkikwkTHk
wkaak
= Hp, Vi<k. (3.2)
k+141  — k ngkak 3
= HHZ_—
F ngkak
_ o ch;kw{Hk
wkaak
= Hyr, Vi<k, (3.3)

onde (3.2) e (3.3) seguem pelo uso da hipétese de indugao.

Agora para i =k + 1 e s = w] Hpay, temos

H 'y H 'y
HiHi = Qﬁ—-ﬁﬁﬂhi)(Hw~Jﬂﬂﬁi>

= H.H, —
S S
Hkakngkaakw,fHk
+ &2
2Harwl H Hyap(s)wEH
— H.— AWy k+kk(zkk
S S
2H . arwl H Hyaywr H
— H— AWy k+ KapWy, L1
S S
H, TH
= H - T

concluindo assim a demonstracao do item (i).

Para demonstrar o item (ii), usamos novamente o argumento indutivo sobre o

indice 7. Tomando 7 = 2, temos que

Hlalwile
Hya, = Hy — — 7 @
w1 Hl(ll
Hiaywl Hyay
= H1a1 - 7T .
w1 Hlal

= H1a1 — H1a1 = 0.
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Suponhamos, por hipdtese de indugao, que a propriedade (ii) seja valida para o

indice k. Segue para o indice k + 1 que

H, 'y
Hypap = (Hk - M) ag

wTHkak
Hkakngkak
— Huoqn — — 287k Z7RTR
Kk wZHkak
= HkCLk — Hkak = 0. (34)

Hy1a; = (H -
J k T
Wy, Hkak

ngkak

onde (3.4) e (3.5) seguem da hipétese de indugao. Concluindo assim a demonstragao do
item (ii).

Para demonstrar o item (iii), precisamos garantir que

> Bk =0= B =0, Yk (3.6)

k=1

Pré-multiplicando (3.6) pelo vetor a?, temos

aj (Z 5kpk> =aj0& Z Braipr =0
k=1 =1

Devido ao fato que
aj pr = ai H z, = (Hyar)" 2,

e pelo item (ii) dessa proposigao, concluimos que alpy = 0, V k > 1. Como alp; # 0, (isso

ocorre pela hipétese do algoritmo), vemos que:

ZBk%TPk =0% fajp =0& B =0.

k=1

Aumentando sucessivamente o indice do vetor al em uma unidade e, com o argu-
mento similar ao realizado anteriormente, podemos mostrar que [ = 0, para
k =2,...,n. Concluindo assim a demonstragao do item (iii) e da proposicao.
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Note que o item (i) garante que as matrizes H; sao idempotentes, ou seja, H? = H;
e, portanto, matrizes de projegao (veja [9] pg. 386). O item (ii) mostra que as correcoes de
posto 1 feitas sobre a matriz Hy, durante cada iteragao do Algoritmo 3.1 vao diminuindo o

posto da matriz Hy, porque a cada iteracdo um novo vetor a; é acrescentado ao Nuc(Hy).
Com a proposicao anterior é possivel mostrar que a classe de métodos ABS tem
terminacao finita ([1] Teorema 3), onde esse teorema também é enunciado no artigo sem

demonstracao.

Proposicao 3.3. Suponhamos que o sistema linear seja dado por (3.1). Entao, para qualquer
escolha de vetores y1, z, € wy, satisfazendo as condigcoes do Algoritmo 3.1, na iteracao k o

vetor yr41 resolve as k primeiras linhas do sistema (3.1), ou seja,

ArYr1 = ¢,

onde, i i -
CL{ bl
T
a b
A = 2 e ¢, = ?
a;‘g bk
Em particular, na iteragao n o vetor obtido pelo algoritmo, y,.1, € uma solugao
de (3.1).

Demonstracao: Primeiramente, mostraremos que ¥, satisfaz a primeira equacao do sistema

linear Ax = b. Isso pode ser feito mostrando a igualdade
a?yg = bl. (37)

Usando a expressao dada pelo Algoritmo 3.1 para y; em (3.7), obtemos

"p
T Yy

T
aip1
T
7 r1a; P1
= a1 Y1 — —7F
aip1
T
= a1 —"n

= ajy1— (ajy1 — br)

= bla
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concluindo o desejado.

Suponhamos, por hipdtese de inducao, que a propriedade seja satisfeita até o

indice k. Para o indice k + 1 devem ser satisfeitas as seguintes igualdades
T o .
A Yk+1 = bj, Vj <k

Para 7 = k e usando a expressao para yi,; dada pelo Algoritmo 3.1, mostramos

que

TPk
a?:fykﬂ = af (yk_ )

T
Gy Pk

T
T Tk} Pk
= QpYr — — 7

ap Pk
T

= QpYr — Tk

= apy, — (afyr — br)

= by.
Agora, V j < k temos
T
T T TkPk T Tkaj Pk
a; Yr+1 = a; | Yp — =@ Yk — : 3.8
o ’ ( afpk) ’ aj, i (3.8)

Pela hipotese de inducao, temos que a]Tyk =b;,V 7 < k. Usando a Proposi¢ao 3.2
item (ii), obtemos
aJTpk = aJTH,?zk = (Hkaj)Tzk =0,Vj<k.
Com as observagoes anteriores, (3.8) fica da forma
T o .
a; Y1 = by, V j <k,

concluindo assim a demonstracao. a

Conforme sao escolhidos os vetores z; e wy, obtemos diferentes métodos ABS.

Uma das escolhas que geram propriedades interessantes ¢ a escolha dada por
Zk = Q) = W,

e essa escolha define, o entitulado, método ABS simétrico. A justificativa para esse nome

segue na proxima proposicao.
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Proposicao 3.4. Se no Algoritmo 3.1 os vetores z e wy sao escolhidos de maneira que

definam o método simétrico, entao temos que as matrizes Hy sao simétricas.

Demonstracao: Para k = 1, a propriedade é satisfeita ja que H; = I. Suponhamos, por
hipdtese de indugao, que a propriedade seja valida até o indice de ordem k. Para k+1, temos

que
Hl, = (Hy— Hyaral Hy)" = H — Hlaral H] = Hy, — Hyagaj Hy = Hyyq, (3.9)

onde (3.9) decorre da hipétese de indugao. O

Sabemos, da Proposigao 3.2 item (iii), que os vetores py formam um conjunto
linearmente independente, para todos os métodos da classe ABS, porém quando o método
simétrico é aplicado, os vetores p, satisfazem uma propriedade mais forte. Essa propriedade

foi enunciada em [1], Teorema 2.

Proposicao 3.5. Se o método simétrico é utilizado, entao os vetores py sao ortogonais.

Demonstracao: A demonstragdo desse resultado é bem simples e decorre dos itens (i) e

(ii) da Proposicao 3.2 e da Proposigao 3.4, pois supondo k > j obtemos
pfpj = (H,?ak)THfaj = aZHkaaj = aZHkHjaj = aZHkaj =0.

Para os casos em que k = j e k < j, podemos fazer uma demonstracao de maneira

similar, apenas recordando que, se k < j, temos HyH; = H; = HjT. a

Uma consequeéncia desse resultado é que quando o método simétrico é empregado,
conseguimos fazer uma fatoracao do tipo R() na matriz dos coeficientes do sistema linear, no
caso da matriz dos coeficientes do sistema ser quadrada e nao-singular. Isso ocorre porque o
produto

AP =1,

onde P ¢é a matriz tendo como vetores colunas os vetores pi, origina uma matriz U que é

triangular superior.
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Para verificar isso, basta notar que a matriz tem elementos da diagonal nao-nulos,
visto que os elementos da diagonal principal da matriz produto sao obtidos pelos termos,
al'p;, e sabemos que esse produto é diferente de zero, por hipétese do Algoritmo 3.1. Vemos
também que os elementos abaixo da diagonal principal da matriz U sao nulos, para isso,
devemos notar que os elementos nessas posicoes sao obtidos pelos produtos aiij, com 7 < j.
E pela Proposigao 3.2 item (ii), multiplicagoes desse tipo tem resultado nulo. Concluimos a
observagao desejada, usando a Proposicao 3.5, os vetores p, sao ortogonais e assim, a matriz

P é ortogonal com inversa P~! = PT obtendo a fatoracao RQ da matriz A como
A=UP".

Com o mesmo raciocinio, podemos obter uma fatoracio QR para a matriz AT,
a diferenca é que devemos fazer o produto PAT = L e a matriz L obtida sera triangular

inferior.

3.2 Classe de Métodos ABS em Blocos

Essa classe de métodos, como os métodos ABS descritos pelo Algoritmo 3.1, sao
métodos do tipo diretos que geram uma sequéncia de vetores baseadas nas atualizagoes do
tipo Newton e em atualizacoes das matrizes K} que acrescentam vetores ao seu nicleo. Como
vimos na sec¢ao anterior, os métodos ABS encontram na i-ésima iteracao um vetor capaz de
resolver as i — 1 primeiras equagoes do sistema (3.1). Entretanto, no caso de problemas
de grande porte, essa estratégia de resolver uma equagao por vez, pode acabar tornando a

resolucao do sistema inviavel.

Os métodos em blocos tém uma caracteristica mais flexivel, no sentido que po-
demos escolher a quantidade de linhas que desejamos resolver a cada passo do algoritmo,
podendo variar desde 1 até n de uma sé vez, essa escolha depende do parametro t que sera
definido a seguir. A caracteristica da flexibilidade do método é obtida pela particao de
matrizes em blocos e pelo uso da propriedade de conjugagao da matriz A, retirada de [3],

(Definigao 2).

Definicao 3.6. Sejam A € R™™ U € R™" e V € R™". Assumimos que as matrizes U, V'
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sao particionadas da forma U = [Uy, Uy,..., U] e V = [Vo, V4,...,V;], onde

U, € R™ Vi e Rk (k=0,1,...,7).

O par (U,V) é dito ser A conjugado em blocos, com respeito a particao

{s0,51,-.., 5}, se

VkTAUj =0, sempre que 0 < k < j <r.

Enfatizamos que, da forma como o Algoritmo 3.7 serd definido, teremos a classe de
métodos ABS como métodos particulares que podem ser obtidos pela classe de métodos ABS
em Blocos. Para que isso ocorra basta escolhermos no Algoritmo 3.7 a matriz V = I € R™*",
e particionar as matrizes de ordem m X n em n vetores coluna, fazendo assim com que as

matrizes Vi, Z, e W), definidas no Algoritmo 3.7 sejam vetores coluna.

Algoritmo 3.7. Escolha um nimero de parti¢oes arbitrario, denotado por ¢t = r + 1, para
as colunas de uma matriz m x n de tal forma que podemos representar suas colunas pela

composicao de r + 1 matrizes da forma,

B =By, B,...,B] € R™",

T

e as matrizes B; com i =0, ..., r possuem cada uma delas dimensao m x s; com »_ s; = n.
i=0
Passo 0 - Escolha uma aproximacao inicial, para uma solucao do sistema,

Yo ER" Ko =1 € R™™ eV = [V, 1,...V,] € R"™™ nao-singular.

Para k=0, ...,r realize os passos:
Passo 1 - Defina a matriz Py, dada pela expressao,
Py = K[} Zy,
onde Z;, € R™*% ¢ arbitréria e tal que V; AP, seja ndo-singular.
Passo 2 - Atualize o vetor y; da seguinte forma

Yr+1 = Yr — Prar,

onde o vetor g, = [VT AP 'VIr, € R e rp, = Ay, — b € R™
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Passo 3 - Se k = r, pare, y,.1 obtido no Passo 2 é uma solugao para o sistema linear.

Caso contrario va ao Passo 4.

Passo 4 - Escolha uma matriz W), € R"*% satisfazendo a condicao [W,CT K kATVk] =1,

sendo I a matriz identidade de ordem s, X s,. E atualize a matriz K, por

K1 = Ky — K ATVIWT K, € R™ ™,

Passo 5 - Faga k = k 4 1 e volte ao Passo 1.

A matriz V € R™"™ que aparece no Algoritmo 3.7, surge do fato de substituir o

sistema de equagoes lineares que desejamos resolver, Az = b, pelo sistema
VT Az = V"0,

segue como uma simples observacao que os dois sistemas anteriores possuem as mesmas

solugoes.

Na sequéncia, segue uma propriedade que essa classe de métodos possui, envol-
vendo as matrizes atualizadas K;, muito semelhante a satisfeita pelos métodos da segao
anterior, onde a cada iteracao do algoritmo as correcoes feitas para a matriz K; aumentam
a dimensao do nucleo dessas matrizes, porém agora a quantidade desse aumento depende
da maneira como se escolhe a particao ¢t das colunas das matrizes envolvidas. A proposicao

seguinte aparece enunciada em, [3] Teorema 1.
Proposicao 3.8. Pelo Algoritmo 3.7 vemos que
(i) K; ATV, = 0, sempre que k < j.

Demonstragao: A demonstragdo do item (i) serd feita por inducdo sobre o indice j. Para

j =1, temos que o unico k satisfazendo a hipotese da proposicao é k = 0. Sendo assim,

K ATV = [Ky — KoATVoW Ko)ATVy = KgATVy — Ko AT VoW Ko ATV, (3.10)
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lembrando que, pelo Algoritmo 3.7, temos
WEKLATV, = 1,V k, (3.11)
vemos que (3.10) fica da forma
K A"V = KoA"Vy — KgATVy = 0.
Suponhamos, por hipdtese de indugao, que a propriedade inicial é satisfeita
V j <r—1. Temos, para j = r, que

K'I’AT‘/'I'—I - [Kr—l - Kr—lAT‘/r—IerllKr—l]AT‘/r—l
= KrflAT‘/rfl - KrflATerfInglKrflAT‘/;fl- (312)

Novamente, usando (3.11) e substituindo em (3.12), temos

KTAT‘/;‘fl = KrflAT‘/rfl - KrflAT‘/rfl = 0.
Agora, para todo k < r — 1 concluimos, mediante o uso da hipétese de inducao,
(asaber K, ATV, =0, Vk<r—1) que
KTATVk = [Krfl - KrflATV;‘71W3;1Kr71]ATVk
= Kr—lAT‘/k - Kr—lAT‘/;“—lwq?llKr—lATVk

= 0.

Terminando assim a demonstragao do item (i).
Para mostrar o item (ii), consideramos inicialmente o caso em que j = 0. Nesse

caso, o unico ¢ satisfazendo a condicao ¢ < j é ¢ = 0. Assim sendo, como Ky = I, temos

K(]Ko == [2 = I = KO = K()Ko.

Suponhamos, por hipdtese de inducgao, que a propriedade é vélida para todos os
indices até k. Obtemos, para k + 1
KinK; = (Ky— K ATVWIKL)K;
= KiK; — K A"ViW/] K. K;
= K- KA"VWIK,
= K1,V 75 <k, (3.13)
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onde (3.13) segue da hipétese de indugao.

Agora, para j = k + 1, temos

Kip1 Ky = (Kp — KeATVIWEKL) (K, — KR ATVWTEKG)
= KK — KK AT VWK — K ATVWE KK,
+ Ky ATV W KL K ATV WK,
= Ky — 2K ATVWI K + K ATV, (W K AT V)W K, (3.14)

Usando (3.11) em (3.14), concluimos que

K Keyn = K — 2K A"VWIK, + K A" VWE K,
= K — K, A"VWIK,

= K1

De maneira analoga, podemos mostrar que K;Kj 1 = Ki41, j < k. Terminando

assim a demonstragao do item (ii). O

Uma observagao, referente a Proposigao 3.8 item (i), mostra que as matrizes V' e

P satisfazem a Definicao 3.6, isto é, sao A conjugadas em blocos.

Como a Classe de Métodos ABS em Blocos é uma classe de métodos mais abra-
gente do que a classe apresentada na Secao 3.1, é natural pensar que a propriedade anterior
de terminacao finita desse métodos seja preservada, porém para essa classe, a terminacao do

método depende da maneira como sao particionadas as matrizes durante o processo.

Proposicao 3.9. Na iteracao k do Algoritmo 3.7, o vetor yxy1 resolve os k + 1 primeiros
blocos de equagoes do sistema linear VT Ax = VTb, ou seja, satisfaz

VI Aygr = VT

Vi Ay = Vb

Vil Ay = VO
Em particular, se as matrizes do Algoritmo 3.7 forem particionadas em r + 1

blocos de matrizes, entao o vetor y,,1 € uma solugao para o sistema de equacgoes lineares

VT Az = VTh e também é uma solugdo para o sistema linear Az = b.
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Demonstracao: Inicialmente, mostramos que y; é uma solucao do primeiro conjunto de
equacoes lineares

Vi Az = Vb, (3.15)
Para isso, usamos a expressao dada pelo Algoritmo 3.7 para y; da forma

Y1 = Yo — Foqo, (3.16)
onde gy = [Vit AP)]'VI'rg, e lembrando que ry = Ayy — b.
Usando (3.16) temos
Vo Ayr = Vi Alyo — Poao)

= Vo Ayo — Vol AP [ViT AR~V g

= Vi Ayo — Vo

= Vg~V (Ao )

= Vb

Mostrando assim que y; satisfaz (3.15).
Suponhamos, por hipdtese de inducao, que essa propriedade seja valida até o
indice k. Para o indice k + 1, obtemos
VkTAyk+1 = VkTA(yk — Prar,)

= VI Ay, — VIAPVIAP)'ViIry
= VI Ay, — VI,
= Vi Ayr — Vi (Aye — b)
= Vb

Agora, V j < k temos da hipdtese de indugao que VjTAyk = Vij. Combinando a
observagao anterior com o item (i) da Proposi¢ao 3.8, obtemos
Vi Ayeyn = Vi Ay — Pear)
= VI Ay, — VI AK] Zi) i
= V] Aye — (KGATV) Zigr
= V'b

J
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Das igualdades anteriores, concluimos que yx41 satisfaz

Vil Ay = Vb
ViF Ay = Vi

Y

VkTAka = Vka

terminando assim o processo de indugao e consequentemente a demonstracao. O

A proposigao a seguir foi retirada de [3] Teorema 1, e garante que o conjunto de

vetores

{ATVka ATVk+1> oo 7ATV;“}7

é linearmente independente.

Um fato interessante dessa demonstracao é que para mostrar essa propriedade os

autores garantem que a matriz
T T T
Ky (A" V| A" Vi | .. |AT V),
¢ uma transformagao linear injetiva (pensando na transformacao associada a matriz).

Proposicao 3.10. Assuma que K; (j <k, k> 0) ja foram calculadas e suponhamos que a

matriz dos coeficientes do sistema tenha posto linha completo. Entdo

pOStO(KkAT‘/HKkATV]H_l‘ .. |KkAT‘/7.) =n — {80 + 81 +8y+ -+ 3k—1}~ (317)

Demonstragao: Para demonstrar esse resultado, usamos o fato de que se uma matriz tem
posto coluna completo entao, a unica solugao para o sistema homogeneo Gx = 0 é o vetor
xz = 0.

A demonstracao sera feita usando o argumento indutivo. Para k& = 0, temos que

Ky =1 e a matriz (3.17) fica da forma
(ATVo| ATV |ATY,) = ATV,

e como, por hipdtese, A é posto linha completo e V' é nao-singular, temos que o posto do

produto é dado pelo posto da matriz A que é n. Suponhamos, por indugao, que a propriedade
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seja valida para todos os indices até, e incluindo, k. Para k + 1, temos

(l<k+lf4T‘@A4Jl<k+1f4TL%+2|-“’}(k+1qu‘§)y = 0,

onde y € R {sot+s:} ¢ cada y; € R* é dado por

Yk+1

Yr

Podemos escrever (3.18) na forma

Y KAy =0 & Y (K — KR ATVWT KA Vg = 0
j=k+1 j=k+1

& > KAy -0 =0,

j=k+1

onde o = K, ATV}, ( 3 WkTKkATV}yj)
j=k+1

Note que (3.19) pode ser escrito como

(KR ATV Ky AT V| | KR ATV,)s = 0,

onde o vetor s é dado por

— > WK ATy,
j=k+1
s = Yr+1
- yr -

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Aplicando a hipétese de indugao, temos que o sistema (3.20) tem solucdo unica,

dada por s = 0, concluindo assim que y; =0, V j > k + 1 e garantindo o fato desejado.

O

A hipétese sobre a proposicao de que a matriz dos coeficientes do sistema tem

posto linha completo foi incluida somente para simplificar a demonstracao do resultado, mas

o resultado continua valido mesmo que a matriz nao tenha posto linha completo.
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Observacao 3.11. No caso em que a matriz dos coeficientes do sistema é quadrada de ordem
n e ndo-singular, temos que as matrizes A”V; sdo matrizes com posto coluna completo. Pela
Proposigao 3.8, sabemos que ATV, j < k sao matrizes que pertencem ao Nuc(Kj). Pela
Proposicao 3.10, vimos que as matrizes KkATVj, j > k pertencem a Im(K}) e formam um
conjunto linearmente independente. Sendo assim, como o conjunto {ATV;},0 < j < r é
uma base para o R" garantimos que o conjunto K, ATV, j > k gera a Im(Kj) e o conjunto

ATV, § < k gera o Nuc(Ky).

Para uso posterior, faremos uma pequena mudanga no Algoritmo 3.7 apresentado
inicialmente. Suponhamos que a matriz do sistema (3.1) seja quadrada. Pela caracteristica
do Algoritmo 3.7 para sistemas lineares, o objetivo é encontrar uma solugao para o seguinte
sistema linear

VT Az = V7'b, onde V é nao-singular.

No k-ésimo passo do Algoritmo 3.7, procuramos um vetor x; que satisfaca os k

primeiros conjuntos de linhas do sistema VT Az = V7Tb, ou seja, satisfacam as equacoes
Vi Az = Vi
VIEAx = VI
Viii Az = ViLib

Pelo Algoritmo 3.7 o vetor z;,_; satisfaz os k — 1 primeiros conjuntos de linhas do
sistema VT Az = VTbh e a matriz K;_; é construida pelo algoritmo de tal forma que satisfaca

a seguinte propriedade
Kk_lATV} =0, sempre que j < k — 1.
Escrevendo z; da forma
Tk = Tp-1 — Praqr-1,

fazemos com que o vetor x, satisfaca automaticamente, pelas propriedades expostas, os

k — 1 primeiros conjuntos de linhas do sistema VT Az = VTb, esse fato segue pelo uso de
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VIAK]_ | = (K1 A"V;)" e a Proposicao 3.8 item (i), pois

VIAz, = V5 Az, — VI AP g
= ‘/jTA{L‘k_l - ‘GTAKE_lzk—IQk—l

T T -
Vib—0=V;b, sempre que j <k — 1. (3.21)

Assim, para que z, cumpra a propriedade desejada, podemos escolher a matriz

Z_1 de forma que exista g,_; satisfazendo a igualdade
VI AP 1qr—1 = V;E re_1, onde 1y = Axj_1 — b. (3.22)
Observagao 3.12. Note que no Algoritmo 3.7 o vetor g1 é da forma
Qi1 = Vi 1 AP Ve,
e satisfaz (3.22).
Finalmente, temos que, se ¢,_; satisfaz a igualdade

VL AP g1 = ViE i,

entdo xj, também satisfard o k-ésimo conjunto de equagoes V,I' ; Az = VI b pois
Vil Az, = V5 Az — Vi AP gy
= Vlgllekfl - WCT,lAKkT,leflC]kA
= VI Avy — Vi me

- ijllAIk—l - ‘/k,]llA'rk—l + Vk.,lllb

= VI

Motivados pelo Teorema 5.6 do Capitulo 5 e pelas observagoes anteriores, modi-
ficaremos a escolha da matriz Z; e do vetor g no Algoritmo 3.7 de forma que Zj e ¢ sejam

escolhidas satisfazendo a expressao

VkTAP kdk = VkTTk-



CapriTULO 4

Métodos ABS Nao-Lineares

Durante todo o decorrer deste capitulo, vamos supor que o sistema nao-linear que

desejamos resolver esta escrito da forma

f() =0, (4.1)

onde f : R™ — R™. Uma observagao, envolvendo as duas classes de métodos ABS apresen-
tadas nas secgoes posteriores, é que quando esses métodos sao aplicados a sistemas lineares

satisfazem as mesmas propriedades dos métodos do Capitulo 3.

4.1 Classe de Métodos ABS

O contetdo presente nessa se¢ao estd baseado na abordagem apresentado em [2].
Os métodos ABS nao-lineares geram uma sequéncia de vetores, onde o k-ésimo vetor da
sequéncia é encontrado fazendo uma iteragdo do Algoritmo 3.1, com o i-ésimo residuo do
sistema r; dado pela i-ésima linha do sistema (4.1) e a matriz usada nas iteragoes é a matriz

Jacobiana associada a fungao (4.1).

Pelas suposicoes feitas inicialmente sobre o sistema de equacoes nao-lineares, de-
notaremos a matriz Jacobiana associada a (4.1) por A(z) € R™*™. Cada uma das linhas da

T

matriz Jacobiana num ponto z sera denotada por a;(z)" e é com essa notagdo que a se¢ao

sera desenvolvida.

Algoritmo 4.1. Este algoritmo gera a classe de métodos ABS para sistemas nao-lineares e

ele é apresentado pelos seguintes passos.

Passo 0 - Escolha um vetor inicial x;y € R™ e considere H; =1 € R™*™,
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Para i =1,2,... realize os passos a seguir:

Passo 1 - Tome y; = x;.

Para k =1,...,m faca:
Passo 2 - Escolha um vetor z; nao-nulo satisfazendo ay(yx)” H{ 2, = 1 e defina

i = Hj 2,

Passo 3 - Atualize o vetor y; da forma
Yrt1 = Yk — fr(Y)Dr,
onde fr(yx) é a coordenada k do vetor f(yx).

Passo 4 - Se k = m, faca ;11 = y,uy1 € retorne ao Passo 1. Caso contréario, va ao

Passo 5.

Passo 5 - Escolha um vetor wy, tal que, w,{Hkak(yk) =1, e atualize a matriz Hy pela
expressao

Hy1 = Hy — Hyag(yr)w] Hy.
Passo 6 - Acrescente uma unidade ao indice k£ e retorne ao Passo 2.

Visando mostrar que o algoritmo acima faz algum sentido, apresentaremos um

algoritmo de convergéncia local obtido do artigo [2], que garante a convergéncia do método

para uma solugao do sistema, sob certas condi¢oes envolvendo a fungao (4.1), o ponto inicial

x1 e os vetores z; e w; do Algoritmo 4.1.

Primeiramente, seguem algumas hipéteses sobre a funcao f. Suponhamos que z*

¢ uma solucao para (4.1).

(i) Existem constantes Ky > 0 e ro > 0 tais que f € C*(B(x*, 1)) e

f (@) = FW)ll2 < Kollz = ylla, Va,y € B(a™,r). (4.2)
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(ii) Existem constantes K7 > 0e 0 < p < 1 tais que

1A(z) = A)llr < Kallz —ylly, YV o,y € B(z7, ). (4.3)
(iii) A Jacobiana A(z*) € R™*™ é nao-singular.

O lema a seguir seré utilizado durante a demonstragao do teorema de convergéncia
local. No artigo [2], esse resultado foi enunciado, no entanto, a demonstracao omitida. Esse
lema ¢é muito interessante do ponto de vista tedrico, pois ele garante que se em um ponto x*
a matriz Jacobiana de uma fungao, A(z*), for nao-singular entao, existe uma vizinhanca do
ponto x* onde tomados m pontos pertencentes a essa vizinhanca, aplicados aleatériamente a

cada um dos gradientes das fungoes f;, o conjunto {f;} é linearmente independente.

Lema 4.2. Denotando a matriz C por C' = [a1(y1), . . ., @m(ym)] € assumindo que as condi¢oes
(1), (i1) e (iii) sao satisfeitas, temos que existe 4 > 0 tal que posto(C) =m, sey; € B(z*,14)

para j =1,...,m.
Demonstragao: Por (iii) temos que A(z*)™! existe e
(A Mp <o,

para algum o > 0.

Considere r4, = min{rg, [2y/mKoa]™*}. Vamos encontrar um limitante superior
para a matriz (A(z*)" — C).

1A@")" = CllE = lI(A=") = CT)MIE

m

= Z lla] (%) = af (v:)I]5

< Y mazf|laf (2%) — af (y)ll2,i = 1,...,m}’
i=1
< (m)mazx||ai (z*) — a] (y1)||3, para algum 1 <1 <m
< (m)||A(") = Aw)|[F < m(KS)lla* — " (4.4)

Extraindo a raiz quadrada em (4.4), obtemos

1A@)" = Cllp < VmEKollz™ —wlls. (4.5)
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Agora, como y; € B(x*,14), segue que

[l2* = wlls < ([2v/mKoa] )" = [2¢/mEKpa] . (4.6)
Substituindo (4.6) em (4.5)

|A(z")" = Cllr < VmE[2y/mKoa| ™ = [2a] .
Fazendo
B =1[2a]7",

concluimos que

1A@") " lr < o,
A=) = Cllr < Be
af=al2a]'=1/2<1

e podemos aplicar o Lema 2.11. Pelo Lema 2.11 temos que a matriz C' é nao-singular,

mostrando o desejado. a

O préoximo lema fornece um limitante superior para certas matrizes presentes na

demonstragao do teorema de convergéncia local e foi obtido por meio do Lema 5.1 [14].

Lema 4.3. Suponhamos que as matrizes Cy, Ap(z*) e A(x*)T sejam descritas como
Cr = [(al(yl)v e 7ak(yk’)]7

Ag(z*) = [ag(x¥), ..., ap(x¥)],
AT = [a1(z), ..., am(x™)].
Entao sob as mesmas condicoes do Lema 4.2 temos que

1CE 1r < 0l Ak(z™) ™|, (4.7)

ocorre V. k =1,...,m, sey;, € B(z*,r4) para j = 1,...,m, onde ry vem do Lema 4.2 e

o> 0.
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Demonstragao: Devemos mostrar que a relagao (4.7) é satisfeita. Usando o fato que
1Ak@) e < MA@ T lle = 1A F = 1A e, (4.8)

pois as colunas da matriz Ag(x*) correspondem as k primeiras colunas da matriz A(z*)T.
Como a norma de Frobenius faz a soma do quadrado de todas as entradas de uma matriz, a
soma feita para a matriz A(z*)T sempre serd maior ou igual a soma do quadrado das entradas
da matriz Ay (2*). Também usamos o fato da matriz A(x*) ser nao-singular e, portanto, sua

pseudoinversa coincide com sua inversa.

De maneira analéga, mostramos que
1[Ar(z") = Cilllr < [I[A@)" = Clle (4.9)

Usando (4.8), (4.9) e o Lema 4.2, para y; € B(x*,r4), vemos que

1[AR@) T [Ar(®) = Cilllr < [[As(@)] el [[A(27) = Cilllr
< lA@)NAE)" = Cllr
< 1, (4.10)
Vk=1,...,m.
Agora, como as matrizes Ak(x*)T sao matrizes de posto coluna completo, temos

que
[Ap(@)] " Ak(z") = I.

Esse fato pode ser facilmente comprovado fazendo o uso da fatoracao URV da
matriz Ag(x*) e de sua pseudoinversa. Pois, se uma fatoracdo URV para a matriz Ay (z*) é
dada por
K T
Ap(z*)=U Ve,
0
onde U € R™™ V € RF** sao matrizes ortogonais, tais que, as k primeiras colunas de U
geram a I'm(Ag(z*)), as k colunas da matriz V geram a Im(Ai(z*)7) e a matriz K € R¥**

é nao-singular. Sabemos que, a pseudoinversa de Ag(z*) é

[Ap(z")] T =V ( K1 0 ) Ur.



42 4 Métodos ABS Nao-Lineares

Assim,
K
[Ar(z7)] T Ap(2") =V ( K™ 0 ) v ( ) VI =VLV" = I.
0

Utilizando o fato que BB™ = Pp,(p), onde P, p) € a projecao na I'm(B) ortogonal

ao Nuc(BT), para qualquer matriz B, temos

CvCif = Prcy)

{Aw(@”) — [Ax(2") = Ce}(CR)T = Prniey)

[Ar(@) { Ak (") = [Ax(2") = Ci]}(Cr) ™ = [Ar(2")]" Prncy)
{[AR(z")]" A (z") — [Ar(z")] T [Ar(@7) = CRIHCr) T = [Ar(2™)]" Pri(cy)

(Zr — [Ar(@")] " [Ax(z") = C])(Cr) T = [Ar(@")] " Pron(cy)- (4.11)

T ¢ 0

Pelo Lema 2.9 e por (4.10) sabemos que a inversa da matriz
Iy = Ap(27) T [Ag (") = Gyl
existe e, portanto, (4.11) pode ser reescrita como

(Co)t = T = [A(@)] T [Ar(z™) — C]) AR Prngey)
& |(CM e = [Tk — [Ae(@®)] T [A(2") — Ci]) AR@)]Y Prne || F
& |(Cr)Mlr = 1Tk — [Ar(a™)] T [Ar(z") = Ci])H|£S, (4.12)

onde § = |[[Ax (") |[F[| Prm(c || F-
Pelo Corolario 2.10, temos

1
1= [[[Ar(z*)[* [A(2*) — Cilllr

17 = [Ar(@)] " [Ar(@™) = G 7 HIr < (4.13)

Substituindo (4.13) em (4.12), obtemos

|[Ax (@) el Prangon | e
1= [[[Ax(z*)]*[Ar(z*) = G|l
Vil [[Ak(@)] e
AR (@) [Ar(2*) = Cilllp
& G lr < Oll[A(=)] " |p,

1(Ce) " llP <

& Gl <



CLASSE DE METODOS ABS 43

onde || Prncy|lr < v/m (Proposicao 2.12) e

0= v .
=A@ = Gl

Concluindo a demonstragao desse lema. a

O préximo lema é resultado de uma pequena adaptagao do Lema 20 [7], e servird

para uso durante o desenvolvimento do teorema de convergéncia local.

Lema 4.4. Sob as mesmas condicoes do Lema 4.2 temos que existem d > 0 e ro tal que

lz—a"[la < OI[AT @)IFIf(2)]l2,V 2 € B(a”, ra). (4.14)

Demonstracao: A hipdtese (i) sobre a fungao f garante a continuidade da Jacobiana
A(z), ¥ x € B(z*,19). Da continuidade de A(z), podemos obter que, dado um ¢ > 1

existe um r5 > 0 tal que

1

[A(y) — A(@")|[r < m

, Yy e B(z"rs). (4.15)

Considere ro = min{rg,rs,74}. Usando a continuidade da Jacobiana e o Lema

2.15, obtemos a relacao

1

F2) = @) = /A(x* b e — o) (2 — ). (4.16)

0
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Tomando a norma euclidiana em (4.16) e lembrando que f(z*) = 0 temos

1

1)l = / A"+ tz — 2*)(z — 2°)dt

> —\\/1A(x*+t[z—x*])(z—:c*)dtHg

> —jIIA(x*+t[z—w*])(z—l’*)ll2dt

> —/1HA(l‘*+t[2—fc*])HFH(Z—:C*)IIzdt

> /1IIA(SE*)IIFHZ—w*IIzdt—/1||A(x*)IIF|IZ—fC*||2dt
—/1HA(3?*+t[2—fc*])HFH(z—:v*ledt

> jIIA(x*)IIFIIZ—x*IIth—/I(IIA(x“rt[z—x*])llFJrIIA(w*)IIF)IIZ—w*Ilzdt

> /1!|A(x*)\|FHz—x*llzdt—/1|\A(x*+t[z—x*])—A(fc*)HFHz—w*Hadt

> IIA(JE*)IIFIIZ—x*IIth—/IIIA(x*H[Z—JJ*])—A(w*)IIFHz—w*Hth (4.17)

Agora, tomando z € B(z* 1), podemos usar a desigualdade (4.15), pois como
t € [0,1] os vetores da relagao (z* +t[z —x*]) pertencem ao segmento de extremidades z e z*,
e como a vizinhanga B(z*,ry) é convexa, ela contém o segmento completamente, porque

contém os pontos extremos, e assim temos

1

/[(HA(@"* + iz = a"]) = |[A@@)|]p)l]z = 27||2]dt

0

1
Tl
M=o g
0/ e
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ou, equivalentemente,
1
- /[(HA(x* +tlz — 7)) = [[A(Y)][p)l|z — 27| |]dt
0
[ o=l
z—x¥||o
— | —————dt. (4.18)
0/ A
Substituindo (4.18) em (4.17), vemos que
[z — 2"l
z > ||A(z* z—xlp— | ———dt
||z — 27|
> [A@)Fllz = 2™l = w5
c|[Afz) ] r
Vamos encontrar um limitante superior para ||A(z*)||r||(z — 2*)||]2. Para isso,
notemos que
. . A Fllz — 2]
A ellz =27l = :
(m)
5 1AE)rllz = 2],
17
1A [Fllz — 27|
> : (4.19)
|A(z*)A(z*) | p
Agora,
1A A@") e < [JA@E)pl| AT
1 1
& > . (4.20)
Az A(z) M e — [[AG@)]|pl[A(z*) =] e
Substituindo (4.20) em (4.19), obtemos
A |rllz — =] |z — 2"l
)2 = -
i HA@)|el[ACz) e cf|Al) M r
Nz =2l llz =22
— AE) M dlAG@) e

o |AG*) e

Reorganizando (4.21), temos

AAE)MEIf (@ = Iz =272, com d =c¢/(c—1) > 0.
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O teorema de convergeéncia local, que apresentaremos na sequéncia do texto, mos-
trard que o Algoritmo 4.1 é capaz de obter alguma solucao de um sistema de equacoes
nao-lineares, desde que as condicoes descritas a seguir sejam satisfeitas, porém na pratica
podem haver situagoes em que algumas das condi¢oes nao sejam satisfeitas e mesmo assim
o método encontre alguma solugao para o sistema. O teorema, bem como sua demonstracao

foram retirados de [2] (Teorema 2).

Teorema 4.5. Suponhamos que x* seja uma solu¢ao para (4.1), que as condigoes (1), (ii) e
(111) sejam satisfeitas para a funcdo f e que a cada itera¢ao do Algoritmo 4.1 os vetores z; e

w; sejam escolhidos de tal forma que satisfacam

para algum T > 0. Entdo, existe um nimero r > 0 tal que, para qualquer x; € B(x*,r), o

Pk
p;‘f@k

< T|CH| Y k=1,....omei=12,..., (4.22)

2

algoritmo gera uma sequéncia de vetores {x;} que converge para a solugao x* com @Q-ordem

de convergéncia nao menor do que 1+ p.

Demonstragao: Faremos a demonstragao do teorema por partes.

1) Existem constantes 0 < r3 < 75 e I'y > 0 tais que, se y; € B(x*,r3), entdo

Yrt1 € Bla*,ra) e
lyern —a*lls < (L4+TiKo) |lyn —a*lfa, k=1,...,m. (4.23)
2) Se y; € B(z*,r3), entdo
filyis)] < Killyan —wills™, i=1,...,m (4.24)
3) Caso, y; € B(z*,r3), temos que
lai(yis) vk — yeall < Kallye — yrallollyin — wills, (@< k). (4.25)
4) Se, y; € B(z*,r3), entao

1 W)l < 3K1v/m(m +1)(2(1+ L1 Ko)™) # Jyr — a*[|, ™. (4.26)
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5) Caso, x,_1 = y1 € B(z*,r3), entdo para x,, = Y11 temos
lzn — 2"l < Ksllwny — 2|5, (4.27)
onde Ky = §||A71(2*)||pv/m3K (m + 1)[2(1 + Ko['y)™] A

6) Suponhamos que 0 < r; < r3 satisfaz a desigualdade Kory < 1/2 e

x1 € B(z*, 1), entdo
lon— 27l < 27y — 2oy (n=2,3,....,). (4.28)
Isso significa que =, € B(z*, 1) e x, — z*.

7) Mostraremos que a Q-ordem de convergéncia é ao menos 1 + p.

Demonstracao de (1): Das expressoes (4.7) e (4.22) obtemos que

‘ D < Ty, k=1,...,m, (4.29)
Dy Ak 2
onde I'y = I'dmax;{||A;(x*)"||2}, sempre que y; € B(z*,ry) paraj = 1,...,m. Suponhamos

que 0 < r3 < (1401 Ko) ™ry e tome y; € B(x*,r3). Entdo, para k = 2 e usando a atualizacao

do vetor y, dada pelo Algoritmo 4.1, temos

. Ji(y1)p Ji(z")p . . ) — f[ile)lp
m_x::%_pﬁ§2;J+12)1_x::m_x__[ﬂ1)T1(ﬂ1’ (4.30)
101 by ax P11 a1

lembrando que f;(z*) = 0, pois z*, por hip6tese, é uma solugao do sistema nao-linear. Agora,
usando (4.30), e a desigualdade triangular da norma euclidiana, vemos que

[f1(y1) = fi(@)]py

T
P ax

Yy —at —

lys — 2l —]
2

P1
pfa1

< s — o lla + (o) — Ai(e)

Como

|fi(yr) = fi(@®)] <[ f () = f(@)]]2 < Kollyr — 7|2

por, (4.2) e (4.29), concluimos

b1
p{al

IN

Hw—xWrHﬁ@ﬂ—ﬁ@W' g1 = 11z + Kollys — 2*[laTs

2
< (14 Kol [lyr — 272
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Chegando a desigualdade,
ly2 =2l < (1 + Kol't)|[yr — 2] (4.31)
Por hipétese, 0 < r3 < (1 4+T1Ky) ™1y e y1 € B(x*,r3), assim (4.31) fica

e — 2|l < (1+ Kol'y)(1+T1Ko) ™rs

= (1+T1Ko) ™ ry

IN

ra,

concluindo que y, € B(z*, 7).

Fazendo uma hipdtese de indugao sobre os indices j, admitindo que os vetores
y; € B(z*,13) e
ly; = @*(l2 < (L+ KoL)~ Hyn — 27|f2,

para todos os indices j < k.

Para j =k +1
X felye)pe  fu(@®)ps «
Hykﬂ—l’HQ = Hyk— T( ) i (T) —x
ppar — X Py G 9
< g ||2+|fk<yk>—fk<x>\\ :
P 0k ||q
* * Pk
< gk — 252 + | f (k) — f(@)||2 || =7
pkakz 2
< lye — 2|2 + Kollyr — 27[|2I
< (T + Kol')|[ye — 272
< (1 Kol (1 + Kol)*Hlyr — a*|ls
< (14 Ko')M||yr — 22, (4.32)

onde (4.32) segue por (4.2), (4.29) e da hipdtese de indugao. Também, pela hipétese de

inducao, concluimos que

i1 — 22 < (1 + Kol')M|yr — 27|z

< (14 Kol + Kol'y) ™™y
< (14 Koly) ™ty
S T,
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pois m > k, tendo em vista que os vetores y; existem até o indice m + 1, e para esse indice

pela indugdo finita feita para a diferenca em norma ||y; — z*||2, temos
[Yymr1 — 2|2 < (1 + Kol')"|lyr — =]

Concluindo assim o desejado.

Demonstracao de (2): Usaremos a expansao de Taylor da fungao f;(y;4+1) em torno de

y;, dada por

filyir) = filys) + ai(&)" (Wi — i), (4.33)

onde & = y; 11 +t(y; —yiy1) para algum ¢t € (0,1). Somando e subtraindo em (4.33) os termos

ai(&)" fi(yi)pi o ai(y:)" fi(y)ps

T T
b; a; b; @i

b
temos

N T VAR ai(&)" fily)pi  ai(&)" filydpi | aiys)” fily)pi
filvin) = filw) + ail) (e —w) + i ai(y:) i ai(yi) " i ai(y:)

- ai(y)" fi(yi)pi

pz‘Tai(yi)
T filydpi | | lai(ys) — ai(&)]” filyi)ps ai(y:)" pi
= (&) Vi — Y+ oTas () + PTas(ys) + fi(yi) [1 — —]
lai(yi) — ai(&)]” fi(y:)ps
P;’Faz‘(yi)
= Jai(yi) — ai(&)]" (g1 — ), (4.34)

onde (4.34) segue pois, a atualizagao do vetor y; no Algoritmo 4.1 é dada por

fz(y'L)pz fi(yi)pi
Yit1 = Yi — S Yiy1 —Yi + = =0,
- p?%’(%’) * p;[ai(yz‘)

e também pelo fato que

ai(y:) P _ (piaa(y))" _ piaay) _
P} ai(y:) p; ai(yi) i ai(yi) ’

Utilizando em (4.34) a Proposicao 2.1, (4.3),

i (yi) — a:(€)] 112 < [1A(:) — Al F,
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e que (1 —t) <1para0<t<1, obtemos:

filyr)] = ai(yi) = ai(&)] (Wirr — vs)]
< llas(ys) — as(&)) Mall(yis — i)ll2
< [Awi) — APl (yirr — wi)ll2
< Killyi — &Glla (i — 9l
< Killyi — [yirr — t(yi — g )51 (i1 — 922
< Kill(1 =Dy — viralll2 (@i — yi)ll2
< Killyi = gl (Wisr — wi)ll2
< Killgion —wills™. (4.35)

Mostrando por fim que (4.24) ocorre.

Demonstracao de (3): Como Hya;(y;) =0, 1 <i <k, temos
pgai(yi) = ZZ;Hkai(yi) =0, 1<i<k,
e lembrando que a;(y;_1)" [yr — yr_1] = 0 se i < k, obtemos

ai(y) e — ye-1) = ai(y) [k — ve—1] — ai(yim1)" [Yk — yr-1]

= ai(ys) = ai(yi1)]" [yr — vr—a- (4.36)

Agora, (4.25) segue usando (4.36) junto com uma estratégia similar feita para

obter (4.35):

lai(yi) " lyk — ]l = ai(yi) — ai(yi)] Ty — Yr—r]]

IN

[1ai(yi) — ai(yi-)]" |lallye — ya-1l2

IN

1AG:) = AWl ellys = yr-1ll2

< Killyi = vie1ll5|ve — Yr-1]|2-

Demonstragao (4): Para ver isso, usamos a expansao de Taylor de f;(y,.1) em torno de

Vi1, obtemos

fiUmt1) = filyiyr) + ai(&z’)T(ymH — Yit1), (4.37)
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onde &1 = Yme1 + t(Yix1 — Yme1) para algum t € (0,1). Tomando o mddulo, somando e
subtraindo o termo a;(yi+1)” (Yms1 — yir1) a direita, usando a desigualdade triangular e uma

estrategia similar a utilizada em (4.24) em (4.37), temos

| fims)] < 1 fiCyir)| + ai(Ein) = ai(yir)] (msr — %is) |+ |@iWir1)" Wme1 — vira)]

ai(yi+1>T ( Z (?Jk - yk—l)) ' . (4'38)

k=142

< filyir)] + Kil|[ymer — Yisa|la™ +

Como i < k no somatdrio em (4.38), podemos usar (4.25) e obtemos

| fi(Yms1)| < |fi(yi+1)‘+KlHym+1_yiH;Jru

+E 1 |lyi — yr—1ll2lvier — will5
m-+1

K> vk — a2l lyier — willb- (4.39)
k=it2

Desde que y; € B(z*,12),(j = 1,...,m) temos pela parte (1) da demonstragao

que:

e —yslle < Ny — 2" = (ys — 27)]2
< Ay = 2%[|2 + [|(ys — 27)|]2
< (14 Kol)" Ylyn — 2*[|2 4+ (1 + Kolv) Y |ys — 22

IN

(1+ Kol')™ ||y — 2™|]2 + (1 + Kol')™ ||y — 272

2(1+ Kol')™[lyr — 272, (4.40)

onde (4.40) é vélida para 1 < j,s < m + 1. Usando (4.40) em (4.39), vemos que

| fime)] < | fi(yip)| + K [2(1 + Koly)™ |y — 2*[|o)
m+1

+K > [2(1 4 Kol)™ [y — 2*|[2][2(1 + Kol'y)™ [y — 2| |2)*
k=it+2

< filyirn)| + K201 + Kol'y) ™ 4 gy — 2],

I [m o+ 1= (= D][2(1+ KoLy)™  fys — a7, (4.41)

Pela parte (2) da demonstragdo, podemos dar um limitante superior para
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| fi(yi11)], tornando (4.41) da forma

fi(yme)| < Killyien — wills ™ + Ko [2(1 + KoDy)™ ) [yy — 27| |5
+ Ki(m+ D)2(1 + Koly)™ ™|y — 2%| |5

< 3K (m 4+ 1)[2(1 + Ko™ |yy — *[]5T (4.42)

Agora, para a limitagao de ||f(¢m+1)||2, usamos (4.42)

1 W) |2 |f5 (Ym1)[?

1

-

J

\s

= \/m [3K1(m +1)[2(1 + Kol )™+ |y; — 5U*||§+M]2

2
[3K1(m + 1)[2(1 + Kol'y )™t ra [y — *||5™]

I
NE

1

= 3VmK(m A+ D[2(1 + Ko™y — 2|5

Concluindo a demonstracao da parte (4).

Demonstracao de (5): A desigualdade (4.27) é consequéncia imediata da parte (4) dessa

demonstracao junto com o uso do Lema 4.4.

Demonstracao de (6): Para demostrar esta parte, notemos que, se x; € B(z*,ry), por

(4.23) obtemos
|z —2*|la < FKollor — a*|[5][a1 — 27|z < Korf|Jar — 2™[]2 < 27 a1 — 2*[]2.

Suponhamos, por hipétese de inducao, que a propriedade seja satisfeita para todo
7 < k, ou seja,

||z — 2*|]2 < 2_k+1]|x1 — "]y ez € B(z",1).

Para j = k + 1 temos

lorer = 2*ll2 < Kallog — 2*||,™

A\

IN

Korf||zge — 27|]2

IN

2_12_k+1||$1 — JZ*HQ

IN

27]4“%1 — .CL’*HQ
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Concluindo assim a demonstragao da parte (6).

Demonstracao de (7): Utilizando (4.27) vemos que
_ L k||t < K.
r(n) = llen = a*|o/||zn = 2*[;™ < K.

Logo, o limite lim,,_,, r(n) < K5, mostrando o desejado e concluindo a demons-

tracao do teorema. a

O Teorema 4.5, que acabamos de demonstrar, trouxe um resultado de convergencia
local para os algoritmos da classe ABS nao-linear, além das hip6teses envolvendo a fungao
associada ao sistema de equacoes nao-lineares, utilizamos, como hipétese, uma condicao de
controle sobre a norma do vetor py/play. A seguir mostramos um resultado retirado de
[2] (Teorema 3), o qual garante que esse controle é possivel de ser obtido mantendo o angulo,

entre determinados vetores, menor do que uma constante.

Proposicao 4.6. Seja 0 < 5 < 7/2 arbitrdrio mas fivo. Se os vetores z; sdo escolhidos de

forma que
\(prya),] < B, 1<k<m, i=12...,

onde (px,ay),, representa o dngulo entre os vetores py € ag, entao (4.22) ocorre com

'=1/|cosp|.

Demonstragao: Primeiramente, relembremos que B¥B = Pp,,pry, entdo, se tomarmos

z € Im(BT), obtemos

B*Bz =z & ||zl = 1B Bzll & |I2llz < 1B ||| B2ll> & [|B2]]> (4.43)

Tomando, em (4.43), B = C; e z = ¢;, com ¢; € R’ sendo o vetor candnico com o

valor 1 na coordenada 7, temos

Cill2 1
il =llolls 2 G = ey 4
Usando (4.44), obtemos
(Cierlls > —— & ||CH][p > ——. (4.45)
ce < T S e,
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Agora, utilizando a hipétese que |(pg, ax) /| < B, lembrando que o angulo entre os
vetores pi e ai € 0, entao seu cosseno é dado por
T
a
cos(f) = —PeZk ,
||px[2]|ax][2

e o fato da fungao cos(z) ser decrescente no intervalo [—f, 8], se 0 < § < 7/2, vemos que

[Pk | [Pkl ]2 1
|cos(B)| < |eos(0)] = 75— € <
[Pkl |2 |ax |2 P axl ~ llakllz|cos(B)]
Pk 1
& ||l £ 4.46
=], < e 00
Usando (4.45) em (4.46) concluimos o desejado. O

4.2 Classe de Métodos ABS em Blocos

Nesta se¢ao consideramos novamente a Jacobiana da fun¢ao f como sendo a matriz
A(z) e Rm™m,

Assim como no caso de sistemas lineares, os métodos ABS em Blocos aparecem
com o objetivo de serem generalizagoes dos métodos ABS, contendo os mesmos, como métodos
particulares. Mostraremos também, por meio de alguns testes presentes no Capitulo 6 para
uma colecao de problemas, que além dos métodos em Blocos serem mais viaveis com relagao
ao tempo gasto para encontrar uma solucao, do que os métodos ABS dados pelo Algoritmo
4.1, eles sao métodos mais robustos, isto é, capazes de obter solugoes para uma quantidade

maior de problemas. A nossa abordagem estd baseada no artigo [3].

Algoritmo 4.7. Para a realizagao do algoritmo escolha primeiramente um ntimero de partigoes
arbitrario, denotado por t = r + 1, para as colunas de uma matriz m x m de tal forma que

podemos representar suas colunas pela composicao de r + 1 matrizes da forma,

J— mXm
B=(By,B,...,B,) €R ,
T
e as matrizes B; com i = 0, ..., r possuem cada uma delas dimensoes m x s; com Y s; = m.
i=0

Passo 0 - Escolha um vetor inicial x;y € R™.

Para [ =1,2,... realize os passos a seguir:
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Passo 1 - Tome yg =12, Ko =1 € R™™ eV = [Vy,V1,...,V,] € R"*" nado-singular.

Para k =0,...,r faca:

Passo 2 - Defina 7 da forma

N = Xk:Ajyj, onde 0 < \; < 1.
=0
Passo 3 - Defina a matriz P, dada pela expressao
P, = K[ Z,,
onde Z;, € R™*% ¢ deve ser tal que [V,I A(n;,) Py] seja nao-singular.

Passo 4 - Atualize o vetor y; da seguinte forma

Y1 = Yr — Prar,

onde o vetor g, = [V,T A(ne) Pe] ' ViI f (yx) € Re+%1
Passo 5 - Se k =r, faga x;11 = y,4+1 e va ao Passo 1. Caso contrario va ao Passo 6.

Passo 6 - Escolha uma matriz W, € R tal que
W= Wy,...,W,) e Rm*™

e satisfazendo a condigao [W;! Ky A(ny,)"Vi] = I, sendo I a matriz identidade de ordem

sk X S,. E atualize a matriz K} por

Ky = Ky, — K A(qp)"ViWE Ky, € R™™,

Passo 7 - Faca k =k + 1 e volte ao Passo 2.

Na sequéncia, apresentamos um teorema de convergéncia local para o
Algoritmo 4.7, garantindo o funcionamento teérico do método para fungoes e matrizes es-
colhidas satisfazendo determinadas condicoes. Essa demonstracao pode ser encontrada na

referéncia [3] (Teorema 5).

Inicialmente, seguem algumas hipéteses envolvendo a fungao associada ao sistema

de equagoes nao-lineares. Suponhamos que z* é uma solucao do sistema (4.1).
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(i) Existem dois nimeros ry > 0 e Ly > 0 tais que f € C'(B(x*, 7)) e
1f (@) = fWll2 < Lollz = yll2, Y,y € B(a",70). (4.47)

ii) Existem duas constantes 0 < u < 1, L; > 0 tais que
(ii) p<1, q
|A(z) = AWllr < Lillz —ylls, Yo,y € (B(x", 7o) (4.48)

Teorema 4.8. Suponha que x* seja uma solugdo de (4.1) e que os pares de matrizes (Py, Vi)

gerados pelo Algoritmo 4.7 satisfacam a condicdo
[PVEA) P Vi e € Lo, 1=1,2,...,k=1,...,m, (4.49)

para algum Lo > 0. Suponhamos também, que k(V) < L3 e que as condigoes (i) e (ii)
sao satisfeitas para f. Nessas condicoes, existe um r* > 0, com r* < rg, tal que para todo
r1 € B(x*,r*) a sequéncia de vetores {x;}, gerada pelo Algoritmo 4.7, converge para uma

solucao do sistema nao-linear x* com @Q)-ordem de convergéncia nao menor do que 1 + p.

Demonstragao: Consideremos Ly = (1+ LoL2)™ e tomamos 1 > 0 satisfazendo Lyr; < 7¢.

Entao, para qualquer yo € B(z*,71) temos

s — =¥l = lyo — PolVy Alno) Po] Vi f (o) — 2™ + PolVy A(no) Po] Vi f ()]l
o — 2*[|2 + [ Po[V Amo) Po] " Vi If (wo) — f(z*)]|l2
< Mo — 22 + || Po[V5" Alno) Pol Vi Il FI1f (o) — f(@*)]]2

< o — 2¥[|2 + LaLo||yo — z*[|2 = (1 + LaLo)||yo — ™|z, (4.50)

IN

onde (4.50) é obtido usando (4.47), (4.49), a Proposi¢ao 2.3 e lembrando que f(z*) =0

Das hipéteses iniciais e do fato que (14 LyLg) > 1, (4.50) fica da forma

lyr = 2™z < (1 + LaLo)[lyo — 2]
< (T+ La2Lo)"|lyo — "2
< Lyr
< 7.
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Concluindo que y; € B(z*,19).

Suponhamos, por hipétese de indugao, que y, € B(z*,1g) e
lye — 2|2 < (1 + LaLo)* Hlyo — =72

para todos os indices 7 < k.

Temos, para j = k + 1, que

e =22 = e — BelViFACm) P 7 Vi Flue) — 2* + B[V AGm) P~V f ()]l
< lyw — @ Mo + B[V AG) Bl = VS [f (i) — ()] 2
< Alye — 2o + [[P[ViEAlne) BT VR (o) — f)] 2
< lye = @%(|2 + LoLollye — ™[l = (1 + LaLo)|lyr — 27||2
< (14 LaLo)(1 + LaLo)*lyo — 2|2

(1+ LoLo)*|lyo — *]2, (4.51)

onde (4.51) segue da hipdtese de indugao e as outras desigualdades seguem por argumentos
similares da primeira parte da inducao. Como o indice k£ + 1 dos vetores y; pode ser no

maximo igual a r + 1 < m, temos que
(14 LaLo)® < (14 LaLo)™™ ™" < (14 LyLo)™,
e assim, concluimos que

yrsr — 2*[|2 < (1 + LaLo)*||yo — 27|

A

(14 LaLo)™||yo — x|

IN

Lyry

IN

To,

terminando assim o processo de inducao.

Agora, sera estimado o valor em norma do vetor f(y,,1), notemos que

1 @)l = V)TV ()2
< NIV f )l
< VLR DIV )l (4.52)

1=0
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onde as desigualdades decorrem da Proposicao 2.3 e da desigualdade triangular. Também

utilizamos a desigualdade

VT F @)l < DIV e 2,

i=0
que decorre do fato que, dado um vetor x de coordenadas 1, xo, . .., Z,,, temos
m T 2
2 2 2 2 2
||[|5 = E Ty < E (\/37is,-+1 t T2t ‘risi—f—si—l)
i=1 i—0
'
_ } : 2
= Hﬂﬂisiﬂ, Lisi+25 - - - ,9€z‘si+sﬁng,
i=0

e a desigualdade acima acontece pela generalizacao da propriedade apresentada a seguir para

o caso de 3 numeros:

AP+ < (@) +E+2Va 12+ V)
= (Va2 + 02+ V)%

Tomando agora, a expansao de Taylor de f(y,1) em torno de y, obtemos

fei) = flyr) + A& [Yre1 — k], (4.53)

onde & = yr41 — t(yx — yry1) para t € (0,1). Multiplicando pela matriz V;I' e somando e

subtraindo o termo V;" A(ny.) (yr41 — yx) em (4.53), vemos que

Vi fre) = Vi o) + ViEAG) w1 — wi)
= Vi ) + ViEAG) [y — we] + Vi Ae) (e — vk) — ViP Ae) (g1 — )

= Vi [f(ye) + ACm) (Y1 — 9] + Vi [AE) — Am)] (g1 — wn). (4.54)
Pela Proposicao 3.8, item (i), temos que
K;A()"Vi = 0, sei<j, (4.55)
e pelo Algoritmo 4.7, sabemos que o vetor y; é atualizado da forma

Y1 = Yk — Prtr © Ypr1 — Yp = — Prqy- (4.56)
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Usando (4.55) e (4.56) obtemos

r

Vi1 (i) + ACoe) (e — )] = Vi F () + Vi Alne) Z(ym — ;)
= Vi fly) + VP Alm) Z[—Pj%]

J=k

= Z VI A(ni) Pyq;. (4.57)
Como
Vi Almk) Pig; = Vid Almk) K7 Ziq5 = [K; A(e) Vil Zq, = 0, j < K,

segue que na expressao (4.57) o somatério Y V;I'A(ng) Pjg; tem como tinico termo que nao
j=k
se anula V;T A(n;,) Pyqx. Portanto, por (4.57) temos

Vil (i) + A) (yren —w)] = ViF Fun) — Vil Alne) Pea
= Vi fy) — Vil Al) PV AGm) P~V £ ()
= V' flue) = Vi f ()
_ (4.58)

Substituindo (4.58) em (4.54), vemos que
Vi flyren) = Vi TAGG) — Al (Y — yi)- (4.59)

Tomando a norma sobre a igualdade (4.59), temos

Vi Fyes)llz = [IVIFTA) — Ame)] (i1 — i)l |2
< NIVNFIAE) = Am)llEl (e — ve) |2
< |NIVIlrLil|& — mel |5l (Yrgr — Z/k)H2
< ||V||FL1 Yr41 + t yk - yr-i-l Z)‘zyz yr-i-l - yk)||2
k 14
< [VIlrLs (H(yk: = Yr)ll2 + | |Yr41 — Z/\iyi ) (Y1 — yr)ll2
=0 2
< IVIlrLy Cmaz||yrs1 — yjllo; 5 <7+ D [[(Yrr1 — yi)|l2- (4.60)
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Agora a desigualdade

k

Y1 — ZM%HZ < maz||yr1 = yjll2,
i=0

vem da observacao que a combinacao convexa, dada pelo somatorio, gera um poligono con-
vexo, cujos vértices sao dados pelos vetores y; e a maior distancia entre um vértice fixado
de um poligono convexo e outro ponto qualquer no poligono, pensando no poligono como
um objeto formado pelas arestas e pela sua area interior, deve ser encontrada em algum dos

vértices desse poligono.

Recorrendo a expressao dada por (4.51), vemos que

lys —wysllz = llys — 2" = (y; — 2")]l2
< lys = 2%z + ly; — 27|12
< (1 + L2L0)371HZ/0 - iC*Hz + (1 + L2L0)j71”yo - 95*|’2
< (L4 LaLo)™[lyo — 2*[|2 + (1 + LaLo)™|lyo — z”|[2

= 2(1+ LaLo)™|[yo — 22, (4.61)
onde
(1 + LQL())Sil < (1 + LQLO)m e (]. + LQLo)jil < (]. + LzLo)m,

decorrem do fato que (1 4+ LoLg) > 1 e porque os indices dos y; vao até o indice r + 1 e

r+1<m.

Substituindo a desigualdade (4.61) em (4.60), obtemos

WV f )l = VIIFLi[2maz||yrs1 — y;ll2: 7 <7+ 1 (Yrs1 — ui) |2
< IWVI|pLa[2(2(1 + LaLo)™[|yo — =*[|2)]*[2(1 + LaLo)™||yo — z”||2]
< VL2 [(1 + LaLo)™|lyo — o*|[o]

< IVIPLa 2™ [Lallyo — 2| |] . (4.62)
E de (4.62), temos

IV fee)llz < NIVIIRLsllyo — 2|, (4.63)

onde Ly = 2124, [, ™.
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Substituindo (4.63) em (4.52), concluimos que

1f el < VMR DY IV F ()2
=0

r

< Ve Y (IVIeLsllyo — 27 [12™)

=0
< [V HIr(m) (IVIIFLsllyo — 2"|]2™) = (m)s(V) Ls|lyo — 2* (1™

Das hipdteses do teorema e usando o Lema 4.4, com z, 1 = yo € B(z*,r*) e

r* = min{ry, 1,72}, obtemos, para z, = y,11

lzn =2l < OlJ AT @)|pIIf (grsa)ll2

S L6Hxn71 - x*’l;‘f‘ll?

com Lg = mdr(V)||A™ (a*)||rLs e § > 1.

Supondo que Lg(r*)* < 1/2, conseguimos mostrar de maneira andloga ao
passo (6) do Teorema 4.5, que a sequéncia de vetores {z;} — z*. E de maneira andloga
ao passo (7) do Teorema 4.5, mostramos que o algoritmo tem Q-ordem de convergéncia nao

menor do que 1 4+ p. Concluindo assim a demonstracao do teorema. a
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CAPiTULO 5

Relacoes entre o Algoritmo de

Broyden e o Algoritmo ABS

No artigo [5], publicado por C. G. Broyden no ano de 1965, foi introduzida uma
classe de métodos iterativos para resolugao de sistemas nao-lineares da forma F(z) = 0, como
em (2.8). Nesse método ele propos que as atualizagdes dos vetores xy fossem feitas seguindo

a ideia do método de Newton, ou seja,
Tpt1 = Tpp + S,
onde s é uma solugao para o sistema

HkS = —F(ZL‘k)

No método de Broyden a ideia é trocar a matriz F’(x;) por uma matriz mais
facil de ser calculada Hj, no sentido que exija menos operacoes computacionais para ser
encontrada do que a Jacobiana da funcao. Intuitivamente, dependendo da proximidade
dessa matriz Hy com relagao a Jacobiana da fungdo F'(xy), os vetores z;, encontrados pelo
método de Broyden estariam proximos dos vetores encontrados pelo método de Newton e
assim a perda ocasionada pela aproximacao da Jacobiana seria compensada pelo calculo de
mais vetores xj, tornando métodos desse tipo muito interessantes e promissores. Métodos
iterativos que se apoiam na ideia de “imitar”as iteracoes do método de Newton sao conhecidos

na literatura como métodos Quase-Newton.

Broyden sugeriu que as matrizes H; devem satisfazer a equagao secante

Hy[F(zy) — F(zr-1)] = (2% — 23-1),
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com isso as matrizes Hy contém informacoes sobre a funcao F. Para reduzir o nimero de
operagoes necessarias para obter as matrizes Hy, 1, também foi imposto que Hy, fosse obtida
por meio de uma atualizagao de posto 1 da matriz anterior Hy fazendo com que a quantidade
de operagoes de multiplicagao, envolvidas para a obtencao das matrizes a cada iteracao
do método de Broyden, seja da ordem de n operacoes, enquanto a matriz Jacobiana do
método de Newton necessita da ordem de n? operacoes de multiplicacao para ser encontrada.

Apresentaremos o algoritmo que representa a classe dos métodos de Broyden (retirado de
[3]).

Algoritmo 5.1. (Método de Broyden)
Passo 0 - Escolha um vetor zy € R"™, como aproximacao inicial para a solucao do
sistema, e uma matriz Hy € R"*" nao-singular, como aproximacao para a Jacobiana

da funcao F.

Para k£ =0,1,2,... faga os passos a seguir:
Passo 1 - Encontre o vetor s; dado por
s = —HpF(xy).
Passo 2 - Atualize o vetor z; da forma
Tk+1 = Tk + Sk
Passo 3 - Calcule o vetor ¢, da forma
cx = F(xpyr) — F(xy).

Passo 4 - Se ¢, = 0 entao, faca Hy; = Hj, acrescente uma unidade ao indice k e va

ao Passo 1. Caso contrario v4 ao Passo 5.

Passo 5 - Escolha z, € R" tal que zgck =1le z,{Hk_lsk # 0. E atualize a matriz H
por

Hk+1 = Hk + (Sk - Hkyk)zg.

Passo 6 - Acrescente uma unidade ao indice k& e retorne ao Passo 1.
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Reparemos que o Algoritmo 5.1 gera um método diferente para cada escolha feita
para os termos H e z, por isso Broyden se referiu aos seus métodos como uma classe. No
Passo 5 a condi¢ao envolvendo o vetor z; pode ser encarada como sendo bastante restritiva,
porém podemos facilmente, dado um vetor ¢, nao-nulo, encontrar vetores z; satisfazendo a
condicao do Passo 5. Por exemplo, tomando j, um vetor que nao seja ortogonal a ¢, temos

que o vetor
; Jk
k= ~T >
Ik Ck
satisfaz a condicao desejada. Outra importante observacao é relativa a escolha do vetor zj
satisfazendo a propriedade que 2} H, s, # 0, essa propriedade é escolhida para garantir que
a matriz Hy; seja nao-singular.

Teorema 5.2. As matrizes Hy envolvidas no Algoritmo 5.1 sao nao-singulares.

Demonstragao: Esse fato pode ser mostrado por meio de um argumento indutivo. Para
k = 0, temos que a propriedade ¢ satisfeita, pois a matriz Hy é nao-singular, por hipétese do

algoritmo.
Suponhamos agora, por hipétese de inducgao, que a propriedade seja valida para
todos os indices menores ou iguais a k. Para k + 1, temos
Hppn = Hp+ (sp — Hyer)zp
= Hp+ (—H.F(x1) — Hyep)zy
= Hy+ (—HyF(zy) — Hy(F(211) = F(a))) 2
= Hy— HpF(241)2]

= H(I - Flara)=)).

Se mostrarmos que z{ F(zy41) # 1 teremos, pela Proposicao 2.13, que Hy,; serd

nao-singular. Pelo Algoritmo 5.1 temos
zpcr = 2 (F(t) = Flaw)) = 2 Fae) — 2 Fag).

Como, por hipétese do Algoritmo 5.1, 2fc, = 1 e z,fHk_lsk # 0, temos que

—2l F(xy) # 0, pois

s = —HpF(vg) & Hy'sy, = —F(xy,) & 2L Hy 's, = —zf F(x) # 0,
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onde o fato de Hj ser nao-singular segue da hipotese de indugao.

Das duas tltimas expressoes concluimos que zj F(zx41) # 1 e j4 argumentamos

que com essa condi¢ao obtemos a nao-singularidade da matriz Hy, . a

Uma importante consequéncia do Teorema 5.2 é que, pela nao-singularidade das
matrizes Hy, temos que s, = 0 se, e somente se, F'(xy) = 0, e isso decorre da forma como o

vetor s ¢ definido pelo Algoritmo 5.1.

Podemos facilmente aplicar a classe de métodos de Broyden para o caso de siste-
mas de equacoes lineares, cuja matriz dos coeficientes do sistema é quadrada. Considerando
um sistema linear como em (3.1) com A € R™" ¢ b € R™, encontrar uma solu¢do para o
sistema

Ax =b,
é equivalente a encontrar uma solugao para o sistema homogeneo
g(x)=Ax —b=0, (5.1)
e durante todo este capitulo trabalharemos com o sistema linear (5.1).

Durante a sequéncia desse capitulo, apresentaremos varios resultados envolvendo
o método de Broyden, aplicado a sistemas de equagcoes lineares, mas antes disso, estabelece-

remos algumas relacoes 1teis que serao amplamente utilizadas nos resultados que seguirao.

Pelo Algoritmo 5.1, o incremento dado ao vetor xp para obter o vetor x;y i é

descrito por

sy = —Hyg(zy).
Assim, a diferenca entre os valores de g(x) aplicados ao vetores zy,1 e z é
ek = g(@r1) — g(z) = Az — b — (Azg — b) = Ay — Azy, = Asy, = —AHgg(zy),
e podemos escrever g(xy1) como
9(@k+1) = g(zr) + cx = g(an) — AHpg(xi) = (I — AHy)g(z),

denotaremos as matrizes acima como Fj, = I — AH,.

Apresentaremos um lema retirado do artigo [8] (Lema 2.3), que traz certas pro-

priedades das matrizes F}.
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Lema 5.3. Para k > 1, se ¢, # 0, zlcx_y # 0 e posto(Fy) = n — 1, entdo o

posto(Fi11) =n —1 e o vetor ¢, gera 0 Nuc(Fyi1).

Demonstragao: Para k > 0,

Frovw = 1 —AHpy
= [ — A(H + (s, — Hier)2l)
= [ — AH;, — Aspzl + AHperzl
= I — AH, — cp2f + AHpepz!
= [ — AHy — (I — AH}) ez}
= (I - AH)(I — c2]).

Desde que Z%Ck = 1, vemos que
Fk+1ck = (] — AHk)(] — ckzg)ck = (] - AHk)(Ck - ckz,zck) = (I - AHk)(Ck - Ck;) =0. (52)

Agora como, por hipdtese, temos que posto(Fy) =n—1 e de (5.2), segue que ¢j_1

gera o Nuc(Fy), as unicas maneiras de Fi1y = 0 com y # 0 sdo
y =ycx ou (I — cpzp )y = acp_q, v, € R — {0}

A segunda opc¢ao nao pode acontecer, porque ¢,y € Im(I — cpz}). Para ver isso,
note que a matriz (I — cxzf) é uma matriz de projegio e usando o resultado

(5.9.11) [9], pg. 386, temos que
Im(I — c;2) = Nuc(I — (I — c;2l)) = Nuc(epl),

mas, cy_1 € Nuc(cpzl), desde que, pela hipétese do lema, temos que ¢ # 0 e zicy_1 # 0,
k k

assim

(ehzi Jen—1 = (2 cx—1)cx = Bex, B € R — {0}

Portanto, concluimos que os tinicos vetores nao-nulos que pertencem ao Nuc(Fj1)

sao os multiplos escalares do vetor ¢, isto é, ¢ gera o Nuc(Fyy1). O



68 5 Relagoes entre o Algoritmo de Broyden e o Algoritmo ABS

O proximo lema serd de fundamental importancia para a demonstracao do te-
orema que garante a equivaléncia entre a classe de métodos de Broyden e a classe de
métodos ABS, aplicados a sistemas de equagoes lineares quadrados. Esse lema foi retirado de
[10] (Lema 3.2), e garante a existéncia de um conjunto de vetores linearmente independentes

que sera a peca chave para demonstracao do teorema seguinte.

Lema 5.4. Sejam ¢, # 0, z/c;1 # 0, j = 1,...,2n — 1, 29 € Im(Fy ), a matriz Fy =
I — AHy € R™"™ nao-singular e que os indices | < 2n — 1 impares. Entao, a sequéncia de

vetores {t;} satisfazendo as condigoes
HE=0,7j>1,

tHF =t , 1=357...2n—1 Vj>I,

existe e € linearmente independente. Mais ainda, t1g(z;) =0, =i+ 1,i+2,...,2n — 1.
Demonstragao: Definimos ¢; por ¢t/ Fy = zI. Obviamente ¢; existe, desde que, pela

hipdtese do lema, zy € Im(F{). Observe que escrever Fj da forma
Fyj=Fo(I —cozy) ... (I —cjm1z)_y). (5.3)

De fato, segue fazendo uma hipétese de indugao sobre o indice j e usando o

desenvolvimento de Fj; feito no Lema 5.3 é facil concluir (5.3).
Pela expressao (5.3), temos que ¢1 F; =0, V j > 1, pois
tHF = tHFR(I —cozl)... (I — cj_lz;‘-r_l)

= 2 —coz)...(I—cj1z]_y)

= (f —lcod)I —cr2) ... (I - ijlijfl)
= (=2 -2y, (I - cj,lij_l)
= 0’
lembrando que pelo Algoritmo 5.1 2} ¢, = 1.
Agora a propriedade ¢ g(z;) = 0, j > 2 segue imediatamente do fato que

g(z;) = (I — AH;_1)g(z;—1) = Fj_19(xj_1),j > 2 e temos para j > 2 que j —1 > 1 e,
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portanto,

tig(e;) = t{ Fj1g(wj—) = 0.
Agora, para j > 2, temos
tie; = t1(g(ajr) — g(z))) = t1g(wjm) — t1g(z;) = 0,

devido a tultima propriedade apresentada.

Para [ = 3, vamos mostrar que existe t3 tal que

iy =1t

Para existir t3 devemos concluir que t; € Im(Fy ). Pelo Lema 5.3, sabemos que

dim(Im(F{)) =n—1 e como
Fseo = Fy(I — cozg)([ — clzf)(l — cgzg)cg
= Fo(I —cozl)(I — c12h)(cy — co2d co)
= Fy(I - conT)(I — clle)(CQ — C3)

= 0.

Obtemos por [9] (5.10.1), pg. 394, que Nuc(F3) ® Im(F]) = R". Como j4 foi

mostrado que t1cy = 0 e ¢y € Nuc(F3) segue que existe t3 € R" tal que 1 F3 = 7.
Consideramos agora j > 4, logo
tTF =13 Fo(I — cozg (I — erzi (I —epzd ) (I — cj_lz;fp_l),
com 7 — 1 > 3. Podemos reescrever a expressao acima como
G Fy =t Fs... (I —cjaz )=t (I —csz3)...(I —cjo1zl_y) =1,
porque

T T \_ 4T _ 4T T _ T
t (I —cjrzjy) =1 — bz =1,

visto que j — 1 > 3 e ja foi mostrado que tI'c;, = 0 se k > 2.

Mostraremos que {tj,?3} forma um conjunto linearmente independente.

nhamos que

Oéltl + 063t3 = 0,

Supo-

(5.4)
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entao multiplicando (5.4) pela matriz F3, temos que
F3T(Oélt1 + Oégtg) =0< 041F3T<t1) + Oé3F3T<t3) =0 a3t1 =0 a3 =0,

visto que t; # 0. Substituindo a3 = 0 em (5.4), obtemos que ay = 0. Concluindo o desejado.

Fazendo uma hipotese de inducao sobre os indices [ dos vetores t;, suponhamos
que

t?F] :tlT—27 v] Z l?
tig(z;) =0, j>i+1 e
{t1,...,1;} forma um conjunto linearmente independente.

Entao para [ + 2, lembrando que os [ sao impares, pelo Lema 5.3 temos que
dim(Im(FL,)) = n—1 e, por um argumento similar ao que ja foi feito, podemos mostrar
que ¢41 gera o Nuc(Fjis). Da hipdtese de inducao, temos que tchlH = 0. Logo existe um
vetor t; o tal que

thoF =1t

Efetuando novamente abordagens similares as que foram feitas para o caso [ = 3,

podemos concluir as condigoes desejadas
ol =1, Vi >1+2,

tlog(z))=0,>1+3 e

{t1,...,ti4o} forma um conjunto linearmente independente.

Terminando assim a hipdtese de inducao e consequentemente o lema. O

Segue, como um corolario do Lema 5.4, que se em um sistema de equagoes line-
ares quadrado de ordem n, os iterandos do método de Broyden satisfazem as condigoes do
Lema 5.4, entao o método encontrard uma solucao em no maximo 2n iteracoes. Esse foi um
teorema enunciado no artigo [10] (Teorema 3.3). No artigo [8] (Teorema 2.4), é apresentado
um resultado que, sobre determinadas hipéteses, garante que o método de Broyden quando
aplicado para resolver um sistema de equagoes lineares quadrado encontra uma solugao exa-

tamente apds 2n iteragoes.
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Corolario 5.5. Sobre as mesmas hipoteses do Lema 5.4, temos que o método de Broyden
aplicado ao sistema linear quadrado g(x) = 0 encontrard uma solu¢ao em no mdximo 2n

PaSSoS.

Demonstragao: Para a demonstracao desse resultado usamos os vetores linearmente inde-

pendentes t; que foram construidos no Lema 5.4. Notemos que pelo Lema 5.4 temos que
tglex) =0, V k> j.

Sendo assim, tomando k = 2n, temos que os vetores S = {t1,t3, ..., ta, 1} formam
um conjunto de vetores linearmente independente e ortogonais ao vetor g(za,), porém o
conjunto S contém n vetores linearmente independentes com ¢; € R™. Logo, o tnico vetor do
R™ que pode ser ortogonal a um conjunto de n vetores linearmente independentes s6 pode
ser o vetor nulo. Portanto, g(xs,) = 0, ou seja, x9, é uma solu¢do para o sistema linear

g(x)=0. O

Por fim, concluimos o capitulo com o teorema que garantird que, sobre certas
condicgoes, os métodos de Broyden e ABS aplicados a sistemas de equacoes lineares estao re-
lacionados de maneira que os vetores obtidos em cada iteracao de um método ABS particular

podem ser obtidos por algum método da classe de Broyden.

Teorema 5.6. Considere um sistema linear Ax = b, onde A € R™"™, ¢ nao-singular,
e suponha que os vetores zp e ¢ referentes ao Algoritmo 5.1 satisfacam as condigoes do
Lema 5.4. Sejam também os pares (zo, Hy) e (yo, Ko) 0s vetores e matrizes iniciais para
0s métodos definidos pelos Algoritmos 5.1 e 3.7, respectivamente, com xy = yo. Nestas
condi¢oes mostraremos que, para cada 2m; passos do Algoritmo 5.1, conseguimos encon-
trar matrizes Zy, Wy e Vi tais que, esse mesmo wvetor pode ser obtido com j passos do

Algoritmo 3.7, onde m; refere-se a quantidade de colunas que a matriz Vj possui, sendo

Vj = (Vo,Vi,...,V;). Resultando que,

Tom, = Yrt+1, Onde m, =n.

Demonstracao: A demonstracao desse resultado sera feita utilizando o método de inducao

sobre os indices dos vetores z e y. Primeiramente, mostraremos que existem escolhas para o
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Algoritmo ABS tais que
Tomg = Y1, (5.5)

onde myg representa a quantidade de colunas da matriz V, definida pelo Algoritmo 3.7, com

Vo € R,

Pelo Algoritmo 5.1, sabemos que
Tpr1 = Zp + Sp, com s, = —H,g,. (5.6)

Usando (5.6), podemos escrever xg,, como

2mo—1

Tom, = o — di, onde dj = Z Hg;. (5.7)
i=0
Pelo Algoritmo 3.7, temos que y; pode se escrito como
1 = yo — Kq Zogo. (5.8)
Para que (5.5) acontega, analisando (5.7) e (5.8), devemos ter que
K& Zyqo = ds. (5.9)

Sabemos, do Algoritmo 3.7, que a matriz K, escolhida é nao-singular, sendo assim,
existe um tinico vetor Zyqo satisfazendo (5.9), a saber Zyqy = [KI]|7*d; = w;. Escolhendo Z,
tal que

wy € Im(Zy)

temos que existe ¢ tal que Zygy = wy.

Escolhendo Zj e gy como acima, devemos encontrar uma matriz V; satisfazendo a
condicao que

VOTAPOCIO = VOTT07

ou equivalentemente, usando (5.9)

Vil APyqo = Vi ro & VP AKTwy = Vil rg & Vi Ady = Vi . (5.10)

Para mostrar a igualdade (5.10), consideramos a matriz V = (t1,t3,...,t29n_1),

sendo os vetores t; linearmente independentes satisfazendo o Lema 5.4. Considere a matriz
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Vo como sendo a matriz formada pelas mg primeiras colunas da matriz V' de tal forma que

V=V, W,...,V,), com V, € R",

Por (5.7), temos que

2mo—1

Vi Ady = VA ( > Higs
=0

1=0

Podemos reescrever (5.11) como

Vi Ady =

2mo—1

> ti AHg;
27%_091

Z tgAH i9i

1=0

2mo—1

;} tQTml_lAHigi

2mo—1

>::§:&§Amm. (5.11)

Usando as propriedades satisfeitas pelos vetores t;, apresentadas no Lema 5.4,

temos que

tHI—-AH) =0 Vj>1 & tI =t]AH; Vj>1, (5.12)

tH(I—AH))=ti , Vj>k>3 & (tf —tl o) =t/AH; Vj>k>3, (513)

trg; =0V j>k.

(5.14)

Pelas expressoes (5.12) e (5.14), concluimos que o primeiro elemento do vetor

(5.11) fica da forma

2mo—1

= t{AHogO + t{Angl.

2mo—1

> t1AHg: = t]AHogo +1t] AHigy + ) t{ AH,g;
i=0

1=2

2mo—1

= 1] AHogo +t] AHigy + Y t{g;

1=2

(5.15)

Como sabemos, pelo Algoritmo 5.1, que gxy1 = (I — AHy)gr V k > 0, de (5.15),

obtemos
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2mo—1
Z t{ AH;g; = t{ AHogo +t{ AHy(I — AHy)go
i=0
= {1 AHogo + 17 (I — AHy)go

= tipAHogo + tipgo — tipAHogo
= tngo-

Trabalhando agora com o segundo elemento do vetor (5.11) e usando as igualdades

(5.13) e (5.14), temos

2mo—1 3 2mo—1
Z ts AH;g; = ZtsTAHz'gH‘ Z ty AHg;
i=0 =0 i=4
3 2mo—1
= ZthAHzgz‘ + Z (tz —t1)gs
i=0 i=4
3
= Y tiAHyg,
i=0
1
= Y t4AHg;+ t5 AHygo + (t5 — t{)(I — AHy)gs, (5.16)
i=0

pois (t — 1) =tTAH; V j >3 e gry1 = (I — AHy)gr V k > 0.

Novamente por (5.12), (5.13) e (5.14)

2mo—1 1
Z tiAH,g; = Z ts AH,g; + t5 AHago + t1 go — t5 AHags — t] go + t] AHogo
=0 =0
1
i—0

Pelo uso, novamente da igualdade g1 = (I — AHy)gr ¥V k > 0, temos

2mo—1
i=0
= tgAHog() + tgAngl + tggl - tgAngl

= tgAHogO + tggl
= 3 AHygo +t3 (I — AHp)go
=t AHygo + 11 g0 — t3 AHygo

= tggo-
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Para o caso geral, considerando j impar, temos que

2mo—1 J 2mo—1
i=0 i=0 i=j+1
i 2mop—1
= Zt?AHigi + Z (t] —ti_2)9i
i=0 i=j+1
J
= Zt;pAHigi, (5.18)
i=0

pois (5.18) segue pelo uso de (5.13) e (5.14).

Usando (5.13), (5.14) e gxy1 = (I — AHy)gr V k > 0, obtemos

j j—2
Z t?AHigi = Z t?AHigi + t;FAHj_lgj_l + t?Angj
i=0 =0
=
= thTAHzgl + t?Aijlgjfl + (t? - t?f2)gj
i=0
j—2
= Z t;‘.FAHigi + t;‘-FAHj_1gj—1 + t;ng - t;‘-F_ng
i=0
j—2
= > tTAHg +t]AH; 19, 1 +1] g,
i=0
j—2
i=0
=
= Z tTAH;g; + ¢, AH; 19,1 + ) gj1 — t AH; 19,1
i=0
j—2
= Z ty AH;g; +t5 gj 1. (5.19)

=0

Com as mesmas propriedades usadas em (5.19), podemos reescrever (5.19) da

forma
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Jj—2 Jj—3

Z t;"FAHigi + tfgjﬂ = Z t;FAHigi + t?AijQijZ + tfgjﬂ
1=0 =0
j—3
- Z t?AHzgz + t?AHj_ng_g -+ t;([ — AHj_g)gj_Q
=0
j—3
= Z thngz + t;rAHj72gj72 + t?gj,Q — t?Aijggj,Q
=0
j—3

i=0
De maneira geral, podemos mostrar que

l -1

=0 1=0

sempre que j > [.

Para isso, faremos o uso das mesmas propriedades empregadas em (5.19), pois
1 I-1
Z ty AHig +t; g = Z t] AHg; +t] AHgi + t] g
§
=
= Z t?AHigi + t;-FAngl + t?gl - tJTAngl
§

= Y tJAHg;i+t]g. (5.22)
=0

Considerando a propriedade recursiva dada por (5.21), conseguimos reduzir o
indice do somatério em (5.20), sucessivamente até que o somatério seja composto por um
tnico termo. Deste fato e com as expressoes dadas por (5.19) e (5.20), podemos reescrever

(5.18) como

2mo—1
=0
= t; AHogo +t; (I — AHo)go

= t; AHogo +t; go — t; AHogo

= ] 9. (5.23)
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Mostrando com (5.23) que a expressao

i=0 tFg0

>, t3AHg; tlg
VE)TAdl = =0 ’ = 3' 0 = ‘/OTQO = VE)TT(),

T
> t3, AH;g; L tamo—190 J

2mo—1
L =0 _

é verdadeira, lembrando que Axqg — b= gg = ro = Ayy — b.
Vamos supor, por inducao, que Tom,, = Yk+1
V 1 <k < r, onde my, representa a quantidade de colunas da matriz V;, = (Vp, V4,..., Vi).

Mostraremos que xg,,. = y,+1. Como fizemos no inicio da demonstragao, temos

pelo Algoritmo 5.1 que

2m,—1
Tom, = Tam,_, — dr, onde d, = Z H;g;. (5.24)
z‘:2m(7.,1)
Pelo Algoritmo 3.7, temos
Yr+1 = Yr — K?ZTQT' (5'25>

Assim, para que a igualdade xs,,, = y,41 acontega, devemos mostrar a existéncia

de um vetor Z, tal que

K'Z.q. =d,. (5.26)

Pela caracteristica do Algoritmo 3.7 também precisamos encontrar uma matriz V,

satisfazendo

VIAP.q. = VIr,. (5.27)

Para mostrar (5.26), usaremos o fato que o Nuc(K,) L Im(KT) e a

Observagao 3.11, obtendo assim a equivaléncia

K'Z.q. =d, & d,e€Im(K])
s d. L {ATV, AT, AT, )
e d L ATV, VO<Ek<r—1
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Para concluir que d, L ATV, V 0 < k <r — 1 mostraremos
VIAd, =0, VO<k<r—1. (5.28)

Observacao 5.7. Note que a matriz V' foi construida tendo as colunas como os vetores
linearmente independentes do Lema 5.4 agrupados em ordem crescente de indices. Assim
sendo, como estamos supondo que a quantidade de colunas que a matriz V;, = (Vo, V4, ..., Vi)
possui é igual a my, temos que a matriz V,_; = (Vy, V4, ..., V,._1) possui m,_; colunas, sendo
assim, devemos ter m,_; vetores ¢, (escritos em ordem crescente) ocupando as m,_; colunas

da matriz V,_1. Por esse motivo, a matriz V,_; contém os vetores de t; até b2, _py—1-

Pela Observacao 5.7, podemos escrever (5.28) da forma

Vi Ad, tF Ad, 0
— V' Ad, 3 Ad, 0
ViaAd = | T = =
| V5Ad || B, Ade | [ O]
2my—1 T
Lembrando que d, = Y.  H;g;. A primeira linha do vetor V,_; Ad, fica da
i:2m(T_1)
forma
2my—1 2m;—1 2my—1
1=2m,_1) 1=2m,_1) 1=2m(,_1)

onde (5.29) segue de (5.12) e (5.14).

Para o caso geral, consideramos j < 2m,_; — 1 e impar. Entao, pelos mesmos

argumentos feitos em (5.29) e como j < 2m,_; obtemos

2m,—1 2my—1 2mqy—1
i:2m(T_1) i:2m(T_1) 7;=2m(7,_1)

Portanto, mostramos que t] Ad, =0, V1 <j <2m_y) —1

Assim, obtemos que d, € Im(K!) e concluimos que

d w, tal que KrTwr =d,.
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Escolhendo Z,, tal que w, € Im(Z,), temos que
d g, tal que Z,.q, = w,.

Tomando Z, e g. como acima, observamos que (5.26) é satisfeito para essas esco-

lhas e (5.27) fica na forma

VIAP.q, = VIr, & VIAK w, =V, & VI Ad, = VIr,. (5.31)

Mostraremos que (5.31) ocorre, para a escolha feita para a matriz V,. Para isso,
note que pela Observacao 5.7, feita durante este teorema, que os vetores linearmente inde-

pendentes do Lema 5.4 que compoem as colunas da matriz V,. sao

V= [ tom_yy+1 lome_py+3 00 tom,—1 ] -

Com essa observagao, temos que VI Ad, pode ser escrito como o seguinte vetor

T
th(T_l)JrlAd?"
td Ad
T 2me,._1y+3 T
VI Ad, = | e
T
t2mr71Ad7“ |
2m,—1
Usando, na primeira linha do vetor V. Ad,, o fato que d, = Y. H,g;, temos
1=2my_1
2mqy—1
T T
tzm(T,1>+1Adr = tzm(T,1)+1A Z H;g;
i:2m(r_1)
2m,—1
_ T
= § t2mr,1+1AHigi
1=2m,_1)
2mp_1y+1 2my—1
Z T Z T
= t2m(,.,1)+1AH’igi + t2m<,.,1>+1AH’igi' (532)
’i=2m<,ﬂ,1> i=2m(r,1)+2

Como 2m,—1)+1 < 2m(_1)+2 podemos usar (5.13), (5.14) e gpy1 = (I — AHy) g
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em (5.32), ficando com

2mr_1)+1 2my—1
T _ Z T Z T T
t2m(7.71)+1AdT - t2m<771>+1AHzg7f + (t2m(r71)+1 - t2m(r,1)—1)gi
i=2m<r,1> i=2m(,‘,1)+2
2my—1+1
_ T
= § tzmr,1+1AHin
1=2Mmyp_1
_ 4T T T
- tQm(T_1)+1AH2m(r_1)g2m(r_1) + (t2m(T_1)+1 - t2m(7,_1)71)g2m(r—1)+1
= AH. +t5 (I — AH )
= Lomq 1 2mey 92m ) T Lamg gy 41 2m 1) ) 92m(r 1)
_ 4T T T
- t2m(T71>+1AH2m<r—1>92m<r—1) + t2m<r71)+192m<r—1) - t2m<H)+1AH2m<r—1>g2m<T—1>
_ 4T
= lom,_yy+192m(_yy- (5.33)

Com argumentos similares aos feitos nas expressoes (5.18), (5.19), (5.20), (5.21)

e (5.23), podemos mostrar que

th Ady = t] gom, ), V¥ 2me_1y+1<k<2m, —1. (5.34)

De (5.34), garantimos que a expressao

T T
tQM(T71)+1AdT t2m(,r,1)+192m(r71)
t3, Ad t3, g
T 2mp_1)+3347 2m(p_1)+392m(r_1) T T
Ve Ad, = ( ) - v . = ‘/r 92m, 1y = V;“ Tr,
T T
thT—lAd"" ] i Lo, —192m 1)

ocorre, relembrando que
G2mr_1y) = Ame(r—l) —b=Ay, —b=r,.
Com a ultima igualdade chegamos ao final da demonstracao do teorema. a

Observagao 5.8. Pelo teorema anterior temos que o, = Yri1, 2m, =n e y,4+1 € a solugao
do sistema linear. Portanto, para as hipdteses do teorema o método de Broyden encontra

uma solucao em 2n iteragoes.



CAPITULO 6

Testes dos Algoritmos

Neste capitulo apresentaremos alguns testes envolvendo sistemas de equagoes nao-
lineares buscando mostrar a aplicacao dos métodos presentes nesse texto e tornar possivel
a comparacao entre os métodos da classe ABS e métodos mais consolidados na literatura,

como os métodos de Newton e de Chebyshev.

Nas tabelas serao apresentadas na primeira coluna os métodos que foram testas-
dos, xg representa o ponto inicial escolhido, T indica o tempo gasto pelo método, M representa
o numero de iteragoes que o método executou, ou seja, quantas aproximagoes foram obtidas
durante o processo e x* representa a solucao que o método obteve. Utilizamos dois critérios

de parada, o método foi interrompido quando o nimero de iteracoes atingiu 100 ou quando

[1f (ze)]] < 1075,

Devido ao fato que simplificamos os nomes dos métodos nas tabelas e pelo motivo
que os métodos ABS formam uma classe, precisamos especificar quais nomes representam

determinados métodos e quais escolhas de parametros foram feitas para cada um dos métodos

ABS aplicados.

A sigla NW indica o método de Newton, NWA indica o método de Newton, porém
com a mudanca que os sistemas lineares resolvidos a cada passo do Algoritmo 2.16 foram
resolvidos utilizando o Algoritmo 3.1 com as escolhas que originam o método simétrico, NWB
denota o método de Newton com a mudanca que o sistema linear resolvido a cada passo do
algoritmo foi resolvido utilizando o Algoritmo 3.7 fazendo as V =1, W =1 er = 1. A sigla
CH indica o método de Chebyshev e as siglas CHA e CHB indicam o método de Chebyshev
com as mesmas modificagoes feitas no método de Newton, no método de final A os dois

sistemas lineares em cada iteracao foram resolvidos pelo método ABS linear e no de final B
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pelo método ABS Linear em Blocos.

Os métodos ABS1 e ABS2 sao métodos representados pelo Algoritmo 4.1 fazendo
as escolhas para os parametros z; = a;(y;) = w; e z; = e; = w;, respectivamente. Os métodos
dados pelo Algoritmo 4.6 serao representados em tabelas separadas devido ao fato que eles
tém um parametro diferente dos métodos dados pelo Algoritmo 4.1, a escolha de uma matriz
V. Para cada ponto inicial escolhido faremos trés escolhas diferentes de matrizes V', buscando

assim, mostrar a influéncia da escolha da matriz em cada método ABS em Blocos.

Lembrando do que ja foi apresentado no texto, nos métodos representados pelo
Algoritmo 4.6, existe uma escolha que se refere a maneira como sao particionadas as colunas
das matrizes, parametros V, W, Z, todas as implementagoes feitas nesse trabalho levam em
conta o particionamento delas em blocos de vetores coluna de mesma quantidade, ou seja,
se r = 1 no Algoritmo 4.6, entao as matrizes V, W, Z, serao particionadas em um tnico
bloco de vetores coluna, isto é, elas mesmas. Caso r = 2, entao as matrizes V., W e Z serao
particionadas em dois blocos de vetores coluna, o primeiro contera a primeira metade das
colunas das matrizes V, W, Z e serao denotadas por Vg, Wy, Zy e a outra metade das colunas

das matrizes V, W, Z serao denotadas por Vi, Wi, Z;, e assim por diante.

A sigla ABSBL1 indica o método dado pelo Algoritmo 4.6 com as escolhas
Z; = Ai(yi_1) e W; = X, onde X é a matriz solugao do sistema VI A(y;_1 ) HI X = I, s, A
sigla ABSBL2 indica o método dado pelo Algoritmo 4.6 com as escolhas Z; = I[; e W; = X. A
sigla. ABSBL3 corresponde ao Algoritmo 4.6 com as escolhas Z; = A;(y;—1) e W/ = X, onde
X é a matriz solugao do sistema V' AP,X = P;. O niimero correspondente a quantidade
de partigoes feitas nas colunas das matrizes parametro, denotada por r, serd colocado entre
parénteses na frente de cada um dos métodos ABSBL, isto é, ABSBL1(5) indica que r = 5
no Algoritmo 4.6.

6.1 Funcoes Testadas

Legenda 6.1. Fungaol: f(r) = (22 — 29— 1,—23 — 22 +1).
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10 10 0 20 10
V
01 0 —15 0 20
Legenda 6.2. Fungao2: f(r) = (32? + x5y — 3.5, 71 + x5 — 1.625).
(a)=[0.9338;0.8842].
(b)=[-0.8462;1.3520].

1 0 10 O 20 10
V —
01 0 —15 0 20
Legenda 6.3. Fungao3: f(r) = (22 + 22+ 23 — 9, x12003 — 1, 21 + 19 — 73).
a)=[2.4914:0.2427:1.6535).
b)=[0.2427:2.4914:1.6535).

(
(
()
(
(
(

[-0.2554;2.5725;-1.5222].

d)=[2.1403;-2.0903;-0.2235].

[-2.0903;2.1403;-0.2235].

e

)
£)=[2.5725:-0.2554;-1.5222)].

1 00 10 0 0 20 10 10
Vi=1 010 [, Va= 0 —15 0 |,Vz5= 0 20 10
0 01 0O 0 6 0 0 20

Analisando as Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3, vemos que para as fungoes 1, 2 e 3, a maioria
dos algoritmos obteve uma solucao, independentemente do ponto inicial e da escolha da
matriz V. Dependendo destas escolhas, um ou outro algoritmo foi beneficiado com relacao

ao numero de iteragoes e/ou tempo.

Legenda 6.4. Fungao4: f(r) = (52% — 323 + 1023 — 9, 212023 — 1,223 + 8x9 — T23).

(a)x*
(b)x*
(c)x*=[0.0143:16.2136:4.3046]

[1.7160;-0.8065;-0.7226]

[1.9688;-1.8413;-0.2758]
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100 10 0 0 20 10 10
Vi=1 010 |, V2= 0 —15 0 |,Vz3= 0 20 10
0 01 0O 0 6 0 0 20

Com relacao a funcao 4, Tabela 6.4, houveram vérias falhas na tentativa de obter
uma solucao. Também observamos que um mesmo algoritmo obteve solugoes diferentes com

pontos iniciais diferentes ou escolhas diferentes para a matriz V.

Legenda 6.5. Fungao de Rosenbrock Extendida - Exemplo 2 [15]
Fungao5b: f(z) = (10(zg — 23),1 — 21, 10(z4 — 23),1 — x3).

(a)x*

[1.7160;-0.8065:-0.7226]
(b)x*=[1.9688:-1.8413;-0.2758]

(¢)x*=[0.0143;16.2136;4.3046]

1 000 10 0 0 O 20 10 10 10

0100 0 =15 0 0 0 20 10 10
Vi= Vo= Vs =

0010 0 0 6 0 0 0 20 10

0001 0O 0 0 -9 0 0 0 20

No caso da fungao 5, Tabela 6.5, observamos que o algoritmo ABSBL1(4) (ABS

em blocos com um tnico bloco de 4 colunas) nao obteve solugdo em nenhum caso.

Legenda 6.6. Fungao Singular de Powell Extendida - Exemplo 3 [15]

Fungao6: f(z) = (z; + 10z, v/5(23 — 24), (12 — 223)%, V10(z1 — 4)?).

a)x*=[-0.2180;0.0218:0.2398:0.2398] 10~
b)x*

[-0.3994;0.0399;-0.1674;-0.1674] 10~.

¢)x*=[-0.5288:0.0529;-0.2195:-0.2195] 10—,

[0.4408;-0.0441;0.0268;0.0268]10 4.

e)x*=[-0.4223;0.0422;-0.1267;-0.1267]10~%.
f)x*=[-0.5309;0.0531;-0.1937;-0.1937]10~*.

(
(
(
(d)x*
(
(
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Vi

g)x*=[-0.7029;0.0703;-0.2534;-0.2534]10~*.
h)x*=[0.3744;-0.0374;0.0378;0.0378] 10~*.
i)x*=[0.5858;-0.0586;0.1376;0.1376]10~*.
j)x*=[0.7367;-0.0737;0.2256;0.2256]10~*.
k)x*=[-0.4728;0.0473;-0.0531;-0.0531]10%.

1)x*=[0.1888;-0.0189;0.3815;0.3815]10~*.

n)x*=[-0.2172;0.0217;0.1240;0.1240]10~*.

*

[-0.6850;0.0685;-0.2664;-0.2664] 10 .

0)X

p)x*=[-0.7844:0.0784;0.3318;-0.3318]10~4.

q)x*=[0.3645:-0.0364;-0.1717;-0.1717]10~*.

*

[0.5711;-0.0571;0.2221;0.2221]10~%.

(
(
(
(
(
(
(m)x*=[0.6790;-0.0679;0.2640;0.2640] 10~
(
(
(
(
(
(

)X
§)x*=[0.6347;-0.0635;0.2685;0.2685]10~*.

1000 10 0 0 0 20 10 10 10

0100 0 —-15 0 0 0 20 10 10
Vo= Vs =

0010 0 0 6 O 0 0 20 10

0001 0O 0 0 -9 0 0 0 20

Para a fungao 6, Tabela 6.6, houve uma grande variacao entre ponto inicial e a

solucao obtida, e também algoritmos diferentes com mesmo ponto inicial, obtiveram solugoes

diferentes. O algoritmo ABS em blocos falhou em varias das tentativas de obter uma solugao.

Legenda 6.7. Fungao 22 [13]

fi(x) = 3wy — 222 — 2w + 1,
FuncgaoT: filr) =3w; — 202 —x; y — 2wy + 1, parai=2,...,n— 1,

2

fo(x) =33, — 222 — 21 + 1.

Fungao7(d5): n=5
(a)x*=]-0.5648;-0.6663;-0.6609;-0.5951;-0.4162].
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(b)x*=[1.8211;-0.0847;-0.5447:-0.5713;-0.4111].

v;; = 50, se i =7,
Vi = Isxs, Vo= diag([10; —15;6;—9;12]), V3 =4 v; =10, se 1 <i < j <5,

v;; =0,sel1<j<i<5.

Para a funcao 7, n = 5 (Tabela 6.7), os algoritmos sé obtiveram solugdo com o
ponto inicial zy = [—10,—10, —10, —10, —10]. Na verdade, para qualquer ponto inicial com

todas as coordenadas negativas os algoritmos conseguem obter a solucao.

Nos casos n = 10 (Tabela 6.8) e n = 50 (Tabela 6.9) ocorre o mesmo que no caso
n = 5, com ponto inicial com coordenadas negativas os algoritmos obtém a solugao. Quando

o ponto inicial utilizado foi a origem, houve sucesso em varios casos.
Fungao7(d10): n = 10
(1)zo=omnes(10,1).
(2)xo=-100nes(10,1).
(3)xo=zeros(10,1).

(a)x*=[-0.5707;-0.6818;-0.7022;-0.7055;-0.7049;-0.7015;-0.6919;-0.6658;
-0.5960;-0.4164].

Vi = Loxio, Vo = diag([10; —15;6; —9; 12;17; 15; —13; —4; —2]),

vi; = 100, se 7 = j,
V=< v;; =10, se 1 <i<j <10,
v;; =0, sel <7 <i<10.
Fungao7(d50): n = 50
(1)xp=ones(50,1).

(2)xo=-100mnes(50,1).
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(3)xo=zeros(50,1).

(a)x*=]-0.5708;-0.6819;-0.7025;-0.7063;-0.7070;-0.7071*ones(36,1);-0.7070;
-0.7068;-0.7064;-0.7051;-0.7015;-0.6919;-0.6658;-0.5960;-0.4164].

Vi = Isoxs0, Vo = diag([v;v;v;v;0]), com v = [10; —15;6; —9;12;17; 15; —13; —4; —2)]

v;; = 500, se i = j,
Vs = v; =10, se 1 <@ < j <50,

v;; =0, se 1 <7 <1 <50.

filx)=1—x1...2440, parai=1,...,3,

Legenda 6.8. FuncaoS8: file)=1—x;9... 2500, parai=4,...,n — 3,
filx)=1—x;9...2p, parai=n—2,...,n.
No caso da fungao 8, Tabelas 6.10, 6.11 e 6.12, os algoritmos baseados no método

de Newton e os algoritmos ABS em blocos, com blocos de uma tnica coluna, conseguiram

obter a solugao, em geral. Os demais algoritmos falharam, na grande maioria dos casos.
Funcao8(d5): n =5
v;; = 950, se 1 = j,
Vi = Isxs, Vo= diag([10; —=15;6;—9;12]), Vz=1q v; =10, se 1 <i < j <5,
v;;=0,se1<j<i<5.

Funcao8(d10): n =10
(1)xo=[bones(5,1);7ones(5,1)].
(2)xo=[-100nes(3,1);120nes(4,1);150nes(3,1)].

(3)xo=[200mnes(3,1);-13ones(4,1);160nes(3,1)].

Vi = Loxio, Va = diag([10; —15;6; —9;12;17; 15; —13; —4; —2]),
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v;; = 100, se 7 = j,
V=< v;; =10, se 1 <i<j <10,
v;; =0, sel <7 << 10.
Funcao8(d50): n = 50
(1)zo=[bones(25,1);7ones(25,1)].
(2)xo=[-100nes(15,1);120nes(20,1);150nes(15,1)].

(3)xo=[200nes(15,1);-130nes(20,1);160nes(15,1)].

Vi = Isox50,

Vo = diag([v;v;v;v;v]), com v = [10; —15;6; —9;12; 17; 15; —13; —4; —2]

vi; = 500, se i = j,
Vi=4q v; =10, se 1 <i < j <50,
vi; =0, se 1 <7 <1 <50.
Legenda 6.9. Funcao de Brown - Exemplo 1 [15]
filx)=>zi+ x4 —(n+1),parai=1,...,n—1,
Funcao9: i=1
folz)=21... 2, — 1.
Funcao9(d5): n=5

(a)x*=[8.8952;-0.5790;-0.5790;-0.5790;-0.5790).

v;; = 90, se 1 = j,
Vi = Isxs, Vo= diag([10; =15;6; —9;12]), V=4 v; =10, se 1 <i < j <5,

v;;=0,sel1<j<i<5.
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Para a fungdo 9, n = 5 (Tabela 6.13), a maioria dos algoritmos tiveram sucesso
em obter uma solugao, as falhas ocorreram no caso do algoritmo ABSBL2(5), mas nos 2 casos

que este algoritmo obteve uma solu¢ao o niimero de iteragoes foi bem menor que nos demais.
Fungao9(d10): n =10
(1)xo=[bones(5,1);7ones(5,1)].
(2)xo=[-100nes(3,1);120nes(4,1);150nes(3,1)].

(3)xo=[200mnes(3,1);-130nes(4,1);160nes(3,1)].

Vi = Loxio, V2= diag([10;—15;6;—=9;12;17;15; —13; —4; —2]),

v; = 100, se i = j,
Va=4q v; =10, se 1 <i<j <10,

vi; =0, se 1 <7 <1 <10.
No caso n = 10, Tabela 6.14, houve grande nimero de sucessos na obtencao de

solugoes. Ja para o caso n = 50, Tabela 6.15, na maioria dos casos os algoritmos falharam.

Nenhuma das variantes de Newton obteve solucao, bem como ABS em blocos com blocos de

uma unica coluna.
Funcao9(d50): n = 50
1)xo=[bones(25,1);7ones(25,1)].

2

xo=[-100nes(15,1);120nes(20,1);150nes(15,1)].

[200nes(15,1);-130nes(20,1);160nes(15,1)].

(1)
(2)
(3)o
(a)x*=[1.0403;0.99920nes(49,1)].

Vi = Isoxso, Vo = diag([v;v;v;v;0]), com v = [10; —15;6; —=9; 12; 17; 15; —13; —4; —2)]
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v; = 500, se i = j,
Va=9 v; =10, se 1 <i<j <50,
vi; =0, se 1 <7 <1 <50.
Legenda 6.10. Funcoes glcp: Sao sistemas nao-lineares provenientes de problemas de
complementaridade linear generalizados, onde foram desconsideradas as restricoes de nao

negatividade das varidveis. Para mais detalhes ver [4] subsecao 3.1, ou [12] subsegao 5.4.1.

Para as fungoes glepll, glepl3, glepl4 e gleplh, Tabelas 6.16 a 6.19, a maioria dos

algoritmos obteve uma solugao, as excesssoes ocorreram com os algoritmos ABS2 e ABSBL2.
Funcao glcpll: n =21
1)xo=ones(21,1).

(1)

(2)xo=[4ones(10,1);-3ones(11,1)].
(3)xo=[-20nes(5,1);40nes(5,1);7ones(5,1);-3ones(6,1)].
(

a)x*=[4.9190;13.4320;15.9627;17.3838;7.2063;13.4476:6.4079;0.8786;13.0718;4.3048
-3.8049;0.6022:0.6981;1.8254:-6.0914;0;0;0;0:0:-61.5272]
(b)x*=[0.0071;0.0131;0.0130;0.0137;0.0035;0.0141;0.0045;0.0028;0.0039;0.0048;
-0.0031;-0.0007;-0.0000;0.0025:-0.0063;0.0000;0.0000;-1.7417;0.0000;-0.0000;
-0.0567]10

Vi = Izxar,

Vo = diag([v;v; 17]), com v = [10; —15;6; —9;12; 17; 15; —13; —4; —2]

v; = 210, se 1 = j,
V=< v; =10, se 1 <i<j <21,

UUZO, 861§j<2§21

Funcgao glcpl13: n =41
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(1)zp=omes(41,1).
(2)xo=[4ones(20,1);-3ones(21,1)].
(3)xo=[-20nes(10,1);40nes(10,1);7ones(10,1);-3ones(11,1)].

(a)x*=[6.4685;2.1437;15.1038;-1.3550;-7.3952;6.9236;4.0149;7.2806;8.4517;1.4942;
-2.7150;-0.2711; 5.3624;-1.7876;1.9580;-1.9181;9.0508;2.2913;-1.0708;-2.6480;-0.2417;
0.2030;-0.3602;-0.0724;0.1379;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;-61.1104]

Vi = I41><41>

Vo = diag([v;v; 17;v;0]), com v = [10; —15;6; —9; 12; 17; 15; —13; —4; —2]

v;; = 410, se i = j,
V=< v;; =10, se 1 <i<j<4l,
v;; =0, sel<j<i<A4l

Funcao glcpl14: n = 205
(1)zp=ones(205,1).
(2)xo=[4ones(100,1);-3ones(105,1)].
(3)xo=[-20mnes(50,1);40nes(50,1);7ones(50,1);-3ones(55,1)].
Obs: Para a tabela referente a esse método, como os vetores solucao sao inviaveis

de serem escritos, quando o método converge para alguma solucao escrevemos o asterisco no

local correspondente a solugao na tabela.

Vi = Ixo5%205,

Vo =diag([...;¢;...]), com v = [10; —15;6; —9;12;17;15; —13; —4; —2] e ¢ = [v; v; 17; v; v],
(5%)
X
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v;; = 2050, se i = j,
Vi=4q v; =10, se 1 <i < j <205,
vi; =0, se 1 <7 <1 <200.

Funcao glcpl5: n = 305
(1)xo=ones(305,1).
(2)xzo=[4ones(150,1);-3ones(155,1)].
(3)xo=[-20mnes(75,1);4ones(75,1);7ones(75,1);-3ones(80,1)].
Obs: Para a tabela referente a esse método, como os vetores solucao sao inviaveis

de serem escritos, quando o método converge para alguma solucao escrevemos o asterisco no

local correspondente a solucao na tabela.

‘/1 = [305><3057

Vo =diag([...;¢;..;v;v;0;0;0]), com v = [10; —15;6; —9;12;17; 15; —13; —4; —2]
(5%)
e c=[v;u;17;v;v],

v;; = 3050, se ¢ = j,
‘/3: Uij:10,861§i<j§305,

vi; =0, se 1 <7 <1 < 300.

No caso das fungoes glep31 e glep33, Tabelas 6.20 e 6.21, houveram mais sucessos

do que falhas, as falhas ocorreram nos algoritmos ABS em blocos e em ABS2.
Funcgao glcp31: n =21
(1)zg=omes(21,1).
(2)xo=[4ones(10,1);-3ones(11,1)].

(3)xo=[-20nes(5,1);4ones(5,1);7ones(5,1);-3ones(6,1)].
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(a)x*=[0.0773;0.2682;-0.2447;-2.8763;-0.3087;0.2751;-0.0583;0.3115;2.8179;-0.1978;
0.0000;0.0122;0.3053;0.0913;-0.0465;0.0009;0;0;0;0;0.0086] (10%)

(b)x*=[10.6836;27.9094;-9.0125;176.0644;-12.0116;26.8529;11.2793;20.6195;
-101.2342;-1.9044;-20.7974;-17.8077;0;3.1681;1.7440;0;0;0.8042;0;0,8.5992]

(c)x*=[13.0402;36.5615:-17.5181;66.1670;-22.7244;35.7895:8.7757:31.0909;3.9080;
-8.9573;-20.0425;-16.7350;10.9846;6.3402;0;0;0;0;0;-1.7173;8.6691]

‘/1 = 121><217

Vo = diag([v;v;17]), com v = [10; —15;6; —9;12; 17; 15; —13; —4; —2]

v; = 210, se i = j,
Vi=4q v; =10, se 1 <i<j <21,
vi; =0, el <j<1<21
Funcao glcp33: n =41
(1)xo=ones(41,1).
(2)xo=[4ones(20,1);-3ones(21,1)].
(3)xo=[-20mnes(10,1);40nes(10,1);7ones(10,1);-3ones(11,1)].
(a)x*=[-9.3958;1.3820;21.6985;45.6637;4.7762;11.8676;12.8342;19.4214;23.3520;
28.8793;-2.1132;-4.9715;-3.3408;-4.7947;-1.0612;0;-0.8405;-1.7501;14.9660;
2.3482;1.8277;-1.0652;-0.0499;1.0525;1.4554;0;0,0;0;0;-0.1517;0;0;0;0;0;0;0;
0;0;6.2718]
(b)x*=[-48.9316;60.1371;-13.7919;-6.5633;10.9481;35.7924;-31.7957;-3.9373;
37.3980;-84.0864;7.2536;0;2.1543;-3.2037;-0.0605;14.1598;0.2885;4.4491;0;0.6942;
1.2598:-0.7342:-0.0344:0.7255;1.0032;0:;-167.2512;0;0;0;0;0;0;93.9629;0;0;0;0;0;
0;-334.1164]
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(¢)x*=[-9.7914;1.4199;21.9346;22.5561;4.6242:11.6391;13.2229;19.5528;33.5456;
29.3724;-0.8233;0;-3.1605;-3.3943;-0.2927;1.1785;-0.7626;-1.0243;13.2297;-0.2291;
0.5282;-0.3078;-0.0144;0.3042;0.4206;0;0.3444;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;6.2151]

(d)x*=[-13.6407;1.7768;24.3115;-204.3216;3.1332;9.3784;17.1134;20.8835;133.6425;
34.4043;11.8346;48.8099;-1.3995;0.3546;7.2528;12.7437;0;6.0965;-3.8119;-25.5385;
-12.2313;7.1285;0.3343;-7.0437;-9.7401;0;0;0,0;0;0;2.1132;0;0;0,0;0;0;0;0;6.1708]

(e)x*=[-9.9628;1.4576;22.0256;13.1446;4.5641;11.5512;13.3741;19.6032;37.7040;
29.5603;-0.2963;2.0227;-3.0865;-2.8250;0.0199;1.6619;-0.7308;-0.7276;12.5220;
-1.2776;0,0,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0.1895;0.0051;0.0698;0.1401;0.1658;6.1376]

(f)x*=[-9.9628;1.4576;22.0256;13.1446;4.5641;11.5512;13.3741;19.6032;37.7040;
29.5603;-0.2963;2.0227;-3.0865;-2.8250;0.0199;1.6619;-0.7308;-0.7276;12.5220;
-1.2776;0;0,0;0;0;0;0;0;0,0;0;0;0;0;0;0.0629;-0.4967;-0.0179;0.0270;0.0362;6.1376|

(g)x*=[-10.0446;1.4487;22.0892;7.8042;4.5287;11.4927;13.4742;19.6397;40.0552;
29.7022;0;3.1730;-3.0461;-2.5006;0.1978;1.9308;-0.7130;-0.5611;12.1215;
-1.8744;-0.3011;0.1755;0.0082;-0.1734;-0.2397;-0.1831;0;0;0;0;0;0;0;0:0;0;
0;0;0;0;6.2048]

(h)x*=[-9.9628;1.4576;22.0256;;13.1446;4.5641;11.5512;13.3741;19.6032;37.7040;
29.5603;-0.2963;2.0227;-3.0865;-2.8250;0.0199;1.6619;-0.7308;-0.7276;12.5220;
-1.2776,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0.0017;;-0.0023;0.0000;0.026 3;0.4760;

6.1376].

(1)x*=[-9.9628;1.4576;22.0256;13.1446;4.5641;11.5512;13.3741;19.6032;37.7040;
29.5603;-0.2963;2.0227;-3.0865;-2.8250;0.0199;1.6619;-0.7308;-0.7276;12.5220;
-1.2776;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0.0020;-0.0014;-7.2018;0.0859;0.1860;

6.1376].

(j)x*=[-9.9628;1.4576;22.0256;13.1446;4.5641;11.5512;13.3741;19.6032;37.7040;
29.5603;-0.2963;2.0227;-3.0865;-2.8250;0.0199;1.6619;-0.7308;-0.7276;12.5220;
-1.2776;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;-0.1033;-3.9992;-3.0319;-1.6856;-1.1834;

6.1376].
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(k)x*=[-9.9628;1.4576;22.0256;13.1446;4.5641;11.5512;13.3741;19.6032;37.7040;
29.5603;-0.2963;2.0227;-3.0865;-2.8250;0.0199;1.6619;-0.7308;-0.7276;12.5220;
-1.2776;0;0,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;-0.0214;0.0065;0.0001;0.0679;0.4814;6.1376].

(1)x*=[-9.9628;1.4576;22.0256;13.1446;4.5641;11.5512;13.3741;19.6032;37.7040;
29.5603;-0.2963;2.0227:-3.0865;-2.8250;0.0199;1.6619;-0.7308;-0.7276;12.5220;
-1.2776;0;0,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;1.0845;-0.6084;13.0540;-0.6019;-0.4251;6.1376].

Vvl = ]41><41>

Vo = diag([v;v; 17;v;v]), com v = [10; —15;6; —9;12; 17; 15; —13; —4; —2]

Uij:4]-07 sei:j,
V=< v;; =10, se 1 <i<j<4l,

v;; =0, se 1l <j<i<4l

Para a funcao glcp34, Tabela 6.23, foram poucos os casos de sucesso na obtengao

de uma solugao.
Funcao glcp34: n = 205
(1)zo=ones(205,1).
(2)xo=[4ones(100,1);-3ones(105,1)].
(3)xo=[-20mnes(50,1);40ones(50,1);7ones(50,1);-3ones(55,1)].
Obs: Para a tabela referente a esse método, como os vetores solugao sao inviaveis

de serem escritos, quando o método converge para alguma solucao escrevemos o asterisco no

local correspondente a solugao na tabela.

Vi = Ix05x205,
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Vo =diag([...;¢;...]), com v = [10; —15;6; —9;12;17; 15; —13; —4; —2]
N —

(5%)
e c=[v;v;17;v;v],

(%] :2050, sei:j,
Vi=1< v;; =10, se 1 <i < j <205,

v;; =0, se 1 <j<i<205.

Para a funcao glcp35, Tabela 6.24, houveram mais casos de sucesso do que para
glep34.

Funcao glcp35: n = 305

(1)zp=ones(305,1).

(2)xo=[4ones(150,1);-3ones(155,1)].

(3)xo=[-20mnes(75,1);4ones(75,1);7ones(75,1);-3ones(80,1)].

(4)zo=100nes(305,1).
(5)xo=[-20nes(34,1);4ones(34,1);7ones(34,1);-3ones(34,1);-2ones(34,1);
4ones(34,1);7ones(34,1);-3ones(34,1);-50nes(33,1)].

(6)xo=[-100nes(17,1);-8ones(17,1);-9ones(17,1);-6ones(17,1);120nes(17,1);
bones(17,1);100nes(17,1);130nes(17,1);150nes(17,1);-50nes(17,1);80nes(17,1);
130nes(17,1);-60nes(17,1);-10ones(17,1);7ones(17,1);50nes(17,1);-11ones(17,1);

-9ones(16,1)].
Obs: Para a tabela referente a esse método, como os vetores solugao sao inviaveis

de serem escritos, quando o método converge para alguma solucao escrevemos o asterisco no

local correspondente a solugao na tabela.

Vi = I305x305,

Vo =diag([...;c;...;v;v;v;050]), com v = [10; —15;6; —9; 12; 17; 15; —13; —4; —2]
(5%)
e c=[v;u;17;v;v],
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vy = 3050, se i = j,
‘/3: Uij:10,861§i<j§305,

vi; =0, se 1 <7 <1 < 300.

Legenda 6.11. Fungao 5 [13]

3
Fungaol0: filz) = x; — j; o 1, parai=1,...,n,

2n
5 2 000
25 200
Vi=1 025 20
00 25 2
00025

Legenda 6.12. Fungao 9 [13]

filz) =i -1,

Funcaoll:
filz)=2? | +In(z;) — 1, parai=2,...,n

V4:

oS O O N ot
S O N ot N
S N Ot NN O
ot N O O
o NN O O O

Nas Tabelas 6.25 e 6.26 temos exemplos onde o algoritmo ABS em blocos obtém

uma solucao enquanto os algoritmos baseados em Newton falham.

6.2 Tabelas



6 Testes dos Algoritmos

METODOS xo = [3;5] xo = [—10; 25] xg = [—17;—6]
T | M| z* T || z* T || z*
NW 0.0042 | 8 [1;0] 0.0045 [ 24 | [-23] [ o0.0038 |11 [2:3]
NWA | 0.0074 | 8 [1:0] 0.0081 |24 | [23] |o00075 [ 11| [2:3]
NWB 0.0083 | 8 [1;0] 0.0093 | 24 [-2;3] 0.0080 | 11 [-2;3]
CH 0.0077 | 6 [1;0] 0.0084 | 7 2:3] | 0.0086 [2:3]
CHA 0.0122 | 6 [1:0] 0.0146 | 7 [-2:3] 0.0142 [-2:3]
CHB 0.0119 | 6 [1;0] 0.0131 | 7 23] | 00142 | 9 [2:3]
ABS1 0.0069 | 8 [1:0] 0.0069 | 9 [-2:3] 0.0076 | 20 | [-0.0001;:-1]
ABS2 | 0.0072 | 7 [1;0] 0.0069 | 9 [2:3] | 0.0086 | 21 | [0.0001-1]
zo = [3; 5]
Vi Vo V3
T | M| z* T || z* T || z*
ABSBLI1(1) | 0.0056 | 8 [1:0] 0.0058 | 8 [1:0] 0.0079 | 8 [1:0]
ABSBL2(1) | 0.0050 | 8 [1;0] 0.0054 | 8 [10] 0.0063 | 8 [1;0]
ABSBL3(1) | 0.0069 | 8 [1:0] 0.0063 | 8 [1:0] 0.0058 | 8 [1:0]
ABSBL1(2) | 0.0065 | 8 [1;0] 0.0066 | 7 [1;0] 0.0076 | 8 [1;0]
ABSBL2(2) | 0.0057 | 7 [1;0] 0.0057 | 7 [1;0] 0.0075 | 8 [1;0]
ABSBL3(2) | 0.0078 | 8 [1;0] 0.0069 | 8 [1;0] 0.0074 | 8 [1;0]
xo = [—10; 25]
Vi Vo V3
T | M| z* T || z* T || z*
ABSBLI1(1) | 0.0068 | 24 [-2:3] 0.0067 | 24 [-2:3] 0.0079 | 24 [-2:3]
ABSBL2(1) | 0.0058 | 24 | [-2:3] | 0.0061 | 24 | [-2:3] | 0.0073 | 24 |  [-2:3]
ABSBL3(1) | 0.0083 | 24 | [2;3] | 00070 | 24 | [23] |o0.0071 | 24 | [2:3)
ABSBL1(2) | 0.0071 [-2;3] 0.0074 [-2;3] 0.0068 [-2;3]
ABSBL2(2) | 0.0059 | 9 [2:3] | 0.0059 | 9 2:3] | 0.0062 | 9 [2:3]
ABSBL3(2) | 0.0084 | 21 [-2:3] 0.0085 | 21 [-2:3] 0.0102 | 21 [-2:3]
xo = [—17;—6]
Vi Vo V3
T || z* T || z* T || z*
ABSBLI(1) | 0.0064 | 11 [-2:3] 0.0063 | 11 [-2:3] 0.0080 | 11 [-2:3]
ABSBL2(1) | 0.0052 | 11 [-2:3] 0.0053 | 11 [-2;3] 0.0049 | 11 [-2;3]
ABSBL3(1) | 0.0064 | 11 [-2;3] 0.0061 | 11 [-2:3] 0.0065 | 11 [-2:3]
ABSBL1(2) | 0.0081 | 20 | [-0.0001;-1] | 0.0087 | 20 | [-0.0001;-1] | 0.0078 | 19 | [-0.0001;:-1]
ABSBL2(2) | 0.0056 | 5 NaN 0.0056 | 5 NalN 0.0056 | 9 NaN
ABSBL3(2) | 0.0080 | 18 | [-0.0001;-1] | 0.0081 | 18 | [-0.0001;-1] | 0.0086 | 18 | [-0.0001;:-1]

Tabela 6.1: Funcaol
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METODOS xo = [3;5] xo = [—10;25 xg =[-17;-6
T | M| 2 T M| o T
NW 0.0047 | 9 [ (a) [0.0038 [ 12 ] (b) [ 0.0039
NWA | 00071 | 9 | (a) | 0.0077 | 12| (b) | 0.0076
NWB 0.0030 | 9 | (a) | 0.0083 | 12 | (b) | 0.0081
CH 0.0086 | 7 | (a) | 0.0008 | 33| (a) | 0.0095
CHA 0.0128 | 7 | (a) | 0.0178 | 33| (a) | 0.0183
CHB 0.0147 | 7 (a) 0.0197 | 33 (a) 0.0187
ABS1 0.0068 | 9 | (a) | 0.0074 [ 12 | (b) | 0.0074
ABS2 0.0069 | 9 (a) 0.0071 | 12 (b) 0.0067
xo = [3; 5]
Vi Va V3
T M| 2 T M| o T M| oz
ABSBLI1(1) | 0.0058 | 9 | (a) | 0.0060 | 9 | (a) | 0.0056 | 9 | (a)
ABSBL2(1) | 0.0053 | 9 (a) 0.0053 | 9 (a) 0.0049 | 9 (a)
ABSBL3(1) | 0.0059 | 9 | (a) | 0.0057 | 9 | (a) | 0.0064 | 9 | (a)
ABSBL1(2) | 0.0066 | 9 (a) 0.0067 | 9 (a) 0.0065 | 9 (a)
ABSBL2(2) | 0.0073 | 9 (a) 0.0062 | 9 (a) 0.0063 | 9 (a)
ABSBL3(2) | 0.0067 | 9 (a) 0.0066 | 9 (a) 0.0076 | 9 (a)
xo = [—10; 25]
Vi Va
T M| 2 T M| o T
ABSBLI1(1) | 0.0069 | 12 | (b) | 0.0059 | 12 | (b) | 0.0060
ABSBL2(1) | 0.0050 | 12 (b) 0.0050 | 12 (b) 0.0050
ABSBL3(1) | 0.0061 | 12 (b) 0.0060 | 12 (b) 0.0065
ABSBL1(2) | 0.0089 | 12 | (b) | 0.0073 | 12 | (b) | 0.0074
ABSBL2(2) | 0.0058 | 6 | NaN | 0.0054 | 6 | NaN | 0.0105
ABSBL3(2) | 0.0074 | 12 | (b) | 0.0073 | 12 | (b) | 0.0071
xg = [—17;—6]
% Vs
T M| 2 T M| o T
ABSBLI(1) | 0.0062 | 12 | (b) | 0.0062 | 12 | (b) | 0.0057
ABSBL2(1) | 0.0062 | 12 | (b) | 0.0054 | 12 | (b) | 0.0072
ABSBL3(1) | 0.0062 | 12 (b) 0.0060 | 12 (b) 0.0065
ABSBL1(2) | 0.0069 | 10 | (b) | 0.0068 | 10 | (b) | 0.0077
ABSBL2(2) | 0.0061 | 12 | (b) | 0.0063 [ 12 | (b) | 0.0059
ABSBL3(2) | 0.0068 | 10 | (b) | 0.0074 | 10 | (b) | 0.0068

Tabela 6.2: Func¢ao2
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METODOS zo = [3;5;4] xo = [-10;7;-22] | xo =[18;—13;12]
T || o T M| o T M| o
NW 0.0062 | 7 | (a) |0.0045 | 9 | (c) | 0.0050 | 15 | (d)
NWA 0.0079 | 7 (a) 0.0083 | 9 (c) 0.0087 | 15 (d)
NWB 0.0081 | 7 | (a) |[0.0089 | 9 [ (c) |0.0091 | 15| (d)
CH 0.0095 | 5 | (a) |0.0111 | 9 | (d) | 0.0107 | 12| (b)
CHA 0.0140 | 5 | (a) | 0.0161 | 9 | (d) | 0.0160 | 12 | (b)
CHB 0.0146 | 5 | (a) | 0.0163 | 9 | (d) | 0.0166 | 12 | (b)
ABSI | 0.0067 | 7 | (b) |0.0078 | 12| (e) |0.0071 | 11 | (d)
ABS2 0.0079 | 9 | (a) | 0.0108 | 43 | (b) | 0.0072 | 12 | (a)
zo = [3;5; 4]

Vi Va Vs
T || o T M| o T M| o
ABSBLI1(1) | 0.0074 | 7 (a) 0.0062 | 7 (a) 0.0062 | 7 (a)
ABSBL2(1) | 0.0076 | 7 | (a) | 0.0055 | 7 | (a) | 0.0052 | 7 | (a)
ABSBL3(1) | 0.0062 | 7 (a) 0.0065 | 7 (a) 0.0068 | 7 (a)
ABSBL1(3) | 0.0075 | 7 | (b) | 0.0071 | 7 | (b) | 0.0071 | 9 | (b)
ABSBL2(3) | 0.0055 | 2 | NaN | 0.0052 | 2 | NaN | 0.0051 | 2 | NaN
ABSBL3(3) | 0.0073 | 6 | (a) | 0.0083 | 6 | (b) | 0.0071 | 6 | (b)

xo = [—10;7; —22]

Vi Vs Vs
T M| o T M| o T M| o
ABSBL1(1) | 0.0072 (¢) [0.0063] 9 [ (c) [0.0060 (c)
ABSBL2(1) | 0.0057 (¢) | 0.0055 (¢) 00056 ] 9| (c)
ABSBL3(1) | 0.0068 (¢) | 0.0072 (¢) | 0.0064 | 9 | (c)
ABSBLI(3) | 0.0083 | 12 | (e) | 0.0084 | 12 | (e) | 0.0077 | 11 | (f)
ABSBL2(3) | 0.0048 | 2 | NaN | 0.0049 | 2 | NaN | 0.0049 | 2 | NaN
ABSBL3(3) | 0.0080 | 9 | (e) | 0.0088 | 9 | (e) | 0.0086 | 11 | (e)

z0 = [18; —13;12]

Vi Va V3
T || o T M| o T M| o
ABSBLI1(1) | 0.0069 | 15 | (d) | 0.0070 | 15 | (d) | 0.006 | 15 | (d)
ABSBL2(1) | 0.0061 | 15 | (d) | 0.0060 | 15 | (d) | 0.0065 | 15 | (d)
ABSBL3(1) | 0.0072 | 15 | (d) | 0.0146 | 15 | (d) | 0.0074 | 15 | (d)
ABSBL1(3) | 0.0079 (d) | 0.0077 (d) | 0.0077 [ 11| (b)
ABSBL2(3) | 0.0060 | 3 | NaN | 0.0061 | 3 | NaN | 0.0061 | 3 | NaN
ABSBL3(3) | 0.0083 | 8 | (d) | 0.0076 | 8 | (d) | 0.0074 | 8 | (d)

Tabela 6.3: Funcao3



TABELAS

101

METODOS xo = [3;5;4] xo = [—10;7; —22] xo = [18; —13;12]
T | M| a2 T | M| a2 T | M| a2
NW 0.0081 | 100 0.0069 | 72 | (a) | 0.0052 | 27 | (a)
NWA | 0.0157 | 100 0.0147 | 75 | (a) | 0.0102 | 27 | (a)
NWB 0.0184 | 100 | (a) | 0.0175 | 100 0.0116 | 27 | (a)
CH 0.0154 | 76 | (a) | 0.0108 | 12 | (a) | 0.0140 | 47 | (a)
CHA 0.0361 | 100 0.0165 | 12 | (a) | 0.0244 | 47 | (a)
CHB 0.0324 | 84 | (b) | 0.0171 | 12 | (a) | 0.0243 | 47 | (a)
ABS1 0.0077 | 9 | (c) | 0.0109 | 34 | (a) | 0.0123 | 54 | (c)
ABS2 0.0132 | 58 | NaN | 0.0116 | 47 | NaN | 0.0114 | 46 | NaN
zo = [3;5;4]
Vi Va V3
T | M| a2 T | M| a2 T | M| a2
ABSBLI1(1) | 0.0150 | 100 | (a) | 0.0110 | 52 | (a) | 0.0146 | 85 | (a)
ABSBL2(1) | 0.0106 | 61 | (a) | 0.0146 | 100 0.0135 | 100
ABSBL3(1) | 0.0232 | 100 | (a) | 0.0120 | 52 | (a) | 0.0149 | 85 | (a)
ABSBL1(3) | 0.0098 | 17 | (a) | 0.0121 | 17 | (a) | 0.0090 | 15 | (a)
ABSBL2(3) | 0.0051 | 2 | NaN | 0.0063 | 2 | NaN | 0.0054 | 2 | NaN
ABSBL3(3) | 0.0292 | 100 0.0292 | 100 0.0281 | 100
xg = [—10;7; —22]
Vi Vo Va
T | M| a2 T | M| a2 T | M| a2
ABSBLI1(1) | 0.0151 | 100 0.0154 | 100 0.0150 | 100
ABSBL2(1) | 0.0137 | 100 0.0127 | 72 | (a) | 0.0142 | 100
ABSBL3(1) | 0.0172 | 100 0.0158 | 100 0.0166 | 100
ABSBLI(3) | 0.0190 | 63 | (a) | 0.0181 | 60 | (a) | 0.0130 | 33 | (c)
ABSBL2(3) | 0.0064 | 2 | NaN | 0.0056 | 2 | NaN | 0.0062 | 2 | NaN
ABSBL3(3) | 0.0131 | 27 | (b) | 0.0121 | 27 | (b) | 0.0096 | 15 | (b)
zo = [18; —13;12]
Vi Va Va
T | M| a2 T | M| a2 T | M| 2
ABSBL1(1) [ 0.0092 | 27 | (a) [0.0002 | 27 | (a) [0.0082 27 | (a)
ABSBL2(1) | 0.0077 | 27 | (a) | 0.0078 | 27 | (a) | 0.0083 | 27 | (a)
ABSBL3(1) | 0.0086 | 27 | (a) | 0.0100 | 27 | (a) | 0.0090 | 27 | (a)
ABSBL1(3) | 0.0207 | 71 | (a) | 0.0186 | 62 | (c) | 0.0097 | 15 | (c)
ABSBL2(3) | 0.0057 | 2 | NaN | 0.0054 | 2 | NaN | 0.0053 | 2 | NaN
ABSBL3(3) | 0.0092 | 11 | (b) | 0.0093 | 11 | (b) | 0.0290 | 100

Tabela 6.4: Funcao4
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METODOS 20 = [3;5;4; 6] 2o = [~10; 15; —8; 21] zo = [18; —13;11; —29]
T [ M ][ o T [ M [ o T [ M [ &
NW 0.0044 | 3 | ones(4,1) | 0.0037 | 3 | ones(4,1) | 0.0034 | 3 | ones(41)
NWA 0.0075 3 ones(4,1) | 0.0071 3 ones(4,1) | 0.0072 3 ones(4,1)
NWB 0.0086 3 ones(4,1) | 0.0079 3 ones(4,1) | 0.0080 3 ones(4,1)
CH 0.0073 2 ones(4,1) | 0.0082 2 ones(4,1) | 0.0060 2 ones(4,1)
CHA 0.0100 2 ones(4,1) | 0.0106 2 ones(4,1) | 0.0102 2 ones(4,1)
CHB 0.0111 2 ones(4,1) | 0.0111 2 ones(4,1) | 0.0111 2 ones(4,1)
ABS1 0.0086 3 ones(4,1) | 0.0074 3 ones(4,1) | 0.0075 3 ones(4,1)
ABS2 0.0063 3 ones(4,1) | 0.0073 3 ones(4,1) | 0.0070 3 ones(4,1)
zo = [3;5;4; 6]
Vi Vo V3
T [ m ] & T [ m ][ o T [ m [ &
ABSBL1(1) | 0.0065 3 ones(4,1) | 0.0058 3 ones(4,1) | 0.0056 3 ones(4,1)
ABSBL2(1) | 0.0052 3 ones(4,1) | 0.0051 3 ones(4,1) | 0.0049 3 ones(4,1)
ABSBL3(1) | 0.0071 3 ones(4,1) | 0.0063 3 ones(4,1) | 0.0058 3 ones(4,1)
ABSBL1(2) | 0.0066 3 ones(4,1) | 0.0068 3 ones(4,1) | 0.0070 4 ones(4,1)
ABSBL2(2) | 0.0056 3 ones(4,1) | 0.0059 3 ones(4,1) | 0.0056 4 ones(4,1)
ABSBL3(2) | 0.0071 3 ones(4,1) | 0.0069 3 ones(4,1) | 0.0080 4 ones(4,1)
ABSBL1(4) | 0.0092 2 NaN 0.0102 2 NaN 0.0107 2 NaN
ABSBL2(4) | 0.0071 3 ones(4,1) | 0.0061 3 ones(4,1) | 0.0130 7 NaN
ABSBL3(4) | 0.0376 | 100 0.0362 | 100 0.0365 | 100
zo = [—10; 15; —8; 21]
i Vo Vs
T [ M ] o T [ M [ o T [ M [ o
ABSBLI(1) | 0.0060 | 3 | ones(4,1) | 0.0057 | 3 | ones(4,1) | 0.0074 | 3 | ones(,1)
ABSBL2(1) | 0.0055 | 3 | omes(4,1) | 0.0050 | 3 | ones(4,1) | 0.0064 | 3 | ones(4,1)
ABSBL3(1) | 0.0057 | 3 | ones(4,1) | 0.0061 | 3 | ones(4,1) | 0.0093 | 3 | ones(4,)
ABSBL1(2) | 0.0081 3 ones(4,1) | 0.0066 3 ones(4,1) | 0.0063 4 ones(4,1)
ABSBL2(2) | 0.0058 3 ones(4,1) | 0.0066 3 ones(4,1) | 0.0058 4 ones(4,1)
ABSBL3(2) | 0.0063 3 ones(4,1) | 0.0064 3 ones(4,1) | 0.0117 4 ones(4,1)
ABSBL1(4) | 0.0106 2 NaN 0.0121 2 NaN 0.0079 2 NaN
ABSBL2(4) | 0.0066 | 3 | omes(4,1) | 0.0073 | 3 | ones(4,1) | 0.0120 | 2 NaN
ABSBL3(4) | 0.0389 | 100 0.0519 | 100 0.0482 | 100
zo = [18; —13;11; —29]
Vi Vo V3
T [ m ][ & T [ m ][ & T [ m [ &
ABSBL1(1) | 0.0062 3 ones(4,1) | 0.0208 3 ones(4,1) | 0.0059 3 ones(4,1)
ABSBL2(1) | 0.0053 3 ones(4,1) | 0.0061 3 ones(4,1) | 0.0052 3 ones(4,1)
ABSBL3(1) | 0.0058 3 ones(4,1) | 0.0084 3 ones(4,1) | 0.0069 3 ones(4,1)
ABSBL1(2) | 0.0068 3 ones(4,1) | 0.0075 3 ones(4,1) | 0.0068 5 ones(4,1)
ABSBL2(2) | 0.0056 3 ones(4,1) | 0.0068 3 ones(4,1) | 0.0067 4 ones(4,1)
ABSBL3(2) | 0.0079 3 ones(4,1) | 0.0073 3 ones(4,1) | 0.0067 5 ones(4,1)
ABSBL1(4) | 0.0099 2 NaN 0.0108 2 NaN 0.0112 2 NaN
ABSBL2(4) | 0.0069 3 ones(4,1) | 0.0065 3 ones(4,1) | 0.0290 | 75 NaN
ABSBL3(4) | 0.0257 | 58 | ones(4,1) | 0.0255 | 58 | ones(4,1) | 0.0206 | 47 | ones(4,1)

Tabela 6.5: Fungaob
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, =[3;5;4;6 = [—10;15; —8;21 = [18; —13;11; —29
mETODOS | "0 | } 20 =1 ] zo=1 ]
T [um] = T [m] = T [ um [ s
NW 0.0055 | 17 | (a) | 0.0057 | 16 | (e) 0.1156 | 21 | ()
NWA 0.0100 | 17 | (b) | 0.0103 | 21 | (e 0.0105 | 21 | (i)
NWB 00124 | 17 | (a) | 0.0114 | 21 (e) 0.0112 | 21 ()
CH 0.0117 | 13 | (b) | 00103 | 15 | (f) | 0.00106 | 15 | ()
CHA 0.0173 | 13 | (b) | 0.0173 | 15 | (f) 0.0170 | 15 | ()
CHB 0.0168 | 13 | (c) | 0.0176 | 15 | (g) 0.0179 | 15 | ()
ABS1 0.0096 | 21 | (d) | 0.0098 | 21 | (h) | 0.0098 | 21 | (k)
ABS2 0.0060 2 NaN | 0.0061 2 NaN 0.0063 2 NaN
zo = [3;5;4; 6]
Vi Va V3
T [ ] = T [m] = T [ m [ =

ABSBL1
ABSBL2

0.0083 | 17 [ ¢
0.0550 | 17 | (a
0.0093 | 17 [ (

0.0086 17
0.0685 17
0.0091 17

)y | 0.0860 | 17 a
)y | 0.0345 | 17
ABSBL3(1) | 0.0088 | 17
ABSBL1(2) | 0.0084 | 2 | NaN | 0.0083 | 2 | NaN | 0.5733 | 100

(1
(1
(1
(2
ABSBL2(2) | 0.0098 2 NaN | 0.0106 2 NaN 0.0168 2 NaN
(2
(4
(4
(4

o
N
N
o
N

Nasg

~| [
o
N
~| =~
o
N2

o
Ny

a

N
o
Nt

ABSBL3(2) | 0.0112 | 18 | (1) | o0.0119 [ 18 [ (1) 0.0109 | 18 | (1)
ABSBLI(4) | 0.0074 | 2 | NaN | 0.0075 | 2 | NaN | 0.0091 | 2 | NaN
ABSBL2(4) | 0.0111 | 2 | NaN | 0.0072 | 2 | NaN | 0.0481 | 2 | NaN
ABSBL3(4) | 0.0155 | 28 | (m) | 0.0161 | 28 | (m) | 0.0167 | 28 | (m)

xzo = [—10; 15; —8; 21]
Vi Vo V3
T [ = T [m] = T [ M [ o
ABSBLI(1) | 0.0093 | 21 0.0098 | 21 | (e) 0.0103 | 21 | (e)
ABSBL2(1) | 0.0922 | 21 0.1079 | 21 | (e) 0.0079 | 21 | (e)
ABSBL3(1) | 0.0089 | 21 00158 | 21 | (e) 0.0095 | 21 | (e)
ABSBL1(2) | 0.0807 2 NaN | 0.0070 2 NaN 0.1087 100
ABSBL2(2) | 0.0139 2 NaN | 0.0118 2 NaN 0.0658 2 NaN
ABSBL3(2) | 0.0109 | 20 | (n) | 0.0142 | 20 (n) 0.0101 | 20 (n)
ABSBL1(4) | 0.0073 2 NaN | 0.0076 2 NaN 0.0085 2 NaN
ABSBL2(4) | 0.0075 | 2 | NaN | 0.0080 | 2 | NaN | 0.0119 2 | NaN
ABSBL3(4) | 0.0173 | 28 | (o) | 0.0165 | 28 | (o) 0.0156 | 27 | (p)

)
~

~| ==
)
~

)
~

zo = [18; —13;11; —29

1%t Va Va3
T [ ] = T [m] = T [ m ] =
ABSBL1(1) | 0.0095 | 21 | (i) | 0.0091 | 21 (i) 0.0098 | 21 ()
ABSBL2(1) | 0.0742 | 21 | (i) | 0.0739 | 21 (i) 0.0078 | 21 (i)
ABSBL3(1) | 0.0099 | 21 | (i) | 0.0107 | 21 (i) 0.0107 | 21 (i)
ABSBL1(2) | 0.0085 | 2 | NaN | 0.0108 | 2 | NaN | 0.2058 | 100
ABSBL2(2) | 0.0096 | 2 | NaN | 0.0132 | 2 | NaN | 0.0085 2 | NaN
ABSBL3(2) | 0.0282 | 20 | (q) | 0.0110 | 20 (q) 0.0107 | 20 (q)
ABSBL1(4) | 0.0086 | 2 | NaN | 0.0071 | 2 | NaN | 0.1065 2 | NaN
ABSBL2(4) | 0.0109 | 2 | NaN | 0.0083 | 2 | NaN | 0.0727 2 | NaN
(4

ABSBL3(4) | 00178 [ 30 | (r) [ 00343 [ 30 | (1) 0.0228 | 29 | ()

Tabela 6.6: Fungaob
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METODOS zo = [2;2;4;4;4] zo =[1;1;1;1;1] zo = [—10; —10; —10; —10; —10]
R SRR T [ M ] z*
NwW 0.0096 100 0.0092 | 100 0.0068 9 (a)
NWA 0.0202 100 0.0216 | 100 0.0102 9 (a)
NWB 0.0235 100 0.0234 | 100 0.0110 9 (a)
CH 0.0170 | 100 0.0187 | 100 0.00105 6 (a)
CHA 0.0475 | 100 0.0473 | 100 0.0156 6 (a)
CHB 0.0394 | 100 0.0405 | 100 0.0166 | 6 (a)
ABS1 0.0255 | 100 0.0277 | 100 0.0092 | 9 (a)
ABS2 0.0344 | 100 0.0322 100 0.0095 9 (a)
zo = [2;2;4;4; 4]
%1 Va Vs
SRR SRR EE z*
ABSBLI1(1) 0.0191 100 0.0195 100 0.0203 100
ABSBL2(1) 0.0158 100 0.0262 | 100 0.0168 100
ABSBL3(1) 0.0197 | 100 0.0207 | 100 0.0202 100
ABSBL1(5) 0.0106 3 NaN | 0.0077 2 NaN 0.0087 3 NaN
ABSBL2(5) | 0.0092 | 3 | NaN | 0.0160 | 3 | NaN | 0.0104 | 3 NaN
ABSBL3(5) | 0.0528 | 100 0.0536 | 100 0.0423 | 77 (b)
zo = [1;1;1;1;1]
Vi Vo V3
T [ M| a T | M| oa T [ m ] o
ABSBLI1(1) 0.0201 100 0.0231 100 0.0169 100
ABSBL2(1) 0.0167 | 100 0.0204 100 0.0169 100
ABSBL3(1) 0.0206 100 0.0210 100 0.0202 100
ABSBL1(5) 0.0077 2 NaN | 0.0078 2 NaN 0.0074 2 NaN
ABSBL2(5) | 0.0120 | 2 | NaN | 0.0122 | 2 | NaN | 0.0106 | 2 NaN
ABSBL3(5) 0.0533 | 100 0.0533 | 100 0.0536 100
zo = [—10; —10; —10; —10; —10]
Vi Vo V3
ERE R ER z*
ABSBL1(1) | 0.0091 | 9 (a) | 0.0089 | 9 (a) | 0.0083 | 9 (a)
ABSBL2(1) | 0.0080 | 9 (a) | 0.0089 | 9 (a) | 0.0080 | 9 (a)
ABSBL3(1) | 0.0090 | 9 | (a) | 00085 | 9 | (a) | 0.0094 | 9 (a)
ABSBL1(5) | 00112 | 9 | (a) | 00113 | 9 | (a) | 00112 | 9 (a)
ABSBL2(5) | 0.0104 | 9 | (a) | 00118 | 9 | (a) | 0.0097 | 9 (a)
ABSBL3(5) | 0.0122 | 10 | (a) | 0.0137 | 10 | (a) | 0.0115 | 9 (a)

Tabela 6.7: Fungao7(d5)
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) xo = ones(10,1) zo = —100nes(10,1) xo = zeros(10,1)
METODOS
T [ M [ & T [ M [ & T [ M | o
NW 0.0126 | 100 0.0064 | 9 | (a) | 0.0080 | 9 | (a)
NWA 0.0314 | 100 00105 | 9 | (a) | 00111 | 9 | (a)
NWB 0.0256 | 100 00112 | 9 | (a) | 00115 ] 9 | (a)
CH 0.0213 | 100 00115 | 6 | (a) | 0.0217 | 100
CHA 0.0773 | 100 0.0179 6 (a) 0.0770 | 100
CHB 0.0461 | 100 0.0161 6 (a) 0.0465 | 100
ABS1 0.0551 | 100 0.0121 9 (a) 0.0542 | 100
ABS2 0.0826 | 100 00136 | 9 | (a) | 00136 | 9 | (a)
xg = ones(10,1)
Vi Vo V3
T [ M o T | M [ g T [ M [ o
ABSBL1(1) 0.1545 | 100 0.0219 | 100 0.0296 | 100
ABSBL2(1) 0.0166 | 100 0.0168 | 100 0.0198 | 100
ABSBL3(1) 0.0285 | 100 0.0298 | 100 0.0256 | 100
ABSBL1(2) 0.0076 2 NaN | 0.0074 2 NaN | 0.0095 2 NaN
ABSBL2(2) 0.0125 2 NaN | 0.0069 2 NaN | 0.0489 | 100
ABSBL3(2) 0.0438 | 100 0.0429 | 100 0.0424 | 100
ABSBL1(5) 0.0081 2 NaN | 0.0080 2 NaN | 0.0077 2 NaN
ABSBL2(5) 0.0107 2 NaN | 0.0112 2 NaN | 0.0109 2 NaN
ABSBL3(5) 0.0942 | 100 0.0764 | 100 0.0725 | 100
ABSBL1(10) | 0.0105 2 NaN | 0.0084 2 NaN | 0.0078 2 NaN
ABSBL2(10) | 0.0097 2 NaN | 0.0117 2 NaN | 0.0122 2 NaN
ABSBL3(10) | 0.1393 | 100 0.1351 | 100 0.1341 | 100
xg = —100nes(10,1)
Vi Vo V3
T [ M [ & T [ M o T [ M |
ABSBL1(1) | 0.0084 | 100 0.0095 | 9 | (a) | 0.0080 | 9 | (a)
ABSBL2(1) | 0.0072 | 9 | (a) | 0.0071 | 9 | (a) | 0.0070 | 9 | (a)
ABSBL3(1) | 0.0095 | 9 | (a) | 00102 | 9 | (a) | 0.009 | 9 | (a)
ABSBLI1(2) | 0.0100 | 9 | (a) | 0.0098 | 9 | (a) | 0.0096 | 9 | (a)
ABSBL2(2) | 0.0100 | 9 | (a) | 0.0085 | 9 | (a) | 0.0083 | 9 | (a)
ABSBL3(2) | 00119 | 9 | (a) | 00111 | 9 | (a) | 0.010L | 9 | (a)
ABSBL1(5) | 0.0165 | 9 | (a) | 0.0146 | 9 | (a) | 00117 | 9 | (a)
ABSBL2(5) | 00133 | 9 | (a) | 00105 | 9 | (a) | 0.0094 | 8 | (a)
ABSBL3(5) | 0.0128 | 9 | (a) | 00138 | 9 | (a) | 00136 | 9 | (a)
ABSBLI(10) | 00184 | 9 | (a) | 00151 | 9 | (a) | 00155 | 9 | (a)
ABSBL2(10) | 00153 | 9 | (a) | 00134 | 9 | (a) | 0.0164 | 8 | (a)
ABSBL3(10) | 0.0197 | 10 | (a) | 0.0200 | 10 | (a) | 0.0194 | 9 | (a)
xg = zeros(10,1)
Vi Vo V3
T [ M [ o T [ M [ 2 T [ M [ &
ABSBLI(1) | 00111 | 9 | (a) | 0.0085 | 9 | (a) | 0.0087 | 9 | (a)
ABSBL2(1) | 0.0097 | 9 | (a) | 00070 | 9 | (a) | 00071 | 9 | (a)
ABSBL3(1) | 0.0097 | 9 | (a) | 00114 | 9 | (a) | 0.0085 | 9 | (a)
ABSBL1(2) 0.0619 | 100 0.0409 59 NaN | 0.0354 | 53 | NaN
ABSBL2(2) | 0.0105 | 9 | (a) | 0.0090 | 9 | NaN | 0.0605 | 100
ABSBL3(2) 0.0409 | 100 0.0440 | 100 0.0409 | 100
ABSBL1(5) 0.0231 27 NaN | 0.0237 27 NaN | 0.1573 | 100
ABSBL2(5) | 0.0116 | 9 | (a) | 0.0108 | 9 | (a) | 00118 | 7 | (a)
ABSBL3(5) 0.0776 | 100 0.0852 | 100 0.0759 | 100
ABSBL1(10) | 0.0082 2 NaN | 0.0081 2 NaN | 0.0078 2 NaN
ABSBL2(10) | 00132 | 9 | (a) | 00120 | 9 | (a) | 0.0115 | 7 | (a)
ABSBL3(10) | 0.1336 | 100 0.1396 | 100 0.1306 | 100

Tabela 6.8: Fungao7(d10)
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METODOS xo = ones(50, 1) xo = —100nes(50, 1) xo = zeros(50,1)
T [ M [ & T [ M | & T [ M | &
NW 0.0451 | 100 00094 | 9 | (a) | 00112 ] 12 | (a)
NWA 0.2442 | 100 00285 | 9 | (a) | 0.0363 | 12 | (a)
NWB 0.1674 | 100 00352 | 9 | (a) | 0.0250 | 12 | (a)
CH 0.1575 | 100 0.0203 6 (a) 0.1575 | 100
CHA 0.6822 | 100 0.0473 6 (a) 0.6475 | 100
CHB 0.4828 | 100 0.0317 6 (a) 0.6178 | 100
ABS1 1.6603 | 100 0.1435 9 (a) 1.6563 | 100
ABS2 3.1672 | 100 02676 | 9 | (a) | 0.3584 | 12 | (a)
29 = ones(50,1)
V1 V2 V3
T [ M [ & T [ M [ & T [ M | &
ABSBL1(1) 0.2051 | 100 0.1797 | 100 0.1715 | 100
ABSBL2(1) 0.0796 | 100 0.0740 | 100 0.0832 | 100
ABSBL3(1) 0.2410 | 100 0.4891 | 100 0.3198 | 100
ABSBL1(2) 0.0193 2 NaN | 0.0201 2 NaN | 0.0212 2 NaN
ABSBL2(2) 0.1044 26 NaN | 0.0163 2 NaN | 0.2923 | 100
ABSBL3(2) 0.2923 | 100 0.3146 | 100 0.2904 | 100
ABSBL1(5) 0.0233 2 NaN | 0.0226 2 NaN | 0.0230 2 NaN
ABSBL2(5) 0.1325 9 NaN | 0.0925 2 NaN | 0.5134 | 100
ABSBL3(5) 1.1181 | 100 0.7184 | 100 0.7632 | 100
ABSBL1(10) | 0.0280 2 NaN | 0.0264 2 NaN | 0.0275 2 NaN
ABSBL2(10) | 0.2032 2 NaN | 0.1213 2 NaN | 0.7981 | 100
ABSBL3(10) | 1.5244 | 100 1.3365 | 100 1.4584 | 100
xg = —100nes(50,1)
Vi % Vs
T [ M & T [ M [ o T [ M [ &
ABSBLI(1) [ 00163 | 9 | (a) | 00160 | 9 | (a) | 001755 | 9 | (a)
ABSBL2(1) | 00124 | 9 | (a) | 00124 | 9 | (a) | 00131 | 9 | (a)
ABSBL3(1) | 00198 | 9 | (a) | 00264 | 9 | (a) | 00347 | 9 | (a)
ABSBL1(2) | 00238 | 9 | (a) | 0.0241 | 9 | (a) | 00243 | 9 | (a)
ABSBL2(2) | 00186 | 9 | (a) | 00177 | 9 | (a) | 0.0183 | 9 | (a)
ABSBL3(2) | 0.0503 | 9 | (a) | 0.0200 | 9 | (a) | 0.0266 | 9 | (a)
ABSBLI(5) | 00405 | 9 | (a) | 0.0400 | 9 | (a) | 0.0413 | 9 | (a)
ABSBL2(5) | 00271 | 9 | (a) | 00271 | 9 | (a) | 0.0281 | 9 | (a)
ABSBL3(5) | 00623 | 9 | (a) | 00655 | 9 | (a) | 0.0531 | 9 | (a)
ABSBLI(10) | 0.0710 | 9 | (a) | 0.0683 | 9 | (a) | 0.0695 | 9 | (a)
ABSBL2(10) | 0.0433 | 9 | (a) | 00440 | 9 | (a) | 0.0459 | 9 | (a)
ABSBL3(10) | 0.1194 | 9 | (a) | 0.1041 | 9 | (a) | 0.1062 | 9 | (a)
xo = zeros(50,1)
Vi Vo Va
T [ M [ 2 T [ M [ & T [ M ] &
ABSBLI(1) | 0.0191 | 12 | (a) | 0.0180 | 12 | (a) | 00193 | 12 | (a)
ABSBL2(1) | 0.0143 | 12 | (a) | 00140 | 12 | (a) | 0.0151 | 12 | (a)
ABSBL3(1) | 00327 | 12 | (a) | 0.0467 | 12 | (a) | 0.0228 | 12 | (a)
ABSBL1(2) 1.0265 | 100 0.8413 | 100 0.4954 | 100 | NaN
ABSBL2(2) | 0.0209 | 12 | (a) | 0.0213 | 12 | (a) | 0.3990 | 100
ABSBL3(2) 0.2916 | 100 0.2902 | 100 0.2767 | 100
ABSBL1(5) 1.3609 | 100 1.1460 | 100 0.7600 | 100
ABSBL2(5) | 0.0365 | 12 | (a) | 0.0341 | 12 | (a) | 0.8686 | 100 | (a)
ABSBL3(5) 0.6149 | 100 0.6159 | 100 0.7029 | 100
ABSBL1(10) | 1.2223 | 100 2.3543 | 100 8.5473 | 100 | NaN
ABSBL2(10) | 0.0575 | 12 | (a) | 0.0560 | 12 | (a) | 0.0400 | 8 | (a)
ABSBL3(10) | 1.2099 | 100 1.3912 | 100 1.3790 | 100

Tabela 6.9: Fungao7(d50)
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METODOS o = [2;2;4;4;4] xzo = [—10; —10;15;15;15] | xo = [20; 20; 20; —13; —13]
R T [ w [ e N
NW 0.0128 9 ones(5,1) | 0.0149 29 ones(5,1) | 0.0135 19 ones(5,1)
NWA 0.0163 9 ones(5,1) | 0.0191 | 29 | ones(5,1) | 0.0178 | 19 | ones(5,1)
NWB 0.0181 9 ones(5,1) | 0.0190 | 29 | ones(5,1) | 0.0181 | 19 | ones(5,1)
CH 0.257 7 ones(5,1) | 0.0528 | 100 0.0581 | 100
CHA 0.0307 7 ones(5,1) | 0.0662 | 100 0.0400 35 NaN
CHB 0.0306 7 ones(5,1) | 0.0658 18 NaN 0.0625 17 NaN
ABS1 0.0931 8 ones(5,1) | 0.0203 30 NaN 0.0199 20 NaN
ABS2 0.0138 2 NaN 0.0139 2 NaN 0.0135 2 NaN
x0 = [2;2;4;4;4]
%1 Vo V3
R T [ w [ e NS
ABSBL1(1) | 0.0139 9 ones(5,1) | 0.0146 9 ones(5,1) | 0.0145 9 ones(5,1)
ABSBL2(1) | 0.0136 | 9 | ones(5,1) | 0.0136 | 9 | ones(5,1) | 0.0136 | 9 | ones(5,1)
ABSBL3(1) | 0.0157 9 ones(5,1) | 0.0171 9 ones(5,1) | 0.0143 9 ones(5,1)
ABSBL1(5) | 0.0149 3 NaN 0.0136 2 NaN 0.0135 2 NaN
ABSBL2(5) | 0.0135 2 NaN 0.0128 2 NaN 0.0134 2 NaN
ABSBL3(5) | 0.0454 65 NaN 0.0556 86 NaN 0.0601 | 100
xzo = [—10; —10;15; 15; 15]
Vi Vs Va
T [ M| w T [ M| e R
ABSBL1(1) | 0.0171 | 29 | ones(5,1) | 0.0168 | 30 | ones(5,1) | 0.0181 | 43 | ones(5,1)
ABSBL2(1) | 0.0159 | 29 | ones(5,1) | 0.0155 | 29 | ones(5,1) | 0.0270 | 29 | ones(5,1)
ABSBL3(1) | 0.0169 29 ones(5,1) | 0.0180 30 ones(5,1) | 0.0202 43 ones(5,1)
ABSBL1(5) | 0.0139 2 NaN 0.0151 4 NaN 0.0145 2 NaN
ABSBL2(5) | 0.0144 3 NaN 0.0134 2 NaN 0.0134 2 NaN
ABSBL3(5) | 0.0605 | 100 0.0597 | 100 0.0593 | 100
xo = [20;20;20; —13; —13]
Vi Vo Va
R T [ w [ e RS
ABSBL1(1) | 0.0165 | 19 | ones(5,1) | 0.0180 | 19 | ones(5,1) | 0.0153 | 19 | ones(5,1)
ABSBL2(1) | 0.0157 | 19 | ones(5,1) | 0.0147 | 19 | ones(5,1) | 0.0145 | 19 | ones(5,1)
ABSBL3(1) | 0.0167 | 19 | ones(5,1) | 0.0179 | 19 | ones(5,1) | 0.0165 | 19 | ones(5,1)
ABSBL1(5) | 0.0157 4 NaN 0.0159 NaN 0.0152 5 NaN
ABSBL2(5) | 0.0138 2 NaN 0.0132 NaN 0.0221 2 NaN
ABSBL3(5) | 0.0657 | 100 0.0327 | 40 NaN 0.0626 | 100

Tabela 6.10: Fungao8(d5)
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METODOS 2o = (1) 20 = (2) 2o = (3)
T [ M ] T [ M ] z* T [ M ] z*
NW 0.0141 | 25 0nes(10,1) 0.0141 | 26 | ones(10,1) | 0.0153 | 32 | ones(10,1)
NWA 0.0203 | 25 | ones(10,1) | 0.0213 | 26 | ones(10,1) | 0.0227 | 32 | ones(10,1)
NWB 0.0203 | 25 | ones(10,1) | 0.0217 | 26 | ones(10,1) | 0.0181 | 38 | ones(10,1)
CH 0.283 9 ones(10,1) | 0.0583 | 100 0.0305 27 NaN
CHA 0.0333 9 ones(10,1) | 0.0732 71 NaN 0.0576 47 ones(10,1)
CHB 0.0324 9 ones(10,1) | 0.0787 19 NaN 0.0901 43 NaN
ABS1 0.0187 7 NaN 0.0211 12 NaN 0.0135 6 NaN
ABS2 0.0144 2 NaN 0.0142 2 NaN 0.0142 2 NaN
zo = (1)
Vi Vo V3
T [ M ] T [ M| & T [ M ] o
ABSBL1(1) | 0.0169 | 25 ones(l 1) | 0.0171 | 25 | ones(10,1) | 0.0178 | 25 | ones(10,1)
ABSBL2(1) | 0.0161 | 25 | ones(10,1) | 0.0166 | 25 | ones(10,1) | 0.0172 | 25 | ones(10,1)
ABSBL3(1) | 0.0212 | 25 | ones(10,1) | 0.0180 | 25 | ones(10,1) | 0.0186 | 25 | ones(10,1)
ABSBL1(2) 0.0490 | 16 NaN 0.0819 45 NaN 0.1663 73 NaN
ABSBL2(2) 0.0282 6 NaN 0.0433 17 NaN 0.0174 8 NaN
ABSBL3(2) 0.1606 | 38 NaN 0.0712 43 NaN 0.0332 13 NaN
ABSBL1(5) 0.0284 4 NaN 0.0140 2 NaN 0.0242 3 NaN
ABSBL2(5) 0.0285 2 NaN 0.0254 2 NaN 0.0245 2 NaN
ABSBL3(5) 0.0331 7 NaN 0.0440 9 NaN 0.0537 22 NaN
ABSBL1(10) | 0.0160 2 NaN 0.228 6 NaN 0.210 6 NaN
ABSBL2(10) | 0.0252 2 NaN 0.0266 2 NaN 0.0241 2 NaN
ABSBL3(10) | 0.0988 | 38 NaN 0.0751 48 NaN 0.1419 | 100
zo = (2)
Vi Vo V3
T [ ¥ ] T [ M ] & T [ M ] o
ABSBL1(1) | 0.0223 | 26 ones(l 1) | 0.0275 | 26 | ones(10,1) | 0.0269 | 30 | ones(10,1)
ABSBL2(1) 0.0191 | 26 | ones(10,1) | 0.0175 26 ones(10,1) | 0.0159 26 ones(10,1)
ABSBL3(1) | 0.0227 | 26 | ones(10,1) | 0.0338 | 26 | ones(10,1) | 0.0241 | 30 | ones(10,1)
ABSBL1(2) 0.1522 | 55 NaN 0.1165 37 NaN 0.1168 52 NaN
ABSBL2(2) 0.0872 | 32 NaN 0.0403 12 NaN 0.0975 27 NaN
ABSBL3(2) 0.0221 | 10 NaN 0.0274 12 NaN 0.0397 17 NaN
ABSBL1(5) 0.0409 8 NaN 0.0412 11 NaN 0.0139 2 NaN
ABSBL2(5) 0.0247 2 NaN 0.0252 2 NaN 0.0236 2 NaN
ABSBL3(5) 0.0247 7 NaN 0.0273 9 NaN 0.0265 8 NaN
ABSBL1(10) | 0.0175 3 NaN 0.0144 2 NaN 0.0169 3 NaN
ABSBL2(10) | 0.0243 2 NaN 0.0245 2 NaN 0.0241 2 NaN
ABSBL3(10) | 0.0366 | 18 NaN 0.0296 11 NaN 0.1452 | 100
zo = (3)
Vi Vo Va
T [ M| T [ M ] z* T [ M ] z*
ABSBLI(1) | 0.0460 | 38 ones(l 1) | 0.1674 | 82 | ones(10,1) | 0.0419 | 22 NaN
ABSBL2(1) | 0.0187 | 32 | ones(10,1) | 0.0195 | 32 | ones(10,1) | 0.0187 | 32 | ones(10,1)
ABSBL3(1) 0.0448 | 38 | ones(10,1) | 0.0908 82 NaN 0.0361 22 NaN
ABSBL1(2) 0.0580 | 24 NaN 0.0641 19 NaN 0.0789 29 NaN
ABSBL2(2) 0.0441 | 13 NaN 0.0434 14 NaN 0.1009 41 NaN
ABSBL3(2) 0.0430 | 14 NaN 0.0369 16 NaN 0.0864 | 48 NaN
ABSBL1(5) 0.0278 5 NaN 0.0281 5 NaN 0.0452 16 NaN
ABSBL2(5) 0.0274 2 NaN 0.0264 2 NaN 0.0276 2 NaN
ABSBL3(5) 0.0303 | 10 NaN 0.0302 9 NaN 0.0310 15 NaN
ABSBL1(10) | 0.0185 4 NaN 0.0247 8 NaN 0.0202 6 NaN
ABSBL2(10) | 0.0248 2 NaN 0.0261 2 NaN 0.0251 2 NaN
ABSBL3(10) | 0.0677 | 40 NaN 0.0855 54 NaN 0.1430 | 100

Tabela 6.11: Funcao8(d10)




TABELAS

109

METODOS 20 =) =0 = (2) 2o = (3)
T M z* T [ M z* T M z*
NW 0.0254 | 25 | ones(50,1) | 0.0305 | 39 | ones(50,1) | 0.0738 | 40 | ones(50,1)
NWA 0.0724 25 ones(50,1) | 0.1058 39 ones(50,1) | 0.2552 | 100
NWB 0.0400 | 25 | ones(50,1) | 0.0605 | 38 | ones(50,1) | 0.7218 | 49 NaN
CH 0.0439 9 ones(50,1) | 0.6453 | 100 NaN 0.8495 | 100
CHA 0.0811 9 ones(50,1) | 0.5652 75 NaN 0.1770 16 NaN
CHB 0.0531 9 ones(50,1) | 0.4583 14 NaN 0.4889 17 NaN
ABS1 0.1749 9 NaN 0.1493 7 NaN 0.1913 9 NaN
ABS2 0.0927 2 NaN 0.0823 2 NaN 0.0820 2 NaN
zo = (1)
Vi Vo V3
T M z* T [ M z* T M z*
ABSBL1(1) | 0.0426 | 25 | ones(50,1) | 0.8502 | 25 | ones(50,1) | 0.0410 | 25 | ones(50,1)
ABSBL2(1) | 0.0329 | 25 | ones(50,1) | 0.1755 | 25 | ones(50,1) | 0.0330 | 25 | ones(50,1)
ABSBL3(1) 0.0627 25 ones(50,1) | 0.0641 25 ones(50,1) | 0.0553 25 ones(50,1)
ABSBL1(2) 0.5463 20 NaN 3.3983 63 NaN 1.5526 52 NaN
ABSBL2(2) 4.8584 | 100 0.3577 10 NaN 5.3441 | 100
ABSBL3(2) 1.4721 30 NaN 1.3226 27 NaN 1.2863 22 NaN
ABSBL1(5) 0.5917 13 NaN 1.0754 18 NaN 1.6158 18 NaN
ABSBL2(5) 0.2420 4 NaN 0.0306 2 NaN 5.5584 40 NaN
ABSBL3(5) 0.4130 20 NaN 0.5326 19 NaN 0.8895 18 NaN
ABSBL1(10) | 0.3289 7 NaN 0.6052 11 NaN 0.0638 3 NaN
ABSBL2(10) | 0.0817 2 NaN 0.1357 2 NaN 1.6704 11 NaN
ABSBL3(10) | 0.8753 16 NaN 0.3027 13 NaN 0.2997 13 NaN
zo = (2)
Vi Vo Vs
T M T [ M z* T M z*
ABSBL1(1) | 0.0565 | 38 0nes(5 1) | 0.0794 | 39 | ones(50,1) | 0.0739 | 39 | ones(50,1)
ABSBL2(1) 0.0438 39 ones(50,1) | 0.0445 39 ones(50,1) | 0.0447 39 ones(50,1)
ABSBL3(1) | 0.0851 | 38 | ones(50,1) | 0.1305 | 39 | ones(50,1) | 0.1127 | 39 | ones(50,1)
ABSBL1(2) 0.9919 28 NaN 2.5398 42 NaN 0.9279 29 NaN
ABSBL2(2) 3.8185 | 100 0.7986 20 NaN 6.7017 | 100
ABSBL3(2) 1.9367 46 NaN 0.6115 23 NaN 1.1335 29 NaN
ABSBL1(5) 1.6957 23 NaN 2.2142 22 NaN 0.4550 11 NaN
ABSBL2(5) 0.0939 2 NaN 0.1752 3 NaN 1.4780 14 NaN
ABSBL3(5) 0.5562 16 NaN 0.4451 16 NaN 0.7070 11 NaN
ABSBL1(10) | 0.3930 7 NaN 1.0700 12 NaN 0.1867 4 NaN
ABSBL2(10) | 0.0801 2 NaN 0.4436 4 NaN 0.9738 9 NaN
ABSBL3(10) | 0.3573 15 NaN 0.7063 13 NaN 0.3530 9 NaN
2o = (3)
%1 Vo Va
T M z* T [ M z* T M z*
ABSBL1(1) 0.9074 49 NaN 1.1967 | 47 NaN 1.5109 56 NaN
ABSBL2(1) | 0.2373 | 41 | ones(50,1) | 0.1955 | 41 | ones(50,1) | 0.3632 | 43 | ones(50,1)
ABSBL3(1) 1.4151 49 NaN 0.6962 47 NaN 0.8863 56 NaN
ABSBL1(2) 1.2775 30 NaN 0.3130 13 NaN 0.8693 16 NaN
ABSBL2(2) 0.4546 22 NaN 4.9254 89 NaN 3.3939 58 NaN
ABSBL3(2) 0.5478 30 NaN 1.5253 35 NaN 1.0028 23 NaN
ABSBL1(5) 0.5646 13 NaN 1.5030 22 NaN 0.6980 11 NaN
ABSBL2(5) 0.3234 5 NaN 0.2006 4 NaN 1.0307 12 NaN
ABSBL3(5) 0.8078 20 NaN 0.9398 22 NaN 0.5462 13 NaN
ABSBL1(10) | 0.4417 5 NaN 0.4397 6 NaN 0.7102 8 NaN
ABSBL2(10) | 0.1351 2 NaN 0.1081 2 NaN 0.4784 4 NaN
ABSBL3(10) | 1.2504 15 NaN 0.3377 13 NaN 1.4068 16 NaN

Tabela 6.12: Fungao8(d50)
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6 Testes dos Algoritmos

zo = [2;2;4;4; 4]

zo = [—10; —10; 15; 15; 15]

zo = [0.8;0.8;0.8;0.8;0.8]

METODOS
N N N
NW 0.0059 | 7 (a) 0.0110 | 19 | ones(5,1) | 0.0067 | 12 | ones(5,1)
NWA 0.0092 | 7 (a) 0.0118 | 19 | ones(5,1) | 0.0103 | 12 | ones(5,1)
NWB 0.0101 | 7 (a) 0.0134 | 19 | ones(5,1) | 0.0111 | 12 | ones(5,1)
CH 0.0161 | 13 (a) 0.0171 | 16 | ones(5,1) | 0.0149 | 11 (a)
CHA 0.0236 | 13 (a) 0.0254 | 16 | ones(5,1) | 0.0220 | 11 (a)
CHB 0.0240 | 13 (a) 0.0240 | 16 | ones(5,1) | 0.0218 | 11 (a)
ABS1 0.0095 | 7 | omes(5,1) | 0.141 | 15 | ones(5,1) 0.0151 ones(5,1)
ABS2 0.0166 | 15 | ones(5,1) | 0.0209 | 21 | ones(5,1) 0.0097 | 6 (b)
x0 = [2;2;4;4;4]
%1 Vo Va
N N N
ABSBL1(1) | 0.0083 7 (a) 0.0085 7 (a) 0.0080 7 (a)
ABSBL2(1) | 0.0077 7 (a) 0.0072 7 (a) 0.0073 7 (a)
ABSBL3(1) | 0.0080 7 (a) 0.0094 7 (a) 0.0080 7 (a)
ABSBL1(5) | 0.0141 | 8 | ones(5,1) | 0.0126 | 8 ones(5,1) 0.0130 | 8 ones(5,1)
ABSBL2(5) | 0.0184 2 NaN 0.0083 2 (a) 0.0086 2 (a)
ABSBL3(5) | 0.0140 | 7 | omes(5,1) | 0.0150 | 7 ones(5,1) 0.0144 | 7 ones(5,1)
xzo = [—10; —10;15; 15; 15]
Vi Vs Va
T [M] w T [u]  w T ][ e
ABSBL1(1) | 0.0121 | 19 | ones(5,1) | 0.0116 | 19 | ones(5,1) 0.0113 | 19 | onmes(5,1)
ABSBL2(1) | 0.0092 | 19 | ones(5,1) | 0.0092 | 19 | ones(5,1) 0.0091 | 19 | ones(5,1)
ABSBL3(1) | 0.0124 | 19 | ones(5,1) | 0.0116 | 19 | ones(5,1) | 0.0132 | 19 | ones(5,1)
ABSBL1(5) | 0.0200 | 16 | ones(5,1) | 0.0198 | 16 | ones(5,1) | 0.0241 | 16 | ones(5,1)
ABSBL2(5) | 0.0100 2 NaN 0.0087 2 NaN 0.0103 2 NaN
ABSBL3(5) | 0.0220 | 15 | ones(5,1) | 0.0223 | 15 | ones(5,1) 0.0214 | 15 | ones(5,1)
2o = [0.8;0.8;0.8;0.8;0.8]
Vi Vo V3
T [n] a N N
ABSBL1(1) | 0.0121 | 12 | ones(5,1) | 0.0099 | 12 | ones(5,1) 0.0106 | 12 | ones(5,1)
ABSBL2(1) | 0.0088 | 12 | ones(5,1) | 0.0074 | 12 | ones(5,1) 0.0081 | 12 | ones(5,1)
ABSBL3(1) | 0.0123 | 12 | ones(5,1) | 0.0105 | 12 | ones(5,1) 0.0115 | 12 | onmes(5,1)
ABSBL1(5) | 0.0137 ones(5,1) | 0.0085 ones(5,1) 0.0205 ones(5,1)
ABSBL2(5) | 0.0099 NaN 0.0095 NaN 0.0095 NaN
ABSBL3(5) | 0.0116 | 4 | ones(5,1) | 0.0107 | 4 | ones(5,1) | 0.0110 | 4 | ones(5,1)

Tabela 6.13: Fungao9(d5)
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METODOS zo = (1) zo = (2) zo = (3)
T [ M ] z* T [ M ] z* T M z*
NwW 0.0181 | 74 | ones(10,1) | 0.0110 | 30 | ones(10,1) | 0.0244 | 91 ones(10,1)
NWA 0.0326 | 74 | ones(10,1) | 0.0177 | 30 | ones(10,1) | 0.0380 | 91 ones(10,1)
NWB 0.0626 | 74 | ones(10,1) | 0.0258 | 30 | ones(10,1) | 0.0479 | 91 ones(10,1)
CH 0.1083 | 63 | ones(10,1) | 0.0463 | 28 | ones(10,1) | 0.1539 | 91 ones(10,1)
CHA 0.1312 | 63 | ones(10,1) | 0.0638 | 28 | ones(10,1) | 0.1732 | 91 ones(10,1)
CHB 0.2782 | 63 | ones(10,1) | 0.1539 | 28 | ones(10,1) | 0.4880 | 91 ones(10,1)
ABS1 0.0158 | 7 | ones(10,1) | 0.0337 | 19 | ones(10,1) | 0.0243 | 13 ones(10,1)
ABS2 0.0690 | 20 | ones(10,1) | 0.0843 | 36 | ones(10,1) | 0.0865 | 37 | ones(10,1)
zo = (1)
Vi Vo V3
T [ M ] z* T [ M ] z* T M z*
ABSBL1(1) | 0.0555 | 74 | ones(10,1) | 0.0834 | 74 | ones(10,1) | 0.0861 | 74 ones(10,1)
ABSBL2(1) | 0.0244 | 74 | ones(10,1) | 0.0255 | 74 | ones(10,1) | 0.0248 | 74 | ones(10,1))
ABSBL3(1) | 0.0877 | 74 | ones(10,1) | 0.0796 | 74 | ones(10,1) | 0.0916 | 74 ones(10,1)
ABSBLI(2) | 0.1447 | 83 | ones(10,1) | 0.1680 | 83 | ones(10,1) | 0.1681 | 83 | ones(10,1)
ABSBL2(2) 0.0428 | 19 NaN 0.1929 | 100 0.2507 | 100
ABSBL3(2) 0.1650 | 83 | ones(10,1) | 0.1469 83 ones(10,1) | 0.1513 83 ones(10,1)
ABSBL1(5) 0.0205 | 10 | ones(10,1) | 0.0188 10 ones(10,1) | 0.0183 10 ones(10,1)
ABSBL2(5) 0.1618 | 28 NaN 0.3341 60 NaN 0.0203 2 NaN
ABSBL3(5) | 0.0203 | 8 | ones(10,1) | 0.0197 | 8 | ones(10,1) | 0.0221 | 8 | ones(10,1)
ABSBL1(10) | 0.0287 | 10 | ones(10,1) | 0.0290 10 ones(10,1) | 0.0287 10 ones(10,1)
ABSBL2(10) | 0.0147 2 NaN 0.0293 2 NaN 0.0314 2 NaN
ABSBL3(10) | 0.0272 | 7 | ones(10,1) | 0.0292 7 ones(10,1) | 0.0264 7 ones(10,1)
zo = (2)
Vi Vo Va
T [ M ] z* T [ M ] z* T M z*
ABSBL1(1) 0.0273 | 30 | ones(10,1) | 0.0285 30 ones(10,1) | 0.0283 30 ones(10,1)
ABSBL2(1) 0.0128 | 30 | ones(10,1) | 0.0130 30 ones(10,1) | 0.0137 30 ones(10,1))
ABSBL3(1) | 0.0350 | 30 | ones(10,1) | 0.0301 | 30 | ones(10,1) | 0.0525 | 30 | ones(10,1)
ABSBL1(2) | 0.1191 | 81 | ones(10,1) | 0.1364 | 81 | ones(10,1) | 0.1349 | 81 ones(10,1)
ABSBL2(2) 0.0733 | 20 NaN 0.2198 | 100 0.2240 | 100
ABSBL3(2) | 0.1205 | 81 | ones(10,1) | 0.1432 | 81 | omes(10,1) | 0.1373 | 81 | ones(10,1)
ABSBLI(5) | 0.0334 | 21 | ones(10,1) | 0.0326 | 21 | ones(10,1) | 0.0324 | 21 | ones(10,1)
ABSBL2(5) 0.2011 | 26 NaN 0.3947 59 NaN 0.0183 2 NaN
ABSBL3(5) | 0.0380 | 16 | ones(10,1) | 0.0325 | 16 | ones(10,1) | 0.0351 | 16 ones(10,1)
ABSBL1(10) | 0.0552 | 21 | ones(10,1) | 0.0554 | 21 | ones(10,1) | 0.0549 | 21 ones(10,1)
ABSBL2(10) | 0.0323 2 NaN 0.0334 2 NaN 0.0324 2 NaN
ABSBL3(10) | 0.0684 | 19 | ones(10,1) | 0.0697 | 19 | ones(10,1) | 0.0731 | 19 ones(10,1)
zo = (3)
Vi Vo Va
T [ M| z* T [ M ] z* T M z*
ABSBLI(1) | 0.1307 | 91 | ones(10,1) | 0.1289 | 91 | ones(10,1) | 0.1275 | 91 | ones(10,1)
ABSBL2(1) 0.0735 | 91 | ones(10,1) | 0.0759 91 ones(10,1) | 0.0750 91 ones(10,1))
ABSBL3(1) | 0.1253 | 91 | ones(10,1) | 0.1365 | 91 | ones(10,1) | 0.1057 | 91 ones(10,1)
ABSBL1(2) | 0.0348 | 46 | ones(10,1) | 0.0353 | 46 | ones(10,1) | 0.0351 | 46 ones(10,1)
ABSBL2(2) 0.0625 | 19 NaN 0.2596 | 100 0.2469 | 100
ABSBL3(2) | 0.0711 | 46 | ones(10,1) | 0.0513 | 46 | ones(10,1) | 0.0463 | 46 ones(10,1)
ABSBL1(5) | 0.0413 | 27 | ones(10,1) | 0.0404 | 27 | ones(10,1) | 0.0397 | 27 ones(10,1)
ABSBL2(5) 0.2224 | 30 NaN 0.3851 60 NaN 0.0187 2 NaN
ABSBL3(5) | 0.0651 | 34 | ones(10,1) | 0.0638 | 34 | ones(10,1) | 0.0627 | 34 ones(10,1)
ABSBL1(10) | 0.0789 | 31 | ones(10,1) | 0.0798 | 31 | ones(10,1) | 0.0785 | 31 ones(10,1)
ABSBL2(10) | 0.0326 2 NaN 0.0328 2 NaN 0.0218 2 NaN
ABSBL3(10) | 0.0467 | 13 | ones(10,1) | 0.0467 13 ones(10,1) | 0.0470 13 ones(10,1)

Tabela 6.14: Fungao9(d10)
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6 Testes dos Algoritmos

METODOS 2o =) 20 = (2) 2o = (3)
T M z* T [ M ] z* T M z*
NwW 0.4197 | 100 0.4378 | 100 0.4822 | 100
NWA 0.3126 | 100 0.3162 | 100 0.3126 | 100
NWB 1.8122 | 100 2.1006 | 100 1.9766 | 100
CH 4.1223 | 100 NaN 4.1495 | 100 3.9480 | 100
CHA 3.8475 | 100 3.7779 | 100 3.7804 | 100
CHB 0.1899 10 NaN 8.8797 | 100 9.1816 | 100
ABS1 0.2702 3 ones(50,1) | 0.7371 26 ones(50,1) | 0.0791 3 NaN
ABS2 5.4061 | 100 5.5191 | 100 7.2793 | 100
zo = (1)
Vi Vo V3
T M z* T [ M ] z* T M z*
ABSBLI1(1) 3.3209 | 100 3.1379 | 100 3.0034 | 100
ABSBL2(1) 3.0498 | 100 2.7274 | 100 2.9192 | 100
ABSBL3(1) 3.3953 | 100 3.0041 | 100 3.1199 | 100
ABSBL1(2) 0.1013 3 NaN 0.0975 3 NaN 0.0970 3 NaN
ABSBL2(2) 1.0033 33 NaN 1.0470 36 NaN 0.6452 21 NaN
ABSBL3(2) 0.1211 3 NaN 0.1206 3 NaN 0.1146 3 NaN
ABSBL1(5) 0.0816 12 ones(50,1) | 0.0752 12 ones(50,1) | 0.0772 12 ones(50,1)
ABSBL2(5) 0.6491 9 NaN 0.6765 9 NaN 0.4582 7 NaN
ABSBL3(5) 0.1798 4 NaN 0.1485 4 NaN 0.1189 4 NaN
ABSBLI(10) | 0.1372 | 12 | ones(50,1) | 0.1420 | 12 | ones(50,1) | 0.1527 | 12 | ones(50,1)
ABSBL2(10) | 0.7467 6 NaN 1.8563 12 NaN 1.2311 8 NaN
ABSBL3(10) | 0.1686 9 (a) 0.1573 9 (a) 0.1551 9 (a)
zo = (2)
Vi Va Vs
T M z* T [ M ] z* T M z*
ABSBLI1(1) 2.6195 | 100 2.8290 | 100 2.7069 | 100
ABSBL2(1) 2.1677 | 100 2.2126 | 100 2.2558 | 100
ABSBL3(1) 3.0632 | 100 1.8530 | 100 2.9806 | 100
ABSBL1(2) 3.5056 | 100 3.4580 | 100 3.4828 | 100
ABSBL2(2) 1.0136 34 NaN 1.1612 36 NaN 0.8880 28 NaN
ABSBL3(2) 3.1105 | 100 3.2955 | 100 3.4815 | 100
ABSBL1(5) 0.1903 28 ones(50,1) | 0.1880 28 ones(50,1) | 0.1895 28 ones(50,1)
ABSBL2(5) 0.4245 7 NaN 0.5803 8 NaN 0.5973 7 NaN
ABSBL3(5) 0.0856 4 NaN 0.0734 4 NaN 0.0629 4 NaN
ABSBL1(10) | 0.4431 | 33 | ones(50,1) | 0.4470 | 33 | ones(50,1) | 0.4465 | 33 | ones(50,1)
ABSBL2(10) | 1.0052 7 NaN 1.7566 11 NaN 1.0055 8 NaN
ABSBL3(10) | 0.0876 3 NaN 0.0870 3 NaN 0.0924 3 NaN
zo = (3)
Vi Vo Va
T M z* T [ M ] z* T M z*
ABSBL1(1) 3.3425 | 100 2.6759 | 100 3.3444 | 100
ABSBL2(1) 3.0769 | 100 2.9538 | 100 3.1879 | 100
ABSBL3(1) 2.9041 | 100 3.1439 | 100 2.7491 | 100
ABSBL1(2) | 0.2652 | 36 | ones(50,1) | 0.2802 | 36 | ones(50,1) | 0.2768 | 36 | ones(50,1)
ABSBL2(2) 1.0690 32 NaN 1.1138 34 NaN 0.8451 26 NaN
ABSBL3(2) | 0.4125 | 36 | ones(50,1) | 0.4301 | 36 | ones(50,1) | 0.4435 | 36 | ones(50,1)
ABSBL1(5) 2.9931 | 100 3.1189 | 100 3.3926 | 100
ABSBL2(5) 0.7683 9 NaN 0.6346 8 NaN 0.5059 6 NaN
ABSBL3(5) 3.1023 | 100 3.0645 | 100 2.8892 | 100
ABSBL1(10) | 0.3190 | 27 | ones(50,1) | 0.3204 | 27 | ones(50,1) | 0.3197 | 27 | ones(50,1)
ABSBL2(10) | 0.8232 8 NaN 1.6314 11 NaN 0.5131 8 NaN
ABSBL3(10) | 0.3367 3 NaN 0.4316 3 NaN 0.3694 3 NaN

Tabela 6.15: Fungao9(d50)
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METODOS 20 = () 20 =(2) 20 =)
T TS T [ m [ & T M [ &
NW 0.0175 | 5 (a) | 0.0165 | 5 (a) | 0.0185 | 5 (a)
NWA 0.0219 | 5 (a) | 0.0214 | 5 (a) | 0.0208 | 5 (a)
NWB 0.0278 | 5 (a) | 0.0326 | 5 (a) | 0.0204 | 5 (a)
CH 0.0161 4 (a) | 0.0163 4 (a) | 0.0171 5 (a)
CHA 0.0216 4 (a) | 0.0210 4 (a) | 0.0216 5 (a)
CHB 0.0277 | 4 (a) ] 0.0291 | 4 (a) | 00313 5 (a)
ABS1 0.1018 4 (a) | 0.0948 4 (a) | 0.1085 4 (a)
ABS2 3.8586 100 4.3446 100 4.6645 | 100
zo = (1)
Vi Va Vi
T S T [ m [ 2 T M [ &
ABSBLI(1) | 0.0301 | 5 (a) ] 0.0693 | 5 (a) ] 0.0200 | 5 (a)
ABSBL2(1) | 0.0171 | 5 (a) | 0.1790 | 5 (a) | 0.0176 | 5 (a)
ABSBL3(1) | 0.3871 | 5 (a) | 0.0230 | 5 (a) | 0.0661 | 5 (a)
ABSBLI1(3) | 0.0334 5 (a) | 0.1056 5 (a) | 0.0397 5 (a)
ABSBL2(3) | 0.1105 2 NaN | 0.1578 2 NaN | 0.4019 | 10 | NaN
ABSBL3(3) | 0.0357 | 5 (a) | 00385 | 5 (a) | 0.0536 | 5 (a)
ABSBL1(7) | 0.1461 | 5 (a) | 0.1538 | 5 (a) | 0.0583 | 5 (a)
ABSBL2(7) | 0.0679 2 NaN | 0.1064 2 NaN | 0.3475 7 NaN
ABSBL3(7) | 0.0675 | 5 (a) | 0.0864 | 5 (a) | 0.0821 | 5 (a)
ABSBLI1(21) | 0.1783 4 (a) | 0.1081 4 (a) | 0.1038 4 (a)
ABSBL2(21) | 0.3800 2 NaN | 0.3835 2 NaN | 0.2101 2 NaN
ABSBL3(21) | 0.1364 | 4 (a) | 0.1510 4 (a) | 0.1421 4 (a)
T = (2)
1% Vs V3
T M [z T [ M g T M [ z
ABSBLI1(1) | 0.0188 5 (a) | 0.0200 5 (a) | 0.0196 5 (a)
ABSBL2(1) | 0.0162 5 (a) | 0.4111 5 (a) | 0.0164 5 (a)
ABSBL3(1) | 0.0226 5 (a) | 0.0205 5 (a) | 0.0214 5 (a)
ABSBLI(3) | 0.0579 | 10 | (b) | 0.3783 | 10 | (b) | 0.0558 | 10 | (b)
ABSBL2(3) | 0.0604 2 NaN | 0.0254 2 NaN | 0.3737 | 10 | NaN
ABSBL3(3) | 0.0455 | 5 (a) | 0.0380 | 5 (a) | 00375 | 5 (a)
ABSBL1(7) | 0.0935 | 5 (a) | 0.0560 | 5 (a) | 02623 | 5 (a)
ABSBL2(7) | 0.0599 2 NaN | 0.1612 2 NaN | 1.3043 7 NaN
ABSBL3(7) | 0.0696 | 5 (a) | 0.0994 | 5 (a) | 0.0665 | 5 (a)
ABSBL1(21) | 0.1569 4 (a) | 0.1232 4 (a) | 0.2945 4 (a)
ABSBL2(21) | 0.3637 2 NaN | 0.5296 2 NaN | 0.2257 2 NaN
ABSBL3(21) | 0.1369 | 4 (a) | 0.1355 | 4 (a) | 0.1345 | 4 (a)
zg = (3)
Vi Vo V3
T M [ T | M [ g T M [ z
ABSBL1(1) | 0.0191 5 (a) | 0.1460 5 (a) | 0.1002 5 (a)
ABSBL2(1) | 0.0168 | 5 (a) | 0.0165 | 5 (a) | 00163 | 5 (a)
ABSBL3(1) | 0.0338 | 5 (a) | 0.0409 | 5 (a) | 0.0211 | 5 (a)
ABSBL1(3) | 0.0307 | 5 (a) | 0.0995 | 5 (a) | 01123 | 5 (a)
ABSBL2(3) 0.0755 2 NaN | 0.0908 2 NaN | 0.5851 10 NaN
ABSBL3(3) | 0.0396 | 5 (a) | 0.0350 | 5 (a) | 0.0357 | 5 (a)
ABSBL1(7) | 0.5526 | 5 (a) | 0.0907 | 5 (a) | 0.1567 | 5 (a)
ABSBL2(7) 0.1546 2 NaN | 0.0769 2 NaN | 0.4685 7 NaN
ABSBL3(7) | 0.0673 | 5 (a) | 0.0689 | 5 (a) | 0.0674 | 5 (a)
ABSBLI(21) | 0.3843 | 4 (a) | 0.1141 | 4 (a) | 0.3516 | 4 (a)
ABSBL2(21) | 0.2671 2 NaN | 0.2246 2 NaN | 0.0926 2 NaN
ABSBL3(21) | 0.1353 4 (a) | 0.1381 4 (a) | 0.1347 | 4 (a)

Tabela 6.16: funglcpll
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METODOS zo =) o =(2) 2o = (3)
T | M| a2 T | m| a2 T [ M| a2
NW 00174 | 5 | (a) | 00172 5 | (a) [00180 ] 5 | (a)
NWA 0.0274 | 5 | (a) | 0.0267 | 5 | (a) |[0.0273| 5 | (a)
NWB 00346 | 5 | (a) | 00534 | 5 | (a) | 00327 | 5 | (a)
CH 0.0206 | 5 | (a) | 00182 | 4 | (a) [0.0205| 5 | (a)
CHA 00340 | 5 | (a) [ 00201 ] 4 | (a) [ 00349 | 5 | (a)
CHB 0.0328 | 5 | (a) | 0.0330| 4 | (a) [0.0636| 5 | (a)
ABS1 01900 | 4 | (a) [ 02015 | 4 | (a) | 01997 | 4 | (a)
ABS2 9.2072 | 100 9.0814 | 100 9.1787 | 100
zo = (1)
Vi Vo Vs
T | M| 2 T | M [ 2 T | M| 2
ABSBL1(1) | 01794 | 5 | (a) 00238 ] 5 | (a) [0.0242| 5 | (a)
ABSBL2(1) | 0.0200 | 5 | (a) [0.0205| 5 | (a) | 0.0206 | 5 | (a)
ABSBL3(1) | 0.0346 | 5 | (a) | 0.0225| 5 | (a) | 0.0883| 5 | (a)
ABSBL1(41) | 03659 | 4 | (a) | 02452 | 4 | (a) [ 02354 | 4 | (a)
ABSBL2(41) | 0.3690 | 2 | NaN | 0.6805 | 2 | NaN | 1.0763 | 2 | NaN
ABSBL3(41) | 02777 | 4 | (a) | 02861 | 4 | (a) [02795] 4 | (a)
x0 = (2)
Vi Vo Vi
T | M| 2 T | M| 2 T | M| 2
ABSBL1(1) | 0.0494 | 5 | (a) [0.0219| 5 | (a) | 01034 | 5 | (a)
ABSBL2(1) | 0.0182 | 5 | (a) | 0.0189 | 5 | (a) [0.0189 | 5 | (a)
ABSBL3(1) | 00229 | 5 | (a) [0.0242| 5 | (a) | 0.0723| 5 | (a)
ABSBL1(41) | 02871 | 5 | (a) | 03056 | 5 | (a) | 02169 | 4 | (a)
ABSBL2(41) | 1.0712 | 2 | NaN | 08385 | 2 | NaN | 02002 | 2 | NaN
ABSBL3(41) | 02794 | 4 | (a) [ 02941 | 4 | (a) |02742 ] 4 | (a)
zo = (3)
Vi Vo Vi
T | M| 2 T | M| 2 T | M| 2
ABSBL1(1) | 0.1239 | 5 | (a) [0.0276 | 5 | (a) | 0.0212| 5 | (a)
ABSBL2(1) | 00210 | 5 | (a) [0.0197] 5 | (a) |0.0272| 5 | (a)
ABSBL3(1) | 0.0304 | 5 | (a) [0.0800 | 5 | (a) | 0.0720 | 5 | (a)
ABSBL1(41) | 02604 | 4 | (a) [ 05229 4 | (a) | 02139 | 4 | (a)
ABSBL2(41) | 1.3212 | 2 | NaN | 04058 | 2 | NaN | 0.9677 | 2 | NaN
ABSBL3(41) | 02765 | 4 | (a) [ 02083 ] 4 | (a) |02712| 4 | (a)

Tabela 6.17: funglep13



TABELAS

115

METODOS 20 =) 20 =) 20 =0
T IEENES T [ m [ = T IENES
NW 0.0855 5 * 0.0921 5 * 0.0798 5 *
NWA 0.5661 5 * 0.5352 5 * 0.5270 5 *
NWB 0.2510 5 * 0.2482 5 * 0.2507 5 *
CH 0.1059 6 * 0.1161 5 * 0.0803 4 *
CHA 1.3495 6 * 1.0073 5 * 0.8309 4 *
CHB 0.3634 6 * 0.2856 5 * 0.3312 4 *
ABS1 19.9800 4 * 13.6684 4 * 13.7416 4 *
ABS2 333.2703 | 100 456.5233 | 100 420.3205 | 100
zo = (1)
Vi Vo Va3
T IERES T IENES T IENES
ABSBL1(1) 0.2057 5 * 0.2064 5 * 0.6470 5 *
ABSBL2(1) 0.1650 5 * 0.2455 5 * 0.1600 5 *
ABSBL3(1) 0.4076 5 * 0.3644 5 * 0.2840 5 *
ABSBL1(5) 0.6976 5 * 0.4150 5 * 0.4463 5 *
ABSBL2(5) 0.1631 2 | NaN | 0.1662 2 | NaN | 0.3395 4 | NaN
ABSBL3(5) 0.9707 5 * 0.7360 5 * 0.8422 5 *
ABSBL1(41) | 2.0095 4 * 2.2327 4 * 2.1632 4 *
ABSBL2(41) | 1.4650 2 | NaN | 1.6318 2 | NaN | 1.0907 2 | NaN
ABSBL3(41) | 4.0923 4 * 4.7570 4 * 4.6410 4 *
zo = (2)
Vi Vo V3
T IEERES T [ m [ = T IENES
ABSBLI1(1) 0.1965 5 * 0.1974 5 * 0.7224 5 *
ABSBL2(1) 0.8944 5 * 0.1554 5 * 0.8627 5 *
ABSBL3(1) 0.2245 5 * 0.3544 5 * 0.3482 5 *
ABSBL1(5) 0.4247 5 * 0.4366 5 * 0.5618 5 *
ABSBL2(5) 0.7242 2 NaN 0.1683 2 NaN 0.4581 4 NaN
ABSBL3(5) 0.8329 5 * 0.8821 5 * 0.8146 5 *
ABSBL1(41) 2.8323 5 * 2.8383 5 * 4.6167 5 *
ABSBL2(41) 1.5169 2 NaN 1.5639 2 NaN 1.0362 2 NaN
ABSBL3(41) 4.1324 4 * 4.4882 4 * 4.4252 4 *
z0 = (3)
Vi Vo Va3
T [ u [ = T RS T NS
ABSBL1(1) 1.0879 5 * 0.1984 5 * 0.1989 5 *
ABSBL2(1) 0.1602 5 * 0.1561 5 * 0.3416 5 *
ABSBL3(1) 0.2283 5 * 0.2866 5 * 0.3230 5 *
ABSBL1(5) 0.4321 5 * 0.4296 5 * 1.4806 5 *
ABSBL2(5) 0.1513 2 | NaN | 0.2459 2 | NaN | 0.3570 4 | NaN
ABSBL3(5) 0.9312 5 * 0.8270 5 * 0.8573 5 *
ABSBL1(41) | 2.8205 5 * 3.4711 5 * 2.8024 5 *
ABSBL2(41) | 1.9503 2 | NaN | 1.3152 2 | NaN | 1.0167 2 | NaN
ABSBL3(41) | 4.2810 4 * 4.2723 4 * 4.0657 4 *

Tabela 6.18: funglcpl4
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METODOS 20 =) 20 =@ 20 =0
T IEENES T IEENES T IENES
NW 0.1298 5 * 0.1746 6 * 0.2064 7 *
NWA 2.1540 5 * 2.7040 6 * 3.3091 7 *
NWB 0.5477 5 * 0.7192 6 * 0.7683 7 *
CH 0.2780 5 * 0.2933 5 * 0.2891 5 *
CHA 4.9055 5 * 4.2621 5 * 4.3473 5 *
CHB 1.0318 5 * 1.0796 5 * 1.0447 5 *
ABS1 33.9836 5 * 12.5459 5 * 17.4083 5 *
ABS2 1.0002e+003 | 100 653.5265 | 100 675.7819 | 100
zo = (1)
Vi Vo Vs
T NS T [ m [ o T IENES
ABSBL1(1) 0.8972 5 * 0.6665 5 * 0.7286 5 *
ABSBL2(1) 0.4381 5 * 0.4898 5 * 0.5000 5 *
ABSBL3(1) 0.4568 5 * 0.7177 5 * 0.5778 5 *
ABSBL1(5) 1.1500 5 * 0.9716 5 * 1.3993 6 *
ABSBL2(5) 0.4750 2 | NaN | 0.3008 2 | NaN | 0.9418 5 | NaN
ABSBL3(5) 1.3754 5 * 1.5658 5 * 1.4899 6 *
ABSBL1(61) 12.1068 5 * 10.8050 5 * 7.8419 4 *
ABSBL2(61) 3.6676 2 | NaN | 3.8480 2 | NaN | 4.0519 2 | NaN
ABSBL3(61) 14.0618 5 * 15.9975 5 * 12.6591 5 *
T = (2)
Vi Vo 1%
T IENES T IEENES T IENES
ABSBLI1(1) 0.9277 6 * 0.9477 6 * 0.6029 6 *
ABSBL2(1) 0.7548 6 * 0.6604 6 * 0.5993 6 *
ABSBL3(1) 0.5835 6 * 0.7051 6 * 0.8325 6 *
ABSBL1(5) 1.2487 5 * 1.2956 5 * 0.9204 5 *
ABSBL2(5) 0.4125 2 NaN 0.4154 2 NaN 0.9544 6 NaN
ABSBL3(5) 1.0864 5 * 1.4713 5 * 1.3844 5 *
ABSBL1(61) 11.2005 5 * 11.1527 5 * 8.6097 5 *
ABSBL2(61) 3.3391 2 NaN 3.2489 2 NaN 3.0818 2 NaN
ABSBL3(61) 13.3426 5 * 14.9357 5 * 13.4520 5 *
zo = (3)
%1 Vo Va3
T IENES T [ m [ o T [ m [ o
ABSBL1(1) 1.4115 7 * 1.2372 7 * 0.9317 7 *
ABSBL2(1) 0.6347 7 * 1.0014 7 * 0.9232 7 *
ABSBL3(1) 1.0403 7 * 0.9005 7 * 1.0546 7 *
ABSBL1(5) 1.0029 5 * 1.7565 5 * 1.4448 6 *
ABSBL2(5) 0.6095 2 | NaN | 0.4361 2 | NaN | 0.9288 5 | NaN
ABSBL3(5) 1.1872 5 * 1.2831 5 * 2.3086 7 *
ABSBL1(61) 12.5397 5 * 10.9175 5 * 11.3450 5 *
ABSBL2(61) 3.8535 2 | NaN | 3.8250 2 | NaN | 3.3073 2 | NaN
ABSBL3(61) 13.4440 5 * 14.3926 5 * 13.0711 5 *

Tabela 6.19: funglcplb
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METODOS 20 = () 20 =(2) 20 =)
T TS T [ m [ & T M [ &
NW 0.0270 | 12 | (b) | 0.0207 | 8 (by [ 0.0204 [ 8 (1)
NWA 0.0380 | 12 | (b) | 0.0276 | & (o) | 0.0276 | 8 (b)
NWB 0.0442 | 12 | (b) | 0.0308 | & (o) | 0.0319 | 8 (b)
CH 0.0332 8 (a) | 0.0230 8 (a) | 0.0190 6 (a)
CHA 0.0327 8 (a) | 0.0319 8 (a) | 0.0269 6 (a)
CHB 0.0991 | 8 (a) | 0.0349 | 8 (a) | 0.0306 | 6 (a)
ABS1 0.1170 | 5 () | 01388 | 5 () | 01299 | 5 (c)
ABS2 0.1008 | 100 * 4.1471 | 100 * 4.2881 | 100 *
zo = (1)
Vi Va Vi
T S T [ m [ 2 T M [ &
ABSBLI(1) | 0.0550 | 12 | (b) | 0.0344 | 12 | (b) | 0.3406 | 12 | (b)
ABSBL2(1) | 0.0298 | 12 | (b) | 0.0323 | 12 | (b) | 0.0279 | 12 | (b)
ABSBL3(1) | 0.0629 | 12 | (b) | 0.0434 | 12 | (b) | 0.1059 | 12 | (b)
ABSBLI1(3) | 2.0019 | 100 2.5825 | 100 4.1970 | 100
ABSBL2(3) | 0.1634 2 NaN | 0.8996 | 17 | NaN | 0.1033 2 NaN
ABSBL3(3) | 0.1915 | 20 (a) | 0.1731 | 20 (a) | 0.1864 | 20 (a)
ABSBL1(7) 1.3738 100 1.5635 100 1.9897 | 100
ABSBL2(7) | 0.1223 2 NaN | 0.0185 2 NaN | 0.3899 | 10 | NaN
ABSBL3(7) | 0.0954 | 7 (c) | 00963 | 7 (¢) | 00971 | 7 (c)
ABSBL1(21) | 0.3590 2 NaN | 0.2972 2 NaN | 0.1246 2 NaN
ABSBL2(21) | 0.2141 2 NaN | 0.0921 2 NaN | 0.1746 2 NaN
ABSBL3(21) | 4.0772 100 4.0711 100 4.1775 100
T = (2)
1% Vs V3
T M [z T [ M g T M [ z
ABSBLI1(1) | 0.1963 8 (b) [ 0.2297 8 (b) [ 0.0258 8 (b)
ABSBL2(1) | 0.0650 | 8 (by | 0.0215 | 8 (by | 0.0207 | 8 (b)
ABSBL3(1) | 0.0585 | 8 (b) | 0.0310 | 8 (b) | 0.0784 | 8 (b)
ABSBL1(3) 3.3392 100 2.3931 100 2.0359 | 100
ABSBL2(3) | 0.0252 2 NaN | 0.3231 | 17 | NaN | 0.0262 2 NaN
ABSBL3(3) | 0.0512 | 7 (b) | 0.0507 | 7 (b) | 0.0495 | 7 (b)
ABSBLI1(7) | 1.3560 | 100 1.3041 | 100 1.1115 | 100
ABSBL2(7) 0.1251 2 NaN | 0.0192 2 NaN | 0.3829 10 NaN
ABSBL3(7) | 0.1129 | 8 (c) | 01087 | 8 () | 00951 | 7 (c)
ABSBL1(21) | 0.0506 2 NaN | 0.0498 2 NaN | 0.0486 2 NaN
ABSBL2(21) | 0.1067 2 NaN | 0.0347 2 NaN | 0.0355 2 NaN
ABSBL3(21) | 0.2583 | 7 (c) | 02719 | 7 (c) | 0.2605 | 7 (c)
zg = (3)
Vi Vo V3
T M [ T | M [ g T M [ z
ABSBL1(1) | 0.0687 | 8 (b) [ 0.0254 | 8 (b) [ 0.0256 | 8 (b)
ABSBL2(1) | 0.0225 8 (b) | 0.0214 8 (b) | 0.0212 8 (b)
ABSBL3(1) | 0.0455 | 8 (b) | 0.0518 | 8 (b) [ 0.0279 | 8 (b)
ABSBL1(3) 5.5077 | 100 4.6582 100 3.9295 100
ABSBL2(3) | 0.0575 2 NaN | 1.1454 | 17 | NaN | 0.1713 2 NaN
ABSBL3(3) | 0.0486 | 7 (b) | 0.0484 | 7 (b) | 0.0488 | 7 (1)
ABSBLI1(7) | 1.1905 | 100 1.1371 | 100 1.2916 | 100
ABSBL2(7) 0.0642 2 NaN | 0.0754 2 NaN | 0.5239 10 NaN
ABSBL3(7) | 1.4216 | 100 1.4270 | 100 0.0953 | 7 (c)
ABSBL1(21) | 0.0917 2 NaN | 0.0866 2 NaN | 0.7018 2 NaN
ABSBL2(21) | 0.4203 2 NaN | 0.2176 2 NaN | 0.0606 2 NaN
ABSBL3(21) | 0.2574 7 (c) | 0.2581 7 (c) | 0.7989 | 20 (b)

Tabela 6.20: funglep31



118 6 Testes dos Algoritmos

METODOS 2o = (1) 20 = (2) %o = (3)
T || o T | M| 2 T |[M] o
NW 0.0309 | 12| (b) [0.0273 [ 10 ] (e) [0.0310 [ 11| (g)
NWA 0.0508 | 12 | (b) | 0.0440 | 10 | (e) | 0.0464 | 11 | (g)
NWB 0.0525 | 12| (b) | 0.0515 | 10 | (e) | 0.0533 | 11| (g)
CH 0.0687 | 19 | (a) | 0.02904 | 9 | (d) | 0.0267 | 8 | (g)
CHA 0.1044 [ 19 | (a) | 0.0537 | 9 | (d) | 0.0490 | 8 | NaN
CHB 0.1089 | 19 | (a) | 0.0381 | 9 | (d) | 0.0362 | 8 | (a)
ABSI 0.3990 () 103644 | 7 | (£) 03925 | 8 | (g)
ABS2 02314 | 2 | NaN | 0.2228 | 2 | NaN | 0.2125 | 2 | NaN
zo = (1)
Vi Vo V3
T [ M| 2 T M| o T [ M| 2

ABSBL1(1) | 0.0523 [ 12 ] (b) ][ 0.0426 [ 12 | (b) | 0.1560 | 12| ¢
ABSBL2(1) | 0.0342 [ 12| (b) [0.0326 [ 12| (b) | 0.0332] 12| (b)
ABSBL3(1) | 0.1203 [ 12| (b) | 0.1010 [ 12 | (b) | 0.1196 | 12| ¢
ABSBL1(41) | 0.5040 | 2 | NaN [ 0.1682 | 2 | NaN | 0.5708 | 2 | NaN
ABSBL2(41) | 0.2746 | 2 | NaN | 1.3223 | 2 | NaN | 0.7093 | 2 | NaN
ABSBL3(41) | 0.5404 | 7 | () [ 05515 | 7 | (b) 03625 | 5 | (i)

Vi Vo Vi
T M| o T | M| o T M| o
ABSBLI1(1) | 0.0375 | 10 | (e) | 0.2379 | 10 | (e) | 0.3340 | 10 | (
ABSBL2(1) | 0.0313 | 10 | (e) | 0.0285 |10 | (e) |0.1764 | 10 | (e)
ABSBL3(1) | 0.1206 | 10 | (e) | 0.0991 | 10 | (e) | 0.0518 | 10 | (
ABSBL1(41) | 0.2821 | 2 | NaN | 0.2631 | 2 | NaN | 0.1431 | 2 | NaN
ABSBL2(41) | 0.7152 | 2 | NaN | 0.5772 | 2 | NaN | 0.6208 | 2 | NaN
ABSBL3(41) | 04528 | 6 | (j) | 04482 | 6 | (j) |o04621] 6 | (j)

T M| o T | M| 2 T M| o
ABSBLI(1) | 0.0706 | 11 | (g) | 0.1642 | 11 | (g) | 0.0386 | 11 | (

ABSBL2(1) | 0.0307 | 11 | (g) | 0.0318 [ 11 | (g) |0.0324 | 11 | (g
ABSBL3(1) | 0.1231 | 11 | (g) | 0.0962 | 11 | (g) | 0.1189 | 11 | (

ABSBL1(41) | 0.2820 | 2 | NaN | 0.3340 | 2 | NaN | 0.2687 | 2 | NaN
ABSBL2(41) | 0.2285 | 2 | NaN | 1.3230 | 2 | NaN | 0.8734 | 2 | NaN
ABSBL3(41) | 07190 | 9 | (k) | 07183 ] 9 | (k) |05419 ] 7 | ()

Tabela 6.21: funglcp33
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METODOS 20 =) 20 =) 20 =0
T IEENES T [ m [ = T IENES
NW 2.3558 | 100 2.6438 | 100 2.3419 | 100
NWA 2.7617 21 * 2.0064 16 * 2.7284 21 *
NWB 8.1593 100 9.1114 100 8.2228 100
CH 1.4049 68 NaN 1.4855 69 NaN 1.9827 89 *
CHA 2.9969 12 * 4.4991 18 * 3.0408 13 *
CHB 10.3615 100 10.0967 100 10.2539 100 *
ABS1 16.3612 11 * 18.0138 11 * 13.9335 10 *
ABS2 131.0005 2 NaN | 132.0248 2 NaN | 130.7793 2 NaN
zo = (1)
Vi Vo Va3
T IERES T IENES T IENES
ABSBL1(1) 8.6009 100 7.5306 100 8.9639 100
ABSBL2(1) 6.1623 100 6.2344 100 5.8598 100
ABSBL3(1) | 12.5933 | 100 11.7541 | 100 11.5111 | 100
ABSBL1(5) 6.4670 28 | NaN | 5.6063 27 | NaN | 11.7184 | 48 | NaN
ABSBL2(5) 0.1116 2 | NaN | 0.2013 2 | NaN | 0.9260 4 | NaN
ABSBL3(5) | 11.4796 | 38 | NaN | 9.0444 35 | NaN | 3.4736 10 | NaN
ABSBL1(41) | 57.2810 | 35 | NaN | 2.3083 3 | NaN | 110.8664 | 100
ABSBL2(41) | 1.9980 2 | NaN | 1.9930 2 | NaN | 1.0197 2 | NaN
ABSBL3(41) 163.5927 | 100 165.6054 | 100 162.7718 | 100
zo = (2)
Vi Vo V3
T IEERES T [ m [ = T IENES
ABSBLI1(1) | 10.0220 | 100 9.8827 | 100 7.7556 | 100
ABSBL2(1) 7.1425 | 100 6.9032 | 100 7.2122 | 100
ABSBL3(1) 12.9460 100 11.4424 100 11.1384 100
ABSBL1(5) 5.3514 27 NaN 12.3053 27 NaN 12.3534 51 NaN
ABSBL2(5) 0.1989 2 NaN 0.4022 2 NaN 0.3763 4 NaN
ABSBL3(5) 10.4054 36 NaN 11.4136 40 NaN 27.5357 100
ABSBL1(41) 56.9093 35 NaN 6.5437 6 NaN | 122.0746 | 100
ABSBL2(41) 1.5051 2 NaN 2.5098 2 NaN 5.0110 2 NaN
ABSBL3(41) 161.5304 | 100 167.8689 | 100 167.2505 | 100
z0 = (3)
Vi Vo Va3
T [ u [ = T RS T NS
ABSBL1(1) 7.6118 100 9.1328 100 7.5532 100
ABSBL2(1) 9.2251 100 4.9330 100 10.8278 100
ABSBL3(1) | 13.2492 | 100 12.0445 | 100 12.2041 | 100
ABSBL1(5) 6.9294 27 | NaN | 11.1241 | 29 | NaN | 14.7729 | 49 | NaN
ABSBL2(5) 0.2208 2 | NaN | 0.7942 2 | NaN | 0.9574 4 | NaN
ABSBL3(5) | 10.6178 | 37 | NaN | 12.1682 | 40 | NaN | 28.5852 | 100
ABSBL1(41) 60.1951 34 NaN 14.3896 7 NaN | 146.0371 | 100
ABSBL2(41) | 2.3070 2 | NaN | 5.3602 2 | NaN | 1.0533 2 | NaN
ABSBL3(41) 170.0320 | 100 175.4877 | 100 174.1749 | 100

Tabela 6.22: funglcp34
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METODOS 20 =) 20 =) 20 =)
T IENES T IEENES T [ m [ =
NW 6.5614 100 * 0.9774 33 * 0.6194 26 *
NWA 9.9798 19 * 13.4545 25 * 13.1773 26 *
NWB 11.3719 100 * 1.7389 20 * 4.4237 44 *
CH 10.9979 97 NaN 1.4719 36 * 1.9458 49 *
CHA 22.7556 22 * 109.0547 | 100 114.7609 | 100
CHB 19.5908 100 * 19.1076 100 13.5948 75 *
ABS1 46.5646 17 * 36.4045 13 * 57.4754 20 *
ABS2 468.7710 31 NaN | 320.6374 30 NaN | 443.5905 28 NaN
zo = (1)
Vi Vo V3
T [ v [ o T [ u [ = T [ u [ =
ABSBLI1(1) 12.9975 100 11.2309 100 13.3019 100
ABSBL2(1) | 11.7112 | 100 12.9283 | 100 11.9672 | 100
ABSBL3(1) 13.1467 100 12.7270 100 13.4330 100
ABSBL1(5) | 25.4910 | 100 24.4534 | 73 | NaN | 27.4856 | 100
ABSBL2(5) 0.5469 2 | NaN | 0.6034 2 | NaN | 0.7337 4 | NaN
ABSBL3(5) 28.1307 100 28.4556 100 28.0461 100
ABSBL1(61) | 5.5921 3 | NaN | 17.2948 4 | NaN | 225.1356 | 100
ABSBL2(61) | 3.2672 2 | NaN | 3.3202 2 | NaN | 2.8814 2 | NaN
ABSBL3(61) | 254.9202 | 100 256.9700 | 100 254.4090 | 100
T = (2)
Vi Vo V3
T IENES T IEENES T NS
ABSBLI1(1) 1.9900 20 * 2.1118 19 * 12.3958 | 100
ABSBL2(1) 2.3056 28 * 1.9779 24 * 2.5878 30 *
ABSBL3(1) 2.0373 20 * 1.9631 19 * 13.0430 100 | NaN
ABSBL1(5) 24.0954 100 15.5007 70 NaN 23.0001 100
ABSBL2(5) 0.3296 2 NaN 0.2906 2 NaN 0.7697 4 NaN
ABSBL3(5) 28.8940 100 29.4699 100 28.4676 100
ABSBL1(61) 12.9450 2 NaN 15.2417 3 NaN 13.8814 4 NaN
ABSBL2(61) 5.5961 2 NaN 2.8365 2 NaN 3.5703 2 NaN
ABSBL3(61) | 256.9766 | 100 100.7218 39 * 262.0179 | 100
zo = (3)
%1 Vo V3
T [ v [ o T RS T NS
ABSBLI1(1) 4.9110 44 * 3.3980 29 * 4.7405 43 *
ABSBL2(1) 12.0161 100 3.1585 38 * 2.7608 31 *
ABSBL3(1) 5.6179 44 * 3.7319 29 * 5.7409 43 *
ABSBL1(5) | 27.1867 | 100 222209 | 75 | NaN | 24.7918 | 100
ABSBL2(5) 0.3423 2 | NaN | 0.4706 2 | NaN | 25914 4 | NaN
ABSBL3(5) 28.9391 100 29.4939 100 29.2828 100
ABSBL1(61) | 12.8252 2 | NaN | 34.8571 | 12 | NaN | 216.9626 | 100
ABSBL2(61) | 6.0327 2 | NaN | 3.3366 2 | NaN | 29415 2 | NaN
ABSBL3(61) | 270.6588 | 100 273.6450 | 100 270.5904 | 100

Tabela 6.23: Testes funglep3b
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METODOS 20=M 20 = (5) @0 = (6)
T IEERES T IEERES T IENES
NW 7.2906 | 100 | NaN | 6.3470 | 100 5.6749 | 100
NWA 24.0396 | 44 * 17.6635 | 33 * 10.6534 | 20 *
NWB 10.9719 | 100 2.2205 24 * 9.8883 | 100
CH 2.6672 64 * 1.8358 52 * 4.1696 | 100
CHA 103.5256 | 96 * 110.2635 | 100 112.0969 | 100
CHB 19.1444 | 100 * 7.3223 43 * 3.0072 19 *
ABS1 292.5905 | 100 31.5145 | 11 * 40.9917 | 10 *
ABS2 523.0622 | 28 | NaN | 256.5498 | 31 | NaN | 512.2645 | 31 | NaN
zo = (4)
Vi Vo | %
T IERES T IERES T [ w [ o
ABSBL1(1) | 12.7089 | 100 12.1367 | 100 13.3465 | 100
ABSBL2(1) | 14.3081 | 100 45.9772 | 100 11.5256 | 100
ABSBL3(1) | 14.1698 | 100 13.9102 | 100 14.1118 | 100
ABSBL1(5) | 28.4083 | 100 18.4983 | 72 | NaN | 26.8566 | 100
ABSBL2(5) 0.2595 2 | NaN | 0.2397 2 | NaN | 0.6725 4 | NaN
ABSBL3(5) | 31.9468 | 100 32.0554 | 100 30.4199 | 100
ABSBL1(61) | 9.8889 2 [ NaN | 19.5488 5 | NaN | 209.4227 | 100
ABSBL2(61) | 2.8146 2 | NaN | 3.7621 2 | NaN | 4.4151 2 | NaN
ABSBL3(61) | 279.0844 | 100 126.0628 | 46 * 277.1142 | 100
zg = (5)
Vi Vo V3
T IEERES T NS T IEENES
ABSBLI1(1) 2.5580 24 * 12.4039 | 100 8.7382 70 *
ABSBL2(1) | 13.1783 | 100 10.9113 | 100 7.1500 60 *
ABSBL3(1) 2.9720 24 * 14.3024 | 100 10.3263 | 70 *
ABSBL1(5) | 27.9866 | 100 19.7115 | 76 | NaN | 26.0556 | 100
ABSBL2(5) 0.3030 2 | NaN | 0.5201 2 | NaN | 0.7970 4 | NaN
ABSBL3(5) | 31.9531 | 100 32.2711 | 100 31.4901 | 100
ABSBL1(61) | 17.2204 4 | NaN | 40.0720 | 16 | NaN | 209.5770 | 100
ABSBL2(61) | 3.0695 2 | NaN | 2.4590 10 | NaN | 4.5392 2 | NaN
ABSBL3(61) | 65.4391 | 24 * 288.7949 | 100 291.2764 | 100
zg = (6)
Vi Vo | %
T IERES T IERES T IERES
ABSBL1(1) | 13.1454 | 100 12.6473 | 100 12.9199 | 100
ABSBL2(1) | 14.5258 | 100 11.6915 | 100 11.8159 | 100
ABSBL3(1) | 15.5447 | 100 15.1562 | 100 14.8172 | 100
ABSBL1(5) | 28.2328 | 100 20.6995 | 74 | NaN | 25.0455 | 100
ABSBL2(5) 0.2551 2 | NaN | 1.2340 2 | NaN | 0.7306 4 | NaN
ABSBL3(5) | 34.8784 | 100 36.6490 | 100 32.4092 | 100
ABSBL1(61) | 10.6514 2 | NaN | 10.5770 2 | NaN | 216.2406 | 100
ABSBL2(61) | 3.4061 2 | NaN | 3.2660 2 | NaN | 3.3089 2 | NaN
ABSBL3(61) | 304.6613 | 100 299.9368 | 100 10.9311 | 36 | NaN

Tabela 6.24: Testes funglep35(2)
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METODOS fungo10
Zo T M x* \Y%
NW -10ones(5,1) | 0.0052 | 11 NaN
NWA | -10ones(5,1) | 0.0113 | 13 NaN
NWB -10ones(5,1) | 0.1202 | 100
ABSBL3(5) | -100nes(5,1) | 0.0170 | 10 | -0.63030nes(5,1) | Vi

Tabela 6.25: Testes onde algum método ABS converge e o método de Newton nao (1).

METODOS funcaoll

Zo T M T* A\

NW 20nes(
NWA 2ones(
NWB 20nes(

ABSBL3(5) | 2ones(

1) | 00178 | 12 | NaN

1) | 00146 | 9 NaN

1) | 0.0830 | 63 | NaN
)

0.0838 | 176 | omes(5,1) | Vi

)

1

)
5
)
)

1

9

Tabela 6.26: Testes onde algum método ABS converge e o método de Newton nao (2).
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6.3 Conclusoes

A partir dos testes realizados na secao anterior verificamos, como ja era esperado,
que o método de Newton é mais robusto do que os métodos da classe ABS para os sistemas
nao-lineares analisados nesse trabalho. Contudo os métodos ABS mostraram-se muito pro-
missores por serem capazes de encontrar solugcoes em casos onde os métodos de Newton nao

foram. Por exemplo, funcao 10 e 11.

Outra caracteristica importante desses métodos é a capacidade de resolver siste-
mas de equacoes lineares mesmo quando a matriz do sistema nao tenha posto linha completo,
ou seja, este admite mais de uma solugao. O Algoritmo 3.1 consegue resolver situagoes desse
tipo sem necessitar de nenhuma modificagdo. Ja o Algoritmo 3.7 nem sempre é capaz de

resolver situacoes desse tipo sem alguma modificacao.

Fazendo alguns testes verificamos que os casos em que os métodos determinados
pelo Algoritmo 3.7 encontram mais problemas para obter uma solucao do sistema, cuja a
matriz nao tenha posto linha completo, é no caso em que t = 1. Podemos justificar isso

lembrando que nessa situacao o vetor gy deve ser obtido como solucao do sistema linear
VTAPQQ = VTT(],

e este nao admite solucao tnica. Alguns testes indicam que boas escolhas sao aquelas que a
quantidade de colunas de cada uma das matrizes Vj, denotadas por s, satisfacam a condicao
sk < posto(A).

Usando a propriedade dos métodos ABS de encontrar alguma solucao de sistemas
lineares singulares, implantamos os métodos de Newton e Chebyshev resolvendo os sistemas li-
neares, presentes em cada uma das iteracoes desses métodos, utilizando alguns métodos ABS.
Com essa mudanca conseguimos encontrar situagoes em que algumas das implementacoes dos
métodos de Newton e Chebyshev modificadas (NWA, NWB, CHA, CHB) encontraram uma
solucdo, enquanto suas versoes sem essa modificagdo (NW, CH) néo o fizeram. Isso aconte-
ceu nos casos onde os sistemas nao-lineares cuja a matriz Jacobiana associada a funcao f era

singular, por exemplo, funcao glep34 e glep3s.
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