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"There is nothing, outside of yourself, that
can ever enable you to get better, stronger,
richer, quicker, or smarter. FEverything is
within.  Everything exists.  Seek nothing
outside of yourself."

Miyamoto Musashi

"Nobody belongs anywhere.  Nobody ex-
1sts on purpose. FEverybody is going to die.
Come watch TV."

Morty, Rick and Morty

"Criancas, a ficcaio é a verdade dentro
da mentira, e a verdade desta ficcio é bem
simples: a magia existe.”

Stephen King, IT
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo das transformagoes conformes, mais especificamente no caso
de espacos semi-riemannianos planos, como espacos Euclidianos e Minkowskianos. Este estudo ¢ feito
primeiramente com a exposi¢ao das relagoes das transformagoes conformes com as transformacgoes ortog-
onais generalizadas. Tendo estas relagoes, identificamos as propriedades dessas transformagoes, e seus
grupos de Lie. Focando no caso bidimensional, identificamos a &dlgebra de Witt e sua tnica extensao
central unidimensional nao trivial, a dlgebra de Virasoro, como personificagoes das transformagoes con-
formes, e portanto fazemos um estudo destas dlgebras e de suas representagoes. Além disso, ao longo
do trabalho mostramos aplicagoes fisicas, como a quantizacdo, e de como as transformacoes conformes
se comportam nessas aplicagoes. Por fim, introduzimos rapidamente a teoria de cordas bosbénicas como
uma aplicagao tanto fisica quanto matematica do assunto do trabalho.

Palavras-chave: transformacoes conformes, grupo ortogonal generalizado, &lgebra de Witt, dlgebra
de Virasoro, quantizagao.



Abstract

This work presents a study of conformal transformations, more specifically the case of semi-Riemannian
flat spaces, like Euclidean and Minkowskian spaces. This study is made with an exposition of the rela-
tions of the conformal transformations with the generalized orthogonal transformations. Having these
relationships, we identify the properties of these transformations, and their Lie groups. Focusing on the
two-dimensional case, we identify the Witt algebra and its unique non-trivial one-dimensional central
extension, the Virasoro algebra, as personifications of conformal transformations, and thus we do a
study of these algebras and their representations. In addition, throughout the work we show physical
applications, like the quantization, and how conformal transformations behave in those applications.
Finally, we introduce bosonic string theory as a physical as well as a mathematical application of the
subject of this work.

Keywords: conformal transformations, generalized orthogonal group, Witt algebra, Virasoro algebra,
quantization.
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Capitulo 1

Introducao

No contexto de variedades semi-riemannianas classe C°°, uma questao interessante é qual a mais geral
transformacao de coordenadas locais que preserva a forma bilinear definida no espaco tangente. Intu-
itivamente, vemos as transformagoes usuais de rotagdo e translagdo como bons candidatos, e de fato
elas preservam a forma bilinear euclidiana. Na verdade, a transformagao mais geral é a transformagao
conforme, usualmente descrita como a transformacao que preserva os angulos entre vetores do espaco
tangente.

Com a propriedade de ser a mais geral transformagao, as transformagoes conformes incluem trans-
formagoes conhecidas como a translagdo e a rotagao em subespacos euclidianos, mas também incluem
os boosts, que junto com as rotagoes anteriores descrevem as transformacoes ortogonais em espagos
com forma bilinear nao positiva definida, as dilatacGes, usualmente conhecidas como “transformacoes
de escala”, e as transformacgoes conformes especiais. De fato, estas transformacoes encerram as trans-
formagoes conformes.

Além da curiosa estrutura matemaética, que por sinal é bem rica e se espalha por dreas inimagindveis
da matemdtica, as aplicagoes para as teorias atuais de descrigcao da natureza também incluem estas
transformagoes. Modelos fisicos que possuem simetria conforme nao sao incomuns. Um exemplo é a
teoria de campos com simetria conforme, cujas aplicagoes sao diversas, indo da gravitagao quantica a
descri¢ao de fenomenos criticos em duas dimensoes. Outro exemplo interesante é a necessidade que a
teoria de cordas tém quanto & simetria conforme local.

Portanto, vendo tamanha importancia das transformagoes conformes, propos-se o estudo da teoria
de transformagGes conformes desde o seu inicio, de maneira detalhada, até sua realizagao nas aplicagoes
mais simples, que seriam as primeiras teorias de cordas bosonicas primeiramente descritas nos anos 70.
Com esse intuito, o presente trabalho se divide em cinco capitulos, além desta introducao, que podem ser
lidos separadamente, mas que constroem progressivamente as ferramentas necessédrias na descrigdo das
transformagdes conformes. Além disso, por todo o trabalho existem comentdrios pertinentes & aplicagoes
destes conceitos.

No Capitulo 2, procura-se descrever da maneira mais clara e suscinta possivel os conceitos utilizados
nos capitulos subsequentes. Primeiro, a definicao e as propriedades estruturais e topoldgicas do grupo
ortogonal generalizado sao apresentadas, tanto por ser uma transformagao conforme por si s4, mas
também por sua relagdo intima com as transformagoes conformes em variedades semi-riemannianas
planas, descrita no préximo capitulo. De curioso interesse sao os isomorfismos existentes entre a dlgebra
de Lie associada as transformactes ortogonais generalizadas, que descrevem parcialmente o que os
fisicos encontram atualmente nos aceleradores de particulas, no sentido de classificagao das particulas
elementares. Como interlidio, apresenta-se o conceito de extensao central, necessdrio para a descrigao
das aplicacoes, e mais ainda, descrever uma versdo mais interessante das transformacoes conformes, a
dlgebra de Virasoro, que conecta tais transformagoes com diversas dreas da matemdtica. Por fim, é
descrito de maneira um pouco mais formal que a apresentada para fisicos, a teoria quéntica e o conceito



de quantizagao tanto de sistemas cldssicos quanto de suas simetrias, focando na quantizagao canonica.

No Capitulo 3, é apresentado as transformacoes conformes. Apds as devidas defini¢cbes, demonstra-
se que as transformagoes conformes em variedades semi-riemannianas planas podem ser escritas como
a composicao entre transformacoes ortogonais generalizadas, dilatagoes, translacoes, e transformacoes
conformes generalizadas. Com a dlgebra das transformagoes conformes em maos, expoe-se a sua relagao
com a &lgebra de Lie do grupo ortogonal generalizado, fazendo com que a prépria dlgebra conforme seja
uma algebra de Lie. Desta dlgebra, procura-se o grupo das transformagoes conformes, e sua relagao com
o grupo ortogonal generalizado em mais dimensoes.

Para finalizar o estudo matematico das transformagoes conformes, no Capitulo 4 volta-se novamente
a algebra de Lie conforme, agora em variedades semi-riemannianas em duas dimensoes. Identifica-se
a algebra de Witt, uma dlgebra de dimensao infinita que descreve as transformagoes conformes locais
no plano. Procura-se entao uma extensao central unidimensional nao trivial para a dlgebra de Witt, e
demonstra-se que a lnica extensao central desse tipo é a dlgebra de Virasoro, que satisfaz o comutador

Ly, L] = —=m)Loysm + 0mn— (2 —1) 2
[ J=( ) Lt s

n
12
[Ln, Z] =0
para todo m,n € Z, cuja diferenca com a dlgebra de Witt é o termos central Z. Propoe-se o estudo
das representacoes da dlgebra de Virasoro a partir das chamadas representacoes de energia positiva, e
nos médulos de Verma, que classificam as representagoes pelo par de mimeros complexos inteiros (e, h).
Ao restringir esse par aos nimeros reais, obtem-se os valores para que a representacdo seja unitéria e
irredutivel, condi¢Ges necessarias para as aplicagoes fisicas.

Por fim, no Capitulo 5 é dado uma pequena introducao a teoria de cordas bosonicas, de onde
fica explicito uma simetria conforme interna nas cordas, possibilitando escrever as equagoes de solugao
cldssicas por meio de coeficientes de série de Fourier cujo parénteses de Poisson satisfazem a algebra
de Witt. Fica claro entao que a quantizagao das cordas depende da &dlgebra de Virasoro ser satisfeita
pelos operadores lineares que representam estes coeficientes. E com o médulo de Verma necessario
para quantizacdo, fica natural perguntar em quais valores inteiros (¢, h) a teoria faz sentido, de onde
encontra-se afinal h = 1 e ¢ = 26, sendo que este dltimo é o nimero de dimensoes da variedade em que
a corda estd imersa.

Finaliza-se o trabalho com as consideragoes finais, onde sera descorrido algumas das curiosidades
dos conceitos construidos neste trabalho.



Capitulo 2

Teoria Fundamental

2.1 Grupo Ortogonal Generalizado

Nesta secao serd apresentado o bem conhecido grupo ortogonal generalizado. Sua importancia ficard
evidente quando pudermos descrever as transformacoes conformes por meio dos elementos deste grupo,
no préximo capitulo. Um estudo mais completo sobre este grupo pode ser encontrado em [3, 5, 6, 19].

2.1.1 Definicao do Espaco Vetorial R*"

Definiremos tal grupo por meio do espago vetorial R” munido de uma forma bilinear simétrica nao-
degenerada.

Definigao 2.1 Sejam V' um espago vetorial real de dimensdo n e B = {v1,...,u,} uma base de V.
Denotamos por B(V,R) o conjunto de todas as formas bilineares reais sobre V. Para cada f € B(V,R),
a matriz de f na base B é definida por

[f] B = f(vi,v5)i,; € Mn(R).

Seja R¥*™ k. n > 1, munido da funcdo (., DI RE+7 » RE+? R dada por

k k+n
@YW == DT+ D Ty
j=1 j=k+1

onde x = (z;) e y = (y;) sdo coordenadas da base canoénica C' de R¥T™. Denotaremos R*+" munido
desta funcio como R*™.

Proposicao 2.2 A fungdo (., .)k’n definida acima é uma forma bilinear simétrica nao degenerada sobre

R*™. Sua matriz [(, Dk n} com respeito a base candnica C de RF™ ¢
e

b= (" )

onde 0 é o bloco nulo e I,, é o bloco matriz identidade de ordem m.



Demonstragao: Dados x,y,b € RF" e a € R, temos

k+n k+n
(az +b,y), = —aZx]yj—i—a Z ZjYj — Zbyi‘/]"‘ Z bjy;
j=k+1 j=k+1
k+n k+n
S G SRS S B SUVED SR
j=k+1 j=k+1

= a<zay>k7n <b7 y>k:7n .

Segue de forma andloga para a segunda entrada. Logo (.,.), ,, ¢ uma forma bilinear sobre RE™. Da
comutatividade dos niimeros reais segue que

k+n
<9ﬁay>k,n = Z%y]"' Z TjYj
j=k+1
k k+n
S Tt 2w
j=k+1
= <y7m>k,n'

Portanto (.,.), , € simétrico. A expressao da matriz [(, Dk "}C segue diretamente da Definicao 2.1.
Enfim, (.,.), , é nao degenada pois det [(, Dk "}C = +1. O
Em outras palavras, (.,.); ,, ¢ uma forma bilinear simétrica nao-degenerada de assinatura (k, n).

Proposicao 2.3 Seja T :RF™ — R*™ o operador linear auto-adjunto tal que (@Y = (L'(2),y), para
todos x,y € R*™. Entdo

Te = [ o]

C
e [To = (713"
Demonstragao: Temos que
k+n
Z%w > @i
j=k+1
e
k k+n
(T@),y) =D T(xy)y;+ Y Tlx;)y
j=1 j=k+1

para todos x,y € R, Logo, T(z); = —x;se 1 <j <k,eT(x); =, se k+1<j < k+n. Portanto

na base canonica C,
_( I 0 _
me=( 3¢ ) =[],

merie = (5 L) (5 L)

I, 0
0 I’VL

= Ik'-i—n

Agora,



de onde temos [T = [T]c. O

Geralmente se denota [T por i ou g. Neste capitulo manteremos a notagao como [T']¢, mas nos
préximos capitulos, onde serd utilizado com frequéncia a convencao de Einstein para indices, serd mais
utilizado 1 e g.

2.1.2 Defini¢do do Grupo e da Algebra

Definido o espaco (R¥™, (...) k.n)» Podemos finalmente definir o grupo ortogonal generalizado.

Definigao 2.4 Seja A wma matriz real (k+ n) x (k+n). Dizemos que A preserva a forma bilinear
<"'>k,n se
(A@), AW))gp = (@9 » Yo,y €RPM

Denota-se por O(k,n) o conjunto das matrizes (k+n) % (k+mn) que preservam a forma bilinear (., .), ..

Existe uma relacdo que facilita bastante na verificagdo de uma matriz pertencer ou nao a O (k,n),
que obteremos no préximo teorema.

Teorema 2.5 Seja A € GL(k +n,R). Entio A € O(k,n) se e somente se A'T|cA = [T)c.

Demonstragio: Sejam A € O(k,n) e z,y € R¥™. Temos pela forma matricial de T, encontrada na
Proposigao 2.3, que

(A@), AWy = (T(A2),Aly))

Por outro lado

(A@) AW = @Yk

I
N
—~
8
S~—
<

Como z,y € RF" sdo arbitrdrios, segue que A* [T], A = [T],. Reciprocamente, se A* [T, A= [T].,
entdo pelas igualdades acima temos (A(z), A(y)),,, = (,¥),, para todos x,y € R¥™. Portanto
A € O(k,n). O

Na realidade, O (k,n) ndo é apenas um grupo, mas um grupo de Lie de matrizes. Definiremos grupo
de Lie na sua forma mais geral, e damos o resultado (sem prova, que pode ser encontrada em [27]) de
que todo grupo linear, no sentido de subgrupo do grupo linear GL(k + n,R), que é topologicamente
fechado é um grupo de Lie.

Definicao 2.6 Um grupo de Lie é um grupo topoldgico (um espago topoldgico munido com estrutura de
grupo tais que as aplicag¢oes produto do grupo e inversao sio continuas), separdvel (possui um subconjunto
denso enumerdvel), que tenha a estrutura de variedade diferencidvel, tal que as aplicagées produto do
grupo e inversao sao diferencidveis.

Proposicao 2.7 Se G é um grupo linear fechado, ou seja, um subgrupo de GL (p,C) fechado, entio G
com a topologia herdada se torna wm grupo de Lie de wma maneira unica tal que

e as restricoes de GL (p,C) para G das partes imagindrias e reais sio classe C°;



e sep: M — GL(p,C) é uma fungdo em uma variedade diferencidvel de classe C* tal que ¢ (M) C
G, entdo ¢ : M — G é de classe C™°.

A prova dessa proposicao estd além do escopo deste trabalho. Munido desta informacao, podemos
entdo provar que O (k,n) é de fato um grupo de Lie de matrizes.

Teorema 2.8 O grupo O(k,n) é um grupo de Lie de matrizes em GL(k + n,R).

Demonstracao: Dados A, B € O(k,n) e x,y € R*™, temos que

(AB(2), AB(Y))pn = (A(B(2)), A(B(Y)))kn
(B(x), B(Y)) in
= <$7 y>k,n
Logo AB € O(k,n). Como A" [T], A= [T]., temos que
det([T]e) = det(A" [T], A)

= det(A") det([T],) det(A)

= det([T],) det(A)?
e portanto det(A) = £1 # 0, e consequentemente A possui inversa. Além disso,

(A7 (), A7 (), = (AA (@), AAT W), = (@91

e portanto A~! € O(k,n), mostrando que O(k,n) é um subgrupo de GL(k + n,R). Agora, sabemos
que um subconjunto de um espago métrico ser fechado é equivalente a ser sequencialmente fechado.
Suponha que A € GL(k + n,R) é o limite de uma sequéncia (A;);en em O(k,n). Dados z,y € RF"
quaisquer, segue por continuidade que

(), AWy, = (Jim Ae), lim Ay(y))

= tliglo <At($); At(y)>k,n

- tlifl}o (@Y = (@ Yk

k.n

Logo A € O(k,n) e portanto O(k, n) é fechado em GL(k + n,R), sendo assim um grupo de Lie. O

Chamamos O(k,n) de grupo ortogonal generalizado.
Geralmente se estd interessado néo em todo O (k,n), mas no subgrupo que mantém a orientagéo do
espago vetorial.

Proposicao 2.9 O conjunto SO(k,n) = {A € O(k,n); det(A) = 1} é um subgrupo de Lie de matrizes
de O(k,n).

Demonstragao: Se A, B € SO(k,n), entdo det(AB~!) = det(A)det(B~!) = 1. Logo SO(k,n) ¢
um subgrupo de O(k,n). Agora, considerando a restrigdo a O(k,n) da fungdo determinante, temos que
SO(k,n) = det™'(1). Segue pela continuidade do determinante que SO(k,n) é fechado, pois é a imagem
inversa de um conjunto fechado. 0

Chamamos SO(k,n) de grupo ortogonal generalizado especial.

Por serem grupos de Lie, esses grupos possuem uma algebra de Lie associada. Primeiro, definamos
algebra de Lie. Para um estudo sobre as relagoes entre grupos de Lie e dlgebras de Lie, veja [20, 21, 27,
28].



Definigao 2.10 Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um produto (colchete
ou comutador)

[l:gxg—g
com as sequintes propriedades
1. [,] é bilinear;
2. para todo X € g, vale [X, X] =0, ou seja, é antissimétrico;

3. [,] satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g,

(X [V, 2]+ [Z, [ X, Y]]+ [V, [Z, X]] = 0.

Um fato interessante, que serd utilizado no préximo teorema, é que a dlgebra de Lie de um grupo
de Lie é isomorfa ao espago vetorial tangente na identidade do grupo. Para mais detalhes, ver [21].

Teorema 2.11 A dglgebra de Lie so(k,n) de O(k,n) (e de SO(k,n), e da componente conexa que contém
a identidade, denotada por SOq(k,n)) é

50 (k,n) = {X € My, (R); gX'g=—X}

onde g = [T|c = ( _Ojk IO ), e My4n (R) € o conjunto das matrizes de ordem k + n com entradas

em R.
Demonstragao: Dados X € so (k,n) e s € R, temos
(€SX)71 = B_SX = es(gth) = eg(sX)tg =g (GSX) g

e portanto X € O (k,n). Como det (e3¥) = e!"X) > 0, entdo e** € SO(k,n). O fato de e*X €
SOq (k,n) vem da continuidade da exponencial.

Por outro lado, seja v : R — O (k,n) uma curva diferencidvel em O(k;n) com ~ (0) = I. Entao
v(s)"' =gv(s)'g, e derivando por s

()7 (5) =gy ()" g.

Assim se 7 (s) = e*X, entdo em s = 0 temos —X = gX'g, ou seja, X € so0(k;n), de onde conclufmos

que so (k;n) é a dlgebra de Lie de O(k;n), SO(k;n) e SOg(k;n). O

2.1.3 Topologia

Para completar uma exposicao do grupo ortogonal generalizado e seus subgrupos mais importantes,
um estudo da sua topologia é de grande interesse. Uma das razoes é a importidncia da topologia
na quantizagao, onde as propriedades topoldgicas do grupo a ser quantizado geram defeitos a serem
tratados. Geralmente, em aplicagoes, se estd interessado em O (1, 3), conhecido como grupo de Lorentz
homogéneo, que descreve a diferenga em medidas fisicas ao mudar de sistema de referéncia inercial.
Um tratamento deste grupo, de sua generalizagao para o grupo de Poincaré pode ser encontrada em
[3, 6, 32].

Proposicao 2.12 Os grupos SO (k,n) e O (k,n) nao sdo compactos.



Demonstracgao: Considere a matriz

coshz 0 --- 0 sinhz
0 0
A= : I :
0 0

sinhz 0 --- 0 coshx

que é uma matriz de ordem k + n. Sabemos que o

det A = cosh? z + (= 1)1 (=) " ginh? 2 = 1.

Agora, como A = A', podemos escrever a relagao de O (k,n) como A'[T]cA = [T]c, e logo A €
SO (k;n). Claramente os elementos dependentes de x nao sao limitados por qualquer constante C, de
onde concluimos que SO (k;n) é ndo compacto, e assim O (k;n) também néo o é. O

Que O (k,n) nao é conexo fica claro ao se perceber que para todo A € O (k,n), temos det (A*[T]cA) =
(det (A))* det ([T]¢) = det ([T]¢), implicando det (A) = +1. Como a funcdo determinante é continua,
temos que O (k,n) é desconexo. Tecnicamente, tal desconexidade separa as transformagoes que preser-
vam a orientacao do espaco vetorial daquelas que nao preservam. Outra desconexidade vem do fato que
podemos escrever o espaco vetorial R¥"™ = R*¥ & R", onde O (k,n) agiria como rotacdes usuais em cada
subespaco e como transformacoes chamadas boosts, misturando estes subespacos. A preservacao ou nao
da orientagdo de cada subespago gera mais desconexidade. Em especial é esta a razdo de SO (k,n) nao
ser conexo. Como cada boost pode ser escrito como produto de matrizes do tipo

I; 0 0 0 0
0 coshx 0 sinhx O
A= 0 0 I; 0 0
0 sinhz 0 coshz O
0 0 0 0 I;

onde I, sdo blocos identidade de ordem p e os 0 sao blocos nulos, ¢ < k e t < n, entdo temos somente
estas duas desconexidades, implicando em quatro componentes conexas para O (k,n) e em duas para
SO (k,n). Uma prova formal para esse fato pode ser encontrada em [33].

A partir da préxima proposic¢do, e por todo o restante do trabalho, serd utilizado a convencao de
Einstein. Tal convengao diz que pares de indices iguais, geralmente um acima denotando coordenada
contravariante e um abaixo denotando coordenada covariante, é implicitamente uma somatéria. Por
exemplo, seja £ um vetor R”, e seja z* a i-éssima coordenada de x no sistema de coordenadas canénico.
Entao

Para mais detalhes, uma explicacdo simples pode ser encontrada em [2].

Proposicao 2.13 SOq (k,n) possui o mesmo grupo fundamental de SO (k) x SO (n).

~

Demonstragdo: Mostremos primeiramente que podemos escrever SO (k,n) = B (k,n) x SO (k) x
SO (n), onde B (k,n) é o conjunto dos boosts, e que é difeomorfo a R*™. Para isso, como SOy (k,n) é
a componente conexa da identidade, podemos mostrar essa decomposigdo na dlgebra de Lie so (k, n).

Utilizaremos a partir dessa demonstragao o colchete da dlgebra de Lie do grupo ortogonal gener-
alizado, que serd provado explicitamente no contexto das transformagdes conformes. Para SOq (1, 3),
temos que é gerado pelo conjunto de matrizes w que satisfazem

[T)ew' +w[Te =0,



ou em notagao de indices (utilizando a convensao de Einstein) e definindo g = [T]¢ para abaixar indices,
gupwyf/) + gupwz =0,

temos que A € SOq (k,n) se e somente se A = exp (whq”d,), onde estamos usando a base canonica do
espaco tangente do grupo. Definindo

Qiu =—i (gil/qyau - guuqyai) ,

podemos escrever A = exp (a“‘Qm)7 onde a'* = Bi“ +w™ com B simétrico, e portanto o é uma matriz
qualquer. O termo imagindrio ¢ multiplicando a definigao de €2 pode ser visto tanto como uma constante
qualquer e a dlgebra ser real, como no caso desta demonstragao, quanto como a constante imagindria
para a complexificagao da dlgebra, que serd utilizado no Teorema 2.15. Isso nao muda as identidades a
seguir. Nessa notagao, o comutador da algebra serd

[Qj,ua sz] =1 (g,LLi‘QjV + gjy-Q,ui - g;AL/jS - gjigpu) .

Por ser uma constante, pode-se encontrar um isomorfismo entre as duas dlgebras, implicando nao haver
problemas quanto a unidade imagindria na teoria de representacao da dlgebra.
Definamos entao o conjunto dos pares de niimeros

I={(z,y) eEN}0<2<k+n0<y<k+n}
necessério para indexar uma nova base em so (k,n). Como nova base, definamos

° J((;)]-):Qij seit<kej<k;
o K jy=Qjsei<kej>k;
. J((Z;):Qij sei>kej>k;
onde (4,7) € I. Que estas sdo as tnicas possibilidades fica claro ao se levar em conta a antissimetria
de €;;. Pelo comutador de so (k,n) obtemos os seguintes comutadores

O O Tl s 1O s 0 s 0 s ®
[Ju,j)"](mb)} =1 (_%J(uw 0ibd (j,a) 036 (i a) +5w=7(j7b>)
=1(—0;a82 — 0iv82j0 + 0 082i0 + 0ia25p)

=1 ((6ia6§ — 05a0%) 85 + (5,607 — 6157) 52) ua

[Jg,)j)’ J&?b)} =0

© &1 _ifs 7© s 7@ s g s (e
[J<m>’°7<a,b>}— (5JGJ<i,b>+5zbJ<j,a> ) 5wJ<j,b))
=1 (8502ib + 0ib2ja — 0b02ia — 6iaf2jp)
—i ((5ja5§ — 8ia6%) 5 + (8:00% — 8,467) ag) O

[ 7O

(5,)" K(a,b)} =i (=072 + 6iaf2jp)

i (=6ja0; + 0ia0’) 2

[0 K| =1 (+628 — 8;00) 2ua
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Ky K] = i (~0300L67 + 000407 ) Lar:
Dessa tltima relagao obtemos que

iJ((e) sej#bei=a

3,b)
(K Kap] = —iJ((f,)a) sej=bei#a
0 sej#bei#a,ousei=aej=>b

Identificamos pelas constantes de estrutura que a dlgebra dos J((f)j) e dos J((:)j) sdo as dlgebras so (n) e
s0 (k), respectivamente. Perceba que no caso de n ou k ser igual a zero, obtemos a dlgebra do produto
vetorial em R¥ ou R™, respectivamente.

O difeomorfismo entre B (k,n) e R*™ pode ser visto de maneira mais simples. Como dito antes,
pode-se escrever um boost como composi¢ao das matrizes da forma

I; 0 0 0 0

0 coshz 0 sinhz O
A= 0 0 I; 0 0
0 sinhz 0 coshz O
0 0 0 0 I

Que estas matrizes preservam a forma bilinear é claro pelas identidades das fungoes trigonométicas
hiperbdlicas. Para ver que elas sio unicas, basta ver a dlgebra so (k,n) em sua representacdo matricial,
que é onde foi definida, mas com base dada primeiro pelas rotagoes em cada subespago, e as repre-
sentagoes matriciais de K(; ;) dadas por essas matrizes e pelas relagoes de comutagao. Dessa forma
encontramos as matrizes da forma

I, 00 0 0
01 0 z 0
00 I; 0 0
0z 0 1 0
00 0 0 I

cuja exponencial nos da termos de B (k,n), que sdo da forma da matriz A. Isto prova que elas sdo
tnicas. Além disso temos kn matrizes desse tipo, cada uma dependendo de um paramentro real. Fica
natural entdo o isomorfismo algébrico. O difeomorfismo de B (k,n) com R*" segue da exponencial ser
uma aplicagao de classe C>°. Com essas relagdes, podemos escrever que SOq (k,n) = B (k,n) x SO (k) x
SO (n).

Como RF™ ¢ simplesmente conexo, obtemos entdo 7; (SO (k,n)) = 7; (SO (k)) x 7; (SO (n)). O

Desse modo, sabendo que 71 (SO (n)) = 1,Z, Zs respectivamente para n = 1,2, (> 3), fica trivial
encontrar os grupos fundamentais de SOq (k, n).

2.1.4 Isomorfismos SO (1,3) = SL(2,C) /Zy e SOF (1,3) = SU (2) x SU (2)

Voltemos nossa atengdo para o caso especial O (1,3), o grupo homogéneo de Lorentz. Nos focaremos
nos isomorfismos SOy (1,3) = SL(2,C) /Zy e SOF (1,3) = SU (2) x SU (2), onde SO (1,3) é a com-
plexificacao de SOy (1, 3). O primeiro isomorfismo basicamente faz a ligagdo entre a componente conexa
do grupo de Lorentz e seu grupo de recobrimento universal, o grupo linear especial. O segundo tem
uma importante aplicacdo a partir da teoria de representacgoes irredutiveis, na definicao de particula
elementar em fisica.

Teorema 2.14 A componente conexa do grupo de Lorentz SOy (1, 3) é isomdrfica ao grupo SL (2,C) /Z,.

A demonstracao deste Teorema pode ser encontrada em [3].
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Teorema 2.15 A completifica¢io da componente conexa do grupo de Lorentz SOy (1,3)QC é isomdrfica
ao grupo SU (2) x SU (2).

Demonstragao: Primeiro, perceba que ambos os grupos sao conexos, e portanto sao por construgao
gerados pelas suas respectivas dlgebras. Basta entao mostrar que as dlgebras sao isomorfas, que teremos
por consequéncia o isomorfismo dos grupos. Faremos isso identificando su(2) @ su(2) em so (1,3).
Utilizando as relagoes da Proposicao 2.13, obtemos para o caso particular k =1, n = 3,

J1 = oz, Jo = Q31, J3= Q1
que sao chamados em fisica de geradores do momento angular, e os boosts
Ky =y, Kz =, K3 =13
de onde temos os comutadores
[Ji, J;] = teijinJi
[Ji, K] = teijn K
(K, Kj] = —ieijn i

onde €;;; ¢ o tensor unidade totalmente antissimétrico. Dessa forma, fica mais claro que podemos
redefinir a base da dlgebra para desacoplar em duas cépias da dlgebra su (2), da seguinte forma: definindo

1

N = DN

B, == (J; —iK;)

obtemos os comutadores 1
[Ai,Aj] = §i6ijkAk

1.
[Bi, Bj] = ileijkBk

[4;,B;]=0

que deixa explicito o desacoplamento das subdlgebras, e ambas podem ser identificadas pelas constantes
de estrutura como su (2). Como o argumento feito até aqui pode ser revertido sem maiores problemas,
obtendo assim a dlgebra original, temos um isomorfismo de dlgebras de Lie. Portanto temos o resultado.
O

Outras demonstragdes podem ser encontradas em [6, 19, 32].

Por fim, um comentdrio sobre a aplicagao fisica do ultimo isomorfismo. O grupo SU (2) é bem
conhecido em fisica, principalmente em mecanica quantica, onde descreve a dlgebra de spin em trés
dimensoes (ver [22] para um exemplo das aplicagdes), onde obtém-se as representagoes irredutiveis
indexadas por um valor 0 < j semi-inteiro, ou seja, j = § com 0 < n € Z. Desse modo, pelo
isomorfismo acima temos que as representagoes irredutiveis de SOy (1,3) ® C sdo indexadas por (a,b)
com a e b semi-inteiros positivos. Como as representagoes irredutiveis de SOq (1, 3) podem ser obtidas de
forma biunivoca das de SOq (1,3) ® C, podemos indexar da mesma forma as representagdes irredutiveis
de SOy (1,3). A aplicagdo vem de que as teorias fisicas de campos quanticos relativisticos (ver [6, 12])
devem ter como simetria local (em outras palavras, devem ser invariantes) as transformagoes dadas pela
algebra so (1, 3), e suas representacoes irredutiveis sdo as permitidas nessas teorias. Dessa forma, cada
representacao irredutivel ¢ um campo quantico relativistico permitido, cuja excitagao é uma particula.
Temos entao a classificagdo das particulas permitidas pela simetria so (1, 3).
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2.2 Extensdo Central de Grupos e Algebras

Aqui apresentaremos o importante conceito de extensdo. Ao longo deste trabalho, tal conceito aparecerd
constantemente, afinal a dlgebra de Virasoro é uma extensao da dlgebra de Witt. Além disso, é interes-
sante discorrer sobre tal assunto pelo fato de que em quantizagao de simetrias, o papel do conceito de
extensdo é crucial para uma defini¢ao formal da matematica envolvida. Como principal referéncia foi
utilizado [4].

2.2.1 Extensoes de Grupos

Comecemos com grupos.

Definigao 2.16 Uma extensao E de um grupo G por um grupo A é dada por uma sequéncia exata de
homomorfismos de grupos

1—>A1>E1>G—>1

A exatidao da sequéncia significa que o micleo de cada aplicagdo na sequéncia é igual a imagem da
aplicagdo anterior. A extensdo é dita central se A é abeliano e sua imagem Im (i) é o centro Z (E) de
E.

Exemplo 2.1 Um exemplo de extensao central é o grupo de recobrimento universal do grupo de Lorentz
SOy (1,3)
1— Zy — SL(2,C) 5 SOy (1,3) — 1

onde T é o recobrimento 2 para 1. Este é um caso especial do fato geral que dado um grupo de Lie conexo
G, o grupo de recobrimento universal E de G é uma extensao de G pelo grupo das transformagoes de
deck (transformagoes que preservam a projegao ), que é isomorfo ao grupo fundamental 7 (G) de G.

Exemplo 2.2 Outro exemplo é a extensao central trivial,
1-A5AxGSG—1
ondei: A— AxG ¢édada por a— (a,1), sendo A abeliano.

Vamos buscar meios para saber se duas extensoes centrais sao intrinsecamente distintas. Para isso,
serd importante as definigoes a seguir.

Definigao 2.17 Duas extensdes centrais
1—>AL>E1>G—>1,1—>A1>E'11>G—>1
de um grupo G por A sao equivalentes se existe um isomorfismo v : E — E’ de grupos tal que o diagrama

1 - A - E — G - 1
id | (N id |
1 - A —- F —- G — 1
comuta.
Definigao 2.18 Uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos

IHALELGHI

cinde se existe o : G — E tal que mo o = idg.
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Lema 2.19 Uma extensao central cinde se e somente se ela é equivalente a uma extensao central trivial.
Demonstragao: Se a sequéncia cinde pela aplicagao o : G — F, entao

VvV:AXxG—FE
(a,9) —i(a)o(g)

é um isomorfismo. De fato, como i e o sdo homomorfismos, e i (4) = Z (E), temos que

=i(a)i(b)o(g)o(h)
=i(a)o(g)i(b)o(h)
= (aag)w(bvh‘)

e portanto ¥ também o é. A injetividade segue da injetividade de 7, que segue da defini¢do de sequéncia
exata, e da injetividade de o, pois da definicdo de m o 0 = idg, onde 7 é sobrejetora pela defini¢do de
sequéncia exata, implica o ser injetora. A sobrejetividade segue de que i é sobrejetora no centro de F,
novamente pela defini¢do de sequéncia exata, onde Im (i) = Z (E), e o é sobrejetora em E\Im(i), afinal

7 (E\Im(i)) = (idg o 7) (E\Im(i))
=(mooom)(E\Z(E))
=TOoCO (G\ {IG})

implicando que o (G\ {Ig}) = E\Im(i) C Im (o), ou seja, o & na verdade bijetora em quando restrita
a G\ {Ig}, com imagem E\Im(i). Por construgio entdo o diagrama

1 - A — AxG@ — G — 1

id | () id |
1 - A — FE - G — 1

comuta.
Por outro lado, se existe ¥ tal que o diagrama acima comuta, e portanto é equivalente a uma extensao
central trivial, entao a sequéncia

1—>AL>E1>G—>1

cinde pela aplicagdo o (g) :== % (1a,9), o que pode ser visto repetindo os mesmos argumentos da ida do
lema. g

Vamos agora construir uma maneira de verificar se uma extensao central é equivalente a extensao
trivial.

Definigao 2.20 Seja
1-A5ESG—1

uma extensdo central e seja 7 : G — E uma aplicagao que satisfaz o1 =idg e 7 (1) = 1. Definamos
a aplicagao

w:GxG—AZi(A)CE
(z,y) = 7 () 7 (y) (7 (zy)) "
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Perceba que w estd bem definida, pois 7 (2) 7 (y) (7 (zy)) "' € ker (x) = i (A). Além disso, w satisfaz
wl 1) =771 (r(1) '=1e
w(@,y)w(ey.z) =7 (@)7(y) (7 (@y) " 7 (29) 7 (2) (7 (wyz)) "
= (@)7 ()7 () (ay2))
(

()
() )
=7 ()7 ()7 (2) [(( 2) T (y2)| (7 (2y2))
(z)
()

T

T

8
2
23

=T(2)w(y,2) 7 (y2) (7 (wyz)) "
7 (y2) (1 (2y2)) " w (y, 2)
=w(z,yz)w(y, z)

=TT

onde usou-se que w (y,x) € A, e portanto comuta.

Definigao 2.21 Qualquer aplicacio w : G X G — A satisfazendo

w(z,y)w(ry,2) =w(z,y2)w(y,2)
é chamada um 2-cociclo de G com valores em A.

Definigao 2.22 Definamos em A x G uma estrutura de grupo com produto

(a,2) (b,y) == (w (z,y) ab, zy)
onde (a,z),(b,y) € A x G. Denotaremos A x G com este produto como A X, G.

Que de fato A X, G é um grupo vem: da identifica¢do de (1,1) como a identidade, pois w (1,1) = 1;
para (a,z) € A x,, G temos ((w (av,y))_1 a_l,x_l) como inversa, onde se usa que Im (w) C A; sejam

(a,z),(b,y),(c,z) € A x, G, entdo a associatividade vem da identidade de 2-cociclo de w

((a,z) (b,y)) (¢, 2) = (w (z,y) ab, zy) (c, 2)
= (w (zy, z) w (z,y) abe, zyz)
= (w(z,y2) w (y, 2) abc, xyz)
= (a,7) (w (z,y) be, yz)
= (a,7) ((b,y) (¢, 2)) .
Isso nos dé uma correspondéncia entre o conjunto dos 2-cociclos de G com valores em A e o conjunto

das extensoes centrais de G por A. De fato, a extensado central de G por A associada ao 2-cociclo w
dada pela sequéncia exata

1-AL A%, GG —1
com i : A — G dada por a — (a,1).

Lema 2.23 Sejaw : G x G — A um 2-cociclo. Entdo a extensdo central A X, G cinde se e somente se
existe uma aplicacdo A : G — A tal que

Alzy) = w (@, y) A(z) A(y) -

Demonstragao: Basta encontrar um homomorfismo o : G — A X, G tal que poo = idg. Perceba que
por defini¢do o tem a forma o (z) = (A (2),z), z € G, A : G — A. Para ser um homomorfismo, temos
que

o(zy) =0 (z)o(y) <= (A(zy),zy) = (A (2),2) (A(Yy),y)
= (A(zy),zy) = (W (2,9) A (z) A (y) , 2y)
= Azy) =w(z,y) A (@) A (y) -



O

Definigao 2.24 Definimos o sequndo grupo de cohomologia de um grupo G com coeficientes em A como
H?(G,A) :={w:G x G — A;w é um 2-cociclo} | ~
onde definimos a relagdo ~ da sequinte maneira: sejam w e w’ 2-cociclos de G com valores em A, entdo

wrw = IN:G— A Vz,y e G, Mzy) =w (@)W (z,9) " A(@) A (y).

2

O produto desse grupo é o induzido pela multiplicagdo pontual dos 2-cociclos. Perceba que se trata de
um grupo abeliano, pois A é abeliano.

Pela defini¢do de H? (G, A), temos uma correspondéncia biunfvoca com as classes de equivaléncia das
extensoes centrais de G por A. De fato, basta ver que existe um isomorfismo entre extensoes centrais
referentes a dois 2-cociclos relacionados. Se w ~ w’, temos que ¥ : A x, G — A X, G definida por
(a,z) — (A (z)a,z), onde A (zy) = o’ (z,y)w (x,3) " A (x) X (y), satisfaz

¥ (@) (0,9) = ¥ (@ (2,y) ab,zy)
= (A(ay)w (2, ) ab,zy)
= (& (@) A @) A @) (@) w (@,9) abay)
= (W' (w,y) A (z) a (y) b, zy)
= (A@)a,2) (A () b.y)
=9 <a7 x) (0 (bv y)

e portanto ¢ um homomorfismo. A injetividade segue de que se ¢ (a,z) = ¢ (b,y), entdo (A (x)a,z) =
(A (y) b,y), implicando = = y pela segunda coordenada, e isto implicando a = b. A sobrejetividade pode
ser vista notando que se (a,z) € A X, G, entdo temos que ()\_1 (z)a,z) € A x,, G satisfaz

) ()\_1 (z) a, x) = ()\ (z) ()\_1 (z) a) ,x) = (a,z).

2.2.2 Extensoes de Algebras
Passemos agora para extensoes centrais em dlgebras.

Definigao 2.25 Seja a uma dlgebra de Lie abeliana sobre K e g uma dlgebra de Lie sobre K. Uma
sequéncia exata de homomorfismos de dlgebras de Lie

0—>a—>hl>g—>0

¢é chamada uma extensdo central by de g por a, se [a,h] = 0, onde identificamos a como uma subdlgebra
de b.

Alguns exemplos.
Exemplo 2.3 Primeiro, seja
1-ALEXR G—1

uma extensao central de grupos de Lie de dimensao finita com homomorfismos diferenciaveis. Entao a
sequéncia
_ Lie(I) . Lie(R) .
0 — Lie(A) D Lie (E) I Lie (G) =0,
onde Lie (I) e Lie (R) sdo respectivamente as derivadas das aplicagdées I e R, é uma extensdo central
de dlgebras de Lie.
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Exemplo 2.4 Outro exemplo seria o da dlgebra de Heisenberg generalizada H = C [T, T_l] ¢ CZ,
com elemento central Z e com a dlgebra dos polinémios de Laurent C [T, T_l]. O colchete de Lie de H
é definido como

[ferZ,gepZ) = kfwg 12
com f=> fuT" g=>g,T" €C [T, T*I], Aty fr, gn € C. Que as aplicagdes
i1:C—H
A= A2

p:H—CI[T,T]
feN— f

sao homomorfismos é claro. Temos entdo a sequéncia
0—C-5HZC[T,T '] —0

com [AZ,g] = 0. Portanto a dlgebra de Heisenberg generalizada H é a extensio central da dlgebra de
Lie abeliana dos polindomios de Laurent C [T, T_l] por C.

Exemplo 2.5 Um exemplo importante é a dlgebra afim Kac-Moody, como uma generalizacao da dlgebra
de Heisenberg generalizada. Se trata da extensdo nao trivial de uma dlgebra associativa R, nesse caso
R=g|[I\T7'| =CI[T,T7'] ® g (chamada dlgebra loop de g), com colchete de Lie
[r®a,s®b =rs® a,b
A dlgebra afim de g é espago vetorial § := g [T, T_l] @ CZ com colchete de Lie dado por
T ®a,T" @b :=T""" ® [a,b] +m (a,b) SminZ
T"®a,Z]:=0
com a,b € g em,n €7Z, e onde define-se a forma bilinear simétrica invariante
(,b):gxg—C

a,b— (a,b)

que satisfaz
(la,0] ;) = (a, [b,d]).
Sejam as aplicagoes
1:C—g
A= A2

p:g—o[l,T7"]
f@at+pZ— fRa
que sao obviamente homomorfismos de dlgebras de Lie. Entao temos a sequéncia exata de dlgebras de
Lie )
0—>(CL>gi>g[T,T71] — 0
No caso de g = C, temos de novo o caso da dlgebra de Heinsenberg generalizada. No caso de g ser uma
dlgebra de Lie simples, a forma de Killing é a unica forma bilinear simétrica invariante nao degenerada

(salvo multiplicagao por escalar). A tnica extensio central da dlgebra loop é chamada dlgebra afim
Kac-Moody.
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Definigao 2.26 Duas extensdes centrais
O—>a—>bi>g—>0,0—>a—>b/i>g—>0
sao equivalentes se existe um isomorfismo de dlgebras de Lie 1) : h — B’ tal que o diagrama

0O - a —- b — g — 0

id | () id |

0O - a — bH — g — 0
comuta.
Definigao 2.27 Uma sequéncia exata de homomorfismos de dlgebras de Lie
0—a—bh-"g—0

cinde se existe um homomorfismo de dlgebras de Lie B : g — h com mo B = idy. Chamamos [ de
aplicagdo de cisao. Uma extensdo central é dita trivial se ela é equivalente a uma sequéncia exata de
homomorfismos de dlgebras de Lie

0—a—adg—9—0

A prova do lema a seguir é idéntica ao caso para grupos, e serd omitida.
Lema 2.28 Uma extensao central cinde se e somente se ela é equivalente a uma extensao central trivial.
Definigao 2.29 Uma aplicagio © : g X g — a com as propriedades

1. ©:gxg—a é bilinear e alternada

2. 0(X,[Y,Z)+0 (Y, [Z,X])+0(Z,[X,Y])=0

é chamada um 2-cociclo em g com valores em a.
Lema 2.30 Valem as sequintes afirmagdes:

1. Toda extensdo central ) de g por a vem de um 2-cociclo © : g x g — a.
2. Todo 2-cociclo © : g X g — a gera uma extensdo central by de g por a.

3. Uma extensao central cinde, e portanto é trivial, se e somente se existe um p € Homg (g, a) com
O (X,Y) =u([X,Y]), para todos X,Y € g.

Demonstracgao:
1. Trataremos a como subdlgebra de h. Seja uma extensao central
0—a—h LI g—0

como 7 é sobrejetiva, existe uma aplicagao linear 3 : g — h com mo3 = idy. Definamos © : gxg — a
como

O (X, Y):=[8(X),8(Y)] - B(X,Y])

para todo X,Y € g. Pode-se verificar diretamente que O (X,Y) é um 2-cociclo. De fato, ser
bilinear vem de 3 ser linear e da bilinearidade do colchete. Ser alternada resulta também da
linearidade de 8 e do colchete ser alternado

O (X, X) = [6(X),8(X)] =B (X, X]) =0-£5(0) =0.
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A propriedade 2 de 2-cociclo resulta tanto de © ser bilinear quanto da identidade de Jacobi do
colchete

O(X,[Y,Z))+0(Y,[Z,X])+ O (Z,[X,Y]) = O0(X,[Y, Z] + Y, [Z, X] + Z,[X,Y])
=06(0)
=0.

Seja o isomorfismo linear

Yigxa—h
XpY=XY)-BX)+Y

que é um isomorfismo, pois se (X,Y),(Z,K) € g X a, entao

(X, Y)+(Z,K) =0 (X + 2,V + K))
X+Z)+Y +K
X)+Y +8(Z)+K

X, Y)+¢(Z,K)

¥ (
B
B
¥ (

ey (Z)=(n(Z),Z - Bor(Z)). Definindo o colchete de Lie de g x a como sendo

(X®2Y®Z],, =[XY],6e0(X)Y)

gxa

temos que

— ([X@Z,Y@Z’]gxu>

e portanto ¥ é um isomorfismo de dlgebras de Lie. Desse modo, o 2-cociclo © gera a extensao
central.

. Segue de que h := g @ a tem colchete
X®ZY o Z’]b = [X,Y]g ®O(X,Y)
se e somente se © é um 2-cociclo. Pelo item anterior tal colchete define uma extensio central.

. Suponha que 0 : g — h = g @ a é uma aplicagdo de cisdo. Entdo o ¢ um homomorfismo, e pode
ser escrito como o (X) = X + p (X), com p € Homg (g, a). Temos que
[0(X),0(YV)] =0 ([X,Y]) = [X,Y]+pn([X,Y])

[0(X),0 (V)] =[X, Y]+ 6O ([X,Y])
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e portanto O ([X,Y]) = pu([X,Y]). Agora se
O ([X,Y]) = n([X,Y])

e 1 € Homg (g, a), entdo como p é linear, © é um 2-cociclo. A aplicagdo linear o :g - h = gda
definida por o (X) := X + p (X) ¢ um homomorfismo,

o ([X,Y]) = [X, Y]+ p([X,Y])

[
=[X,Y]+O(X,Y)
=X+ p(X), Y +pY)
=[o(X),0 (V)]

e portanto ¢ é uma aplicacao de cisao.

Definigcao 2.31 Dados espagos vetoriais g e a sobre um corpo K, definimos os conjuntos
Alt? (g,a) :={O:gx g —a; O:gxg— a é bilinear e alternada}
7% (g,a) := {© € Alt* (g,0); 0 (X, [V, Z]) + © (Y, [Z, X]) + © (Z,[X,Y]) = 0}
B?(g,a) :={0:gx g — a;3pu € Homg (g,a),0 = ji}

H? (97 CL) =77 (97 Cl) /B2 (97 Cl)

onde definimos i (X,Y) := p([X,Y]) parea X,Y € g, e Homg (g,a) é o conjunto de morfismos g — a.
Chamamos H? (g,a) de sequndo grupo de cohomologia de g com valores em a.

Por definicio Z2 (g, a) C Alt? (g,a). Como p é linear, pela definicio de B? (g, a) temos que B2 (g, a) C
72 (g,a). Pelo terceiro item do lema anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.32 O segundo grupo de cohomologia H? (g, a) estd em uma correspondéncia biunivoca com
as classes de equivaléncia das extensoes centrais de g por a.

Demonstragao: Por defini¢do, H? (g,a) é o conjunto de 2-cociclos que, pelo terceiro item do lema
anterior, nao é trivial. Como pelos outros dois items do mesmo lema existe uma relagao biunivoca
entre o conjunto de 2-cociclos e as extensdes centrais, entdo conclui-se que H? (g, a) possui uma relacio
biunifvoca com o conjunto das extensoes centrais nao triviais. O

2.3 Quantizacao de Simetrias

Neste capitulo serd apresentado de maneira mais formal a quantizagao de simetrias na mecénica quantica.
Para isso, serd desenvolvido as estruturas da teoria quantica, e disto teremos a razao das representagoes
da &lgebra de Virasoro estudadas no préximo capitulo. Também serd 1til apresentar tais estruturas
de maneira mais formal para o melhor entendimento das aplicagoes. Como referéncia da construgao
algébrica envolvida, ver [22]. Para uma apresentacao introdutéria, ver [23].

A mecénica quéntica é o estudo de subespacos unidimensionais de espacos de Hilbert, denominados
raios. Comecemos entao por um estudo de tal espaco e das exigéncias para a aplicagdo. Para uma
apresentagao de espagos de Hilbert no contexto dos espagos de Banach, ver [24, 25, 31]. No contexto de
espagos métricos, ver [13].
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2.3.1 Espacgo de Hilbert

Definigao 2.33 Uma forma hermitiana em um espago vetorial H sobre o corpo C é uma aplica¢ao
R-bilinear
() HxH—C

que satisfaz (u,v) = (v,u) e (u,av + bw) = a (u,v) + b (u, w), para todos u,v,w € H e a,b € C.
Perceba que se a,b € C, u,v,w € H, entao

(au + bv, w) = {(w, au + bv)

a{w,u) + b{w,v)

a (u,w) + b (v, w)

e portanto (,) é antilinear na primeira entrada. Além disso, para que seja um produto interno, basta
que a forma seja positiva definida, ou seja, (u,u) > 0, para todo u € H\ {0}.

Definicao 2.34 Um espacgo pré-Hilbert H é um espaco vetorial complexo com uma forma hermitiana
positiva definida, chamada produto interno ou produto escalar.

Definicao 2.35 Um espago vetorial complexo H munido de um produto interno como definido acima é
chamado espago de Hilbert se H for completo como um espag¢o normado com a norma dada pelo produto
mterno.

Relembrando que um espago métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy convergir neste espaco.
Usualmente queremos que o espaco de Hilbert H seja separdvel, ou seja, que tenha um subconjunto
enumerdvel denso, pela seguinte razao.

Definigao 2.36 Seja H um espaco de Hilbert. Um subconjunto S C H é dito um conjunto ortonormal
se (s1,82) = 0 se s1 # sa, 81,82 € 5, e (s,8) =1 para todo s € S. Um conjunto ortonormal mazimal
em H é chamado uma base ortonormal de H.

Teorema 2.37 Todo espaco de Hilbert tem uma base ortonormal.

Demonstragao: Seja {M,} uma cadeia de conjuntos ortonormais de um espago de Hilbert, ou seja,
uma colecao de conjuntos ortonormais de um espago de Hilbert tal que M, C M, ou M, C M,, para to-
dos os indices a, b. Perceba que | J M, é um conjunto ortonormal, e para todo z,y € | M,,  # y, existe
My tal que z,y € M;,. Como & é uma relagdo de ordem parcial, e como para toda cadeia {M,} existe um

maximal M; como descrito, entao pelo lema de Zorn o espago de Hilbert possui uma base ortonormal. [J

Lema 2.38 Um espaco de Hilbert H separdvel possui uma base ortonormal enumerdvel, a sequéncia
de vetores (e,), e, € H, tal que para todo f € H existe uma tnica representagdo como uma série

convergente
f= Z o7
n

com o, = (e, f) € C (estes nimeros sao conhecidos como coeficientes de Fourier da expansio de
Fourier ) anpe, de f).

Demonstragao: Seja {e,} uma base ortonormal de H, com H separdvel. Suponha que {e,} é nao-
enumeravel. Temos que

1
lew = eull = ({ew = evsep —e))® = V2, p# v
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e portanto se considerarmos as bolas B (e,», %) com centro em elementos da base (tal que x € B (ei, %)
se e 86 se ||z — ¢ < 3), temos que por H ser separdvel existe um conjunto denso enumersvel {v,}, e
por ser denso ao menos um de seus elementos pertence a cada bola. Como as bolas sdo disjuntas, temos
que o conjunto delas é ndo-enumerdvel. Porém isso implica {v,} ndo-enumerdvel, contrariando o fato
de H ser separdvel. Portanto {e,} é enumersvel.

Agora, escolhamos uma ordem em {e,} em uma sequéncia {e1, es,...}.

Afirmacdo: Paraz € Hen € N,

n

T — Z(z,eﬁe,-

i=1

dist (x, span{ey,...,en}) =

De fato, para ¢; € C,

r= Y| = [l + [ cies|| 2 <Z>
i=1 i=1 i=1
= <.’)3,.’1?> + <Z Ci> Z Cj 6@‘ -2 Zci <£L', 6i>
i=1 j=1 i=1
SO B SRR D SIS IRty
i=1 i=1 i=1 i=1
2 2 2
)+ (Sl =23 )+ 3o ) -3 e
i=1 i=1 i=1 i=1
2 2
= (za) + ) lei— (we)* =)z, el
i=1 i=1
de onde temos que o dist (z, span{e1,...,en}) = infe,ec ||z — Y i, ciesl| = (x,2)=> 1, (=, e:)|? ocorre

em ¢; = (x,€;).
Mostremos que z = Y .o, (z, ;) ¢;. Dado e > 0, encontramos ng € N tal que dist (z, span {e1, ..., eny }) <
€. Entao para n < ng temos

(x,e;) e;|| = dist (z, span{e,...,en}) < dist (z, span{e1,....,en,}) < €

1

T —

n

%

De agora em diante H serd um espago de Hilbert separédvel.

2.3.2 Projetivo e Operadores

Definamos v : H\ {0} — P, a aplicagdo canodnica do espago de Hilbert H no seu projetivo P = P (H), ou
seja, IP é o espaco dos subespagos unidimensionais de H. Este espago projetivo é o andlogo quantico ao
espago de fase cldssico. Boas referéncias sobre isto podem ser encontradas em [6, 26].

Definicao 2.39 Sejam ¢ = v(g) e n = v (h) com g,h € H. Definimos a transi¢cao de probabilidade
como a aplicacdo 6 : P x P — R dada por

(g, 1)
§(6,n) = DL
() = P Il
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Definigao 2.40 Uma aplicagio bijetiva T : P — P com a propriedade

§(Tp,Tn) =6 (¢,m)
com ¢,n € P, é chamada transformacdo projetiva ou automorfismo projetivo.

Ou seja, o conjunto das transformagoes projetivas, denotado por Aut (P), forma o grupo de bijegoes
de P que preserva a transigao de probabilidade. Em linguagem fisica, Aut (P) é todo o grupo de simetria
do espago de estados da mecanica quéantica.

Existe um porém: trabalhar no espago projetivo ndo é muito facil. Entdo normalmente trabalha-se
no préprio espago de Hilbert. Isso gera alguns problemas técnicos. Para comegar a analisa-los, definamos
operadores unitarios e anti-unitarios.

Definigao 2.41 Um operador unitdrio U em H é uma aplica¢io U : H — H que deiza o produto interno
de H invariante, ou seja,
(Uu, Uv) = (u,v), Yu,v € H.

Definicao 2.42 Um operador anti-unitdario U em H é uma aplicagdo U : H — H que deiza o produto
interno de H invariante a menos de um sinal negativo, ou seja,

(Uu,Uv) = — (u,v), Yu,v € H.

Linearidade e antilinearidade sao definidos como usual. Um operador U : H — H ¢é dito linear se
U (au) = aU (u), e é dito antilinear se U (au) = o*U (u), com a € C, u € H, e a* sendo o complexo
conjugado de a.

Perceba que ambos os tipos de operadores preservam a transi¢ao de probabilidade, ou seja, v o U
preserva a transicao de probabilidade. De fato, se g,h € H, entao se U for unitdrio e linear ou anti-
unitério e antilinear, com ¢ =y (g) e n = v (h)

5 (¢,m) =6 (v(9),7 ()
g, )P
lgll* [1A]*
_ [Ug, U
gl |UAII*
=3 (v (Ug),~ (Uh)).
Seja U (H) o conjunto de todos os operadores unitdrios em H. Para todo U € U (H), definamos a
aplicagdo ¥ (U) : P — PP por
7)o =(v(Ug))

para todo ¢ = v (g) € P.

Assim definido, o conjunto U (H) dos operadores unitdrios em H formam um grupo por composigao,
chamado grupo unitdrio de H. De fato, formam um grupo topolégico com a topologia dada pela subbase
com abertos tipicos

B, (Uy,r):={U e UH);||Up (u) = U (w)|| <r},ueH, r>0

onde a norma dos operadores ¢é definida pelo produto interno de H. Tal topologia é chamada topologia
forte.

Proposicao 2.43 U (H) é um grupo topoldgico com respeito a topologia forte.
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Demonstragao: Basta mostrar que a operacio do grupo (U,U’) — UU’' = Uo U’ e U — U~ sdo
continuas nesta topologia. Para isso, seja (U,U’) € U(H) x U(H) e f € H, r > 0. Mostremos que
existem subconjuntos abertos J, J' C U (H) tais que

{vvsveJvieJ}c By (UU,r)
e portanto é continua. Pelas propriedades da norma e como V € U (H),

UV (f) =VV (DIl = UU" (f) = VU (f) + VU (f) = VV' ()
< UU'(f) =VU (HI+ VU (f) =VV' (Nl
=|UU" () =V U DI+ T () =V (DI
temos que J = By (p) (U, g) eJ' =By (U’, g) satisfaz a afirmacao, provando a continuidade do produto.

Para provar a continuidade da inversdo, perceba que ||V (U (f)) = U (U= (N)|| = |[U~ (f) =V (f)
ese [V (f)=U(f)| <r, entdo |[U(f) = V=L(f)|| <r, pois f é arbitrario. O

)

Definigcao 2.44 Para um grupo topoldgico G uma representa¢do unitdria R de G em um espaco de
Hilbert H é um homomorfismo continuo R : G — U (H) com respeito a topologia forte. Uma represen-
tagdo projetiva R de G é, em geral, um homomorfismo continuo R : G — U (IP) com respeito a topologia
forte em U (P).

A seguir temos um importante teorema conhecido como Teorema de Wigner. Sua prova, por ser
longa, serd omitida, porém pode ser encontrada em [6, 34].

Teorema 2.45 Para toda transformagao projetiva T € Aut (P) existe um operador unitdrio e linear ou
anti-unitdrio e antilinear U que satisfaz T =75 (U).

Lema 2.46 A sequéncia
1—U(1) UM - UP) —1

com i (A) := Xidp, A € U (1), é uma sequéncia exata de homomorfismos e portanto define uma extensao
central de U (P) por U (1).

Demonstragao: Primeiro, mostremos que 7 é um homomorfismo. Sejam U,V € U (H) e ¢ € H, entéo,

F(UV) (v (9)

yoUoV(¢)

F(U) (e V(9))

F(WU)ex (V) (v(9))

e portanto € um homomorfismo. Por construgao, temos que sé falta provar a exatidao da sequéncia, ou
seja, que ker () =i (U (1)). Se U € ker (), entao pela defini¢do de 4 temos 7 (U) (v (f)) =y ({Uf) =

~v(f), paratodo f € H. Assim temos que existe A € C tal que Af = U f, implicando U = Aidy € i (U (1)).
Por outro lado, se A € U (1), entdo para todo f € H, temos

7 (Aidg) (v () =7 (Af) =7 (f)

e portanto Aidy € ker (7). O
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2.3.3 Simetria em Fisica e Quantizagao

Uma simetria ¢ manifestada por um homomorfismo de grupos 7 : G — Aut (Y'), onde G ¢é o grupo de
simetria e Y é o espaco de fase cldssico, geralmente representado por uma variedade com uma forma
simplética, e um grupo Aut (Y') que deixa a fisica do sistema clédssico invariante. Referéncias da teoria
cldssica podem ser encontradas em [10, 11].

A quantizacido de um sistema cldssico Y é encontrar um espaco de Hilbert H onde os observdveis
cldssico se tornem operadores em H (geralmente hermitianos), tais que seus comutadores correspondam
aos colchetes de Poisson das varidveis classicas. Apds quantizacdo, é assumido que um homomorfismo,
geralmente continuo, T': G — U (P) é induzido. Tal homomorfismo é justificado por argumentos fisicos.
Este homomorfismo é algumas vezes chamado de quantizacao da simetria 7. Para uma visao geral do
processo de quantizagao, do seus primérdios até a teoria de deformagao da algebra cldssica, que descreve
a quantizagdo como uma deformagio da dlgebra de Poisson com parametro h, veja [26].

Portanto por suposi¢io temos que existe tal aplicagdo T': G — U (P). Porém trabalhamos com
o espaco de Hilbert associado ao projetivo, e uma pergunta natural seria se existe uma aplicagdo S :
G — U(H) tal que So75 = T. Geralmente tal funcdo nao existe. Isso se deve ao fato de que a
existéncia de T implica uma representagao projetiva: seja U (R) o operador unitdrio ou anti-unitédrio
relacionado a R € T (G), temos para R, € T(G) que U (R1Rz2) ¢ U (R1)U (R2) levam ao mesmo
subespago unidimensional (complexo), e portanto podem diferir por somente uma fase (termo utilizado
para descrever um elemento de U (1), usualmente escrito em sua forma exponencial)

U (Ry) U (Ry) = e? BB (R Ry)
Exigindo associatividade para a imagem de S, obtemos
¢ (R1, Ra) + ¢ (R1Ra, R3) = ¢ (Ry, RoR3) + ¢ (Ra, R3)

implicando em ¢ ser um 2-cociclo. Isso acarreta que a aplicagdo S gera uma representagao nao de G,
mas de uma extensao central de G, que pelo resultado do Lema 2.45 seria por U (1). Caso seja trivial,
tal extensao pode ser eliminada dos elementos da dlgebra. Caso seja uma extensao nao-trivial, tal
representacao projetiva é denominada intriseca, e pode ser tratada de acordo com o seguinte teorema,
cuja prova pode ser encontrada em [6].

Teorema 2.47 A fase ¢ de qualquer representacio S : G — U (H) de um dado grupo G pode ser feita
¢=0 se

1. Os elementos da base da representa¢ao extensio central da dlgebra de G podem ser redefinidos tal
que se obtenha uma representacdo da dlgebra de G.

2. G é simplesmente conezo.

O primeiro item pode sempre ser satisfeito. De fato, sejam ¢, € su(1) x g, onde g é a algebra de G.
Temos que por definigao
[tm tb] = fgbtc + pav”Z

e pela identidade de Jacobi obtemos que
Joelaa + feafay + fanfac =0

JoePad + feqPab + fgpPac =0

que sao satisfeitas por um conjunto de solucdes nao nulas pa, = f5;7., com 7, constantes reais. Definindo
fa =tq +1,, obtemos ﬁa,fb] = féb%vc

Para o caso de G nao ser simplesmente conexo, pode-se expandir G para um grupo simplesmente
conexo C, seu recobrimento universal, pelo fato de que G = C/H, onde H é um subgrupo invariante de
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C. Tal procedimento ndo modifica a fisica envolvida. Além disso, C' é tinico a menos de isomorfismos
(ver [21]).

Teremos entao que buscar uma representagao unitdria da extensao central do grupo de recobrimento
universal de G por U (1).

Temos assim o seguinte teorema.

Teorema 2.48 Seja G um grupo e T : G — U (P) um homomorfismo. Entdo existe uma extensdo
central E de G por U (1) e um homomorfismo S : E — U (H) tais que Tor =705, ondenw: E— G é
a projecao canonica.

Demonstragao: Que 7 é um homomorfismo foi provado no Lema 2.46.
Definamos
E:={(Ug) e UH) xG7U) =T(9)}

Como tanto 4 quanto T sdo homomorfismos, entao E ¢ um subgrupo de U (H) x G. Definamos também
a inclusao
i:U(1) > F
A (Nidy, idg) .

Como a inclusio i e a proje¢do candnica 7 sdo homomorfismos, entao
% T
1—U(1l)—E—G—1

¢ uma extensao central. Portanto a proje¢ao S : E — U (H) na primeira entrada de E ¢ um homomor-
fismo que satisfaz Tom =70 S. d

A quantizagdo canonica é um procedimento (ndo formal) de encontrar um espago de Hilbert H que
espelhe as propriedades béasicas de um dado sistema classico.

Para um sistema clédssico Y representado por uma forma simplética em R?”, com observaveis rele-
vantes f,g,, sdo definidos operadores hermitianos (condigdo necessdria para se obter autovalores reais,
que seriam as medidas) J/c\, g, tais que preservem o parénteses de Poisson

=Y (-2

152 \9ar Opr ~ Jp, Ogr

onde ¢, p, sdo as varidveis de Y. Ou seja, {.,.} — i[.,,.] de tal modo que
73] = —inf7. g}
onde A é o parametro de ndo comutatividade do sistema quantico. Além disso, se exige que
o 1= idy
i [ﬁr;/q\s] = —ihdys, [ﬁraﬁs] = [(/]\7755] =0

que sao conhecidas como condigoes de Dirac. Como nem todos os observiveis cldssicos podem ser
quantizados dessa forma, se busca um subconjunto A do conjunto de observdveis cldssicos que forme
uma &lgebra de Lie em relacao ao parénteses de Poisson. Desse modo, a quantizagao canénica tem por
objetivo encontrar uma representacao de A no espago de Hilbert H satisfazendo as condigdes de Dirac.
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Exemplo 2.6 Como exemplo, apresentemos a quantizacao do oscilador harmoénico unidimensional.
Classicamente, o oscilador harmoénico unidimensional é dado pela equacdao hamiltoniana

H (q,p) = % (¢° +p°).

O parénteses de Poisson para os observdveis 1,q,p, H sdo

{Lat={lpt={L,H}=0

{a,p} =1
{H,q} =—p
{H,p} =q.

Buscamos entio uma representagio de A = {1,q,p, H} em um espag¢o de Hilbert H satisfazendo as
condigoes de Dirac. Como espago de Hilbert, escolhamos o espago das sequéncias complexas de quadrado
somdvel I? (ver [18]). Denotando por e, os elementos da base usual de I?, podemos definir

H(en) :=h <n+ ;) en

A" (en) == vVn+ legy
A (60) =0
Alent1) i =vVn+le,
que sao bem definidas no subespaco D C H das sequéncias finitas, que sdo combinagdes lineares finitas
dos elementos da base. Chamamos A de operador aniquilagdo e seu adjunto A* de operador cria¢ao.
Definindo os operadores ) = g (A+ A*) e P = —iT\/ﬁ (A — A*), temos que os operadores até aqui
definidos satisfazem os sequintes comutadores em D

[QH} = ihP

P 1| = —inQ
[Q,P] —in

00] -] -

Identificando 1 = idy, temos satisfeitas as condi¢ées de Dirac. Esta é a quantizacio usual em fisica
para o oscilador harmoénico unidimensional.

Perceba que a dlgebra de Lie definida pelos colchetes é isomorfa a extensao central unidimensional
da dlgebra de Heinsenberg. De fato, a dlgebra de Heinsenberg usual pode ser obtida de sua versdao
generalizada impondo que a dimensdo da dlgebra seja igual a dois (ver Exemplo 2.4). Sejam A e A*os
elementos da base da dlgebra, e Z a extensao central. Entdo o colchete serd

[ADNZ, A" D N\Z] = Z.
Omitindo o Z do colchete e denotando-o por 1, temos
[A,A"] =1

que é satisfeito pelos A e A* definidos para o oscilador harménico unidimensional.
Para casos mais complexos, geralmente utiliza-se a ideia deste caso, como veremos na aplicagdo da
teoria de cordas.

Para exemplo da importancia do oscilador harmonico em construgdes mais complexas, ver [12].
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Capitulo 3

Transformacao Conforme

Neste capitulo iremos definir e explorar as transformagoes conformes em variedades semi-Riemannianas
planas, basicamente R™ munido de uma forma bilinear simétrica ndo degenerada. O objetivo serd nao
s6 encontrar as transformagoes para cada caso de n e de forma bilinear, mas também suas relagoes
com o grupo ortogonal generalizado quando definimos o grupo de transformacoes conformes a partir de
uma extensdo de R™ a ser definida, e assim a dlgebra de Lie associada. A importancia principal é a
conexao da dlgebra conforme com a &dlgebra de Witt, e portanto com a dlgebra de Virasoro, que serd
explicitamente desenvolvida no préximo capitulo. Como referéncia geral, ver [2, 4]. Para aplicagoes, ver
[1, 9].

3.1 Aplicagoes Conformes
Primeiro definamos aplicacdo conforme em uma variedade semi-Riemanniana. Ver [8] sobre variedades.

Definicao 3.1 Uma variedade semi-Riemanniana é um par (M, g) consistindo de wma variedade difer-
encidvel de classe C*°, M, de dimensdo n e um campo tensorial de classe C*, g, que atribui para cada
ponto a € M uma forma bilinear simétrica e ndo degenerada no espago tangente Ty M

Gao : TeM X T,M — R.

Em coordenadas locais x!,...,2" de M (dada por uma carta ¢ : U — V em um aberto U C M com
valores no aberto V.C R", ¢ (a) = (a:l (@),...,az" (a)), a € U) a forma bilinear g, em T, M pode ser

escrita como
90 (X,Y) = g0 () XHYV

onde os vetores tangentes X = X*0,, Y =Y"0, € T, M estao escritos em respeito a base

0

w, Hn = 1,...,7?,

Oy =

7

do espaco tangente T, M que ¢é induzida pela carta ¢.
Por definico, a matriz [g,, (a)] é ndo degenerada e simétrica para todo a € U, ou seja

det ([gv (@)]) # 0 ¢ [g ()] = [guw (@)], Ya € U.

Além disso, a diferenciabilidade de g implica que os coeficientes g, = g () de [guy (a)], que dependem
das coordenadas z’ de a, sao classe C'*°para estas coordenadas.
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Exemplo 3.1 O par R¥™ = (R¥*" gF") para k,n € N, onde g™ (X,Y) := (X, Y )y s € uma variedade

semi-Riemanniana. Perceba que [g,,] = [T], = < _OIk IO >

Exemplo 3.2 O produto SP? x §9 C RPH1.0 x RO-a+l = Rp+La+l - com g p-esfera
SP={X e RPHY; g?*10 (X, X) =1} c RPTHO

e a g-esfera S9 C R4 resulta em uma compactificacio de RP? para p,q > 1. Podemos definir a
forma bilinear nesta variedade como herdada de (R”H’q“‘l,g’), e portanto é uma subvariedade semi-
Riemanniana com a forma g = ¢'|gpyga- Essa variedade semi-Riemanniana compacta serd denotada
por SP'4 ao invés de (SP x S9,g), para todo p,q > 0.

Definigao 3.2 Sejam (M,g) e (M',g’) duas variedades semi-Riemannianas com a mesma dimensao e
sejam U C M,V C M’ abertos. Uma aplicagao o : U — V de posto mdzximo classe C*® é chamada uma
transformacdo conforme, ou uma aplicacdo conforme, se existe uma funcgao classe C*°, A : U — RY tal
que
¢y =Ny

onde o*¢' (z,y) = ¢ (T (x),Te(y)) e Ty : TU — TV denota a aplica¢io tangente (derivada) de ¢.
A2 ¢ chamada fator conforme de ©. Algumas vezes é também requerido que ¢ seja bijetiva e/ou preserve
a orientac¢do.

Nas coordenadas locais de M e M’,
(#*9) . (@) = g} (¢ () B’ D’
e portanto ¢ é conforme se e somente se
N g = (gi; 0 ¢) 0,0'00 ¢

na vizinhancga coordenada de cada ponto.

Note que para uma transformagao conforme ¢ as aplicacoes tangentes Top : ToM — Ty M’ sao
bijetivas para cada ponto a € U. Portanto, pelo teorema da fungao inversa, uma transformacao conforme
é sempre localmente invertivel como uma aplicagao C'*°.

Exemplo 3.3 As transformagdes conformes em uma variedade semi-Riemanniana unidimensional sao
todas as aplicacoes C'°° com vetores tangentes nao nulos em todos os pontos de seu dominio. De fato,
se @ for esta aplicacio, em coordenadas locais

in j 90\° (g op) ()
(gij°©) 0up' 0’ = (gij 0 ) <8x> =g e

9

o 2
onde identificamos (g'o¢) (8—“"> =A%

g

Exemplo 3.4 Identifiquemos R%? = C. Entdo escrevemos z = x + iy com z € C com "coordenadas
reais" (x,y) € R%. Entdo uma aplicagio C*° ¢ : M — C em um aberto conexo M C C é conforme com
fator conforme X\ : M — RT se e somente se, para u = Rep e v = Imep,

Uy Vg 1 0 Uy Uy )2 1 0
Uy Uy 0 1 (S 0 1

2 .2 2 2 _ 32 —
Uy + Uy = Uy, + vy, = A%, uguy + v,y =0

ou ainda
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onde o subescrito significa derivacao parcial na varidvel considerada. Fstas equagoes sdo satisfeitas
por fungdes holomorficas (v, = vy, uy = —v;) e anti-holomorficas (v, = —vy, vy, = v;). Perceba que
u2 +v2 # 0 é equivalente a |Jo| # 0, onde Jp é a matriz jacobiana representando a aplicagio tangente
Ty de ¢. De fato, utilizando as relagdes satisfeitas pelas fung¢des holomdrficas

|Jop| = ugvy — uyvy
= ui — vz (—y)

— 2 2
= uy + v.

Para o caso anti-holomdrfico, tertamos |Jp| = — (ui + Ug), ndo modificando a afirmagao.

Por outro lado, para uma transformagio conforme o = (u,v) temos que (uz,vz) € (uy, vy) sio vetores
perpendiculares em R%? de mesmo tamanho X\ # 0. Entao (ugz,vy) = (—vy,uy) 0u (Ug,vs) = (vy, —uy),
ou seja, ¢ € holomdrfica ou anti-holomdrfica com |Jp| # 0.

Iremos estudar aplicagoes conformes ¢ : M — M’ entre abertos M,M’ C RP%, p+q = n >
1. Nosso intuito é descrever as aplicagdes conformes em termos de outras aplicagoes nesses espagos
pseudo-euclidianos. Existe mais de uma maneira de fazer isso, como por exemplo utilizando espagos
de Lobachevsky (ver [2]). Aqui serd utilizado a andlise local das aplica¢ées conformes, ja visando sua
dlgebra de Lie e sua relagao com a algebra de Lie do grupo ortogonal generalizado.

Seja X : M C RP*? — R™ um campo vetorial C*°. Entao

Y=X()

para curvas C> v = v (t) em M é uma equagao diferencial autonoma. O grupo de um parametro local
(%X)t R corresponde a X satisfazer

d
% (‘pX (ta (1)) =X ((pX (ta CL))

com condi¢do inicial X (0,a) = a. Além disso, para todo a € U, ¢~ (-,a) ¢ a tinica solu¢io maximal de
4 = X (7) definida no intervalo maximal (¢, ,¢]). Seja M; := {a € M; t; <t <t}}epX(a) = ¢~ (t,a)
para a € M;. Entao M; C M é um aberto de M e gth : My — M_; é um difeomorfismo. Temos que
o 0o X (a) = i, (a) se a € Myys N M e o (a) € My, e of = Idy, My = M. Em particular, o

grupo de um parametro local (gof( ) LR satisfaz a equagao de fluxo

d

— X —_
@ (@) o X.

Definicao 3.3 Um campo de vetores X em M C RP4 é chamado campo conforme de Killing se ;% é
conforme para todo t em uma vizinhanga de 0.

Teorema 3.4 Seja M C RP? aberto, g = g9 e X um campo conforme de Killing com coordenadas
X =(X'.,X")=X"0,

com respeito as coordenadas cartesianas canonicas em R™. Entdo existe uma fung¢io C*°, k: M — R
tal que
Xy + X = kg

onde fu, = 0ufu, Xu = guX".

Demonstragao: Seja X um campo conforme de Killing, (¢,) um grupo de um parametro local, e
At 1 My — RT, tal que

(€79, (@) = 913 (94 () D1 Dol = (M (@) gy (a)
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Supondo g;; constante, diferenciando com respeito a ¢t em t = 0, temos

d

= (4 (@) g (@)

d ) )
= i (e @) asiongd)

— gt {on | (5¢t)

=0, X, (a) + 0, X, (a).

t=0

. , d .
J 7 A
t—0:| aygpt " augptay [(dt@t>

ol

Assim, segue que k (a) = 4 (A (a))”

Definigao 3.5 Uma fungcao C>* k: M C RP9 — R é chamada fator conforme de Killing se existe um
campo conforme de Killing X tal que

Xup + X0 =kgun.
Teorema 3.6 Se uma fun¢ao C*°, k: M C RP? — R, é um fator conforme de Killing, entdo
(n=2)ku + guAgk =0
onde A, = g"0x0, ¢ o operador de Laplace-Beltrami para g = gP1.
Demonstragao: Seja entao k£ um fator conforme de Killing. Temos que

0= (001 Xy — 00k Xp1) + (0,0, Xkt — 010, Xk ) +
+ (00, X1 — 0,0k X1,) + (06O Xy — 010, X0 1)
= 0,0 ( Xy +Xop) — 000, (Xppw + X i) +
+ 0,0, (X + Xi1) — 000k (X0 + Xip)

mas como ;0 (X, + Xu.u) = k k19w, temos
0= guuk,kl - gkuk,lu + gklk,uu - gulk,uk
ou multiplicando por ¢*,

0=g"gukr — " gk in + 9" grik o — 9" gk o
= GuvDgk — 6Lk 1+ 1k — 65K ok
= guwlgk+ (n—2)k .
O

Este teorema aceita reciproca. Esta serd mostrada ao analisar os casos p+q¢ > 3, p,g = 1 e
p=2,q =0 & seguir.

Teorema 3.7 Todo campo conforme de Killing X em um aberto conexo M C R4, p+qg=mn> 2, é
da forma

X*(q) =2(9i4'V) ¢ = (9i54' ) V" + X" + & + whiq”
combceR" NeR ew €s0(p,q).
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n2

Demonstragao: Da equagao (n —2)k ., + g Agk = 0, multiplicando por g,
(n—2)g"k u +nlgk=(2n—2)Agk =0

ou seja, Agk = 0, implicando £, = 0, Vu,v. Segue que as solugbes para a equacao sao aplicagoes
afins-lineares
k(g) =A+aug’, q=(¢") € M CR”, A\, o, €R.

Temos entao as possiveis formas de k,
1. k=0;
2. k=X eR\{0};
3. k=a,q".

Pela equagao X, , + X, , = kg, temos que a solucao serd a soma dessas possibilidades.
No primeiro caso,
XW/ +X v =0

que define os campos préprios de killing. X, , + X, , = 2X,, , = 0 implica que X, (¢) independe de
q". Se u # v, entao X, , = —X, ,,, antissimétrico. Assim podemos escrever

XH(q) = +whq”, ¢, wh eR.

Se wh = 0, entao (%¢X|t=0)“ = X* = ¢, ou seja, p;X (t,q) = q + tc seria o grupo a um parametro
(global). A transformacio associada serd ¢, (q) = @i~ (t,q)|t:1 = ¢ = ¢, que é uma translagdo. Para
ct =0, X, = gupX, = gupw?t, temos

N7
Xpw + Xop = gupwt) + gupwy, =0

ou seja, w € 50 (p,q). A transformagao associada serd

() = @i (t,9)|,_, = ¢™a|,_, = Aq

onde ¢¥ = A € O (p, q). Estas sdo as transformagdes ortogonais.
Para o segundo caso, temos X, , + X, , = Agu., implicando X,,, = 0 se u # v. Se u = v, como
gM,Xff, = X, ., temos
gupX,fz)/ + gz/prL = )\g,uu
ou multiplicando por g*”
v " _ _
6,X0, +0,X0, =2nX/, =nA

A

e portanto X/ = %)\. Assim X* = %/\q“ = \'*, e a transformacdo associada serd ¢.(q) = e 'q, as

dilatagoes.
No terceiro caso, podemos escrever k = 4g,,,b"q”, b € R™\ {0}. Afirmamos que X" (¢q) = 2 (g;;4'V’) ¢"—
(gijqiqj) b* é uma solugao de X, , + X, , = 4gijbiqjgm,. De fato, basta substituir diretamente, entao

Xpw = Gup (29i0°07,0° + 29i6'47 6%, — 9:50.,4° — gi5¢"57b°)
= 29,p9i0' 0" + 20,0.9i0' ¢ — GupGui @V — 9upGinq'”

= 20,09i0'0” — 20,9900’V + 29,0.9:;b" ¢
= 2quu - 2b}th + 29;“/ <b7 Q>p,q .
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Assim
Xu,u + Xu,u = ZQMbV - prQV + 4guz/ <b7 q>p$q - 2quV + QquV
= 4gi;b'q? g

provando a afirmagdo. Para X (¢) = 2{q,b) <q7q>p’q b, b # 0, ndo hd grupo de um parametro

q-—
P.q
global de solugoes de % = X (q). Para solugoes locais, temos o grupo de um parametro local (pode ser

verificado diretamente por derivagao)

q—(q,9),,tb
1 - 2 <q7 tb>p)q + <q7 Q>p)q <tb7 tb>p7q ’

te (t;,th)

@f(taQ): g%

aq
A transformacao associada serd

onde (t,,tS) € o intervalo maximal em torno de 0 contido em {t €R; 1—2(q,th), , +(q,9),, (tb, th), , # O}.

q-1¢:9),,b
]' - 2 <Q3 b>p,q + <q7 Q>p7q <b7 b>p7q

e é chamada transformacao conforme especial. Ela pode ser vista como a composigao entre uma inversao
e uma translagao

v.(q) =

' T

ve (@) =7 = +b.

x’7x/>p)q <£E,l'>p)q

Por fim, basta provar que as transformagoes associadas ¢, (r) = 2’ sdo conformes. Translacoes e

~ ~ . . ~ . ~ i L
rotacgoes sao isometrias, e portanto sao conformes. Para dilatagoes, temos que g’fcj = (5})\, e portanto

1% 17
oz 0" 9

Gij 92k oFl 9ij
implicando ser conforme. Para inversoes,
a9 xt
67~ 0 [w]
_ 6; _ z (z,2),, (5§ngkl T iﬂkfsé-gkz)

(z, $>p,q ((x, x)p’q)Z {z, x>p,q

6; B 22'2lg (x, x)

p.q

(z,2),, (<x, x>m) ’
5i - 26" ((m,x>p’q)2

J

<$vm>p7<1 (<x7$>p7q)3

J

(@),

Assim temos que

01/ 99 5 5 ( 1 )
955 % a0 — Jij = Gkl
ozk Ox (z,2),, (z,2),, (z,2),,

e portanto inversdes em R*™ sdo conformes.
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Isso finaliza a demonstracgao. O

O préximo resultado, conhecido como Teorema de Liouville, finalmente descreve as transformagoes
conformes em termos de transformagoes conhecidas.

Teorema 3.8 Toda transformag¢do conforme ¢ : M — RP? n = p+q > 3, em um aberto conezxo
M C RPYé a composicao de

1. wma translagiao ¢ — q+c, c € R";
2. uma transformagado ortogonal ¢ — Ag, A € O (p,q);

3. wma dilatagdo q — e*q, X\ € R;

. . a—{a,q),, 4b n
4. uma transformacgao conforme especial q — T 2008, o0 )0 beR".

Para provar este teorema, precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.9 O colchete de Lie de dois campos conformes de Killing é um campo conforme de Killing.
Além disso, a dlgebra de Lie de todos os campos conformes de Killing é isomorfa a so (p+ 1,q + 1).

Demonstracgao: Seja X um campo conforme de Killing. Podemos escrever
X =X"0, = QQijqiqu”é)# — gijqiqul‘ﬁ‘# +Xg"0y + 0, +whq" 0,
onde explicitamos os vetores da base. Fazendo
D = q¢"0,

Py =0,

K; =29i;4'¢" 0, — 9inda' 4" 0;

Qip = 9ivq" O — 9 q” 0;
podemos escrever

4 1 .
X =VK; +AD + P + 5o,

com a € M, (R), tal que a’* = B 4w, onde J satisfaz gf'g = 5. Temos entdo que o colchete de
Lie de dois campos conformes de Killing ¢ dado pela combinagao linear entre colchetes de Lie de D, P,
Kj, £2;,. Calculemos tais colchetes. Pelo Teorema de Clairaut

[P/“Pl,] = 8M81, — 8’/8!’« =0.
Pela mudanga de indice mudo
D, D] = ¢"9,, (¢"9,) — 4", (4",) = 0.

Mais diretamente
[P;u D)= Oy (¢"0y) — q"0,0, =0, = Py.
Os préximos colchetes exigem mais dlgebra. Obtemos entao
(i, D] = (9:vq" O — 9w q” %) (a7 07) — (q707) (9ivq” O — 9unq” ;)
= giuqu‘raua‘r + giuql/é;@.r - g;wquTaia—r - guuqyéza‘r - ngiuquafrau
- ngiv(;Za,u + ngpqua‘rai + ng,uu(sZai
=0
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(Kj, K] = (29454' 4" 0 — 9400" 0" 0;) (295i4° 0" 8y — 9500°q" ;)
— (29514°0" 0y — 950 4°0" ;) (29454° " O — 919" q"0;)
= —491; 900" ¢" 0; + 49119 9' 0" 0" 0; + 291,.954' 4" ¢ 0;
+ 201195i0° 0" 0° 0; — 29149iv0" 4" 0" 0; — 2911.9514" 0" ¢°0;
=0

(2, P)) = (9j14"0p — 9,04"0;) 0 — Ou (904" 0 — 9,24 0;)
= 914" 0,0y — 9,0q'0;0, — gju (0,0, + ¢'0,0,) + gyt (6,0; + ¢'0,0;)
= guvaj - gjl/au
= 9w Pj — g5, Ly

[K;, D] = (29:54'a" 0, — 9iuq'¢"0;) (¢'0:) — (¢"0%) (29:54'¢" 0, — 9ipa’q"0;)
= 20,;4'¢"6,,0¢ + 29i;4' 0" 4" 0,0y — 9ind'a" 050 — 9iuq' 4" ¢ 0,01 — 29154" 4",
—20i14"3"0 — 29ij4' 0" ¢" 010y + G1,q"q"0; + 91d" 4" 0 + 9ina'q' q"0,0;
= —20:;4"¢"0; + 914" q'0;
= K

[P, Ki] = 0, (295i4°0" 00 — 9509°¢" 0:) — (295i4°9" 0y — 9504°q" 0;) O
= 29,i9" 00 + 295i0° 0y — 90" 0i — 9s,.4°0;
=2(guiD + 92i,,)

[92:5, K] = (9:¢4"0; — 9;04°0;) (29500°¢" 0 — 95.9°4"0y)
— (29504°q" 0 — 95p0°q"0v) (9i44' 05 — 95e4' 0:)
= 295,94 0" O — 9jv9su0° 0" 0 — 29iv95¢4' 1" Op + 9iv9sua* " 9;
= 9jvKi — gi K;

(25, 2] = (904" 0 — 9,40°0;) (9554°0y — 9154°0s)
— (9i54° 00 — 9v54°9:) (914" O — 924" 9;)
= (9t9iuq" 00 + 9,09034"0i — 9j1904" 0 — 9:9,49"0)
— (9it9j09"0u + 90191i4' 05 — 9it9uvq" 05 — 95i901q"O)
= Gip (904" 00 — 914" 0;) + 9uj (924" 0 — 914" 0y)
+ 9w (964" 05 — 944" 03) + 9i5 (900" 0 — 924" 0y)
= 9uif250 + 95020 — 9125 — 9520

Provando a primeira parte do lema.
Para a segunda parte, basta mostrar o isomorfismo que jd prova-se que D, P, K, {2;, formam uma

dlgebra de Lie. Sejam (2, p,v € {1,...,(p+ 1)+ (¢+ 1)} os elementos da base de so(p+1,q+ 1).

Podemos identificar, pelas constantes de estrutura dadas pelos comutadores entre D, P,,, K, {2;,, e pela
dlgebra de Q/’w, as seguintes relagoes:

QZ] = ‘Q;u/’ B = { S {177p+Q}a v :.7 € {177p+q}
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O 0
Pii= 0 g1 = Piprgre
. / /
K; = Q‘p+q+1 + 982 g2

/
“Qerqul pt+q+2°

Mostremos que pelas relagoes acima, e do comutador de Q;Iw obtemos os comutadores entre D, P,, K,
£2;,,. O contrério ¢ obtido pelas mesmas relagoes, bastando somar ou subtrair P; e K;, o que resulta nos
mesmos comutadores. Para o caso da primeira relagao, é ébvio. Calculando para as outras, temos

[D7D} :[_ zlzbv_ :zb} =0

[Pi, Pj] = [ — 020y, 25 — 25,
= [0, Bo] + [~ 2, o] + [0 — 23] + [ 12, — 125,
= (9aj — gba) (920, = 2iy) + (Gia — i) (Qsz - Qij) — (9aa + gvb — Gva — Jav) 2i;
=0
[Pi7D] = [Q’ga - z/'b’ 7Qab]
= _gaaQ;/‘b + Gia
=~ + 2
[$2j, D] = [Q;w - tlzb]
= — (9uat2p + 9920 — 9620 — Gja 2p)
=0
K:, K]

“Q, + sza Ql + Q/- ]
iar ] [ zb7Ql } [ann ; ] + [ z/'b7 ;b]
Jaj + gbj) (2 + 23) + (gia + gib) (Q,'” + 91/,]) — (9aa + gvb + Gva + gab) 125

=
= [«
= (

=0
(25 P = (25,0 2] = (25,0 2]
= Gui (-Qja - ‘b) — Gji (‘Q;lm - Lb)
= guilj — gjily

[Ki, D] = [24q, —203] + [24y, — 204
= (gaaQ gbe )
= _“Qib - “Q:Ja
= K,

[P;MK] I:'Q;/,LCHQ’Z ] +2 [Q;w,a ;b] - [ ;/J,ba ;b]

ZQ(QZN"_QD)
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[szK ] [Q;]’Ql/’ ] ['Q;J’ Iljb}

= Gjv (Qia + Q’Zb) — Giv (Q;a + “ij)
=9 Ki — 90, K

Portanto, como as constantes de estrutura sao as mesmas, as dlgebras sao isomorfas, e D, P, K;, {2,
geram uma algebra de Lie. O

Para finalmente provar o Teorema 3.8, utilizaremos a série de Baker-Campbell-Hausdorff (ver [21]),
dada pelo seguinte Lema.

Lema 3.10 Euziste p > 0 tal que se | X|,|Y| < p, com X,Y elementos da dlgebra de Lie, entao c(X,Y)
é dado pela série convergente
Y) =) e (X,Y)

n>1

em que o termo ¢, (X,Y) é um polinémio homogéneo em X,Y da forma
cn (X,Y) = Z ap y XY XY

comn=1i1+j1+..+is+7Js el = (i1,...,15), J = (j1,..-,Js). Mais explicitamente, temos

k
k+

C(X,Y):Z( ZZ O XJynJ

k>1 n>0 j= 0/

Da convergéncia da série na dlgebra, temos que a composicao das transformagoes associadas as
solugoes do Teorema 3.7 é uma transformagao conforme. Explicitamente,

. 1 . . 1 .
exp (b]Kj) exp (¢ P,) exp (AD) exp (2(11"'(2,»“) = exp [c (b]Kj, c (c”Pl,, c ()\D, 20{“‘@”)))}

onde ¢ (A, B) é a série de Baker-Campbell-Hausdorff. O inverso também ¢ vélido, pois todos as tranfor-
magoes conformes sao a convergéncia da exponencial de uma série de Baker-Campbell-Hausdorff para
certas transformagoes associadas. Isso prova o Teorema 3.8. Além disso, isso prova a reciproca do
Teorema 3.6 paran =p+q > 3.

O caso p =2, ¢ =0 j4 foi visto nos exemplos.

Teorema 3.11 Toda funcio holomérfica ¢ = u+iv : M — R?0 = C de um abeTto M c R?° com
derivada nao nula é uma aplicacio conforme com fator conforme de Killing \* = u? +u = |Jy| = ¢ \2
Por outro lado, toda transformacao conforme e que preserva orientag¢do ¢ : M — ]R2 0o >~ C é uma fungao
holomorfica.

Para n = 2, Agk = 0, implicando k = 0, k = A € R\ {0} ou k = 4Re (2b) — 2%b, de onde temos as
inversoes
2z — 22%b

wl2) = 1 —2Re (zg) + 22p2

Restringindo-nos as aplicagdes que preservam a orientagao, perceba que para um fator conforme de
Killing k£ em um aberto conexo M C C, Ajk = 0 implica que localmente existe X (u,v) holomérfico
com uy =v, =0eu, = %k = vy, as condigdes de Cauchy-Riemann.
Claro que existe o resultado correspondente para funcées anti-holomoérficas.
Perceba que isto prova a volta do Teorema 3.6 para p = 2,q = 0.

Agora, analisemos o plano de Minkowski p = ¢ = 1.
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Teorema 3.12 Uma aplicagio C* ¢ = (u,v) : M — RYL em um aberto conexo M C RV, é conforme
se, e somente se
u > 0% euy = Uy, Uy = Uy OU Uy = —Vy, Uy = —Vg.

Demonstragao: Primeiramente, a condigao ¢*g = )\zg para gb»! é equivalente a

2,2 _ 2 _ 202 32 42
Uy — Vg = A7, Uglly — U0y = 0, uy — vy = =A%, A% > 0.

Agora, estas equacdes implicam u2 > v? e

2

0=\ +2 (uguy — v,v) — AN = (uy + uy)2 — (vy + vy)2

implicando
Uy + Uy = Vg + Uy
ou
Up + Uy = — (Vg + vy) .
Para o primeiro caso,
0=u2 —u2 — ugty + v,y = (Ug — Vz) (ug —vy),
e como uZ > vZ,
Uy = Uy € Uy = Vg.
Para o segundo caso,
0= (us +vz) (U +vy),
e como u2 > v2, entao
Uy = —Vy € Uy = —Vy.
2

Por fim, se \? := u2 —v2 > 0, entdo temos das equagoes dadas que

_ 2 _
uy—vy——)\ € Uylly — VUgUy =0

e portanto ¢ é conforme. O

Temos que |Jp| = uzvy—uyvs, que é positivo (preserva a orientagdo) para o primeiro par de equagoes,
e negativo (reverte a orientagéo) para o segundo par.
De modo geral, a equagdo de onda Agk =k 45 — k ,,y = 0 pode ser escrita como

k(zy)=f(@+y)+g@—y)
com f,g sao de classe C*. Sejam F' e G as integrais de %f e %g, respectivamente. Entao
X(@y)=F(z+y)+G@-y),-Flr+y +Gx—-y))

satisfaz X, , + X, , = guuik. De fato, se F' = d(giy) e G = d(gﬁ"y), entao

(Q(F(/)+G/) Q(F/OJFG')>:((f0+g) fﬂg):<0k 2)2’@1’1

Por fim, basta provar que X (z,y) é um campo conforme de Killing (com isso temos a volta do Teorema
34 parap=gq=1). X (x,y) ser um campo conforme de Killing vem do fato de que dado

X(zy)=F(e+y)+Gx—-y),-Flr+y) +G(z-y),
com ¢ (x,y) = (u,v), entdo

ud—m—i—uﬂvdj—kv@
Tdt Yar’ " dt Y dt

— dy
onde X = %,

X:(Xl,Xg)Z< )62F:X1—X2,2G:X1+X2

implica u; = —vy € uy = —v;.
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3.2 Grupos Conformes

O objetivo deste capitulo é discutir sobre grupos conformes. Pelos resultados obtidos, é plausivel que
havera relagao com o grupo ortogonal generalizado. Iremos explicitar esta relagao.

Definigao 3.13 Uma compactificaciao conforme de uma variedade conexa semi-Riemanniana X é uma
variedade semi-Riemanniana N e um mergulho conforme i: X — N tal que

1. i(X) é denso em N;

2. Toda transformagdo conforme ¢ : M — X injetora definida em um aberto M C X, M # (), tem um
difeomorfismo conforme (ou seja, com inversa conforme)  : N — N tal que i (¢ (p)) = ¢ (i (p)),
para todo p € M.

Chamaremos ¢ de extensdo conforme de .

Definigao 3.14 O grupo conforme Conf (RP*?) é a componente conezxa contendo a identidade do grupo
dos difeomorfismos conformes da compactificacao conforme de RP-9.

Definigao 3.15 Seja p+ g =n > 2. Definamos a aplicagdo
i RPY Py (R)
D,q N N1
r= (et o (LRI @D e 129 @2
2 2

onde denotamos um ponto de P11 (R) por (fo HI g"“) =7 (50, ...,f”“), com £ = (50, ...,§"+1) €
R™"*2 4 : R\ {0} — P, 11 (R) a aplicagdo quociente. Claro que (fo D §"+1) = ()\fo Co Ag"“),
para todo A € R\ {0}.

Proposicao 3.16 O fecho i (RP9) em P,y (R) € descrito por
TRP) = NP 1= {(€9: 0t €7F1) € Py (R)5 0771970 (6,6) = 0,7/(6) = (€1 €™1)).

Demonstragao: Primeiro, suponha que § € i (RP4), entdo & = lim; .o §;, §; € i (RP). Pela con-
tinuidade de ¢gPt14t! e como

g (€5,€5) = (€5:65) it gar = O

entdo gPThatl (¢,€) =0, e i (RP7) C NP4,
Por outro lado, se (50 S f"“) e NP1 e % 4 " = X\ £ 0, entdo

0. L en+1y 250)\+gp+1,q+1 (gaf) el Len o, 2£OA+gp+1,q+1 (§7£)
(¢ )_< - el e - )

() e (- £
=i(A7(9)

onde utilizou-se na segunda igualdade gPThetl (¢ &) = g7 (£,€) — (50)2 + (E”H)Q, e na terceira
igualdade (fo HI 5"“) = ()\7150 U )\715”“). Logo se (fo HI f"“) € NP1\;(RP:?) entdo
50 + &1 = 0. Suponha entdo que as sequéncias €, — 0 e 6, — 0 com e, # 0, 8, # 0, 6 # €,

2¢%;, + € = 26" 5, + 5%. Temos pela iltima condigao que se (50 I f”“) € NP1 entao Py :=
(50 et g +0,) € NP4, Mas 4+ 46, # 0, e portanto P, € i (RP?). Assim
limg—oo Py = (€% 1 ... : €"71) € 4 (RP9), ou seja, NP4 C i (RP9). O
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Lema 3.17 A restricio T := 7|gpqcpni2 € um recobrimento duplo de classe C™.

Demonstragao: Como por definigao

p n+1
P9 — QP % §9 :— 5 c Rn-‘rQ;Z (5])2 — 1= Z (5])2 C Rn+2
J=0 Jj=p+1

temos que vy (SP7) C NP4,
Se &,&' € 5P, e como v (§)=y (¢') implica £ = X', A € R\ {0}, entdo £ =& ou & = —¢'. Agora, se

P = (50 ot &) € NP9 entdo de gPTLatL (€, €) temos
P o n+1 L
(€)= 2 (@)

=0 j=pt

(NI

2
Para normalizar, definamos r := ( ?:0 (ﬁj) ) , de onde temos

S|

n:i= (50, ...,f”+1) €SP

en ! (§0 S §"+1) = {n, —n}. Portanto, como 7 é sobrejetora, conclui-se que 7 é um difeomorfismo
local. O

Proposigao 3.18 A aplicacdo 7 : RP?9 — SP9 definida por

1 (1 + g9 (x,x) . o 1—gPt (m,m))

onde

[N

)=y (1423 (@) + @ @) | >
j=1

N

entd bem definida e é um mergulho conforme com i = mwoT.

Demonstragao: A aplicacado 7 estar bem definida resulta de

<
—
8
S~—
no
Il
I
—_
+
[\]
—
8
<
~
[\
+
=)
3
)
—
8
8
Nt
[
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Que i = 7o T, é evidente das defini¢oes dessas aplicagoes. Se = € RP'?, entao

ToT =T (1+gp,q(x7$) z! " 1—gPt (a:,x))
2r (x) Tr(x) T (x)’ 2r (x)
_ (1+g”’q (x,x) b ™ 11— gt (x,m))
2r (x) “r(x) T r(x) 27 ()

=i(x).

E evidente que 7 é um mergulho. Basta entio mostrar que 7 é conforme. Temos que, denotando p = =

2 = f.u, para 1 < p (ndo utilizando a convencao de Einstein)

ozt
1+ gP?(x,x) 1—gP?(x,2)
Ty = w5 - 5

_px#ap,uxlw“vp,p,zu+pa"'ap,u$n7p,u 9

2 +pm“>

e para u > p temos os sinais dos termos pz* na primeira e na tultima coordenadas trocados. Agora,
para u < p,

1+ gP?(x,x) 2 2
g (T ) = (’07#27 —pat ) —(p,') .-

1 _ gPa 2
— (p, " +p)2 N (p’#mn)Q 4 pﬁuw + pat
2

2
p7 2 ;0, (gpﬂ (Z‘,ZE)) 7
_ (%) — 2" (2, ) — % +p 0zt (L+ g7 (z, 7)) +
Pu\?
+p2g"? (@) = p* = 2p o + (7”) —Pug" () +

297" (x,2)

* 4

+p prt (1= g7 (z,2))
=—p

e grthatl (7, 7,) = p® se > p. Da mesma forma, gP™9%1 (7,,7,) = 0. Assim gPtHat (7, 7;) =
p*gij, implicando 7 conforme. =

Coroldrio 3.19 A aplicagio i : RP? — P, 1 (R) é um mergulho conforme de classe C°.

Demonstragao: Resulta de i = 7w o 7, sendo 7 e 7 mergulhos conformes classe C'*°. O

Teorema 3.20 Para toda matriz A € O (p+ 1,9+ 1), a aplicagdo ¢ = ¢, : NP9 — NP9 definida por
op (€75 €Y ==y (A9

é um difeomorfismo conforme, com (gbA)_l = ¢p-1. A aplicagio A — ¢, ndo é injetiva, mas ¢, = oy,
implica A = A ou A = —A'.

Demonstragao: Mostremos primeiro que ¢ estd bem definida. Seja & € R"T2\ {0}, gPt14t1 (£,€) =0
e A€ O(p+1,q+1). Entao gP1at (AE AE) = 0, implicando « (A€) € NP4, Como & = r¢’ implica
A =71AE, dp (7 (E)) = oy (v (1)), para todo r € R\ {0}. Portanto ¢ estd bem definida.

Como gPT19F! & invarinte com respeito a A, ¢, é conforme. De fato, o raciocinio é equivalnte ao do
tiltimo Lema: como A é uma isometria, ao ela agir em um ponto £ € R"*2 com v (£) € NP4, temos

NS WO

Jj=p+1

J
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J

()= 5, (k)
=0 Jj=p+1

este ultimo podendo ser diferente de 1. Entéo o fator conforme sers

p N
A3 ©) = (M)
j=0
para normalizar.
Por fim, é claro que (¢,) " = ¢p1 e ¢y = ¢_,. Bste dltimo, seja ¢, = ¢,,. Entdo v (AE) =
v (A'€), para todo & € R*H2 gptlatl (¢ ¢) = 0, implicando A = rA’ com r € R\ {0}, e como
AN eO(p+1,q+1), entdo r = £1. O

Teorema 3.21 Seja p+q=n > 2. Toda transformac¢do conforme de um aberto conexro M C RP9 tem
uma extensao conforme unica para NP1, O grupo de todas as transformagoes conformes NP1 — NP4
é isomorfo a O (p+ 1,9+ 1). A componente conexa que contém a identidade desse grupo, denotada por
Conf (RP?), é isomorfa a SOg(p+ 1,9+ 1), ou SOy (p+1,q+1)/{£1l} se —I estd na componente
conexa da identidade de O (p+ 1,9+ 1).

Demonstragao: A unicidade segue do Teorema 3.20 e da Proposi¢ao 3.16. Como existe uma aplicagao
2 para 1 entre as transformacdes do grupo ortogonal generalizado em RPTL4+! ¢ o5 difeomorfismos
conformes em NP9 temos que por construgao que se NP? é uma continuacao conforme, entao ela é
lnica, e para que NP9 seja uma compactificacdo conforme, basta mostrar as extensoes conformes das
transformagles ortogonais, translagoes, dilatagbes e transformagdes conformes especiais. Ou seja, a
existéncia da primeira parte do teorema.

1. Transformagoes ortogonais: Seja A, € O (p, q), entdo definimos A € O (p+ 1,¢+ 1) como

1 0 0
A= 0 A, O
0O 0 1

Claramente A € SOy (p+ 1,9+ 1) & A, € SOq (p, q). Definimos a aplicagao conforme @ : NP4 —
NP? dada por ¢ := ¢,. Entao se z € RP9, temos

.. 1+ g7 (z, 2 n 1—g?(z,x
(i (2)) = <2() (Ao &, oo, (M) 2*, 2())
14 gP9 (Apx, Ao n 1—gP? (Ao, Ao
_ < (2 ) (AL a¥, o (A 2, (2 )

pois g?? (z,x) = gP? (Aoz, Apx). Portanto, se ¢ (x) = Ay, entdo ¢ (i (x)) =i (¢ (z)), para todo
z € RPY,

2. Translagdes: Seja A. definida por

1+ %gp’q (¢,0) (gc)t %gp’q (c,c)
A, = c I, c

~1iiee) (90 1-3gP(e0)

42



onde ¢ € R", I,, = diag (1,....,1) e g = [T]"?. Que A € O(p+1,q+ 1)vem de (Ac)tg’Ac =4
Que A. € SO (p+ 1,9 + 1), basta ver que Ay. — I,12 quando t — 0. Definamos entéo a aplicagao
conforme ¢ : NP4 — NP4 dada por ¢ := ¢, . Podemos escrever

P ) =y (M)
= (50 + %gm (ce) (O 4+ + g7 (&) i (€ + M) + &
TP (€4 - (00))
Como ¢ + €™ = 5 (14 g7 (£,€) +1 - g7 (£,€)) = 1, temos

plite) = (FEEEEAEED gy o ITIREEAEED) ()

com ¢ (§) = £ + ¢. Portanto ¢ é a extensdo conforme de .

. Dilatagao: Seja A, definida por

1+r 1—72

2r 0 2r

A, = 0 I, 0
1—72 lJrr2

2r 0 2r

Que A, € SOy (p+1,q+1) C O(p+1,q+ 1) segue andlogo do procedimento para A.. Definamos
a aplicagao conforme ¢ : NP4 — NP9 dada por ¢ := ¢, ,

P& M) = (A

Tz n+l . . . . 1 77”2 0 1 +7"2 n+1
( o0 i3 f“ o &+ 5 £+>
n+1 2 0 1 )
( s (fo_fnﬂ) 5---37“5”:...:5—'—25_g(go_gnﬂ))

Como &° + ¢ =1e &’ — " = gmi(€,9),

PO = (54 5PTEO 1€ s g = T (€)= i(0(0)

com @ (£) = r€. Portanto @ é a extensao conforme de .
. Transformacao conforme especial: Seja A, definida por

1+ 1g7a(b,b) —(gb)" —1g77(b,b)
A, = —b I, b
TgPa(bb)  —(gb)" 1— Lg”(b,b)

com b € R™ A verificagdo de que A, € SOy (p+1,q+1) C O(p+1,q+ 1) é equivalente a
utilizada para A.. Temos entao que ¢ : NP9 — NP? dada por ¢ := ¢, _, pode ser escrito como

P M) =y (M)
= (50 + %g”’q (b,b) (€0 + €)Y — gP9 (e, €) ¢t —b (€0 — ") gt

ST 0,0) (€ 4677 - g7 e f>>
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ecomo €04 " =1 e €0 — " = gPa (£,€), temos

plie) = (FEHENT R EOTERD g pg (€6
B (319, +92”’q (€,€) g™ (b, D) _ gra (b@) .

Mas para a transformacao conforme especial

§—bg™1(£,€)

90(5) = 1— 29[)7(] (g,b) ¥ gI),q (575) gp7q (b,b)7 be Rn’ f S M1 ,C,_ RP:9
temos
i(p () = L+g"(p(€). () . g —btgP (€, €) 19710 (6),»(€))
2 = 5 Pt 7T 2904 (£,b) + gPa (€,€) gP4 (b, b) 2
mas

b _ g™ (& —bgP?(&£,€),& —bgP1(&,€))
9@ O = g .0) 1 g7 (6,6) 97 (0, )

= (1-29™7(6,0) + 4" (6,€) 9" (0,1)) ' 9”7 (£,€)

e portanto i (¢ (£)) = ¢ (i (£)), implicando que @ é a extensao conforme de .

Pelo teorema anterior, concluimos que o grupo das transformagoes conformes N?? — NP4 é o grupo
dos difeomorfismos conformes, que sdo dados univocamente por {A, —A}. Que este grupo é homomérfico
aO(p+1,q+1) basta ver que se A,A’ € O(p+1,¢+ 1), entdo uma aplicagdo o que leva elementos
de O(p+1,qg+ 1) a elementos do grupo de difeomorfismos conformes de NP definida por a(A) = ¢,
satisfaz (lembrando que i = 7w o 7)

a (AN) (i (€)) = ¢anr (i (£))

V¢ € RP4. Pelo teorema do isomorfismo temos a segunda parte do teorema.

Como Con f (RP?) nao possui topologia ainda definida, utilizaremos a topologia de SOg (p+ 1,q+ 1)
para induzir a topologia de Conf (RP-?), de tal maneira que « seja de classe C*°, e portanto seja um
isomorfismo de grupos de Lie. Isso prova a terceira parte. O

Pela anilise feita para n = p+ ¢ > 3, vemos que as transformagoes conformes em abertos conexos
de RP'? sao injetoras, e portanto todos possuem uma extensao conforme em NP9, Isso nao ocorre
em R%C pois existem aplicacdes holomdérficas ndo injetoras. Um exemplo seria z +— 2¥, 2z € C\ {0},
k € Z\{ 1,0,1}. Existem ainda aplicagbes que mesmo injetoras, ndo possuem extensoes conformes
holomérficas, como z — +/z, z € {w € C;Re (w) > 0}.

Definicao 3.22 Uma transformacdo conforme global em R0 é uma funcio holomdrfica injetiva, definida
em todo plano C com excecao de no mdximo um ponto.

Pela anilise feita com o fator conforme de Killing para p = 2, ¢ = 0, as transformagoes conformes
globais em R%? possuem fator conforme de Killing linear. Disso podemos provar, da mesma maneira
que o caso n = p+ q > 3, o seguinte teorema:
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Teorema 3.23 Toda transformacao conforme global ¢ em M C C tem uma dnica continuacao conforme
@ : N2Y — N2Y onde p = ¢ com A € O(3,1). O grupo dos difeomorfismos conformes N?° — N2
¢ isomdrfico a O (3,1) /{£1} e a componente conexa contendo a identidade desse grupo é isomorfo a

SOg (3,1).
Definigao 3.24 Uma transformag¢ao de Mébius é uma funcgdo holomdrfica ¢, tal que existe uma matriz

a b az +b
( ¢ d > € SL(2,C) ondecp(z)fm, cz+d#0.

Pelo tltimo teorema, temos Conf (R??) = SOy (3,1). Sabemos que SOq (3,1) = PSL(2,C) :=
SL(2,C)/{x1}. O conjunto Mb das transformagdes de Mobius formam um grupo por composigao
isomorfo a PSL (2,C). Portanto Mb ¢ o conjunto de todos os difeomorfismos conformes de N2:0 = P,
ou seja, Mb ¢é isomorfo ao grupo Aut (P) de todas as aplicagbes biholomérficas P — P da esfera de
Riemann P. Em resumo, Mb é o conjunto de todas as transformagées conformes globais, e

Mb = PSL (2,C) 2 Aut (P) 2 SOy (3,1) = Conf (R*?).

Agora, facamos o mesmo estudo para o R'!. Para isso, precisamos do seguinte teorema.

Teorema 3.25 Para f € C*™ (R) seja f+ € C* (R%,R) definida por f1 (x,y) == f (z +y). A aplicagio
®: C™ (R) x C™ (R) — C™ (R* R?)
(f,9) — % (f++9-,f+—9-)

tem as sequintes propriedades

1. Im® = {(u,v) € C= (R%,R?) ju, = vy, uy = v };

2. ®(f,g) conforme <= f'>0,¢ >0 o0u f' <0, g <O0;

3. ®(f,g) bijetora < f e g sao bijetoras;

4. ®(foh,gok)=d(f,g)o®(h,k) para f,g9,h,k € C® (R).
Demonstragao:

1. Primeiro, seja (u,v) € ® (f,g). Como

we =5 ((F+) + ()
uy =3 ((7+) ~(9-))
v =3 ((f+) = (6))
o= ((F) +(0))

2
entao u, = vy e u, = v,. Por outro lado, seja (u,v) € C> (RQ,RQ) COm Uy = Vy € Uy = V. Entdo
Ugy = Ugy = Uyy, € portanto g"”9,d,u = 0, cuja uma solucdo ¢é u (z,y) = 3 (f4 (z,y) + g- (z,y))
para certos f, g € C™ (R). Disso temos v, = uy = 3 ((f+) = (9-)") evy =us = 2 ((f1)" + (9-)),
implicando v (z,y) = 3 (f+ (z,9) — - (z,y))-
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2. Para (u,v) € ® (f, g) temos u2 — v2 = (f4)" + (9_)". Entdo

ul —v2 >0 (f) (92) >0e flg >0.
3. Primeiro a injetividade. Para ¢ (z,y) = ® (f,9), ¢ (x,y) = ¢ (¢/,y’) é equivalente a
fat+ty +g@-—y)=Ff@"+y)+g9@ -y

flet+y)—glx—y =f@E"+y)—g@@ -y

ouseja, f(zx+y)=f(@'+y)eg(zx—y) =g(a’ —y). Portanto ¢ é injetora se e s6 se f e g o
sdo. Agora a sobrejetividade. Se f e g sdo sobrejetoras, e ¢ = ® (£, g), entdo para (£,71) € R?,
existem s,¢t € R tais que f(s) = {+neg(t) =& —n. Entao ¢(z,y) = (£,1) com zi (s+1t)
ey = 3 (s—t). Por outro lado, se ¢ (z,y) é sobrejetora, e p € R, entdo z = y = 1p implica f
sobrejetora, e x = —y = %p implica g sobrejetora.

4. Temos que

@ (£,9)0 @ (hK) = 3 (Fu 0B (h k) g 0B (k) [y o (h k) — g o (h, k)

com

Fro® () = f (5 (e kot =) = foohy = (Foh),

1
g_O@(h,k)—g(2(h+—|—k_—h++k_)) =g_ok_=(gok)_
e portanto ® (f,g) o ® (h, k) =®(f o h,gok).
O

Temos entdo que o grupo de difeomorfismos conformes que preservam a orientacio em R>! & isomorfo

(Dif f+ (R) x Dif f1 (R)) U (Dif f- (R) x Dif f— (R))

onde Dif fy (R) (Diff— (R)) é o grupo dos difeomorfismos de R com derivada positiva (negativa).

Geralmente se quer trabalhar em uma variedade compacta, entdo podemos utilizar S™!' como a
compactificagdo conforme do plano de Minkowski. Dessa maneira, Con f (Rl’l) é a componente conexa
que contém a identidade do grupo dos difeomorfismos conformes S''! — SU!, que pode ser denotado
por Conf (S™!). Pelo mesmo raciocinio do teorema anterior (basta trocar R*! por S, e as fungdes
serem 2m-periddicas) temos o seguinte Coroldrio.

Coroldrio 3.26 Conf (R'') = Diff, (S) x Dif f+ (S).
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Capitulo 4

Algebra de Virasoro

A partir deste capitulo iremos nos concentrar no caso bidimensional, tanto euclidiano quanto lorentziano.
Como veremos, nestes casos podemos escrever as dlgebras conformes como uma dlgebra de Lie de dimen-
sao infinita chamada dlgebra de Witt. Buscaremos entao a versao quéantica desta dlgebra, conhecida
como algebra de Virasoro, e mostraremos sua existéncia e unicidade a menos de isomorfismo entre
dlgebras de Lie.

Por fim, analizaremos a teoria de representagoes da dlgebra de Virasoro, de maneira andloga a feita
com a algebra so (1,3). Tais representagoes serdo o final da teoria abordada neste trabalho sobre as
transformagoes conformes. Munidos de todo o formalismo construido até entdo, iremos dar um exemplo
de aplicagao no préximo capitulo.

4.1 Algebra de Witt

4.1.1 Caso R??

Para encontrar a dlgebra de Witt a partir das transformagoes conformes, é bem mais simples nos
restringirmos aos casos bidimensionais, comoas transformacdes conformes em R*Y. Focaremos nas
aplicagoes holomoérficas, ja que para as anti-holomérficas o desenvolvimento é anédlogo.

Como vimos, as transformacdes conformes em R?*? 2 C se resumem as transformacoes holomérficas
e anti-holomoérficas. Apoiados no formalismo da Andlise Complexa, sabemos que podemos escrever toda
fungdo analitica (que satisfazem as condigbes de Cauchy-Riemann, e portanto sdo holomdrficas) em
séries de Taylor. Outro fato é que toda aplicagao anti-holomoérfica pode ser escrita como o complexo
conjugado de uma funcao holomérfica, e portanto também ¢é igual a sua série de Taylor. Isso justifica a
analogia na obtencao da &dlgebra de Witt. Ver [7] para andlise complexa.

Podemos entdo escrever uma transformagéo holomérfica f (z) como

+oo
fz)=z2z+ E anz",
n=—oo
onde E:::OO an 2" & a série de Laurent. Podemos escrever a transformacao infinitesimal como

—+oo
d
n+1
E an 2 —_—.
" dz

n=—oo

Definindo



como geradores da trasformagao, vemos que satisfazem a algebra de Witt W = C{L,;n € Z}, que é
definida pelo colchete de Lie
[Lm7 Ln] = (m - TZ) Lm+n

com n,m € Z. De fato,

[Lma Ln] = Lan - Lan

d d d d
_ ,m+l = n+l @\ _ _n+l1 7 m+1 7
: dz (z dz) S (Z dz)

d d
_ m+n+1 1) — — m+n—+1 1) —
z (n+1) - —=2 (m+1) —

=(m—n)Lyin.

1d

O equivalente vale para as transformacdes anti-holomérficas, onde os geradores L, = —z"" ddz satis-

fazem
[fm, Zn] =(m—n)Lpin.

Ou seja, as transformagoes infintesimais sao geradas por duas cépias da dlgebra de Witt, uma para o
caso holomoérfico e outra para o caso anti-holomérfico.

Perceba que a trasformacao holomorfica é definida em qualquer aberto, implicando que nem todos
os L, sdo bem definidos globalmente em P. Segue entao o seguinte lema:

Lema 4.1 Os geradores Ly, sao definidos globalmente se e somente se |m| < 1.

Demonstragao: Para ver isso, seja um campo v (z) gerado pelos L,,. Podemos escrever

v (Z) = - Z anly, = Z a,nzn+1%

nez nez

que ¢ nao-singular (e portanto ¢ bem definida globalmente) para n > —1 quando z — 0. Para ver a
restricao para n positivo, fagamos w = % — 0, implicando n < 1. Conclui-se que somente {L_1, Lo, L1}
sao definidos globalmente.

A reciproca é clara, ja que {L_1, Lo, L1} sdo lineares, e portanto definidos globalmente. (|

Existe a versdo para os geradores L,, que é andlogo.
Obtemos entao que o conjunto {L_1, Lo, L1 }U {L_l7 Ly, Ll} é o conjunto dos geradores infinitesimais
de Aut (P) = Conf (R*?).

4.1.2 Caso R

Como vimos, o grupo Conf (Rl’l) é isomorfo ao produto Dif f (Sl) x Diffy (Sl). A algebra de
Diffy (S 1) possui relacao com a dlgebra de Witt. Para isso, segue o seguinte lema:

Lema 4.2 O grupo dlgébrico Dif f (Sl), com sua topologia induzida de C'*° (Sl, Sl) (espago das apli-
cagoes ST — St de classe C*°) munido da topologia de Whitney, é um grupo de Lie com dlgebra igual
ao espaco vetorial real dos campos de vetores classe C*° denotado por Vect (Sl),

Sua demonstragao, assim como a demostracao de que Dif f (S 1) é um grupo de Lie, serd omitida
por estar fora do escopo deste trabalho, e pode ser encontrada em [14].
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Um elemento genérico de Vect (Sl) é fd%, com f € C® (51,51). O colchete de Lie entre dois
elementos fd%,g% € Vect (Sl) é

d d d d d d
{fdﬁ’gcw] :f@O <9d9) *9@0 (de>

=(fog’—gof’)i

do
onde ¢’ = % ef = %. Representando os elementos de C*° (S LS 1) por séries convergentes de Fourier,
temos
0 .
f (0) — Z Cnezna
n=-—oo
onde
1 [ -
cn==— [ [f(0)e a0
2

—T

A convergéncia da série de Fourier é valida neste caso, pois como os elementos de Vect (S 1) sdo difeo-
morfismos de S!, que é compacto, a aplicacio

p: ST >R

z—0

onde z = €¥ (e implicitamente estamos tomando S' C C), define um isomorfismo entre C'> (Sl, Sl) e
Cs° (R, R), e a integral

| e <o

para toda f € C52 (R,R). Em outras palavras, as fungdes de C* (Sl, Sl) sao quadrado integraveis, e
como p torna a funcdo periédica com intervalo 27, temos que toda fungao de C'* (S LS 1) possui uma
série de Fourier associada que converge uniformemente para ela. Escrevendo

ing @
Ln _ joint
e a0

_ - _inb - 10
= 1€ <’L€ 7dz >

— _z7z+1 i
dz

como a base de Vect (S 1), temos que o colchete se torna
[Lyy, Lin) = (n—m) Lyjm.
A complexificagao de Vect (S 1)7
Vect® (Sl) = Vect (Sl) ®C
tem, como subdlgebra, a dlgebra de Witt W = C{L,;n € Z}, gerada por L, = —zntld

dz’
colchete de de Lie [Ly,, L] = (m —n) Liypgn-
Para um estudo introdutério de séries de Fourier, ver [23].

n € Z, com
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4.2 Algebra de Virasoro

Construiremos agora a dlgebra de Virasoro a partir da extensao unidimensional nao trivial da dlgebra de
Witt. Sua importancia fica clara ao perceber que uma extensao nao-trivial por su (1) é o que precisamos
para representar a dlgebra conforme no formalismo de quantizagao.

Teorema 4.3 O segundo grupo de cohomologia H2 (W, C) ¢é isomorfo a C.

Demonstragao: Queremos mostrar que uma dada aplicagao linear w : W x W — C (um 2-cociclo)
define uma extensao nao trivial de W por C (ou seja, w € Z2 (W,C) e w ¢ B2(W,C)), e que se O ¢
um 2-cociclo (© € Z2 (W, C)) que gera uma extensdo nao trivial, entdo existe A € C tal que © ~ \w,
mostrando que H? (W, C) = C.

Primeiro, definamos a aplicagao linear w : W x W — C como

no 2
w (Lp, L) = 5"“”5 (n - 1)
com 0 =0sek#0edp=1sek=1. Por definigdo, w é bilinear e alternada, e além disso

W (L, [Lims Ln]) + w (L, [Ln, Li]) +
tw (Lna [Lkv Lm]) = (m - n) w (Lk’Lern) + (m - k)w (Lma LnJrk) +
+ (k—m)w (Ln, Litm)

k
= (m — n) §k+m+nﬁ (kQ - 1) + (n - k) 6m+n+k% (m2 - 1) +

n

+ (k= m)dnikimpy (n®—1)
:%((m—i—k—l—m)k‘(lf—l)—(m+2k)m(m2—1)+
+ (k= m) (b +m) ((k+m)” ~ 1))

=0

e portanto w € Z% (W, C).
Agora, suponha que w € B? (W, C). Entdo existe u € Hom¢ (W, C) com w (X,Y) = u([X,Y]) para
todo X,Y € W. Entao temos que para todo n € N,

W (L, Ln) = p([Ln, L))

e pela linearidade de p temos p (Lg) = i (n2 - 1), que nio vale para todo n, implicando w ¢ B2 (W, C).
Isso mostra que w gera uma extensao central nao trivial.
Por fim, a unicidade. Suponha © € Z? (W, C), entdao temos que da defini¢io do colchete na dlgebra
de Witt
© (L, [Lin, Ln]) = (m — 1) © (L, Lintn)

e como O (L, [Ly, L)) + © (L, [Ln, Lk]) + © (L, [Lg, L)) = 0, temos para k =0

m—n

© (L7L7Lm) = m+n®(L07Lm+n)

onde m+n # 0. Sabemos que © gera uma extensao central. Definamos uma extensao central equivalente
pelo isomorfismo § — b’ dado pela identidade, mas com o colchete

X+ ZY + K], = [X+ZY+ K|, =[X+ZY + K] +i(X,Y)
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onde i (X,Y) = p([X,Y]), com p € Home (W, C) dado por
1
w(Ly):= 56 (Lo, Ly,), paran € Z\ {0}
1
p(Lo) : = —39 (L1,L_1)

Isso é equivalente a trocar o 2-cociclo © por ©’ := © + ji. Que de fato ©’ é um 2-cociclo vem de que:

e a aplicagdo [ ¢ bilinear e alternada, que por sua vez segue do colchete de Lie e © serem bilineares
e alternados. A parte alternada pode ser vista explicitamente

e’ (X, X)=0(X,X) +a(X,X)
= p([X, X])
=0.
Isso implica que ©' € Alt? (g,a).

e da linearidade de p e do colchete de Lie, i é linear, e da identidade de Jacobi satisfeita por © e
por g, obtemos que O’ € Z? (W, C).

A razao para a troca de 2-cociclo é que © = Aw, como veremos. Primeiro, perceba que para
m+mn#0

O (Ln, L) = © (L, L) + 4t ([Lns L))

m—n
= m+ n@ (L07 Lm—i-n) + (n - m) 1% (Lm+n)
m-—n 1
= Lo, Lynin —m) ——0 (Lo, Li4n
"0 (Lo, Lins) + (2 = 1) ~——© (Lo, L)
=0

e entdo podemos escrever ©’ (L, Ly,) = 0ptmh (n), com h : Z — C. Mostremos que

n
O (L, L) = Spimh (n) = OntmATs (n*-1).

De fato, como ©’ é 2-cociclo, satisfaz
S} (Lk, [L’rru LnD + O (Lmy [Ln; Lk]) + S} (Lna [Lk7 LmD =0
ou para m +n+ k = 0, depois n = 1, e levando em consideracdo h (1) = 0, obtem-se para m € N\ {1}

m—2

h(m+1)= h(m)

m—1

Agora, se definirmos \ := 2k (2), temos que a equagao
no o2
h(n) = /\E (n*—1)

¢ satisfeita para n = 1,2. Por indugdo, suponha que vale h (m) = A {5 (m2 . 1) paral <m & N.

h(m+1) = Ziﬁh(m)



e portanto temos a tltima parte do teorema. O

Definicao 4.4 A dlgebra de Virasoro Vir é a extensdo central da dlgebra de Witt W por C definida por
w, ou seja
Vir =W & CZ como um espago vetorial complexo,

[Lma Ln] = (m - n) Lgn + OmanA (n2 - 1) Z,

n
12
[Lim, Z] =0 para n,m € Z.

Perceba que Vir pode ser vista como uma &lgebra afim Kac-Moody, ver Exemplo 2.5.

4.3 Teoria de Representacio da Algebra de Virasoro

A teoria de representagao de uma &dlgebra, além de ser importante por si s6, nos dando visualizagoes das
estruturas matemaéticas, podem ser utilizadas para aplicacoes importantes. Um exemplo ¢ a classificagao
de Wigner das particulas elementares a partir das representagoes irredutiveis unitdrias com energia
néo negativa da dlgebra de Poincaré, ver [6]. Com base no capitulo anterior, buscamos encontrar uma
representacao da dlgebra de Virasoro que seja unitdria e que tenha certas propriedades que se assemelhem
a energia nao negativa.

Primeiro, como nao definimos uma topologia em Vir, entao nao definimos da maneira usual como
uma aplicagdo em um subconjunto de U (H). Ao invés disso, definamos a unitariedade de maneira mais
direta.

Para referéncia sobre a teoria de representagoes da dlgebra de Virasoro, ver [4, 15].

Definigao 4.5 Uma representacdo p : Vir — EndcV é chamada unitdria se existe uma forma hermi-
tiana positiva semi-definida H : V x V — C tal que Vv, w € V en € Z temos

H (p(Ln)v,w) = H (v,p(L-n)w)
H(p(Z)v,w) = H (v,p(Z) w)

Queremos também que a representacao seja de energia positiva, de tal maneira que o operador
definido como o que mede a energia tenha autovalores positivos. Claro que para que seja medido em
todo o espago vetorial V', precisamos que os elementos de V' possam ser escritos como combinagao linear
dos autovetores deste operador. Como geralmente Ly toma o papel de operador energia, ji que pelo
colchete de Lie ele deixa os outros elementos da dlgebra invariantes

[Lna LO] = nLn
para n # 0, segue a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.6 Uma representacao p : Vir — EndcV é chamada representacao de energia positiva se
satisfaz

1. V' admite uma base consistindo de autovetores de p (Lg);
2. Todos os autovalores da base sao nao-negativos;

3. Os autoespagos de p (Lg) sdo finito-dimensionais.
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Os autoespagos de um operador A sdo definidos como subconjuntos de V'
S, ={veV;Av =}

onde p é autovalor de A.
Investigaremos essas representagoes a partir das representacoes de peso maximal.

Definigao 4.7 Um vetor v € V é chamado um vetor ciclico para a representacao p : Vir — EndcV se
span{p(X1)..p(Xm)v:X; € Virparaj=1,..m, me N} =V
ou seja, o subespago vetorial gerado pelos vetores p (X1)...p (Xm)v geram todo V.

Definigao 4.8 Uma representacao p : Vir — EndcV é chamada uma representacio de peso mazrimal
se existem h,c € C e um vetor ciclico vg € V' tais que
p(Z) vy = cvg
P (Lo) Vo = h’UU
p(Ly)vo=0paran € Z,n > 1
Chamamos vy o vetor de vicuo e chamamos V de mddulo Virasoro por p com peso mazimal (¢, h).

Um resultado que serd utilizado em algumas demonstragoes é descrito de forma geral a seguir.

Lema 4.9 Seja V uma representa¢io de uma dlgebra de Lie g que decompde como uma soma direta de
autoespacos de uma subdlgebra de dimensdo finita comutativa b:

V=W
AEH*

onde Vy = {v e V; hv=A(h)v, Yh € b}, e hx é o espago vetorial dual de Y. Entao toda subrepresen-
tagao U de V' respeita essa decomposi¢cao no sentido de que

U= Unw).

AED*

Demonstragao: Por defini¢ao, todo v € V' pode ser escrito como v = Z;nzl wj, onde w; € Vy,, e como
Ai # A\j para j # 14, existe h € B tal que A; (k) # A;j (h). Se v € U, entéo

m
-1 -1
R (v) = Z AT w;
j=1
Identificando a matriz de coeficientes como uma matriz (transposta) de Vandermonde, o determinante
serd det (V) = [[1<;<j<p (Aj — Ai), temos que ela ¢ invertivel. Portanto podemos escrever w; como
combinagao linear dos vetores h’ (v) € U, pois U é uma representagao de g. Logo w; € U N V- O

Também utilizaremos os médulos de Verma para estudar as representagbes. Sua importancia é
simplesmente ordenar a sequéncia de agoes & esquerda na definigao de vetor ciclico. Isso gera a diferenca
entre L, com n > 0 e n < 0 como operador de destruicao e de criagao, respectivamente, a partir do
vetor de védcuo vg.
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Definigao 4.10 Um mddulo de Verma é um espago vetorial M (¢, h), ¢,h € C, com uma representa¢io
de peso mazimal p : Vir — End¢ (M (¢, h)) e um vetor de vdacuo vg € M (¢, h) tais que

{p(L_p,)..p(L_p,)vo;n1 > ... >ng >0,k € NFU{vo}
¢é uma base de M (c, h).
Lema 4.11 Para todo ¢,h € C existe um dnico médulo de Verma M (c,h) com peso mazimal (¢, h).
Demonstragao: Definamos o espago vetorial complexo gerado pela base
{Vny..mp;m1 > .. >np >0,k € NpU{vg}

ou seja
M (c,h) = Cvo ® @ C{vn, nyim1 > ... > ny > 0,k € N}

onde p(L_pn,)..p(L_pn,) Vo = VUny. n.,M1 > ... 2ng >0,k €N, implicando que vy seja um vetor ciclico.
Definamos primeiro que a aplicagdo p : Vir — End¢ (M (¢, h)) tenha as condigées para que seja uma
representacao de peso maximal
p(Z) vy = cvg

P (Lo) Vo — h”l)()

p(Ly)vog =0paran € Z, n > 1.
Agora, definamos as outras acoes de tal maneira que p seja C-linear e que seja uma representagao. Assim
temos

p(L—n)vo =y
p(L—n) Uni..ny = Unnyoongs M Z ni.

As outras relagoes podem ser obtidas por meio da relagao [Ly,, L] = (n — m) Ly ym, n # m, e supondo

p linear e satisfazendo a definigdo de representacgao, [p (Ly), p (Lm)] = p ([Ln, Lm]). Supondo ny > ... >
n; >mn>mn;y1 > ... > ng > 0, encontramos a relagao

P (L—n) Unq..mgy — ((771 + nl) 1Y (L—(7L+7L1)) -
[ i—

+Z ( p(L—m)) (_n"'_”j)p(Lf(nJrnj))
j=1 \r=1

+ H p (Lfnj) P (L*n) ,U’ni+1...nk~
j=1

Novamente da relacao de comutacgao,

k
p(LO) Uny.np = an +h Uny..ng
j=1

n) Uny = (2nh+%(n2—l)c>v0,n:n1

p(Ln)
p(Lp)Vny, = (n4+n1)Uny—pn, 0 <n <ng
p(Lyp)vp, =0, n>n

)

14 (Z Un, = CUn,y
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de onde se pode obter as relagdes para vy, .. ., qualquer. Essas relacoes definem p como uma represen-
tacao de Verma.

A unicidade segue da construgao feita. Suponha outra representacao de Verma M’ (¢, h) com peso
maximal (¢, h), com vetor de vicuo ug. Entdo pela definigdo de representacdo de peso maximal ser
C-linear, e por ser uma representagao da dlgebra de Virasoro, valem as relagoes anteriormente obtidas,
implicando em um isomorfismo entre M (¢, h) e M’ (¢, h). O

Coroldrio 4.12 Seja M (¢, h) um mddulo de Verma com wvetor de vicuo vy. Para toda representagdo
de peso mazimal V de Vir com vetor de vdcuo ug, existe um tnico epimorfismo ¢ : M (¢,h) — V que
leva vg em ug.

Demonstragao: Pela demonstragao do Lema anterior temos que a unica exigéncia utilizada para re-
stringir a representacao de peso maximal em um médulo de Verma é escrever o espago vetorial como o
espago vetorial gerado pelos autovetores de p (Ly). Portanto, se ndo houver mais esta restrigdo, obtemos
representacoes de peso maximal com peso maximal (¢, h) que contém um mdédulo de Verma M (¢, h)
com o mesmo peso maximal. Pela unicidade do médulo de Verma M (¢, h), temos que existe uma epi-
morfismo ¢ : M (¢, h) — V. O

Definigao 4.13 Uma representagdo M é indecomposivel se ndo existem subespacos invariantes préprios
V.W C M tais que M =V & W. De outro modo, M é decomposivel.

Definicao 4.14 Uma representagdo M é chamada irredutivel se nao existe subespaco invariante proprio
V C M. De outro modo, M é chamado redutivel.

Quando exigimos uma simetria em uma teoria fisica dada por uma dlgebra de Lie, buscamos suas
representacoes irredutiveis para classificar as possiveis teorias. Um exemplo é a classificacao dos possiveis
spins (campo magnético intriseco das particulas) por meio das representagoes irredutiveis da dlgebra de
Lorentz.

Vejamos algumas propriedades das representagoes estudadas.

Teorema 4.15 Para cada peso (¢, h) temos
1. O mdédulo de Verma M (c,h) é indecomposivel;

2. Se M (c,h) é redutivel, entdo existe um tnico subespago invariante maximal J(c,h) tal que
V(c,h) = M (c,h) /J (c,h) é atnica representagdo de peso maximal irredutivel com peso maximal

(¢, h);
3. Uma representacao de energia positiva irredutivel é uma representagao de peso maximal;
4. Uma representacao de peso mazimal unitdria é irredutivel.
Demonstragao:

1. Suponha M (¢, h) decomposivel, ou seja, existem subespagos invariantes préprios V,W C M (¢, h)
tais que M (¢,h) = V @ W. Por definigdo de médulo de Verma, temos que M (¢, h) pode ser
decomposto por M; com dimM; = 1, onde M; sdo os subespacos gerados por vy, .., para toda
combinagao j = ni...ng, com ni > ... > ng > 0. Entao podemos escrever

V= ;nV)
W =P M;nW).
Porém se chamarmos de My o subespago gerado por vy, temos que, ou (Mo N V) =0ou (MyNW) =

0, j4 que W NV = (. Pela invaridncia de V e W, concluimos que V = M (¢, h) ou W = M (c, h).
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2. Seja J (e, h) a soma de todos os espagos invariantes préprios de M (e, h). Entao J (¢, h) é o dnico
subespago invariante maximal e V' (¢, h) = M (¢, h) /J (¢, h) é uma representagido de peso maximal
irredutivel. A unicidade de V (¢, h) segue da unicidade de J (¢, h).

3. Seja p : Vir — gl (V) uma representagdo de energia positiva irredutivel. Por definigdo existe um
vetor 0 # w € V que seja autovetor de p (L), ou seja, existe 0 < A € R tal que p (Lo) w = Aw.
Temos pela relacao de comutagao de Vir que

p(Lo) <HP(LJ¢)> w = ([p(Lo),p (L)l +p(Lj)p(Lo)) <HP(LJ¢)> w

= (p(Lj,) p(Lo) = j1p (L;,)) (H p (%)) w

1=2

() ()
=h (Eﬁ(%ﬂ) w

implicando A como limite superior dos autovalores, pois j; > 0 pela defini¢do de representacao
de energia positiva, jd& que sdo autovalores de p(Lg). Se Zle ji € o maior valor para que

(H§:1 p(Lji)> w # 0, entdo para j > 0

p(Lj) (HM%)) w=0
=1

Além disso, de [Ly,, Z] = 0, temos que

para algum ¢ € C. Escrevendo (Hﬁzl p(Lji)) w = vy, obtemos as relagoes necessarias. Falta

mostrar que vg assim definido é um vetor ciclico. Seja
span{p(X1) ..o (Xpm)vo: X; € Virparaj=1,...,m,meN}=V'CV
como V é irredutivel, V = V’, e portanto vg ¢ ciclico.

4. Suponha que exista uma representagao de peso maximal unitdria M (¢, h). Se existe um subespago
invariante V' C M (¢, h), entdo V' é uma representacio de peso maximal unitdria com peso maximal
(c,h). Pelo item 2 ele é tinico a menos de isomorfismo, e portanto V' é isomorfico a M (¢, h), e
portanto V = M (c, h).

O

Proposigao 4.16 Sejam h,c € R. Temos

1. Existe uma tnica forma hermitiana H : M (¢, h) x M (¢, h) — C, chamada forma de Shapolvalov,
satisfazendo H (vo,vo) = 1, H (p (Lyp)v,w) = H (v,p(L_p)w) e H (Zv,w) = H (v, Zw), para
todo v,w € M (¢, h) e para todo n € Z;
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2. Os autoespagos de Lo sdo par a par ortogonais, ou seja, para M # N, v € Vy, w € Vyy, temos
H (v,w) = 0;

3. O ker (H) é um submddulo mazimal préprio de M (c,h), ou seja, é o subespago invariante préprio
maximal de M (c, h),

J(e,h) =ker(H)={ue€ M (c,h); H(u,w) =0,Vw € M (c,h)}.

Demonstragao:

1. Primeiro a existéncia. Definamos H : M (¢,h) X M (¢,h) — C como

H (vnl...nkavml...mj) = <p (L’I’Lk) "'p (L’I’Ll) ’Uml...mj;v()>

onde (.,.) & o produto usual no espago vetorial M (¢, h). Mostremos que isso implica as relagoes
dadas. Que H (Zv,w) = H (v, Zw) é claro, ji que ele s6 gera uma constante, e a forma de
Shapovalov é bilinear. Definindo que vg for normalizado,

H (vo,vo) = (vo,v0)
=1

e escrevendo w = ) . a;v;, onde i = my...m;, e a soma em ¢ é para todas as combinagoes respeitanto
my > ... 2 mj > 0, temos

H(p(Lp)v,w)=H (,0 (L) U,Zaivi>

A unicidade segue da construcdo de M (c,h) e da forma ter que satisfazer as relagoes dadas.
Suponha uma forma P : M (¢, h) x M (¢,h) — C que satisfaca as relagdes. Entao P (vg,vp) = 1.
Sejam v, w € M (¢, h) quaisquer, entdo podemos escrever

w = Zaivi = Zai (Hp(Lmt) UO>

t=1
e de forma andloga
k
H P (L_nt) ’Uo)

t=1

v = E aﬂ)l:E Oél<
l l

o7



de onde temos

k J
=P (Z a (Hp(Lnt)v()) 7Zai (Hp(Lmt)U0>>
l t=1 7 t=1

k J
= Zal Z a; P (Hp (L—nt> Vo, Hp(L*mt) UO)
l i t=1 t=1
k
= Zal ZaiP (p (Lmj) e (Liny) Hp(L_nt)vo,v0> .

Disso temos trés opcoes: >, ny = ., My, D, N > ., My o »_, 0y >y, my. Pela unicidade de
M (c, h), sabemos que as relagoes do Lema 7.7 descrevem unicamente a acao dos p (L) em vy
dependendo somente do indice n e do peso maximal (¢, h). Logo, se definirmos ¢ como essa fungao
escalar que independe da forma P, podemos escrever

P(U,w):ZO{[ZO@P((b(C,h,TLl,...,nk,m17...7mj)’()0,1)0)
l i
:ZalZai¢(c)hanla"'7nk7m13"'amj)P(anvO)
l 7
:Zalzai¢(67h7n17-"7nk7m1a"'7mj)
l 7

e portanto a forma é unicamente definida pelas propriedades de M (¢, h), implicando que a forma
P ¢ a mesma forma de Shapovalov.

. Sejam M e N dois autoespagos de Ly, M # N, e v € Vy, w € Viy. Podemos escrever v = vy, .. n,
€ W = VUp,...m;, € como M # N, temos sem perda de generalidade que Zle n; > Zgzl m;. Como

H(an): Uny..ngyr Um,.. mj>

k
H (L_p,) U07HP (L—m,)v >

t=1

<’U0, Y (Lnl) p(Lmt)U0>
. =

e portanto os autoespagos sao ortogonais.

. Primeiro, perceba que se v € ker (H), entdo H (w, L,v) = H (L_,w,v) = 0, implicando L,v €
ker (H). Além disso, como H (vg,vp) # 0, temos vy ¢ ker (H), e logo ker (H) # M (c,h) e
ker (H) # 0 (pois possui o elemento nulo), concluindo que ker (H) ¢ um submédulo préprio de
M (c,h). Mostremos que é maximal. Seja U C M um submdédulo préprio, e w € U tal que
H (Vp,..n,,w) # 0 para ao menos um conjunto {nq, ..., ny}. Isso implica

0 7é H (vn1-»-nkvw)



e portanto vg € U, contradizendo o fato de U ser préprio, pois nesse caso U = M (¢, h). Entao
para todo conjunto {ni,...,ng} temos H (vn,  n,,w) = 0. Como w & qualquer, concluimos entao
que U C J (¢, h).

Il
Coroldrio 4.17 Se a forma de Shapolvalov H é positiva semi-definida, entio ¢ > 0 e h > 0.
Demonstragao: Para 0 < n € Z, pela definigao da forma de Shapolvalov
H (Una Un) =H (P (L—n) Vo, P (L—n) UO)

=H (’Uo, P (Ln) P (Lfn) 'UO)

=H (’U(), P [an Lfn] UO)

:2nh—|—17l2 (nQ—l)c
Como H (vy,v,) > 0 para todo n, para n = 1 temos h > 0, implicando ¢ > 0. O

Proposigao 4.18 FExiste no mdximo uma representacdo de peso maximal unitdria para um dado peso
mazimal (c,h), denotado por V (c,h).

Demonstragdo: Como toda representa¢ao unitdria de peso maximal é irredutivel, e como V (¢, h) =
M (¢e,h) /J (¢, h) ¢é a tinica representagéo de peso maximal irredutivel com peso maximal (¢, k), temos o
solicitado. n

Proposicao 4.19 Se V (¢, h) é unitdria, entéo ¢ >0 e h > 0.

Demonstragao: Como a forma de Shapolvalov é unica, entao ela é a forma hermitiana que define
V (¢, h) como unitaria. Com o resultado do Coroldrio anterior, temos o solicitado. 0

Perceba que dessa maneira j& temos certas condigoes para que a representagao seja unitdrio, irre-
dutivel, entre outras propriedades interessantes. Agora, a questdo ¢ para qual peso maximal existe
a forma de Shapovalov de tal maneira que valem todas as propriedades solicitadas. Para tal estudo,
utiliza-se o determinante de Kac.

Definicao 4.20 Sejam P (n) = dimcV,, e {bl, ...,bp(n)} uma base de V. Definamos matrizes A™ por
A7 = H (bi, bj) para i, j € {1,...,P(n)}.

Desse modo a forma de Shapovalov sera positiva semi-definida se e somente se todas as matrizes A™
sao positiva semi-definidas. Para calcular o determinante de tal matriz, temos o seguinte Teorema, cuja
demonstragao serd omitida pela sua extensao, mas pode ser encontrada detalhadamente em [15].

Teorema 4.21 O determinante de Kac é dado por

det (A" (e,h) =K, J[  (h=hes(e)™ ™

0<r,seN,1<rs<n

onde ]
E.= JI (@) sy,
0<r,seN,1<rs<n
m(r,s)=pn—rs)—p(n—r(s+1)),
e

hys(c) = % ((13 —c) (P +s*) +/(c—1)(c—25) (r* — s%) —24rs — 2+ 20) .
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Com a férmula do determinante de Kac podemos provar o seguinte Teorema sobre os valores do peso
maximal (¢, h) para que o médulo de Verma M (¢, h) seja unitdrio. Novamente, a demonstracio serd
omitida por sua extensdo, e pode ser encontrada detalhadamente em [15].

Teorema 4.22 Sejam c,h € R. Temos
1. M (c,h)

2. M (e, h) é unitdrio (positivo semi-definido) para ¢ > 1, h > 0;

3. M (c,h)

(¢, h) é unitdrio para 0 < c¢ < 1, h > 0 se e somente se existe m € N, m > 0, tal que ¢ = c¢(m)
eh=nhpqe(m)paral <p<g<m com

é unitdrio (positivo definido) para ¢ > 1, h > 0;

(m+1)p—mg)® -1
dm (m + 1)

hp,q (M) = ,meN,

c(m):lfm(mL_i_l),mGN\{l}.
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Capitulo 5

Teoria de Cordas BosOnicas

A teoria de cordas cldssica pode ser vista como uma generalizagdo da geometria riemanniana cldssica,
no sentido que nao se analisa o movimento de entidades pontuais na variedade riemanniana, mas sim
entidades unidimensionais, denominadas cordas. E vista como uma generalizacio pois as cordas pos-
suem um pardmetro [, denominado comprimento da corda, que obviamente no limite [ — 0 resulta na
geometria riemanniana usual (ver [30]).

Serd apresentado a teoria de cordas bosonicas, onde a corda estd em uma variedade semi-Riemanniana
plana (RD, n) com n = diag (—1,1,...,1). O movimento da corda na dire¢ao do tempo préprio (ver [5])
gera uma variedade bidimensional, conhecida como folha mundo.

Para uma descrigao mais detalhada, ver [17, 18, 29].

Definigcao 5.1 Uma folha mundo em (RD,n) é uma parametrizacio C'
z:Q — RP
de uma superficie W = 2 (Q) C RP, onde Q C R? ¢ um retangulo aberto ou fechado.
Implicitamente supomos que a parametrizacao tem vetores tangentes com componente nao nula na
dire¢do do tempo proéprio, ou seja, a corda se propaga no tempo. Assim temos que os campos cldssicos
sao as componentes z# da parametrizagao.

5.1 Mecanica pontual

Na mecéanica cldssica em uma variedade semi-riemanniana plana (RD , 77) com n = diag (—-1,1,...,1), o
movimento de entidades pontuais é dado pela equagao obtida da agao funcional

S (z) = —m/st,

onde ds = /7, dr#dz” e J € uma curva em RP. A esta equacdo se d4 o nome de equacio de movimento,
e ela é obtida exigindo que S; seja estaciondria em relagdo as varidveis do movimento, ou seja,

d
0,51 () = %5’1 (x+¢)

e=0

Existe também a versdo generalizada da agdo S7 no formalismo tetrad, onde se introduz uma forma
1

independente da linha mundo v = v (7), com assinatura (—,+) e temos o tetrad p = p (7) = (—dety)?2,

e a agao
1 _,  Oxt oz¥ 9
SQ (Z‘) - 92 ,/[dT (p 77;1,1/ 87' 87' + pm >
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onde I ¢ uma curva em RP. Novamente, a equacio de movimento é obtida exigindo que Sy seja
estaciondria em relacao as varidveis do movimento,

d
0,52 1= %Sg (z,p+¢f)

e=0

d
59352 = digsb (ZL' +¢, p)

e=0

Lema 5.2 As acdes S1 e Sy sdo equivalentes na variacao das varidveis de movimento, ou seja, elas
produzem a mesma equacao de movimento.

Demonstragao: Perceba que a equagao de movimento desta iltima agdo quando fazemos o tetrad de
varidvel do movimento

d
0= 6,,52 = deSQ (x,p—i—&f)

e=0

oxt dx”
-1 2
/Id76p <p w5 57 + pm )

dzH Oz
g Ox" Ox” 2
/IdT( P 57 +m>5p

ozt dz”
2 _ o7 or
P = 2
m
para m # 0. Com esta equagao podemos obter a primeira acao da segunda

(B ) = L [ (3, 222 (00
ZITp n“”@r or p 217’ n””@T or 77‘“’87' or
o [ar (5, 0 :
N I T\ v or Or

:—m/ds.
J

= N

tem a forma

5.2 Mecanica de cordas

No caso das cordas cldssicas, a agao funcional é dada por

N

Snag = 7T/ drdo (7deth)
Q

que nada mais é que a drea da folha mundo. De fato, se denotarmos por h = z x ), onde (z * n)ij =

N, 0ixt 0¥, com Oy 1= % e dy = % (veja Definigdo 3.2 que apresentou essa notagao),

(NI

SNG = —T/ dO'dT [(IE * 77)00 (‘T * 77)11]
Q
Ozt Oz \ 2 Ozt dzv\ 2
/Q 7 (n’“’ do Oo ) g (n’“’ or ot )
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onde T & uma constante, conhecida como tensdo da corda, e @ é uma superficie em RP parametrizada
por o e 7. Assim temos a acdo de Nambu-Goto

N

Sng = —T/ drdo (—deth)? .
Q

O sinal negativo no determinante vem de que supomos que a corda propaga no sentido do tempo, ou
seja, det (h) < 0.

Porém, a agdo de Nambu-Goto é de dificil manuseio, como por exemplo na quantizagdo. Isso se deve
a sua forma nao linear, sendo que a quantizacao transforma varidveis em operadores lineares, criando
assim problemas com os autovalores obtidos e uma mé definicao desses operadores. Entao, de maneira
andloga ao feito com a agao de um ponto, podemos utilizar uma agao equivalente em relagao as varidveis
de movimento.

Lema 5.3 A ac¢ao de Polyakov
T Lo
Sp(x,p) = -3 . drdo (—detp)? p* h;j

é equivalente @ Syg.

A forma p é chamada métrica auxiliar, e tem objetivo similar ao tetrad no caso da agdo pontual.
Demonstragao: Variando Sp com relagao a forma p,

0= / drdod, |(~detp)* phis]
Q
= / drdo [(5,, (—detp)% PR+ (—detp)% 5,,pijhij}
Q
1 .. 1 1 ..
= /Q drdo [—Qp”hij (—detp)? pg, + (—detp)? hab:| opp"
onde usou-se a relacao de variacao do determinante
ddet (h) = det (h) h*/5h;; = —det (h) hi;6h".

Isso implica

1
hab = 50” hijpap

ou ainda h = A\p, com \ = % p% hij > 0. O tensor momento-energia ¢ geralmente definido como sendo a
variacao da agao em relagao a métrica,

1.
Tap = hap — ip” hijpab'

T h\? .
—2/Qd7'do' (—det)\) P hij

1
2
= —T/ drdo (—12deth> A
Q A

= —T/ drdo (—deth)
Q

Substituindo em Sp

Sp (ZE)

N

= SNG (33)
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E interessante buscar as transformagoes que sao simetrias da acdo, ou seja, a deixam invariante, nao
modificando a equagdo de movimento resultante. A acdo Sp ¢é invariante sob:

e transformacoes de Poincaré no espaco-tempo, pois sao isometrias e portanto preservam a drea,
De fato, essas transformagoes podem ser escritas como a composicao de translagao z'# = x* + b*
e transformacdo infinitesimal de Lorentz '/ = z* 4+ whz”, com w,, = —wyy- A invariéncia quanto a

primeira vem de que Sp depende somente das derivadas primeiras de z*. A segunda vem da antissimetria
de w. Fazendo h}; = 1,,0; (z* +wjx”) 0; (z* + wha?), com 0, == 8% e 0y = 5%,

T 1
St =—= [ drdo (—detp)? pn,,0; (x* + wiz”)d; (z° + wla”
P ab v J v
2 Jq
= 7% / drdo (fdetp)% PN gy (052" + wldiz”) (92" + whoz”)
Q
=Sp — %/ drdo (—detp)% 09 (wi’,@ixaajx" + w‘;@ix”@mb) + 0 (w?)
Q
T 1
=Sp — 5/ drdo (—de‘cp)é pY (wayaixa(?jx” + wbuaixyajzb) +0 (w2)
Q

=Sp— %/ drdo (—detp)% P00 (War 033 02" + Wy 0z i) + O (w2)
Q
=Sp+0 (w2) .

Isso pode ser visto também da construgao de Sy como invariante quanto a essas transformacoes, afinal,
nada mais é que o produto local de invariantes.

e reparametrizacao da folha mundo, pois a drea é invarinte a reparametrizagoes da superficie;

Fagamos essa transformagdo, que seria (o,7) — (¢’ (o,7),7' (0,7)). Pela regra da cadeia, o tensor
métrico na folha de mundo p e do tensor h ficam

la b

pab _)plab :pcdaa do
doc Ood

do¢ Oo

ro_
hap — Ny, = thWW

60_/{1
do¢

e portanto p'*h!, = p®hg;,. Além disso, definido o jacobiano J = det ( ), temos que

det (p') = det (p'a)
do¢ Ood
= det { Ped dc'® do'®
= J%det (p)
e do’dr'"?dodr, implicando a invariancia.

o transformacoes de Weyl;

64



Esta tltima é definida como p (o, 7) — p' (0,7) = exp (2w (0, 7)) p (0, 7), com a* (o, 7) — 2’ (0,7) =
a* (o, 7), para toda aplicacdo w : (o,7) — R\ {0}. Mostremos essa invariancia. A agdo transformada
serd

Sp (@', p') = _%/ drdo (—detp)* ()" hi;
Q
T
= —2/Qd7'da (—det (exp (2w) p)) exp (—2w) pYhi;

T 1 .
=-3 / drdo (—detp)é exp (2w) exp (—2w) p* hy;
Q

=Sp (xa ,0)

pois como p'®p!, = §p, entdo p** = exp (—2w) p®®

Perceba que isto encerra as simetrias de Sp. Podemos entao buscar uma forma apropriada da
acao dentro destas simetrias para facilitar a obtengao da equacdo de movimento. De fato, facamos a
-1 0
0 1

L. .. 1
transformagao de Weyl p¥ — exp (2w (0, 7)) p = (—detp)” 2 p¥, onde identificamos w = —%In (—detp)
(lembrando que detp < 0), com o difeomorfismo p — g. Assim temos

- y _1 -
transformacao p¥ — Qg , com = (—detp) 2 eg = ( ), que nada mais é que a composigao da

Sp = ——/ drdo (—detp’ )% (" hij
= _—/ drdo ( 2de‘cg)§ Qg hi;
= ——/ drdog" hi;
2 Jq
T
= 75/ drdo (nwalx“()‘lx” — nwaox”aom”) .
Q

A transformagao de p dessa forma é denomidado calibre conforme. A variagao dessa acao em relagao
a coordenada x fica

T
5Sp = —5/ drdon,, 6 (012" 012" — Gpx" Dpx”')
Q
T
) / drdon,, (01651 012" + 012" 010x" — Dpdxtdox” — Doa! Dpdx”)
Q

= —% / drdon,, [(—0x"01012" — 01012 63" + dxt OpDox” + DoDox!' 62"
Q

+01 (6x"013") + 01 (O12H0xY) — Do (0x*Dpx”) — Oy (Dot )]

= —T/ drdon,,, 0z" (0gdoz” — O1012")
Q

7(+00) a(l)
=T / drdzt oz - / dodxt dyz”
7(—00) a(0)

A dltima integral se anula pois temos um termo de borda no infinito, que usualmente é tomado como
nulo. A segunda integral porém nao precisa necessariamente ser calculada no infinito. Pelo contrario,
queremos que a corda possua um comprimento finito [. Para que a invariancia de Poincaré continue
véalida, torna-se necessdrio que este termo se anule por uma das duas opgoes a seguir:

a(l) 7(+00)

o(0) 7(—00)
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e 012”7 (0 (0)) = 012 (0 (1)), a condigdo de borda de Neumann, onde as cordas sao abertas;

e 0127 (0(0)) — 01z¥ (0 (1)) =0 e 2 (0 (0)) — z* (o (1)) = 0, que sdo condigbes periddicas, ou seja,
as cordas sao fechadas.

Disso obtemos a equagao de movimento
808055” — 81811'1/ = gijal-@jx“ =0

que nada mais é que a equacao de onda.

A partir daqui trataremos o caso das cordas fechadas.

Para solugdo da equacdo de onda, primeiro podemos escrever z (7,0) = zp (T +0) + zr (T — 0).
Segundo, podemos procurar a solucao pelo método de série de Fourier, de onde temos

Z %aﬁe:cp (=in(r —0))

n#0

1 1 i
_ 1 oo
Tr= 5%+ pmp (T o)+

1
Z ﬁaﬁexp (=in (1t +0))
n#0

1 1
af + —=pp (T +0) +

1
D) arT AT

e portanto obtemos
r=uxf + iag + o Z 1 (atexp (—in (T — o)) + alexp (—in (7 + 7))
VarT VarT Zo "

B =1
onde o =& = .
0 0 = VarrPo

Porém, mesmo fixado o calibre conforme ainda existe simetria na a¢ao, que como o nome sugere, é a
simetria conforme. Para ver isso, escrevamos a agao apds uma transformagao conforme local ¢ da folha
de mundo ja no calibre conforme

T -
Sh, = -5 dr'do’g" b,
Q/

T .
:ff/ drdo |Jo| ™" A2g hy;
2 Jq

= —% / drdogh;;
Q
- Sp
pois |J¢| = A2, Isso implica em restrigoes & solucao da equacao de onda para encontrarmos uma solugao
mais simples.

Vamos entao as restri¢oes necessdrias. Primeiro, para que = seja real, temos que oft = (a‘i n)* e
ab = (@’i n)* Para que a solugao da equagao de onda seja uma solugao da equagao de movimento
obtida da acao Sp com o calibre conforme, é necessdrio que esta solugao respeite o calibre conforme.
Para isso, definamos

1
Ln = 5 meag(%—k
kEZ

1
_ } : —p—v
Lﬂ - 5 n/LVak;an—k'
keZ
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Se respeita o calibre conforme p = 2g, entao da relagao h = Ap temos

Tij = hij — p*hap

1
ipij
1 ab
= Apij — §>\Pij (P Pab)
_ 1. aby—
=g — §>\Q gi; (29" gap)
=0.

Por outro lado, se T;; = 0, entao
ab _
P Pap = 2
e como ¢°gq, = 2, temos a reciproca. Ou seja, o calibre conforme é equivalente ao tensor momento-
energia ser nulo. Isso também implica em h;; = AQ71g;;, ou seja,

0= nw&,x”a{,x” - 77#,/(’“)73:“3736”

e
nuya,,:v”&x” = 77””87:5“8590” =
ou ainda
N (Oot + 0ra) (Opz! + Or2t) =0
e

Ny (—062" + Orat) (=0p2" + 0r2") = 0.

Claro que isso é equivalente, pela defini¢ao de h, ao tensor momento-energia nulo, e portanto ao calibre
conforme. Como

Ozt + 0;a" = Z ake —in(r+o)
vV 7TT

e
87_ _ 6 P = Oé“ —in(t—o)
VarT ~ Z
temos
7T, (0o2" + 0rat) (Opat + Drat) =1, Zaze—m(ﬂm) Z a;e—im(‘r-‘ro)
neEL meZ
722 'Ln+m(‘r+(7)(77ynt;n)
nEZ meZL

implicando em 7, & @;, = 0 e de maneira andloga 1, o« = 0. Isso é equivalente a L,, =0 e L, =0,

para todo n € Z. Provamos o seguinte teorema.

Teorema 5.4 A solucao para a equacdo de movimento de cordas cldssicas é dada por

at = \/2T7 \/7 Z (alexp (—in (1 — 0)) + alexp (—in (7 + 0)))

com as condigées L, =0 e L, =0, para todon € Z, e ot = (o))" eatt = (@,)".
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5.3 Quantizagao

Iremos agora usar as ferramentas de quantizagao para cordas fechadas. Primeiro, temos que identificar
o conjunto A de observaveis cldssicos para serem representados em um espago de Hilbert a ser escolhido.
Pela equagao de movimento, escolhamos A = {xg, po, @n, @, } para todo n,m € Z. Porém o paréntese
de Poisson ¢ definido em relacao as varidveis candnicas do espaco tempo, que seriam a posi¢ao z* e o
momento conjugado, dado por

oL
8 (801‘;)
= Tagx“

=

onde L ¢ a densidade de lagrangiana, e Sp = |, 0 drdo L. Escrevendo explicitamente,

=Tzl + \/zag + \/TZ (atexp (—in (T — o)) + atexp (—in (T + 0))) .

n#0
O parénteses de Poisson fica
D-1
B af 0dg dg Of
{f:9} = ; {8:175 ors Ozt Ons |

0

Para x e m temos
{z# (o,7),2" (o', 7")} = {7t (o,7), 7" (¢/,7)} =0
{at (o, 1), 7" (o', 7" )} =" (0 —0") o (T — 7).
Para as componentes da série de Fourier,
{ry,zg} ="
{ah, an} ={ah,ap,} = inn' 6, —m
{xgvxg} = {pgvpg} = {agvaZz} = {xg’a;;z} = {pg’a;} = {x0“7a;’n} = {pg»aym} =0.

Além disso, temos que os L,, satisfazem a dlgebra de Witt pelo parénteses de Poisson. De fato,

]‘ v ]' K €
{Lm; Ln} = {2 Z nyuagamfka 5 Z Nket ant}

kEZ teEL

_ 1 { n_ v K € }
- 4 nmenuu Qp Qs O Oy

kEZ teZ

1

_ E E oK v € uoe v K
- Z 77»;677;“/ (akat {am—k7 a7z—t} + akan—t {am—k’ ay }

kEZ teZ

+ag,af afar, o +{af, ol ol 0y, )

— iz (2"7"W (m—mn) (aﬁaﬁwnfk))

kEZ

Para quantizar precisamos encontrar o espago de representacao adequado, onde os operadores refer-
entes aos elementos de A relacionados com tal espago satisfagam as condigoes de Dirac

[P, 6] = —ihn™”
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v

[as ai] = [a, @] = nh™ 65,

e nulo para os outros colchetes. Perceba que sem perda de generalidade, escolhendo n > 0, podemos

escrever
Qp
ap =
vnh
t_ %n
an =

5

e de maneira equivalente para @,,. Disso o colchete se torna

|t (@) ] = 08—,

generalizagao do colchete do oscilador harmonico para mais dimensoes. A interpretagao clara é que para
cada dimensao e para cada estado excitado (dado pelo indice n), obtemos a quantizacao equivalente a do
oscilador harmonico. Isso sugere que o espago de representagoes possa ser a soma direta dos espagos de
Hilbert para cada dimensao. Tal espago de representacoes é chamado espaco de Fock. Como candidato

escolhamos
S:=C[T};neN\{0},u=0,..,D—1]

o espaco dos polinémios em T* no corpo dos complexos, que pode ser vista como a soma direta das
algebras das séries de Laurent convergentes C (T#) para cada valor de y1 e n, que por sua vez é equivalente
a dlgebra dos polindmios de Laurent C [T , T_l], onde construimos o espago de Hilbert do oscilador
harmoénico. Perceba entao que este espaco é isomorfo a soma direta dos espacos de representacao dos

osciladores harmonicos em questdo. Definindo os operadores

P
ar”

p (m@ﬁ) =p(af) =n""

p(Vimhat',,) = p ((a)") =T
p(zg) = T¢

p (VArTal) = p (of) = 0

-
—int —
T oty
com n,m > 0, obtemos as relagoes de comutacao, e portanto a quantizagao.
A condic¢ao de calibre conforme para o caso quantico precisa ser redefinido, pois

plod)p(an_i) # p(ah_y) p(ad)

e portanto é necessdrio uma ordem dos operadores, j& que nao mais vale a comutatividade.

definicdo natural é a ordem normal, dada por
NP (@) p(af) parai>j
pa) pla) o= { TP O8] P Log) para i 2 )
NyuwlP (ozj)p(ozi) para i < j

que intuitivamente ordena os operadores para primeiro criar os modos e depois os destruir.
definimos

p(Ly):S—S
dada por
1
p(Ly) = 52 tp (o) p(om—k) =
kEZ

Assim

Que p (L) satisfaz a dlgebra de Virasoro pode ser mostrada pelas identidades anteriores. Na verdade

pode-se mostrar mais.
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Teorema 5.5 Os operadores p (Ly,) geram um mddulo de Verma da dlgebra de Virasoro em S.

Demonstragao: As relagoes para satisfazer a defini¢ao de médulo de Verma sao obtidas da mesma
maneira que feito na se¢ao de representagoes de Vir, porém levando em consideragao a ordem normal.
O mais importante seria que essa representacao ja impoe o valor de h=1. De fato, se vy é o vetor de
vacuo,

1
p(L()) Vo = 52 Lo

kEZ

E Oé,kOék—f—E ara_g | vo

k<0 k>0

E AR _LUg

k>0

pry 'UO
de onde identifica-se h = 1. O

Uma forma bilinear H em S que satisfaca as condigdes necessarias para a unitariedade geralmente
nao é positiva definida, como pode ser visto pelo cédlculo simples

H(p(a2y) 1,p(a2y) 1)
(1’ (ala 1) )
(L ([e1,0%4]) 1)
<1 1)

H (T, 17) =

H
H
H

)

Estados em que a forma tem valor negativo sdo chamados de ghosts. Como consequéncia, esta repre-
sentacao geralmente nao respeita p (L) = 0. Isto implica na quebra da simetria conforme, fenémeno
chamado anomalia conforme.

O teorema de Goddard-Thorn, também conhecido como teorema no-ghost, mostra em quais condigoes
esses dois problemas sao resolvidos para a teoria de cordas bosonicas. Provas podem ser encontradas
m [16, 17].

Teorema 5.6 Para a teoria de cordas bosonicas construida até aqui, o valor do peso maximal (¢, h) do
mddulo de Verma em que temos uma representa¢ao unitdria, com c,h € R, é (26,1).

O valor ¢ = 26 ¢é dito dimensionalidade critica da teoria. O mais marcante deste fato é que a prépria
teoria define a dimensao em que faz sentido fisico.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Para finalizar este trabalho, alguns comentérios sobre até onde a influéncia da teoria de transformacoes
conformes introduzidas neste trabalho vai.

Primeiro, o grupo ortogonal generalizado é muito utilizado na fisica por descrever as mudancas de
referenciais inerciais, descrevendo a diferenca entre tempo e o espago, mas unificando sua descrigao
no conceito de espago-tempo. Sua generalizagao para variedades semi-riemannianas nao planas foi
primeiramente feita no intuito de resolver o problema da inconsisténcia entre a gravidade newtoniana e
a simetria local (ou invariancia pela dlgebra) das transformacgoes de Lorentz, culminando na teoria da
relatividade geral, cuja aplicacao desde sua criacao sao longas demais para incluir aqui. Porém ainda
nao estd claro o que a simetria por transformagoes conformes locais ocasionaria em um espago-tempo
quadridimensional como o nosso.

O problema da quantizagao, que foi formalmente descrita no Capitulo 2 e sua forma mais usual, a
canodnica, é ainda um problema em aberto, no sentido de que existem muitas maneiras de quantizar
um sistema cldssico, porém néo existe um método formal, matematicamente falando, de encontrar um
sistema puramente quantico. Fisicamente porém isso ndo é um problema, jd que os métodos informais
funcionam. Isso ergue a questao do que é quantizacao e o que tal processo realmente faz. A descrigao
de tal processo atualmente é entendido como uma deformacao da dlgebra das fungoes classicas, de onde
obtém-se o chamado colchete de Moyal, cujo colchete encontrado nas condigoes de Dirac seria uma
aproximacdo em primeira ordem. Um fato interessante é que no caso de kR?** como espaco de fase, é
demonstrado que a deformagao descrita pelo colchete de Moyal ¢ a tinica deformagao possivel da dlgebra
de Poisson. Para mais detalhes, veja [26].

As transformagoes conformes sdo geralmente tratadas pelas dlgebras de Witt e de Virasoro. Um
exemplo ocorre na teoria de campos conformes, que basicamente é uma teoria fisica-matemadtica de
distribuicoes temperadas sob certas condigoes, uma delas pode ser que o sistema seja restrito a duas
dimensoes. Como o préprio nome ja diz, ocorre a simetria conforme, e a dlgebra de Witt aparece explici-
tamente nos coeficientes da expansao de Fourier do tendor momento-energia, de forma bem parecida com
a teoria de cordas apresentada no capitulo anterior. E da mesma forma que no capitulo anterior, temos
a quantizagao onde a forma explicita da dlgebra de Virasoro aparece, naturalmente nos comutadores
dos operadores que nada mais sao que as componentes do operador relacionado ao tensor momento-
energia. O fato importante é que a partir das representagoes unitdrias irredutiveis desta dlgebra, temos
as possiveis teorias quanticas de campos conformes.

Das teorias de campos conformes, temos a construgao de generalizagoes da algebra de Virasoro por
meio de dlgebras de Kac-Moody, algebras de Lie Afim, dlgebra de Vertex e Cosets. Mais sobre tais
assuntos e como construir os modelos fisicos a partir das representagoes, veja [1]. O interessante é que
das dlgebras de Vertex podemos construir as teorias de campos conformes.

A prépria teoria de cordas foi desenvolvida enormemente nas iltimas décadas, mas a simetria con-
forme continua incrustada na sua construgao. Atualmente, a teoria de cordas é chamada de teoria de
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supercodas, por incluir além da simetria conforme, uma simetria chamada de supersimetria, que se trata
de uma resposta da questao da existéncia de algebras de Lie englobando as tranformacoes de Lorentz e
uma outra dlgebra de Lie simples que descrevesse alguma simetria do sistema. Como a resposta foi neg-
ativa, criou-se as algebras de Lie graduadas, uma delas sendo a dlgebra supersimétrica. Neste cendrio, o
teorema de no-ghost diz que a dimensionalidade critica é 10, e nao mais 26. Menos que anteriormente,
mas ainda muito alta para os propésitos de aplicagao no mundo real. De qualquer modo, para preservar
a estrura construida até entao, a simetria conforme junto, diversas dreas matemaéticas foram construidas,
como as simetrias de espelho e o estudo das formas de Calabi-Yau, e a criacao e o estudo das dlgebras
de Vertex.

Porém talvez a mais impresionante aplicacao de todo este formalismo se d4 no problema conhecido
como Monster Moonshine. Basicamente se dd ao perceber o que parecia somente uma coincidéncia entre
a dimensao das representagoes irredutiveis do grupo monster, o maior dos 26 grupos finitos simples
esporéddicos, e a expansao de Fourier dos J-invariantes normalizados de certas fungdes modulares, e em
particular, a j-fungdo. A partir da construcao da dlgebra de Lie monster no contexto das dlgebras de
Vertex, e do uso do Teorema 5.3, além de outras ferramentas cujo escopo foge deste trabalho, foi possivel
verificar que a coincidéncia numérica nao era uma coincidéncia afinal.

Além disso, o grupo monster tem relagdo com a classificagdo das teorias de campos conformes a
partir da dlgebra de Lie monster.
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