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33 O profundidade das riquezas, tanto da
sabedoria, como da ciéncia de Deus! Qudo
msonddveis sao 0S Seus juizos, € quao ines-
crutdveis, os seus caminhos!

34 Porque quem compreendeu o intento do
Senhor? Ou quem foi seu conselheiro?

35 Ou quem lhe deu primeiro a ele, para que
lhe seja recompensado?

36 Porque dele, e por ele, e para ele sao todas
as coisas: gloria, pois, a ele eternamente.

Amém!

Romanos 14:353-36, Biblia Sagrada



Aos meus pais,

Ademir e Marina



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus pela forca que tens me dado, sempre me ajudando e en-
viando palavras de coragem para prosseguir em frente nos momentos mais
dificeis da minha vida.

Agradeco aos meus pais, Ademir e Marina, pelo amor que me de-
ram, pelas oracoes e pelas condicoes que me proporcionaram para estu-
dar. Agradeco aos meus irmaos, Efraim, Talita e Priscila, pelo carinho.
Agradeco a minha familia que sempre esteve torcendo por mim.

Agradeco ao professor Josiney Alves de Souza pela atengao, dedicacao e
excelente orientacao durante o desenvolvimento deste trabalho. Agradeco
ao professor Carlos José Braga Barros pelas sugestoes dadas para o melho-
ramento do trabalho. Agradeco ao professor Ronan Antonio dos Reis que
me orientou durante a graduacao. Agradeco a todos os professores pela
transmissao de conhecimentos.

Agradeco a todos os meus amigos do mestrado Camila, Cleilton, Gin-
nara, Joao, Juliana, Patricia, Rafael, Simone, Tatiana, Thales, e a todos os
amigos do doutorado, Alex, André, Djeison e Victor que proporcionaram
momentos inesqueciveis durante o mestrado. Agradeco as minhas amigas
Larissa e Vanessa pela sua amizade. Agradego a minha amiga Doraci pelos
conselhos.

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro.



RESUMO

Neste trabalho, introduzimos o conceito de atratores globais para acoes
de semigrupos sobre espacos métricos. Primeiramente, estudamos a te-
oria de atratores globais para sistemas semidinamicos e, posteriormente,
estendemos todos os resultados para acoes de semigrupos. Trabalhamos,
em especial, com acoes assintoticamente compactas que possuem conjuntos
w-limites compactos e invariantes, contribuindo para o estudo do atrator
global. Apresentamos condigoes necessarias e suficientes para a existéncia
do atrator global para acoes de semigrupos e sua caracterizacao pelos con-
juntos w-limites. Para finalizar, definimos os conceitos de prolongamento e
conjunto limite prolongacional em acoes de semigrupos para introduzimos
o conceito de atrator uniforme global para agoes de semigrupos. Conclui-
mos o trabalho apresentando uma relacao entre as nocoes de atrator global

e atrator uniforme global.

Palavras-chave: Acao de semigrupo, Atrator global, Atrator uniforme

global, Assintoticamente compacto, sistema semidinamico.



ABSTRACT

In this work, we introduce the concept of global attractor for semigroup
actions on metric spaces. Initially, we study the theory of global attractor
for semidynamical systems and then we extend all results for semigroup
actions. We consider asymptotically compact semigroup actions, which
have compact and invariant w-limit sets, contributing to the study of the
global attractor. We present necessary and sufficient conditions for the
existence of the global attractor for semigroup actions and its characte-
rization by w-limit sets. To complete this work, we define the concepts
of prolongation and prolongational limit set for semigroup action to intro-
duce the concept of global uniform attracting set for semigroup actions and
we present a relation between the notions of global attractor and global

uniform attracting set.

Key-words: Semigroup action, Global attractor, Global uniform attrac-

ting set, Asymptotically compact, Semidynamical system.
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INTRODUCAO

O termo "atrator"destinado a um ponto singular e invariante em um fluxo foi utilizado
por E. A. Coddington e N. Levinson em Theory of ordinary differential equations (1955).
Porém, o conceito de atrator consistindo em mais que um ponto foi estudado pela
primeira vez em Attractor in dynamical systems por J. Auslander, N. Bhatia e P. Siebert
(1964). Desde entao, o conceito de atrator tem sido definido de muitas maneiras e em

vdrios contextos distintos na literatura.

A teoria qualitativa de sistema dindmico originou das analises dos comportamentos
das equagoes diferenciais, e mais tarde esses conceitos foram estudados em um espago
métrico geral. Essa teoria ganhou muitos resultados em espacgos métricos compactos
e localmente compactos. Nessa dissertagao, no entanto, trabalhamos em especial com
sistemas semidindmicos assintoticamente compactos, sem que o espago de fase seja com-

pacto ou localmente compacto.

A nogao de atratror comegou a ganhar grande importéncia hd 50 anos e existem vérias
definicoes. Recentemente, a existéncia do atrator global foi estudada em varios contextos
(por exemplo, [17] e [21]) e também existem trabalhos que relacionam os conceitos de
atratores (por exemplo, [11] e [24]). A definigao de atracdo que vamos considerar nessa
dissertagao é a seguinte: Um conjunto A atrai um conjunto B pela ac¢ao do sistema 7T (+)
se

lim dist (T (t) B, A) = 0,

t——+00

onde dist é a semidistancia de Hausdorff definida no espago métrico X. Assim, o con-
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junto nao vazio, invariante, compacto e que atrai todo subconjunto limitado do espago X
é chamado atrator global. Se um sistema semidindmico admite um atrator global, entao
ele é 1nico e o comportamento assintético do sistema pode ser descrito se analisarmos
o interior do atrator. O assunto principal desse trabalho é a nocao de atrator global
para acoes de semigrupos, que é uma extensao do conceito de atrator global para sis-
temas semidindmicos. Apresentamos condi¢Oes necessarias e suficientes para existéncia
do atrator global para agoes de semigrupos e mostramos uma relagao entre atrator global
e atrator uniforme global. Os conceitos estudados no contexto de agoes de semigrupos

resultaram um trabalho ([28]).

No primeiro capitulo apresentamos a nogao de redes, que sao generalizacoes de se-
quéncias. Esse conceito foi primeiramente introduzido em topologia por E. H. Moore
e H. L. Smith em A general theory of limits (1922). Por esse motivo, alguns chamam
as redes como sequéncias de Moore-Smith. O conceito de sequéncia é uma ferramenta
muito utilizada nos espacos métricos e o conceito de convergéncia é fundamental para
desenvolvimento do estudo nesse espaco. Porém nos espacos topolégicos mais gerais nao
é possivel utilizar sequéncias, donde surge a necessidade de introduzir a nocao de redes.
Entao, comegamos definindo o conjunto dirigido, que desempenha o papel semelhante ao
conjunto dos nimeros naturais, ou seja, tem a funcao de direcionar as redes dentro do
espaco topolégico. Muitos resultados para sequéncias ja conhecidos sao abordados em
termos de redes. Apresentamos também a definicao de base de filtro, conceito muito uti-
lizado ao trabalharmos com acoes de semigrupos. Os assuntos abordados neste capitudo

podem ser encontrados em [15], [18] e [19].

O segundo capitulo trata da teoria de atrator global para sistemas semidindmicos
em espacos métricos. Este capitulo foi baseado na tese de doutorado de Aragao-Costa
([1]), e no trabalho de Aragao-Costa, Carvalho, Caraballo e Langa ([2]), que contribuiu
para a concepc¢ao do conceito de atrator global para acoes de semigrupos, discutido no

terceiro capitulo. Comegamos definindo o conceito de sistema semidindmico e conjuntos
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invariantes, exibindo alguns exemplos. Na segunda se¢ao, apresentamos a semidistancia
de Hausdorff, uma ferramenta de "medida"para definirmos o atrator global. Logo apds,
mostremos uma defini¢ao equivalente de atrator global usando o conjunto e-vizinhanca.
Mostramos que o atrator global da forma como foi definido é tnico em um sistema
semidinamico e apresentamos uma caracterizagao por meio de conjuntos invariantes. Os
conceitos como semiorbita positiva, sistema semidindmico limitado, eventualmente lim-
itado e dissipatividade do semifluxo sao fundamentais para o desenvolvimento da teoria
de atrator global. Na préxima se¢ao, trabalhamos com o conjunto de suma importancia:
conjunto w-limite. Esse conjunto descreve o comportamento assintético do sistema e
pode ser caracterizado em termos de sequéncias. Um dos conceitos relevantes ¢ o de
sistema, assintoticamente compacto, pois nesse sistema, os conjuntos w-limite adquirem
propriedades como compacidade, invaridncia e atracao. Na iltima secao apresentamos

o teorema que garante a existéncia de atrator global.

No Capitulo 3, desenvolvemos o tema principal do trabalho, onde generalizamos os
resultados obtidos no capitulo anterior, trabalhando com acgoes de semigrupos, a ex-
tensao dos sistemas semidindmicos. A secao inicial contém conceitos como conjuntos
invariantes, nocoes de atracao e atrator global. Em se tratando de comportamento ass-
intético para a agao de um semigrupo, usamos uma familia de subconjuntos nao vazios
do semigrupo que tem a propriedade de base de filtro. Assim, o conceito de atragao neste
contexto depende da familia de subconjuntos nao vazios do semigrupo em questao. Em
seguida, definimos os conceitos de semidrbita, acao eventualmente limitada e limitada
dissipativa, estendendo de maneira natural as defini¢oes ja apresentadas no capitulo an-
terior. Na segunda se¢ao, definimos o conjunto w-limite. Essa definicao foi introduzida
por Braga Barros e Souza em [6]. Caracterizamos o conjunto w-limite em termos de redes
e definimos os conceitos de acao assintoticamente compacta e eventualmente compacta.
Em [7], a invariincia do conjunto w-limite é garantida para espagos compactos. Fizemos

uma demonstracao andloga, porém para as agoes assintoticamente compactas, nao ne-
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cessitando que o espaco de fase seja compacto. Na secao que segue, temos os resultados
que garantem a existéncia do atrator global, um dos resultados mais importantes desse
trabalho. Na tltima secao, abordamos os conceitos desenvolvidos neste capitulo para
sistema de controle e apresentamos alguns exemplos de atratores globais para sistemas

de controle.

O dltimo capitulo consiste em apresentar a equivaléncia das definicoes de atrator
global como foi definido e atrator uniforme global, que eram estudados separadamente
nos tratados de sistemas dindmicos. Para isso, precisamos definir os conceitos de pro-
longamento e conjunto limite prolongacional para agoes de semigrupos. Esses conceitos
foram introduzidos em [10]. Definimos o dominio de atracao uniforme, atrator uniforme
e atrator uniforme global. Em seguida mostramos resultados referentes as equivaléncias
das definig¢oes de atratores. Para finalizar o capitulo, apresentamos alguns exemplos para

uma melhor ilustracgao.



L] CAPfTULO 1 I

Redes

Nos espagos métricos geralmente trabalhamos com convergéncia de sequéncias, mas em
espacos topolégicos mais gerais, isso nem sempre é possivel. A rede entao cumpre um
papel fundamental neste contexto, ja que ela é uma generalizagao do conceito de sequén-
cias. Primeiramente, precisamos definir o conjunto que nos dd uma orientagao, como o
conjunto dos naturais. Definimos, entdao, o conjunto chamado dirigido. Apresentamos
varios resultados bésicos de redes, que sao andlogos aos de sequéncias. No decorrer do
capitulo, definimos o conceito de filtro, que usamos frequentemente quando trabalhamos

com agoes de semigrupos.

Essa nocao de redes em topologia foi introduzida primeiramente por E. H. Moore e H.
L. Smith (1922) e alguns referem-se a elas como sequéncias generalizadas ou sequéncias

de Moore-Smith.

Comegamos com a defini¢ao de conjunto dirigido.

Definigao 1.1 Um conjunto A, com uma relagao <, é denominado conjunto dirigido

se satisfaz as sequintes condigoes:
i) A =X, para todo \ € A; (reflezividade)
it) Se A 2 e p v, entdo A X v; (transitividade)

i11) Dados A\, ju € A, existe v € A tal que N\ S v e u < v.



Dizemos que a relagio = é uma diregao para o conjunto A, ou que a relagio =<

dirige o conjunto A.

Daqui em diante, a menos de mensao explicita em contrério, A denota um conjunto
dirigido.

Vejamos alguns exemplos de conjunto dirigido.

Exemplo 1.1 O conjunto dos naturais N com a relag¢ao de ordem usual < é um conjunto
dirigido.
Exemplo 1.2 Sejam X wum espago topoldgico e x € X. Se considerarmos a rela¢do

UV «—= VCU,

a colecao U, de vizinhancas de x € X é um conjunto dirigido. Analogamente, com a

mesma relagcao acima, a colecao B, de bases contendo x € X é um conjunto dirigido.

Quando estudamos agoes de semigrupos, consideramos uma familia de subconjuntos
nao vazios do semigrupo S. As vezes, nao basta ser apenas uma familia, mas que seja

um filtro, ou base de filtro.

Definicao 1.2 Seja X um conjunto. Um filtro F sobre o conjunto X é uma cole¢do

nao vazia de subconjuntos de X satisfazendo:
1. 0 ¢ F;
2. Se Fy,Fy € F, entao F1 N Fy € F,

3. SeFeFeFCUF' entio F' € F.

Uma subcolecao F' C F ¢é base para o filtro F, se para cada elemento F' € F, existe

um elemento bdsico F' € F' tal que F' C F.



Proposigao 1.3 Seja X um conjunto. Uma cole¢iao F de subconjuntos nao vazios de X

¢ base para algum filtro de X, se dados Fi, Fy € F, exviste F3 € F tal que F3 C Fy N F5.

Demonstragao: Considere a colecdo G = {G C X; F' C G, para algum F' € F}. Como
0 & F, temos que ) € G. Se G1,Gy € G, existem F|, F, € F tais que I} C Gy e Fy C Gs.
Por hipétese, existe F3 € F tal que F3 C F1 N Fy, C G1 NGy, ou seja, G1 NGy € G. Por
fim, se G € G, existe ' € F tal que F' C G, entdo, se G C G’ temos imediatamente que

G' € G. Portanto, G ¢ um filtro que tem como base o filtro F. O

Usando a Proposicao 1.3, podemos definir a base de filtro da seguinte forma: uma
colecao F de subconjuntos nao vazios de X é base de filtro sobre X se satisfazem as

seguites propriedades:

1. 0 ¢ F;

2. Dados Fi, Fy € F, existe F3 € F tal que I3 C Fy N F5.

Exemplo 1.3 Seja F uma base de filtro sobre um conjunto X. Com a relag¢ao definida

no Exemplo 1.2, F é um conjunto dirigido.

A Proposicao a seguir, é usada durante algumas demonstracoes dos resultados, apre-

sentados nos proximos capitulos.

Proposigao 1.4 Sejam Ay e Ay conjuntos dirigidos. Entao, A1 X As, com a rela¢ao
()\1,)\2) < ()\3,)\,2) — A\ = )\/1 e Ay = )\/2
é um conjunto dirigido.

Demonstragao: De fato,



i) Seja (A1, A2) € Ay x Ay. Como A; e Ay sdo conjuntos dirigidos, temos que A; < A\;
€ )\2 '_< /\2, donde ()\1, )\2) j (/\17 )\2) .

ii) Sejam (A1, A2), (A[,A5), (A],A5) € Ay x Ay satisfazendo (A1, A2) =< (N, N) e
AL AY) =< (AL AD). Entao, Ay <A, A 2 A5, N X AT e X, 2 A\, Como A e

A5 sao conjuntos dirigidos temos que A\; < A e Ay < A5, donde (Ag, Ag) < (A[, ).
iii) Sejam (A1, A2), (14, o) € A1 X Ag. Pelo fato de Ay e Ay serem conjuntos dirigidos,

existem v; € Aj e vy € Ay tais que Ay X vy, g X v, Ao X vy e uy X vy Logo,

existe (1/1, 1/2) - A1 X A2 tal que ()\1, )\2) j (Vl, VQ) e (/Ll,/LQ) < (Vl, Vg) .

Vamos definir o conceito de redes.

Definicao 1.5 Seja X um espaco topoldgico e A um conjunto dirigido. A aplicac¢do
r: AN — X
A — Xy

¢ denominada de rede e denotemos por (x), . -

Note que a Defini¢ao 1.5 é uma generalizacao da definicao de sequéncia, onde con-
sidera A = N. A seguir, definimos a convergéncia de rede, de modo andlogo, feito para

sequéncia.

Definigao 1.6 Dizemos que uma rede (xy),., converge para o ponto x € X, se dado

uma vizinhanca U de x, existe \g € A tal que x) € U, para todo X > A.

Notagao: Ty — x.

Exemplo 1.4 Como toda sequéncia (x,), .y ¢ uma rede, a convergéncia de redes gen-

eraliza a convergéncia de sequéncias.



Exemplo 1.5 Sejam x € X elU, uma colegcao de vizinhangas de x. Se para cada U € U,
escolhermos xy € U, entdo (wy )y, € uma rede em X que converge para o ponto x € X.
De fato, seja V' uma vizinhanca de x. Assim, para todo U = V', temos que U C V e,
portanto, xy € V, isto é, vy — x. Analogamente, se considerarmos B, a cole¢do de

bases contendo o ponto x € X, (xU)Uegx é uma rede em X que converge para x.

Exemplo 1.6 Sejam X um conjunto e F wma base de filtro. Se para cada F' € F

tomarmos xp € F', entdo, (xp)per € uma rede em X.

Temos a seguir, algumas proposigoes similares aos resultados de sequéncia.

Proposicao 1.7 Sejam X um espaco topolégico, A um subconjunto de X e x € A.

Entao, © € A se, e somente se, existe uma rede (:EA))\GA em A tal que x\ — x.

Demonstracao: Seja x € A. Entdo, dado U C X vizinhanca de 2, U N A # (). Logo,

para cada U € U,, podemos tomar zyy € UNA. Assim, a rede (v¢), C Aery — .

Por outro lado, suponha que existe uma rede (7,),., em A tal que z, converge para
x. Entao, por definicao de convergéncia de rede, dado U € U,, existe \g € A tal que

z) € U, para todo A\ = ). Em particular, =, € U N A. Portanto, = € A. O

Proposicao 1.8 Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma aplicacdo. Entao,
f € continua em x € X se, e somente se, para cada rede (x)) C X com x\ — x, tem-se

que a rede (f (x))) CY converge pare f (z) € Y.

Demonstragao: Iremos usar o seguinte resultado: uma aplicacao f é continua em
x € X se, e somente se, dado V' uma vizinhanca de f (z), existe U uma vizinhanga de x

tal que f(U) C V.
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Suponha que f é continua em x € X. Entao, dada V' uma vizinhanca de f (x), existe
U uma vizinhanca de z tal que f (U) C V. Seja (x)) C X uma rede que converge para
x. Assim, para esta vizinhanca U, existe \g tal que z, € U, para todo \ = \g. Logo,

f(zy) CV, para todo A = Ag. Portanto, a rede (f (z,)) C Y converge para f ().

Agora, suponha por contradicao que f seja descontinua em x € X. Entao, existe V
vizinhanga de f (x) tal que f (U) ¢ V, para todo U vizinhanga de x. Assim, para cada
U € U, podemos tomar vy € U tal que f(zy) ¢ V. Logo, a rede (2y)q, converge

para x, mas a rede (f (zy)) ndo converge para f (z). O

Proposicao 1.9 Seja {X;; i € I} uma familia de espagos topoldgicos nao vazios. Con-

sidere o espago produto X = [[X;. Entao, uma rede ()., em X converge para x € X
i€l
se, e somente se, para cada i € I, a rede (7; (x)))\cp converge para m; ().
Demonstragao: Suponha que z, — 2. Como 7; é continua, para todo ¢ € I, pela
Proposicao 1.8 segue que m; (x)) — m; (x), para cada i € I.
Reciprocamente, suponha que m; (xz,) — m; (x), para cada i € I. Seja a vizinhanga

U de x definida como
U= ﬂﬂ—j_l (U]) )
jeJ
onde J é um subconjunto finito de I, e para cada j € J, U; é um subconjunto aberto
de X;, com 7; (z) € U;. Como 7, (z\) — 7, (v), para cada j € J, entdo existe \; € A
tal que 7; (z)) € U;, YA = A;. Por A ser um conjunto dirigido, existe Ay € A, tal que
Ao = Aj, para todo j € J. Assim,
Ty € ﬂﬂ';l (Uj),
jeJ

donde, ), — x. O
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Teorema 1.10 Um espaco topoldgico X é espaco de Hausdorff se, e somente se, toda

rede em X converge para, no mdximo, um ponto.

Demonstragao: Suponha que X é Hausdorff. Entao, para x,y € X com x # y, existem
U e V vizinhangas disjuntas de x e y, respectivamente. Se (z)),., ¢ uma rede em X tal
que Ty — T e Ty — ¥, entao existem Ay, \g € A tais que x) € U, para todo A = |
e ry € V, para todo A = \j. Como A é um conjunto dirigido, existe Ay € A tal que
Ao = Ay e Ag = Ag- Assim, para todo A = Ao, zx € UNV, o que é um absurdo. Logo,
toda rede converge para, no maximo, um ponto.

Reciprocamente, suponha que X nao é espaco de Hausdorff. Entao, existem z,y € X
com x # y tais que U NV # (), para toda vizinhanca U e V de x e y, respectivamente.
Considere as colegoes U, e V, das vizinhangas de x e y, respectivamente. Seja U, x V,

com a seguinte relagao
U, V) (U, V) < U cUeV' CV.
Pela Proposicao 1.4, temos que U, x V, ¢ um conjunto dirigido. Definimos a rede
r: Uy xV, — X
U, V) T(U,v)
onde z@p,y) € UNV. Temos que a rede (I(U,V)) converge para x e y simultanea-
mente. De fato, sejam as vizinhancas Uy € U, e Vy € V, arbitrdrias. Entao, para

todo (U,V) = (Up, Vo), temos que z@wyy € UNV C Uy NV, ou seja, xpyy — T e

x(U,V) — y |:|

Uma consequéncia imediata do Teorema 1.10 é que em espaco de Hausdorff toda
sequéncia converge para, no maximo, um ponto. Porém, a reciproca dessa afirmagao nao
se verifica, isto é, se a sequéncia converge somente para um ponto, o espago ¢ Hausdorff.

Com efeito, considere o espago X = R com a topologia

7 ={U C X; X\U é enumerdvel ou X\U = X}.
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Temos que dados x,y € X com x # y, toda vizinhanga U de x e V de y nao sao
disjuntos, pois se U NV = (), temos que U C X\V que é enumerdvel e, portanto, X \U
nao ¢ enumerdavel, o que é um absurdo. Logo, o espaco X com a topologia 7 nao é
Hausdorff. Seja (z,) € X uma sequéncia que converge para z € X. Afirmamos que

existe ng € N tal que x,, = x, para todo n > ng. Caso contrério, existem indices
nl <.<nk<

tais que z,, # z, para todo k& € N. Considere U = X\ {z,, },.y. Temos que U ¢é
vizinhanca de x, mas nao existe no € N tal que z, € U, para todo n > ng, o que
contradiz o fato de x,, — x. Logo, a sequéncia (x,) converge apenas para um ponto z,

mas o espaco nao é Hausdorff.

Definigao 1.11 Sejam X um espago topoldgico e (), uma rede em X. Dizemos que
r € X é ponto de acumulagdo de (r)) se, dados U vizinhanga de x e \g € A, existe

AENAN N> )Xo tal que z) € U.

Temos imediatamente pela Definigao 1.11 que se a rede (x,) converge a z, entao
x é ponto de acumulagado de (z,). Observe também que a Defini¢ao 1.11 generaliza o

conceito de valor de aderéncia de uma sequéncia.

Definigao 1.12 Sejam X um espago topoldgico e x : A — X uma rede em X . Dizemos
quey : N — X ¢é subrede de x : A — X sey=x0¢ : N — X, onde N é um
conjunto dirigido e a aplicacao ¢ : N — A satisfaz:

i) Se iy = piy entiio 6 (1) < 6 (1) (6 ¢ crescente)

it) Dado \ € A, existe p € N’ tal que ¢ (u) = X. (¢ é cofinal)

Denotemos a subrede de (x)),., pOT (x¢(u))M€A, :
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Seja (z,,) uma sequéncia em X. Note que toda subsequéncia de (z,) ¢ uma subrede,
mas note que nem toda subrede de (z,) é uma subsequéncia de (z,,), pois a subrede pode

possui mais fndices que a prépria sequéncia.

Proposigao 1.13 Se uma rede (x),., converge para um ponto v € X, entdo cada

subrede também converge para x.

Demonstragao: Suponha que (z,) é uma rede que converge para r € X. Sejam
(%(ﬂ))ue n uma subrede e U uma vizinhanga do ponto z. Como z, — z, existe
Ao € A tal que z), € U, para todo A\ = \g. Agora, pelo fato de ¢ ser cofinal, para
este \g € A, existe puy € A’ tal que ¢ (y) = Mg Assim, para todo u > p,, temos que

¢ (1) = ¢ (1g) = Ao e, portanto, x4,y € U, para todo p = fig, isto &, x4y — . O

Proposigao 1.14 Sejam X um espago topoldgico e (v))\cp uma rede em X. Entdo, X
¢ um ponto de acumulacao de (z)) se, e somente se, a rede () possui uma subrede que

converge a x.

Demonstracao: Seja z um ponto de acumulacdo de (z,). Considere o conjunto de

indices I = {(\,U) € A xU,; x) € U}, com a relagao
(A, U1) 2 (A, Us) <= A X Ay elU; 2 Us.
Assim, I é um conjunto dirigido, pela Proposi¢ao 1.4. Agora, definimos a funcao
¢o: 1 — A

dada por ¢ (A, U) = A. Como a aplicagao ¢ satisfaz os itens (i) e (i) da Definigao 1.12,
segue que (Iﬁb(ﬂ))#el = ($¢(A,U))()\ Vel ¢ uma subrede de (x)),., - Seja Uy € U,. Como
x é ponto de acumulagao de (z,), existe \g € A tal que z), € Up. Assim, para todo

(A, U) = (Ao, Up) temos que xy € U C Uy. Portanto, x4(,) — .
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Reciprocamente, suponha que a rede ()),., possui uma subrede (xqb(u))ye A due
converge para x. Sejam U uma vizinhanga de z e \g € A. Como ¢ é cofinal, existe
py € A tal que ¢ (pq) = Ao. Agora, pela convergéncia de (37¢(u))7 existe p, € A’ tal que
Ty € U, para todo p = p,. Como A’ é um conjunto dirigido, tome 1 € A’ tal que
[z iy € = fio. Assim, ¢ (1) = @ (1) = Ao € x4 € U. Portanto, x é um ponto de

acumulacao da rede (). O



CAPITULO 2

Atratores Globais para Sistemas

Semidindmicos

Neste capitulo estudamos a teoria de atrator global para sistemas semidinamicos em es-
pagos métricos. O trabalho foi baseada no trabalho de Aragao-Costa ([1]), Aragao-Costa,
Carvalho, Caraballo, Langa ([2]) e Hale J. K. ([16]). Primeiramente definimos a nogao
de sistemas semidindmicos e conjuntos invariantes, apresentando alguns exemplos. Em
seguida, apresentamos o conceito de atracao, atrator global e suas propriedades como,
unicidade e caracterizacao pelos conjuntos limitados invariantes. Definimos também a
semidrbita positiva e, juntamente com esse conceito definimos os sistemas semidinami-
cos limitados, eventualmente limitados e limitados dissipativos. Apds esses conceitos
desenvolvidos, trabalhamos com os conjuntos w-limite, que descrevem o comportamento
assintético do sistema. Apresentamos uma caracterizacao dos conjuntos w-limite via
sequéncias. Um dos conceitos importantes nesse trabalho ¢ o de sistema assintotica-
mente compacto, pois nesse sistema os conjuntos w-limite adquirem propriedades como
compacidade, invaridncia e atracao. No final do capitulo, apresentamos o teorema que

garante a existéncia de atrator global.

2.1 Sistemas Semidinamicos

Assumimos neste capitulo que X é um espaco métrico com a métrica d : X x X — R.

15
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Definigao 2.1 Uma familia de aplicag¢oes continuas
T()=A{T(t): X - X ;t>0}

chama-se sistema semidindmico ou semifluxo em X se satisfaz as sequintes pro-

priedades:
i) T(0) =1, onde I é aplicagio identidade em X .
it) T(t+s)=T(t)oT(s), Vt,s > 0 (Propriedade do semigrupo)
i11) A aplicagao

0,400) x X — X

(t,z) — T(t)()

¢ uma aplicag¢io continua, onde [0,4+00) X X é dotado da topologia produto.

Pela Propriedade (i7) da Definigdo 2.1, temos que a familia das aplica¢oes continuas
{T(t): X — X ;t>0}
é comutativa com respeito a composigao, pois

Tt)oT(s)=T(t+s)=T(s+1t)=T(s)oT(t), Vt,s > 0.

Se adicionarmos na Definigdo 2.1 a condigao que T'(t) : X — X é um homeomorfismo

definimos, para cada t > 0,
T(t)=T(—t)"", set <0.

Assim, a familia das aplicagoes continuas {T'(t) : X — X ; t € R} é denominada sistema

dinadmico em X.

Vejamos alguns exemplos de sistema semidinamico.
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Exemplo 2.1 Seja X = R" espaco euclidiano com a métrica usual. Definimos a apli-

cacao

T: R, xR*" — R™
(t,z) +— (t4+zq,...,t+x,)
onde v = (x1,...,x,) € dada em coordenadas da base canonica de R". Vemos facilmente
que T ¢é continua e T (0)x = (0 + x1,...,0 + z,) = z. Logo, T (0) = 1. Além disso, para

todot,s >0 ex e R",

Tt+s)(x) = (t+s)+x,..,(t+8)+z,)
= (t+(s+z1),.ryt+(s+ )
= T({t)(s+x1,.... s+ x)

= T[T (s) ()]

Logo, T (t + s) =T (t)oT (s) . Portanto, a aplica¢io T' define um sistema semidindmico
em R™. Note que se considerarmos R ao invés de R, , temos que a aplicagao T define

um sistema dindmico em R™.

Exemplo 2.2 Seja GL (n,R) o conjunto das matrizes reais invertiveis de ordem n.
Definimos a aplicagao
T: Ry xGL(n,R) — GL(n,R)
(t,x) — elx

Temos que T ¢ continua e T (0) (x) =’z =z e

T(t+s)(z) = Tx=cex
= T (t)(e’x)

= T@)[T(s) ()],

para todo t,s > 0 e x € GL(n,R). Portanto, a aplicacio T define um sistema semi-

dindmico em GL (n,R).
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Exemplo 2.3 A solugio ¢, : R — R" da equacao diferencial ' = X (x), onde X é
um campo de vetores completo definido no aberto E C R", determina o fluxo (ou sistema
dindmico) ¢ : Rx E — E definido por ¢ (t,x) = ¢, (t). Se tomarmos apenas R, temos

que a solugao p, define um sistema semidindmico.

Definimos agora o conceito de conjuntos invariantes pelo sistema semidindmico, que

é um dos requisitos para definir o atrator global.

Definicao 2.2 Um subconjunto A de X ¢é chamado tnvariante pelo sistema semi-

dindmico T (-) quando T(t)A = A, para todo t > 0, onde T'(t)A = {T'(t)(z); =z € A}.

Para simplificacao da escrita, denotemos T (¢) z ao invés de T' (t) (z) .

Proposicao 2.3 Seja {A\},c, wma familia de subconjuntos invariantes pelo sistema

semidinamico T (-) . Entdo, A = UA)\ ¢ invariante.
AEA

Demonstragao: Temos que para cada t > 0,

T(t)A = T(t) (UAA) =J TmAy).

AEA AEA

Como A, é invariante, VA € A, temos T'(t) Ay = A,. Assim, para cada t > 0,

T(HA = (T1A) = JAr = A.

AEA AeA

Portanto, A é invariante. O

2.2 Atratores Globais para Sistemas Semidindmicos

Para estudar o comportamento assintético de um sistema semidindmico, precisamos

de uma ferramenta para medirmos a distdncia entre os conjuntos relacionados com a
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dinamica do sistema. Assim, definimos a noc¢ao de semidistancia de Hausdorff, como

segue:

Definicao 2.4 Dados A e B subconjuntos nao vazios de X, definimos a semidistdncia

de Hausdorff de A até B como

dist (A, B) = sup (d (a, B)) = sup (infd (a, b)) :

acA acA \beB

A semidistancia de Hausdorff satisfaz a desigualdade triangular, ou seja,

Lema 2.5 Para todos os subconjuntos nao vazios A, B,C' C X, vale a desigualdade

dist (A, C) < dist (A4, B) +dist (B, ().

Demonstragao: Sejam a € A, b € B, ¢ € C, temos
d(a,c) <d(a,b)+d(b,c).
Aplicando o infimo em C, temos
d(a,C) <d(a,b)+d(b,C).
Agora, aplicando o infimo em B, temos

d(a,C) < d{a,B)+ jnf (d(b,C))
< d(a,B)+sup(d(b,C))

- beB

= d(a,B)+dist(B,C).
Finalmente, aplicando o supremo em A, temos

dist (A, C) < dist (A, B) + dist (B, C).
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Proposigao 2.6 Sejam os subconjuntos A e B de X nao vazios. Entdo, dist (A, B) =0

se, e somente se, A C B.

Demonstragao: Suponha que dist (A, B) = 0. Fixando a € A, temos
0<d(a,B) <sup(d(a,B))=dist (A, B) =0,
acA

donde d (a, B) = 0. Como d (a, B) = gnlgd (a,b), para cada n € N, existe b, € B tal que
S

1
0=d(a,B) <d(a,b,) < -

ou seja, existe uma sequéncia (b,), .y C B tal que b, — a, se n — +00. Logo, a € B.
Reciprocamente, suponha que A C B. Logo, dado a € A, existe uma sequéncia
(bn),en C B tal que b, — a, se n — +00. Como a distancia usual d é continua, temos

para todo b € B,
0= lim d(b,,b) =d(a,b),

n—-+o0o

donde d (a, B) = 0, e portanto, dist(A, B) = 0. O

Antes de definir o conceito de atratores globais, apresentamos a nocao de atracao.

Definicao 2.7 Dizemos que um subconjunto A de X atrai um subconjunto B de X, ou

que o subconjunto B C X é atraido por A C X, pelo sistema semidindmico T (-) se

lim dist (7' (t) B, A) = 0.

t——+00

Dados A C X e € > 0, definimos a e-vizinhanga de A como
B(Ae) ={xeX;d(x,A) <et = B(ae).
acA

Temos uma forma equivalente de definir o conceito de atragao, onde apresentamos o

seguinte resultado:
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Proposigao 2.8 Sejam os subconjuntos A e B de X. FEntao, A atrai B pelo sistema

semidindamico T (-) se, e somente se, dado € > 0 existe T = 7 (¢, B) > 0 tal que

T(t)B CB(A,¢€), para todot > 7.

Demonstragao: Com efeito, suponha que A atrai B, como foi definida na Definicao 2.7

e tomemos z € T'(t) B. Entao,

lim dist (T () B, A) = 0.

t—+o00
Logo, dado € > 0, existe 7 € N tal que para todo t > 7, tem-se |dist (T (t) B, A)| < e.
Assim,

sup (infd(:n,a,)) <e Vt>T.
2€T(t)B \9€A

Implicando que

infd(z,a) =d(z,A) <e, Vt >,

acA

onde concluimos que = € B (A4,¢) .

Reciprocamente, suponha que dado ¢ > 0, existe um nimero real 7 = 7 (¢, B) > 0
tal que T'(t) B C B(A,¢), paratodot > 7. Sejax € T (t) B,t > 7. Entao, z € B(A4,¢),
isto é, d (z, A) < e. Como = € T (t) B ¢é arbitrario, temos que

sup d(z, A)

z€T(t)B

<e Vt>T.

Logo, pela arbitrariedade de € > 0, segue que
lim dist (7'(t)B, A) = 0.

t—4o00

Portanto, A atrai B. |

Agora, dado € > 0, se um subconjunto A de X é limitado, entdao B (A, €) é limitado.
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De fato, seja z € A. Como A é limitado, existe ¢y > 0 tal que A C B (z,¢). Agora
seja y € B(A,¢). Entao, d(y, A) < e. Assim, d(y,a,) = 0 < ¢, para algum a, € A e
0 > 0. Logo,

d(y,z) <d(y,a,) +d(ay,z) < e+ €.

Portanto, B (A,¢) C B(z, e+ €), isto é, B (A4, €) é limitado.

Vamos definir agora a nocao de atratores globais.

Definigao 2.9 Um subconjunto A de X é um atrator global para o sistema semi-

dindmico T (+) se A é ndo vazio, compacto, invariante e atrai todo subconjunto limitado

de X.

O primeiro resultado sobre atratores globais € a sua unicidade. Apenas pela Defini¢ao
2.9, nao temos a clareza se um sistema semidindmico pode possuir mais de um atrator
global. Porém, a proposi¢ao a seguir nos mostra que cada sistema semidinamico pode

possuir, no maximo, um atrator global no sentido da Definicao 2.9.

Proposicao 2.10 Se eziste um atrator global para um sistema semidindmico T (-), entao

ele € inico.

Demonstragao: Sejam A; e A atratores globais para o sistema semidamico T (-).

Como A, é compacto e como A; é atrator global, temos que A; atrai A,. Assim,

lim dist (T (£) A, A;) = 0.

t——+o00

Agora, por A, ser invariante, temos que

0 = lim dist (T (t) AQ, .Al) lim dist (.Ag, .Al) = dist (AQ, Al) .

t—+o00 - t——+o0
Pela Proposicao 2.6, segue que A, C A; = A;. A outra inclusdo é obtida de forma

andloga, invertendo 4; e Ay, obtendo o resultado desejado. O
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Vamos dar a primeira caracterizacao do atrator global em termos de conjuntos limi-

tados invariantes pelo sistema semidindmico.

Teorema 2.11 Se um sistema semidindmico T () possui atrator global A, entdo A é

dada pela uniao de todos os subconjuntos invariantes limitados de X .

Demonstragao: Sejam A um atrator global para o sistema semidinamico 7' (-) e { Ax},c,
conjunto de todos os subconjuntos invariantes limitados de X. Por definicao de atrator

global, A é invariante e limitado, logo A C UA -
AEA
Por outro lado, como A, é limitado, VA € A, temos que A atrai cada A, isto é, para

cada \ € A,
lim dist(7'(t)Ax,.A) = 0.

t——+o0

Pelo fato de Ay ser invariante, VA € A, temos que

lim dist(Ay,.A) =0.

t—+o0

Logo, pela Proposicao 2.6, segue que Ay C A= A, VA € A. Portanto, A :UA,\. O
AEA

Vamos definir as semiérbitas positivas e a partir daf, podemos introduzir o conceito

de sistemas limitados e eventualmente limitados.

Definicao 2.12 Dado um subconjunto B de X, sua semiorbita positiva relativa ao

sistema semidindmico T (-) é o conjunto

7+(B):{T(t)37§ tzo,:l?GB}Z U7+($)'

z€B

Agora, dado 7 > 0, a semidrbita positiva de B a direita de 7 é o conjunto

2 (B)={T ()3 t > 7,0 € B} =7* (T(r) B).
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Defini¢ao 2.13 Dizemos que um sistema semidindmico T () é limitado, se a semior-
bita positiva de qualquer subconjunto limitado de X é limitada em X. Um sistema semi-
dindmico T (-) é chamado eventualmente limitado, se para cada subconjunto limitado,

existe T > 0 tal que sua semidrbita positiva a direita de T é limitada em X.

Os sistemas semidinamicos que possuem atratores globais sao eventualmente limita-

dos, ou seja,

Proposicao 2.14 Se o sistema semidindmico T (-) possui um atrator global A, entdo

ele é eventualmente limitado.

Demonstragao: Seja B um subconjunto limitado de X. Entao, A atrai B, ou seja,

dado € > 0, existe 7 > 0 tal que
T(t)BCB(Aye), Vt>r.

Logo,
7 (B) CB(Ae).

Como A ¢é limitado segue que B (A, €) é limitado e, portanto, v (B) é limitado em X,

isto é, o sistema semidindmico é eventualmente limitado. O

A seguir, definimos a no¢ao de absorcao de um conjunto pela agao do sistema. Com

esta defini¢ao, podemos introduzir o conceito de dissipatividade do sistema semidindmico.

Definicao 2.15 Dados B e D subconjuntos de X, dizemos que D absorve B pela a¢do
do sistema semidindmico T (-), se existe T > 0 tal que T (t) B C D, para todo t > T.
Um sistema semidinamico T (-) é dito limitado dissipativo, se existe um subconjunto
limitado D de X tal que D absorve todo subconjunto limitado de X pela a¢io de T (-) .
Dizemos que um sistema semidindmico T (-) é ponto dissipativo, se existe um subcon-
jgunto limitado D de X tal que absorve cada ponto x € X, isto é, para cada ponto x € X,

existe T, > 0 tal que T (t)x € D, Vt > 7.
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Os conceitos de atragao e absorcao sao equivalentes no seguinte sentido:

Proposicao 2.16 Um sistema semidindmico T (-) é limitado dissipativo se, e somente

se, existe um subconjunto limitado D de X que atrai todo subconjunto limitado de X.

Demonstragao: Suponha que o sistema semidindmico 7' (-) é limitado dissipativo. En-
tao, existe um subconjunto limitado D de X que absorve cada subconjunto limitado B)

de X, A € A. Assim, para cada A € A, existe 7, > 0 tal que
T(t)By C D, Vt>T,.
Mas, dado € > 0, temos que D C B(D;¢), logo,
T (t) By C B(D,e), Vt > T,.

Portanto, D atrai B), para todo A € A.

Reciprocamente, suponha que existe um subconjunto limitado B de X que atrai todo
subconjunto limitado By de X, A € A. Entao, dado ¢ > 0, para cada A € A, existe 7, > 0

tal que
T(t)B/\ C B(B,G), Yt > T).

Como B é limitado em X, temos que B (B,¢€) é limitado em X. Tome o subconjunto

limitado D = B (B, ¢) de X. Logo, para cada A € A, existe 7, > 0 tal que
T(t)B)\ C D, Yt > T,.

Portanto, o sistema semidinamico 7' () ¢ limitado dissipativo. 0J

Em particular, a Proposicao 2.16 diz que, se o sistema semidindmico possui um

atrator global, entao ele é limitado dissipativo.
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Exemplo 2.4 Seja o sistema semidindmico sobre R? dado por

T: R, xR? — R2
(t (z,y) — (e7'w,e7'y)
Temos que A = {(0,0)} é atrator global para este sistema. Com efeito, claramente A é
nao vazio, compacto e invariante. Basta mostrar que A atrai todo subconjunto limitado

de R2. Seja B C R? limitado. Entdo, existe M > 0 tal que |(z,y)|| < M, para todo

x,y) € B. Dado € >0, tome 7 > 0 tal que e < =, logo para todo t > T,
M
1T (t) (z,p)ll = [[(e Tz, e y)|| < e Hz,y)]| <eT™M <e.

Portanto, dado € > 0, existe T > 0 tal que T (t) B C B (A, €), para todo t > T, isto é,
A atrai B. E pela Proposicao 2.16, o sistema é limitado dissiapativo. Observe abaizo a

trajetoria do sitema.

Figura 2.1: Exemplos de trajetérias do sistema

2.3 Conjuntos w-limite
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Nesta se¢ao vamos introduzir o conceito de conjuntos w-limite, fundamental para desen-
volver os resultados da teoria dos atratores globais. Apresentamos os principais resulta-
dos envolvendo conjuntos w-limite e mais adiante, definimos os sistemas assintoticamente

compactos. Esses sistemas sao interessantes quando queremos estudar o atrator global.

Definicao 2.17 Dado um subconjunto B de X, seu conjunto w-limite em relacao a
sistema semidindmico T (+) é o conjunto
oo =) (Uros) - (e
>0 \s>t £>0

Note que, por definicao o conjunto w-limite é fechado, pois é interse¢ao de conjuntos

fechados.

A Proposigao a seguir é muito ttil ao trabalharmos com os conjuntos w-limite, pois

caracteriza-os em forma de sequéncias, ja que o espago X é um espaco métrico.

Proposigao 2.18 O conjunto w-limite de um subconjunto B de X é caracterizado por

x € X; existem sequéncias (t,) C Ry e (z,) C B,
w(B) =
com t, — +o00, tais que T (t,) r, — x

Demonstragao: Seja o conjunto

/(B) x € X; existem sequéncias (t,) C Ry e (z,) C B,
w ey
com t, — —+o00, tais que T (t,) z, — x

Mostremos que w’ (B) = w(B). Seja z € w(B) = ﬂfy;“ (B). Para cada n € N, existe
>0
zn € v, (B) tal que

1
d n —.
(5,20) < -

Como v}t (B) = {T (t)z; t > n,z € B}, podemos escrever z, = T (t,) x,, onde t, > n
e x, € B. Assim, existem sequéncias (t,) C R, e (z,) C B, com t, — 400, tais que

T (tn) x, = 2z, — x. Portanto, z € W' (B).
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Por outro lado, seja € W' (B). Entao existem sequéncias (¢,) C Ry e (z,) C B,
com t, — 400, tais que T (t,) z, — z. Agora, para um t > 0 fixado, seja ng € N tal

que t, > t, para todo n > ng. Assim, T (t,) z, € v; (B). Como T (t,) z,, — x, segue

que z € v; (B). Pela arbitrariedade de ¢ > 0, segue que z € ﬂfyj (B) =w(B). O
0

Usando a Proposicao 2.18, podemos mostrar os resultados que segue:

Sejam B,C C X, entdo w(BNC) C w(B)Nw(C). Ese B C C, entdao w(B) C
w (C). De fato, seja z € w (B N C). Entao, pela Prposigao 2.18, existem sequéncias (t,,)
em R, com t, — 400 e (z,) em BN C tais que T (t,)x, — x. Mas, (z,) C B e
(z,) C C. Logo, novamente pela Proposicao 2.18, segue que = € w (B) Nw (C'). Agora,
seja € w (B). Pela Proposicao 2.18, existem sequéncias (t,,) em R, com t,, — +00 e
(x,) em B tais que T (t,) z, — x. Por hipétese, B C C, entao, (z,) C C. Logo, pela
Proposicao 2.18, z € w (C).

Exemplo 2.5 Seja o sistema semidindmico ¢ : R, x R? — R? dado por

At

o (t,x) = (xle ,xge’\2t) ,

com A < 0 < Xy constantes reais. Temos que ¢ é solucao da equacgio diferencial
¥ = Az,

onde
A O

0 Ao

A:

¢ uma matriz em relagao a uma base {v1, v} de autovetores associados a autovalores A\
e Ao Seja x = (w1,12) € R? fizo. Se 3 # 0, a trajetoria p, (t) = ¢ (t,7) tende a o<
se aproximando da reta Ey gerada pelo vetor v, quando t — +o00. Agora, se x9 = 0,

temos que @, (t) tende a origem (0,0). Assim, temos os respectivos conjuntos w-limite

w(z) =10, sexs #0
w(x) =4(0,0)}, sexs =0
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Além disso, esse sistema nao possui atrator global. De fato, seja x = (11,15) € R?
T1,m3 > 0. Se existe A C R? atrator global, dado € > 0, existe T > 0 tal que o (t,x) €

B (A, ¢), para todo t > 7. Mas, set — +00, temos que roe?t

— 400, onde nao existe
7> 0 tal que ¢ (t,x) € B(A,€), jd que B (A, €) é limitado. Logo, esse sistema nao possui

atrator global. Veja abaizo um exemplo da trajetoria do sistema.

N

Figura 2.2: Exemplo de sistema que nao possui atrator global

Exemplo 2.6 Seja o campo de vetores sobre R? dado por

A trajetoria desse campo pode ser escrita como

cost sint T
o (t (z,y)) = , :
—sint cost Y

que s@o circunferéncias centradas em (0,0). Assim, o conjunto w-limite do ponto (z,vy)
coincide com a orbita desse ponto. Note que esse sistema nao possui atrator global, caso

contrdrio, se A C R? é atrator global, entdo A atrai todo ponto (x,y) € R%. Assim, dados
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(o,y0) € R? e e > 0, emiste T > 0 tal que ¢ (,(z0,%0)) C B(A,€), para todo t > .
Como B (A, €) é limitado, existe M > 0 tal que ||(x,y)|| < M, para todo (x,y) € B (A,¢).
Logo, se tomarmos (xg,y0) € R? com xy > M, temos que || (, (o, v0))| > M, para
todo t > 0. Portanto, ¢ (t,(xo,y0)) € B (A, €), para todo t > 0, o que contradiz o fato de

A ser atrator global

)

A orbita e o conjunto w-limite coincidem

Em seguida, definimos o chamado sistema semidindmico assintoticamente compacto,
que é uma propriedade fundamental para estudarmos os principais resultados referentes

aos conjuntos w-limite e atratores globais.

Defini¢ao 2.19 Um sistema semidindmico T (-) é chamado assintoticamente com-
pacto, se para toda sequéncia limitada (x,) em X e toda sequéncia (t,) em R, com

tn, — 400, a sequéncia (T (t,) x,) em X possui subsequéncia convergente.

Como o espago X é métrico, temos imediatamente que se X é compacto entao o
sistema 7" (-) é assintoticamente compacto. Porém, a reciproca nem sempre é verdadeira.
Sejam X =R e 0 < a < 1. Considere o sistema

T: Ry, xR — R

(t,x) +— dx
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Sejam (t,) C Ry com t, — 400 e (z,) C R limitada. Entao, temos que existe uma
subsequéncia (z,, ) que converge para um certo ponto = € R. Como a'*+ — 0 segue que
a'™vx,, — 0. Logo, o sistema T (-) é assintoticamente compacto mas o espago X = R

nao é compacto.

Definigao 2.20 Dizemos que um sistema semidindmico T (-) em X é eventualmente
compacto, se existe tg > 0 tal que a aplicagio T (tg) : X — X é uma aplicagdo com-
pacta, isto é, para todo subconjunto limitado B de X, o conjunto T (to) B é relativamente

compacto.

Se o sistema semidinamico 7' (-) é eventualmente compacto, entao existe ¢y > 0 tal
que T (tp) : X — X, é uma aplicagdo compacta. Assim, fixando ¢ty > 0, temos que para
todo t > tg, a aplicacdo T (t) : X — X, é compacta. Com efeito, para ¢t > t,, temos a
seguinte igualdade, T'(t) = T (t — tg) o T (tp) . Como T (t — ty) é continua, para B C X
limitado,

T(t)B =[T(t —ty) o T (to)] (B) C T (t — to) [T(tO)B] .

Por T (to) ser aplicagao compacta e T' (t — tg) ser continua, temos que T' (t — to) [T (to) B}
é compacto. Portanto, T'(t) B é compacto.

A seguir temos uma relagao entre os sistemas eventualmente limitados, eventualmente

compactos e assintoticamente compactos.

Proposigao 2.21 Se um sistema semidindmico T (-) é eventualmente limitado e even-

tualmente compacto, entio T (-) é assintoticamente compacto.

Demonstragao: Sejam as sequéncias (z,,) C X limitada e (¢,) C R, com ¢, — +o0.
Pelo fato de T (-) ser eventualmente limitado, dado By = {z,; n € N} um subconjunto
limitado de X, existe uma constante real 7 > 0 tal que v (By) = {T (t) zp; t > 7,2, € By}

¢ limitado. Como 7' (+) é eventualmente compacto, existe t, > 0 tal que a aplicagao T (o)
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é compacta. Seja ng € N tal que t,, > tg+ 7, para todo n > ng. Assim, t,, —tqg > 7, para

todo n > ng e podemos definir o conjunto
B ={T (t, —to) Tpn; T € By,n > ngp}.
Temos que B C 7 (By), donde B é um subconjunto limitado de X. Logo,

T(to)) B = {T (to)x; = € B}
= {T (o) [T'(tn — to) xn]; n > mno}

= {T (tn) vn; n > no}

é relativamente compacto. Portanto, a sequéncia (T (t,) x,) possui subsequéncia conver-

gente, mostrando que o sistema semidindmico 7 () é assintoticamente compacto. ]

Apresentamos agora as propriedades envolvendo os conjuntos w-limite, quando o sis-
tema semidindmico ¢é assintoticamente compacto. Esses resultados serao utilizados mais

adiante e assim mostremos como é interessante a compacidade assintética do sistema.

Proposigao 2.22 Seja T (-) um sistema semidindmico assintoticamente compacto em
X. Para todo subconjunto limitado B de X, seu conjunto w-limite é nao vazio, compacto,

invariante e atrai o subconjunto B pela a¢ao de T (-).

Demonstragao: Mostremos que

e w(B) #

Sejam as sequéncias (x,) C B limitada e (¢,) C R, com ¢, — +00. Pela com-
pacidade assintética de T'(-), a sequéncia (1 (t,)x,) em X possui subsequéncia
(T (tn,) ©n,) que converge para um ponto z € X. Como (z,,) C B, (t,,) C Ry

com t,,, — +0oo e (T (t,,) xn,) — z, pela Proposicao 2.18, segue que x € w (B) .
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e w(DB) é compacto;
Seja (x,) uma sequéncia em w (B) = ﬂyj (B). Para cadan € N e para cada t > 0,

>0

tome y,¢ € v (B) N B (x,,, ) . Como
v (B) ={T(s)b; s > t,b € B},

podemos escrever y,; = 1 (S,¢) by, onde s, > t e b,; € B. Definimos um

conjunto de fdices N x RY com a relacao
(n, f) = (m,g9) <= n>me f(k)>g(k),Vk eN.

Pela Proposicao 1.4, temos que o conjunto N x RN é um conjunto dirigido. Para

(n, f) € N x RY, demotemos y(n, ) = T (5(n,5)) bin,y), onde
Sn.f) = Sn.fm) = () € D) = bn ) € B.
Dado t > 0, seja f; € RY definida por f; (n) = t + n, ¥n € N. Assim, para todo
(n, f) = (1, f), temos que
S(n.f) = Sn,fn) = f(n) > fi(n) =t+n.

Logo, s(n,fy — +00. Temos que podemos considerar a rede (s(m f)) como sequén-

cia, pois dado M > 0, existe ng € N, onde t 4+ ng > M, assim,
Sty =t+n=>t+mng=> M,

para todo n > ng. Logo, considere as sequéncias (s(n,f)) C R, e (b(n,f)) C B.
Como T (-) é assintoticamente compacto, a sequéncia (T (s(m f)) ben, f)) possui uma

subsequéncia
(T (strii)) Vi) = (Yenes)

que converge para z € X. Como S(n, z) — +00 € (b)) C B, temos que

x € w(B). Agora, para cada n; € N, como yg, 5 € 7}1(%) (BN B (ﬁnw %) ’
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temos

1
d (mnkvx) <d ($nk’y(nk7fk)) +d (y(”k:fk)’ :U) < n_k +d (y(nkvfk)’ l‘) .

Assim, temos que z,, — . Logo, (z,) C w(B) possui subsequéncia (z,,) que

converge para x € w (B). Portanto, w (B) é compacto.

e w(DB) é invariante;
Seja x € w (B) . Entao, existem sequéncias (t,) C Ry, com t,, — +oc e (x,) C B
tais que 7T (t,) ©, — x. Dado t > 0 fixado, como a aplicacao T (t) : X — X &

continua, temos que

T(t)x="1T(t) [ lir}rl T(tn)xn] = lir}rl T (t+t,) Tn,
onde t +t, — +o0 e (z,) C B. Logo, T (t)z € w(B). Portanto, T'(t)w (B) C
w(B).
Reciprocamente, seja © € w (B) . Assim, existem sequéncias (t,) C Ry e (x,) C B,

com t, — +00, tais que T (t,) x,, — z. Fixando t > 0, temos

r= lim T (t,)x, = lim T (t+t,—t)x, = lim [T (t)oT (t, —1)](z,).

n—-+o0o n—-+o00 n—-+oo

Por outro lado, pelo fato de T' (-) ser assintoticamente compacto e satisfazendo as
condigoes t,, —t — 400 e (x,) C B limitada, a sequéncia (7' (¢, —t)x,) em X
possui subsequéncia (7' (t,, — t) x,,) que converge para z € X. Entdo, z € w(B).

Como T (t) ¢ continua, temos que
T = lirjra T () [T (t, —t) (z,)] =T (t) lir+n T (t, —t)x, =T(t)z.
Pela unicidade do limite, temos que x =T (t) z € T (t) w (B) . Logo,

w(B)CT(t)w(B),

donde segue que w (B) é invariante.
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e w(DB) atrai B;

Queremos mostrar que dado € > 0, existe 7 > 0 tal que
T(t)BCB(w(B),e),

para todo ¢ > 7. Suponha por contradicao que existe ¢ > 0 tal que para todo
t >0,
T(t)B ¢ B(w(B),e). (2.1)

Assim, podemos obter (t,) C R,, com t, — 400, satisfazendo a condigao 2.1,

para todo n € N. Por outro lado, para cada n € N, podemos tomar z, € B tal que
T (t,)xn & B(w(B),e€),

ou seja, para cada n € N, d (T (t,) z,,w (B)) > €. Como T (-) é assintoticamente
compacto, (x,) em B é limitada e (¢,) em R, com t, — 00, a sequéncia
(T (t,,) x,,) possui uma subsequéncia (1" (t,,) *,,) que converge para um ponto x €
X. Entdo, © € w(B) e pela continuidade de d, temos d (z,w (B)) > €. Logo,

r ¢ w(B), oque éuma contradi¢ao. Portanto, w (B) atrai B.

Proposicao 2.23 Seja T () um sistema semidindmico assintoticamente compacto. Se
B é um subconjunto limitado de X, entdao w (B) é menor subconjunto fechado de X que

atrai B.

Demonstragao: Pela Proposigao 2.22, sabemos que w (B) é um subconjunto fechado
que atrai B. Basta mostrar que é o menor subconjunto fechado com essa propriedade.
Seja F' um subconjunto fechado de X que atrai B. Suponha por contradi¢ao que w (B) ¢
F. Entao, existe © € w (B) tal que « ¢ F. Assim, seja § > 0 tal que d (z, F') = §. Como
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r € w(B), existem sequéncias (¢,) C Ry e (z,) C B, com t, — 400, tais que
T (t,) x, — x. Por outro lado, como F' atrai B, dado € = g > 0, existe to > 0 tal que
i )
dist (T'(t) B, F) < 2’ Vit > tp.

Como dist (7' (t) B, F') =sup (d (T (t) z, F')) , temos que

zeB
)
d(T(t)z, F) < 5,Vz€B,Vt2t0. (2.2)
Seja ng € N tal que t,, > to, para todo n > ng. Logo, pela desigualdade 2.2, temos

d(T (tp) xn, F) < =, ¥n > ny.

N S

Pela continuidade da distancia d, temos d (z, F') < g, contradizendo o fato de d (z, F') =

4. Portanto, w (B) C F. O

Proposicao 2.24 Seja T (-) um sistema semidindmico assintoticamente compacto. Seja
B um subconjunto limitado em X. Se existe um subconjunto conexo C' contendo B que

¢ atraido pelo conjunto w-limite w (B), entao w (B) é um subconjunto conexo em X.

Demonstragao: Suponha que existe um conjunto conexo C' O B que é atraido por
w (B), mas que w (B) seja desconexo. Entao, podemos escrever w (B) = F; U Fy, onde
F; e F» sao subconjuntos nao vazios, disjuntos e fechados em w (B). Pela Proposigao
2.22, temos que w (B) é compacto. Logo, temos que F} e F3 sdo compactos e assim existe
0 > 0 tal que

d(Fy, Fy) = inf {d (z1,22); x1 € Fi, 29 € Fo} = 6.

Como w (B) atrai C, dado € = g > 0, existe tg > 0 tal que

T(t)CCB(w(B),g), Vit > to.
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Logo,
. 5 5 5
’YtO(C)CB CL)(B),§ =B F1,§ UB F2,§ .

Considere a aplicagao continua

T: [to,+o0)xC — X
(t,x) — T (t)x
Entdo, a érbita positiva a direita de to, 74, (C) = {T (t) ; t > to,z € C}, é imagem da
aplicacao continua T" definida acima. Como [t, +00) x C ¢ conexo, segue que v (C) ¢
conexo, e como d (Fy, Fy) = 6, segue que B (Fl, g) eB (FQ, g) sao conjuntos abertos e
disjuntos. Logo, devemos ter v (C') C B (Fy,3) ou 75, (C) C B (F, %) . Sem perda de

generalidade, suponha que v/ (C) C B (F, %) . Entao,

Fy Cw(B) mwB)cv;(ch(Fl,é),

t>0 2

concluindo que d (Fy, Fy) < g, o que é um absurdo. Portanto, w (B) é um conjunto

conexo. ]

Proposicao 2.25 Seja T (-) um sistema semidindmico e A um subconjunto fechado e

invariante em X. Entao, w(A) = A.

Demonstragao: Como A é fechado e invariante, temos

w(A):ﬂ(W> ~N4=4

>0 \s>t >0

Note que na Proposicao 2.25, se retirarmos a hipétese de que A é fechado, temos

somente a inclusao

ACw(A).
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2.4 Existéncia do Atrator (Global para Sistemas Semi-
dinadmicos

O Teorema que apresentamos nesta secao, garante a existéncia de atrator global para
sistemas semidinamicos que sao assintoticamente compactos e limitados dissipativos.

Além disso, caracteriza o atrator global em termos de conjuntos w-limite.

Teorema 2.26 Seja T (-) um sistema semidindmico em um espago métrico X . Entao,
T () possui atrator global se, e somente se, T (-) é assintoticamente compacto e limitado
dissipativo. Em caso afirmativo, se B é uma colecao de todos os subconjuntos limitados,

nao vazios de X, entao
A= U w(B).
BeB
Demonstragao: Suponha que 7' () possui um atrator global A. Entao, pela Proposicao
2.16, temos que T () é limitado dissipativo. Agora, tomemos uma sequéncia limitada
(xn,) C X e (t,) C Ry com t, — +o00. Considere B = {x,, € X; n € N} um conjunto

limitado. Como A é atrator global, temos que A atrai B, ou seja, . liin dist (T'(t) B, A) =

0. Em particular, lir}rq sup (d (T (t,) b, A))| = 0. Assim, para cada j € N, existe z; € A
n—=To0 | beB

tal que

A(T (ta,) 20, 2)) < %

Pela compacidade de A, tomando uma subsequéncia da sequéncia (z;) C A, se necessdrio,

temos que z; — x € A. Assim,
1
A (T (tn,) Tp,, ) < A(T (tn,) 0, 2) +d(z5,2) < 7 +d(z,2).

Logo, T (tnj) r,; — x, provando que 7' (-) é assintoticamente compacto.

Reciprocamente, suponha que 7'(-) é um sistema semidindmico asssintoticamente

compacto e limitado dissipativo. Seja B a colegao de todos os subconjuntos limitados de
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X. Definimos
A= Jw(B).

BeB

Como T (-) € assintoticamente compacto, pela Proposicao 2.22, para cada B em B, w (B)
¢ nao vazio, compacto, invariante e atrai B, . Entao, A é nao vazio, é invariante pela
Proposicao 2.3 e atrai B para cada B € B, pois temos que B (w(B),¢) C B(A,¢), para
todo € > 0 dado. Basta provar que A é compacto. Com efeito, como T (-) é limitado
dissipativo, existe D’ C X limitado tal que D’ absorve cada B € B. Tome, se necessério,
D = D’ subconjunto fechado de X. Pela Proposicio 2.23, temos que w (B) é menor
subconjunto fechado de X que atrai B, para todo B em B, e como D absorve B, e
portanto atrai B, temos que w(B) C D, para todo B em B. Logo, A C D, donde
w(A) C w(D). Como A é invariante, pela Proposigao 2.25, temos que A C w(A),
donde temos as inclusoes

ACw(A) Cw(D).

Mas, D é um subconjunto limitado, entdo D € B e w(D) C A. Assim, 4 = w (D) e
pela Proposicao 2.22, w (D) é compacto, concluindo que A é compacto. Portanto, A é

um atrator global. [

Temos uma consequéncia do teorema anterior que garante a existéncia do atrator
global para semifluxos eventualmente compactos, eventualmente limitados e ponto dis-

sipativos.

Corolario 2.27 Se um sistema semidindmico T (-) é eventualmente compacto, eventual-

mente limitado e ponto dissipativo, entio T (-) possui um atrator global.

Demonstragao: Note que pela Proposicao 2.21, temos que o sistema semidinamico 7' (+)
é assintoticamente compacto. Mostremos que 7' (-) é limitado dissipativo. De fato, como

o sistema semidinamico 7" (-) é ponto dissipativo, existe um subconjunto limitado Dy de
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X que absorve cada ponto z € X. Dado ¢ > 0, considere o subconjunto limitado
D1 =B (D(), 6) .

Por T'(+) ser eventualmente limitado, para este subconjunto limitado D;, existe 7, > 0

tal que o subconjunto

D =~ (D)

é limitado. Afirmamos que o subconjunto D de X absorve todo subconjunto limitado
de X. Com efeito, primeiramente seja K um subconjunto compacto de X. Entao, para

cada z € K, existe um nimero real 7, > 0 tal que
T(t)l’ € Do C Dl, Vtsz
Como D; é um subconjunto aberto de X e T'(7,) é continua, existe d, > 0 tal que

T (r,)B(z,6,) C D.

+

T

Agora, pela defini¢ao de semidrbita positiva a direita de 7., D = v (D7), temos que

T(t=7o)[T () B(2,0:)] C D, Vi =75 = 7o,

ou seja,

T(t)B(x,0,) C D, YVt > 7T, + T (2.3)

Por outro lado, {B (z,0,)},., ¢ uma cobertura aberta para o subconjunto K. Como K
é compacto, existem x4, ..., x, € K tais que
n
K c B (z,d,,).
j=1

Tome 7x = max 7, . Entao, por 2.3, temos
i<j<n

T(t)K C D, Yt > Tk + T, (2.4)
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Como o sistema semidinamico 7" (-) é eventualmente compacto, existe uma constante real
to > 0 tal que T (ty) é uma aplicagdo compacta. Agora, dado um subconjunto limitado

B de X, temos que K = T (ty) B é compacto. Logo, por 2.4,

T@)[T(to)B]CT ()T (to)) B=T(t)K C D, Vt > Tk + 7.
Seja T =t + Tk + T«. Entao, para todo t > 7, temos que t — ty > Tx + 7., donde
T(t-to) {T(to)B] C D, vt—to 2 TK+T*,

isto &,
T(t)BC D, Vt>r.
Logo, o subconjunto D absorve todo subconjunto limitado B de X, mostrando que 7' (+)

é limitado dissipativo. Pelo Teorema 2.26, segue que o sistema semidindmico 7" () possui

um atrator global. 0

Exemplo 2.7 Vimos no Exemplo 2.5 que o sistema nao possui atrator global. Isto deve
ao fato de falhar a condi¢io de compacidade assintdtica do sistema. De fato, sejam as
sequéncias (T, y,) C R? limitada e (t,) C Ry com t, — +o00. Temos que existe uma
subsequéncia (T, yn, ) — (z,y) € R% Mas, set, — 400, eMn — 0 e e — 400,
assim, ynke)‘zt"k — +400. Logo, a sequéncia (xneklt",yne’\”") nao possui subsequéncia

convergente.
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L

Figura 2.3: Exemplo de sistema que nao é assintoticamente compacto.
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CapriTULO 3

Atratores (zlobais para Acoes de

Semigrupos

Aqui apresentamos todos os resultados do capitulo anterior, generalizados para agoes de
semigrupos, que sao extensoes de sistemas semidindmicos. Considerando a base de filtro,
chamado Filtro de Fréchet,

F =A{[r,+o0); T >0},

todos os conceitos envolvendo a familia de subconjuntos do semigrupo pode ser con-
siderado para sistemas semidindmicos. Iniciamos o capitulo com a definicao de agao e
conjuntos invariantes. Apresentamos a nocao de atragao e atrator global. A diferenca
para o capitulo anterior é que para acoes de semigrupos, o conceito de atragao depende da
familia de subconjuntos do semigrupo em questao. Definimos, em seguida, os conceitos
de semidrbitas, acoes eventualmente limitadas e limitadas dissipativas. Braga Barros e
Souza introduziram em [6], a defini¢do de conjuntos w-limite para agdes de semigrupos
e aqui utilizamos a mesma definicao. Apresentamos uma caracterizacao dos conjuntos
w-limite em forma de redes e a definicao de agoes assintoticamente compactas e even-
tualmente compactas. Temos que se a acao é assintoticamente compacta, os conjuntos
w-limite adquirem algumas propriedades como a compacidade. Em [7], temos o resultado
que garante a invariancia dos conjuntos w-limite para espagos compactos. Mostramos

neste trabalho que se a agao é assintoticamente compacta, entao os conjuntos w-limite
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de conjuntos limitados sao invariantes. No final do capitulo, temos o principal resultado

que garante a existéncia de atrator global para acoes de semigrupos.

3.1 Acoes de Semigrupos

Seja X um espago métrico com a métrica d : X x X — R e & um semigrupo.

Defini¢ao 3.1 Uma ag¢do (a esquerda) de S sobre X, denotada por (S, X, ), é uma

aplicagao | dada por
p: SxX — X

(s,z) +— sz
satisfazendo
p(st,x) = p(s,pu(t z)),

para todo s,t € S e para todo x € X, ou seja,
(st)x = s (tz),
para todo s,t € S e para todo x € X.

Para cada s € S, definimos a aplicacao p, : X — X, dada por u, (z) = sz, Vo € X.
Assumimos aqui que a aplicagao p, é continua. Assim, podemos definir uma familia de

aplicagoes continuas {yu,; s € S} como fizemos para sistemas semidinamicos.

Vejamos alguns exemplos de agoes de semigrupos.
Exemplo 3.1 Seja X um espaco métrico. Temos que sistema semidindmico
T()=A{T(t): X — X;T(t) é continua et € R}

apresentado na Definicao 2.1 é uma ac¢ao de semigrupo dos reais nao negativos com a

operacgao de adigao, se considerarmos a a¢ao ju(t,x) =T (t) x.
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Exemplo 3.2 Seja
G ={9€ GL(n,R);detg >0}

munido com a operacdo de produto de matrizes. Temos que G é um grupo. Considere a

sequinte aplicagao

w: GxR" — R” (3.1)
(9,2) +— gz '

Temos que p é uma agao do grupo G sobre R™. De fato, sejam g1,92 € G e v € R",

(9192, %) = (9192) © = g1 (g2x) = 1 (g1, g2) = 1 (91, 1 (g2, @)) -

Podemos também considerar o semigrupo S = {g € GL (n,R");detg > 1} munido com

a operacao de multiplicacao de matrizes e a aplicacao i definida em 3.1.

Exemplo 3.3 Seja S = (0,1) C R o semigrupo com a opera¢io de multipicacdo usual.

Temos que a aplicacao
p: SxR? — R?

(s,(z,9)) — (s7,59)

¢ uma acio de S. Com efeito, sejam s,t € S e (x,y) € R?,

plst,(z,y) = ((st)x,(st)y) = (s (tx), s (ty))

= p(s, (tz,ty)) = p (s, p(t (z,9))).
Exemplo 3.4 Considere o semigrupo
S = {(s,t) e R%s,t > O}

munido com a operacdo de soma usual em R%. Seja 0 < a < 1 wma constante real.
Definimos a aplicagao
e S x R? — R?

((s,8), (z,9)) — (a"z,a'y)
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Temos que p é uma agdo de semigrupo, pois para todo (si,t1), (s2,t2) € S e (x,y) € R?

1% ((817t1) + (827t2) ) (Imy)) = W ((81 + 52, th+ t2) ’ (ZE, y))
— (a81+82x at1+t2y)
= (a51a82$, atlatZy)

= p((s1,t1), (a%2,a"y))

= p((s1,t1), 1 ((s2,82) , (z,9))).

Vamos definir o conceito de invaridncia de um conjunto pela acao de um semigrupo.

Definigao 3.2 Um subconjunto A de X é invariante pela acao de um semigrupo S se

sA = A, para todo s € S, onde sA = {sa; a € A}.

Proposicao 3.3 Seja {Ax},c, uma colegao de subconjuntos invariantes de X . Entdo,
A=A
AEA

também é invariante.

Demonstragao: Para todo s € S, temos que

s (UAA> = USA)\. (3.2)

AEA AEA
Como A, é invariante, para todo A € A, usando a igualdade 3.2, temos
sA=s (UAA> = Jsdr=A
AEA AEA

Portanto, A é invariante. O

Seja F uma familia de subconjuntos do semigrupo §. Definimos a nocao de atracao

para acao de semigrupo, como segue:



3.1 Agoes de Semigrupos 47

Definigao 3.4 Dizemos que um subconjunto A de X F-atrai um subconjunto B de X

pela acao de semigrupo S se, dado € > 0, existe F' € F tal que
FBCB(4,e).

Note que a Definicao 3.4 depende da familia F. Assim, o conceito de atrator global
para agoes de semigrupos que definimos a seguir, também depende da familia F. Logo,
pode ocorrer o caso onde existe o atrator global para uma acao de semigrupo con-
siderando uma determinada familia e nao existir se considerar uma outra familia (ver

Exemplo 3.6 e Exemplo 3.14).

Definigao 3.5 Um subconjunto A de X é chamado F-atrator global para a acao de
semigrupo S se A é nao vazio, compacto, invariante e F-atrai todo subconjunto limitado

de X pela acdo de S.
Proposigao 3.6 Se uma acdao de semigrupo S possui um F-atrator global A, entdo ele
é unico.

Demonstragao: Sejam A; e A, F-atratores globais para a acao de semigrupo S. Como
A, é compacto, em particular, é limitado em X. Assim, A; atrai A,, ou seja, dado € > 0,
existe F' € F tal que

FA; C B(A;je).

Pela invariancia do conjunto Az, temos que F'A; = Ay, donde Ay C B (Aj,€) . Logo,
dist (Asg, Ay) < €.

Pela arbitrariedade do € > 0, segue que
dist (A, 41) =0,

pela Proposicio 2.6 segue que A, C A; = A;. Procedendo da mesma forma, trocando

A e A,y, temos que A; C A,, obtendo a igualdade desejada. O
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Como fizemos no capitulo anterior, podemos caracterizar o atrator global para acao

de semigrupo, como uniao de subconjuntos limitados e invariantes.

Teorema 3.7 Se uma acao de semigrupo S possui F-atrator global A, entao A se ex-

prime como uniao de todos os subconjuntos limitados invariantes de X .

Demonstragao: Sejam A um F-atrator global para a acdo de um semigrupo S e
{Ax},cp © conjunto de todos os subconjuntos limitados invariantes de X. Como A ¢

limitado e invariante, temos que

Ac | JAx

AEA
Por outro lado, como A é F-atrator global, temos que A F-atrai Ay, para todo A € A.

Assim, dado € > 0, existe F) C F tal que F\A, C B(A,¢). Como A, ¢é invariante,
VA € A, segue que Ay, C B(A,¢). Entao, dist (4y,.A) < e. Pela arbitrariedade de € > 0,
segue que dist (Ay, A) = 0. Logo, Ay C A = A, pata todo A € A e, portanto,

UAA C A.

AEA

Definicao 3.8 Seja B um subconjunto de X e F uma familia de subconjuntos de S. A

semiorbita de B relativa o ag¢ao de semigrupo S é o conjunto
SB={sx; s€S,x € B}.

Agora, dados um subconjunto B de X e F € F, a F-semiorbita de B referente a F
é o conjunto

FB = {sz; s € F,z € B}.

Definicao 3.9 Dizemos que a ac¢ao de semigrupo S é limitada se, a semidrbita de

todo subconjunto limitado de X for limitado em X. Dizemos que a ac¢ao de semigrupo
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S ¢é F-eventualmente limitada se, para cada subconjunto limitado B C X a sua

F-semiorbita for limitada em X.

Note que, se a agao do semigrupo ¢é limitada e F é uma familia de subconjuntos de
S, entao a acao é F-eventualmente limitada, pois FFB C S§B, para todo subconjunto

limitado B de X e F em F.

Exemplo 3.5 Retornando ao Exemplo 3.3, definimos a familia de subconjuntos de S
da sequinte forma:

F=A{F,=(a,1);0<a<1}.
Seja (z,y) € R%. A sua semidrbita é
S(z,y) = {(sz,sy) e R%s € (0,1)}.

Logo, a semiorbita S (x,y) é um segmento de reta ligando o ponto (x,y) a origem sem as

extremidades. Agora, dado F, € F, a F-semiorbita de (x,y) referente a F, é o conjunto
F,(,y) = {(sz,sy) € R% s € (a,1)},

que é um segmento de reta sem as extremidades ligando os pontos (ax,ay) e (z,y) (Veja
a Figura 3.1). Por fim, seja B um subconjunto limitado de R%. Entdo, existe M > 0 tal

que ||(z,y)|| < M. Assim, para todo s € S
[(sz, sy)ll = s l(z,y)l| < sM < M.

Portanto, a agao de S é limitada e F-eventualmente limitada.

Proposigao 3.10 Se a acdo de semigrupo S possui um F-atrator global A, entio a a¢do

é F-eventualmente limitada.

Demonstracgao: Seja B um subconjunto limitado de X. Como A é F-atrator global,

dado € > 0, existe F' € F tal que

FB CB(Ae).
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Fa(x,y)

ay l-----

S

P

ax

Figura 3.1: Semiérbitas de (z,y)

Como A é limitado, temos que B (A, €) é limitado. Logo, F'B ¢é limitado e, portanto, a

acao de § é F-eventualmente limitada. O

Definicao 3.11 Dados B e D subconjuntos de X, dizemos que D F-absorve B pela

acao de semigrupo relativo a familia F se existe F € F tal que FB C D.

Anélogo a nocao de atracao, o conceito de absorcao também depende da familia F.

Definicao 3.12 Dizemos que a a¢ao de um semigrupo S é F-limitada dissipativa se,
eziste um subconjunto limitado D de X que F-absorve todo subconjunto limitado de X
pela agio de S. A agao de semigrupo S é dita F-ponto dissipativa se, existe D C X

limitado que F-absorve cada ponto v € X pela agao de S.

Proposicao 3.13 Seja S um semigrupo. Entao, (S, X, u) é F-limitada dissipativa se, e
somente se, existe um subconjunto limitado D de X tal que D F-atrai todo subconjunto

limitado de X pela ac¢ao de S.
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Demonstragao: Suponha que (S, X, 1) é F-limitada dissipativa. Logo, existe um sub-
conjunto limitado D de X que F-absorve todo subconjunto limitado B de X. Entao,
existe F' € F tal que FFB C D. Mas, dado € > 0, temos que D C B (D, ¢). Entao, dado
€ > 0, existe F' € F tal que F'B C B(D,¢). Portanto, D F-atrai B.

Reciprocamente, suponha que existe um subconjunto limitado A de X que F-atrai
todo subconjunto limitado de X pela acao de S. Seja B um subconjunto limitado de
X. Entao, dado € > 0, existe F' € F tal que FB C B(A,¢). Tome D = B(A4,¢€) que
é limitado. Assim, existe F' € F tal que FB C D. Logo, D F-absorve B. Portanto, a

acao de § é F-limitada dissipativa. O

Exemplo 3.6 Voltando ao Exemplo 3.4, dado r > 0, definimos o conjunto
A, ={(s,t) € S;s,t >},
Assim, considere a base de filtro
F={A,;r>0}.
Seja B um subconjunto limitado em X. Sua F-semidrbita positiva em relacao a A, € F
é
A.B = {(asx,aty) is,t>re (z,y) € B}.

Definamos A = {(0,0)}. Temos que A é um F-atrator global. Com efeito, note que A
é 1nvariante, pois

1 ((s,t),(0,0)) = (a°0,a'0) = (0,0),

para todo (s,t) € S. Além disso, A é compacto. Logo, basta provar que ele F-atrai todo
subcongunto limitado de X pela agdo de S. Seja € > 0. Entao, dado (zo,yo) em B, como

B ¢é um subconjunto limitado, existe M > 0 tal que ||(xo,y0)|| < M. Dado € > 0, tome
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r >0 tal que a” < 3. Assim, para todo (s,t) € A, e (z,y) € B, temos

e ((s.8), ()l = ||(a°z,a'y)|
I(a"z, a"y)]|
a" M

IN A

A

€.
Logo, dado € > 0, existe r > 0 tal que
A.B C B((0,0),¢)

Portanto, A = {(0,0)} é um F-atrator global. Pela Proposi¢ao 3.6, seque que A é o
unico F-atrator global. Agora, pela Proposicao 3.10 e Proposicao 3.13 temos que a a¢do

de S é F-eventualmente limitada e F-limitada dissipativa.

Figura 3.2: Base de filtro F e semiérbita A, (z,y)

3.2 Conjuntos w-limite para Acoes de Semigrupos

Definicao 3.14 Dado um subconjunto B de X, o seu conjunto w-limaite com respeito
a familia F é o conjunto

w(B,F)= ()FB.

FeF
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Note que o conjunto w-limite é fechado em X, pois é intersecao de subconjuntos

fechados em X.

Exemplo 3.7 Temos que o conceito de conjunto w-limite para acoes de semigrupos
definida acima generaliza o conceito de conjunto w-limite para sistemas semidindmi-
cos , apresentada na Definicao 2.1. De fato, considere a base de filtro, chamada Filtro
de Fréchet,

F={A;72>0},

onde A; = [r,4+00) C Ry, 7 > 0. Seja B um subconjunto de X. Entao,
A,B={T({t)x; t >T ex € B} =~} (B).

Assim,

w(B,F) = (7 (B) =w(B).

>0
Note que, para o caso dos sistemas semidindmicos estudamos o comportamento ass-
intético fazendo a sequéncia (¢,,) em R, tendendo a +o0c0. Mas ndao podemos proceder da
mesma maneira quando estamos estudando agoes de semigrupos. Assim, foi necessario
introduzir uma nova notagao, que permite estudar a assintocidade para acoes de semi-

grupos.

Definicao 3.15 Seja S um semigrupo e F uma base de filtro sobre S. Dada uma rede
(tA)ren em S, dizemos que t) F-diverge se para cada F € F, existe \p € A tal que

tx € I, para todo A = A\p. Notagao: t, — 5 0.
Vejamos alguns exemplos Definicao 3.15 em vérios contextos.

Exemplo 3.8 A Definicio 3.15 generaliza o fato de t,, — 400, pois tomando o Filtro

de Fréchet, apresentado no Exemplo 3.7, temos que

t, —Fr 00 <— t, — +o00.
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Exemplo 3.9 Seja S = {g € GL(n,R); detg > 0} o semigrupo apresentado no Ex-
emplo 3.2. Dado um niimero real r > 0, considere o conjunto A, = {g € S; detg > r}
e definimos a base de filtro F = {A,; > 0}. Se (g\) é uma rede em S, dizer que

gy —F 00 equivale a dizer que det gy — +00.

Exemplo 3.10 No Exemplo 3.5, definimos a familia F = {F,; 0 < a < 1} de subcon-
Juntos do semigrupo S = (0,1), com F, = (a,1). Nesse contezto, dizer que tx, —x 00

significa ty, — 1.

Exemplo 3.11 Seja F = {A,; r >0} a base de filtro, definida no Exemplo 3.6 so-
bre S = R? onde A, = {(s,t) € S; s,t >}, para r > 0 dado. Temos que a rede

(sa,ta) —F 00 significa que as redes sy — +00 €ty — +00.

Exemplo 3.12 Suponha que S é um espaco topoldgico localmente compacto. Seja
F ={S\K; K é compacto em S}

a familia das vizinhangas de oo em compactifica¢ao por um ponto de S. Temos que F é

base de filtro e se (t)) é uma rede em S com ty — F 00, entdo t), — oo.

Para facilitar o desenvolvimento dos resultados sobre espagos métricos, vamos car-
acterizar o conjunto w-limite em termos de redes, analogamente ao capitulo anterior,

usando a nova notagao introduzida na Defini¢ao 3.15.

Proposicao 3.16 Sejam B um subconjunto de X e F uma base de filtro. Entao, seu

conjunto w-limite é caracterizado por

x € X; existem as redes (ty) C S, (x)) C B,
o (B.F) (x) (22)

com ty —F 00, tais que thTy — T
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Demonstragao: Seja o conjunto

o (B.F) r € X; existem as redes (t)) C S, (z)) C B,
com ty —x 00, tais que tyxy —
Mostremos que w (B, F) = ' (B, F).
Seja x € w (B, F). Entdo, pela Definicdo 3.14, 2 € FB, para todo F € F. Logo,
para cada F' € F, existe a sequéncia (y,{7 ) C F'B tal que

d(yl,z) < % (3.3)

Mas, para cada n € N, podemos escrever y = LFn)T(Fn), onde tpn) € F e x(py) € B.

Considere o conjunto de fndices F x N com a seguinte relagao:
(F,n) = (F',m) <= FCF en>m.

Com essa relacao, 7 x N é um conjunto dirigido. Considere as redes (t(r,) C S e
¢ J g (Fyn)

(:B(pm)) € B. Temos que t(p,,) —# 00, pois dado F' € F, existe (F,1) € F x N tal que

para todo (F',n) = (F,1), tem-se ¢,y € F. Pela desigualdade 3.3, temos que

1

d (t(pm)T(Emy, ) < -

e, portanto existem as redes (t(pm)) C S, (:):(pm)) C B, com t(Fn) —F 09, tais que
t(Fn)T(Fn) — ®. Logo, v € W' (B, F).
Por outro lado, seja x € W' (B, F) . Entao, existem as redes (t,) em S, (z,) em B, com
txn —F 00, tais que tyxy — . Logo, para cada F € F, existe A\p € A tal que t, € F,
VYA = Ap, ou seja, x € FB. Como F é arbitrario, segue que z € ﬂ FB=w(B,F). O
FeF
Note que, como X é um espaco métrico, podemos caracterizar o conjunto w-limite

em termos de sequéncias, isto é,

x € X; existem sequéncias (t, CS, (xn),en C B,
W (B7f-> — q ( )nEN ( ) eN

com t, —F 00, tais que t,x, —

Usando a Proposicao 3.16, obtemos os seguintes resultados facilmente:
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1. Para todos os subconjuntos B e C' de X, temos w (BNC) Cw (B)Nw(C).

2. Sejam os subconjuntos B e C' de X. Se B C C, entao, w(B) Cw (C).

Vejamos alguns exemplos de conjuntos w-limite.

Exemplo 3.13 Retomando o Exemplo 3.4, seja B um subconjunto limitado de R?. Pela

Proposicao 3.16, temos

(z,w) € R?; existem sequéncias (sp,t,) CS com (sp,t,) —F 00 €
(#n,yn) C B tais que (a*x,a"y) — (z,w)

Como (s, t,) —F 00, entao s, — +oo e t, — +o00, donde (a*",a'") — (0,0). E
pelo fato de B ser limitado em R?, a sequéncia (z,,y,) C B possui uma subsequéncia con-
vergente, digamos (xn,,yn,) — (x,y). Logo, (a*"rz,, ,a"ry, ) — (0,0) e, portanto,

w (B, F)=1{0,0}. Em particular, dado (z,y) € R?, temos que w ((z,y),F) = {(0,0)}.

Exemplo 3.14 Considere a ag¢ao do Exemplo 3.4. Definimos a familia
G ={A;7 >0},
onde A, = {(s,t) € S;s > 7}, 7 > 0. Seja (x,y) € R?, y # 0. Entdio,
A, (z,y) = {(asx,aty) eER%: s>T1et> ()}.

Note que se T — 400, temos que s — 400, donde a® — 0. Logo,

w((2,9),9) =) A (z,y) = {0} x[0,9], sey >0
>0 {O}X[y70]7 8€y<0

Assim, comparando com o Exemplo 3.13, temos que w ((z,y),F) # w ((z,y),G), para
todo (z,y) € R?, y # 0. Além disso, nao existe G-atrator global. De fato, seja A um

subconjunto nao vazio, compacto e invariante. Entao, em particular, A é limitado, donde
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existe M > 0 tal que A C B((0,0),M). Agora, como B ((0,0), M) é aberto, tome € > 0
tal que B(A,€) C B((0,0),M). Sejam (x,y) € R* comy > M eT > 0. Se (s,0) € A,,

temos
[ ((5,0), (@)l = [(a°z, )|
> [(0,y)]l
> M.

Logo, (s,0) (z,y) € B(A,¢€), ou seja, A, (x,y) ¢ B (A, ¢€). Portanto, nao existe G-atrator
global. Esse fato nos mostra que o conceito de atracao depende da familia de subconjuntos

nao vazios do semigrupo S que estamos considerando.

A (xy)

i a

Figura 3.3: Base de filtro G e semiérbita A, (z,y)

Vamos definir acao assintoticamente compacta e eventualmente compacta. Note que
a compacidade assintética de uma agao depende da familia de subconjuntos de & que

estd sendo considerada.

Definigao 3.17 Sejam S um semigrupo e F uma base de filtro sobre S. A ag¢do do
semigrupo S é chamado F- assintoticamente compacta se para toda rede limitada
(xx) C X e para toda rede (t\) C S com ty, —x 00, a rede (tyxy) C X possui subrede

convergente.
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Definicao 3.18 Dizemos que a agao de um semigrupo S é eventualmente compacta

se existe to € S tal que a aplicagao i, : X — X seja compacta.

Em seguida, vamos apresentar algumas hipéteses de translacao sobre familias de
subconjuntos de um semigrupo S. As primeiras trés hipéteses sdo introduzidas em [6]

por Braga Barros e Souza.
Definicao 3.19 Seja F uma base de filtro sobre S. Dizemos que a familia F satisfaz:

i) a hipdtese H, se, para todo s € S e todo ' € F, existe F* € F tal que sF™* C F;
it) a hipdtese Hy se, para todo s € S e todo F' € F, existe F* € F tal que F*s C F;
i11) a hipdtese Hj se, para todo s € S e todo F' € F, existe F* € F tal que F* C F's;

iv) a hipdtese Hy se, para todo s € S e todo F' € F, existe F* € F tal que F* C sF.

Exemplo 3.15 O Filtro de Fréchet do Fxemplo 3.7 satisfaz todas as hipéteses Hy, Hs,
H; e Hy (Veja [6]).

Exemplo 3.16 A base de filtro F dada no Exemplo 3.9 satisfaz as hipoteses Hy, Hs,
Hs e Hy. De fato, dados g € S = GL (n,R)", A, € F, existe A € F comr' > " tal

det g

que

gAT" - AT7

pois se ¢ € A, detg > r’' > dertg, ou seja, det gdet g > r, donde gg' € A,. Logo, F
satisfaz a hipdtese Hy e de modo andlogo podemos mostrar que F satisfaz a hipotese Hs.

Agora, dados g € S e A, € F, existe A,y € F com ' > rdetg tal que
A C ATg.

Com efeito, temos que A, = Ang~tg e se ¢ € A, entdo detg > rdetg, ou seja,
detg’@ = detg’detg™! > r, donde g9 g € A,.g. Logo, F satisfaz a hipdtese Hs.

Procedendo de modo andlogo, temos que F satisfaz a hipdtese Hy.
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Proposigao 3.20 Seja F uma base de filtro sobre S satisfazendo a hipdtese Hy. Se
(S, X, 1) é eventualmente compacta e F-eventualmente limitada, entdo a agao (S, X, u)

é F-assintoticamente compacta.

Demonstragao: Sejam a rede limitada (z,) C X e a rede (t)) C S satisfazendo
ty — 7 c0. Como (S, X, ) é F-eventualmente limitada, dado um conjunto limitado
By = {xx; X € A}, existe F' € F tal que F' By é limitado. Agora, pelo fato de a ac¢ao do
semigrupo S ser eventualmente compacta, existe ty € S tal que a aplicagao i, : X — X
¢ compacta. Como a familia F satisfaz a hipotese Hy, para top € S e F' € F, existe
F € F tal que FC toF”’. Para este Fe F, existe \g € A tal que t) € ﬁ, VA = Ag. Assim,

para todo A > \g, podemos escrever ty = tysy, onde s, € F’. Definamos o conjunto
B ={sxxx; A= Ao}
Como B C F'By, segue que B ¢é limitado. Assim, o conjunto
toB = {tosama; A = Ao} = {tazx; A = Ao}

é relativamente compacto. Logo, a rede (t\x,) possui subrede convergente e, portanto,

(S, X, ) é F-assintoticamente compacta. O

Proposigao 3.21 Sejam F uma base de filtro sobre o semigrupo S e B um subconjunto
limitado de X. Se (S, X, p) é F-assintoticamente compacta, o conjunto w-limite w (B, F)

é nao vazio, compacto e F-atrai B pela a¢do de S.
Demonstragao: Mostremos que

e w(B,F)#0;

Consideremos as redes (z)) em B e (t)) em S, com t), — # co. Como (S, X, u) é F-

assintoticamente compacta, a rede (t\z)) possui subrede (), ), ) que converge para
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um certo ponto z € X. Note que se t, —x 00, temos que t), —# 00. Assim,
existem as redes (z,,) C B, (t\,) C S com t), —# o0, tais que ty z), — .

Pela Proposicao 3.16 segue que = € w (B, F).

e w(B,F) & compacto;

Tome a sequéncia (z,) em w (B, F) = ﬂ FB. Paracadan € Ne F € F, tome

FeF
ynr € FBNB (:pn, %) . Entao, podemos escrever y, p = t,, py r, onde t, p € F' e

T, r € B. Tome o conjunto de indices N x N, com a seguinte relagio:
(n,f) = (m,g) < n>me f(k)Cg(k),VkeN.

Para (n, f) € N x FN denote por Yin,f) = L, )T (n,f)> onde Loy ) = T f(n) € T(n,f) =
Ty f(n)- Agora, dado F' € F, definamos a aplicagao fr : N — F por fp(n) = F,
Vn € N. Assim, para todo (n, f) = (1, fr), temos que

tng) = tngm) € f(n) C fr(n)=F.

Logo, t(n,r) —# oc. Considere as redes (t(n,r)) C S € (2(n,y)) C B. Como B é um
conjunto limitado e (S, X, i) é F-assintoticamente compacta, a rede (t(m HT(n, f))
possui uma subrede (t(nM T (na, f,\)) que converge para um ponto x em X. Pela

Proposigao 3.16 temos que x € w(B,F). Agora, para cada n), € N, e como

Lna, i) T (na,fr) € H(n)BNB (xm, n—i) , temos

d (xnwx> < d (xnwt(m,fA)x(n)\:f)\)) +d (t(n»fx)x(nmfx)’ LL‘)

1
< n_ +d (t(nmfx)m(n»h% x) .
A

Logo, x,, — . Como X ¢ um espago métrico, podemos considerar a subrede (x,, )
como subsequéncia de (z,,) que converge para = € w (B, F). Portanto, w (B, F) ¢

compacto.

e w(B,F) F-atrai B;
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Queremos mostrar que dado € > 0, existe F' € F tal que FFB C B(w (B, F),e€).
Suponha por contradicdo que existe ¢ > 0 tal que para todo F' € F tem-se
FB ¢ B(w(B,F),¢). Entao, para cada F' € F, existe tr € I tal que tpB ¢
B(w(B,F),e€). Logo, existe (xp)p.r C B tal que

d(tprp,w (B,F)) > €.

Como F é base de filtro, temos que tp — 7 00 e (xp) C B. Assim, a rede (tpzp)
possui subrede convergente, digamos, tp, rp, — z. Pela Proposicao 3.16, temos

que x € w (B, F). Por outro lado,
d(tpop,w(B,F)) > €
e, pela continuidade de d, segue que
d(z,w(B,F)) = ¢,

o que é um absurdo. Portanto, w (B, F) F-atrai B.

Proposicao 3.22 Sejam F uma base de filtro sobre o semigrupo S e B um subconjunto
limitado de X. Se (S,X,u) é F-assintoticamente compacta, entdo w (B, F) é menor

subconjunto fechado de X que F-atrai B pela acao de S.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.21, temos que w (B, F) é um subconjunto fechado
que F-4*atrai B. Assim, basta mostrar que ele é o menor subconjunto fechado com
tal propriedade. Seja K um subconjunto fechado de X que atrai B. Suponha que
w(B,F) ¢ K. Entao, existe x € w (B, F) tal que = ¢ K. Como K é fechado, temos que
existe § > 0 tal que d (z, K) = §. Agora, como K atrai B, dado € = g > 0, existe ' € F
tal que

FBCB (K, g) . (3.4)
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Assim, para todo t € F' e para todo z € B, temos d (tz, K) < g. Por outro lado, como
r € w(B,F), existem as sequéncias (z,,) em B e (t,) em S satisfazendo t,, — £ 00 tais
que t,x, — x. Logo, existe ng € N tal que t,, € F, para todo n > ng. Assim, por 3.4,
temos

)

d(thz,, K) <

N

para todo n > ng. Pela continuidade de d, temos
)
d (ﬂf, K) S 57

o que contradiz o fato de que d (z, K') = §. Portanto, w (B, F) C K. O

A Proposicao que segue nos mostra que o conjunto w-limite de um subconjunto
limitado ¢ invariante. Ja foi mostrado esse fato em [7] para espagos compactos. Aqui,

consideramos apenas a agao assintoticamente compacta, sem que o espaco seja compacto.

Proposigao 3.23 Seja F uma base de filtro sobre o semigrupo S satisfazendo as hipdte-
ses Hy e Hy. Se a agao de S é F-assintoticamente compacta, entio w (B, F) é invariante,

para todo subconjunto limitado B de X.

Demonstragao: Sejam x € w (B, F) = ﬂﬁ, se SeF € F. Como F satisfaz
FeF
a hipétese Hip, existe F' € F tal que sF’ C F. Agora, como x € F'B e a aplicacao

iy : X — X é continua, temos que

sr € sF'B C sF'B C F'B.

Pela arbitrariedade de F' € F, segue que sz € w (B, F), isto &, sw (B, F) C w (B, F).

Por outro lado, sejam = € w (B, F) e s € S. Considere a colegao das bolas abertas

oo Lo (o) nen)
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e o espaco das aplicacoes de V em F
FY={f:V—F}.

Seja
p: N — V
n — B (x, %)

temos que ¢ é uma bijecao e conserva a ordem, pois

1 1
n>m < B(x,—)CB(x,—),
n m

de onde podemos identificar 7Y com FN. Seja o conjunto de indices N x FY com a

seguinte relagao:
(n, ) = (m,g) <= n>me f(k)Cg(k), VkeN.

Pela Proposicao 1.4 temos que o conjunto N x F~ é um conjunto dirigido. Como a
familia F satisfaz a hipétese Hy, dados F' € F e s € S, existe F' € F tal que F' C sF.

Assim, pelo fato de x € w (B, F), temos que para todo n € N,
, 1 1
0A£FBNB|z,— | CsFBNB |z, —|.

n n

Tome sy, r € sFFBNB (a:, %), com Y, r € FB. Para cada (n, f) € N x Y| denotemos

Y(n,f) = Yn,f(n)- Assim,
1
9 — sYm,p) €5f(n)BNB <$’ﬁ> 7
onde Y ) € f (n) B. Logo, podemos escrever

Yn,f) = L, f)T(n f)

onde t(, ) € [ (n) e x5 € B. Agora, dado F € F, definimos fr € FN por fr(n) = F,

para todo n € N. Assim, para todo (n, f) = (1, fr), temos que

f(n) C fr(n)=F,
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ouseja, t(, 5y € F,V (n, f) = (1, fr) . Considere arede (¢4, fT(n,)) C X. Como (S, X, p)
é F-assintoticamente compacta, tome, se necessario, a subrede da rede (t(n, HTn, f)) tal
que t, nTm,) — ¥ € X. Logo, dada uma vizinhanca aberta U de y, existe (no, fo) €
N x FN tal que t(, pyzm,s € U, para todo (n, f) = (ng, fo). Como F é base de filtro
sobre §, dado F' € F e n € N, existe F,, € F tal que

F,CFnfy(n).
Definimos a aplicacao gr € F" dada por
gr (n) = F,, ¥n € N.
Logo, para todo n € N, temos que gr (n) C fo(n), ou seja, (n,gr) = (n, fo). Assim,
para todo (n, f) = (no, gr) = (no, fo)
tomnTmp €EUNf(n)BCUNgr(n)B=UNF,BCUNFB.

Portanto, y € F'B. Como F € F & arbitrario, segue que y € w (B, F) . Finalmente, dado

uma vizinhanca aberta W de z, temos que

1
St € 5 (BB (1) W
para todo n € N satisfazendo B (:U, %) C W, donde st f)Tm,p) — . Mas, pela con-

tinuidade da aplicagao u, : X — X, segue que

Stn,f)T(n,f) — SY-

Pela unicidade de limite, segue que x = sy € sw (B, F) . Portanto, w (B, F) C sw(B,F),

de onde segue a invariancia do conjunto w (B, F). O

Proposicao 3.24 Seja F uma familia de subconjuntos de S tal que FC é conexo, para
todo subconjunto conexo C de X e para todo F' € F. Se (S, X, n) é F-assintoticamente
compacta e se existe C' DO B conexo que é F-atraido por w (B, F), para B C X limitado,

entio w (B, F) é conezo.
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Demonstragao: Suponha que existe um subconjunto C' O B conexo JF-atraido por

w(B,F) ew(B,F) desconexo. Assim, podemos escrever
CL)(B,f) = K1 UKQ,

onde K; e Kj sao subcojuntos fechados, disjuntos e nao vazios. Pela Proposicao 3.21
w (B, F) é compacto, entdo temos que K; e K, sdo compactos. Logo, existe § > 0 tal

que d (K, K3) = 6. Como w (B, F) F-atrai C, dado € = g > 0, existe Fy € F tal que

FOCCB<W(B,f),g) :B<K1,g> UB<K2§> .

Por hipétese, FyC' é conexo e como d (K7, Ky) = §, temos que B (Kl, g) e B (K2, g) Sa0
conjuntos abertos disjuntos. Logo, FoC C B (Kl, g) ou FpC C B (K2, %) . Suponha que
FyC C B(Ky,%). Assim,

)
Ky Cw(B,F) = ﬂFBcFoBcFoCcB(Kl,ﬁ),
FeF

ou seja, d (K, K3) < g, o que é um absurdo. Portanto, w (B, F) é conexo. O

Proposigao 3.25 Seja A um subconjunto fechado e invariante de X. Entao,
w(A,F)=A.

Demonstragao: Como A ¢ invariante e fechado, temos

w(A,F)=(FA=[)4=A

FreF FeF

Note que na Proposigao 3.25, se retirarmos a hipotese de A ser fechado, temos somente

a inclusdo A Cw (A, F) .
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Exemplo 3.17 Voltando ao Exemplo 3.14, temos que dado (z,y) € R?, w ((x,y),G) é

invariante pela acao de S. De fato, se y > 0,

Sw ((z, {(az aw) cR%*(s,t) €S e (z,w)Ew((x,y),g)}
= {(0,d'w) e R*¢t>0ewe€[0,y]}

= {0} x[0,4]
= w((#9),9).

Analogamente, se y < 0, temos que
Sw((x,y),9) = {0} x [y,0] = w ((z,y),9) .
E para (z,y) = (0,0), como w ((0,0),G) ={(0,0)}, temos que
Sw((0,0),9) = {(0,0)} =« ((0,0),G).

Portanto, para todo (z,y) € R?, o seu conjunto w-limite é invariante. Como w ((x,y),G)
é compacto, em particular é limitado, para todo (z,y) € R?, se A é um G-atrator global,

pelo Teorema 3.7, temos que

Mas, U w((z,y),G) ={0} x R, entao

(z,y)ER?

{0} xR C A,

o que contradiz o fato de A ser compacto. Portanto, a a¢do de S nao possui G-atrator

global.

Exemplo 3.18 Seja o semigrupo S e a a¢do dados no Exemplo 3.4. Considere a familia

Firans = {S+ (S?t) ) (S>t) € S} :
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Temos que para todo F € Firans, existe A, € F tal que F C A,, onde F ¢é a familia
dada no Exemplo 3.4. De fato, seja F' € Fipans, entao podemos escrever F = S + (s, 1),
para algum (s,t) € S. Tome r = min {s,t}. Logo, se (s',t') € F, temos que ' > s> 1 e

t'>t>r, ouseja, (s',1') € A,. Assim,

F(x,y) C A (z,y),

para todo (x,1) € R2. Portanto,

w ((Zt,y) 7-7:trans) Cw ((ZE,y) 7]:) = {<O’O)} : (35)

Agora, temos que a acao de S € Firqns-assintoticamente compacta. Com efeito, con-
sideremos as sequéncias (Sp,t,) C S com (Sp,tn) — Fpun. 0© € (Tn,y,) C R? limitada.
Entao, existe uma subsequéncia (T, ,yn,) que converge para um ponto (x,y) € R% Como
(Snstn) = Fpane 00, dado ' = S + (s,t) existe ng € N tal que (sn,t,) € F, para todo
n > ng. Assim, se s — 400 et — +o0, temos que (a**,a™) — (0,0), donde
(a®"w 2y, , a'a,, ) — (0,0) concluindo a afirmagdo. Pela Proposi¢io 3.21, temos que

w (%, y), Firans) 0 € por 3.5 seque que w ((z,y) , Firans) = {(0,0)}.

S+ (83,13) :y _______________ ?
ay :

S+ (s2,12) :
1

S+ (s1,t1) (5 + (s,0)(x,¥) '
1

a’x x

Figura 3.4: Base de filtro Fj,q,s € semiérbita (S + (s,t)) (z,y)
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3.3 Existéncia de Atrator Global para Acoes de Semi-
grupos

De modo andlogo ao Capitulo anterior, vamos estabelecer condigdes para que exista
atrator global para acoes de semigrupos. O teorema que segue é andlogo ao Teorema 2.26,

a menos da condicao de invaridncia do conjunto w-limite dos subconjuntos limitados.

Teorema 3.26 Sejam S um semigrupo e F uma familia de subconjuntos de S tal que
w (B, F) seja invariante, para todo subconjunto limitado B de X. Entdo, a a¢do de S
possui um F-atrator global A se, e somente se, (S, X, u) é F-assintoticamente compacta
e F-limitada dissipativa. Em caso afirmativo, se B é cole¢ao de todos subconjuntos
limitados e nao vazios de X, entao

A= Jw (B 7).

BeB

Demonstragao: Suponha que S possui um atrator global A. Temos que (S, X, u) é
F-limitada dissipativa, pela Proposicao 3.13. Assim, basta provar que a acao de S é
F-assintoticamente compacta. Seja (r)) C X uma rede limitada e (¢)) C S satisfazendo
ty —# 00. Considere o conjunto limitado B = {z), € X; A € A}. Como A é F-atrator
global, dado € > 0 existe F' € F tal que F'B C B (A, ¢€). Assim, para todo t € F' e para
todo = € B, temos d (tz, A) < e. Como ¢, —x 00, para este F' € F, existe \g € A tal
que t) € F, para todo A = Ag. Logo, d (t),z,,,A) < €. Assim, para cada n € N, existe
An € A tal que

d(ty,zy,,2n,) < % (3.6)

Pela compacidade de A, tome, se necessdrio, a subsequéncia (z,,) C A tal que z,, —

x € A. Logo, pela desigualdade 3.6,

1
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Tomando k — 400 temos que t,, ), — , isto é, a rede ({,z,) possui subsequéncia

convergente. Portanto, a acao de & é F-assintoticamente compacta.

Reciprocamente, suponha que a acao de § é F-assintoticamente compacta e F-
limitada dissipativa. Seja B uma colecao de todos os subconjuntos limitados e nao
vazios de X. Definamos o conjunto

A= Jw (B, 7).

BeB

Como (S, X, i) é F-assintoticamente compacta, pela Proposicao 3.21 temos que w (B, F)
¢ nao vazio, compacto e F-atrai B, para todo B € B. Por hip6tese, w (B, F) é invariante
e segue pela Proposi¢ao 3.3 que o conjunto A é nao vazio, invariante e F-atrai B, para
todo B € B. Mostremos que A é compacto. Com efeito, como a agao de S é F-limitada
dissipativa, existe D' C X limitado que F-atrai cada subconjunto B € B. Tome, se
necessario, D = D’ conjunto fechado. Pela Proposicao 3.22, temos que w (B, F) é menor
fechado que F-atrai B, logo segue que w (B, F) C D, para todo B € B. Logo, A C D e,

portanto w (A, F) C w (D, F). Como A ¢ invariante, temos que
ACw(A,F) Cw(D,F).

Mas, D é um subconjunto limitado, logo, w (D,F) C A. Assim, temos a igualdade
A=w(D,F). Como w(D,F) é compacto, pela Proposicao 3.21, segue que A4 é com-
pacto. ]

Corolario 3.27 Sejam S semigrupo e F uma base de filtro de subconjuntos de S satis-
fazendo a hipdtese Hs e Hy tal que w (B, F) é invariante, para todo subconjunto limitado
B de X. Se a agio de S € eventualmente compacta, F-eventualmente limitada e F-ponto

dissipativa, entao existe F-atrator global para a agao de S.

Demonstragao: Primeiramente, como (S, X, i) é eventualmente compacta e F-eventualmente

limitada, pela Proposi¢ao 3.20 temos que a acao de S é F-assintoticamente compacta.
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Assim, basta provarmos que a agao é F-limitada dissipativa. Por hipétese, (S, X, u) é
JF-ponto dissipativa, entao existe um subconjunto Dy limitado de X que F-absorve todo
ponto z € X. Agora, dado ¢ > 0 definimos o conjunto limitado Dy = B (Dy,¢). A acao
de S é F-eventualmente limitada, entao para este conjunto limitado D,, existe F™* € F

tal que o conjunto

D =F"D,

¢ limitado. Afirmamos que o subconjunto limitado D F-absorve cada subconjunto lim-
itado B de X. Com efeito, considere o conjunto compacto K C X. Para cada z € K,
existe F, € F tal que

F,x € Dy C D;.

Seja t, € I,. Note que D, & aberto e a aplicagao p,, : X — X & continua, entao existe
0, > 0 tal que
B (ZL’, 5:(:) C Dl.

Como a familia F satisfaz a hipétese Hs, dados t, € S e F* € F, existe F.. € F tal que
F! C F*t,. Assim,

'B(z,8,) C F*t,B(x,0,) C F*D; = D
Considere a cobertura aberta {B(z,6,)},., de K. Pela compacidade de K, existem

x1,...,T, € K tais que

KcOB@Mm.

J=1

Como F ¢é base de filtro, tome ' € F tal que F' C F, , F' C F, ,...,.F' C F, . Logo,
FWCF(UB@j ) UFB%, UF (24,6.,) C D (3.7)
j=1

Por fim, como a acdo de S é eventualmente compacta, existe to € S tal que K = t,B é

compacto, para todo B C X limitado. Logo, pela inclusao 3.7

F'toBC F'K C D.
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Novamente pelo fato de F satisfazer a hipotese Hs, dados tg € S e I’ € F, existe F € F
tal que F' C F'ty. Logo,
FB C F'tyB C D.

Portanto, o conjunto D F-absorve todo subconjunto limitado B de X, ou seja (S, X, )

¢ F-limitada dissipativa. Pelo Teorema 3.26, temos o resultado desejado. (]

Exemplo 3.19 Considere o gupo
S={9€GL(n,R);detg>0,neN, n>2}

com a a¢ao
w: SxR* — R
(g;) +— gz
Considere a familia F dada no Exemplo 3.9. Temos que

W ((0,.,0),F) = (0,..,0) ew(z,F) =R™ {(0,...,0)},

para todo x € R™\ {(0,...,0)}. Com efeito, a primeira igualdade é imediata. Agora, seja
r=(x1,...,2,) € R\ {(0,...,0)} e 2= (21, ..., 2,) € R"\ {(0,...,0)}. Como x # 0, existe

i€ {l,..,n} tal que x; # 0. Tome a matriz

10 --- a0 0 --- 0
01 --- sty 0 --- 0
gn=100 --- 2 0 --- 0
00 ... ZZedmZi g0
00 --- Zn=2n 0 --- 1

x;
Temos que det g,, = d,,, det g;11 541 # 0, onde giy11 41 € a matriz obtida de g,, retirando-

se a i+ 1-ésima linha e i + 1-ésima coluna. Assim, tome a sequéncia real (d,,) de modo
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que

(dm) C Ry com d,,, — +00, se det gjy1i01 >0

(dm) CR_ com d,,, — —o0, se det g1 41 <0
Logo, det g,, > 0 e g, — 5 00. Além disso, gn,x = z, para todo m € N, donde g,,x —
z. Portanto, w(z,F) = R"\ {(0,...,0)}. Usando mesmo raciocinio, podemos provar
que St = R™\ {(0,...,0)}, para todo x € R"\ {(0,...,0)}. Além disso, temos que nao
existe F-atrator global para a¢ao de semigrupo S. Com efeito, dado x = (x1,...,x,) €

R™ {(0,...,0)}, se existe F-atrator global A, entao dado € > 0 existe r > 0 tal que
A,z C B(Ae).

Mas,

R\ {(0,...,0)} =w (z, F) = [ Az C A,z CB(A,e),

r>0

o que é um absurdo, uma vez que A é compacto. Isso ocorre pelo fato de a acdo de S

nao ser F-assintoticamente compacta. De fato, seja a matriz

0 --- m
para todo m € N. Temos que det g,, = m™ > 0 e g,, —F 00. Seja x,, uma sequéncia
limitada. Temos que gy, = (mzi, ...,mz™) nao possui subsequéncia convergente. Este

fato nos mostra que a hipdtese da agao ser F-assintoticamente compacta é essencial para

o Teorema 3.26.

Exemplo 3.20 Considere agora o grupo do Ezxemplo 3.19, porém com n = 1. Assim,

temos

S = {geGL(1,R); detg >0}

= {geR; g>0} =R.
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Neste caso, a acao é dada por
nw: SxR — R
(9.2) — gz

Para cada v > 0, definimos o conjunto A, = {g € S; g >r} = [r,+00). Considere a
familia F = {A,; r >0} = {[r,4+00);r > 0}. Seja x € R\ {0}. Note que nao existem
(x,) em R e (g,) em S com g, — 5 00 tais que g,xr, — T, pois g, —> +00. Assim,

temos

3.4 Sistemas de Controle

Nesta secao, vamos desenvolver os conceitos abordados neste capitulo, em especial para

sistemas de controle.

Definicao 3.28 Um sistema de controle sobre uma variedade diferencidvel M con-

siste de uma familia de equagoes diferenciais
i =X (z,u(t), (x)

onde x € M eu € U = {u:R— U CR"} é uma fungio de controle admissivel.

Dizemos que U é congunto de controle.

Aqui, assumimos que para cada u € U e xg € M, a equagdo © = X (x,u (t)) admite
uma tnica solugao ¢ (t,zg, u) satisfazendo ¢ (0,29, u) = xy. Temos também que essa

solucao satisfaz a propriedade de cociclo, isto é,

o (t+ s,xo,u) =@ (t, 0 (s, x0,u),u-s),

onde u-s(r)=u(s+7).
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Note que, cada fungdo de controle wu (t) determina uma equagao diferencial nao-
autonoma

T = Xy () = X (2,u(t)).

Assim, as diferentes funcoes de controle dao origem as diferentes trajetérias do sistema.

Definigao 3.29 Sejam uy,us € U e s € R. Uma s-concatenagao de u; e us é a fungao

u: R — U
up(t);t<s
t — u(t) = 1 ()3
ug (t —s);t>s
Na teoria geométrica de controle, em geral, sao consideradas as func¢oes de controle
constantes por partes. Definamos U, = {u : R — U; u é constante por partes} . Logo,

pode-se mostrar que as trajetérias do sistema de controle passam a ser concatenagoes

das trajetorias de equacoes autoénomas.

Assumamos também que os campos de vetores X, = X (-, u), u € U, sdo completos.
Assim, considere o conjunto V = {X,;u € U}, de campos de vetores completos. As
trajetérias do sistema () sdo concatenagoes de trajetérias dos campos de vetores em
V. Assim, o sistema (%) ¢ determinado pela familia de campos de vetores V. A cada
campo X, € V et € R, corresponde um difeomorfismo ¢} : M — M definida por

oy (z) = " (t, z) satisfazendo ¢ff = Id e p¥,, = ¢¥ o ¢}
Exemplo 3.21 Seja {X,Y} os campos de vetores definidas por
X (z) = X (z1,22) = (MT1, dawa), A\ <0< Ay
Y (z) =Y (21,22) = (22, —11)
apresendados no Exemplo2.5 e Exemplo 2.6, v = (11, 15) € R2. As trajetérias da equagdo
=X (r1,22) +u(t)Y (21, 22)

onde u € U, = {u: R — R; u é constante por partes}, sio as concatenagoes das tra-

jetdrias das equagoes & = X (x1,22) e & =u(t)Y (21, x2) .
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Exemplo de concatenacoes das trajetorias

O nosso interesse é tomar concatenagoes de trajetérias do campo em V), isto é, tomar
as possiveis composicoes de ;. Assim, definimos o conjunto de todas as composigoes

possiveis entre esses difeomorfismos.

Definicao 3.30 Seja V a familia de campos de vetores definida anteriormente. Defini-

mos 0s conjuntos

gV:{@;L:OO%OZI, tl€R7 UZ€U7 k‘EN}

SVZ{('QZ?OOSO;T’ tZZ(], UZEU7 ]{;EN}

chamados, respectivamente de grupo do sistema e semigrupo do sistema.

Agora, vamos estudar o comportamento assintético de um sistema de controle. Seja

T > 0. Considere o conjunto

S>T—{soz‘:o---o<p?f; t; >0, u €U, ZtizT,keN}

i=1
e definamos a familia

./Tctr = {SZT;T > 0}
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Temos que F;,- € uma base de filtro sobre Sy, pois dados T, Ts > 0, vale a inclusao
Seritr, C Somy NSy,

Essa base de filtro é utilizada para estudar o comportamento assintético do sistema de
controle e pode ser encontrada em [5], [6], [8], [9], [25] e [26]. A familia F, satisfaz
as hipéteses H; e Hy, mas, em geral, nao satisfazem as hipéteses Hs e H,. No entanto,
existem sistemas de controle onde F, também satisfaz as hip6teses Hz e Hy (veja [9] e
[25]).

A notagdo dada na Definicao 3.15, pode ser utilizada na teoria de sistemas de
controle. Temos que @ (ty, Ty, uy) — £, 00 siginifica t, — +oo. Com efeito, se
@ (tx, za, up) — £, 00, entao dado T' > 0, existe \g tal que @ (ty, xx,t)) € Ssr, para
todo A = \g, ou seja, ty > T. Logo, t, — +00. Assim podemos definir o conjunto

w-limite de um subconjunto B de M, a saber:

xr € M; Existem sequéncias t, — 400, (z,) C B e (un) C Uy
w (B7 Fctr) =

tais que ¢ (t,, Ty, Uy) — T

O subconjunto A € M atrai B C M se dado ¢ > 0, existe 7 > 0 tal que
d(e(t,b,u),A) < € para todot > 7, b € B e u € U,. Dizemos que o sistema de
controle é F..-eventualmente limitado se para cada subconjunto limitado B de M,
existe 7" > 0 tal que S>¢rB é um conjunto limitado, isto é, existe zp € M e K > 0
tal que d (¢ (t,b,u),x0) < K, para todot > T, b € B e u € U, Agora, o conjunto
D C M absorve o conjunto B C M se existe 7' > 0 tal que SspB C D. Assim, o
sistema de controle é F.,-limitado dissipativo se existe um subconjunto D de M
limitado que absorve todo subconjunto limitado de M. Por fim, o sistema de controle
¢ Fa-assintoticamente compacto se para toda sequéncia (z,,) C M, (u,) C U, €

t, — +00, a sequéncia (¢ (t,, T,, u,)) possui subsequéncia convergente.

Vamos analisar alguns exemplos de atratores globais para sistema de controle.
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Exemplo 3.22 Considere o sistema de controle sobre R?
o' =X (z(t),ult) =u(t)z(t),

onde u € U, = {u: R — [=2,—1]; u é constante por partes} com conjunto de controle
U=[-2,-1]. Para cada u € U e x € R?, a trajetéria do campo de vetores X,, é dada
por

U (t) = e"x.
Consideremos o semigrupo do sistema

S = {e“"t"...eultl; u; € Ujt; > 0,n € N}.

Considere a base de filtro F.,.. Temos que F,. satisfaz todas as hipsteses Hy, Hy, H3 e
Hy. Além disso, A ={(0,0)} é Fur-atrator global. Com efeito, é imediato que A é ndo
vazio, compacto e invariante. Assim, basta mostrar que atrai cada subconjunto limitado
de R?. Seja B um subconjunto limitado de R%. Dado € > 0, queremos mostrar que existe
T >0 tal que

S>1B C B (A e)
Como B ¢ limitado, existe M > 0 tal que ||z|| < M, para todo v € R*. Tome T > 0 tal

que

M
T>1ln—.
€

n
Seja x € B e e'n'n.. e € Sop. Entao, Zti >T eu; < —1. Assim,
=1

Untn‘ . Ultle — e“ntn'”eultl HxH

et
< e ZZl:lti]\/[ <e M
< e TN =M
= e

Logo, dado € > 0, existe T' > In % tal que

SZTB CcB (A, E) .
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Portanto, A = {(0,0)} é Feuy--atrator global.

Exemplo 3.23 Considere o sistema de controle
2 (t) = X (z (), u(t) = Xo(z (1) +u(t) X1 (z(1),

onde u € Uy = {u:R — [1,2]; u é constante por partes} sobre X = R?, com o con-

Junto de controle U = [1,2] ,

Xo(z,y) = (y,—2) e Xy (z,y) = (z —2y® — 2°,y — y2° — ¢°)

sio campos de vetores em R?. Considere as coordenadas polares x = r cos ey = r send.
Entao, para cada u € U e (r,0), r > 0, a trajetéria sobre o campo de vetor X, é dada

por

—2ut
o (t,(r,0),u) = (\/1_€2m+€r2 79—t>, comt €R ser e (0,1],

—2ut
o (t,(r,0),u) = (\/1—ezut_|_er2 ,9—t>, comt € (—6,+00) ser > 1,

z

onde § > 0 depende de u e r. Seja D' = {(r,0); 0 <r <1} disco unitdrio em R* FE
imediato que D é ndo vazio e compacto. E temos também que D' é invariante pela acdo
0¥, para cada u € U et € R. De fato, seja (r,0) em D'. Entdo, %2 > 1, de onde seque

que

1
—2ut
0< \/1—e2ut+ — <L

ou seja, @i (r,0) € D'. Por outro lado, seja (r,0) € D' tal que

1

—2ut
(T,@): \/1_€2m—{—e ael_t

()"
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r = 1—e2ut e
(r)?
1

Entao,

1

—2ut

,,,26—2ut

1— 7:2 + r2672ut

2 ,—2ut
= 7= \/ re
1— fra2 + r2672ut

Como 0 < r <1, temos que 1 —r? > 0, logo

2 ,—2ut
ree
0< <1,
1— 1724 r2e-2ut

ou seja, 0 < 1/ < 1. Portanto, (r,0) € ¢¥ (D'), concluindo que D' é invariante. Con-

= ()=

sidere agora o semigrupo do sistema
S={gmo- ol u €U t; >0}

Definimos a base de filtro Fp, = {S>1;T > 0}. Efetuando alguns cdlculos, temos que

—1
6—22u1‘t1‘
Un, u — -2 u;t; - _ .
R L e )
Vamos mostrar que D' atrai todo subconjunto limitado de R?. Note que precisamos apenas
considerar os subconjuntos limitados de R? fora do disco D', uma vez que ele é invariante.
Seja B C R?\D'. Entdo, existe M > 0 tal que B C B((0,0),M). Queremos mostrar

que dado € > 0, existe T' > 0 tal que
SZTB CcB (]D)l, 6) .

Para facilitar os cdlculos, vamos considerar a igualdade B (D' ¢) = B((0,0),1+¢).

Entao, queremos mostrar que

—1
722uiti
H(Vl—z A ’Q‘Zt’)

—1
7221},,‘&

r2
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18to €,
6_2 Z uiti 1

1 — e 22wt 4 > .
r2 (1+ 6)2

Tome T > lnl—;f 1:1{{;2. FEntdo, levando em conta que > t; > T, u; > 1 er < M,

temos as desiqualdades:

—ZZuZtl S —QZti,
—22@- < 2T

(&
r?—1 M?*-1
r2 = M2z
Logo,
_QZUiti 2 1
_ 72Zuiti € _ _ 72Zuiti r
1—e + —Qa2 1—e <—r2 )
M? -1
722&;
M? -1
—2T

Portanto, dado € > 0 existe T > In 1;[ % tal que S>7B C B(D,¢), ou seja, D!

atrai todo subconjunto limitado de R2. Concluindo assim que o disco fechado D' é um

For-atrator global. A figura abaizo ilustra algumas trajetorias do sistema.
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Ezxemplos de trajetorias do sistema

Exemplo 3.24 Considere ¥V = {X,Y} o conjunto dos campos de vetores sobre disco
aberto M = B ((0,0),1) C R?, onde os campos X = {X1, X2} e Y = {V3,Ys} sdo dados

por

X1 (z) = =25 + 21 ||2)* sen—

Hl
i) =)o+ (o) = 8 (@) an-+ o el (5 o) seni T~ da ).

X, () = &1 + 23 || * sen—

Ya(o) = ae) o+ (9(0) — (o)) + ol (8 (o) senc T — 0 ).

X(0)=Y(0)=0exz=(x1,722) € M, onde o e 8 sio fungées diferencidveis tais que

1, se ||z]| <1
v bl
0, se 3 < |lzf| <1
0, se |lz]| <1
sy 0 lels

Assim, para ||z|| < 1, 0 campoY ¢é dado por

Yi(z) =20+ 21 (1 —4 Hx||2)
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Ya (2) = —21 + 2 (1 — 4 2])

e para % < ||lz|| <1, 0 campo Y coincide com o campo X. A figura & direita ilustra o

campo X e a figura o esquerda ilustra o campo Y.

Considere a familia F.,.. As trajetorias do sistema de controle determinada peloV sdo
concatenagoes das trajetorias dos campos de vetores X e Y. Note que o comportamento
das trajetorias sao semelhantes as trajetdrias do sistema de controle do Exemplo 3.23.
Assim, usando o mesmo argumento, temos que A = {z € M;||z|| < 3} € invariante e

atrai todos os subconjuntos limitados em M\A. Logo, A é F.,-atrator global.



CapriTULO 4

Atrator Uniforme (Global para Acoes

de Semigrupos

Os conceitos de prolongamento e conjunto limite prolongacional para sistema dindmico
foram estudados em [3] e [4]. Esses resultados foram generalizados para agoes de semi-
grupos em [10]. Apresentamos aqui a definigdo de ambos conceitos e suas caracterizagoes
em termos de redes. Em seguida, definimos o dominio de atragao uniforme, atrator uni-
forme e atrator uniforme global. No final desse trabalho, mostramos as equivaléncias das
definicoes de atrator global no sentido da Definicao 3.5 e atrator uniforme global, que

foram estudados separadamente.

4.1 Prolongamentos

Comecamos com a definigao de prolongamento progressivo. Seja X um espaco métrico

com a métricad: X x X — R.

Definicao 4.1 Sejax € X e F' um subconjunto do semigrupo S. Definimos o primeiro

F-prolongamento progressivo de x como

D (z,F)=()FB(x,e).

e>0

83
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Se C' é um subconjunto de X, definimos

D(C,F)=|JD(z,F).

zeC

Agora, vamos apresentar uma caracterizagao do prolongamento progressivo em ter-

mos de redes.

Proposicao 4.2 Sejam v € X e F C §. Entao, podemos caracterizar o primeiro F'-

prolongamento progressivo de x por

€ X; Existem redes (t\) C F' e (z)) C X
D F) =14 ° () (22)

tais que TN — T ety — Y
Demonstragao: Seja o conjunto

€ X; Existem redes (t)\) C Fe (x)) C X

tais que Ty — T e thTy — ¥
Mostremos que D (z, F') = D’ (2, F') . Sejay € D (z, F') . Pela Definicao 4.1, y € FB (z,¢€),

para todo € > 0. Entao, dado n € N, tome

1 1
ynEB(y,—) N FB (x,—).
n n

Logo, podemos escrever y,, = t,z,, onde t, € Fex, € B (x, %) . Assim, considere as
sequéncias (t,),cy C F € (2,),cy € X. Temos que x,, — x. De fato, dado € > 0, tome

no € N tal que % < €. Assim, para n > ng temos que % < nio, donde

1
z, €B (x,—) C B(x,e).
n
Como € > 0 é arbitrério, temos que z,, — z. Analogamente, temos que t,x, — y e,
portanto, y € D' (z, F) .

Reciprocamente, seja y € D' (z, F') . Entao existem redes () C F e (x)) C X tais

que Ty — x e tyxy — y. Assim, dado € > 0 existe \g € A tal que z, € B(z,¢), para
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todo A = Ao. Logo, (tAzr)yss, C F'B(2,€), donde y € F'B(z,¢). Pela arbitrariedade do
e >0, segue quey € D (z, F). O

Note que, para o caso onde X é um espaco métrico, podemos tomar sequéncias ao

invés de redes. Assim, para r € X e ' C S,

y € X; Existem sequéncias (t,) C F'e (z,) C X tais que
D(z,F) =

Ty — T € LyTy — Y

4.2 Conjuntos Limite Prolongacionais

Definicao 4.3 Seja F uma familia de subconjuntos do semigrupo S e X um espaco
métrico. Definimos o primeiro F-conjunto limite progressivo prolongacional de
x € X como sendo o conjunto
J(@,F)=(\D(zF).
FeF
Se C' é um subconjunto de X, entao

J(C,F) = JI (7).

zeC

O préximo resultado é uma caracterizacao do primeiro F-conjunto limite progressivo
prolongacional de z € X. Uma caracterizagao foi apresentada em [10], onde se considera
uma rede em cada conjunto da familia F. Aqui, estendemos essa caracterizagao tomando

apenas uma Unica rede em S.

Proposigao 4.4 Seja x € X e F uma familia de subconjuntos de S. FEntao, podemos

caracterizar o primeiro F-conjunto limite progressivo prolongacional de x € X por

y € X; Ezistem redes (t)) C S e (z)) C X tais que
J(x,F) =

Ix ——F 00, T\ — T €lyTy — Y
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Demonstragao: Definamos o conjunto

, ) y€X; Existemredes (t)) C Se (zx) C X tais que
I (2, F) =

Ix—F 00,2\ —> T elyzy —Y

Mostremos que J (z, F) = J' (x,F). Sejay € J (x, F) . Assim,

yeD(x,F)=()FB <x%>

para todo F' € F. Considere o conjunto de indices F x N com a direcao
(Flanl) t (F27n2) <~ Fl C F2 e Ny Z ny.

Para cada F' € F e n € N temos que

Assim, tome

1 1
t(F,n)x(F,n) €B (y, E) N FB (33‘, E) )

onde t(py,) € Flexr, € B (m, %) . Temos que t(z,) — 7 oo. De fato, dado F' € F, tome
Fy = Feng € N qualquer. Entao, se (F',n) = (Fy, no), temos que t(pr ) € F' C Fy = F,
donde t(p,) —F 00. Agora, x(p,) — z. Com efeito, dado € > 0, tome ny € N tal que

nlo < € e escolha Fy € F qualquer. Se (F,n) = (Fy, ng) temos que % < nlo < ¢, donde

1 1
T(pn) € B <:U, ﬁ) CB (x, n_> C B(x,e).
0

Pela arbitrariedade do ¢ > 0, segue que x(p,) — 2. De modo andlogo, temos que
t(Fn)T(Fn) — Y- Logo, y € J' (z, F).

Por outro lado, seja y € J' (z, F) . Entao existem redes (t,) C S e (x)) C X tais que
tx —F 00, xy — x e thary — y. Seja F € F. Como t, —x 00, existe \g € A tal
que t) € F, para todo A = Ag. Agora, como x, — x, dado € > 0 existe \; € A tal
que =) € B(x,¢), para todo A = A\;. Tome \* € A tal que \* = A\g e \* = A;. Logo,
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trxy € FB(x,¢€), para todo X = \*. Assim, y € FB (z,¢). Como € > 0 é arbitrario, segue
que y € J(z,F). O

Definimos agora o dominio de atragao uniforme, conceito necessario para se definir

atrator uniforme global.

Definigao 4.5 Sejam Y um subconjunto de X e F uma familia de subconjuntos de S.

Definimos o conjunto F-dominio de atracao uniforme de Y por
Ay(YVA  )={zeX; J(&,F)#0eJ(z,F)CY}.

Definicao 4.6 Seja Y um subconjunto de X e F uma familia de subconjuntos de S.
Dizemos que Y é um F-atrator uniforme se existe € > 0 tal que B (Y,€) C Ay (Y, F).

Dizemos que Y é um F-atrator uniforme global se Ay (Y, F) = X.

A Proposicao a seguir nos mostra que se um conjunto é atrator global no sentido da

Definigao 3.5, entao ele é um atrator uniforme global.

Proposigao 4.7 Sejam F uma base de filtro para o semigrupo S e A um F-atrator

global em S no sentido da Definicao 3.5. Entdao A é um F-atrator uniforme global.

Demonstragao: Sejam x € X e A um F-atrator global. Pelo Teorema 3.26, temos que
(S, X) é F-assintoticamente compacta. Logo, pela Proposicao 3.21, segue que w (x, F) #
0 e, portanto, J (z, F) # 0. Suponha que J (2, F) ¢ A. Entao, existe y € J(z,F) tal
que y ¢ A. Agora, como A é compacto, temos que existe § > 0 tal que d (y,.A4) = §. Por
outro lado, como y € J (z, F), pela Proposicao 4.4, existem redes (t)) C S e (z)) C X
tais que ty —F 00, xx — x e tyxy — y. Seja U uma vizinhanca de x € X. Pela
convergéncia da rede (z,), existe A\g € A tal que ) € U, para todo A = \g. Assim,
considere B = {x,; A = \g} um subconjunto limitado de X. Entao, o F- atrator global

A atrai B. Logo, dado g > 0 existe F' € F tal que F'B C B (A, g) . Como ty — 7 0,
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para este F' € F, existe \' € A tal que ty € F’, para todo A = \. Tome \* € A tal que

A= Xg e X" = N. Assim, para todo A = \*, temos

d (tAZL“)\, ./4) <

N S

Logo, pelo fato de tyzy — y e d ser continua, temos que d (y,.A) < g, o que contradiz
o fato de d (y, A) = 6. Portanto, J (2, F) C A. Pela arbitrariedade de z € X, temos
que X C Ay (A, F), obtendo a igualdade A (A, F) = X. Portanto, A é um F-atrator

uniforme global. O

A reciproca da Proposi¢ao 4.7 nao é imediata. Para garantir que um atrator uniforme

global é também um atrator global devemos acrescentar algumas hipéteses.

Teorema 4.8 Sejam F uma base de filtro para um semigrupo S e Y um F-atrator
uniforme global nao vazio, compacto e invariante. Se a acao de S é F- eventualmente
compacta, F-assintoticamente compacta e F satisfaz a hipotese Hz, entao Y é um F-

atrator global.

Demonstragao: Seja B um subconjunto limitado de X. Basta provar que Y atrai o
subconjunto B pela acao de S. Suponha que existe € > 0 tal que para todo F' € F

tem-se F'B ¢ B (Y,¢). Como (S, X) é F-eventualmente compacta, existe ¢y € S tal que

toB é compacto. Agora, como F satisfaz a hipétese Hs, para cada F' € F, existe FeF
tal que
F C Ft,.

Assim, para cada F € F, existem tz € Fe Tz € B tais que tzzz € B (Y, €) e podemos
escrever

tﬁxﬁ = tFtoxﬁ.
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Considere a rede (x ﬁ) C B. Entao, como tyB ¢é compacto, temos que existe uma subrede
tal que

Loz —y € X.

Entao a rede <t0xﬁ> é limitada. Sejam as redes (tp) C S e (tox;,;) C X limitada.
Temos que tp, —# 00, pois dado F' € F, existe Ao € A tal que F), C F e, portanto,
para todo A = Ao, tp, € F\ C F,, C F. Como a acao de § é F-assintoticamente

compacta, existe uma subrede com mesmo nome (t Py (toxﬁ» tal que
tr (toxﬁ;> —z e X. (4.1)

com toxp — Y. Logo, pela Proposicao 4.4, z € J(y,F). Por outro lado, como
troy & B(Y,€), temos que d <tFAt0xﬁ,Y> > ¢, donde por 4.1 segue que d (z,Y) > ¢,
contradizendo o fato de Y ser um F-atrator uniforme global, pois J(y,F) C Y. Por-

tanto, Y atrai B pela acao de S. 0

O resultado seguinte é juncao da Proposicao 4.7 e Proposicao 4.8. E uma forma de

fazer a equivaléncia das defini¢oes de atrator global e atrator uniforme global.

Corolario 4.9 Sejam F uma base de filtro sobre S satisfazendo hipdteses Hy e Hy, e
(S, X, u) F-eventualmente limitada, eventualmente compacta. Entao, Y C X nao vazio,
compacto e invariante é um F-atrator uniforme global se, e somente se, Y C X é um

F-atrator global.

Demonstragao: Suponha que Y é um F-atrator uniforme global nao vazio, compacto
e invariante. Pela Proposigao 3.20, temos que (S, X) é F-assintoticamente compacta.

Logo, pelo Teorema 4.8, temos que Y é um JF-atrator global.

Reciprocamente, suponha que Y é um F-atrator global. Entao, Y é nao vazio, com-

pacto e invariante e pela Proposicao 4.7 segue que Y é um F-atrator uniforme global. []
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Exemplo 4.1 Retomando o Exemplo 3.22, vimos que A = {(0,0)} é um F,-atrator

global. Assim, temos pela Proposicao 4.7 que A é um F..-atrator uniforme global.

Exemplo 4.2 Analogamente, no Exemplo 3.23, mostramos que o disco unitdrio A = D*

é Fo-atrator global e, portanto é F.-atrator uniforme global.

Exemplo 4.3 Vimos no Exemplo 3.18 que w ((z,y) , Firans) = {(0,0)}, ou seja,

A={(0,0)} € J((x,y), Frrans) -

Seja (z,w) € J((x,y), Firans) - Pela Proposicao 4.4, existem sequéncias (S,,t,) em S

com (Sp,tn) ——Fpune 0 € (T, Ypn) em R? tais que

(T, Yn) — (2,9)

(CLs"ajn,at"yn) — (z,w).

Como (Sp,tn) — £, 00, temos que (a*"x,,ay,) — (0,0). Logo, (z,w) = (0,0) e,

portanto, J ((x,y) , Firans) = {(0,0)}, para todo (x,y) € R?. Assim, Ay (A, Firans) = R?,
isto é, A é Firans-atrator uniforme global. Sejam (s',t') € S e F' = S+ (s,t) € Firans-
Temos que existe F' = S + (s+ st +t') € Firans tal que F' C F + (s,t'), isto é, a
familia Firans satisfaz a hipdtese Hz. Como o semigrupo S é abeliano, Firans Satisfaz
a hipdtese Hy. Agora seja B um subconjunto limitado de R2. Considere a aplicacdo
continua fi(sy 4. Entao,

(80, to) B C (80, to) B

e como (so,tO)F é compacto, temos que m é compacto. Logo, a ac¢do de S é
eventualmente compacta. No FExemplo 3.6 mostramos que dado ¢ > 0, existe A, € F
tal que A, B C B((0,0),¢€). Note que A, = S + (r,r) € Firans- Entdo, dado € > 0
existe F' = S+ (r,r) € Firans tal que FB € B((0,0),¢€), ou seja, a agdo de S é Firans-

eventualmente limitada. Como A = {(0,0)} é ndo vazio, compacto e invariante e ja
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vimos que a a¢do de S é Firans-assintoticamente compacta, pelo Teorema 4.9 seque que

A =1{(0,0)} é Firans-atrator global.
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