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Graduação em Matemática do Departamento
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33 Ó profundidade das riquezas, tanto da

sabedoria, como da ciência de Deus! Quão

insondáveis são os seus júızos, e quão ines-

crutáveis, os seus caminhos!

34 Porque quem compreendeu o intento do

Senhor? Ou quem foi seu conselheiro?

35 Ou quem lhe deu primeiro a ele, para que

lhe seja recompensado?

36 Porque dele, e por ele, e para ele são todas

as coisas: glória, pois, a ele eternamente.

Amém!

Romanos 14:33-36, Bı́blia Sagrada



Aos meus pais,

Ademir e Marina
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Resumo

Neste trabalho, introduzimos o conceito de atratores globais para ações

de semigrupos sobre espaços métricos. Primeiramente, estudamos a te-

oria de atratores globais para sistemas semidinâmicos e, posteriormente,

estendemos todos os resultados para ações de semigrupos. Trabalhamos,

em especial, com ações assintoticamente compactas que possuem conjuntos

ω-limites compactos e invariantes, contribuindo para o estudo do atrator

global. Apresentamos condições necessárias e suficientes para a existência

do atrator global para ações de semigrupos e sua caracterização pelos con-

juntos ω-limites. Para finalizar, definimos os conceitos de prolongamento e

conjunto limite prolongacional em ações de semigrupos para introduzimos

o conceito de atrator uniforme global para ações de semigrupos. Conclui-

mos o trabalho apresentando uma relação entre as noções de atrator global

e atrator uniforme global.

Palavras-chave: Ação de semigrupo, Atrator global, Atrator uniforme

global, Assintoticamente compacto, sistema semidinâmico.



Abstract

In this work, we introduce the concept of global attractor for semigroup

actions on metric spaces. Initially, we study the theory of global attractor

for semidynamical systems and then we extend all results for semigroup

actions. We consider asymptotically compact semigroup actions, which

have compact and invariant ω-limit sets, contributing to the study of the

global attractor. We present necessary and sufficient conditions for the

existence of the global attractor for semigroup actions and its characte-

rization by ω-limit sets. To complete this work, we define the concepts

of prolongation and prolongational limit set for semigroup action to intro-

duce the concept of global uniform attracting set for semigroup actions and

we present a relation between the notions of global attractor and global

uniform attracting set.

Key-words: Semigroup action, Global attractor, Global uniform attrac-

ting set, Asymptotically compact, Semidynamical system.
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Introdução

O termo "atrator"destinado a um ponto singular e invariante em um �uxo foi utilizado

por E. A. Coddington e N. Levinson em Theory of ordinary di¤erential equations (1955).

Porém, o conceito de atrator consistindo em mais que um ponto foi estudado pela

primeira vez em Attractor in dynamical systems por J. Auslander, N. Bhatia e P. Siebert

(1964). Desde então, o conceito de atrator tem sido de�nido de muitas maneiras e em

vários contextos distintos na literatura.

A teoria qualitativa de sistema dinâmico originou das análises dos comportamentos

das equações diferenciais, e mais tarde esses conceitos foram estudados em um espaço

métrico geral. Essa teoria ganhou muitos resultados em espaços métricos compactos

e localmente compactos. Nessa dissertação, no entanto, trabalhamos em especial com

sistemas semidinâmicos assintoticamente compactos, sem que o espaço de fase seja com-

pacto ou localmente compacto.

A noção de atratror começou a ganhar grande importância há 50 anos e existem várias

de�nições. Recentemente, a existência do atrator global foi estudada em vários contextos

(por exemplo, [17] e [21]) e também existem trabalhos que relacionam os conceitos de

atratores (por exemplo, [11] e [24]). A de�nição de atração que vamos considerar nessa

dissertação é a seguinte: Um conjunto A atrai um conjunto B pela ação do sistema T (�)

se

lim
t!+1

dist (T (t)B;A) = 0;

onde dist é a semidistância de Hausdor¤ de�nida no espaço métrico X. Assim, o con-

1



Introdução 2

junto não vazio, invariante, compacto e que atrai todo subconjunto limitado do espaço X

é chamado atrator global. Se um sistema semidinâmico admite um atrator global, então

ele é único e o comportamento assintótico do sistema pode ser descrito se analisarmos

o interior do atrator. O assunto principal desse trabalho é a noção de atrator global

para ações de semigrupos, que é uma extensão do conceito de atrator global para sis-

temas semidinâmicos. Apresentamos condições necessárias e su�cientes para existência

do atrator global para ações de semigrupos e mostramos uma relação entre atrator global

e atrator uniforme global. Os conceitos estudados no contexto de ações de semigrupos

resultaram um trabalho ([28]).

No primeiro capítulo apresentamos a noção de redes, que são generalizações de se-

quências. Esse conceito foi primeiramente introduzido em topologia por E. H. Moore

e H. L. Smith em A general theory of limits (1922). Por esse motivo, alguns chamam

as redes como sequências de Moore-Smith. O conceito de sequência é uma ferramenta

muito utilizada nos espaços métricos e o conceito de convergência é fundamental para

desenvolvimento do estudo nesse espaço. Porém nos espaços topológicos mais gerais não

é possível utilizar sequências, donde surge a necessidade de introduzir a noção de redes.

Então, começamos de�nindo o conjunto dirigido, que desempenha o papel semelhante ao

conjunto dos números naturais, ou seja, tem a função de direcionar as redes dentro do

espaço topológico. Muitos resultados para sequências já conhecidos são abordados em

termos de redes. Apresentamos também a de�nição de base de �ltro, conceito muito uti-

lizado ao trabalharmos com ações de semigrupos. Os assuntos abordados neste capítudo

podem ser encontrados em [15], [18] e [19].

O segundo capítulo trata da teoria de atrator global para sistemas semidinâmicos

em espaços métricos. Este capítulo foi baseado na tese de doutorado de Aragão-Costa

([1]), e no trabalho de Aragão-Costa, Carvalho, Caraballo e Langa ([2]), que contribuiu

para a concepção do conceito de atrator global para ações de semigrupos, discutido no

terceiro capítulo. Começamos de�nindo o conceito de sistema semidinâmico e conjuntos
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invariantes, exibindo alguns exemplos. Na segunda seção, apresentamos a semidistância

de Hausdor¤, uma ferramenta de "medida"para de�nirmos o atrator global. Logo após,

mostremos uma de�nição equivalente de atrator global usando o conjunto �-vizinhança.

Mostramos que o atrator global da forma como foi de�nido é único em um sistema

semidinâmico e apresentamos uma caracterização por meio de conjuntos invariantes. Os

conceitos como semiórbita positiva, sistema semidinâmico limitado, eventualmente lim-

itado e dissipatividade do semi�uxo são fundamentais para o desenvolvimento da teoria

de atrator global. Na próxima seção, trabalhamos com o conjunto de suma importância:

conjunto !-limite. Esse conjunto descreve o comportamento assintótico do sistema e

pode ser caracterizado em termos de sequências. Um dos conceitos relevantes é o de

sistema assintoticamente compacto, pois nesse sistema, os conjuntos !-limite adquirem

propriedades como compacidade, invariância e atração. Na última seção apresentamos

o teorema que garante a existência de atrator global.

No Capítulo 3, desenvolvemos o tema principal do trabalho, onde generalizamos os

resultados obtidos no capítulo anterior, trabalhando com ações de semigrupos, a ex-

tensão dos sistemas semidinâmicos. A seção inicial contém conceitos como conjuntos

invariantes, noções de atração e atrator global. Em se tratando de comportamento ass-

intótico para a ação de um semigrupo, usamos uma família de subconjuntos não vazios

do semigrupo que tem a propriedade de base de �ltro. Assim, o conceito de atração neste

contexto depende da família de subconjuntos não vazios do semigrupo em questão. Em

seguida, de�nimos os conceitos de semiórbita, ação eventualmente limitada e limitada

dissipativa, estendendo de maneira natural as de�nições já apresentadas no capítulo an-

terior. Na segunda seção, de�nimos o conjunto !-limite. Essa de�nição foi introduzida

por Braga Barros e Souza em [6]. Caracterizamos o conjunto !-limite em termos de redes

e de�nimos os conceitos de ação assintoticamente compacta e eventualmente compacta.

Em [7], a invariância do conjunto !-limite é garantida para espaços compactos. Fizemos

uma demonstração análoga, porém para as ações assintoticamente compactas, não ne-
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cessitando que o espaço de fase seja compacto. Na seção que segue, temos os resultados

que garantem a existência do atrator global, um dos resultados mais importantes desse

trabalho. Na última seção, abordamos os conceitos desenvolvidos neste capítulo para

sistema de controle e apresentamos alguns exemplos de atratores globais para sistemas

de controle.

O último capítulo consiste em apresentar a equivalência das de�nições de atrator

global como foi de�nido e atrator uniforme global, que eram estudados separadamente

nos tratados de sistemas dinâmicos. Para isso, precisamos de�nir os conceitos de pro-

longamento e conjunto limite prolongacional para ações de semigrupos. Esses conceitos

foram introduzidos em [10]. De�nimos o domínio de atração uniforme, atrator uniforme

e atrator uniforme global. Em seguida mostramos resultados referentes às equivalências

das de�nições de atratores. Para �nalizar o capítulo, apresentamos alguns exemplos para

uma melhor ilustração.



Capítulo 1

Redes

Nos espaços métricos geralmente trabalhamos com convergência de sequências, mas em

espaços topológicos mais gerais, isso nem sempre é possível. A rede então cumpre um

papel fundamental neste contexto, já que ela é uma generalização do conceito de sequên-

cias. Primeiramente, precisamos de�nir o conjunto que nos dá uma orientação, como o

conjunto dos naturais. De�nimos, então, o conjunto chamado dirigido. Apresentamos

vários resultados básicos de redes, que são análogos aos de sequências. No decorrer do

capítulo, de�nimos o conceito de �ltro, que usamos frequentemente quando trabalhamos

com ações de semigrupos.

Essa noção de redes em topologia foi introduzida primeiramente por E. H. Moore e H.

L. Smith (1922) e alguns referem-se à elas como sequências generalizadas ou sequências

de Moore-Smith.

Começamos com a de�nição de conjunto dirigido.

De�nição 1.1 Um conjunto �, com uma relação �; é denominado conjunto dirigido

se satisfaz as seguintes condições:

i) � � �, para todo � 2 �; (re�exividade)

ii) Se � � � e � � �, então � � �; (transitividade)

iii) Dados �; � 2 �; existe � 2 � tal que � � � e � � �:

5
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Dizemos que a relação � é uma direção para o conjunto �; ou que a relação �

dirige o conjunto �:

Daqui em diante, a menos de mensão explícita em contrário, � denota um conjunto

dirigido.

Vejamos alguns exemplos de conjunto dirigido.

Exemplo 1.1 O conjunto dos naturais N com a relação de ordem usual � é um conjunto

dirigido.

Exemplo 1.2 Sejam X um espaço topológico e x 2 X. Se considerarmos a relação

U � V () V � U;

a coleção Ux de vizinhanças de x 2 X é um conjunto dirigido. Analogamente, com a

mesma relação acima, a coleção Bx de bases contendo x 2 X é um conjunto dirigido.

Quando estudamos ações de semigrupos, consideramos uma família de subconjuntos

não vazios do semigrupo S. As vezes, não basta ser apenas uma família, mas que seja

um �ltro, ou base de �ltro.

De�nição 1.2 Seja X um conjunto. Um �ltro F sobre o conjunto X é uma coleção

não vazia de subconjuntos de X satisfazendo:

1. ; =2 F ;

2. Se F1; F2 2 F , então F1 \ F2 2 F ;

3. Se F 2 F e F � F 0, então F 0 2 F :

Uma subcoleção F 0 � F é base para o �ltro F , se para cada elemento F 2 F , existe

um elemento básico F 0 2 F 0 tal que F 0 � F:
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Proposição 1.3 Seja X um conjunto. Uma coleção F de subconjuntos não vazios de X

é base para algum �ltro de X, se dados F1; F2 2 F , existe F3 2 F tal que F3 � F1 \ F2:

Demonstração: Considere a coleção G = fG � X; F � G, para algum F 2 Fg. Como

; 62 F , temos que ; 62 G: Se G1; G2 2 G, existem F1; F2 2 F tais que F1 � G1 e F2 � G2.

Por hipótese, existe F3 2 F tal que F3 � F1 \ F2 � G1 \G2, ou seja, G1 \G2 2 G: Por

�m, se G 2 G, existe F 2 F tal que F � G, então, se G � G0 temos imediatamente que

G0 2 G: Portanto, G é um �ltro que tem como base o �ltro F : �

Usando a Proposição 1.3, podemos de�nir a base de �ltro da seguinte forma: uma

coleção F de subconjuntos não vazios de X é base de �ltro sobre X se satisfazem as

seguites propriedades:

1. ; =2 F ;

2. Dados F1; F2 2 F , existe F3 2 F tal que F3 � F1 \ F2:

Exemplo 1.3 Seja F uma base de �ltro sobre um conjunto X. Com a relação de�nida

no Exemplo 1.2, F é um conjunto dirigido.

A Proposição a seguir, é usada durante algumas demonstrações dos resultados, apre-

sentados nos próximos capítulos.

Proposição 1.4 Sejam �1 e �2 conjuntos dirigidos. Então, �1 � �2, com a relação

(�1; �2) � (�01; �02) () �1 � �01 e �2 � �02

é um conjunto dirigido.

Demonstração: De fato,



8

i) Seja (�1; �2) 2 �1 ��2. Como �1 e �2 são conjuntos dirigidos, temos que �1 � �1
e �2 � �2, donde (�1; �2) � (�1; �2) :

ii) Sejam (�1; �2) ; (�
0
1; �

0
2), (�

00
1; �

00
2) 2 �1 � �2 satisfazendo (�1; �2) � (�01; �

0
2) e

(�01; �
0
2) � (�001; �

00
2). Então, �1 � �01; �2 � �02, �

0
1 � �001 e �

0
2 � �002. Como �1 e

�2 são conjuntos dirigidos temos que �1 � �001 e �2 � �002, donde (�1; �2) � (�001; �002) :

iii) Sejam (�1; �2) ; (�1; �2) 2 �1��2. Pelo fato de �1 e �2 serem conjuntos dirigidos,

existem �1 2 �1 e �2 2 �2 tais que �1 � �1; �1 � �1; �2 � �2 e �2 � �2. Logo,

existe (�1; �2) 2 �1 � �2 tal que (�1; �2) � (�1; �2) e (�1; �2) � (�1; �2) :

�

Vamos de�nir o conceito de redes.

De�nição 1.5 Seja X um espaço topológico e � um conjunto dirigido. A aplicação

x : � �! X

� 7�! x�

é denominada de rede e denotemos por (x�)�2� :

Note que a De�nição 1.5 é uma generalização da de�nição de sequência, onde con-

sidera � = N: A seguir, de�nimos a convergência de rede, de modo análogo, feito para

sequência.

De�nição 1.6 Dizemos que uma rede (x�)�2� converge para o ponto x 2 X; se dado

uma vizinhança U de x, existe �0 2 � tal que x� 2 U , para todo � � �0:

Notação: x� �! x:

Exemplo 1.4 Como toda sequência (xn)n2N é uma rede, a convergência de redes gen-

eraliza a convergência de sequências.
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Exemplo 1.5 Sejam x 2 X e Ux uma coleção de vizinhanças de x. Se para cada U 2 Ux
escolhermos xU 2 U , então (xU)U2Ux é uma rede em X que converge para o ponto x 2 X.

De fato, seja V uma vizinhança de x. Assim, para todo U � V , temos que U � V e,

portanto, xU 2 V , isto é, xU �! x: Analogamente, se considerarmos Bx a coleção de

bases contendo o ponto x 2 X, (xU)U2Bx é uma rede em X que converge para x:

Exemplo 1.6 Sejam X um conjunto e F uma base de �ltro. Se para cada F 2 F

tomarmos xF 2 F , então, (xF )F2F é uma rede em X.

Temos a seguir, algumas proposições similares aos resultados de sequência.

Proposição 1.7 Sejam X um espaço topológico, A um subconjunto de X e x 2 A.

Então, x 2 A se, e somente se, existe uma rede (x�)�2� em A tal que x� �! x:

Demonstração: Seja x 2 A: Então, dado U � X vizinhança de x, U \ A 6= ;: Logo,

para cada U 2 Ux, podemos tomar xU 2 U \A: Assim, a rede (xU)U2Ux � A e xU �! x:

Por outro lado, suponha que existe uma rede (x�)�2� em A tal que x� converge para

x: Então, por de�nição de convergência de rede, dado U 2 Ux, existe �0 2 � tal que

x� 2 U , para todo � � �0: Em particular, x� 2 U \ A. Portanto, x 2 A: �

Proposição 1.8 Sejam X e Y espaços topológicos e f : X ! Y uma aplicação. Então,

f é contínua em x 2 X se, e somente se, para cada rede (x�) � X com x� �! x, tem-se

que a rede (f (x�)) � Y converge pare f (x) 2 Y:

Demonstração: Iremos usar o seguinte resultado: uma aplicação f é contínua em

x 2 X se, e somente se, dado V uma vizinhança de f (x), existe U uma vizinhança de x

tal que f (U) � V:
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Suponha que f é contínua em x 2 X: Então, dada V uma vizinhança de f (x), existe

U uma vizinhança de x tal que f (U) � V . Seja (x�) � X uma rede que converge para

x. Assim, para esta vizinhança U , existe �0 tal que x� 2 U , para todo � � �0: Logo,

f (x�) � V , para todo � � �0: Portanto, a rede (f (x�)) � Y converge para f (x) :

Agora, suponha por contradição que f seja descontínua em x 2 X. Então, existe V

vizinhança de f (x) tal que f (U) 6� V , para todo U vizinhança de x. Assim, para cada

U 2 Ux podemos tomar xU 2 U tal que f (xU) =2 V . Logo, a rede (xU)U2Ux converge

para x, mas a rede (f (xU)) não converge para f (x) : �

Proposição 1.9 Seja fXi; i 2 Ig uma família de espaços topológicos não vazios. Con-

sidere o espaço produto X =
Q
i2I
Xi: Então, uma rede (x�)�2� em X converge para x 2 X

se, e somente se, para cada i 2 I, a rede (�i (x�))�2� converge para �i (x).

Demonstração: Suponha que x� �! x. Como �i é contínua, para todo i 2 I; pela

Proposição 1.8 segue que �i (x�) �! �i (x) ; para cada i 2 I:

Reciprocamente, suponha que �i (x�) �! �i (x) ; para cada i 2 I. Seja a vizinhança

U de x de�nida como

U =
\
j2J
��1j (Uj) ;

onde J é um subconjunto �nito de I; e para cada j 2 J , Uj é um subconjunto aberto

de Xj, com �j (x) 2 Uj: Como �j (x�) �! �j (x), para cada j 2 J , então existe �j 2 �

tal que �j (x�) 2 Uj, 8� � �j: Por � ser um conjunto dirigido, existe �0 2 �, tal que

�0 � �j, para todo j 2 J . Assim,

x� 2
\
j2J
��1j (Uj) ;

donde, x� �! x: �
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Teorema 1.10 Um espaço topológico X é espaço de Hausdor¤ se, e somente se, toda

rede em X converge para, no máximo, um ponto.

Demonstração: Suponha que X é Hausdor¤. Então, para x; y 2 X com x 6= y, existem

U e V vizinhanças disjuntas de x e y, respectivamente. Se (x�)�2� é uma rede em X tal

que x� �! x e x� �! y, então existem �00; �
00
0 2 � tais que x� 2 U , para todo � � �00

e x� 2 V , para todo � � �000. Como � é um conjunto dirigido, existe �0 2 � tal que

�0 � �00 e �0 � �000. Assim, para todo � � �0, x� 2 U \ V , o que é um absurdo. Logo,

toda rede converge para, no máximo, um ponto.

Reciprocamente, suponha que X não é espaço de Hausdor¤. Então, existem x; y 2 X

com x 6= y tais que U \ V 6= ;, para toda vizinhança U e V de x e y, respectivamente.

Considere as coleções Ux e Vy das vizinhanças de x e y, respectivamente. Seja Ux � Vy
com a seguinte relação

(U; V ) � (U 0; V 0) () U 0 � U e V 0 � V:

Pela Proposição 1.4, temos que Ux � Vy é um conjunto dirigido. De�nimos a rede

x : Ux � Vy �! X

(U; V ) 7�! x(U;V )

onde x(U;V ) 2 U \ V . Temos que a rede
�
x(U;V )

�
converge para x e y simultanea-

mente. De fato, sejam as vizinhanças U0 2 Ux e V0 2 Vy arbitrárias. Então, para

todo (U; V ) � (U0; V0), temos que x(U;V ) 2 U \ V � U0 \ V0, ou seja, x(U;V ) �! x e

x(U;V ) �! y. �

Uma consequência imediata do Teorema 1.10 é que em espaço de Hausdor¤ toda

sequência converge para, no máximo, um ponto. Porém, a recíproca dessa a�rmação não

se veri�ca, isto é, se a sequência converge somente para um ponto, o espaço é Hausdor¤.

Com efeito, considere o espaço X = R com a topologia

� = fU � X; XnU é enumerável ou XnU = Xg :
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Temos que dados x; y 2 X com x 6= y, toda vizinhança U de x e V de y não são

disjuntos, pois se U \ V = ;, temos que U � XnV que é enumerável e, portanto, XnU

não é enumerável, o que é um absurdo. Logo, o espaço X com a topologia � não é

Hausdor¤. Seja (xn) � X uma sequência que converge para x 2 X: A�rmamos que

existe n0 2 N tal que xn = x, para todo n � n0: Caso contrário, existem índices

n1 < � � � < nk < � � �

tais que xnk 6= x, para todo k 2 N: Considere U = Xn fxnkgk2N : Temos que U é

vizinhança de x, mas não existe n0 2 N tal que xn 2 U , para todo n � n0, o que

contradiz o fato de xn �! x: Logo, a sequência (xn) converge apenas para um ponto x,

mas o espaço não é Hausdor¤.

De�nição 1.11 Sejam X um espaço topológico e (x�)�2� uma rede em X. Dizemos que

x 2 X é ponto de acumulação de (x�) se, dados U vizinhança de x e �0 2 �, existe

� 2 �, � � �0 tal que x� 2 U .

Temos imediatamente pela De�nição 1.11 que se a rede (x�) converge a x, então

x é ponto de acumulação de (x�) : Observe também que a De�nição 1.11 generaliza o

conceito de valor de aderência de uma sequência.

De�nição 1.12 Sejam X um espaço topológico e x : � �! X uma rede em X. Dizemos

que y : �0 �! X é subrede de x : � �! X se y � x � � : �0 �! X, onde �0 é um

conjunto dirigido e a aplicação � : �0 �! � satisfaz:

i) Se �1 � �2 então � (�1) � � (�2) ; (� é crescente)

ii) Dado � 2 �, existe � 2 �0 tal que � (�) � �: (� é co�nal)

Denotemos a subrede de (x�)�2� por
�
x�(�)

�
�2�0 :
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Seja (xn) uma sequência em X. Note que toda subsequência de (xn) é uma subrede,

mas note que nem toda subrede de (xn) é uma subsequência de (xn), pois a subrede pode

possui mais índices que a própria sequência.

Proposição 1.13 Se uma rede (x�)�2� converge para um ponto x 2 X, então cada

subrede também converge para x.

Demonstração: Suponha que (x�) é uma rede que converge para x 2 X. Sejam�
x�(�)

�
�2�0 uma subrede e U uma vizinhança do ponto x: Como x� �! x, existe

�0 2 � tal que x� 2 U , para todo � � �0: Agora, pelo fato de � ser co�nal, para

este �0 2 �, existe �0 2 �0 tal que � (�0) � �0. Assim, para todo � � �0, temos que

� (�) � � (�0) � �0 e, portanto, x�(�) 2 U , para todo � � �0; isto é, x�(�) �! x: �

Proposição 1.14 Sejam X um espaço topológico e (x�)�2� uma rede em X. Então, X

é um ponto de acumulação de (x�) se, e somente se, a rede (x�) possui uma subrede que

converge a x.

Demonstração: Seja x um ponto de acumulação de (x�) : Considere o conjunto de

índices I = f(�; U) 2 �� Ux; x� 2 Ug ; com a relação

(�1; U1) � (�2; U2) () �1 � �2 e U1 � U2:

Assim, I é um conjunto dirigido, pela Proposição 1.4. Agora, de�nimos a função

� : I �! �

dada por � (�; U) = �: Como a aplicação � satisfaz os itens (i) e (ii) da De�nição 1.12,

segue que
�
x�(�)

�
�2I =

�
x�(�;U)

�
(�;U)2I é uma subrede de (x�)�2� : Seja U0 2 Ux. Como

x é ponto de acumulação de (x�), existe �0 2 � tal que x�0 2 U0: Assim, para todo

(�; U) � (�0; U0) temos que x� 2 U � U0: Portanto, x�(�) �! x.
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Reciprocamente, suponha que a rede (x�)�2� possui uma subrede
�
x�(�)

�
�2�0 que

converge para x. Sejam U uma vizinhança de x e �0 2 �. Como � é co�nal, existe

�1 2 �0 tal que � (�1) � �0: Agora, pela convergência de
�
x�(�)

�
, existe �2 2 �0 tal que

x�(�) 2 U , para todo � � �2. Como �
0 é um conjunto dirigido, tome � 2 �0 tal que

� � �1 e � � �2. Assim, � (�) � � (�1) � �0 e x�(�) 2 U . Portanto, x é um ponto de

acumulação da rede (x�) : �



Capítulo 2

Atratores Globais para Sistemas

Semidinâmicos

Neste capítulo estudamos a teoria de atrator global para sistemas semidinâmicos em es-

paços métricos. O trabalho foi baseada no trabalho de Aragão-Costa ([1]), Aragão-Costa,

Carvalho, Caraballo, Langa ([2]) e Hale J. K. ([16]). Primeiramente de�nimos a noção

de sistemas semidinâmicos e conjuntos invariantes, apresentando alguns exemplos. Em

seguida, apresentamos o conceito de atração, atrator global e suas propriedades como,

unicidade e caracterização pelos conjuntos limitados invariantes. De�nimos também a

semiórbita positiva e, juntamente com esse conceito de�nimos os sistemas semidinâmi-

cos limitados, eventualmente limitados e limitados dissipativos. Após esses conceitos

desenvolvidos, trabalhamos com os conjuntos !-limite, que descrevem o comportamento

assintótico do sistema. Apresentamos uma caracterização dos conjuntos !-limite via

sequências. Um dos conceitos importantes nesse trabalho é o de sistema assintotica-

mente compacto, pois nesse sistema os conjuntos !-limite adquirem propriedades como

compacidade, invariância e atração. No �nal do capítulo, apresentamos o teorema que

garante a existência de atrator global.

2.1 Sistemas Semidinâmicos

Assumimos neste capítulo que X é um espaço métrico com a métrica d : X �X �! R.

15
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De�nição 2.1 Uma família de aplicações contínuas

T (�) = fT (t) : X ! X ; t � 0g

chama-se sistema semidinâmico ou semi�uxo em X se satisfaz as seguintes pro-

priedades:

i) T (0) = I, onde I é aplicação identidade em X.

ii) T (t+ s) = T (t) � T (s), 8t; s � 0 (Propriedade do semigrupo)

iii) A aplicação

[0;+1)�X �! X

(t; x) 7�! T (t)(x)

é uma aplicação contínua, onde [0;+1)�X é dotado da topologia produto.

Pela Propriedade (ii) da De�nição 2.1, temos que a família das aplicações contínuas

fT (t) : X �! X ; t � 0g

é comutativa com respeito à composição, pois

T (t) � T (s) = T (t+ s) = T (s+ t) = T (s) � T (t); 8t; s � 0:

Se adicionarmos na De�nição 2.1 a condição que T (t) : X �! X é um homeomor�smo

de�nimos, para cada t > 0;

T (t) = T (�t)�1; se t < 0:

Assim, a família das aplicações contínuas fT (t) : X ! X ; t 2 Rg é denominada sistema

dinâmico em X.

Vejamos alguns exemplos de sistema semidinâmico.
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Exemplo 2.1 Seja X = Rn espaço euclidiano com a métrica usual. De�nimos a apli-

cação

T : R+ � Rn �! Rn

(t; x) 7�! (t+ x1; :::; t+ xn)

onde x = (x1; :::; xn) é dada em coordenadas da base canônica de Rn: Vemos facilmente

que T é contínua e T (0) x = (0 + x1; :::; 0 + xn) = x: Logo, T (0) = I: Além disso, para

todo t; s � 0 e x 2 Rn;

T (t+ s) (x) = ((t+ s) + x1; :::; (t+ s) + xn)

= (t+ (s+ x1) ; :::; t+ (s+ xn))

= T (t) (s+ x1; :::; s+ xn)

= T (t) [T (s) (x)] :

Logo, T (t+ s) = T (t) �T (s) : Portanto, a aplicação T de�ne um sistema semidinâmico

em Rn: Note que se considerarmos R ao invés de R+ , temos que a aplicação T de�ne

um sistema dinâmico em Rn:

Exemplo 2.2 Seja GL (n;R) o conjunto das matrizes reais invertíveis de ordem n.

De�nimos a aplicação

T : R+ �GL (n;R) �! GL (n;R)

(t; x) 7�! etx

Temos que T é contínua e T (0) (x) = e0x = x e

T (t+ s) (x) = et+sx = etesx

= T (t) (esx)

= T (t) [T (s) (x)] ;

para todo t; s � 0 e x 2 GL (n;R) : Portanto, a aplicação T de�ne um sistema semi-

dinâmico em GL (n;R).
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Exemplo 2.3 A solução 'x : R �! Rn da equação diferencial x0 = X (x) ; onde X é

um campo de vetores completo de�nido no aberto E � Rn; determina o �uxo (ou sistema

dinâmico) � : R�E �! E de�nido por � (t; x) = 'x (t) : Se tomarmos apenas R+ temos

que a solução 'x de�ne um sistema semidinâmico.

De�nimos agora o conceito de conjuntos invariantes pelo sistema semidinâmico, que

é um dos requisitos para de�nir o atrator global.

De�nição 2.2 Um subconjunto A de X é chamado invariante pelo sistema semi-

dinâmico T (�) quando T (t)A = A; para todo t � 0, onde T (t)A = fT (t)(x); x 2 Ag :

Para simpli�cação da escrita, denotemos T (t)x ao invés de T (t) (x) :

Proposição 2.3 Seja fA�g�2� uma família de subconjuntos invariantes pelo sistema

semidinâmico T (�) : Então, A =
[
�2�

A� é invariante.

Demonstração: Temos que para cada t � 0;

T (t)A = T (t)

 [
�2�

A�

!
=
[
�2�

(T (t)A�) :

Como A� é invariante, 8� 2 �; temos T (t)A� = A�: Assim, para cada t � 0;

T (t)A =
[
�2�

(T (t)A�) =
[
�2�

A� = A:

Portanto, A é invariante. �

2.2 Atratores Globais para Sistemas Semidinâmicos

Para estudar o comportamento assintótico de um sistema semidinâmico, precisamos

de uma ferramenta para medirmos a distância entre os conjuntos relacionados com a
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dinâmica do sistema. Assim, de�nimos a noção de semidistância de Hausdor¤, como

segue:

De�nição 2.4 Dados A e B subconjuntos não vazios de X; de�nimos a semidistância

de Hausdor¤ de A até B como

dist (A;B) = sup
a2A

(d (a;B)) = sup
a2A

�
inf
b2B
d (a; b)

�
:

A semidistância de Hausdor¤ satisfaz a desigualdade triangular, ou seja,

Lema 2.5 Para todos os subconjuntos não vazios A;B;C � X, vale a desigualdade

dist (A;C) � dist (A;B) + dist (B;C) :

Demonstração: Sejam a 2 A; b 2 B; c 2 C, temos

d (a; c) � d (a; b) + d (b; c) :

Aplicando o ín�mo em C, temos

d (a; C) � d (a; b) + d (b; C) :

Agora, aplicando o ín�mo em B, temos

d (a; C) � d (a;B) + inf
b2B

(d (b; C))

� d (a;B) + sup
b2B

(d (b; C))

= d (a;B) + dist (B;C) :

Finalmente, aplicando o supremo em A, temos

dist (A;C) � dist (A;B) + dist (B;C) :

�
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Proposição 2.6 Sejam os subconjuntos A e B de X não vazios. Então, dist (A;B) = 0

se, e somente se, A � B:

Demonstração: Suponha que dist (A;B) = 0. Fixando a 2 A, temos

0 � d (a;B) � sup
a2A

(d (a;B)) = dist (A;B) = 0;

donde d (a;B) = 0: Como d (a;B) = inf
b2B
d (a; b), para cada n 2 N, existe bn 2 B tal que

0 = d(a;B) < d (a; bn) <
1

n
;

ou seja, existe uma sequência (bn)n2N � B tal que bn �! a, se n �! +1: Logo, a 2 B:

Reciprocamente, suponha que A � B: Logo, dado a 2 A ; existe uma sequência

(bn)n2N � B tal que bn �! a, se n �! +1: Como a distância usual d é contínua, temos

para todo b 2 B;

0 = lim
n!+1

d (bn ; b) = d (a; b) ;

donde d (a;B) = 0; e portanto, dist(A;B) = 0: �

Antes de de�nir o conceito de atratores globais, apresentamos a noção de atração.

De�nição 2.7 Dizemos que um subconjunto A de X atrai um subconjunto B de X, ou

que o subconjunto B � X é atraído por A � X, pelo sistema semidinâmico T (�) se

lim
t!+1

dist (T (t)B;A) = 0:

Dados A � X e � > 0, de�nimos a �-vizinhança de A como

B (A; �) = fx 2 X; d (x;A) < �g =
[
a2A
B (a; �) :

Temos uma forma equivalente de de�nir o conceito de atração, onde apresentamos o

seguinte resultado:
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Proposição 2.8 Sejam os subconjuntos A e B de X. Então, A atrai B pelo sistema

semidinâmico T (�) se, e somente se, dado � > 0 existe � = � (�; B) � 0 tal que

T (t)B � B (A; �) ; para todo t � � :

Demonstração: Com efeito, suponha que A atrai B; como foi de�nida na De�nição 2.7

e tomemos x 2 T (t)B. Então,

lim
t!+1

dist (T (t)B;A) = 0:

Logo, dado � > 0; existe � 2 N tal que para todo t � � , tem-se jdist (T (t)B;A)j < �:

Assim, ����� supx2T (t)B

�
inf
a2A
d (x; a)

������ < �; 8t � � :
Implicando que

inf
a2A
d (x; a) = d (x;A) < �; 8t � � ;

onde concluimos que x 2 B (A; �) :

Reciprocamente, suponha que dado � > 0 ; existe um número real � = � (�; B) � 0

tal que T (t)B � B (A; �) ; para todo t � � . Seja x 2 T (t)B; t � � : Então, x 2 B (A; �) ;

isto é, d (x;A) < �: Como x 2 T (t)B é arbitrário, temos que����� supx2T (t)B
d (x;A)

����� � �; 8t � � :
Logo, pela arbitrariedade de � > 0, segue que

lim
t!+1

dist (T (t)B;A) = 0:

Portanto, A atrai B: �

Agora, dado � > 0; se um subconjunto A de X é limitado, então B (A; �) é limitado.
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De fato, seja x 2 A: Como A é limitado, existe �0 > 0 tal que A � B (x; �0) : Agora

seja y 2 B (A; �) : Então, d (y; A) < �: Assim, d (y; ay) = � < �; para algum ay 2 A e

� > 0: Logo,

d (y; x) � d (y; ay) + d (ay; x) < �+ �0:

Portanto, B (A; �) � B (x; �+ �0) ; isto é, B (A; �) é limitado.

Vamos de�nir agora a noção de atratores globais.

De�nição 2.9 Um subconjunto A de X é um atrator global para o sistema semi-

dinâmico T (�) se A é não vazio, compacto, invariante e atrai todo subconjunto limitado

de X:

O primeiro resultado sobre atratores globais é a sua unicidade. Apenas pela De�nição

2.9, não temos a clareza se um sistema semidinâmico pode possuir mais de um atrator

global. Porém, a proposição a seguir nos mostra que cada sistema semidinâmico pode

possuir, no máximo, um atrator global no sentido da De�nição 2.9.

Proposição 2.10 Se existe um atrator global para um sistema semidinâmico T (�), então

ele é único.

Demonstração: Sejam A1 e A2 atratores globais para o sistema semidâmico T (�) :

Como A2 é compacto e como A1 é atrator global, temos que A1 atrai A2: Assim,

lim
t!+1

dist (T (t)A2;A1) = 0:

Agora, por A2 ser invariante, temos que

0 = lim
t!+1

dist (T (t)A2;A1) = lim
t!+1

dist (A2;A1) = dist (A2;A1) :

Pela Proposição 2.6, segue que A2 � A1 = A1: A outra inclusão é obtida de forma

análoga, invertendo A1 e A2; obtendo o resultado desejado. �
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Vamos dar a primeira caracterização do atrator global em termos de conjuntos limi-

tados invariantes pelo sistema semidinâmico.

Teorema 2.11 Se um sistema semidinâmico T (�) possui atrator global A; então A é

dada pela união de todos os subconjuntos invariantes limitados de X.

Demonstração: SejamA um atrator global para o sistema semidinâmico T (�) e fA�g�2�
conjunto de todos os subconjuntos invariantes limitados de X: Por de�nição de atrator

global, A é invariante e limitado, logo A �
[
�2�

A�:

Por outro lado, como A� é limitado, 8� 2 �; temos que A atrai cada A�; isto é, para

cada � 2 �;

lim
t!+1

dist(T (t)A�;A) = 0:

Pelo fato de A� ser invariante, 8� 2 �; temos que

lim
t!+1

dist(A�;A) = 0:

Logo, pela Proposição 2.6, segue que A� � A = A; 8� 2 �: Portanto, A =
[
�2�

A�: �

Vamos de�nir as semiórbitas positivas e a partir daí, podemos introduzir o conceito

de sistemas limitados e eventualmente limitados.

De�nição 2.12 Dado um subconjunto B de X; sua semiórbita positiva relativa ao

sistema semidinâmico T (�) é o conjunto


+ (B) = fT (t)x; t � 0; x 2 Bg =
[
x2B

+ (x) :

Agora, dado � � 0; a semiórbita positiva de B à direita de � é o conjunto


+� (B) = fT (t)x; t � � ; x 2 Bg = 
+ (T (�)B) :
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De�nição 2.13 Dizemos que um sistema semidinâmico T (�) é limitado, se a semiór-

bita positiva de qualquer subconjunto limitado de X é limitada em X: Um sistema semi-

dinâmico T (�) é chamado eventualmente limitado, se para cada subconjunto limitado,

existe � � 0 tal que sua semiórbita positiva à direita de � é limitada em X:

Os sistemas semidinâmicos que possuem atratores globais são eventualmente limita-

dos, ou seja,

Proposição 2.14 Se o sistema semidinâmico T (�) possui um atrator global A, então

ele é eventualmente limitado.

Demonstração: Seja B um subconjunto limitado de X. Então, A atrai B; ou seja,

dado � > 0; existe � � 0 tal que

T (t)B � B (A; �) ; 8t � � :

Logo,


+� (B) � B (A; �) :

Como A é limitado segue que B (A; �) é limitado e, portanto, 
+� (B) é limitado em X;

isto é, o sistema semidinâmico é eventualmente limitado. �

A seguir, de�nimos a noção de absorção de um conjunto pela ação do sistema. Com

esta de�nição, podemos introduzir o conceito de dissipatividade do sistema semidinâmico.

De�nição 2.15 Dados B e D subconjuntos de X, dizemos que D absorve B pela ação

do sistema semidinâmico T (�) ; se existe � � 0 tal que T (t)B � D; para todo t � � :

Um sistema semidinâmico T (�) é dito limitado dissipativo, se existe um subconjunto

limitado D de X tal que D absorve todo subconjunto limitado de X pela ação de T (�) :

Dizemos que um sistema semidinâmico T (�) é ponto dissipativo, se existe um subcon-

junto limitado D de X tal que absorve cada ponto x 2 X; isto é, para cada ponto x 2 X,

existe �x � 0 tal que T (t)x 2 D; 8t � �x:
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Os conceitos de atração e absorção são equivalentes no seguinte sentido:

Proposição 2.16 Um sistema semidinâmico T (�) é limitado dissipativo se, e somente

se, existe um subconjunto limitado D de X que atrai todo subconjunto limitado de X:

Demonstração: Suponha que o sistema semidinâmico T (�) é limitado dissipativo. En-

tão, existe um subconjunto limitado D de X que absorve cada subconjunto limitado B�

de X, � 2 �: Assim, para cada � 2 �; existe �� � 0 tal que

T (t)B� � D; 8t � ��:

Mas, dado � > 0; temos que D � B (D; �) ; logo,

T (t)B� � B (D; �) ; 8t � ��:

Portanto, D atrai B�; para todo � 2 �:

Reciprocamente, suponha que existe um subconjunto limitado B de X que atrai todo

subconjunto limitado B� deX, � 2 �: Então, dado � > 0 ; para cada � 2 �; existe �� � 0

tal que

T (t)B� � B (B; �) ; 8t � ��:

Como B é limitado em X, temos que B (B; �) é limitado em X: Tome o subconjunto

limitado D = B (B; �) de X: Logo, para cada � 2 �; existe �� � 0 tal que

T (t)B� � D; 8t � ��:

Portanto, o sistema semidinâmico T (�) é limitado dissipativo. �

Em particular, a Proposição 2.16 diz que, se o sistema semidinâmico possui um

atrator global, então ele é limitado dissipativo.
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Exemplo 2.4 Seja o sistema semidinâmico sobre R2 dado por

T : R+ � R2 �! R2

(t; (x; y)) 7�! (e�tx; e�ty)

Temos que A = f(0; 0)g é atrator global para este sistema. Com efeito, claramente A é

não vazio, compacto e invariante. Basta mostrar que A atrai todo subconjunto limitado

de R2: Seja B � R2 limitado. Então, existe M > 0 tal que k(x; y)k � M; para todo

(x; y) 2 B. Dado � > 0, tome � > 0 tal que e�� < �
M
, logo para todo t � � ;

kT (t) (x; y)k =


�e�tx; e�ty�

 � e�� k(x; y)k � e��M < �:

Portanto, dado � > 0, existe � > 0 tal que T (t)B � B (A; �), para todo t � � ; isto é,

A atrai B. E pela Proposição 2.16, o sistema é limitado dissiapativo. Observe abaixo a

trajetória do sitema.

Figura 2.1: Exemplos de trajetórias do sistema

2.3 Conjuntos !-limite



2.3 Conjuntos !-limite 27

Nesta seção vamos introduzir o conceito de conjuntos !-limite, fundamental para desen-

volver os resultados da teoria dos atratores globais. Apresentamos os principais resulta-

dos envolvendo conjuntos !-limite e mais adiante, de�nimos os sistemas assintoticamente

compactos. Esses sistemas são interessantes quando queremos estudar o atrator global.

De�nição 2.17 Dado um subconjunto B de X; seu conjunto !-limite em relação a

sistema semidinâmico T (�) é o conjunto

! (B) =
\
t�0

 [
s�t
T (s)B

!
=
\
t�0

+t (B):

Note que, por de�nição o conjunto !-limite é fechado, pois é interseção de conjuntos

fechados.

A Proposição a seguir é muito útil ao trabalharmos com os conjuntos !-limite, pois

caracteriza-os em forma de sequências, já que o espaço X é um espaço métrico.

Proposição 2.18 O conjunto !-limite de um subconjunto B de X é caracterizado por

! (B) =

8<: x 2 X; existem sequências (tn) � R+ e (xn) � B,

com tn �! +1; tais que T (tn)xn �! x

9=; :
Demonstração: Seja o conjunto

!0 (B) =

8<: x 2 X; existem sequências (tn) � R+ e (xn) � B,

com tn �! +1; tais que T (tn)xn �! x

9=; :
Mostremos que !0 (B) = ! (B) : Seja x 2 ! (B) =

\
t�0

+t (B): Para cada n 2 N; existe

zn 2 
+n (B) tal que

d (x; zn) <
1

n
:

Como 
+n (B) = fT (t)x; t � n; x 2 Bg ; podemos escrever zn = T (tn)xn; onde tn � n

e xn 2 B: Assim, existem sequências (tn) � R+ e (xn) � B; com tn �! +1; tais que

T (tn)xn = zn �! x: Portanto, x 2 !0 (B) :
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Por outro lado, seja x 2 !0 (B) : Então existem sequências (tn) � R+ e (xn) � B,

com tn �! +1; tais que T (tn)xn �! x: Agora, para um t � 0 �xado, seja n0 2 N tal

que tn � t, para todo n � n0: Assim, T (tn)xn 2 
+t (B) : Como T (tn)xn �! x, segue

que x 2 
+t (B): Pela arbitrariedade de t � 0, segue que x 2
\
t�0

+t (B) = ! (B) : �

Usando a Proposição 2.18, podemos mostrar os resultados que segue:

Sejam B;C � X, então ! (B \ C) � ! (B) \ ! (C) : E se B � C, então ! (B) �

! (C) : De fato, seja x 2 ! (B \ C) : Então, pela Prposição 2.18, existem sequências (tn)

em R+; com tn �! +1 e (xn) em B \ C tais que T (tn)xn �! x: Mas, (xn) � B e

(xn) � C: Logo, novamente pela Proposição 2.18, segue que x 2 ! (B) \ ! (C) : Agora,

seja x 2 ! (B) : Pela Proposição 2.18, existem sequências (tn) em R+; com tn �! +1 e

(xn) em B tais que T (tn)xn �! x: Por hipótese, B � C; então, (xn) � C: Logo, pela

Proposição 2.18, x 2 ! (C).

Exemplo 2.5 Seja o sistema semidinâmico ' : R+ � R2 �! R2 dado por

' (t; x) =
�
x1e

�1t; x2e
�2t
�
;

com �1 < 0 < �2 constantes reais. Temos que ' é solução da equação diferencial

x0 = Ax;

onde

A =

0@ �1 0

0 �2

1A
é uma matriz em relação a uma base fv1; v2g de autovetores associados a autovalores �1
e �2: Seja x = (x1; x2) 2 R2 �xo. Se x2 6= 0, a trajetória 'x (t) = ' (t; x) tende a 1

se aproximando da reta E2 gerada pelo vetor v2, quando t �! +1: Agora, se x2 = 0,

temos que 'x (t) tende a origem (0; 0) : Assim, temos os respectivos conjuntos !-limite8<: ! (x) = ;, se x2 6= 0

! (x) = f(0; 0)g , se x2 = 0
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Além disso, esse sistema não possui atrator global. De fato, seja x = (x1; x2) 2 R2;

x1; x2 > 0: Se existe A � R2 atrator global, dado � > 0, existe � > 0 tal que ' (t; x) 2

B (A; �), para todo t � � : Mas, se t �! +1, temos que x2e�2t �! +1, onde não existe

� > 0 tal que ' (t; x) 2 B (A; �), já que B (A; �) é limitado. Logo, esse sistema não possui

atrator global. Veja abaixo um exemplo da trajetória do sistema.

Figura 2.2: Exemplo de sistema que não possui atrator global

Exemplo 2.6 Seja o campo de vetores sobre R2 dado por

X (x; y) = (y;�x) :

A trajetória desse campo pode ser escrita como

' (t; (x; y)) =

0@ cos t sin t

� sin t cos t

1A0@ x

y

1A ;
que são circunferências centradas em (0; 0). Assim, o conjunto !-limite do ponto (x; y)

coincide com a órbita desse ponto. Note que esse sistema não possui atrator global, caso

contrário, se A � R2 é atrator global, então A atrai todo ponto (x; y) 2 R2: Assim, dados
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(x0; y0) 2 R2 e � > 0, existe � � 0 tal que ' (t; (x0; y0)) � B (A; �) ; para todo t � � :

Como B (A; �) é limitado, existeM > 0 tal que k(x; y)k �M , para todo (x; y) 2 B (A; �) :

Logo, se tomarmos (x0; y0) 2 R2 com x0 > M , temos que k' (t; (x0; y0))k > M , para

todo t � 0. Portanto, ' (t; (x0; y0)) 62 B (A; �), para todo t � 0, o que contradiz o fato de

A ser atrator global

A órbita e o conjunto !-limite coincidem

Em seguida, de�nimos o chamado sistema semidinâmico assintoticamente compacto,

que é uma propriedade fundamental para estudarmos os principais resultados referentes

aos conjuntos !-limite e atratores globais.

De�nição 2.19 Um sistema semidinâmico T (�) é chamado assintoticamente com-

pacto, se para toda sequência limitada (xn) em X e toda sequência (tn) em R+, com

tn �! +1; a sequência (T (tn)xn) em X possui subsequência convergente.

Como o espaço X é métrico, temos imediatamente que se X é compacto então o

sistema T (�) é assintoticamente compacto. Porém, a recíproca nem sempre é verdadeira.

Sejam X = R e 0 < a < 1: Considere o sistema

T : R+ � R �! R

(t; x) 7�! atx
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Sejam (tn) � R+ com tn �! +1 e (xn) � R limitada. Então, temos que existe uma

subsequência (xnk) que converge para um certo ponto x 2 R: Como atnk �! 0 segue que

atnkxnk �! 0: Logo, o sistema T (�) é assintoticamente compacto mas o espaço X = R

não é compacto.

De�nição 2.20 Dizemos que um sistema semidinâmico T (�) em X é eventualmente

compacto, se existe t0 > 0 tal que a aplicação T (t0) : X �! X é uma aplicação com-

pacta, isto é, para todo subconjunto limitado B de X, o conjunto T (t0)B é relativamente

compacto.

Se o sistema semidinâmico T (�) é eventualmente compacto, então existe t0 > 0 tal

que T (t0) : X �! X, é uma aplicação compacta. Assim, �xando t0 > 0, temos que para

todo t � t0, a aplicação T (t) : X �! X, é compacta. Com efeito, para t � t0, temos a

seguinte igualdade, T (t) = T (t� t0) � T (t0) : Como T (t� t0) é contínua, para B � X

limitado,

T (t)B = [T (t� t0) � T (t0)] (B) � T (t� t0)
h
T (t0)B

i
:

Por T (t0) ser aplicação compacta e T (t� t0) ser contínua, temos que T (t� t0)
h
T (t0)B

i
é compacto. Portanto, T (t)B é compacto.

A seguir temos uma relação entre os sistemas eventualmente limitados, eventualmente

compactos e assintoticamente compactos.

Proposição 2.21 Se um sistema semidinâmico T (�) é eventualmente limitado e even-

tualmente compacto, então T (�) é assintoticamente compacto.

Demonstração: Sejam as sequências (xn) � X limitada e (tn) � R+ com tn �! +1:

Pelo fato de T (�) ser eventualmente limitado, dado B0 = fxn; n 2 Ng um subconjunto

limitado deX, existe uma constante real � � 0 tal que 
+� (B0) = fT (t)xn; t � � ; xn 2 B0g

é limitado. Como T (�) é eventualmente compacto, existe t0 > 0 tal que a aplicação T (t0)
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é compacta. Seja n0 2 N tal que tn � t0 + � ; para todo n � n0: Assim, tn� t0 � � , para

todo n � n0 e podemos de�nir o conjunto

B = fT (tn � t0)xn; xn 2 B0; n � n0g :

Temos que B � 
+� (B0) ; donde B é um subconjunto limitado de X. Logo,

T (t0)B = fT (t0)x; x 2 Bg

= fT (t0) [T (tn � t0)xn] ; n � n0g

= fT (tn)xn; n � n0g

é relativamente compacto. Portanto, a sequência (T (tn)xn) possui subsequência conver-

gente, mostrando que o sistema semidinâmico T (�) é assintoticamente compacto. �

Apresentamos agora as propriedades envolvendo os conjuntos !-limite, quando o sis-

tema semidinâmico é assintoticamente compacto. Esses resultados serão utilizados mais

adiante e assim mostremos como é interessante a compacidade assintótica do sistema.

Proposição 2.22 Seja T (�) um sistema semidinâmico assintoticamente compacto em

X. Para todo subconjunto limitado B de X, seu conjunto !-limite é não vazio, compacto,

invariante e atrai o subconjunto B pela ação de T (�) :

Demonstração: Mostremos que

� ! (B) 6= ;;

Sejam as sequências (xn) � B limitada e (tn) � R+ com tn �! +1: Pela com-

pacidade assintótica de T (�), a sequência (T (tn)xn) em X possui subsequência

(T (tnk)xnk) que converge para um ponto x 2 X: Como (xnk) � B; (tnk) � R+
com tnk �! +1 e (T (tnk)xnk) �! x; pela Proposição 2.18, segue que x 2 ! (B) :
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� ! (B) é compacto;

Seja (xn) uma sequência em ! (B) =
\
t�0

+t (B): Para cada n 2 N e para cada t � 0,

tome yn;t 2 
+t (B) \B
�
xn;

1
n

�
: Como


+t (B) = fT (s) b; s � t; b 2 Bg ;

podemos escrever yn;t = T (sn;t) bn;t, onde sn;t � t e bn;t 2 B: De�nimos um

conjunto de índices N� RN com a relação

(n; f) � (m; g) () n � m e f (k) � g (k) ;8k 2 N:

Pela Proposição 1.4, temos que o conjunto N � RN é um conjunto dirigido. Para

(n; f) 2 N� RN, demotemos y(n;f) = T
�
s(n;f)

�
b(n;f), onde

s(n;f) = sn;f(n) � f (n) e b(n;f) = bn;f(n) 2 B:

Dado t � 0; seja ft 2 RN de�nida por ft (n) = t + n, 8n 2 N: Assim, para todo

(n; f) � (1; ft), temos que

s(n;f) = sn;f(n) � f (n) � ft (n) = t+ n:

Logo, s(n;f) �! +1: Temos que podemos considerar a rede
�
s(n;f)

�
como sequên-

cia, pois dado M > 0, existe n0 2 N, onde t+ n0 �M; assim,

s(n;f) � t+ n � t+ n0 �M;

para todo n � n0: Logo, considere as sequências
�
s(n;f)

�
� R+ e

�
b(n;f)

�
� B:

Como T (�) é assintoticamente compacto, a sequência
�
T
�
s(n;f)

�
b(n;f)

�
possui uma

subsequência �
T
�
s(nk;fk)

�
b(nk;fk)

�
=
�
y(nk;fk)

�
que converge para x 2 X: Como s(nk;fk) �! +1 e

�
b(nk;fk)

�
� B ; temos que

x 2 ! (B) : Agora, para cada nk 2 N; como y(nk;fk) 2 
+fk(nk) (B) \ B
�
xnk ;

1
nk

�
;
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temos

d (xnk ; x) � d
�
xnk ; y(nk;fk)

�
+ d

�
y(nk;fk); x

�
<
1

nk
+ d

�
y(nk;fk); x

�
:

Assim, temos que xnk �! x: Logo, (xn) � ! (B) possui subsequência (xn�) que

converge para x 2 ! (B) : Portanto, ! (B) é compacto.

� ! (B) é invariante;

Seja x 2 ! (B) : Então, existem sequências (tn) � R+; com tn �! +1 e (xn) � B

tais que T (tn)xn �! x: Dado t � 0 �xado; como a aplicação T (t) : X �! X é

contínua, temos que

T (t)x = T (t)

�
lim

n!+1
T (tn)xn

�
= lim

n!+1
T (t+ tn)xn;

onde t + tn �! +1 e (xn) � B: Logo, T (t)x 2 ! (B) : Portanto, T (t)! (B) �

! (B) :

Reciprocamente, seja x 2 ! (B) : Assim, existem sequências (tn) � R+ e (xn) � B,

com tn �! +1; tais que T (tn)xn �! x: Fixando t � 0; temos

x = lim
n!+1

T (tn)xn = lim
n!+1

T (t+ tn � t)xn = lim
n!+1

[T (t) � T (tn � t)] (xn) :

Por outro lado, pelo fato de T (�) ser assintoticamente compacto e satisfazendo as

condições tn � t �! +1 e (xn) � B limitada, a sequência (T (tn � t)xn) em X

possui subsequência (T (tnk � t)xnk) que converge para z 2 X: Então, z 2 ! (B).

Como T (t) é contínua, temos que

x = lim
n!+1

T (t) [T (tn � t) (xn)] = T (t) lim
n!+1

T (tn � t)xn = T (t) z:

Pela unicidade do limite, temos que x = T (t) z 2 T (t)! (B) : Logo,

! (B) � T (t)! (B) ;

donde segue que ! (B) é invariante.
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� ! (B) atrai B;

Queremos mostrar que dado � > 0, existe � � 0 tal que

T (t)B � B (! (B) ; �) ,

para todo t � � . Suponha por contradição que existe � > 0 tal que para todo

t � 0;

T (t)B 6� B (! (B) ; �) : (2.1)

Assim, podemos obter (tn) � R+; com tn �! +1; satisfazendo a condição 2.1,

para todo n 2 N: Por outro lado, para cada n 2 N; podemos tomar xn 2 B tal que

T (tn)xn 62 B (! (B) ; �) ;

ou seja, para cada n 2 N; d (T (tn)xn; ! (B)) � �: Como T (�) é assintoticamente

compacto, (xn) em B é limitada e (tn) em R+ com tn �! +1; a sequência

(T (tn)xn) possui uma subsequência (T (tnk)xnk) que converge para um ponto x 2

X: Então, x 2 ! (B) e pela continuidade de d, temos d (x; ! (B)) � �: Logo,

x =2 ! (B) ; o que é uma contradição. Portanto, ! (B) atrai B:

�

Proposição 2.23 Seja T (�) um sistema semidinâmico assintoticamente compacto. Se

B é um subconjunto limitado de X, então ! (B) é menor subconjunto fechado de X que

atrai B:

Demonstração: Pela Proposição 2.22, sabemos que ! (B) é um subconjunto fechado

que atrai B. Basta mostrar que é o menor subconjunto fechado com essa propriedade.

Seja F um subconjunto fechado de X que atrai B. Suponha por contradição que ! (B) 6�

F: Então, existe x 2 ! (B) tal que x =2 F: Assim, seja � > 0 tal que d (x; F ) = �: Como
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x 2 ! (B) ; existem sequências (tn) � R+ e (xn) � B, com tn �! +1; tais que

T (tn)xn �! x: Por outro lado, como F atrai B, dado � = �
2
> 0, existe t0 � 0 tal que

dist (T (t)B;F ) <
�

2
; 8t � t0:

Como dist (T (t)B;F ) = sup
x2B

(d (T (t)x; F )) ; temos que

d (T (t) z; F ) <
�

2
;8z 2 B; 8t � t0: (2.2)

Seja n0 2 N tal que tn � t0; para todo n � n0: Logo, pela desigualdade 2.2, temos

d (T (tn)xn; F ) <
�

2
; 8n � n0:

Pela continuidade da distância d, temos d (x; F ) � �
2
; contradizendo o fato de d (x; F ) =

�: Portanto, ! (B) � F: �

Proposição 2.24 Seja T (�) um sistema semidinâmico assintoticamente compacto. Seja

B um subconjunto limitado em X. Se existe um subconjunto conexo C contendo B que

é atraído pelo conjunto !-limite ! (B) ; então ! (B) é um subconjunto conexo em X:

Demonstração: Suponha que existe um conjunto conexo C � B que é atraído por

! (B) ; mas que ! (B) seja desconexo. Então, podemos escrever ! (B) = F1 [ F2; onde

F1 e F2 são subconjuntos não vazios, disjuntos e fechados em ! (B) : Pela Proposição

2.22, temos que ! (B) é compacto. Logo, temos que F1 e F2 são compactos e assim existe

� > 0 tal que

d (F1; F2) = inf fd (x1; x2) ; x1 2 F1; x2 2 F2g = �:

Como ! (B) atrai C; dado � = �
2
> 0; existe t0 > 0 tal que

T (t)C � B
�
! (B) ;

�

2

�
; 8t � t0:
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Logo,


+t0 (C) � B
�
! (B) ;

�

2

�
= B

�
F1;

�

2

�
[ B

�
F2;

�

2

�
:

Considere a aplicação contínua

T : [t0;+1)� C �! X

(t; x) 7�! T (t)x

Então, a órbita positiva à direita de t0; 
+t0 (C) = fT (t)x; t � t0; x 2 Cg ; é imagem da

aplicação contínua T de�nida acima. Como [t0;+1)� C é conexo, segue que 
+t0 (C) é

conexo, e como d (F1; F2) = �; segue que B
�
F1;

�
2

�
e B

�
F2;

�
2

�
são conjuntos abertos e

disjuntos. Logo, devemos ter 
+t0 (C) � B
�
F1;

�
2

�
ou 
+t0 (C) � B

�
F2;

�
2

�
: Sem perda de

generalidade, suponha que 
+t0 (C) � B
�
F1;

�
2

�
: Então,

F2 � ! (B) = \
t�0

+t (B) � 
+t0 (C) � B

�
F1;

�

2

�
;

concluindo que d (F1; F2) � �
2
; o que é um absurdo. Portanto, ! (B) é um conjunto

conexo. �

Proposição 2.25 Seja T (�) um sistema semidinâmico e A um subconjunto fechado e

invariante em X. Então, ! (A) = A:

Demonstração: Como A é fechado e invariante, temos

! (A) =
\
t�0

 [
s�t
T (s)A

!
=
\
t�0
A = A:

�

Note que na Proposição 2.25, se retirarmos a hipótese de que A é fechado, temos

somente a inclusão

A � ! (A) :
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2.4 Existência do Atrator Global para Sistemas Semi-

dinâmicos

O Teorema que apresentamos nesta seção, garante a existência de atrator global para

sistemas semidinâmicos que são assintoticamente compactos e limitados dissipativos.

Além disso, caracteriza o atrator global em termos de conjuntos !-limite.

Teorema 2.26 Seja T (�) um sistema semidinâmico em um espaço métrico X. Então,

T (�) possui atrator global se, e somente se, T (�) é assintoticamente compacto e limitado

dissipativo. Em caso a�rmativo, se B é uma coleção de todos os subconjuntos limitados,

não vazios de X; então

A =
[
B2B

! (B) :

Demonstração: Suponha que T (�) possui um atrator global A. Então, pela Proposição

2.16, temos que T (�) é limitado dissipativo. Agora, tomemos uma sequência limitada

(xn) � X e (tn) � R+ com tn �! +1: Considere B = fxn 2 X; n 2 Ng um conjunto

limitado. ComoA é atrator global, temos queA atrai B, ou seja, lim
t!+1

dist (T (t)B;A) =

0: Em particular, lim
n!+1

�
sup
b2B

(d (T (tn) b;A))
�
= 0: Assim, para cada j 2 N; existe zj 2 A

tal que

d
�
T
�
tnj
�
xnj ; zj

�
<
1

j
:

Pela compacidade deA, tomando uma subsequência da sequência (zj) � A, se necessário,

temos que zj �! x 2 A: Assim,

d
�
T
�
tnj
�
xnj ; x

�
� d

�
T
�
tnj
�
xnj ; zj

�
+ d (zj; x) <

1

j
+ d (zj; x) :

Logo, T
�
tnj
�
xnj �! x; provando que T (�) é assintoticamente compacto.

Reciprocamente, suponha que T (�) é um sistema semidinâmico asssintoticamente

compacto e limitado dissipativo. Seja B a coleção de todos os subconjuntos limitados de
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X. De�nimos

A =
[
B2B

! (B) :

Como T (�) é assintoticamente compacto, pela Proposição 2.22, para cada B em B, ! (B)

é não vazio, compacto, invariante e atrai B; . Então, A é não vazio, é invariante pela

Proposição 2.3 e atrai B para cada B 2 B; pois temos que B (! (B) ; �) � B (A; �) ; para

todo � > 0 dado. Basta provar que A é compacto. Com efeito, como T (�) é limitado

dissipativo, existe D0 � X limitado tal que D0 absorve cada B 2 B. Tome, se necessário,

D = D0 subconjunto fechado de X. Pela Proposição 2.23, temos que ! (B) é menor

subconjunto fechado de X que atrai B, para todo B em B, e como D absorve B, e

portanto atrai B, temos que ! (B) � D; para todo B em B. Logo, A � D, donde

! (A) � ! (D) : Como A é invariante, pela Proposição 2.25, temos que A � ! (A) ;

donde temos as inclusões

A � ! (A) � ! (D) :

Mas, D é um subconjunto limitado, então D 2 B e ! (D) � A. Assim, A = ! (D) e

pela Proposição 2.22, ! (D) é compacto, concluindo que A é compacto. Portanto, A é

um atrator global. �

Temos uma consequência do teorema anterior que garante a existência do atrator

global para semi�uxos eventualmente compactos, eventualmente limitados e ponto dis-

sipativos.

Corolário 2.27 Se um sistema semidinâmico T (�) é eventualmente compacto, eventual-

mente limitado e ponto dissipativo, então T (�) possui um atrator global.

Demonstração: Note que pela Proposição 2.21, temos que o sistema semidinâmico T (�)

é assintoticamente compacto. Mostremos que T (�) é limitado dissipativo. De fato, como

o sistema semidinâmico T (�) é ponto dissipativo, existe um subconjunto limitado D0 de
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X que absorve cada ponto x 2 X: Dado � > 0, considere o subconjunto limitado

D1 = B (D0; �) :

Por T (�) ser eventualmente limitado, para este subconjunto limitado D1, existe � � � 0

tal que o subconjunto

D = 
+�� (D1)

é limitado. A�rmamos que o subconjunto D de X absorve todo subconjunto limitado

de X: Com efeito, primeiramente seja K um subconjunto compacto de X. Então, para

cada x 2 K, existe um número real �x � 0 tal que

T (t)x 2 D0 � D1; 8t � �x:

Como D1 é um subconjunto aberto de X e T (�x) é contínua, existe �x > 0 tal que

T (�x) B (x; �x) � D1:

Agora, pela de�nição de semiórbita positiva à direita de � �; D = 
+�� (D1) ; temos que

T (t� �x) [T (�x) B (x; �x)] � D; 8t� �x � � �;

ou seja,

T (t) B (x; �x) � D; 8t � �x + � �: (2.3)

Por outro lado, fB (x; �x)gx2K é uma cobertura aberta para o subconjunto K. Como K

é compacto, existem x1; :::; xn 2 K tais que

K �
n[
j=1

B
�
x; �xj

�
:

Tome �K = max
1�j�n

�xj : Então, por 2.3, temos

T (t)K � D; 8t � �K + � �: (2.4)
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Como o sistema semidinâmico T (�) é eventualmente compacto, existe uma constante real

t0 � 0 tal que T (t0) é uma aplicação compacta. Agora, dado um subconjunto limitado

B de X, temos que K = T (t0)B é compacto. Logo, por 2.4,

T (t) [T (t0)B] � T (t)T (t0)B = T (t)K � D; 8t � �K + � �

Seja � = t0 + �K + � �: Então, para todo t � � , temos que t� t0 � �K + � �, donde

T (t� t0) [T (t0)B] � D; 8t� t0 � �K + � �;

isto é,

T (t)B � D; 8t � � :

Logo, o subconjunto D absorve todo subconjunto limitado B de X, mostrando que T (�)

é limitado dissipativo. Pelo Teorema 2.26, segue que o sistema semidinâmico T (�) possui

um atrator global. �

Exemplo 2.7 Vimos no Exemplo 2.5 que o sistema não possui atrator global. Isto deve

ao fato de falhar a condição de compacidade assintótica do sistema. De fato, sejam as

sequências (xn; yn) � R2 limitada e (tn) � R+ com tn �! +1: Temos que existe uma

subsequência (xnk ; ynk) �! (x; y) 2 R2: Mas, se tn �! +1, e�1tn �! 0 e e�2tn �! +1,

assim, ynke
�2tnk �! +1: Logo, a sequência

�
xne

�1tn ; yne
�2tn
�
não possui subsequência

convergente.
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Figura 2.3: Exemplo de sistema que não é assintoticamente compacto.



Capítulo 3

Atratores Globais para Ações de

Semigrupos

Aqui apresentamos todos os resultados do capítulo anterior, generalizados para ações de

semigrupos, que são extensões de sistemas semidinâmicos. Considerando a base de �ltro,

chamado Filtro de Fréchet,

F = f[� ;+1); � � 0g ;

todos os conceitos envolvendo a família de subconjuntos do semigrupo pode ser con-

siderado para sistemas semidinâmicos. Iniciamos o capítulo com a de�nição de ação e

conjuntos invariantes. Apresentamos a noção de atração e atrator global. A diferença

para o capítulo anterior é que para ações de semigrupos, o conceito de atração depende da

família de subconjuntos do semigrupo em questão. De�nimos, em seguida, os conceitos

de semiórbitas, ações eventualmente limitadas e limitadas dissipativas. Braga Barros e

Souza introduziram em [6], a de�nição de conjuntos !-limite para ações de semigrupos

e aqui utilizamos a mesma de�nição. Apresentamos uma caracterização dos conjuntos

!-limite em forma de redes e a de�nição de ações assintoticamente compactas e even-

tualmente compactas. Temos que se a ação é assintoticamente compacta, os conjuntos

!-limite adquirem algumas propriedades como a compacidade. Em [7], temos o resultado

que garante a invariância dos conjuntos !-limite para espaços compactos. Mostramos

neste trabalho que se a ação é assintoticamente compacta, então os conjuntos !-limite

43
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de conjuntos limitados são invariantes. No �nal do capítulo, temos o principal resultado

que garante a existência de atrator global para ações de semigrupos.

3.1 Ações de Semigrupos

Seja X um espaço métrico com a métrica d : X �X �! R e S um semigrupo.

De�nição 3.1 Uma ação (à esquerda) de S sobre X; denotada por (S; X; �) ; é uma

aplicação � dada por

� : S �X �! X

(s; x) 7�! sx

satisfazendo

� (st; x) = � (s; � (t; x)) ;

para todo s; t 2 S e para todo x 2 X; ou seja,

(st)x = s (tx) ;

para todo s; t 2 S e para todo x 2 X:

Para cada s 2 S; de�nimos a aplicação �s : X �! X; dada por �s (x) = sx; 8x 2 X:

Assumimos aqui que a aplicação �s é contínua. Assim, podemos de�nir uma família de

aplicações contínuas f�s; s 2 Sg como �zemos para sistemas semidinâmicos.

Vejamos alguns exemplos de ações de semigrupos.

Exemplo 3.1 Seja X um espaço métrico. Temos que sistema semidinâmico

T (�) = fT (t) : X �! X; T (t) é contínua e t 2 R+g

apresentado na De�nição 2.1 é uma ação de semigrupo dos reais não negativos com a

operação de adição, se considerarmos a ação � (t; x) = T (t)x:
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Exemplo 3.2 Seja

G = fg 2 GL (n;R) ; det g > 0g

munido com a operação de produto de matrizes. Temos que G é um grupo. Considere a

seguinte aplicação

� : G� Rn �! Rn

(g; x) 7�! gx
(3.1)

Temos que � é uma ação do grupo G sobre Rn: De fato, sejam g1; g2 2 G e x 2 Rn,

� (g1g2; x) = (g1g2)x = g1 (g2x) = � (g1; g2x) = � (g1; � (g2; x)) :

Podemos também considerar o semigrupo S = fg 2 GL (n;Rn) ; det g > 1g munido com

a operação de multiplicação de matrizes e a aplicação � de�nida em 3.1.

Exemplo 3.3 Seja S = (0; 1) � R o semigrupo com a operação de multipicação usual.

Temos que a aplicação

� : S � R2 �! R2

(s; (x; y)) 7�! (sx; sy)

é uma ação de S. Com efeito, sejam s; t 2 S e (x; y) 2 R2;

� (st; (x; y)) = ((st)x; (st) y) = (s (tx) ; s (ty))

= � (s; (tx; ty)) = � (s; � (t; (x; y))) :

Exemplo 3.4 Considere o semigrupo

S =
�
(s; t) 2 R2; s; t > 0

	
munido com a operação de soma usual em R2: Seja 0 < a < 1 uma constante real.

De�nimos a aplicação

� : S � R2 �! R2

((s; t) ; (x; y)) 7�! (asx; aty)
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Temos que � é uma ação de semigrupo, pois para todo (s1; t1) ; (s2; t2) 2 S e (x; y) 2 R2;

� ((s1; t1) + (s2; t2) ; (x; y)) = � ((s1 + s2; t1 + t2) ; (x; y))

=
�
as1+s2x; at1+t2y

�
=

�
as1as2x; at1at2y

�
= �

�
(s1; t1) ;

�
as2x; at2y

��
= � ((s1; t1) ; � ((s2; t2) ; (x; y))) :

Vamos de�nir o conceito de invariância de um conjunto pela ação de um semigrupo.

De�nição 3.2 Um subconjunto A de X é invariante pela ação de um semigrupo S se

sA = A; para todo s 2 S; onde sA = fsa; a 2 Ag :

Proposição 3.3 Seja fA�g�2� uma coleção de subconjuntos invariantes de X. Então,

A =
[
�2�

A�:

também é invariante.

Demonstração: Para todo s 2 S; temos que

s

 [
�2�

A�

!
=
[
�2�

sA�: (3.2)

Como A� é invariante, para todo � 2 �, usando a igualdade 3.2, temos

sA = s

 [
�2�

A�

!
=
[
�2�

sA� = A:

Portanto, A é invariante. �

Seja F uma família de subconjuntos do semigrupo S. De�nimos a noção de atração

para ação de semigrupo, como segue:
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De�nição 3.4 Dizemos que um subconjunto A de X F-atrai um subconjunto B de X

pela ação de semigrupo S se, dado � > 0, existe F 2 F tal que

FB � B (A; �) :

Note que a De�nição 3.4 depende da família F . Assim, o conceito de atrator global

para ações de semigrupos que de�nimos a seguir, também depende da família F . Logo,

pode ocorrer o caso onde existe o atrator global para uma ação de semigrupo con-

siderando uma determinada família e não existir se considerar uma outra família (ver

Exemplo 3.6 e Exemplo 3.14).

De�nição 3.5 Um subconjunto A de X é chamado F-atrator global para a ação de

semigrupo S se A é não vazio, compacto, invariante e F-atrai todo subconjunto limitado

de X pela ação de S.

Proposição 3.6 Se uma ação de semigrupo S possui um F-atrator global A, então ele

é único.

Demonstração: Sejam A1 e A2 F-atratores globais para a ação de semigrupo S. Como

A2 é compacto, em particular, é limitado em X. Assim, A1 atrai A2; ou seja, dado � > 0,

existe F 2 F tal que

FA2 � B (A1; �) :

Pela invariância do conjunto A2, temos que FA2 = A2, donde A2 � B (A1; �) : Logo,

dist (A2;A1) < �:

Pela arbitrariedade do � > 0, segue que

dist (A2;A1) = 0;

pela Proposição 2.6 segue que A2 � A1 = A1. Procedendo da mesma forma, trocando

A1 e A2, temos que A1 � A2, obtendo a igualdade desejada. �
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Como �zemos no capítulo anterior, podemos caracterizar o atrator global para ação

de semigrupo, como união de subconjuntos limitados e invariantes.

Teorema 3.7 Se uma ação de semigrupo S possui F-atrator global A, então A se ex-

prime como união de todos os subconjuntos limitados invariantes de X.

Demonstração: Sejam A um F-atrator global para a ação de um semigrupo S e

fA�g�2� o conjunto de todos os subconjuntos limitados invariantes de X. Como A é

limitado e invariante, temos que

A �
[
�2�

A�:

Por outro lado, como A é F-atrator global, temos que A F-atrai A�, para todo � 2 �:

Assim, dado � > 0, existe F� � F tal que F�A� � B (A; �) : Como A� é invariante,

8� 2 �, segue que A� � B (A; �) : Então, dist (A�;A) < �: Pela arbitrariedade de � > 0;

segue que dist (A�;A) = 0: Logo, A� � A = A, pata todo � 2 � e, portanto,[
�2�

A� � A.

�

De�nição 3.8 Seja B um subconjunto de X e F uma família de subconjuntos de S. A

semiórbita de B relativa à ação de semigrupo S é o conjunto

SB = fsx; s 2 S; x 2 Bg :

Agora, dados um subconjunto B de X e F 2 F , a F-semiórbita de B referente a F

é o conjunto

FB = fsx; s 2 F; x 2 Bg :

De�nição 3.9 Dizemos que a ação de semigrupo S é limitada se, a semiórbita de

todo subconjunto limitado de X for limitado em X. Dizemos que a ação de semigrupo
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S é F-eventualmente limitada se, para cada subconjunto limitado B � X a sua

F-semiórbita for limitada em X.

Note que, se a ação do semigrupo é limitada e F é uma família de subconjuntos de

S, então a ação é F-eventualmente limitada, pois FB � SB, para todo subconjunto

limitado B de X e F em F :

Exemplo 3.5 Retornando ao Exemplo 3.3, de�nimos a família de subconjuntos de S

da seguinte forma:

F = fFa = (a; 1) ; 0 < a < 1g :

Seja (x; y) 2 R2. A sua semiórbita é

S (x; y) =
�
(sx; sy) 2 R2; s 2 (0; 1)

	
:

Logo, a semiórbita S (x; y) é um segmento de reta ligando o ponto (x; y) a origem sem as

extremidades. Agora, dado Fa 2 F , a F-semiórbita de (x; y) referente a Fa é o conjunto

Fa (x; y) =
�
(sx; sy) 2 R2; s 2 (a; 1)

	
;

que é um segmento de reta sem as extremidades ligando os pontos (ax; ay) e (x; y) (Veja

a Figura 3.1): Por �m, seja B um subconjunto limitado de R2: Então, existe M > 0 tal

que k(x; y)k �M: Assim, para todo s 2 S

k(sx; sy)k = s k(x; y)k � sM < M:

Portanto, a ação de S é limitada e F-eventualmente limitada.

Proposição 3.10 Se a ação de semigrupo S possui um F-atrator global A, então a ação

é F-eventualmente limitada.

Demonstração: Seja B um subconjunto limitado de X. Como A é F-atrator global,

dado � > 0, existe F 2 F tal que

FB � B (A; �) :
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Figura 3.1: Semiórbitas de (x; y)

Como A é limitado, temos que B (A; �) é limitado. Logo, FB é limitado e, portanto, a

ação de S é F-eventualmente limitada. �

De�nição 3.11 Dados B e D subconjuntos de X, dizemos que D F-absorve B pela

ação de semigrupo relativo a família F se existe F 2 F tal que FB � D:

Análogo à noção de atração, o conceito de absorção também depende da família F .

De�nição 3.12 Dizemos que a ação de um semigrupo S é F-limitada dissipativa se,

existe um subconjunto limitado D de X que F-absorve todo subconjunto limitado de X

pela ação de S. A ação de semigrupo S é dita F-ponto dissipativa se, existe D � X

limitado que F-absorve cada ponto x 2 X pela ação de S.

Proposição 3.13 Seja S um semigrupo. Então, (S; X; �) é F-limitada dissipativa se, e

somente se, existe um subconjunto limitado D de X tal que D F-atrai todo subconjunto

limitado de X pela ação de S.
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Demonstração: Suponha que (S; X; �) é F-limitada dissipativa. Logo, existe um sub-

conjunto limitado D de X que F-absorve todo subconjunto limitado B de X. Então,

existe F 2 F tal que FB � D: Mas, dado � > 0, temos que D � B (D; �). Então, dado

� > 0, existe F 2 F tal que FB � B (D; �) : Portanto, D F-atrai B.

Reciprocamente, suponha que existe um subconjunto limitado A de X que F-atrai

todo subconjunto limitado de X pela ação de S. Seja B um subconjunto limitado de

X. Então, dado � > 0, existe F 2 F tal que FB � B (A; �) : Tome D = B (A; �) que

é limitado. Assim, existe F 2 F tal que FB � D: Logo, D F-absorve B. Portanto, a

ação de S é F-limitada dissipativa. �

Exemplo 3.6 Voltando ao Exemplo 3.4, dado r � 0, de�nimos o conjunto

Ar = f(s; t) 2 S; s; t � rg :

Assim, considere a base de �ltro

F = fAr; r � 0g :

Seja B um subconjunto limitado em X: Sua F-semiórbita positiva em relação a Ar 2 F

é

ArB =
��
asx; aty

�
; s; t � r e (x; y) 2 B

	
:

De�namos A = f(0; 0)g : Temos que A é um F-atrator global. Com efeito, note que A

é invariante, pois

� ((s; t) ; (0; 0)) =
�
as0; at0

�
= (0; 0) ;

para todo (s; t) 2 S. Além disso, A é compacto. Logo, basta provar que ele F-atrai todo

subconjunto limitado de X pela ação de S. Seja � > 0. Então, dado (x0; y0) em B; como

B é um subconjunto limitado, existe M > 0 tal que k(x0; y0)k � M: Dado � > 0, tome



3.2 Conjuntos !-limite para Ações de Semigrupos 52

r > 0 tal que ar < �
M
: Assim, para todo (s; t) 2 Ar e (x; y) 2 B; temos

k� ((s; t) ; (x; y))k =


�asx; aty�



� k(arx; ary)k

� arM

< �:

Logo, dado � > 0, existe r � 0 tal que

ArB � B ((0; 0) ; �)

Portanto, A = f(0; 0)g é um F-atrator global. Pela Proposição 3.6, segue que A é o

único F-atrator global. Agora, pela Proposição 3.10 e Proposição 3.13 temos que a ação

de S é F-eventualmente limitada e F-limitada dissipativa.

Figura 3.2: Base de �ltro F e semiórbita Ar (x; y)

3.2 Conjuntos !-limite para Ações de Semigrupos

De�nição 3.14 Dado um subconjunto B de X, o seu conjunto !-limite com respeito

a família F é o conjunto

! (B;F) =
\
F2F

FB:
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Note que o conjunto !-limite é fechado em X, pois é interseção de subconjuntos

fechados em X:

Exemplo 3.7 Temos que o conceito de conjunto !-limite para ações de semigrupos

de�nida acima generaliza o conceito de conjunto !-limite para sistemas semidinâmi-

cos , apresentada na De�nição 2.1. De fato, considere a base de �ltro, chamada Filtro

de Fréchet,

F = fA� ; � � 0g ;

onde A� = [� ;+1) � R+, � � 0. Seja B um subconjunto de X. Então,

A�B = fT (t)x; t � � e x 2 Bg = 
+� (B) :

Assim,

! (B;F) =
\
��0

+� (B) = ! (B) :

Note que, para o caso dos sistemas semidinâmicos estudamos o comportamento ass-

intótico fazendo a sequência (tn) em R+ tendendo a +1. Mas não podemos proceder da

mesma maneira quando estamos estudando ações de semigrupos. Assim, foi necessário

introduzir uma nova notação, que permite estudar a assintocidade para ações de semi-

grupos.

De�nição 3.15 Seja S um semigrupo e F uma base de �ltro sobre S. Dada uma rede

(t�)�2� em S, dizemos que t� F -diverge se para cada F 2 F , existe �F 2 � tal que

t� 2 F , para todo � � �F : Notação: t� �!F 1:

Vejamos alguns exemplos De�nição 3.15 em vários contextos.

Exemplo 3.8 A De�nição 3.15 generaliza o fato de tn �! +1, pois tomando o Filtro

de Fréchet, apresentado no Exemplo 3.7, temos que

tn �!F 1 () tn �! +1:
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Exemplo 3.9 Seja S = fg 2 GL (n;R) ; det g > 0g o semigrupo apresentado no Ex-

emplo 3.2. Dado um número real r > 0, considere o conjunto Ar = fg 2 S; det g � rg

e de�nimos a base de �ltro F = fAr; r > 0g : Se (g�) é uma rede em S, dizer que

g� �!F 1 equivale a dizer que det g� �! +1:

Exemplo 3.10 No Exemplo 3.5, de�nimos a família F = fFa; 0 < a < 1g de subcon-

juntos do semigrupo S = (0; 1), com Fa = (a; 1). Nesse contexto, dizer que t� �!F 1

signi�ca t� �! 1:

Exemplo 3.11 Seja F = fAr; r � 0g a base de �ltro, de�nida no Exemplo 3.6 so-

bre S = R2; onde Ar = f(s; t) 2 S; s; t � rg ; para r � 0 dado. Temos que a rede

(s�; t�) �!F 1 signi�ca que as redes s� �! +1 e t� �! +1:

Exemplo 3.12 Suponha que S é um espaço topológico localmente compacto. Seja

F = fS�K; K é compacto em Sg

a família das vizinhanças de 1 em compacti�cação por um ponto de S. Temos que F é

base de �ltro e se (t�) é uma rede em S com t� �!F 1, então t� �!1:

Para facilitar o desenvolvimento dos resultados sobre espaços métricos, vamos car-

acterizar o conjunto !-limite em termos de redes, analogamente ao capítulo anterior,

usando a nova notação introduzida na De�nição 3.15.

Proposição 3.16 Sejam B um subconjunto de X e F uma base de �ltro. Então, seu

conjunto !-limite é caracterizado por

! (B;F) =

8<: x 2 X; existem as redes (t�) � S; (x�) � B;

com t� �!F 1; tais que t�x� �! x

9=; :
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Demonstração: Seja o conjunto

!0 (B;F) =

8<: x 2 X; existem as redes (t�) � S; (x�) � B;

com t� �!F 1; tais que t�x� �! x

9=; :
Mostremos que ! (B;F) = !0 (B;F).

Seja x 2 ! (B;F) : Então, pela De�nição 3.14, x 2 FB , para todo F 2 F . Logo,

para cada F 2 F , existe a sequência
�
yFn
�
� FB tal que

d
�
yFn ; x

�
<
1

n
: (3.3)

Mas, para cada n 2 N, podemos escrever yFn = t(F;n)x(F;n); onde t(F;n) 2 F e x(F;n) 2 B:

Considere o conjunto de índices F � N com a seguinte relação:

(F; n) � (F 0;m) () F � F 0 e n � m:

Com essa relação, F � N é um conjunto dirigido. Considere as redes
�
t(F;n)

�
� S e�

x(F;n)
�
2 B: Temos que t(F;n) �!F 1, pois dado F 2 F , existe (F; 1) 2 F � N tal que

para todo (F 0; n) � (F; 1) ; tem-se t(F 0;n) 2 F: Pela desigualdade 3.3, temos que

d
�
t(F;n)x(F;n); x

�
<
1

n

e, portanto existem as redes
�
t(F;n)

�
� S;

�
x(F;n)

�
� B; com t(F;n) �!F 1; tais que

t(F;n)x(F;n) �! x: Logo, x 2 !0 (B;F) :

Por outro lado, seja x 2 !0 (B;F) : Então, existem as redes (t�) em S; (x�) em B; com

t� �!F 1; tais que t�x� �! x: Logo, para cada F 2 F , existe �F 2 � tal que t� 2 F ,

8� � �F , ou seja, x 2 FB: Como F é arbitrário, segue que x 2
\
F2F

FB = ! (B;F) : �

Note que, como X é um espaço métrico, podemos caracterizar o conjunto !-limite

em termos de sequências, isto é,

! (B;F) =

8<: x 2 X; existem sequências (tn)n2N � S, (xn)n2N � B;

com tn �!F 1; tais que tnxn �! x

9=; :
Usando a Proposição 3.16, obtemos os seguintes resultados facilmente:
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1. Para todos os subconjuntos B e C de X, temos ! (B \ C) � ! (B) \ ! (C) :

2. Sejam os subconjuntos B e C de X. Se B � C, então, ! (B) � ! (C) :

Vejamos alguns exemplos de conjuntos !-limite.

Exemplo 3.13 Retomando o Exemplo 3.4, seja B um subconjunto limitado de R2: Pela

Proposição 3.16, temos

! (B;F) =

8<: (z; w) 2 R2; existem sequências (sn; tn) � S com (sn; tn) �!F 1 e

(xn; yn) � B tais que (asnx; atny) �! (z; w)

9=; :
Como (sn; tn) �!F 1, então sn �! +1 e tn �! +1; donde (asn ; atn) �! (0; 0). E

pelo fato de B ser limitado em R2, a sequência (xn; yn) � B possui uma subsequência con-

vergente, digamos (xnk ; ynk) �! (x; y) : Logo, (asnkxnk ; a
tnkynk) �! (0; 0) e, portanto,

! (B;F) = f0; 0g : Em particular, dado (x; y) 2 R2, temos que ! ((x; y) ;F) = f(0; 0)g :

Exemplo 3.14 Considere a ação do Exemplo 3.4. De�nimos a família

G = fA� ; � � 0g ;

onde A� = f(s; t) 2 S; s � �g, � � 0: Seja (x; y) 2 R2; y 6= 0: Então,

A� (x; y) =
��
asx; aty

�
2 R2; s � � e t � 0

	
:

Note que se � �! +1, temos que s �! +1, donde as �! 0. Logo,

! ((x; y) ;G) =
\
��0
A� (x; y) =

8<: f0g � [0; y] ; se y � 0

f0g � [y; 0] ; se y < 0

Assim, comparando com o Exemplo 3.13, temos que ! ((x; y) ;F) 6= ! ((x; y) ;G), para

todo (x; y) 2 R2; y 6= 0: Além disso, não existe G-atrator global. De fato, seja A um

subconjunto não vazio, compacto e invariante. Então, em particular, A é limitado, donde
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existe M > 0 tal que A � B ((0; 0) ;M) : Agora, como B ((0; 0) ;M) é aberto, tome � > 0

tal que B (A; �) � B ((0; 0) ;M) : Sejam (x; y) 2 R2 com y > M e � > 0: Se (s; 0) 2 A� ,

temos

k� ((s; 0) ; (x; y))k = k(asx; y)k

� k(0; y)k

> M:

Logo, (s; 0) (x; y) 62 B (A; �), ou seja, A� (x; y) 6� B (A; �) : Portanto, não existe G-atrator

global. Esse fato nos mostra que o conceito de atração depende da família de subconjuntos

não vazios do semigrupo S que estamos considerando.

Figura 3.3: Base de �ltro G e semiórbita A� (x; y)

Vamos de�nir ação assintoticamente compacta e eventualmente compacta. Note que

a compacidade assintótica de uma ação depende da família de subconjuntos de S que

está sendo considerada.

De�nição 3.17 Sejam S um semigrupo e F uma base de �ltro sobre S. A ação do

semigrupo S é chamado F- assintoticamente compacta se para toda rede limitada

(x�) � X e para toda rede (t�) � S com t� �!F 1; a rede (t�x�) � X possui subrede

convergente.
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De�nição 3.18 Dizemos que a ação de um semigrupo S é eventualmente compacta

se existe t0 2 S tal que a aplicação �t0 : X �! X seja compacta.

Em seguida, vamos apresentar algumas hipóteses de translação sobre famílias de

subconjuntos de um semigrupo S. As primeiras três hipóteses são introduzidas em [6]

por Braga Barros e Souza.

De�nição 3.19 Seja F uma base de �ltro sobre S. Dizemos que a família F satisfaz:

i) a hipótese H1 se, para todo s 2 S e todo F 2 F , existe F � 2 F tal que sF � � F ;

ii) a hipótese H2 se, para todo s 2 S e todo F 2 F , existe F � 2 F tal que F �s � F ;

iii) a hipótese H3 se, para todo s 2 S e todo F 2 F , existe F � 2 F tal que F � � Fs;

iv) a hipótese H4 se, para todo s 2 S e todo F 2 F , existe F � 2 F tal que F � � sF:

Exemplo 3.15 O Filtro de Fréchet do Exemplo 3.7 satisfaz todas as hipóteses H1; H2;

H3 e H4 (Veja [6]).

Exemplo 3.16 A base de �ltro F dada no Exemplo 3.9 satisfaz as hipóteses H1; H2;

H3 e H4: De fato, dados g 2 S = GL (n;R)+, Ar 2 F , existe Ar0 2 F com r0 � r
det g

tal

que

gAr0 � Ar;

pois se g0 2 Ar0, det g0 � r0 � r
det g

, ou seja, det g det g0 � r, donde gg0 2 Ar: Logo, F

satisfaz a hipótese H1 e de modo análogo podemos mostrar que F satisfaz a hipótese H2:

Agora, dados g 2 S e Ar 2 F , existe Ar0 2 F com r0 � r det g tal que

Ar0 � Arg:

Com efeito, temos que Ar0 = Ar0g
�1g e se g0 2 Ar0, então det g0 � r det g, ou seja,

det g0 1
det g

= det g0 det g�1 � r, donde g0g�1g 2 Arg. Logo, F satisfaz a hipótese H3.

Procedendo de modo análogo, temos que F satisfaz a hipótese H4:
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Proposição 3.20 Seja F uma base de �ltro sobre S satisfazendo a hipótese H4. Se

(S; X; �) é eventualmente compacta e F-eventualmente limitada, então a ação (S; X; �)

é F-assintoticamente compacta.

Demonstração: Sejam a rede limitada (x�) � X e a rede (t�) � S satisfazendo

t� �!F 1: Como (S; X; �) é F-eventualmente limitada, dado um conjunto limitado

B0 = fx�; � 2 �g, existe F 0 2 F tal que F 0B0 é limitado. Agora, pelo fato de a ação do

semigrupo S ser eventualmente compacta, existe t0 2 S tal que a aplicação �t0 : X ! X

é compacta. Como a família F satisfaz a hipótese H4, para t0 2 S e F 0 2 F , existeeF 2 F tal que eF � t0F 0: Para este eF 2 F , existe �0 2 � tal que t� 2 eF , 8� � �0: Assim,
para todo � � �0; podemos escrever t� = t0s�; onde s� 2 F 0: De�namos o conjunto

B = fs�x�; � � �0g :

Como B � F 0B0, segue que B é limitado. Assim, o conjunto

t0B = ft0s�x�; � � �0g = ft�x�; � � �0g

é relativamente compacto. Logo, a rede (t�x�) possui subrede convergente e, portanto,

(S; X; �) é F-assintoticamente compacta. �

Proposição 3.21 Sejam F uma base de �ltro sobre o semigrupo S e B um subconjunto

limitado de X: Se (S; X; �) é F-assintoticamente compacta, o conjunto !-limite ! (B;F)

é não vazio, compacto e F-atrai B pela ação de S.

Demonstração: Mostremos que

� ! (B;F) 6= ;;

Consideremos as redes (x�) emB e (t�) em S, com t� �!F 1: Como (S; X; �) é F-

assintoticamente compacta, a rede (t�x�) possui subrede (t�kx�k) que converge para
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um certo ponto x 2 X. Note que se t� �!F 1, temos que t�k �!F 1. Assim,

existem as redes (x�k) � B, (t�k) � S com t�k �!F 1; tais que t�kx�k �! x.

Pela Proposição 3.16 segue que x 2 ! (B;F) :

� ! (B;F) é compacto;

Tome a sequência (xn) em ! (B;F) =
\
F2F

FB: Para cada n 2 N e F 2 F , tome

yn;F 2 FB \ B
�
xn;

1
n

�
: Então, podemos escrever yn;F = tn;Fxn;F ; onde tn;F 2 F e

xn;F 2 B: Tome o conjunto de índices N�FN, com a seguinte relação:

(n; f) � (m; g) () n � m e f (k) � g (k) , 8k 2 N:

Para (n; f) 2 N�FN, denote por y(n;f) = t(n;f)x(n;f); onde t(n;f) = tn;f(n) e x(n;f) =

xn;f(n). Agora, dado F 2 F , de�namos a aplicação fF : N ! F por fF (n) = F ,

8n 2 N: Assim, para todo (n; f) � (1; fF ), temos que

t(n;f) = tn;f(n) 2 f (n) � fF (n) = F:

Logo, t(n;f) �!F 1: Considere as redes
�
t(n;f)

�
� S e

�
x(n;f)

�
� B. Como B é um

conjunto limitado e (S; X; �) é F-assintoticamente compacta, a rede
�
t(n;f)x(n;f)

�
possui uma subrede

�
t(n�;f�)x(n�;f�)

�
que converge para um ponto x em X. Pela

Proposição 3.16 temos que x 2 ! (B;F). Agora, para cada n� 2 N, e como

t(n�;f�)x(n�;f�) 2 f� (n)B \ B
�
xn� ;

1
n�

�
; temos

d (xn� ; x) � d
�
xn� ; t(n�;f�)x(n�;f�)

�
+ d

�
t(n�;f�)x(n�;f�); x

�
<

1

n�
+ d

�
t(n�;f�)x(n�;f�); x

�
:

Logo, xn� �! x: ComoX é um espaço métrico, podemos considerar a subrede (xn�)

como subsequência de (xn) que converge para x 2 ! (B;F) : Portanto, ! (B;F) é

compacto.

� ! (B;F) F-atrai B;
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Queremos mostrar que dado � > 0, existe F 2 F tal que FB � B (! (B;F) ; �) :

Suponha por contradição que existe � > 0 tal que para todo F 2 F tem-se

FB 6� B (! (B;F) ; �) : Então, para cada F 2 F , existe tF 2 F tal que tFB 6�

B (! (B;F) ; �) : Logo, existe (xF )F2F � B tal que

d (tFxF ; ! (B;F)) � �:

Como F é base de �ltro, temos que tF �!F 1 e (xF ) � B. Assim, a rede (tFxF )

possui subrede convergente, digamos, tF�xF� �! x: Pela Proposição 3.16, temos

que x 2 ! (B;F) : Por outro lado,

d (tF�xF� ; ! (B;F)) � �

e, pela continuidade de d, segue que

d (x; ! (B;F)) � �;

o que é um absurdo. Portanto, ! (B;F) F-atrai B.

�

Proposição 3.22 Sejam F uma base de �ltro sobre o semigrupo S e B um subconjunto

limitado de X. Se (S; X; �) é F-assintoticamente compacta, então ! (B;F) é menor

subconjunto fechado de X que F-atrai B pela ação de S.

Demonstração: Pela Proposição 3.21, temos que ! (B;F) é um subconjunto fechado

que F-4*atrai B. Assim, basta mostrar que ele é o menor subconjunto fechado com

tal propriedade. Seja K um subconjunto fechado de X que atrai B. Suponha que

! (B;F) 6� K: Então, existe x 2 ! (B;F) tal que x =2 K: Como K é fechado, temos que

existe � > 0 tal que d (x;K) = �: Agora, como K atrai B, dado � = �
2
> 0, existe F 2 F

tal que

FB � B
�
K;
�

2

�
: (3.4)
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Assim, para todo t 2 F e para todo z 2 B, temos d (tz;K) < �
2
: Por outro lado, como

x 2 ! (B;F), existem as sequências (xn) em B e (tn) em S satisfazendo tn �!F 1 tais

que tnxn �! x: Logo, existe n0 2 N tal que tn 2 F , para todo n � n0: Assim, por 3.4,

temos

d (tnxn; K) <
�

2
;

para todo n � n0: Pela continuidade de d, temos

d (x;K) � �

2
;

o que contradiz o fato de que d (x;K) = �: Portanto, ! (B;F) � K: �

A Proposição que segue nos mostra que o conjunto !-limite de um subconjunto

limitado é invariante. Já foi mostrado esse fato em [7] para espaços compactos. Aqui,

consideramos apenas a ação assintoticamente compacta, sem que o espaço seja compacto.

Proposição 3.23 Seja F uma base de �ltro sobre o semigrupo S satisfazendo as hipóte-

ses H1 e H4. Se a ação de S é F-assintoticamente compacta, então ! (B;F) é invariante,

para todo subconjunto limitado B de X:

Demonstração: Sejam x 2 ! (B;F) =
\
F2F

FB, s 2 S e F 2 F . Como F satisfaz

a hipótese H1, existe F 0 2 F tal que sF 0 � F: Agora, como x 2 F 0B e a aplicação

�s : X ! X é contínua, temos que

sx 2 sF 0B � sF 0B � FB:

Pela arbitrariedade de F 2 F , segue que sx 2 ! (B;F), isto é, s! (B;F) � ! (B;F) :

Por outro lado, sejam x 2 ! (B;F) e s 2 S. Considere a coleção das bolas abertas

V =
�
B

�
x;
1

n

�
; n 2 N

�
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e o espaço das aplicações de V em F

FV = ff : V ! Fg :

Seja

� : N �! V

n 7�! B
�
x; 1

n

�
temos que � é uma bijeção e conserva a ordem, pois

n � m () B

�
x;
1

n

�
� B

�
x;
1

m

�
;

de onde podemos identi�car FV com FN: Seja o conjunto de índices N � FN com a

seguinte relação:

(n; f) � (m; g) () n � m e f (k) � g (k) , 8k 2 N:

Pela Proposição 1.4 temos que o conjunto N � FN é um conjunto dirigido. Como a

família F satisfaz a hipótese H4; dados F 2 F e s 2 S; existe F 0 2 F tal que F 0 � sF:

Assim, pelo fato de x 2 ! (B;F) ; temos que para todo n 2 N;

; 6= F 0B \ B
�
x;
1

n

�
� sFB \ B

�
x;
1

n

�
:

Tome syn;F 2 sFB \ B
�
x; 1

n

�
, com yn;F 2 FB: Para cada (n; f) 2 N � FN, denotemos

y(n;f) = yn;f(n): Assim,

9� sy(n;f) 2 sf (n)B \ B
�
x;
1

n

�
;

onde y(n;f) 2 f (n)B. Logo, podemos escrever

y(n;f) = t(n;f)x(n;f);

onde t(n;f) 2 f (n) e x(n;f) 2 B: Agora, dado F 2 F , de�nimos fF 2 FN por fF (n) = F ,

para todo n 2 N: Assim, para todo (n; f) � (1; fF ), temos que

f (n) � fF (n) = F;
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ou seja, t(n;f) 2 F , 8 (n; f) � (1; fF ) : Considere a rede
�
t(n;f)x(n;f)

�
� X. Como (S; X; �)

é F-assintoticamente compacta, tome, se necessário, a subrede da rede
�
t(n;f)x(n;f)

�
tal

que t(n;f)x(n;f) �! y 2 X. Logo, dada uma vizinhança aberta U de y, existe (n0; f0) 2

N � FN tal que t(n;f)x(n;f) 2 U , para todo (n; f) � (n0; f0) : Como F é base de �ltro

sobre S, dado F 2 F e n 2 N, existe Fn 2 F tal que

Fn � F \ f0 (n) :

De�nimos a aplicação gF 2 FN dada por

gF (n) = Fn, 8n 2 N:

Logo, para todo n 2 N, temos que gF (n) � f0 (n), ou seja, (n; gF ) � (n; f0) : Assim,

para todo (n; f) � (n0; gF ) � (n0; f0)

t(n;f)x(n;f) 2 U \ f (n)B � U \ gF (n)B = U \ FnB � U \ FB:

Portanto, y 2 FB. Como F 2 F é arbitrário, segue que y 2 ! (B;F) : Finalmente, dado

uma vizinhança aberta W de x, temos que

st(n;f)x(n;f) 2 sf (n)B \ B
�
x;
1

n

�
� W;

para todo n 2 N satisfazendo B
�
x; 1

n

�
� W , donde st(n;f)x(n;f) �! x: Mas, pela con-

tinuidade da aplicação �s : X ! X, segue que

st(n;f)x(n;f) �! sy:

Pela unicidade de limite, segue que x = sy 2 s! (B;F) : Portanto, ! (B;F) � s! (B;F) ;

de onde segue a invariância do conjunto ! (B;F) : �

Proposição 3.24 Seja F uma família de subconjuntos de S tal que FC é conexo, para

todo subconjunto conexo C de X e para todo F 2 F . Se (S; X; �) é F-assintoticamente

compacta e se existe C � B conexo que é F-atraído por ! (B;F) ; para B � X limitado,

então ! (B;F) é conexo.
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Demonstração: Suponha que existe um subconjunto C � B conexo F-atraído por

! (B;F) e ! (B;F) desconexo. Assim, podemos escrever

! (B;F) = K1 [K2;

onde K1 e K2 são subcojuntos fechados, disjuntos e não vazios. Pela Proposição 3.21

! (B;F) é compacto, então temos que K1 e K2 são compactos. Logo, existe � > 0 tal

que d (K1; K2) = �: Como ! (B;F) F-atrai C; dado � = �
2
> 0; existe F0 2 F tal que

F0C � B
�
! (B;F) ; �

2

�
= B

�
K1;

�

2

�
[ B

�
K2
�

2

�
:

Por hipótese, F0C é conexo e como d (K1; K2) = �, temos que B
�
K1;

�
2

�
e B

�
K2;

�
2

�
são

conjuntos abertos disjuntos. Logo, F0C � B
�
K1;

�
2

�
ou F0C � B

�
K2;

�
2

�
: Suponha que

F0C � B
�
K1;

�
2

�
: Assim,

K2 � ! (B;F) =
\
F2F

FB � F0B � F0C � B
�
K1;

�

2

�
;

ou seja, d (K1; K2) � �
2
; o que é um absurdo. Portanto, ! (B;F) é conexo. �

Proposição 3.25 Seja A um subconjunto fechado e invariante de X. Então,

! (A;F) = A:

Demonstração: Como A é invariante e fechado, temos

! (A;F) =
\
F2F

FA =
\
F2F

A = A:

�

Note que na Proposição 3.25, se retirarmos a hipótese deA ser fechado, temos somente

a inclusão A � ! (A;F) :
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Exemplo 3.17 Voltando ao Exemplo 3.14, temos que dado (x; y) 2 R2, ! ((x; y) ;G) é

invariante pela ação de S. De fato, se y > 0,

S! ((x; y) ;G) =
��
asz; atw

�
2 R2; (s; t) 2 S e (z; w) 2 ! ((x; y) ;G)

	
=

��
0; atw

�
2 R2; t � 0 e w 2 [0; y]

	
= f0g � [0; y]

= ! ((x; y) ;G) :

Analogamente, se y < 0, temos que

S! ((x; y) ;G) = f0g � [y; 0] = ! ((x; y) ;G) :

E para (x; y) = (0; 0), como ! ((0; 0) ;G) = f(0; 0)g, temos que

S! ((0; 0) ;G) = f(0; 0)g = ! ((0; 0) ;G) :

Portanto, para todo (x; y) 2 R2, o seu conjunto !-limite é invariante. Como ! ((x; y) ;G)

é compacto, em particular é limitado, para todo (x; y) 2 R2; se A é um G-atrator global,

pelo Teorema 3.7, temos que [
(x;y)2R2

! ((x; y) ;G) � A.

Mas,
[

(x;y)2R2
! ((x; y) ;G) = f0g � R; então

f0g � R � A,

o que contradiz o fato de A ser compacto. Portanto, a ação de S não possui G-atrator

global.

Exemplo 3.18 Seja o semigrupo S e a ação dados no Exemplo 3.4. Considere a família

Ftrans = fS + (s; t) ; (s; t) 2 Sg :
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Temos que para todo F 2 Ftrans; existe Ar 2 F tal que F � Ar, onde F é a família

dada no Exemplo 3.4. De fato, seja F 2 Ftrans; então podemos escrever F = S + (s; t),

para algum (s; t) 2 S: Tome r = min fs; tg. Logo, se (s0; t0) 2 F; temos que s0 � s � r e

t0 � t � r, ou seja, (s0; t0) 2 Ar: Assim,

F (x; y) � Ar (x; y);

para todo (x; y) 2 R2: Portanto,

! ((x; y) ;Ftrans) � ! ((x; y) ;F) = f(0; 0)g : (3.5)

Agora, temos que a ação de S é Ftrans-assintoticamente compacta. Com efeito, con-

sideremos as sequências (sn; tn) � S com (sn; tn) �!Ftrans 1 e (xn; yn) � R2 limitada.

Então, existe uma subsequência (xnk ; ynk) que converge para um ponto (x; y) 2 R2: Como

(sn; tn) �!Ftrans 1, dado F = S + (s; t) existe n0 2 N tal que (sn; tn) 2 F , para todo

n � n0: Assim, se s �! +1 e t �! +1, temos que (asn ; atn) �! (0; 0), donde

(asnkxnk ; a
tnkxnk) �! (0; 0) concluindo a a�rmação. Pela Proposição 3.21, temos que

! ((x; y) ;Ftrans) 6= ; e por 3.5 segue que ! ((x; y) ;Ftrans) = f(0; 0)g :

Figura 3.4: Base de �ltro Ftrans e semiórbita (S + (s; t)) (x; y)
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3.3 Existência de Atrator Global para Ações de Semi-

grupos

De modo análogo ao Capítulo anterior, vamos estabelecer condições para que exista

atrator global para ações de semigrupos. O teorema que segue é análogo ao Teorema 2.26,

a menos da condição de invariância do conjunto !-limite dos subconjuntos limitados.

Teorema 3.26 Sejam S um semigrupo e F uma família de subconjuntos de S tal que

! (B;F) seja invariante, para todo subconjunto limitado B de X. Então, a ação de S

possui um F-atrator global A se, e somente se, (S; X; �) é F-assintoticamente compacta

e F-limitada dissipativa. Em caso a�rmativo, se B é coleção de todos subconjuntos

limitados e não vazios de X, então

A =
[
B2B

! (B;F) :

Demonstração: Suponha que S possui um atrator global A. Temos que (S; X; �) é

F-limitada dissipativa, pela Proposição 3.13. Assim, basta provar que a ação de S é

F-assintoticamente compacta. Seja (x�) � X uma rede limitada e (t�) � S satisfazendo

t� �!F 1: Considere o conjunto limitado B = fx� 2 X; � 2 �g : Como A é F-atrator

global, dado � > 0 existe F 2 F tal que FB � B (A; �) : Assim, para todo t 2 F e para

todo x 2 B, temos d (tx;A) < �: Como t� �!F 1; para este F 2 F , existe �0 2 � tal

que t� 2 F , para todo � � �0: Logo, d (t�0x�0 ;A) < �. Assim, para cada n 2 N, existe

�n 2 � tal que

d (t�nx�n ; z�n) <
1

n
: (3.6)

Pela compacidade de A, tome, se necessário, a subsequência (z�n) � A tal que z�n �!

x 2 A. Logo, pela desigualdade 3.6,

d (t�nx�n ; x) � d (t�nx�n ; z�n) + d (z�n ; x) <
1

n
+ d (znk ; x) :



3.3 Existência de Atrator Global para Ações de Semigrupos 69

Tomando k �! +1 temos que t�nx�n �! x, isto é, a rede (t�x�) possui subsequência

convergente. Portanto, a ação de S é F-assintoticamente compacta.

Reciprocamente, suponha que a ação de S é F-assintoticamente compacta e F-

limitada dissipativa. Seja B uma coleção de todos os subconjuntos limitados e não

vazios de X. De�namos o conjunto

A =
[
B2B

! (B;F) :

Como (S; X; �) é F-assintoticamente compacta, pela Proposição 3.21 temos que ! (B;F)

é não vazio, compacto e F-atrai B, para todo B 2 B: Por hipótese, ! (B;F) é invariante

e segue pela Proposição 3.3 que o conjunto A é não vazio, invariante e F-atrai B, para

todo B 2 B. Mostremos que A é compacto. Com efeito, como a ação de S é F-limitada

dissipativa, existe D0 � X limitado que F-atrai cada subconjunto B 2 B. Tome, se

necessário, D = D0 conjunto fechado: Pela Proposição 3.22, temos que ! (B;F) é menor

fechado que F-atrai B; logo segue que ! (B;F) � D; para todo B 2 B. Logo, A � D e,

portanto ! (A;F) � ! (D;F). Como A é invariante, temos que

A � ! (A;F) � ! (D;F) :

Mas, D é um subconjunto limitado, logo, ! (D;F) � A. Assim, temos a igualdade

A = ! (D;F) : Como ! (D;F) é compacto, pela Proposição 3.21, segue que A é com-

pacto. �

Corolário 3.27 Sejam S semigrupo e F uma base de �ltro de subconjuntos de S satis-

fazendo a hipótese H3 e H4 tal que ! (B;F) é invariante, para todo subconjunto limitado

B de X. Se a ação de S é eventualmente compacta, F-eventualmente limitada e F-ponto

dissipativa, então existe F-atrator global para a ação de S.

Demonstração: Primeiramente, como (S; X; �) é eventualmente compacta eF-eventualmente

limitada, pela Proposição 3.20 temos que a ação de S é F-assintoticamente compacta.
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Assim, basta provarmos que a ação é F-limitada dissipativa. Por hipótese, (S; X; �) é

F-ponto dissipativa, então existe um subconjunto D0 limitado de X que F-absorve todo

ponto x 2 X. Agora, dado � > 0 de�nimos o conjunto limitado D1 = B (D0; �) : A ação

de S é F-eventualmente limitada, então para este conjunto limitado D1, existe F � 2 F

tal que o conjunto

D = F �D1

é limitado. A�rmamos que o subconjunto limitado D F-absorve cada subconjunto lim-

itado B de X. Com efeito, considere o conjunto compacto K � X. Para cada x 2 K,

existe Fx 2 F tal que

Fxx 2 D0 � D1:

Seja tx 2 Fx. Note que D1 é aberto e a aplicação �tx : X ! X é contínua, então existe

�x > 0 tal que

txB (x; �x) � D1:

Como a família F satisfaz a hipótese H3; dados tx 2 S e F � 2 F , existe F 0x 2 F tal que

F 0x � F �tx: Assim,

F 0xB (x; �x) � F �txB (x; �x) � F �D1 = D

Considere a cobertura aberta fB (x; �x)gx2K de K. Pela compacidade de K, existem

x1; :::; xn 2 K tais que

K �
n[
j=1

B
�
xj; �xj

�
:

Como F é base de �ltro, tome F 0 2 F tal que F 0 � F 0x1 ; F 0 � F 0x2 ; :::; F 0 � F 0xn : Logo,

F 0K � F 0
 

n[
j=1

B
�
xj; �xj

�!
=

n[
j=1

F 0B
�
xj; �xj

�
�

n[
j=1

F 0xjB
�
xj; �xj

�
� D (3.7)

Por �m, como a ação de S é eventualmente compacta, existe t0 2 S tal que K = t0B é

compacto, para todo B � X limitado. Logo, pela inclusão 3.7

F 0t0B � F 0K � D:
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Novamente pelo fato de F satisfazer a hipótese H3; dados t0 2 S e F 0 2 F , existe F 2 F

tal que F � F 0t0: Logo,

FB � F 0t0B � D:

Portanto, o conjunto D F-absorve todo subconjunto limitado B de X, ou seja (S; X; �)

é F-limitada dissipativa. Pelo Teorema 3.26, temos o resultado desejado. �

Exemplo 3.19 Considere o gupo

S = fg 2 GL (n;R) ; det g > 0, n 2 N, n � 2g

com a ação

� : S � Rn �! Rn

(g; x) 7�! gx

Considere a família F dada no Exemplo 3.9. Temos que

! ((0; :::; 0) ;F) = (0; :::; 0) e ! (x;F) = Rnn f(0; :::; 0)g ;

para todo x 2 Rnn f(0; :::; 0)g : Com efeito, a primeira igualdade é imediata. Agora, seja

x = (x1; :::; xn) 2 Rnn f(0; :::; 0)g e z = (z1; :::; zn) 2 Rnn f(0; :::; 0)g : Como x 6= 0, existe

i 2 f1; :::; ng tal que xi 6= 0: Tome a matriz

gm =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 � � � z1�x1
xi

0 � � � 0

0 1 � � � z2�x2
xi

0 � � � 0
...
...
. . .

...
...

...

0 0 � � � zi
xi

0 � � � 0

0 0 � � � zi+1�dmxi+1
xi

dm � � � 0
...
...

...
...

. . .
...

0 0 � � � zn�xn
xi

0 � � � 1

1CCCCCCCCCCCCCCCA
:

Temos que det gm = dm det gi+1 i+1 6= 0, onde gi+1 i+1 é a matriz obtida de gm retirando-

se a i+ 1-ésima linha e i+ 1-ésima coluna. Assim, tome a sequência real (dm) de modo
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que 8<: (dm) � R+ com dm �! +1, se det gi+1 i+1 > 0

(dm) � R� com dm �! �1, se det gi+1 i+1 < 0

Logo, det gm > 0 e gm �!F 1: Além disso, gmx = z, para todo m 2 N, donde gmx �!

z. Portanto, ! (x;F) = Rnn f(0; :::; 0)g : Usando mesmo raciocínio, podemos provar

que Sx = Rnn f(0; :::; 0)g ; para todo x 2 Rnn f(0; :::; 0)g : Além disso, temos que não

existe F-atrator global para ação de semigrupo S. Com efeito, dado x = (x1; :::; xn) 2

Rnn f(0; :::; 0)g ; se existe F-atrator global A, então dado � > 0 existe r > 0 tal que

Arx � B (A; �) :

Mas,

Rnn f(0; :::; 0)g = ! (x;F) =
\
r>0

Arx � Arx � B (A; �);

o que é um absurdo, uma vez que A é compacto. Isso ocorre pelo fato de a ação de S

não ser F-assintoticamente compacta. De fato, seja a matriz

gm =

0BBB@
m � � � 0
...

. . .
...

0 � � � m

1CCCA ;
para todo m 2 N: Temos que det gm = mn > 0 e gm �!F 1: Seja xm uma sequência

limitada. Temos que gmxm = (mxm1 ; :::;mx
m
n ) não possui subsequência convergente. Este

fato nos mostra que a hipótese da ação ser F-assintoticamente compacta é essencial para

o Teorema 3.26.

Exemplo 3.20 Considere agora o grupo do Exemplo 3.19, porém com n = 1. Assim,

temos

S = fg 2 GL (1;R) ; det g > 0g

= fg 2 R; g > 0g = R�+:
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Neste caso, a ação é dada por

� : S � R �! R

(g; x) 7�! gx

Para cada r > 0, de�nimos o conjunto Ar = fg 2 S; g � rg = [r;+1) : Considere a

família F = fAr; r > 0g = f[r;+1) ; r > 0g : Seja x 2 Rn f0g. Note que não existem

(xn) em R e (gn) em S com gn �!F 1 tais que gnxn �! x, pois gn �! +1: Assim,

temos 8<: ! (0;F) = 0

! (x;F) = ;

3.4 Sistemas de Controle

Nesta seção, vamos desenvolver os conceitos abordados neste capítulo, em especial para

sistemas de controle.

De�nição 3.28 Um sistema de controle sobre uma variedade diferenciável M con-

siste de uma família de equações diferenciais

_x = X (x; u (t)) ; (�)

onde x 2 M e u 2 U = fu : R �! U � Rng é uma função de controle admissível.

Dizemos que U é conjunto de controle.

Aqui, assumimos que para cada u 2 U e x0 2 M , a equação _x = X (x; u (t)) admite

uma única solução ' (t; x0; u) satisfazendo ' (0; x0; u) = x0: Temos também que essa

solução satisfaz a propriedade de cociclo, isto é,

' (t+ s; x0; u) = ' (t; ' (s; x0; u) ; u � s) ;

onde u � s (�) = u (s+ �) :
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Note que, cada função de controle u (t) determina uma equação diferencial não-

autônoma

_x = Xu(t) (x) = X (x; u (t)) :

Assim, as diferentes funções de controle dão origem às diferentes trajetórias do sistema.

De�nição 3.29 Sejam u1; u2 2 U e s 2 R: Uma s-concatenação de u1 e u2 é a função

u : R �! U

t 7�! u (t) =

8<: u1 (t) ; t < s

u2 (t� s) ; t � s

Na teoria geométrica de controle, em geral, são consideradas as funções de controle

constantes por partes. De�namos Ucp = fu : R �! U ; u é constante por partesg : Logo,

pode-se mostrar que as trajetórias do sistema de controle passam a ser concatenações

das trajetórias de equações autônomas.

Assumamos também que os campos de vetores Xu = X (�; u), u 2 U , são completos.

Assim, considere o conjunto V = fXu;u 2 Ug ; de campos de vetores completos. As

trajetórias do sistema (�) são concatenações de trajetórias dos campos de vetores em

V : Assim, o sistema (�) é determinado pela família de campos de vetores V : A cada

campo Xu 2 V e t 2 R, corresponde um difeomor�smo 'ut : M �! M de�nida por

'ut (x) = '
u (t; x) satisfazendo 'u0 = Id e '

u
s+t = '

u
s � 'ut :

Exemplo 3.21 Seja fX; Y g os campos de vetores de�nidas por

X (x) = X (x1; x2) = (�1x1; �2x2) ; �1 < 0 < �2

Y (x) = Y (x1; x2) = (x2;�x1)

apresendados no Exemplo2.5 e Exemplo 2.6, x = (x1; x2) 2 R2: As trajetórias da equação

_x = X (x1; x2) + u (t)Y (x1; x2)

onde u 2 Ucp = fu : R �! R; u é constante por partesg ; são as concatenações das tra-

jetórias das equações _x = X (x1; x2) e _x = u (t)Y (x1; x2) :
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Exemplo de concatenações das trajetórias

O nosso interesse é tomar concatenações de trajetórias do campo em V, isto é, tomar

as possíveis composições de 'ut . Assim, de�nimos o conjunto de todas as composições

possíveis entre esses difeomor�smos.

De�nição 3.30 Seja V a família de campos de vetores de�nida anteriormente. De�ni-

mos os conjuntos

GV =
�
'untn � � � � � '

u1
t1 ; ti 2 R; ui 2 U; k 2 N

	
e

SV =
�
'untn � � � � � '

u1
t1 ; ti � 0; ui 2 U; k 2 N

	
chamados, respectivamente de grupo do sistema e semigrupo do sistema.

Agora, vamos estudar o comportamento assintótico de um sistema de controle. Seja

T > 0: Considere o conjunto

S�T =
(
'untn � � � � � '

u1
t1 ; ti � 0; ui 2 U;

nX
i=1

ti � T , k 2 N
)

e de�namos a família

Fctr = fS�T ;T > 0g :
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Temos que Fctr é uma base de �ltro sobre SV , pois dados T1; T2 > 0, vale a inclusão

S�T1+T2 � S�T1 \ S�T2 :

Essa base de �ltro é utilizada para estudar o comportamento assintótico do sistema de

controle e pode ser encontrada em [5], [6], [8], [9], [25] e [26]. A família Fctr satisfaz

as hipóteses H1 e H2, mas, em geral, não satisfazem as hipóteses H3 e H4: No entanto,

existem sistemas de controle onde Fctr também satisfaz as hipóteses H3 e H4 (veja [9] e

[25]).

A notação dada na De�nição 3.15, pode ser utilizada na teoria de sistemas de

controle. Temos que ' (t�; x�; u�) �!Fctr 1 sigini�ca t� �! +1: Com efeito, se

' (t�; x�; u�) �!Fctr 1, então dado T > 0, existe �0 tal que ' (t�; x�; t�) 2 S�T , para

todo � � �0, ou seja, t� � T: Logo, t� �! +1: Assim podemos de�nir o conjunto

!-limite de um subconjunto B de M , a saber:

! (B;Fctr) =

8<: x 2M ; Existem sequências tn �! +1; (xn) � B e (un) � Ucp
tais que ' (tn; xn; un) �! x

9=; :
O subconjunto A � M atrai B � M se dado � > 0, existe � > 0 tal que

d (' (t; b; u) ; A) < �, para todo t � � ; b 2 B e u 2 Ucp: Dizemos que o sistema de

controle é Fctr-eventualmente limitado se para cada subconjunto limitado B de M ,

existe T > 0 tal que S�TB é um conjunto limitado, isto é, existe x0 2 M e K > 0

tal que d (' (t; b; u) ; x0) < K, para todo t � T , b 2 B e u 2 Ucp: Agora, o conjunto

D � M absorve o conjunto B � M se existe T > 0 tal que S�TB � D: Assim, o

sistema de controle é Fctr-limitado dissipativo se existe um subconjunto D de M

limitado que absorve todo subconjunto limitado de M: Por �m, o sistema de controle

é Fctr-assintoticamente compacto se para toda sequência (xn) � M; (un) � Ucp e

tn �! +1, a sequência (' (tn; xn; un)) possui subsequência convergente.

Vamos analisar alguns exemplos de atratores globais para sistema de controle.
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Exemplo 3.22 Considere o sistema de controle sobre R2

x0 = X (x (t) ; u (t)) = u (t)x (t) ;

onde u 2 Ucp = fu : R! [�2;�1] ; u é constante por partesg com conjunto de controle

U = [�2;�1] : Para cada u 2 U e x 2 R2; a trajetória do campo de vetores Xu é dada

por

'ux (t) = e
utx:

Consideremos o semigrupo do sistema

S =
�
euntn :::eu1t1 ; ui 2 U; ti � 0; n 2 N

	
:

Considere a base de �ltro Fctr. Temos que Fctr satisfaz todas as hipóteses H1, H2, H3 e

H4: Além disso, A = f(0; 0)g é Fctr-atrator global. Com efeito, é imediato que A é não

vazio, compacto e invariante. Assim, basta mostrar que atrai cada subconjunto limitado

de R2: Seja B um subconjunto limitado de R2: Dado � > 0, queremos mostrar que existe

T > 0 tal que

S�TB � B (A; �)

Como B é limitado, existe M > 0 tal que kxk � M , para todo x 2 R2: Tome T > 0 tal

que

T > ln
M

�
:

Seja x 2 B e euntn :::eu1t1 2 S�T : Então,
nX
i=1

ti � T e ui � �1. Assim,

euntn :::eu1t1x

 = euntn :::eu1t1 kxk

� e�
Pn

i=1
tiM � e�TM

< e� ln
M
� M = eln

�
MM

= �:

Logo, dado � > 0, existe T > ln M
�
tal que

S�TB � B (A; �) :
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Portanto, A = f(0; 0)g é Fctr-atrator global.

Exemplo 3.23 Considere o sistema de controle

x0 (t) = X (x (t) ; u (t)) = X0 (x (t)) + u (t)X1 (x (t)) ;

onde u 2 Ucp = fu : R �! [1; 2] ; u é constante por partesg sobre X = R2, com o con-

junto de controle U = [1; 2] ,

X0 (x; y) = (y;�x) e X1 (x; y) =
�
x� xy2 � x3; y � yx2 � y3

�
são campos de vetores em R2: Considere as coordenadas polares x = r cos � e y = r sen�:

Então, para cada u 2 U e (r; �), r > 0, a trajetória sobre o campo de vetor Xu é dada

por

' (t; (r; �) ; u) =

 r
1� e�2ut + e

�2ut

r2

�1

; � � t
!
; com t 2 R se r 2 (0; 1] ;

' (t; (r; �) ; u) =

 r
1� e�2ut + e

�2ut

r2

�1

; � � t
!
; com t 2 (��;+1) se r > 1;

onde � > 0 depende de u e r: Seja D1 = f(r; �) ; 0 � r � 1g disco unitário em R2: É

imediato que D é não vazio e compacto. E temos também que D1 é invariante pela ação

'ut , para cada u 2 U e t 2 R: De fato, seja (r; �) em D1. Então, 1
r2
� 1, de onde segue

que

0 <

r
1� e�2ut + e

�2ut

r2

�1

� 1;

ou seja, 'ut (r; �) 2 D1: Por outro lado, seja (r; �) 2 D1 tal que

(r; �) =

0@s1� e�2ut + e�2ut
(r0)2

�1

; �0 � t

1A :
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Então,

r =

s
1� e�2ut + e

�2ut

(r0)2

�1

) 1

r2
= 1� e�2ut + e

�2ut

(r0)2

) (r0)
2
=

r2e�2ut

1� r2 + r2e�2ut

) r0 =

r
r2e�2ut

1� r2 + r2e�2ut :

Como 0 � r � 1, temos que 1� r2 � 0; logo

0 �
r

r2e�2ut

1� r2 + r2e�2ut � 1;

ou seja, 0 � r0 � 1: Portanto, (r; �) 2 'ut (D1) ; concluindo que D1 é invariante. Con-

sidere agora o semigrupo do sistema

S =
�
'untn � � � � � '

u1
t1 ; ui 2 U; ti � 0

	
De�nimos a base de �ltro Fctr = fS�T ;T > 0g. Efetuando alguns cálculos, temos que

'untn � � � � � '
u1
t1 (r; �) =

 r
1� e�2

P
uiti +

e�2
P
uiti

r2

�1

; � �
X

ti

!
:

Vamos mostrar que D1 atrai todo subconjunto limitado de R2: Note que precisamos apenas

considerar os subconjuntos limitados de R2 fora do disco D1, uma vez que ele é invariante.

Seja B � R2nD1: Então, existe M > 0 tal que B � B ((0; 0) ;M) : Queremos mostrar

que dado � > 0, existe T > 0 tal que

S�TB � B
�
D1; �

�
:

Para facilitar os cálculos, vamos considerar a igualdade B (D1; �) = B ((0; 0) ; 1 + �) :

Então, queremos mostrar que





 r

1� e�2
P
uiti +

e�2
P
uiti

r2

�1

; � �
X

ti

!




 =
r
1� e�2

P
uiti +

e�2
P
uiti

r2

�1

< 1 + �;
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isto é,

1� e�2
P
uiti +

e�2
P
uiti

r2
>

1

(1 + �)2
:

Tome T > ln 1+�
M

q
1�M2

1�(1+�)2 : Então, levando em conta que
P
ti � T , ui � 1 e r � M ,

temos as desigualdades:

�2
X

uiti � �2
X

ti;

�2
X

ti � �2T

e
r2 � 1
r2

� M2 � 1
M2

:

Logo,

1� e�2
P
uiti +

e�2
P
uiti

r2
= 1� e�2

P
uiti

�
r2 � 1
r2

�
� 1� e�2

P
ti

�
M2 � 1
M2

�
� 1� e�2T

�
M2 � 1
M2

�

> 1�
 
1 + �

M

s
1�M2

1� (1 + �)2

!�2�
M2 � 1
M2

�
=

1

(1 + �)2
:

Portanto, dado � > 0 existe T > ln 1+�
M

q
1�M2

1�(1+�)2 tal que S�TB � B (D; �), ou seja, D1

atrai todo subconjunto limitado de R2: Concluindo assim que o disco fechado D1 é um

Fctr-atrator global. A �gura abaixo ilustra algumas trajetórias do sistema.
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Exemplos de trajetórias do sistema

Exemplo 3.24 Considere V = fX; Y g o conjunto dos campos de vetores sobre disco

aberto M = B ((0; 0) ; 1) � R2, onde os campos X = fX1; X2g e Y = fY1; Y2g são dados

por

X1 (x) = �x2 + x1 kxk2 sen
�

kxk ;

X2 (x) = x1 + x2 kxk2 sen
�

kxk ;

Y1 (x) = � (x)x1 + (� (x)� � (x))x2 + x1 kxk2
�
� (x) sen

�

kxk � 4� (x)
�
;

Y2 (x) = � (x)x2 + (� (x)� � (x))x1 + x2 kxk2
�
� (x) sen

�

kxk � 4a (x)
�
;

X (0) = Y (0) = 0 e x = (x1; x2) 2M; onde � e � são funções diferenciáveis tais que

� (x) =

8<: 1, se kxk � 1
2

0, se 1
2
< kxk < 1

� (x) =

8<: 0; se kxk � 1
2

1; se 1
2
< kxk < 1

Assim, para kxk � 1
2
, o campo Y é dado por

Y1 (x) = x2 + x1
�
1� 4 kxk2

�
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Y2 (x) = �x1 + x2
�
1� 4 kxk2

�
e para 1

2
< kxk < 1; o campo Y coincide com o campo X. A �gura à direita ilustra o

campo X e a �gura à esquerda ilustra o campo Y:

Considere a família Fctr: As trajetórias do sistema de controle determinada pelo V são

concatenações das trajetórias dos campos de vetores X e Y . Note que o comportamento

das trajetórias são semelhantes às trajetórias do sistema de controle do Exemplo 3.23.

Assim, usando o mesmo argumento, temos que A =
�
x 2M ; kxk � 1

2

	
é invariante e

atrai todos os subconjuntos limitados em MnA. Logo, A é Fctr-atrator global.



Capítulo 4

Atrator Uniforme Global para Ações

de Semigrupos

Os conceitos de prolongamento e conjunto limite prolongacional para sistema dinâmico

foram estudados em [3] e [4]. Esses resultados foram generalizados para ações de semi-

grupos em [10]. Apresentamos aqui a de�nição de ambos conceitos e suas caracterizações

em termos de redes. Em seguida, de�nimos o domínio de atração uniforme, atrator uni-

forme e atrator uniforme global. No �nal desse trabalho, mostramos as equivalências das

de�nições de atrator global no sentido da De�nição 3.5 e atrator uniforme global, que

foram estudados separadamente.

4.1 Prolongamentos

Começamos com a de�nição de prolongamento progressivo. Seja X um espaço métrico

com a métrica d : X �X �! R:

De�nição 4.1 Seja x 2 X e F um subconjunto do semigrupo S. De�nimos o primeiro

F -prolongamento progressivo de x como

D(x; F ) =
\
�>0

FB (x; �):

83
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Se C é um subconjunto de X, de�nimos

D(C;F ) =
[
x2C
D(x; F ) :

Agora, vamos apresentar uma caracterização do prolongamento progressivo em ter-

mos de redes.

Proposição 4.2 Sejam x 2 X e F � S. Então, podemos caracterizar o primeiro F -

prolongamento progressivo de x por

D(x; F ) =

8<: y 2 X; Existem redes (t�) � F e (x�) � X

tais que x� �! x e t�x� �! y

9=; :
Demonstração: Seja o conjunto

D0 (x; F ) =

8<: y 2 X; Existem redes (t�) � F e (x�) � X

tais que x� �! x e t�x� �! y

9=; :
Mostremos que D(x; F ) = D0 (x; F ) : Seja y 2 D(x; F ) : Pela De�nição 4.1, y 2 FB (x; �);

para todo � > 0. Então, dado n 2 N; tome

yn 2 B
�
y;
1

n

�
\ FB

�
x;
1

n

�
:

Logo, podemos escrever yn = tnxn, onde tn 2 F e xn 2 B
�
x; 1

n

�
: Assim, considere as

sequências (tn)n2N � F e (xn)n2N � X. Temos que xn �! x. De fato, dado � > 0, tome

n0 2 N tal que 1
n0
< �. Assim, para n � n0 temos que 1

n
� 1

n0
; donde

xn 2 B
�
x;
1

n

�
� B (x; �) :

Como � > 0 é arbitrário, temos que xn �! x: Analogamente, temos que tnxn �! y e,

portanto, y 2 D0 (x; F ) :

Reciprocamente, seja y 2 D0 (x; F ) : Então existem redes (t�) � F e (x�) � X tais

que x� �! x e t�x� �! y. Assim, dado � > 0 existe �0 2 � tal que x� 2 B (x; �), para



4.2 Conjuntos Limite Prolongacionais 85

todo � � �0: Logo, (t�x�)���0 � FB (x; �) ; donde y 2 FB (x; �): Pela arbitrariedade do

� > 0, segue que y 2 D(x; F ) : �

Note que, para o caso onde X é um espaço métrico, podemos tomar sequências ao

invés de redes. Assim, para x 2 X e F � S;

D(x; F ) =

8<: y 2 X; Existem sequências (tn) � F e (xn) � X tais que

xn �! x e tnxn �! y

9=; :
4.2 Conjuntos Limite Prolongacionais

De�nição 4.3 Seja F uma família de subconjuntos do semigrupo S e X um espaço

métrico. De�nimos o primeiro F-conjunto limite progressivo prolongacional de

x 2 X como sendo o conjunto

J (x;F) =
\
F2F

D(x; F ) :

Se C é um subconjunto de X, então

J (C;F) =
[
x2C
J (x;F) :

O próximo resultado é uma caracterização do primeiro F-conjunto limite progressivo

prolongacional de x 2 X. Uma caracterização foi apresentada em [10], onde se considera

uma rede em cada conjunto da família F . Aqui, estendemos essa caracterização tomando

apenas uma única rede em S.

Proposição 4.4 Seja x 2 X e F uma família de subconjuntos de S. Então, podemos

caracterizar o primeiro F-conjunto limite progressivo prolongacional de x 2 X por

J (x;F) =

8<: y 2 X; Existem redes (t�) � S e (x�) � X tais que

t� �!F 1; x� �! x e t�x� �! y

9=; :
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Demonstração: De�namos o conjunto

J0 (x;F) =

8<: y 2 X; Existem redes (t�) � S e (x�) � X tais que

t� �!F 1; x� �! x e t�x� �! y

9=; :
Mostremos que J (x;F) = J0 (x;F). Seja y 2 J (x;F) : Assim,

y 2 D(x; F ) =
\
n2N

FB

�
x;
1

n

�
:

para todo F 2 F . Considere o conjunto de índices F � N com a direção

(F1; n1) � (F2; n2) () F1 � F2 e n1 � n2:

Para cada F 2 F e n 2 N temos que

B

�
y;
1

n

�
\ FB

�
x;
1

n

�
6= ;:

Assim, tome

t(F;n)x(F;n) 2 B
�
y;
1

n

�
\ FB

�
x;
1

n

�
;

onde t(F;n) 2 F e x(F;n) 2 B
�
x; 1

n

�
: Temos que t(F;n) �!F 1. De fato, dado F 2 F , tome

F0 = F e n0 2 N qualquer. Então, se (F 0; n) � (F0; n0), temos que t(F 0;n) 2 F 0 � F0 = F ,

donde t(F;n) �!F 1: Agora, x(F;n) �! x: Com efeito, dado � > 0, tome n0 2 N tal que
1
n0
< � e escolha F0 2 F qualquer. Se (F; n) � (F0; n0) temos que 1

n
� 1

n0
< �, donde

x(F;n) 2 B
�
x;
1

n

�
� B

�
x;
1

n0

�
� B (x; �) :

Pela arbitrariedade do � > 0, segue que x(F;n) �! x. De modo análogo, temos que

t(F;n)x(F;n) �! y: Logo, y 2 J0 (x;F) :

Por outro lado, seja y 2 J0 (x;F) : Então existem redes (t�) � S e (x�) � X tais que

t� �!F 1, x� �! x e t�x� �! y. Seja F 2 F : Como t� �!F 1, existe �0 2 � tal

que t� 2 F , para todo � � �0: Agora, como x� �! x, dado � > 0 existe �1 2 � tal

que x� 2 B (x; �), para todo � � �1: Tome �
� 2 � tal que �� � �0 e �

� � �1. Logo,
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t�x� 2 FB (x; �), para todo � � ��: Assim, y 2 FB (x; �). Como � > 0 é arbitrário, segue

que y 2 J (x;F). �

De�nimos agora o domínio de atração uniforme, conceito necessário para se de�nir

atrator uniforme global.

De�nição 4.5 Sejam Y um subconjunto de X e F uma família de subconjuntos de S.

De�nimos o conjunto F-domínio de atração uniforme de Y por

AU (Y;F) = fx 2 X; J (x;F) 6= ; e J (x;F) � Y g :

De�nição 4.6 Seja Y um subconjunto de X e F uma família de subconjuntos de S.

Dizemos que Y é um F-atrator uniforme se existe � > 0 tal que B (Y; �) � AU (Y;F) :

Dizemos que Y é um F-atrator uniforme global se AU (Y;F) = X:

A Proposição a seguir nos mostra que se um conjunto é atrator global no sentido da

De�nição 3.5, então ele é um atrator uniforme global.

Proposição 4.7 Sejam F uma base de �ltro para o semigrupo S e A um F-atrator

global em S no sentido da De�nição 3.5: Então A é um F-atrator uniforme global.

Demonstração: Sejam x 2 X e A um F-atrator global. Pelo Teorema 3.26, temos que

(S; X) é F-assintoticamente compacta. Logo, pela Proposição 3.21, segue que ! (x;F) 6=

; e, portanto, J (x;F) 6= ;: Suponha que J (x;F) 6� A. Então, existe y 2 J (x;F) tal

que y 62 A. Agora, como A é compacto, temos que existe � > 0 tal que d (y;A) = �: Por

outro lado, como y 2 J (x;F), pela Proposição 4.4, existem redes (t�) � S e (x�) � X

tais que t� �!F 1, x� �! x e t�x� �! y. Seja U uma vizinhança de x 2 X. Pela

convergência da rede (x�), existe �0 2 � tal que x� 2 U , para todo � � �0: Assim,

considere B = fx�; � � �0g um subconjunto limitado de X. Então, o F- atrator global

A atrai B. Logo, dado �
2
> 0 existe F 0 2 F tal que F 0B � B

�
A; �

2

�
: Como t� �!F 1;
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para este F 0 2 F , existe �0 2 � tal que t� 2 F 0, para todo � � �0: Tome �� 2 � tal que

�� � �0 e �� � �0. Assim, para todo � � ��, temos

d (t�x�;A) <
�

2
:

Logo, pelo fato de t�x� �! y e d ser contínua, temos que d (y;A) � �
2
, o que contradiz

o fato de d (y;A) = �: Portanto, J (x;F) � A. Pela arbitrariedade de x 2 X, temos

que X � AU (A;F), obtendo a igualdade AU (A;F) = X. Portanto, A é um F-atrator

uniforme global. �

A recíproca da Proposição 4.7 não é imediata. Para garantir que um atrator uniforme

global é também um atrator global devemos acrescentar algumas hipóteses.

Teorema 4.8 Sejam F uma base de �ltro para um semigrupo S e Y um F-atrator

uniforme global não vazio, compacto e invariante. Se a ação de S é F- eventualmente

compacta, F-assintoticamente compacta e F satisfaz a hipótese H3; então Y é um F-

atrator global.

Demonstração: Seja B um subconjunto limitado de X. Basta provar que Y atrai o

subconjunto B pela ação de S. Suponha que existe � > 0 tal que para todo F 2 F

tem-se FB 6� B (Y; �). Como (S; X) é F-eventualmente compacta, existe t0 2 S tal que

t0B é compacto. Agora, como F satisfaz a hipótese H3, para cada F 2 F , existe eF 2 F
tal que eF � Ft0:
Assim, para cada eF 2 F , existem t eF 2 eF e x eF 2 B tais que t eFx eF 62 B (Y; �) e podemos
escrever

t eFx eF = tF t0x eF :
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Considere a rede
�
x eF � � B. Então, como t0B é compacto, temos que existe uma subrede

tal que

t0xfF� �! y 2 X:

Então a rede
�
t0xfF�

�
é limitada. Sejam as redes (tF�) � S e

�
t0xfF�

�
� X limitada.

Temos que tF� �!F 1; pois dado F 2 F ; existe �0 2 � tal que F�0 � F e, portanto,

para todo � � �0; tF� 2 F� � F�0 � F: Como a ação de S é F-assintoticamente

compacta, existe uma subrede com mesmo nome
�
tF�

�
t0xfF�

��
tal que

tF�

�
t0xfF�

�
�! z 2 X: (4.1)

com t0xfF� �! y: Logo, pela Proposição 4.4, z 2 J (y;F). Por outro lado, como

tfF�xfF� 62 B (Y; �), temos que d
�
tF�t0xfF� ; Y

�
� �, donde por 4.1 segue que d (z; Y ) � �,

contradizendo o fato de Y ser um F-atrator uniforme global, pois J (y;F) � Y . Por-

tanto, Y atrai B pela ação de S. �

O resultado seguinte é junção da Proposição 4.7 e Proposição 4.8. É uma forma de

fazer a equivalência das de�nições de atrator global e atrator uniforme global.

Corolário 4.9 Sejam F uma base de �ltro sobre S satisfazendo hipóteses H3 e H4; e

(S; X; �) F-eventualmente limitada, eventualmente compacta. Então, Y � X não vazio,

compacto e invariante é um F-atrator uniforme global se, e somente se, Y � X é um

F-atrator global.

Demonstração: Suponha que Y é um F-atrator uniforme global não vazio, compacto

e invariante. Pela Proposição 3.20, temos que (S; X) é F-assintoticamente compacta.

Logo, pelo Teorema 4.8, temos que Y é um F-atrator global.

Reciprocamente, suponha que Y é um F-atrator global. Então, Y é não vazio, com-

pacto e invariante e pela Proposição 4.7 segue que Y é um F-atrator uniforme global. �
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Exemplo 4.1 Retomando o Exemplo 3.22, vimos que A = f(0; 0)g é um Fctr-atrator

global. Assim, temos pela Proposição 4.7 que A é um Fctr-atrator uniforme global.

Exemplo 4.2 Analogamente, no Exemplo 3.23, mostramos que o disco unitário A = D1

é Fctr-atrator global e, portanto é Fctr-atrator uniforme global.

Exemplo 4.3 Vimos no Exemplo 3.18 que ! ((x; y) ;Ftrans) = f(0; 0)g ; ou seja,

A = f(0; 0)g � J ((x; y) ;Ftrans) :

Seja (z; w) 2 J ((x; y) ;Ftrans) : Pela Proposição 4.4, existem sequências (sn; tn) em S

com (sn; tn) �!Ftrans 1 e (xn; yn) em R2 tais que

(xn; yn) �! (x; y)

e �
asnxn; a

tnyn
�
�! (z; w) :

Como (sn; tn) �!Ftrans 1, temos que (asnxn; atnyn) �! (0; 0) : Logo, (z; w) = (0; 0) e,

portanto, J ((x; y) ;Ftrans) = f(0; 0)g, para todo (x; y) 2 R2: Assim, AU (A;Ftrans) = R2,

isto é, A é Ftrans-atrator uniforme global. Sejam (s0; t0) 2 S e F = S + (s; t) 2 Ftrans:

Temos que existe F 0 = S + (s+ s0; t+ t0) 2 Ftrans tal que F 0 � F + (s0; t0), isto é, a

família Ftrans satisfaz a hipótese H3: Como o semigrupo S é abeliano, Ftrans satisfaz

a hipótese H4. Agora seja B um subconjunto limitado de R2: Considere a aplicação

contínua �(s0;t0): Então,

(s0; t0)B � (s0; t0)B

e como (s0; t0)B é compacto, temos que (s0; t0)B é compacto. Logo, a ação de S é

eventualmente compacta. No Exemplo 3.6 mostramos que dado � > 0, existe Ar 2 F

tal que ArB � B ((0; 0) ; �) : Note que Ar = S + (r; r) 2 Ftrans: Então, dado � > 0

existe F = S + (r; r) 2 Ftrans tal que FB 2 B ((0; 0) ; �) ; ou seja, a ação de S é Ftrans-

eventualmente limitada. Como A = f(0; 0)g é não vazio, compacto e invariante e já
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vimos que a ação de S é Ftrans-assintoticamente compacta, pelo Teorema 4.9 segue que

A = f(0; 0)g é Ftrans-atrator global.
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