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Anéis de Arf e Caracteres

RESUMO

Neste trabalho estudamos o semigrupo de Arf e o anel de Arf associados a uma curva

algebroide irredutivel, ou simplesmente, um ramo.

A sequéncia de multiplicidades de um ramo, obtida no processo da resolugao canonica,
é uma importante informagao sobre a curva. No entanto, o processo de resolucao é em geral

um trabalho arduo.

Apresentamos, neste trabalho, um método para obter a sequéncia de multiplicidades
de um ramo diretamente de sua parametrizacao. Tal método se baseia nos conceitos de

caracteres, semigrupo de Arf e anel de Arf.



Arf Rings and Characters

ABSTRACT

In this work we study the Arf semigroup and the Arf ring associated with an irre-

ducible algebroid curve, or shortly, a branch.

The multiplicity sequence of a branch, obtained by the canonical resolution process,
is an important information about the curve. However, the resolution process is a hard work

in general.

We present, in this work, a method to obtain the multiplicity sequence of a branch
from its parameterization. This method is based on the concepts of characters, Arf semigroup

and Arf ring.
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INTRODUCAO

O estudo de curvas algebréides irredutiveis teve um grande avanco com os trabal-
hos de Zariski, Brauner e Bureau sobre curvas planas, em C2, na década de 1930, onde a
equivaléncia topoldgica de curvas planas foi totalmente descrita em termos dos semigrupos
de valores e sequéncia de multiplicidades, que se mostraram equivalentes entre si, ou seja, é

possivel obter um destes objetos em termos do outro.

O fato mais marcante é que estes objetos dependem tnica e exclusivamente de certos
expoentes presentes em uma parametrizacao da curva, propriedade esta que nao ¢ verdadeira
para curvas espaciais, ou seja, em C" com n > 2. De fato, embora se possa definir semi-
grupo de valores e sequéncia de multiplicidades para curvas espaciais, estes objetos nao sao

equivalentes.

No final da década de 1930, varios autores comecaram a investigar a sequéncia de
multiplicidades de uma curva espacial obtida no processo de resolucao canonica. Como
podemos constatar no trabalho de Semple (Veja [Sem]) e nos exemplos que apresentamos
neste trabalho, o processo de resolucao é trabalhoso e pode necessitar de muitos passos para

sua finalizacao e consequentemente para o obtencao da sequéncia de multiplicidades.

Em 1942, Du Val em [DV1] mostrou que a sequéncia de multiplicidades pode ser
obtida a partir de um ntmero finito de niimeros naturais, denominados caracteres, os quais
sao caracterizados por certas propriedades geométricas dos objetos envolvidos no processo de

resolugao canonica, a saber, os pontos lideres.

Neste ponto, Cahit Arf, o autor do artigo [Arf] que serviu de inspiracao para este

trabalho, entra em cena. Segundo Sinan Sertoz, aluno de Arf, em uma versao impressa de uma
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conferéncia por ocasiao da comemoragao dos oitenta anos de Arf em Istambul (veja [Ser]), Du
Val expos seus resultados na Universidade de Istambul em 1945. Arf que estava presente na
conferéncia nao muito satisfeito com a quantidade de consideragoes geométricas, comenta que
deveria haver objetos algébricos que poderiam descrever os caracteres e consequentemente a
sequéncia de multiplicidades, o que simplificaria a solugao do problema. Naturalmente Du

Val sugere que Arf trabalhe no problema, tendo em vista a seguinte questao:

Como encontrar os caracteres de uma curva algebroide irredutivel diretamente de

sua parametrizacao sem efetuar o processo de resolug¢ao canonica?

No dia seguinte Arf ficou acamado devido a um forte resfriado e decide pensar melhor
sobre a questao. Na semana seguinte quando retorna ao trabalho, em seu bolso traz pequenos
pedacos de papel com as idéias centrais que respondem a questao, que mais tarde foram
apresentadas em [Arf] e publicadas no Proc. London Math Soc., seguidas de uma nota do

préprio Du Val [DV2] salientando sua importancia.

Neste trabalho, apresentamos em uma linguagem moderna e enxuta os principais
resultados de Arf apresentados em [Arf]. Acreditamos que nossa contribuigao se deve ao
fato de reunirmos em um mesmo material, a descricao da resolucao canonica de uma curva
algebréide irredutivel em C", resultados sobre semigrupos numéricos e a teoria de anéis e

semigrupos de Arf.
O trabalho estd estruturado da seguinte maneira:

No capitulo 1, reunimos os pré-requisitos relacionados as curvas algebroides irre-
dutiveis e ao processo de resolucao canonica de um ramo. Destacamos os exemplos elabo-
rados para curvas espaciais que evidenciam a dependéncia da sequéncia de multiplicidades
nao s6 dos expoentes, mas também dos coeficientes presentes em uma parametrizacao. O
grande numero de passos e a andlise geométrica minuciosa explica a auséncia de exemplos

desta natureza nas referéncias estudadas.

O capitulo 2 retne resultados sobre semigrupos numéricos e propriedades destes.
Neste capitulo apresentamos o conceito de semigrupo de Arf, semigrupo caracteristico e

caracteres de um semigrupo.
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Finalmente no capitulo 3 apresentamos os resultados principais do trabalho, rela-
cionados a anéis e fecho de Arf, bem como resultados que respondem a questao proposta por

Du Val.



CApiTULO 1

Curvas Algebroéides Irredutiveis

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos e resultados referentes as curvas al-
gebréides irredutiveis que serao importantes no desenvolvimento deste trabalho. Iniciamos
com alguns conceitos e resultados gerais sobre séries de poténcias, em seguida introduzi-
mos o objeto central deste trabalho, curvas algebroéides irredutiveis. Finalizamos o capitulo

apresentando o processo de resolugao canonica de uma curva algebroide irredutivel.

Sejam K um corpo e Xi,...,X, indeterminadas sobre K. Denotaremos por
K[[X1,...,X,]] o anel constituido de todas as somas formais do tipo
o
f=> P
n=0
onde cada P; é um polinomio homogéneo de grau ¢ nas indeterminadas Xi,..., X, com

coeficientes em K.

Os elementos de K[[ X7, ..., X,]] serdo chamados séries de poténcias formais nas
indeterminadas X7,..., X, com coeficientes em K. A proposicao que segue caracteriza os
elementos invertiveis do anel K[[ X1, ..., X,]].

Proposicao 1.1. O elemento szPi € K[[Xy,...,X,]] € invertivel se, e somente se,
n=0
Py #0.

Demonstracao: Veja em [H].
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Definigao 1.1. Seja f € K[[X1,...,X,]] e escreva

f:Pn+Pn+1+"-7

onde todo P; € um polinomio homogéneo de grau j e P, # 0. O inteiro n é chamado multi-

plicidade, ou ainda, ordem de f e é denotado por mult(f). Se f =0, pomos mult(f) = co.

Segue da proposi¢ao acima que f ¢é invertivel em K[[X,..., X,]] se, e somente se,

mult(f) = 0.

A multiplicidade de séries de poténcias possui as propriedades descritas na proposicao

abaixo, cuja verificacao é imediata.

Proposicao 1.2. Sejam f,g € K[[ X1, ..., X,]]. Temos:

(1) mult(fg) = mult(f) + mult(g);

(i) mult(f £ g) >  min{mult(f), mult(g)}, com sinal de igualdade sempre que
mult(f) # mult(g).

Podemos encontrar varias defini¢oes e abordagens diferentes para curvas algebroides
irredutiveis, neste trabalho adotaremos a que segue.

Definigao 1.2. Uma curva algebrdéide irredutivel ou ramo C em C" (n > 1) é (dada

por) uma parametriza¢ao:

X1 = 901(0
c. 'Xz = 2(t)
Xy = Spn(t)a

com i(t) € C[[t]].

Quando n = 2, dizemos que a curva € plana e quando n > 2 a curva € espacial.

Por meio de uma mudancga de parametro, se necessario, podemos assumir que o

méximo divisor comum de todos os expoentes de 1 (t), ..., ¢, (t) seja igual a 1. De fato, se o
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méximo divisor comum for d > 1, entdao considerando a reparametrizacao t; = t¢, temos que

X1 =pi(h)
c. Xy = 0(t1)
Xy = @(tl)

tem a propriedade mencionada e neste caso, diremos que a parametrizacao ¢ primitiva.

Neste trabalho, todas as parametrizagoes serao consideradas primitivas.

Além disto, por meio de uma mudanca de coordenadas, se necessario, podemos
assumir que a curva passa pela origem O = (0,...,0) € C", isto é, p;(0) = 0 para todo

1=1,...,n.

Pode-se mostrar que

I'={geC[[Xy,.... Xu]l;  gler(t),..,on(t)) =0}

¢ um ideal. Como C[[Xy,...,X,]] é Noetheriano, I é finitamente gerado, ou seja, existem

fi,- o, fr € C[[Xy,..., X,]] tais que I = (fy,..., fr).

Um ponto P € C" é chamado uma singularidade da curva C se P ¢é solucao do
sistema

fi:fiszo Vi=1,...,reVj=1...,n.

Geometricamente, pode-se mostrar que em uma singularidade P a reta tangente a C

nao esta definida.

O inteiro m = mgy = min {mult(p;(t)} é chamado de multiplicidade da curva e
denotado por mult(C). Quando mult(C) = 1, dizemos que a curva é suave e caso contrario,

ou seja, mult(C) > 1, dizemos que a curva é singular.
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1.1 Resolucao de Singularidades

Nesta secao vamos apresentar o método denominado resolucao de singularidades. Em
geral, na literatura encontramos uma vasta bibliografia abordando tal método para curvas
planas, entre as quais [W] e [H]. Este tltimo opta por um enfoque mais direto e simplificado,
omitindo a andlise geométrica por tras do processo. Para curvas espaciais indicamos ao leitor

a referéncia [Sem).

Uma descricao detalhada contendo todas as demonstragoes dos resultados relaciona-
dos com o método seria muito extensa e direcionaria o enfoque deste trabalho para este
tépico e nao para os resultados que de fato nos interessam. Assim, optamos em apresentar
os resultados diluidos no texto e oferecer ao leitor exemplos detalhados e completos, uma
vez que nossas fontes pesquisadas, embora apresentem a teoria de modo claro, nao fornecem

exemplos, principalmente no caso espacial.

Uma relacao de equivaléncia entre curvas, muito estudada, é a relagao que identifica
duas curvas equiresoliveis (Veja definigdo (1.4) adiante). Tal relagao de equivaléncia se
baseia no processo de resolucao de singularidades e, no caso de curvas planas, coincide com
a equivaléncia topoldgica. No entanto, como Zariski notou, nao coincide com a equivaléncia

topoldgica no caso espacial.

Grosseiramente falando, o processo de resolucao de singularidades consiste em trans-
formar, por meio de um numero finito de blowing-ups, qualquer curva algebréide em uma
curva algebréide suave. Este processo permite estudar uma singularidade transformando-a

em singularidades mais simples. Tal processo ficara mais claro nas paginas seguintes.

Definigao 1.3. Seja O = (0,...,0) a origem de C"™ e considere em C"™\ {O} a seguinte

relacao de equivaléncia:
(@1, ani1) ~ (s bst) & 3AE VO (@1, ansr) = (Abry - b,

A classe de equivaléncia de um elemento (ai,...,a,y1) pela relagio acima € indicada por

l[ai i ... any1] € o conjunto de todas as classes de equivaléncia dos elementos de C"™ pela



1.1 Resolugao de Singularidades 17

relacao acima é chamado de espago projetivo e denotado por P*, ou seja,

P ={la1:...: ape1];(ay,...,an01) € C"TH\ {O}}.

Denominamos P! de reta projetiva e P? de plano projetivo.

Note que a relacao de equivaléncia acima identifica todos os elementos de C**1\ {O}

que pertencem a uma mesma reta passando pela origem como um tnico elemento de P".

Sefap:...:ai1:a;: Qi1 ... ayy1) € P™ é tal que a; # 0, entdo temos que
ai ai—1 Aj+1 n+1
(al, ey i1, A5, At 1y - - - ,(ln+1) ~NVG— G A, Gy ., A s
a; a; Q; a;
ou seja,
. . . . . . _ |9 e T A . dntl
[a1.....ai_l.ai.aiﬂ.....anﬂ]— — ... 01 .
Q; Q; a; a;
Denotando
U, = {[a1 LG Gyl Gy .....an+1] eP ,CL,’%O}
= {[bl Lo -bi—l 01 -bi—l—l bn+1] ep },
temos que
n+1
P" = U U;.
i=1

Chamamos cada U; de uma carta local de P". Note que U; pode ser identificado de modo

natural com C".

O Blowing-up de C? em O, consiste do espaco

B={((z,y),[a1 : as]) € C* x P'; a1y = asx}.

Temos P! = U; U Us, com Uy = {[ay : as] € Pt;a; € C,ay # 0} = {[1: 2] ¢ P'} e
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Uy = {[a1 : az];a; € C,az # 0} = {[2 : 1] € P'}. Na parte de B tal que a; # 0, podemos
escrever Y = Z—f e como a1y = asx (em B), temos que y = Z—f:v = Yx e os pontos de B com
esta propriedade sao V; = {((z,Yx),[1 : Y]) € B} que podem ser identificados naturalmente
com C? munido com o sistema de coordenadas (X,Y) onde X = x. Analogamente, para o
conjunto de pontos de B tais que ay # 0 podemos escrever X = o ea condigao a1y = asx
nos da r = Z—;y = Xy e deste modo, os pontos de B com esta propriedade pertencem a
Vo = {(Xy,y),[X : 1]) € B} que também podemos identificar com C? munido com o
sistema de coordenadas (X,Y) onde Y = y. Temos assim que B = V; UV, e cada V; é

chamado uma carta local de B.

Se considerarmos a projecao 7 : B — C?, entao temos que & = 7 1(0,0) ¢é isomorfo a
P! é chamado de divisor excepcional que é dado pela equacao z = 0 em V; e pela equacao
y = 0 em V5. Observe também que se (z,y) # (0,0), entdo temos que [a; : az] = [z : y], ou
seja, 7 1(C?—{0}) é isomorfo a B—E. Chamamos de transformada total de C o conjunto
771(C). Note que & C 7~(C). O fecho do conjunto 7~ *(C — {O}) é denotado por C'V) e é

chamado de transformada estrita de C.

Se C é um ramo plano, entao podemos defini-lo por uma série f(X,Y) € C[[X, Y]]

irredutivel de modo que se
X =¢i(?)
Y = (1)

C:

¢ uma parametrizacao de C, entao f(p1(t), pa(t)) = 0.

Exemplo 1.1. Seja £ uma reta que passa pela origem de C? dada por ay — bx = 0. A

transformada total de C possui como equag¢ao

aYX —bX =X(aY —b)=0emnV,
aY —bXY =Y(a—0X)=0 em Vs,

onde temos que o divisor excepcional £ tem equacao X = 0 e a transformada estrita €
aY = b em Vi, respectivamente Y = 0 e bX = a em V,. Deste modo, para todas as retas
ay —bx = 0 tais que a # 0, temos que a transformada estrita intercepta o divisor excepcional

no ponto (0, 2) em Vi e para aquelas retas com b # 0 temos, como insterse¢ao com o divisor
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excepcional o ponto (£,0) em Vy. Deste modo, para cada dire¢cao em C? temos um ponto no

B
divisor excepcional .
Exemplo 1.2. Considere a curva C dada por y*> — 23 = 0. A transformada total de C é dada
pela equacoes

(YX)? - X*=X*(Y?-X)=0emV}

Y2 (XY)P =Y*1-X*Y)=0 em Vs,
onde temos que o divisor excepcional £ tem equacao X = 0 e a transformada estrita é
Y? — X =0 em Vi, respectivamente Y =0 e 1 — X3Y = 0 em V,. Note que em Vi, (0,0)
¢ um ponto do divisor excepcional e da transformada estrita em Vi, enquanto que o mesmo

nao ocorre em V5.

A sequir apresentamos uma visualizacdo “real” de C, m=*(C) e CY) usando R? em vez

de C? e R em vez de P! para termos uma ideia da situacdo geométrica dos conceitos.

(1

Figura 1.1: Blowing-up da curva y? — 23.

Seja a curva C dada parametricamente, digamos por



1.1 Resolugao de Singularidades 20

com i(t),po(t) € CJ[[t]], entdo podemos, sem perda de generalidade, supor que
mult(p1(t)) < mult(ps(t)) e assim, podemos obter uma parametrizacdo para a transfor-
mada estrita de C que intercepta o divisor excepcional na carta local de B correspondente,

observando que em Vj temos y = Yz e x = X. Assim, basta considerar

X = pi(t)
210
RN

e o divisor excepcional £ é dado pela equacao X = 0. Note que em V5, temos as coordenadas
r=Xyey=Y esemult(pi(t)) < mult(ps(t)) ndo conseguimos uma parametrizagdo na

origem do novo sistema de coordenadas (X,Y).

Se o ponto em que o divisor excepcional e a curva se interceptam ainda é um ponto
singular podemos repetir o processo, efetuando um blowing-up neste ponto, que sempre pode

ser considerado, a menos de uma translacao como sendo a origem do novo sistema.
Vejamos agora a situacao geral.

O Blowing-up de C" em O ¢ o espago

B={((z1,...,zn),]a1:...:a,)) € C" x P ajo; = aya, 1 <d,5 <n}.

Como no caso plano, se a; # 0, entao temos que

ar B I AT Can

[al:...:ai,lzai:aiﬂ:...:an]: : :
a; a; a; a;

e denotando X; = Z—J temos que x; = Z—sz = Xjx; de modo que o conjunto dos pontos de B

com esta propriedade é dado por
Vi= {((Xlxz‘, oo Xy, Xy, . ;anz‘)7 [Xi et X X Xn]) S B}

que é isomorfo a C" e é munido com o sistema de coordenadas (X7,...,X,,) onde X; = z;.
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Temos assim que V; é uma carta local para B, que pode ser considerado como

Como no caso plano, considerando a projecao 7 : B — C" temos o conceito de divisor

excepcional, transformada total e estrita de uma curva C que contém a origem O.

Seja a curva C em C" dada por uma parametrizacao

Ty = 901(t>

Tpn = @n (t)

com ;(t) € C[[t]]. Podemos, sem perda de generalidade, supor que mult(p1(t)) < mult(p;(t))
para todo 1 < i < n. Neste caso, a transformada estrita da curva intercepta o divisor excep-
cional £ que tem equacao X; = 0 na carta local V; e admite parametrizacao no novo sistema

de coordenadas

X, = 901@)
()
AN
_ Wn(t)
o)’

Observagao 1.1. Sejam O € C", C uma curva em C" que passa por O, By o blowing-up de
C" na origem e Vi1, ..., V! as cartas locais de By e & o divisor excepcional. Na carta local V!
temos que o diwvisor excepcional & tem equagdo X} = 0. Digamos que a transformada estrita
CWY) de C intercepte & em Oy, onde Oy denota a origem do sistema de coordenadas em V;'.

Realizando um blowing-up em Oy € V', temos que na carta local Vj2, o divisor excepcional

&1 tem equacao Xf = 0 e intercepta a transformada estrita Eél) de & transversalmente se

AL

Um resultado classico da teoria de curvas algebréides é que apdés um ntumero finito

de blowing-ups toda curva é transformada em uma curva suave.
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A sequéncia de parametrizacoes C = CO,cW ¢ .. Cc™) obtida pelos blowing-

ups, onde C™Y) é suave e CN~1 ¢ singular, é chamada resolucao canénica de C.

Definigao 1.4. A resolugao canonica de C determina a sequinte sequéncia:
mult(C) > mult(CY) > --- > mult(C?) > --- > 1 = mult(C™)) = mult(CV+Y) = ..

que € chamada sequéncia de multiplicidades de C. Dizemos que dois ramos sao

equiresolaveis se suas sequéncias de multiplicidades sao iguais.

Sejam C = C© um ramo em C" que tem sua singularidade Oy localizada na origem
de C™, & o divisor excepcional obtido pelo blowing-up em Oy, C™V) a curva dada pela trans-
formada estrita de C(*) apés o blowing-up em Oy e O; o ponto de interseciao de C™M) com & na
carta local correspondente. Recursivamente denotamos por &; o divisor excepcional obtido
pelo blowing-up em O;, C+1) a curva dada pela transformada estrita de C% e 0,1 = C+tINE;

na respectiva carta local. A multiplicidade de C**) (em Oy) sera denotada por my.

Como mencionamos, existe N € N tal que

mog>my>--->l=my=mni1....

O comportamento (geométrico) no processo de resolugao (blowing-up), ou mais pre-
cisamente, a configuracao dos divisores excepcionais e da transformada estrita da curva

reserva informacoes importantes sobre a curva.

No que segue, vamos representar o divisor excepcional, que é isomorfo a P! no caso

plano e a P? no caso de curvas em C?, respectivamente, por uma reta e por um plano.

X =t

Exemplo 1.3. Vamos resolver a singularidade da curva C = C© : .

Inicialmente temos que Oy = (0,0) e my = mult(C?)) = 4.
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c)

Oy X

1° Blowing-up

Note que multy(X) < multy(Y), assim realizando um blowing-up em Oqy, obtemos
que a transformada estrita CY da curva C©) tem como parametrizacdo em Vi, no novo

sistema de coordenadas:
ch . Xi=tt .
Yy =10+t
Assim temos que o divisor excepcional obtido pelo blowing-up em O = (0,0) € dado
por & : X1 =0e0; =CYNE =(0,0). Emais, m; =mult(CV) = 4.
&o

c

2° Blowing-up

Agora fazendo um blowing-up em Oy, obtemos que a transformada estrita C? da

curva CY tem como parametrizacio em Vi
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__ 44
ey Xy =t
Yo =t 4+ t7
gliXQZO

O, =CPNE =(0,0)

my = mult(C?) = 2.

Quando realiza-se o blowing-up em &y : X1 = 0, temos que 55” nao passa pela origem
do sistema de coordenadas considerado.

&

Oy Xo

3° Blowing-up

Agora veja que multy(Ya) < multy(Xs), logo ao realizar um blowing-up em O, obte-

mos que a transformada estrita C® da curva CP tem como parametrizacao em V22 :

Xg=t2—tT 4 t2 ...

c® .

}/E;:tQ—f‘t?
(S'QIYEg:O
eV X, =0

562) : nao passa pela origem do sistema de coordenadas
O =C%N&E =(0,0)
ms = mult(C®) = 2.
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c®

4° Blowing-up

Realizando um blowing-up em Os, obtemos que a transformada estrita CY da curva

C®) tem como parametrizacio em Vi :

X, =1—-2t5 4310 4 ..

cW .
Yy =1+t
Fazendo a translacio X, = X4 — 1 e Yy = Y, obtemos, neste novo sistema de
coordenadas,
Y. _ o945 10
o X, = 26543104
Y, =12+t
83 . 74 =0

52(1) : nao passa pela origem do sistema de coordenadas
51(2) Xy =1

5(()3) : nao passa pela origem do sistema de coordenadas
O, =CWNE =(0,0)

my = mult(CW) = 2.
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&P
&M
c@
'04 53
&y

5° Blowing-up

Efetuando um blowing-up em Oy, obtemos que a transformada estrita C® da curva

CY tem como parametrizacdo em Vi:
X, =28 +588+ ...
Ys =82 +1"

84 : ?5 =0

o) .

5351), 52(2), 51(3), 554) - nao passam pela origem do sistema de coordenadas
Os =C® Né& =(0,0)
ms = mult(C®)) = 2.

Os &y

R

6° Blowing-up

Fazendo um blowing-up em Os, obtemos que a transformada estrita C% da curva

CO) tem como parametrizacio em V25:
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. — 6 11

c© . Xeg=—-2t+7t° =Tt + ...
Yo =12+t

55 . ?6 =0

&il), 5352), 52(3), 6'1(4), 565) - nao passam pela origem do sistema de coordenadas

O6 = C(6) N 85 - (0,0)
meg = mult(C®) = 1.

%
K / C©6)
Os &
&
&7
& (4)

&

Obtemos assim a sequéncia de multiplicidades
4,4,2,2,2,2,1,...

Defini¢ao 1.5. Dizemos que uma curva C em C" dada por uma parametriza¢io X; = p;(t),

t = 1,...,n ¢ transversal na origem a um hiperplano H de equag¢ao ZaiXi = 0 se
i=1

multt(zn: a;pi(t)) = mult(C).

=1

Geometricamente, uma curva C é transversal a um hiperplano H na origem O, se H

nao contém a reta tangente a C em O.

Uma boa resolugao de singularidade é um processo de resolucao (cadeia de blowing-
ups) tal que obtemos uma curva suave CN) e divisores excepcionais SéN_l), El(N_2), ey ](\}12,
EJ(\(,))_I = En-1 com tres destes objetos nao se interceptando simultaneamente e dois a dois
transversais na origem. Pode-se garantir (Veja em [Hir]) que sempre existe uma boa resolugao

para uma curva dada.
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Note que no exemplo anterior os objetos obtidos no ultimo blowing-up sao tais que
quaisquer trés deles ndo se interceptam simultaneamente. No entanto, a curva C® e & néo
sdo transversais, pois & tem equagao Ys = 0 e mult;(t* +t7) = 2 e pela defini¢do acima,
C e & nao sdo transversais e, assim, ndo obtivemos uma boa resolucdo. Assim podemos

continuar o processo de resolucao de singularidades até obtermos uma boa resolucao.
7° Blowing-up

Ao realizar um blowing-up em Og, obtemos que a transformada estrita C da curva

CY) tem como parametrizacio em V16:

X, =2t +T7t6 — 7ttt 4.

CO:8 1 9 49
Vo= ——t — =6 — ¢ 4.
T= gt =t ot

561X7:O

eV v, =0

84(2), 5353), 52(4), 51(5), 536) : nao passam pela origem do sistema de coordenadas
O; =CDN& = (0,0)
my = mult(C7) = 1.

&

8(4)
2 51(5)

Veja que as curvas C, & e Eél) interceptam-se simultaneamente, e portanto ainda

nao alcancamos uma boa resolucdo. Partimos entao para o proximo blowing-up.
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8° Blowing-up

Veja agora que ao fazer um blowing-up em Oz, obtemos que a transformada estrita

C®) da curva C'7) tem como parametrizacao em Vi :

Xg= -2t 470 — 7t .

c® . 1 147
Yo==—2t04+ —t0 4 .
874 T

57:7820

55(,2):78:0

Sél), &Eg), 5:54), 52(5), 51(6), 567) : nao passam pela origem do sistema de coordenadas

mg = mult(C®) = 1.

(3) (1)
Os
£” &’
L m
0
&y
7752(5)

Note que C® ¢ suave e levando-se em conta os divisores 8(57), 51(6), 52(5), 8354), 8552), Sél),
X =t

5§0) = & temos obtido uma boa resolucio para a curva C¥ : )

Exemplo 1.4. Vamos obter uma boa resolucao para a singularidade da curva espacial C =

C dada pela sequinte parametrizacio formal:

X =18
CO{ y =10y 413
Z =t +at®,

onde a € C.
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Vamos proceder os cdlculos de forma similar aos realizados no exemplo (1.3). Ini-

cialmente temos que Oy = (0,0,0) e mg = mult(C?) = 8.

AN

O,

1° Blowing-up

Note que X possui a menor multiplicidade dentre X, Y e Z. Assim realizando
um blowing-up em Oqy, obtemos que a transformada estrita CV da curva C© tem como

parametrizacao em Vi, no novo sistema de coordenadas:

X, =t
c . Y, =2 4+ 15
7y =t + at”.

O divisor excepcional é dado por & : X1 = 0, O, = CY N & = (0,0,0) e my =
mult(CV) = 2.
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2° Blowing-up

Veja agora que Yy possui a menor multiplicidade, deste modo fazendo um blowing-up
em O1, obtemos que a transformada estrita C? da curva CV) tem como parametrizacio em
Vi

Xo=t0—t9 +t12— ..
c® . Yy = 2 4+ ¢
Zy=t+(a—1)t°+ (a—1D¥+ (a — 1)t + ...

E1:Ys=0

eV X, =0

Oy =CPNE&E =(0,0,0)
my = mult(C?) = 2.

3° Blowing-up

Apds o seqgundo blowing-up, escolhendo Ys, ao realizar um blowing-up em O, obtemos

que a transformada estrita C® da curva C® tem como parametriza¢ao em V22 :

Xy =t — 2" +3t10 4+ . ..
C(3) . }/;3 — t2 4 t5
Zz=1+ (a—2)t3+ (3 —2a)t°+ (3a —4)t° + ...
A curva C®) ndo passa pela origem e continua singular, uma vez que ndo possui

multiplicidade 1. Fazendo a translacdo Zs = Zs—1, X3 = X3 e Y3 = Y3 obtemos, neste novo

sistema de coordenadas,
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Xy =t* =207+ 3t10 ...
6(3): 73:t2+t5
Zs = (a —2)t3 + (3 — 2a)t% + (3a — 4)t° + . ..

E:Ys=0

51(1) : nao passa pela origem do sistema de coordenadas
552) : X3=0

O3 =C%Né& =(0,0,0)

ms = mult(C®)) = 2.

Note que mesmo se a = 2, a multiplicidade da curva C® ndao se altera. No entanto,

no prorimo blowing-up o valor que se atribuir a “a” determinard a multiplicidade da curva

c.

4° Blowing-up

Ao realizar um blowing-up em Os, obtemos que a transformada estrita C® da curva

C®) tem como parametrizacdo em Vi :
Xy =12 =3t° +6t° + ...
cW . Y, =12+ 15
Zy=(a—2)t+ (=3a+5)t* + (6a — 9)t" + ...
Se a = 2, entio mult(C) = 2, caso contrdrio mult(C") = 1 e assim obtemos

uma curva suave. Portanto para continuar o processo de resolucao de singularidades vamos

dividir o processo em dois casos.
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CASO 1: a # 2.

O quarto blowing-up, além de fornecer a curva C®, dada pela parametrizacio acima,
nos dd

E:Y, =0

52(1), 51(2) : nao passam pela origem do sistema de coordenadas

553) X, =0

O, =C®Né& =(0,0,0)

my = mult(CW) = 1.

&3

Observe que C¥, & e 5(53) interceptam-se num mesmo ponto, (0,0,0), logo nao

obtivemos uma boa resolucao. Prossequimos para o proximo blowing-up.
5° Blowing-up

Note agora que Zy possui a menor multiplicidade, logo fazendo um blowing-up em

Oy, obtemos que a transformada estrita C® da curva C® tem como parametrizagio em Vit:
Yo o 1 1 44
X5 = Et + Wt + ...

R R N

Zs = (a— 2)t + (=3a +5)t* + (6a — Nt" + ...
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E,:Z5s=0

5§1) :Y5=0

52(2), 51(3) : nao passam pela origem do sistema de coordenadas
554) : X5=0

Os =C% N& =(0,0,0)

ms = mult(C®)) = 1.

(4)
52(2) &

&4

Os

Veja que faz-se necessdrio realizar outro blowing-up, pois apesar da curva C®) ser

suave, temos que os divisores 554), Sél) e &4 possuem o ponto (0,0,0) em comum.
6° Blowing-up

Efetuando um blowing-up em Os, obtemos que a transformada estrita C® da curva

C®) tem como parametrizacio em Vy:

Xo=14298 + ...
€O} Vo= Lyt et

Zo=(a—2)%+(a—2+...

E:Ys=0

eV Zs=0

5§2), 52(3), 51(4) : nao passam pela origem do sistema de coordenadas
555) : X =0

me = mult(C¥) = 1.
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E finalmente alcancamos a boa resolucdao. Deste modo, a curva

X =1
CO { y — 104 413
Z =2+ at?®

com a # 2, possui a sequinte sequéncia de multiplicidades:

8,2,2,2,1,1,...

CASO 2: a =2.

Como foi visto, o valor de “a” nao interfere no processo de resolucao de singularidade
)
da curva C até o quarto blowing-up. Vamos continuar este processo atribuindo a = 2 na

parametrizacio da curva C®. Temos assim,

X, =t2 =3t +613+...
C(4): E:t2+t5
Ty =t 43T+ ...

E:Y, =0

52(1), 51(2) : nao passam pela origem do sistema de coordenadas
553) X, =0

O, =CWNé& =(0,0,0)

my = mult(C®) = 2.
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&

5° Blowing-up

Realizando um blowing-up em Oy, obtemos que a transformada estrita C'» da curva

CY tem como parametrizacio em Vit

X;=1—4t3 410t — 16t° + ...
s = —t2+ 41> — 9t + ...

Fazendo a translacao ?5 =X;—1, ?5 =Y; e z = Z5 obtemos, neste novo sistema

de coordenadas,

X5 = —43 + 105 — 16£° + ...
o)l Yo
Ts = —t2 4465 — 98 + ..

5351), 2(2), 51(3) : nao passam pela origem do sistema de coordenadas
554) Xy =—1

Os =CP N& =(0,0,0)

ms = mult(C®)) = 2.
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&y
&5V
c®
of
&P
(i

6° Blowing-up

Obtemos ao realizar um blowing-up em Os, que a transformada estrita C©® da curva

CO) tem como parametrizacio em Vy:

Xo = —4t + 14t* — 3017 4 . ..
CO S Vo =245
Zs = —1+5> — 1415 + ..
Note que a curva C© € suave e fazendo a translacdo Z; = ?6 +1, /)Q = ?6 e 17; = ?6
obtemos, neste novo sistema de coordenadas,
X = —4t + 1414 — 3017 + . ..
CO:{ Yy=12 445
Zg =5t — 1415 4 ...

552%20

&il), 5352), 52(3), 51(4), 555) 1 nao passam pela origem do sistema de coordenadas
O =CO NE =(0,0,0)
me = mult(C®) = 1.
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N ;

O divisor excepcional E e a curva C'% ndo sio transversais, logo ainda ndo temos

uma boa resolugdo para a curva C©).
7° Blowing-up

Note que Xg possui a menor multiplicidade, assim fazendo um blowing-up em Og, a

transformada estrita C) da curva C'® tem como parametrizacio em VS:

Xo = —4t + 144 — 307 + . ..
COt V=Y 134

4
Zy= -3 -5+ ...
56:/)2;:0
Sé”:'y;:o

Ef), 5353), 52(4), 51(5), 556) : nao passam pela origem do sistema de coordenadas
O; =CMN& =(0,0,0)
my = mult(CV) = 1.
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&

22

Note que C\7), & e 65(1) possuem um ponto em comum, (0,0,0), assim serd necessdrio

realizar outro blowing-up.

8° Blowing-up

Efetuando um blowing-up em O, a transformada estrita C® da curva CO tem como

S 7.
parametrizagao em Vi':

Xg = —4t + 144 — 30" + . ..

C® 0 YVo=16+ Lt + Lt3 + ..

Zp=2t+ 8+

1

572/X\g:0
55(2):?8:0

Eé”, &Es), 5?54), 52(5), 51(6), 587) : nao passam pela origem do sistema de

coordenadas

mg = mult(C®) = 1.
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/'é e

£y

Finalmente alcancamos a boa resolucao e a sequéncia de multiplicidades para a curva
CO quando a =2 é
8,2,2,2,2,2,1,1,...

O conceito a seguir sera util para o estudo do comportamento geométrico no processo

de resolugao de uma curva irredutivel.

Definicao 1.6. Sejam O = Oy, Oq,...,0Onx 0s pontos obtidos no processo de uma boa
resolu¢do de uma curva irredutivel. Dizemos que um ponto O; € préximo de O; (i > j), se

o divisor excepcional £; tem a transformada estrita Sj(i_l_j) contendo O;.
Observacao 1.2. Note que O; é sempre proximo a O;_1.

Exemplo 1.5. Retomando o exemplo (1.3), temos a sequinte relagio de proximidade entre

os pontos O;’s determinados pelos blowing-ups.
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Oy € proximo a nenhum ponto

O, € prozimo a 1 ponto (Op)

Oy € prozimo a 1 ponto (Oy)

O3 € prozimo a 2 pontos (O e a Oy)

Oy € prozimo a 1 ponto (O3)

Os € prozimo a 1 ponto (Oy)

Og € proximo a 1 ponto (Os)

O; € prozimo a 2 pontos (Os e a Og)

Og € prozimo a 1 ponto (Or)

Da mesma forma vamos determinar a relagao de proximidade entre os pontos O;’s

do exemplo (1.4).

CASO a # 2:

Oq € proximo a nenhum ponto

O, € prozimo a 1 ponto (Op)

Oy € prozimo a 2 pontos (Oy e a Oy)

Os € proxzimo a 2 pontos (Og e a Os)

Oy € prozimo a 2 pontos (Og e a Os)

Os € prozimo a 3 pontos (Og, Oz e a Oy)
Og € prozimo a 1 ponto (Os).

CASO a =2:

Oy € proximo a nenhum ponto

Oy € prézimo a 1 ponto (Op)

Oy € prozimo a 2 pontos (O e a Oy)
O3 € prozimo a 2 pontos (Og e a O3)
Oy € prozimo a 2 pontos (Oy e a O3)
Os € prozimo a 1 ponto (Oy)

Og € prozimo a 1 ponto (Os)

O; € prozimo a 2 pontos (Os e a Og)

Og € prozimo a 1 ponto (Or).
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Utilizando o conceito de pontos proximos podemos apresentar o conceito introduzido

por Du Val em [DV1].

Definicao 1.7. Sejam O = 0y,O1,...,0n o0s pontos obtidos no processo de uma boa
resolugcdo de uma curva irredutivel. Dizemos que um ponto O; é lider (ou principal) se
o numero de pontos de quem ele € proximo € menor que o numero de pontos de quem O;iq

¢ proximo. Se O; é um ponto principal, entao
i .
S mult(CY)
5=0

é chamado um caracter da curva.

Exemplo 1.6. Analisando o exemplo (1.3), pela defini¢do acima concluimos que Oy, Os €

Og sdo 0s pontos lideres e
0 .
> mult(CY) = 4
§=0
2 .
S mult(CYV) =44+ 4+2=10
5=0

[§
Somult(CV) =4+44+2+2+242+1=17
§=0

sao os caracteres da curva C.

No exemplo (1.4), para o caso a # 2, os pontos lideres sao Oy, O € O4. Assim,

temos 0s sequintes caracteres:
0 .
S mult(CY)) =8
§=0
1 .
S mult(CY) =842 =10
§=0

4
S mult(CV) =8+2+2+2+1=15.
=0

Jd para o caso a = 2, 0s pontos lideres sao Oy, O1 e Og € 0s caracteres sao:
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0
S mult(CY) =8
=0

1
S mult(CY) =842 =10
=0

6
S mult(CY) =8+2+2+2+2+2+1=19.
=0

O conjunto de todos os caracteres de uma curva foi mais tarde chamado de carac-
teres de Arf. Segundo Sertoz, em [Ser]|, a primeira pessoa que observou a importancia destes
nimeros e os chamou caracteres foi Du Val e Arf foi a primeira pessoa que pode explicita-
mente calculd-los diretamente da parametrizacao da curva, sem realizar uma resolucao da

singularidade.

Em [DV1], Du Val apresenta um algoritmo, por ele denominado de Algoritmo
Jacobiano Modificado, para calcular a sequéncia de multiplicidades até um estagio antes
de obtermos uma boa resolucdo quando os caracteres da curva sao conhecidos. Abaixo

descrevemos o algoritmo.
Entrada: ¥ = {0y,09,...,04} caracteres de um ramo C e M = ).
Etapa 1: Enquanto o ntimero de elementos de Y for maior que 1 defina p; = min X

e po = min X\{p1} e considere

P2 . . C
q= {], ou seja, ¢ ¢ o maior inteiro tal que gp; < po.
P1

Etapa 2: M = M U {(p1,9)}-

Etapa 3: Redefina ¥ por {p1} U{o; —qp1; 0, € E\{p1}}, desprezando os zeros e

retorne a etapa 1.

Saida: A sequéncia de multiplicidades é dada por m aparecendo n vezes para cada

(m,n) € M.

Exemplo 1.7. Vamos aplicar o algoritmo exposto acima no caso do exemplo (1.83), onde os

caracteres da curva deste exemplo sao o1 =4, 09 = 10 e 03 = 17.



1.1 Resolugao de Singularidades 44

Como {4] = 2, temos que 4 aparece 2 vezes na sequéncia de multiplicidades.
Agora temos o conjunto {4,10 — 4.2,17 — 4.2} = {2,4,9} que nos fornece:
{2} = 2, isto €, 2 aparece 2 vezes na sequéncia de multiplicidades.

Tomando agora o conjunto {2,4—2.2,9—2.2} = {2,0,5} e continuando o algoritmo

com {2,5}, temos que

5
{2} = 2, ou seja, 2 aparece 2 vezes na sequéncia de multiplicidades.

Considerando o conjunto {2,5 — 2.2} = {1,2} o algoritmo nos dd
2 . A S
{J = 2, que indica que 1 aparece 2 vezes na sequéncia de multiplicidades.

O algoritmo finaliza nesta etapa, pois obtemos o conjunto {1,2—2.1} = {0, 1} e temos

que a sequéncia de multiplicidades do ramo até um estagio anterior a uma boa resolu¢ao é
4,4,2,2,2,2,1,1,

como ja haviamos encontrado no processo de resolu¢ao.

Considere agora o conjunto de caracteres {8,10,15} da curva C do exemplo (1.4)
para o caso a # 2. Da mesma forma como feito acima, vamos aplicar a este conjunto o

Algoritmo Jacobiano Modificado.
10 . S
Como [8] =1, temos que 8 aparece 1 vez na sequéncia de multiplicidades.
Assim temos o conjunto {8,10 — 8.1,15 — 8.1} = {2,7,8} que nos da:
7 _ A o
{2} = 3, ou seja, 2 aparece 3 vezes na sequéncia de multiplicidades.

Tomando agora o conjunto {2,7 — 2.3,8 — 2.3} = {1,2} e aplicando novamente o

algoritmo, temos que
{J =2, 1sto €, 1 aparece 2 vezes na sequéncia de multiplicidades.

Consideremos o conjunto de caracteres, {8,10,19}, da curva C do exemplo (1.4) para

0 caso a = 2.
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10

Uma vez que 8] =1, entao 8 aparece 1 vez na sequéncia de multiplicidades.

Considere o conjunto {8,10—8.1,19—8.1} = {2,8, 11} e aplicando a ele o algoritmo,
seque que

8

{2} =4, ou seja, 2 aparece 4 vezes na sequéncia de multiplicidades.

Tomando agora o conjunto {2,8—2.4,11—-2.4} = {2,0,3} e continuando o algoritmo

com {2,3}, temos que
3 . . L L
{2} =1, isto €, 2 aparece 1 vez na sequéncia de multiplicidades.
Considerando o conjunto {2,3 — 2.1} = {1,2} o algoritmo nos dd

{J =2, logo 1 aparece 2 vezes na sequéncia de multiplicidades.

Como mencionamos Du Val, em seu artigo [DV1], mostra que este algoritmo fornece
a sequéncia de multiplicidades até um passo anterior a boa resolucao, o que verifica-se nos

exemplos (1.3) e (1.4).

Portanto, temos que a sequéncia de multiplicidades de um ramo pode ser obtida via
resolucao de singularidades, ou ainda, por meio dos caracteres do ramo apds aplicar a eles o

Algoritmo Jacobiano Modificado.

Assim, a questao natural, feita por Du Val relacionada aos caracteres de uma curva
irredutivel é:
Pergunta: Como determinar os caracteres de um ramo conhecendo apenas a parametrizacao

local, dada como séries de poténcias formais, sem efetuar a resolucao canonica?

Nos capitulos que seguem vamos responder a questao acima, seguindo o estudo feito

por Arf em [Arf].



CAPITULO 2

Semigrupos Numeéricos

Neste capitulo, veremos que podemos associar a uma curva algebréide irredutivel um
semigrupo numérico, ou seja, um semigrupo contido no conjunto dos niimeros naturais. Tal
semigrupo fornece importantes informacoes sobre a curva e esta relacionado com a questao

que pretendemos responder e que foi apresentada no final do capitulo anterior.

2.1 Semigrupo Contido nos Naturais
Definicao 2.1. Um subconjunto S C N é chamado um semigrupo se:

(i) S € fechado com respeito a adigao,

(ii) 0 € S.

O menor elemento nao nulo de um semigrupo S é chamado multiplicidade de S.

Definigao 2.2. Dado um subconjunto A de N, denotamos por (A) o menor semigrupo de N

que contém A.

Exemplo 2.1. Seja W = {vg,v1,...,v,} CN, temos que
(W) ={avo+ -+ ayv, ; «a; € N}

Neste caso, chamamos (W) de semigrupo gerado por W e o denotamos por (vg, vy, ..., vg).

Note que (1) = N.
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Proposicao 2.1. Seja S C N um semigrupo. Ezxiste um conjunto W = {vg,v1,...,v,} tal

que S = (vg,v1,...,0,), com g < vy, ou seja, todo semigrupo de N € finitamente gerado.

Demonstracao: Defina
v =min S\ {0}
vy =min S\ (vg)

ve =min S\ (vo,v1)

v; =min S\ (vo,v1,...,0i_1)

Temos que v; # v, mod vy sempre que j # k.
De fato, suponha sem perda de generalidade que v; > v, e que v; = v, mod vy, entao
v; — v = avg com « € N. Deste modo

v = U + g = v; € (v, k) C (Vo, V1, ..., V) C (Vo, V1, .., Vj_1)

o que é uma contradicao. Como v; e v, possuem restos diferentes na divisao por vy, temos

que a sequéncia acima tera no maximo vy termos, o que prova a proposicao.

O

O conjunto de geradores {vg, v1, . . ., vy} de um semigrupo S obtido como na proposigao

anterior é chamado de sistema minimo de geradores.

Considere uma curva espacial irredutivel C em C" dada por uma parametrizacao:

Xy = Spn(t)
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com ;(t) € C[[t]]. O conjunto

Sp = {multi(g(pr(t), ., on(t)) 5 g € Cl[Xy, ..., Xo]l e g(er(t), -, on(t) # O}

¢ um semigrupo de N.

De fato, uma vez que 0 = mult,(1) temos que 0 € S,. Além disso, se a, 5 € S,

entao existem g, h € C[[Xy,...,X,]] tais que

a = mUZtt(g(Qol(t)7 SR Spn(t))) e = mUZtt(h(Qpl(t)v ) ¢n(t)))7

entao

multy(gh(e1(t), .- on(t))) = mult(g(1(t), -, en(0)h(pr(t), .. ., on(t)))
= multy(g(1(t), -, n(t)) + multy(h(pr(1), .., n(t)))

= a+pf.

Portanto S, ¢ um semigrupo de N, chamado semigrupo de valores da curva.

Exemplo 2.2. Seja a curva C dada por:
X =
Y =64 2t7.
Claramente (4,6) C Sy, no entanto (4,6) # S, pois dada

g(X,Y)=Y? - X3 C[X,Y]]

temos que,

g(t*, 1% + 2t7) = 4¢3 4+ 4414,

Assim, 13 € S, e 13 ¢ (4,6).

Vamos apresentar agora algumas propriedades de parametrizagoes e semigrupos que
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irao caracterizar um semigrupo de valores de uma curva.

Definicao 2.3. Considere uma parametriza¢ao

X = <P1<t>
Xy = pa(t)
Xy = Spn(t)

de uma curva C. O anel

O, = Cllea(t), ..., en(®)]] < CI[1]]

é chamado anel local da curva.

Note que o semigrupo de valores da curva pode ser reescrito como

Se = {multy(g(t));  g(t) € O, \{0}}

e temos (conforme [AM]) que o corpo de fracoes de O, é

{zg . g(t), h(t) € Oy e h(t) # 0} = C((1)),

onde C((t)) é o corpo de fragdes de CJ[[t]].

Desta forma, temos que existem ¢(t), h(t) € O, tais que

e assim g(t) = t.h(t), ou seja,
a =multy(g(t)) = mult,(t.h(t)) = 1 + mult,(h(t)) = 1+ 3,

onde, av = mult,(g(t)), 5 = mult,(h(t)) € S,. Dai concluimos que o semigrupo de valores de
uma curva sempre possui dois nimeros naturais consecutivos. Tal fato permitira apresentar-

mos uma importante propriedade das curvas irredutiveis. Antes porém, vejamos um conceito



2.1 Semigrupo Contido nos Naturais 50

importante.

Definicao 2.4. Seja S C N um semigrupo. Dizemos que S possui condutor c se:

(i) c+n €S, paratodon e N;

(i) c—1¢8.

Observagao 2.1. Seja S = (vo, vy, ...,v,). Se houver em S vy elementos consecutivos,
a,a+1,a+2,...,a+v)—1,
entdo S possui condutor ¢ < «.

De fato,

a,a+1l,a+2,...;at+vy—1 €S
a+vg,a+vg+1,a+vy+2,...,a+ 2y —1 €S
a+2vy,a0+2v9+ 1L, a+2v+2,...,.a+3vy—1 €8

e assim sucessivamente. Donde concluimos que todo natural maior ou igual a o pertence a

S.

Exemplo 2.3. (1) S = (4,6) ={0,4,6,8,10,12, ...} nao possui condutor, uma vez que nao

contém nenhum natural impar;

(2) Se S=(4,5) ={0,4,5,8,9,10,12, =}, entdo pela observagao anterior, S possui condu-
tor c = 12.

(— denota que todos os inteiros consecutivos estao contidos no conjunto)

A préxima proposicao nos da uma caracterizacao dos semigrupos com condutor.

Proposicao 2.2. Seja S = (vo,v1,...,v,) um semigrupo:
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(1) S possui condutor se, e somente se, S possui dois elementos consecutivos.

(2) S possui condutor se, e somente se, mdc(vg, vy, ...,v,) = 1.
Demonstragao:

(1) (=) Obvio!

(<) Suponha que a,a + 1 € S, entao
(%) Ola+1),1(a+1),2(a+1),...,(a—1)(a+1) €8.

Tome agora um ndimero natural n > (e — 1)(a + 1), entdo como a e a + 1 sdo primos
entre si, cada elemento da sequéncia (x) deixa um resto distinto na divisao por a. Deste

modo, dividindo n por a temos,
n=gqa-+r 0<r<a.
Ou seja,
n =i(a+ 1)mod a, 0<i<a-—1

isto é,

n=i(a+1)+ ja, com j >0

pois n > (a — 1)(a + 1). Deste modo, n € (a,a + 1) C S. Além disso, note que o

condutor de S é menor ou igual a (a — 1)(a + 1).

(2) (=) Se mdc(vg,v1,...,v5) =d > 1, entdo como um elemento de S é da forma:
n = agpvy + vy + -+ aguy , com a; €N

temos que n sempre é miltiplo de d, e deste modo nao hé dois elementos consecutivos

em S e, por (1), S ndo pode ter condutor.
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(<) Se mdc(vg, v1, . ..,vy) = 1, entdo existem 79,71, ..,7, € Z tais que,
Yovo + V1 + -+ Y0 = 1

Denotemos por §; = —~; sempre que ; < 0, entao

Zvjvj = 1—|—Z—’}/ﬂ)l = 1+Z§lvl

jeJ leL leL

onde J C {0,1,...,g} tal que y; > 0 paratodo j € Je L C {0,1,...,g} tal que v, <0

para todo [ € L. Assim, temos que

S hw, 1+ v €8

leL leL

ou seja, hé dois naturais consecutivos em S, portanto pelo item (1), S possui condutor.
O

Como corolario imediato desta proposicao, temos:

Corolario 2.1. O semigrupo S de uma curva irredutivel admite condutor.

2.2 Semigrupos de Arf
Considere um semigrupo S = {hg = 0, hy, ha, ...} C N. Dado h; € S, definimos:

Sh,

(3

—hi={a—h;; a€S, a>h
S(i) = (Sh, — hi).

Definigao 2.5 (Semigrupo de Arf). Um semigrupo S C N € chamado semigrupo de Arf
se o conjunto Sp, — h; € um semigrupo para todo h; € S, isto é, Sp, — h; = S(i) para todo

h;, €8S.

Exemplo 2.4. Seja S = (2,2p + 1), verifiquemos que S é um semigrupo de Arf para todo
p € N\{0}.
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Inicialmente note que

S =1{0,2,4,6,...,2p,—}

e o condutor de S € 2p. Seja h € S, temos que:

e Se h > 2p, seque que
Sp—h=1{0,1,2,3,4,5,...} =N

que € semigrupo.

e Se h < 2p, entao h = 2k para algum k < p e k € N, assim

Sp—h=1{0,2,4,6,....2(p—k),—} = (2,2(p — k) + 1).

Dado um semigrupo S C N é sempre possivel encontrar um menor semigrupo de Arf
em N que contenha S. De fato, N é claramente um semigrupo de Arf. Assim para qualquer
subsemigrupo S de N a cole¢gdo de semigrupos de Arf contidos em N que contém S é nao

vazia e pelo Lema de Zorn deve existir um menor elemento. Isto motiva a proxima definigao.

Defini¢ao 2.6 (Fecho de Arf de um semigrupo). Seja S C N um semigrupo. O fecho de

Arf *S de S € o menor semigrupo de Arf em N que contém S.

Considere um semigrupo com condutor

S = {O, hl,hg, . .7h7«_1,—>}.

O fecho de Arf *S de S pode ser obtido da seguinte maneira:

Teorema 2.1. Sejam um semigrupo S e hy = min S\{0}. Entdo *S = {0,h; +*S(1)}.

Demonstragao: Seja o semigrupo {0, hy + S(1)}, onde S(1) = (S, — h1).

Afirmagao: S C {0,h; +S(1)} C*S.
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De fato, visivelmente tem-se que S C {0,h; + S(1)}, mostremos agora a outra

inclusao. Uma vez que *S é semigrupo de Arf, temos que *Sj, — hy é semigrupo e assim

obtemos
Sh, — 1 C *Sp— M
S(1) = (S, —h1) C *Sp, —hy
hy + S(1) C *Sp, C*S
{0,h1 +S(1)} C *S.

Como o semigrupo {0,h; + S(1)} estd contido em *S, o mesmo é verdade para

{0, hy +*S5(1)}, o qual contém {0, hy + S(1)} D S e que é de Arf, portanto

*S = {0, hy +*S(1)}.

O

Pelo teorema acima a construgao de *S é reduzida a construgao do fecho de Arf de
um semigrupo da forma

S(1) ={0,h}, hy, ..., hl._1,—}
onde h!_; < h,_1 — hy.

O processo continua, até que para um NN suficientemente grande tenhamos S(NV) = N,

que é o seu préprio fecho de Arf.
Exemplo 2.5. Seja o semigrupo S = (8,10, 12,23,27). Encontremos *S.

Temos que S = {0, 8,10, 12,16, 18,20, 22, 23, 24, 26, 27, 28,30, —}. Note que S nao é

um semigrupo de Arf, pois

Sp, — hy = {0,2,4,8,10,12, 14, 15,16, 18,19, 20, 22, —}

ndo € semigrupo, uma vez que 2 +4 ¢ Sy, — hy. Vamos aplicar a constru¢io dada acima.
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Temos que o semigrupo S(1) é dado por
S(1) = (Sp, — h1) =40,2,4,6,8,10,12,14, =} = (2,15),

que pelo exemplo (2.4) € de Arf, assim *S(1) = S(1). Pela construgao do fecho de Arf de um

semuigrupo, temos:
*S={0,84"5(1)} = {0,8,10,12, 14, 16, 18, 20,22, —} = (8,10, 12, 14, 23, 25, 27, 29).

Portanto o fecho de Arf*S de S = (8,10, 12,23,27) ¢ *S = (8,10, 12, 14, 23,25, 27, 29).

Observacao 2.2. Note que os elementos de *S construidos dependem apenas dos elementos
de S que nao os excedam. De fato, suponha que isto seja vdlido para o fecho *S(1) de S(1).
Os elementos de *S(1) que sdo inferiores a h; — hy dependem apenas dos elementos de S(1)
que sao inferiores a h; — hy, mas estes, por sua vez, dependem dos niumeros hy, ho, ..., h;.
Resulta assim que os elementos de {0, hy +*S(1)} =*S que sao inferiores a h;y1 dependem

apenas de hy, ho, ..., h;.

Teorema 2.2. Dado um semigrupo S, a intersecao de todos os semigrupos S, tais que *S =

*S, € um semigrupo S, tal que *S, =*S.

Demonstracao: Claramente a intersecao de semigrupos é ainda um semigrupo. Assim,
resta mostrar que *S, = *S. Considere S um semigrupo tal que *S = *S e que nenhum

subsemigrupo préprio de S possua esta propriedade. Vamos mostrar que S = S, . Claramente

S, CS.

Suponha que S # S,. Seja h; o menor elemento de S que nao pertence a S, e
sejam {hg = 0,hq,... hj_1} C SN S, elementos inferiores a h;. Como h; & S, segue que

hj ¢ <h1, .. .7hj_1>.

Por outro lado S, ¢ a intersecao dos semigrupos cujo fecho de Arf é *S, deste modo
deve existir um semigrupo S’ tal que *S” = *S que nao contém o elemento h;. Os elementos de

*S que sao inferiores a h; dependem apenas dos inteiros hy, ha, ..., hj_;. Assim, o semigrupo
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S" obtido em excluir de S’ todos os inteiros positivos inferiores a h;, exceto hy, ho, ..., hj_q,

¢ ainda tal que *S” =*S.

Resulta que os elementos de *S que sao menores ou iguais a h; dependem apenas de
hi,ha,. .., hj_1, jd que S” ndo contém h;. Deste modo o fecho do subsemigrupo de S obtido

em excluir o elemento h; é ainda igual a *S, contrariando a escolha de S.

Portanto S, = S e, consequentemente, *S, = *S.

O subsemigrupo S, de *S é chamado de semigrupo caracteristico de S.

Definicao 2.7. Seja S um semigrupo e S, seu semigrupo caracteristico. Os elementos

X15 X2, - - -5 Xr do sistema minimo de geradores de S, sao chamados caracteres de S.
Teorema 2.3. Seja S = (v, v1,...,v,) um semigrupo. Dado um caracter x; de S, se x; € S

entao x; = v; para algum 0 < j < g.

Demonstragao: Suponhamos y; o menor dos caracteres xi, x2,. .., X, de S tal que x; ¢
{vo,v1,...,v,}. Assim,

Xi = QU + Q11 + -+ - + U
com {ag,a1,...,F CNyag #0 ey < x;.

Temos que

V0, V1, ...,05 €5 TS =75,

e qualquer semigrupo de Arf contendo xi,...,x;_1, conterd os elementos v, vy, ...,v;. Isto
implicaria que o fecho de Arf do semigrupo gerado pelos elementos x1, X2, - - -, Xi—15 Xit1 - - - Xr

contém x; e isto nos levaria a concluir que S, nao ¢ o semigrupo caracteristico de S.
Portanto, se x; € S, entdo x; € {vg, v1,...,0,}.

0

Dado um semigrupo de Arf S = {0 = hq, hq, ha, ..., h.,—}, existem v1,72,..., %,
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nimeros naturais, tais que

S:{Ou’}/la/}/l +’72;---771+72+"'+%;—>}»

com y; > Y > 3 > -+ > . > 1. De fato, como S é semigrupo de Arf, temos que

S(i) = Sp, — h; para todo h; € S e mais, *S(i) = S(i). Pela construgao do fecho de Arf de

um semigrupo temos as seguintes relagoes recursivas:

*S=8 = {0,hy+*5(1)}
*S(1) = {0,hy —hy +*S(2)}
*S(2) = {0,hg—hy+*5(3)}

*S(tr—1) = {0,h, — b,y +*S(r)}
*S(r) = N.

Assim podemos reescrever S como segue

S: {0,hl,hl—i-(hg—h1>,h1+(h2—h1)+<h3—h2),...,h1+(h2—h1)+'"+(hr—h7~,1),%},

basta agora tomar vy, = hy,ve = (ha — h1),7v3 = (hs — ha), ..., = (h, — hy_1). Além disso,

como 5; é um semigrupo para todo 0 < i < r, entao

hivo — h;

IN

2(hi+1 — hz)

hivo —hiv1 < hipr — hy

donde, vit2 < Vit1.

Teorema 2.4. Seja S = (vo,v1,...,v,) um semigrupo com condutor. Os inteiros

Y1,7Y2y - -+ 5 V2, Vr_1 tais que

*S:{07717’71+727"'771+72+"'+’Y'r—17_>}7
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sao obtidos de vy, vi,...,v, pelo Algoritmo Jacobiano Modificado.  Reciprocamente, se
V1sV2s - - V=2, Vr—1, 1 sG0 determinados por vi,vs,...,v, através do Algoritmo Jacobiano

Modificado, o fecho de Arf do semigrupo S = (vo,v1,...,v,) serd *S.

Demonstragao: Suponha que S seja um semigrupo com condutor e vg > 1. Se vy = 1,

entao S = N = *S. Assim, 71 = vp, 7 = 1 e o teorema é verdadeiro. Vamos assumir que
4 : : : / / / /

vp > 1 e que o teorema é satisfeito para qualquer semigrupo (vg, v1,...,v,), com vy < vy,

vamos concluir que o mesmo é verificado para o semigrupo S = (vo, v1, . . ., vg).

Seja v; o menor dos inteiros vy, vy, . . ., v, que nao é divisivel por vy e seja g o quociente
) ) s Vg

de v; por vg. Considere o semigrupo S’ = (v; — qug, Vit1 — qUo, - . . , Vg — qU, Vo).
Afirmagao: S C {0,vp,2vg,...,qug+ S} C*S.

De fato, visivelmente ja temos a primeira inclusao, agora veja que

{vi — quo, Vig1 — quo, . .., vy — qUo, Vo } C Squy — qUo C *Squy — q0-

Como *S,,, — quo é semigrupo temos que

S"+quog C*Spy C S

{0,v9,2vg,...,quo +S'} C *S.

Segue que,

S = {0,’00, 21)07 ..., qUy + *S/}

Por hipétese temos que *S = {0,71,71 +y2,---,71 + Y2 + - + %1, —}. Assim,

Y= V0,2 = Vo, % = Vo €S = {0,911, Vg+1 + Vgr2, - Vg1 + -+ Yom1, —

Os inteiros v; — quo, Vi1 — qUo, . - ., Vg — qUo, Vo 580 obtidos apds o (i — 1)-ésimo passo
do Algoritmo Jacobiano Modificado aplicado aos nimeros vy, v1, ..., v,. Resta mostrar que
os inteiros vYg41,Vg+2;---,Yr—1 sao obtidos mediante a aplicagao do algoritmo aos inteiros

Vi — qUo, Vit1 — qUo, - .., Vg — qUg, Vo. Ora, v; — quy € menor que vy, assim por hipétese de
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inducao, temos o resultado desejado.

Reciprocamente se os numeros 7vi,%,.--,%—2,%—1 Sao obtidos a partir de
Vo, V1, - - ., Uy pelo Algoritmo Jacobiano Modificado, entao como *S = {0, vy + *S(1)} temos
que v = vg e S(1) = (v, v1—0p, . . ., v3—0p). Deste modo, vo = min{vy, v —vy} e procedendo
deste modo, temos que o fecho de Arf do semigrupo S = (vg,v1,...,v,) é

S ={0,7,m Fve e+ Yo, — )
]

Observacao 2.3. Podemos concluir dos teoremas (2.3) e (2.4) que os inteiros
V1 V2s - -y V2, Vr—1 SG0 determinados dos caracteres de S pelo Algoritmo Jacobiano Modifi-
cado e que todo conjunto de elementos vy, v1,...,ve, dos quais o algoritmo forneca o mesmo

resultado sao provenientes de combinagoes dos caracteres de S.

Vamos apresentar agora um método para encontrar os caracteres de um semigrupo

de Arf qualquer. Para tanto, seja um semigrupo de Arf

S ={0,v1,7+72- sttty (v # 1).

O semigrupo *S(r) = N tem visivelmente um tnico caracter, a saber )(Y) =1 Os

caracteres do semigrupo

*S(r—1)={0,7 +n, n € N}

sao Xﬁ’“*” =7 e ngl) =, + 1, uma vez que v, # 1. Os caracteres de

*S(T - 2) = {Oaferl + *S(T - 1)} = {0777“717’77“71 + Yr + n, n € N}

deduzem-se dos caracteres de *S(r — 1) e neste caso temos trés possibilidades:
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e Se v,—1 >+ 1, entdo os caracteres de *S(r — 2) sao:
X = xS Y =t T =+ 1
e Se v,_1 =+ 1, entdo obtemos os seguintes caracteres para *S(r — 2):
N =, X5 = o+
e Se v,_1 = 7, entao teremos:
NP =g, P =y b+ L
Deduzimos  sucessivamente os  caracteres de todos o0s  semigrupos
*S(i) = {0, v41+"S(i+1) } aplicando a mesma regra, ou seja, se considerarmos LY I 7Xl(i)

os caracteres de *S(i), entao os caracteres do semigrupo *S(i — 1) = {0,7; + *S(i)} sao:

(4)

e Se y; = X;, paraalgum 1 < h </, entao

i—1
XY

i—1
x5 Y

i—1
Xé—l)

i—1
A

i—1
X§z+1)

(i—=1)

Vi

i+ XV

Vi + X;(Z)_z
Vi + XS)_1
) (2)
Vi + Xni1

7+
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e Se; # ng) para todo h =1,...,[, temos

= %+ xﬁ’l

para todo 1 < j <1+ 1.

Exemplo 2.6. Retomando o exemplo (2.5), vamos determinar os caracteres do semigrupo

S = (8,10,12,23,27).

Visto que o fecho de Arf deste semigrupo é *S = {0,8,10, 12,14, 16, 18, 20,22, —},
temos que

f}/l:8772:73:"':78:2779:’)/10:"':1.

Pela construcao dada actma, temos:

S8 =N = V=1
SN ={0,5+"50)} = W =rm=2ext’ =p+xi" =3
56) ={0,77+*5(7)} = =y =2ex¥ =7+ " =5
S(B) =1{0,7%+56)} = W =w=2exy =w+x =7
*S(4) ={0,%+"SB)} = YW= =2e =+ ¥ =09
SE) ={0,u+514} = W =u=2exP=mu+¥’'=1
5(2) ={0,9+*5B3)} = PV =m=2exy =p+x) =13
S ={0,12+752)} = i =m=2ex{! =mn+’ =15
S={0m+"S1)} = xi=mn=8 xa=n+xi’=10€xs =7+’ =23

Temos assim que os caracteres do semigrupo S = (8,10,12,23,27) sdo 8, 10 e 23, e

consequentemente o semigrupo caracteristico de S € S, = (8,10, 23).



CAPITULO 3

Anéis de Arf

3.1 Anéis de Arf

No que segue vamos considerar K[[t]] o anel de séries de poténcias em uma indeter-

minada, com K um corpo qualquer. Se H é um subanel de K][¢]], entdo definimos
SH)={ay=0<auyy<ap<--<a<...}

o conjunto das multiplicidades dos elementos de H. O conjunto S(H) é um semigrupo de

N. Mais ainda, como vimos na Proposicao (2.1), existem naturais vg, vy, ...,v,, tais que

S(H) = (vo, v1,...,0).

Observagao 3.1. Se H ¢é um subanel de K[[t]], entdo existem hy,...,h, € H tais que
H =XK][[ho, ..., hy]].

De fato, como S(H) = (vg,v1,...,vy), tome h; € H com mult,(h;) = v; para todo
i =0,....,9. Dado h € H temos que mult,(h) = apvo + --- + a,v,, com a; € N, entdo

multy(h) = mult,(hg® ... hye). Assim, eviste a € K tal que

multy(h — ahg® ... hy?) > mult,(h).

Repetindo este argumento podemos mostrar que

h=> ahg™ ... hiot € Kl[ho, ..., hy]], com a; €K,
i=0
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logo H C K][[ho, ..., hy]]. A reciproca é imediata, pois como h; € H para todo i =0,...,g, €

sendo H um anel, temos que K[[ho, ..., hy]] C H.

Podemos assumir que H é dado de forma que o semigrupo S(H) tenha condutor.
Observe que esta condicao nao é restritiva, uma vez que é possivel por meio de um auto-
morfismo de K[[t]], que corresponde a uma mudanca de parametro, transformar H em um

subanel H' que satisfaca esta condicao.

Lema 3.1. Seja h € H com mult,(h) =0, entao h™' € H.

Demonstracao: A observacao acima nos garante que existem hg,...,h, € H tais que

H =XK][hg, ..., hy]]. Denote Y; = h; para todo i =0,...,g e seja h € H. Podemos escrever
h:P0+P1+P2+

com P; € K[Yy,...,Y,] homogéneo para todo i e ) # 0. Como h € H e 1 € H, mostremos

que existe g € H, onde hg = 1.

Note que a existéncia de g € H satisfazendo a condi¢ao acima corresponde a obtermos

g=Qo+ Q1+ Q2+ ..., onde Q; é polinémio homogéneo em K[Yy, ..., Y], tal que

1 =hg = PQo+ (PQ1+ PiQo) + (PoQ2 + PLQ1 + PaQo) + ...
Esta equacao ¢é equivalente ao sistema de equagoes:

PyQo =1
PQ1+PiQy=0

POQn—i_Planl"i_‘i‘PnQO:O
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Como 0 # Py € K, o sistema acima admite solucao e

Qo =Pyl e KCK[Yy,...,Y,)]
Ql - _PO_I(PIQO) GK[}/()a)}/g]

Qn:_P(;1<P1anl+"'+Pnle1+PnQ0)GK[Yva"anq]

Portanto, g = Qo + Q1 + Q2+ - -- € K[[Yp, ..., Y]]

O

Para cada a em S(H) seja h, um elemento de H com mult;(h,) = « e considere o
conjunto

I,={g€ H; multig) > a}.
Temos que I, é um ideal de H. De fato, sejam g, h € I,, entao
multy(g + h) > min{mult,(g), mult,(h)} > «.
Logo g + h € I,. Tome agora f € H e g € I, temos que
multy(fg) = mult,(f) + mult:(g) > a,

assim fg € I,.
Considere o conjunto

g
== I, .
{ha’ g€ }

I | , : ,
Temos que — ¢ fechado para soma, uma vez que I, é um ideal, mas nem sempre é
(0%

fechado para o produto, como veremos no exemplo adiante.

57| &

I
Vamos considerar o menor subanel de K[[¢]] contendo o conjunto h—a que denotaremos
(63
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o [i]
por ol

Proposicao 3.1. O anel [1,/h,] independe da escolha do elemento h,.

Demonstragao: Seja h!, = ch, um outro elemento de H com multiplicidade a, em parti-

cular, mult;(¢) = 0. Como ¢ € [I,/h,] entao, pelo lema anterior, e~! € [I,/h,]. Assim,

L lo_ lo (]
= = £ _— _
ha —

B, ehe ha
anto, 3] € [32]: Avatogamente mostra-se aue [12] < [2]
rtan — —. n men m ra- — —.
€ portanto, h’a - ha alogamente Oostra-se que h,a — hﬁl
I I
Donde, |-%| = |-2].
onee {h;] [h(j

O

Por causa da independéncia da escolha do elemento h,, denotaremos o anel

I
[ha] C K{[[t]] simplesmente por [I,].

O semigrupo S([I,]) contém o semigrupo gerado pelos inteiros [ — «, com
B € S(H) e > a, que sdo as multiplicidades de elementos de I, /h,. Como pode ocorrer que

[1.] # Ia/ha, entdao podemos ter que S([1,]) # S(Ia/ha), como ilustra o préximo exemplo.
Exemplo 3.1. Considere o anel H = C[[X,Y]], com X = t1, YV = ' + !5, Podemos

escrever

H=C[[tht"+t¥)] = C+Ct'+Ct®+Ct"°(1 +#°) + Ct'? + Ct"* (1 + t°) + Ct'° +
Ct'¥(1 +t°) + C+*° + Ct*2(1 +°) + Ct** + Ct* + CH*°(1 +¢°) +

Ct*® + Ct* + Ct*° + tC[[1]).

O semigrupo S(H) formado pelas multiplicidades dos elementos de H consiste dos

sequintes inteiros

{0,4,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 30, 32, —}.
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Elementos tipicos com estas multiplicidades sao
LX,X2Y, X3 XY, X% X%, X% X3, X6 v — X° X1,

X7, XV? — X6 X°V, X5, X2V2 — X7, X0V, Y® — X°Y,. ..

Temos que

= CH+Ct'+Cto(1 +#°) + Ct® + Ct'°(1 + t°) + Ct'? + Ct**(1 + °) + Ct*® +

SIS

Ct'®(1 +#°) + Ct*° + C+*' + Ct*2(1 + ¢°) + Ct** + Ct* + Ct*° + ¢®C[[t]]

I
eS(4> = {0,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 28, — }.

O anel [1,], que € gerado pelo conjunto I,/ X contém os sequintes elementos

A R L (E Y. L
X X t8 t ’
YVNXY (@00 ) o o g
X X 112 A =

cujas multiplicidades sao 17 e 23, respectivamente, no entanto 17,23 ¢ S(1,/X).

Note que este exemplo ilustra que o conjunto I,/h, pode nao ser fechado para o

produto.

Agora estamos aptos a apresentar a definicao de Anel de Arf.

Defini¢ao 3.1 (Anel de Arf). Um subanel H do anel de séries de poténcias K][[t]] é chamado
um anel de Arf se o conjunto I,/hs € um anel para todo h, € H\{0}, isto €, I,/he = [14]

para todo o € S(H).

Se H ¢ um anel de Arf, entao o conjunto
{B—a, BeSH); B=a}

é um semigrupo para qualquer a € S(H). Desta forma sempre que tivermos H, um anel de
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Arf, seu semigrupo S(H) é um semigrupo de Arf, mas o contrario nem sempre ocorre, como

retrata o proximo exemplo.

Exemplo 3.2. Seja o anel H = C[[X,Y,Z]], com X =1, Y =10+ Z = t*". Temos
que

S(H) = {0,4,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, —}

¢ um semigrupo de Arf, mas H nao é um anel de Arf, pois [I] contém um elemento de ordem
17,

<Y>2 _ X74 _ (t1°(1 4 t))? 12 Ty 422,

X X t8
Iy

ue nao pertence —.
q p X

Uma pergunta natural é se a intersecao de anéis de Arf ainda é um anel de Arf. A
proxima proposi¢ao garante uma resposta afirmativa para tal fato.
Proposicao 3.2. A intersecao de anéis de Arf é um anel de Arf.

Demonstracao: Sejam H e H' dois anéis de Arf e h, € HN H' com mult,(h,) = «, I, e I,

os ideais de He H’ cujas multiplicidades dos elementos nao sao inferiores a . Como

/ /
I fo a0
hOé o hOé
: Iy I, . . I, I o
e 0s conjuntos — e — sao anéis, temos que — N n também é um anel, consequentemente
« « « «

H N H' é um anel de Arf.

Proposicao 3.3. Se H é um anel de Arf, entao [1,] € também um anel de Arf.

Demonstragao: Tomemos os elementos de S(H), 0 = ap < oy < ap < - <y < ... €

considere o conjunto dos elementos de /,,, que sao da forma

Z thaj (Cj € K),
j=t
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onde h,, € H tem multiplicidade ;.

o0
Sendo H um anel de Arf, o anel [1,,] é o conjunto das séries da forma ) _ ¢;—2, cujas
j=i e
multiplicidades sao

0=03 =a;, —ay, Zai+1—04i752=04i+2—04i,---

O conjunto de elementos de [I,,] de multiplicidades superiores ou iguais a 3; é o conjunto das

i

séries da forma

oo ha~
Z Cj A ! (Cj € K)
J=i+l g

Como —=L & um elemento de [1,,] de multiplicidade 5, = a;4; — «;, temos que o conjunto

he, ‘
de elementos

constitui o anel [I,,,,]. Portanto [/,,] também é um anel de Arf.

Similarmente a proposi¢ao anterior, podemos concluir que se

{0, 01,009, ..., 00y, —}

é um semigrupo de Arf, o mesmo acontece com o semigrupo

{O, Qi1 — Oy, O — Oy o ooy O — Oy —>}

para todo ¢ € N.

Uma vez que K[[t]] é anel de Arf, dado um subanel H de K][¢]] é sempre possivel

encontrar um menor anel de Arf em K[[¢]] que contenha H. Isto motiva a seguinte definicao.

Definigao 3.2 (Fecho de Arf de um Anel). Se H € um subanel de K|[[t]] entdo definimos o
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fecho de Arf*H de H como sendo o menor anel de Arf em K][t]] contendo H.

Vejamos agora um processo que permite a construcao do fecho de Arf *H de um anel

i < K1),

Considere H um anel e seu fecho de Arf *H. Podemos representar H como

H =K+ Khqy, + Khg, + -+ - + K[[t]]ha,

onde a; < ag < -++ < . < ... 530 todos os elementos nao nulos de S(H) e h,, € H tem

ordem «;.

Designemos por H") o anel

Pay \ %2 [ Pas \ % hop,_ \ ot ha,
Ual]_ZK(hm) (hm) "'(hal) +K[[t]]hm’

onde esta soma é estendida a toda combinacao de expoentes inteiros nao negativos
$2,83,..., Sp_1 tais que sa(ag — aq) + sz(az — aq) + -+ + sp_1(@n—1 — 1) sdo inferiores
a o, — ;. Temos, de maneira similar ao apresentado no Teorema (2.1) para o caso de
semigrupos, que

HCK+ HWh, C*H.

Considerando *H™ o fecho de Arf de HM e como K + *HWMh,, é um anel de Arf,
segue que

*H=K+*HYh,,.

De maneira geral HtY é deduzido de H® como HM deduz-se de H. E claramente

para um N suficientemente grande teremos que H®™) = K[[t]]. Se Tj;; é um elemento de
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menor multiplicidade nao nula em H, entdo concluimos que

‘H = K+Ty"HWY
= K+KT, +*HOTT,

= K+KT, +KO,T, + *HOT\T,Ty

= K+KT, + KT\ T+ + KO Ty. .. Ty 1+ " HNTTy .. Ty 1Ty

- K + KTl -+ KT1T2 + 4 KT1T2 “ e TN,1 -+ K[[t“TlTQ e TNflTN.

As consideragoes a seguir permitem construir todos os anéis de Arf e, consequente-

mente, todos os semigrupos de Arf, a partir do anel K[[t]], que é de Arf.

Escolha um elemento qualquer Ty € K][¢]] de multiplicidade nao nula ~yy. Temos
que

Ay =K+ TwK][t]]

¢ um anel de Arf e seu semigrupo associado é

S(An) ={0,7n +n, n € N}

também o é.

Agora escolha um elemento qualquer T_; € Ax de multiplicidade ~y_; nao nula.

Vemos facilmente que o anel

Avoy = K+ Ty 1Ax

K + KTy_1 + Ty_1 TwK][[t]]

é de Arf, o mesmo acontecendo com seu semigrupo

S(AN_l) = {O,W/N—la'VN—l +IN +n, neE N}
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Continuando com esta construcao, obtemos que os anéis e semigrupos de Arf sao,
respectivamente, da forma

K + KTl + KTlTQ + -+ KTlTQ e TN—l + K[[t]]TlTQ ce TN—lTN (3 1)

{0,7,m +72, s+ e Y v, — )
Reciprocamente, dados um anel de Arf e seu semigrupo de Arf, eles sao necessaria-
mente escritos como em (3.1).

Com efeito, seja H um anel de Arf, H pode ser escrito como
H =K+ Khy, +Khg, + -+ + ho, K[[t]]

e seja S(H) = {ag = 0,04, ...,q,,—} seu semigrupo. Como H é um anel de Arf, entdo o
conjunto I,/h, é um anel para todo h, € H\{0}, e mais, pela Proposi¢ao (3.3) temos que
[I,] é um anel de Arf, ou seja, *[I,] = [I.] = I./hs para todo h, € H\{0}. Portanto temos

as seguintes relagoes recursivas

H = K+ hy*HY
h

g — K + a2k pr(2)
Py
2 ha
@ — K4 Z23xpG)
P,
* r7(r—1) hOér
H = K+ K{[[¢]].
Qp—1
Dai obtemos que
h hay, h ey h h
H=K+Khy, +Khy,—2 4+ Khg, —2 "2 4. f by, 22 X t|].
+ 1 + 1 hal + 1 hal ha2 + + 1 h/al hag h/aT71 H ]]
: hay, has, :
Tomamos assim 77 = hq,, Th = 3= — T, = " e temos o desejado.
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Claramente o semigrupo de Arf de H é dado por
SH)={0,7,m+%m+r 2+ %+t =,

com vyp = (i, = Qg — (X1,7Y3 = Q3 — Qg ..., Yy = O — Q1.

Definicao 3.3. Sejam H um subanel de K[[t]] e *H seu fecho de Arf. Chamamos de carac-
teres de Arf de H os caracteres de Arf do semigrupo S(*H).

Exemplo 3.3. Dado o anel H = C[[X,Y]], com X = t)Y = 19 + 5 wamos obter os

caracteres de H. Para tanto devemos construir o seu fecho de Arf*H.

Voltando ao exemplo (3.1), temos que H pode ser escrito como

H=C[t"t"+t"]] = C+Ct"+C+Ct"(1+1°) +Ct"”* + Ct"' (1 +t°) + Ct'° +
Ct'®(1 +t°) + Ct* + Ct*2(1 +°) + Ct** + Ct* + CH*°(1 +¢°) +

Ct*® + Ct** + Ct*° + t2C[[t]).

O semigrupo S(H) associado ao anel H consiste nos sequintes inteiros

S(H) = {0,4,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 30, 32, —} = (4, 10, 25).

Sequindo 0s passos expostos anteriormente para construcdao do fecho de Arf de H,
vamos encontrar o anel HY = [L4], para tanto tomemos hy = t*. Como vimos, no exemplo

(3.1), o conjunto

I
t—j = C+Ct*" +Ct(1+ %) + Ct* + Ct'O(1 + £°) + Ct'2 + Ct"(1 + %) + Ct'° +

Ct'®(1 +t°) + Ct* + Ct*' + C+2(1 + #°) + Ct** + C+® + Ct*° + t**C[[t]]

nao € fechado para o produto, logo I,/t* nao é um anel. Como H®W contém os elementos
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21T 122 ¢ 2423 + 328 + 133 este anel pode ser escrito da sequinte forma

HY = CH+Ct*+Ct(1 +1°) + Ct* + Ct*(1 +t°) + Ct'2 + Ct*(1 4 t°) + Ct'¢ + Ct'" +

Ct'® + +*°C[[t]],
e seu Semigrupo €
S(HWY ={0,4,6,8,10,12,14, 16, 17, 18, 20, — },

que nao é de Arf, pois S(HWV); — 17 ndo é semigrupo. O prézimo passo € encontrar o
anel H® | que ¢ obtido do anel HY). Considere o ideal L&l) constituido de todas as séries
em HY cujas multiplicidades sio maiores ou iguais a 4 e seja t* um elemento de HY de

multiplicidade 4. Assim,

[(1)
:—4 = CH+Ct*(1+1°) + Ct* + Cto(1 +°) + Ct® + Ct'°(1 + #°) + Ct'* + Ct** +
Ct'* + +19C[[t]).
7w
. 4 . . . .
No entanto o conjunto Ty nao configura um anel, pois nao possui o elemento

(t2(1 4 7)) — t4 = 20 + t14. Como H® = [I{"], temos
H® = C+ C#*(1 +t°) + Ct* + Ct® + 3C[[¢]]

que € de Arf, pois

12(2) t2 t4
—=—— = C+C C
t2(1 4 t9) * 1+t57L 1+t

= CH+CEPA -+t P4+ )+ CtH 1 =7+ — ¢ + ) + °C[[t]

=+ 1°C[[1]]

= C+Ct +Ct' +t°C[[t]]

@ @

¢ anel, assim como os conjuntos :—4 e ?T' Logo, *H® = H®)
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Como
*H = C+t**gW
*Hi = C+t"HY
temos,
*HY = CHCt* +Cto(1 +1°) + Ct5 + C10 + +2C[[t]]
*H = CH+Ct'+Ct8 + CtO1 +¢°) + Ct'2 + C+* + +'°C[[1]].
O semigrupo associado ao anel *H € dado por
S(*H) ={0,4,8,10,12,14,16, —}.
Portanto,

Vamos agora determinar os caracteres de Arf de H de maneira andloga como foi

feito no exemplo (2.6) para semigrupos:

*SE) =N = V=1
"S(5) ={0,7%+"5(6)} = XV =% =2exy =% +xi" =3
S4) ={0,5+"S()} = W=wp=2ext) =9+ =5
S3)={0,u+"5W)} = X =mu=2ex{ =qu+x’ =7
*S(2) = {0,95+*53)} = YW =m=2exP =1+ P =09
S ={0,72+7852)} = x'=mn=4 ' =n+xi?=6ex’ =p+x =13
S={0m TS} = x=m=don=nta =10 x5 =m+x8) =17

Logo os caracteres de Arf de H sdo x1 = 4,x2 =10 e x3 = 17.
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Exemplo 3.4. Seja o anel H = C[[X,Y, Z]], onde X =3V =10+ 13 7 =2 + at'® com

a € C. Vamos determinar os caracteres de H.

O anel H pode ser escrito como

H = C+Ct+ (C(tlo + t13) + C(t12 + at15) + CH6 4+ (Cts(tlo + t13) + (Ct8(t12 + at15) +
CH" 4+ "3 (12 4 at'®) + C((#1° + t13)? — (2 + at®)) + Ct** + Ct'(#1° + t13) +
C((t" + at'®)? — t**) + C3(t*° + at™) + C(t"0 4+ ") (120 4 at®®) + Ct3((#'° + %)% —
(12 + at®)) + Ct32 + C(#1° + t13)((2 — a)t?® + t26) + CH (0 + 1) + C3 (27" +
at®) + CHO (%0 + at®) + C(t'° 4+ 1) (2t*" + at™) + C3(t*° + (a + 1)t** + at®) +

(C((tlz 4 at15)3 - (t36 4 at39)) 4 (Ct40 4+
ou ainda, se a # 2

H = CH+Ct*+CH° +#%) + C(t"? + at'®) + Ct'% + C(t"®* + 1) + C(t*° + at*®) +
C{Ht®2 + (a+ Dt*® 4 at®®) + C((2 — a)t® + %) + Ct** + C(t* + t*) + C+*" +

Ct*® + t3°C[[t]).

O semigrupo associado a H ¢ gerado pelos elementos {8,10,12,23,27}, ou seja,

S(H) = {0,8,10,12, 16, 18, 20, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 30, — }..

Utilizando a construcao do fecho de Arf de um anel exposto anteriormente, vamos
encontrar *H. O primeiro passo ¢ construir o anel HY = [Ig]. Para tanto, necessitamos

considerar Ig/t%, ou seja,

= = C+C(E+)+Ct" +at") + Ct5 + C(#'"° + %) + C(t" + at'®) +
Ct™ + (a+ D' 4+ at®) + C((2 — a)t™® + %) + C+'¢ + C(¢"® + *') + Ct"? +

Ct* + t2C[[t]],
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que por sua vez nao € anel, pois

I

E+ )t +at”) =t + (a+ 1)t” + at"? ¢ s
Is

B+t — (4 at’) =2 —a)t’ +t° ¢ s

Assim,

HWY = C+ C(t* + t°) + Ct* + 5C[[1]),
que € de Arf. De fato, note que

[2(1) t2
= C+C
12+ 5 HRSEE

= C+CPA—-4+1° -2+ ...) +t*C[[]]

+ t*C[[t]]

= C+ C#* +#'C[[t]),

- = C+£C[t e

L = ([[t]], para todo j > 6,
sdo todos anéis. Logo *HY = HY . Pela construcio do fecho de Arf de H temos que

‘H = C+t>HW

= C+Ct®+Ct"° + %) + Ct"* + t"C[[1]).

Obtemos assim o sequinte semigrupo associado a *H
S(*H) ={0,8,10,12,14, —},

comy =871 =2,713=2,%=2,75="Y == 1.
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Vamos agora determinar os caracteres de Arf de H como no exemplo anterior.

S =N = =1
S@3)={0u+"S4)} = P =nu=2ex =qu+x"=3
"5(2) ={0,+75B)} = X =w=2ext) =w+x’ =5
S ={072+"852)} = xi'=mn=2ex)=n+x’ =7
S={0m+"SM} = xi=m=8 xo=m+xi! =10 xs =7 +x8" =15,

Logo os caracteres de Arf de H sdo x1 = 8,x2 = 10 e x3 = 15.

Agora se a =2, o anel H = C[[t*,t'° + t'3,¢12 4 2t'°]] pode ser escrito como

C(t? 4 3t% + 2t*°) + Ct** + Ct*° + C(t*" + ) + C(t*® + 2t°1) + Ct*° +

C(#* + 3t%) + Ct* + t*C[[t]).

O semigrupo associado a H é gerado pelos elementos {8,10,12,27,29}, ou seja,

S(H) = {0,8,10,12, 16, 18,20, 22, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 32, 34, — }.

Encontremos o anel HY = [Ig], onde

Is
= = C+ C{H* +1°) + C(t* + 2tT) + Ct* + C(t"° + ") + C(t"* + 2¢"°) +
C(t14 + 3t17 + 2t20) + (Cth + CtlS + C(tlg + t22) + C(tQO + 2t23) + Ct21 +

C(t? + 3t%) + Ct** + t*°C[[t]).
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I
Note que =8 ndo é anel, pois

tS

()t +2t7) =1 4 3t° + 2t ¢

Deste modo, temos que

HY = C+ C(t*+1°) + C(t* + 2t7) + C(t° + 3t7) + Ct® + t1°C[[1]].

E mais, HY € de Arf e a verificacdo deste fato é andloga a feita no caso a # 2. Portanto,

‘H = C+t>*HW

C+ Ct® + C(t"0 +#'3) + C(+'% + 2t*°) + C(+** + 3¢7) + Ct'® + t'3C[[t]).

O semigrupo associado a *H € dado por

S(*H) = {0,8,10,12, 14,16, 18, —1,

comy =8, =2,13=2,%=2,%=2,%=2, 7= =-=1

Os caracteres de Arf de H, como feito no caso a # 2, podem ser determinados como

seque

S6)=N = ¥ =1
“S(5) ={0,7%+*S(6)} = XV =w=2exY
"S(4) ={0,%5+780)} = x{'=rp=2ex"
"SB3)={0,u+"5@)} = xV=qu=2ex
"$(2) ={0,13+75B3)} = xP =m=2ex?

=% T X
=7 T X
=Y+ X

3
=73+ X2
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S ={072+"52)} = xi'=mn=2ex"=n+ =11

S={0m+75(1)} = xi=n=8 xo=mn+xi’ =10exs =7 +xs’ =19

Logo os caracteres de Arf de H sdo x1 = 8, x2 = 10 e x3 = 19.

Dado um subanel H de K[[t]] e S(H) seu semigrupo associado, podemos construir
*S(H) e S(*H). Uma questao natural que surge ¢ se estes semigrupos sao iguais. O préximo

exemplo indica que isto nao é verdade.

Exemplo 3.5. Seja H o subanel apresentado no exemplo (3.4) com a # 2. Temos que

S(H) = (8,10,12,23,27) e pelo exemplo (2.5) seque que *S(H) = (8,10,12, 14, 23, 25,27, 29).

Por outro lado, temos do exemplo anterior que
S(*H) = {0,8,10,12,14, >} = (8,10, 12, 14, 15,17, 19, 21).
Portanto, *S(H) # S(*H).

Dados dois subanéis H e H de K[[t]] tais que S(H) = S(H), niio necessariamente
tem-se X = i, onde ¥ e I sio os conjuntos de caracteres de H e H , respectivamente. O

préoximo exemplo retrata tal fato.

Exemplo 3.6. Seja o anel H = C[[X,Y,Z]], onde X = t4Y = 19,2 = 25, Vamos

determinar os caracteres de H, e para tanto necessitamos determinar *H .

O anel H pode ser escrito como

H=C[[t} #°t%]] = C+Ct*+Ct®+Ct'° + Ct'2 + Ct"* 4 Ct'9 4+ Ct'® + Ct¥ + C12 +

Ct** + Ct*® + Ct*° + Ct*® + Ct* + C+*° + £2C[[]].

O semigrupo S(H) associado ao anel H consiste nos inteiros

S(H) = {0,4,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 30, 32, —} = (4, 10, 25).
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Tome hy = t* e vamos encontrar o anel HY = [I4]. O conjunto

I
t—j — CH+CH+Ct+Ct8+ Ct1° + C#2 + Ct' + Ct16 + Ct'8 + C+20 + ¢+ +

Ct*? + Ct** + Ct*° + C*° + t**C[[t]],
s ‘o 46 421 o 4 1a 7)) 4 :
ndo é anel, pois t°.t*' = t*" ¢ < Seque que o anel H'Y) é da sequinte forma:

HY = C+Ct*+Ct0 +Ct® + Ct' + C+'? + Ct"™ + Ct' + Ct"® + C+* + C** +
Ct** + 'C[[t]],

e seu semigrupo associado é
S(HW)Y = {0,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20,21, 22, 24, —}.

Note que S(HW) ndo é de Arf, pois (S(HD))s — 21 = {0,1,3,4,...} ndo € semigrupo,
consequentemente, H® ngo ¢ anel de Arf. Continuando com a construg¢ao do fecho de Arf
de ﬁ, vamos agora determinar *ﬁ(l), que por sua vez depende do anel H® = [fﬁl)]. Veja

que

7
7 = CHCE+CH 4T+ CF + CH° 4 CH? 4+ CH 4 CHO + CHT +

Ct'® + t*°C[[t]]
(1)
nao € anel, pois t*.4'7 =19 ¢ ;—4. Logo,
H? = C+4Ct + Ct* + Ct® + Ct® + Ct** 4 C'2 + Ct** + ¢15C[[t]].

Visivelmente tem-se que H® ¢é de Arf, logo, *H® = H® . Como,

*E(l) _ C+t4*ﬁ(2),
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temos,
*H = C+4 Ct'+ Ct® + Ct'0 + Ct'? 4+ Ct" + C!% + C#'® + C*° 4 Ct* + t'C[[¢]).
E seu semigrupo associado é
S(*ﬁ) ={0,4,8,10,12,14, 16, 18, 20,22, 24, — }.

Portanto,

’)/1:4’72:4”)/3:..:710:2’711:712:._:1

Procedendo como no exemplo (3.4), temos que Y = {4,10,25} € o conjunto de

caracteres do semigrupo S(*ﬁ) e comparando este exemplo com o exemplo (3.3), temos que

S(H) = S(H), mas ¥ = {4,10,17} # {4,10,25} = 5.

No préximo exemplo veremos que se dois subanéis H e H de K[[t]] possuem os
mesmos conjuntos de caracteres, ou seja, ¥ = X, nio podemos afirmar que S(H) = S(H).
Exemplo 3.7. Seja 0 anel H = C[[X,Y, Z]], onde X =18, = 19, Z = . O anel H pode

ser escrito como Seque:

H=C[[t5t°t"9]] = C+ Ct* +Ct'° + Ct'6 + Ct'® + Ct'* + C1%° + Ct** + Ct* + C+*7 +
CtB4+C+CtO+Ct2+ CrH*+CtP¥P + C + C" + C® +

Ct* + Ct" + t"C[[1]],
e seu semigrupo associado €

S(ﬁ) ={0,8,10, 16, 18, 19, 20, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 32, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 42, — }.
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Considere hg = 18 ¢ vamos encontrar o anel HY = [Is]. O conjunto

= = CH+CrP+C+CtO 4 Ct" + C+? + Ct'® + Ct'® + C+*? + Ct*° + Ct* +
Ct*? 4+ Ct** + Ct*° + Ct*" + Ct® + Ct* + Ct*° + C#*! + C** + 'C[[t]),

T .
nao é anel, pois t>.t" =13 ¢ t—:. Seque que o anel HY ¢ da sequinte forma:
HY = C+Ct? 4 Ct* + Ct® + Ct® + '°C][t]].

Veja que HW ¢ de Arf, assim, *HO = HO . Pela construcao do fecho de Arf de um anel

temos que
*H=C+t*HY = C+Ct+ Ct'°+ Ct'? + Ct** + Ct'¢ + ¢'8C[[¢]).
Portanto,
S(H) = {0,8,10,12,14,16, 18, — 1,
comy =8,y = =%=2,77=8=""=1

Assim, os caracteres de Arf do semigrupo S(*H), isto é, de H sio os mesmos

do semigrupo S(*H), ou seja, de H do exemplo (3.4), para o caso a = 2, mas note que

S(H) # S(H).

Ao retomarmos o exemplo (1.3), onde resolvemos a singularidade da curva C, cuja

parametrizacao é dada por X = t*Y = 10 + 1% verificamos que os caracteres da curva

calculados no exemplo (1.6) coincidiram com os caracteres de Arf encontrados no exemplo

(3.3) para o semigrupo S(*H), quando H = C[[t*, 0 + ¢'5]].

Observamos que este fato também ocorre se compararmos os exemplos (1.4) e (3.4)

quando a = 2 e a # 2, respectivamente.
O proximo teorema garante que isso nao é mera coincidéncia, mas sim um fato que

ocorre para qualquer curva algebroéide irredutivel.
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Considere inicialmente um ramo C, passando pela origem, dada pela seguinte

parametrizacao:
X1 =p()
Xo = ot
C 2= pall) (3.2)
Xn = Son(t)

onde cada ¢;(t) € KJ[[t]]. Considere o anel H = K[[X, X5, ..., X,]], que é na verdade o
anel local do ramo C. O corolario (2.1) garante que S(H) admite condutor, assim temos
que H contém elementos de todas as multiplicidades acima de um nimero N suficientemente

grande.

O teorema abaixo permite que encontremos a sequéncia de multiplicidades de um

ramo a partir do fecho de Arf do anel local do ramo.

Teorema 3.1. Sejam *H o fecho de Arf do anel H = K|[Xi,Xs,...,X,]] e
SC*H) ={0,v1,71 +7Y2,---,71 + Y2+ -+ yn_1, =} seu semigrupo. A sequéncia de multi-

plicidades do ramo C com parametrizacio (3.2) é

Y1725+ -3 YN=2, YN-1, 17 17 s

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos considerar que mult,(X;) é o menor
dentre os niumeros mult,(Xy), mult,(Xs),...,mult,(X,). O ponto O = (0,0,...,0) € K" é

entdo um ponto de multiplicidade mult,(X7). Fica claro assim que mult,(X;) = 1.

E suficiente mostrar que a sequéncia de multiplicidades do ramo

1
XY = o1 (1)
1) _ pa(t)
m =

) _ #all)

é’)/g,’Yg,...’yN,l,l?l,....
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Transportamos a origem do sistema de coordenadas ao ponto do ramo CY) quando

t = 0, ou seja, consideramos a translagao Xl(l) -1, X2(1) — 1y, X =, onde 1, m2, .-, M

sao os termos constantes das séries Xl(l), Xél), X,

Seja I, o ideal de H = K[[X1, X»,..., X,]] formado pelas séries de multiplicidades

maior ou igual a ;. Temos que

] = K[[Xfl) — M, Xél) —T2,... 7X7(11) - 7771]]

on(l
x0 =20 o) x® e,

Assim,

K[[Xl(l) — M, X2(1) M2 7Xr(zl) - nn]] - U’Yl]'

Reciprocamente, seja h € [1,,], logo h é escrito da seguinte forma

b= T (20)7 (2l

p1(t) e1(t)
= ZK(Xl(l))Sl (X2(1))82 o (Xél))s" c K[[Xfl),Xél), o ,Xfll)]],

Portanto,

[]71] g K[[Xil) — M, Xél) — N2, 7X'r(zl) - nn]]
Pela construcao do fecho de Arf de um anel temos que

H=K+p(t)[l]e

SCH) ={0,m+ S}
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o que implica que

S(*[I’hD = {Oﬂ’YQv’YQ +,737 <o 2 + 3 +oo 4+ YN-1, _)}
Portanto a origem é um ponto de multiplicidade ~5 para o ramo com parametrizacao

Xfl) - UlaXél) — N2, 7X(1) = Tin,

n

ou seja, o menor dos nimeros
mUZtt(Xl(l) — M), multt(Xél) —12),. .. ,multt(qul) — )

€ 2.
Conclui-se a demonstracao do teorema repetindo este raciocinio.

O

Finalmente, conforme o teorema (2.4), os ndmeros vi,%e, ..., YN-2,YN—1,1,1,...
deduzem-se dos caracteres de H exatamente da mesma maneira que estes nimeros agora
considerados como elementos da sequéncia de multiplicidades do ramo, deduzem-se dos
caracteres da curva quando associados ao ramo C. Portanto os caracteres deste ramo sao

os mesmos do semigrupo S(*H), ou seja, de H.

Deste modo, respondemos a pergunta que Du Val apresentou em seu artigo e que

mencionamos no final do capitulo (1).

Resposta: Seja o anel H = K[[X1, Xy,...,X,]], onde os X;’s sdo séries em K][[¢]]
que compoem a parametrizacao de um ramo C. Primeiro construa seu fecho de Arf *H, em
seguida tome seu semigrupo S(*H). Utilizando a constru¢ao dada no término do capitulo (2)
encontramos os caracteres de Arf de H, que pelo teorema (3.1), sabemos que sdo os mesmos

encontrados via resolugao canonica.
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