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RESUMO

Neste trabalho estudamos uma classe de problemas de valores iniciais e de fronteira
que modelam o movimento de ondas acusticas em uma regiao limitada com fronteira local-
mente reagente. Apresentamos resultados sobre existéncia e unicidade de solugao, bem como,
resultados sobre a estabilizacao uniforme da energia. Técnicas e resultados de analise fun-
cional, especialmente, teoria de semigrupos, espacos de Sobolev e o método construtivo de
Faedo-Galerkin foram essenciais.

Palavras-chave: Estabilizacao uniforme; Equacao da onda; Condicoes de fronteira da acts-

tica.



ABSTRACT

In this work we study a class of initial boundary value problem which models acoustic
wave motion in a bounded domain with locally reacting boundary. We present results on
the existence and uniqueness of solution as well as results on the uniform stabilization of
the energy. The techniques and results of functional analysis, especially, semigroup theory,
Sobolev spaces and Faedo-Galerkin’s method were essential.

Keywords: Uniform stabilization; Wave equation; Acoustic boundary conditions.
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INTRODUCAO

Atualmente, com o avanco tecnolégico tem-se investido muito no estudo das equacoes
diferenciais parciais, a partir da analise de modelos que estao diretamente relacionados com

diversas areas de conhecimento.

Nesta dissertacao estudamos uma classe de problemas de valores iniciais e de fron-
teira que modelam o movimento de um fluido, sob acao de ondas acusticas, numa regiao
limitada com fronteira localmente reagente, e o deslocamento dos pontos da fronteira. Mais
especificamente, suponha que uma determinada regiao limitada do espago contenha um fluido
ideal o qual se movimenta pela acao de ondas actsticas. As ondas ao se chocarem com a
fronteira da regiao ( “parede” , supondo que esta nao seja rigida e nem absorva impacto),
provocam uma vibragao nos seus pontos. O problema em questao ¢ um modelo matematico,
que descreve o movimento do fluido e o deslocamento da fronteira, inicialmente proposto por

J. T. Beale e S. I. Rosencrans em [3].

De acordo com [3] se u é a velocidade potencial do fluido e § é o deslocamento
dos pontos da fronteira, na direcao normal, entao estas fungoes devem satisfazer o seguinte

sistema de equacgoes acopladas

(1) wy(x,t) — Au(z,t) =0 em € x (0,00);
(2) f(x)ou(z,t) + g(x)de(x,t) + h(z)d(z,t) = —ur(z,t) em I x (0,00);

(3) di(x,t) = gZ(x,t) em [ x (0,00);

onde 2 C R™ é o meio a ser considerado, I' sua fronteira e f, g, h sao funcoes definidas
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na fronteira relacionadas com a massa por unidade de area da fronteira, resistividade e

elasticidade. Adicionalmente as equagoes (1)-(3) sao consideradas condigoes iniciais

(4) u(x,0) = up(z) , u(x,0) = uy(x) para todo x € €;

(5) 0(z,0) =g , 0¢(z,0) = %uo para todo z € I’
v

onde ug, uy, 0y sao fungoes dadas. No Capitulo 1, secao 1.1, detalhamos os aspectos sobre a
dedugao fisica do problema de valores iniciais e de fronteira (PVIF) formulado pelas equagoes
(1)-(5). Também no Capitulo 1 fixamos as notagoes e os resultados preliminares, necessarios

para o estudo feito nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 2 iniciamos com um resultado sobre a existéncia e unicidade de solugao
para o (PVIF) dado por (1)-(5) (Teorema 2.1), devido a J. T. Beale [1], cuja demonstragao
baseia-se na teoria de semigrupos e conveniente escolha de espacos funcionais. A propdsito,
neste resultado a velocidade potencial u pertence a uma classe de fungoes de H'(€), ou seja,
no quociente de H*() pela relagiao de equivaléncia que nao difere funcoes por translagio q.s.

de constante (H'(£2) médulo constante), que é denotado por Hp(f2).

Outro aspecto técnico fundamental é que em Hp(S2) a desigualdade de Poincaré se
verifica. Logo nao é possivel trabalhar diretamente no espaco H'(f2), ou seja, nao é possivel
trocar Hp(Q2) por H'(2). Um caminho alternativo para superar esta dificuldade é considerar
“problemas intermediarios” nos quais considera-se a condicao de fronteira da acustica em
apenas uma parte de I', denotada por I';, e na parte restante, denotada por I'y, considera-se
que tal parte é isolada acusticamente, isto é, com condicao de Dirichlet homogénea. Portanto
particiona-se I em dois subconjuntos I'y e I'; e introduz-se um subespaco fechado de H'(2), o
espaco das funcoes que se “anulam em I'y”, denotado por H%O(Q). Na secao 2.3, do Capitulo
2, apresentamos um estudo sobre a existéncia e unicidade de solugao no espago H%O(Q). No
Teorema 2.2 usamos técnicas de semigrupos, conforme [1], e no Teorema 2.3 usamos o método
construtivo de Faedo-Galerkin, conforme [9]. Ainda, de acordo com o estabelecido em [9] na
secao 2.4 do Capitulo 2 mostramos a existéncia e unicidade de solugao para o problema (1)-
(5), ou seja, com condigoes de fronteira da acustica impostas em toda fronteira I', como limite

de solugoes de problemas intermedidrios no espaco Hf ().
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Além da existéncia e unicidade de solugao um aspecto importante a se analisar é o
comportamento das solugoes a longos periodos de tempo. Neste sentido, em [1], J. T. Beale
provou que para os modelos acima citados nao se tem taxa de decaimento exponencial da
energia. Na busca de estabilizacao uniforme da energia introduz-se modificacoes fisicas no
modelo, obtendo-se um novo problema. A estabilizacdao uniforme da energia esta diretamente
relacionada com a geometria do dominio €2 entre outros aspectos também relevantes para tal
estudo. Nesta linha apresentamos no Capitulo 3 duas abordagens: Uma feita em [10] onde
estudou-se estabilizacao uniforme da energia em dominios simplesmente conexos e uma outra
abordagem em [11] onde tais dominios ndo se enquadram mas com um ganho em outros

aspectos que veremos no decorrer da dissertacao.

Finalizamos observando que nosso trabalho nao contém contribuicao original alguma.
Trata-se de uma exposicao didatica de resultados parciais sobre o problema contidos em [1],
(3], [9], [10], [14], [15]. Existem avancos importantes ao estudo de problemas considerando
equagoes nao lineares tanto no dominio quanto nas condigoes de fronteira (Veja [9], [16], [23]).

Também existem estudos que levam em conta fronteira nao localmente reagente (Veja [28],

291, [11])-



CaApiTULO 1

Preliminares

1.1 Motivacao Fisica
1.1.1 Movimento de Ondas Acusticas

Imagine uma determinada regiao no espaco contendo um fluido ideal sujeito a um
movimento causado por ondas sonoras. Suponha ainda que a fronteira desta regiao nao seja
rigida (que tenha certa elasticidade) e apresente pequeno deslocamento (vibragao) devido ao
choque da onda de som. Aqui apresentaremos a equacao linear que modela o movimento
de ondas de som, de pequenas amplitudes, em um fluido, denominada equacao de ondas
acusticas, bem como equagoes acopladas que modelam o comportamento da fronteira. Veri-
ficaremos que a velocidade potencial do fluido deve satisfazer a equacao da onda. Ondas de
som sao longitudinais, ou seja, as moléculas do fluido movem-se na dire¢cao da propagacao da

onda. Assim nao existem alternancia de picos e vales, mas sim entre compressao e rarefacao.

Figura 1.1: Compressao e Rarefagao

SIMPLIFICACOES ASSUMIDAS:

e O meio é homogéneo e isotrépico, isto €, ele tem as mesmas propriedades em todos os

pontos e todas as diregoes.
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e Pode-se aplicar as leis de Hooke.
e A transferéncia de calor no meio pode ser ignorada.

e Efeitos gravitacionais podem ser ignorados, ou seja, pressao e densidade sao constantes

a menos por uma perturbacao do meio.
e Os movimentos sao suficientemente pequenos para que os efeitos nao lineares sejam

despreziveis.

Para elaborar o modelo utilizamos a descricao de Euler, que consiste em fixar um
sistema de coordenadas no espago, digamos {ey, es, €3}, e descrever as propriedades do fluido
que acontecem numa posicao 7, no instante de tempo t. Deste modo, as grandezas envolvidas

(como pressao, densidade e velocidade) sao fungoes de 7 e de ¢. Denotamos:

e Pressao Total: P.(r,t) = Py + P(r,t), onde Py é a pressao do fluido em estado de

equilibrio e P(7,t) é pressao causada pelo som no meio, pressao acustica.
e Velocidade: (7, t) = (vi(7, 1), v2(7, 1), v3(7, ))

e Densidade Total: p.(7,t) = po + p(7,t), onde py é densidade no estado de equilibrio e

p(7,t) é a densidade na presenga de som.
A densidade p esta relacionada com a pressao P pela seguinte equagao:
p=kpoP (1.1)

onde k£ é uma constante chamada de compressibilidade do fluido.

EQUACAO DE CONTINUIDADE:

Iniciamos com o caso unidimensional. O fluxo de densidade total p.. é a quantidade

de p, que passa, por segundo, na direcao positiva, através do ponto z. Se p, viaja com o



1.1 Motivagao Fisica 15

fluido, este fluxo sera igual ao produto de p, por ¥, que no caso unidimensional é

J(z,t) = pp(z,t)vi (2, 1)

i) ——* —* J(x+dx

v
=

WX

.

Figura 1.2: Fluxo num elemento de fluido

O fluxo J(z,t) representa um ganho e J(x + dz,t) uma perda de p, no intervalo
(x,z 4+ dz). A diferenca entre o ganho e a perda deve ser igual a taxa de varia¢do, com o

tempo, de p,. no elemento de fluido. Assim a taxa de mudanga de p, nessa regiao é

(9(5; de = J(x,t) — J(z + dz, t).

Expandindo em séries e desprezando os termos nao lineares, pois estamos considerando va-

- . 0 oJ

riacoes suficientemente pequenas, obtemos %dm = J(x,t) — J(x + dz,t) = —a—dq;. Ou
x

ainda,

ot oz ox"
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Lembrando que p, = py + p e que py é constante, temos

dp o0 ap
pn ——(POJFP)%—M%- (1.2)

Agora, vamos generalizar a equagao acima para trés dimensoes. Primeiramente,
observe que o fluxo de p, é J(7,t) = p (7, )0(7,t) = (Ji(T,t), Jo(7, 1), J3(7,t)). Assim a
variacao de fluxo no elemento de volume dzdydz é

0
GptT drdydz = [J1(F,t) — Ji (7' + dxey, t)|dydz + [Jo(T) 1) — Jo(7 + dyea, t)|dxdz+

+[J3(7,t) — J3(7 + dzes, t)]|dzdy.

Novamente, expandindo em séries e desprezando os termos nao lineares temos

8pT . 8J1 8J2 8J3
BT drdydz = —a—xdxdydz — @—ydxdydz — Edmdydz
ou ainda
aaptT dxdydz = — div(J)dzdydz.
Logo,
88[); = —div(J) = —div(p0) = —p, div(v) —U- Vp,

Substituindo p,. = py + p e levando em consideracao que py é constante obtemos

0 .
3*5 =—(po+p)div ¥ —7-Vp (1.3)

chamada equacao de continuidade, a qual relaciona a densidade p com a velocidade v.

EQUACAO DO MOVIMENTO:

Procedendo como anteriormente, iniciamos pelo caso unidimensional. A forca no
elemento de fluido de massa p.dz (densidade vezes “volume”) é a diferenga de pressao, ou

seja, P(x,t) — P(z + dz,t), que de acordo com a segunda lei de Newton é igual ao produto
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da massa vezes aceleracao. Suponha que a posicao de cada particula é uma funcao derivavel

dz
do tempo, isto é, x = x(t) é derivavel com relacdo a t e E(t) = v (x(t),t), onde vy (z,t) é a

dv
velocidade. Entao d—tl(x(t), t) é a aceleragao do fluido em z no instante ¢. Logo

dUl

Plat) = Pla-tdot) = py o (GHe0.0) =+ ptat0).0) e (1 (e0.0)]).

Expandindo em séries e usando a regra da cadeia, obtemos

oP B B ovy dx ovy
o wl0) s = P(a,)=Plade, )= -+ o). 0) e (G260, 05710 + a0,
0 Jvy .
Note que — (v1(z,1))? = —(:c,t)vl (x,t). Em particular
Ox Ox
0 9 8"01 81}1 dx
& (wn (1), 1) = 22 a(0), er(0(0), 1) = 202 (a(0), )2 1)
Substituindo na equagao anterior, obtemos:
oP . 10 2 0’01
S wl0) s = (o0 p(al0),0) (5 1 (0,07 + e8] - (1
Por outro lado, substituindo a relagdo p = pok P na equagao (1.2), temos
oP oy oP
Ok‘a( t) = —po(l + kP(x, t))a—(x, t) — pokvy(x, t)a—x(x, t) . (1.5)

Como mencionado anteriormente, p e P assumem valores pequenos se comparados
com pg e Py. Assim se desprezarmos os termos de segunda ordem em (1.4) e (1.5), chegamos

nas equacoes

op_ 0 9P Ou
or Mo ¢ Yor T Tor

Assim, diferenciando a primeira equacao com relacao a = e a segunda com relacao a t obtemos

a Equacao do Movimento Actstico

er_ 1w
o> kpy 02*
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ou seja a pressao satisfaz a equacao da onda. Analogamente, diferenciando a primeira em
relacao a t e a segunda em relacao a x, temos que v; também deve satisfazer a equacao da
onda

82'01 1 82’01

ot* B kTOg or?
Generalizando para trés dimensoes, suponha que a posicao da particula é uma funcao
derivavel no tempo, ou seja, 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)), com z = x(t),y = y(t) e z = z(t)
derivéveis. Considerando cada umas das trés direcoes coordenadas de R?® e fazendo uma

interpretacao analoga a anterior, em cada coordenada, obtemos

(potp) (Qr dve dws) [ 0P - 0P - OF
PPt @t )~ \ oz oy 92)

Derivando v; (7, t) = v;(z(t), y(t), z(t),t), em relacao a t, e desprezando os termos de segunda

ordem, resulta que
ov

Anélogo ao caso unidimensional, de (1.3) e usando a relacao p = ppk P, temos que

P

Desprezando os termos de segunda ordem temos

oP
- div 7. 1.
k(?t div v (1.7)

Tomando o divergente na equagao (1.6) e usando (1.7) para eliminar ¢, concluimos:

0?pP

AP =div(VP) = —pog div v = Pok’ﬁ ,

ot
ou seja, a pressao da acustica deve satisfazer a equacao da onda

0*P 1
—5 — —AP=0. 1.8
atQ Pok ( )
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Podemos expressar a velocidade da particula e a pressao em termos de uma tnica
funcao com valores escalares. Para isso, suponha que o campo vetorial definido pela veloci-
dade ¥ seja conservativo. Assim existe uma funcao u denominada velocidade potencial do

fluido com valores escalares tal que:

v=—-Vu. (1.9)
Disto e de (1.6) segue que:
ou
P=py— . 1.10
Po5y ( )

De (1.7), (1.9) e (1.10) concluimos que a velocidade potencial u também satisfaz a

equacao da onda, ou seja

o que conclui a subsecao.
1.1.2 Condicoes de Fronteira da Acustica

Suponha que 2 é um dominio limitado em R? com um fluido em seu interior, o qual
esta em repouso, exceto pela presenga de ondas acusticas. Se u = wu(z,t) é a velocidade
potencial, entao —Vu(z,t) é o campo velocidade da particula e, como vimos na subsecao

anterior, u deve satisfazer a equagao da onda
Uy — AAu=0 em Q x (0,00),

onde ¢ é a velocidade do som no fluido. Vamos considerar, sem perda de generalidade, que

¢ = 1 para simplificar a notacao.

Agora, suponha que a fronteira de €2, denotada por I', nao é rigida e esta sujeita a
pequenas oscilacoes. Vamos assumir que cada ponto de I' reage a pressao causada pela onda
acustica como um oscilador harmonico amortecido e mais, I' é localmente reagente, o que
significa que cada um de seus pontos age, devido a pressao do som, de modo independente
um do outro. Assim, se a fronteira tem massa por unidade de drea m = m(z), resistividade

d = d(x) e coeficiente de elasticidade k = k(x) (fungbes nao negativas sobre I') e denotando
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por § = 6(z,t) o deslocamento vertical na dire¢ao normal & fronteira no ponto x e no instante

de tempo t, entao ¢ deve satisfazer a equagao
m(x)oy(z,t) + d(x)d(x,t) + k(z)d(x,t) = —P(z,t) em I' x (0,00) , (1.11)

onde P(z,t) é a pressao acustica no ponto z e instante de tempo ¢. Note que em verdade a
equagao (1.11) é uma EDO. Denotando por py a densidade uniforme do fluido em repouso,
temos conforme (1.10) que P(z,t) = pout(x,t). Substituindo em (1.11) e dividindo por py,

vemos que 0 deve satisfazer
f(@)ou(x,t) + g(x)oy(z,t) + h(z)d(x,t) = —uy(x,t) em I' x (0,00) , (1.12)

onde f, g, h sao funcoes nao negativas definidas em I'.

Vamos assumir também uma condi¢ao de impenetrabilidade da fronteira, isto é,
admite-se que ha compatibilidade entre a velocidade normal da fronteira, &;(x,t), e a veloci-

dade normal do fluido. Logo devemos ter que

d(x,t) = gZ(x,t) em I'x (0,00) , (1.13)

onde v é o vetor normal unitario em I', exterior a 2.

As equagoes (1.12) e (1.13) sao chamadas de Condigoes de Fronteira da Acustica e

foram inicialmente propostas por Beale e Rosencrans [3].

Resumindo nossa exposicao, verificamos que a velocidade potencial u do fluido e o

deslocamento ¢ da fronteira I" devem satisfazer ao sistema de equagoes acopladas

u(z,t) — Au(z,t) =0 em Q x (0,00); (1.14)
f(@)ou(x,t) + g(x)ds(x,t) + h(x)d(x,t) = —u(z,t) em T x (0,00);  (1.15)

de(x,t) = gZ(x,t) em I'x (0,00); (1.16)

que acrescido de condigoes iniciais compoem um problema de valores iniciais e de fronteira,
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denominado na literatura de problema de valores iniciais e de fronteira para a equacao da

onda com condigoes de fronteira da acustica.

1.2 Notacoes e Resultados Prévios

Representamos por €2 um subconjunto aberto, conexo e limitado do R™ com fronteira

I’ bem regular, que neste trabalho denominamos por um dominio do R™. A medida (de

Lebesgue) de € é denotada por pu(Q)) = / dx. Note que neste caso a fronteira I' é uma
Q

variedade compacta, sem bordo, C*°, de dimensao n — 1.

Por L?(€2) denotamos o Espago de Banach das fungoes mensuraveis u :  — R tais

que |u|P é Lebesgue integravel sobre 2. A norma em LP({2) é dada por

Wl = ([ aPar)”

Por L>(2) denotamos o Espago de Banach das fungdes mensurédveis v : & — R que sao

essencialmente limitadas em 2. A norma em L>(Q) é
|| oo = HuHLOO(Q) = supgss lu(z)| = inf{C € R; |u(x)| < C q.s. em Q}.
e

Em particular, L*(2) é um Espago de Hilbert cujo produto interno e norma denotaremos

respectivamente por

(w,v) = [ u(e)o(a) dz e ful = fullu = (/ lu(z |dx>

Anédlogo ao L2(f2), definimos também o Espaco de Hilbert L?(T") cujo produto interno e

norma serao denotados respectivamente por
(w,0)p = | w(z)o(z) dz e |ufp = [u], | u(@)*de
T L (r)

Por outro lado, se z € L>®(I") é tal que z(z) > 0 q.s. em I', entdo podemos definir
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um outro produto interno e norma em L*(T"), dados por

(u,v), = /z(x) u(z) v(z) dl e |uf? = /z(m) |u(z)|* dT (1.17)
r r
para todo u,v € L?(T"). Na literatura tais aplicacoes sao chamadas de produto interno com

peso e norma com peso em L?(T), respectivamente.

Por D(Q2) denotamos o espago das fungoes testes sobre €, isto ¢, D(2) = C°(Q)
munido da topologia do limite indutivo, onde C§°(Q2) é o espago das fungoes u : 2 — R
infinitamente diferencidveis em €2, cujo suporte é um compacto de Q. D'(2) representa
o espaco vetorial das distribuicoes sobre ), munido da topologia fraca, ou seja, o espago
constituido por todas as aplicagoes, T : D(€2) — R, lineares e continuas, munido da seguinte
nocao de convergéncia: T,, — T se, e somente se, (T,,¢) — (T, ¢), V ¢ € D(Q2). Agora, dado
T € D'(Q) e @ um multi-indice, definimos a derivada de ordem «, da distribuigdo 7', por
(DT, ) = (—=1)I*lT, D), para todo ¢ € D(Q). Verifica-se que D*T ¢ uma distribuicao,
ou seja, DT : D()) — R é uma aplicacdo linear e continua, e mais, o operador D¢ :

D'(Q2) — D'(R2), que a cada T associa DT ¢ linear e continuo.

Dado m € N, por H™(2) representamos o Espaco de Sobolev de ordem m constituido
das funcoes u € L*(2) tal que D € L*(QQ), para todo multi-indice o = (o, ..., a,) € N?
tal que |a] = a3 + -+ + a,. Aqui D® é o operador de derivagdo de ordem «, no sentido das

distribui¢oes. A norma usual de H™(€2) é definida por

3
[l 1m0y = ( ) ID‘”‘UIQ) '

|laj<m

Denotamos por H,,.q4(0) o subespago vetorial fechado de H'(f2) das fungdes com
média zero, isto é:

Hynea(0) = {u € HY(Q) ; /Q u(z) dr = 0Y.

Teorema 1.1. (Desigualdade de Poincaré para H'(())

a) Eziste uma constante C' > 0 tal que
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para toda u € Hyeq(0). (1.18)
L2(Q)

|U|%2(

(573:Z

b) De modo mais geral, existe uma constante C' > 0 tal que

para toda u € H*(Q). (1.19)

<CZ

2
|U|L2(Q) ’/ ) dx 8951

L2(Q)

Demonstragao: Ver [4].

De acordo com o Teorema 1.1 a aplicagao
| Hpea0) — R

v o ol = (Z

=1

ov
89@-

1
2 2
L2(Q))

é uma norma em H,,.4(0) a qual é equivalente a norma induzida de H'({). Portanto

( Hpea(0), ]| - ||) ¢ um espago de Hilbert. Denotaremos o produto interno em H,,.4(0) por

((7)) Hmed(o) XHmed(O) — R
(u,v) — ((u,v) :Z/gu 8xz (x) dx

Representa-se por W™P(§2) o espago vetorial de todas as fungoes u € LP(Q2) tais que
D>y pertence a LP(Q2) para todo |a] < m. O espago W™P({2) munido da norma

1
P

[w]|mp = ( / |D“u|pdx) , para 1l < p < oo,
|| <m

ulloe = 3 supess|D*u(a)], parap = o

laj<m  *€

é um espago de Banach. Note que W™2?(Q) = H™(f2) e que os espagos H™(Q2) sao espagos
de Hilbert. Sabe-se que C§°(€2) é denso em LP(2), mas nao ¢é verdade que C§°(2) é denso

em W™P(Q) para m > 1. Motivado por este fato define-se o espago Wy""(€2) como sendo
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o fecho de C§°(2) em W™P(Q), isto é, CSO(Q)Wm’p(Q) = Wy (Q). Quando © é um aberto

limitado em alguma dire¢ao x; de R" e 1 < p < oo consideramos Wy (2) munido da norma

Jul = (|Z A|Dau<x>|pdx)p

1
que é equivalente a norma ||u||;,,. Suponha que 1 <p <ooel <g<ootal que —+— =1
p q
Representa-se por W~"4(Q)) o dual topoldgico de Wy""(2). O dual topolégico de H* ()

denota-se por H ().

Consideraremos ainda os espagos de Sobolev de ordem s € RT. Denotamos H*(R") =

{u €S (1+]z|*)2a € LQ(R”)} munido do produto interno

(s 0) g1s () = /R (1 (2l Pya(2)b(z)dr.

wA»

Aqui ¢ a transformada de Fourier definida para fungoes v € L'(R") dada por i(z) =
(2m) 2" fn e @Wu(y)dy e S’ é o dual topoldgico do espaco S das fungdes rapidamente de-
crescente no infinito. Prova-se que H*(R") com o produto interno descrito acima é um espaco
de Hilbert. Além disso, se s > 0 temos que H *(R") = (HS(]R"))I e H*(R") — L*(R") —

H=s(R™).
Consideremos a aplicagao:
rq: L*(R") — L*(Q)
u = ro(u) =,
que leva u na sua restrigao a 2.

Para s > 0 temos que H*(2) = {ulg; v e H*(R")}. A fim de definirmos uma

topologia para H*()) consideremos o seguinte espaco de Banach

(R
ker (rq)

={v+ker (rq);v € H*(R")} = {[v];v € H*(R")}

munido da norma
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[[[V]]] = inf{[|w]

peiny; 0 € o]} = if{Jlw sy w € 0+ ker (ra)}.

Assim, para s > 0 e u € H*(2) denotamos

]|y = lIrevl|ms@) = [|[V]||ms @) /xer rg) = If{]|w]| 7o @n); T (w) = u}.

Munido desta norma H*(£2) é um espaco de Hilbert. Além disso, se m € N, as normas

1
2
nwwz(ijéw%mﬁ e lulliney = (I ey i) = ),
la|<m

sdo equivalentes em H™(2). Também denotamos H*(Q) = (H(Q)) onde HI(Q) =

D(Q)HS(Q). Para maiores detalhes sobre os espagos H*(2) e suas propriedades consulte [1],

Para os espagos de Sobolev sobre a variedade I' (fronteira de ), suponha 2 = R’} ou
Q) um aberto limitado bem regular do R”. Dada uma funcdo u definida em §) representa-se
por You a restricao de u a I', ou seja,you = ulr. No caso Q2 =R’} temos que I' = {(2/,0); 2’ €
R™'} e identificamos toda fungao real u definida em I' com a fungao ' — u(2’,0) do R™ !
em R. Com tal identificagao temos que D(T') = D(R*'), LP(T) = LP(R"'). Portanto,

neste caso simples, definimos H*(T") como sendo H*(R"™!).

Por outro lado, quando €2 um aberto limitado bem regular do R”, fixamos um sistema
de cartas locais de T, isto é, {(U1, 1), (Uz, v2), ..., (Un, o)}, € fungdes testes oy, 09, ...,0n
no R™ tais que supp(o;) C U;, j =1,2,..., N, Z;V:l o;(z) =1, x € I'. Dada uma funcao
w definida em I", para todo j = 1,2, ..., N seja

(ojw)(e; (¥, 0)) se y' € Q= (0,1)"",

w;(y) =
0 se y € R"N\Qy.

Dado s > 0, H*(T") é o espago de Hilbert das fungoes w definidas em T tais que w; € H¥(R"™!)
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para todo 7 = 1,2,...N, munido do seguinte produto escalar:

N

(0, v)gsry = Y _(Wj, V;) s (rn—1);
J=1

para todo w,v € H*(T").

Considerando D(Q) com a topologia induzida por H'(€2) a aplicagdo v, : D(Q) —
Hz=(I) é linear e continua. Sendo D(Q) denso em H(R), esta aplicacao se prolonga por
continuidade a uma aplicacao linear e continua, ainda representada por vy : H*(Q2) — H 3 (),
tal que you = ulp; Vu € D(Q), a qual denomina-se aplicacio traco de ordem zero. A aplicacio
traco 7o : H(Q) — Hz(T') é sobrejetiva e o niicleo de 4o 6 0 espaco HE ().
ou

Seja v o vetor normal unitario exterior em I'. Para todo u € D(), seja yu = 9
v
_ r
a derivada normal de u. Analogamente munindo D(£2) com a topologia do H?(2) a aplicagio
_ 0 _
v, : D(Q) — H2(D) tal que yu = a—u para todo u € D(f2) é linear e continua e portanto se
v
r

estende por densidade a aplicacdo linear e continua v, : H2(Q)) —s H2(I') a qual denomina-se

aplicagao traco de ordem 1.
Seja H(A, Q) = {u e H(Q) ; Au € L*(Q)}, o espago de Hilbert munido do seguinte
produto interno

(u, V)p(a,0) = (u,v)g1() + (Au, Av) para todo u,v € H(A, Q).

Note que H?*(2) € H(A,Q). Entretanto podemos ainda “num sentido fraco’falar sobre o
traco de ordem 1 para funcoes de H(A, ). Munindo D(Q) com a topologia induzida por

H(A,Q), a aplicacdo v, : D(Q) — H~2(T") definida por u — yyu = gu‘ é linear e continua
v
r

e se estende por continuidade a uma tnica aplicagao linear e continua
v HA Q) — H (I,

Sobre os espacgos de Sobolev e as aplicacoes traco temos as seguintes identidades fundamentais:

(Férmula de Gauss e a Férmula de Green) - Seja €2 um aberto limitado bem
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regular do R"™.

i) Se u,v € H'(Q), temos a férmula de Gauss:

0

1

/u Ov dx:—/ Ou vd:v—i—/%(u) Y(v) vdl, paratodoi=1,...,n
Q T Q0 r

onde v = (vy, s, ...,1,) denota o vetor normal unitario exterior a I'.

ii) Se u € H*(Q)) e v € HY(Q), temos a férmula de Green:

/QVu Vo dr = —/QAu v dx + /nyo(v) 71 (u) dr. (1.20)

(Identidade de Green generalizada) - Para todo u € H(A,Q) e v € HY(Q)
tem-se:

(AU, U)Lz(g) + (Vu, V’U)LQ(Q) = (’ylu, 70U>H_%(F)><H%(F)' (1.21)

Para um estudo detalhado sobre a teoria de traco veja [1], [6], [24].

Além dos espacos funcionais e a teoria de Tracgo, a demonstragao de varios resultados
nos capitulos subsequentes se baseia em técnicas e métodos da teoria de Semigrupo. Para
completude do trabalho apresentamos na sequéncia, na forma de Teoremas e Proposicoes, os
principais resultado desta teoria. A demonstracao e um estudo completo sobre a teoria de

semigrupos pode ser vista em [5], [12], [18], [26].

Teorema 1.2. (Hille-Yosida) Seja A: D(A) C H — H um operador mazimal mondtono

em um espago de Hilbert H. Entdo para todo ug € D(A) existe uma unica fungdo

u € CH([0, +00); H) N C([0, +00), D(A))

tal que
du
—(t)+Au=0 para todot > 0
dt (1.22)
u(0) = uy .

Além disso, verifica-se as sequinte estimativas
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du(t)
dt

[l < [luolls e = [[Au(®)]|z < [|Auollm, Vi =0 . (1.23)

H

Teorema 1.3. A —w € gerador infinitesimal de um semigrupo S, de classe Cy, satisfazendo
IS()]| < M, se, e somente se, A € gerador infinitesimal de um semigrupo S, de classe Cy,

satisfazendo ||S(t)|| < Me**

Teorema 1.4. (Lummer-Phillips). Seja A: D(A) C H — H um operador linear do espago
de Hilbert H, densamente definido. Se A € dissipativo e existe Ay > 0 tal que Im(\gl — A) =

H, entio A € gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes Cy sobre H.

Teorema 1.5. Seja A : D(A) C H — H um gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes Cy sobre H e B : D(B) C H — H dissipativo. Se D(A) C D(B) e existem
constantes a eb, 0 < a <1 eb >0, tais que | Bx||g < a||Az|| g +b||x||x para todo x € D(A),

entao (A+B) € gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes Cy sobre H.

Teorema 1.6. Seja A : D(A) C H — H um gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy sobre o espago de Hilbert H. Entdo para cada uy € D(A) existe uma tinica fungdo

u tal que

ue C([0,00), D(A)) N C'([0,00), H) ;

Cjiqz(t) = Au(t) para todo t >0 ;

u(0) = ug .

Os préximos dois resultados (Teoremas 1.7 e 1.8) sao devido a Arendt e Batty e

podem ser encontrados em [2].

Teorema 1.7. Sejam S(t)i>0 um semigrupo de classe Cy sobre H e A : D(A) C H — H
seu gerador infinitesimal. Se S(t)i>0 € um semigrupo de contragées, nenhum autovalor de A
reside sobre o eizo imagindrio e o(A) NiR € enumerdvel, entio S(t);>o € fortemente estdvel,
ou seja,

tli}m |S(t)x||g =0 para todo x € H |
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ou ainda, toda solu¢ao generalizada da equagao diferencial v'(t) = Au(t) tende para 0 quando

t — oo na norma do H. Aqui o(A) denota o espectro do operador A.

Teorema 1.8. Assuma que A é gerador infinitesimal de um semigrupo S, de classe Cy. Se
S € um semigrupo de contragoes, entdo o,(A) NiR = 0,(A) NiR, onde 0,(A) € o espectro

pontual e o.(A) € o espectro residual do operador A.

Enunciaremos trés teoremas que vamos utilizar na secao 3.3. Primeiro vamos a
um resultado que da condi¢oes para que a solucao, de um certo problema variacional, seja

identicamente nula. Este resultado pode ser encontrado em [19].

Teorema 1.9. Sejam Q um dominio do R™ e B uma bola aberta (arbitrariamente pequena)

tal que TN B # 0. Se a € L>(Q) e u € H*(Q) sdo tais que

—Au+au=0 em Q,
u=0 e (u)=0 em (FﬂB).

Entao v = 0.

O proximo resultado da condicoes para que um conjunto limitado seja relativamente

compacto. A prova desse teorema pode ser encontrada em [7]

Teorema 1.10. Assuma que X,Y,Z sao trés espacos de Banach tais que X SY — Z.

e Se F um conjunto limitado em LP(a,b; X), para algum 1 < p < oo, tal que o conjunto
O F = {%; fe F} ¢ limitado em Li(a,b; Z), para algum q > 1. Entdo F ¢é relativa-
mente compacto em LP(a,b;Y). Mais ainda, se ¢ > 1, entao F' € também relativamente

compacto em C(a,b; 7). Aqui %{ significa derivada no sentido das distribuigoes.

e Se I € um conjunto limitado em L*(a,b; X) e o conjunto O, F € limitado em L"(a,b; Z),

para algum r > 1, entao F' é relativamente compacto em C(a,b;Y).

Finalizamos a se¢ao com um teorema que estabelece condigoes adicionais para que o
operador linear e limitado do espaco de Hilbert H seja um operador compacto. A demons-

tracao desse fato pode ser vista em [25].
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Teorema 1.11. Seja A € L(H). Se H é um espaco de Hilbert separdvel entao A € L.(H).

1.3 Espaco Hp(1)

Nesta secao vamos introduzir o espago “H'(Q) médulo funcio constante” o qual
denotaremos por Hp(f2) conforme [1]. Também veremos que este espago identifica-se com
o subespago de H'(Q)) das fungoes de média zero, H,,.q(0). Iniciamos definindo a seguinte

relagao de equivaléncia em H'(Q):

Definigao 1.3.1. Dados u e v em H*(Q) dizemos que u ~ v se, e somente se, existe uma

constante ¢ tal que u = v + ¢ q.s. em ).

E facil ver que “~” é uma relacio de equivaléncia em H'(Q) e para toda u € H'(2)
temos a classe de equivaléncia @ = {v € H'(Q); v ~u} = {v € H(Q); para qual existe ¢ €
R tal que u = v+ ¢ q.s. em Q}. O lema a seguir é fundamental para a identificagao

pretendida:

Lema 1.3.1. Para cada u € H*(Q) existe um tinico v € Hpeq(0) tal que u ~ v.

1
Demonstragao: Dados u € H(Q), considere v(z) = u(z) — (Q)/ u(y) dy. Observe que,
i Q
1
— / u(y) dy é uma constante. Temos também que
1(€2) Jo

/Qv(m) dx = /Qu(x) dx —/Q (lt(lQ)/QU(y) dy) dx =0,

0 que prova a existéncia. Agora, suponha que v1,v, € 4 = {v € H'(Q);u ~ v} sdo tais que
Jovi(x) de = [que(x) dx = 0 . Como vy, vy € U temos que v; ~ Vg, OU seja, existe uma

constante ¢ tal que v; = vs + ¢ q.s. em (). Integrando em 2 obtemos

/Qvl(x) dr = /Q(UQ(x) +c¢) dx = / vo(x) dx + cp(?) ,

Q

de onde resulta que cu(2) = 0, ou ainda, ¢ = 0. Consequentemente, v; = vy .. em € e isto

prova a unicidade. O



1.3 Espago Hp(2) 31

HY(Q
Definicao 1.3.2. O conjunto quociente (@) = {u; ue H'(Q)} ¢ chamado espago H'(Q)

Y

mddulo fungdo constante o qual, por simplicidade, denotamos por Hp(S).

Veja que de acordo com o lema, em cada classe u € Hp(€2) existe um, e somente um,

elemento v € H,,eq(0).

Considere u, w € Hp(Q2) e defina

N

il = (Z

, para todo v € u
O ()

(ﬂ,w)D:Z/gv (x) 577 (x) dx , paratodov € uen € w

Note que as defini¢oes de |u|p e (4, w)p independem do representante escolhido na classe.
Proposicao 1.3.1. (HD(Q), (-, )p, | - \D) ¢ um espaco de Hilbert.

Demonstracao: Primeiramente, mostremos que |- |p é de fato uma norma. Para isto basta
provar que se |u|p = 0 entdao u = 0, as demais propriedades necessarias para que | - |p seja

uma norma sao trivialmente satisfeitas. Suponha que u € Hp(Q2) e seja v € H,peq(0) seu

tnico representante dado pelo Lema 1.3.1. Entao, se |u|p = 0, obtemos

1
n 2 3
) —0.
i=1 L2(Q)

Por outro lado, desde que v € H,eq(0) pelo Teorema de Poincaré (Teorema 1.1) existe uma

ov
8xi

constante C' tal que

[0[72(0)

i LQ(Q) .

Consequentemente, ’U|i2(§z) < 0 o que implica que v = 0 q.s. em 2. Portanto u é a classe do

zero em Hp(Q).

Agora, vamos verificar que Hp(2) é completo. Seja (ﬁn) oy ma sequéncia de

Cauchy em Hp(2). Entdo, se escolhermos os tinicos representantes v, € Hy,.q(0) das classes
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U,, obtemos uma sequéncia (vn> . de Cauchy em H,,.4(0). Como H,,.4(0) é um espago de
Banach, existe v € H,,q(0) tal que v, — v em H,,0q(0). Assim u, — v em Hp(Q2),onde

U € Hp(Q) e possui v com seu tnico representante em H,,.q(0), provando o resultado. O

Finalizando a se¢ao observando que Hp(£2) identifica-se com o espago H,eq(0). De

fato, a aplicacao

F: Hp(Q) — Hpea(0)

u — F(u)=v

onde v é o Unico elemento de H,,.4(0) que pertence a classe u, dado pelo Lema 1.3.1, é um

isomorfismo isométrico.

1.4 Espaco Hy (Q)

Seja 2 um aberto, limitado e conexo do R™, n > 2, com fronteira I' bem regular.
Suponha que {T'g,I";} seja uma particao de I" em dois subconjuntos conexos, disjuntos e de

medida positiva, isto é:

i) T'g e I'y sdo subconjuntos conexos de I'
Zl) Fouflzfefgﬂflz@

i1i) p(To) > 0e p(Iy) >0

I

Assim, definimos por Hf (€2), o espaco da funcoes u € H'(Q) tal que yo(u) = 0

quase sempre em [j. Daqui em diante quando mencionarmos H%O(Q) estaremos sempre
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considerando (€2, Ty, ') nas condigdes acima.

O espago H} () é um espago de Hilbert com a topologia induzida por H'(£2). De
fato, basta provar que Hy, (€2) é um subespago fechado de H'(€2). Sejam {uy}ren C Hp, ()
eu € HY(Q) tal que ux — u em H'(Q). Pela continuidade da aplicacao trago 7y, temos
que Yo(ur) — o(u) em Hz(I') — L*(T). Logo existe uma subsequéncia (ukj)jeN tal que
Yo(ug;) = v0(u) g.s. emI'. Como {ug, } C HE, () temos que yo(uy,) = 0q.s. em Ty, VjeN

e da convergéncia acima, concluimos que y(u) = 0 q.s. em I'y, 0 que prova que u € Hp, ().

Logo, Hy, (€2) é um subespago fechado de H'(9).

Em H} (Q) as normas [Ju|| g1 (o) e [Jul| = |Vu| sdo equivalentes. Com efeito, notemos

inicialmente que a aplicacao

u € Hp,(Q) — |lull = [Vu|

0
define uma seminorma em Hy (). Agora, se |jul| = 0 isto é, [Vu| = 0 entéo au =0, Vi=
T
1,...,n. Logo, u = C, onde C' ¢ uma constante (notemos que €2 é conexo). Como 7o(u)|r, = 0

resulta que u = 0 g.s. em (). Portanto, a aplicacao acima é uma norma.

A desigualdade [Jul|* < |uf® + [Jul|* = |lu[|3;q é trivialmente verificada. Para pro-
varmos a equivaléncia das normas resta mostrar a existéncia de uma constante ¢; > 0 tal
que |u| < ¢if|ull; ¥ u e HE (Q) (Desigualdade de Poincaré). Se u = 0 nada temos a provar,
entao suponhamos que u # 0. Mostrar o desejado é equivalente a mostrar a existéncia de

uma constante c; > 0 tal que

u

Co < |u

; Yue H ().

Ou ainda, basta provarmos que 3 ¢ > 0 tal que |lul| > ¢, Yu € H} () com |u| = 1.
Suponhamos, por absurdo, que isto nao ocorra. Entao para cada n € N existe u,, € H%O (Q)

1 -
com |u,| =1 e, no entanto, ||u,|| < —. Tomando o limite quando n — 400 resulta que
n

lim [|u, || = 0. (1.24)
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Agora, observe que
1
[l o) = lunl* + un]* <14+ — <2 ¥neN, (1.25)

o que implica que (un) . é uma sequéncia limitada no espaco topolégico (Hp (), ||l #1(a))-

Sendo Hy, (€2) Hilbert com a topologia induzida por H'(Q), existe (u,,) . subsequéncia de
1 .

(un)neN e u € Hy (92) tais que

u, = u em Hf (Q). (1.26)
Usando a semicontinuidade inferior da norma, (1.24) e (1.26) obtemos ||u|| < lim, . ||u, || =
0 e portanto u = 0.

Por outro lado, em virtude da imersao H'(Q)) — L?(f2) ser compacta, entdao de

(1.25), apds a extragao de uma eventual subsequéncia obtemos

u, —u em L*(Q) (1.27)
o que implica que |u,| — |u|. Como |u,| = 1 vem que |u| = 1 o que é um absurdo, pois
u = 0. Ficando provado a equivaléncia entre as normas.

Formalizado o espaco H%O(Q) falaremos um pouco da Teoria Espectral que usaremos

na Segao 2.3.2. Observe que Hy (2) N H?(€2) = Hp () e Hp (Q) = L*(Q) .

Sempre que nos referirmos ao espago Hp (Q2) N H?(2) ele estard munindo com a topologia
dada pela norma usual de H?(€2). Como (H%O(Q) ﬁH2(Q)) é um espagco de Hilbert separdvel,

existe um sistema ortonormal e completo que denotaremos por A= {U?]} N’ Logo
J

—H2(Q) . )
[A] = Hp, () N H*(Q)
onde [ A] é o subespaco gerado pelo conjunto A. Claramente Hi (Q)NH?(Q) < HE (Q) —

L*(Q) com imersdes continuas e densas. Logo,

A" @) e (A7 =)
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Por outro lado, ortogonalizando o conjunto A em H}, () e depois ortogonalizando em L*(12)
via processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt obtemos um conjunto A = {wj} o tal
j
~ ~ 772
que A e A geram o mesmo subespago, ou seja, [ A| = [ A]. Dessa forma, [ A ]H @ _

1 2 T @) 1 ey () 2 , )
Hy () N H*(Q), [ A] = Hy () e [A] = L*(Q2) e portanto, A é um sistema
ortonormal e completo em L*(f2), ortogonal e completo em H{ () e ortogonal e completo

em Hp ()N H?*(Q).

Feitas essas consideragoes, para cada m € N denotamos por W, = [wy,...,wy,] 0
subespago vetorial gerado pelos vetores wy, ..., w,. Entéo, se ug € H} () N H?*(Q), existe
(uOm) N C Wy, tal que ugy — up € Uom = 25 ajpw;. Também se u; € H%O (), existe

m

(ulm) e c W,, tal que

m
Uy, —> U1 € Uiy = Zﬁjmwj .
j=1

Agora vamos escolher um sistema ortonormal e completo conveniente de L*(T'y).
Desde que L?*(T';) é um espaco de Hilbert separdvel, consideramos {zj} _y um sistema orto-
j

normal e completo de L*(T';). Observe que

Wy CWyC---CW,, C--- CHp (Q)NH*(Q),

e tomando (Ro%): HY(Q) % L*T) L L*(Ty)

u — Y(u) — R(vo(u)):%(u)

|
é facil ver que (R o fyo) ¢ linear e continua. Assim dim ((R o 70)(Wk)) < k para todo k € N

e consequentemente existe uma reordenacao do sistema {zj} o digamos {zjl} N tal que
j€

(Ro)(Wh) C Lzl - s (Rom0)(Win) C [21, -, 2m]

Escrevendo Z,, = [#j1, ..., 2jm) temos que o sistema {zjl} ainda é ortonormal e completo

leN
em L*(Q) e (R o 70) (W) C Zy. para todo k € N. Pela construcao acima, se ug,, € W,, entao

70(u0m)|rl € Zn. Repetindo a construcao para aplicacao traco 7y, temos que: se uy,, € Wy,

entao vy (Ui ). € Zm para todo m € N,

I,



CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade de Solucoes

2.1 Introducao

Motivados pela deducao fisica descrita no capitulo 1, neste capitulo apresentamos

um estudo sobre a existéncia e unicidade de solugao para o problema de valores iniciais e

de fronteira para equagao da onda com condigoes de fronteira da acustica. Para fixar tal

problema consideremos:

e () um subconjunto aberto, conexo e limitado do R™, n > 2, com fronteira I' bem regular.

Neste caso a fronteira I' é uma variedade C'*°, compacta, sem bordo, de dimensao (n—1);

e f. g, h, o : ' — R quatro funcoes reais definidas em T’

® ug, uy : {2 —> R duas fungoes reais definidas em (2.

O problema consiste em determinar um par de fungoes reais (u,d) com

u:Qx(0,00) — R e 0:T x(0,00) — R tais que:

(P1)

ug(x,t) — Au(z,t) =0 para z € Qet > 0;
f@)oy(x,t) + g(x)oy(z,t) + h(z)d(x,t) = —uy(x,t) para z €l et >0;

0
Oz, t) = —u(a:,t) para x €T'et > 0;

ov
u(z,0) = ug(x) , u(z,0) =wus(x) para x € Q;
d(z,0) =do(z) , &(x,0) = %(l‘) para z €1 .

ov
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Uma vez posto o problema (P1), é necessario fazer hip6teses sobre as fungoes f, g, h,,
bem como, estabelecer o conceito de solucao. Tecnicamente falando é necessario escolher
espacos funcionais convenientes onde, dentre varios aspectos, se tenha a desigualdade de
Poincaré. Fazendo uso da Teoria de Semigrupos estudamos o problema (P1) no espaco
Hp(Q), conforme [1]. Note que ao considerar o espaco Hp(2) introduzimos ao problema
uma condicao adicional, neste espaco nao ha distin¢ao entre fungoes que diferem q.s. por
constantes (H'(€) médulo funcio constante). Conforme vimos no Capitulo 1 este espago

identifica-se com 0 H,eq(0).

Num outro momento, a busca de solugao para o problema em um espago funcional
(subespago de H'(Q) ) e na impossibilidade de uma abordagem direta, uma ideia é considerar
“problemas intermedidrios” onde as condicoes de fronteira da actstica sao impostas sobre
uma parte da fronteira, e na sequéncia considerar o limite desses problemas intermediarios.
Deste modo, vamos considerar as condi¢oes de fronteira da acistica somente numa parte da
fronteira I' e condicoes de Dirichlet homogénea no restante. Isto nos leva a particionar a
fronteira I' em duas partes disjuntas I'g,I'; e estudar o problema no espaco H%O (©). Lembre
que em Hf (Q) vale a desigualdade de Poincaré. Nas préximas se¢oes realizamos este estudo
via método de semigrupos e também o método construtivo de Faedo-Galerkin, veja [1] e [9].
Observe também que este problema tem seu apelo fisico préprio. Basta imaginar que parte

da fronteira I'y seja isolada acusticamente e I'; nao seja isolada.

Para explicitar o problema, consideremos (Q, [o, F1> conforme descrito na Secao 1.4
onde definimos o espaco H%O(Q) eaqui f, g, h, 6y : 'y — R quatro fungoes reais definidas
em I';. O problema consiste em determinar um par de fungoes (u,d) com u : Q x (0,00) —

Red: Iy x(0,00) — R tais que
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u(x,t) — Au(z,t) =0 para z€Qet >0

u(x,t) =0 para z€lget>0;

f(@)ou(x,t) + g(x)oe(x, t) + h(z)d(z,t) = —us(x,t) para z€l'yet>0;
(F2) Sz, t) = —Z(x,t) para z €Iy et >0;

u(z,0) = ug(x) , wu(z,0) =wui(x) para x € Q;

3(z,0) = do(x) , 04(x,0) = %?(x) para z €' .

Apbs o estudo do problema (P2) retornamos com uma nova abordagem para o pro-
blema (P1), definindo de forma adequada uma sequéncia encaixante de conjuntos em I'; dada
por (FOm)meN tal que u(Ty,,) — 0. A ideia é que para cada m € N se tenha uma solugao
de (P2) e quando passarmos o limite no m obteremos uma solu¢ao de (P1) como limite de

solucoes de (P2). Veja [9].

Finalizamos o capitulo fazendo algumas modificagoes fisicas no modelo, chegando
a um novo problema que denominaremos por (P3). Estas alteragoes no modelo ocorrem
porque pretendemos obter estabilizacao uniforme da energia associada. Para os problemas
citados anteriormente J. T. Beale em [!] provou que nao hé taxa de decaimento uniforme.
Mostraremos a existéncia e unicidade de solugao do problema (P3) via método de semigrupos.
Veja [10], [11] e [15]. Por simplicidade vamos deixar a formula¢do do problema (P3) para

Secao 2.5.

2.2 Teoria de existéncia no espago Hp(f?)

Suponhamos que as fungdes f, g, h sejam continuas e positivas e que o par (u,d) seja
uma solugao suficientemente suave do problema (P1). Entao, multiplicando primeira equacao

de (P1) por 2u;(z,t) e integrando em 2 obtemos

0 ) B
/Q [at(ut(flf,t)) — 2Au(x, t)u(x,t) | dz =0
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Usando a férmula de Green na identidade acima temos

dt/ u(z,t)) dx+Z/2

Substituindo 0,u = d; chegamos em

5ut
:p(Itdx_Q/@ (x,t) u(z,t)dl =0

dt/ w(z,t)) d“’”FZ/ ot (8@ )>2d:v—2/F6t(x,t)ut(x,t)dr:o

ou ainda,

Z [ L) + lu()* | = 2(8(), () =0 (2.1)

Analogamente multiplicando a segunda equacao de (P1) por 20,(z,t) e integrando

sobre I, resulta

A{;[ﬂ@@ﬂuﬂﬂ44mmx&@¢ﬁ2+§lM@ﬂ&@ﬂfﬁsz—Qé@d%ﬂ&@JMF

ou seja
dt/[ J(@)di(a, 1)) + (R ()8 ]dFJr/ (@)du(a, 1)) dT :—2/Fut(x,t)6t(a:,t)d1“
que pode ainda ser reescrito na forma

d L 2 L 2 1 2

SR + RS0 | +21g*6 2 = —2(60), w®)),. (2.2)

De (2.1) e (2.2) temos

d 1 1 1
7 Ll ®F + @) + [£28,0)F + [R26(1)[} | = ~2lg28,(0) 7

Esta identidade nos motiva definir a energia associada ao problema (P1) por

E(t) = [u(®)2 + [[u(@®)]) + | f28,)]? + [h26(t)|> , ¢t >0
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e com isso a energia deve satisfazer:

Logo a energia F = E(t) é nao crescente e também, se ¢ = 0 entao a energia é conservada,

ou seja, constante.

Definigao 2.2.1. Dados ug € Hp(Q) tal que Auy € L*(Q), uy € HY(Q) e 6o € L*(T), uma

solugdo do problema (P1) é um par de funcoes (u,0) na classe:
u € CY([0,00), Hp(2)) N C?([0,00), L*(Q)) e Au(t) € L*(Q)

§ € C*(]0,00), L*(T))

satisfazendo:

uy(t) — Au(t) =0 em L*Q) e t>0;
FOu(t) + g6, (t) + ho(t) + yo(u(t)) =0 em L*T) e t>0;
/Q (Au(t) + Vu(t)Vi)de = /F S(o(w)dl, Vb € HY(Q) e t>0;  (2.3)

w(0) = g, w(0) = ur , 5(0) = 6 € 6,(0) = 1 (ug) em H *(T)

Observacao 2.2.1. Note que o operador derivada com relacdo a t e com relagao a x sao
invariantes pelas classes de equivaléncia do espago Hp(QQ). Além disso, a equacao (2.3)
significa que d,u = &; esta satisfeita num sentido fraco. Com efeito, como u(t) € H(A,Q)
para todo t > 0, temos, pela formula de Green generalizada (1.21) e a pela condigdo (2.3),

que

(n(u(t)). 70(¥)) = (8.(t). (), V¢ € H'(Q)

H_%(I‘)XH%(F)
Se u for suficientemente regular, ou seja, u(t) € H?(Q) para todo t > 0, entdo podemos
reescrever (y1(u(t)), (1)), = (3:(t),70(¥)) . para todo ¢ € H'(Q), ou ainda, (v (u(t)) -
5t(t),70(1p)>r = 0 para todo v € H'(Q) de onde resulta que v1(u(t)) = §;(t) em L*(T') para

todo t > 0. Supondo ainda mais reqularidade sobre u, ou seja, u(t) € C*(Y), para todot > 0,
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entdo a—z =0, em I' x [0, 00).

Teorema 2.1. Sejam f,g,h € C(I') com f e h fungdes estritamente positivas e g ndao

negativa. Se ug € Hp(Q) com Aug € L*(Q) e € tal que existe §; € L*(T") satisfazendo

(o) (@) 3 3 = (0,%0)) ¥ e H (),

H 2(D)xH?(T)
up € HY () e & € L*(T), entdo existe uma tnica solugao para o problema (P1) sequndo a

definigao (2.2.1).

Demonstragao: Seja H = Hp(2) x L*(2) x L*(T') x L*(T'), com o produto interno dado
por:

(W, V) = (w1,71)p + (w2, v9) + (h%wza hévs)r + (f%w4, f%U4)r

onde W = (w1, wy, w3, wy) € H e V = (U1, v2,v3,v4) € H. Note que (H, (- ,)H) ¢ um espaco

de Hilbert, pois cada coordenada com seu respectivo produto interno ¢ um espaco de Hilbert.

Definimos o operador A : D(A) C H — H da seguinte forma:

D<A) = {W :(le w27w37w4) € H, A'U]l € Lz(Q), Wy € H1<Q) ,

[ (i + VunVeyds = [wp()dr, Vo e H()}
Q r

wy way
Ws Aw,
AW = A = para todo W € D(A) .
w3 Wy
1
Wy wF (’Vo(wz) + hw;s + gw4)

Desde que D(A) é um subespago vetorial de H, temos que A é um operador linear nao
limitado de H. Provaremos que (—A) é maximal e mondtono.

e (—A) é mondtono:

Seja W = (wr, we, w3, wy) € D(A), entao:
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(—AW, W)y = —(w3,w1)p — (Awy, wy) — (h%w4, h%wg)r
- (fé l—ﬂ [Yo(w2) + hws + gwy] , f%w4>

= — [/Q(VwQle + Awywq)dx + /r hw4w3dF]

+ /F(’Y()(UJQ)'UM + hw3w4 + g|w4|2)dF . (24)

Agora, como W € D(A) temos que w; e w, satisfazem a relagao

/Q (Awre) + Vaun Vip)dz = /F wio()dl, Y € HY(Q) .
Em particular tomando 1 = wy € H'(Q) e substituindo em (2.4) temos que

(AW W)y = — [/ w470(w2)dr+/hw4w3dr} ‘i‘/(%(ﬂb)ﬂu+hwgﬂ)4‘i‘9|w4|2)dF
T r T

= /g|w4‘2dFZO 3
T

onde na ultima desigualdade levamos em conta que g € C(I') e é nao negativa, concluindo
assim que (—A) é mondtono.

e (—A) é maximal:

Devemos mostrar que o operador (I — A) : D(A) — H ¢ sobrejetor, ou seja, dado
O = (@1, 92, 3, ps) € H, devemos mostrar que existe W = (W, wy, w3, wy) € D(A) tal que
W — AW = & em H. Para isso, dado ® = (&7, 9, 3, p4) € H, escolha um representante
¢1 em H'(Q) da classe g1 € Hp(2) e defina:

1 2
8 = s € C(T) — L(T) (2.5)
& = (p1+¢2) € LX(Q) (2.6)
& = Blv(er) = hes + fod (2.7)

Consideremos em H'(Q) a estrutura dada pelo seguinte produto interno:
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(((u,0))) = (u,0) + (Va, Vo) + (8270(u), B270(v))r (2.8)

para todo u,v € H'(Q). Observe que pela continuidade da aplicagao traco v : H'(Q2) —
L*(T'), a norma induzida por esse produto interno é equivalente a norma usual em H'(2).

Consequentemente (H L), ((, )))) ¢ um espago de Hilbert. Definindo

x: HY(Q) — R
v (6Y) = (&) + (&,v0(@)r

é claro que x esta bem definida e é linear. Provemos que x é continua. De fato:

OGO = 1(61,%) + (&2, %(@)rl* < 2161, ) + 2/(&2, % (@) [*
< 2P + &l o)) < 2016 P[0 + VY + Cléali vl g) < Ml

Logo x € (H 1(Q))l. Assim pelo Teorema da Representacao de Riesz existe um tnico w, €
H'(Q) tal que:
(w1, ))) = (x, %) para todo © € H'(Q) . (2.9)

Note que w; depende da escolha do representante de ¢, em H'(). Porém, para
qualquer representante ¢ € ¥; 0 w; que obtemos na construgao acima pertence sempre a
mesma classe wy € Hp(f), isto é, dado a classe Py encontramos uma tnica classe wy tais que
seus respectivos representantes satisfazem (2.9). De fato: Suponha que ¢; e (1 + ¢) sejam
dois representantes de p; € Hp(Q2). Entao, para o elemento ¢; € H'({2), sabemos que existe
wy € HY(Q) satisfazendo (2.9). Analogamente, repetindo a construcao para (¢; + ¢), temos

definido uma aplicacao linear e continua
X:HY(Q) —R

com (¥, ) = (£,9) + (€2,%(¢)r + (&) + (Be,0(@))r = 06 9) + (6,9) + (B¢, 70(4))r-

Novamente pelo teorema da representacao de Riesz existe um tinico w; € H'(Q) tal que
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(((w01,9))) = (X, %) para todo ¢ € H'(Q) .

Consequentemente, de (2.9) e da igualdade acima

(@, 9)) = () = (6 0) + (6 9) + (Be, 10(@)r = ((wi,))) + (¢, ) + (Be, 30 ())r -
Logo (i — wy, 1)) = (¢,8) + (B¢, 30(¢2))r. De (2.8), vem que
(w1 — w1, 9) + (Vi = wr), V) + (8230( — wn), B27(8))r = (¢, ) + (Be, 30 (),
ou ainda
(11 — w1 — ¢, ) + (V(i1 —wy = ¢), Vi) + (B770(th1 — w1 — ¢), B270(4)))r =0 .

Fazendo v = w, — w; — ¢, obtemos

2

5%70(1171 — W — C)‘ =0.

’u?l—wl—cr—i—‘V(wl—wl—c)f—l— -

Portanto w; = w; + ¢, ou seja, wW; e w; pertencem a mesma classe wy € Hp(2), como

queriamos.

Das relagoes (2.8) e (2.9) resulta que

[ (wit+ VunVide + [ Bro(w)n@)dl = [ Gvde+ [ @u@dr  (2.10)

para todo 1 € H'(Q2). Em particular para ¢ € D(§) temos

/Q (w1t + Ve Vep)da = /Q 1od

para todo ¥ € D() e, usando a definigao de derivada distribucional, obtemos que —Aw; =
& —wp em D'(Q2). Como o segundo membro desta igualdade é regular, ou seja, pertence

a L2(2), devemos ter Aw;, € L*(Q) e
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—Awy; =& —w; em L*(Q) . (2.11)
Isolando o termo w; e substituindo na equagao (2.10), chegamos em
(e + Ve = [ (& = Bro(w)()dr

para todo ¢ € H'(€). Assim, definindo

w4:§2—670(w1) , W9 = W1 — 1 € W3 = Q3+ Wy, (2-12>

resulta que:

wr € Hp(Q) e Aw, € L*(Q),

wy = (wy — 1) € H'(Q),

ws = @3+ ws = (p3+ & — Bro(wr)) € LX),
wy = (& — Bro(wn)) € LA(T)

e mais, /Q(Awlw + Vu, Vy)dr = /w4’yo(¢)df para todo ¢ € HY(). Portanto W =
r
(w1, wa, w3, wy) € D(A). Provemos agora que W — AW = ® em H, isto é,

w1 w2 $1

Wa Aw, ©2

W3 Wy ¥3
1

N —? (70(102) + hws + gw4) 04

Com efeito, usando as igualdades (2.5)-(2.7), (2.11) e (2.12), temos:

o W —wy =w; — (W1 — 1) =P1
wy —Awy = we+ (& —wy1) = w1 — @1+ (1 + p2) — w1 = o

® W3 — Wy =Wy — P4+ Wy = Q3
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Jfws + vo(w2) + hws + gw,
f
= H{fws+0(ws) + h(eps + wy) + guwa}

= +{10(ws) + heos + (f + g + h)ws}

= +{10(ws) + heps + B~ wa}

= {w(ws) + hes + B — Bryo(wn)]}

= {w(ws) +hes + B [B(o(p1) — hps + fioa) = Bryo(wn)]}
(
(

® wy+ %(70(“12) + hws + gwy) =

= %{70 w1 — 1) + hpz + Y0(p1) — heos + foa — yo(wr)}
= +{r0(w1) = v0(e1) + hes + 0(p1) — hos + foa = p0(w1)} = ¢

o que conclui a prova de que (—A) é maximal.

Pelas hipétese do teorema se denotarmos Wy = (ug, uq, do, d1) entdo Wy € D(A).

Assim pelo Teorema de Hille-Yosida (Teorema 1.2), existe uma tunica fungao
W e C([0,00); D(A)) N C([0, 00); H)

tal que

dt

(P) dﬂ(t) = AW(t) em H e paratodot > 0;
W@O) = W, em H.

Tomando u = wy e § = w3 temos que o par (u,d) é uma solugao do problema (P1)
segundo a definigao 2.2.1. De fato, desde que W = (W, we, w3, wy) € C(]0,00); D(A)) N

C1([0,00); H) ¢ a tinica solugao do problema acima, entao:

wy € C1([0,00); Hp()) e Awi(t) € L*();
wy € C1([0,00); L3()) e wo(t) € HY(Q);
ws, wy € CY([0,00); LA(T))

wi(t) = wy(t) , wy(t) = Awn(t) , wy(t) = walt) ,

wh(t) = —Jl,,,(%(wzw) T hws(t) + gua(t)) |
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onde u'(x,t) = ey Logo,

ot

wy € ([0, 00); Hp(€)) N1 C*([0,00); L*(Q)) , Awy(t) € L*(9);

ws € C*([0,00); L*(I"));

wi{ — Aw; =0

wl = —}wo(w; (1)) + huws(t) + gul(1))

e assim fwj + gwi(t) + hws(t) + yo(wi(t)) = 0. Também temos

[ (Awi(tyi + Fur®)Vi)de = [ wiltyo(@)dl = [ wi(t)yjo(s)dr

para todo ¢ € H{(f2) e pela férmula de Green generalizada (1.21) temos

1 ()00 3ty = [ OBV 6 € H(S)

Por outro lado, de (P) temos que wy(0) = ug , wo(0) = uy , w3(0) = & , wa(0) = 6;.
Logo, u = wy e § = ws verificam existéncia de soluc¢do, do problema (P1) segundo a defini¢ao

(2.2.1).

A unicidade segue do fato que o problema (P) tem uma tnica solu¢ao. Com efeito,
dada uma solucdo do problema (P1) segundo a definicio (2.2.1), basta definir W(t) =
(u(t),ut(t),é(t),ét(t)) e notar que W resolve o problema (P), que por sua vez tem solu-
¢ao unica. Consequentemente o par (u,d), solugdo do problema (P1), é necessariamente

Unico. 0

2.3 Teoria de existéncia no Espago Hf, (1)

Como dissemos na introducgao deste capitulo, vamos considerar a terna (Q, Iy, Fl),

j& mencionada na secao 1.4, alguns espagos funcionais e resolver o problema (P2).

Definigao 2.3.1. Dados ug € Hf () NH(A,Q), uy € Hp (Q) e by € L*(I'y), uma solugio
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do problema (P2) é um par de fungées (u,d) na classe:

w,up € L=(0, T HE (Q)) , uw € L(0,T5 L*(Q)) , u(t) € H(A,Q) ¢.s. em (0,T);
5, 6,5, 5tt < LOO(O, T, L2(F1)>

satisfazendo:
uy(t) — Au(t) =0 em L*(Q) e t>0; (2.13)
fOu(t) + goe(t) + hé(t) = —yo(us(t)) em L*(Ty) e t > 0; (2.14)
/Q (Au(t)p + Vu(t)Vi)de = /F (), Vo € HE(Q) ¢ 1500 (2.15)
w(0) =y, w(0) = ur , 5(0) = 6 e 8,(0) = 71 (uo) em H *(Ty) . (2.16)

2.3.1 Via Método de Semigrupos

Teorema 2.2. Sejam f,g,h € C(T1) com f e h fungoes estritamente positivas e g ndo

negativa. Se uy € (H%O(Q) NH(A, Q)) ¢ tal que existe §; € L*(Ty) satisfazendo

(o) w@)) 3 o= (du70W), Ve HE (),

H7§ (1_‘1)><I{j (Fl)

uy € Hp () e do € L*(I'y). Entao existe uma tinica solu¢do para o problema (P2), sequndo

a definigcao (2.5.1).

Demonstragao: A demonstracéo é andloga a do Teorema 2.1. Sejam H = H} () x L*(Q) x

L*(T'y) x L*(T';) o espago de Hilbert com o produto interno dado por:
(W, V)i = ((wr,01)) + (wg, va) + (h2ws, h2vg)r + (2w, f2va)r (217)

onde W = (wy,wq, w3, wy) € H e V = (v1,v9,v3,v4) € H e 0 operador linear nao limitado de

H, A:D(A) C H— H, definido da seguinte forma
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D(A) = {W =(wy, wo, w3, wy) € H; Awy € L*(Q), wy € H%O(Q) ,
d@Am¢+VmVWMﬁiAwﬂ@wﬂﬂVwEHEMH

w1 Wa
Wo Awy
AW = A - . VW € D(A)
W3 Wy
1
wy 7 (70(w2)|Fl + hw;s + gw4)

Provaremos que (—A) é maximal e mondtono. Com efeito:

e (—A) é mondétono:

Seja W = (wy, we, w3, ws) € D(A), entao:

(—AW, W)y = —((wz,wr)) — (Awr, ws) — (h2wy, h3ws)p,
1 1 1
- (f2 [_f] [Yo(w2) + hws + gwy] , f2w4>
INT
= — [/Q(VwQle + Awywy)dx +/F hw4w3d1“] +/F (Yo(wa)wy + hwswy + glws|*)dl
= — |:/1"1 wwo(wg)df -+ /Fl hw4w3dF] + /1"1 (’YQ(U)Q)'LU4 + h’LUgU)4 + g\w4]2)dI‘

:/ glws2dl >0
It
onde na tltima desigualdade levamos em conta que g € C(T';) e é nao negativa. Concluimos

assim que (—A) é mondtono.

e (—A) é maximal:

Seja o = (()017 Y2, P3, 904) €EHe defina:

1 2
B = m S C(Fl) — L (Fl) (2.18)
& = (o1 +g2) € L*(Q) (2.19)

& = Bholer) — hes + fea] € LP(T) (2.20)
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Considere o espago de Hilbert (H%O(Q)(((, )))) onde
(((u,0))) = (u,0) + (Vu, Vo) + (B2 (u), B2y(v))ry.  Va,v € HE (9). (2:21)

e defina

X : H%O(Q) — R
¢ — <X7w> = (§17w> + (52,70(w))rl

Logo x € (Hllo (Q))l Assim pelo Teorema da Representacao de Riesz existe um tnico
wy € HE () tal que:
(((w,9))) = (x,¥) Ve Hy () . (2.22)

Agora, das relagoes (2.21) e (2.22) conclui-se que

—Aw; =& —w, em L*Q)

J (A Vun i) = [ (&~ Brolw))o(E)dl. ¥ € HE(Q)

Definindo
wy =& — Py(wr) we =w1 — @1 w3 = p3+ wy

teremos que W = (wy, wo, w3, w3) € D(A) e W — AW = ® em H. O que conclui a prova de

que (—A) é maximal.

Por outro lado, pelas hipdtese do teorema temos que Wy = (ug, u1, 0o, 01) € D(A).
Como (—A) é maximal e mondtono temos pelo Teorema de Hille-Yosida (Teorema 1.2), que

existe uma tunica funcao
W e C'([0,00); H) N C([0,00); D(A))

tal que
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M(t) = AW(t) em H, VYt>0
dt (2.23)
W) = Wy, em H

Tomando u = w; e § = w3 temos que o par (u, d) é a Gnica solugdo do problema (P2)

segundo a definicao 2.3.1.

2.3.2 Via Método de Faedo-Galerkin

Vamos estudar o problema (P2) usando o método construtivo de Faedo-Galerkin.

Teorema 2.3. Sejam f,g,h € C(T'1) com [ e h fungoes estritamente positivas e g ndo
negativa. Se uy € (H%O(Q) N H2(Q)), uy € HY e 0y € L*(Ty), entao existe uma tnica
solugd@o para o problema (P2), sequndo a definicio (2.3.1) a qual depende continuamente dos

dados iniciais.
Demonstracao: Pelas hipétese sobre as funcoes f, g e h para todo € I'; temos

0 < fo =min f(s) < f(z) < max f(s) = fi

sel’y sel’y

0 < go =ming(s) < g(z) < maxg(s) = g1
sely sel’y

0 < hy =minh(s) < h(z) < maxh(s) = hy
sely sel’y

Sejam {w; } jen um sistema ortonormal e completo em L?(€), ortogonal e completo em Hf, ()
e ortogonal e completo em (H}O (Q)HHQ(Q)) e {#;}jen uma sistema ortonormal e completo em
L*(T';). Denote por W,,, = [w1, ..., w,] o subespaco de (H%O(Q) ﬂH2(Q)) de dimensao finita
gerado pelos vetores wy, ..., w,,. Analogamente, Z,, = [z1,..., 2| representa o subespaco
de L*(T';) gerado pelos vetores z1, ..., z,. A existéncia de tais sistemas foi discutida no final
da secao 1.4 do capitulo 1. Para simplificar a notacao denotamos %(ZE, t) = u'(x,1)

ot
PROBLEMA APROXIMADO:
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Dado m € N queremos encontrar funcoes

U, : [0,00) — W, e Om : [0,00) — Zy,
t — U,m(t) = iajm(t)wj t — 6m(t) = i b]m(t)z]
— =
tais que:

(i (£), w5) + ((um(2),w;)) = (6,(8), Y0 (wj))r, =0, 1<j<m,  (224)

(F8(0) + 90,,(0) + hom(®) + 20 (u (1)), 25), =0 . 1<j<m,  (2:25)

U (0) = ugm = Zm: ajmw; — ug em Hp ()N H*(Q) (2.26)
j=1

U 0) =t = 3 Bty >y em () 2.27)
=1

6m(0) = 6Om = ifjmzj — 6{) em L2(F1) , (228)
j=1

6! (0) = v1(uom) — 1 (ug) em L*(T) . (2.29)

Como foi feito nas preliminares, por meio de uma reordenagao do sistema {z;}en,
sem perda de generalidade podemos aﬁrmar que v1(uom) € Zm, ou seja, para todo m € N

/
podemos escrever 0! (0) = 1 (uom) Z Cim?Zj-

Por outro lado, levando em conta a ortogonalidade das bases, o problema aproximado

se resume em determinar as funcées aj, = ajm(t) € bjm = bjn(t) tais que, para 1 < j < m,

se tenha
o (8) + |lwslPajm () = > (21, 70(w;) )0, b () = 05
i=1

m

> (fzir z)r, i (¢ +Z 9%, 25)0, Ui (8) + > (hzi, 25) 0, bim (8) + D (Yo (ws), zj)r, aly, = 0
=1

=1 =1 =1

an(0) = (oswy) + ay(0) = (wr,w5)  by(0) = (B 2)) + Hin(0) = cpm
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Agora, observe que o problema acima pode ser reescrito na forma vetorial

AY"(t)+ BY'(t)+ CY(t) =0,

[ alm(t) ] r -
. [dmxm 0m><m
amm(t) 1 1 1 1
onde Y(t> = b (t) ) A= (f§Zl, fizl)Iﬁ e (faznw fizl)Fl
1im . .
) O s : :
1 1 1 1
bmm(t) L (fQZI’ f2zm>1"1 e (fQva fZZm)Fl domx2m
_(21770(w1))rl _(Zmar‘yﬂ(wl))rl
Ome : ;
~(z17%0(wn)) . ~(zms v0(wn)) .
B —
(vo(wi),z0)r, =+ (Yo(wm), 21)ry (9221,9220)r, - (972m, 97 20)r,
L (Vﬂ(wl)azm)lﬁ T (VO(wm)vzth (Q%Zbg%zm)rl (g%zm,gézm)rl - 2mx2m
Jwr - 0
Ome
0wl
C =
(h221,hZz0)r, (R 2m, h321)r,
Ome
1 1 1 1
(hzz1,h2zp)r, (h22pm, h22m)r, | oo

. 1 4 . ;. ’
Como o conjunto {f2z;}1<j<m € LI, sobre os reais, temos que A é inversivel. Consequente-

mente, da forma vetorial, resulta

Y"(t) = DY'(t) +

EY (t)
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Y(t
onde D = —[A7 . Blopmxam € C = —[A71.Clamxom. Agora, fazendo X (t) = ®)
Y'(t)
4mx1
temos que:
Y (t 0 Id Y (t
Xl(t) — ( ) — 2mXx2m 2mx2m < ) — F4m><4mX(t)
Y’(t) E D s ’(t)
mXxX4am

e definindo X, = , chegamos no PVI

<4 4mx1

X'(t) = FX(t)
X(0) = X,

o qual é equivalente ao problema aproximado (2.24)-(2.29), cuja tnica solucao é dada por
X(t) = [l Xg]umx1, para todo t > 0. Note que a solucao X = X (t) esta globalmente definida
e é infinitamente diferenciavel.

ESTIMATIVAS A PRIORI

Das equagoes (2.24) e (2.25) e da linearidade, temos que:

(i (t), ) + ((wn(t), w)) = (6,(8), Wo(w)), =0, Vw € W, , (2.30)
(FO(8) + 90, () + hom(t) + Yo0(1fu (1)), z)rl =0, V2€Zp . (2.31)

Fazendo w = 2u], (t) em (2.30) e z = 28 (t) em (2.31) e somando as equagOes resultantes

obtemos

dr , 1, 1 1y
2 A OF + lun@ P + 1726, + 126, | = ~2lg26,, 01, -

Denotando Ey(t) = [t3, (1) + [[um()][* + [F20,(1)F, + [h20m(1)[7, temos
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dE,,

W(t) = —2|g%5;n(t)|31 <0 paratodo t>0.

Integrando de 0 a ¢ resulta que

En(t) < En(0) .
Note que

1 1
Epn(0) = [t + [ltom||* + [ /271 (vom) 2, + [B280ml?,

< Vet + [ 2+ Fubya (iom) 2, + Pl ?, < Ci

onde na tltima desigualdade usamos as convergéncias (2.26)-(2.29). Aqui C; > 0 é uma

constante que nao depende de m e nem de ¢t > 0. Logo
E,.(t) < C5 para todo m € N e todo t > 0. (2.32)

Para concluir nossas estimativas faga t=0 em (2.30) e (2.31) e em seguida considere, respec-

tivamente, w = u/ (0) e z =9 (0). Assim

[t (O) + ((uom, w(0)) ) = (1 (utom), Y0 (n (0))) . =0, (2.33)
P20 (0)F, + (g7 (tom). 07,(0)) -+ (Rdom, 07,(0))+ (vo(uam) 07,(0)) =0 (2.34)

Iy
Aplicando a férmula de Green, dada pela equacao (1.20), em (2.33) temos
[ (O = —((uom, w,(0)) ) + (1 (om), 20( (0))) .

= (Auom, ur, (0)) = (71(u0m),70(u%(0))>rl + (71(U0m)’70(ufn(0)))r

< |Avgm| [t,(0))]

1

ou seja

|, (0)] < [Auom| < [[womll 2, < Co s (2.35)

onde na ultima desigualdade usamos que ug,, — ug em H} (Q)NH?*(Q) e C; é uma constante
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nao depende de t e nem de m. Por outro lado, de (2.34) temos

17267, 0), = = (971 (uom), 57,(0)) = (hdom, 54(0)) = (Y0(turm), 51 (0))

'y Ty r

< g1y (uom) e, 10 (0) e, + Flbomlr, 107, (0], + o(wam)lr, 107, (0)1, -

Logo
91 h !

1
f0|'71(u0m)|1‘1 + fo |50m|r1 + %|70(U1M)|F1 :

Note que v (uom) — 71 (ug) em LA(T), dg — do em L*(T'y) e vo(urm) — Yo(u1) em L*(T).

[0 (0], <

Assim, existe uma constante C3 que nao depende de t e m tal que
|5;7/1(0)|F1 <Cjs. (2.36)
Agora vamos derivar o problema aproximado com respeito a t chegando &

(i (8), w) + (1w, (), w)) = (7,(1), 0(w)) =0 Ve € W, ,

T

(£O(E) + g0 (1) + 1y, (1) + 70 (1)), ), =0 V2 € Lo .
Fazendo w = 2u” (t), z = 26" (t) e somando as equacoes resultantes temos
m m q s

d " / 1oy Lo Loy
2 [ OF + @ + 1200 @, + [h2a, 0, | = —2lg26,,0f, <0.

Integrando de 0 a ¢, obtemos:

[ (O + g, (D207, (O, + [h20, ()]

< [ () + [l (0)[2 + [F384,(0) + 136, (0)2 < Cu. (237)

onde na ultima desigualdade usamos as convergéncias (2.27), (2.29) e as limitagoes (2.35),

(2.36). Observe que Cy é uma constante que nao depende de t e nem de m.

PASSAGEM AO LIMITE
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Das estimativas (2.32),(2.37) e fixado arbitrariamente 7" > 0 obtemos que:

(um>m€N e (u;n)meN sdo limitadas em L>(0,T; Hyp (Q)) = {Ll (O,T; [H%O(Q)]’H,;
(uy) ., élimitada em 2(0, 75 12(2)) = [L' (0,75 [12()))

m

(5m)m€N ’ ((Xn)meN e (d’;)meN sao limitadas em L*(0,T; L*(T)) = [Ll (O,T; [L2<F1)]/)]/

Logo, tomando tantas subsequéncias quantas forem necessarias, temos que existem uma
subsequeéncia de (um) \» due por simplicidade ainda denotaremos por (um) o ama sub-
me me
sequéncia de <5m) o que também por simplificagao mantemos a mesma notacao, e fungoes
me

u, V1, Uz, 57 Y1, Y2 tais que

Up —u em L0, T; H%O(Q)) )

b
3
Nej

u;n N U1 em Lm(oaT; H%O(Q)) )

u, > vy em L°(0,T; L*())

o I
N
- O

6m — 0 em L°(0,T;L*(T)) ,
5. Sy em L*°(0,T; L*(Ty))
8" Syy em L(0,T; L*(T))

ro
o
)

Primeiramente vamos mostrar que v; = v, vy = u”, y; = §' e y, = §”. De fato, de (2.38)

— (u, <1>>[ (2.44)

U, o ! 4
< >[L1<0,T;[H;O @) Lo, @) porHs @] <Eorm @)

para toda ® € L1(0, T; [H] (Q)]').
Agora veja que podemos ter L'(0, T; Hp () < L'(0,T; [HE (Q)]'). Para tal defina
F: LN0, T:H} () — L0, T: [HE (Q)])
" — F():(0,T) — [H}, ()]
to— F@)t): HL(Q) — R
£ (F(1)(8),€) = ($(1).6))
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Observe que F ¢ linear, continua e injetora. Portanto fazendo em particular ® = F' (1) temos

<um,F(@/))>{ — (u, F(1))

DT (@] *piomH, @)
T T
J) (F@O 00 s e @yt [ (FOO ) 0 e
0 0 0 0
Logo

/OT ((tm(8), 1)) )t —> /OT ((ult), p®))dt ¥ € L0, T 1L ()

Também podemos ver que se u,, — u em L>(0,T; Hf (Q)) entdo u,, — u em D'(Q). Com

efeito, para ¥ € D(Q) podemos definir

G)(1) : HE(Q) — R
¢ — (GW)1),€) = (v(1),€)

E facil ver que G(¢)(t) € {H%O(Q)}/ e mais G(v) € L! (O,T; [H%O(Q)}’> Logo, fazendo em
particular ® = G(¢) em (2.44) resulta que

(1, G1)) — (u, G())
jéwwwwmmuwwadw%/e )0, a0 2, oy, @t

:>/ ), U (£ dt—>/ (), u(t))dt
= /Qum z, ))(z, t)dedt — /Qu z, )Y(z, t)dedt , Y € D(Q)

0 que prova que u, — u em D'(Q). Resumindo, se u,, = uw em L>(0,T; Ht (Q)) entao

Um —u em D'(Q) e

/()T((um(t),w(t)))dt—>/()T((u(t),¢(t)))dt Ve L0 T Y (Q) (2.45)

De (2.39), por um processo andlogo resulta que u,, — v; em D'(Q) e pela continuidade do
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operador de derivagao em D'(Q)) temos também wu,, — u' em D’'(2). Entao da unicidade do
limite obtemos v’ = v; em D'(). Desde que v/, v; € L>(0,T; Hy (Q2)), entdo a igualdade se
dé neste espago. Da mesma forma de (2.40)-(2.43) resulta que v’ = vy, & =y, , 0" = yp e

mais ainda

/ " (1), 00) )t —> " (w0, 00)de v € (0,75 22(9) (2.46)
/O ' (hom(t), 0(8)) , dt — /0 ' (ha(t), 9(), dt V€ LY(0,T5 LA(Ty)) - (2.47)
(98,0, 0(0)) . at — | ' (99/(8). (1)), dt Vo € L'(0.TsL2()) . (248)
(

T T
[ (ron@. ), de— [ (500, 0)), dt Vo e L0, T 12() , (2.49)
0 Iy 0 Iy
Para passar o limite no Problema Aproximado precisamos ainda de mais esta convergéncia

dt , Ve L'(0,T; L)), (250)

1

[ (ot )@.00), de — [ (o()0), 00),

que se verifica de forma andloga as anteriores, porém usando a continuidade da aplicacao

traco.

Agora podemos passar o limite no problema aproximado. Fixando j € N, multipli-

cando as equagoes (2.24) e (2.25) por 0 € D(0,T) e integrando de 0 a T', obtemos

[ @), w00t + [ (Con0), w000~ [ (5,61, 200,601 =0 ¥ > 5

[ (F8000) + 980 (0) 4 B (8) + 2000l (0)). ), B0 =0 Wom > 5

Tomando o limite quando m — oo e usando as convergéncias (2.45)-(2.50) temos

/0 (" (1), dt+/ )dt—/OT((S’() ~o(w;))r B(t)dt = 0 para todo j € N,

/0 (£6"(1) + g8'(£) + h() + 70 (' (1)), 25) . B(E)dE = 0 para todo j € N,

Por densidade resulta que
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[ oo+ [, — [1E 0,000 =0, @50

| T (18(6) + 98'(0) + S(0) + 30l (1)), 2) . O(1)dt = 0 (2.52)

para todo w € Hf (), z € L*(T1) e € D(0,T).

De (2.51) podemos passar para D'(Q)) considerando em particular w € D(2) e tendo
em vista que D(Q2) ® D(0,7T) ¢ denso em D(Q). Logo obtemos

v —Au=0em D'(Q) .
como u” € L>=(0,T; L*(R)) C L*(Q) temos que Au € L*(Q) e

u"(x,t) — Au(z,t) =0 qs. em Q (2.53)

Por outro lado, aplicando o Lema de Du Bois Raimond em (2.52) concluimos

(fd”(t) + gd'(t) + ho(t) + vo(u'(2)), z) =0 q.s. em [0,7] e para todo z € L*(I'y) ,

1N}

consequentemente

f(x)d"(x,t) + g(x)d (z,t) + h(x)d(x,t) + vo(u')(z,t) =0 q.s. em X .

Como Au(t) € L*(Q2) para quase todo ¢ € [0,T], segue que u(t) € H(A,) para
quase todo ¢ € [0,T]. Além disso, multiplicando (2.53) por w € H} () e integrando em €

obtemos

(u"(t),w) — (Au(t),w) = 0 para quase todo t € [0, T

Aplicando a identidade de Green generalizada (1.21) resulta que

(u"(1), w) — ((u(t), w)) = (n(u(®)),y0(w)) =0 (2.54)
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Por outro lado de (2.51) vemos que
(W"(t), w) + ((u(t),w)) — (&'(t), vo(w))r, =0 para quase todo t € [0,T] e Vw € H} ()
comparando a equacao acima com a equagao (2.54) concluimos que

<71(u(t)),70(w)> = (5'(t),70(w)>r para todo w € H%O(Q) )

1

CONDICOES INICIAIS

Agora vamos verificar as condigoes iniciais. Das etapas anteriores sabemos que

ue L*(0,T; H, () § € L>(0,T; L*(Ty)) , (2.55)
u' € L*(0,T; Hr, () § € L*(0,T; L*(Ty)) , (2.56)
u” € L0, T; L*(2)) §" € L>=(0,T; L*(T'y)) . (2.57)

Logo u € C([O,T];H}O(Q)) ,u € C([O,T];L2(Q)> e d,0 € C([O,T];LQ(Fl)), ou ainda,
u e C([0,T]; HE Q) n C([0,T); L*(Q)) e 6 € C([0,T); LA(T'y)). Dessa forma faz sentido
calcular as solucgoes e suas derivadas com relagao a t em t = (0. Vamos demonstrar apenas

que u(0) = up e as outras condigoes iniciais seguem de modo andlogo. Com efeito, seja

0 e Cl([O,T]) tal que (T) =0 e 6(0) = 1. De (2.39) segue que
T T
| wptydt — [, wpmde , vw e 1L (9)
0 0
Integrando por partes

(), w)O(2))

ou seja

— (tom, w) —/(]T(um,w)e'(t)dt—> ~ (u(0), w) —/OT(u(t),w)G’(t)dt.

Por outro lado, de (2.26) e (2.38) temos
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(U, W) — /O (s )8 (1)t —> — (g, w) — /0 (ult), w8 (1)dt

Pela unicidade do limite
(uo = u(0),w) =0 , Yw e H(Q),

de onde resulta que u(0) = up. Da mesma forma prova-se que u'(0) = uy, §(0) = Jp e
0'(0) = 71(up) e combinando a passagem do limite com as condigoes iniciais conclui-se a
demonstracao da existéncia de solugao do problema (P2) segundo a definigao 2.3.1.

UNICIDADE

Suponha que (u1,01) e (ug,d2) sdo solu¢oes do problema (P2) segundo a definigao
2.3.1 e faga u = u; —up e § = 0y — 0. Logo u, v’ € L>(0,T; Hy (Q)), u” € L>=(0,T; L*(1)),
5,0',8" € L*°(0,T; L*(T'1)) , e mais

u'(x,t) — Au(z,t) =0 q.s. em Q ,

F(@)0" (2, ) 4+ g(x)8 (x,t) + h(x)d(z,t) + vo(u')(2,t) = 0 q.s. em By |

(@), 70)) = ().70(¢)) . a5 em (0,T) e para todo v € Hy, (%) ,
u(x,0) = u/(x,0) = 0 para quase todo z € Q (2.58)

§(x,0) = 0'(x,0) =0 para quase todo = €T’y . (2.59)

De modo andlogo aos céalculos feitos no inicio da secao 2.2, quando introduzimos a

fungao energia E = FE(t), obtemos

d , 1y 1 LY,
A OF +lu@IP + 12 O, + [z 5O, ] = ~2l9% SO, -

Assim, integrando de 0 a ¢t € [0, 7] e usando as igualdades (2.58) e (2.59) temos que

@O + u@))” +1£2 S @R, +[h2 $@)F, <0 as. em [0,7].
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Portanto u(x,t) = 0 quase sempre em @ e §(z,t) = 0 quase sempre em Y;. Consequente-

mente as solugoes (u,01) e (uz,dz) sdo as mesmas, o que prova a unicidade.

A dependéncia continua dos dados iniciais decorre diretamente da seguinte desigual-

dade

[ @)+ lu@)]” + 112 8 @R, + 02 607, < Jurl + [luoll® + 157 71 (uo) 2, + R off, -

2.4 Teoria de existéncia no Espaco W

Nosso objetivo agora é estender a condicao de fronteira da actstica para toda fron-
teira, ou seja, resolver o problema (P1) como limite de solugdes do problema (P2). E neces-
sario impor restri¢coes sobre a geometria de €2, eliminando os dominios do tipo anel. Logo
em toda esta secao estamos considerando 2 C R"™, n > 2, aberto, limitado, simplesmente
conexo com fronteira I' bem regular. No problema anterior tinhamos condi¢ao homogénea

de Dirichlet em uma parte de I', denotada por I'y.

Vamos proceder da seguinte forma:

Fixe xg € I" e para cada m € N seja ['y,, um subconjunto conexo de I' tal que

N(FOm) >0 ) Vm € N;
Logms1) Clom , Vm €N

m—0o0

Fﬁl FOm = {iL’Q}

Ou seja, (Lo )men € uma sequéncia de conjuntos encaixante, de medida positiva, com u(Tg,,) —

0 e “fechando em z”.

Defina V,,, = {u € H(Q);7(u) =0 g.s. em Lo} e Ve = | Vin. Agora considere

m=1
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HH@), Observe que W é um subespaco fechado de H'(Q) e

W=V,
Hy(Q)cvicV,c---CcVoCcWcHY(Q).

Também podemos ver que W é igual ao fecho do conjunto {u € C*(Q); u(zy) = 0} na norma

de H' (), isto é

HY(Q)

W = {u e CYQ); u(xy) =0}

Deste fato resulta que W sé depende do ponto x, fixado em I' e existe uma constante C,, que

s6 depende da medida de €) tal que
lw|* < Cpljw|)* Vwe W,

ou seja, no espago W vale a desigualdade de Poincaré e portanto || - || ¢ uma norma em W,

equivalente a norma induzida de H'(Q2). Nesta se¢dao o conceito de solu¢ao para o problema

(P1) é dada por:

Definigao 2.4.1. Dados uy € (WﬂHQ(Q)), uy € W e dy € L*(T'), uma solugdo do problema

(P1) € um par de funcoes (u,d) na classe:

u,u; € L0, T; W), uy € L0, T; L*(Q)) , u(t) € H(A,Q) ¢.s. em [0,T7;
0,04, 0u € L™(0,T; L*(T))

tais que
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uy —Au=0 ¢s. em Qx(0,7)
fou+ gde + hd +v0(u)) =0 g.s. em T x (0,7T)
(31 @) (®),70(v)) = (6:(t), () g5 em (0,T) e para todo v € W

w(0) =wuy , w(0)=wu; , 6(0) =20 e 6:(0) =1 (up)

Dado o conceito de solugao do problema (P1), podemos enunciar e demonstrar o

teorema de existéncia e unicidade.

Teorema 2.4. Sejam f,g,h € C(I') com f e h funcgoes estritamente positivas e g nao
negativa. Se ug € (W N HQ(Q)>, ug € W e dg € L*(T"), entdo existe uma tnica solugdao para

o problema (P1), sequndo a Defini¢iao 2.4.1, que depende continuamente dos dados iniciais.

Demonstracgao: Veja que para cada m € N a terna (Q, Tom, Flm)7 onde I'y,, = '\ gy, estd
nas condigoes da se¢ao 1.4. Assim a ideia é considerar para cada m € N, o problema (P2)
com condigoes de Dirichlet homogénea em I'y,, e condi¢ao da acustica na parte I'y,,, aplicar
o Teorema 2.3 obtendo solugoes (um, d,,) e por fim, verificarmos que tais solugoes (tm, 0p)

convergem para (u,d) solugdo do problema (P1) segundo a Defini¢ao 2.4.1.
Sejam {Uom }men, {Uim fmen € {dom fmen sequéncias tais que
Uom € (Vm N H2(Q)) e Ugm — Ug em (W N HZ(Q));
Ulm € Vin € Uty — w1 em W
60m = 50 |F1mE L2<F1m) e gOm — (50 em L2(F),
onde dp,, é visto em L3(T") como sendo a extensdo de &y, zero fora de I'y,,.

Note que para cada m € N, (ugm, U1im, dom) s@o condigdes iniciais satisfazendo as
hipéteses do Teorema 2.3, logo para cada m € N existe um unico par de fungdes (uy,, d,,) de

forma que
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Up, € L2(0,T:V;), ulr € L0, T; L*(2)), um(t) € H(A,Q) q.s. em (0,7T);

O, 000 € L0, T; L*(T1m));

ur — Auy, =0 qs. em Qx (0,7); (2.60)
for +gdl 4 hdy +yo(ul,) =0 q.s. em Ty, x (0,7T); (2.61)
<V1(um)(t),'yo(v)> = (6,,(t),70())r qs. em (0,7) e para todo v € Vy;

Um(0) = ugy, , u(0) =urym , 6,(0) =0dgm € 0..(0) = v1(uom) -

ou
Por simplificacao denotamos — (z,t) = «'(z, t). Por meio de clculos andlogos aos realizados

ot

nas estimativas a priori da demonstracao do Teorema 2.3, obtemos que

il (82 + [ ()17 + | £20L, ()2 + |h26,,(8)[2 < Cy

[l (O + [t (DI + £ 267,(0)F + 128, (0)]F < Co
onde (' e (5 sao constantes que nao dependem de t e nem de m.

Logo, como anteriormente:

m

(um)meN e (u/ )meN sao limitadas em L*(0,T; W) = [Ll (O,T; [W]/)}I ’
(), € limitada em L¥(0,7: L%(52)) = [L} (0,3 [L2@))]

!/

(5m)m€N : (5' )meN e (5;;)m€N sdo limitadas em L*(0,7T; L*(T)) = {Ll(O,T; [LQ(F)]’”

m

Passando a tantas subsequéncias quantas forem necessarias, temos que existem u e  tais que

Uy —u em L0, T; W)
u, = u' em L®(0,T;W)
u =’ em L®(0,T;L*(Q))

6m — 0 em L>(0,T; L*T))

Y
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556 em L*®(0,T;L*T))

S 56" em L(0,T; L*(T))

Com raciocinio andlogo ao Teorema 2.3, efetuamos a passagem ao limite provando assim
que (u,d) é a tnica solu¢ao do problema (P1), segundo a Definigdo 2.4.1, o qual depende

continuamente dos dados iniciais. Como queriamos demonstrar. O

2.5 Existéncia e Unicidade de Solucao para Problemas

com Estabilizacao Uniforme

Nos capitulos anteriores estudamos a deducao fisica do problema de valores iniciais
e de fronteira para equacao da onda, num dominio €2, com condicao de fronteira da actstica,
bem como teoria de existéncia e unicidade de solugao. Tal problema ¢é um sistema acoplado
envolvendo fungbes u = u(x,t) e 6 = §(x,t) que representam, respectivamente, a velocidade
potencial de um fluido, numa regiao €2, o qual se movimenta pela acao de ondas actsticas e
o deslocamento na dire¢ao normal dos pontos da fronteira. Veja os problemas (P1) e (P2).
Na secao 2.2 do Capitulo 2, introduzimos a energia associada ao sistema e vimos que ela é

uma fungao nao crescente e, se ¢ = 0 a energia ¢ constante (E(t) = FE(0), t > O).

Uma questao crucial, associada ao estudo de problema de valores iniciais e de fron-
teira para equacao da onda, ¢é investigar o decaimento da energia, especialmente sob que
condigoes temos taxas de decaimento uniforme para a energia do sistema. Nesta direcao, ja
em [1] J. Thomas Beale provou que nao ha taxa de decaimento exponencial para a energia,
acima mencionada, mesmo quando g(z) > 0, Vo € I'. Assim s6 podemos ter taxa de decai-
mento uniforme se modificarmos o problema, acrescentando termos dissipativo (damping), na
primeira equacao (1.14), atuando no interior do dominio €2, ou nas equagoes (1.15) e (1.16),

atuando na fronteira I'.

Outra possibilidade para que tenhamos estabilidade uniforme é fazer consideracoes

fisicas distintas daquelas do Capitulo 1 e obter condigcoes de fronteira da acistica um pouco
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diferente das estabelecidas pelas equagoes (1.14)-(1.16). Logo suponha agora que a fronteira

é porosa e parte dela possua porosidade variavel modelada por

ou

5 k(z)6; em I'y x (0,00) ,

onde k = k(x) é uma funcdo ndo negativa. Também admita que o material que compde a
fronteira é muito mais leve do que o fluido passando no interior. Resultando que a massa
da superficie é desprezivel e assim f = 0. Portanto as invés da equagao (1.15) obtemos a

equacao de primeira ordem no tempo

g(x)d; + h(x)d = —u; em Ty x (0,00) .

Por fim admitindo ainda uma forca, proporcional a velocidade potencial, atuando no interior

de 2 chegamos a seguinte equacao

uy — Au+ a(x)u=0 em Q x (0,00) ,

onde a = a(z) é uma fungao definida em €, a priori sem qualquer restrigdo no seu sinal.

Resumindo nossas consideragoes, vamos estudar a existéncia e unicidade de solugao

e, mais adiante a estabilizacao uniforme do seguinte problema

u(x,t) — Au(z,t) + a(r)u(z,t) =0 para z€Qet>0;
u(z,t) =0 para x €Tyet>0;
g(x)dy(x,t) + h(x)o(x,t) = —uy(x,t) para x €T et > 0;

P3
(F3) gu(x,t) = k(x)d¢(x,t) para xe€Il'jet>0;
v
u<x70) = u0<£L') ) ut<x70) = u1<£L‘) para x € Q;
1 8u0
6(ZE,O> = 60(%) s (515(.7370) = %5(.%) para r € Fl.

onde o, ug,u; : 2 — R e g, h,k, 0y : 'y — R sao fungoes dadas.

Para o problema (P3) esperamos ter estabilizagao uniforme da energia associada,

entretanto, é importante notar que os estudos sobre existéncia e unicidade de solucao dos
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problemas (P1) e (P2) nao se aplicam. Lembre-se que nos estudos realizados sobre os proble-
mas (P1) e (P2) tinhamos f estritamente positiva. Logo antes do estudo sobre a estabilizac¢ao
uniforme, primeiro vamos provar a existéncia e unicidade de solu¢ao do problema (P3). Veja

[10] e [11]. Para isso segue a defini¢ao de solu¢ao do problema (P3).

Definigao 2.5.1. Dados ug € Hf () NH(A,Q), uy € Hp (Q) e by € L*(I'1), uma solugio

do problema (P3) é um par de fungéoes (u,d) na classe:

u € C’l([O, 0); H%O(Q)) N 02([0, o0); LZ(Q)) e u(t) € H(A,Q);
5 € C'([0,00); L*(T'y))

tais que

ug (2, 1) — Au(z,t) + alz)u(z,t) =0 g5 em Qx (0,00); (2.62)

9(2)8,(, 1) 4 h(2)d(x, ) + Yo(uw)(x,8) =0 g.s. em Ty x (0,00); (2.63)
(), 20(¥)) = (k6(t),0(¥))y, g5 em (0,00)e para todo v € H} (Q); (2.64)
w0 =y, wO) =, 50)=d ¢ 50)=nlw)

Teorema 2.5. Sejam o € L®(Q) e g, h,k € C(T'y) com g e h fungdes estritamente positivas,
k uma fungao positiva quase sempre em T'y. Se ug € Hp () NH(A,Q), uy € HE (),
8o € L*(T'y) satisfazem

k
<71(U0)a70(¢>> = <_g[’)’0(ul) + hdo), ’Yo(@) para todo v € H%()(Q) ;
Iy
entdo existe uma unica solug¢ao do problema (P3) sequndo a Defini¢ao 2.5.1.

Demonstracao: Pelas hipétese sobre as funcoes g, h e k, para todo € T'; temos

0 < go=ming(s) < g(z) < maxg(s) =g

sely sel’y
0 < hg =minh(s) < h(z) <maxh(s) =h
sely sel’y

0 < ko=mink(s) < k(z) <maxk(s) =k

selr sely
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Defina o espago de Hilbert H = Hp, () x L*(Q) x L*(I'y) com seguinte produto interno
W, V) = ((wi,v1)) + (wa, v2) + (k%w:a, kév:&)rl
Considere também os operadores

D(A) = {W = (w1, wy, ws) € H; wy € Hy (Q), Awy € L*(9),

() ral0)) = (= S) + bug)n(w),, Vo € HL @)

D(B)=H e
0 I 0 0 0 0
A=A 0 0| , B=|-a 0 0
0 —2% O 0 0 -2

Coloque A = A + B. Claramente D(A) = D(A). Agora queremos provar que A é gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe Cj e consequentemente veremos que o teorema estara

provado.

Primeiramente, usando o Teorema de Lummer-Phillips (Teorema 1.4) provaremos
para algum wy > 0 o operador (A —wal ) gera um semigrupo de contracoes de classe Cj.

Observe que (A—w Al ) é dissipativo para algum w4 > 0. Com efeito, para W € D(A) temos

(AW, W) = (g, w1) + (A, wa) = ((k/9) P0(wa), (k/g)ws) -

Pela férmula de Green generalizada

(AW, W)z = ((k/g)(=v0(ws) = huws), 20() . = ((k/9)*0(w2), (k/g)?ws)
= —((k/9)270(w), (k/9)270(w2)) . — ((hk/g)7ws, (hk/g)2v0(w2)) .
— ((k/9)270(ws), (k/g)2ws) .
o | (k[ g)zws| (ke /g)2y0(wa)| + |(R/g) 2w |(K/g)2v0(ws)]

LoD )b, |(kfg) B0t

I

< —|(h/g) 7|,

< —|(k/9)

I'1

N

W2
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hi+1
Denotando ¢ = Lt

e completando quadrado obtemos

(AW, W)y < — (‘(k/g)éwg‘il - g‘(k/gﬁwg’m)? + |Gk /g)buy

2
’ < i(k%w&k%w?,) < wa(W, W)y

< Clk/g)tusf, <> N

onde wy = f]—z Assim ([A — wal|W, W) < 0 para todo W € D(A). Como H ¢é Hilbert,
o operador [A — wylI] é dissipativo. Para aplicarmos o Teorema de Lummer-Phillips resta

mostrar que Im(A — A) = H para algum A > wy. De fato, seja & € H e defina

k h
Fi=gtdp € Q) . B=C(A-7)e0m)
__k hos | h 2
Iy = —5( —0(¢1) + v T gj\%(%)) € L (I')

com A suficientemente grande de forma que

i(A—Z)>O em I}.

Por outro lado considere a seguinte forma bilinear, continua e coerciva

a(-,+)  HE(Q) x HE (Q) — R
(z,w) — a(z,w) = N2z, w) + ((z,w)) + (FQ’)/()(Z>,’Y(](U}>)FI

Defina também, o funcional linear e continuo

X : H%O(Q) — R

o > x(p) = (F1,9) + (F3,7(9))ry

Pelo Teorema de Lax-Milgran, existe um tnico wy € Hp () tal que

a(wy, p) = x() para todo ¢ € Hy (Q)
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isto é

(Nwi,0) + (w1, ) + (Fro(wi),20(9)) . = (Fr,9) + (Fs,20(0)r, , Voo € HE(Q). (2.65)

I't
Em particular, para ¢ € D(Q2) temos que
Maw, — Aw; = Fy = gp + Ap; em L*(9Q). (2.66)
Agora, basta considerar wy = Aw; — @1 € w3y = % — Yo(w1) + ’70(9)\01)’ ou ainda Aws =
g g
Y3 — %(wQ). Entao, claramente
wq AWy — W ¥1
(M =A) | wy | =| dm—Awy | =
ws Aws + Y0 (w2) fs

g

Assim resta mostrar que W = (wy,wy, w3) € D(A). J& temos que Aw; € L*(Q) e wqy €

H}, (Q). Deste modo, aplicando a férmula de Green generalizada em (2.65) concluimos que

(Mwr, ) = (Awr, ) + (31 (w1), () + Faro(wr), %0(0)r, = (F1,0) + (F, 70(¢))

I

e usando (2.66) temos que

(A = (h/g)]o(wr) = l;[ —Y0(p1) + hf‘g + gii\%(@l)}ﬁo(sﬁ))rl

[)\’Yo(uh) — (1) + hi\pg - ;YO(U)I) + gf;%(%)}a%(@))rl

Qi o |

Mo(ws) + haws], 70())

ry
para toda ¢ € H} (Q). Logo W € D(A).

Portanto, dado ® € H mostramos que existe W € D(A) tal que [\ — A]W = @

para algum A > wy, ou seja, Im(A — A) = H. Veja que D(A) é denso em H, para isso basta
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mostrar que, se f € H tal que (f,v)g = 0 para todo v € D(A) entao f = 0. (Corolario do

Teorema de Hanh-Banach).

Com isso, podemos aplicar o Teorema de Lummer-Phillips (Teorema 1.4), no opera-
dor (A —wyl ) e concluir que ele é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes C)

sobre H.

Por outro lado, seja W € D(B) = H, entao

1 1 h 1
(BW, W)y = —(owy, ws) — ((hk’/g)gwg, (hk/g)iwg)r < el zoo (g [wr | Jwa| + j|k§w3\rl
1 0
Cp

el
2

hy 1
|wa|? + ;;|k2w3|rl

[0
|| ||Hw1||2+

o 2 2 hyi 1
< 7|:|w1‘ + |’UJ2| :| + %|k2w3|1—‘1 < 9

< ’LUB(W, W)H

Logo ([B—wBI]I/V, W)H < 0. Consequentemente (B—wBI) ¢ dissipativo para algum wg > 0

e pelo Teorema 1.5, podemos concluir que
A+ B—(wg+wp)l=A—wl

é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy. Pelo Teorema 1.3, resulta

que A é gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cj satisfazendo ||S(t)||g < e“".

Para concluirmos a existéncia defina Wy = (ug, u1,d9) € D(A). Pelas hipdtese im-
postas no Teorema Wy € D(A) e aplicando o Teorema 1.6, garantimos a existéncia de uma

unica fungao W tal que

W e C([0,00); D(A)) N C'([0,00); H);
AW
dt
W (0) = W, . (2.68)

(t) = AW () , t>0; (2.67)

Logo w; € C*([0,00), H,(Q)), wy € C'([0,00), L2(Q)), w3 € C*([0,00), LA(T1)), w) = w3,
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wh = Awy — aw; e wy = —E’YQ(U)Q) — gw;g. Assim

wyi € C’([O, 0), L2(Q));
w] — Aw; + aw; =0 q.s. em Q x (0,00);
Yo(wy) + gwhy + hwz =0 q.s. em 'y x (0,00);

wi(0) =uy , wi(0)=wy(0)=u; e ws(0)=4dp .
Como W € D(A) temos

(v (wn),20(0)) = (— ’;howz) + hwsl,70(0)) ., = (ks 0(0)) ., Vi € HE(Q)

Portanto, fazendo u = wy e 0 = w3 temos que o par (u,d) é a solugdo do problema
(P3) segundo a Definigao 2.5.1. Note que a unicidade segue do fato de que o problema (2.67)-

(2.68) tem solugao tnica e é equivalente ao problema (P3). O

Observe que no Teorema 2.5 nao assumimos hipétese alguma sobre o sinal da fungao
a. Porém se adicionalmente considerarmos o € L>(2) e a« > 0 q.s. em (2, é possivel

demonstrar o resultado de forma direta e simplificada.

Veja que o seguinte produto interno
((u,v))a = ((u,v)) + (au,v) para todo u,v € HL () (2.69)

em H} (Q) induz uma norma || - ||, equivalente a norma usual de H'(Q). De fato, seja
u € Hyf () entdo

lull? = lull” + lazul® < (14 llallz=) el @)

1
lull ey = lul® + [ul” < (14 Cp ) l[ull® + [azul* = |lu]

onde C), ¢ a constante de Poincaré.
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Teorema 2.6. Assuma a hipdtese do Teorema 2.5 e adicionalmente suponha que o € L*(€2)
coma >0 q.s. em ). Entao existe uma unica solugao do problema (P3) sequndo a Defini¢do

2.5.1.

Demonstragao: Defina o espago de Hilbert H = Hy, () x L*(2) x L*(I'y) com o produto

interno dado por

(W, V) e = ((wi,v1))a + (w2, v2) + ((hk)? ws, (hk)

N

U3)F1 . (2.70)

Note que (H, ((-, ))H) ¢ Hilbert pois o > 0. Considere também o operador A definido por
D(A) = {W = (w1, ws, w3) € H; wy € Hp (), Aw;y € L*(Q),

<m<wl>,%<w>>:(—’;"m<w2>+hw3m<w>)n . VY € H ()}

0 1 0
A= A-a 0 0
1 h
0 —5%—5 0
Note que A é dissipativo em (H, Il s (G ))H> De fato, seja W € D(A). Entdo pela

féormula de Green generalizada e pelas condigoes impostas ao D(.A) segue que

(AW, W) = (w2, w01))a + (D — aor, w5) — (hl{:[;%(wg) + ng], w),,

= —(];[70(102) + hwg};%(u&))rl - (ﬁ[%(wg) + hws], hw3>F1

k 2
:—/f(%(wQ)—i—hwg) dr <0,
Iy g

e analogo ao que foi feito na demonstracao do Teorema 2.5 prova-se que Im(A — A) = H

para algum A > 0.

Como anteriormente temos também que D(A) é denso em H. Portanto estamos nas
condigbes do Teorema de Lummer-Phillips (Teorema 1.4). Logo A é gerador infinitesimal de
um semigrupo de contracoes (S (t)>t>0 de classe () e novamente anédlogo a prova do Teorema
2.5 temos garantido existéncia e unicidade de solugao do problema (P3) segundo a Defini¢ao

2.5.1. U



CAPITULO 3

Estabilizacao Uniforme

3.1 Introducao

Na tltima segdo do capitulo anterior introduzimos o problema (P3) para o qual
teremos estabilizacao uniforme da energia. O estudo sobre a estabilizacao uniforme estd

diretamente relacionado a quatro aspectos, a saber:

1°) Dimensao do espago R™, ou seja, escolha do n ;
2°) Geometria do aberto €2, ou seja, escolha particular da terna (Q, [y, I‘l) ;
3°) A funcdo k = k(x), ou seja, escolha das hipdteses sobre a funcao k ;

4°) A funcdo a = a(x), ou seja, escolha das hipéteses sobre a funcao «a .

Detalhemos a geometria de ) abordado no 2° item acima. Para cada xqg € R”, fixado

arbitrariamente, representamos por m,, : R” — R" a fung¢ao dada por
My, () = x — 29 para todo = € R"
Definicao 3.1.1. Seja (Q,FO,Fl) conforme a se¢cao 1.J.
i) Dizemos que a terna (Q, Iy, F1> satisfaz a condi¢ao 1, quando existe xg € R™ tal que

Po={z €T} (ma (), v(2)) <O} e Ty = {a €T3 (myy(x), v(2)) > 0} ,
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onde v(z) € o vetor normal unitdrio no ponto x € I' e (-,-) é o produto interno usual

no R™.

ii) Dizemos que a terna (Q,FO,F1> satisfaz a condi¢cao 2, quando I'y e I'y sao fechados e

existe xo € R" tal que (my,(x),v(z)) <0 para todo x € T'y.

Observe que se (Q, Iy, Fl) satisfaz a condicao 1 entao podemos ter dominios sim-

plesmente conexos e também dominios do tipo anel

foﬂfl#(b fomflz(b

Por outro lado quando (Q, o, Fl) satisfaz a condicao 2 nao podemos ter dominios

simplesmente conexos. Neste caso o dominio {2 deve ser necessariamente do tipo anel

ToNTy =10

Diferente da condicao 1, na condicao 2 nao tem restricao geométrica em I'y, por

exemplo na figura acima y € I'y e (my,(y), v(y)) < 0.
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3.2 Estabilizagcao Uniforme - (Q, [, Fl) na Condicao 1

Seja (u,d) uma solugao do problema (P3) dada pelo Teorema 2.5. Entao a energia

do problema é dada pela fungao E : [0,00) — R definida por

E(t) = [u/(t)]* + Hu(t)H2—|—/h(x)k:(x)(6(x,t))2 dl' para todo ¢ >0 . (3.1)

Nesta secao provaremos que quando (Q, [y, F1> esta na condicao 1, restringindo a dimensao n,
fazendo uma escolha adequada para a fungao k = k(x) e tomando a € L*°(2) suficientemente
pequena, a energia F = F(t) tende a zero exponencialmente quando ¢ — oo. Este resultado

foi obtido em [10]

Teorema 3.1. Suponha que

H1) n=2oun=3;
(H.2) A terna (Q,FO,F1> satisfaz a condigao 1 ;
(H.3) g,h € C(Ty) sdo funcdes estritamente positivas em T'y;

(H.4) k(z) = B(x){my,(z),v(z)) para todo x € Ty, onde 3 € CH(T) satisfaz 0 < By < ()
para todo x € T;.
(H.5) a € L™(Q) satisfaz

1
o <
e M1 +Cp)+Cypln—1)

(3.2)

onde M = max (magc |z; — (xo)j]) e C, € a constante de Poincaré em H} (Q).
sStsn meQ

Se (u,0) € solugao de (P3) dada pelo Teorema 2.5 ¢ E = E(t) a energia associada

definida por (5.1) entao existem constantes positivas & e 6 tais que

E(t) < &7 para todo t > 0.
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Demonstragao: Como podemos ver, das hipéteses (H.3) e (H.4) temos que

0 < go =ming(s) < g(r) <maxg(s) =g

sel'y sely

0 < hg =minh(s) < h(z) < maxh(s) = hy
sely sel’y

0 < ko=mink(s) < k(z) <maxk(s) =k
sely sely

Portanto todas as hipdteses do Teorema 2.5 estao satisfeitas o que garante a existéncia de

solucao (u,?).

Multiplicando (2.62) por 2u’ e integrando em € e multiplicando (2.63) por 2kd e

integrando em I'; temos

d
GIOF = 2(8u(0).00) + 5 [ a@)utz.)Pdz =0,

ikz 812 + = |hik2 ' / -
2lgkt & (1), +dt\h BRI, +2(ke' (1), 20 (' (1)), =0

Somando as igualdades acima e usando a férmula de Green generalizada, temos

L @) + o) +

hikzo —|—/ z)|u(z,t)] d:c} =2 g%kéé/(t)i

1

Defina

Eo(t) = [u' ()] + [u@®)]* +

Lt (t)‘i1+ / a(@)|ulz, t)2dz . (3.4)

Q

Como vimos nas preliminares denotemos [6(¢)|2, = /F h(x)k(z)|d(x,t)|?dl". Note que E, é

1
uma energia perturbada do problema, ja que

+/ 2)[ulz, t)2de (3.5)
Vamos mostrar que tais energias sao equivalentes.De fato, da desigualdade de Poincaré,

—llallee Cp E() < =llaflse Cp u(®)]* < —llalloo [u(t)]* </ )u(z, t)dr = Eo(t) - E(t),
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consequentemente

(1= llalle G) E(t) < Ea(t)
com (1 — ||l C ) > 0, pois de (3.2) podemos ver que

1 1
< -
M(1+Cp)+cp(n_ 1) Cyp

oo <

Por outro lado

+/ o)u(z,t)Pde < B(E) + [l [u@)]* < E@) + [lall Cp u@)?

= [ (OP + (14 Gy ) [u(®)])” +

2
nak3s(0)[ < (1+ llallGy) B()

Iy
Logo E, e E sao equivalentes. Assim, para demonstrar o Teorema basta mostrar que F,
decai exponencialmente.

Agora vamos considerar uma perturbacao de E,, da seguinte forma:
Para cada ¢ > 0 defina
Eas(t) = Ea(t) + €p<t) , Vt>0 (36>

onde

p(t) =2 /Q | (M (), Vu(, )0 (, ) _1u(x,t>u’(x,t)}dx

+ [ [20(2) (may (2), v(@)) + k()| [y0(w) (2, )3 (2, 1) + ~"<§>|6<as, £)[?]dr

I'1

Provaremos a seguir que F, e E,. sao equivalentes. No que segue omitiremos o indice zy na
fungao my,, ou seja, my,(z) = m(z) para todo x € R" e também omitiremos as varidveis z

e t das integrais para facilitar a notagao.

Lembrando que, |u(t)[* < Cyllu(t)||* e [vo(u(t))[}, < C,llu(t)]|?, vamos fazer algumas
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estimativas.

‘2 /Q(m, Vu)u'dzx

< 2/9‘(771, Vu>’ |u|dz < Q/QHm”Rn IVul|gn |o|da

<M [ 2| Vullen [lde < M [ (19l + 1) de < M ()2 + [/ (2)):

‘(n— 1)/Qu u'dr| < (n;l) /92|u| |u'|dz < (n;l) /Q(|u|2—|— [u')?)dx

< D+ O D < 1Y

(Collu()]I” + /' (8)]

2hk hl 1 1
“a0(w) 8 dr| < 2 [ 2k () k¥ |glar
Sonte) 0 ar| < B [ owou(w) i

hl 2 2 hlkl 2 hl
< — k klo|7)dl < C t —
< o . (Bhot)? + kISP )ar < =20 Ju(n)|* +

Bo

/Fl 2h{m,v)yo(u) 0 dF‘ =

I

2
I'1

k26(1)|

b C, , 1
t —_
el +

k%(u)&iF‘ <
Iy

k26(1)|

2
Iy

/Fl (2h<m’ v+ k)gézdF| = ‘/F (h; + l;)ga?dr|

>
< /F (}Zi‘g + D) kloar < (hgfl + )kt

2

r
Usando as estimativas anteriores, temos que existe uma constante C1, tal que
1
p(®)] < Co(JW (P + lu(®))® + k2517, ) -

Desta desigualdade e do fato de que a funcao h tem minimo, vemos que existe uma constante

Cy satifazendo

P < Co(JW (P + lu()|* + [h2k25(1)[3, ) = C2E(t) .
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Agora, usando a equivaléncia das energias FE e E,, temos que
p(t)] < C3Ea(t) -
Por outro lado, de (3.6) e usando a desigualdade acima obtemos que |E,.(t) — E4(t)] =
lep(t)] < eC3E,(t). Logo (1—eC3)EL(t) < Eue(t) < (14eC3)E,(t). Definindo Cy = (1—Cs),
Cs = (1 4 eC}) e escolhendo
1
< = 3.7
<o (3.7

temos que Cy > 0.

Portanto até agora provamos que E, F, e F,. sao energias equivalentes. Desta

forma, basta mostrar que E,. tem decaimento exponencial. Com efeito:

Diferenciando E,., temos que E!_(t) = E! (t) 4+ €p/(t), onde

p(t) = 22 X [<m,w>u'+(”;1) o | da +CZ 2h{m, v) + k| [yo(u)d + gwﬂdr
= 2/Q {(m, Vau'yu' + (m, Vu)u”} dr+ (n— D @t))* + (n—1) /Q u u'dx
+ jt N {2h<m, V) + k] [fyo(u)é + g]éﬂdf

— 2/Q {(m, Vu'Yu' + (m, Vu)(Au — au)}dx +(n— 1) (1)]?

+(n—1)/Q (Au—au)dw+5

= 2/Q {(m, Vu'yu' 4+ (m, Vu)Au — (m, Vu)au] dr + (n — D)/ (t)]?

—|—(n—1)/9(uAu—ozu)dx+§;

{2h<m, v) + k] [fyo(u)é +

gwﬂdr

[2h(m. v) + K| [y0(w)d + g|5|2]dr

A seguir vamos analisar os termos da igualdade acima. Primeiro, note que para cada 1 <

7 < n obtemos

ou (mj v') doe = — / m] d$+/ Yo(u')yo(myu)v;dl
835]

,8u’
=— [ u

Q 8.’13j

/ om; !
mjdx — /Q /| %jdﬂc + /Fl 1v0(u)|*m; v;dl
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Logo 2/ B ) dox = / |u’ ]dx —|—/ [v0(w)[*m; v;dl. Somando de 1 a n,
Lj
resulta que

2 /Q (m, V' Yu'da = —n|u ()2 + /F o) {m, vy (3.8)

Desde que a dimensao do R™ é n = 2 ou n = 3, usando argumentos analogos aos

usados por V. Komornik e E. Zuazua (Lema 2.2) em [20] e P. Grisvard em [13], obtemos
2/Q<m,Vu>Au dr < (n— 2)|lu(t)|? + 2/ (m, Vu)kd'dl — / (m, W |Vul2. . (3.9)
Iy Iy
Mais ainda

—2/Qoz<m,Vu>udx < /Qz|a| \(m, V)| Julda < M||a||oo/g(|yw||§n + [ul?)dx

< Mlallo(1+ Cp)u(®)IP; (3.10)

(n— 1)/QUAU dr = —(n— 1) u(®)]® + (n — 1) /F o (u)d'dD; (3.11)

—(n— 1)/Qoz|u|2dx - —(n—1) /Q(a+ — o )ultde < (n—1) /Q o ul?d
< (n = DlallCyllu@®)|* - (3.12)

Por outro lado, de (3.3) e (3.6), resulta que E._(t) = E.(t)+ep'(t) = —2/ gk|d'|*dl +¢ep (t).
Iy

Agora, usando as relagoes (3.8)-(3.12) para estimar p’ temos que

E! (t) = _2/1“ gk|d'|?dl + & {2/Q [(m,Vu')u’ + (m, Vu)Au — (m, Vu)ozu] dx

=D+ (n—1) /Q(uAu - a|u|2)dx}

+ sjt {2h<m, v) + k] [ryo(u)é + gwﬂ dr
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<-2f gklaPdr 4 {—n|u’<t>|2 +/ o) {m. v}l + (n = ) ju(n)]

+ (Z(m, Vuykd' — (m, 1/>|\Vu||§n)dl“ + el M (1 + Cp)|Ju(t)|?

+ (=D OF = (n = Dlu®)]?
+(n=1) | kp(ddl + (n = Dlale G, Hu(t)||2}
+ 55; N {2h<m, V) + k] {yo(u)é + g|5|2} dr
<e{-[w/ (1) - Csllu(®)|”
+ /1“1 {|70(u’)]2(m, v) + 2(m, Vu)kd' + (n — 1)kyo(u)d" — (m, V>||Vu||f§n}df

+5t [ [2ntm.v) K] [0 (w)a + g|5ﬂdr} - 2/1“1 g[§'2dD . (3.13)

onde de (3.2)
~Co = (Jlalloc[M(1+ Cp) + Cp(n = 1)] = 1) < 0.

Somando e subtraindo 5/ hk|6]*dl’ em (3.13) obtemos:
Iy

Eoelt) < = {1/ (O — Collu(t)|P — [ hklofar
Iy
+/F {|'yo(u’)|2(m, V) + 2(m, Vu)k&' + (n — 1)kyo(u)d’ + hk|5)* — (m, y>||Vu||%§n}dF
d

Note que
—|u'(t)]* = Colut)]” —/ hk|o]*dT < —CrE(t) |
I'1

com C7 = min{1,Cs}. Logo

E._(t) < —eCyE(t) — 2 /F gk|&'|?dT +ejt /F [2h(m, v) + k| [y0(u)d + g|5|2]df

+ E/F [|'yo(u’)|2(m, V) + 2(m, Vu)kd' + (n — 1)kryo(u)d + hk|§]> — (m, 1/)||Vu||]%n}df :

mas como as energias E e F, sao equivalentes, podemos ver que
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E._(t) < —<CsE, —2/ gk|o'2d0 + =2 / [2(m,v) + K] [10()0 + 26| ar
te /F [0 ()2, v) + 2(m, Va)kd' + (n — 1)kro(u)

+hE[S|* = (m, v)||Vul3a]dl (3.14)

Na sequéncia continuamos estimando os termos do lado direito desta desigualdade. Lem-

brando que 7yo(u') = —gd’ — hd, entdo

/Fl [(m, y>y%(u')|2+hky(s|2]dr g/ [(m, v)|(~g8 — h8)[* + hk|6|?] dT

</ G210'? + 2(m, v)h?|3[* + hk|6|?]dT

— 2/F m, v)g |<5’|2dr+/F (2h(m, v) + k) h|8[*dT

- 2/r1 (m, v)g?|8'|2dl — /F (2h(m, v) + k) (= 00" — h|5]* + 6"y0(u) + g60")dl
+ i <2h<m, V}+l{;)5'%(u)dr

:2/F1<m, u>g?|5'|2dr_/F (2n(m, 1/)+k)<5t[ o(u )5+%52})d1“
+ ] <2h<m,u>+k)(5”yo(u)df‘

_ 2/F1 (m, ) 2|6 2T — ;i {/F (2h(m, v) + &) (v0(w)5 + 352)dr}

—l—/F <2h<m, v) + k)5/70(u)dF

1
2/ (m, Vu)ko'dl < 2M/ k2| Vullpe Az —8dD
I I A2

k
2 /"2
< M/Fl ()\k:||Vu||Rn + X|5| )df‘

onde A é um numero arbitrario positivo. Agora, de (3.14) e das duas desigualdades acima

resulta que
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E! (t) < —eCsEo(t) — 2 /F gk|d')2dl + ajt /F [2h{m, v) + k| [y0(u)d + g|5|2]dr

+ 5/F {(n — Dkyo(u)d + 2(m, Vu)k&' + |yo(u)|*(m, v) + hk|§|* — (m,v)||Vu %&n}df‘
< —eCyBa(t) — 2/ gkl dF+5{/ ((n — Dkyo(w)d’ + MK Va3 +M§\5’\2)dr
Iy R A
+/ (m )10 + (2h(m,v) + k) o(w)d — (m, y>||vu||§n]dr}
112 !
< —eCsE,(t) — /F (29 - T)1<;|5| dl + ¢ {/F (2h(m, v) + nk)~o(u)d'dl

+ 2/n<m, V) g?|8|2dT — /F ((m, v) - M/\k)||Vu||]§ndF} . (3.15)

Vamos estimar um dos termos separadamente. Denotando por M; = max{2g(m, v)+
x€el

nk}, vemos que

dr

.. (2htm.v) + nk)so()d'dr = [ (2h(m, )+ nk) 2)i50(w)

1
(2))2
< [ (2btm.v) + k) Apo(u) P+ 1|3 Par
—Jr, ’ A\

Iy

< MiMpo(u(), + 55 [ (2hlm,v) -+ nk) 5 Par

)
1
< MGE() + 45 | (2h<m, v) + nk)[8'2dI
Ml/\CQ 112
7Et—/2h, k)|82dT .
< T ey O+ 1y, Blmer) 4 nk)l9]

Logo usando a desigualdade acima para majorar (3.15) temos

, eMy MAC,
E'_(t) < —eCsEq(t) — /(2g - 7)/45 2dl + ¢ {1_1||a”90Ea(t)+
p

Iy

'

1
— [ (2h(m,v) +nk)|&|2dl + 2 [ (m,v)g*0'|2dT — | ({(m,v) — MAk)||Vul|3.dT
4)\!( m,v n) F[myg /(ml/ ) U||r }

< —2(Co— o) Ealt) =< / ((m.v) — MAR) [ Va2 dr

_/ [(gg_{fif)k—g(mm v)g? +£<m V) + Z’;)] |'2dI

I
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Lembrando que k = 5{m, v) segue que
M )\C:
ELo(t) < —e(Cs = -0 Y Ealt) = 2 [ ((m,v) = MAB(m, 1)) IVl dT
L=l Cy I

- [(2g — %)Mm, v) — 5(2<m,u>g2 + 2h)\<m, V) + W)] |6’ |>dT’

< —2(Cs ~ 7o) Ealt) =< [ (m.2)(1 = MA)| VT
- /Fl<m, V) l2gﬁ - 6(292 - 2}; + Zf + ]\iﬁ)l |0/ [2dT
< —2(Cu = ) Bt = [ (o) (1 = MAD)| VT
N /n(m, ” [295 B 8(8>\92 +2h 1—)\715 + 4Mﬁ)] P 5.16)

Neste momento, escolhemos A > 0 e € > 0 tais que

Mi\Cy

Cho = _ A9
0= (G~ o6

)>0, (1-MBA)>0 e

e 8Ag()5()
8Ag2(z) + 2h(z) + npB(x) + 4MP(x)

para todo z €T ,

ou ainda,

2
l2gﬁ_€<8Ag + 2h LnB+4MB)] ~0

Note que tal escolha é possivel porque as fungoes envolvidas acima, 3, g e h tem maximo e
minimo em I';. Lembrando também que ¢ deve satisfazer a restriciao (3.7).

Portanto, das escolhas de A e €, podemos majorar as duas tltimas integrais de (3.16)
e concluir que

E(/:uz-:(t) < _8010Ea<t) < _CllEozE(t> )

ou seja, E! _(t) + C11 Eac(t) < 0, de onde concluimos o decaimento exponencial de E,.. O
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3.3 Estabilizacdo Uniforme - ({,T),I';) na Condigao 2

Na secao anterior estudamos a estabilizacao uniforme da energia associada ao pro-
blema (P3) levando-se em conta que os aspectos (1°) a (4°), citados na introducao deste
capitulo, estejam dados pelo conjunto de hipdteses (H.1)-(H.5) formulados no Teorema 3.1.
Nesta secao veremos um resultado de estabilizagao assumindo aspectos distintos conforme
[11]. Antes de tratarmos o resultado sobre estabilizagdo uniforme, veremos um resultado
parcial sobre a estabilidade forte da energia, ou seja, a energia do sistema tende para zero

quando t — oo

Na secao anterior nao tinhamos restricao no sinal da funcao a mas, exigimos «
suficientemente “pequena” (conforme (3.2) ). Agora ndo vamos restringir o “tamanho” de
a porém vamos considerar o nao negativa, ou seja, a € L*(Q) tal que a > 0 q.s. em .
Como vimos na segao 2.5, o produto interno ((+,-)), dado pela relagao (2.69) é equivalente

ao produto interno usual de H'(Q2) em Hy ().

Quanto as fungoes g, h e k mantemos as mesmas condicoes sobre g e h, isto é funcoes
na classe C'(T'y) estritamente positivas. Entretanto nao fixamos uma forma explicita para a
funcao k conforme fizemos na hipétese (H.4). Agora consideramos k € C(I';) estritamente
positiva. Logo

0 < ko =mink(s) < k(z) <maxk(s) =k .
sel’y sel’y

Andlogo ao produto interno definido em (1.17), nas preliminares, podemos ver que

1
(& = ((W0)E,0) e [éli = [(hR)2ETR, -
Definem produto interno e norma em L?*(T';), equivalentes aos usuais. Tal equivaléncia segue
do fato que as fungoes h e k£ tem maximo e minimo.

Sejam (u,d) uma solugdo do problema (P3) dada pelo Teorema 2.6 e E = E(t)

a energia associada ao problema dada por 3.1. Nesta secao trabalharemos com a energia
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perturbada E, = E,(t) dada em (3.4) que pode ser reescrita na forma
Ea(t) = [u(®)2 + [&/()? + 613, para todo t > 0.

Note que as energias E e E, sao equivalentes, ji que as normas || - || e || - || s@o equivalente

em HY (Q).

Teorema 3.2. Suponha as hipdteses de Teorema 2.6 e seja (u,d) a solugdo do problema
(P3). Entao
lim E,(t) =0

t—o0

Demonstracao: Sejam H, D(A) e A: D(A) C H — H definidos exatamente como na
demonstracao do Teorema 2.6. Entao vimos que A é gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes de classe Cp, (S (t))t>0. O resultado fica provado se demonstrarmos que (S (t))t>0
é fortemente estavel, isto é, parz; cada Wy € H temos que )

Jim [|S()1Woll = 0

De fato, basta notar que a solu¢ao do problema W'(t) = AW (t) com W (0) = W, é dada por
W(t) = (u(t),u/(t),d(t)) = S(t)Wy e de acordo com a topologia que colocamos no espago de
Hilbert (H, ((, ))H) obtemos que

ISOWollar = I (w(), o' (8),6(6) )l = a2 + [/ @) + 16]5 = Ea(t)

tendo em vista que ((,-))y é dado por (2.70).

Passemos entao a demonstragao de que (S (t))t>0 ¢ fortemente estavel. De acordo
com o Teorema 1.7, devido a W. Arendt e C. J. K. Batty em [2], é suficiente mostrar que
op(A)NiR =0, 0,(A) NiR = 0 e 0.(A) NiR é enumerdvel, onde 0,(.A) é espectro pontual

de A, 0,(A) é espectro residual de A e o.(A) é espectro continuo de A.

Primeiro vamos mostrar que o,(.A) NiR = (). De fato, seja r € R, V = (v, vq,v3) €
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D(A) e suponha que AV = irV, entao

vy =irvy , Avy —avy = ir vy

. k
—Y0(v2) — hvs =ir gus , m(v1) = 5(—70(1)2) — hvsg) .

Como V € D(A) e com um pouco de algebra

v, + Avy —avy =0 (3.17)
v = 0 em FO (318)
(1) = F(—0(ws) — hug) = ki v = —— o (irwy)
M1 17g YoV2 3) = 3 = h—i—irg% 1
r’h —irdg

Multiplicando (3.17) pelo conjugado de vy, integrando em €) e usando a férmula de Green,

obtemos

(r*v,v1) + (Avy, v1) — (avy,v1) =0

(r?vy,01) = ((v1,01)) + (71‘(1)1),70(1)1» — (awvy,v1) =0
ol = = (o) o)) =0

h2 + r2g2 7o .
2
. g
) +ir3 /4h2 - 77"292 Yo(v1)

2
=0
k

lolla = r*orf* —

h

Fagamos por casos. Se r = 0, temos que ||u(t)||2 = 0, ou seja, v; = 0 e das relagdes acima,

vy = 0 e v3 = 0. Por outro lado, se r # 0 da equagao acima temos que

2 2

\/ﬁ;zgz Yo(v1) i \/ﬁ;zgz Yo(v1) i

Logo, v(v1) = 0 em I'. Assim, de (3.17), (3.18) e (3.19), v; deve satisfazer o seguinte

r3 = 0 ou ainda =0
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problema

r?v; + Av; —avy =0
vy=0 em I’

’71(1)1) =0 em Fl

Logo, de acordo com o Teorema 1.9, v; = 0 e consequentemente v = 0 e v3 = 0. Portanto
ir nao pode pertencer a o,(A) para qualquer r € R ja que 0,(A) é o conjunto dos valores
préprios de A. Observe que isso mostra que nenhum autovalor de A reside no eixo imaginario,

uma das hipéteses do Teorema 1.7.

Note que umas da hipéteses do Teorema 1.9 requer que v; € H?(Q2). De fato, como
Q satisfaz a condigdo geométrica 2 e V' = (v1,v3,v3) € D(A), temos que v; € Hf () e
Av; € L?(Q), assim por regularidade eliptica podemos concluir que v; € H?*(Q2) e ainda

Y(v1) = S(—%(vz) — hvg) em L*(Ty).

Lembrando que o semigrupo (S (t))t>0 que estamos trabalhando é um semigrupo de

contragoes, podemos aplicar o Teorema 1.8, ou seja

o, (A)NiR = g,(A)NiR =0

Assim resta provar que o. N iR é enumeravel. Para isso, primeiro vamos mostrar
que Im(ir I — A) = H para todo r € R. Com efeito, sejam r € R e & = (¢1, 2, p3) € H.

Queremos encontrar W = (wy, wq, ws) € D(A) tal que (ir — A)W = &, em outras palavras,

i wy —wy =1, ir wy — Awy + awy = @

) — Yolir wy —
ir gws + Yo(ws) + hws = gps = ws = 9es Zo( Wi 1)
+irg

Note que, wsy e w3 sao facilmente obtidos a partir de w;. Entao, do sistema acima devemos
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encontrar w; satisfazendo

aw, — r’w; — Awy = @y + i,

Y1 (w1) = ];(—70(102) — hug) = k(irws — p3)

ik (_ Yo(w) 4 9¥s + 70(@1)) ~ kg

h +irg h+irg
r iryo(p1) — hes
=k k
h—i—irg%(wl) * h +irg
r2h —irsg irvyo(p1) — heps
=k e olw) +E——
] +rg
Denotemos F = o +irp, , G = k% , (= k’i;ﬁ{;ﬁ. Logo

aw; —r*w; — Aw; = F | yi(wy) = (yo(wy) + G
Por outro lado, defina Ay : D(Ay) C L*(Q)) — L*(Q) tal que Ayu = Au — au onde
D(Ayx) ={u € H%O(Q); Au € Lz(Q) , 71(u)=0 em I'1}.

E facil ver Ay é invertivel e sua inversa é continua. Basta aplicar o Teorema da representagao
de Riesz. Em outras palavras, temos que A, ' : L*(Q) — D(Ay) C H{, () é um operador
continuo. Considere também a aplicagao de Neumann, N : L*(T') — H'(Q) tal que, dado

0 € L*(T"), N(0) é a solugao do seguinte problema variacional

Ay —arp =0 em () (3.20)
0

ajfzg em Pl

Yv=0 em [

Novamente pelo Teorema da representacao de Riesz, a aplicacao N estd bem definida e mais
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N é continua. Observe que N(#) = 1. De (3.20) resulta que

AN [wl — N(C'yo(wl) + G)} + 7’2’LU1 =A [wl — N(C%(wl) + G)}
—« [wl — N(C%(wl) + G)} + 2wy

= Aw; — oawy + r*w; = —F

ou melhor

AN [wl — N(C%(wl) + G)] + 7“2’11)1 =-F (321)

Note que [wl — N(C%(“’l) + G)} € D(Ay) ja que 7 [wl — N(C%(“’l) + G)} = 7 (wy) —
gi! [N(C%(wl) + G)} =0.

Agora definindo B : H'(Q) — H'(Q) tal que Bw; = N(gyo(wl)) — 2 ANt w; e
usando (3.21) temos que (I — B)w1 = N(G) — Ay (F).

Resumindo, pela construcao que fizemos, dado r € R e ® € H temos que os seguintes

problemas sao equivalentes,
encontrar W € D(A) definir
tal que (ir — A)W = & wy = (I = B)™'[N(G) — A3 (F)]

Veja que o segundo problema implica que

wy = N(Cyo(wr)) — r* Aytwr + N(G) — Ay (F)

=0 s Aw1 S L2<Q) s ’)/1<w1) = C’)/o(wl) + G .

’Yo(wl)

Iy ry

Pela equivaléncia dos problemas, para mostrar que Im(ir — A) = H, basta mostrar que

(I — B) ¢ invertivel e para tal vamos usar a alternativa de Fredholm.

Observe que B € L(H'(Q2)). De fato, como Bu € H} () e pela continuidade das

aplicacoes N e Ay' entdo

1Bull 1) < CllBulla = CIN (¢ro(w)) = r*Axtulla < C(IN(Cro(u))lla + I Ayt ulla )

< C(CIICI|Lm(g)|70(U)Ir + (517“2|U|> < Cllulla g
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Como H'(Q2) é um espaco de Hilbert separdvel entao do Teorema 1.11 temos que B €

L(H'(Q)).

Para usar alternativa de Fredholm precisamos mostrar ainda que Nuc(l — B) = {0},

para isso suponha que existe u € H'(Q) tal que Bu = u, logo

u = N(¢o(u) —r* Ay’ (u)

e usando as informacoes sobre os operadores envolvidos temos que u deve satisfazer o seguinte

problema

r*u+ Au—au=0
Yo(u) =0 em Ty

Y1(uw) = ((0) em I'

Note que a func¢ao u satisfaz o problema dado pelas equagoes (3.17)-(3.19) e como vimos
anteriormente, na prova de que o,(A) N iR = (), se r € R necessariamente a fungao u
deve ser identicamente nula. Portanto Nuc(I — B) = {0} e pela alternativa de Fredholm

Im(I — B) = H'(Q) consequentemente (I — B) ¢é invertivel.

I existe e nao é

Para concluir, dado r € R, suponha que ir € o.(.A) entao (ir —.A)~
limitado, e como provamos acima Im(ir — A) = H, ou melhor, D((ir — A)’l) = H, como
A ¢é fechado temos (ir — A)~! é fechado. Assim pelo teorema do grafico fechado (ir — A)~!

é limitado. Absurdo!

Portanto o.(A) N iR = () e como querfamos S(t) é fortemente estavel. O

Observe que, a priori no Teorema 3.2 temos estabilizacao forte da energia somente
para solucoes regulares, ou seja, segundo a Definicao 2.5.1, porém como a demonstracao
acima nao impde restrigdo na localizagao do Wy, isto é, pode estar tanto em D(.A) quanto
em H, podemos concluir também estabilizacao forte da energia do problema para solugoes
generalizadas de W'(t) = AW(t), isto é, considerando W, € H. Neste caso a solucao

generalizada serd uma solugao fraca do problema (P3).
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Teorema 3.3. Suponha que

H’.1 A terna (Q,Fo,Fl) satisfaz a condi¢ao 2 ;
H’.2 g,h, k € C(T) tais que g(z) >0, h(z) >0 e k(x) > 0 para todo x € Ty ;

H’.3 a € L™(Q) tal que o > 0 para quase todo x € ) .

Se (u, ) € a solugao de (P3) dada pelo Teorema 2.6 entdo existem constantes positivas M e
0 tais que

E,(t) < ME,(0)e™® para todo t >0 .

Demonstracao: Seja (u,0) segundo Teorema 2.6. Como ja fizemos antes, Multiplicando
(2.62) por 2u/(t) e integrando em € e multiplicando (2.63) por 2kd’(t) e integrando em I'y,

depois usando féormula de Green e somando as equagoes resultantes chegamos a

d , , dE. ,
pr [IIU(t)Hi + | (8)]* + |5Iik] +2/0'(t)|3, = o (t) +2|6'(t)|7, = 0
Logo
T / 2
Eo(T) +2 /S 16 ()2,dt = Ba(S) (3.22)

Faremos a demonstracao em trés etapas. A primeira Etapa explora a condicao geo-

métrica do €.
Lema 3.3.1. Assuma que (Q,Fo,Fl) esta na condi¢ao 2 e five T > 0 arbitrdrio. Se u €

C([0,7); HE () N CH([0,T1; LH(Q)) satisfaz

u' — Au=—au Yo(u') € L? (0, T, LQ(FI))

u(0) = uo , w(0) = uy n(u) € L*(0,T; L*(I'))
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Entao

/ﬂw a@)I1% + [ (8)?]dt < C[ti[tou;]{llu@)\li + [ ()]} + /OT (I (w)* + [0 (u')[?)dTdt|

+ CT|U|2

L2012+ ()

onde C' é uma constante que nao depende do tempo, e f > 0, 0 < p < % sao constantes

pequenas mais fixas.

Essa demonstragao esta no Apéndice, pois é muito longa. Observe que, a solugao
u segundo o Teorema 2.6, satisfaz as hipoteses do Lema 3.3.1, ja que 2 satisfaz a condicao
geométrica 2 e assim pode-se usar regularidade eliptica, ou seja, u(t) € H%() e portanto
" (u(t)) = kd'(t) em L*(Ty). Para facilitar denote |u|? = |||u|||]. Da desigualdade

L2(lo, 12+ ()
dada pelo Lema 3.3.1 podemos ver que

T
sup { Eaf / / S parat + [ [ |70(u’)|2dth]
te[OT r o Jry

T
Ea(0)+—k;1/ / gk|8'|2dTdt +/ / |%(u')|2drdt]+oT|||u|||
90 0 JI 0 Jr

-6
[ oz + eopac< ¢

+Cr[[[ull] < ©

por (3.22)

[ oz + P < ¢ | mury + (2 L) [ [ akiparae
I, '%W’)l?dfdt] + Crllfull

T
T)+/ /gk|5’\2drdt
0 Iy

T
# [ ottsRaral + ol

Por outro lado

{/ / } lu(®)lla + 1 () }dtﬁ{/oﬁJr TT_B}Ea(t)dt§2[)’Ea(O)

<2p[E +2/ / gk|3'|2dr]
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Logo

T)+/T/ gk|8'[2dTdt

+/ /. Pt le“dt]jLCT]HuH] (3.23)

[ Tl + @] de < ¢, | B

Na segunda etapa provaremos um lema que estima os termos da fronteira em termos
do damping |&'|%.

Lema 3.3.2. Seja ¢ > 0. Entdo existe constantes Cy e C(g) (C3 nao depende de €) tais que

T T T
/ / h|8|2dTdt < C4EL(T) + ¢ / En(t)dt + C(c) / / gk|§'|2dTdt (3.24)
0 F1 0 0 1_‘1

Demonstracao: Multiplicando (2.63) por § e integrando em ¥; e usando integracdo por

partes, temos que

T T T
/ h&2dTdt = — / g8'8dTdt — / / ol )5dTdt
0 Fl 0 l—‘1

:—/ [ g¥adrat - [/ Yolu } +/ [ ()
< [ [ ot oiarar+ [ [ pol 18]+ [ [ fotwl 81drar
201(51)/0 /Flgk]é’] dth+51/0 /Flh\é\ dTdt

+Cy sup { Fo(w)?dr + [ hk!§|21“}
I I

te[0,7]

T T
2 112
+gl/0 /F o ()] dth+02(51)/0 /F gk|&|2dTdt

aqui foi usada desigualdade de Young e as limitagoes de g, h, k. Agora pelo teorema do Tracgo

e como E,(t) < E,(0), para todo t > 0, obtemos

sup { [ fo()dl + [ BHIPT < CaBa(0) = o[ Ba(T) +2 "l gHlaar

te[0,7)
T T T
51(/ / h\d]QdthJr/ / |*yo(u)]2d1“)§0651/ Eo(t)dt
0 1T 0 1N 0
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considere € = (1. Portanto, combinando as desigualdades, concluimos (3.24), onde

C5 = (C4C5), Cler) = (2C5 + Ci(a1) + Calen)) O

Observe que
T T T
/ / I%(u’)lzdthzf /(95'+h5)2dF§C7/ /(gk|5’|2+h|5|2)drdtdt (3.25)
0 Fl 0 Fl 0 I‘ll

T
Por outro lado, somando / / hk|§|*dTdt, em ambos lados de (3.23), temos que
o Jr

/OT a2 + yu’(t)|2}dt+/0T /F hk|§|2dTdt < Cy Ea(T)+/OT/F1 gk|8'|2dDdt

T T
+/ / I%(u’)Pdth] +CTH|uy|\+/ / hk|6|2dDdt
0 1N 0 I,

ou seja

T T
/ B, (t)dt < lEa(T)—l— / / gk|&'|PdTdt
0 0 Iy

T T
+/ / ‘VO(U/)|2dth] +CTH|u|y|+/ / hk|6|*dldt
0 1N 0 ry

de (3.25)

T
/ Eo(t)dt < Cy
0

T T
112 /2 2
Ea(T)—i—/O /Flgk:|5| dth+C7/0 /Fl(gk|5| + hld] )drdt]

T
+C’T|Hu|||+k1/0 /Fh\5]2d1“dt
1

Aplicando o Lema 3.3.2 com € < , tem-se

1
CoC7 + ky

/OT Eq(t)dt < Cs lEa(T) + (14 C) /OT/F gk|0'[2dTdt
+C; (CgE(T) +5/OTEa(t)dt+C(5) /OT/F gk|5l|2drdt)]

T T
+CT!|\UI!!+k1(CsE<T)+e/O Ea(t)dt+0(a)/0 /ng\5’|2d1“dt)
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Logo

T
(1— CyChe — kye) /0 Eu(t)dt < (Ca + CrCy + k1 C3) Eo(T)

1+ (Ca + CoCr + CoC1C(e) + ki C / / gk|d'|2dTdt

+ Crl||ulll
pela escolha do € chegamos em
T T
/ Eu(t)dt < Cs|Ea(T) + / / gk|8'[2dTdt] + Crl[Jull| (3.26)
0 0o Jry
Agora, pelo fato de que T'E,( / t)dt e notando que Cg nao depende de T', podemos

escolher T' suficientemente grande, tal que da equagao (3.26) se tenha

T
En(T) gcg/ / gk|&)2dTdt + Cr||]ull| (3.27)
0 Iy

Na terceira etapa nés vamos estimar o termo |||ul||.

Lema 3.3.3. Sejam T > 0 tal que (3.27) € satisfeita para qualquer par de solugao de (P3) e

1 N
p < 3 Entao existe uma constante Cr tal que se (u,d) € solugao forte de (P3), Entdo
_ T
lulll < Co [~ [ ghle'Parar
0o Jr

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que existe uma sequéncia de solugoes forte (t,, o)

tal que:

lunlll=1, VmeN (3.28)
T

/ / g[8 |2d0dt —s 0 (3.29)
0 Iy



3.3 Estabilizacao Uniforme - (Q, Lo, Fl) na Condigao 2 100

Denote por Eup,(t) = |[um (6|12 + |[u.,(#)]* + |0, ()], e como vimos anteriormente
T
Ban(t) < Ean(0) = Ean(T) + [ [ gkl [*drt
o Jr,

Agora, combinando (3.27), (3.28) e (3.29), garantimos a existéncia de uma constante M, tal
que

T
Eam(t) < Eam(0) = Ea(T) + / / k|0l [2dTdt < M
0 I

Portanto

{um} 6 limitada em L(0,T; H () , {u,} ¢ limitada em L*(0,7;L*(Q))

{0} ¢ limitada em L>(0,7; L*(I',))

Note que Hyp, () — H'(Q) < H2t0(Q), assim pelo Teorema 1.10, {u,, } é relativamente com-
pacto em C' ([0, T|;H %Jrf’(Q)) e consequentemente relativamente compacto em L2 ([O, T|;H 3tp (Q)) )
Assim passando tantas subsequéncias quantas forem necessarias temos

Uy — Uy €M L‘X’(O,T; H%O(QD , ul, S ul, em L‘X’(O,T; LQ(Q)>

Om = 0o em L(0,T;L3(T)) , 6, =0 em L*(0,T;L*(T))

Um = U em L2([0,T); H> () (3.30)

Como (upm, d,,) é uma sequéncia de solucao forte sabemos que,
Uy, — A, + @y, = 0, Yo(ur,) + g0, + hom =0, 71 (um) = ko),

Passando o limite nas equagdes temos que (s, doo) € uma solugao fraca de (P3) e anélogo

a(3.22) temos
t
Eom(l) +2 / / gk|0'[2dTdt = B (0)
0 JI'y

Passando o limite no m, tem-se E,oo(t) = Fax(0) para todo t > 0. Por outro lado do
Teorema 3.2 (Estabilidade Forte)
lim B (t) = 0

t—o00
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Logo Eaxo(t) = 0 para todo ¢t > 0, e com isso us = 0. Absurdo! ja que |||u,,||| = 1 para todo

m € N e também temos a convergéncia (3.30). O

Assim aplicando o Lema 3.3.3 em (3.27), concluimos que
- T
EL(T) < 20,y / / gk|8'|2dTdt
0o Jry
para algum 7" > 0. Agora para finalizar, usando (3.22) e a equagao acima

~ - T - - T
(1 + Cip)En(T) < 2C4 / / gk|§|2dTdt + CopEa(0) — 2Chy / / gk|d'|2dTdt
0 Fl 0 1_‘1

E.(T) < Cir

E,(0
T 1+ Cip (©)

A partir dessa desigualdade queremos concluir o decaimento exponencial. Entao
primeiramente lembre da demonstracao do Teorema 2.6, onde definimos um operador A e

por argumentos de semigrupo garantimos a existéncia de uma terna W (t) = (u(t), u'(t), 6 (t))

tal que
iI/V(t) = AW (t)
dt B
W(0) = (u(0),w/(0),6(0)) = (uo, w1, d0) = Wo
e com energia associada a esse problema é Fo(t) = [[u(t)||% + [/ (t)|* + |5(2)[3,.

Definindo um outro problema de seguinte forma

d
SV () = AV (1)
V(0) =w(r)

Temos que sua unica solucao é V(t) = W(t + r). Denotaremos a energia com respeito a
UeVpor E,(t,U) = E,(t) e Eu(t,V) = E,(t+r) paratodo t > 0, respectivamente.
Assim, da mesma forma que fizemos com E,(T") podemos fazer para E,(T,V) resultando

C C
E (T, V) < " _F.(0,V), em outras palavras, E,(T +r) < L FE.(r). Assim,
14 ClT 1+ ClT
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procedendo por inducao

CN{IT "
Eo(nT +1r) < = Eq
040 < (18 Ea

Certo, agora seja t > 0, entao pelo algoritimo da divisao, existe n € Ne 0 < r; < T, tal que

t = nT + r;. Portanto

E(t)g( él? >nE(r1)§< Cir )nE(0)§< él? )TTIE(O)§< Cir >%1E(O)

1+ Cip 1+ Cip 1+ Cip 1+ Cip
o 8 -7 ~ 1+C
_ (1 +~CIT> (1 —|:CIT> T B(0) = (1 +~(11T> T ln(#)tE(O)
Cir Cir Cir
Assim esta provado o teorema com M = (%) , 0=1/TIn (%) O



CAPiTULO 4

Apendice

4.1 Lema 3.3.1

Para demonstracao utilizaremos algumas identidades definidas na fronteira I'. Pri-
meiro seja v : I' — R uma funcao suficientemente regular e ¢ um campo de vetores definido

sobre I'. Entao

0
Vu:a—ZV+VTu (4.1)
ou
q VUZ@(Q v)+q-Vou (4.2)
2 u ? 2
|Vul® = W + |Voul (4.3)

onde Vr é a derivada tangencial.

Relembrando algumas hipoteses importantes para essa demonstragao temos que,
existe o € R™ tal que (m,,(z),v(x)) < 0 para todo z € Ty e estamos supondo que

ue C([0,7; H (@) nC([0,T]; L*(Q)) satisfaz

u' — Au = —au (4.4)
w(0) = ug , w'(0) =u, (4.5)
o(u') € L?(0,T; L(T'y)) (4.6)
() € L2(0,T; L*(Iy)) (4.7)
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Queremos concluir que

/B ’ @))% + ' ()] dt < c{tg[%%{uwwnz + [ (6)]"}+ /0 (M) + o) ) dre]

+ CT|U|2 L

£2(0,71;H2 TP (2))

(4.8)

onde C é uma constante que nao depende do tempo, e 8 > 0, 0 < p < % sao constantes

pequenas mais fixas.

Demonstragao: Seguiremos na prova por solugoes regulares e o resultado se estendera por
densidade as solugoes fracas. Para simplificar as notagoes vamos denotar o produto interno
usual do R” por z-y, para todo x,y € R", omitir as aplicacoes traco e denotar m,, = r — xg

para todo x € R™ apenas por m.

Entéo, seja u € C([0,T]; H*(Q)) N C([0,T]; HE,(Q)) satisfazendo (4.4)-(4.5). Mul-
tiplicando a equagao (4.4) por (m - Vu) € L*(0,T; L*(2)), e integrando em @ = Q x (0,7),

obtemos

/OT/QW(m - Vu)dz dt_/OT/QAu(m Vu)dz dt:/OT/ﬂ(—au)(m Vu)de dt (4.9

Ny No

Integrando N; por partes, temos

T
N, = / /utt(m-Vu)dx dt
0o Jo

= [/Q u'(m - Vu)dz Z— /OT/Qul(m -V )dx dt . (4.10)

o’ ou’

Pondo m(x) = (ml(m),mg(m), ...,mn(x)), Vu' = <8x17m’ oz,

) , aplicando a Foér-
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mula de Gauss em N, para i =1,...,n, e como u' = 0 em Xy, segue que

N3 = // (m -Vu')dx dt = // Zn:mlau /2:/28%z
= / 28797;1 dx dt—|—§/ Z/(u')Qmi v; dU dt

_ //dzvm Ve dt + - // ) dr dt.
2 ry

De (4.10) e (4.11) e do fato de div m = n, vem que

le{/ﬂ "(m - Vudx

Por outro lado, aplicando a Férmula de Green em N,, obtemos

Ny = —/OT/QAu(m-Vu)dx dt

/OT/QVU -V(m - Vu)dz dt — /OT/F&,u(m -Vu)dl dt.

2// dxdt—f/ /F ) dr" dt.

2m; dx dt

(4.11)

(4.12)

Usando a identidade (4.2) e o fato que u = 0 em X, segue que Vyu = 0 em [y e

portanto

N, = /OT/QVU-V(m~Vu)da:dt

mudet—// (m - Vpu)dl dt.
F1

Assim, usando a notagao

" ou Om; Ou
/Qvu. Vm- Vu do = ;/ﬂ or o o

(4.13)

(4.14)
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Ny = /OT/QVu-V(m-Vu)dmdt:/ /8u 0 (m -Vu)dz dt

ox,; 0x;
N / / Ox; Ox; (jzmjﬁ ) et
_ om; Ou o*u
B / / ox; L | (6% 0z; +mj6 8:@)} da dt

— /()szn:l/ g;%z;g; dx dt+/ /6:[:1 jaxax] dr dt

’ ou  0*u
= [ [ Vu-vm-Vuds dt+/0 Z.Z/aniaxjaximj doedt.  (4.15)

N5

Da Férmula de Gauss e utilizando novamente que div m = n, decorre que

%o S hamangar o= [ 35 Lo, () e
= / Z/ |Vu|2mj dx dt

= / \Vu\z L dx dt + 2/ /]Vu|2mj v; dl' dt
— Jr

- —g/o /Q\qudx dt+§/0 /F|Vu|2(m -v) dT dt. (4.16)

De (4.3) e considerando que u = 0 sobre ¥y, temos que

) dl dt

— 2 .
+2/0 /1“1 \Vru|*(m -v) dT dt. (4.17)
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Portanto, de (4.13)-(4.17), resulta que

T n [T
Ny = / /Vu-Vm-Vud:vdt——/ /]Vu|2d$dt

(m -v)dl dt + = / \VTu|2(m -v)dl dt

—/ / (m - Vpu)dl dt. (4.18)
r, 0
8mj . . 8mj . . ,
Portanto, observando que e lset=j e o = 0 se i # 7, concluimos de
(4.14) e (4.18)
//A V) de dt = /8“ ( )dZ—l/ Vg2 (m- v) dS
u (m-Vu)dr 5| (Y 5 s rul*(m-v
(4.19)
du 2
+ | —(m-Voyu) dE + ( — 1)/ |Vul® dQ.
s, Ov

Lembrando que, m-v < 0 em I'y e das igualdades (4.9), (4.12) e (4.19) vem que
/(—au)(m- Vu) dQ = [/ u'(m- Vu) dx]T — 1/ [W'|?(m-v) d + ﬁ/ [u'|? dQ
Q Q 0 2 1 2 Q

ou

v |Ov

1 , Ou
(m-v) d2+2/21 Vol (m-v) dS — /

[ Gm Vru) 4z + (1 - )/ IVl dQ

> Z/Q 12— |Vul?] dQ+/Q|vu|2 dQ + Uﬂu'(m- V) dz]j—/& gz(m Voru) dS

@2
ov

1

1 1
= V) d% f/ 2(m- dZ—f/ '(m-v) d.
> Js, (m-v) + > s |Vru|*(m-v) > Js, [u'|*(m-v)
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Assim,

5 [P = 1vul dQ + [ [Vul* dq

1
< /Q(—ozu)(m- Vu) dQ — ;/21 \Vru|*(m-v) d2 + 2/21 W/ [>(m-v) dS

T ou 1 2
[ . - ) dY-
. /21 81/(m Vru) d¥ + 3 s, (m-v) :

ou

— {/Q u'(m- Vu) dX B

isto é, de (4.3) e da regularidade do campo m, ou seja, tem maximo e minimo no compacto

I'1, entao

Z/Q (12 = V7uf?] dQ+/Q\Vu|2 dQ

1
< c/ alul? dQ + f/ Vul? dQ + c/ Vorul? dS + 0/ /|2 ds:
Q 4 Jg o N

2

oul™ s,

()2 2 1 2
+C sup {[u/ (1) + [Vu(t)* + [azu(t)P} +C | |

t€[0,T Zy

Donde

2
Z/Q [’u/|2 — \Vu|2} dQ + i/Q|Vu|2 dQ < C sup {]u’(t)|2 + ||u(t)”i} + C/El gz dy

te[0,7

+(J{/ W ds+ [ Vpul s+ [ alu? dQ},
P P Q

Logo

;/Q UU’P — ]VuP] dQ + i/Q\VuP dQ < Z/Q [|u/’2 B \Vu\z] 0 +i/Q’V“’2 dQ

, dul?
< C sup {|u )+ ||U(t)||i} + C/E ov dx

te[0,7
+c{/ W ds+ [ Veul as+ [ alul dQ}
31 31 Q
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somando em ambos os lados / alul?dQ e ajustando as constantes
Q

oul’
—| dX
ov

Q@WV+mew+prw@sq$%ﬂwm%wmwﬁ+0Ll

+C {/ |2 d2+/ IV 2 d2+/ alul? dQ}
31 31 Q

Portanto
T / 2 2 / 2 2 2
[ WP + lu@2]de < ¢ swp {jw/ @) +lu®l2} +C [ alul? d@
0 t€[0,T Q

+C{/ /| d2+/ |V rul? d2+/
1 Y1 P

Agora, do lema 7.2, desigualdade (7.5) em [22], temos

/BT—B /m \Vrul?dldt < C, 5 {/21 ”gz y 2

+CT’u|%2(O’T;H1/2+p(Q)) + /Q ‘OCU‘QdQ},

@
ov

2 dZ} (4.20)

+ [ul?| d%

(4.21)

com f3 e p sob as hipdteses enunciadas no lema. Majorando em (4.20), substituindo (0, 7T)

por (5,7 — ) e usando a desigualdade (4.21), obtemos que

/5 aUu/<t>,z+\|u(t)\|§}dtgctg[%pﬂ{,u/(t)‘uHu(t)|y§}+o o

2
d2+/ ! |2ds+
ov o

L,

—_ 1

+CT’u‘%2(O7T;HI/2+p(Q)) + C/QO(‘U’QdQ

Agora basta observar que / alulfdQ < Clul 20,1, 11/2+0 () € cOMo querfamos concluir, temos
Q bl bl

(4.8).
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