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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo o estudo do espectro relacionado ao operador de
Hill £ = —% + Q(z). Mostramos que os autovalores nao positivos de £ podem ser
caracterizados conhecendo-se uma das suas autofuncoes. Aplicacoes deste resultado sao
estabelecidas com respeito a estabilidade orbital de solucoes ondas viajantes periddicas

para alguns modelos dispersivos.



Abstract

This work is concerned with the study of the spectrum related to the Hill operator
L= —% + Q(x). We show that the non-positive eigenvalues of £ can be characterized

by knowing one of its eigenfunctions. Applications of this result are established regarding

the orbital stability of periodic traveling wave solutions for some dispersive models.
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INTRODUCAO

O estudo da estabilidade no sentido orbital associado a equacgoes diferenciais parciais
nao lineares de evolucao com condigoes de fronteira peridédicas tem recebido um trata-
mento muito satisfatério nos ultimos anos devido ao grande nimero de problemas que
tem sido abordados, bem como a importancia fisica que os mesmos apresentam. Por
exemplo, os problemas que apresentam este tipo de condicao de fronteira sao fisicamente
mais aceitdveis do que os que possuem condigoes nulas no infinito (ver Osborne [46]).
Neste sentido, a presente dissertacao visa estabelecer uma contribuicao relevante para
esta abordagem.

Vamos agora ilustrar algumas contribui¢oes concernentes a este assunto. De fato,
um dos primeiros trabalhos nesta diregao é devido a Benjamin em [15] com respeito as
solugoes suaves chamadas de ondas cnoidal. Estas, foram deduzidas primeiramente por
Korteweg e de Vries em [34] para a conhecida equacao de Korteweg-de Vries (KdV daqui
em diante),

Up + Uy + Uggy = 07 (1)

onde u = u(x,t), z,t € R, é uma fungao a valores reais. Esta equagao modela a propagagao
de ondas de 4dguas rasas em um canal. Benjamin em [15] adiantou um esbogo para a

estabilidade de ondas do tipo cnoidal na forma,

w@=m+n%—@wﬁ( &Lﬁ%w), ®

onde cn denota a funcdo eliptica de Jacobi chamada cnoidal, k£ € (0,1) é denominado o
modulo da funcao eliptica e 3; sao parametros reais, ¢ = 1,2,3. Todavia, o trabalho em
[15] apresentou uma justificativa pouco detalhada para a estabilidade e muitos aspectos
nao sdo muito claros. Recentemente, Angulo, Bona e Scialom em [11] estabeleceram
uma teoria completa para a estabilidade de ondas viajantes periddicas da forma u(zx,t) =

o(x — ct), onde ¢ é do tipo (2) para a equagao (1). A abordagem para este resultado foi
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a adaptacao ao caso periddico da teoria desenvolvida por Grillakis, Shatah e Strauss em
[29]. Outros resultados de estabilidade no sentido orbital para solugoes do tipo cnoidal em
(2) para sistemas do tipo Schrodinger, Hirota-Satsuma e Klein-Gordon-Schrodinger foram
estabelecidos por Angulo [13], Angulo e Linares [9] e Natali e Pastor [40], respectivamente.
Em todos estes trabalhos, fez-se necessério o uso de uma teoria espectral elaborada para
o problema de autovalor periodico,

d—Q\IJ + [p — n(n + Dk*sn?(z; k)] ¥ =0

dz?

(3)

V(0) = V(2K (k)), W(0) =V (2K(k)),

com n € N e sn denotando a fungao eliptica de Jacobi de tipo snoidal. A funcao K

representa a integral eliptica completa de primeiro tipo dada por,

L dt
K= / VI-B)1-ee)

A equacao diferencial de segunda ordem em (3) é conhecida como a forma de Jacobi da

equacao de Lamé.

Podemos ainda mencionar que Angulo em [10] estabeleceu a primeira prova de esta-
bilidade orbital para ondas viajantes/estaciondrias para a equagao Schrodinger nao linear
(NLS daqui em diante),

iy + Ugy + |uPu = 0, (4)

e para a equagao modificada de Korteweg-de Vries (mKdV daqui em diante),
Us + UZU:): + Upze = 07 (5)

cujo perfil da onda peridédica do tipo dnoidal é dada por

@(&) = nodn(m&, k), (6)

onde n;, i = 1,2, sao parametros reais. Nestes dois casos, foram utilizados a teoria
de estabilidade dada por Weinstein [49], combinada com a teoria espectral associada ao
problema de autovalor em (3). Ademais, Natali e Pastor em [41] deduziram um resultado
de estabilidade orbital para ondas estaciondrias do tipo (6), associada a equagao de Klein-

Gordon

Uy — Ugy + U — |u|2u =0, (7)
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usando a teoria de estabilidade contida em Grillakis, Shatah e Strauss [28]. Mais ainda,
neste trabalho foi dada a primeira prova de instabilidade orbital para ondas do tipo
cnoidal,

(&) = agen(ang, k), (8)
para «; € R, i = 1,2, usando novamente a teoria em [28]. E importante mencionar que
as equagoes (4) e (5) admitem ondas periddicas do tipo (8) (ver Se¢ao 5.2). Contudo, nao
é possivel concluir um resultado de estabilidade/instabilidade para estes dois casos (ver
Angulo [10]).

Agora, para equagoes dispersivas de evolucao em uma forma geral
gy + vPuy — (Mu), =0, (9)

Angulo e Natali em [7], estabeleceram uma teoria completa no estudo da estabilidade
orbital de ondas viajantes periddicas e positivas da forma u(z,t) = p(z — ct), isto é, p é

solugao da seguinte equagao,

1
(M +c)p— ¢ = Ay, (10)

+1
onde A, é uma constante de integracao a qual assumimos ser nula, ou seja, A, = 0. Em
(9) temos, p > 1 um inteiro e M denota um operador tipo multiplicador definido via

transformada de Fourier (ver Se¢ao 1.1) dado por
Mg(k) = B(k)§(k), k€ (11)

onde o simbolo # denota uma fungao mensuravel, localmente limitada e par sobre R.

A teoria em [7] determinou, por exemplo, a primeira prova sobre a estabilidade nao
linear de uma familia de ondas viajantes peridédicas positivas para a equacao de Benjamin-
Ono

Uy + utly — Huge =0, (12)

onde H denota a transformada de Hilbert no contexto periédico dada por

Hf(x) = % p.v. /OL cotg [W(xT_y)]f(y) dy. (13)

Outra consequéncia importante da teoria em [7], foi a determinacdo da estabilidade e
instabilidade de ondas viajantes/estacionarias associadas as equagoes critica de Korteweg-

de Vries e critica Schrodinger, dadas respectivamente, por

Uy + u4u:p + Ugpe = 07 (14)
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ity + Uy + [ul*u = 0. (15)

Outras contribui¢ées podem ser encontradas em [2], [4], [5], [6], [8], [12] e [14].

Neste momento, concentraremos nossos esforgos em equagoes do tipo (9). Com efeito,
em todos os trabalhos citados acima (excetuando-se o caso da equagao (12)), faz-se
necessario o conhecimento da quantidade e multiplicidade dos autovalores nao-positivos
(o qual nos referiremos como propriedade espectral, em toda a dissertacdo) associados aos

operadores de Hill do tipo
L= —@‘FQ(QJ) (16)

onde o potencial @ : R — R é uma func¢ao infinitamente diferenciavel e periddica de
periodo L > 0. O conhecimento desta propriedade espectral é crucial no estudo da
estabilidade. Por exemplo, seguindo as idéias de Bona [17], Grillakis, Shatah e Strauss [29]
e Weinstein [49], as condigoes que determinam a estabilidade para equagoes de evolugao

nao lineares da forma (9) podem ser listadas da seguinte forma:

(Py) existe uma curva suave de solugbes peridédicas nao triviais
cE IQR'_)SOC € H;}er([ov‘[’])? \V/’TLE Na

(P;) L possui um unico autovalor negativo A, o qual é simples; (17)

d
(P,) o autovalor 0 é simples e estd associado a autofungao d—goc;
x

d [,
() 1 [ @0
Desta forma, quando consideramos as equagdes (1) ou (5), isto é, p = 1 ou p = 2
(M = —9? para os dois casos) em (9), tem-se
02
£C:—@+c—<p£, (18)

onde p = 1,2. Nestes casos, podemos estabelecer as propriedades espectrais (P;) e (P,)
em (17) estudando o problema periédico (3) (c.f. [10] e [11]) ou, entdo, estudar o com-

portamento da transformada de Fourier de ¢, e &\5 (c.f. [7]). Nocasop=4e M = —0?,
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nao ¢é possivel determinar as propriedades (P;) e (P) usando um problema do tipo (3).
Podemos estabelecer o resultado desejado pela abordagem em [7] (ver [3]).
Agora estabeleceremos as principais caracteristicas desta dissertacao. Nosso estudo se

baseia no recente trabalho de Neves em [43]. Com efeito, consideremos o operador de Hill

L em (16) definido em L?_ ([0, L]) com dominio D(L£) = H2 ([0, L]). Usando a imersao

per per

compacta H,,.([0,L]) — L2,.([0,L]) e o fato que £ é autoadjunto (ver Teorema 1.23 no
caso especifico em que @ = ¢ — ¢P) temos que o resolvente de £ é compacto e assim o

espectro de £ é uma sequéncia de niimeros reais,

Ao SA S A< A3<

Portanto, pelo Teorema da Oscilagao (ver Teorema 2.11) temos,
)\0<)\1§)\2<>\3§)\4<"'<)\2n71§)\2n<"'7 (19)

onde a igualdade Ay, 1 = Ag, significa que temos um autovalor duplo. Nesta dissertacao
caracterizaremos os autovalores nao positivos ou equivalentemente conforme o Teorema
1.23 o espectro nao positivo de £ dado em (16), sabendo-se apenas o comportamento de
uma de suas autofungdes. De fato, seja p(x) uma autofungao de £ associado ao autovalor
A. Pelo Teorema da Oscilagao (ver Teorema 2.11) é sabido que se p(x) tem 2n zeros no
intervalo [0, L) entdo A pode ser Ay, 1 ou Ay,. A abordagem que apresentaremos neste
trabalho estabelece que p(z) contém toda a informagdo necessaria para caracterizar o
autovalor A, a saber se A é simples ou duplo e quando A\ = Xy,_1 ou A\ = Ay,. Uma
resposta parcial para esta questao vem dada pela segunda parte do Teorema de Floquet
(ver Teorema 2.1).
Embora o Teorema de Floquet seja um resultado dificil de ser aplicado pois é necessario
o conhecimento especifico de um par de solucoes normalizadas associadas a equacao de
Hill
—y + Qa)y =0, (20)

isto é, um par y; e yo de solugoes linearmente independentes (LI daqui em diante) satis-
fazendo

y1(0) =1, 91(0) =0, 3(0) =0, y5(0)=1,
por meio de uma reinterpretacao deste Teorema obteremos uma condicao que depende so-

mente da autofungao conhecida p(x) e, consequentemente, obteremos uma caracterizagao
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especifica do seu autovalor associado. Mais precisamente, usando a segunda parte do
Teorema de Floquet, concluiremos que se p(z) é uma solucao periddica de (20) e y(x) for

outra solugao de (20) LI com p(x) tem-se
y(x+ L) = pry(xz) + Op(x), onde O é constante. (21)

Mais ainda, se § = 0 temos que y é periédica de periodo L ou 2L. Em (21), p; é uma das

raizes da equacao caracteristica

p* = (L) + y4(L))p+1=0.

Com estes argumentos em maos, é possivel explicitar um valor exato para 6 conhecendo
apenas o comportamento da fun¢do p(x). O resultado central desta dissertacao (ver
Teorema 4.4) nos mostra que se p(z) é uma autofun¢ao do operador £ com autovalor
associado \g, k > 1, e 6 é a constante em (21) entao Ay é simples se, e somente se, 6 # 0.
Além disso, se p(x) possui 2n zeros no intervalo semi-aberto [0, L), entdo A\ = Ay, 1 desde
que 6 <0 e Ay = Ay, desde que 6 > 0.

Conforme veremos em nossas aplicacoes, temos que %gpc é uma autofuncao do operador
L. em (18) associado ao autovalor A\, = 0. No caso da equacdo KdV temos que esta
possui uma solugdo onda viajante periddica par e positiva com o perfil dado por (2).
Assim, como %gpc tem dois zeros no intervalo [0, L) entdao A\; = 0 ou Ay = 0, isto é, o
autovalor zero é o segundo ou o terceiro na sequéncia (19). Logo, fixando L = 7 temos
que # =~ —0,01 < 0. Portanto A\; = 0 e é um autovalor simples. Como \q é sempre
simples (ver Lema 2.18) temos que as propriedades (P;) e (P) em (17) sao verificadas.
Para estabelecer a propriedade (F) fazemos uso do Teorema da Funcao Implicita. Este
Teorema determina que as constantes 3;, i = 1,2, 3, dependem suavemente de ¢ € I (o qual
¢ essencial na obtencao de (P3)) e que as ondas viajantes periddicas da forma (2) tenham
o mesmo periodo L > 0, para todo ¢ € I. Desta maneira, usando as propriedades das
funcoes elipticas de Jacobi tem-se que a propriedade (Ps) é verificada e, consequentemente,
temos provado a estabilidade.

No caso da equagao mKdV, para ondas periddicas do tipo dnoidal em (6), a situagao
é analoga, isto é, fixando L = 7 temos que 6 ~ —0,59 < 0. Portanto \; = 0 e é um
autovalor simples. Como )y é sempre simples temos que as propriedades (P;) e (P) em
(17) também sdo verificadas. Isto posto, fazendo uso do Teorema da Fungao Implicita

e propriedades das fungoes elipticas de Jacobi tem-se que (Py) e (P;) sdo satisfeitas e,
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portanto, obtemos o resultado de estabilidade desejado.

Todavia, de modo a estabelecer o valor de 6 e como consequéncia a determinacao da
posicao do autovalor zero na sequéncia (19) associado as equacoes aqui estudadas, faz-
se necessario uma série de calculos numéricos utilizando um bom programa matematico.
Nesta dissertacao, usamos o aplicativo Maple 12 para fazer estes cdlculos. Assim, nao é
possivel estabelecer o valor de 6 em (21) para valores arbitrarios de L > 0 e de ¢ € I. Logo,
fixando L = m, escolhemos um ¢y conveniente no intervalo I determinado via Teorema
da Funcao Implicita de modo a obter os célculos requeridos. Poderiamos ser induzidos a
pensar que a estabilidade a qual estamos propondo a estudar s6 pode ser provada para
este valor ¢y € I. Contudo, usaremos um outro resultado devido a Neves em [44] o qual
determina que a quantidade e a multiplicidade dos autovalores nao positivos (que estamos
supondo que sejam uma quantidade finita) associados aos operadores de Hill

B2

Li=——
dx?

+Q(x, s),

onde Q(x,s) é assumido ser uma fungao periddica de periodo 7 na varidvel x e é conti-
nuamente diferenciavel para x € R e s pertecente a um intervalo aberto J C R, nao muda
quando s percorre J. Neste caso, dizemos que a familia £, é isonercial. Logo, é suficiente
estabelecermos o resultado para um valor fixado sg € J. Para esta abordagem, usaremos
a conhecida Lei da Inércia de Sylvester na forma generalizada.

O plano desta dissertacao é dado como segue. No Capitulo 1 apresentamos as notagoes
e alguns resultados auxiliares que serao utilizados nos demais capitulos. No Capitulo 2
estabelecemos alguns resultados da Teoria Floquet para que estes sirvam como base nos
argumentos do Capitulo 4. No Capitulo 3 estudamos a familia isonercial de operadores de
Hill o qual serd de grande utilidade na obtencao das propriedades (P;) e (P,). No Capitulo
4 provamos uma nova versao do Teorema de Floquet que utilizaremos para caracterizar
o espectro dos operadores de Hill. Finalmente, no Capitulo 5 aplicaremos os argumentos
dos capitulos anteriores para a obtencao da estabilidade para ondas viajantes periddicas

para as equacgoes KdV e mKdV.



CapiTULO 1

Preliminares

1.1 Notacoes e conceitos.

Seja © um conjunto aberto de R e 1 < p < oo, definimos LP(2) o espago das fungoes
(mais precisamente, de classe de equivaléncias ) definidas em (2 a valores reais ou com-

plexos e mensuraveis a Lebesgue com norma
1
p
151 = ([ 15tayras )"

[flloe = supess| f(z)].
z€Q

Se p = oo, tem-se

O espago LP(2) quando munido com uma das normas acima é um espago de Banach.

Se p =2, L*(2) torna-se um espago de Hilbert munido do produto interno,
(Fa)i=(f9) = | f@alade.  fg€ Q).

Definiremos agora os espacos de Sobolev periédicos, usando os conceitos de Iério e
I6rio [32]. Denote por P = Cper a colegao de todas as fungoes f : R — C que sao
infinitamente diferenciaveis e periédicas de periodo fixado L > 0. A colecao P’ de to-
dos os funcionais lineares continuos definidos de P em C é denominado o conjunto das

distribuigoes peridédicas. Dado 1) € P’ o valor de 1) em ¢ € P é denotado por,

(p) = ().

2ikmx

Seja k € Z e considere Oy(x) = e L
P’ é a funcao 12 : Z — C dada por

para x € R. A transformada de Fourier de ¥ em

D) = %@p,@g, kel
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Toda fungao ¢ € L*([0, L]), p > 1 é um elemento de P’ definido por

W) = 7 [ wloplads,

onde ¢ € P. Se ¢ € LP([0,L]), p > 1, entdo para k € Z, define-se a transformada de

Fourier de v como

—21

-~ L ikxm
wm:%4¢wede

Para s € R, o espago de Sobolev H;_ ([0, L]) := H,,, ¢ definido como sendo o conjunto

per

das f € P’ tais que
1M, =L > (L+ k) | (k)] < oo,

per
k=—o00

A colecao H. ([0, L]) é um espaco de Hilbert com relagao ao produto interno,

o~ —_—

(f.9)s =L > (1+[k[) f(k)g(k).

k=—o00

Quando s = 0, H® ([0, L]) ser4 denotado por L2, ([0, L]). Temos que L2, ([0, L]) é um

per per per

espaco de Hilbert munido do produto interno,

mm:@%zAfm%mx

e norma ||.||zz

per

Para s = p € Z*, o espago de Sobolev H?_ ([0, L]) := HP,, pode ser definido como

per e

sendo o conjunto das fungoes f mensuraveis, periédicas com periodo L e

Df e Ly..([0, L]) para |af <p,

per

onde D®f é a derivada considerada no sentido fraco.

O espago das sequéncias a = (ay)nez de quadrado somdvel denotado por [%(Z) é

definido como sendo,

1
[ee) 2
P(Z)={a ;|ale:= ( > |an|2> < 0

n=—oo

Apresentamos agora o Teorema de Parseval que serd utilizado no decorrer desta dis-
sertagao. Tal resultado pode ser encontrado em Iério e Iério [32]. Denotemos por PCle,

o espaco das fungoes continuas por partes e periddicas de periodo L. Dado f € PCl,,, a
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~

transformada de Fourier de f é a sequéncia de nimeros complexos f: ( f (k)) definida
kEZ
por,

-~ L —2ikxm
f(k)=c, = %/0 flx)e L dx.

~

Os numeros f(k) = ¢ sao os coeficientes de Fourier de f e a série,

—+00

2imkx
E ce Lo,

k=—o00

¢ a série de Fourier gerada por f.

Teorema 1.1 (Parseval). Seja f € Cper € suponha que f' € PCpe.. Entdo a série de

Fourier gerada por f converge uniformemente a f sobre R. Além disso, temos a identidade

~ 1
I = 71712,

Ou equivalentemente,

Fe= X F0a = 1 [ f@@ds = (o).,

k=—o00

A dltima igualdade € conhecida como identidade de Parseval.
Demonstracao: Ver [32]. O
Teorema 1.2 (Plancherel). A transformada de Fourier

F: Lper([0, L]) — 1*(Z),

onde F(f) = F. é um isomorfismo vetorial topoldgico.

Demonstracao: Ver [32]. O

1.2 Elementos da Analise Funcional.

Nesta segao definiremos o adjunto de um operador linear nao limitado e exibiremos
alguns resultados que serao utilizados no decorrer da dissertagao. Sejam E e F' espacos

de Banach e A: D(A) C E — F um operador linear definido num dominio D(A) C E,
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(o qual chamamos de operador nao limitado) tal que D(A) é denso em E. Definamos o
seguinte conjunto,

D(A*) = {7 € F';7 0 Aé limitada}, (1.1)
onde 7o A é a composta de 7 € F' com o operador A, isto é, (T o A)(v) = 7(A(v)) para
todo v € D(A).

Em outras palavras,
D(A*) = {7 € F'; existe C > 0tal que|(r, A(v))| < C||v||g, para todo v € D(A)}.

Como 7 € D(A*) e A é linear temos que 7o A é linear e limitada, e D(70 A) = D(A)
é denso em E. Logo, pelo Principio da extensao (ver [33]), temos que existe uma unica
extensdo f, : £ — R linear e limitada que estende 70 A : D(A) — R a todo espaco E.

Além disso, || f;||gr = ||7 o A||pcay. Definamos entao,

A*:DA*) CF' — F
T — A1) = f;.

(1.2)

Como f; estende 7o A, entao f, coincide com 70 A em D(A), ou seja,

f-(v) = (10 A)(v), paratodo v € D(A).

Resulta dai e de (1.2) a seguinte relagao de adjuncao:
(A*(1), V). p = (1, A(V))prr, paratodo v € D(A) e para todo 7€ D(A"). (1.3)

Observe que, D(A*) é claramente um subespago vetorial. Mais além, A* é um operador
linear. Com efeito, sejam 71, 79 € D(A*). Entao, A*(7y + 7o) = fr,4m, onde fr 4., éa
tnica extensao linear e limitada de (1 + 73) o A a todo E. No entanto, f; = A*(m)
e f, = A*(m2) sdo tais que estendem 731 0 A e 75 0 A a E, respectivamente. Assim,
A*(m) + A*(12) = fr, + fr, estende (11 + ) 0 A a todo E. Pela unicidade da extensao
resulta que fr 4, = fr, + [, ou seja, A*(11 + 1) = A*(11) + A*(72), 0 que prova a
linearidade de A*.

Defini¢ao 1.3. O operador linear A* : D(A*) C F' — FE' referido acima denomina-se

adjunto de A. Se A = A*, dizemos que A é um operador autoadjunto.
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Observacgao 1.4. Se A € limitado, entdo T o A € limitado para todo T € F'. Logo,
D(A*) = {1 € F'; ezisteC > 0 tal que|(r, A(v))| < C||v||g, para todov € D(A)} = F".
Além disso, se D(A) = E vem que A*(7) = 7 0 A pois A*(T)|pay =70 A.

Ademais, temos duas defini¢oes importantes do qual faremos uso nesta dissertagao, a

definicao de operadores fechados e a definicao de operadores compactos.

Definigao 1.5. Seja A um operador linear definido num dominio D(A). Dizemos que A é
fechado se ele satisfaz a sequinte propriedade: Sempre que {v,} C D(A) € uma sequéncia

satisfazendo v, — v e A(v,) — f, entao v € D(A) e A(v) = f.

Definicao 1.6. Um operador linear A definido num espago de Hilbert H € denominado
compacto, quando para toda sequéncia limitada {v, }nen de vetores de H, podemos extrair
de { A(Vy) }nen uma subsequéncia convergente em H. Em outras palavras, A leva conjuntos

limitados em conjuntos relativamente compactos, isto €, conjuntos cujo fecho é compacto.

Enunciaremos agora alguns resultados envolvendo o operador Adjunto A*.

Proposicao 1.7. O adjunto A* de A: D(A) C E — F é um operador fechado.

Demonstragao: Ver [19]. O

Teorema 1.8. Seja A: D(A) C E — F um operador linear, fechado com D(A) = E .

Se A™Y eziste e é limitado. Entao, (A*)™! existe e € limitado, com
(A*)—l — (A—l)* ]

Reciprocamente, se (A*)™! existe e é limitado. Entao A™' emiste e é limitado, com

(A*>—1 — (A_l)* .
Demonstracao: Ver [33]. O

Teorema 1.9. Seja S e A operadores densamente definidos sobre um espago de Hilbert

H. Se A ¢é limitado e S € fechado, entao T'= S + A ¢é fechado.

Demonstracao: Ver [14]. O
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Proposicao 1.10. Seja A € um operador simétrico e sobrejetivo densamente definido

num espago de Hilbert H, ou seja, A(D(A)) = H, entdo A é autoadjunto.
Demonstracao: Ver [22]. O

Teorema 1.11. Sejam S e A operadores densamente definidos em um espaco de Hilbert
H, tais que S é autoadjunto e A € limitado, simétrico com D(S) C D(A). Entio, T =
A+ S ¢é autoadjunto.

Demonstragao: Ver [14]. O

Definicao 1.12. Sejam X e Y espacos de Banach com X C Y. Dizemos que X estd

compactamente tmerso em Y se,

(i) X =Y, isto €, se existe ¢ > 0 tal que, ||u|ly < ||ullx Yu e X.

(i1) Se {um}tmen C X € limitada, entdo existe {um, }ren C {um} convergente em 'Y, ou

seja, a inclusao I : X — Y € compacta.

. ~ C
Denotamos esta tmersao compacta por, X — Y.

1.3 Funcoes elipticas de Jacobi.

Apresentamos agora algumas propriedades basicas das integrais elipticas e as fungoes
elipticas de Jacobi, as quais sao denotadas por sn(u), cn(u) e dn(u). Uma descrigdo mais
detalhada pode ser encontrada nas referéncias [18] e [20]. A integral eliptica de primeiro

tipo, é definida por

Y dt ® do B
/0 \/(1 —2)(1 — k2t?) B /0 1 — k2 Sin2((9) = F(p, k),

onde y = sin(p). A integral eliptica de segundo tipo é

1 — k2¢2 ‘4
1—k2tdt = / 1-— k’2 sm2(9)d6’ =
_t 0

O numero k é chamado mddulo da integral eliptica e pertence ao intervalo (0,1). O

numero k' = /1 — k? é chamado o médulo complementar. O parametro ¢ é chamado o
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argumento das integrais elipticas. E usualmente entendido que 0 <y <1 ou ainda que

m . . . ~ .
0<ep< 5 Para y = 1, as integrais acima sao ditas completas. Neste caso, escrevemos,

' dt H do x
A %ﬂ—ﬁxr—wﬁf:A 1—M$ﬁw)EF<?k>EK%*EK

/‘¢ji§?ﬁ /P L= ksin®(0)dd = B (5. k) = E(k) = B.

Ademais, temos que lim K(k) = lim E(k) = 5, enquanto que limy_ ;- F(k) = 1 e

k—0t k—0t

limy,_;- K(k) = +o00. Para k € (0,1), temos

dK d>*K dE d*E
%>0, W>07 %<O, W<O eE(k><K<]€)

Além disso, E(k) + K (k) e E(k)K (k) sao fungoes estritamente crescentes para k € (0, 1).
Podemos ainda deduzir algumas derivadas das fungoes K e E que serao usadas no decorrer

desta dissertacao,
dK  E-k'K

dk — kk®
dE  E-K
ke k

As funcoes elipticas de Jacobi sao definidas como segue. Considere a integral eliptica,

) _U— EF 7k7
ulyr; b / V(1 —82)(1 — k22) / 1 — k2sin?(0) (. £)

que é uma fungao estritamente crescente na variavel y;. Sua inversa é escrita como sendo

y1 = sin(p) = sn(u; k) onde ¢ = am(u; k) (a funcao am(u; k) é chamada fungao amplitude
de u). Podemos escrever ainda, y; =sn(u) quando ndo é necessario enfatizar o médulo
k. As outras duas funcoes elipticas basicas, as fungoes cnoidal e dnoidal sao definidas em

termos de sn por,

en(u; k) = /1 —sn?(u; k),

dn(u; k) = 1/1— k22 = /1 — k2sn2(u; k) .

Notemos que estas fungoes sao normalizadas fazendo-se uso de sn(0; k) = 0, cn(0;k) = 1

e dn(0;k) = 1. A fungdo sn é impar, enquanto que cn e dn sdo pares. Mais ainda, tais

funcoes sao peridédicas com periodos reais 4K, 4K e 2K respectivamente, isto ¢,

sn(u+ 4K; k) = sn(u; k), en(u+4K;k) = en(u; k), dn(u+ 2K;k) = dn(u; k) .
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Temos, ainda, as relagoes basicas,

(

sn?(u) + cen?(u) = 1, k2sn?(u) + do?(u) = 1, K sn?(u) + en(u) = dn?(u),

—1<sn(u;k) <1, —1<en(wk)<1, K <dn(uk)<1,

\ sn(u + 2K; k) = —sn(u; k), on(u+4K;k) = —cn(u; k),

para todo k € (0,1) e u € R. Além disso,

sn(u;0) = sin(u), cn(w;0) = cos(u), sn(u;l) = tanh(u), cn(u;1) = sech(u).

Finalmente, tem-se as formulas derivadas,

isn(u) = cn(u)dn(u), icn(u) = —sn(u)dn(u), idn(u) = —Kk%cn(u)sn(u) .

du du

1.4 Propriedades analiticas do discriminante.

Nesta secao apresentaremos a funcgao discriminante A bem como alguns resultados
importantes relacionados a tais fungoes. Temos, por exemplo, que a funcao A é uma

funcao analitica inteira. Considere a equacao

v+ A+ Qa)]y =0, (1.4)

onde Q(z) é continua e periédica com periodo minimal L =7 e A € C . Isto é, para todo
T temos,

Qr+m) = Q(z) (1.5)
e se p é um numero tal que 0 < p < 7, entao existe um intervalo minimal I tal que
Q(z+p) #Q(x) V € 1. A equacao (1.4) é denominada equagao de Hill. Pela teoria
de equagoes diferenciais ordindrias temos que (1.4) possui duas solugdes continuamente

diferenciaveis yi(x) e yo(z) que sd@o univocamente determinadas pelas condigdes,

1 (0,0) =1, ¥1(0,A) =0, »2(0,\)=0 e y5(0,A)=1. (1.6)



1.4 Propriedades analiticas do discriminante. 25

As condigbes dadas em (1.6) sao chamadas condigbes normalizadas referentes a equagao
(1.4).

Neste contexto definimos a funcao A.

Defini¢ao 1.13. Seja yi(x, ) e ya(x, \) as solugoes de (1.4) univocamente determinadas
pelas condigoes iniciais (1.6). Entdo, a fun¢ao discriminante denotada por A € definida
por

A()‘) =l (W’ A) + yé(”? )‘)'

Exibimos agora um resultado que garante que o discriminante é uma funcao analitica

inteira e que possui infinitos zeros.

Teorema 1.14. A funcao
AN = yi(m, A) + y5(m, A)

¢ uma func¢ao analitica inteira de varidvel complexa \. Sua ordem de crescimento para

1
|A| — 400 € exatamente oL 1sto € existe uma constante positiva M tal que,
IAN)| e MVIM ¢ limitada, ¥ A (1.7)
e uma constante positiva m tal que, A real e A\ — —o0 implica que

AN e™VIN 5 1o, (1.8)

Demonstracao: Uma demonstracao pode ser encontrada em [38] (ver também [39]). O

Corolario 1.15. As funcoes,
AN +2 e AN) —2,

possuem um numero infinito de zeros .

Demonstracao: Ver [38]. O
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1.5 Resultados auxiliares.

1.5.1 Alternativa de Fredholm.

Nesta secao apresentaremos a Alternativa de Fredholm, que sob certas condigoes
garante a existéncia de solugoes L-periddicas para sistemas lineares nao homogéneos da

forma

T =A(t)x+ f(t), (1.9)

onde A(t) é uma matriz, n X n, continua e A(t), f(t) sdo fungdes L-periddicas com relagao

a varidvel ¢. Os conceitos neste tépico podem ser encontrados em [26].

Definigao 1.16. Seja A(t) uma matriz, n X n, continua. O sistema linear,
i = —A(0)'y(1
onde A(t)" denota a matriz transposta da matriz A(t), € chamado de equagdo adjunta de
i=Alt)r. (1.10)
A equacao adjunta também pode ser escrita na forma

y = —yA(t), (1.11)

com y designando um vetor linha. Se X(¢) é a matriz principal de (1.10), entao
Y(t) = X(¢)~' ¢ a matriz principal de (1.11). De fato, derivando y = 3y, X ~*(¢) obte-
mos,

=y X XX ' = —yo X 1A= —yA.

Analisemos entao a existéncia de solugoes L-periddicas para (1.9), isto é, solugbes de
periodo minimal L para (1.9). No caso homogéneo, isto é, f = 0, tem-se o seguinte

resultado.

Lema 1.17. Se A(t) € L-periddica, entdo os sistemas homogéneos (1.10) e (1.11) tém o

mesmo numero de solucoes linearmente independentes.

Demonstracao: Ver [26]. O
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Teorema 1.18 (Alternativa de Fredholm). O sistema (1.9) tem solu¢do L-periddica se, e

somente se, a condi¢cao de ortogonalidade

/0 y(t) f(t)dt = 0

estd satisfeita para toda solu¢ao L-periddica de (1.11). O integrando y(t)f(t) € o produto

usual da matriz linha y(t) pela matriz coluna f(t).

Demonstracao: Ver [26]. O

1.5.2 Teorema Espectral para o operador L..

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Teorema Espectral para o operador L.,
veremos a definicao de espectro e resolvente de um operador A, definido num dominio
D(A) C H, onde H é um espago de Hilbert. Enunciaremos o resultado que caracteriza
o espectro de A quando este é um operador autoadjunto e alguns outros resultados que

serao utilizados.

Definicao 1.19 (Resolvente e Espectro). Seja A : D(A) — H um operador fechado com
dominio D(A) C H. Os conjuntos

p(A) ={A e C : A— X possui inversa limitada e R(A — X)) = H},

onde R(A—M\I) denota a imagem da aplicagio A— N e 0(A) = C —p(A), sdo chamados
respectivamente o conjunto resolvente de A e o conjunto espectro de A. Se A € p(A),

Ry(A) = (A= XI)7t é chamado de operador resolvente de A em ).

O espectro de A pode ser dividido em trés partes disjuntas.
(i) Dizemos que A € g, (espectro pontual) de A, se (A — AI)v = 0 possui solu¢do nao

trivial. Em outras palavras A € 0, se A é um autovalor associado ao operador A.

1

(77) Dizemos que A € o, (espectro continuo) de A se o operador (A — A\I)~' existe,

estd densamente definido em H, porém nao é limitado.
(i17) Dizemos que A\ € o, (espectro residual) de A se (A — A)~! existe, porém nao

estd densamente definido em H, podendo (A — AI)~! ser limitado ou nao.

Teorema 1.20 (FEspectro de operador autoadjunto). Seja A : D(A) C H — H um

operador autoadjunto com dominio D(A) denso em H. Entao,
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(1) o(A) CR.

(17) A nao possui espectro residual. Assim o(A) = 0,(A) Uo.(A).
Demonstracao: Ver [14] O

Neste contexto, definimos também o espectro essencial do operador A citado acima.
Definicao 1.21 (Espectro Essencial). Seja A : D(A) C H — H um operador linear.

(a) X € o(A) énao essencial se, e somente se as sequintes condi¢oes sdo satisfeitas,

(1) X € um autovalor isolado de o(A),

(2) o Nicleo N(A — XI) possui dimensdo finita.
Neste caso chamamos este conjunto de \’s de espectro discreto de A e o denotamos por
Oaisc(A).
(b) O complementar do conjunto ogsc(A) no o(A) é chamado de espectro essencial

de A. Denotamos este conjunto por oess(A). Assim, 0(A) = 0gisc(A) U gess(A) .

Teorema 1.22 (Invaridncia do Espectro Essencial). Sejam A e B, operadores autoad-

Jguntos sobre um espago de Hilbert H, tal que

(2) A — B € um operador compacto de D(A) em H, onde D(A) é considerado com a
norma do grdfico gerado por A, ||ull} = [[A(w)||* + ||u|* (note que D(A) com a

norma do grdfico || - |4 € um espago de Banach, pois A é fechado).
Entao, 0ess(A) = 0ess(B) -
Demonstracao: Ver [14]. O

Vamos agora enunciar e demonstrar o Teorema Espectral para o operador L. .

Teorema 1.23. O operador L. definido por

L(y)=—y"+(c—¢")y (1.12)

2

2er([0,L]). Seu espectro consiste em um

¢ fechado, nao limitado e autoadjunto sobre L
nimero enumerdvel infinito de autovalores (que se acumulam no infinito), isto €, tem-se
Oess(Le) = 0 (onde o.s5(L.) denota o espectro essencial do operador L.). Em particular,

L. tem o autovalor 0 com a autofunc¢ao ..
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Demonstracao: Suponhamos que nossas fungoes periddicas tenham periodo L. Note

que o operador L. definido em H7, ([0, L]) é um operador fechado e autoadjunto sobre

L2,.([0,L]). De fato, o operador L., pode ser escrito na forma,

L.=S+A,

2

d
onde S = o2 +ce A= —¢P. Note que, para todo u, v € D(S), temos
x

(S(u),v)p2 = (=u" +cu,v)

2
per per

_ /O Y e+ /0 " culw)ola)ds

_ /O ) (@) + /0  cu(z)o(@)d

= (u, ="+ ), = (u,S(v))2

per per
2

isto é, S é simétrico. Além disso, o problema —ﬁu + cu = f sempre admite solucao,
x

para toda f € L?_ ([0, L]), ou seja, S é sobrejetor. Assim, pela Proposigao 1.10, o oper-

per

ador S ¢ autoadjunto. Por outro lado, observe que A é simétrico e D(S) = H2 ([0, L]) C

per
Lfm( [0,L]) = D(A). Ademais, como ¢? é periddica, entdo ¢? é limitada e consequente-

mente A é limitado. Portanto, pelo Teorema 1.11, S + A é autoadjunto e assim L. é
autoadjunto. Podemos também, usar £, na forma L. = S+ A, para garantir que £. é um
operador fechado. Com efeito, como A é limitado e S é fechado, temos pelo Teorema 1.9
que L. é fechado. Poderiamos ter usado que L. é autoadjunto, neste caso, a Proposicao

1.7 garantiria que L. é fechado.

O operador L. possui espectro essencial vazio, isto é, o..s(L.) = . De fato, para
2

S = o + ¢, sabemos que 0.4(S) = (. Por outro lado, considerando A = L., obtemos
T =A-S:DA) = H2.(0,L]) — L2,(0,L]) tal que, T(u) = —¢Pu. Ademais,

per per

sendo w, — w em H2,([0,L]), H2,([0,L]) < L2,.([0,L]) e ¢ limitado, existe uma

per per

subsequéncia u,, tal que,

Py, — QPu em L2, ([0, L]), sek — +o0.

Logo, T' é compacto. Portanto, como D(A) = D(S) e T é compacto, temos pelo Teorema

1.22 que 0¢ss(A) = 0es5(S), de onde encontramos que, oegs(L.) = 0.



1.5 Resultados auxiliares. 30

2

Vamos provar agora que o espectro 7 := e + ¢ é um conjunto infinito enumeravel
x

de autovalores satisfazendo

Yo S Y1 S Y2 S cees (]_]_3)

onde 7, — +00 quando n — 4o00. De fato, pelo Teorema de Lax-Milgran o operador
d? 2 -
) + ¢ ¢é inversivel, deste modo seja R, := (—@ +c) , cujo simbolo é P
para n € Z. Como e € I*(Z) entdo pelo Teorema de Plancherel existe um tnico
c+n
—~ 1
G. € L2,.([0,L]) tal que G(n) = el Devido a este fato tem-se a agao
1 (-
Ref() = [ Gule = n)iw.
0

definida em L2 ([0, L]). Como o intervalo [0, L] ¢ limitado e

per

L L
| [ 166 = wPisay = LiGIz;,
o Jo
temos que H.(xz,y) := G.(x —y) € L2,([0, L]) x L2,,([0, L]), isto é, o nicleo H,(z,y) :=

Ge(x —1y) € L2_([0,L] x [0, L]) e assim, obtemos que R, é um operador Hilbert-Schmidt

per

per per

sobre L2, ([0, L]) (ver [33]). Portanto R. é um operador compacto sobre L2, ([0, L]) para
]

todo ¢ > 0 (ver [1]). Desta maneira, obtemos (1.13).

O proximo passo € mostrar que existe u; suficientemente grande de modo que M :=
(Le+ u1)~t existe e define um operador limitado, positivo, autoadjunto e compacto. Com
efeito, primeiramente, temos que L. é limitado por baixo, isto é, se f € D(L.) tem-se,

(L.f, f) = —=B(f, f), onde B = ||¢c||Le. + ¢. Entado, podemos escolher um p; tal que

per

L.+ p > 0, isto é, M é positivo. Denotemos, p := u; somente por conveniéncia. Seja

v um numero positivo tal que v + . —c > 0 e v+ p > 0. Logo, para p > 0 tem-
d? d?
se, f=(Le+p)g & ([— (—@)> g = Tf onde —02d = Ryt [(v+ @ —c)g] e

T = R,4,. Denotaremos h = v + ¢, — c. Agora, do Teorema de Parseval, segue que

T < L Y
— supq ——— oo >
da?’ L2, neg n?+v+pu L3 NI er
d2
Entao, podemos escolher, p tal que ‘——2 < le L.+ p > 0. Entao,
dz 5
B(Lpe'r)
& 2 \\
I — | ———= ) éinvertivel e comisto g = ([ — | ——— T f. Assim escrevemos M =
dz? dz?

-1 -1
(L+p)t = <I — (—J‘%)) T. Sendo T um operador compacto e (I — (—%)) €



B(L2,.([0, L])) temos que M é um operador compacto. Entao existe uma base ortonor-

mal {pr}p2, de L2,.([0, L]) constituida de autofuncoes de M com autovalores nao nulos

{1}, satisfazendo,

p1 > po > pz = ... >0,

e ur — 0 quando k — oo. Como, My = prpr € D(L. + 1) obtemos
1
Lepp=|— — 1) or = Ak
M
Entao, existe uma sequéncia de autovalores de L., {\;}22,, satisfazendo

A<M

e \y — 0o quando kK — oo. Este argumento mostra o desejado.



CAPITULO 2

Teoria Floquet

Neste capitulo apresentaremos um breve estudo da teoria Floquet. Os principais
resultados sao o Teorema de Floquet e o Teorema da Oscilagao. Esses resultados serao

de grande utilidade para a teoria desenvolvida nos capitulos seguintes.

2.1 Teorema de Floquet.

Seja @ : R — R (ou C ) uma fungao de variavel real x definida para todos os valores
de x.
Assumimos que Q(x) é continua e periddica com periodo minimal 7. Isto é para todo

T temos,

Qz+1) = Q(a). (2.1)

Se Q(x) possui as propriedades mencionadas acima, entao conforme [30] a equagao
diferencial,

y'+Qx)y =0, (2.2)

possui duas solugoes continuamente diferenciaveis y; () e y2(x) as quais sdo univocamente

determinada pelas condigoes.

y1(0) =1, 41(0) =0, 1(0)=0 e y(0)=1. (2.3)

As solugoes da equacgao (2.2) juntamente com as condigoes (2.3) sdo denominadas solugoes
normalizadas de (2.2).

Antes de estabelecermos o Teorema de Floquet, devemos definir a equacao carac-
teristica e o expoente caracteristico associado a (2.2). Neste contexto, a equagao carac-
teristica é a equagao

§ = [a(m) + h(mlp+ 1 =0, (2.4)
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e 0 expoente caracteristico é o niimero a o qual satisfaz as equagoes
QT —iam
e =p e = po, (2.5)

onde p; e po s@0 as raizes da equacdo caracteristica (2.4).

A partir destas definigoes, podemos observar o seguinte fato,
2cos(am) = y1(m) + y5(m). (2.6)
Com efeito, substituindo (2.5) em (2.4) temos,

eHom — (yi(m) + y(m))e T +1=0

A | (2.7)
e7HT — (ya(7) + ya(m))e T+ 1 =0
Subtraindo em (2.7) uma equagao da outra temos
2isen(2am) — (y1(7) + ya(m))e'™™ + (y1(7) + y3(m))e " =0,
ou seja,
2i(2sin(am) cos(am)) + (y1(7) + yy(m)) (e 7" — ™) = 0. (2.8)

Temos agora trés casos a considerar, « =n €Z, a=a+bi com b#0 e a€R\Z.
Se a €R\Z, entao e ™ — T = 2jsin(am) # 0, assim de (2.8) temos,

—4isin(am) cos(am)  —4isin(ar) cos(am)
/
= ' . = =2 .
y1(m) + g () T —— ~2isin(ar) cos(a)

Se a =n € Z entdo €™ = "™ = ¢ """ = 41, assim (2.4) e (2.5) implicam que (2.6)

é valido.
Se o= a+bi com b# 0 entdoe " —e ™ £ (. De fato, suponha que e "*" —e'*™ = ()
entao,
e—imrebw — 6ia7x'e—b7r
Multiplicando esta equacio por e e’ temos,
(cos(2am) — isin(2am))e®™ =1
e separando a parte real e a imaginaria obtemos,
cos(2am)e®™ =1
(2.9)

sin(2am)e®™ = 0.
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A segunda equagao de (2.9) fornece que 2a é um inteiro. Mas se 2a for um inteiro entao da
primeira equacdo de (2.9) temos que €?*™ = 1, isto é b = 0 o que é contradicdo. Portanto
e — '™ £ () ¢ como no caso que « € R\ Z temos (2.6). Ademais, podemos observar

que p1ps = elamo—iam _

Teorema 2.1. (Teorema de Floquet.)

(i) Se as raizes p; e py da equagdo caracteristica (2.4) sao distintas, entio a equa¢ao

de Hill (2.2) possui duas solugoes linearmente independentes,
fi(z) = e Py (z), fo(x) = e Py(x),
onde Py(z) e Py(x) sdo periddicas com periodo .

(ii) Se p1 = pe, entao a equagao (2.2) tem uma solugao nao trivial a qual é periddica
com periodo m (quando py = py = 1) ou 27 (quando p; = ps = —1). Se p(x) for
uma solugdo periddica e y(x) for outra solu¢ao linearmente independente de p(x).
Entao

y(x +7) = pry(x) + Op(z), onde 0 € constante. (2.10)

Ainda, 0 = 0 € equivalente a
yi(m) +ya(m) =2, pa(m) =0 e yi(r)=0.
Demonstracao: (i) Caso p; # p2. Se y(z) é uma solugao de (2.2), entdo sendo
a equagao (2.2) autonoma, temos que y(z + 7) é também uma solugdo de (2.2). Em
particular y; (z + 7) e yo(z + ) s@o solugdes de (2.2). Como y;(z) e yo(x) formam uma

base para o conjunto de todas as solugoes de (2.2), é possivel expressar y;(x+7) e ya(x+7)

como combinagao linear de y;(x) e ya(x), logo,
(2.11)

Pela primeira equagao de (2.11) temos,
y1(m) = y1(0+ 7) = 191(0) 4+ ¢2(0) = ¢1.1 + 2.0 = ¢4,

isto é,

yi(m)=cy.
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Por outro lado, derivando a primeira equacao obtemos,
yi(z +7) = i () + (),
e considerando x = 0 obtém-se,
11(0) =24 (0+ ) = 134 (0) + c235(0) = 1.0+ 2.1 = c2,
isto é,
¢z = yy(m).

Desta forma,

(@ + ) = yi(m)y (@) + vy (m)ya(z)
Através de um raciocinio analogo, tem-se
ya(@ + ) = ga(m)yr () + ya(m)y2 () -
Portanto o sistema (2.11) assume a forma,

yi(z + ) = yi(m)yi () + vy (m)y2(v)

(2.12)
ya(x +m) = ya(m)yr () + yo(m)ya().
Assuma agora que y #Z 0 é uma solugao de (2.2) tal que,
y(x +7) = py(z), (2.13)

para alguma constante p. Se y = cjy; + Coy2, resulta de (2.12) que ¢; e ¢y devem

satisfazer o seguinte sistema linear,

(y1(m) — p)er + ya(m)ea = 0
(2.14)

yi(m)er + (yy(m) — p)ea = 0.

De fato,

py(x) =ylz+7m) = cay(z+7)+cyple+m)

= a(y(my(r) + y1(m)y2(2)) + ca(ya(m)yi(z) + ya(m)ya(z)

= ay(myi(z) + ayy (1)y2(2) + caya(m)yr () + cays(m)ya(2),
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e como Yy = c1y1 + oy temos,

pleryn(x) + caya(w)) = (cryn(m) + caya(m))yn () + (1w (7) + cay(m))ya ().

Entao,

(c1y1(m) + caya(m) — per)yn(x) + (eryy () + caya(m) + pea)ya(z) =0 (2.15)

Assim, pelo fato de y; e yo serem linearmente independentes, segue por (2.15) o desejado
em (2.14).

Reciprocamente, se (2.14) é satisfeito entdo y satisfaz (2.13). Agora uma condicao

necesséria e suficiente para (2.14) possuir uma solucdo ¢, ¢ nao trivial é

yi(m) —p Y2 ()
Yy () Yp(m) — p

= 0. (2.16)

Por um lado, observe que para todo x, o Wronskiano de y; com y, é 1. De fato por

(2.3) temos,
W (y1,42)(0) = y1(0)y2(0) — 12(0)y;(0) = 1 # 0.
Entao pela férmula de Abel Liouville temos que o Wronskiano num ponto arbitrario x é
dado por,
W (y1,92)(x) = W (g1, y2) (0)e Jo P,

onde p(z) é o coeficiente do termo y' da EDO y"” + py’ +y = f, que no nosso caso ¢ zero.

Desta forma, conclui-se,
W (y1,y2)(x) = Wy, y2)(0) =1, VreR.

Por outro lado, (2.16) é dado por,

0 = (yu(m) = p)(Wa(m) — p) — ¥y (m)ya(T)
= y1(m)ys(m) — p(ya(m) + ya(m)) + p* — Y1 (7)y2(7)
= p* = p(y1 () + yh(m)) + (w1 (m)ys () — ya(m)ys (m))
= 0" = p(ya(7) + (7)) + W (Yo, y2) (w0)

= p* = p(yr(7) + y5(m)) + 1.
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Portanto, (2.16) é idéntica a equagao caracteristica (2.4).

Deste modo, se p = p; é uma raiz de (2.16) podemos encontrar ¢; e ¢y tal que
y = 191 + cay2 # 0 com y satisfazendo (2.13), isto é, y(z + m) = py(z). Sendo (2.13) sa-
tisfeito, vamos definir

Pi(x) = e "*"y(z).
Entao, como P; # 0, pois y # 0 temos,

Pi(z+7) = e @@+My(r +7)

—1iaT ,—tam

= e e " y(x +m)

= e e py(x).
Sendo p = p; = €7 temos,
Pi(z + ) = e e 0Ty (1) = ey (1) = Py ().
Dai, P; é periédica com periodo m. Além disso, podemos escrever y como sendo
y(z) = etioTe=iaTy (1) = 0T P (1) |
Associado a esse p;, obtemos assim uma solugao de (2.2), dada por,
filz) = " Pi(x)

onde P; é periddica com periodo 7.
Suponha que (2.16) possua uma segunda solu¢ao p = py # p;. Assim, por um proce-

dimento similar ao feito no caso p = py, definimos Py(z) = e"**y(z), donde obtemos

fa(z) = e Py(w),

com P, periédica com periodo me P, Z0. Como P; # 0 e P, # 0, temos da definicao de
fie fa que,

fiz0 e fa #0. (2.17)
Contudo, a primeira parte do Teorema de Floquet ainda nao estd demonstrada. Resta

mostrar que f1 e fy sao linearmente independentes. Suponha por absurdo que f; e f5 sao
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linearmente dependentes, entao existem constantes A\; e Ay (nao nulas simultaneamente)
tais que,

Sendo P; e P, periddicas com periodo 7 temos,

filz +m) = TPy (x + 7) = p1"*" Py(z) = p1fi(x)

folx 4+ 7) = e e TPy (x 4+ m) = pae T Py(x) = pafolx).

Assim, de (2.18) temos,

Mprfi(x) + Aepafo(z) = M fi(x +7) + Aafo(z +7) =0 VY zeR. (2.19)

Sendo A;fi e Aafe nao ambas identicamente nulas, as equagoes (2.18) e (2.19) sao
compativeis somente se p; = ps. Com efeito, as equagoes (2.18) e (2.19) nos fornecem o

seguinte sistema,
M fi(z) + Aafo(z) =0
(2.20)
Mp1fi(x) + Aapafo(z) = 0.
Se A1 # 0 e Ay # 0, multiplicando a primeira equagao do sistema (2.20) por ps obtemos,

Ap2fi(z) + Agpafo(z) =0
(2.21)

Mp1fi(x) + Aapafo(z) = 0.

Subtraindo as equagoes em (2.21) temos,

M fi()(p2 —p1) =0 V xeR.

Como A\ #0 ede (2.17) tem-se f; 0, 3 zgtal que fi(xo) # 0. Assim, Ay fi(zo)(p1 —
p2) = 0 e sendo A fi(xg) # 0, segue que ps — p; = 0 e entdao py = p;. Logo, temos uma
contradigao, pois supomos inicialmente que p; # ps.

Se A1 # 0 e Ay = 0, temos da primeira equacao de (2.20) que f; = 0, porém isto é
contradigao, pois vimos em (2.17) que f; Z 0. Da mesma forma, se A\; = 0 e Ay # 0
temos da primeira equagao de (2.20) que f; = 0, porém isto também é contradigao, ja que
vimos em (2.17) que f; #Z 0. Consequentemente, temos que { f, fo} é LI. Este argumento

mostra o teorema para p; # po.
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Como p1p2 = 1, entdo ou |p1| = |pa| = 1 ou pelo menos um dos valores |p;| ou |ps
excede 1. No primeiro caso temos que todas as solugoes de (2.2) s@o limitadas e no segundo
caso temos que existem solugdes de (2.2) ilimitadas, desde que p; # ps ( @ sendo real ou

nao, ver Coroldrio 2.2 e Corolario 2.3 ou Teste de Estabilidade).

(7i) Consideremos o caso p; = py. Pelo fato de p; ser solugdo de (2.4) podemos

construir uma solugao y;(z) de (2.2) tal que,

yi(z +7) = pryi (@) (2.22)

Como p; = py € p1pa = 1 temos que p; = 1 e assim yj é peridédica com periodo 7 ou
27, com efeito, se p; = 1, temos de (2.22) que y; é peridédica com periodo 7 e se p; = —1
entao,

yi(e+2m) =yi(z+m+7) = —yi(z+7) = —(=yi(2) = 41 (2)

e portanto yj(x) é periddica com periodo 2w. Observe o seguinte, se p é raiz de (2.4) (e

p # 0) temos,
2
P+
P yi(m) + yo(m) -
Assim, supondo p = £1 vem que
2
yi(m) + yo(m) = , (2.23)

Com o intuito de encontrar as propriedades da solugao y; a qual é LI com y] assumimos
primeiramente que yo(7) # 0. Entao, podemos escolher por (2.14) e (2.4), ¢1 := yo(m)

obtendo ¢3 = (p1 — y1(7)) e yi como sendo,

yi(z) = ya(m)yr(z) + [p1 — 91 (7)]ya(z)

y3(x) = y2().
Pela defini¢ao de ¢y, temos que ¢; e ¢y satisfazem a primeira equagao de (2.14). Porém ¢; e
¢y devem satisfazer a segunda equagao de (2.14) para existir y tal que yi(z+7) = yi(x).
Com efeito,

/

vi(mer + (4o(m) = plez = yi(mya(m) + (45(7) = p)(p — ()

= Y (m)y2(m) + plys(m) — yo(m)ya(m) — p* + pya ()

= Wy, y2)(m) — 14 p(y(m) + y1 (7)),
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ou seja,
i (m)er + (ya(m) = p)ez = =2+ p(ya(m) + (7)) - (2.24)

Multiplicando (2.23) por p, obtemos por (2.24)

vi(mer + (go(m) —plez = —2+2

Desta forma, dada qualquer funcao y; LI com yj, definamos y» = y; e tomemos y; no
sistema fundamental juntamente com y;. Observe que ¢; = y,(7w) # 0 garante que y; e v

sejam LI. Agora de (2.12) e de (2.23) temos,

Yr(r+m) =gz +7m) = y(m)yi(r) + ya(m)ys(v)

= ya(m)yi(x) + (2p1 — y1(7))ys ()

= y(myi(r) + (p1 + p1 — y1(7m))ys(2)

= ya(m)yi(x) + prys(z) + prya(z) — yi(m)ya(z)

= 13 (@) + [a(m)yi(2) + (o1 = y1(7m))y2(7)]

= pmys(r) +yi(z)

= pyz(a) +0yi ().
Vamos agora, assumir que yo(7) = 0. Sendo W (y1,y2)(m) = 1 temos,
yi(m)ya(m) — yi(m)ye(m) = 1.

Porém, y,(7) = 0 implica que y; (7)y4(m) = 1. Entéo por (2.23), temos o sistema

Y1 () + yh(m) = £2 = 2py.
Dai,
yi(m) = ya(m) = pr1. (2.25)
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Escolhendo yj = yo temos de (2.12), (2.23) e (2.25)

yi(x+m) = wlrt+r) = gz\(f_)/yl(x) +yo(m)ya(r) = (p1+p1 — yi(7))ya(r)

= () + (01 — yu(m))y2(x) = prya(z) + (Y1(m) — 42 (7)) y2()

= pyi(x).

Sendo y; solucao LI com y; = y2, podemos definir y; = y5 e teremos,

ys(x+m) = y(r+m)
= yi(myi(z) + yi(m)y2(2)

= mys(2) +yi(myi(e).
Além disso, notemos que o caso § = 0 pode ocorrer somente quando yo(7) = 0, pois
se y2(m) # 0 vimos que § = 1. Portanto se §# = 0 entao y»(w) = 0. Por outro lado se
yo(m) = 0 temos 6 = y| (7). Logo se yo(m) = 0 e ¥} (7w) = 0 entdo § = 0. Estes argumentos

provam a seguinte equivaléncia,
=0 & Ya(m) =0 e yi(m) = 0.

A afirmacao y;(7) + y4(m) = £2 ocorre do fato de p; = po» = £1. Temos finalmente a

prova do Teorema de Floquet. O

O Teorema de Floquet nos fornece algumas consequéncias imediatas que nos permitem

caracterizar quando algumas solugoes de (2.2) sao limitadas.

Corolario 2.2. Se p; # py e a € real, entao existe um limite superior M que ndo depende

de x para o valor absoluto |y(x)| de toda solug¢ao de (2.2).

Demonstracao: Seja y solucao de (2.2). Como p; # py temos pelo Teorema de Floquet,

y = c3f1 + cafo.

Além disso, sendo « real entao |¢?*?| = |e7"*| = 1. Sendo P, e P, continuas e periédicas

temos,

(@) = lesfi(z) +esfo(r)] < eafi(@)] + |esfa(z)]

= |3 Pi(z)] + leae " Py(z)] = |esPi(z)] + |eaPo(z)| < M,
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onde M nao depende de . O

Corolario 2.3. Se p; # py e a nao é real entao existe uma solugao nao trivial e ilimitada

y(x) de (2.2).

Demonstragao: De fato, se a nao é real entao existe a,b € R, b # 0 tal que,

a=a+0bi.
Desta forma,
[film)] = [ P(a)] = [Py (a)]
= le P (z)] = e "|P(z)].

Portanto f; é ilimitada e como f; é solucao de (2.2) temos o desejado. O

Coroldrio 2.4. Se p; = ps = £1 = p, entao para toda solug¢io de (2.2) ser limitada é

necessdrio e suficiente que

() +45(7) = £2, 1a(m) =0 e yi(7) =0,

ou equivalentemente que 6 = 0 (de acordo com o Teorema de Floquet).

Demonstragao: Suponhamos que toda solucao de (2.2) seja limitada, vimos no Teorema
de Floquet (quando p = p; = py = £1) que existe uma solucao y; de (2.2) tal que

y1(z + 7) = py1(z). Sendo y, outra solugao LI com y; ela deve satisfazer

Yo (x + ) = pya(z) + Oy1 () .

Assim, para mostrar o desejado, basta mostrar que # = 0. Suponha por absurdo que

0 # 0. Definamos,

onde y; satisfaz y;(z + 7) = py1(z) e

0
g2 = Y2 — —xgl(x),
TP

onde yp é LI com ;. A solugdo y, satisfaz a condigao (ii) do Teorema de Floquet, isto é,

Yo + ) = pya(z) + Oyr (2).



2.1 Teorema de Floquet. 43

Notemos que ¢g; e g9 sao periédicas de periodo m ou 27w. De fato, ¢, €

m-periddica ou 2m-peridédica por definicao e go satisfaz,

oo +7) = yalat ) %(wmmm

0 O
= pya(x) + Oyp(x) — W—pxgl(x +7) — W—pgl (x + )

0 O
= py2(x) + Oyi(x) — W—pxpyl(iv) - W—ppyl(ﬂf)

_ p<y2<x>—i—iyl<x>> = pga(a).

Disto segue que g também é peridédica com periodo 7 ou 27.

Portanto com a condigao 6 # 0 e p = p; = p2 temos duas solugoes de (2.2) dadas por;

() = %glm

(2.26)

yal2) = ga(2) + %xm) |

Assim, como ¢;, g¢o s@o periddicas e 6 # 0, segue pela segunda equagao de (2.26) que s
¢ uma solugao ilimitada, o que é contradicao pois haviamos assumido inicialmente que

todas as solugoes de (2.2) sao limitadas. Portanto, 8 = 0 e pelo Teorema de Floquet,
y1(m) + yp(m) = £2, ya(m) =0, yi(m) = 0.

Reciprocamente, se y1(m) + y4(m) = £2, yo(m) = 0 e yi(7) = 0 temos do fato de
p1 = p2 = 1 e y1(x), y2(x) serem linearmente independentes que yi(x + 7) = yi(x) e

yo(z + m) = £ya(x) + Oy (z) com 6 = 0 dal,
(e +m)=xy(z) e gplr+m)=ty()
e portanto todas as solugdes de (2.2) sao limitadas. O
Definiremos agora a nogao de solugao estavel para (2.2).

Definigao 2.5. Sempre que todas as solugoes de (2.2) forem limitadas diremos que elas

sao estdveis. Caso contrdrio, diremos que elas sao instaveis.
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Corolario 2.6. Se (2.2) possui uma solu¢ao periddica ndo trivial com periodo nw, n > 2
mas nenhuma solucao com periodo m™ ou 2w, entao todas as solucoes sao periodicas com

periodo n.

Demonstragao: Pelo Teorema de Floquet, vimos se p; = po entao existe uma solucao
de periodo m ou 27. Logo, se (2.2) nao possui nenhuma solugdo com periodo 7 ou 27
entao p; # pe. Deste modo, pela parte (i) do Teorema de Floquet temos que toda solugao

y de (2.2) é da forma,
y(z) = crfi(@) + cafa(2). (2.27)

Seja y uma solugao nao trivial periddica com periodo nw. Entao
y(r) = y(v +nm) = cra1 f1(x) + caaz fo() (2.28)
onde, a; =€ e ay = e "™, Assim, por (2.27) e (2.28) temos,
(I —a)efi + (1 —ag)ea fo = 0.
Mas sendo f; e fy LI tem-se,
ci(lag—1)=0 e cofaz—1)=0.

Como y é solucao nao trivial, entao ¢; ou ¢ é nao nulo e com isso a; = 1 ou ay = 1.
Em ambos os casos encontramos que na é um inteiro par. Logo pela definicao de a; e as

temos que a; = ay = 1 e assim para todo i = 1, 2 encontramos,
filzx +nm) = a; fi(z) = 1. fi(x) = fi(x) vV zeR.

Portanto todas as solugoes de (2.2) sao periédicas com periodo n. O

2.2 Teste de estabilidade.

Teorema 2.7 (Teste de Estabilidade). As solugoes de (2.2) sdo estdveis, se e somente,

se y1(m) + yh(m) € real e

y(m) +up(m) <2 ou

yi(m) +yp(m) =£2 e yo(m) =yi(m) =0.
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Demonstracao: Caso p1 # pa2 .

Sendo p; # ps entao a # k Vk € Z. De fato, se a« = k para algum k € Z teremos,
p1 = e = cos (k) +isin (km) = cos (k) 4+ 4-0 = cos (k7) — isin (k7)) = e ™" = p,,

0 que nao ocorre. Por outro lado, fazendo uso dos Corolédrios 2.2 e 2.3 temos que a

estabilidade de solugoes é equivalente ao caso de o € R.

Contudo, o € R se, e somente se y;(7) + y4(m) € R e |y1(7) + y5(7)| < 2. Com efeito,
suponha  # k Vk € Z com « real. Assim, 2cos(am) € R e como y;(7) + yh(m) =
2 cos(am), temos que y;(m) + y4(m) € R. Além disso, |y1(7) + y5(7)| = |2 cos(am)| < 2,
pois a # k Vk € Z.

Reciprocamente, supondo y(7) + v4(m) € R e |y1(7) + y5(7)| < 2. Mostremos que
a é real. De fato, como yi(m) + v4(r) € R e yi(m) + y4(7w) = 2cos(ar), temos que

2 cos(arm) € R. Agora seja a = a + bi e suponha que b # 0, entao

cos(am) = cos(am + bmi) = cos(am) cos(bmi) — sin(ar) sin(bri).

eiz+e—iz ) '
Por outro lado, note que cos(z) = —5 implica
4 et + e’
cos(ix) = —y = cosh(x)
eiz _ 6—iz

: _ ol

e sin(z) 5 implica,
sin(iz) = ‘ 22_,6 =1 (e _26 ) = ¢sinh(z).

Entao,

cos(am) = cos(ar) cosh(br) — i sin(am) sinh(br).

Sendo cos(am) € R, segue que sin(an) sinh(br) = 0. Porém b # 0 e com isto sinh(br) #

0, donde sin(ar) = 0 e consequentemente a € Z. Disto segue que
ly1(7) + yo ()| = 2| cos(am)| = 2| cos(am)|| cosh(br)| > 2,

o que é uma contradicao. Portanto b=0e a € R.

Portanto se p; # py, entdao toda solugao ser estavel é equivalente & y;(m) + yh(7w) ser

real e |y () + y5(m)| < 2.
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Se p1 = p2 ja vimos no Corolario 2.4 que estabilidade de toda solugao de (2.2) é

equivalente a

y1(m) + yo(m) = £2, Ya(m) =0 e yi(m)=0.

2.3 Caso simétrico.

Nesta segao, vamos deduzir algumas propriedades das solugoes de (2.2) quando as-

sumimos que o potencial Q(x) é uma funcao par, isto é,
Q(z) =Q(—x), VzeR. (2.29)

Veremos que é possivel estabelecer relagoes entre os valores de y1,y2,y] € y5 nos pontos

T
xr = 5 e x = m e estas relagdes permitem uma classificacao mais detalhada das solugoes

de periodo 7 ou 27.
Teorema 2.8. Seja yy e yo solugoes normalizadas de (2.2) e assuma que Q) satisfaz (2.29).

Entao valem as sequintes relacoes.

0 = (P (5) 1= ek (5 (3)
@ = (3 (3).

i) i =20 (3) v (3):

i) yh(m) = ().

Em todos os casos temos que y, € par e ys € impar. Quando existe uma solug¢dao nao
trivial de (2.2) de periodo ™ ou 2w, hd também uma tal solugdo periddica a qual € par
ou impar. Portanto estas solugoes periodicas sao necessariamente mailtiplas de uma das
solugoes normalizadas vy, ou Y2, a menos que todas as solugoes sao periodicas com periodo

7 ou 27 (pois assim sempre haverd tal solu¢ao periddica e maltipla de y, ou 3 ).

Demonstracao: Se ) é par e se y(z) é uma solugao de (2.2) entdao y(—x) é também
uma solucao. De fato,

d2
da?

(y(=2)) + Q@)y(—z) = =(=y"(=2)) + Q(=2)y(—z) = y"(=2) + Q(=x)y(-z) = 0.
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Como
1=51(0) =51 (=0),  0=1(0) =4, (-0)
0=12(0) = 32(=0) = —y2(-0), 1= yé(—O) = %w(—o) = —yé(—O) )

temos que as condi¢oes normalizadas coincidem para y;(—x) e y;(x) bem como para ys(x)
e —ya(—x). Portanto pelo teorema de existéncia e unicidade para equagoes diferenciais
ordindrias tem-se

y1(z) = yi(—z) e (r)=—yp(-r) VreR,

isto é, y1(x) é par e yo(z) é impar. Portanto encontramos a partir de (2.12) para z = —g,
T T T T

i (—5 + 7r> =1 (5) =y () (5) — y1(m)y (§> (2.30)
T T T T

Y2 (-5 + 7T> = Y2 (§> = y2(T)y1 (5) — Yo(m)y2 <§) . (2.31)

Note também que y}(x) é impar e y5(z) é par. Com efeito, como 1, é par e y, é impar

d d

—yi(=2) = =y (=2).(=1) = 4 (2) = yi(@)

(=) = o)) = ~egp(—).(~1) =~ (~(a)) = “ya(x) = ().

Por outro lado diferenciando (2.12) com relagao a = temos,

vile+m) = yu(myi(@) + i (m)ys()

Yoz +m) = wya(m)ys(x) + yo(m)ys(x).
Considerando = = —g e usando que y] é impar e y, é par, temos

™ ™ ™

vi (5) = —n@ (5) + v (5) (2:32)

v (5) = vt () + s (5) - (2.33)

Podemos considerar (2.30) até (2.33) como um sistema de equagoes lineares nas variaveis
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De (2.30) e (2.32) obtemos,

Y1 (g) =y (T) (g) — 5 (m) ya (g)

v (g) = —u(mu (g) + 41 (m)y; (g) :

Como queremos encontrar y;(m) e y(m), resolvemos este sistema em funcao destas

variaveis. De fato, sendo A a matriz dos coeficientes referente a este sistema encontramos

n(z) =)

detA = = W(y1,v2) (E> =1.

-i(3) %)
Y1 5 Ya B
Assim, o sistema possui solucao unica e pela a regra de Crammer ela vem dada por,
= (3)n(5) i (5)w )
Y1 —?/12?/22?/12?/22
= u(3)n3) -G eE) i G)eE) 4 G)eG)
—y12y22 y12y22912922y12iy22
0 T T
= W) (5) + i (3)  (3)
(Y1, y2) 5) Tevil5) 25
s s
= 1+ (3)w(3).
T T 7 T
vim = n(5)n(5)+u(5)n(5)
T T
= 2 (3)0 (3).

que,
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ou seja,

w124 (Dn(E) e -2 (G ()

provando (i) e (iii). Agora de (2.31) e (2.33) temos,

Yo <g> =y () Y1 (g) — Y5 (m) Yo (g)

v (5) = @i () + @ (5) -

Novamente, temos que o determinante desse sistema é dado por

™

Wiy w) (5) =140

Fazendo uso da regra de Crammer, a solucao do sistema vem dada por

) = () (D) - (5 (§) - () (D)

i) = 0 (3)4(5) 4 (5)n )
- 0 (340 () (D) +24 G )
= 1 (3)w(3)
= yi(m),
ou seja,
Ya(T) = 2 (g) Y2 (g) e vl (1) = w1 ().

Provando (ii) e (iv). Se y(z) é periddica com periodo m ou 27 e nao identicamente nula,

as funcoes,
uw@) =y@)+y(-z) e o) =ylr)-y(-z),

também sao periddicas. Como u é par e v é impar, pois

u(=z) = y(=z) + y(=(=2)) = y(==) + y(v) = u(z)
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temos que u e v nao podem ser ambas nulas exceto se y = 0. Provemos a tltima afirmacgao

do teorema. De fato, temos
u(z) = cy1(x) + coyo() + 1y (—x) + coyo(—2) .
Como y;(z) é par e ya(x) é impar temos,

u(z) = cayi(z) + cye(z) + ayi(z) — coya(—(—x))
= ca1y1 () + caya() + cryi(z) — caya(z)

= 2c1y1 () .
Disto segue que u é multiplo de y;(z). Da mesma forma, vemos que v é miltiplo de y,(x)
isto é,
v(z) = u(x) = ayi(z) + cya(z) — ayi () — caya(—x) = 2c2y2(x).

a

Lema 2.9. Assuma que y1(z) seja uma solugao par de (2.2). Entao yi(x) possui semi-

T
periodo T se, e somente, se y; <§> = 0.

Demonstragao: Se y;(x) é semi-periédica com semi-periodo 7 entao,
yi(x 4+ ) = —y1(x), VreR.

. T
Entao para z = —3 temos,

() -n(-
»(3)=-n(3)

m sz ’ . s m
donde 1, <§> =0, ja& que y; é par e com isto y; (—) =1 (——).

(ORI
+
3

N—

Il
<

VRS

ro |

N——

Logo,

2 2
Reciprocamente, suponhamos que y; <E> = 0 e mostremos que y;(z + 7) = —y;1(x).
L ™ . . ™ ™ , (T
De fato, note primeiro que <§> = 0 e y; par, implica y; <—§> = -1 (—5) ey (5) =

T
- <—§> pois y; é par. Considere o seguinte problema,

SN~—
~—
I
e

yi(z) + Q(x)y (z
n(=5) =-n(=5) =0 (2.34)
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Ja vimos que yi(x + ) é solugdo da equacao (2.34). Além disso, —y;(x) é solucao,
pois,

(=01(2))" + Q(x) (=1 (x)) = = (¥ () + @)y (x)) = 0.

Observe ainda que sendo y; par e y; (g) = 0 tem-se

w50 -n (@)

T
ou seja y1(z + 7) e —yi(x) satisfaz a mesma condi¢do em = = —3 Além disso,
oy )= (3) = (-3)
R e — — —_— — _—
41 9 hn 5 41 )
isto é, y;(z + m) satisfazem a mesma condi¢ao que —y;(z) em z = —g. Pelo Teorema de

Existéncia e Unicidade para equagao diferenciais ordinarias linear de 2* ordem temos que

y1(z +7) = —y(x), Vr € R e com isto y; é semi-periddica de semi-periodo . O

Teorema 2.10. Se as condi¢oes do Teorema 2.8 sao satisfeitas, entdo existe uma solu¢ao

periddica nao trivial de (2.2)

(1) par e de periodo ™ se, e somente se i} <g> =0,
(17) impar e de periodo m se, e somente se Yo (g) =0,
(141) par e de periodo 2w  se, e somente se 1, (g) =0,
(1v) impar e de periodo 21 se, e somente se Y, (g) =0.

Demonstracao: Com intuito de mostrar o teorema, usaremos do Teorema 2.8 o fato
que uma solugao par de (2.2) é um miltiplo de y; e uma solu¢do impar de (2.2) é um

multiplo de ys.

Para provar (1) vamos assumir primeiro que existe y solugao de (2.2) nao trivial par
e peridédica com periodo w. Assim y; é também periédica com periodo ™ e o mesmo vale
para y;. De fato, como y é par segue que y é multiplo de y;. Logo y; = ¢y pois y é nao
trivial. Entao,

yi(z +m) = cpy(r + ) = cpy(z) = yi(v) Vo € R.
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Além disso, y(x +m) = yj(x), ja que yi(z +7) = y1(z). Deste modo y; (g) =y (—g),

pois ¥y (—g + 7r> =1, (—g) Por outro lado ¥} é uma fungao fmpar, donde 1} (g) =

’ T
™\ —o.
y1<2)

T T
Reciprocamente, se y; <§> = 0 entao y; (—5) = 0, pois y; é impar. Ademais,

, T
—y} <_§> Consequentemente,

m m . , . .~ 7T
Y1 <—§) =1 (§>, pois y; é par. Portanto y; satisfaz a mesma condicao em x = —3 e

em r = 5 A partir disto, podemos considerar o problema,

) (2.35)
)

Defina agora, h(x) = y1(x + 7) Vo € R. Como ja vimos h é solugdo de (2.35). Além

disso,
T 0 T 0 0 T
()= 5) 0 (D) »H ()= () k()0
5 %N 9 Y1 9 5 Y1 9 Y1 )
isto é, h satisfaz a mesma condi¢ao que y; em z = —g e h' satisfaz a mesma condi¢ao
que Y| em x = —g. Assim pelo Teorema de Existéncia e Unicidade temos que ¢ =

e portanto y; é m-periédica. Seguindo a mesma idéia acima, obtemos (2). Neste caso,
basta utilizar que yo é impar e que p(z) = yo(z + ) satisfaz a mesma condigao que yo

T
emz = e é solucao do problema

) = g (2) =0, (2.36)

Para provar (3), suponha que exista solugao de (2.2) nao trivial a qual é par e de

T
periodo 27 e mostremos que ¥ (5) = 0. De fato, pelo item (i) deste teorema temos
s T

que y;(m) = 0. Assim por (iii) do Teorema 2.8, temos que 3, <§> Y1 <§> = 0, isto é,
U1 (g) = 0 ou 1, (g) =0. Se yny (g) = 0 temos o desejado. Suponhamos entao que
U (g) #0ey; (g) = 0. Sendo y; (g) = 0 temos por (i) do Teorema 2.8 que y;(7) = 1
e como ja vimos que y;(m) = 0, segue de (2.12) que y;(z + 7) = y1(z), Yo € R. Disto e
do fato que uma solucao par é multipla de y; nos fornece que y é periddica com periodo

s
7 0 que é uma contradicao. Reciprocamente, como <§> = 0 temos pelo Lema 2.9 que
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y; € semi-periddica com semi-periodo 7 e portanto y; é periédica com periodo 2. Sendo

Y1 par, temos o desejado.

A parte (4) segue por um raciocinio similar aos da parte (3). Neste caso, por (ii) deste
teorema temos, yo(m) = 0. Logo (ii) do Teorema 2.8 implica que y» (g) Yo (g) = 0.
Caso v <g> # 0, entao yo (g) = 0. Deste modo, por (iv) e (i) do Teorema 2.8 temos
que y4(m) = 1. Como yo(m) = 0 e yh(m) = 1, temos de (2.12) que yo(z + 7) = ya(x) V.
Assim yo é impar e periddica com periodo 7, o que é um absurdo (pois caso exista uma
solucao impar, esta serd multipla de y, e consequentemente periddica com periodo , isto
é, nao pode haver uma solu¢ao impar com periodo 27). Uma demonstragao andloga a
demonstracao do Lema 2.9 mostra que se yo é uma solugdo impar para (2.2), entdo o
possui semi-perfodo 7 se, e somente, se v (g) = 0. Isto estabelece a volta da parte (4).

O

2.4 Teorema da Oscilacao.

Considere agora a seguinte equacao,
y' + A+ Q2)]y =0, (2.37)

onde A é um parametro e ) é uma funcao periédica real de z com periodo m. Neste

contexto, salvo mencao em contrario, vamos assumir () duas vezes diferenciavel.

Sejam y; e yo duas solugdes LI de (2.37) satisfazendo as condigoes iniciais

y1(0) =1, 51(0) =0, 1512(0) =0 e y,(0) = 1.

Para enfatizar sua dependéncia sobre A, as vezes escreveremos y;(z, A) e y2(x, \) em vez
de y; e y. Um dos nossos principais problemas sera a determinacao dos valores de A para
o qual as solugoes da equacao (2.37) sao estdaveis. Um outro problema serd a determinagao
desses valores de A para o qual a equagao (2.37) possui uma solucao de periodo 7 ou 27.

O seguinte teorema devido a Liapounoff [37] e a Haupt [31] conecta os dois problemas.

Teorema 2.11. (Teorema da Oscilagao) A cada equagdio diferencial (2.37), hd duas

sequéncias de numeros reais monotonas nao decrescentes,

>\07>\17>\27>\37)\47)\57)\67"' (238)
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/ / / / / / /
)‘17 PARARTEAY TRAL T RA P RAY S IR (239)

tal que (2.37) possui uma solugdo de periodo T se, e somente, se A= \,, n=0,1,2,3, ...

e uma solugao de periodo 27 se, e somente, se A=\, n=1,2,3,4,....

n’

Os (A\n)’s € (X)) s satisfazem a desigualdade,

M <A <A <A< <A <N <A<\ <.. (2.40)
com
.1 .1
nh_)nolo— =0 e nh_)rgo/\—/ = 0. (2.41)

As solugoes de (2.37) sdo estdveis nos intervalos

(/\0’)\/1)’( /27/\1)7()‘27/\5)7( iLa/\?))a'“ (2'42)

Nos pontos finais desses intervalos as solugoes de (2.37) sao em geral instaveis. Isto
sempre € verdadeiro para X = Ag. As solugoes de (2.37) sao estdveis para X = Agpi1 0u
A = Aonyo Se, € somente, se Aapi1 = Aopio € elas sdo estdveis para A = Ny, 1 0u X = N5, o

se, e somente, se Ny, 1 = Ao, 1o

Para valores complexos de A, (2.37) possui sempre solugoes instdveis. Os (N\,)’s sdo

as raizes da equagio A(N) =2 e os (\,)’s sao as raizes da equagio A(N) = —2, onde,

A()‘) = yl(ﬂ—a >‘) + yé(”ﬂ )‘> :

Antes de iniciar a demonstracao deste teorema, faremos algumas consideracoes que
serdo 1teis no decorrer da demonstragao e no seu entendimento. Os nimeros reais (\,)’s
serdao chamados valores caracteristicos de primeira espécie de (2.37) e os (A,)’s serao
chamados de valores caracteristicos de segunda espécie. Os intervalos em (2.42) sobre o
eixo real A serao chamados de intervalos de estabilidade, deste modo um ponto final de
um tal intervalo pertencera a ele se, e somente, se (2.37) possuir solugdes estaveis para o
correspondente valor de \. Similarmente falaremos sobre os intervalos de instabilidade.
Ambos os intervalos de estabilidade e instabilidade sao ordenados de maneira natural. O
intervalo de instabilidade (—oo, Ag) estard sempre presente e o chamaremos de intervalo de
instabilidade de ordem zero, o intervalo (A}, A;) é denominado como o primeiro intervalo

de instabilidade.
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Observe que de acordo com o Teorema da Oscilagao, nenhum intervalo de estabilidade

e nem de instabilidade pode ser reduzido a um ponto pois Ay, 5 < Aapg1 € Aop < Ay, .

Os intervalos de estabilidade nunca podem desaparecer, mas dois deles podem reunir-
se em um Unico €aso Aopq1 = Agny2 OU Ay, 1 = Ay, o Por exemplo se Ay = Ay temos
um novo intervalo que é (A}, \;), analogamente se Xy = X\ teremos o intervalo (Mg, A3).
Contudo os intervalos de instabilidade (com excegao do intervalo de ordem zero) podem
desaparecer completamente, isso acontece se Q(x) é constante. Uma demonstragao deste

fato é dado na segdo 7.6 em [38].
Demonstracao: (Teorema da Oscilagdo)

Vamos dividir a demonstracao em varios passos e lemas.

Passo-1) Excluiremos primeiro a possibilidade de solugbes estéveis para (2.37), no
caso de A\ ser um valor complexo. Assuma que A = p + i0 onde p e o sao reais e o # 0.

Seja y = u + iv uma solugao de (2.37) a qual é do tipo,

y(x) = " p(x) = u + v (2.43)

onde « é real e onde p é periddica com periodo 7. De acordo com o Teorema de Floquet,
uma tal solugao y(z) existe se temos estabilidade para alguma solugao de (2.37). De fato,

escrevendo (2.37) como y” + @1y = 0, temos dois casos a considerar:

1) Se p; # p2, entdo a solugao estavel g o qual existe pode ser escrita da forma,

g=cifi+cafs

onde f; e fy sao dadas no Teorema de Floquet. Por outro lado,

g* = c1e**pl(x) + crcopi () pa(x) + coe H 3 ().

Desta forma, sendo g estavel e ¢;cop;(x)po(2) limitada vem que fi e f s@o estéveis.
Portanto f; ou f, pode ser considerada a solucao do tipo (2.43). Note que, como f; e fo

sao estaveis entao a é real.

2) Se p1 = pa, entdo p; = ps = 1 e «a é real. Como sempre existe uma solucao da
forma y(x + 7) = py(x), definindo pi(z) = e *Ty(z), temos que f(z) = e**pi(x) é a
solugao do tipo (2.43) com « real.

Isto garante que A complexo e existéncia de uma solucao estavel implica na existéncia

de uma solugao do tipo (2.43) com « real.
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Dividindo (2.37) em sua parte real e imaginéria encontramos,

0 =¢"+ (A +Q))y
— (u+ i)+ (4 o+ Q) (u+ i)
= u" 4+ " + pu+ipv + iuo — ov + uQ(x) + wQ(x)
=u" + pu — ov +uQ(z) + i(v" + pv + uo +vQ(x)),
ou seja,
'+ pu —ov+uQ(z) =0
V" + pv + ou+vQ(x) =0.

Podemos reescrever o sistema acima como,

' + [p+ Q(z)|u = vo (2.44)

V' [+ Qa)]v = —uo.

Agora, se multiplicarmos a primeira equagao de (2.44) por v e a segunda por u e

subtrairmos, os resultados vemos

u"v + [p+ Qx)|uv = vio
Viut i+ Qa)]vu = —u’o,

u'v —v"u = o(u? +v?). (2.45)
Vamos integrar a expressao (2.45) de modo a obter

/Ox(u”(t)v(t) — " (u(t))dt = o /OZ(UQ(t) + 2 (t))dt . (2.46)

O termo do lado esquerdo de (2.46) pode ser manipulado usando integracao por partes e

desta forma

T

— /Ox v’(t)u’(t)dt} = U/OI(UZ(t) + v*(t))dt .

0

x x

— ' (t)u(t)| = J/0$(u2(t) +v?(t))dt,

0 0

e assim temos,
xr

u'(x)v(x) — o' (x)u(z) = 0/ (u?(t) +v*(t))dt + ¢ (2.47)

0
onde ¢ = —u/(0)v(0) + v'(0)u(0) é uma constante.
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Agora, vemos por (2.43) que todas as fungoes |ul, |v|, |u'| e |[v| devem ser limitadas

para todos os valores de z, j& que p(z) é diferencidvel e periédica. Com efeito,

[u+iv] = |e"p(x)| = |p(z)| < M.

Entao
vuz+v2< M
W2+ v < M2
Logo,
u? < M?
v? < M?,
ou seja,
ul < M
lv| < M.
Similarmente,
/ ./ d 10T . QT wox, ! /
o + ] = | (2p(a)) | = liae™p(z) + €y (@) < CLM + |p'(2)| < C,
isto é,
| <C
V| < C.

Assim existe um limite superior para |uv’ —vu/| a qual é independente de x. De acordo

com (2.47) o mesmo vale para o valor absoluto de

I@ﬂ—:éﬂﬁﬁ)+vﬂﬂwt

Contudo |I(x)| — oo quando x — oo, pois u*+v? = |p|? e portanto paran = 0,1,2,3, ...

nmwzlmmmymﬂmﬁ:néﬂmmmt

Portanto se A é nao real nao podemos ter uma solugao do tipo (2.43).
Passo-2 No que segue, desejamos mostrar que existe um niimero real \* tal que para
qualquer A < \* as solucao de (2.37) sao instéveis. Para este propdsito selecionamos um

A* tal que para todo x

N+ Q(z) < 0.
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Este fato é certamente possivel pelo fato de Q(z) ser uma fungao periddica e portanto
limitada de x. Mostraremos que se A < A\*, entao y;(x,\) — oo quando © — oco. Para
isto, escrevamos (2.37) na forma,

y" = D(x)y, (2.48)
onde D(z) = =X — Q(z) > 0, para todo x. Observe que y;(0) =1, y1(0) = 0 (usando as
condigoes inicias) e y;(0) = D(0)y1(0) = (=X — Q(0)) > 0, deste modo 0 é um ponto de

minimo local de y;(x), isto é,

2 ;
y(0) -

Figura 2.1:

Logo 7 (z) é crescente em uma vizinhanga & direita de 0. Assim, segue que para todo
x positivo suficientemente pequeno tem-se ¢} (x) > 0. Seja S o conjunto de zeros positivos
de y;. Mostremos que S = (). De fato, se por absurdo S # ) temos que inf S =& > 0.
Entao, seja (z,) C S tal que z,, — ¢, assim y;(z,,) — v}(¢). Como y;(z,) = 0 para todo

n, segue que yj(e) = 0. Agora multiplicando (2.48) por y}(z) temos,
Yi @)y (z) = D)y (x)y; () (2.49)
Usando (2.49) temos apds integrarmos em [0, x| que
| vk = [ D@l (2.50)
Podemos integrar o lado esquerdo de (2.50) de modo a obter
W) = G0 = [ i@ = [ Do (e,
Agora, por (2.48) e o fato que ¥} (0) = 0 tem-se

(v (2))? — / " D@y () (2)dr = / " D@y (el ()
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ou seja,
(Wi ()? = 2 / D(@)y (), (x)dz. (2.51)

Considerando = = ¢ em (2.51) e usando que ¥ (¢) = 0 obtemos
0= =2 [ D). (2.52)
0

Mas y1(0) = 1 e ¢j(x) > 0 em [0,¢] e assim y;(z) > 1 em [0,e]. Ademais, sendo
D(z) > 0Vx, temos de (2.52) que

/0 D)y (@) (a)de > 0,

o que é um absurdo. Isso mostra que y(z) > 0 para todo = > 0. Portanto y;(x) é
mondtona crescente para x > 0, o que significa que y;(x) > 1 para z > 0 ja que y;(0) = 1.
Além disso, como D, y; e y; sao fungoes estritamente positivas, (2.51) implica que, v}
¢ monotona crescente. Dado um z arbitrario mas fixado, temos pelo Teorema do Valor
Médio que existe 0 < zg < x, tal que

y(x) —5(0)  pz) -1
x—0 x—0

Y (o) =
Desde que ¢ = y;(xp) > 0 vemos,
yi(x) >1406(x—0)>14d(x —x0).

e com isso y;(x) — 0o quando x — 0.

De maneira semelhante temos que y5(x) > 1 para = > 0. De fato, assumindo que o

conjunto S de zeros de ¥, seja ndo vazio, encontramos que

0=yl =142 / D))y (a)de.

onde D(x) > 0 para todo = e y2 e y) sdo positivas em (0,£), o que é uma contradigao.
Portanto S = () e entdao y4(x) > 0 para todo x > 0. Concluimos entdo que yo(z) é

crescente em (0,00) e como

BO)=0 o @) =1+2 / " D)yl ()

segue que y5(x) é mondtona crescente. Logo, y5(0) = 1 implica que y5(x) > 1 para todo
x> 0.

Provamos com estes argumentos o seguinte lema.
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Lema 2.12. Se A < \*, entao para todo x > 0, temos

(T, \) + yo(z, \) > 2.

Note que se p;1 = py entao p; = ps = £1 e pela equagao caracteristica, temos
y1(m, A) + y5(m, A) = £2. Deste modo, o Lema 2.12 nos fornece que p; # ps e dai o em
y1(x) = Ae™p, (1) + Be “*py(x) ndo pode ser real, pois se « fosse real terfamos y;(z)
estavel o que nao ocorre. Portanto encontramos que se A é complexo ou se A < \*, entao
nao existe solucao y(x) de (2.37) a qual é do tipo (2.43) com « real. Examinaremos de

perto as propriedades das fungoes A(N\) —2 e A(N) + 2, onde
A(N) = i (T, A) + ya(T, A) - (2.53)

Observagao 2.13. Observe que AN) =2 < p> —2p+1=0& (p—1?’=0<p=1.
Analogamente A(N\) = =2 & p = —1, assim A(N\) = 2 € equivalente a py = ps = 1 €
A(N) = =2 € equivalente a p; = pa = —1. Logo se A(\) = £2, entdo (2.37) terd uma
solugdo do tipo (2.43) com « real. De fato, A(X) = 2 implica que p1 = pa = 1, entdo por
“Ty(x) e

y(x) teremos y(z) = e"py(x) com pi(x) periddica com periodo .

(i7) Do teorema de Floquet, existe y(x) solugdo de (2.37) tal que y(z + ) = e

(e

definindo pi(x) = e~

Como para A complexo ou A < \* temos que (2.37) nao admite solucao do tipo (2.43)

com « real, temos o seguinte lema.

Lema 2.14. Todas as raizes da equagao A(N) —2 =0 e A(N)+2 =0 sdo reais e maiores

que \*.

Demonstragao: Se A for complexo vimos que (2.37) nao admite solucao do tipo (2.43).
Por outro lado como A é raiz de A(A\) —2 =0 ou A(A) +2 = 0 temos da Observagao 2.13
que existe uma solugao do tipo (2.43) o que é um absurdo e portanto A é real. Também se
A < A* nao hé solugao do tipo (2.43), porém como A é raiz de A(A)—2 = 0ou A(N)+2 =0
entdo (2.37) admite solucdo do tipo (2.43) e temos novamente um absurdo, logo A > \*.

Portanto as raizes de A(\) —2 =0 e A(X) + 2 = 0 s@o reais e maiores que \*. O

Conforme vimos no Teorema 1.14 e no Corolario 1.15 nas preliminares, as fungoes

A(X)—2 e A(N)+2 sao fungoes analiticas inteiras de A e possuem infinitos zeros. De acordo
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com o Lema 2.14 todos estes zeros sao reais e maiores que \*. Esses fatos estabelecem
a existéncia das duas sequéncias (2.38) e (2.39) desse teorema. Concluiremos que estas
sequéncias sao nao decrescente, quando mostrarmos mais adiante as desigualdades dadas

em (2.40).

Na verdade, fazendo uso do Teorema de Floquet, temos o seguinte lema.

Lema 2.15. A equagdo (2.37) possui uma solugdo periddica de periodo 7 se, e somente,

se A(N) =2 e uma solugao periodica de periodo 2w se, e somente, se A(\) = —2.

Demonstracao: Basta notar que A(\) = 2 é equivalente a p; = ps =1 e A(N\) = =2 ¢
equivalente & p; = py = —1. Pois se p; = py = 1, pelo item (ii) do Teorema de Floquet,
(2.37) possui uma solugao periédica com periodo 7 e se p; = p; = —1 pelo mesmo motivo,
(2.37) possui uma solugao semi-periédica com semi-periodo 7 e consequentemente uma

funcao peridédica com periodo 27.

Reciprocamente, se (2.37) possui uma solugao periddica y(z) de periodo 7, entao esta
solugao deve satisfazer y(z + ) = y(x) para todo x. Suponha que p; # po, entao por (i)

do Teorema de Floquet,
y(z) = Ae™*p(x) + Be "“py(x) .
Entao
y(ZE + 7'(‘) _ Aeia(z-ﬁ—w)p(x) + Be_ia(x+7r)p2($),

e como y(z + m) = y(z), vem que

Ay (x)(1 — 7)) + Be " py(x)(1 — e ) = 0.

Sendo €%p(x) LI com e™®py(z) e y Z 0 temos,

Al — ™) = B(1 —e ) =0, (2.54)

e portanto p; = po = 1 o que é contradigao. Note que y # 0 garante que A ou B é
diferente de zero, ja que basta apenas que um desses valores seja diferente de zero em

(2.54) para termos p; = pg = 1.

Deste modo, p; = p2 e como y(x +7) = y(x) segue que por (ii) do Teorema de Floquet

que p; = py = 1. Se essa solugao y(z) for LI com a solugdo peridédica de periodo 7 o
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item (ii) do Teorema de Floquet e a periodicidade de y(x) garantem que 6 = 0 e assim

p1 = p2 = 1 da mesma forma.

Se (2.37) possui uma solucao periddica y(x) com periodo 27 entdao supondo p; # po €

usando raciocinio analogo ao feito acima obtemos
Ay (x)(1 — ™) (1 + €"™) + Be "“py(z)(1 — e ™) (1 + ") = 0.
Consequentemente,
Al =) (1 +e*) =Bl —e ™) (1+e ™) =0, (2.55)

donde p; = py, 0 que é contradigdo. Portanto p; = po. Logo, se y(x) for a solugao
periédica com periodo 27 dada por (ii) do Teorema de Floquet ou uma solugdo LD com
ela, entdao y(xr + m) = —y(z) e consequentemente p; = p, = —1. Caso y(z) seja uma
solugdo LI com a solugao periddica de periodo 27 dada por (ii) do teorema de Floquet,

do fato de y(x) ser peridédica com periodo 27, teremos 6 = 0 e novamente p; = py = —1.

O

Provamos até o momento que a cada equacao (2.37), hd duas sequéncias A, e A, que
sao limitadas inferiormente por A* tal que (2.37) possui uma solugao de periodo 7 se,
e somente, se A = \,, n = 0,1,2,3,... ¢ uma solucao de periodo 27 se, e somente, se
A= XN, ,n=123, .. Ademais, como A()) é uma fun¢ao analitica inteira a qual possui
infinitos zeros, temos que as relagoes limite em (2.41) sao verdadeiras. Provemos agora a

desigualdade (2.40). Para este propdsito necessitamos do seguinte lema.

Lema 2.16. Seja p uma raiz da equagao A(N)—2 = 0 tal que A'(N) < 0 para A = . Entdo
A'(N) < 0 em qualquer intervalo aberto p < A < pi em que A(N) > —2. Similarmente,
seja 1 uma raiz de A(N)+2 =0 e seja A'(p') > 0, entao A'(X) > 0 em qualquer intervalo
aberto ' < X\ < py em que A(N\) < 2.

Antes de provarmos o Lema 2.16, podemos observar que ele prova ambas as desigual-
dades (2.40) e a afirmagao de que os intervalos abertos (2.42) sao intervalos de estabilidade.
De fato, veja pelo Lema 2.12 que se A < \*, entao A(A) > 2. Ademais, concluimos que
entre os infinitos zeros reais da fungao A(\) — 2 deve haver um menor a qual chamaremos

de )\0.

Provaremos mais tarde (veja Lema 2.18) que A’()\g) < 0. Portanto, o Lema 2.16

mostra que para A > g, A(A) deve ser uma fungao decrescente até A(\) = —2. Isto deve
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realmente acontecer para um certo A = A} > X, desde que A(\) + 2 possui infinitos zeros
reais sem um ponto limite finito. Também A’(X]) = 0 ou A’(N]) < 0. Se A'(\]) =0, \]
¢ uma raiz dupla de A(X) +2 = 0 e serd listada como | e A} e nesse caso A} = .

De acordo com o Lema 2.71 o qual sera visto depois, A(A) + 2 = 0 ndo pode possuir
raizes de multiplicidade superior a dois. Assim A’(\]) = 0 implica, conforme o Lema

2.16, que A(X) aumenta para A > X, = \| até que ele atinja o valor 2.

Por outro lado se A’(\]) < 0, entdo A(\) < —2 para A} < A < X, onde A, é o menor
zero de A(A)+2 o qual é maior que A}. Como A(\) < —2 no intervalo (A}, A}), pelo Teste
de Estabilidade temos que este intervalo é um intervalo de instabilidade para as solugoes
de (2.37).

Como A(XN) < A(N,) para todo A < X, e suficientemente préximo de X}, temos,
A’'(XN)) > 0. Com isto, usando o Lema 2.16, podemos concluir que A(\) é uma fungao
crescente de A em qualquer intervalo A, < A < Aq, na qual A(\) < 2. O maior intervalo
deste tipo é o intervalo (A, A\;) onde A; denota a menor raiz de A(\) — 2 o qual é maior
que A,. O Teste de Estabilidade mostra que este intervalo é um intervalo de estabilidade

para as solugoes de (2.37).

Continuando desta maneira, encontramos que as desigualdades (2.40) valem e que os
intervalos abertos em (2.42) sdo somente intervalos de estabilidade para as solugoes de

(2.37). A Figura 2.2 ilustra melhor estes fatos.

Vamos enfim provar o Lema 2.16.
Demonstracao: (Lema 2.16). No decorrer desta prova iremos omitir as variaveis x e A
de modo a simplificar a notacao.

Diferenciando ¥, e y» com respeito a A, denotaremos,

(d d

ﬁ?h(x, A) = z1(w, A), ayz(% A) = 22(x, M)

(§]

D@ =A@ N, L) = )
L d)\yl Z, - Zl z, ) d)\y2 z, - 22 z,

onde,
d d d d d

d / /
%21 = %ayl =N dxyl = 5@1 = Z-
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A
Raizes de 4(A) -2

Raizes de A(A)+2

Instabilidade

Quando o grafico de A(A) ultrapassa a faixa pontilhada
temos instabilidade e quando o grafico de 4(2) permanece
dentro da faixa pontilhada temos estabilidade.

Figura 2.2:
Do mesmo modo,
2h = iz
27 da ™

Também escreveremos 1;,72,m; € 175, respectivamente para y;(m, A), y2(m, A), yi(m, A) e
yh(m, A). Como antes, escreveremos A para 17, + 1, ¢ A’ para a derivada de A com

respeito a A o qual é,

A'(N) = z1(m, A\) + 25(m, N).

No que segue, iremos obter a féormula,

™

N = n— 1) [

0

1 () (@) — / (@) 4 / C(p)d. (2.56)

Para provar (2.56), diferenciamos (2.37) com respeito a A e obtemos para y = y; e
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Y = 1o as seguintes equacoes,

v + ()\ + Q)Zl = —Y € Zé/ + ()\ + Q)ZQ = —Ya,

respectivamente. De fato,

Entao,

d

— ()\—i-Q) y1+1y1 0,
isto é,

2+ A+ Q)21 = —uy1 .

Usando a mesma argumentagao obtemos também
Z+ A+ Q)2 = —1».

Deste modo, temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem,

[+ (A +Q@)a=—-un

(2.57)
Y + ()\ -+ Q)ZQ = —Ys.
Associado a este sistema, temos as condicoes iniciais,
21(0) =21(0) =0 e 2(0)=25(0)=0. (2.58)

De fato, como y;(0,\) =1 VA, temos,

21(0,0) = 7 (0,0) = (1) =0.

De maneira andloga, encontramos as outras condigoes iniciais em (2.58).

A férmula geral para a solucao de uma equacao diferencial de segunda ordem nao

homogénea em termos da solucao da equacao homogénea vem dado por,
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21(z) = () / e ()t — ya(a) / ()t

4(@) = 4 (@) / "B (B)dt — gh(a) / “(n(0))dt
(2.59)

20(z) = 1 (2) / (alt))2dt — () / " (B)a(t)dt

H(e) = () / (alt))2dt — () / (Ol

\

Onde as fungbes z; e 2o em (2.59) sdo aquelas solugdes de (2.57) a qual satisfazem as
condigbes iniciais (2.58).

Com efeito, para cada A arbitrdrio mas fixado temos que o sistema (2.57) se torna
um sistema de EDO de 2* ordem. Considere assim o problema homogéneo associado,
Yy 4+ (A4 Q)y = 0 o qual é justamente (2.37). Para esta equagdo, temos duas solugoes
Y1, Y2 a qual satisfazem y;(0) = 0,771(0) = 1,42(0) = 1 e y4(0) = 0. Queremos encontrar
a1(z) e as(x) tal que z1(z) = ai(x)yi(x) + as(z)y2(z) seja solugdo da primeira equagao
em (2.57) e f1(x) e Bo(x), tal que zo(z) = B1(z)y1(x) + Bo(z)y2(x) seja solucao da segunda
equagao em (2.57). Como W (yy,y2) = 1 temos,

Gy = Y1Y2 —
1= 57~ — YNy
W(yl, yz)
W(yl, yz) !
(2.60)

- Y2Ys 2
fi="""=y

W(yla?h) 2
e 2t _
B2 —W(y1, y2) Y1Y2

Assim, para descobrirmos a1, as, f; e B2 podemos integrar as quatro igualdades (2.60) de

modo a obter N
@) = r(0) = [ (om0,
(2.61)

s () — s 0) = — / C(a(6))dt
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Bu() — Bi(0) = / (walt))t,
(2.62)
Bo() — Ba(0) = — /O o (D)t

Deste modo,
1(0) = (o) [ OOt =) [ @OFdt+n@)on0) + m(ooa(0). (263
Sendo z;(0) = 0, entdo (2.63) implica,
0 = 21(0) = 41(0)a1(0) + y2(0)a2(0) = 0.1 (0) + L. (0) = rs(0) .

Por outro lado derivando (2.63) e usando que 21(0) = 0, temos «;(0) = 0 donde obtemos
z1(x) e z1(z) como em (2.59). Para obter z2(z) e 24(x) em (2.59) basta usar um argumento

analogo.
As fungoes zi(x) e zp(x) em (2.59) sdo as solugoes de (2.57) a qual satisfazem as

e
condigoes iniciais z1(0) = 21(0) = 0 e z2(0) = 25(0) = 0. Como

0
5y1(x7 >\) = Zl(xv )‘) ) 5y2(x7 >\) = 22(1;7 )\)
e
0 / / 0 / /
a%(%/\) :Zl<x7)‘)a ayg(%/\) :Z2(x7A)

e sendo as condigoes iniciais para y; e yo independentes de A, temos que as solucoes em
(2.59) sao de fato as solugoes para (2.57).

Atribuindo x = 7 na primeira e na terceira igualdade de (2.59) e substituindo este

fato na féormula de A’(\) obtemos,

(m, A) + d

A (/\) 592

= ﬁyl (7T7 )‘>
= 21(m) + z5(m)

= y1(m) /07r Y2 (t)yr (t)dt — yo(m) /Ow(yl(t)fdt

() / " (yalt))dt — () / (Ot
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isto é,
8OV =l = )] [ o) = sale) [ 0P+ 1) [ et
provando assim a férmula (2.56).
Como W (y1,y2) = y1y5 — y2yy = 1, para todo z, encontramos para x = m que
My = mery = 1. (2.64)

Entao por (2.64) tem-se,
A? —d = (m +m5)* — 4(mm, — namy)
= 0} + 2mns + 05 — dmn + 4nam;
=17 — 2mnh + 05 + 4nam

= (m = 1)* + 4ma1y
Portanto,
AP — 4= (1 — p)? + 4nan] . (2.65)
Denote, sgn(ny) = 1 se ny > 0 e sgn(n;) = —1 se ; < 0. Assumindo que 7y # 0,

encontramos de (2.56) uma caracterizagao para A’(\),

A/()\) = F(yl>y27 7717772) 5 (266)

onde

™ / 2 2 s
- A4
F(y1, 42,1, 72) = Sgn(ni){ /( |74 1y2 +89m7i—(n1 7?2)?/1) dr— & =4 : )/ yfdx}
0 2y |71 ] Anil - Jo

De fato, por (2.64) podemos ver que,

T s 771 _n/
F(y1, Y2, m1,70) =Sgn(ni)/niyidfffﬂsgn(ni))?/ o — 1) 2)y1 |7} |yodz
0 0

2¢/Im|

" (771 77/2)2 2 / (AQ 4) " 2
+sgnn’/—ydx—sgnn - yidx
( 1) 0 4|771| ! ( 1) 4|771| 0 !

T T 477//'72 s
=(m — né)/ y1yadz + sgn(ny) | I/ ysdz — sgn(n;) 4|717, / yidz .
0 0 0

1l

Como 7} # 0, temos dois casos a considerar:
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(1) Sem <0, entao |m| = —nj e sgn(m) = —1.

Por (2.56) temos,

s T 77/ T
F(y1,y2,m,m2) :(m—né)/ ylyzdfc+(—1)(—n’1)/ ydz — (—1) 71],772/ yrdx
0 0 0
=(m—n§)/ y1y2dw+n1/ ?J%dw—m/ yidz
0 0 0

— A'(N).
(2) Seny >0, entao sgn(n;) =1 e [ni| = ni. Logo,

F(y1,y2,m,m2) = (m — né)/ y1y2da + 77’1/ ysde — 772/ yidz
0 0 0

= A'(\).

Em ambos os casos temos F(y1, ya, 71,7m2) = A'(A), como querfamos.

A equagao (2.66) mostra que A’'(\) possui o mesmo sinal que 77; em qualquer intervalo

na qual 7] # 0 e A2 < 4. Considere agora um valor x de \ tal que
A =2 e Ap=<0.

Desejamos estabelecer o fato de que, para um ¢ suficientemente pequeno A(\) é decres-
cente no intervalo, p < A < p+ 9. Se A’(u) < 0, isto é evidente pois A é uma fungao
diferencidvel. Assuma agora que A(u) =2 e A’(u) = 0. Nesse caso, de acordo com (2.66),
devemos ter n;(u) = 0, pois se 1} (i) # 0 entao por (2.66), teremos

—sgn(n})(m — n5)
2|n}]

Y2 =
e assim, Wy, y2)(to) = 0, o que é contradi¢ao. Como também temos
0=A%—4 = (m —1p)" + 412

encontramos que 7y () — () = 0 e como mnh — nen; = 1 segue que my15 —12.0 = 1, isto
é, mnh = 1. Assim como n;(u) — (1) = 0 temos
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Entao (2.56) se reduz na forma,
N = [ o).
0

Portanto A’(p) = 0 implica que 72(p) = 0, j& que y1(0) = 1 garante que y; nao seja

constante igual a zero em [0, w]. Calculemos agora ,

A"()\) = %A/(A),

para A = u, onde u € tal que

mp) =m(w) =0 e  m(p) =ny(p) =1. (2.67)

Faremos isto diferenciando (2.56) com respeito a A e usando (2.59) para z = 7 a fim de
obter as derivadas com respeito a A de n7(A),n5(\) para A = u. Através de um célculo

vemos que se (2.67) vale entao,

A"(\) = 2([ yl(x)yg(x)dx)2 — 2/07r v (r)dx /07r ys(x)dz . (2.68)

Com efeito, diferenciando (2.56), temos,

580 = (g0 [l - () [
+ (g [r@an s o -2 ([ nemmton)

([ A ([
LR </0 ?h(x)dx) +771a (/0 ?Jz(x)dx) ;
d
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Agora usando as quatro igualdades de (2.59) para x = 7 e considerando A = p temos,
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d
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de onde obtemos (2.68). Assim como y; e yo sao LI, usando a desigualdade de Schwartz

temos,

- 2
2
([ ntom(oae) = ()l < lnlielinl?s = |
0 0

Consequentemente de (2.68) segue que,

s

)t [ gieis.

A"() < 0. (2.69)

Desta forma, A(\) é novamente encontrado como sendo decrescente (p é ponto de

maximo local, i # A\g) em um intervalo p < A < g+ 9.

Suponha que o Lema 2.16 seja falso. Entao, existe um nimero p* > p tal que A’(A\) < 0
para p < A < p*, j4 que garantimos o ¢ acima. Porém A’(p*) = 0 apesar de A(\*) > —2.
Devemos ter entao,

A () — 4= (m —m5)* + 4y <0, (2.70)
pois A decresce a partir de g onde A(u) = 2 e quando chega em p* temos que a fungao
A para de decrescer uma vez que A'(p*) = 0. Contudo —2 < A’(p*) < 2, e assim

|A(p*)] < 2. A Figura 2.3 ilustra melhor este fato.
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Figura 2.3:

Portanto njn, < 0 para A = p*. Mas entdo n)(u*) # 0 e de acordo com (2.66),
A'(p*) # 0, a qual é uma contradigdo. Deste modo provamos o Lema 2.16 no caso
AN) =2e A'(u) <O0.

Analisemos o caso A(A) = —2 e A’(u) > 0. Vamos estabelecer o fato que existe um
d suficientemente pequeno tal que A(A) é crescente no intervalo p < A < p+9J. Se
A'(u) > 0 isto é imediato. Se A’(u) = 0, da mesma forma como fizemos no outro caso
temos, m(p) — nh(p) = 0 e mny = 1, porém com A(N) = =2 en = ny, = —1. Dal
A"() > 0 e A(X) é crescente no intervalo p < A < g+ J. Assim suponha novamente
que o lema é falso. Como existe um 0 tal que A é crescente no intervalo p < A\ < p + 9,
entao existe um menor u* tal que A’(A) > 0 para u < A < p*, mas A'(u*) = 0 apesar
de A(p*) < 2, teremos entao A?(u*) — 4 = (g1 — nb)? + 4nins < 0. Logo, njne < 0 para
A = u* edainj(pu*) # 0 e por (2.66) encontraremos A'(u*) # 0, o que é uma contradigao.

Portanto provamos o lema no caso A(\) = —2 e A'(u) > 0. O
Incidentalmente mostramos de fato que o seguinte lema é verdadeiro.
Lema 2.17. (i) As raizes da equagdo A%*(\) = 4 ou sdo raizes simples ou raizes duplas.

(ii) Se para um valor de X = p temos A*(p) = 4 e A'(u) = 0, entao A"(u) < 0 se
Alp) =2 e A"(u) >0 se A(u) = —2.

(iii) Condigoes necessdrias e suficientes para A*(u) —4 e A'(u) anularem-se simultane-

amente sao,

M () = nay(u) = m () — ma(p) = 0. (2.71)
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Demonstracao: (i) Pela demonstracao do Lema 2.16 temos que, A”(u) > 0 ou A" (u) <
0, isto é, A” nunca é zero. Sendo A(A) é uma fungao analitica (ver Teorema 1.14) e p

uma rafz de A?()\) — 4, temos que existe m # 0, m € N tal que,
A — 4= (A= )9, (2.72)
com g(\) # 0 VA . Note que,

(A*(A) —4)" = 28N A'(A) = m(A — )" Tg(A) + (A — )" (V) (2.73)

(A%(A) =4)" = 2ANA"(A) +2(A"(N))* = m(m — 1)(A = )" ?g(N)
(2.74)
+m(A = )" g (A) + (A= p)™g" () +mA = )" g (A) -
Deste modo para mostrar o lema, basta estabelecer que se p é raiz de A2(\)—4 e A”(\) #
0, entdao m em (2.72), é menor ou igual a 2 (m acima é a multiplicidade da raiz ). Suponha

entdao que m > 2, assim o lado direito da equagao (2.74) é igual a zero em \ = u. Logo,
2A () A" (1) +2(A'(n))* = 0.

Temos dois casos a considerar: A’'(u) =0e A'(u) # 0. Se A’(p) = 0 entdao 2A(u) A" () =
0 e como A(pu) = £2, segue que A”(u) = 0 o que é uma contradigao e entdo m < 2. Se
A'(p) # 0, temos do fato de A(u) = +2 e da equagao (2.73) que, m(A — p)™ 1g(\) +
(A= u)"g'(\) # 0, o que é uma contradigdo quando m > 2. Portanto novamente temos
m < 2.

A parte (ii) ja foi feita na demonstracao do Lema 2.16.

Verifiquemos finalmente a parte (iii). Assuma que A?(u) —4 =0e A’'(u) = 0. Entao
(2.66) implica que 7 (p) = 0. Por outro lado de (2.65) temos que (7, — n5) = 0. Assim
substituindo (7, —75) = 7} () = 0 em (2.56) temos,

0= A() = —my / " ()de.

Sendo y; # 0 em [0,7] pois y1(0) = 1 e y; é suave, temos 72(u) = 0. Portanto
m(p) — () = n) () — na(p) = 0. Reciprocamente, substituindo (2.71) em (2.56) temos
A(11) = 0 e substituindo (2.71) em (2.65) temos que A?(u) — 4 = 0. O

Para completar a prova do Teorema da Oscilagao, necessitamos do lema abaixo.
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Lema 2.18. Seja A\ a menor raiz da equacio A*(N)—4 = 0. Entdo \g € uma raiz simples

(& A,()\()) < 0.

Demonstragao: Como A%()\) — 4 é uma funcao analitica, para provar que Ay é uma
raiz simples basta mostrar que A’(\g) # 0. Com efeito, suponha que A’(A\g) = 0. Con-
forme vimos no Lema 2.12, se A\ < Ag entdao A(\) > 2. Assim A = )y ndo pode ser
ponto de maximo. Por outro lado se A'(\g) = 0 e A%()\g) —4 = 0, entao A’'(Ng) =0 e
A(Xg) =2 0u A'(Ng) =0 e A(Ng) = —2, mas o caso A()\g) = —2 nado pode ocorre, pois
A(N) > 2 VA < Ag e A(A) é suave. Logo, A'(Ng) = 0 e A(N\g) = 2 e de acordo com o
Lema 2.17, Ao é ponto de méximo de A(\) o que é contradi¢ao. Portanto A’(Ag) # 0 e Ag
é raiz simples. Ademais como A(\) é suave, decrescente a esquerda de Ag e A’(N\g) # 0,

segue que A’'(\g) < 0. O

Como veremos uma comparagao do Lema 2.17 e do Teorema de Floquet mostra que

podemos completar a prova do Teorema da Oscilagao através do seguinte corolario.

Corolario 2.19. A equagado (2.37) possui duas solugoes LI, periddicas com periodo m ou

27 se, e somente, se a equagio A*(\) — 4 = 0 possui raiz dupla.

Demonstracao: De fato, no Lema 2.17 vimos que uma condigao necessaria e suficiente

para A2(\) —4=0e A'(\) =0 ¢é que

m (i) — o) = m () = n2(p) = 0. (2.75)

Assim se (2.37) possui duas solugdes LI de periodo 7 ou 27, as solugoes de (2.37) sdo
estaveis e como A(u) = £2, pelo Teste de Estabilidade segue que 7, (1) = n2(u) = 0 e por
(2.65) temos que n1 (1) —n5(p) = 0, logo (2.75) vale. Reciprocamente, como (2.75) ocorre
temos A(u) = £2, e dai, p; e p, raizes da equagao caracteristica satisfazem, p; = py = +1
(ver Observagao 2.13). Assim, (2.75) implica que # = 0 em (ii) no Teorema de Floquet.

Portanto, temos duas solugoes LI de periodo 7 ou 27. O

O Teste de Estabilidade, o Corolario 2.19 e o Lema 2.17 mostram que as solucoes de
(2.37) sao estaveis para A = Ag,41 (respectivamente, A = Ay, . |) se, e somente, se Agp i1
(respectivamente, \j,. ;) é uma raiz dupla de A*(\) —4 = 0, isto é, se e somente, se
Aon41 = Agnto (respectivamente, Xy, ., = A5, 5). Com efeito, sendo as solugoes de (2.37)

estaveis e |A(Agnt1)| = 2 (respectivamente, |A(N;,, ;)| = 2) temos pelo teste de estabili-

dade que A(Agny1) = 2. (respectivamente, |A(Ny, )| = —2) e 2 = 17 = 0. Deste fato e



2.5 Equacao diferencial para o produto de solucoes. 75

de (2.65) segue que 7, — 15 = 0 e do Lema 2.72 obtemos que A"(Agp11) = A'(N), 1) =0e
portanto Ay, (respectivamente, A5, ) é raiz dupla. Reciprocamente, pelo Coroldrio 2.19
se Aony1 (respectivamente, A, . ) é uma raiz dupla entao hé duas solugoes LI periddicas e

portanto as solugoes de (2.37) s@o estaveis para A = Ay, 41 (respectivamente, A = Ay, ;).

|

2.5 Equacao diferencial para o produto de solucoes.

Nesta secao veremos algumas propriedades da equacgao,
y" +4Qy +2Qy =0 (2.76)

a qual é chamada equagao para o produto de duas solugoes da equacao de Hill. Este nome
vem do fato que o produto de quaisquer duas solucoes da equacao de Hill é solucao de
(2.76). Veremos ainda que toda solugao de (2.76) é obtida como combinacao linear de

produtos de duas solugoes da equacao de Hill.

Lema 2.20. Seja ny e 1o duas solugoes quaisquer de,

y'(z) + Qx)y(z) =0 (2.77)

onde Q(z + m) = Q(x), Ya. Entao z = mine salisfaz,

%z(x) + 4@(:13)%2(95) +2 <%Q(x)> z(x)=0. (2.78)

Isto €, o produto de qualquer duas solugdes de (2.77) € solugao de (2.78). Além disso, a

equagdo (2.76) possui ao menos uma solugdo periddica nao trivial com periodo .

Demonstragao:

Diferenciando z = 112 com respeito a x trés vezes temos,
d? d (d (d d (d
@Z(x) = (% (@4@)) = Ir <% (e + Uéﬁl))

d d
= (M2 + myny + mym + nyny) = . (=Q(x)mna + mny — Q(x)n2m + m3my)
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isto é,
d3 d /! d 1 /i
32(@) = (F2Q(@)mn + 2m1) = =2 (Q(x)mnz) + 2 (72 + myly)
d
— 2 (00 ) e = 2000) (o + 1) + 2 (et~ Qo)
d d
—-2(1.00) #0) - 100 (f+@)) |
ou seja,

d? d d
ﬁz(x) + 4Q(x)%z(x) +2 (g@@)) z(z) =0,

como queriamos. Observe que nao impomos a condi¢ao de que 7, fosse diferente de 7y e
assim n?, n5 também sao solugoes de (2.76). Verifiquemos agora a existéncia de solugio
periédica para (2.78). Com efeito, pelo Teorema de Floquet temos que se p; # py entao
Ty ().

Caso p; = ps entdo o item (ii) do Teorema de Floquet garante a existéncia de uma solugao

z = fifs é a solucdo periédica procurada onde f(x) = ¢ ““pi(z) e fo(x) = e

g(z) periédica com perfodo ou semi-perfodo 7 para (2.77). Assim, z = g2 é uma solugao

m-periddica para (2.76). O

Os préximos resultados nos dizem um pouco mais sobre a equacao para o produto de

solugoes de (2.77).

Lema 2.21. Se n; e ny sao duas solugoes linearmente independentes de (2.77) entao,

n, MM e

sao solugoes linearmente independentes de (2.76).

Demonstragao: Sendo 1, e 1y duas solugdes de (2.77), temos do Lema 2.20 que
n?, mn2 e n3 sao solugoes de (2.78). Assim para provarmos o lema, basta mostrarmos

que o Wronskiano destas trés solugoes em x = 0 é diferente de zero. Com efeito,

77% mne 77%
Wni,mne,n3) =det | (n2)  (mn)  (n3)

(nd)" (mm2)" (13)"

= —6mnyn2(nh)? + 207 (nh)* + 6m1 (1) many — 2(ny) n; .-
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Como 7:(0) =1 =n5(0) e n1(0) = 0 =ny(0), temos

W (i, mne, 03)(0) = —6n1(0)n (0)n2(0)(n5)*(0) + 2 (0) (n2)*(0)

+671(0)(7))*(0)15(0)15(0) — 2(n})*(0)n3(0) = 2.

Logo, W (13, mn2,13)(0) # 0 e portanto as solucdes acima sio LI. O

Lema 2.22. Se a equagdo caracteristica para a equagao (2.77) possui raizes p; e py com

p1 # p2 € sem e ny sao solugoes nao triviais de (2.77) entao,

mE+m)=pm(x) e nlr+7)=pma(z). (2.79)

Além disso, mne € periddica com periodo 7 e todas solugies de (2.76) com periodo ™ sdo

maultiplas desta solucao.

Demonstracao: Observe que (2.79) é praticamente o item (i) do Teorema de Floquet,

pois se p1 # p2, entdo Ny (x) = e pi(z) e Ny(x) = e “““po(x) com pi () e py(z) periddicas

com periodo . Assim,

z4) z+)

m(x+7)=eCp(x4+71) e m(z4m) =e T py(x + 1)

donde obtemos (2.79). Também, 7,7, é periddica com periodo 7 do fato que p1ps = 1.
Deste modo, resta mostrar que toda solugao m-periddica de (2.76) é multipla de 7;7s.
Com efeito, como a equacao (2.76) é linear e homogénea e como as solugdes 12, 7172 € 13
de (2.76) sao LI (ver o Lema 2.21), temos que qualquer solucao de (2.76) é combinagao
linear de n?, mne e n3. Seja entdao yy, = a1n} + asmnz + azni uma solugao arbitrdria de

(2.76) com periodo 7. Mostremos que

Ys = amns . (2.80)
Note que, sendo 1172 de periodo 7 temos,

ya(z +7) = aini(z + 1) + agmnp(x + ) + agnz (z + 1)
(2.81)

= a1ni(z + ) + aamnp(z) + azni(z + 7).

Por outro lado, como y4(z + 7) = y4(z) temos de (2.81) a seguinte igualdade,

any (@ + 7) + agny (@ + 7) = arpi (x) + aznj(z)
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isto é,
au +asv =0,

onde u(z) = ni(z + ) — ni(z) e v(z) = n3(x + 7) — n3(x). Dividiremos agora a; e az em

trés casos,

(1) Seal%()eag:().

Neste caso n?(z + 7) — ni(x) = 0, entdo ny(z + ) = £ (x) e consequentemente

p1 = £1 o que é uma contradicao.

(11) Sealz()eag;«éo.

Do mesmo modo temos, nz(z + 7) = £m(x) e assim py = £1 0 que é uma con-

tradicao.

(iii) Se a; # 0 e ag # 0.

a
Entao ayu + azv = 0 com ay, ag # 0. Dai u = —=y que implica que u e v sao
ay
linearmente dependentes. Como p; # +1, j = 1, 2, segue que,

o) = (2220 ).

o que é uma contradicao pois vimos que n? e 73 sio linearmente independentes.

Portanto vemos que nenhum dos trés casos podem ocorrer. Isto nos mostra que

a; = az = 0. Assim, considerando o = ay em (2.81), obtemos (2.80) como querfamos.

|

Proposicao 2.23. Ou todas as solugoes de (2.78) com periodo m sao multiplas de uma
unica, ou todas solugoes de (2.78) sao periddicas com periodo w. Isso acontece se, e
somente, se todas as solugoes de (2.77) sao periodicas com periodo w ou todas periddicas

com periodo 2.

Demonstragao: Mostremos primeiro a segunda parte.

Se todas as solugoes de (2.77) sdo m-periddicas (ou todas 2m-periddicas), entao

pr=p2 =1 (ou p1=ps=—1).
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Daf, m(z+m) = m(z) e no(z +m) = n2(2) (oum(z+m) = —m(x) e n2(x +m) = —na(x)).
Em ambos os casos 07, 7172 € 135 sdo periédicas com periodo 7 e como siao LI segue que

todas as solugoes de (2.78) sao periédicas com periodo 7.

Reciprocamente, se todas as solugoes de (2.77) sao periédicas de periodo 7, entao n?, n3
e 1M1z sdo periddicas de periodo m. Como 7 e 19 sdo solugoes LI por (2.77), resta mostrar
que elas sdo periédicas com periodo m ou 2. Observe que n?(x + 7) = n?(x) implica que
m(z + m) = £n(z) e do mesmo modo ny(x + 7) = £me(z). Contudo ndo podemos ter
1, periddica com periodo 7 e 19 peridédica com periodo minimal 27, ou equivalentemente,

m(z+7m)=m(z) e na(xr +m) = —na(x). Com efeito, se este fato ocorre, entao

mma(x +7) = —mne(z), VreR,

o que nao ¢é verdadeiro, pois 1172 é periddica de periodo 7.

Provemos agora a primeira parte do lema. Para isto negamos a primeira afirmacao e
mostremos que a segunda é valida. Com efeito, temos pela contrapositiva do Lema 2.22
que p; = ps = £1. Deste modo, por (ii) do Teorema de Floquet temos que existem 7; e
1 solugoes LI de (2.77) tais que i (z+7) = p1mi(x) e ma(x+m) = pima(x) +60ni(z) onde 0
¢ uma constante. Se § = 0 entao todas as solugoes de (2.77) sao periédicas com periodo 7
ou 27. Pela segunda parte do lema (o qual j& demonstramos) temos que todas as solugoes
de (2.78) sao periédicas com periodo 7. Se 6 # 0 entdo (2.77) possui apenas uma solucao
n, periédica com perfodo 7 ou periédica com semi-perfodo 7 e consequentemente n? é a
tunica solugao periddica de (2.78). Assim todas as soluges de (2.78) com periodo 7 serdo
multiplas de n?(z). Isto é uma contradigao quando negamos a primeira afirmacao. Entao

0 = 0 e temos provado a proposicao.



CAPITULO 3

Familias isonerciais de operadores

autoadjuntos

3.1 Indice de inércia e familias isonerciais.

Comecemos este capitulo com a seguinte definicao oriunda da teoria elementar de

matrizes.

Definicao 3.1. A inércia de uma matriz simétrica A € uma terna de inteiros ndo nega-
tiwos (n, z,p) onde n,z e p sdo respectivamente o nimero de elementos negativos, nulos e

positivos do espectro de A, contados com suas respectivas multiplicidades.

No caso de operadores autoadjuntos £ (possivelmente ilimitados) definidos em um
espago de Hilbert H de dimensao infinita, definimos o indice de inércia In(L) como sendo
o par (n,z), onde n é a dimensdo do subespago negativo de £ (espaco gerado pelos
autovetores ou autofungoes associados aos elementos negativos do espectro de L) e z é
a dimensao do subespago nulo de L (subespago gerado pelos autovetores ou autofungoes

associados aos elementos nulos do espectro de L£).

Os operadores com o qual estamos lidando sao autoadjuntos, seu espectro coincide
com o conjunto dos autovalores, isto é, oess(L) = 0 (0ess denota o espectro essencial, ver
subsecao 1.5.2) e os operadores satisfazem a seguinte propriedade. Existe v > 0 tal que o
espectro de L que fica a esquerda de 7 consiste de um numero finito de auto valores e a
correspondente projecao espectral possui dimensao finita. Deste modo o indice de inércia

fica bem definido.

Definigao 3.2. Uma familia de operadores autoadjuntos Ls := L(s), que depende de um

parametro s € chamada isonercial se o indice de inércia In(L,) de Lg nao depende de s.



3.1 Indice de inércia e familias isonerciais. 81

O método que utilizaremos para obtermos familias isonerciais de operadores é baseada
na lei de inércia de Sylvester (cuja demonstragao pode ser encontrada em [27] ). No caso

periédico esta lei pode ser resumida como segue.

Lema 3.3. (Lei da inércia de Sylvester generalizada) Se L é um operador autoadjunto e
M ¢é um operador limitado inversivel com adjunto M*, entdo In(MLM*) = In(L), onde
MLM* é um operador autoadjunto com dominio (M*)(D(L)).

Demonstracao: Ver [27] O

Suponha agora que a familia de operadores L£(s) depende suavemente do parametro s
e satisfaz a seguinte equacao,

W Bs)L(s) + L) B3 (3.1)

onde B(s) ¢ um operador dado. Seja M (s) a solucao de,

M (s) = Bls)M(s),  M(so)=T. (3.2)

Temos de (3.1) que L(s) satisfaz,

L(s) = M(s)L(so)M*(s). (3.3)

De fato, podemos ver que M (s)L(s)M*(s) é solu¢ao do problema,

CL(s) = Bs)L(s) + L()B(5)

posto que,
M) L(s0) M (5)) = M(8)E(s0) 4= (M*(3)) + - (M(3))(s0) M s)

= M (s)L(so)M™(s)B*(s) + B(s)M(s)L(so)M™(s)

= [M(s)L(s0) M"(5)] B"(s) + B(s) [M(s)L(s0) M"(s)] -

Por outro lado L£(s) também ¢é solugdo do problema acima e como os dados iniciais
coincidem isto é, M (so)L(so)M*(s0) = L(se) temos pelo teorema de existéncia e unicidade

que (3.3) realmente ocorre.
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Deste modo, se M(s) é um operador inversivel e limitado, o Lema 3.3 nos fornece
In (L(s0)) = In (M(s)L(s0) M"(s)) - (3-4)
Logo, por (3.3) temos,
In(M(s)L(so)M*(s)) = In(L(s)) . (3.5)

Portanto de (3.4) e (3.5) temos que a familia £(s) é isonercial. A equagdo (3.1) é a

equagcao que governa as familias de operadores isonerciais.

3.2 Familias isonerciais de operadores de Hill.

Esta secao é devotada ao estudo das familias de operadores de Hill definidos em

L2, ([0,7]).

per

L(s)(h) = =h"+Q(z,5)h, (3.6)
onde h' é a derivada de h com respeito a x. O dominio do operador L(s) é

D(L(s)) = H2, ([0,7]), Vs € R. O potencial Q(x,s) é assumido como sendo periédico

per

com periodo 7 no espago e continuamente diferencidvel para x € R e s em um intervalo

I CR

O nitcleo de L(s) é constituido de todas as solugbes periddicas da equagao,
—y"+Qy=0. (3.7)
A equagao (3.7) é fechada com relagao ao produto de duas solugoes
—y" +4Qy +2Q'y = 0. (3.8)

Em outras palavras, o produto de quaisquer duas solugoes de (3.7) é solugao de (3.8)
(ver pagina 75). Observe que em vez da equagao de Hill como em (2.2), estamos lidando
com a equagao dada (3.7). Porém, podemos usar os resultados obtidos anteriormente sem

perda de generalidade, ji que podemos multiplicar (3.7) por (—1) e obter
—(-y") —Qy=0.

Assim, escrevendo —@Q) = @)1, temos (3.7) na forma da equagao de Hill em (2.2). Pelo

Lema 2.21 temos que se 7, e 1, sao duas solugoes LI de (3.7) entdao n?, mine e 13 sao trés
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solugoes LI de (3.8). Assumiremos agora a seguinte hipétese,

(H) A =0 € um autovalor de L(s) para cada s € 1.

Observe que esta hipdtese é equivalente a assumir que a equacao de Hill possui solucao
nao trivial. Considere T'(s) como sendo o operador de L2,,.([0,7]] com dominio D(T') =
3
H;..([0,7]) dado por

T(s)y=—y" +4Qy" +2Q"y.

Entao a Proposicao 2.23 provada na Secao 2.5 torna-se.

Lema 3.4. Se a hipdtese (H) € satisfeita entao o nicleo de T(s) possui dimensao 1 ou
3. O caso de dimensdo 3 ocorre se, e somente se todas as solugdoes de (3.7) sao periddicas

com periodo T. 0

Seja y1 = y1(x, ) e yo = y2(x, s) duas solugdes quaisquer de (3.7). Estas solugoes sao con-
tinuamente diferencidveis em todas as varidveis. Entao, diferenciando (3.7) com respeito

a s, tem-se que

ds ds
devem satisfazer
" dQ
—Z + QZl +—y1 = 0, (39)
ds
e
d
—z5 + Q2 + d_ijQ =0, (3.10)

respectivamente. Multiplicando (3.9) por y, e integrando de 0 & 7 obtemos,

TI'd T
/ d—leyzdx = / (1Yo — Qz1y2)dx
0 S 0

:/ Zi/yzdff—/ Qz1y2dx

0 0

g - / i - / Qe 1yada
0 0 0

—/ Z1ygd$_/ Qzy2dx
0 0 0

= 21y — 21Yh
= / —z1(—y5 + Qya)dx .
0

0
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Sendo —y4 + Qy2 = 0 temos,
/ 4o d 0 (3.11)
— xr=0. .
, ds Y192
Similarmente, multiplicando (3.9) por y; encontramos,
Zldr = 3.12
J (312
Também, multiplicando (3.10) por y» deduzimos,
/ —?JQ (3.13)

Portanto de (3.11), (3.12) e (3.13) temos,

dQ
E S [yfa y%; y1y2]l ’

onde [y?,43,v132] denota o subespago gerado por 42, y2 e yi1y2. Por outro lado, como

a equacao (3.8) é linear e homogénea com ¥, y2, 12 solugoes LI de (3.8), temos que

qualquer solucao de (3.8) é combinacao linear de y?, y2, y1y». Assim, temos

W3, Y3, 11ye] = Ker(T(s)).

Consequentemente,

T € Ker(T(s))*.

Além disso, para todo u € D(T'(s)) e v € D(T*(s)) temos,

(T(s)(w),v) 3, = (@, T (8)(V) 3, »

per per
isto é,

(—u" +4Qu’ + 2Q/U’U)L§ET = (u, T*(5)(v)) 12

per

Logo como u e v s@o periédicas com periodo 7 segue de (3.15)

(0. T (5)(0) gy, = — (" 0)ps +4(Qu )y +2(Quv)yy

per

= (")~ A (0,0 Q+ Qo) +2(u,0Q) 5

per

= (u, 0" —40'Q — 2Q) ,»

per

= (u, =T(s)(v)) 2

per

(3.14)

(3.15)
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Dai T*(s) = —T'(s) e de (3.14) conclui-se,

% € Ker(T(s))* = Ker(T*(s))*.

Agora, a equacao —y" + 4Qy’ + 2Q"y = 0 pode ser reduzida no seguinte sistema,

u) 0 1 0 Uy
uy, | = 0 0o 1 up | s
ul 2Q"+4Q 0 0 U3
onde u; = —y, U] = ug, uh = uz e uy = 2Q"u; + 4Qu,. Como a matriz acima é continua

usando a alternativa de Fredholm (Teorema 1.18) temos que a equagao,

d
—y" +4Qy" +2Q"y = d—cj (3.16)

possui ao menos uma solugao periédica com periodo 7. Seja b = b(x,s) uma solugdo

periédica de (3.16). Considere o operador B(s) definido por,

B(s)(h) = (2bh)" + V'R (3.17)
onde " denota a derivada em x. O operador adjunto de B(s) é,

B*(s)(h) = —2bh' + b'h . (3.18)
De fato,

(B(s)(h),u)s, = (30'h + 2bh/, ups,

= (30'h, u) 12,0, T (261, ) 12,

T

= (h, 3b’u)L§” + (B, 2bu) ;2

per

= (h,3b'u);2 + (h,—2u'b—2b'u),»
= (h, —20u' + b/u)L,%er
e como (B(s)(h), U)Lg (h, B*(S)(u))Lzeu para todo h € D(B(s)) eu € D(B*(s)), temos

(3.18). Mostremos agora que os operadores L(s), B(s) e B*(s) dados respectivamente por

er

(3.6), (3.17) e (3.18) satisfazem a equagao que governa as familias de operadores isonerciais
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(5.1). Com efeto, por um lado temos.
(B2 £ )0 = ) (2 + ) (B )
= () (=" Qn) + () (- 2+
(e en{ ) (o)
+Q( 200+ vn)

= —3VK + 3V'Qh — 26K + 26Q'h + 26QN + 2 <b’h” LY

+bh/// + blh//) _ bl//h _ b//hl _ b/hl/ _ b//hl _ 2Qbh/ + Qb/h

d
= Q).
isto é,
d
<B(s)£(s) + E(s)B*(s)) (h) = %Q(h) : (3.19)

Por outro lado,

d d " _d

SL(h) = 5 (~H'() + Qla, s)h(x) = T QR (3.20)

Assim de (3.19) e (3.20) temos o desejado. Além disso, o problema de Cauchy,

du
{ S (3.21)

u(sg) = ug

¢ uma EDP linear de primeira ordem com coeficientes suaves. Portanto ele é soltuvel para
ambos valores negativos e positivos de s e u(s) é inversivel e limitado. De fato, usando a

definigao de B(s), podemos reescrever (3.21) na forma,
g(x,s) - D(u(z,s)) + c(z, s)u(z,s) =0, (3.22)

onde g(x,s) = (—=2b(z,s),1), D(u(z,s)) = (uz(x,s),us(x, s)) e c(x,s) = =3b,(z, s). Con-

forme a referéncia [25], a equagao (3.22) pode ser resolvida utilizando o método das
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caracteristicas. Neste contexto, defina «a(t) = u(z(t), s(t)). Como estamos no caso linear,

entao

Assim, por (3.22) temos,
a(t) = 3b(x(t), s(t))a(t) .

Além disso, temos que D(u(z(t),s(t))) = g(z(t),s(t)). Desta forma, (3.22) pode ser re-

duzida no seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias,

i) =1 (3.23)

que resolvendo nos fornece,
a(t) = ci(z(t)T(t, o), (3.24)
onde T'(t,t) = o 30=(@(O)5(E)de.
Contudo de (3.23) temos, s(t) =t com s(ty) = so. Entao por (3.24)
u(z,s) = c1(z)T(s,s0),s € R,
onde,
T(SQ, So) =1
T(S7 50) = T(807 S)il
T(s,s0)T(s0,7) =T(s,7).
Assim, definindo
M(s) =T(s,s0),
temos,
M(So) =1
M(s)™' =T(s,s0)"" = T(s0,5).
Portanto por (3.2) o operador M (s) estd bem definido, inversivel e limitado.

Provamos desta forma o principal resultado desta secao.

Teorema 3.5. Considere L(s) o operador de Hill,

L(s)(h) = =h"(z) + Q(x, s)h(x)
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cujo dominio é D(L(s)) = H]fET([O,W]). Se A = 0 é um autovalor de L(s), para cada

s no intervalo I e o potencial Q(x,s) € continuamente diferencidvel, entao a familia de

operadores L(s), s € I, € isonercial.

Observagao 3.6. Como veremos mais adiante, o operador de Hill
L(s)(h) = =1"(z) + Q(z, s)h(z)

para um potencial Q) fixado, possui, para um sg fixo, um unico autovalor negativo simples e
0 € auto valor simples. Dai o indice de inércia In(L(so)) = (1,1), para esse so fizo. Assim,
o teorema anterior garante que a familia de operadores L(s) € isonercial e In(L(s)) =

(1,1) para todo s € I.



CaApiTULO 4

Operador de Hill

Neste capitulo, demonstraremos um importante resultado que caracteriza o espectro
nao positivo do operador de Hill (2.2), a partir de uma autofuncao conhecida. Para isso,
demonstramos uma versao melhorada do Teorema de Floquet de modo a caracterizar a

constante 6 que aparece em (2.10).

4.1 Nova versao para o Teorema de Floquet.

Seja a equagao de Hill,
y'+Qy =0, (4.1)
com () continua periddica com periodo 7 e a equagao caracteristica associada a (4.1),

PP = () + ys(m)lp +1=0 (4.2)

onde y; e y2 sao duas solugoes LI da equagao (4.1) univocamente determinadas pelas

condicoes iniciais,
y(0) =1, ¥1(0) =0, 512(0) =0 e y5(0)=1.

Vimos no Teorema de Floquet que se p; = ps = 1 é raiz de (4.1), entdo (4.1) admite uma
solugao p periédica com periodo 7. Além disso, se y for uma outra solucao de (4.1) LI

com p entao y satisfaz,
y(w +7) = y(@) + Op(x), Vo R,

com 6 constante.

O que veremos agora é uma nova versao para o item (ii) do Teorema de Floquet.

Vamos considerar o caso p; = ps = 1 e nosso principal objetivo é obter uma férmula para
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0 que dependa somente da solugao p de (4.1), a qual é ndo trivial e periddica com periodo
7 . Suponha que p possua zeros simples z; < zp < 23 < ... < 2, no intervalo [0, 7).

Temos entao,

p(z) = 0,p'(2:) #0 e p"(z) = —(A + Q(2:))p(2:) = 0.

Note que p/(z;) # 0 é garantido pelo fato de z; ser um zero simples de p(x). Entao, usando

a féormula de Taylor, podemos escrever p(z) como

p(x) = (z — 2)p(z) + O((z — 2)*)

onde O((x — 2;)?) é o resto do desenvolvimento em série de Taylor de p. Portanto para x

proximo de z;, temos

ey = e e =) O =),

Logo,
T — z 1

p(x)  P(z)+0((x—=z)?)"

Como p(z) é diferencidvel e z;_1 < z;, pelo teorema de Rolle, podemos escolher um

ponto z; no intervalo (z;_1, ;) tal que p'(z;) = 0. Assumimos também que este x; é
tnico em cada intervalo (z;_1, z;). Portanto os zeros z; de p e x; de p’ sdo intercalados da

seguinte forma,
27 <X <2< Xy < 23<x3< . < Top1 < Zop < Top - (4.3)

Ademais, eles se repetirao para direita e para esquerda pela periodicidade da funcao p.
Defina para [z1,z; + 7) a fungao ¢ dada por,

T~ % _ ! x € [xi_1, 2
T I Y R (e M .

ondei=2,3,....2n+1, 29,41 = 21+ 7T e Top11 = x1+ 7. A Figura 4.1 ilustra os intervalos

onde q esta definida.

Como p é periddica com periodo 7 e 2z9,,1 = 21 + 7 temos que ¢ pode ser estendida em
toda a reta de modo que ¢ seja peridédica com periodo 7. Esta funcao auxiliar desempenha
um papel importante nesta dissertagao, ela nos serve para caracterizar § em (2.10) no

Teorema de Floquet.

Vejamos agora algumas propriedades da funcao ¢(z).
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. Dominio da q(x) ,
p(x)
Z1 X4 Z: X Zs Xs Zs  Xa . Zoxn  Xon Zone1 Xon+t
™

 E —
—

Intervalos [X:1,Xi)

Figura 4.1:

(1) A fungao ¢(z) é suave por partes com descontinuidades de tipo salto nos pontos

x;’s pois q(x]) # q(x;). Além disso g(z) é continua a direita, ja que,

q\r,_1) = lim =qlxi-1),
(@) = fim = = glain)
enquanto,
_ . T — 2z Ty — % Ti— &1
q(xz; ) = lim = =q(z;).
= Sw T e T ey A

Em adicao, pela definicao de ¢ encontramos,

1= ey

A Figura (4.2) ilustra o comportamento da funcao q.

(77) A derivada da fungao ¢ para z diferente de z; e x; vem dada por,

o pE) = (x—z)p'(x) 1-q2)p(z)
e IO o

Agora, aplicando a regra L’Hospital duas vezes obtemos,

im ¢ (z) = lim —(x — z)p"(x) — p"(x) _ 0 _
2D = B @+ @) 20 )

Com isto, ¢ pode ser definida nos pontos z;’s, bastando definir ¢’(z;) = 0.
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\

Figura 4.2:

Por outro lado, como p/(x]) = p/(z; ) = 0 segue que,
1-— / 1 1-— !
vt () plxi) ey p(a)

Deste modo, ¢ pode ser definida mnos pontos x;’s, bastando definir

1
q(z;) = ﬁ Portanto podemos assumir que ¢’(x) é continua em R.
ARy

(14i) Verifiquemos agora que

02)’ Vr e R, (4.6)

esta bem definida e é continua em R. Com efeito, pelo visto acima, ¢’ é continua em
/

. . q ) 5
R, assim resta verificar o comportamento de — nos pontos z;’s, uma vez que estes sao
os zeros de p(z). Como temos indeterminagao nos pontos z;’s podemos usar a regra de

L’Hospital. Assim apds trés aplicagoes sucessivas desta regra obtemos,

i €@ ( 1 )(—(w — z)p" (z) —p”(x)) 0 0
im —— =lim = =
vz p(x) ez \2(p/(2))? + dp(2)p' (2)p" (x) )\ 2(0'(2))* + 2p(x)p"(x) ) 2(p'(2))?
/
Logo o limite existe e com isso podemos redefinir € de modo que seja continua nestes
p

pontos.

Definamos agora

Q(x:r) —q(x;) _ 1 (l’z — R+l (z; — Zz)) _ % T i
p(x;) p(z) \ p(z) p(x) pxi)

j(xi) = (4.7)

Podemos formular o seguinte lema,
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Lema 4.1. Se p(z) é uma solugdo periddica de periodo w de (2.37), q(z) é a fung¢do
definida em (4.4) e j(x;) vem dada por (4.7). Entdo, para cada a € R fizado,

o) =—ate) + | 3 i) | pto) + 200 [ L (43)

¢ solugao de (2.37) no intervalo [a,a + 7). Satisfazendo as condi¢ées iniciais

z;€(a,z]

y(a) = —q(a),  ¥'(a) =q(a). (4.9)

Em particular y(x) é LI com p(z) e W(p(x),y(x)) = 1.

Demonstragao: Vamos comegar provando a continuidade de y(x). E suficiente checar
a continuidade nos pontos z;’s onde ¢(z) é descontinua. Note que nos pontos z;’s ja
/

verificamos que T ¢ continua. De (4.8) e do fato de j(x;) ndo ser atingido quando

calculamos y(z; ), tem-se,

. o) e oy [ A
y(a7) = —qlz7) + mie(za’mﬂ 3 | pla) + 2p( »/a T
(4.10)
= —alz= (1 ) — il o N z; q’(t)
— —g(a7) + xie%ﬂ )| ) — p(e) + 2p(:) / L
e de (4.7) temos,
q(z;) + j(@)p(z:) = q(z]) - (4.11)

Entao por (4.10) e (4.11) concluimos,

o) =—alaf)+ | X dten) | pla)+ 2pta) [T de = yta).

zi€(a,x;]

Portanto a fungao y(z) definida por (4.8) é continua. Deste modo, para x # z;, temos

pelo fato de ¢'(z) = —¢'(z) +24¢'(z) = —¢'(v) + 2p($)g(<;) que,
/ — d(z (s (x ! xq/(t)
V@) =d@+ | Y i) | s+ [ Sl (112

z;€(a,x]

i)

Para z = x; temos p/(x;) = 0, dal ¢/(z; ) = ¢'(z;) = ¢/(x;"). Portanto y ¢ uma fungao

continuamente diferencidvel. Além disso y satisfaz a condigao inicial (4.9). De fato,

i) = —gfa)+ (32 e | ple)+200a) [

z;€(a,al
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i) = a) + ( > j(x») v+ (o) [ L=,

z;€(a,a)
Finalmente para x diferente de z; e x; tem-se,

(@) = ¢'(x) + ( > j(xo) pa o [Tl

z; €(a,z]

= Qx)y(z).

Ademais, para x diferente de x; e z; temos,

y(z) p(r)
y'(r) p(v)
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Usando (4.14) e (4.5) temos,

W (p(a). y(x)) = ¢/ (2)a(x) + pla) (%) 1

Portanto o lema esta provado no caso que x é diferente de x; e z;. Verifiquemos agora
0 caso em que r = x; € T = z;.
Observe que podemos caracterizar de (4.8) e (4.4) a segunda derivada de y(z) e ¢(z)

respectivamente para x diferente de x; e z; sem fazer simplificagoes, isto é,

M) — o o) | o gy LW o €(@)

Vo) ==+ | 3 i) | e+ 2 Y
7 (4.15)

L [2p@)g"(w) + 2p ()¢ (#)] pl) — 2p(2)p(r)q (=)
p*(z)
o) - PO E) - W)+ 2 - Oy
onde x € [x;_1, ;).

Seja entao x = z;, nesse caso se o limite abaixo existe entao podemos estender

continuamente ¢”(z) nos pontos z;’s definindo ¢”(z;) como sendo o valor do limite,

LG5 = ¢"(:) = lim —(z — 2z)p*(x)p" (x) — 2p°(x)p/ (z) + 2(x — z)p(x) (P (x))?
i et pi(x) '

Como podemos observar temos uma indeterminacao nesse limite, dai aplicando a regra

de L’Hospital quatro vezes encontramos que o limite existe e é dado por

"z) = —24(p/(2:))*p" (2:) + 56(p (2:))*p" (2:) — 40(p'(2:))*p"" (2:)
o 24(p/(2)"

_1Q<Zi)(17,(2i))3 (4.17)
3 (=)

1
= —gQ(Zz‘)Q(Zi) :
Da mesma forma como fizemos para definir continuamente ¢”(z) nos pontos z;’s, definimos

5 /<x>q’(:r) . 2p(z)q" (x) + 2p'(z)q'(x)] p(z) — 2p'(z)p(7)q (x)
p(w) p*(z) ’

/
nos pontos z;’s, porém aplicando a regra de L’Hospital uma vez para 2pq— e duas vezes
p

2pq" + 2p'¢'| p — 2p'pq’
p2

para . Neste caso definimos,

20 = (z) = 2¢" (%) (4.18)
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200" 2w q — 2'nd’

Portanto de (4.15), (4.17), (4.18) e (4.19) vemos que 3" (x) pode ser definida continuamente

para os pontos z;’s e y”(z;) é dada por

. | “ ()

y'(z) =3q"(z) + (@) | QG)p(z) + 2Qz)p(z) | Lidt
2 o
= Q) [ ~ae) + | X e | )+ 20 [ T

z;€(a,z]

= Q(z)y(z) -
Como para = # z; e © # z;, W(p(z),y(x)) = 1, temos da férmula de Abel Liouville em
[26] que W (p(2:), y(z:)) = 1.

No caso em que z = x; a fungao ¢ tem uma descontinuidade de salto, porém ela esta
bem definida neste ponto e ¢ diferenciavel a direita dos pontos z;’s. Considerando entao
a derivada a direita mostremos que y satisfaz a equacao nos pontos z;’s. Com efeito, de
(4.16) temos que,

7 (i — zip)p" (i)
q¢"(;) = — = —Q(z)q(z;). (4.20)
P (i)
Portanto de (4.15) e (4.20) temos que,

M) = —d' (s (s 2V 2 2)p(s o q/(t) e
Vi) = =)+ | 3 o) | Qaipts) + 200l | 2w
=Q(x;) | —q(z;) + J(x;) | plx;) + 2p(z) /x Z)/((lf)) dt

z;€(a,x]

= Q(z:)y(x;) .

Como para = # x; e © # z; W(p(z),y(x)) = 1, temos novamente da férmula de Abel
Liouville em [26] que W (p(x;),y(x;)) = 1.

O

O préximo teorema é uma nova versao do item (ii) do teorema de Floquet, porém um
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pouco melhorada ja que neste caso, conseguimos uma caracterizacao para 6 em termos

da fungao periédica p a qual é LI com y dada em (4.8).

Teorema 4.2. Se p € uma solugdo periddica com periodo 7 de (2.37), q € a func¢do definida
em (4.4) e j(x;) € dado em (4.7). Entao a solugdo y linearmente independente de p tal
que W(p(x),y(z)) = 1 satisfaz,

y(r +7) =y(x) + Op(x) (4.21)

onde 6 ¢ dado por,

0= jlx)+ 2/07r 7 (4.22)

z;,€(0,7] p<t>

Em particular, y(z) € periddica com periodo m se, e somente se 6 = 0.

Demonstragao: Observemos primeiro que devido a periodicidade, o valor de 6 dado
por (4.22) é o mesmo para cada constante a fixada isto é,

()

o= Y j(xi)+2/ Z(;dt

zi€(a,a+m)

No que segue y(z) serd a solugdo dada em (4.8), a qual estd definida no intervalo
la,a + 7). Como p(a+7) = p(a) e y(a) = —q(a) temos que se a + 7 nao coincide com os

) -
pontos x;’s entao,

ylat+m) =y(la+m)")

dt

=—q(la+m)7)+ Z j(x;) | pla+ 7) + 2pla + ) /a Ta®)

z;€(a,a+m) a p(t)

()

=—qla+m)+ Z ](l‘z)+2/ ¢t

z;€(a,a+m) p(t>

dt | p(a+ )

= —q(a) + Op(a + )

= y(a) + Op(a),
isto é,

y(la+7) =y(a) + Op(a). (4.23)
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Se a+ 7 coincide com algum ponto de salto x;, entao a igualdade (4.11) e o argumento

usado no Lema 4.1 implica

yla+m) =y(la+m)")

. a-+m q/(t)
=—q(la+m)7")+ j(z;) | pla+ ) —|—2p(a+7r)/ dt
z;€(a,a+m) a p(t)
a+m q/< )
=—q(la+7)+ Z j(a:i)+2/ dt | pla+ )
z€(a,a+m) a p(t>
= —q(a) + Op(a + )
=y(a) + Op(a).
Agora da periodicidade de (4.12) e da periodicidade de ¢’ e p’, obtemos,
ya+m) =y((@a+m))
/ . / / ot q/(t)
= ((a+ 7)) + o) | P+ +2warm [ L
zi€(a,a+m) @ p(t)
: . (1) :
=qd((a+m)") + j(l’i)-i-2/ dt | p'(a+ m)
z;€(a,a+] a p(t)
=q'(a) +0p'(a),
isto é,
y(a+7)=1y'(a) +0p'(a). (4.24)

As igualdades (4.23) e (4.24) implica que y(x) pode ser estendida suavemente para

toda a reta pela relagao, y(x + 7) = y(x) + Op(z) e assim o teorema estd provado. O
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4.2 O espectro nao positivo do operador de Hill.

Nesta secao caracterizamos o espectro nao positivo do operador de Hill a partir de
uma autofungao dada e esta caracterizagdo depende desta autofuncdo. Seja Q(x) uma

funcao periddica infinitamente diferenciavel, com periodo minimal 7. Seja £ o operador

sobre L2, ([0, 7]) com dominio D(£) = H?2,(]0,7]) definido por,

L(y(r)) = —y"(x) + Qu(z)y(x) (4.25)

onde (); = —(@). De acordo com o Teorema da Oscilacao, o espectro do operador de L é

formado por uma sequéncia ilimitada de niimeros reais,
A <A< A< A3< A< < Aot < Aoy

onde os \;s sao as raizes da equagao caracteristica, que no caso p; = p; = 1 é dada por,

AA) = y(m, A) + yh(m, A) = 2 (4.26)
e yi1(x,\) e y2(x, \) sdo as solugoes LI da equagao diferencial

—y"(x) + (Qu(z) = Ny(z) =0 (4.27)
determinada pelas condigoes iniciais,

y1(0,A) =1, ¢1(0,\) =0, 9(z,\)=0 e 2,(0,\)=1 (4.28)

Além disso, o Teorema da Oscilagao garante que o espectro de L estd relacionado ao
espectro do problema semi-periédico, isto é, o valor de A tal que (4.27) possui solugoes
nao triviais 2m-peridédicas. O espectro semi-periddico é formado por uma sequéncia

A1, MG, AL, . onde os (N)’s s@o as raizes da equagao caracteristica,
AN =y, A) + go(m, A) = =2
Os autovalores A, e X/ satisfaz a desigualdade,
M <A SN <A <A< <N <A< <..

Portanto a derivada A’(\) para A = A, é maior ou igual a zero se n é impar e menor ou

igual a zero se n é par. Estes fatos ja verificamos no teorema da Oscilagao.

O préximo resultado foi provado por Haupt [31].
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Teorema 4.3. Seja y(x, \) uma solugdo periddica real e nao trivial de (2.37) com periodo
T oou 2m. Se A = Ny, ou X = Xy, entao y(x, ) possui exatamente 2n + 1 zeros no
intervalo semi-aberto 0 < x < 2m. Se A = Agp1 ou X = Ao, entdo y(x, ) possui

exatamente 2n zeros no intervalo 0 < x < 7.

Demonstracao: Ver [38], [24]. O

O espectro de £ é também caracterizado pelo niimero de zeros das autofuncoes con-
forme veremos no préximo teorema. O Teorema 4.3 nos diz que se p é uma autofungao
associada ao auto valor A9, 1 ou \y,, entao p possui exatamente 2n zeros no intervalo
[0, ).

Veremos agora o principal resultado desta dissertacao o qual nos fornece uma volta

para o Teorema 4.3 em um certo sentido.

Teorema 4.4. Se p(z) € autofungio de L associada ao autovalor Ny, k > 1 e 6 ¢ a
constante dada pelo Teorema 4.2, entao N\, € simples se, e somente, se 8 # 0. Além disso,
se p possui 2n zeros no intervalo semi-aberto [0, ), entdo A\, = Aap—1 s€ 0 <0 e A\ = Aoy,

se § > 0.

Demonstragao: Primeira afirmacao.

Usando o Lema 2.71, temos que as raizes A\, sao simples ou duplas. Suponha que a
raiz A\ é simples e que § = 0. Sendo 6 = 0 temos do Teorema 4.2 que toda solugao de
(4.27) é estavel para A = )y, assim pelo Teorema da Oscila¢ao a raiz A\ é dupla o que é

uma contradicao.

Reciprocamente se para A\, temos 6 # 0, entao pela demonstracao do Teste de Estabi-
lidade, temos que existe uma solucao instével para (4.27), logo pelo Teorema da Oscilagao
segue que A\ é simples.

Sequnda afirmacao.

Para mostrarmos a segunda afirmacao, consideremos as fungoes,

d d
5(13,)\) = ayl(xv)‘)v 77(‘777)‘) = 5192(117)\)

onde y;(x, ) e yo(z, A) sdo as solugoes LI de (4.27).

As fungoes £(z, A) e n(x, \) satisfazem respectivamente as equagoes do sistema,
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{ —E(a, N+ (Qu() — NE@,A) = 31 (2, A)

(4.29)
_77(3:7 >‘)” + (Ql(x) - )\)77(357 )‘> = y2(x7 )‘>
e a condicao inicial homogénea,
£(0,A) =£'(0,\) =n(0,\) =7'(0,\) =0. (4.30)

Com efeito, como y(x, ) é solucdo de (4.27) temos,

N+ (@) = Ve ) =~ () + @ife) = N ol

-2 (dd_y< /\)) (@) ~ Nl N)

- (5@ =0 ) i),

Entao, usando (4.27) temos

€+ (Que) = NE ) = 5 (o) + (@) = Ao ) + )

= SO N = ()

Similarmente,

Y (@)= ) = = () + (@) = ) et )

= 25 (Gamte V) + 45 (Qula) = Nl )

_ <%(Q1(1’) — A)) ya(z, A)

2

— (AT + @)~ Nl ) ) + )

= 0) + 1l ) = (.Y

Em adigao, como y;(0,\) =1 VA, temos,

d
£(0,\) = d)\yl([) A) = =0

=
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De maneira andloga, encontramos as outras condi¢oes iniciais em (4.30).

Seja y a solugao de (4.27) linearmente independente com p dada pelo Teorema 4.2.
Observe que p é autofuncao de £ associada ao autovalor ;. Deste modo, y é solucao de
(4.27) para A = A\,. De fato, como p é autofuncao associado a \g, entdo p é solugao de
(4.27) com A = \;. Além disso, no Teorema 4.2 p e y sdo solugoes da mesma equagao.
Assim y é solugao para (4.27) com A = Aj.

Sendo {y, p} um conjunto de solugdes linearmente independentes de (4.27) para A = A,
entao existem constantes ¢; e ¢y tal que yo(x, \r) = c1p(z) + coy(z) e constantes c3 e ¢4 tal
que y;(z, \x) = csp(x) + cqy(z). A fim de encontrar ¢; e ¢z consideremos os dados iniciais

sobre y;(x, \) e yo(x, A) para obtermos o seguinte sistema,

0 = y2(0, \x) = c1p(0) + c2y(0)
(4.31)

1= 15(0,Ar) = c1p/(0) + c29/(0)

Por outro lado, usando o Teorema 4.2, temos que o determinante da matriz dos coefi-

cientes é dado por,

det p(0) (0) =Wi(p,y)(0) =1.

p'(0) ¢'(0)

Logo, usando a Regra de Crammer temos que as solucoes do sistema (4.31) sao,

0 y(0) p(0) 0
1 40 '(0) 1
clz#z—y(()) e 02:#:])(0).
Assim,
ya(x, M) = —y(0)p(x) + p(0)y(x). (4.32)

Da mesma forma temos que,

yi(x, \e) = 4" (0)p(z) — p'(0)y(x) (4.33)

Portanto usando (4.21), (4.32) e (4.33) obtemos,
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yi(m, ) =1 —0p(0)p'(0), yi(m, ) = —0(p'(0))?
(4.34)

yo(m, \e) = 0p*(0) e Yyo(m, Ar) = 14 0p(0)p'(0)

Com efeito, substituindo as constantes nas suas respectivas equacoes temos,

Ya(m, A) = —y(0)p(m) + p(0)y(m)

Ya(m, M) = —y(0)p' () + p(0)y ’(W)

I

[
s
c
’@\
]
+
2 <
_|_
3
@
B
+
b

=1+0 (O)p’(O) .
Agora, resolvendo o sistema nao homogéneo (4.29) com condigoes iniciais (4.30) e

usando (4.34) para avaliar as solugoes em x = 1 e A = Az, obtemos,
) =ulm) [ wOunbd - [ oo
0 0

= (1= 0p(0)p'(0))(y1, y2)rz,, — OP*(O)lly 122,
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n(m ) = (A / R0t — ya(m, M) / " (at)de

= (1= 0p(0)p' (0)llallZ2., — O0*(0) (1, y2)r2,,

™

Elm ) = yh(m A / oty (£)dt — (. Ae) / "0yt

0

= —0(p'(0))*(y2, y1)rz,, — (1 +0p(0)p'(0)) [l llZs,

T

™

W) = () / V(1) — o, ) / " (t)a(t)de

0

= —0(p'(0))*[ly2l1Zz,, — (L +0p(0)p'(0)) (w1, ¥2)13,, -

Portanto a derivada A’(A) em A = )\, é dada por,

A'(Ak) =& Ak) + 0 (7, Ar)
= (L= 0p(0)p'(0)) (91, y2)rz,, — 0p* ()l Z2,,

—0(p'(0)*lyall7z,, — (1 +0p(0)p'(0) (y1, )12,

= —0 | lyillZ2, p*(0) + 21, y2) 2, p(0)P'(0) + IIyzHiger(p’(O))Q] :

Observemos que o termo que aparece multiplicando 6 acima é uma forma quadratica

positiva de R? avaliada em (p(0), p'(0)) e que p(0) e p’(0) ndo podem anular-se simultane-

amente. Assim temos,

A/()\k)e < 0.

(4.35)

A desigualdade (4.35) nos fornece a prova do teorema, pois se 6 < 0, entdo A’(A\;) > 0

e assim Ay = Ag,_1 € se 0 > 0 entdo A'(A\g) < 0 e assim A\, = Ag,. A Figura 4.3 ilustra

melhor este fato.
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Figura 4.3:

Como 6 # 0 nao ha risco de algum M ser raiz dupla da equacao caracteristica.

|

Observagao 4.5. Se p possui 2n zeros em [0,7) e § < 0, entao A\, = Ao,_1 € nao apenas
um A da forma Aop,_1 com m nao necessariamente sendo n. De fato, suponha que A\ €
algum X\ da forma Agy—1 com m # n. Note que 68 # 0 implica que Xop,—1 € simples e assim
dimAut(Agym_1) = 1. Por outro lado, se Ayy—1 € autovalor associado a outra autofungao,
digamos f, temos pelo Teorema 4.3 que f possui 2m zeros no intervalo [0,m). Portanto

f = cp e assim p também possui 2m zeros em [0,7), o que € uma contradi¢ao.



CAPITULO 5

Estabilidade Orbital

Neste capitulo, temos como objetivo obter alguns resultados de estabilidade no sentido
orbital de solucoes ondas viajantes periddicas para equagoes do tipo KdV. Isto é, equacoes
da forma

Uy + UPUL + Ugyy = 0, (5.1)

onde u : R x R — R é periddica de periodo L no espaco, p > 1, p € N. A equacao

(5.1) admite solugoes ondas viajantes da forma

u(z,t) = pe(x —ct), (5.2)

onde ¢. é uma fungao suave e periddica com periodo L. Consideraremos aqui somente
os casos p = 1 e p = 2, os quais consistem nas equagoes de Korteweg-de Vries (KdV) e
modificada Korteweg-de Vries (mKdV). Para o caso p = 4, ver Angulo e Natali em [3] .

Para os outros casos nao é conhecido uma teoria de existéncia e estabilidade.

Substituindo u(x,t) = p.(xr — ct) em (5.1) temos,

(¢e(r — Ct))t + (pel(z — b)) (pe(r — b))z + (Pe(z — 1)) 22z = 0,

isto é,
—CQOC + SOCSDC + SO/CH = 0.
d 1 41 ;.
Agora usando o fato que  \p71 — P = Py e integrando de 7 a 7 temos,
7 d d
—c/ —.dx +/ — ( p+1) dx +/ —go”dx

0 dx 0 dx

ou seja,
—epe(1) + e () +el() = A (5.3)

Escolhendo A, = 0, obtemos a equagao que determina as ondas viajantes periddicas para

a equacgao (5.1),

i +c L iy (5.4)
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Associado com (5.4), consideramos o operador linear autoadjunto, fechado e ilimitado

L.:D(L.) — L?,.(]0,L]) definido em um subespaco denso de L2 ([0, L]) por

per per
L(y)=—y"+(c—¢l)y. (5.5)

Conforme vimos na Proposi¢ao 1.23 e no Teorema da Oscilacao 2.11, o espectro do

operador £, é um conjunto infinito e enumeravel de autovalores, {\,}, com
M< A< <A< A< <A1 <Ay, < - -

e \y — 0o quando k — oc.

Definicao 5.1. Seja ¢ uma solu¢ao onda viajante periodica com periodo L da equagao,

d? 1
—_— _ p+1:O
( d$2+c)(’0 p+i”

e considere T,0(x) = p(x + 1), x € R er € R. Definimos o congunto Q, C H. ([0, L]),

per

a orbita gerada por ¢, como sendo,
Q,={9; g=1v, paraagunrecR}

e para qualquer n > 0 defina o conjunto U, C H, ([0, L]) por

per
=< f; inf — .
U= {5 it 1= ol <}
Com esta terminologia, dizemos que ¢ € orbitalmente estdvel em H,,.([0,L]) pelo fluzo
gerado pela equagao (5.1) se,

(i) Emiste sy tal que H ([0,L]) C H}

oo ver([0, L]) € o problema de valor inicial associado

a (5.1) € globalmente bem posto em HZ, ([0, L]).

per

(ii) Para cada € > 0, existe um 6 > 0 tal que para cada uy € Us N H? ([0, L]), a solugao

per

de (5.1) com u(0,x) = ug(x) satisfaz u(t) € U, para todo t € R.

O teorema que segue, garante o item (i) da defini¢do de estabilidade.
Teorema 5.2 (Boa colocagdo para KdV e mKdV). Sejas > 1. Para cadaug € H,,, ([0, L])

existe uma unica solugdo de (5.1) tal que para T > 0, pertence a C(]0,T); H:., ([0, L])).

per
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Além disso, a correspondéncia ug — u € uma funcdo analitica entre espacos de fungoes

adequados. Tem-se ainda as quantidades conservadas,
L /.2 P2
u U
Eu) = / <—””——>da¢:5u
R S R R ) o

Flu) = %/0 u?(x)dr = F(uy) .

Demonstracao: Ver [23]. O

Neste contexto, conforme as referéncias [16], [17], [29] e [49] as condi¢bes que implicam
estabilidade no sentido orbital de solugdes ondas viajantes periddicas para a equagao (5.1)
sao,

(Py) Existe uma curva suave nao trivial de solugoes periddicas para (5.4)

dafoorma c€ JCR — p.€ H ([0,L])V n€N. Onde J é um

per

intervalo a ser determinado;

(P1) O operador linearizado £, possui um tnico autovalor negativo o qual

é simples .

(P,) O autovalor 0 é simples e esta associado com a autofuncao ¢/, .

d ™

@/, ©?(x)dz > 0.

(Ps)

Seguindo as idéias de Grillakis M., Shatah J. e Strauss W. em [28], pode-se provar o

seguinte resultado.

Teorema 5.3. Seja p. uma solug¢ao onda viajante periddica de (5.4) e suponha que a parte

(i) da defini¢io de estabilidade ocorre. Suponha também que as propriedades (Py) e (Ps)

em (5.6) sejam satisfeitas. Escolha x € Lier tal que Lx = @, e defina I = (X, ¢c)2 -

r

Se I <0, entao ¢, € estavel.

Observacgao 5.4. Se mostrarmos a condi¢dao (Py) em (5.6) temos que x pode ser escolhido

0
como sendo x = ——.. Desta forma, temos que

Jdc
d L

1 <0 —
de J,

2 (x)dz > 0. (5.7)
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O préximo passo é estabelecer uma proposicao que diz que a fungao ¢, dada em (5.2)

é ponto critico do funcional G := £ + ¢F onde £ e F sao definidos por,

E(v) = /0 (”; _ #&;2)) dr e F(v)— %/Oﬂ V. (5.8)

Além disso, o operador L. pode ser caracterizado como sendo,

Le(y) =G"(0) () =E" (@) () + cF"(0)(y) - (5.9)

Proposigao 5.5. Seja o funcional G == £ 4+ ¢F : H),.([0,L]) — R, onde £ e F sao

definidos em (5.8). Entao a solugao onda viajante periddica p. é ponto critico desse

funcional e L. € caracterizado como sendo (5.9).

Demonstragao: Inicialmente mostramos que o funcional G : H),,.([0, L]) — R é duas

vezes diferenciavel e que suas derivadas primeira e segunda sao dadas por,

G'(v)=—V"+cv—

) p+1
G"W)(y) =~y +cy— 1y,

respectivamente. Com efeito, seja o funcional

E: H(0,L]) — R

per

oo (5 Grira) e

Sabemos que € ¢ Gatéaux diferencidvel se existe f € B (H,,,([0,L]),R) = (H,.,([0, L]))/

per per

tal que o limite abaixo existe e

per

lim % [+ 1h) — () — (£, th) .

t— pers

H#r} =0, vh e H! ([0,L)).
Além disso a derivada de Gatéaux de £ é dada por £'(v) = f. Deste modo, definindo
1
U = lim = |E( +th) = E0) = (f,th) st sy, |

temos,

1
e = lim S+ th) = () = (£, ) st iy,

> prD0e+d 2 prhpry) M

perstiper

L 2 p+2 2 p+2
_ liml {/ ((z/x + thy) (v +th) v v >
t—0 t 0
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Logo,
1 L 2 212 p+2\, ,p+2 p+2 p+1th
9e = lim > / Ye |y th, + e Co)rr - (v
=0t | Jo \ 2 2 (+)pE+2) @+1@+2)
0 R 5 Vi ) st uaslil 5 gt
2(p+2) r+D)p+2) @+HEP+2) @E+HEP+2)
V2 e )
S AT C— R
2 T prnpry) T
ou seja,
L 1 p+2 p+ip p+2 PEh2 p+2 y2p—1pp
g =lim / I/xhx—l——thi— (1)V — (2)]/ —...——<p)
=0 | Jo 2 p+p@+2) (@+1E+2) (p+1)(p+2)

(gﬁ) ptPppt+1 (ﬁﬁ) (o1 ppt2

T+ DY 1><p+2>> =t ’”‘>HpelrvH%w] '

Assim, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos,

L Yy ( )
vg = / (Vxhx - —) de — (f,h) -1 1 . 5.10
“ )

Agora, integrando (5.10) por partes e usando o fato de v ser periddica encontramos que,

195 = —I/:m——,h — ,h —1 .
< p+1 >Hpe%~,H;%er <f >HPET’H;W

A

Com isto, se tomarmos f = —v,, — € H ([0, L)), pela arbitrariedade de h teremos
p

+ 1 per

que o limite acima existira e sera zero. Portanto

p+1

E'v)y=-v"—
Do mesmo modo, definindo
o1
0 = lim [P+ th) = F0) = (0, th) s, |

temos,

Jr =lim- -f(v +th) = F(v) — (g:th)y-1 i

t_>0t L per; pey-i|

1Tt 7
= lim — —(v+th)"— — |dx— (g, th)y-1 ;1 | ,
t 1 \2 2
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ou seja,

L 1 t2h2 2
19]: = lim — |:/ (—(V)Q—i‘tl/h—i‘__y_) dx_<g7th>H_l Hl
0 2 2 2 per;

L ch
— 11_{% |:/0 (I/h + 7) d.ﬁE:| — (g, h>H;751r,H11,W .

Usando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos,

per

L
0r = [ ko~ (9,1}
0

= (v, h)H,;} m, — 9 ) g

T per perstiper

Logo basta considerarmos g = v que o limite acima existird e sera zero. Disto segue que,
!
Fv)=g=v.

Portanto o funcional G é Gatéaux diferenciavel e como ele é continuo temos que F é
Fréchet diferenciavel e a derivada de Fréchet de G é,

Gw)=EW)+cF(v)=—v —|—cz/—p+1.

(5.11)

Podemos finalmente, verificar que ¢, é ponto critico do funcional G. De fato, usando

que ¢, ¢ solucao de (5.4) e (5.11) temos,

G'(¢e) =~ + cpe— P
¢ ‘p+1l
isto é . é ponto critico do funcional G.
Com o intuito de obter £. = G"(¢), analisemos a diferenciabilidade do operador
G :H,,([0,L]) — H,,([0,L]). Sabemos que,

g H (0,L) — HL[0,L)]

per per
p 1 . ‘Hper([ 7[‘]) R

v o— &) =—v" —
ho—s E)(h).
Se existe
f € B(H,.,((0,L]); H,, ([0, L])) = X,

per

tal que o limite

£%53@+ﬂw—€wﬂ—ﬂm,
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existe e é zero para todo h € H;eT([O, L)), entao &' é Gatéaux diferencidvel e a derivada

de Gatéaux de £ em v é dada por £”(v) = f, onde £"(v)(h) = f(h)Vh € H,,.([0,L]).

Neste caso, definindo

Te = lim 5 [€/( + th)-€'(2) -/ (1)

temos,
De = lim [0+ th) — €'(w)] - (1)
: + th)Pt! p+1
=] _ | = " _ (U " .
lim { (v + th) 1 v F(h),
isto é,
- 1
FRRNING ISRV G0 L Gt i ' L s 0 i
()t ipptt p+1
p+1 " (9
-+ U + — f(h
p+1 Tl uw
P+1),Up—1th2 (P"‘l)tphp—i-l
=1li —h”—hp—(Q—_..._lf’Jrl _ f(h
=0 [ : p+1 p+1 J(h)

= —h" — P — f(h).

d2
Como i v? € B(H,.,([0,L]); H,. ([0, L])), basta considerar,

per per

f:(iﬁ—w)eBw;memQWJm

dx?

que o limite J¢ existira e sera zero. Além disso,

)=~z ) o £ = -

dx?
Encontremos agora a derivada de Gatéaux de,

F': Hy(0,L]) — HL.(0,L])

per

v — Fl(v)=wv.
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Observe que,

hm [}"'(U +th) — F(v)]—g(h) = lim% [v+th —v] —g(h)

—0

= lim - C[ih] — (h)
= I4(h) — g(h) .
Assim quando g = I : H} ([O,L]) — H! ([0, L]) temos que,

per per

hm [F'(U +th) — F'(v)] —g(h) =0.

9,
Dai, F'(p) = 15 ¢ F"(p)(y) = y. Logo, G"(v) = E"(v) + cF"(v) = ) +c—vP. Como

E"(p) + cF"(p) é continua, temos Fréchet diferenciabilidade.

Portanto, a derivada de Fréchet de G’ no ponto v = ¢ é dada por,

d2
Q"(@):—ﬁJrC—SD =L,

como queriamos. Com isso a prova da proposicao estd completa. O

5.1 Estabilidade de solucoes ondas viajantes periddicas

para a equacao KdV.

Nesta se¢gao temos como objetivo obter a estabilidade no sentido orbital de solucoes
ondas viajantes periédicas para equagao de Korteweg-de Vries (KdV) dada em (5.5) para
p=1. Isto é,

Uy + Uy + Uggy = 0, (5.12)

onde u : R x R — R ¢ periddica de periodo L na variavel x.

Na primeira subsegao garantimos que a propriedade (P,) em (5.6) ocorre, isto é, que
existe uma curva suave de solugdes ondas periédicas de periodo L para (5.4) com p = 1.
Em seguida, na segunda subsecao faremos o uso do Teorema 4.4 que caracteriza o espectro
nao positivo de £, dado em (5.5) para garantir as propriedades (P;) e (P) em (5.6).
Finalmente, na ultima subse¢ao provamos que o valor de I definido no Teorema 5.3 é
negativo e assim todas as hipoteses do Teorema 5.3 estao satisfeitas, o que nos permite

concluir a estabilidade neste caso.
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5.1.1 Existéncia de curva de solugoes ondas periédicas para KdV.

Construiremos agora uma curva suave de ondas periédicas com periodo L da forma
u(z,t) = p.(x — ct) que sdo solugdes de (5.4) no caso p = 1. Observe que multiplicando

(5.4) (caso p = 1) por ¢’ temos,

1
—cpepl, + 5@@39@’0 + iyl =0.

Integrando esta ultima equacao de a a v temos,

I
o

/a7 (—csoc(x)sﬁ’c(x) + %903(1‘)902(%) + 90/6(“’)90/0/(:6)) dx
isto &,

T oed 11d Ld 2 _
[ (F5eto + Sy e+ S (e)? ) do =o.

Portanto,

o qual pode ser escrito no forma,

(¢e)? = %P(soc), (5.13)

onde P(t) = —t3 + 3ct? + 6B,,.

Agora para um ¢ > 0 fixado, explicitaremos uma solucao periddica, positiva e nao
constante ¢, para (5.13) utilizando o método da quadratura. Se P(t) possui somente uma
raiz real 3, entao temos solugoes ilimitadas, o que nao nos fornece solucoes periédicas. A

Figura 5.1 ilustra isto.

P(t)

\/

Figura 5.1:
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Portanto P(t) deve possuir trés raizes reais, digamos 3; < 2 < 5. Logo, P(t) assume

a forma,
P(t) = (t = B)(t = B2) (B — 1), (5.14)

onde o sinal de menos estd incorporado no terceiro fator. Desenvolvendo (5.14) obtemos,

P(t) = (t* —tBy —tf1 + B132)(0s — t)
= —t* + t*(B3 + Bo + 1) + t(—Pofs — 5133 — B152) + PrBafs -
Assim temos o sistema,
B3+ B2 + b1 = 3c
P23 + 5105 + 152 = 0 (5.15)
B1523 = 6B,, .
Como procuramos solugoes positivas e periddicas para (5.13), escolhemos (35, f5 tal que
0 < 3 < f3. Veremos adiante (pagina 121), que se B, = 0 entao ha solugao ¢, para (5.13)

com “periodo infinito”.

Observacao 5.6. Nesta dissertacao escolhemos trabalhar com solucoes positivas para
facilitar a construcao de uma curva suave de solucoes como veremos adiante. A teoria
desenvolvida no Capitulo 4 pode ser aplicada em solugoes que mudam de sinal ou sao

negativas (caso existam,).

O gréfico de P(t) deve assumir a forma dada na Figura 6.1.

A

P

Solugoes Positivas

\/

Bzw }82 63 t

Figura 5.2:

Logo, a solugdo ¢. que procuramos deve assumir valores no intervalo [3;, f5]. Como
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B3 > 0, podemos normalizar ¢, colocando p = % tal que (5.13) torna-se,

/2_1 Bap — B Bap — 3 _
(p)—gﬁg( 5, )( 5, )(1 p),
isto é,
() = %(P —m)(p—m)(1—p), (5.16)

onde n; = %, i = 1,2. Note que a variavel p mora no intervalo (12,1). Com o intuito de
3

explicitar uma solugao para (5.13) vamos fazer uma mudanca de varidveis pondo-se,
p =1+ (1 — 1) sin2(e) (5.17)

com ¥(0) = 0 e v continua. Substituindo p em (5.16) temos,

> B - 1) sin?()

[(1+ (= Dsin?(w)]* =2

—m][1 + (2 — 1) sin®(vp) — o] [— (12 — 1) sin®(1))]

Bs

[2(72 — 1) sin(y) cos(9)d]” = 5 [1+ (2 —1)sin ()

—m[1+ (12 — 1) sin*(¥)) — n2][—(n2 — 1) sin®(¢))]

ou seja,

Bs

2112 — 1) sin(¥) cos(9)¢]” = 5 (1 =m)1+ (n: —1)sin “(¢) = me][—(n2 — 1) sin® ()]

F2 o — s ()]1 + (s — 1) sin’ ()

—1p)[—(n2 — 1) sin® ()] .
(5.18)

Como p € (0,1), segue de (5.17) que (ny — 1)sin®*(¢)) # 0 e cos’ () # 0. Logo
(n2 — 1) sin?(v) cos?(¢)) # 0. Assim podemos isolar (1) em (5.18) e obter,

B 14 (i — 1)sin’(y) — o
! ”lw—wwﬁwm—mﬂw>

] {((772 — 1)sin®(4)) (1 + (2 — 1) sin®(¢) ) m2) (= (172 — 1) sin®(1)))
2 (2 — 1)?sin®(¥) (1 — sin®(1))) ’
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_ B 1+ (2 — 1) sin’(¢) — 12
= 12(1 7]1) [<n2 . 1)2 SlHQ(w)(l — Sin2<w))

((n2 — 1) sin® () (1 + (12 — 1) sin*(¢p) — 1) (12 — 1) Sin2(¢))]
(1= m)(m2 — 1)?sin®()(1 — sin*(¢))) 7

By, —(L— ) — Dsin®(y)  (p — 1) sin?() (i — 1) sin®(4))
= mﬂQW—UMEWM—wﬂW) m—w%wwmfﬂﬁw»>

_( G—WNWW)_+%—UQEWNMWUI
(L)1 —si?(9)) (1 —n)(1—sin®())

Logo, (¢')? assume a seguinte forma,

(W) = %(1 —m) Kl — Siln2(¢) T iiﬁr(l;p()iﬂ))

_u—W( sin? () _mﬂwmﬂwn,

(1 —m) \1—sin?()) 1 — sin®(¢))
isto é,
N2 B3 IT—mn . 2
=221 = 1—
W = ) L= [ ()]
com Y(0) =0e0 <1 < g Definindo
1—mn B3
2 _ — 22 = 1
k 1 _ 771 e )\ 12( 771) ? (5 9)
obtemos,
(¥)? = A1 — k*sin®()) . (5.20)
2_1—7)1_53—@ 2
Comok:—1 o BB 01 < Pa<fP3 e 0< Py <3 temos que 0 < k% < 1.
— 12 3 — D1
Além disso, A\ = %(1 — 1) = 631_261 e [ < [y < pP3 implica que A > 0. Deste

modo podemos reescrever (5.20) da forma,

¢I

b= VA1 = K2sin® ()

(5.21)

Integrando (5.21) de 0 a z, encontramos que,

z 1 4 ¢/
lds = — ds
0 VA Jo /1= k2sin?(¢))
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e usando mudancga de variaveis obtemos,

v d
F,k) =Vz = /0 — kamQ . (5.22)

O lado direito de (5.22) é justamente uma integral eliptica de primeiro tipo, assim

pelas propriedades de fungoes elipticas (ver se¢ao 1.3) temos,
siny) = sn(VAz; k) . (5.23)
Substituindo (5.23) em (5.17), encontramos
p=1+ (12 — Dsn®(VAz; k).
Como sn? + cn? = 1 temos,
p=1s+ (1 —m)en®(VAz k).

Portanto da defini¢ao de p, de A e de n;, i = 1,2 encontramos que,

- 2 2 B3 B\
900—53 E‘i‘(l_g)an( E(l—E)Z,k>].
E finalmente,
pe = P2+ (B3 — Bo)en’ ( Ps 1_25%; k) (5.24)

¢ uma solucao explicita para (5.13).

Vamos analisar agora o periodo fundamental da solucdo encontrada ¢.. Como cn?
possui periodo real fundamental 2K, onde K = K (k) representa a integral eliptica com-
pleta de primeiro tipo, segue que a solu¢ao onda cnoidal ¢. em (5.24) possui periodo

fundamental T;,. dado por,

_ 43
Ty = e K (R) (5.25)

De fato,

Pc (Z + if{; k) = Bo+ (B3 — Ba)en®

\/53_51
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Podemos observar que o periodo fundamental da solugao ¢, para um c fixado depende

de k, (3 e ;. Entdo usaremos (5.19) e o sistema (5.15) para encontrar algumas pro-
2\/§7T

Ve

priedades do perfodo fundamental 7, como por exemplo que T;,. > para um ¢ > 0

fixado.
Da primeira equacao de (5.15) e de (5.19) temos que,

253—52: Bs — 3 _ Bs — 3
Bs—01  Ps—(Bc—Pa—03) 203+ 02— 3¢

Por outro lado, como estamos considerando 0 < 3 < f3, temos da segunda equacao de

(5.15) que,

k? (5.26)

(233
=— . 5.27
& B2 + 3 (5.27)
Substituindo (5.27) na segunda equagao de (5.15) temos,
Bal33
— =" 4 B+ 5 = 3¢,
EE
isto é,
B35 + B3(82 — 3¢) + (63 — 3¢B2) = 0. (5.28)
Resolvendo esta equacao em funcao de 3 encontramos que,
3c— Gy + —3¢)2 — 4(2 — 3¢
By — By() — St VB =302 Z A = 3eh) (5.20)

2

Note que consideramos o caso + pois 33 > 0, do contrario, podemos ter ¢ = (3, e

teremos 33 = ¢(1 —v/3) < 0 o que é uma contradicio.

A fim de simplificar nossa notacao definiremos a seguinte funcao,

A (z) = (x — 3¢)® — 4(2* — 3cx) .

Deste modo [3(32) = Gichlc +2° Ac() e 203+ [y —3c = /A(B2). Com esta

terminologia temos de (5.26) que,

2 _ (3¢ — B2 + vV Ac(Ba)) = o _ 3¢ — 302 + \/AB2)

" 2(263 + f2 — 3¢) 2v/A(52)

Y

ou seja,

pr = Se= 0+ VAL (5.30)

2 AC(BQ)

Ademais, como estamos considerando 0 < 3y < (3 com f5 real temos que A.(y) > 0,

mais precisamente A.(f;) = —333+6¢B2+9¢* > 0. As raizes de A.(3,) sdo —c e 3¢, porém
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-c 0 B, 3c

Figura 5.3:

elas nao sao atingidas ja que 2 > 0 e #3 # 0. A Figura 5.3 ilustra o comportamento de
AC(ﬁZ)-

Como podemos ver A((3y) > 0 e a expressao para (3(f;) implica que 0 < (3 < 3c.

3¢ —2c+ \/A(20)
2

= 2¢, mas isto nao pode

3¢ — fa+ /Ad(P2) ¢
2

Porém quando (35 = 2¢ temos que, (3(2¢) =

ocorrer pois estamos considerando 0 < [y < (3. Assim [3(f) =
representado graficamente pela Figura 5.4.

A

2c

B:(8.)

\4

Figura 5.4:

Pelo fato de 5 € (0,2¢) U (2¢, 3¢), segue que (B € (0,2¢) U (2¢, 3¢). Porém se 3 < 2c,



5.1 Estabilidade de solugoes ondas viajantes peridédicas para a equacao KdV. 121

entao (35 > 2¢ > (B3 o que contraria 0 < By < (3. Dal, 2¢ < 33 < 3¢ e consequentemente

0 < (B3 < 2¢. Portanto temos a relacgao,

0< By <2c< f5<3c. (5.31)
Agora de (5.30) temos que,
k(B2) — 17  quando [y — 0 (5.32)
e
k(B;) — 07 quando [y — 2c. (5.33)

Logo, usando (5.32) temos K (k(f2)) — +00 e consequentemente,

43
T,.(52) = —\/_;K — 400,

[Ac(B2)]3

quando 3 — 0. Ademais de (5.33) segue que, K (k((32)) — g e consequentemente,

B 43 . 4\/§z B 231
T,.(B2) = mK V2 Ve

quando [y — 2c.

Conforme afirmamos na pagina 115, se ; = 0 entdo temos solugdo . para (5.13)
com “periodo infinito”. De fato, vimos acima que o periodo fundamental, T,,, — +oo

quando By — 0. Ademais, se 35 — 0" entdao & — 1~ e neste caso,

klim cn(u; k) = sech(u),
—1-

deste modo, ¢. vem dada por,
v.(z) = 3csech? <§Cm> .

Veremos no préximo teorema que T, em funcao de (5 é uma fungao estritamente

decrescente e assim o periodo fundamental T,  de ¢, deve satisfazer,

2v3
Tcpc > ﬁ
v/ 3c

para c¢ fixado. A Figura 5.5 ilustra o comportamento do periodo fundamental T, (33).

Mostremos agora, que existe para um periodo L > 0 fixado, uma curva suave de

solucoes ondas cnoidais para a equacao 5.13.
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2V3
3c

0 2¢ 8.

\ 4

Figura 5.5:

Inicialmente, verifiquemos que existe uma familia de solugoes ondas cnoidais com
2

s
um periodo fixado. De fato, seja L > 0 e ¢ > 0 tal que, ¢ > T Conforme vimos
anteriormente, a funcao 5, € (0,2c) — T, (02) é estritamente decrescente, assim existe
um unico fs = Fa(c) € (0,2¢) tal que o periodo fundamental da onda cnoidal ¢, serd

T,.(B2(c)) = L. Isto nos garante que existe uma familia de ondas cnoidais de periodo L

fixado.

O préximo teorema, garante que existe a curva suave de solugoes ondas cnoidais para

a equagao 95.13.

2
. . . ™ , .
Teorema 5.7. Seja L > 0 arbitrdrio mas fixrado. Considere ¢g > — € o unico

72
Bay = Ba(co) € (0,2¢c9) tal que T, = L. Entdo,

(1) Eziste um intervalo J(co) com ¢y em seu interior, um intervalo B(Bs,) com Ba, em

seu interior e uma unica funcao A(co) = [, €
Ty (B2) = ————K(k)=1L (5.34)
onde ¢ € J(cg), B2 = A(c) e k* = k*(c) € (0,1) € definido por (5.30).

(2) A solugcdo onda cnoidal em (5.24), determinada por [(i(c), [a(c), Bs(c), possui

periodo fundamental L e satisfaz (5.13). Além disso a aplicagdo

c € J(co) = v € Hy,.([0,L]), neN

per
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¢ uma funcao suave.

4 2
(3) J(co) pode ser escolhido como < 17; ,+oo)

Demonstragao: A idéia da demonstracao é aplicar o Teorema da Fungao Implicita.
2

4
Com efeito, considere o conjunto aberto 2 = {(ﬁg,c);c > %,ﬁg € (0,20)} C R?e

defina ¥ : ) — R por,
4V3

(B,c) = WK(k(ﬁzac))
onde K2(a,c) = 2= 30+ v AC%), A(B2) = (B2 — 3¢)? — 4(6% — 3¢fa) e
JA AC(52>
dﬂ; = —6ﬁ2 + 6c¢.
No que segue mostramos que,
T (Bac) >0 (5.35)
Observe que /3 \/_
—6(c — 2)V3 43 dK dk
fo,c) = ———K(k) +
7 M T Ay B

Agora diferenciando k?(3,, ¢) com respeito a (35 temos,

Sl —6y/AB) + (6c— 68) — A (B)(6c — 6%)(3c — 35 + ALR)

dfs 4A(f2)

isto é,

b —63/Ba(Ba) + (6 — 682) — A F(B2)(6¢ — 652) (3¢ — 362 + v/BulB))
dps 8kA(52)

(5.36)

Denotando o numerador do lado direito de (5.36) por o, temos

0 = —63/Au(Ba) +6— 605 — A (B 18> 18chy +6cr/A (o)
—18¢B5+ 1832 =68/ Au(32))
= —6/Au(B2) — 182A, 2 62) + 36¢6,A (52) — 1803 A (62>

6\/ ﬁg + 18A 52 (ﬁg — C) )
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Entao (5.36) pode ser reescrito da forma,

dk (6 Ac(52)+18ﬁgé(ﬁ2)(ﬁ2—c)2)

B SO <0. (5.37)
Usando (5.37) e a relagao,
dK, . E(x)—(1—2*)K(x)
%(‘CE) - I(l _ IQ) , Vxe (07 1)7

onde E ¢é a integral eliptica de segundo tipo, temos a seguinte equivaléncia,

av 201 _ 1.2\ _ 141 _ 1.2 12 12\2(1 1.2
a5, (0r0) > 0 & (01— ) — KL= ) 4 2(1 = 1) + 21 = 1)°(1 = 1) 535

12k (1 — k)| K — [2(1 - k*)* + k)] E < 0.

De fato,
A 2B 33)V3 W3 [E(R) - (1— BK(®k)] dk
df3 (B2, ) —Aé%(ﬁz) Kk + Aé(ﬁg) { z(1—k?) } df3

B~ KA (52) (3 — 36)2V3K + AZ(3)4v/3 () (B — (1 - ) K)
A (B)h(1 - k) |

Logo usando (5.30) vemos que,

KL — E2)AL(5) QA2 (B)k? — A2 (8,))2V/3K
—Au(B2)2k(1 — k2)

av

dﬁQ (627 C) =

AL ()43 4 ) B—(1- ) K)

Y

—A(B2) 2 k(1 — k?)
ou seja,
A (5.6) — (1 — k2)AL () (2k2 — 1)2V3K + Al (By)A2 (52)4\@(_%)( E—(1—k?)K)
By 2, C) = _A§ e

k(1 — k2)(2K2 — 1)2V3K + A2 (ﬁ2)4\/§<—%)(E—(1—k2)K)

—AZ(B)k(1— k?)

—2V/3 [ 1 dk T
= — E(1 =2k = DK —202(B) | — | (E— (1 = KHK
rerrmre GOl o) (55 ) - a-wm)
= — 2v3 -k:(l — k(1 -2k K + 2A§ (B2) (;—k) (E—(1- kQ)K)- .
AZ(Bo)k(1—k2) L P2 ]
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Denotando I' = k(1 — k?)(1 — 2k*)K + QAC% (B2) (%) (E— (1 —-k)K)| temos,
2v/3
25 1 .
504" S

Por outro lado, por (5.30) e (5.37) temos,

6\/ (B2) + 18A; Ba)(B2 — ¢)?)

I =k(1—k)(1-2k))K — 8kA (52)

(E— (1 —-Kk)K)

= k(1 - k*)(1 —2k*)K — A

3\/7 (%) + A2 ﬁa)(Q\/Ac_(ﬂ2)k2—\/A—c(ﬁa))Q)]

8kA.(32)

(E - (1-k)K)

= k(1 - k(1 —2k*)K — AZ (52)

3A(Bs) + (40 (Ba) k" — AA(Bo)k? + Acwz))]
2kA(B2)AZ(52)

(E—(1-K)K)

3+ (4k* — 4k? +1)

— k(1= ) (1 = 262K — AZ(By) - (E— (1 I)K).
2kAE (B2)
Logo,
= k(1 — k2)(1 — 2k K — 2 <k —k H) (E—(1—I)K).

Portanto,
W= 23 {k(l C (1 - 2K — 2 <k4 — K+ 1) (F— (1 - )K)
i AZ(Bk(1 - ) ¢

o [(K2(1 — K2)(1 — 263K — 2 (K — K2 + 1) (E — (1 — K*)K)]

AZ (B2)k*(1 — k?)
_ 23 [(K2(1 — K2)% — KA(1 — k2) + 2(1 — K2)2(1 — &?)

AZ(Bo)k?(1 — k2?)

+2k%(1 — k*) K —2((1 — k%) + K*)E] .
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2V/3

Sendo — > (), temos a equivaléncia desejada em (5.38).
AZ(B2)k*(1 — k?)

dv
Dai, —((32,¢) > 0 se e somente se,
dps
(=3k* + k' +2)K — (2 — 2k* + 2k E < 0.
Definamos agora a seguinte funcao,
g(k) = (=3K* + k* + 2) K — (2 — 2k* + 2k E.

Observe que,

lim g(k) = lim 2[K(k) — 2B(k)] = 2% —2Z 0.

k—0+ k—0+ 2

dv
Assim para mostrarmos que w(ﬁ% ¢) > 0, basta mostrarmos que g(k) é estritamente
2

decrescente em (0, 1). De fato,

dK dE
g(k) = (—6k + 4k K + (=3k* + k* + Q)E — (—4k 4+ 8k)E — (2 — 2k* + 2k4)%
E—-(1-K)K
= (—6k + 4k*)K + (—3k* + k* + 2
(—6k + 4k°) K + (—3k" + +)[ ) }

E-K
—(—4k + 8K*)E — (2 — 2k* + 2k) [T}

= 5k(K*K — 2k*F — K + E)

=5k (1 —2K*)E — (1 - k*)K) .

Sendo k > 0 temos que ¢'(k) < 0 se e somente se,
(1-2kE—-(1-k*) <0 & (1-2kE < (1-K)K .
Porém como k* € (0,1) segue que,
1-2K=1-kK -k <1-KF -+ =1-k
e como (1 —k?) >0, E>0e K >0 temos

(1-2*)E < (1-k)K,



5.1 Estabilidade de solugoes ondas viajantes peridédicas para a equacao KdV. 127

como queriamos.

Portanto pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma tnica fungao suave A definida

numa vizinhanca J(c), tal que ¥(A(c),c¢) = L para cada ¢ € J(c¢y), donde se obtém
2

(5.34). Como ¢q foi escolhido arbitrariamente no intervalo J = (%, —i—oo), segue da
unicidade da funcao A, que podemos estender seu dominio de definicao para todo intervalo

J, completando assim a prova. O

Corolario 5.8. Considere a aplicacao A : J(cy) — B(fs,) determinada pelo Teorema

5.7. Entdo A € uma funcdo estritamente decrescente em I(cp).

Demonstragao: Pela prova do Teorema 5.7, sabemos que W(A(c),c¢) = L para cada

¢ € J(cp). Assim usando o Teorema da Funcao Implicita,

dA v

%(c) = —j:;. (5.39)

dB2

. . dv
Porém, como ja provamos que —— < 0, basta mostrarmos que e < 0 ocorre de
c

dfs

dA
modo a obtermos d—(c) < 0. Com efeito, diferenciando ¥ com respeito a ¢ obtemos,
c

av —\/§(6ﬁ+18c)K+ 4V3 dK dk
Al Al () e

(5.40)

3¢ — 302 + \/AdB2)

2/A(B)

prépria expressao de k% em (5.30) obtemos,

Por outro lado diferenciando k* = com respeito a ¢ e usando a

o (6A7(52) + (68 + 18¢)) — Ac * (5) (60 + 18¢) (2A2K?)
de 1A()

(6AZ(B) + (66> + 18¢)) — 2(68 + 18¢)(?)
4Ac<52)

Desta forma, encontramos,

b (6AZ(B,) + (682 + 18¢)(1 — 2k?)
de 8kA(5s) ' o)

Agora substituindo (5.41) em (5.40) temos,
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(6AZ(62) + (60 + 18¢)(1 — 2k?)
8kAc(ﬁ2)

AV —v/3(603; + 18¢) 43 [E—(1-k)K
B 3 h ) { k(1 —k?) ]

de Ad () A (5,

44/3 {
852(1 — K2) AL (5)

—2k*(1 — k*)(662 + 18c)K

+(E — (1 = k*)K)(6/A(B2) + (635 + 18¢)(1 — 2k2))} ,
ou seja,

av 43 (652+18c)
de g1 - )al(s)

+ 24V3/A 52 { (1—/8)[(]
8k2(1 — k2)AL (By)

{— 2k%(1 — K*)K + (1 = 2K*)(E — (1 — kH)K)

_ 4V3(66s + 18c)
8k2(1 — k)AL (B

(VBT [y

8K2(1 — K2)Ad (6o)

| {(k;? — 1)K+ (1 - 2/@2)E1

) Y
Assim o < 0 se e somente se,
c

13(6; + 189 {(kz_l)K +(1_2k2)E} 24V3y/Ac(5) {1 KK — E] (5.42)
8k2(1 — k2) Al (Ba) 8K2(1 — k)AL (By)

Porém, (5.42) ocorre se, e somente se
IV3(68, + 186)[(K2 — 1)K + (1 — 2K2)E] < 24V3AZ (B)[(1 — k) K — E]
0 que é equivalente &
[4\/5(6ﬁz+18c)(1—2k2)+24\/§A§ (3)]E < [24\/§A§ (B2) (1—k?)+4V/3(63,+18¢) (1—k2) | K .

Como E < K, E> 0, K > 0¢ [24v3A2 (8,)(1 — k2) +4v/3(682 + 18¢) (1 — k2)] > 0, temos
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as seguintes equivaléncias,

4365 + 18¢)(1 — 2k2) + 24v/3AZ (B5)] < [24v/3A2 (By)(1 — K2) + 4v/3(665 + 18¢)(1 — k2)]
& —4/3(635 4+ 18¢)k? + 2431/ Au(B2) < 24V3/Ac(B2) (1 — E?) &

—4v/3(635 + 18¢)k? < —24V/3/A(B2)k> & By + 3¢ > /A(B).
Como f5 + 3¢ > 0 e /A.(B2) > 0, entao B2 + 3¢ > /A.(F2) se, e somente se,

B2 4+ 6cB; + 9% > =302 4+ 6cf, + 92 o 2> —367.
dv dA
Portanto — < 0 e finalmente — < 0. O
dc dc
Veremos agora um resultado que sera 1til para mostrar que o valor I dado pelo Teorema

5.4 é negativo.

Coroldrio 5.9. A funcao k?* definida em (5.19) dada por,

_ 3c— 3A(c) + VA,

k(c) NG (5.43)

, Qo d
€ suave com respeito a c e d—k2(c) > 0.
c

Demonstragao: Pelo Teorema 5.7 vemos que 3o = A(c). Assim substituindo Gy = A(c)
em (5.3) encontramos que k? depende de ¢ e vem dado por (5.43). Ademais, o Teorema
5.7 nos garante que a funcao A(c) é suave e portanto sendo A.(A(c)) > 0 temos que k%(c)

é suave.

d
Verifiquemos agora que d—kz(c) > 0. Com efeito,
c

d d d
d—AC = —6A(c)—A(c) + 6A(c) + 6cd—A(c) + 18¢

c dc c
= 6%/\(6)(6 —A(c)) + 6A(c) + 18c.

Por outro lado, a derivada com respeito a ¢ de (5.43) vem dada por,

d o 1 [ — d 1 d 1 d —
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ou seja,
d , . 1 d 1 6LA(c) (c—Ae)) +6A(c) +18¢
k() _4Ac{2 (3—3%/&(6)#—5 N )\/Kc
B (6 LA(c) (¢ — Ale)) +6A(c) +18¢) (Bc—3A(c) + \/KC)}
VA,
— _420 { — A+ dicA(C)Ac +3 %A(c)c2 — 6¢ diCA(c)A(c) +3 %A(C)A(c)2
—6cA(e) —3A(c)® + 902}
6 [d d ., . d d ,
Ry _d_cA(C)AC +3 %A(c)c — 6¢ d—cA(c)A(c) +3 %A(C)A<C) — 12¢A(c)
6 [d 9 2
= 1A _d—cA(c) (Ac+ 3¢ —6cA(c) +3A(c)7) — 120/\(0)} :
isto é,
d, 6 d ,
k() = A | A (12¢%) + 120A(c)} (5.44)

d
Pelo Corolério (5.8) temos que —d—A(c) > 0. Portanto, A(c) > 0, ¢ > 0 e (5.44)
c

implica que

d 2

|

Podemos explicitar ¢, 31, B2 e B3 em funcao de k e L. Portanto a solugao ¢, pode ser

explicitada em funcao de k e L.

Isto é possivel gracas ao seguinte sistema,

r 12 3c— 30+ \/Ac(ﬁz)
2v/Ac(B)
(5.45)
L = 41\/5 K.
\ Ad(B2)
Note que elevando a segunda equacao de (5.45) ao quadrado temos,
1 48K?
AZ(Bs) = : (5.46)

L2
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Substituindo (5.46) na primeira equagao de (5.45) temos,

A8K2\ L*  L*(3c—30,) + 48K?
12 ) 96K2 96 K2 '

k? = (30 — 302+
Dai,
L*(3c — 303,) = 48K*(2k* — 1)

e entao,
16K2%(2k? — 1)
c= 2

+ 6. (5.47)

Agora, substituindo A.(3:) = —332 + 662¢ + 9¢ em (5.46) temos a equagao,

16.48K*
it

(32 — 2B5¢ — 3¢ + T

(5.48)

Resolvendo (5.48) para 35, tem-se

1 4.16.48 K4
By = cjzé\/1602 e

L4

Substituindo B2 em (5.47) temos,

2.16K2(2k% — 1) 1 4.16.48K*
c= 573 ek gy [16e2 - S

isto é,

2.16K2(2k* — 1) = £V16¢2L* — 4.16.48K*. (5.49)
Usando (5.49) temos,
416*°K*(1 — 2k*)? = 16¢°L* — 4.16.48K* .
ou seja,

,  416.K*(1 —4k? + 4k* + 3)
— i

C

Como ¢ > 0, temos
16K2V/T — K2 £ AT

= (5.50)

c

e consequentemente de (5.47) vemos,

5 _ 16K (VI= R+ &+ (1 - 2k?))
2 pu—
L2

. (5.51)

Usando a férmula para 3 em funcao de > (5.29), (5.50), (5.51) e a segunda equagao
do sistema (5.45) temos,

1 [3 (16[(2\/1 — k2 +k4> e <\/1 — TR+ (- 2k2)) N 48K2}
2 )

P = 12 12 12
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isto é,
16K2 (VI —k2+ k' + (1 + k%))
B = - . (5.52)
. 48K*
Ademais, como 3 — 1 = 203 + P2 — 3¢ = VA(f2) = 72 temos,
16K2 (V1 — K2+ k4 — (2 — K2
By = ( ( )) ) (5.53)

12
Portanto substituindo (5.51), (5.52) e (5.53) em (5.24) encontramos que,

16K2 (VI—IZ+ K+ (1 —2k2))  48K2k> ( AK? )
cn .

Pc(§) = e (§) = 72 t 2 ?f; k

5.1.2 Propriedade espectral.

Nosso objetivo agora é mostrar as propriedades (P;) e (P,) da condigao de estabilidade.
No que segue, consideraremos L = 7, pois usaremos um método numérico. Usaremos m

para simplificar, mas poderiamos utilizar qualquer valor real fixado.

Observe que o Teorema 3.5 implica que a familia de operadores L. é isonercial, isto
é, o nimero de autovalores negativos e nulos é sempre o mesmo para qualquer que seja
¢ > 0. Deste modo, é suficiente verificar as propriedades (P;) e (P,) para um ¢ > 0 fixado

arbitrariamente, digamos um cy.

A curva ¢, solucao de (5.4), o qual serd objeto de trabalho nesta segao é sempre
periédica com periodo L, qualquer que seja ¢ > 0, em particular para ¢ = ¢qg. Isto foi

garantido por meio do Teorema da Funcao Inversa na subsecao 5.1.1.

Observe agora que, ¢, onde ' denota a derivada com respeito 4 varidvel espacial é

uma autofungao do operador L, associado ao autovalor 0. De fato, usando (5.4) temos,
Leo(Pe) = oy + 0Py = PeoPe

1
= g+ ety — (68

1 !
= (so’c’o + C0Pey — 590?0)
—0.

Com o intuito de garantir as propriedades (P;) e (P2) em (5.6), vamos encontrar a
constante # dada no Teorema 4.2 e em seguida aplicar o Teorema 4.4. Note que é possivel
: : .0 .
determinar 6, pois 6 depende somente da autofuncao a—gpco(a:) associada ao operador L.,
x

e no nosso caso temos uma forma explicita para essa autofuncao.
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Como a constante ¢ esta fixada arbitrariamente, isto é, ¢ = ¢y e ¢ depende univo-

1
camente de k, fixamos ¢y de modo que o correspondente kq satisfaca kg = \/j Neste
contexto, defina

9:j@9+j@g+zlﬂﬁgﬁ.

De modo a obter 6, temos que determinar os zeros de p(z) no intervalo [0, 7] e em

seguida encontrar as raizes de p'(z) no intervalo [0, 7]. Com efeito, temos

p(z) = (e (0)
onde )
) SIS I
Logo,

Os zeros de p(z) em [0, g] a0,

T
z1 =20 e 29 = —.
2

Considerando as raizes de p no lado negativo e utilizando que p(z) é impar temos,

o . q(x)
isto é, q(x) é par. Logo ¢ par e sendo,
p(x)

. __22—2’1:_%_0: (0+W)—§:_M:~x
e R R KR Y R

obtemos que a expressao de 0 pode ser simplificada. Com efeito, podemos obté-la usando

apenas a metade do intervalo [0, 7] isto é,

9:%u0+4/gﬂﬂﬁ.

o p(t)
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p(x)

\ 4

3
SR
o
R
3
=

Figura 5.6:

Observe que, p ser periédica e (4.3) garantem que p(—x1) = p(x2). Observe também

que esta simplificacdo permite que encontremos 6 com apenas uma raiz de p'.
O grafico de p(z) vem dado na Figura 5.6. Derivando p(z) encontramos p'(z), isto é,

() ZQ(K(L>)4dn2 QML an? QK(\/%)Z 1

m T V2 T 2

(o E ) 1Y ()
—@ (K (i>) en? | 2 V2 L dn? | 2 vz !
T T

m V2 V2 V2

A fungao p/(x) possui um zero em [O, %] Usando o programa Maple, este zero pode

ser encontrado como sendo,

r1 = 0,624795.

Vamos agora encontrar j(xq). Como j(z;) = — temos,

T
2p* (1)
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j(@)=—

o]
|
P
=
[\
=
/N
SN
N—
=
|)—\
|)—‘
N——
o,
=
[\
=
Ve
2| G-
N—
2

= —0, 02096018906 .

Logo,
2j(z1) = —0,04192037812.

Como z; = 0 e 2, = § temos que ¢(x) é dado por,

m, x € 1[0,x7)
q(z) =

A Figura 5.7 ilustra a fungao q.

A

\ 4

Figura 5.7:

Assim para x € [0, z1) temos,

™

g(x) =z [~ en 2@% K(%)dn 5 K( 2) x’

+ 5
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e consequentemente,
K (2 e B
1 1\* <—> T (—> T
¢(x)=——mK | —= cn QL,— dn ZL,—
96 V2 u 2 ™ 2
1 ! 1 -2
k(%) 1 R O B
sn | 2 , — —— oK | — cn | 2 , —
T V2 48 V2 T 2
K (2 -
1 1\ <—> T 1 1\
—— K | — dn | 2 v2 — | +—a2n’K | —=
96 V2 m 2 48 V2
) -2
oK)
T V2
s
Por outro lado, se x € [:pl, 5] temos,
1 1 1 !
o f ) L5 1) ()
r)=(r— =) |-—n|2——F—— — |dn|2 ————, —|sn|2 ———F—, —
1 2 T T V2 V2 T V2 s V2

Derivando com respeito a x, a funcao ¢, obtemos

—1 -1
1 1

(2)=——mK | — en[2——— —|dn|2—— —
7(r) =g (ﬂ) T VR T V2

K(—l B K (L -

\/5)33 1 1 T, o 1\ 2 (\/§>$ 1
2 | -~ -Oek(— 2
sn G m (x 2)7T ( 2) cn pa—
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q(z)

/
——em [0,21) e M em [.2131, E] vem dado respectivamente por,
p(z) p(x) 2

'(x) 2 1 h K(%)z 1
sl ) o)

Logo,

-1
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/
Usando novamente o programa Maple, obtemos que a integral de & em [0,21) é

T /
/ ¢ 4y 0,003047359311
0 p(t)

e em [z, 7] temos,

™ (¢t
/ *4®) 4 - 0,003009057633.
o P(1)

Portanto conseguimos estimar o valor aproximado de 6.

o a1 [F 20

T /t s It
_2j(x1)+4/ q<)dt+4/2q()dt
0 1

p(t) p(t)

« —(0, 04192037812 + 4(0,003047359311) + 4(0,003099057633)

» —0,01733471035 .

Assim,

§—0,01.

Portanto, como p(z) possui exatamente dois zeros no intervalo [0, 7) (ver Figura 5.6) e
0 é negativo, temos pelo Teorema 4.4 que o autovalor 0 é simples e é o segundo autovalor
associado a autofungao ¢/, do operador linearizado L.,. Com isso, o espectro do operador

linearizado L., possui a seguinte estrutura,
/\0<)\1:O<)\2<)\3§...

e assim temos exatamente um autovalor negativo o qual é simples.

Como a familia de operadores de Hill é isonercial (ver Teorema 3.5), temos que esta

propriedade vale para o operador L., para todo ¢ € (4,00).

Neste caso, In(L.) = (1,1) Ve € (4,00).

5.1.3 Estabilidade

Para obtermos a estabilidade, segundo o Teorema 5.3, temos que exibir um y €

L2..([0,7]), tal que Lo(x) = we e I = (X;¥e)rz,, < 0, uma vez que j& mostramos as
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propriedades (P;) e (P) da condigao de estabilidade em (5.6). Ademais, como provamos
também a condigao (Fp) da condigao de estabilidade, temos pela Observagao 5.4 que x

d
pode ser escolhido como sendo y = — e Este x satisfaz L.(x) = ¢.. Com efeito, como
c

d 1
—@!l + cp. — 392 = 0 entdo, — (—so’c’ + cpe — 5@?) = 0 e assim,

Y C(d N\ (d N d
¢ dc(pc N dc(pc ¢ dcgpc - dc(pc

= SDC .
Deste modo, para obtermos a estabilidade procurada basta mostrar que I < 0. Os

lemas que seguem serao uteis para a demonstragao deste fato.

Lema 5.10. Seja K(k) = / \/ — x2 N kzxg)dm a integral eliptica completa de
2

'/ (1 — k2
(1 — x2
entao Y (k) = K(k é crescente

primeiro tipo e E(k dx a wntegral eliptica completa de sequndo tipo,

Demonstragao: Defina a funcao, h: (0,1) € R — R tal que,
h(k) = E(k) — V1 — k2K (k).

Observe que,

lim h(k) = lim (B(k) — K(k)) = g - g = 0. (5.54)

k—0+t k—0t

Por outro lado, h é estritamente crescente no intervalo (0,1). De fato,

B (k) :%(k) CZ{ (m) K(k) — 1—k2%

B(k) ~ K(k) | kK(k) | K2K(k)  E(K)

k K 4 4

_ KE(k) - KK(k) + K*K (k) + k" K (k) — E(k)
B kk'

_ KE(k)— K¥K(k)+ K(k) — E(k)
N kk! ’
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ou seja,
(1 —K)K(k) - (1 = K)E(K) (1—F)

/ J—
(k) = kk' kK

(K (k) — E(K)) -
Assim, como k € (0,1) e E(k) < K(k), encontramos
h'(k) > 0, Vk e (0,1).
isto é, h é estritamente crescente no intervalo (0, 1). Deste fato e (5.54), obtemos
h(k) >0  Vke(0,1). (5.55)
Além disso, de (5.55) temos,
E*(k) — (1 - k)K?*(k) > 0. (5.56)

Mostremos agora que Y(k) é crescente. Diferenciando Y (k) com respeito a k, temos

Y E®k) Kk E(k) K (k)
i) :((1—k2)k_ k )EUCHK(}C)( 2 k )

(E (k)" = (K (k)" + (K (k)" k?
(1—k2)k ’

isto é,
Y E2(k) — (1 — kK2)K2(k)
o k)= (1— k2)k

(5.57)

dY
Portanto de (5.56) e (5.57), temos que %(k) >0 Vke(0,1) e assim Y é estritamente

crescente. O

Lema 5.11. Seja K(k dx a integral eliptica completa de

1
/ \/1—x2\/1—k2x2

primeiro tipo, entio a fungdo T'(k) = K2(k) ( 24+ k2 4+ V1 —k2+ k’4) € crescente.
- dY

Demonstragao: Mostremos que T > (. De fato,

dY d 9 9

il |[K2(k) (=2 + K2+ VT = B2 + 1)

dk  dk

dK 4k® — 2k
= 2K (k k) (—2+ K +V1—k2+ kY + K*(k <2k+ >
() e D=2+ 12 + V1 )+ I (20

E(k) — (1 - k*)K(k)
k(1 — k2)

:QK(k){ }(—2+k2+ 1— k2 + k%)

+K2(k) (2k LA 2k >
N
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Como a fungao (—2+k*++/1 — k2 + k*) é estritamente negativa em (0,1) e E(k) < K (k)

temos que

(24+ K+ V1I—k+EYEE) > (=2 + Kk +V1 - k2 + YK (k).

Dai,

dY 5
T > 2K*(k)

1—2(1—k?) ) k3 — 2k
e (2 B VT - R R 4 2k +
k(1 —k?) ( ) 2v1— k2 + k%

N

v (k)

=2K*(k)V (k).

dY
Como V' (k) > 0 em (0,1) temos que pk 0 como queriamos. O
A proposicao seguinte mostra que I < 0 e assim ¢, é estavel no sentido orbital.

Proposigao 5.12. A solugdo onda viajante periddica de (5.4) . dado por

2 2 2

@c(x) = M(\/l — k2 + kY + 48K2(k>k2cn2 ( 4K2(k)x, k:)

satisfaz I = (X, pe)rz. < 0.

per

Demonstracao: Note que,

d ™ d T1d 9 1d [T 9
= | — 7 ¥, ¥Pe - — 7 Pec\¥e de = — =5 c dr = ——— c d
! ( dc(p gO)LQ /0 dcgp (pe)dz /0 2dc (pe)” du 2dc J, (pe)” du

1d [T
Deste modo para mostrar que I < 0, basta verificar que 7 (%)2 > 0.
€ Jo

Com o intuito de facilitar esta estimativa usaremos que,
/ O (x)dr = 26/ o(z)dx . (5.58)
0 0

2
. . ~ ¥ N
Para isto, basta integrarmos a equagao —@ + cp,. — ?C = (0 de 0 a 7, onde encontramos,

/OW () + c/OW e(w)dr — %/O A(x)dz 0. (5.59)

Como ¢, é periédica com periodo m, temos que / or(x)de = —¢'(x)| = —¢.(m) +
0 0
©.(0) = 0, assim (5.59) nos fornece a igualdade desejada (5.58).
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Por (5.58) e o fato de ¢, ser positiva, I torna-se,

[ - _dic (c/oﬂ goc(a:)da:>

Assim é suficiente mostrarmos que,
ah (z)dz >0 (5.60)
— o(x)dx ) )
de J, 7

A integral em (5.60) ¢ dada por,

2

™ ™ 2 2 2
/goc(x)dx = / 16K ( )(\/ — K2+ K44+ 1 -2k + 48K gk) k2cn2< K UC)x,k)dx
0 0 ™

2 2 T
-5 ( )(\/1—k2+k4+1 2k?) + 45 ) (k)k2/ cn? (QK(k)x,k> dz.
0

2 ™

2K (k
Escrevendo & = (k)

T segue que,

™ 2 2 k 2K (k)
/0 Yo(x)dr = 16K( )(\/1—k2+k4+1—2k2)—|—48K7T(2 )k22K7T(k;)/O en? (6, k) d¢

26 (k)
_ 16K2( )(\/w—i-l 2k2)+24@k2/ cn? (& k) d€
0

™

K(k)
— 16K2( )(\/1 — k24 k41— 2k7) +48@k:2/ cn® (€, k) d€
0

™

1 K (]

_ 16K2( YRR AR R 2k2)+48K<k)k 5 (B©) - (1= #)¢)

0

O -+ as B {% (B(k) — (1 — K*)E)
_ 16K (k)

™

[—QK(k) FRAE (k) + VI — B2+ K (k) + 3E(k)}

_ 16 [Kz(k) (_2 Iy m)] - %K(/ﬂ)E(/ﬂ) :

™
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Usando a notacao dos Lemas 5.10 e 5.11 temos,
/0 " ou(2)de = ?r(@ + %T(/@) | (5.61)
Por outro lado, como ¢ depende de k,
% Oﬂ (r)dr = % (/07T gpc(x)dx) %, (5.62)
onde pelo Corolario 5.9, % >0 .

Portanto usando (5.62), (5.61) e os Lemas 5.10 e 5.11, encontramos que / o(z)dx
0
é crescente com respeito a variavel c¢. Assim, temos vélido a desigualdade (5.60) e conse-

quentemente a proposicao. O

Utilizando os argumentos estabelecidos nesta secao e o Teorema 5.3 tem-se o seguinte

teorema de estabilidade.

Teorema 5.13. Seja ¢ € (4,00). Entdo . dada em (5.24), solugdo para (5.4) € estdvel
em H ([0, L]) pelo fluro da equagao Korteweg-de Vries.

per

5.2 Estabilidade de ondas viajantes periddicas para

a equacao mKdV.

Neste capitulo vamos obter a estabilidade no sentido orbital de solucoes ondas viajantes
periddicas para equagao modificada Korteweg-de Vries (mKdV) dada em (5.1) com p = 2,

em outras palavras, vamos considerar
2
Up + U Uy + Upge = 0, (5.63)

onde u : R x R — R ¢é periddica de periodo L no espago. Novamente, aplicaremos as
teorias desenvolvidas nos capitulos iniciais, como o Teorema 4.4 e o Teorema 5.3 para

obter estabilidade.

Com o intuito de facilitar as contas no decorrer desta segao, consideremos a equagao
mKdV (5.63) na forma,
wp + 3uuy + Ugye = 0. (5.64)
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Neste caso, como temos a constante 3 no termo u?u, de (5.64) e como para mKdV p em
(5.1) é igual a dois, temos que a equacao que determina as ondas viajantes periddicas é

dada por,

Ademais, o operador L. se torna,

L(y)=—y"+(c—3¢0)y. (5.66)

Como no caso da KdV, garantiremos primeiro que existe uma curva suave de solugoes
ondas periédicas para (5.65) todas elas de mesmo periodo L. Em seguida mostraremos
que o operador L, dado em (5.66) possui um tnico auto valor negativo e simples e 0 é
autovalor simples associado a auto fungao ¢/. Finalmente usaremos o Teorema 5.3 para
garantir a estabilidade no sentido orbital das ondas periédicas relacionadas a equacao

(5.64).

5.2.1 Existéncia de curva de solucgoes ondas periodicas para mKdV.

Nesta se¢ao, explicitamos uma curva suave de ondas periédicas com periodo L > 0 da
forma u(z,t) = ¢.(x — ct) o quais sdo solugdes de (5.65). De fato, multiplicando (5.65)
por ¢! temos,

— e+ Py — Yo = 0. (5.67)
Integrando (5.67) de vy a v temos,
Y v v
- [ vwedr e [ pwa@in- [ aa@a=o. 6o
0 0 o0
Observe que (5.68) pode ser reescrita na forma,
- /7: %(cp’c(az))zdx - 0/7: di;gp?(x)dx - 411 /W: %gpf(az)dm =0.

Usando o Teorema Fundamental do Calculo temos,

c 5 14
— = —— - 2B
2 2()00—’_4()06—’_ Pc )

onde B é uma constante de integracao nao nula. Logo,

[pe(@))* = 5 [~¢e(@) + 2cpc(x)* + 4B,,] . (5.69)

DO | —
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Ademais, podemos escrever (5.69) na forma,

(A = 5 P(eela) (5.70)

onde P(t) = —t* + 2ct* + 4B,,.. A equacdo (5.70) ¢ uma EDO de primeira ordem nao
linear.

No que segue, para cada ¢ > 0 fixado, explicitaremos uma solugao periédica ¢. para
(5.70) fazendo uso da forma da quadratura. De fato ¢, deve satisfazer (5.69) e como

assumimos que P(t) possui quatro raizes reais, P(t) assume a forma,

P(t) = (of —t*)(t* - 03)
(5.71)
= —t' +t*(07 + 03) — ojos,
onde —0y, 01, —09 € 03 880 0s zeros reais do polinomio P(t). Note que, este polinémio
deve possuir raizes reais pois estamos procurando solugao . que assumem valores em R.
Caso tenhamos duas raizes reais e duas raizes complexas, entao P(t) possui o comporta-

mento conforme ilustra a Figura 5.8.

P(t)

\ 4

Figura 5.8:

Neste caso, conforme [10], teremos uma solucao ¢, que muda de sinal. Mais precisa-

mente,

ve(x) = ben(Bz; k)
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onde b e 3 dependem de c¢. Além disso, ainda por [10], para esta ¢, o operador L. possui
dois autovalores negativos e nao podemos aplicar a teoria de estabilidade estabelecida
aqui.

Assumimos entdo P(t) com quatro raizes reais. Desta forma, como ¢, deve satisfazer

(5.69) e P(t) é caracterizado em (5.71), temos que as raizes de P(t) devem satisfazer,

_ 2 2
2c =o0]+ o0,

(5.72)
4B = —oio;.

Como procuramos solugoes positivas e periddicas para (5.65), escolhemos o1 e o9, tais
que

0< o9 <oy, (573)

Veremos mais adiante (pagina 152), que se g9 = 0, entao obtém-se solugoes com “periodo
infinito”.
O polinomio P(t) deve possuir o comportamento como ilustra a Figura 5.9.

A

P()

Figura 5.9:

Deste modo por (5.70), a solugao ¢, para (5.65) que procuramos deve assumir valores

no intervalo oy < ¢. < 1. Definindo

o = 2o (5.74)
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2 _ 2
p= %2 (5.75)
01
e substituindo em (5.70) temos,
1
[¢o]" = (0 — ¢*o})(@%0F — o3)
o 2\( 42 2 2
:7(1—¢ )¢ o1 —03).
Como oy > 0, podemos isolar (¢)?, isto é,
2 2
12 g7 2 2 93
= L= _ 22
o = Fa-) (- 2)
(5.76)
2 2 _ 2
o1 2 2 01 — 03
:—(1—¢)(¢—1—|— >
2 o3
Logo, (5.75) e (5.76) implica que,
n2 O 2y (42 2
0T =5 (1 =¢") (6" —1+K) . (5.77)
Vamos introduzir uma nova variavel através da relagao,
¢* =1 — k*sin®(v). (5.78)
Substituindo (5.76) em (5.77) temos,
/ 2 0_2
{( 1 — k2 sin2(¢)) ] = ?1(14:2 sin?(¢)(k?* — k*sin?(v))),
isto é,
(—2k?sin(¢) cos()' )2 aF 5 ., 5 9 . 9
= —(k k* —k . 5.79
4(1 _ k,z SiHQ(dJ)) 2 ( S (w)( s (¢)) ( )
Como 09 < p.(z) < 01, Vo € R, pela definigdo de ¢ em (5.74) segue que,
02
o(z) € (—, 1> , Vz e R. (5.80)
g1
Além disso pela definigao de k? em (5.75) temos de (5.73),
k* € (0,1). (5.81)
Desta forma, por (5.78), (5.80) e (5.81) segue que,
1 —k?sin®(¢) #0, sin(y)) #0 e cos(¢y) #0. (5.82)



5.2 Estabilidade de ondas viajantes peridédicas para a equacao mKdV. 148

Portanto, usando (5.82) podemos isolar (¢')? em (5.79), isto é,

Ak sin?(¥) (k2 — k2 sin®(¢)))
47:2K2 sin? () cos? (1)) ’

W = 0 ki)

ou seja,
2
o
1

2

, temos que (5.83) se torna,

[V = (1 — k*sin?(v))). (5.83)

01

V2

Escrevendo [ =

W = 21— R i)

isto é,

Y =14/1 — k2sin*(z)) . (5.84)

Como j4 vimos em (5.82) que 1 — k?sin?(y) # 0, podemos reescrever (5.84) na forma,

_ V'
= —— ek (5.85)

Agora, integrando (5.84) de 0 a x, encontramos

x x 1 ,
/0 = /0 1 — k2 sin2(¢)¢ (s)ds

e usando mudanca de variaveis obtemos,

v
Iy — / dt . (5.86)
0 1 — kZsin?(t)

O lado direito de (5.86) é justamente uma integral eliptica de primeiro tipo. Assim

pelas propriedades de fungoes elipticas em 1.3 temos,
sin(y)) = sn(lz; k) . (5.87)
Substituindo (5.87) em (5.78), temos
®* =1 — k*sn®(lz; k) .
Sendo dn?(u) = 1 — k?sn? obtemos,
$* = dn®(lz; k) .

01

V2

Dai, usando a defini¢ao de ¢ em (5.74) e o fato em que [ = obtém-se,

©? = o2dn’ (%[B, k) .
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Portanto, como o1 > 0e 0 < 0y < p.(z) < 01, Vo € R, encontramos,

pe(x) = ordn (%x k> : (5.88)

A fungao ¢, em (5.88) é uma solugao positiva e periddica para (5.65) que procurava-mos.

Analisemos agora o periodo fundamental da solugao ¢, de (5.65). Como dn possui
periodo fundamental real 2K, onde K = K (k) representa a integral eliptica completa de
primeiro tipo, segue que a solu¢do onda dnoidal . em (5.88) possui periodo fundamental

T, dado por,

22

T, = ==K(k). (5.89)
De fato,
Pe (.o: %K(k)) — oydn U—\/1_<x %K(k)),k)

= oydn <%x l<:> = pu(z).

Observe que o periodo fundamental da solucao ¢, para um ¢ > 0 fixo depende de K,

o1 e 02. Mostremos agora que o periodo fundamental T,, depende de uma tnica variavel.

Com efeito, pela primeira equacao de (5.72) temos,
0} =2c—03. (5.90)

Substituindo (5.90) em (5.75) encontramos,

2 2 2 2 2
o1 —0y 20— 05—0y  2c— 20,

2 2 2
oy 2c — 05 2c — 03

K = (5.91)

isto é, para cada ¢ > 0 fixo, k* = k*(03). Desta forma substituindo (5.90) e (5.91) na

expressao para o perfodo fundamental (5.89), obtemos

T, =22 k.
\/2¢— o3

onde k*(0y) é dado em (5.91). Logo o perfodo fundamental T, depende de uma tnica

variavel o,.
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Com o intuito de obter o comportamento do periodo fundamental T,,, em funcao de

09, verifiquemos qual é o seu dominio para cada ¢ > 0 fixado. Sabemos de (5.90) que,

o9 = y/2¢— 0. (5.92)

Além disso, como oy é real e 0 < 0y < 0y temos que 2¢ — o2 > 0, isto &,

0< o0y <oy <V2. (5.93)

Por outro lado, se 01 = /¢, entao de (5.92) temos,

02:\/20—0%:\/20—(\/5)2:\/20—02\/5201, (5.94)
o que é uma contradi¢ao. Desta forma, por (5.93) e (5.94) temos,
oy € (0,/c) U (e, V20).

Contudo, se g9 € (1/¢,V/2¢), entdo /c < 09 < V2c e ¢ < 03. Também, 0 < 0y < 7y
implica que 03 < o%. Assim,

c< o5 <oy (5.95)

Logo, por (5.95) e (5.92), encontramos que
2c=c+c<o}+o5=2
o que é uma contradicao. Com isso,
o5 € (0,1/C) . (5.96)
Ademais, sendo o} + 02 = 2¢ temos de (5.96) que,
o1 € (Ve,V2e). (5.97)
Portanto de (5.96), (5.97) e (5.93) encontramos o dominio procurado,
0 <oy <+e<o<Voc.

A Figura (5.10) ilustra a fungdo o1 = 01(02) = \/2¢ — o}.
Como vimos, o perfodo fundamental T,  depende de oy. Vamos entao verificar o que

ocorre com T, (02) quando o, se aproxima de zero ou de Ve, Se oy — 0, entdo por
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A\

Figura 5.10:

(5.91) k*(09) — 1~ e assim pelas propriedades da integral eliptica completa de primeiro

tipo K (k), temos que K (k) — +o0. Portanto

2V/2

T, (02) = e — o2
— 03

K k(o)) — +o0 (5.98)

quando gy — 0. Por outro lado se 0o — /¢, entao de (5.91),

2c — 203 2¢ — 2(4/c)?

K (o2) = 2c — o3 T e (1/¢)?

=0

e assim K (k(oq)) — g Portanto

22 o)) — 22 5= (5.99)

2c — o3 2¢ — (y/c)?

Teoc(UZ) =

quando oy — /c.

No préximo teorema veremos que a funcao para o periodo fundamental T, ¢é estrita-

mente decrescente. Desta forma,

T,.(02) > % Yoy € (0,V/0).

A Figura 5.11 ilustra o comportamento da fungao T, .

Portanto, para um ¢ > 0 fixado, existe uma solugao ¢, de (5.65) tal que o periodo de

@e ¢ T, (09) com 09 = 05(c) podendo variar no intervalo (0,/c). Vimos nesse caso que

. . 2m
T, varia no intervalo | —=, +o0 |.
c

7
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2 T |
c

\

Figura 5.11:

Mencionamos na péagina 146, que se 0o = 0 entdo temos solugao ¢. para (5.65) com
“periodo infinito”. De fato, vimos acima que o perfodo fundamental, 7,,, — 400 quando
o9 — 07. Ademais, se 0o — 0" entao k — 1~ e neste caso,

lim dn(u; k) = sech(u)

k—1—

isto é, teremos . dada por,
©o(x) = V2csech(v/ex) .

Mostremos agora, que existe para um periodo L > 0 fixado, uma curva suave de

solugoes ondas dnoidais para a equagao (5.65).

Inicialmente, verifiquemos que existe uma familia de solugoes ondas dnoidais com
2

um periodo fixado. De fato, seja L > 0 e ¢ > 0 tal que, ¢ > % Conforme vimos
anteriormente, a funcao oy € (0, /c) — T, (02) é estritamente decrescente, assim existe
um unico g9 = o3(c) € (0,+/c) tal que o periodo fundamental da onda dnoidal ¢, serd
T, (02(c)) = L. Isto nos garante que existe uma familia de ondas dnoidais com perfodo

L fixado.

O préximo teorema, garante que existe a curva suave de solucoes ondas dnoidais para

a equagao 95.65.
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2
. . . ™ L.
Teorema 5.14. Seja L > 0 arbitrdrio mas fizado. Considere co > —5 e 0 Unico

72
09 = 02(co) € (0,/co) tal que T, = L. Entao,

(1) Existe um intervalo Jy(cy) com co em seu interior, um intervalo By(os,) com o,

em seu interior e uma unica fungao Ai(co) = o9, €

22

2
2c — 05

T,.(03) = K(k) =1L, (5.100)

onde ¢ € Jy(cp), o9 = Ai(c) e k* = k*(c) € (0,1) € definido por (5.91).

(2) A solugdo onda dnoidal em (5.88), determinada por oi(c) e os9(c), possui periodo

fundamental L e satisfaz (5.65). Além disso a aplicagao

Cc e J1(Co) — Q¢ € H2 ([07 LD

per

¢ uma funcao suave.

2 2
(3) Ji(co) pode ser escolhido como <%,—|—oo).

Demonstragao: A demonstracao consiste em uma aplicacao do Teorema da Funcgao

Implicita. Considere o conjunto aberto,

272

Q= {(02,0); c > 7L

oy € (0, \/E)} C R?

e defina ¥y : 2 — R por

Ui(ond) = —2Y2 K(k(on.c)). (5.101)

\V/2¢— o3

onde k? é definido em (5.75). Temos por hip6tese que Wy(og,,c) = L. Com o intuito

dv
de aplicar o Teorema da Funcao Implicita, mostremos que d—1(02, ¢) < 0. Com efeito,
)

diferenciando W (o9, ¢) com respeito a oz, temos

d¥, 2v/20, 2v2  dK dk
gy ) = V22 pe(g) 4 —2¥2 B AF 5.102
d02< 2€) (2¢ — 03)2 (k) \/2¢c — o3 dk dos ( )

2c — 203 N
— 5 com respeito a gy, temos

Por outro lado diferenciando k? =

Qk(JQ)ﬁ(Q) _ —409(2¢ — agc—_(;;)gz)@c — 203)

dUQ



5.2 Estabilidade de ondas viajantes peridédicas para a equacao mKdV. 154

isto é,
dk —409c + 203 + 209¢ — 203 —209¢
- = = . 5.103
dory %) k(2c — 02)2 k(2c — 02)2 (5.103)

Como oy, ¢, k > 0, temos de (5.103) que,

dk
—(09,¢) <0, Voo,c. (5.104)

dO’Q

dk
Portanto de (5.102) e (5.103) segue que, Tor (02,¢) < 0 se, e somente se,
02

2v/2 2v2 dK 2
LQSK(IC) < —\/——(k) (L“) ‘ (5.105)
(2¢ — 03)? V2¢ — o3 dk k(2¢ — 03)
. k(2c — 02)3
Multiplicando (5.105) por ————=— > 0, temos que (5.105) ocorre se, e somente se
2\/50'2
dK
k(2c — 03)K (k) < 20%(/@) : (5.106)
K E—-(1-kKK
Como d— = ( k) onde F é a integral eliptica completa de segundo tipo, entao

Ak k(1 —&2)
de (5.106) temos as equivaléncias,

k(2c — o3)K (k) < 2(;@(/{) & k(2c— 09)K (k) < 2c (

Ek) — (1 - kQ)K(k)>
dk

k(1 —k?)
& (1 -k)(2c—03)K(k) +2c(1 — K*)K(k) < 2cE(k) <

[k*(2c — 03) + 2c](1 — K*)K (k) < 2cE(k) . (5.107)
Usando a expressao para k? em (5.75), temos que (5.107) ocorre se, e somente se

2(1 — k*)K (k)(2¢ — 03) < 2¢E(k) (5.108)

Por outro lado, ainda da férmula para k? em (5.75) temos,

2 —(2¢ — 203 4c — 203
02: (2¢ 202)+ ¢ 022:—k2+2.

Desta forma temos que (5.108) vale se, e somente se

2(1 — K*)K (k) < (2 — k*)E(k) . (5.109)

3~k dk
doy /1T — k2doy

(5.104) que 3 é uma fungao decrescente de oo € (0,+/c). Além disso, da defini¢ao de (3

Definindo 3? = 1 — k2, temos que . Assim, como k € (0,1) segue de
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temos B(oq) € (0,1), B(0) =0, e B(1) = 1. Logo, de (5.109) e da definicao de 3

temos que

i\lll(ag,c) <0 & 24+ -1DEHW1-2)-201+8*-1)K(/1-732) >0,

dUz
isto é,

d

dzqfl(ag,c) <0 & f(B)=0+A)EBE(H1-3)-26°K(/1-03)>0,

Como f(1) =0 < lir(r)l+ E(k) = lir(r)l+ K(k) = g) é suficiente mostrar que f é estritamente
dE
decrescente. De fato, como k%(l{) = E(k) — K(k) temos,

26(E (k) — K (k) +(1-5*) K (k))
1— 32

(1+ 8)B[E(k) — K (k)]

— — 4BK (k) +

f'(B) = 2BE(k)—

_ 2(1-B*)BE(k) — (1 + 5*)BE(K) + (1 + 5*)BK (k) — (1 — 3*)4BK (k)
1— 32

| 28B(k) — 26K(k) + 26(1 — B*) K (k)
1— 32 ‘

Assim, temos as equivaléncias,

F(B)<0 & [20-0%8-1+58%)6+26] E(k) < [3(1+ %) +26—26(1 - 5%)] K(k)
& 20-8)-1+p)+2]Ek) < [31+8°)+2-21-p)]K(k) <

5 5
3(1—p*)E(k) <3 (1 + 5&) Kk) & (1-p)Ek) < (1 + 552) K(k)
Como E(k) < K(k), 1+38>>0e (1—0?) < (1— 203%) segue o desejado. Mostramos
d

entao que EWI(U% c) <0.

Portanto pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma tnica funcao suave A; definida
numa vizinhanga Ji(cp), tal que Wy(Ai(c),¢) = L para cada ¢ € Ji(cy). Mostramos
desta forma o item (i) e (ii) do teorema. Como ¢, foi escolhido arbitrdrio no intervalo

272
Jy = (F’ +00 |, segue da unicidade da func¢ao A, que podemos estender seu dominio
2

0
de definicao para <F’ —|—oo>. Isto prova o ultimo item do teorema. O

O préximo corolario garante que a fungao A; definida no Teorema 5.14 é uma funcao

estritamente decrescente.
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Corolario 5.15. Considere a aplica¢io Ay : Ji(cy) — Bi(02,), determinada pelo Teo-

rema 5.14. Entdo Ay é uma fun¢do estritamente decrescente em Ji(cy) .

Demonstragao: Pelo Teorema da Funcao Implicita, ainda no contexto da demonstracao

do Teorema 5.14, temos que W1(A;(c),c) = L para cada ¢ € Ji(cg) e

d [
oMo =g
doo

sz dq]l , . d\Ijl
Como Ja provamos que —— < 0, para mostrar o corolario basta mostrar que — < 0.
C

d02
De fato, derivando (5.121) com respeito a ¢, temos

dV, 2v/2 Kk 2V/2 dK dk

dc (20—0%)% (k) \/2¢ — o3 dk doy

Por outro lado, diferenciando (5.75) com respeito a ¢ temos,

dK 2(2¢ — 03) — 2(2¢ — 202)
p s
de (2¢ — 03)?

_4e—203 — 4c+ 403
B (2¢ — 03)? ’

isto é,
dK o3
de  k(2c—03)?"

dv
Substituindo (5.111) em (5.110), temos as equivaléncias. d—l(O'g, c)<0 <
c

2V/2 o2 dK 2v/2 o2 dK

i — < —K(k s —= ——— < K(k
(2c — 03)2 k(2c — 03)? dk (20_03)% (k) k(2¢ — o3) dk (k)

2
o5 dK 9
229 (e — oK
2O (e — o) ()
Definindo & = (1 — k?), temos
2c — 203
(2c— o)k = (2c—02)(1— k) = (2c—0d) |1 - —— 22| = 52

Assim, de (5.113), a desigualdade (5.112) ocorre se, e somente se

k* dK

, dK E—-K'K
Finalmente como — =

e temos de (5.114) que

d¥,
de

(5.110)

(5.111)

=

(5.112)

(5.113)

(5.114)

oy, 0) <0 & KBK(k) > E(k) - k'KE) & (K +K)KK) > E(k)
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e como k2 + k” = 1, temos que

%(O’Q,C) <0 & K(k)>Ek).

|

Como no caso da KdV, podemos explicitar ¢, o1 e 09 em funcao de k£ e L. Com isso

a solucao ¢, para (5.65) pode ser explicitada em funcao de k e L.

Para isto considere o sistema,

( 2 2c — 2023
2c — 05
4 (5.115)
2v/2
L = —\/_K(k)
\ \/20—0—%

Elevando a segunda equagao de (5.115) ao quadrado temos,

,_ 8K(R)

2 o 2 (5.116)

Substituindo (5.116) na primeira equagao de (5.115) encontramos,

8K2(k) 16K2(k) cL?
12 2c+2 ( L2 _2C> _ ( i ) _ 16K?(k)—2cL? 8K?*(k)—cL? (5.117)
B 8K (k) B 8K (k) - 8K2%(k 4Kk T
2c + ( 7z — 20) ( 2 > (k) (k)

Usando (5.117), segue que
cL? = 8K2(k) — 42 K*(k) ,

isto é,
B 4K2%(k)

c=—73 (2—k%), ke(0,1). (5.118)

Ademais, substituindo (5.118) em (5.116) , vem que

s SK*(k) 4K?(k) )
0y =T +2< 72 (2—k))

ou seja,

(5.119)
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Finalmente, como o} + 02 = 2¢ temos,

ot =2 (B o) - G ey

_ 8K*(k) 2 2
= -k - (- k)]
8K2(k)
=~
ou seja,
o1 = M (5.120)

L

Portanto a solu¢ao dada em (5.88) se torna,

22K (k 2V2K (k)
po(z) = v Ud“( ik |,

L

isto é,

() = Lff((k)dn <2KLU“>J;; k) | (5.121)

O fato de ¢. depender somente de k e L sera util para caracterizarmos o espectro do

operador L., uma vez que usaremos ¢, na forma (5.121).

5.2.2 Propriedade espectral.

Nesta se¢ao vamos mostrar que as propriedades (P;) e (P,) da condicao de estabilidade
em (5.6) ocorrem. Novamente pelo Teorema 3.5, temos que a familia de operadores L.
em (5.66) é isonercial. Assim é suficiente provar (P;) e (P;) para um ¢ > 0 fixado

arbitrariamente, digamos cy.

Note que, ¢;, onde’ denota a derivada em z, é autofuncao do operador L., dado em

(5.66), associado ao autovalor 0. De fato, como ¢, ¢é solucao de (5.65) temos,

1
Le(ly) = =g + oty = 302 Pey = —Fig + 0¥ty = 33(45,)"
!/
= (—t, + cove — 25,) =0
Com o objetivo de garantir as propriedades (P;) e (P,), vamos encontrar a constante ¢

dada no Teorema 4.2 e em seguida aplicar o Teorema 4.4. Note que é possivel estimar
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o valor de 6, pois 6 depende somente da autofuncao ¢, associada ao operador L., e no

nosso caso, temos uma forma explicita para essa autofuncao.

Como a constante c esta fixada, isto é, ¢ = ¢y e ¢ depende univocamente de k, entao k
também esta fixado. Por outro lado, a constante c é fixada arbitrariamente. Logo fixamos

1
¢ de modo que o k fixo satisfaga ko = k(cp) = 2 Para este kg temos,

-3 () (5E)

™ ™

Assim, a autofungao p(x) = ¢.(z) é dada por,

=2 (3) (- (L) (2500, ) 2500

p(z) = —L?K2 (%) sn (wx, %) cn (wx, %) . (5.122)

isto é,

s T T
Como dn é uma fungao par, temos que p é uma funcao impar. O grafico de p é dado na

Figura 5.12.

p(x)

NIy
S
o
)
=

Figura 5.12:

T
A fungao p(z) possui dois zeros no intervalo [0,7), o quais sdo z; = 0 e zp = 7

. . ™ .
Consequentemente p/(x) possui um zero x; no intervalo (O, §> e outro zero x5 no intervalo
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(g, 7r>. Assim, a constante 6 deduzida no Teorema 4.2 é dada por,

. . T q(t)
0 =j(z1) + j(xa) + 2/ dt . (5.123)
o Dp(t)
onde j é definida em (4.7) e ¢ definida em (4.4). Por outro lado, como p é fmpar, temos
—r—(—z) T—2z
—r) = = = q(x),
ST T

/

q'(x)

p(z)

isto é, ¢ é uma funcao par. Do fato de ser par e

)
29 — 21 5—0 0+4m) — (AT 2

o 0 B o
J(x1) = = = ( oz )) = P2 (x2) = j(z2)

p*(z1) p*(1)

s
temos que a expressao para 6 em (5.123) pode ser reduzida ao intervalo [O, 5} , Ou seja,

6= 2j(x1) + 4/03 Z((f)) dt. (5.124)

Desta forma, para obtermos o valor de €, temos que estimar p’(x), encontrar sua raiz
T
x1 no intervalo [O, 5}, obter o valor de j(x;) e finalmente encontrar ¢ e obter o valor de

6 através da equagao (5.124).

Seguindo esse cronograma, diferenciamos p dada em (5.122), isto é,

1\)° K 1 K 1
Px)=—V2(K (= cn | 2 Mx, —]sn|2 Mx, | x?

2 s 2 T 2
A funcdo p’ possui um zero z; no intervalo [O, g} Usando o programa Maple, con-

seguimos um valor aproximado para z1,

x1 = 0,7495150.

Como encontramos um valor aproximado para x;, podemos entdao obter um valor
aproximado para j(x1). De fato, sabemos que,
5—0 7
p*(z1) 2p?(z1)

() (o)) (= ()

Usando novamente o programa Maple, obtemos

j(r) = —

j(z1) = —37,89451252 .
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T
Como z; =0e€ 25 = 5 temos que g é dado por,

0 =3 (1)) (o (102)) ((:923))
() (x () (2
oo (03 (5 () o (-52221))

~—

Para z € [21,%] tem
q<>=-§(x_gﬂ)m2<K<%>)‘2<Cn<2m5> ;)) ( (2 & ;))
portant
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/
Logo, 2 em [0, 21) vem dado por,
p

v (s502 1) (e (1)) (w0 (250 1))
+2v/2r dn (2 @ %) (K (%))1 (sn (2 K <f) x%

8
N | —
N~
N~

|

/
Usando o programa Maple, temos que a integral de & em [0,z1) é aproximadamente

3

1 !
/ I®) gy 0, 4754396367
0 p(t)

T
e em [x1,§> temos,

jus /t
/2 I®) g 302068479
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Deste modo, conseguimos o valor de 6,

0 :2j(ac1)+4/:l %dﬁ%/Q%dt

« 2(—37,89451250) + 4(9,407248707) + 4(9.392268479) ,
isto é,

0 = —0,59095625.

Portanto como p(z) possui exatamente dois zeros no intervalo [0,7) e 6 é negativo,
temos pelo Teorema 4.4 que o autovalor 0 é simples e é o segundo autovalor associado
a autofungao p(x) = ¢, (z) do operador L., dado em (5.66). Com isso para ¢ = ¢y o

espectro do operador L., dado em (5.66) satisfaz (Py) e (Pa).

5.2.3 Estabilidade.

Como ja mostramos que as propriedades (P;) e (P) em (5.6) ocorrem, para obtermos
a estabilidade no sentido orbital das ondas viajantes periddicas para mKdV, segundo o
Teorema 5.3, basta exibir um x € L7, ([0, L]), tal que Lc(x) = ¢c e I = (X, ¢c)rz,, < 0.
Ademais, mostramos também a propriedade (Fy) da condigao de estabilidade, assim a
observacao 5.4 implica que x pode ser escolhido como, y = —%gpc. Note que, construimos

uma curva suave de solugdes @, para (5.65) dependendo de ¢, ela ndo depende do periodo

L.

A fungao x realmente satisfaz L.(x) = .. De fato, como —¢” + cp. — 2 = 0, entao

L g~ P) = 0 ¢ assim,

dc
Lo(-Lg) = 4 ”_C 4 + 302 2
e\Tacte) T\ g et Pe\de”e

d d 1d
= _90::/ —C (900) +3-— (gpi’) + Pe

dc dc 3dc
d " 3
= o (el ope = @2) + 9o = ¢e.
Desta forma, para obtermos a estabilidade procurada, basta mostrar que I < 0.

A préxima proposicao mostra que I < 0 e consequentemente a estabilidade para

solugao ondas viajantes peridédicas para mKdV.
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Proposicao 5.16. A solugcio onda viajante periddica de (5.65) . dada por

0o = @K(k)dn (wx; k)

™ s

d
Satisfaz [ = (X’(IDC)LIQ)GT < O; Onde X = —d_c(PC

Demonstracgao: Observe que,
d T d T1d 9 1d [T 9
I = - Py Pe = — 75 \¥e c dr = — S 7 c) — T35, c dz .
(Geeer) | = | —gtetanetants == [ 32 =34 [ (e
Deste modo, para mostrar que I < 0, basta mostrar que,

d ™

@ ). 02 (z)dx > 0. (5.125)

A integral em (5.125) é dada por,

0 T2 T
T 2K
_ %KQ(k)/ dn’ ( (k)x;k) dz.
T 0 T
2K (k) , o,
Escrevendo & = 2 e usando que dn é par e dn®(&, k)dé = E(), temos
n 0
T 8K2(/€) T 2K (k)
2(z)dx = / dn®(¢, k)d
| et =0 [ ane e

(k) (k)
_ AKTK) / T e pyae = SEW / " e e
0 0

K
_ 8 (k)E(k)
m
Assim,
T K(k
/goz(:c)d:c:8 ()E(k). (5.126)
0 m
Porém ¢ depende de k, dai
d [, d [ [ dk
— dr = — 2(x)dx ) — . 5.127
i [t = 4 ([ ) & (5.127)

Usando (5.126) e o Lema 5.10, temos que

d% (/OF goc(x)dx) >0. (5.128)
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dk
Por outro lado, de (5.111) temos que > 0.
c

Portanto de (5.111), (5.128) e (5.127), temos que (5.125) é valido. Isto prova a
proposicao e consequentemente a estabilidade no sentido orbital de solugoes ondas vi-

ajantes periddicas para a equagao modificada Korteweg-de Vries (mKdV). O

Na verdade, os argumentos estabelecidos nesta secao e o Teorema 5.3 provam o seguinte

teorema de estabilidade.

Teorema 5.17. Seja ¢ € (2,00). Entao a solugdo . de (5.65) dada em (5.88), € estdvel
em H! ([0, L]) pelo fluzo da equagdo modificada Korteweg-de Vries.

per



CAPITULO 6

Apeéndice

Neste apéndice analisaremos o espectro nao positivo do operador L. no caso da KdV,

L(y)=—y"+(c—¢)y

onde ¢, tem periodo minimal m e D(L.) = H7,,([0, L]). Os argumentos aqui mencionados

podem ser aplicados a outros tipos de operadores de Hill.

d
Conforme vimos no capitulo 5, o operador L. possui uma autofungao p(x) = %‘Pco

com periodo 7, onde ¢, ¢ dada por,

16KA(VT—R2+k+(1—-2k%)  48K2k> (2K
i TR0 s (a5,

(6.1)

A fungao p é representada por,

Figura 6.1:

Como p é periddica com periodo 7 e p é impar, temos

pz(JJi) = pQ(xZ-H), Vi € N*. (6.2)
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Por outro lado, ainda pelo fato de p ser periédica com periodo 7 e p impar,

Zi+l — R = Zi4+2 — Zi+1, Vi € N*. (63)
Portanto, como j(x;) = ZH;T temos de (6.2) e (6.3) que,
P\

/

Pela periodicidade de q_’
p

a+m q/(t> B ﬂ'w
/a o)™ _/0 POk

para qualquer a € R fixado. Neste contexto, para a = k7 temos,
(k+1)7 1 t k4w 1 t T o (t

/ q(>dt:/ <>dt:/ ¢ (6.5)
km p(t) km p(t o p(t)

Vamos agora definir o espago H,, .., para m € N*.

onde k € N*.

Definigao 6.1. O espago Hy,._ ... € 0 espago H,,, porém com suas fungoes sendo periddicas
- _ s — S
com periodo mm. Observe que param =1, Hy .= Hp, .

Como toda funcao peridédica com periodo 7 é periédica com periodo mm, temos bem

2
definido em H,, .. o operador

d2
Ec,mﬂ':_p—’_c Pe s

onde ¢, é periddica com periodo 7.

Na busca por alguma propriedade espectral para o espectro nao positivo deste oper-

ador, consideramos a constante 6 dada pelo Teorema (4.2),

Ome = > j(:ci)+2/0mg<(;)dt

z;€(0,mn]

Para m = 1, temos 6; = 6, que ja encontramos como sendo
0~ —0,01.

Observe que 6,,, pode ser reescrito na forma,

m—1 (k+1)7 (4
e 5 a8 10)]

z;€(0,mmn)
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Como p é periddica com periodo 7 e Z j(x;) = 2j(x1), temos por (6.4) que,

x;€(0,7]
O = 2mj(a) + 2 g ( /k fﬂ)w ‘;(%) dt)]
e usando (6.5) tem-se,
Ome = 2mj(z1) +2m /07T C]])/((;)) dt
oo 490

=mb; = mb.
Sendo # ~ —0,01, temos que
Omr >~ —(0,01).m

e assim 6,,, < 0.

Portanto, pelo teorema (4.4), 0 é simples e 0 é o 2m-ésimo auto valor do espectro de

Ec,mw .
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