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Resumo

Nesta dissertação estudamos resultados válidos para conjuntos algébricos, em particu-

lar, para variedades algébricas encontrando, ainda, “relações” existentes entre conjuntos

algébricos e variedades diferenciáveis. Também, demonstramos o Lema de Seleção da Curva e

o Teorema de Fibração de Milnor, o qual afirma que para ϵ suficientemente pequeno, o espaço

Sϵ\K é um fibrado diferenciável localmente trivial sobre S1, com projeção ϕ : Sϵ\K −→ S1,

ϕ(z) =
f(z)

| f(z) |
·

Palavras chaves: Conjunto Algébrico, Variedade Algébrica, Variedade Diferenciável,

Lema de Seleção da Curva, Projeção, Fibração de Milnor.



Abstract

In this work we study results available for algebraic sets in particular for algebraic va-

rieties, finding yet “relations” between algebraic sets and smooth manifolds. Furthermore,

we prove the Curve Selection Lemma and the Milnor’s Fibration Theorem which assert that

for ϵ sufficiently small, the space Sϵ\K is a locally trivial differentiable bundle over S1, with

projection ϕ : Sϵ\K −→ S1, ϕ(z) =
f(z)

| f(z) |
·
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Introdução

A presente dissertação apresenta parte do trabalho de John Milnor contido em Singular

Points of Complex Hypersurfaces ([10]) e tem como objetivo principal demonstrar o Teorema

de Fibração de Milnor, o qual é um dos resultados básicos da teoria de singularidades e tem

dado origem a uma vasta literatura. Outro resultado importante aqui é o Lema de Seleção

da Curva, usado como ferramenta para o Teorema de Fibração de Milnor.

Seja f(z1, ..., zm) uma função polinomial em m variáveis complexas. Considere a hiper-

superf́ıcie complexa V = f−1(0). A fim de estudar a topologia de V na vizinhança de

algum ponto z0, vamos usar a seguinte construção, devido a Karl Brauner: Interceptar a

hipersuperf́ıcie V com uma esfera suficientemente pequena Sϵ centrada no ponto dado z0.

A topologia de V no interior do disco delimitado por Sϵ está estritamente relacionada à

topologia do conjunto K = V ∩ Sϵ, chamado de link.

Neste trabalho veremos que Sϵ\K, para ϵ suficientemente pequeno, é um fibrado diferen-

ciável localmente trivial sobre S1, com projeção

ϕ : Sϵ\K −→ S1

z 7−→ f(z)

| f(z) |
·

Isto é, para cada z = eiθ ∈ S1 existe uma vizinhança Uθ de z e um difeomorfismo

ψθ : Uθ × Fθ −→ ϕ−1(Uθ), Fθ = ϕ−1(eiθ)

tal que ϕ◦ψθ = π1, sendo π1 a projeção na primeira coordenada. Este resultado é o Teorema

de Fibração de Milnor. Fθ é dita a fibra de Milnor.

No caṕıtulo 1, reunimos algumas definições básicas e resultados que serão utilizados ao

longo do texto.



No caṕıtulo 2, nos dedicamos ao estudo de conjuntos algébricos (que são zeros de uma

coleção de polinômios) e de variedades algébricas (que são conjuntos algébricos irredut́ıveis),

dois teoremas de Whitney são enunciados, um destes afirma que o conjunto dos pontos

regulares de uma variedade algébrica é uma variedade diferenciável. Outro resultado visto

é que uma variedade algébrica complexa não pode ser uma variedade diferenciável em toda

uma vizinhança de um ponto singular.

No caṕıtulo 3, fazemos um breve estudo da topologia do link K = V ∩ Sϵ, onde V ⊂ Lm

é uma variedade algébrica e Sϵ ⊂ Lm é uma esfera centrada em um ponto regular ou em

um ponto singular isolado de V e L é o corpo dos números reais ou o corpo dos números

complexos. Ainda neste caṕıtulo, vemos que se V = f−1(0) ⊂ Cm é uma hipersuperf́ıcie

complexa e o centro de Sϵ é um ponto regular de f então a fibra F0 = ϕ−1(1) é difeomorfa a

R2m−2.

No caṕıtulo 4, demonstramos o Lema de Seleção da Curva e apresentamos uma aplicação

deste lema.

No caṕıtulo final, demonstramos alguns resultados que nos permitirão concluir que cada

fibra Fθ = ϕ−1(eiθ) é uma (2m− 2)-variedade diferenciável e demonstramos nosso resultado

principal, o Teorema de Fibração de Milnor.

Visto o Teorema de Fibração de Milnor, uma continuação dos estudos, que não é feita

neste trabalho, seria estudar a topologia de K e das fibras, obtendo, no caso em que f não

tem pontos cŕıticos próximos de z0, exceto o próprio z0, que a descrição de ϕ como fibração

é dada por:

Teorema: Se z0 é um ponto cŕıtico isolado de f então cada fibra Fθ tem o tipo de homotopia

de um buquê Sn ∨ . . .∨ Sn de n-esferas, sendo o número de esferas neste buquê estritamente

positivo. Cada fibra pode ser considerada como o interior de uma variedade diferenciável

compacta com bordo F θ = Fθ ∪ K, onde a fronteira comum K é uma variedade (n − 2)-

conexa.



Assim, todas as fibras Fθ “cabem” em torno de sua fronteira comum K na forma ilustrada

na figura abaixo.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições e resultados preliminares e enunciamos

alguns resultados importantes como o Teorema da Função Inversa, o Teorema da Função

Impĺıcita e o Lema de Morse. A apresentação de tais definições e resultados se faz necessária

pelo uso que fazemos no decorrer do texto.

1.1 Algumas definições algébricas

Nesta seção exibimos algumas informações sobre anel Noetheriano e módulo sobre um

anel. Assumimos que os conhecimentos à respeito de anéis são conhecidos. Encerramos a

seção enunciando o Lema de Zorn.

Neste texto todos os anéis são comutativos com unidade.

Definição 1.1. Um anel R é Noetheriano se toda cadeia ascendente

I1 ⊂ I2 ⊂ ...

de ideais de R estaciona (isto é, existe i ∈ N tal que Ii = Ii+1 = Ii+2 = ...).

Note que se L é um corpo então L é Noetheriano, pois os únicos ideais de um corpo são

os triviais.

Teorema 1.2 (Teorema da Base de Hilbert). Se R é um anel Noetheriano, então R[X] é

também Noetheriano.

Uma demonstração deste resultado pode ser vista, por exemplo, em [13], pag. 148.
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Corolário 1.3. Se R é Noetheriano então R[X1, ..., Xm] também o é.

Definição 1.4. Um conjunto M ̸= ∅ é um módulo sobre o anel R ou um R-módulo se

(M,+) é um grupo abeliano e existe uma operação

R×M −→ M

(r,m) 7−→ rm

tal que

(i) (r1 + r2)m = r1m+ r2m ∀r1, r2 ∈ R, ∀m ∈M ;

(ii) r(m1 +m2) = rm1 + rm2 ∀r ∈ R, ∀m1,m2 ∈M ;

(iii) (r1r2)m = r1(r2m) ∀r1, r2 ∈ R, ∀m ∈M ;

(iv) 1m = m ∀m ∈M .

A operação acima é chamada de multiplicação por escalar.

Definição 1.5. Seja M um R-módulo e N ⊂ M(N ̸= ∅). Dizemos que N é submódulo de

M se:

(i) N é um subgrupo de M , ou seja,

(a) se a, b ∈ N , então a+ b ∈ N ;

(b) se a ∈ N , então −a ∈ N ;

(ii) se r ∈ R e n ∈ N , então rn ∈ N .

Definição 1.6. Seja M um R-módulo. Dizemos que M é Noetheriano se toda cadeia ascen-

dente

G1 ⊂ G2 ⊂ ...

de submódulos de M estaciona (isto é, existe i ∈ N tal que Gi = Gi+1 = Gi+2 = ...).

Dado ∅ ̸= S ⊂M , o submódulo gerado por S é o conjunto

< S >= {r1s1 + r2s2 + ...+ rnsn; n ≥ 1, si ∈ S, ri ∈ R}.

Se N =< S > e S é um conjunto finito então N é dito finitamente gerado.
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Proposição 1.7. Seja M um R-módulo. Então, M é Noetheriano se, e somente se, todo

submódulo de M é finitamente gerado.

Demonstração: Vamos usar a seguinte equivalência: “Seja C um conjunto parcialmente

ordenado por ≼. C satisfaz a condição de cadeia ascendente se, e somente se, satisfaz a

condição maximal (todo subconjunto não vazio de C admite elemento maximal).”

Suponhamos M Noetheriano. Seja G um submódulo de M . Suponhamos, por absurdo,

que G não é finitamente gerado. Seja C o conjunto de todos os submódulos de G que são

finitamente gerados. Então C ̸= ∅, pois 0 ∈ C. Como todo submódulo de G é também

submódulo de M e M é Noetheriano segue da condição maximal que C tem um elemento

maximal com respeito a inclusão, digamos N . Note que N  G, visto que assumimos que G

não é finitamente gerado. Seja g ∈ G\N então N +Rg é um submódulo finitamente gerado

de G e N  N +Rg, pois g ∈ (N +Rg)\N . Uma contradição com a maximalidade de N

em C.

Reciprocamente, suponhamos que todo submódulo de M é finitamente gerado. Seja

L1 ⊂ L2 ⊂ ...

uma cadeia ascendente de submódulos de M . Então,

G =
∪
i∈N

Li

é um submódulo de M . Obviamente, G é fechado para a multiplicação por escalar. Se

g, h ∈ G então existem i, j ∈ N tal que g ∈ Li e h ∈ Lj, como Li ⊂ Lj ou Lj ⊂ Li segue que

g + h ∈ G. Por hipótese, G é um submódulo finitamente gerado. Suponha que G é gerado

por

g1, ..., gt, t ∈ N.

Para cada i = 1, ..., t existe ni ∈ N tal que gi ∈ Lni
. Seja k = max{n1, ..., nt}. Então, gi ∈ Lk

para todo i = 1, ..., t, assim

G =
t∑

i=1

Rgi ⊂ Lk ⊂ Lk+1 ⊂ ... ⊂ Lk+i ⊂ ... ⊂ G.

Portanto, Lk = Lk+i para todo i ∈ N e a cadeia ascendente inicial estaciona. Consequente-

mente, M é Noetheriano.
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A seguir vamos enunciar o Lema de Zorn, sua demonstração pode ser vista, por exemplo,

em [2], pag. 62.

Lema 1.8. (Lema de Zorn) Se X ̸= ∅ é um conjunto parcialmente ordenado tal que todo

subconjunto totalmente ordenado admite limitante superior, então X admite um elemento

maximal.

1.2 Variedades diferenciáveis

Nosso objetivo nesta seção é definir variedade diferenciável. Antes, apresentamos algumas

definições que faremos uso.

Definição 1.9. Seja φ : U0 ⊂ Rm −→ Rn diferenciável no aberto U0:

(i) se para cada x ∈ U0, a diferencial φ′(x) : Rm −→ Rn é uma transformação linear

injetora, φ é chamada imersão. Tem-se necessariamente m ≤ n;

(ii) se para cada x ∈ U0, a diferencial φ′(x) : Rm −→ Rn é uma transformação linear

sobrejetora, φ é chamada submersão. Neste caso, tem-se necessariamente m ≥ n.

Exemplo 1.10. (1) A inclusão i : R −→ R2 definida por i(x) = (x, 0) é uma imersão. De

fato, tomando x ∈ R temos

i′(x)h = lim
t−→0

i(x+ th)− i(x)

t
= lim

t−→0

(x+ th, 0)− (x, 0)

t
= lim

t−→0

t(h, 0)

t
= (h, 0).

Suponha que i′(x)h1 = i
′
(x)h2, h1, h2 ∈ R. Então (h1, 0) = (h2, 0), logo h1 = h2. Isto

mostra que i′ é injetora.

(2) Facilmente verifica-se que a projeção π : R2 −→ R definida por π(x, y) = x é uma

submersão.

Definição 1.11. Uma imersão φ : U0 ⊂ Rm −→ Rn de classe Ck, diz-se um mergulho de

classe Ck de U0 em Rn quando φ é um homeomorfismo de U0 sobre φ(U0). Neste caso,

dizemos também que φ é uma parametrização de classe Ck e dimensão m do conjunto

U = φ(U0) ⊂ Rn.
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Exemplo 1.12. Seja U0 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1} e φ : U0 −→ R3 definida por

φ(x, y) = (x, y,
√
1− x2 − y2). Então, φ é uma parametrização de classe Ck e dimensão

2 do hemisfério superior da esfera

S2 = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 1}.

De fato,

• φ é de classe Ck, pois cada uma de suas funções coordenadas

φ1(x, y) = x, φ2(x, y) = y e φ3(x, y) =
√

1− x2 − y2

é de classe Ck.

• Seja q ∈ R2. Dados (g, h), (i, j) ∈ R2, suponha

dφ(q)(g, h) = dφ(q)(i, j).

Então, 

∂φ1

∂x
(q)

∂φ1

∂y
(q)

∂φ2

∂x
(q)

∂φ2

∂y
(q)

∂φ3

∂x
(q)

∂φ3

∂y
(q)



 g − i

h− j

 =


0

0

0

 .

Ou seja, (
g − i, h− j,

∂φ3

∂x
(q)(g − i) +

∂φ3

∂y
(q)(h− j)

)
= (0, 0, 0).

Logo, g − i = 0 e h− j = 0. Ou ainda, g = i e h = j. Portanto, dφ(q) é injetora para

todo q ∈ R2.

• Facilmente verifica-se que φ é injetora. Logo, φ : U0 −→ φ(U0) é bijeção e

φ−1 = π|φ(U0) é a inversa de φ, com π : R3 −→ R2 definida por π(x, y, z) = (x, y).

Como π é cont́ınua temos que φ−1 é cont́ınua.

Definição 1.13. Uma variedade diferenciável (mergulhada) de classe Ck e dimensão m em

Rn é um conjunto M ⊂ Rn que pode ser coberto por uma coleção de abertos V ⊂ Rn, tais que

cada U = V ∩M admite uma parametrização φ : U0 ⊂ Rm −→ U , de classe Ck e dimensão

m.
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Observação 1.14. (i) Toda variedade diferenciável complexa de dimensão m pode ser

vista como uma variedade diferenciável real de dimensão 2m.

(ii) Uma variedade diferenciável de dimensão m contida em Rm+1 é chamada hipersu-

perf́ıcie.

Exemplo 1.15. (1) Uma variedade diferenciável de dimensão 0 em Rn é um conjunto de

pontos isolados.

(2) Uma variedade diferenciável de dimensão n em Rn é um subconjunto aberto de Rn.

(3) O gráfico de uma aplicação f : U −→ Rn, de classe Ck no aberto U ⊂ Rm, é uma

variedade diferenciável M = {(x, f(x)) ∈ Rm+n; x ∈ U} de classe Ck e dimensão

m em Rm+n. Com efeito, M é a imagem da única parametrização φ : U −→ M ,

φ(x) = (x, f(x)).

(4) Considere os abertos U1 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1}, U2 = {(x, z) ∈ R2;x2 + z2 < 1}

e U3 = {(y, z) ∈ R2; y2 + z2 < 1}. Sejam

φ1, φ2 : U1 −→ R3; φ1(x, y) = (x, y,
√
1− x2 − y2), φ2(x, y) = (x, y,−

√
1− x2 − y2),

φ3, φ4 : U2 −→ R3; φ3(x, z) = (x,
√
1− x2 − z2, z), φ4(x, z) = (x,−

√
1− x2 − z2, z),

φ5, φ6 : U3 −→ R3; φ5(y, z) = (
√

1− y2 − z2, y, z), φ6(y, z) = (−
√
1− y2 − z2, y, z).
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Da mesma forma como fizemos no Exemplo 1.12, podemos mostrar que estas aplicações

são parametrizações de classe Ck e dimensão 2, de abertos da esfera S2. Como

φ1(U1) ∪ φ2(U1) ∪ φ3(U2) ∪ φ4(U2) ∪ φ5(U3) ∪ φ6(U3)

cobrem toda a esfera, temos que, todo ponto da esfera S2 possui uma vizinhança aberta

que admite uma parametrização de classe Ck e dimensão 2. Logo, S2 é uma variedade

diferenciável de classe Ck e dimensão 2.

Definição 1.16. SejamM ⊂ Rn uma variedade diferenciável de classe Ck(k ≥ 1) e dimensão

m. Seja φ : U0 ⊂ Rm −→ U ⊂M uma parametrização com p = φ(x) ∈M , x ∈ U0. O plano

tangente à M no ponto p é o espaço vetorial de dimensão m

TpM = φ
′
(x)Rm.

Os vetores ∂φ
∂xi

(x) = φ
′
(x)ei, i = 1, ...,m, formam uma base de TpM , onde os vetores ei

são os vetores da base canônica de Rm. Pode-se provar que o plano tangente em p independe

da parametrização φ. Veja, por exemplo, [8], pag. 48.

A seguir vamos enunciar uma proposição que expõe os elementos de TpM . A demonstração

desta proposição pode ser vista, por exemplo, em [8], pag. 49.

Proposição 1.17. O plano tangente à M no ponto p é o conjunto

TpM = {v ∈ Rm; v = λ
′
(0), λ : (−ϵ, ϵ) −→M ⊂ Rn diferenciável, λ(0) = p}.

Definição 1.18. (Espaço vetorial normal) Seja M ⊂ Rn uma variedade diferenciável de

classe Ck (k ≥ 1) e dimensão m. O espaço vetorial normal à M no ponto p é o conjunto

TpM
⊥ dos vetores w ∈ Rn tais que ⟨w, v⟩ = 0 para todo v ∈ TpM , ou seja, é o complemento

ortogonal do espaço vetorial tangente à M no ponto p. A dimensão de TpM
⊥ é igual a n−m

e os vetores w ∈ TpM
⊥ são chamados os vetores normais à M no ponto p.

Definição 1.19. Sejam M e N variedades diferenciáveis de classe Ck e dimensão m e n,

respectivamente. Dizemos que uma aplicação f : M −→ N é diferenciável em p ∈ M se

existem parametrizações de classe Ck, φ : U0 ⊂ Rm −→ U para M com p ∈ U ⊂ M e

ψ : V0 ⊂ Rn −→ V para N com f(U) ⊂ V tal que ψ−1 ◦ f ◦ φ é diferenciável em φ−1(p).
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Dizemos que f é diferenciável se f é diferenciável em todos os pontos de M . E dizemos que

f é de classe Ck se ψ−1 ◦ f ◦ φ é de classe Ck.

Facilmente verifica-se que a diferenciabilidade de f independe das parametrizações. Veja,

por exemplo, [6], pag. 309.

Definição 1.20. Sejam M e N variedades diferenciáveis e f :M −→ N diferenciável:

(i) dizemos que p ∈M é um ponto cŕıtico de f se df(p) : TpM −→ Tf(p)N é identicamente

nula;

(ii) dizemos que q ∈ N é um valor regular de f se f−1(q) não contém pontos cŕıticos.

1.3 Outros resultados

Nesta seção definimos o gradiente de uma função real diferenciável. Também, apresenta-

mos alguns resultados importantes como o Teorema da Função Inversa, o Teorema da Função

Impĺıcita e o Lema de Morse.

Definição 1.21. Seja f : U ⊂ Rn −→ R diferenciável, o gradiente de f no ponto a ∈ U é o

vetor

grad f(a) =

(
∂f

∂x1
(a), ...,

∂f

∂xn
(a)

)
.

Definição 1.22. Sejam f : U ⊂ Rn −→ R diferenciável e c ∈ R, o conjunto dos pontos de

U que estão no ńıvel c é a imagem inversa f−1(c), o qual é chamado a superf́ıcie de ńıvel c

de f .

A seguir destacamos uma propriedade importante do gradiente:

O gradiente de f no ponto a é ortogonal à superf́ıcie de ńıvel de f que passa por esse

ponto.

Dizer que um vetor w é ortogonal à superf́ıcie de ńıvel f−1(c) no ponto a significa que w é

ortogonal ao vetor tangente à superf́ıcie de ńıvel f−1(c), no ponto a, o qual é dado por λ′(0),
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onde λ é um caminho diferenciável no ponto t = 0, com λ(0) = a e λ(t) ∈ f−1(c), isto é,

f(λ(t)) = c, para todo t ∈ (−ϵ, ϵ). Desta última igualdade segue que

0 = (f ◦ λ)′(0) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)λ′i(0) = ⟨grad f(a), λ′(0)⟩ .

Portanto, grad f(a) é ortogonal a λ′(0).

Definição 1.23. O posto de uma matriz é a dimensão da imagem da transformação linear

associada a esta matriz.

Definição 1.24. Seja f : U ⊂ Rm −→ Rn diferenciável no aberto U . Dizemos que um ponto

a ∈ U é um ponto regular de f se o posto da matriz Jacobiana
∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xm

(a)

... · · · ...
∂fn
∂x1

(a) · · · ∂fn
∂xm

(a)

 ,

é máximo, isto é, min(n,m). Caso contrário, isto é, se f não é imersão e nem submersão

em a, dizemos que a é um ponto singular de f . Quando f não é submersão em a, dizemos

que a é um ponto cŕıtico de f .

Definição 1.25. Seja f : U ⊂ Rm −→ Rn diferenciável, m ≥ n. Dizemos que um ponto

c ∈ Rn é um valor regular de f quando para todo x ∈ U tal que f(x) = c, a diferencial

f ′(x) : Rm −→ Rn é uma transformação linear sobrejetora, ou seja, x não é ponto cŕıtico.

Teorema 1.26. (Teorema da Função Inversa) Seja f : U −→ Rm de classe Ck (k ≥ 1)

no aberto U ⊂ Rm. Se a ∈ U é tal que f ′(a) : Rm −→ Rm é invert́ıvel então existe uma

bola aberta B = B(a, δ) ⊂ U tal que a restrição f |B é um difeomorfismo sobre um aberto

V ∋ f(a).

O próximo teorema usa fortemente o Teorema da Função Inversa e sua demonstração,

bem como a de seu corolário, podem ser vistas, por exemplo, em [6], pag. 312.

Teorema 1.27. Toda variedade diferenciável M ⊂ Rn de classe Ck é localmente o gráfico

de uma aplicação de classe Ck.
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Corolário 1.28. Toda variedade diferenciável M ⊂ Rn de classe Ck é localmente a imagem

inversa de um valor regular por uma aplicação de classe Ck.

Teorema 1.29. (Teorema da Função Impĺıcita) Seja f : U −→ Rn de classe Ck (k ≥ 1)

no aberto U ⊂ Rn+m, dada por f = (f1, . . . , fn, fn+1, . . . , fm). Suponhamos que, no ponto

p = (a, b) ∈ U , com f(p) = c, a matriz n× n
∂f1
∂y1

(p) · · · ∂f1
∂yn

(p)

...
. . .

...
∂fn
∂y1

(p) · · · ∂fn
∂yn

(p)


seja invert́ıvel. Então existem Z ⊂ U , aberto contendo p, W ⊂ Rm, aberto contendo a, e

ξ : W −→ Rn de classe Ck, com ξ(a) = b, com a seguinte propriedade:

[(x, y) ∈ Z e f(x, y) = c] ⇐⇒ [x ∈ W e y = ξ(x)].

A equivalência acima significa que f−1(c) ∩ Z é o gráfico de ξ, isto é,

f−1(c) ∩ Z = {(x, ξ(x)); x ∈ W}.

Uma outra versão do Teorema da Função Impĺıcita é a seguinte:

Teorema 1.30. (Teorema da Função Impĺıcita) Seja f : U −→ Rn diferenciável numa

vizinhança U ⊂ Rm da origem com f(0) = 0. Assumimos que 0 é um ponto regular de f .

(I) Se m ≥ n então o posto da matriz Jacobiana é n e fazendo uma mudança de coorde-

nadas, se necessário, podemos assumir que

det


∂f1
∂y1

(0) · · · ∂f1
∂yn

(0)

...
. . .

...
∂fn
∂y1

(0) · · · ∂fn
∂yn

(0)

 ̸= 0.

Neste caso, existem vizinhanças Z e W ⊂ U da origem em Rm e um difeomorfismo

h : Z −→W com h(0) = 0 tal que

(f ◦ h)(z1, ..., zn, ..., zm) = (z1, ..., zn),

para todo (z1, ..., zm) ∈ Z.
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(II) Se m ≤ n então o posto da matriz Jacobiana é m e podemos assumir que

det


∂f1
∂y1

(0) · · · ∂f1
∂ym

(0)

...
. . .

...
∂fm
∂y1

(0) · · · ∂fm
∂ym

(0)

 ̸= 0.

Neste caso, existem vizinhanças Z e W da origem em Rn e um difeomorfismo

h : Z −→W com h(0) = 0 tal que

(h ◦ f)(z1, ..., zm) = (z1, ..., zm, 0, ..., 0),

para (z1, ..., zm) em alguma vizinhança da origem contida em U .

Para maiores informações sobre o Teorema da Função Inversa e o Teorema da Função

Impĺıcita veja, por exemplo, [7] e [14].

Teorema 1.31. Seja f : U ⊂ Rn −→ Rn−m de classe Ck. Se c ∈ Rn−m é valor regular de f

então f−1(c) é uma variedade diferenciável de classe Ck e dimensão m.

Demonstração: Por hipótese, para cada p ∈ f−1(c), f ′(x) : Rn −→ Rn−m é uma transfor-

mação linear sobrejetora. Logo, a menos de uma mudança de coordenadas, podemos supor

que a matriz 
∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xn−m

(a)

... · · · ...
∂fn−m

∂x1
(a) · · · ∂fn−m

∂xn−m

(a)

 ,

é invert́ıvel. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, existe um aberto Z ⊂ Rn, contendo p, tal

que Z ∩ f−1(c) é o gráfico de uma aplicação de classe Ck, definida num aberto de Rn. Logo,

cada Z ∩ f−1(c) é uma variedade diferenciável de classe Ck e dimensão m. Segue-se que

f−1(c) também o é.

No caso complexo, temos o Teorema da Função Inversa e o Teorema da Função Impĺıcita

válidos, considerando-se funções anaĺıticas e tomando as partes real e imaginária de cada

função coordenada para calcular a matriz Jacobiana.

A seguir apresentamos algumas definições para, então, enunciar o Lema de Morse.
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Definição 1.32. Um sistema de coordenadas de classe Ck num aberto U ⊂ Rn é um difeo-

morfismo ξ : V −→ U , de classe Ck, definido num aberto V ⊂ Rn.

As coordenadas de um ponto a ∈ U no sistema ξ são os números y1, ..., yn tais que

y = (y1, ..., yn) ∈ V e ξ(y) = a.

Definição 1.33. Seja f : U ⊂ Rn −→ R uma função duas vezes diferenciável no ponto

x ∈ U . A diferencial segunda d2f(x) é chamada a forma Hessiana da função f no ponto x

e denotada por H(x). A matriz (
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
é chamada matriz Hessiana de f no ponto x.

Temos que x ∈ U é ponto cŕıtico de f quando df(x)=0, isto é,

∂f

∂x1
(x) = ... =

f

∂xn
(x) = 0.

Dizemos que x é um ponto cŕıtico não degenerado quando a matriz Hessiana neste ponto é

invert́ıvel, ou seja, quando

det

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
̸= 0.

O ı́ndice de um ponto cŕıtico não degenerado x é o número de autovalores negativos da

matriz Hessiana. Ou seja, é o número de ráızes negativas do polinômio caracteŕıstico

p(λ) = det(λI −A), onde I é a matriz identidade n× n e A é a matriz Hessiana de f em x.

Lema 1.34. (Lema de Morse) Seja a um ponto cŕıtico não degenerado de uma função

f : U ⊂ Rn −→ R de classe Ck (k ≥ 3). Existe um sistema de coordenadas ξ : V0 −→ W ,

de classe Ck−2, com a ∈ W ⊂ U , 0 ∈ V0, ξ(0) = a e

f(ξ(y)) = f(a)− y21 − ...− y2i + y2i+1 + ...+ y2n.

Onde i é o ı́ndice do ponto cŕıtico a.

Uma demonstração do Lema de Morse pode ser vista, por exemplo, em [9], pag. 6.



Caṕıtulo 2

Variedades Algébricas

Neste caṕıtulo estudamos propriedades elementares sobre conjuntos algébricos reais ou

complexos. Para isto, consideramos L o corpo R dos números reais ou o corpo C dos números

complexos e Lm o espaço de coordenadas que consiste de todas as m-uplas x = (x1, ..., xm)

de elementos de L.

Considere X1, ..., Xm indeterminadas, o anel comutativo com unidade L[X1, ..., Xm] é o

conjunto

L[X1, ..., Xm] =

{
k∑

i=1

cαiX
αi
1

1 X
αi
2

2 ...Xαi
m

m ; αi = (αi
1, ..., α

i
m) ∈ Nm, k ∈ N∗ e cαi ∈ L

}
.

Definição 2.1. Dado f ∈ L[X1, ..., Xm], definimos seu conjunto de zeros por

V (f) = {a ∈ Lm; f(a) = 0} .

Se S ⊂ L[X1, ..., Xm], então seja V (S) o conjunto de zeros comuns

V (S) =
∩
f∈S

V (f).

Um conjunto desta forma é chamado conjunto algébrico. Ou seja, um conjunto algébrico

é o lugar geométrico dos zeros comuns de alguma coleção de funções polinomiais definidas

em Lm.

Quando não houver necessidade de explicitar o conjunto S escreveremos apenas V , em

vez de V (S).

Um conjunto algébrico da forma V (f) com f uma função polinomial não constante é

chamado hipersuperf́ıcie algébrica.
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Observação 2.2. Sejam S, S
′ ⊂ L[X1, ..., Xm]. Se S ⊂ S

′
então V (S

′
) ⊂ V (S). De fato,

dado a ∈ V (S
′
) temos que f(a) = 0 para todo f ∈ S

′
. Como S ⊂ S

′
segue que, em particular,

f(a) = 0 para todo f ∈ S. Logo, V (S
′
) ⊂ V (S).

Definição 2.3. Seja V um conjunto algébrico. Definimos o conjunto

I(V ) = {f ∈ L[X1, ..., Xm]; f(x) = 0 ∀x ∈ V },

que é um ideal de L[X1, ..., Xm].

Note que este ideal consiste dos polinômios que se anulam em todos os pontos de V .

Observação 2.4. Sejam V e W conjuntos algébricos. Se V ⊂ W então I(W ) ⊂ I(V ).

Com efeito, seja f ∈ I(W ). Temos que f(x) = 0 para todo x ∈ W , como V ⊂ W segue que

f(x) = 0 para todo x ∈ V . Logo, f ∈ I(V ).

Definição 2.5. Dado S ⊂ L[X1, ..., Xm] denotamos por < S > o ideal gerado por S,

< S >=

{
f ∈ L[X1, ..., Xm]; f =

r∑
i=1

aifi, fi ∈ S, r ∈ N∗ e ai ∈ L[X1, ..., Xm]

}
.

Proposição 2.6. Dado S ⊂ L[X1, ..., Xm], V (S) = V (< S >).

Demonstração: De S ⊂ < S > segue que V (< S >) ⊂ V (S). Por outro lado, se x ∈ V (S)

então todo fi ∈ S se anula em x e, portanto, o mesmo acontece com todo f ∈< S >. Logo,

V (S) ⊂ V (< S >).

Da proposição acima segue que podemos nos restringir ao caso onde S é um ideal ou,

alternativamente, ao caso onde S é o conjunto de geradores de um ideal.

Note que como L é Noetheriano, L[X1, ..., Xm] é Noetheriano. Logo, todo ideal é gerado

(como L[X1, ..., Xm]-módulo) por uma coleção finita de polinômios. Disto resulta que todo

conjunto algébrico V pode ser definido por uma coleção finita de equações polinomiais, pois

V (I) = V (f1, ..., fr) = V (f1) ∩ ... ∩ V (fr).

Uma consequência importante do Teorema da Base de Hilbert é a seguinte:
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Proposição 2.7. (Condição de Cadeia Descendente) Qualquer sequência

V1 ⊃ V2 ⊃ V3 ⊃ ...

de conjuntos algébricos estaciona depois de um número finito de etapas (isto é, existe i ∈ N

tal que Vi = Vi+1 = Vi+2 = . . .).

Demonstração: Considere a sequência de conjuntos algébricos

V1 ⊃ V2 ⊃ V3 ⊃ . . . .

Temos que

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . ,

onde I1, I2, I3, . . . são ideais tais que V1 = V1(I1), V2 = V2(I2), . . . . Como

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . .

estaciona (pela propriedade Noetheriana) segue, da Observação 2.2, que a sequência

V1 ⊃ V2 ⊃ V3 ⊃ . . .

estaciona.

Proposição 2.8. A união de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.

Demonstração: É suficiente provar para a união de dois conjuntos algébricos definidos

por ideais I e J . Vamos mostrar que V (I) ∪ V (J) = V (IJ), onde IJ = {f1g1 + ... +

frgr; r ∈ N∗, fi ∈ I e gi ∈ J}. Note que V (I), V (J) ⊂ V (IJ) (pois, IJ ⊂ I, J). Logo,

V (I) ∪ V (J) ⊂ V (IJ). Reciprocamente, suponha que x ∈ V (IJ) e x /∈ V (I). Deste modo

existe f ∈ I tal que f(x) ̸= 0. Para todo g ∈ J temos fg ∈ IJ e, portanto, (fg)(x) = 0.

Ou seja, f(x)g(x) = 0. Como f(x), g(x) ∈ L e L é corpo, temos g(x) = 0 para todo g ∈ J .

Portanto x ∈ V (J) e, consequentemente, x ∈ V (I) ∪ V (J). ( O mesmo argumento mostra

que V (I) ∪ V (J) = V (I ∩ J))

Proposição 2.9. A interseção de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.
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Demonstração: Sejam V (I) e V (J) conjuntos algébricos, com I e J ideais. Vamos mostrar

que V (I) ∩ V (J) = V (I + J), onde I + J = {f + g; f ∈ I, g ∈ J}. Seja a ∈ V (I) ∩ V (J),

então a é raiz de todo polinômio pertencente a I e, também, de todo polinômio pertencente

a J . Logo, a é raiz de todo polinômio no conjunto I + J = {f + g; f ∈ I, g ∈ J}. Portanto,

a ∈ V (I + J). Seja, agora, a ∈ V (I + J). Logo, a é raiz de todo polinômio pertencente a

I + J . Como I, J ⊂ I + J segue que a é raiz de todo polinômio pertencente a I e, de todo

polinômio pertencente a J . Assim, a ∈ V (I) ∩ V (J).

Definição 2.10. Um conjunto algébrico não vazio V é chamado variedade algébrica se não

pode ser expresso como a união de dois subconjuntos algébricos próprios.

Proposição 2.11. Se A é um conjunto algébrico então A = V (I(A)).

Demonstração: Note que todo elemento de A anula todos os polinômios de I(A), logo

A ⊂ V (I(A)). Por outro lado, como A é um conjunto algébrico, A = V (J) para algum ideal

J . Logo, J ⊂ I(V (J)). De fato, dado f ∈ J , todo elemento de V (J) é raiz de f , logo f se

anula em V (J) e, consequentemente, f ∈ I(V (J)). Assim,

A = V (J) ⊃ V (I(V (J))) = V (I(A)).

Portanto, A = V (I(A)).

Observação 2.12. A aplicação V 7−→ I(V ), que faz corresponder a um conjunto algébrico

V o ideal I(V ), é injetora. De fato, se I(V ) = I(W ) então V (I(V )) = V (I(W )). Pela

proposicão anterior segue que V = W . Assim, se V ⊂ W e V ̸= W então existe um

polinômio que se anula em V e não se anula em W (pois, pela Observação 2.4, V ⊂ W ⇒

I(W ) ⊂ I(V )).

Proposição 2.13. Seja V um conjunto algébrico. Então V é variedade algébrica se, e

somente se, I(V ) é primo.

Demonstração: Suponhamos que V é uma variedade algébrica. Seja fg ∈ I(V ), temos

V = V (I(V )) ⊂ V (fg) = V (f) ∪ V (g)



29

e, portanto

V = (V (f) ∪ V (g)) ∩ V = (V (f) ∩ V ) ∪ (V (g) ∩ V ).

Uma vez que V não é a união de dois subconjuntos algébricos próprios, podemos assumir

que V (f) ∩ V = V , isto é, V ⊂ V (f). E, consequentemente, f ∈ I(V ).

Reciprocamente, suponhamos I(V ) primo e que V não é variedade algébrica, logo pode-

mos escrever V = V1∪V2 com V1, V2 ⊂ V subconjuntos próprios. Temos I(V ) ⊂ I(V1), I(V2)

e I(V ) ̸= I(V1), I(V2). Consideremos f1 ∈ I(V1)\I(V ) e f2 ∈ I(V2)\I(V ) (que existem pela

Observação 2.12), sendo I(V1), I(V2) ideais temos que f1f2 ∈ I(V1)∩I(V2), logo f1f2 se anula

em todo ponto de V1 e em todo ponto de V2. Segue que f1f2 ∈ I(V ) (pois, V = V1 ∪ V2), o

que é uma contradição já que I(V ) é primo e f1, f2 /∈ I(V ). Portanto V não é a união de

dois subconjuntos algébricos próprios, logo V é variedade algébrica.

Observação 2.14. Se V é variedade algébrica, pela proposição acima, I(V ) é primo. Logo,

L[X1, ..., Xm]

I(V )

é domı́nio de integridade.

Definição 2.15. O corpo de frações f/g tal que

f, g ∈ L[X1, ..., Xm]

I(V )

é chamado corpo de funções racionais em V e denotado por LV . Seu grau de transcendência

sobre L é chamado a dimensão algébrica de V sobre L e denotado por ∂LLV .

Para maiores informações à respeito de grau de transcendência veja, por exemplo, [12].

Definição 2.16. Seja V uma variedade algébrica. Uma subvariedade algébrica própria W

de V é uma variedade algébrica contida em V , mas distinta de V .

Se W ⊂ V é uma subvariedade algébrica de V então, a dimensão algébrica de W é menor

do que a dimensão algébrica de V . Veja, por exemplo, [3], pag. 29.

Definição 2.17. Seja V ⊂ Lm um conjunto algébrico não vazio. Escolha polinômios f1, ..., fk

que geram o ideal I(V ) e, para cada x ∈ V , considere a matriz (∂fi/∂xj) de ordem k ×m
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avaliada em x. Seja ρ o maior posto que esta matriz assume em qualquer ponto de V . Um

ponto x ∈ V é chamado regular se a matriz (∂fi/∂xj) atinge seu maior posto ρ em x e

singular se

posto

(
∂fi
∂xj

(x)

)
< ρ.

Note que esta definição não depende da escolha de {f1, ..., fk} (pois, se adicionarmos um

polinômio extra fk+1 = g1f1 + ... + gkfk, a nova linha resultante em nossa matriz será uma

combinação linear das demais linhas.)

Proposição 2.18. O conjunto Σ(V ), de todos os pontos singulares de V , é um subconjunto

algébrico de V .

Demonstração: Se x ∈ Σ(V ) então (∂fi/∂xj) não assume posto máximo em x, logo o

determinante de todo menor ρ × ρ de (∂fi/∂xj) se anula em x. Note que o determinante

de um menor ρ × ρ é um polinômio pertencente a L[X1, ..., Xm]. Reciprocamente, se o

determinante de todo menor ρ× ρ se anula em x então (∂fi/∂xj) não assume posto máximo

em x, logo x ∈ Σ(V ). Assim, Σ(V ) é o conjunto dos pontos que anulam os polinômios que

são dados por cada menor determinante ρ× ρ. Logo, Σ(V ) é um conjunto algébrico e sendo

cada x ∈ Σ(V ) um elemento de V segue que Σ(V ) é um subconjunto de V .

Seja ρ como na Definição 2.17, temos o seguinte teorema devido à Whitney:

Teorema 2.19. (Whitney) Se L é o corpo dos números reais (ou complexos), então o

conjunto V \Σ(V ) dos pontos regulares de V ⊂ Lm forma uma variedade diferenciável não

vazia. Além disso, esta variedade é anaĺıtica real (ou complexa) e tem dimensão m− ρ.

Observação 2.20. No caso em que V é uma variedade algébrica, Whitney mostra que a

dimensão da variedade diferenciável V \Σ(V ) é precisamente igual a dimensão algébrica de

V sobre L.

Teorema 2.21. (Whitney) Para qualquer par V ⊃ W de conjuntos algébricos num espaço

de coordenadas real ou complexo, a diferença V \W tem, no máximo, um número finito de

componentes conexas.
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Para mais informações sobre os teoremas de Whitney veja, por exemplo, [16].

Observação 2.22. (i) O próprio V tem um número finito de componentes conexas.

(ii) A variedade diferenciável V \Σ(V ) tem um número finito de componentes conexas.

Cada um dos próximos dois exemplos será uma curva no plano real tendo a origem como

único ponto singular.

Exemplo 2.23. Seja

V = {(x, y) ∈ R2; y2 − x2(1− x2) = 0}.

Figura 2.1: y = ±x
√
1− x2

Esta variedade algébrica ilustra o tipo de ponto singular mais bem comportado e de fácil

compreensão, um “ponto duplo” em que dois ramos anaĺıticos reais ( y = x
√
1− x2 e

y = −x
√
1− x2 ) com tangentes distintas se cruzam. Considerando a função f : R2 −→ R,

f(x, y) = y2 − x2 + x4, temos que o posto máximo da matriz(
∂f
∂x
(x, y) ∂f

∂y
(x, y)

)
=
(

−2x+ 4x3 2y
)

é 1. Assim, os pontos singulares de V são aqueles que anulam a matriz, ou seja, (−1/
√
2, 0),

(1/
√
2, 0) e (0, 0). Como somente (0, 0) pertence a V temos que este é o único ponto singular

de V .

Exemplo 2.24. A equação y3 = x100 pode ser resolvida tomando y como uma função de

x diferenciável de classe C33, além disso esta equação define uma variedade algébrica

V = {(x, y) ∈ R2; y3 − x100 = 0} ⊂ R2 que tem um único ponto singular, a origem.
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Figura 2.2: y =
3
√
x100

Com efeito, para f : R2 −→ R; f(x, y) = y3 − x100, temos que a matriz(
∂f
∂x
(x, y) ∂f

∂y
(x, y)

)
=
(

−100x99 3y2
)

tem posto máximo igual a 1. Como a única entrada que anula a matriz é (0, 0) e (0, 0) ∈ V

segue que este é o único ponto singular de V .

Definição 2.25. O anel comutativo com unidade C[[X1, ..., Xm]] consiste de todos os elemen-

tos que podem ser expressos por uma série de potências formal nas indeterminadas X1, ..., Xm

com coeficientes em C.

Afirmação 2.26. Uma variedade algébrica complexa não pode ser uma variedade diferen-

ciável em toda uma vizinhança de um ponto singular.

Demonstração: Seja a variedade algébrica complexa

V = V (I) =
∩
f∈I

V (f)

onde V (f) = {a ∈ Cm; f(a) = 0}. Suponhamos, por absurdo, que V é diferenciável de

classe C1 em toda uma vizinhança U da origem em Cm. Temos que U ∩ V é uma variedade

diferenciável e para qualquer ponto regular z ∈ U ∩ V o espaço tangente Tz(U ∩ V ) ⊂ Cm

pode ser tomado sendo um espaço vetorial complexo sobre os números complexos.
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Pelo Teorema da Função Impĺıcita, para cada z ̸= 0 ∈ U existe U
′ ⊂ U tal que

U
′ ∩ V = Graf(F ) = {(z1, ..., zn, F (z1, ..., zn))}

onde F : W ⊂ Cn −→ Cm−n é anaĺıtica. Portanto, U
′ ∩ V é uma variedade diferenciável

complexa.

Seja h uma função anaĺıtica complexa definida numa vizinhança de 0 tal que h ∈ I(V ) e

f1, ..., fk polinômios que geram I(V ). Temos que

hs = a1f1 + ...+ akfk, s ∈ N∗

onde a1, ..., ak são germes de funções anaĺıticas (veja, por exemplo, [1], pag.90).

Temos que a1, ..., ak ∈ C[[Z1, ..., Zm]]. Logo, h
s pertence ao ideal I(V ) de C[[Z1, ..., Zm]].

Mas este ideal pode ser expresso como a interseção de ideais primos (veja, por exemplo, [5],

pag. 91). Portanto, h ∈ I(V ) o qual é gerado por f1, ..., fk em C[[Z1, ..., Zm]]. Tomando

derivadas, isto implica que o gradiente dh(0) pode ser expresso como combinação linear dos

gradientes df1(0), ..., dfk(0). Mas o gradiente dh(0) pertence ao complemento ortogonal do

espaço vetorial tangente à U
′∩V no ponto 0, o qual tem dimensãom−n (veja Definição 1.18).

Logo, no ponto 0 temos uma quantidadem−n de vetores que são linearmente independentes,

gerados por df1(0), ..., dfk(0). Portanto, a matriz(
∂fi
∂zj

)
tem posto m− n em 0 e, consequentemente, a origem não é ponto singular de V .

A seguir vamos enunciar o Nullstellensatz que também é conhecido como Teorema dos

Zeros de Hilbert, a demonstração deste teorema pode ser vista, por exemplo, em [12], pag.16.

Teorema 2.27. (Nullstellensatz) Seja J um ideal de C[X1, ..., Xm]. Então I(V (J)) =
√
J ,

onde
√
J = {f ∈ C[X1, ..., Xm]; ∃n ∈ N∗, fn ∈ J}.

Proposição 2.28. Seja V um conjunto algébrico não vazio. Podemos escrever V unicamente

(exceto por permutações) na forma V = V1 ∪ ... ∪ Vr, onde os conjuntos Vi são variedades

algébricas e Vi ̸⊂ Vj para i ̸= j. Os conjuntos Vi são chamados componentes irredut́ıveis de

V .
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Demonstração: (Existência) Procedemos por contradição. Assumimos que existem con-

juntos algébricos indecompońıveis e escolhemos um cujo ideal é maximal entre tais conjuntos.

(Tal V existe pois o anel L[X1, ..., Xm] é Noetheriano). Já que V não é variedade algébrica,

podemos escrever V = F∪G, com F,G ̸= V . Logo, I(F ), I(G) ⊃ I(V ) e I(F ), I(G) ̸= I(V ).

Pela maximalidade de I(V ) segue que F e G são decompońıveis:

F = F1 ∪ ... ∪ Fr, G = G1 ∪ ... ∪Gs.

Mas V é, então, decompońıvel. Uma contradição.

(Unicidade) Suponha dado duas expressões:

V = V1 ∪ ... ∪ Vr = W1 ∪ ... ∪Ws.

Podemos escrever

Vi = V ∩ Vi = (W1 ∩ Vi) ∪ ... ∪ (Ws ∩ Vi).

Como Vi é variedade algébrica, existe um j tal que Vi = Wj ∩ Vi, isto é, Vi ⊂ Wj. Do mesmo

modo, existe k tal que Wj ⊂ Vk e, portanto Vi ⊂ Vk. Isto implica, por hipótese, que i = k.

Segue, então, que Vi = Wj.

Teorema 2.29. Seja V = V (f) uma hipersuperf́ıcie algébrica real ou complexa, com f irre-

dut́ıvel. No caso real com a hipótese adicional de que V contém um ponto regular de f . Então,

todo polinômio que se anula em V é um múltiplo de f . Consequentemente V é variedade

algébrica e o conjunto dos pontos singulares de V , Σ(V ), é precisamente a interseção de V

com os pontos cŕıticos de f .

Demonstração: No caso complexo, é imediato do Teorema 2.27. De fato, como C é alge-

bricamente fechado vale que I(V (f)) =
√

(f). Se g se anula em V (f) então g ∈ I(V (f)),

logo gn ∈ (f) para algum n ∈ N∗. Como f é irredut́ıvel segue que (f) é primo e, portanto,

de gn ∈ (f) temos que g ∈ (f). Isto mostra que g é um múltiplo de f .

No caso real, expresse V ⊂ Rm como uma união

V1 ∪ ... ∪ Vk
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de variedades algébricas, o que é posśıvel pela Proposição 2.28. Seja a um ponto regular de

f que pertence a V , então a matriz(
∂f

∂x1
(a) · · · ∂f

∂xm
(a)

)
tem posto igual a 1 e f(a) = 0. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, existe Z ⊂ Rm,

aberto contendo a, W ⊂ Rm−1 aberto contendo (a1, ..., am−1) e ξ : W −→ R com

ξ(a1, ..., am−1) = am tal que

x ∈ Z e f(x) = 0 ⇐⇒ (x1, ..., xm−1) ∈ W e xm = ξ(x1, ..., xm−1).

Ou seja, f−1(0)∩Z = {(x1, ..., xm−1, ξ(x1, ..., xm−1)); (x1, ..., xm−1) ∈ W}. Mas f−1(0)∩Z =

V ∩ Z e f−1(0) ∩ Z = Graf(ξ). Segue, então, que V ∩ Z = Graf(ξ). Portanto, a vizinhança

V ∩ Z de a é a imagem da única parametrização ϕ : W ⊂ Rm−1 −→ V , ϕ(x) = (x, ξ(x)).

Logo, V ∩ Z é uma variedade diferenciável de dimensão m − 1. Desta forma, pelo menos

um dos Vj, j = 1, ..., k, tem dimensão m− 1. Portanto, de acordo com Whitney, a dimensão

m − 1 de Vj coincide com a dimensão algébrica de Vj sobre R. Ou seja, o corpo de funções

racionais em Vj
R[X1, ..., Xm]

I(Vj)
tem grau de transcendência m − 1 sobre R. Mas o quociente de R[X1, ..., Xm] pelo ideal

primo principal (f) também tem grau de transcendência m− 1 sobre R. Como Vj ⊂ V segue

que I(V ) ⊂ I(Vj), mas (f) ⊂ I(V ). Logo (f) ⊂ I(Vj), o que implica (f) = I(Vj).

Pela Proposição 2.11 temos

V (f) = V (I(Vj)) = Vj.

Portanto, I(V ) = I(Vj) = (f).

Note que como I(V ) = (f) temos que I(V ) é primo assim, pela Proposição 2.13, V é

variedade algébrica.
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Também,

Σ(V ) =

{
x ∈ V ;

(
∂f

∂x1
(x), ...,

∂f

∂xm
(x)

)
não tem posto máximo

}

=

{
x ∈ V ;

(
∂f

∂x1
(x), ...,

∂f

∂xm
(x)

)
= (0, ..., 0)

}

= {x ∈ V ; x é ponto cŕıtico de f} .

Observação 2.30. O resultado acima é válido sobre qualquer corpo localmente compacto,

mas não sobre um corpo arbitrário. Por exemplo, o polinômio irredut́ıvel x2 − y − y3 sobre

o corpo dos números racionais tem apenas um zero racional, (0, 0) e não tem pontos cŕıticos

no plano racional:

Df(x, y) = 0 ⇐⇒
(
∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

)
=
(

0 0
)
⇐⇒

(
2x −1− 3y2

)
=
(

0 0
)
@.

Neste caso, Σ(V ) não é a interseção de V com seus pontos cŕıticos.

Agora, vamos extrair maiores consequências dos dois teoremas de Whitney.

Proposição 2.31. Um conjunto algébrico real ou complexo V pode ser expresso como uma

união finita disjunta

V =M1 ∪M2 ∪ ... ∪Mp,

onde cada Mj, j = 1, ..., p, é uma variedade diferenciável com um número finito de compo-

nentes.

Ainda, qualquer diferença V \W de variedades pode ser expressa como uma união finita.

Demonstração: Sejam M1 = V \Σ(V ) o conjunto dos pontos regulares de V ,

M2 = Σ(V )\Σ(Σ(V )) o conjunto dos pontos regulares de Σ(V ), e assim por diante. Esta

construção deve parar após um número finito de etapas, pois, pela Proposição 2.7, a sequência

V ⊃ Σ(V ) ⊃ Σ(Σ(V )) ⊃ ...
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deve estacionar. Pelo Teorema 2.19, cada Mj, j = 1, ..., p, é uma variedade diferenciável e

pelo Teorema 2.21 cada uma destas tem um número finito de componentes conexas. Note

que

V = V \Σ(V ) ∪ Σ(V ) = V \Σ(V ) ∪ Σ(V )\Σ(Σ(V )) ∪ Σ(Σ(V )) = ...

= V \Σ(V ) ∪ Σ(V )\Σ(Σ(V )) ∪ Σ(Σ(V )) ∪ ... ∪ Σ...(Σ(V ))\Σ(Σ...(Σ(V )) ∪ Σ(Σ...(Σ(V )).

Ou seja,

V =M1 ∪M2 ∪ ... ∪Mp.

Semelhantemente, V \W pode ser expressa como a união disjunta

M
′

1 ∪M
′

2 ∪ ... ∪M
′

p,

com cada M
′
i = Mi\(W ∩Mi) uma variedade diferenciável tendo uma quantidade finita de

componentes conexas.

O próximo teorema é frequentemente útil. Como anteriormente L denota o corpo dos

números reais ou o corpo dos números complexos. Lembramos que um ponto cŕıtico de uma

função definida em uma variedade diferenciável é dado na Definição 1.20.

Teorema 2.32. Sejam V ⊂ Lm um conjunto algébrico, M1 = V \Σ(V ) e g : Lm −→ L uma

função polinomial. O conjunto dos pontos cŕıticos da restrição g|M1 é igual a interseção de

M1 com o conjunto algébrico W que consiste de todos pontos x ∈ V para os quais a matriz

∂g

∂x1
(x)

∂g

∂x2
(x) · · · ∂g

∂xm
(x)

∂f1
∂x1

(x)
∂f1
∂x2

(x) · · · ∂f1
∂xm

(x)

...
...

. . .
...

∂fk
∂x1

(x)
∂fk
∂x2

(x) · · · ∂fk
∂xm

(x)


tem posto menor ou igual a ρ, onde ρ é como na Definição 2.17 e f1, ..., fk denotam polinômios

que geram I(V ).
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Demonstração: Sejam f1, ..., fk ∈ L[X1, ..., Xm] tais que f1, ..., fk geram I(V ),

F : Lm −→ Lk; F (x1, ..., xm) = (f1(x1, ..., xm), ..., fk(x1, ..., xm)) e a = (a1, ..., am) ∈ M1.

Então, 
∂f1/∂x1 . . . ∂f1/∂xm

...
. . .

...

∂fk/∂x1 . . . ∂fk/∂xm


tem posto máximo ρ em a. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, existem vizinhanças Z e W

de a em Lm e um difeomorfismo h : Z −→W com h(a) = 0 tal que

(F ◦ h)(x1, ..., xρ, xρ+1, ..., xm) = (u1, ..., uρ).

Note que se x ∈ M1 então F (x) = 0. Localmente, F (x) = (u1, ..., uρ). Logo, (u1, ..., uρ) = 0.

Ou seja, M1 corresponde ao lugar geométrico

u1 = ... = uρ = 0.

Assim, uρ+1, ..., um podem ser tomadas como coordenadas locais em M1. Note que ∂fi/∂uj,

avaliada num ponto de M1, é zero para j ≥ ρ + 1 (já que fi se anula em M1). Como a

matriz (∂fi/∂uj) é coluna equivalente à matriz (∂fi/∂xl) e, portanto tem posto ρ, segue que

as primeiras ρ colunas de (∂fi/∂uj) devem ser linearmente independentes. Então, a matriz
∂g/∂u1 · · · ∂g/∂um

∂f1/∂u1 · · · ∂f1/∂um
...

. . .
...

∂fk/∂u1 · · · ∂fk/∂um


terá posto ρ se, e somente se,

∂g/∂uρ+1 = . . . = ∂g/∂um = 0

ou, em outras palavras, se e somente se, o ponto dado for um ponto cŕıtico de g|M1 .

Uma vez que esta nova matriz é coluna equivalente a matriz dada no enunciado temos o

resultado.

Corolário 2.33. Uma função polinomial g em M1 = V \Σ(V ) pode ter, no máximo, um

número finito de valores cŕıticos.
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(Um valor cŕıtico g(x) ∈ L é a imagem por g de um ponto cŕıtico)

Demonstração: O conjunto dos pontos cŕıticos de g|M1 pode ser expresso pela diferença

W\Σ(V ) de conjuntos algébricos (pois, pelo teorema anterior, W ⊂ V e o conjunto dos

pontos cŕıticos de g|M1 é igual a (V \Σ(V )) ∩W ) e, portanto pode ser expresso como uma

união finita de variedades diferenciáveis

W\Σ(V ) =M
′

1 ∪ . . .M
′

p,

onde cada M
′
i tem um número finito de componentes.

Cada ponto x ∈ M
′
i é um ponto cŕıtico da função diferenciável g|M1 , logo é um ponto

cŕıtico da restrição g|M ′
i
. Já que todos os pontos de M

′
i são cŕıticos então g′ se anula em

todos eles, logo g é constante em cada componente de M
′
i . Portanto, a imagem g(M

′
i ) é um

conjunto finito (já que a quantidade de componentes é finita). Assim,

g(M
′

1) ∪ . . . ∪ g(M
′

p)

é um conjunto finito. Mas, este conjunto é precisamente o conjunto dos valores cŕıticos de

g|M1 .



Caṕıtulo 3

Topologia Local

Neste caṕıtulo estudamos alguns resultados mais espećıficos, aqui V ⊂ Lm denota um

conjunto algébrico real ou complexo.

Proposição 3.1. Seja x0 um ponto regular de V ou um ponto isolado de Σ(V ). Toda

esfera suficientemente pequena Sϵ centrada em x0 intercepta V numa variedade diferenciável

(possivelmente vazia).

Demonstração: No caso real segue aplicando o Corolário 2.33 ao polinômio

r(x) =∥ x− x0 ∥2= (x1 − x01)
2 + (x2 − x02)

2 + . . .+ (xm − x0m)
2.

De fato, se ϵ2 é menor do que qualquer valor cŕıtico positivo de r|(V \Σ(V )) então qualquer x

pertencente a V , que é ponto cŕıtico de r, é tal que r(x) > ϵ2 ou 0, logo se x ∈ V é ponto cŕıtico

de r então x /∈ Sϵ. Portanto, r−1(ϵ2) = {x ∈ V \Σ(V ); r(x) = ϵ2 e x não é ponto cŕıtico} e,

consequentemente, ϵ2 é valor regular de r. Assim, sua imagem inversa

r−1(ϵ2) ∩ (V \Σ(V )) = Sϵ ∩ (V \Σ(V ))

é uma variedade diferenciável K = Sϵ ∩ (V \Σ(V )). Tomando ϵ suficientemente pequeno, Sϵ

não terá interseção com Σ(V ). Desta forma, K = Sϵ ∩ V .

A afirmação correspondente no caso complexo é imediata, pois toda variedade algébrica

complexa em Cm pode ser vista como uma variedade algébrica real em R2m.

Definição 3.2. O conjunto K = Sϵ ∩ V é chamado “link”.

Definição 3.3. Uma partição da unidade diferenciável em uma variedade diferenciável M

consiste de uma cobertura por abertos {Ui} de M e uma coleção de funções diferenciáveis

σi :M −→ R satisfazendo as seguintes condições:
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(i) σi(x) ≥ 0 ∀x ∈M ;

(ii) Suporte(σi) ⊂ Ui, onde Suporte(σi) é o fecho do conjunto dos pontos x ∈ M tais que

σi(x) ̸= 0;

(iii) cada x ∈ M tem uma vizinhança na qual somente um número finito de σi são não

nulas;

(iv) para cada x ∈M ,
∑

i σi(x) = 1.

Definição 3.4. Sejam x0 ∈ Lm um ponto e A ⊂ Lm um conjunto. O cone sobre A com base

em x0, denotado por Cone(A), é união de todos segmentos de reta

tk + (1− t)x0, 0 ≤ t ≤ 1

unindo pontos a ∈ A ao ponto base x0.

O próximo resultado nos diz o tipo topológico da interseção V ∩ Dϵ, onde

Dϵ = {x ∈ Lm; ∥ x − x0 ∥≤ ϵ} e x0 é um ponto regular ou singular isolado de V .

Considerando Sϵ centrada em x0 temos, de acordo com a definição acima, que o

Cone(Sϵ) é naturalmente igual a Dϵ.

Teorema 3.5. Para ϵ suficientemente pequeno a interseção de V com Dϵ é homeo-

morfa ao cone sobre K = V ∩Sϵ. Além disso, o par (Dϵ, V ∩Dϵ) é homeomorfo ao

par (Cone(Sϵ),Cone(K)).

Demonstração: Novamente, é suficiente considerar apenas o caso real já que toda variedade

algébrica complexa em Cm pode ser vista como uma variedade algébrica real em R2m. Seja

ϵ suficientemente pequeno de modo que o disco Dϵ não contenha pontos singulares de V e

nem pontos cŕıticos de r|(V \Σ(V )), exceto o próprio x0.

Vamos construir um campo vetorial diferenciável v(x) no disco perfurado Dϵ − x0, ou seja,

uma aplicação diferenciável v : Dϵ − x0 −→ Rm, com duas propriedades:

(i) o vetor v(x) sempre apontará para “fora” de x0 para todo x; isto é, o produto interno

euclidiano

⟨v(x), x− x0⟩
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será estritamente positivo;

(ii) o vetor v(x) será tangente a variedade diferenciável M1 = V \Σ(V ) quando x pertencer

a M1.

Primeiro, vamos construir tal campo vetorial localmente. Dado qualquer ponto xa ∈ Dϵ−x0

construiremos um campo vetorial va(x) em toda uma vizinhança Ua de xa de modo que estas

duas propriedades sejam satisfeitas.

Se xa não pertence a V , então podemos simplesmente definir

va(x) = x− x0

para todo x em alguma vizinhança Ua ⊂ Rm\V . Temos

⟨va(x), x− x0⟩ = ⟨x− x0, x− x0⟩ =∥ x− x0 ∥2> 0, pois x ̸= x0 (x0 ∈ V e x /∈ V )

e xa /∈M1 (pois, xa /∈ V ).

Se xa pertence a V e, portanto pertence a M1 (pois xa ∈ Dϵ − x0, o qual não contém pontos

singulares de V ), escolha, da mesma forma como fizemos na demonstração do Teorema 2.32,

um sistema de coordenadas locais u1, ..., um em toda uma vizinhança de xa de modo que M1

corresponde ao lugar geométrico u1 = ... = uρ = 0. Como xa não é ponto cŕıtico da função

r|M1 , onde r(x) =∥ x− x0 ∥2, segue da demonstração do Teorema 2.32, que pelo menos uma

das derivadas parciais

∂r/∂uρ+1, ..., ∂r/∂um

deve ser não nula em xa. Se, por exemplo, ∂r/∂uh é não nula em xa então seja Ua uma

vizinhança suficientemente pequena conexa na qual ∂r/∂uh ̸= 0 e seja va(x) o vetor

±(∂x1/∂uh, ..., ∂xm/∂uh)

tangente a curva uh-coordenada em x, escolhendo o sinal positivo ou negativo conforme

∂r/∂uh é positivo ou negativo. Note que va(x) é tangente a M1, sempre que x ∈ M1, pois a

curva uh-coordenada está contida em M1. Além disso,

2⟨va(x), x− x0⟩ =
∑

2(xi − x0i )v
a
i =

∑
(∂r/∂xi)(±∂xi/∂uh)
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é igual a ±∂r/∂uh > 0 para todo x ∈ Ua.

Agora, seja {λa} uma partição da unidade em Dϵ − x0 diferenciável com Suporte(λa) ⊂ Ua

(a existência de tal partição da unidade pode ser verificada em [4], pag. 33). Então o campo

vetorial

v(x) =
∑

λa(x)va(x)

em Dϵ − x0, satisfaz (i) e (ii):

(i) ⟨v(x), x− x0⟩ = ⟨
∑
λa(x)va(x), x− x0⟩ =

∑
λa(x)⟨va(x), x− x0⟩ > 0, pois λa(x) ≥ 0,

⟨va(x), x− x0⟩ > 0 e esta soma é finita já que somente um número finito de λa são não

nulas;

(ii) sendo cada va(x) tangente à M1 segue que v(x) é tangente à M1.

Normalize definindo

w(x) =
v(x)

⟨2(x− x0), v(x)⟩
e considere a equação diferencial

dx

dt
= w(x).

As soluções são curvas diferenciáveis x = p(t), definidas para α < t < β, que satisfazem

dp

dt
(t) = w(p(t)).

Dada qualquer solução p(t), a derivada da composição r(p(t)) é dada por

r′(p(t))p′(t) = r′(x)w(x)

=
(
∂r/∂x1 . . . ∂r/∂xm

)
w1(x)

...

wm(x)


= (∂r/∂x1)w1(x) + ...+ (∂r/∂xm)wm(x)

= 2(x1 − x01)w1(x) + ...+ 2(xm − x0m)wm(x)

= ⟨2(x− x0), w(x)⟩

= 1
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onde x = p(t). Assim, a função r(p(t)) deve ser igual a t+ c com c uma constante. Portanto,

subtraindo a constante c do parâmetro t, se necessário, podemos assumir que

r(p(t)) =∥ p(t)− x0 ∥2= t.

Afirmação 3.6. Esta solução p(t) pode ser estendida em todo o intervalo 0 < t ≤ ϵ2.

Deixamos a demonstração desta afirmação para depois, retomamos, agora, a demonstra-

ção atual.

Note que a solução p(t), 0 < t ≤ ϵ2, é unicamente determinada pelo valor inicial

p(ϵ2) ∈ Sϵ.

Para cada a ∈ Sϵ seja

pa(t) = P (a, t), 0 < t ≤ ϵ2

a única solução que satisfaz a condição inicial

pa(ϵ
2) = P (a, ϵ2) = a.

Então,

P : Sϵ × (0, ϵ2] −→ Dϵ − x0

(a, t) 7−→ pa(t)

é um difeomorfismo local. Note que r(pa(t)) = t, logo pa tem inversa à esquerda e portanto é

sobrejetora. Dado x ∈ Dϵ−x0, existe w(x) para este x, logo existe pa(t) tal que p
′
a(t) = w(x).

Como pa(t) é sobrejetora, existe t0 tal que x = pa(t0) = P (a, t0). Isto mostra que P é

sobrejetora. Suponha que P (a, t1) = P (b, t2), então pa(t1) = pb(t2). Temos, assim, que

∥ pa(t1)− x0 ∥=∥ pb(t2)− x0 ∥=⇒∥ pa(t1)− x0 ∥2=∥ pb(t2)− x0 ∥2

=⇒ r(pa(t1)) = r(pb(t2)) =⇒ t1 = t2.

E, tomando t1 = t2 = ϵ2 temos pa(ϵ
2) = pb(ϵ

2), ou seja, a = b. Logo, P é injetora. Sendo

cada pa diferenciável segue que P é diferenciável. E como P é não nula temos, pelo Teorema

da Função Inversa, que P é um difeomorfismo local.
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Como o campo vetorial w(x) é tangente à M1 para todo x ∈ M1, segue que toda curva

solução que toca M1 deve estar contida em M1. Portanto, P aplica o produto K × (0, ϵ2]

difeomorficamente em V ∩ (Dϵ − x0).

Finalmente, note que P (a, t) tende uniformemente para x0 quando t −→ 0. Assim, a

correspondência

ta+ (1− t)x0 7−→ P (a, tϵ2)

definida para 0 < t ≤ 1, estende-se, unicamente, a um homeomorfismo do Cone(Sϵ) à Dϵ.

Além disso, este homeomorfismo leva o Cone(K) em V ∩Dϵ.

Vamos demonstrar, agora, a Afirmação 3.6 feita no decorrer da demonstração do Teorema

3.5.

Demonstração: (Afirmação 3.6) Podemos assumir que o campo vetorial w(x) foi cons-

trúıdo sobre um conjunto aberto ligeiramente maior do que Dϵ − x0, de modo que os pontos

de fronteira de Dϵ não causam nenhum problema. Pelo Lema de Zorn (1.8), a solução dada

p(t) pode ser estendida sobre algum intervalo maximal α′ < t < β′. Suponha, por exemplo,

que β′ ≤ ϵ2. Então estenderemos a solução p(t) sobre um intervalo ligeiramente maior

contradizendo, assim, a definição de β′.

Como os pontos p(t) com α′ < t < β′ pertencem ao conjunto compacto Dϵ, existe pelo menos

um ponto limite x′ de {p(t)} quando t −→ β′ e, claramente, r(x′) = β′ ̸= 0 de modo que

x′ ∈ Dϵ − x0.

Dada a equação diferencial
dx

dt
= w(x),

pelo Teorema de Existência, Unicidade e Diferenciabilidade Local, para cada x′′ em alguma

vizinhança U de x′ e cada t′′ em algum intervalo arbitrariamente pequeno I contendo β′

existe uma única solução x = q(t), t ∈ I satisfazendo a condição inicial q(t′′) = x′′ e, além

disso, q(t) é uma função diferenciável de x′′, t′′ e t ([4], Caṕıtulo 4 §1). Para aplicar este

teorema, escolha t′′ ∈ (α′, β′) ∩ I e seja x′′ igual a p(t′′). Usando o Teorema de Unicidade

Local ([4], pag. 64), podemos verificar que p(t) = q(t) para todo t no domı́nio comum da

definição (α′, β′) ∩ I. Assim, as soluções p e q podem ser unidas para fornecer uma solução

que é definida para t no intervalo maior (α′, β′) ∪ I. Esta contradição prova que β′ > ϵ2, e
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um argumento semelhante mostra que α′ = 0.

A seguir vamos apresentar um exemplo como ilustração do Teorema 3.5.

Exemplo 3.7. Seja V como na Figura 3.1. Considere Sϵ uma esfera de raio ϵ centrada

em O, o qual estamos supondo um ponto singular isolado de V . Na Figura 3.1 temos as

representações de V interseção com Sϵ, do link K = V ∩ Sϵ e do Cone(K).

Figura 3.1: O cone sobre o link K.

No restante deste caṕıtulo consideramos apenas pontos regulares de V .

Definição 3.8. Dizemos que E ⊂ Sϵ é uma esfera não enodada em Sϵ se existe

Sm−1 e um difeomorfismo h : Sϵ −→ Sm−1 tal que h|E : E −→ F é homeomorfismo,

onde F = {x = (x1, ..., xm) ∈ Sm−1; x1 = ... = xi = 0, 1 ≤ i ≤ m}.

Proposição 3.9. Se x0 é um ponto regular de V , então a interseção K = V ∩ Sϵ é uma

esfera não enodada em Sϵ, para todo ϵ suficientemente pequeno.

Demonstração: Seja

F : M1 ⊂ Lm −→ Lk

x 7−→ (f1(x), ..., fk(x)),
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onde f1, ..., fk geram I(V ). Em cada ponto de M1,
∂f1/∂z1 · · · ∂f1/∂zm

...
. . .

...

∂fk/∂z1 · · · ∂fk/∂zm


tem posto máximo igual a k. Logo, numa vizinhança de qualquer ponto de M1 existem

coordenadas locais x1, ..., xk para M1.

Seja r : M1 = V \Σ(V ) −→ R a função diferenciável definida por r(x) =∥ x− x0 ∥2.

Podemos escrever r(x) =∥ x−x0 ∥2= (x1−x01)2+ ...+(xk−x0k)2. Temos ∂r/∂xi = 2(xi−x0i )

logo, ∂r/∂xi(x
0) = 0. Portanto, x0 é ponto cŕıtico de r. Note que a matriz Hessiana de r no

ponto x0, que é dada por:

H(x0) = d2r(x0) =



∂2r

∂x1∂x1
(x0)

∂2r

∂x1∂x2
(x0) · · · ∂2r

∂x1∂xk
(x0)

∂2r

∂x2∂x1
(x0)

∂2r

∂x2∂x2
(x0) · · · ∂2r

∂x2∂xk
(x0)

...
...

. . .
...

∂2r

∂xk∂x1
(x0)

∂2r

∂xk∂x2
(x0) · · · ∂2r

∂xk∂xk
(x0)


é igual a 

2 0 · · · 0

0 2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 2

 .

Logo,

det

(
∂2r

∂xi∂xj
(x0)

)
= 2k ̸= 0.

Portanto, x0 é um ponto cŕıtico não degenerado de r.

Pela Lema de Morse (1.34), existe um sistema de coordenadas ξ : V0 ⊂ Rk −→ W com

x0 ∈ W ⊂M1, 0 ∈ V0, ξ(0) = x0 e

r(ξ(u)) = r(x0)− u21 − ...− u2i + u2i+1 + ...+ u2k,
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onde i é o ı́ndice do ponto cŕıtico x0. Note que

det(λI −H(x0)) = 0 ⇐⇒ (λ− 2)k = 0 ⇐⇒ λ = 2.

Logo, a matriz Hessiana não tem autovalores negativos e, consequentemente, i = 0. Portanto,

existe um sistema de coordenadas locais u1, ..., uk para M1, próximo de x0, de modo que

r(x) = r(ξ(u)) = u21 + ...+ u2k.

Segue que K = V ∩ Sϵ é difeomorfa a esfera que consiste de todos (u1, ..., uk)

com u21 + ... + u2k = ϵ2. Mas, o Lema de Morse (1.34) pode ser aplicado também ao par de

variedades M1 ⊂ Rm. Isto é, existem coordenadas locais v1, ..., vm para Rm próximo de x0

tal que

r(x) = r(φ(v)) = v21 + ...+ v2m

e de modo que V corresponde ao lugar geométrico vk+1 = ... = vm = 0.

Assim, o par (Sϵ, K) é difeomorfo ao par que consiste de uma esfera e uma esfera no subespaço

de Rm das v-coordenadas.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.10. Sejam V o parabolóide de revolução dado pela equação x2 + y2 + 2z = 0 e

Sϵ uma esfera centrada na origem de raio ϵ.

Figura 3.2: Parabolóide de revolução interseção com Sϵ.
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Note que a origem é um ponto regular de V . De fato, considere f(x, y, z) = x2 + y2 +2z.

Temos que V = f−1(0) e a matriz(
∂f

∂x
(x, y, z)

∂f

∂y
(x, y, z)

∂f

∂z
(x, y, z)

)
=
(

2x 2y 2
)

tendo uma entrada constante diferente de zero, assume posto máximo igual a 1 em todo ponto

de R3, em particular na origem.

A interseção K = V ∩ Sϵ é, claramente, homeomorfa ao equador de Sϵ, o qual é uma

esfera de dimensão 1. Portanto, K é uma esfera não enodada em Sϵ.

Agora, considere um ponto regular z0 de uma hipersuperf́ıcie algébrica complexa

V = f−1(0) ⊂ Cm.

Queremos estudar o conjunto

F0 = ϕ−1(1) = f−1(R+) ∩ Sϵ,

onde

ϕ : Sϵ\K −→ S1

z 7−→ f(z)

| f(z) |
·

Proposição 3.11. Se o centro z0 de Sϵ é um ponto regular de f , então a “fibra” F0 = ϕ−1(1)

é difeomorfa a R2m−2.

Demonstração: Considere a aplicação

r : f−1(R) ⊂ Cm −→ R

z 7−→ ∥ z − z0 ∥2 ·

Temos que z0 é um ponto cŕıtico não degenerado de r. Aplicando o Lema de Morse (1.34)

ao par de variedades V ⊂ f−1(R), existe um sistema de coordenadas ξ : V0 −→ W com

z0 ∈ W ⊂ f−1(R), 0 ∈ V0, ξ(0) = z0 e

r(z) =∥ z − z0 ∥2=∥ ξ(u)− ξ(0) ∥2= u21 + ...+ u22m−1, (u = (u1, ..., u2m−1)) (3.1)
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Note que f(z0) = 0 e (
∂f/∂z1 · · · ∂f/∂zm

)
avaliada em z0 tem posto igual a 1. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, existem vizinhanças

U e Z de z0 em Cm e um difeomorfismo h : U −→ Z com h(z0) = 0 tais que

(f ◦ h)(z1, z2, ..., zm) = z1. (3.2)

Sendo V = f−1(0) = {z ∈ Cm; f(z) = 0}, localmente V = {z ∈ Cm; z1 = 0}. Tomando uma

vizinhança menor, se necessário, temos que 3.1 e 3.2 são satisfeitas simultaneamente. Como

ϕ−1(1) ⊂ Sϵ\K (K = V ∩ Sϵ), ϕ
−1(1) não contém pontos de V que é onde u1 = 0 e, sendo

r cont́ınua no conexo Sϵ\K e u1 ̸= 0 temos que u1 é estritamente positivo ou estritamente

negativo. Então,

ϕ−1(1) = f−1(R+) ∩ Sϵ

corresponderá ao hemisfério aberto

±u1 > 0; u21 + ...+ u22m−1 = ϵ2,

o qual é difeomorfo a R2m−2.



Caṕıtulo 4

Lema de Seleção da Curva

Dados V ⊂ Rm um conjunto algébrico real e U ⊂ Rm um conjunto aberto definido por

um número finito de desigualdades polinomiais:

U = {x ∈ Rm; g1(x) > 0, ..., gl(x) > 0.

Provamos, neste caṕıtulo, o seguinte lema:

Lema 4.1. (Lema de Seleção da Curva) Se U ∩ V contém pontos arbitrariamente

próximos da origem (isto é, se 0 ∈ U ∩ V ) então existe uma curva anaĺıtica real definida

por

p : [0, ϵ) −→ Rm

com p(0) = 0 e p(t) ∈ U ∩ V para t > 0.

Suponha dimV ≥ 2. Vamos construir um subconjunto algébrico próprio V1 ⊂ V tal que

0 ∈ U ∩ V1. Este processo pode ser repetido indutivamente até encontrarmos um subconjunto

algébrico Vq tal que dimVq ≤ 1 e 0 ∈ U ∩ Vq.

Podemos assumir que V é variedade algébrica. Pois se V é a união de dois subconjuntos

algébricos próprios, então um deles servirá como V1.

Também podemos assumir que Dη ∩U ∩Σ(V ) = ∅ em alguma vizinhança Dη de 0. Caso

contrário, podeŕıamos escolher V1 sendo Σ(V ).

Será conveniente usar a linguagem de diferenciais. Por definição a diferencial df(x) de

um polinômio f em x é o elemento do espaço (vetorial) dual

HomR(Rm,R)
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que corresponde ao vetor linha

(∂f/∂x1, ..., ∂f/∂xm)

avaliado em x.

Sejam f1, ..., fk os geradores do ideal I(V ). Lembremos que o conjunto dos pontos singu-

lares de V , Σ(V ), é o conjunto de todos x ∈ V para os quais

posto{df1(x), ..., dfk(x)} < ρ,

onde a dimensão da variedade algébrica V é m− ρ.

Faremos uso de duas funções auxiliares:

r(x) =∥ x ∥2, g(x) = (g1(x) · g2(x) · . . . · gl(x)).

Seja V ′ o conjunto de todos x ∈ V com

posto{df1(x), ..., dfk(x), dr(x), dg(x)} ≤ ρ+ 1.

Temos:

Lema 4.2. A interseção U ∩ V ′ também contém pontos arbitrariamente próximos de 0.

Demonstração: Por hipótese, existem esferas suficientemente pequenas Sϵ centradas em 0

que contém pontos de U ∩ V . Seja Sϵ uma dessas esferas e considere o conjunto

C = {x ∈ V ∩ Sϵ; g1(x) ≥ 0, ..., gl(x) ≥ 0}.

Provemos que C é compacto. Note que os conjuntos Ui = {x ∈ Rm; gi(x) ≥ 0} são fechados.

De fato, seus complementares Rm\Ui são subconjuntos abertos de Rm pois são a imagem

inversa do intervalo aberto (−∞, 0) por gi que é cont́ınua. Como a interseção de conjuntos

fechados é um conjunto fechado e

K = {x ∈ Rm; g1(x) ≥ 0, ..., gl(x) ≥ 0} = U1 ∩ ... ∩ Ul,

segue que K é fechado. Também, V ∩ Sϵ é fechado (pois, é a interseção de fechados). Como

C = V ∩ Sϵ ∩K segue que C é fechado e, como C é limitado segue que C é compacto.
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A função g sendo cont́ınua deve assumir máximo e mı́nimo em algum ponto x′ deste compacto.

Claramente x′ ∈ U , vamos mostrar que x′ ∈ V ′. Note que Sϵ intercepta U∩V numa variedade

diferenciável de dimensão m− ρ− 1 e que

posto{df1(x), ..., dfk(x), dr(x)} = ρ+ 1

em cada ponto x ∈ U ∩V ∩Sϵ. Isto segue das demonstrações da Proposição 3.1, do Teorema

2.32 e do fato que U ∩Sϵ não contém pontos singulares de V para ϵ suficientemente pequeno.

Como U ∩ V ∩ Sϵ é uma variedade diferenciável e posto{df1(x), ..., dfk(x), dr(x)} = ρ+ 1

∀x ∈ U ∩ V ∩ Sϵ, pelo Teorema 2.32, temos que o conjunto dos pontos cŕıticos de g|U∩V ∩Sϵ

é igual a interseção de U ∩ V ∩ Sϵ com o conjunto de todos os x ∈ V tal que

posto{df1(x), ..., dfk(x), dr(x), dg(x)} ≤ ρ+ 1. Ou seja, os pontos cŕıticos de g|U∩V ∩Sϵ são os

pontos cŕıticos de U ∩ V ∩ Sϵ que estão em V ′.

Mas, g|U∩V ∩Sϵ assume seu máximo em x′. Logo, x′ é ponto cŕıtico de g|U∩V ∩Sϵ e, portanto,

x′ ∈ V ′.

Deste modo, se V ′ é um subconjunto próprio de V então V ′ satisfaz nossas condições.

Resta a questão do que fazer quando V = V ′.

Também podemos fazer a construção usando a função

(x1, ..., xm) 7−→ xig(x1, ..., xm)

no lugar de g. Seja V ′
i o conjunto de todos x ∈ V tal que

posto{df1(x), ..., dfk(x), dr(x), d(xig)(x)} ≤ ρ+ 1.

Da mesma forma que fizemos anteriormente, podemos mostrar que 0 ∈ U ∩ V ′
i . Assim,

encontramos um conjunto algébrico adequado V1 ⊂ V , exceto no caso

V = V ′ = V ′
1 = ... = V ′

m.

Afirmação 4.3. Este caso somente poderá ocorrer quando a dimensão m − ρ de V é igual

a 1.

Demonstração: Podemos escolher x′ ∈ U ∩ V de modo que

posto{df1(x
′
), ..., dfk(x

′
), dr(x

′
)} = ρ+ 1.
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Se V = V ′ então x′ ∈ V ′ e, portanto a diferencial dg(x′) deve pertencer ao (ρ + 1)-espaço

vetorial gerado por

{df1(x′), ..., dfk(x′), dr(x′)}.

Da mesma forma, se V = V ′
i então d(xig)(x

′) deve pertencer a este ρ+ 1-espaço vetorial.

Mas as diferenciais dx1, ..., dxm formam uma base para todo o m-espaço vetorial de diferen-

ciais em x′. Como dx1(x
′), ..., dxm(x

′) pertencem ao espaço gerado por df1(x
′), ..., dfk(x

′) e

dr(x′) segue que o subespaço gerado por df1(x
′
), ..., dfk(x

′
) e dr(x

′
) deve ser todo o espaço e

sua dimensão ρ+ 1 deve ser igual a m. Portanto, m− ρ = 1.

Agora, podemos fazer uso da descrição clássica das variedades algébricas de dimensão 1:

Lema 4.4. Seja x0 um ponto não isolado de uma 1-variedade real ou complexa V . Então,

uma vizinhança convenientemente escolhida de x0 em V é a união de um número finito de

ramos que se interceptam somente em x0. Cada ramo é homeomorfo a um intervalo de

números reais (ou a um disco aberto de números complexos) através de um homeomorfismo

x = p(t) que é dado por uma série de potências

p(t) = x0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + ...

convergente para | t |< ϵ.

Antes de iniciarmos a demonstração do lema note que se k é o menor ı́ndice de modo que V

não está contida num hiperplano coordenado xk = c com c constante, então a parametrização

p pode ser escolhida de modo que xk = pk(t) é uma função polinomial da forma

pk(t) = cte± tµ, µ ≥ 1.

Além disso, p pode ser escolhida de modo que a coleção {i; ai ̸= 0} de expoentes tem máximo

divisor comum igual a 1. A série de potências p é, então, unicamente determinada exceto pelo

sinal do parâmetro t (ou, pela multiplicação de t por ráızes da unidade no caso complexo).

Demonstração: Não faremos o caso de curva em Cm, m ≥ 2, para mais informações ver

[15] que faz para o caso m = 2 o qual pode ser estendido para m > 2. O caso de 1-variedade

V ⊂ Rm pode ser tratado como segue:
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Seja Vc o menor conjunto algébrico complexo em Cm que contém V . Temos que Vc é irre-

dut́ıvel, de dimensão complexa 1 e que o conjunto Rm ∩ Vc de pontos reais em Vc é igual

a V . Para provar que Vc é irredut́ıvel suponha, por absurdo, que Vc é redut́ıvel. Logo,

existem Vc1 , Vc2 ⊂ Cm tais que Vc1 , Vc2 ̸= Vc e Vc = Vc1 ∪ Vc2 . Como Vc ∩ Rm = V temos

(Vc1 ∪ Vc2) ∩Rm = V . Logo, (Vc1 ∩Rm) ∪ (Vc2 ∩Rm) = V com Vc1 ∩Rm, Vc2 ∩Rm ̸= V , pois

Vc1 , Vc2 ̸= Vc. Mas neste caso V seria redut́ıvel. Absurdo! Já que V é variedade algébrica.

Para cada ramo de Vc podemos obter a parametrização complexa

x = p(t) = x0 + (0, ..., 0, tµ,
∑
i

ak+1,it
i, ...,

∑
i

am,it
i).

Estamos interessados em saber para quais valores de parâmetros complexos t o vetor p(t) é

real. Veja que a k-ésima componente tµ é real se, e somente se, t pode ser expresso como o

produto de uma 2µ-ésima raiz da unidade ξ e um número real s. Mas, para cada escolha de

ξ, substituindo t = ξs na série de potências p, obtemos uma nova série de potências complexa

x0 +
∑

(aiξ
i)si na variável s.

Se os coeficientes aiξ
i são todos reais então p(ξs) ∈ Rm. Mas se algum vetor coeficiente aiξ

i

não é real, então p(ξs) /∈ Rm para todos valores pequenos de s. Portanto, cada ramo de Vc

intercepta Rm, no máximo, num número finito de ramos (na maioria, um ramo) da variedade

algébrica real V .

Agora, podemos demonstrar o Lema 4.1.

Demonstração: (Lema 4.1) Suponha que V tem dimensão 1. Se 0 ∈ U ∩ V então 0 não

é ponto isolado de V . Pelo lema anterior, próximo de 0, V é a união finita de ramos que

se interceptam somente em 0. Um desses ramos deve conter pontos de U arbitrariamente

próximos de 0. Seja

x = p(t) = x0 + a1t+ a2t
2 + ..., | t |< ϵ

uma parametrização deste ramo. Note que p(0) = 0. Como p é cont́ınua existe um intervalo

(−ϵ′, ϵ′) tal que

x = p(t) > 0 ∀t ∈ (0, ϵ′)

e,

x = p(t) < 0 ∀t ∈ (−ϵ′, 0),
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ou vice-versa. Como gi, i = 1, ..., l é cont́ınua e o ramo contém pontos de U próximos de 0

então tomando t ∈ (0, ϵ′) temos

gi(p(t)) > 0 ∀t ∈ (0, ϵ′′) ∀i = 1, ..., l

ou,

gi(p(t)) ≤ 0 ∀t ∈ (0, ϵ′′) ∀i = 1, ..., l,

onde ϵ′′ < ϵ′. O mesmo podemos fazer para t ∈ (−ϵ′, 0).

Assim, o meio-ramo p(0, ϵ′′) está contido em U ou é disjunto de U , para ϵ′′ suficientemente

pequeno. Da mesma forma, o meio-ramo p(−ϵ′′, 0) está contido em U ou é disjunto de U .

Como p(−ϵ, ϵ) contém pontos de U arbitrariamente próximos de 0, pelo menos um desses dois

meios ramos deve estar contido em U e também estará contido em V já que p(−ϵ, ϵ) ⊂ V .

Para concluir esta seção vamos apresentar uma aplicação do Lema 4.1.

Corolário 4.5. Se f ≥ 0 e g ≥ 0 são polinômios não negativos em Rm que se anulam em

x0, então para x pertencente a alguma vizinhança Dϵ de x
0, as diferenciais df(x) e dg(x) não

podem apontar em direções opostas, a menos que uma delas se anule.

Demonstração: Seja U o conjunto aberto que consiste de todos os pontos x para os quais

o produto interno ∑
i

(∂f(x)/∂xi)(∂g(x)/∂xi)

é negativo e seja V ∗ o conjunto algébrico que consiste de todos os x para os quais

posto{df(x), dg(x)} ≤ 1.

Assim, U ∩ V é o conjunto de todos os x para os quais df(x) e dg(x) apontam em direções

opostas.

Se U ∩ V contém pontos arbitrariamente próximos de x0, então existe uma curva anaĺıtica

real

x = p(t), 0 ≤ t < ϵ,

que consiste inteiramente de tais pontos, exceto para x0 = p(0).



57

Para todo x ∈ U note que f(x) > 0 e g(x) > 0. Pois sempre que a função não negativa f se

anula em x então a diferencial df(x) também se anula em x, portanto x não pode pertencer

a U . Assim,

f(p(t)) > 0 para t > 0

e como f ◦ p é anaĺıtica real segue que df(p(t))/dt > 0 para valores positivos pequenos de t.

Da mesma forma, dg(p(t))/dt é positivo para valores positivos pequenos de t. Mas

df/dt =
∑

(∂f/∂xi)dpi/dt e dg/dt =
∑

(∂g/∂xi)dpi/dt,

onde o vetor linha (∂f/∂x1, ..., ∂f/∂xm) é um múltiplo negativo de (∂g/∂x1, ..., ∂g/∂xm),

para todo t > 0. Portanto, df/dt e dg/dt devem ter sinais opostos. Uma contradição. Logo,

x0 não pode ser um ponto limite de U ∩ V .



Caṕıtulo 5

Fibração de Milnor

Neste caṕıtulo demonstramos o resultado principal desta dissertação, o Teorema de Fi-

bração de Milnor. Iniciamos com a definição de fibrado diferenciável:

Definição 5.1. Sejam B e E variedades diferenciáveis e F espaço topológico. Um fibrado

diferenciável η sobre B, com fibra F , é uma quádrupla η = (E, p,B, F ) satisfazendo as

seguintes condições:

(i) p : E −→ B é uma aplicação diferenciável sobrejetora, chamada projeção;

(ii) para cada b ∈ B, existem um aberto Uα ⊂ B, b ∈ Uα e um difeomorfismo

φα : Uα × F −→ p−1(Uα) tal que p ◦ φα = π1, sendo π1 a projeção na primeira

coordenada.

O espaço E é chamado espaço total, o espaço B base do fibrado e o par (Uα, φα) uma

trivialização local do fibrado, sendo que {Uα} é uma cobertura por abertos da base B.

Definição 5.2. O gradiente de uma função anaĺıtica f : Cm −→ C num ponto z ∈ Cm é a

m-upla

grad f(z) =

(
∂f

∂z1
(z), ...,

∂f

∂zm
(z)

)
,

onde a barra denota o conjugado complexo.

A seguir, definimos o argumento principal de um número complexo.

Definição 5.3. Dado λ ̸= 0 ∈ C, o único número θ ∈ (−π, π] tal que λ =| λ | eiθ é chamado

argumento principal de λ e denotado por Arg λ.
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Considere o produto interno hermitiano

⟨⟨·, ·⟩⟩ : Cm × Cm −→ C

(u, v) 7−→
m∑
i=1

uivi.

Seja p : I −→ Cm um caminho diferenciável, dado por p(t) = (p1(t), ..., pm(t)). A derivada

direcional de f no ponto z = p(t), na direção do vetor p′(t), é dada por

d

dt
(f ◦ p)(t) =

d

dz
f(p(t))

dp

dt
(t) =

(
∂f

∂z1
(z) · · · ∂f

∂zm
(z)

) 
∂p1
∂t

(t)

...
∂pm
∂t

(t)



=
m∑
i=1

∂f

∂zi
(z)

∂pi
∂t

(t)

=
m∑
i=1

∂pi
∂t

(t)
∂f

∂zi
(z)

= ⟨⟨dp
dt

(t), gradf(z)⟩⟩.

Assim, a definição de gradiente de f é tal que a regra da cadeia para a derivada de f na

direção do vetor v, no ponto z, satisfaz:

df(z) v = ⟨⟨v, gradf(z)⟩⟩.

Considere K = V ∩ Sϵ, com V = f−1(0) e Sϵ = {z ∈ Cm; ∥ z ∥= ϵ}. Seja

ϕ : Sϵ\K −→ S1

z 7−→ f(z)

| f(z) |
·

Facilmente verifica-se que Sϵ\K é uma variedade diferenciável.

A próxima proposição expõe uma caracterização dos pontos cŕıticos de ϕ.

Proposição 5.4. Os pontos cŕıticos de ϕ são os pontos z ∈ Sϵ\K para os quais o vetor

igrad log f(z) é um múltiplo real do vetor z.
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Antes de iniciarmos a demonstração desta proposição, faremos algumas observações:

(1) Localmente, log f(z) assume um único valor. O mesmo vale para a aplicação θ(z)

considerada a seguir. Podemos escrever

ϕ(z) =
f(z)

| f(z) |
= eiθ(z).

Note que θ(z) pode ser descrito como a parte real de −i log f(z). De fato, multiplicando

a equação

iθ(z) = log

(
f(z)

| f(z) |

)
= log f(z)− log | f(z) |,

por −i e tomando a parte real, obtemos

Re(θ(z)) = Re(−i log f(z) + i log | f(z) | ) = Re(−i log f(z)).

Como θ(z) ∈ R, segue que

θ(z) = Re(−i log f(z)).

(2) Usando a definição de gradiente e a derivada da função logaritmo, temos

grad log f(z) =

(
∂ log f

∂z1
(z), . . . ,

∂ log f

∂zm
(z)

)

=

(
1

f(z)

∂f

∂z1
(z), . . . ,

1

f(z)

∂f

∂zm
(z)

)

=
1

f(z)

(
∂f

∂z1
(z), . . . ,

∂f

∂zm
(z)

)

=
gradf(z)

f(z)
·

Logo, grad log f(z) pode ser estendido naturalmente para todo z ∈ Cm, com f(z) ̸= 0.

(3) O espaço vetorial hermitiano Cm pode ser visto como um espaço vetorial euclidiano (de

dimensão 2m) sobre os números reais definindo o produto interno euclidiano de dois

vetores a e b como a parte real

Re⟨⟨a, b⟩⟩ = Re⟨⟨b, a⟩⟩.
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De fato, considere o isomorfismo

ζ : Cm −→ R2m

(z1, . . . , zm) 7−→ (a1, b1, . . . , am, bm),

onde zj = aj + ibj, j = 1, . . . ,m. Dados z, v ∈ Cm, temos

⟨⟨z, v⟩⟩ =
m∑
j=1

zjvj =
m∑
j=1

(aj + ibj)(cj + idj) =
m∑
j=1

(aj + ibj)(cj − idj).

Assim,

Re⟨⟨z, v⟩⟩ =
m∑
j=1

(ajcj + bjdj) = ⟨(a1, b1, . . . , am, bm), (c1, d1, . . . , cm, dm)⟩.

Onde este último produto interno é o produto interno canônico em R2m.

(4) A derivada direcional da aplicação θ(z) na direção de v = p′(t) é igual a

Re⟨⟨v, igrad log f(z)⟩⟩.

De fato, derivando a igualdade

θ(z) = Re(−i log f(z)),

ao longo do caminho z = p(t), obtemos

dθ

dz
(z) = Re

(
d

dz
(−i log f(z))

)
= Re⟨⟨v, grad(−i log f(z))⟩⟩

= Re⟨⟨v, igrad log f(z)⟩⟩.

(5.1)

Demonstração:(Proposição 5.4) Note que um vetor v é tangente a esfera Sϵ em z se, e

somente se, o produto interno euclidiano Re⟨⟨v, z⟩⟩ é zero. Logo, se o vetor igrad log f(z) é

um múltiplo real de z, ou seja, se este vetor é normal a Sϵ, então para todo vetor v tangente

a Sϵ em z

Re⟨⟨v, igrad log f(z)⟩⟩ = 0, (5.2)

isto é, a derivada direcional de θ(z) na direção de v é nula. Temos que

dϕ(z) =

(
∂ϕ(z)

∂z1
· · · ∂ϕ(z)

∂zm

)
.
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Logo, z é um ponto cŕıtico de ϕ se dϕ(z) : Tz(Sϵ\K) −→ Tϕ(z)(S
1) for a transformação linear

nula. Também podemos escrever

dϕ(z) = deiθ(z) = ieiθ(z)dθ(z) = iϕ(z)dθ(z).

Logo, por (5.1) e (5.2), dado qualquer v ∈ Tz(Sϵ\K)

dϕ(z)v = iϕ(z)dθ(z)v = 0.

Portanto, z é um ponto cŕıtico de ϕ.

Por outro lado, se o vetor igrad log f(z) não é um múltiplo real de z, então igrad log f(z)

e z são linearmente independentes sobre R. Logo, existe um vetor v pertencente ao espaço

vetorial euclidiano tal que

Re⟨⟨v, z⟩⟩ = 0

e

Re⟨⟨v, igrad log f(z)⟩⟩ ≠ 0.

Basta tomar um vetor v ortogonal a z e que não é ortogonal a igrad log f(z), tal vetor v existe

pelo fato dos vetores serem linearmente independentes. Assim, v é tangente a Sϵ e a derivada

direcional de θ na direção de v é diferente de zero pois, dθ(z)v = Re⟨⟨v, igrad log f(z)⟩⟩.

Assim,

dϕ(z)v = iϕ(z)dθ(z)v ̸= 0.

Logo, dϕ(z) não é a transformação linear nula. Portanto, z não é ponto cŕıtico de ϕ.

Assumimos, a partir de agora, que f é uma função polinomial que se anula na origem.

Queremos provar que a aplicação associada

ϕ : Sϵ\K −→ S1

não tem pontos cŕıticos para todo ϵ suficientemente pequeno. De acordo com a Proposição

5.4 devemos provar que para todo z ∈ Cm\V suficientemente próximo da origem, z e

igrad log f(z) são linearmente independentes sobre R, este resultado será o Corolário 5.7

e será uma consequência da Proposição 5.6, a qual depende do lema a seguir.
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Lema 5.5. Seja p : [0, ϵ) −→ Cm um caminho anaĺıtico real com p(0) = 0 tal que, para cada

t > 0, o número f(p(t)) é não nulo e grad log f(p(t)) = λ(t)p(t), λ(t) ∈ C. Então,

lim
t−→0

θ(t) = 0,

onde θ(t) = Arg λ(t).

Em outras palavras, λ(t) é não nulo para valores positivos suficientemente pequenos de t e

lim
t−→0

λ(t)

| λ(t) |
= 1.

Demonstração: Como p , f e gradf , na variável t, são funções anaĺıticas, podemos consi-

derar suas expansões em série de Taylor em torno da origem

p(t) = a0t
α + a1t

α+1 + a2t
α+2 + . . . ,

f(p(t)) = b0t
β + b1t

β+1 + b2t
β+2 + . . . ,

gradf(p(t)) = c0t
γ + c1t

γ+1 + c2t
γ+2 + . . . ,

(5.3)

onde os coeficientes a0, b0 e c0 são não nulos e os expoentes α, β e γ são inteiros tais que

α ≥ 1, β ≥ 1 e γ ≥ 0 (pois p e f se anulam na origem, logo suas expansões não têm termo

independente).

Note que gradf(p(t)) não pode ser identicamente nulo, caso contrário teŕıamos

d

dt
f(p(t)) = ⟨⟨dp

dt
(t), gradf(p(t))⟩⟩ = 0,

o que implicaria f(p(t)) = c com c constante, numa vizinhança de t = 0. Como

f(p(0)) = f(0) = 0 teŕıamos f(p(t)) identicamente nula nesta vizinhança, contradizendo a

hipótese.

Suponhamos que as séries em (5.3) sejam convergentes, digamos, para | t |< ϵ′.

Por hipótese,

grad log f(p(t)) = λ(t)p(t), λ(t) ∈ C, t > 0.

Como

grad log f(p(t)) =
gradf(p(t))

f(p(t))
,

temos que

gradf(p(t)) = λ(t)p(t)f(p(t)) .
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Logo,

(c0t
γ + ...) = λ(t)(a0b0t

α+β + . . .).

Comparando componentes correspondentes destas duas funções vetoriais, temos que λ(t) é

um quociente de funções anaĺıticas reais e, portanto, possui uma expansão de Laurent da

forma

λ(t) = λ0t
γ−α−β(1 + k1t+ k2t

2 + . . .).

Portanto, os coeficientes dominantes satisfazem a igualdade

c0 = λ0a0b0. (5.4)

Substituindo (5.4) na expansão em série de potências da igualdade

d

dt
f(p(t)) = ⟨⟨dp

dt
(t), gradf(p(t))⟩⟩,

obtemos

(βb0t
β−1 + . . .) = ⟨αa0tα−1 + . . . , λ0a0b0 t

γ + . . .⟩

= αa0a0λ0b0t
α−1+γ + . . .

= α ∥ a ∥2 λ0b0tα−1+γ + . . . .

Comparando os coeficientes dominantes segue que

β = α ∥ a0 ∥2 λ0.

Logo, λ0 é um número real positivo. Note que se λ(t) = 0, em uma vizinhança de 0, então a

série de Laurent é nula nesta vizinhança, o que não acontece visto que λ0 ̸= 0. Temos, assim,

lim
t−→0

eiθ(t) = lim
t−→0

λ(t)

| λ(t) |
= lim

t−→0

λ0t
γ−α−β(1 + k1t+ k2t

2 + . . .)

| λ0tγ−α−β(1 + k1t+ k2t2 + . . .) |
= 1.

Ou equivalentemente,

lim
t−→0

θ(t) = 0.

Proposição 5.6. Dado uma função polinomial f , existe ϵ0 > 0 tal que para todo z ∈ Cm\V

com ∥ z ∥≤ ϵ0, os vetores z e grad log f(z) são linearmente independentes sobre C ou

grad log f(z) = λz,
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onde λ ∈ C e Arg λ < π/4.

Em outras palavras, λ pertence ao quadrante aberto do plano complexo contendo o semi-eixo

real positivo. Segue-se que

Re(λ) > 0.

Portanto, λ não pode ser imaginário puro.

Demonstração: Primeiro, suponhamos, por absurdo, que existem pontos z ∈ Cm\V arbi-

trariamente próximos da origem tal que

grad log f(z) = λz ̸= 0 e | Argλ | > π/4. (5.5)

Em outras palavras, suponhamos que λ está no semi-plano aberto

Re((1 + i)λ) < 0

ou no semi-plano

Re((1− i)λ) < 0.

Com efeito,

| Arg λ | > π/4 =⇒ Arg λ > π/4 ou Arg λ < −π/4.

Escrevendo λ = a + ib, temos Re((1 + i)λ) = a − b. Se Arg λ > π/4 então a < b. Assim,

Re((1 + i)λ) = a− b < 0. Se Arg λ < −π/4 então a < −b, logo Re((1− i)λ) = a+ b < 0.

Queremos expressar as condições dadas em 5.5 por igualdades e desigualdades polinomiais

para, assim, aplicar o Lema de Seleção da Curva.

Seja W o conjunto de todos os pontos z ∈ Cm para os quais gradf(z) e z são linearmente

dependentes. Assim z ∈ W se, e somente se, as equações

zj

(
∂f

∂zk

)
= zk

(
∂f

∂zj

)
são satisfeitas. De fato, se gradf(z) e z são linearmente dependentes então, para algum

λ ∈ C, (
∂f

∂z1
(z), . . . ,

∂f

∂zm
(z)

)
= λ(z1, . . . , zm).

Assim,
∂f

∂zj
(z) = λzj.
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Logo,

zk

(
∂f

∂zj
(z)

)
= zkλzj = zj

(
∂f

∂zk
(z)

)
.

E, se

zj

(
∂f

∂zk
(z)

)
= zk

(
∂f

∂zj
(z)

)
, zk ̸= 0,

então
zj
zk

(
∂f

∂zk
(z)

)
=

(
∂f

∂zj
(z)

)
.

Logo,

gradf(z) =

(
∂f

∂z1
(z), . . . ,

∂f

∂zm
(z)

)
=

(
z1
zk

∂f

∂zk
(z), . . . ,

zm
zk

∂f

∂zk
(z)

)

=
1

zk

∂f

∂zk
(z) (z1, ..., zm)

= λz, pois λ =
1

zk

∂f

∂zk
(z) ∈ C.

Agora, escrevendo zj = xj + iyj e tomando as partes real e imaginária obtemos uma coleção

de equações polinomiais reais nas variáveis xj e yj. Isto prova que W ⊂ Cm é um conjunto

algébrico real.

Note que um ponto z ∈ Cm\V pertence a W se, e somente se,

gradf(z)

f(z)
= λz, λ ∈ C. (5.6)

Multiplicando por f(z) e tomando o produto interno com f(z)z, temos

⟨⟨gradf(z), f(z)z⟩⟩ = ⟨⟨λzf(z), f(z)z⟩⟩ = λ ∥ f(z)z ∥2 .

Em outras palavras, o número λ multiplicado por um número real positivo é igual a

⟨⟨gradf(z), f(z)z⟩⟩.

Seja λ0(z) = ⟨⟨gradf(z), f(z)z⟩⟩, então Arg λ0 = Arg λ para λ tal que (5.6) é satisfeito.

Claramente, λ0 é uma função polinomial complexa das variáveis reais xj e yj.
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Agora, seja U+ (respectivamente U−) o conjunto aberto de todos os pontos z satisfazendo a

desigualdade polinomial real

Re((1 + i)λ0(z)) < 0 (5.7)

(respectivamente Re((1− i)λ0(z)) < 0).

Assumimos que existem pontos z arbitrariamente próximos da origem com z ∈ W∩(U+∪U−).

Pelo Lema de Seleção da Curva, existe um caminho anaĺıtico real

p : [0, ϵ) −→ Cm

com p(0) = 0 e

p(t) ∈ W ∩ U+, ∀t > 0

ou

p(t) ∈ W ∩ U−, ∀t > 0.

Em qualquer caso, para cada t > 0, obtemos

grad log f(p(t)) = λ(t)p(t)

com | Argλ(t) |> π/4.

Note que f(p(t)) ̸= 0. Caso contrário, λ0(p(t)) = 0 e, então, p(t) não pertenceria nem

a U+ e nem a U−. Temos assim uma contradição com o Lema 5.5. Esta contradição não

completa a demonstração. Ainda resta a possibilidade que W\(V ∩W ) contenha pontos z

arbitrariamente próximos da origem com λ0(z) = 0 ou | Arg λ0(z) | = π/4. Mas, neste caso

podemos usar o mesmo argumento substituindo a desigualdade (5.7) pela igualdade

Re((1 + i)λ0(z))Re((1− i)λ0(z)) = 0,

junto com a desigualdade

∥ f(z) ∥2> 0.

Neste caso, assumimos que existem pontos z arbitrariamente próximos da origem com z ∈

W ∩ Z ∩ U , onde

Z = {z ∈ Cm; Re((1 + i)λ0(z))Re((1− i)λ0(z)) = 0} e U = {z ∈ Cm; ∥ f(z) ∥2> 0}.
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Novamente pelo Lema de Seleção da Curva, existe um caminho anaĺıtico real

p : [0, ϵ) −→ Cm,

com p(0) = 0 e p(t) ∈ W ∩ Z ∩ U para t > 0.

Note que f(p(t)) ̸= 0, pois p(t) ∈ U . De p(t) ∈ W temos grad log f(p(t)) = λ(t)p(t) e, de

p(t) ∈ Z temos Re((1+ i)λ0(p(t)))Re((1− i)λ0(p(t))) = 0. Logo, um dos dois casos acontece:

(1) Re((1 + i)λ0(p(t))) = Re((1− i)λ0(p(t))) = 0;

(2) Re((1 + i)λ0(p(t))) = 0 ou Re((1− i)λ0(p(t))) = 0.

Escrevendo λ0(p(t)) = a + ib temos, no Caso (1), a − b = 0 e a + b = 0. Logo, a = b = 0

e, portanto, λ0(p(t)) = 0. No Caso (2), temos a − b = 0 ou a + b = 0. Ou ainda, a = b ou

a+ b = 0. Desta forma,

| Arg λ(p(t)) | = | Arg λ0(p(t)) | = π/4.

Uma contradição com o Lema 5.5.

Note que, se z e grad log f(z) são linearmente independentes sobre C então z e igrad log f(z)

também o são. Logo, são linearmente independentes sobre R. E se, grad log f(z) = λz, λ

não sendo imaginário puro, então, igrad log f(z) = (iλ)z com (iλ) não pertencente a R. Logo

igrad log f(z) não pode ser um múltiplo real de z, o que implica igrad log f(z) e z linearmente

independentes sobre R. Segue, assim, da proposição acima, o seguinte corolário:

Corolário 5.7. Para todo z ∈ Cm\V suficientemente próximo da origem, os vetores z e

igrad log f(z) são linearmente independentes sobre R.

Combinando a Proposição 5.4 e o Corolário 5.7, provamos:

Corolário 5.8. Se ϵ ≤ ϵ0 então a aplicação

ϕ : Sϵ\K −→ S1

z 7−→ f(z)

| f(z) |
,

não tem pontos cŕıticos.
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Segue que, para cada eiθ ∈ S1, a fibra

Fθ = ϕ−1(eiθ) ⊂ Sϵ\K

é uma (2m− 2)-variedade diferenciável.

Definição 5.9. Fθ é dita a fibra de Milnor de f .

A fim de provar que ϕ é de fato a projeção de um fibrado localmente trivial, faremos uso

da Proposição 5.6, para controlar cuidadosamente o comportamento de ϕ(z) quando z tende

ao conjunto K onde ϕ não está definida.

Proposição 5.10. Se ϵ ≤ ϵ0 então existe um campo vetorial diferenciável tangente v(z) em

Sϵ\K tal que, para cada z ∈ Sϵ\K, o produto interno hermitiano

⟨⟨v(z), i grad log f(z)⟩⟩

é não nulo e tem argumento principal menor do que π/4 em valor absoluto.

Demonstração: De modo análogo ao que foi feito na demonstração do Teorema 3.5, cons-

truiremos tal campo vetorial localmente e usaremos uma partição da unidade para obter um

campo vetorial diferenciável tangente global.

Seja zα ∈ Sϵ\K e consideremos os casos:

(1) Se os vetores zα e grad log f(zα) são linearmente independentes sobre C então o sistema

de equações lineares  ⟨⟨v, zα⟩⟩ = 0

⟨⟨v, igrad log f(zα)⟩⟩ = 1

tem uma única solução simultânea v (veja, por exemplo, [11], pag. 15). A primeira

equação garante que Re⟨⟨v, zα⟩⟩ = 0, de modo que v é tangente a Sϵ em zα.

(2) Se grad log f(zα) é igual a um múltiplo complexo de zα, ou seja, se grad log f(zα) = λzα,

então defina v = izα. Claramente

Re⟨⟨izα, zα⟩⟩ = 0
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e, pela Proposição 5.6, o número

⟨⟨izα, igrad log f(zα)⟩⟩ = λ ∥ zα ∥2

tem argumento menor do que π/4 em valor absoluto.

Em ambos os casos podemos construir um campo vetorial local tangente vα(z), em uma

vizinhança Uα de zα, que leva zα no valor constrúıdo v. A condição

| Arg⟨⟨vα(z), igrad log f(z)⟩⟩ |< π/4,

no Caso (2), será satisfeita em uma vizinhança Uα de zα. De fato, considere a aplicação

z 7−→| Arg⟨⟨vα(z), igrad log f(z)⟩⟩ | .

Esta aplicação é a composta de aplicações cont́ınuas, logo é cont́ınua e, portanto, existe uma

vizinhança Uα de zα tal que | Arg⟨⟨vα(z), igrad log f(z)⟩⟩ |< π/4, para todo z ∈ Uα.

Usando uma partição da unidade, obtemos um campo vetorial global v(z) satisfazendo as

mesmas propriedades. Fazemos isso escolhendo uma partição da unidade {λα} em Sϵ\K

diferenciável com Suporte(λα) ⊂ Uα e definimos

v(z) =
∑

λα(z)vα(z).

Temos que

(1) v(z) é tangente à Sϵ em z, pois cada vα(z) é tangente à Sϵ em z e v(z) é uma combinação

linear com coeficientes reais dos vetores vα(z).

(2) | Arg⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ |< π/4.

Vamos mostrar que esta propriedade é válida para o caso em que v = λαvα + λβvβ, o

caso geral segue por indução. Temos,

| Arg⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ |=| Arg⟨⟨λα(z)vα(z)+λβ(z)vβ(z), igrad log f(z)⟩⟩ | . (5.8)

Se z e grad log f(z) são linearmente independentes sobre C então

⟨⟨vα(z), igrad log f(z)⟩⟩ = 1
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e

⟨⟨vβ(z), igrad log f(z)⟩⟩ = 1.

Logo, segue de (5.8) que

| Arg⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ |=| Arg(λα(z) + λβ(z)) |= 0 < π/4.

Se grad log f(z) = λz, λ ∈ C então vα(z) = vβ(z) = iz e, de (5.8), segue que

| Arg⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ | = | Arg((λα(z) + λβ(z))⟨⟨iz, grad log f(z)⟩⟩) |

= | Argλ ∥ z ∥2|

< π/4.

Normalizamos o campo global v(z) tomando

w(z) =
v(z)

Re⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩
·

Assim, obtemos um campo vetorial diferenciável w, tangente à Sϵ\K, que satisfaz duas

propriedades:

(1) ⟨⟨w(z), igrad log f(z)⟩⟩ = 1.

De fato,

Re⟨⟨w(z), igrad log f(z)⟩⟩ = Re

⟨⟨
v(z)

Re⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩
, igrad log f(z)

⟩⟩

=
Re⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩
Re⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩

= 1.

(2) | Re⟨⟨w(z), grad log f(z)⟩⟩ |< 1.
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De fato,

| Re⟨⟨w(z), grad log f(z)⟩⟩ | = | Re
⟨⟨

v(z)

Re⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩
, grad log f(z)

⟩⟩
|

=
| Re⟨⟨v(z), grad log f(z)⟩⟩ |
| Re⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ |

=
| Im⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ |
| Re⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ |

que é menor do que 1, pois | Arg⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ |< π/4, o que implica

| Re⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ |>| Im⟨⟨v(z), igrad log f(z)⟩⟩ | .

Considere soluções da equação diferencial

dz

dt
= w(z).

Proposição 5.11. Dado z0 ∈ Sϵ\K existe um único caminho diferenciável

p : R −→ Sϵ\K

que satisfaz a equação diferencial
dp

dt
(t) = w(p(t))

com a condição inicial p(0) = z0.

Demonstração: A solução z = p(t) existe localmente e pode ser estendida a algum intervalo

maximal de R (veja a demonstração da Afirmação 3.6). O único problema que surge para

estender a solução em todo R, visto que Sϵ\K não é compacto, é assegurar que p(t) não

tende a K quando t tende a algum limite finito t0. Isto é, devemos garantir que f(p(t)) não

tende para zero, ou equivalentemente, que Re log f(p(t)) não tende para −∞ quando t tende

para t0. Mas a derivada

d

dt
(Re log f(p(t))) = Re⟨⟨dp

dt
(t), grad log f(p(t))⟩⟩ = Re⟨⟨w(p(t)), grad log f(p(t))⟩⟩,

tem valor absoluto menor do que 1. Portanto, Re log f(p(t)) é limitado numa vizinhança de

t0.
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Escrevendo

ϕ(z) = eiθ(z),

temos, de (5.1), que
d

dt
θ(p(t)) = Re⟨⟨dp

dt
(t), igrad log f⟩⟩ .

Logo, das propriedades do campo w(z), segue que

dθ

dt
(z) = 1

para todo z = p(t) que é solução da equação diferencial dz/dt = w(z). Portanto,

θ(p(t)) = t+ constante = t+ θ(p(0)).

Em outras palavras, ϕ projeta o caminho p(t) em um caminho que gira em torno do ćırculo

unitário no sentindo anti-horário com velocidade unitária.

Para cada z ∈ Sϵ\K, seja pz(t) : R −→ Sϵ\K o único caminho diferenciável que é solução da

equação dp/dt = w(z) e satisfaz a condição inicial pz(0) = z. E, seja

h : (Sϵ\K)× R −→ Sϵ\K

(z, t) 7−→ pz(t).

Para cada t ∈ R, ht : Sϵ\K −→ Sϵ\K é um difeomorfismo. De fato, sendo ez e θ(z) aplicações

diferenciáveis, segue que

ht(z) = pz(t) = reiθ(pz(t)) = rei(t+θ(z)),

é diferenciável. Como a exponencial é não nula para todo número complexo temos, pelo

Teorema da Função Inversa, que ht(z) é um difeomorfismo local. Note que

ϕ(ht(z)) = ϕ(pz(t)) = eiθ(pz(t)) = ei(t+θ(pz(0))) = ei(t+θ(z)) = ei(t+θ).

Logo, ht leva cada fibra Fθ = ϕ−1(eiθ) na fibra Fθ+t e para t1, t2 ∈ R temos ht1 ◦ht2 = ht1+t2 .
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Com efeito,

(ht1 ◦ ht2)(z) = ht1(ht2(z)) = ht1(pz(t2)) = ht1(r1e
iθ(pz(t1)))

= ht1(r1e
i(t2+θ(z)))

= r2(e
i(t1+θ(r1ei(t2+θ(z)))))

= r2(e
i(t1+θ(r1)+θ(ei(t2+θ(z)))))

= r2(e
i(t1+t2+θ(z)))

= pz(t1 + t2)

= ht1+t2(z) .

Finalmente, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.12. (Teorema de Fibração de Milnor) Para ϵ ≤ ϵ0, o espaço Sϵ\K é um

fibrado diferenciável localmente trivial sobre S1, com projeção

ϕ(z) =
f(z)

| f(z) |
.

Demonstração: Dado z = eiθ ∈ S1, queremos provar que existe uma vizinhança Uθ de z e

um difeomorfismo

ψθ : Uθ × Fθ −→ ϕ−1(Uθ),

tal que ϕ ◦ ψθ = π1, sendo π1 a projeção na primeira coordenada.

Seja Uθ = {eit ∈ S1; t ∈ (θ − δ, θ + δ), δ = constante} e consideremos a aplicação

ψθ : Uθ × Fθ −→ ϕ−1(Uθ)

(eit, z) 7−→ ht−θ(z).

Temos

(ϕ ◦ ψθ)(e
it, z) = ϕ(ht−θ(z)) = ϕ(pz(t− θ)) = eiθ(pz(t−θ)) = ei(t−θ+θ(z)) = eit,

pois z ∈ Fθ o que implica θ(z) = θ. Logo, ϕ ◦ ψθ = π1. Resta mostrar que ψθ é um

difeomorfismo. Considere as aplicações diferenciáveis

α : Uθ × Fθ −→ (θ − δ, θ + δ)× Fθ

(eit, z) 7−→ (t, z),

β : (θ − δ, θ + δ)× Fθ −→ Fθ × (−δ, δ)

(t, z) 7−→ (z, t− θ).
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Temos, ψθ = h ◦ β ◦ α. Portanto, ψθ é diferenciável.

Seja

g : ϕ−1(Uθ) −→ Uθ × Fθ

z 7−→ (ϕ(z), hθ−Arg ϕ(z)(z)) = (eiθ(z), hθ−θ(z)(z)).

Temos

ψθ(g(z)) = ψθ(e
iθ(z), hθ−θ(z)(z)) = hθ(z)−θ(hθ−θ(z)(z)) = h0(z) = pz(0) = z

e

g(ψθ(e
it, z)) = g(ht−θ(z)) = (eiθ(ht−θ(z)), hθ−θ(ht−θ(z))(ht−θ(z))

= (eiθ(pz(t−θ)), hθ−θ(pz(t−θ))(ht−θ(z)))

= (eit, hθ−t(ht−θ(z)))

= (eit, h0(z))

= (eit, pz(0))

= (eit, z).

Portanto, g = ψ−1
θ . Considere, agora, as seguintes aplicações diferenciáveis

λ : ϕ−1(Uθ) −→ ϕ−1(Uθ)× (θ − δ, θ + δ)

z 7−→ (z,Arg ϕ(z)))

e

ξ : ϕ−1(Uθ)× (θ − δ, θ + δ) −→ ϕ−1(Uθ)× (−δ, δ)

(z,Arg ϕ(z))) 7−→ (z, θ − Arg ϕ(z)).

Temos hθ−Arg ϕ(z) = h◦ ξ ◦λ. Logo, a segunda função coordenada de g é diferenciável. Sendo

ϕ diferenciável, segue que g é diferenciável.
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