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Resumo

Nesta dissertagao estudamos resultados validos para conjuntos algébricos, em particu-
lar, para variedades algébricas encontrando, ainda, “relacoes” existentes entre conjuntos
algébricos e variedades diferenciaveis. Também, demonstramos o Lema de Sele¢ao da Curva e
o Teorema de Fibracao de Milnor, o qual afirma que para e suficientemente pequeno, o espago
SA\K ¢ un(l f)ibrado diferencidvel localmente trivial sobre S, com projegao ¢ : S\K — S*,

f(z

=TT

Palavras chaves: Conjunto Algébrico, Variedade Algébrica, Variedade Diferencidvel,

Lema de Selecao da Curva, Projegao, Fibragao de Milnor.



Abstract

In this work we study results available for algebraic sets in particular for algebraic va-
rieties, finding yet “relations” between algebraic sets and smooth manifolds. Furthermore,
we prove the Curve Selection Lemma and the Milnor’s Fibration Theorem which assert that
for € sufficiently small, the space S.\ K is a locally trivial differentiable bundle over S*, with
projection ¢ : S \K — S, ¢(z) =
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INTRODUCAO

A presente dissertacao apresenta parte do trabalho de John Milnor contido em Singular
Points of Complex Hypersurfaces ([10]) e tem como objetivo principal demonstrar o Teorema
de Fibragao de Milnor, o qual é um dos resultados basicos da teoria de singularidades e tem
dado origem a uma vasta literatura. Outro resultado importante aqui é o Lema de Selecao

da Curva, usado como ferramenta para o Teorema de Fibracao de Milnor.

Seja f(z1, ..., 2m) uma fungao polinomial em m varidveis complexas. Considere a hiper-
superficie complexa V' = f71(0). A fim de estudar a topologia de V na vizinhanca de
algum ponto 2°, vamos usar a seguinte construcao, devido a Karl Brauner: Interceptar a

hipersuperficie V- com uma esfera suficientemente pequena S. centrada no ponto dado 2°.
A topologia de V' no interior do disco delimitado por S, estd estritamente relacionada a

topologia do conjunto K =V N S, chamado de link.

Neste trabalho veremos que S.\ K, para e suficientemente pequeno, é um fibrado diferen-
cidvel localmente trivial sobre S!, com projecao
¢: S\NK — St

f(2)
| F(2) |

Isto é, para cada z = € € S' existe uma vizinhanca Uy de z e um difeomorfismo

z

Vo : Up x Fy — ¢~ (Up), Fy=¢ (")
tal que ¢ o1y = 71, sendo m; a projecao na primeira coordenada. Este resultado é o Teorema

de Fibracao de Milnor. Fjy é dita a fibra de Milnor.

No capitulo 1, reunimos algumas defini¢oes bésicas e resultados que serao utilizados ao

longo do texto.



No capitulo 2, nos dedicamos ao estudo de conjuntos algébricos (que sdo zeros de uma
colec@o de polinomios) e de variedades algébricas (que sdo conjuntos algébricos irredutiveis),
dois teoremas de Whitney sao enunciados, um destes afirma que o conjunto dos pontos
regulares de uma variedade algébrica é uma variedade diferencidvel. Outro resultado visto
é que uma variedade algébrica complexa nao pode ser uma variedade diferenciavel em toda

uma vizinhang¢a de um ponto singular.

No capitulo 3, fazemos um breve estudo da topologia do link K =V NS, onde V C L™
¢ uma variedade algébrica e S, C L™ é uma esfera centrada em um ponto regular ou em
um ponto singular isolado de V' e I é o corpo dos niimeros reais ou o corpo dos ntmeros
complexos. Ainda neste capitulo, vemos que se V = f~1(0) € C™ é uma hipersuperficie
complexa e o centro de S, é um ponto regular de f entao a fibra Fy = ¢~!(1) ¢é difeomorfa a
R2m=2,

No capitulo 4, demonstramos o Lema de Selecao da Curva e apresentamos uma aplicacao

deste lema.

No capitulo final, demonstramos alguns resultados que nos permitirao concluir que cada
fibra Fy = ¢~ 1(e) é uma (2m — 2)-variedade diferencidvel e demonstramos nosso resultado

principal, o Teorema de Fibracao de Milnor.

Visto o Teorema de Fibracao de Milnor, uma continuacao dos estudos, que nao é feita
neste trabalho, seria estudar a topologia de K e das fibras, obtendo, no caso em que f nao
tem pontos criticos préximos de z°, exceto o préprio 2°, que a descricao de ¢ como fibracao

¢ dada por:

Teorema: Se 2° é um ponto critico isolado de f entdo cada fibra Fy tem o tipo de homotopia
de um buqué S™V ...V S™ de n-esferas, sendo o numero de esferas neste buqué estritamente
positivo. Cada fibra pode ser considerada como o interior de uma variedade diferencidvel
compacta com bordo Fy = Fy U K, onde a fronteira comum K é uma variedade (n — 2)-

conexa.



Assim, todas as fibras Fy “cabem” em torno de sua fronteira comum K na forma ilustrada

na figura abaixo.




CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados preliminares e enunciamos
alguns resultados importantes como o Teorema da Funcao Inversa, o Teorema da Funcao
Implicita e o Lema de Morse. A apresentacao de tais defini¢oes e resultados se faz necessaria

pelo uso que fazemos no decorrer do texto.

1.1 Algumas definicoes algébricas

Nesta secao exibimos algumas informagoes sobre anel Noetheriano e médulo sobre um
anel. Assumimos que os conhecimentos a respeito de anéis sao conhecidos. Encerramos a

secao enunciando o Lema de Zorn.

Neste texto todos os anéis sao comutativos com unidade.
Definicao 1.1. Um anel R é Noetheriano se toda cadeia ascendente
LclhC..
de ideais de R estaciona (isto €, existe i € N tal que I; = I;11 = I;19 = ...).

Note que se I é um corpo entao I é Noetheriano, pois os tnicos ideais de um corpo sao

os triviais.

Teorema 1.2 (Teorema da Base de Hilbert). Se R é um anel Noetheriano, entio R[X] €

também Noetheriano.

Uma demonstragao deste resultado pode ser vista, por exemplo, em [13], pag. 148.
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Corolério 1.3. Se R é Noetheriano entio R[ X1, ..., X,n] também o é.

Definigao 1.4. Um conjunto M # () é um mddulo sobre o anel R ou um R-mddulo se

(M, +) € um grupo abeliano e existe uma opera¢ao

RxM — M
(r,m) +—— rm

tal que
(i) (ri+r2)m=mrim+rom Vri,ro €R, Vm € M;
(i) r(my +mg) =rmy +1rme Vr € R, Vmy,mg € M;
(111) (rirg)m = ri(rgm) Vri,rg € R, Vm € M;
(iv) Im=m Ym € M.

A operagao acima é chamada de multiplicacdo por escalar.

Definicao 1.5. Seja M um R-mddulo e N C M(N # (). Dizemos que N € submddulo de
M se:

(i) N é um subgrupo de M, ou seja,
(a) se a,b € N, entio a+b e N;
(b) sea € N, entio —a € N;

(ii)) ser € R en € N, entdo rn € N.

Definicao 1.6. Seja M um R-mddulo. Dizemos que M ¢é Noetheriano se toda cadeia ascen-

dente

Gy CcGyC ...

de submddulos de M estaciona (isto €, existe i € N tal que Gy = Gip1 = Gig = ...).
Dado ) # S C M, o submédulo gerado por S é o conjunto
< S>={ris1+reso+...+ry$; n>1, 5, €8 r, € R}

Se N =< S > e S éum conjunto finito entao N é dito finitamente gerado.
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Proposicao 1.7. Seja M um R-modulo. Entao, M é Noetheriano se, e somente se, todo

submaodulo de M € finitamente gerado.

Demonstragao: Vamos usar a seguinte equivaléncia: “Seja C um conjunto parcialmente
ordenado por <. C satisfaz a condicao de cadeia ascendente se, e somente se, satisfaz a

condigao maximal (todo subconjunto nao vazio de C admite elemento maximal).”

Suponhamos M Noetheriano. Seja G um submédulo de M. Suponhamos, por absurdo,
que G nao é finitamente gerado. Seja C o conjunto de todos os submoddulos de G' que sao
finitamente gerados. Entao C # (), pois 0 € C. Como todo submédulo de G é também
submodulo de M e M é Noetheriano segue da condicao maximal que C tem um elemento
maximal com respeito a inclusao, digamos N. Note que N & G, visto que assumimos que G
nao é finitamente gerado. Seja g € G\N entdao N + Rg é um submédulo finitamente gerado
de Ge N & N+ Rg, pois g € (N +Rg)\N. Uma contradicdo com a maximalidade de N

em C.

Reciprocamente, suponhamos que todo submodulo de M ¢ finitamente gerado. Seja
LiC Ly C..

uma cadeia ascendente de submodulos de M. Entao,
G=JL
ieN
¢ um submodulo de M. Obviamente, G é fechado para a multiplicacao por escalar. Se
g,h € G entao existem ¢, j € Ntal que g € L; e h € L;j, como L; C L; ou L; C L; segue que
g+ h € G. Por hipétese, G é um submédulo finitamente gerado. Suponha que G é gerado
por

g1,y g, t € N.

Para cada i =1, ...,t existe n; € N tal que g; € L,,,. Seja k = max{ny,...,n;}. Entao, g; € Ly
para todo i = 1, ..., ¢, assim
t
G=> Rgi CLy C L1 C... C L C... CG.
i=1
Portanto, Ly = Lj.; para todo i € N e a cadeia ascendente inicial estaciona. Consequente-

mente, M é Noetheriano. [
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A seguir vamos enunciar o Lema de Zorn, sua demonstracao pode ser vista, por exemplo,

em [2], pag. 62.

Lema 1.8. (Lema de Zorn) Se X # () é um conjunto parcialmente ordenado tal que todo
subconjunto totalmente ordenado admite limitante superior, entao X admite um elemento

maximal.

1.2 Variedades diferenciaveis

Nosso objetivo nesta se¢ao € definir variedade diferenciavel. Antes, apresentamos algumas

defini¢oes que faremos uso.

Definicao 1.9. Seja ¢ : Uy C R™ — R" diferencidvel no aberto Uy:

(i) se para cada x € Uy, a diferencial ¢'(x) : R™ — R"™ € uma transformagao linear

imgetora, p é chamada imersao. Tem-se necessariamente m < n;

(i1) se para cada x € Uy, a diferencial ¢'(x) : R™ — R"™ € uma transformagao linear

sobrejetora, ¢ € chamada submersao. Neste caso, tem-se necessariamente m > n.

Exemplo 1.10. (1) A inclusio i : R — R? definida por i(x) = (z,0) é uma imersao. De

fato, tomando x € R temos

#(2)h = Tim i(x +th) —i(x) (z +th,0) — (x,0) _ lim @ _ (h.0).

t—s0 t t—0 t t—0

Suponha que i'(x)hy = i (x)hy, hi, ho € R. Entdo (hy,0) = (hy,0), logo hy = hy. Isto

mostra que i’ € injetora.

(2) Facilmente verifica-se que a projecio © : R? — R definida por w(x,y) = = € uma

submersao.

Definicao 1.11. Uma imersio ¢ : Uy C R™ — R" de classe CF, diz-se um merqulho de
classe CF de Uy em R™ quando ¢ é um homeomorfismo de Uy sobre ¢(Uy). Neste caso,

dizemos também que ¢ € uma parametrizacio de classe C* e dimensdo m do conjunto

U= QO(U()) C R™.



1.2 Variedades diferencidveis 17

Exemplo 1.12. Seja Uy = {(z,y) € R* 22 +y* < 1} e ¢ : Uy — R® definida por
o(z,y) = (v,y,/1 — 22 —y?). Entdo, p é uma parametrizacio de classe C* e dimensdo

2 do hemisfério superior da esfera
S?={(z,y,2) e R* z? + o> + 22 =1}.
De fato,
e ¢ ¢ de classe C*, pois cada uma de suas funcées coordenadas
pr(z,y) =, o2(z,y) =y e ps(w,y) = V1—2? —y?
¢ de classe CF.
o Seja ¢ € R Dados (g,h), (i,j) € R?, suponha

dp(q)(g, h) = dp(q)(i, j).

Entao,
dp1 D1
5 (@) o (9)
0
dpa 2 g—1 B
5 (@) o (q) N 0
03 03
2 )
Ou seja,

. . Ops . 03 .
—i,h— g, —= — —(q)(h — =(0,0,0).
(g ih =g, 5-(a@)(g — 1) + 2y (@)(h—j) ) = (0,0,0)
Logo, g—1=0eh—j=0. Ou ainda, g =1 e h = j. Portanto, dp(q) é injetora para

todo q € R?.

e Facilmente verifica-se que ¢ € injetora. Logo, ¢ : Uy — @(Uy) € bijecio e
o1 = 7w|o(Uy) € a inversa de o, com 7 : R® — R? definida por n(z,y,z) = (z,y).
Como 7 € continua temos que p~* € continua.

Definigao 1.13. Uma variedade diferencidvel (mergulhada) de classe C* e dimensao m em
R™ € um conjunto M C R"™ que pode ser coberto por uma colecdao de abertos V. C R", tais que
cada U =V N M admite uma parametrizacao ¢ : Uy C R™ — U, de classe C* e dimensao

m.
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RT]L

Observacao 1.14. (i) Toda variedade diferencidvel compleza de dimensio m pode ser

vista como uma variedade diferencidvel real de dimensao 2m.

(ii) Uma variedade diferencidvel de dimensao m contida em R™' é chamada hipersu-

perficie.

Exemplo 1.15. (1) Uma variedade diferencidvel de dimensao 0 em R™ € um conjunto de

pontos isolados.
(2) Uma variedade diferencidvel de dimensao n em R™ € um subconjunto aberto de R™.

(3) O grdfico de uma aplicagio f : U — R", de classe C* no aberto U C R™, é uma
variedade diferencidvel M = {(x, f(z)) € R™™; 2 € U} de classe C* e dimensdo

m em R™™  Com efeito, M é a imagem da tnica parametriza¢io ¢ : U — M,
p(x) = (z, f(z)).

(4) Considere os abertos Uy = {(z,y) € R:; 22 +y? < 1}, Uy = {(v,2) € R%; 22 + 22 < 1}
e Us = {(y,2) € R%y* + 2% < 1}. Sejam

1, P2 - Ul — RS; 901<x7y) = (xay7 V 1 — 22 _y2)7 (Pg(l',y) = (xaya_ V 1 — 22 _y2)7
¥3,$4 ¢ U2 — R37 (P3($7Z> = (LE, V1—a?— 2272)7 ()04<I,Z) = (I,— V19— — 2272)7

05,06 : Us — R 5y, 2) = (V1 —y2—22%,y,2), v6(y,2) = (—v1—y2—22,y,2).
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Da mesma forma como fizemos no Fxemplo 1.12, podemos mostrar que estas aplica¢oes

sdo parametrizacoes de classe C* e dimensdo 2, de abertos da esfera S?. Como

©1(Ur) U p2(Ur) U ps(Us) U pa(Uz) U s(Us) U p6(Us)

cobrem toda a esfera, temos que, todo ponto da esfera S* possui uma vizinhanga aberta
que admite uma parametrizacdo de classe C* e dimensdo 2. Logo, S* é uma variedade

diferencidvel de classe C* e dimensado 2.

Definigao 1.16. Sejam M C R™ uma variedade diferencidvel de classe C*(k > 1) e dimensdo
m. Seja ¢ : Uy C R™ — U C M uma parametriza¢ao com p = p(x) € M, x € Uy. O plano

tangente a M no ponto p € o espago vetorial de dimensao m
T,M = ¢ (z)R™.

/ .
Os vetores %(x) = ¢ (z)e;, i = 1,...,m, formam uma base de T,M, onde os vetores e;
Ly
sao os vetores da base canonica de R™. Pode-se provar que o plano tangente em p independe

da parametrizacao ¢. Veja, por exemplo, [8], pag. 48.

A seguir vamos enunciar uma proposicao que expoe os elementos de T, M. A demonstracao

desta proposi¢ao pode ser vista, por exemplo, em [8], pag. 49.

Proposicao 1.17. O plano tangente a M no ponto p € o conjunto

T,M ={veR™ v=X(0), \:(—e,€) — M CR" diferencidvel, \(0) = p}.
Defini¢ao 1.18. (Espaco vetorial normal) Seja M C R™ uma variedade diferencidvel de
classe C* (k > 1) e dimensdo m. O espaco vetorial normal ¢ M no ponto p é o conjunto
T,M* dos vetores w € R" tais que (w,v) = 0 para todo v € T,M, ou seja, é o complemento
ortogonal do espago vetorial tangente & M no ponto p. A dimensdo de T,M* € igual an—m

e 0s vetores w € T,M~* sdo chamados os vetores normais ¢ M no ponto p.

Defini¢ao 1.19. Sejam M e N wvariedades diferencidveis de classe C* e dimensdo m e n,
respectivamente. Dizemos que uma aplicagao f : M — N € diferencidvel em p € M se
existem parametrizacoes de classe C*, ¢ : Uy € R™ — U para M comp € U C M e

Y : Vo CR* — V para N com f(U) CV tal que v~ o f oy € diferencidvel em o~ 1(p).
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Dizemos que f € diferencidvel se f € diferencidvel em todos os pontos de M. E dizemos que

f € de classe CF se )™ o f oy é de classe CF.

Facilmente verifica-se que a diferenciabilidade de f independe das parametrizacoes. Veja,

por exemplo, [6], pag. 309.

Definicao 1.20. Sejam M e N wvariedades diferencidveis e f : M — N diferencidvel:

(i) dizemos que p € M € um ponto critico de f se df (p) : T,M — Ty, N € identicamente

nula;

(ii) dizemos que ¢ € N € um valor reqular de f se f~*(q) ndo contém pontos criticos.

1.3 Outros resultados

Nesta secao definimos o gradiente de uma funcao real diferencidvel. Também, apresenta-
mos alguns resultados importantes como o Teorema da Funcgao Inversa, o Teorema da Funcao

Implicita e o Lema de Morse.

Definigao 1.21. Seja f : U C R" — R diferencidvel, o gradiente de f no ponto a € U € o

vetor
) 9
grad f(a) = (a—fm 9 <a>) .

Definicao 1.22. Sejam f : U C R" — R diferenciavel e c € R, o conjunto dos pontos de

U que estio no nivel ¢ é a imagem inversa f~(c), o qual é chamado a superficie de nivel ¢

de f.

A seguir destacamos uma propriedade importante do gradiente:
O gradiente de f no ponto a é ortogonal a superficie de nivel de f que passa por esse
ponto.

Dizer que um vetor w é ortogonal & superficie de nivel f~!(c) no ponto a significa que w é

ortogonal ao vetor tangente & superficie de nivel f~!(c), no ponto a, o qual é dado por X (0),
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onde A é um caminho diferencidvel no ponto ¢ = 0, com A(0) = a e A(t) € f~(c), isto &,

f(A(t)) = ¢, para todo t € (—¢,€). Desta ultima igualdade segue que

0=(fod) Z ol = (grad f(a), X(0)) .

Portanto, grad f(a) é ortogonal a \'(0).

Definicao 1.23. O posto de uma matriz é a dimensao da imagem da transformagao linear

associada a esta matriz.

Definicao 1.24. Seja f : U C R™ — R" diferencidvel no aberto U. Dizemos que um ponto

a € U é um ponto reqular de f se o posto da matriz Jacobiana

df1 df1
8x1( a) - M(a)
an afn
8$1() Gmm()

¢ maximo, isto €, min(n,m). Caso contrdrio, isto é, se f ndo € imersio e nem submersao
em a, dizemos que a € um ponto singular de f. Quando f nao é submersio em a, dizemos

que a € um ponto critico de f.

Definicao 1.25. Seja f : U C R™ — R" diferencidvel, m > n. Dizemos que um ponto
¢ € R™ é um wvalor regular de f quando para todo x € U tal que f(x) = ¢, a diferencial

f'(x) : R™ — R™ € uma transformagdo linear sobrejetora, ou seja, x ndo é ponto critico.

Teorema 1.26. (Teorema da Fungao Inversa) Seja f : U — R™ de classe C* (k. >1)
no aberto U C R™. Se a € U € tal que f'(a) : R™ — R™ ¢ invertivel entao eziste uma

bola aberta B = B(a,d) C U tal que a restricio f|p € um difeomorfismo sobre um aberto

V'3 f(a).

O préximo teorema usa fortemente o Teorema da Fungao Inversa e sua demonstracao,

bem como a de seu corolario, podem ser vistas, por exemplo, em [6], pag. 312.

Teorema 1.27. Toda variedade diferencidvel M C R" de classe C* ¢ localmente o grdfico

de uma aplicacio de classe CF.
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Corolario 1.28. Toda variedade diferencidvel M C R™ de classe C* é localmente a imagem

inversa de um valor reqular por uma aplicacdo de classe C*.

Teorema 1.29. (Teorema da Fungao Implicita) Seja f : U — R"™ de classe C* (k>1)
no aberto U C R"™™ dada por f = (f1,.. ., fas fos1s- -y fm). Suponhamos que, no ponto

p=(a,b) € U, com f(p) =c, a matrizn xn

df1 dfi
o (p) . ()
o, o,
8_y1 (P) T 8—% (P)

seja invertivel. Entao existem Z C U, aberto contendo p, W C R™, aberto contendo a, e

£:W — R"™ de classe C, com &(a) = b, com a sequinte propriedade:
[(z,y) € Z e f(z,y) = =[x e W ey =E(x)].
A equivaléncia acima significa que f~(c) N Z € o grdfico de &, isto é,

fHoNnZ ={(z,&(x)); v € W}
Uma outra versao do Teorema da Funcao Implicita é a seguinte:

Teorema 1.30. (Teorema da Funcgao Implicita) Seja f : U — R™ diferencidvel numa

vizinhang¢a U C R™ da origem com f(0) = 0. Assumimos que 0 é um ponto reqular de f.

(I) Se m > n entao o posto da matriz Jacobiana é n e fazendo uma mudanga de coorde-

nadas, se necessdrio, podemos assumir que

df1 o1
8—%(0) " B (0)
det : : # 0.
Ofn ofn
8_3/1<O) a—yn(o)

Neste caso, existem vizinhangas Z e W C U da origem em R™ e um difeomorfismo

h:Z — W com h(0) =0 tal que

(foh)(21, s Zny ey Zm) = (215 vy Z0),

para todo (z1,...,2m) € Z.
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(II) Se m < n entdo o posto da matriz Jacobiana é m e podemos assumir que

df df1
8—%(0) 8y_m(0)
det : : #0.
O fm Ofm
a—yl(O) %(0)

Neste caso, existem vizinhancas Z e W da origem em R™ e um difeomorfismo

h:Z — W com h(0) =0 tal que

(ho )21,y 2m) = (215 -y Zm, 0, ..., 0),

para (z1, ..., Zy) em alguma vizinhanga da origem contida em U.

Para maiores informacoes sobre o Teorema da Funcao Inversa e o Teorema da Funcao

Implicita veja, por exemplo, [7] e [14].

Teorema 1.31. Seja f : U C R® — R*™™ de classe C*. Se ¢ € R*™™ ¢ valor reqular de f

entdo f~Y(c) é uma variedade diferencidvel de classe C* e dimensao m.

Demonstragao: Por hipdtese, para cada p € f~*(c), f'(z) : R* — R"™ é uma transfor-
macao linear sobrejetora. Logo, a menos de uma mudanca de coordenadas, podemos supor

que a matriz

of df1
a—xl(a) r (a)

D fom O frm |
o (a) --- T (a)

¢é invertivel. Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe um aberto Z C R", contendo p, tal
que Z N f~1(c) é o grafico de uma aplicacio de classe C*, definida num aberto de R™. Logo,
cada Z N f~!(c) é uma variedade diferencidvel de classe C* e dimensao m. Segue-se que

/7 Y(c) também o é. m

No caso complexo, temos o Teorema da Funcao Inversa e o Teorema da Funcao Implicita
validos, considerando-se fungoes analiticas e tomando as partes real e imaginaria de cada

funcao coordenada para calcular a matriz Jacobiana.

A seguir apresentamos algumas defini¢oes para, entao, enunciar o Lema de Morse.
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Definicao 1.32. Um sistema de coordenadas de classe C* num aberto U C R"™ é um difeo-

morfismo & 1V — U, de classe C*, definido num aberto V.C R™.

As coordenadas de um ponto @ € U no sistema £ sao os numeros ¥, ..., Y, tais que

Yy = (yl: 7yn) € Ve é(y) = a.

Definicao 1.33. Seja f : U C R® — R uma funcdao duas vezes diferencidvel no ponto

x € U. A diferencial sequnda d?f(x) é chamada a forma Hessiana da funcio f no ponto

( ajjaij () )

¢ chamada matriz Hessiana de f no ponto x.

e denotada por H(x). A matriz

Temos que = € U é ponto critico de f quando df (x)=0, isto é,

of _ _ [

(x) =0.

Dizemos que x é um ponto critico nao degenerado quando a matriz Hessiana neste ponto é

invertivel, ou seja, quando

(2w ) o

O indice de um ponto critico nao degenerado x é o nimero de autovalores negativos da
matriz Hessiana. Ou seja, é o numero de raizes negativas do polinomio caracteristico

p(A\) = det(AI — A), onde I é a matriz identidade n x n e A é a matriz Hessiana de f em z.

Lema 1.34. (Lema de Morse) Seja a um ponto critico nao degenerado de uma fungao
f:U CR" — R de classe C* (k > 3). Ewiste um sistema de coordenadas & : Vo — W,
de classe C*2 coma e W CU,0€ Vp, £(0)=a e

FEW) = fla) =y — o —yi + ¥ + o+ upn
Onde 1 € o indice do ponto critico a.

Uma demonstragao do Lema de Morse pode ser vista, por exemplo, em [9], pag. 6.



CapriTULO 2

Variedades Algébricas

Neste capitulo estudamos propriedades elementares sobre conjuntos algébricos reais ou
complexos. Para isto, consideramos IL o corpo R dos niimeros reais ou o corpo C dos ntimeros
complexos e L™ o espago de coordenadas que consiste de todas as m-uplas x = (21, ..., Tp)

de elementos de L.

Considere Xj, ..., X,,, indeterminadas, o anel comutativo com unidade L[X7, ..., X,,] é o

conjunto

m )

L[Xy, ..., Xp] = {Z Car XPUXS2 Xy of = (al,...,al ) EN™, k€ N* e cyi € L} .
i=1
Defini¢ao 2.1. Dado f € L[ Xy, ..., X},], definimos seu conjunto de zeros por

V(f) ={ael™ f(a) =0} .
Se S C L[XY, ..., Xp], entao seja V(S) o conjunto de zeros comuns
V() = V).
fes

Um conjunto desta forma é chamado conjunto algébrico. Ou seja, um conjunto algébrico
é o lugar geométrico dos zeros comuns de alguma colecao de fungoes polinomiais definidas
em L™,

Quando nao houver necessidade de explicitar o conjunto S escreveremos apenas V', em

vez de V(9).

Um conjunto algébrico da forma V(f) com f uma funcdo polinomial ndo constante é

chamado hipersuperficie algébrica.
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Observagao 2.2. Sejam S, S C L[X,...,X,,]. Se S C S entio V(S') C V(S). De fato,
dado a € V(S') temos que f(a) = 0 para todo f € S'. Como S C S" seque que, em particular,
f(a) =0 para todo f € S. Logo, V(S') C V(S).

Definicao 2.3. Seja V' um conjunto algébrico. Definimos o conjunto
Z(V)={f e L[X1, .. Xpn]; f(x) =0 Vo eV},
que € um ideal de L[X7, ..., X,,].

Note que este ideal consiste dos polindmios que se anulam em todos os pontos de V.

Observacao 2.4. Sejam V e W conjuntos algébricos. Se V. C W entao Z(W) C Z(V).
Com efeito, seja f € Z(W). Temos que f(x) =0 para todo x € W, como V C W seque que
f(x) =0 para todo x € V. Logo, f € Z(V).

Defini¢ao 2.5. Dado S C L[Xj, ..., X,,,| denotamos por < S > o ideal gerado por S,
<8 >= {f € L[Xl, 7Xm]7 f = Zaifi, fz € S, re N e a; € L[Xl, ;Xm]} .
i=1

Proposigao 2.6. Dado S C L[X1,..., X,,], V(S) =V (< 5 >).

Demonstracao: De S C < S > segue que V(< S >) C V(S). Por outro lado, se x € V()

entao todo f; € S se anula em x e, portanto, o mesmo acontece com todo f €< .S >. Logo,

V(S) CcV(<S>). u

Da proposicao acima segue que podemos nos restringir ao caso onde S é um ideal ou,

alternativamente, ao caso onde S é o conjunto de geradores de um ideal.

Note que como L é Noetheriano, L[ X7, ..., X,,] é Noetheriano. Logo, todo ideal é gerado
(como L[X7, ..., X,,]-médulo) por uma colecao finita de polindémios. Disto resulta que todo

conjunto algébrico V' pode ser definido por uma colecao finita de equacoes polinomiais, pois
V(D) =V(fi,..o fr)=V(fi)n...0OV(f).

Uma consequéncia importante do Teorema da Base de Hilbert é a seguinte:
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Proposicao 2.7. (Condicao de Cadeia Descendente) Qualquer sequéncia
ViDVeD V3D ...

de conjuntos algébricos estaciona depois de um nimero finito de etapas (isto é, existe i € N

tal que V; = Vi1 = Vo = ...).

Demonstracgao: Considere a sequéncia de conjuntos algébricos

VioVedVzD....
Temos que
IlCIQC]3C... ,
onde Iy, I5, I3, ... sdo ideais tais que V; = Vi(11), Vo = Va(1s),... . Como

LclLCcl;C...

estaciona (pela propriedade Noetheriana) segue, da Observagao 2.2, que a sequéncia
VioVbeDdVsD ...

estaciona. ]

Proposicao 2.8. A unido de dois conjuntos algébricos ¢ um conjunto algébrico.

Demonstracao: E suficiente provar para a unido de dois conjuntos algébricos definidos
por ideais I e J. Vamos mostrar que V(I) UV (J) = V(IJ), onde IJ = {fig1 + ... +
frgr; 7 € N* fi € T eg € J}. Note que V(I),V(J) C V(IJ) (pois, IJ C I,J). Logo,
V(I)uV(J) C V(IJ). Reciprocamente, suponha que x € V(IJ) e x ¢ V(I). Deste modo
existe f € I tal que f(z) # 0. Para todo g € J temos fg € IJ e, portanto, (fg)(x) = 0.
Ou seja, f(z)g(x) = 0. Como f(z),g(z) € L e L é corpo, temos g(z) = 0 para todo g € J.
Portanto = € V(J) e, consequentemente, x € V(1) UV (J). ( O mesmo argumento mostra

que V(H)UV(J)=V({InNJ)) |

Proposicao 2.9. A intersecao de dois conjuntos algébricos € um conjunto algébrico.
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Demonstracao: Sejam V(I) e V(J) conjuntos algébricos, com I e J ideais. Vamos mostrar
que V(II)NV(J)=V({I+J),onde [+ J ={f+g;, fel, g J}. Sejaac V(I)NV(J),
entao a ¢ raiz de todo polinémio pertencente a I e, também, de todo polindmio pertencente
a J. Logo, a é raiz de todo polinémio no conjunto I +J = {f +g; f € I,g € J}. Portanto,
a € V(I+J). Seja, agora, a € V(I + J). Logo, a é raiz de todo polinémio pertencente a
I+ J. Como I,J C I+ J segue que a ¢ raiz de todo polinomio pertencente a I e, de todo

polinémio pertencente a J. Assim, a € V(I) NV (J). u

Definicao 2.10. Um conjunto algébrico nao vazio V é chamado variedade algébrica se nao

pode ser expresso como a uniao de dois subconjuntos algébricos proprios.

Proposigao 2.11. Se A é um conjunto algébrico entao A =V (Z(A)).

Demonstracao: Note que todo elemento de A anula todos os polindémios de Z(A), logo
A C V(Z(A)). Por outro lado, como A é um conjunto algébrico, A = V(J) para algum ideal
J. Logo, J C Z(V(J)). De fato, dado f € J, todo elemento de V(J) é raiz de f, logo f se
anula em V'(J) e, consequentemente, f € Z(V(J)). Assim,

A=V(J)DV(IZ(V(J]))) =V(I(A)).
Portanto, A = V(Z(A)). n

Observagao 2.12. A aplicagao V +—— Z(V), que faz corresponder a um conjunto algébrico
V' o ideal Z(V'), € injetora. De fato, se Z(V) = Z(W) entao V(Z(V)) = V(Z(W)). Pela
proposicao anterior seque que V.= W. Assim, se V. C W eV # W entdo eriste um

polindmio que se anula em V' e nao se anula em W (pois, pela Observagao 2.4, V. C W =

(W) Cc Z(V)).

Proposicao 2.13. Seja V' um conjunto algébrico. Entdo V € variedade algébrica se, e

somente se, Z(V') é primo.
Demonstragao: Suponhamos que V' é uma variedade algébrica. Seja fg € Z(V'), temos

V=V(Z(V)) cV(fg) =V()HUV(g)
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e, portanto

V=(V(H)UV(@)NV = (V(H)NV)UV(g)NV).

Uma vez que V nao é a uniao de dois subconjuntos algébricos proprios, podemos assumir
que V(f)NV =V, isto é, V C V(f). E, consequentemente, f € Z(V).

Reciprocamente, suponhamos Z(V') primo e que V nao é variedade algébrica, logo pode-
mos escrever V = V; UV, com Vi, Vy C V subconjuntos préprios. Temos Z(V) C Z(V1), Z(Vs)
e Z(V) #Z(V1),Z(Vs). Consideremos f1 € Z(VI)\Z(V) e fo € Z(Vo)\Z(V) (que existem pela
Observagao 2.12), sendo Z(V}), Z(V3) ideais temos que fi fo € Z(V1)NZ(V), logo fi fo se anula
em todo ponto de V; e em todo ponto de V,. Segue que fify € Z(V) (pois, V =V, U V3), 0
que é uma contradi¢ao ja que Z(V') é primo e fi, fo ¢ Z(V). Portanto V nao é a unido de

dois subconjuntos algébricos proprios, logo V' é variedade algébrica. ]

Observacao 2.14. Se V' é variedade algébrica, pela proposi¢ao acima, Z(V') é primo. Logo,

LX1, ..., Xon]
(V)

¢ dominio de integridade.

Defini¢ao 2.15. O corpo de fragées f/g tal que

L[X1, ..., Xo]

€=

é chamado corpo de fungoes racionais em V e denotado por LY. Seu grau de transcendéncia

sobre I é chamado a dimensao algébrica de V sobre L e denotado por oLV .

Para maiores informagoes a respeito de grau de transcendéncia veja, por exemplo, [12].

Definicao 2.16. Seja V' uma variedade algébrica. Uma subvariedade algébrica propria W

de V' é uma variedade algébrica contida em V', mas distinta de V.

Se W C V é uma subvariedade algébrica de V' entao, a dimensao algébrica de W é menor

do que a dimensao algébrica de V. Veja, por exemplo, [3], pag. 29.

Definicao 2.17. Seja V C L™ um conjunto algébrico nao vazio. Escolha polinomios fi, ..., fx

que geram o ideal Z(V') e, para cada x € V', considere a matriz (0f;/0x;) de ordem k x m
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avaliada em x. Seja p o maior posto que esta matriz assume em qualquer ponto de V. Um
ponto x € V € chamado regular se a matriz (0f;/0x;) atinge seu maior posto p em x e

singular se

posto (S—xf;(rﬁ)) < p.

Note que esta definicao nao depende da escolha de {fi, ..., fx} (pois, se adicionarmos um
polindmio extra fry1 = g1f1 + ... + gr.fr, a nova linha resultante em nossa matriz sera uma

combinagao linear das demais linhas.)

Proposigao 2.18. O conjunto %(V'), de todos os pontos singulares de V', € um subconjunto

algébrico de V.

Demonstracao: Se x € X(V) entdo (9f;/0r;) ndo assume posto maximo em z, logo o
determinante de todo menor p x p de (0f;/0x;) se anula em z. Note que o determinante
de um menor p X p é um polindémio pertencente a L[X7,..., X,,]. Reciprocamente, se o
determinante de todo menor p x p se anula em = entdo (0f;/0x;) ndo assume posto maximo
em z, logo x € (V). Assim, X(V) é o conjunto dos pontos que anulam os polinémios que
sao dados por cada menor determinante p x p. Logo, (V') é um conjunto algébrico e sendo

cada z € ¥(V) um elemento de V' segue que X(V') é um subconjunto de V. |

Seja p como na Definicao 2.17, temos o seguinte teorema devido a Whitney:

Teorema 2.19. (Whitney) Se L € o corpo dos nimeros reais (ou complezos), entio o
conjunto V\X(V') dos pontos requlares de V- C L™ forma uma variedade diferencidvel nao

vazia. Além disso, esta variedade é analitica real (ou compleza) e tem dimensao m — p.

Observacao 2.20. No caso em que V é uma variedade algébrica, Whitney mostra que a

dimensao da variedade diferencidvel V\X(V') € precisamente igual a dimensdo algébrica de

V sobre L.

Teorema 2.21. (Whitney) Para qualquer par V2> W de conjuntos algébricos num espago
de coordenadas real ou complexo, a diferenca V\W tem, no mdzimo, um nimero finito de

componentes conexas.
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Para mais informagoes sobre os teoremas de Whitney veja, por exemplo, [16].

Observacao 2.22. (i) O prdprio V' tem um nimero finito de componentes conezxas.
(i1) A wvariedade diferencidvel VA\X(V') tem um nidmero finito de componentes conezas.

Cada um dos préximos dois exemplos serd uma curva no plano real tendo a origem como

unico ponto singular.

Exemplo 2.23. Seja
V ={(z,y) e R%y* — 2°(1 - 2?) = 0}.

Figura 2.1: y = +2v/1 — 2?2

Esta variedade algébrica ilustra o tipo de ponto singular mais bem comportado e de facil
compreensdo, um “ponto duplo” em que dois ramos analiticos reais (y = xvV1—2? e
y = —xv1—a2) com tangentes distintas se cruzam. Considerando a funcio f: R* — R,

f(x,y) = y? — 2% + 2%, temos que o posto mdxrimo da matriz

( o (,y) g—;(x,y) > = ( —2z +42% 2y )
¢ 1. Assim, os pontos singulares de V sdo aqueles que anulam a matriz, ou seja, (—1/v/2,0),

(1/v/2,0) € (0,0). Como somente (0,0) pertence a V' temos que este ¢ o tinico ponto singular
de V.

Exemplo 2.24. A equacio y® = 2% pode ser resolvida tomando y como uma funcao de
x  diferencidvel de classe C3®3, além disso esta equacdo define uma variedade algébrica

V ={(z,y) € R% 4> — 210 = 0} C R? que tem um 1inico ponto singular, a origem.
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Figura 2.2: y = +/2100

Com efeito, para f: R* — R; f(x,y) = y® — 2%, temos que a matriz

( g—i(a:,y) g—;(as,y) > = ( —1002% 392 )

tem posto mdzximo igual a 1. Como a unica entrada que anula a matriz € (0,0) e (0,0) € V

seque que este € o unico ponto singular de V.

Definigao 2.25. O anel comutativo com unidade C[[ X1, ..., X;,]] consiste de todos os elemen-
tos que podem ser expressos por uma série de poténcias formal nas indeterminadas X1, ..., X,

com coeficientes em C.

Afirmagao 2.26. Uma variedade algébrica complexra nao pode ser uma variedade diferen-

ciavel em toda uma vizinhanca de um ponto singular.

Demonstracao: Seja a variedade algébrica complexa
V=V({I)={V()
fer
onde V(f) = {a € C™; f(a) = 0}. Suponhamos, por absurdo, que V é diferenciavel de
classe C! em toda uma vizinhanca U da origem em C™. Temos que U NV é uma variedade
diferencidvel e para qualquer ponto regular z € U NV o espago tangente 7,(UNV) C C™

pode ser tomado sendo um espaco vetorial complexo sobre os nimeros complexos.
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Pelo Teorema da Funcéo Implicita, para cada z # 0 € U existe U C U tal que
U NV =Graf(F) = {(21, ..., zn, F (21, ..., 20)) }

onde F : W C C" — C™ " ¢ analitica. Portanto, U NV é uma variedade diferencidvel

complexa.

Seja h uma fungao analitica complexa definida numa vizinhanga de 0 tal que h € Z(V') e

fi, -, fr polinémios que geram Z(V'). Temos que
h=aif1+ ...+ apfr, s€N*

onde ay, ..., a; sdo germes de fungoes analiticas (veja, por exemplo, [1], pag.90).

Temos que ay, ..., a; € C[[Z1, ..., Zn]]. Logo, h* pertence ao ideal Z(V') de C[[Z1, ..., Z,]].
Mas este ideal pode ser expresso como a interse¢ao de ideais primos (veja, por exemplo, [5],
pag. 91). Portanto, h € Z(V) o qual é gerado por fi, ..., fr em C[[Z1, ..., Z,]]. Tomando
derivadas, isto implica que o gradiente dh(0) pode ser expresso como combinagao linear dos
gradientes df1(0), ..., dfx(0). Mas o gradiente dh(0) pertence ao complemento ortogonal do
espaco vetorial tangente & U'NV no ponto 0, o qual tem dimensao m—n (veja Definicao 1.18).
Logo, no ponto 0 temos uma quantidade m —n de vetores que sao linearmente independentes,

gerados por df;(0), ..., dfx(0). Portanto, a matriz

Of;
(3%‘)

tem posto m — n em 0 e, consequentemente, a origem nao é ponto singular de V. [

A seguir vamos enunciar o Nullstellensatz que também é conhecido como Teorema dos

Zeros de Hilbert, a demonstragao deste teorema pode ser vista, por exemplo, em [12], pag.16.

Teorema 2.27. (Nullstellensatz) Seja J um ideal de C[X1, ..., X,,]. Entio Z(V(J)) =+/J,
onde J = {f € C[X1,..., X,n); In € N*, freJ}.

Proposicao 2.28. Seja V' um conjunto algébrico nao vazio. Podemos escrever V unicamente
(exceto por permutagdes) na forma V.=V, U ...UV,, onde os conjuntos V; sdo variedades

algébricas e V; ¢ V; para © # j. Os conjuntos V; sao chamados componentes irredutiveis de

V.
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Demonstracao: (Existéncia) Procedemos por contradi¢ao. Assumimos que existem con-
juntos algébricos indecomponiveis e escolhemos um cujo ideal é maximal entre tais conjuntos.
(Tal V' existe pois o anel L[X7, ..., X,,] é Noetheriano). J& que V nao é variedade algébrica,
podemos escrever V = FUG, com F,G # V. Logo, Z(F),Z(G) D Z(V) e Z(F),Z(G) # Z(V).

Pela maximalidade de Z(V') segue que F' e GG sdo decomponiveis:
F:Flu...UFr, G:G1UUGS

Mas V é, entao, decomponivel. Uma contradicao.

(Unicidade) Suponha dado duas expressoes:
V=Vu.. uV,=WuU..uUuW,.

Podemos escrever

V,=VNnV,=W,nV,)U..u(W,NV).

Como V; é variedade algébrica, existe um j tal que V; = W; NV, isto ¢, V; C W;. Do mesmo
modo, existe & tal que W; C Vj, e, portanto V; C Vj. Isto implica, por hipétese, que 7 = k.

Segue, entao, que V; = W;. ]

Teorema 2.29. Seja V = V(f) uma hipersuperficie algébrica real ou complexa, com f irre-
dutivel. No caso real com a hipotese adicional de que V' contém um ponto reqular de f. Entao,
todo polinomio que se anula em V € um maltiplo de f. Consequentemente V € variedade
algébrica e o conjunto dos pontos singulares de V', 3(V'), € precisamente a interse¢ao de V

com o0s pontos criticos de f.

Demonstragao: No caso complexo, é imediato do Teorema 2.27. De fato, como C é alge-
bricamente fechado vale que Z(V(f)) = /(f). Se g se anula em V(f) entao g € Z(V(f)),
logo g™ € (f) para algum n € N*. Como f é irredutivel segue que (f) é primo e, portanto,

de g™ € (f) temos que g € (f). Isto mostra que g é um multiplo de f.

No caso real, expresse V' C R™ como uma uniao

Viu...Jv,
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de variedades algébricas, o que é possivel pela Proposicao 2.28. Seja a um ponto regular de
f que pertence a V| entao a matriz

(Zw - Lw)

0%,

tem posto igual a 1 e f(a) = 0. Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe Z C R™,
aberto contendo a, W C R™ ! aberto contendo (ai,...,a,_1) e & : W — R com

&(ayy ..., apm1) = ay, tal que
re€Ze fx) =0« (21,....,Tm_1) EW e x, =&, ..., Tp_1).

Ouseja, fH0)NZ = {(z1, s Tp1,E(T1, o Trn1)); (T4, ey Tp1) € W} Mas f7H0)NZ =
VNnZe f740)N Z = Graf(§). Segue, entdo, que V N Z = Graf(§). Portanto, a vizinhanga
V' NZ de a é a imagem da tnica parametrizagdo ¢ : W C R™ ! — V| ¢(z) = (z,&(z)).
Logo, V N Z é uma variedade diferenciavel de dimensao m — 1. Desta forma, pelo menos
um dos Vj}, j = 1,..., k, tem dimensao m — 1. Portanto, de acordo com Whitney, a dimensao
m — 1 de V} coincide com a dimensao algébrica de V; sobre R. Ou seja, o corpo de fungoes

racionais em V;
R[X7, ..., X0
Z(Vj)
tem grau de transcendéncia m — 1 sobre R. Mas o quociente de R[X7, ..., X,,] pelo ideal
primo principal (f) também tem grau de transcendéncia m — 1 sobre R. Como V; C V segue

que Z(V) C Z(V;), mas (f) C Z(V'). Logo (f) C Z(V}), o que implica (f) = Z(V}).

Pela Proposicao 2.11 temos

Portanto, Z(V) = Z(V;) = (f).
Note que como Z(V') = (f) temos que Z(V') é primo assim, pela Proposicao 2.13, V' é

variedade algébrica.
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X(V) = {x eV, ( of (x), ... ﬁ(w)) nao tem posto méximo}

@_xl "0z,

_ {x ev; (%@),...,%@)) — (0,...,0)}

= {x €V, z é ponto critico de f}.

Observacao 2.30. O resultado acima € vdlido sobre qualquer corpo localmente compacto,
mas nao sobre um corpo arbitrdrio. Por exemplo, o polinémio irredutivel x> —y — y> sobre
o corpo dos nimeros racionais tem apenas um zero racional, (0,0) e nao tem pontos criticos

no plano racional:

Df(x,y)=0<=><%(x,y) g—g(m,y))z(o 0)<:>(2x —1—3y2>=(0 0)33.

Neste caso, (V') ndo € a interse¢io de V' com seus pontos criticos.

Agora, vamos extrair maiores consequéncias dos dois teoremas de Whitney.

Proposicao 2.31. Um conjunto algébrico real ou complexo V' pode ser expresso como uma
uniao finita disjunta

V:M1UM2U...UMP,

onde cada M;, j =1,...,p, € uma variedade diferencidvel com um nimero finito de compo-

nentes.

Ainda, qualquer diferenca V\W de variedades pode ser expressa como uma uniao finita.

Demonstragao: Sejam M; = V\X(V) o conjunto dos pontos regulares de V,
M, = S(V)\X(X(V)) o conjunto dos pontos regulares de 3(V'), e assim por diante. Esta

construcao deve parar apés um nimero finito de etapas, pois, pela Proposicao 2.7, a sequéncia

VoOX(V)DE(X(V)) D..
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deve estacionar. Pelo Teorema 2.19, cada M;, j = 1,...,p, é uma variedade diferencidvel e
pelo Teorema 2.21 cada uma destas tem um numero finito de componentes conexas. Note
que

V=V\S(V)US(V) = V\S(V)USEVN\SEV) USEV)) = ...
—\E(V)USVN\EEV)USEV) U UL (SVONS(E..(S(V) US(S..(S(V)).
Ou seja,
V=M UMU..UM,.
Semelhantemente, V\IW pode ser expressa como a unido disjunta

MyUM,U...UM,

com cada M; = M;\(W N M;) uma variedade diferencigvel tendo uma quantidade finita de

componentes conexas. ]

O préximo teorema é frequentemente util. Como anteriormente I denota o corpo dos
ndmeros reais ou o corpo dos nimeros complexos. Lembramos que um ponto critico de uma

funcao definida em uma variedade diferenciavel é dado na Defini¢ao 1.20.

Teorema 2.32. Sejam V C L™ um conjunto algébrico, My = V\X(V) e g : L™ — L uma
fungao polinomial. O conjunto dos pontos criticos da restricio glu, € igual a intersecao de

My com o conjunto algébrico W que consiste de todos pontos x € V' para os quais a matriz

dg dg dg
8_:51(90) 6_172(90) %@)
dfy dfy df1
Dy 2w P
O O fx O fx
8_:51(90) 6_172(90) %@)

tem posto menor ou igual a p, onde p € como na Definicao 2.17 e f1, ..., fr denotam polinomios

que geram Z(V').
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Demonstragao: Sejam fi,...,fr € L[Xi,....,X,,] tais que fi,....,frx geram Z(V),
F:L™m — Lrk F(ry, .oz = (fi(@, 0 Tm),s o fe(T1, s 2m)) € a = (ag,...,a,) € M.

Entao,

8f1/(9x1 C. af1/8$m

tem posto maximo p em a. Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem vizinhancas Z e W

de a em L™ e um difeomorfismo h : Z — W com h(a) = 0 tal que
(Foh) (X1, ooy Tpy Tty ooy T) = (Ut o, Up).

Note que se x € M; entao F(z) = 0. Localmente, F(x) = (u1, ..., u,). Logo, (uq,...,u,) = 0.

Ou seja, M; corresponde ao lugar geométrico
)
up = ... =u, = 0.

Assim, 41, ..., Uy, podem ser tomadas como coordenadas locais em M;. Note que 0f;/0u;,
avaliada num ponto de M;, é zero para j > p+ 1 (j4 que f; se anula em M;). Como a
matriz (0f;/0u;) é coluna equivalente a matriz (0f;/0x;) e, portanto tem posto p, segue que

as primeiras p colunas de (0f;/0u;) devem ser linearmente independentes. Entao, a matriz

dg/0uy -+  0g/0up,
afl/aul afl/aum
tera posto p se, e somente se,
09/0up41 = ... = 0g/0Uy, =0

ou, em outras palavras, se e somente se, o ponto dado for um ponto critico de gl .

Uma vez que esta nova matriz é coluna equivalente a matriz dada no enunciado temos o

resultado. m

Corolario 2.33. Uma func¢do polinomial g em M; = V\X(V) pode ter, no mdzximo, um

numero finito de valores criticos.
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(Um valor critico g(x) € L é a imagem por g de um ponto critico)

Demonstragao: O conjunto dos pontos criticos de g|y;, pode ser expresso pela diferenca
WAX(V) de conjuntos algébricos (pois, pelo teorema anterior, W C V e o conjunto dos
pontos criticos de gy, ¢ igual a (V\X(V)) N W) e, portanto pode ser expresso como uma

uniao finita de variedades diferenciaveis

WA\S(V)=MU...M

p?

/ , .
onde cada M; tem um numero finito de componentes.

Cada ponto z € M; é um ponto critico da fungao diferenciavel gy, logo é um ponto
critico da restrigao g|,,. Ja que todos os pontos de M; sao criticos entao ¢’ se anula em
todos eles, logo g é constante em cada componente de M;. Portanto, a imagem g(M;) é um

conjunto finito (ja que a quantidade de componentes é finita). Assim,
g(M)U...Ug(M)

¢ um conjunto finito. Mas, este conjunto é precisamente o conjunto dos valores criticos de

9|M1- u



CapriTULO 3

Topologia Local

Neste capitulo estudamos alguns resultados mais especificos, aqui V' C L™ denota um

conjunto algébrico real ou complexo.

Proposigao 3.1. Seja z° um ponto reqular de V' ou um ponto isolado de (V). Toda
esfera suficientemente pequena S, centrada em z° intercepta V numa variedade diferencidvel

(possivelmente vazia,).

Demonstracgao: No caso real segue aplicando o Corolério 2.33 ao polinémio
r(z) =[x —2°||?= (1 — 29)* + (zp — 29)* + ... + (2, — 2%

De fato, se €2 é menor do que qualquer valor critico positivo de Tl entao qualquer x
pertencente a V', que é ponto critico de r, é tal que 7(x) > €2 ou 0, logo se x € V é ponto critico
de r entao x ¢ S.. Portanto, r~(e?) = {x € V\X(V); r(z) = €* e 2 ndo é ponto critico} e,

consequentemente, €2 é valor regular de r. Assim, sua imagem inversa

rTH (@) N(V\E(V)) = Sen (V\E(V))
¢ uma variedade diferenciavel K = S, N (V\X(V)). Tomando € suficientemente pequeno, S,
nao terd interse¢ao com %(V'). Desta forma, K =S, NV.

A afirmagao correspondente no caso complexo é imediata, pois toda variedade algébrica

complexa em C™ pode ser vista como uma variedade algébrica real em R*™, [
Definicao 3.2. O conjunto K = S. NV ¢é chamado “link”.

Definicao 3.3. Uma particao da unidade diferencidvel em uma variedade diferencidvel M
consiste de uma cobertura por abertos {U;} de M e uma cole¢io de funcoes diferencidveis

o; - M — R satisfazendo as sequintes condicoes:
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(i) oi(x) > 0Ver e M;

(i) Suporte(o;) C U;, onde Suporte(o;) € o fecho do conjunto dos pontos x € M tais que

oi(x) # 0;

(1ii) cada x € M tem uma vizinhanca na qual somente um nidmero finito de o; $io nao

nulas;
(w) para cada x € M, Y o;(x) = 1.

Definigao 3.4. Sejam x2° € L™ um ponto e A C L™ um conjunto. O cone sobre A com base

em ¥, denotado por Cone(A), é unido de todos segmentos de reta

th+(1—-t)2° 0<t<1

unindo pontos a € A ao ponto base x°.

O préximo resultado nos diz o tipo topolégico da intersecao V N D, onde
D.={zelL™||z—2"||<e} e 2° é um ponto regular ou singular isolado de V.
Considerando S, centrada em 2° temos, de acordo com a definicao acima, que o

Cone(S.) é naturalmente igual a D..

Teorema 3.5. Para € suficientemente pequeno a intersecio de V. com D, € homeo-
morfa ao cone sobre K =V NS, Além disso, o par (D.,VND.) €é homeomorfo ao

par (Cone(S.), Cone(K)).

Demonstracao: Novamente, é suficiente considerar apenas o caso real ja que toda variedade
algébrica complexa em C™ pode ser vista como uma variedade algébrica real em R?™. Seja
e suficientemente pequeno de modo que o disco D, nao contenha pontos singulares de V' e

nem pontos criticos de 7| \s(v)), exceto o préprio z°.

0

Vamos construir um campo vetorial diferencidvel v(z) no disco perfurado D, — z°; ou seja,

uma aplicacao diferencidvel v : D, — 2° — R™, com duas propriedades:

(i) o vetor v(z) sempre apontara para “fora” de z2° para todo x; isto é, o produto interno

euclidiano

(v(2), 2 —2")
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serd estritamente positivo;

(ii) o vetor v(z) serd tangente a variedade diferencidavel M; = V\3 (V') quando x pertencer

a M1~

Primeiro, vamos construir tal campo vetorial localmente. Dado qualquer ponto z¢ € D, — z°

construiremos um campo vetorial v*(z) em toda uma vizinhanga U® de x* de modo que estas

duas propriedades sejam satisfeitas.

Se x% nao pertence a V', entao podemos simplesmente definir

v (x) =z — 2°

para todo x em alguma vizinhanga U* C R™\V. Temos
(' (x),x —2°) = (z -2 2 — 2" =||z — 2" ||>> 0, pois v # 2" (€ VexgV)

e x® ¢ M, (pois, z* ¢ V).
Se z¢ pertence a V e, portanto pertence a M; (pois 2% € D, — 2°, 0 qual nao contém pontos
singulares de V'), escolha, da mesma forma como fizemos na demonstracao do Teorema 2.32,
um sistema de coordenadas locais uy, ..., u,, em toda uma vizinhanca de z* de modo que M;
corresponde ao lugar geométrico u; = ... = u, = 0. Como z* nao ¢ ponto critico da funcao
02

r|an, onde r(z) =|| x — 2" ||?, segue da demonstracao do Teorema 2.32, que pelo menos uma

das derivadas parciais

or/0upsq, ..., 0r/Oupy,

deve ser nao nula em z% Se, por exemplo, dr/du;, é nao nula em z* entao seja U® uma

vizinhanga suficientemente pequena conexa na qual 0r/du;, # 0 e seja v*(x) o vetor
+(0z1/0up, ..., 0xpy, /Ouy,)

tangente a curva up-coordenada em z, escolhendo o sinal positivo ou negativo conforme
Or/0uy, é positivo ou negativo. Note que v*(z) é tangente a M;, sempre que x € M, pois a

curva uy-coordenada esta contida em M;. Além disso,

200 (x), x — 2°%) = Y 2wy — ad)of =Y (Or/0x;) (0 /Ouy,)



43

é igual a £0r/duy, > 0 para todo = € U,
Agora, seja {\*} uma partigao da unidade em D, — z° diferencidvel com Suporte(A\*) C U®
(a existéncia de tal particdo da unidade pode ser verificada em [4], pag. 33). Entao o campo

vetorial
v(z) = A (@) (x)

em D, — 2°, satisfaz (i) e (4i):

(i) (v(z),z — 2% = O A (z)v(x), z — 2°) = > A(z)(v(x),z — 2°) > 0, pois \%(x) > 0,
(v*(z),r — 2") > 0 e esta soma é finita j4 que somente um nimero finito de A\* sao nao

nulas;

(ii) sendo cada v*(x) tangente a M; segue que v(z) é tangente a M;.

Normalize definindo

e considere a equacao diferencial

dx

yr = w(x).

As solugdes sao curvas diferencidveis x = p(t), definidas para o < t < /3, que satisfazem

P 1) = wip)).

Dada qualquer solucao p(t), a derivada da composigao r(p(t)) é dada por

rp@)p't) = r'(z)w(z)
wi(x)
= ( or/0xy ... Or/0x, )
W ()
= (0r/0x)wi(z) + ... + (Or/0x )Wy ()
= 2(z; — 2wy (z) + ... +2(zp, — 22w ()
= (2 —2%),w(z))
=1
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onde x = p(t). Assim, a funcao r(p(t)) deve ser igual a t + ¢ com ¢ uma constante. Portanto,

subtraindo a constante ¢ do parametro ¢, se necessario, podemos assumir que

r(p(t)) =| p(t) —2° |’=t.
Afirmagao 3.6. Esta solu¢io p(t) pode ser estendida em todo o intervalo 0 < t < €.

Deixamos a demonstracao desta afirmacao para depois, retomamos, agora, a demonstra-

¢ao atual.

Note que a solugao p(t), 0 < t < €2, é unicamente determinada pelo valor inicial
2
p(e”) € Se.

Para cada a € S, seja

pa(t) = P(a,t), 0<t< >

a unica solucao que satisfaz a condicao inicial

Entao,
P: S.x(0,] — D.—2°
(a,t) > pa(t)
é um difeomorfismo local. Note que r(p,(t)) = t, logo p, tem inversa a esquerda e portanto é
sobrejetora. Dado z € D, — 12", existe w(z) para este z, logo existe p,(t) tal que pl,(t) = w(x).
Como p,(t) é sobrejetora, existe ty tal que & = p,(ty) = P(a,ty). Isto mostra que P é

sobrejetora. Suponha que P(a,t1) = P(b,t3), entao p,(t1) = py(te). Temos, assim, que
| pa(ts) = 2 = po(t2) = 2° =] palts) — 2° [P=]] polta) — 2° |

- T(pa(tl)) = T(pb(tQ)) =t = 1s.

E, tomando t; = ty = € temos p,(€2) = py(€?), ou seja, a = b. Logo, P é injetora. Sendo
cada p, diferenciavel segue que P é diferenciavel. E como P é nao nula temos, pelo Teorema

da Funcao Inversa, que P é um difeomorfismo local.
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Como o campo vetorial w(x) é tangente a M; para todo x € M, segue que toda curva
solugao que toca M; deve estar contida em M;. Portanto, P aplica o produto K x (0, €]

difeomorficamente em V N (D, — V).

Finalmente, note que P(a,t) tende uniformemente para z° quando t — 0. Assim, a
correspondéncia

ta+ (1 —t)2° — P(a,te?)

definida para 0 < ¢t < 1, estende-se, unicamente, a um homeomorfismo do Cone(S,) a D..

Além disso, este homeomorfismo leva o Cone(K) em V N D.. [ ]

Vamos demonstrar, agora, a Afirmacao 3.6 feita no decorrer da demonstracao do Teorema

3.5.

Demonstragao: (Afirmagao 3.6) Podemos assumir que o campo vetorial w(z) foi cons-
truido sobre um conjunto aberto ligeiramente maior do que D, — z°, de modo que os pontos
de fronteira de D, nao causam nenhum problema. Pelo Lema de Zorn (1.8), a solugao dada
p(t) pode ser estendida sobre algum intervalo maximal o/ <t < . Suponha, por exemplo,
que 3 < €. Entao estenderemos a solugao p(t) sobre um intervalo ligeiramente maior

contradizendo, assim, a definicao de '

Como os pontos p(t) com o <t < ' pertencem ao conjunto compacto D, existe pelo menos
um ponto limite 2’ de {p(¢t)} quando t — [’ e, claramente, r(z’) = ' # 0 de modo que
2 € D, — 2.

Dada a equacao diferencial
dx

At = w(w),

pelo Teorema de Existéncia, Unicidade e Diferenciabilidade Local, para cada z” em alguma
vizinhanca U de 2’ e cada t” em algum intervalo arbitrariamente pequeno I contendo [’
existe uma unica solucao = = ¢(t), t € I satisfazendo a condicao inicial ¢(t") = 2" e, além
disso, ¢(t) é uma funcao diferenciavel de z”; t" e t ([4], Capitulo 4 §1). Para aplicar este
teorema, escolha t” € (o/,8') NI e seja z” igual a p(t”). Usando o Teorema de Unicidade
Local ([4], pag. 64), podemos verificar que p(t) = ¢(t) para todo ¢ no dominio comum da

definigao (o/, 5") N I. Assim, as solugdes p e ¢ podem ser unidas para fornecer uma solucao

que ¢ definida para ¢ no intervalo maior (o/, 3') U I. Esta contradigao prova que 3’ > €%, e
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um argumento semelhante mostra que o = 0. ]

A seguir vamos apresentar um exemplo como ilustracao do Teorema 3.5.

Exemplo 3.7. Seja V' como na Figura 3.1. Considere S, uma esfera de raio € centrada
em O, o qual estamos supondo um ponto singular isolado de V. Na Figura 3.1 temos as

representagoes de V' interse¢ao com Se, do link K =V N S, e do Cone(K ).

X

K=VNS;

%9

Cone(K)

[o)

Figura 3.1: O cone sobre o link K.

No restante deste capitulo consideramos apenas pontos regulares de V.

Definicao 3.8. Dizemos que E C S, é uma esfera nao enodada em S, se eziste
Sm=1 e wum difeomorfismo h:S. — S™ ' tal que h|gp:E — F é homeomorfismo,

onde F={x=(x1,...0p) €S™ z;=..=2,=0, 1 <i<m}.

Proposicao 3.9. Se 2° € um ponto reqular de V, entdo a intersecio K = V NS, € uma

esfera nao enodada em S, para todo € suficientemente pequeno.

Demonstragao: Seja

F: MicL™ —s L*
T — (fi(@), ..., fu(2)),
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onde fi,..., fr geram Z(V). Em cada ponto de Mj,

8f1/821 s 8f1/82m

Ofu/0z1 -+ Ofu)0zm

tem posto maximo igual a k. Logo, numa vizinhanca de qualquer ponto de M; existem
coordenadas locais x1, ..., ) para M.

Seja r: M; =V\X(V) — R a funcao diferencidvel definida por r(z) =| = — 2° ||%.
Podemos escrever r(z) =|| z — 2% ||?= (21 —29)* + ... + (z1, — 22)%. Temos Ir/0x; = 2(x; — 2?)
logo, dr/0x;(x°) = 0. Portanto, 2° é ponto critico de r. Note que a matriz Hessiana de r no

ponto z°, que ¢ dada por:

0%r 0 9%r 0 9%r 0
x w .. 1‘
011011 0x10x5 0x10xy,
2 2 2
o“r 0 o“r O L o“r 0
8x28x1 81’281’2 8x28xk
H(z%) = d*r(2°) =
O*r 0 9%r 0 9%r 0
:L‘ x PR :L‘
0x1,011 021,02 O0x,0xy,
é igual a
2 0 0
0 2 0
00 - 2
Logo,

Pr L
pumm 2 .
det ((’%iaxj (x )) #0

Portanto, 2° é um ponto critico nao degenerado de 7.
Pela Lema de Morse (1.34), existe um sistema de coordenadas £ : Vo C R¥ — W com

' eW C M,0eV,, £0)=21"e

r(é(u)) =r(a®) —uj — .. —ul +ul + ..+ up,
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onde i é o indice do ponto critico 2°. Note que
detA\ —H2") =0<= A -2 =0 1 =2.

Logo, a matriz Hessiana nao tem autovalores negativos e, consequentemente, ¢ = 0. Portanto,

existe um sistema de coordenadas locais u1, ..., us, para M;, préoximo de 2°, de modo que
(2) = r(§(w) = ui + ... + 4}
r(x) =r(&u)) =ui + ... + uy.

Segue que K =V NS, é difeomorfa a esfera que consiste de todos (uq, ..., ux)
com u} + ... + ui = €2. Mas, o Lema de Morse (1.34) pode ser aplicado também ao par de
variedades M; C R™. Isto é, existem coordenadas locais vy, ..., v, para R™ préximo de z°
tal que

r(z) =r(p)) = v + ... + 02

e de modo que V' corresponde ao lugar geométrico vy = ... = v, = 0.

Assim, o par (S, K) é difeomorfo ao par que consiste de uma esfera e uma esfera no subespago

de R™ das v-coordenadas. ]

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.10. Sejam V o paraboldide de revolucao dado pela equagdo x* +y?> +22 =10 e

Se uma esfera centrada na origem de raio €.

i

Figura 3.2: Paraboldide de revolucao intersecao com S..
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Note que a origem é um ponto reqular de V. De fato, considere f(xz,y,2) = 2° + 3>+ 22.

Temos que V = f~1(0) e a matriz

0 0 0
< a_i(m’y’Z) a_;;(xa?%Z) a_ﬁ(xayaz) ) = < 2x 2y 2 )

tendo uma entrada constante diferente de zero, assume posto mdzimo igual a 1 em todo ponto

de R3, em particular na origem.

A intersecao K =V NS, €, claramente, homeomorfa ao equador de S, o qual € uma

esfera de dimensao 1. Portanto, K € uma esfera ndo enodada em S..
Agora, considere um ponto regular 2° de uma hipersuperficie algébrica complexa
VvV =f10)ccCcm

Queremos estudar o conjunto

onde
¢: S\NK — S
f(2)
RN

Proposigao 3.11. Se o centro 2° de S, é um ponto regular de f, entio a “fibra” Fy = ¢~ (1)

¢ difeomorfa a R*™2,

Demonstragao: Considere a aplicagao

r: fAAR)cC™® — R
z — |2 —20?-

% ¢ um ponto critico nao degenerado de r. Aplicando o Lema de Morse (1.34)

Temos que z
ao par de variedades V C f~!(R), existe um sistema de coordenadas & : Vo — W com

ewWc fHR),0eV, £0)=2"e

r(z) =l = =2 [I’=]l §(u) — £0) I*=wi + ... + U3y, (w = (ur, -, Uzen1)) (3.1)
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Note que f(z")=0e
(or/02 - of/0z )
avaliada em z° tem posto igual a 1. Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem vizinhancas

Ue Z de 2% em C™ e um difeomorfismo h : U — Z com h(2°) = 0 tais que

(foh)(z1,22, . 2m) = 21 (3.2)

Sendo V = f1(0) = {z € C™; f(z) = 0}, localmente V = {z € C™; z; = 0}. Tomando uma
vizinhanga menor, se necessario, temos que 3.1 e 3.2 sao satisfeitas simultaneamente. Como
¢~'(1) C S\K (K =V NS,), ¢ (1) nao contém pontos de V que é onde u; = 0 e, sendo
r continua no conexo S\K e u; # 0 temos que u; é estritamente positivo ou estritamente

negativo. Entao,
¢ (1) = fTH(R) NS,
correspondera ao hemisfério aberto

tu; >0; ul+...+ul, | =€,

o qual é difeomorfo a R?™2, [ ]



CapriTUuLO 4

Lema de Selecao da Curva

Dados V' C R™ um conjunto algébrico real e U C R™ um conjunto aberto definido por

um numero finito de desigualdades polinomiais:
U={zeR" ¢g1(x) >0,..,q(x) > 0.
Provamos, neste capitulo, o seguinte lema:

Lema 4.1. (Lema de Selecao da Curva) Se U NV contém pontos arbitrariamente
prozimos da origem (isto €, se 0 € UNV ) entdo existe uma curva analitica real definida
por

p:[0,e) — R™

comp(0)=0ep(t) e UNV parat > 0.

Suponha dim V' > 2. Vamos construir um subconjunto algébrico préprio Vi C V tal que
0 € U N V4. Este processo pode ser repetido indutivamente até encontrarmos um subconjunto
algébrico V; tal que dimV, <1e 0 € m.

Podemos assumir que V' ¢é variedade algébrica. Pois se V' é a uniao de dois subconjuntos
algébricos proprios, entao um deles servira como V;.

Também podemos assumir que D, NUNX(V) = () em alguma vizinhanga D,, de 0. Caso
contrario, poderiamos escolher V; sendo (V).

Serd conveniente usar a linguagem de diferenciais. Por defini¢ao a diferencial df(x) de

um polinémio f em x é o elemento do espago (vetorial) dual

Homg (R™, R)
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que corresponde ao vetor linha
(0f /0xq, ..., 0f [Oxy,)

avaliado em z.

Sejam fi, ..., fr os geradores do ideal I(V'). Lembremos que o conjunto dos pontos singu-

lares de V', 3(V'), é o conjunto de todos x € V' para os quais

posto{dfi(z), ..., dfx(z)} < p,

onde a dimensao da variedade algébrica V' é m — p.

Faremos uso de duas fungoes auxiliares:
r(@) =l z %, g(2) = (9:1(2) - ga22) - ... - au(2)).
Seja V' o conjunto de todos x € V' com
posto{dfi(z), ..., dfx(z),dr(z),dg(x)} < p+ 1.

Temos:

Lema 4.2. A intersecao U NV’ também contém pontos arbitrariamente préximos de 0.

Demonstragao: Por hipdtese, existem esferas suficientemente pequenas S. centradas em 0

que contém pontos de U N'V. Seja S, uma dessas esferas e considere o conjunto
C={zreVnSs gi(x) >0,...,q(x) > 0}.

Provemos que C' é compacto. Note que os conjuntos U; = {z € R™; g;(z) > 0} s@o fechados.
De fato, seus complementares R™\U; sao subconjuntos abertos de R™ pois sdo a imagem
inversa do intervalo aberto (—oo,0) por g; que é continua. Como a interse¢ao de conjuntos

fechados é um conjunto fechado e

segue que K é fechado. Também, V' N S, é fechado (pois, é a interse¢ao de fechados). Como

C =V nNnS.NK segue que C é fechado e, como C' é limitado segue que C é compacto.
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A fungao g sendo continua deve assumir maximo e minimo em algum ponto x’ deste compacto.
Claramente 2’ € U, vamos mostrar que 2’ € V'. Note que S, intercepta U NV numa variedade

diferenciavel de dimensao m — p — 1 e que

posto{dfi(x), ..., dfx(x),dr(z)} = p+1
em cada ponto z € UNV N S,. Isto segue das demonstracoes da Proposicao 3.1, do Teorema
2.32 e do fato que U N S, nao contém pontos singulares de V' para e suficientemente pequeno.

Como UNV NS, é uma variedade diferencidvel e posto{dfi(z), ..., dfr(x),dr(z)} = p+1
Ve e UNV NS, pelo Teorema 2.32, temos que o conjunto dos pontos criticos de g|ynvns.
é igual a intersecao de UNV NS, com o conjunto de todos os x € V tal que
posto{dfi(z), ..., dfx(z),dr(z),dg(x)} < p+ 1. Ou seja, os pontos criticos de g|ynyns, sdo os
pontos criticos de U NV N S, que estao em V.

Mas, glunvns. assume seu méaximo em x’. Logo, =’ é ponto critico de g|lynyns. €, portanto,

z eV -

Deste modo, se V/ é um subconjunto préprio de V' entao V' satisfaz nossas condicoes.

Resta a questao do que fazer quando V = V".

Também podemos fazer a construgao usando a funcao
(X1, ooy i) —> 239(X1, ey T
no lugar de g. Seja V' o conjunto de todos x € V tal que
posto{dfi(z), ..., dfx(z),dr(z),d(x;9)(z)} < p+ 1.

Da mesma forma que fizemos anteriormente, podemos mostrar que 0 € UNV/. Assim,

encontramos um conjunto algébrico adequado V; C V, exceto no caso
V=V=V=.=V.

Afirmacao 4.3. Este caso somente poderd ocorrer quando a dimensao m — p de V € igual

al.

Demonstracao: Podemos escolher 2’ € U NV de modo que

posto{dfy(z), ..., dfu(z), dr(z)} = p+ 1.
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Se V =V’ entao 2’ € V' e, portanto a diferencial dg(z’) deve pertencer ao (p + 1)-espaco

vetorial gerado por
{df1<x/)> S dfk(xl)v dT’(%l)}
Da mesma forma, se V' =V} entao d(z;g)(2") deve pertencer a este p + l-espago vetorial.

Mas as diferenciais dx, ..., dx,, formam uma base para todo o m-espago vetorial de diferen-
ciais em z’. Como dzi(2'), ..., dz,(z") pertencem ao espago gerado por dfi(z'), ..., dfx(2) e
dr(2') segue que o subespaco gerado por dfy(z'), ..., dfx(z") e dr(z") deve ser todo o espaco e

sua dimensao p + 1 deve ser igual a m. Portanto, m — p = 1. ]

Agora, podemos fazer uso da descricao classica das variedades algébricas de dimensao 1:

Lema 4.4. Seja 2° um ponto ndo isolado de uma 1-variedade real ou compleza V. Entdo,
uma vizinhanga convenientemente escolhida de 2° em V' € a uniao de um nimero finito de
ramos que se interceptam somente em z°. Cada ramo é homeomorfo a um intervalo de
nidmeros reais (ou a um disco aberto de nimeros complexos) através de um homeomorfismo

x = p(t) que € dado por uma série de poténcias
p(t) = 2° + art + ast® + ast® + ..
convergente para |t |< €.

Antes de iniciarmos a demonstracgao do lema note que se k é o menor indice de modo que V
nao esta contida num hiperplano coordenado x, = ¢ com ¢ constante, entao a parametrizacao

p pode ser escolhida de modo que zj = pi(t) é uma fungao polinomial da forma
pr(t) =cte £ t*, u>1.

Além disso, p pode ser escolhida de modo que a colegao {i;a; # 0} de expoentes tem maximo
divisor comum igual a 1. A série de poténcias p é, entao, unicamente determinada exceto pelo

sinal do parametro ¢ (ou, pela multiplica¢do de ¢ por raizes da unidade no caso complexo).

Demonstragao: Nao faremos o caso de curva em C™, m > 2, para mais informacoes ver
[15] que faz para o caso m = 2 o qual pode ser estendido para m > 2. O caso de 1-variedade

V' C R™ pode ser tratado como segue:
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Seja V. o menor conjunto algébrico complexo em C™ que contém V. Temos que V, é irre-
dutivel, de dimensao complexa 1 e que o conjunto R™ N V. de pontos reais em V, é igual
a V. Para provar que V,. é irredutivel suponha, por absurdo, que V., é redutivel. Logo,
existem V., V., C C™ tais que V., V., # V. e V. =V, UV,. Como V.NR™ =V temos
(V,, UV,)NR™ =V. Logo, (V,, "NR™) U (V,, "NR™) =V com V,, NR™, V., NR™ # V| pois
Very Ve, # Ve. Mas neste caso V seria redutivel. Absurdo! J& que V' é variedade algébrica.

Para cada ramo de V, podemos obter a parametrizacao complexa
r=p(t)=2"4+(0,...,0,t", Zak+1’iti, s Zam,iti).
i i

Estamos interessados em saber para quais valores de parametros complexos ¢ o vetor p(t) é
real. Veja que a k-ésima componente t* é real se, e somente se, ¢t pode ser expresso como o
produto de uma 2pu-ésima raiz da unidade ¢ e um nimero real s. Mas, para cada escolha de
&, substituindo t = £s na série de poténcias p, obtemos uma nova série de poténcias complexa
2% + 3 (a;€%)s" na varidvel s.

Se os coeficientes ;&' sao todos reais entao p(£s) € R™. Mas se algum vetor coeficiente a;&*
nao é real, entdo p(£s) ¢ R™ para todos valores pequenos de s. Portanto, cada ramo de V,
intercepta R™, no maximo, num nimero finito de ramos (na maioria, um ramo) da variedade

algébrica real V. ]

Agora, podemos demonstrar o Lema 4.1.

Demonstragao: (Lema 4.1) Suponha que V tem dimensdo 1. Se 0 € U NV entdo 0 nio
é ponto isolado de V. Pelo lema anterior, proximo de 0, V' é a uniao finita de ramos que
se interceptam somente em 0. Um desses ramos deve conter pontos de U arbitrariamente
proximos de 0. Seja

v=pt)=2"+ait tagt> +..., |[t]|<e

uma parametrizagao deste ramo. Note que p(0) = 0. Como p é continua existe um intervalo
(—€,€) tal que
z=np(t) >0 Vte(0,€)

z=p(t) <0 Vte (—¢€,0),
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ou vice-versa. Como g¢;, ¢ = 1,...,] é continua e o ramo contém pontos de U proximos de 0

entao tomando ¢ € (0, €) temos
gi(p(t)) >0 VYt e (0,é") Vi=1,..,1

ou,

gi(p(t)) <0 Vte (0,€") Vi=1,..,1,

onde ¢’ < ¢/. O mesmo podemos fazer para t € (—¢,0).

Assim, o meio-ramo p(0, €”) estd contido em U ou é disjunto de U, para €’ suficientemente
pequeno. Da mesma forma, o meio-ramo p(—€”,0) estd contido em U ou é disjunto de U.
Como p(—¢, €) contém pontos de U arbitrariamente préximos de 0, pelo menos um desses dois

meios ramos deve estar contido em U e também estard contido em V' ja que p(—¢,e) C V. m

Para concluir esta secao vamos apresentar uma aplicacao do Lema 4.1.

Corolario 4.5. Se f > 0 e g > 0 sao polinomios nao negativos em R™ que se anulam em
2%, entdo para x pertencente a alguma vizinhanca D, de x°, as diferenciais df (z) e dg(x) ndo

podem apontar em direcoes opostas, a menos que uma delas se anule.

Demonstracao: Seja U o conjunto aberto que consiste de todos os pontos x para os quais

o produto interno

> (0 ()/0x:)(9g(x) /0x)

i

é negativo e seja V* o conjunto algébrico que consiste de todos os x para os quais

posto{df (z),dg(x)} < 1.

Assim, U NV é o conjunto de todos os x para os quais df (z) e dg(x) apontam em diregdes

opostas.

Se U NV contém pontos arbitrariamente préximos de 2%, entdao existe uma curva analitica
real

v=p(t), 0<t <6

que consiste inteiramente de tais pontos, exceto para z° = p(0).
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Para todo x € U note que f(z) > 0 e g(x) > 0. Pois sempre que a fun¢do nao negativa f se
anula em z entdo a diferencial df (x) também se anula em z, portanto x nao pode pertencer
a U. Assim,

f(p(t)) >0 parat >0

e como f op é analitica real segue que df (p(t))/dt > 0 para valores positivos pequenos de t.

Da mesma forma, dg(p(t))/dt é positivo para valores positivos pequenos de t. Mas

df fdt = (0f /Ow;)dp;/dt e dg/dt =Y " (Dg/Ow;)dp;/dt,

onde o vetor linha (0f/dx1,...,0f /0x,,) é um miltiplo negativo de (0g/dx1, ...,09/0%.,),

para todo t > 0. Portanto, df /dt e dg/dt devem ter sinais opostos. Uma contradigao. Logo,

2° nao pode ser um ponto limite de U NV [



CAPiTULO 5

Fibracao de Milnor

Neste capitulo demonstramos o resultado principal desta dissertacao, o Teorema de Fi-

bracao de Milnor. Iniciamos com a defini¢ao de fibrado diferenciavel:

Definicao 5.1. Sejam B e E wvariedades diferencidveis e F' espago topologico. Um fibrado
diferencidvel n sobre B, com fibra F, é uma quddrupla n = (E,p, B, F) satisfazendo as

sequintes condigoes:

(i) p: E — B é uma aplicagao diferencidvel sobrejetora, chamada proje¢ao;

(ii) para cada b € B, existem um aberto U, C B, b € U, e um difeomorfismo
Yo @ Uy x F — p Y (U,) tal que p o ¢, = m, sendo 7 a projecio na primeira

coordenada.

O espago E é chamado espago total, o espaco B base do fibrado e o par (U,, ¢,) uma

trivializagao local do fibrado, sendo que {U,} é uma cobertura por abertos da base B.

Definicao 5.2. O gradiente de uma func¢ao analitica f : C™ — C num ponto z € C™ € a

m-upla

rad 1) = (520 521

onde a barra denota o conjugado complexo.

A seguir, definimos o argumento principal de um ntimero complexo.

Definigao 5.3. Dado X\ # 0 € C, o tunico nimero 0 € (—m, ] tal que A =| X | € é chamado

argumento principal de A e denotado por Arg \.
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Considere o produto interno hermitiano
((,)): C"xC™ — C

m
(u,v)  +— Z U;0;.
i=1

Seja p : I — C™ um caminho diferencidvel, dado por p(t) = (p1(t), ..., pm(t)). A derivada

direcional de f no ponto z = p(t), na diregao do vetor p/(t), é dada por

op1
d d d of af O
sren® = e T = (Lo - ZLe) N

=)

dp
= (L), grad )
Assim, a definicao de gradiente de f é tal que a regra da cadeia para a derivada de f na

direcao do vetor v, no ponto z, satisfaz:

df (z) v = ({v, grad f(2))).
Considere K =V NS, com V= f10)e S. ={z€C™ || z ||=¢€}. Seja
6: S\K — S
f(2)

Z —_—

| f(2) |

Facilmente verifica-se que S.\K é uma variedade diferenciavel.

A préxima proposi¢ao expoe uma caracterizagao dos pontos criticos de ¢.

Proposicao 5.4. Os pontos criticos de ¢ sao os pontos z € S\K para os quais o vetor

igradlog f(z) é um maltiplo real do vetor z.
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Antes de iniciarmos a demonstracao desta proposicao, faremos algumas observacoes:

(1)

Localmente, log f(z) assume um tnico valor. O mesmo vale para a aplicacao 6(z)

considerada a seguir. Podemos escrever

5) = f(2) — i)
Y& =TT

Note que 0(z) pode ser descrito como a parte real de —ilog f(z). De fato, multiplicando
a equagcao
f(z)

i0(z) = log (W) =log f(z) —log | f(2) |,

por —i e tomando a parte real, obtemos

Re(0(z)) = Re(—ilog f(2) +ilog | f(2) | ) = Re(—ilog f(2)).

Como 0(z) € R, segue que
6(z) = Re(—ilog f(2)).

Usando a definicao de gradiente e a derivada da funcao logaritmo, temos

0 0
gradlog f(z) = ( (laozgif(z), e ézgf(z))

@) 0= T e
(A, AT
- m(azl( ()

7

Logo, gradlog f(z) pode ser estendido naturalmente para todo z € C™, com f(z) # 0.

O espago vetorial hermitiano C™ pode ser visto como um espago vetorial euclidiano (de
dimens@o 2m) sobre os numeros reais definindo o produto interno euclidiano de dois

vetores a e b como a parte real

Re((a, b)) = Re((b, a)).
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De fato, considere o isomorfismo

(: Ccm — R?m
(21, -y 2m) +— (a1,b1, ..., Qm, b)),
onde z; = a; +1ibj, j =1,...,m. Dados z,v € C™, temos
v)) = szv_j = Z(aj +ib;)(c; + id;) Z a; +1b;)(c; — id;).

j=1 j=1 j=1

Assim,

Re((z,0)) = Y (aje; + bidy) = ((ar, by, ... @, b)), (c1,dus - -, Gy ).
j=1

Onde este tltimo produto interno é o produto interno canénico em R?™,
(4) A derivada direcional da aplicagao 6(z) na direcao de v = p/(t) é igual a

Re((v,igrad log f(2))).

De fato, derivando a igualdade

0(z) = Re(—ilog f(2)),

ao longo do caminho z = p(t), obtemos

T = Re( (i) = Rello grad(~ilog S ()
(5.1)

= Re((v,igradlog f(2))).

Demonstragao:(Proposicao 5.4) Note que um vetor v é tangente a esfera S, em z se, e
somente se, o produto interno euclidiano Re((v, z)) ¢é zero. Logo, se o vetor igradlog f(z) é
um multiplo real de z, ou seja, se este vetor é normal a S, entao para todo vetor v tangente

a S, em z
Re((v, igradlog f(2))) = 0, (5.2)

isto é, a derivada direcional de #(z) na diregao de v é nula. Temos que
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Logo, z é um ponto critico de ¢ se dg(z) : T.(S\K) — Ty (S*) for a transformagao linear

nula. Também podemos escrever
do(z) = de®) = i) df(2) = ip(2)db(2).
Logo, por (5.1) e (5.2), dado qualquer v € T,(S.\K)
do(z)v = i¢(z)d0(z)v = 0.

Portanto, z é um ponto critico de ¢.
Por outro lado, se o vetor igrad log f(z) nao é um multiplo real de z, entao igrad log f(z)
e z sao linearmente independentes sobre R. Logo, existe um vetor v pertencente ao espaco

vetorial euclidiano tal que

Re{({v,2)) =0

Re((v, igrad log f(z))) # 0.

Basta tomar um vetor v ortogonal a z e que nao é ortogonal a igrad log f(z), tal vetor v existe
pelo fato dos vetores serem linearmente independentes. Assim, v é tangente a S, e a derivada
direcional de ¢ na diregdo de v é diferente de zero pois, df(z)v = Re((v,igradlog f(2))).

Assim,
do(z)v = i¢(z)dO(z)v # 0.

Logo, d¢(z) nao é a transformacao linear nula. Portanto, z néo é ponto critico de ¢. [ ]

Assumimos, a partir de agora, que f é uma func¢ao polinomial que se anula na origem.

Queremos provar que a aplicacao associada
¢: S\NK — S*

nao tem pontos criticos para todo € suficientemente pequeno. De acordo com a Proposicao
5.4 devemos provar que para todo z € C™\V suficientemente préximo da origem, z e
igrad log f(z) sao linearmente independentes sobre R, este resultado serd o Coroldrio 5.7

e serd uma consequencia da Proposicao 5.6, a qual depende do lema a seguir.



63

Lema 5.5. Seja p: [0,6) — C™ um caminho analitico real com p(0) = 0 tal que, para cada

t >0, o numero f(p(t)) € nao nulo e gradlog f(p(t)) = A(t)p(t), A(t) € C. Entao,

lim 6(t) =0,

t—0

onde 0(t) = Arg A(t).

Em outras palavras, \(t) € nao nulo para valores positivos suficientemente pequenos de t e
T3 -

Demonstracao: Como p , f e gradf, na variavel t, sao funcoes analiticas, podemos consi-

derar suas expansoes em série de Taylor em torno da origem
p(t) = aot®+ ait®t +agtetr 4.,
() = bot? + byttt 4 bytP T2 (5.3)
gradf(p(t)) = cot’ + "™ +et?? 4.

(2)
(2)
onde os coeficientes ag, by e ¢y sao nao nulos e os expoentes «, [ e 7y sao inteiros tais que
a>1,6>1e~vy >0 (pois p e f se anulam na origem, logo suas expansdes nao tém termo

independente).

Note que gradf(p(t)) ndo pode ser identicamente nulo, caso contrario terfamos

< 1o(t) = (L (0), arad F(0))) =0,

o que implicaria f(p(t)) = ¢ com ¢ constante, numa vizinhanca de ¢t = 0. Como
f(p(0)) = f(0) = 0 terfamos f(p(t)) identicamente nula nesta vizinhanga, contradizendo a
hipétese.

Suponhamos que as séries em (5.3) sejam convergentes, digamos, para |t |< €.

Por hipotese,
gradlog f(p(t)) = A()p(t), A(t) € C, t > 0.

Como
gradf(p(?))

f(p(t))

gradlog f(p(t)) =
temos que

gradf(p(t)) = A(t)p(t) f(p(?)) -
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Logo,

(Cot’y + ) = )\(t)(&ogota-'_ﬁ + .. )
Comparando componentes correspondentes destas duas fungdes vetoriais, temos que A(t) é
um quociente de funcoes analiticas reais e, portanto, possui uma expansao de Laurent da

forma

ME) = Xt P+ eyt + kot? + .. ).

Portanto, os coeficientes dominantes satisfazem a igualdade
Co — )\Oa()l_)o. (54)

Substituindo (5.4) na expansao em série de poténcias da igualdade

% (p(t)) = <<%(t>,gradf (p()));

obtemos
(5b0tﬁ_1 + .. ) = <04a0t"‘_1 + ... ,)\oaogg 7+ .. >
= Oéaoa(]X(]botoz_lﬁ_7 + ...
= « || a ||2 Xobotaipﬂy + ...

Comparando 0S coeﬁcientes dominantes segue que
_ 27y
6 =« || Qo || >\0.

Logo, \g é um nimero real positivo. Note que se A(t) = 0, em uma vizinhanca de 0, entao a

série de Laurent é nula nesta vizinhanga, o que nao acontece visto que \g # 0. Temos, assim,

: At Mot? =B (1 4 kgt + kot® + ...
lim e’® = lim (t) = lim = (Lt httht .. ) =1
t—0 t—0 [ A(t) | =0 | Mgt B(1 4+ Kyt + kot? 4+ ...) |
Ou equivalentemente,
th_n)loe(t) = 0.

Proposicao 5.6. Dado uma fungdo polinomial f, existe €y > 0 tal que para todo z € C™\V

com || z ||< €, 0s vetores z e gradlog f(z) sao linearmente independentes sobre C ou

gradlog f(z) = Az,
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onde \ € C e Arg A\ < /4.

Em outras palavras, A pertence ao quadrante aberto do plano complexo contendo o semi-eixo

real positivo. Seque-se que

Re(X\) > 0.

Portanto, A nao pode ser imagindrio puro.

Demonstragao: Primeiro, suponhamos, por absurdo, que existem pontos z € C™\V arbi-

trariamente proximos da origem tal que
gradlog f(2) = Az #0 e | Arg\ | > /4. (5.5)

Em outras palavras, suponhamos que \ estd no semi-plano aberto

Re((14+4)A) <0
ou no semi-plano

Re((1 —12)A) < 0.
Com efeito,

|Arg A\ | > /4 = Arg A > /4 ou Arg A < —w/4.

Escrevendo A\ = a + ib, temos Re((1 +i)A) = a — b. Se Arg A > /4 entao a < b. Assim,
Re((1+i)A) =a—b<0. Se Arg A < —7/4 entao a < —b, logo Re((1 —i)A\) =a+ b < 0.
Queremos expressar as condigoes dadas em 5.5 por igualdades e desigualdades polinomiais

para, assim, aplicar o Lema de Selecao da Curva.

Seja W o conjunto de todos os pontos z € C™ para os quais gradf(z) e z sdo linearmente

dependentes. Assim z € W se, e somente se, as equagoes

N (OF
5 (o) == (52)

sao satisfeitas. De fato, se gradf(z) e z sdo linearmente dependentes entdo, para algum

AeC,

B 0
(8_2@ ,...,%@)) = Az1, .-+ Zm)
Assim,
9 () = as,
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Logo,
2, (%(z)) = 2k\zj = 2; <§_ZJ;(2)> '
E, se
of _(of |
entao
zj (Of _(Of
o (a—zk(z)) = (a—zj(z)) .
Logo,
0 0 21 0 Zm Of | |
gradf(z) = (a—i(z),...,%@)) = <Z—ka—i(z),...,z_ka_i<z>>
_ 19f
o Z_k;a_2k<z> (217"'7zm>
= Az, pois A= iﬁ(z) e C.
Zk 8zk

Agora, escrevendo z; = x; + iy; e tomando as partes real e imaginaria obtemos uma colecao
de equacoes polinomiais reais nas varidveis z; e y;. Isto prova que W C C™ ¢é um conjunto

algébrico real.

Note que um ponto z € C"™\V pertence a W se, e somente se,

gradf(z) _ . yec (5.6)

f(2)

Multiplicando por f(z) e tomando o produto interno com f(z)z, temos

((gradf(2), f(2)2)) = ((A2f(2), f(2)2)) = A || o)z |1°

Em outras palavras, o nimero A\ multiplicado por um numero real positivo ¢é igual a

({gradf(z), f()2))-

Seja A\o(z) = ((gradf(z), f(2)z)), entdo Arg \g = Arg A para A tal que (5.6) ¢é satisfeito.

Claramente, )¢ ¢ uma funcao polinomial complexa das varidveis reais x; e y;.
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Agora, seja Uy (respectivamente U_) o conjunto aberto de todos os pontos z satisfazendo a
desigualdade polinomial real

Re((1+1i)Xo(2)) <0 (5.7)
(respectivamente Re((1 —i)A\o(2)) < 0).
Assumimos que existem pontos z arbitrariamente préximos da origem com z € WN (U, UU_).

Pelo Lema de Selecao da Curva, existe um caminho analitico real
p:[0,e) — C™
com p(0) =0e

ou

p(t) EWNU_, Vt > 0.

Em qualquer caso, para cada t > 0, obtemos

gradlog f(p(t)) = A(t)p(t)

com | Arg\(t) |> 7 /4.

Note que f(p(t)) # 0. Caso contrario, Aog(p(t)) = 0 e, entdo, p(t) ndo pertenceria nem
a Uy enem a U_. Temos assim uma contradicao com o Lema 5.5. Esta contradi¢ao nao
completa a demonstragdo. Ainda resta a possibilidade que W\(V N W) contenha pontos z
arbitrariamente préximos da origem com A\g(z) = 0 ou | Arg A\g(z) | = w/4. Mas, neste caso

podemos usar o mesmo argumento substituindo a desigualdade (5.7) pela igualdade
Re((1+i)Ao(2))Re((1 —i)Ao(2)) =0,

junto com a desigualdade

I £(2) 1> 0.

Neste caso, assumimos que existem pontos z arbitrariamente proximos da origem com z €

WnzZnU, onde

Z = {z € C™; Re((1+1)Xo(2))Re((1 = 1)Ao(2)) =0} e U ={z€C™; || f(2) |*> 0}.
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Novamente pelo Lema de Selecao da Curva, existe um caminho analitico real
p:[0,e) — C™,

comp(0)=0ep(t) e WNZNU parat > 0.

Note que f(p(t)) # 0, pois p(t) € U. De p(t) € W temos gradlog f(p(t)) = A(t)p(t) e, de
p(t) € Z temos Re((1+17)Ao(p(t)))Re((1 —i)Xo(p(t))) = 0. Logo, um dos dois casos acontece:

(1) Re((1+2)Ao(p(1))) = Re((1 = )Ao(p(t))) = 0;
(2) Re((1+1)o(p(£)) =0 ou Re((1— )o(p(t))) = 0.
Escrevendo A\o(p(t)) = a + ib temos, no Caso (1), a—b=0ea+b=10. Logo,a =b=0

e, portanto, A\o(p(t)) = 0. No Caso (2), temos a —b =0 ou a+b = 0. Ou ainda, a = b ou
a + b= 0. Desta forma,

| Arg A(p(t)) | = | Arg Ao(p(t)) | = 7/4.

Uma contradi¢ao com o Lema 5.5. [

Note que, se z e grad log f(z) sao linearmente independentes sobre C entao z e igrad log f(z)
também o sdo. Logo, sdo linearmente independentes sobre R. E se, gradlog f(z) = Az, A
nao sendo imaginario puro, entao, igradlog f(z) = (i\)z com (i\) nao pertencente a R. Logo
igradlog f(z) ndo pode ser um miiltiplo real de z, o que implica igrad log f(z) e z linearmente

independentes sobre R. Segue, assim, da proposi¢ao acima, o seguinte corolario:

Corolario 5.7. Para todo z € C™\V suficientemente préximo da origem, os vetores z e

igradlog f(z) sao linearmente independentes sobre R.

Combinando a Proposicao 5.4 e o Corolario 5.7, provamos:

Corolario 5.8. Se € < ¢y entdo a aplicacao

¢: S\NK — St

z —

nao tem pontos criticos.
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Segue que, para cada e € S, a fibra
Fy=¢ () C SA\K
é uma (2m — 2)-variedade diferenciavel.

Definicao 5.9. Fj € dita a fibra de Milnor de f.

A fim de provar que ¢ é de fato a projecao de um fibrado localmente trivial, faremos uso
da Proposigao 5.6, para controlar cuidadosamente o comportamento de ¢(z) quando z tende

ao conjunto K onde ¢ nao estd definida.

Proposigao 5.10. Se € < ¢ entdo existe um campo vetorial diferencidvel tangente v(z) em

SA\K tal que, para cada z € S\K, o produto interno hermitiano

((v(2), i gradlog f(z)))
¢ nao nulo e tem argumento principal menor do que 7/4 em valor absoluto.

Demonstragao: De modo analogo ao que foi feito na demonstracao do Teorema 3.5, cons-
truiremos tal campo vetorial localmente e usaremos uma particao da unidade para obter um

campo vetorial diferenciavel tangente global.

Seja z* € S\ K e consideremos os casos:

(1) Se os vetores z* e grad log f(2%) sao linearmente independentes sobre C entao o sistema
de equagoes lineares
({v,2%) = 0
({(v,igradlog f(z%))) = 1
tem uma unica solugdo simultanea v (veja, por exemplo, [11], pag. 15). A primeira

equagao garante que Re((v, z%)) = 0, de modo que v é tangente a S, em z°.

(2) Se gradlog f(2%) é igual a um miltiplo complexo de 2%, ou seja, se grad log f(2%) = \z?,

entao defina v = z%. Claramente

Re((iz%,2%)) =0
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e, pela Proposicao 5.6, o nimero
(27, igradlog f(27))) = A || 2 ||*
tem argumento menor do que 7 /4 em valor absoluto.

Em ambos os casos podemos construir um campo vetorial local tangente v®(z), em uma

vizinhanca U® de z“, que leva z* no valor construido v. A condigao

| Arg{(v®(2), igradlog f(2))) < m/4,

no Caso (2), sera satisfeita em uma vizinhanga U* de z*. De fato, considere a aplicagao

z —| Arg((v(2), igrad log f(2))) | .

Esta aplicacao é a composta de aplicacoes continuas, logo é continua e, portanto, existe uma

vizinhanca U® de 2® tal que | Arg((v*(z),igradlog f(z))) |< m/4, para todo z € U*.

Usando uma particdo da unidade, obtemos um campo vetorial global v(z) satisfazendo as
mesmas propriedades. Fazemos isso escolhendo uma partigao da unidade {A*} em S \K

diferencidvel com Suporte(A*) C U* e definimos

v(z) =Y A*(2)"(2).
Temos que

(1) v(z) é tangente a S, em z, pois cada v*(z) é tangente a S em z e v(z) é uma combinagao

linear com coeficientes reais dos vetores v®(z).

(2) | Arg((v(2),igradlog f(z))) [< /4.
Vamos mostrar que esta propriedade é valida para o caso em que v = A\*v® 4+ Mv?, o

caso geral segue por inducao. Temos,
| Arg((v(z), igradlog f(2))) |=| Arg{{(A*(2)v"(2)+ X (2)v”(2), igradlog f(2))) | . (5.8)

Se z e gradlog f(z) sao linearmente independentes sobre C entao

((v*(2), igradlog f(2))) = 1
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((v7(2), igradlog f(2))) = 1.
Logo, segue de (5.8) que
| Arg((v(2), igradlog f(2))) [=] Arg(A"(2) + A7(2)) |= 0 < w/4.
Se gradlog f(z) = Az, A € C entdo v®(2) = v?(z) = iz e, de (5.8), segue que

| Arg((v(2),igradlog f(2))) | = [ Arg((A*(2) + M (2))((iz, grad log f(2)))) |
= |Argh || 2 |
< 7/4

Normalizamos o campo global v(z) tomando

. o(2) |
Re({(v(z),igrad log f(2)))

Assim, obtemos um campo vetorial diferencidvel w, tangente a S.\K, que satisfaz duas

propriedades:

(1) {(w(2),7gradlog f(2))) = 1.

De fato,

Re((w(z),igradlog f(2))) = Re <<Re((v(z),i§£21 Tog (2] igradlog f(z)>>

Re((v(z), igrad log f(2)))
Re((v(z), igrad log f(2)))

= 1.

(2) | Re((w(z), gradlog f(2))) |< 1.
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De fato,

v(2)
yigradlog f(2)))

[ Rel(u(e).gradlog N = [ Re({ o madlog () )|

| Re((v(z), gradlog f(2))) |
| Re{(v(2), igradlog f(2))) |

_ [ Im{{u(z),igradlog f(2))) |
| Re{(v(2), igradlog f(2))) |

que é menor do que 1, pois | Arg((v(z),igradlog f(z))) |< 7/4, o que implica

| Re{(v(z), igradlog f(2))) [>| Im((v(2), igradlog f(2))) | -

Considere solucoes da equacao diferencial

dz

pr = w(z).

Proposigao 5.11. Dado 2° € S\K existe um tinico caminho diferencidvel
p:R— SA\K

que satisfaz a equacao diferencial

L (1) = w(p(r)

com a condi¢ao inicial p(0) = 2°.

Demonstracao: A solugao z = p(t) existe localmente e pode ser estendida a algum intervalo
maximal de R (veja a demonstracao da Afirmagao 3.6). O unico problema que surge para
estender a solu¢ao em todo R, visto que S\K nao é compacto, é assegurar que p(t) nao
tende a K quando ¢ tende a algum limite finito ¢o. Isto é, devemos garantir que f(p(t)) nao
tende para zero, ou equivalentemente, que Relog f(p(t)) ndo tende para —oo quando ¢ tende

para ty. Mas a derivada

< (Relog f(p(1))) = Re((“Z(1), srad log f(p(1))}) = Re{{w(p(1)). srad log f(p(1))}}.

tem valor absoluto menor do que 1. Portanto, Relog f(p(t)) é limitado numa vizinhanga de

to.- |
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Escrevendo

temos, de (5.1), que

d

- O(p(t)) = Re((%(t),igradlog -

Logo, das propriedades do campo w(z), segue que

do

para todo z = p(t) que é solucao da equagao diferencial dz/dt = w(z). Portanto,
O(p(t)) =t + constante = t + 0(p(0)).

Em outras palavras, ¢ projeta o caminho p(t) em um caminho que gira em torno do circulo

unitario no sentindo anti-horéario com velocidade unitaria.

Para cada z € S\ K, seja p,(t) : R — S\ K o tnico caminho diferencidvel que é solugao da

equagao dp/dt = w(z) e satisfaz a condicao inicial p,(0) = z. E, seja

h: (SAK)xR —s S\K
(z,1) — pa(t).

Paracadat € R, hy : S\K — S\ K é um difeomorfismo. De fato, sendo e* e 0(z) aplicagoes

diferenciaveis, segue que
ht(z) = pz(t) = 'I"Gie(pz(t)) = rei(t"‘e(z))’

¢ diferenciavel. Como a exponencial é nao nula para todo niimero complexo temos, pelo

Teorema da Fungao Inversa, que hy(z) é um difeomorfismo local. Note que
d(hi(2)) = d(ps(t)) = 0= (1)) — oi(t+0(p=(0))) — Li(t+0(2)) — it+6)

Logo, h; leva cada fibra Fy = ¢~ 1(e) na fibra Fy,; e parat;, to € R temos hy, ohy, = hy, 44,
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Com efeito,

(htl © ht2)(z> = htl (ht2 (Z)) = ht1 (pz(tQ)) = ht1 (Tleie(pz(tl)))
== h‘t ( Z(t2+9(z)))
— ,’/.2 ’L(t1+9 Tle’(t2+9(z)))))

i(t140(r1 +9(ez<t2+9<z>>)))

|
<

= 7y e’L t1+t2+9(z )

(e
2(6
(
= p.(t1 +t2)
= hiyn(2) -

Finalmente, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.12. (Teorema de Fibracao de Milnor) Para € < €, 0 espago S\K é um

brado diferencidvel localmente trivial sobre S*, com projecdo
fi ; projeg

Demonstracao: Dado z = ¢ € S!, queremos provar que existe uma vizinhanca Uy de z e
um difeomorfismo

1/)9 cUp X Fy — ¢_1(U9),
tal que ¢ o1y = 7, sendo m; a projecao na primeira coordenada.

Seja Up = {e" € S'; t € (0 — 6,0 + ), § = constante} e consideremos a aplicagao

Yo: Upx Fy — ¢ 1(Up)

(e, 2) = hig(2).

Temos

(@0 vp)(e”,2) = ¢(hig(2)) = P(ps(t — 0)) = P70 = H0H0E) = o,

pois z € Fp o que implica 0(z) = 6. Logo, ¢ o 1)y = m. Resta mostrar que ¢y é um

difeomorfismo. Considere as aplicacoes diferenciaveis

a: UgxFy —> (9—(5,9+5)XF9 ﬁi (6—5,6+6)XF9 — F9X<—5,6)

(et z) (t,2), (t, 2) — (2, —0).
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Temos, 1y = h o o a. Portanto, 1y é diferenciavel.

Seja
g: ¢ Uy) — U x Fy
2 (0(2), homarg 62 (2) = (€7, ho_gz)(2)).
Temos
Po(9(2)) = 1a(€”?) ho_p(:)(2)) = hoz)-0(ho—o(z)(2)) = ho(2) = p.(0) = 2
9(@We(e,2)) = glhio(2)) = (P hy g, o0 (he-6(2))

= (€= hy gy, (t-0)) (hi-o(2)))
= (" hoi(hi—0(2)))
= (e, ho(2))
= (e, p:(0))
= (e, 2).

Portanto, g = ¢, . Considere, agora, as seguintes aplicacoes diferencidveis
A 0N Uy) — oY Up) x (0 —6,0+96)

z (2, Arg ¢(2)))

£1 oW U) % (0—-0,0+0) — ¢ (Up) x (—0,0)
(Z,Al‘g (b(Z))) — (Z,Q—Arg¢(2))

Temos hg_arg () = ho&oA. Logo, a segunda funcao coordenada de g ¢ diferenciavel. Sendo

¢ diferenciavel, segue que g é diferenciavel.
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