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A minha familia.
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Abstract

This work deals with transitivity (controllability) of affine families of vector fields
on a finite dimensional vector space V. In particular we focus on affine families whose
corresponding families of linear fields are transitive on V' — {0}, and which have no
fixed point in V. We show that such families are necessarily transitive on V.

Since any affine system F naturally defines a system F, of right-invariant vector
fields on the semi-direct product of V' with GL(V) we also investigate transitivity
properties of F,.



Resumo

Este trabalho aborda a transitividade (controlabilidade) de familias afim de cam-
pos vetoriais em um espago vetorial de dimensao finita V. Em particular nos con-
centramos em familias afim cujas familias de campos lineares correspondentes sao
transitivas em V' — {0}, e que ndao tem nenhum ponto fixo em V. Mostramos que
essas familias sao necessariamente transitivas em V.

Uma vez que um sistema afim F naturalmente define um sistema F, de campos
vectoriais invariantes a direita no produto semi-direto de V' com GL(V) nds também
investigamos a propriedade de transitividade de F,
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Introducao

De modo geral um sistema de controle é qualquer sistema de equacgoes diferenciais

no qual “funcoes de controle” aparecem como parametro.

Do ponto de vista geométrico, cada funcao de controle determina um campo
vetorial e, portanto, um sistema de controle pode ser visto como uma familia de
campos vetoriais parametrizados por controles. Uma trajetéria de um sistema de
controle é uma concatenacao de segmentos de curvas integrais da familia de campos

vetoriais.

A teoria de controle teve um desenvolvimento significativo a partir de 1960 com
as publicagoes de R. Kalman. Até esta época o enfoque dessa teoria se limitava
ao uso da transformacao de Laplace. Kalman mostrou em seus trabalhos que os
problemas béasicos da teoria de controle poderiam ser tratados através da nocao de

conjunto atingivel do sistema.

Além do interesse puramente matemaético da teoria de controle, ela se insere na
teoria de sistemas, de inteligéncia artificial, bem como em controle de objetos com
entradas e saidas relacionadas por parametrizacoes que dao origem a sistemas de

controle, tanto discretos como continuos.

O tratamento da teoria de controle, com um certo nivel de generalidade, exige
conhecimentos avancados da teoria de equagoes diferenciais, envolvendo sistemas

dinamicos.



A importancia do conceito de colchete de Lie na teoria de controle tornou-se clara
por volta do ano de 1970 com trabalhos, entre outros, de R. Brockett, H. Hermes,
C. Lobri e H. J. Sussmann. Com este novo instrumento houve significativos avancos

nessa teoria, particularmente na teoria de controle em grupos de Lie.

O estudo da controlabilidade de sistemas lineares foi completamente resolvido nos
trabalhos de R. E. Kalman, Y. C. Ho e K. S. Nakenda, [17]. Em termos matriciais, o
resultado, conhecido na literatura por Teorema de Kalman, estabelece que o sistema
linear & = Ax+ub, onde A é uma matriz real nxn, b € R—{0} e u € R, é controlavel

se, e somente se, os vetores b, Ab, ..., A"~1b geram R".

O estudo da controlabilidade de um sistema bilinear & = Az + uBz, onde A e
B sao matrizes reais n X n e v € R, ainda hoje estd longe de ser completamente
resolvido, sendo as condigoes estabelecidas por Jurdjevic e Kupka, em [16], uma das

mais significantes e conhecidas até o momento.

Trabalhando no contexto mais geral da teoria de semigrupos, os trabalhos de
San Martin na area de conjuntos controlaveis, tem contribuido significativamente
no desenvolvimento da teoria de sistemas de controle de campos vetoriais invariante

a direita (esquerda) em grupos de Lie.

O estudo da controlabilidade de uma familia de campos vetoriais afim da forma
X(z) = Az + a, (1)

onde A é uma matriz real n x n e a é um vetor em R", foi apresentado em uma série

de trés artigos [12], [13] e [14]. A uma familia F de campos vetoriais afim, podemos

associar naturalmente uma familia de campos vetoriais lineares, que denotaremos
H . . H . .

por F. Ao sistema linear F temos associado, naturalmente, um grupo de Lie G,

cuja algebra de Lie é a subdlgebra de Lie de M, (R) gerada pelos campos lineares.

Desta forma, o estudo do sistema afim dado em (1), se resume em estudar familias
de campos vetoriais invariantes a direita no grupo de Lie, que é o produto semi-

direto de G por R™. Quando G é um grupo compacto, foi mostrado no segundo dos



trés artigos acima citados, que a condicao sobre a controlabilidade é equivalente a
condicao do posto, ou seja, a dlgebra de Lie gerada pela familia de campos vetoriais

coincide com a algebra de Lie do grupo.

O terceiro artigo, o qual serd objeto de estudo de nosso trabalho, generaliza os
resultados dos dois primeiros. O principal resultado (Teorema 4.13) estabelece que,
se F ¢é uma familia de campos vetoriais afim em R" tal que a familia de campos
vetoriais lineares 7—2 é controlavel em R"™ — {0} e F nao possui pontos fixos, entao

JF é controlavel.

A organizacao desse trabalho é a seguinte: no Capitulo 1 vamos simplesmente
definir os ambientes em que se passa o trabalho. Comecamos definindo grupos de Lie,
passamos depois por algebras de Lie, definimos e apresentamos propriedades bésicas
da aplicagao exponencial e entao apresentamos a definicao e alguns resultados sobre

semigrupos no ambito geral e semigrupos em grupos topolédgicos.

No segundo Capitulo comecamos com os conceitos basicos da controlabilidade,
apresentando definicoes e resultados envolvendo érbitas, conjunto de atingibilidade
e controlabilidade. Também definimos acessibilidade normal e apresentamos alguns
resultados e propriedades associando esse conceito com a controlabilidade. Depois
disso definimos sistemas de controle subordinados a acao de um grupo e trabalhamos

especificamente com o estudo de sistemas de controle afim.

No Capitulo 3 mostramos algumas condigoes bésicas para a controlabilidade e no
quarto e ultimo capitulo vamos apresentar o resultado principal de nosso trabalho, o
Teorema (4.13), que nos garante que se tivermos uma familia F de campos vetoriais
afim, onde sua parte linear .7-") ¢ transitiva e ainda 7-") nao deixa nenhum ponto fixo,

entao F também é transitiva. Apds isso ainda faremos uma aplicacao de tal teorema.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar nocoes preliminares que serao necessarias para o

desenvolvimento do trabalho.

Comecaremos, na primeira se¢ao, definindo Grupos de Lie e algebras de Lie e logo
em seguida, na segunda secao, introduziremos o conceito da aplicagao exponencial,
que vai relacionar os dois conceitos anteriores, e também apresentaremos varios

resultados que relacionam os grupos de Lie com suas respectivas algebras.

Na terceira secao definiremos semigrupos, mostraremos algumas de suas princi-
pais propriedades, alguns resultados de semigrupos no ambito geral e ainda alguns

resultados de semigrupos em grupos topoldgicos, que nos sera muito ttil adiante.

1.1 Grupos e algebras de Lie

Nesta se¢ao simplesmente introduziremos alguns dos conceitos bésicos da teoria
geral, necesséarios para o desenvolvimento do trabalho. O ambiente no qual traba-

lharemos é o de Grupos de Lie e, por isso, comecaremos com sua definicao formal:

Definicao 1.1. Um grupo de Lie G é uma variedade diferencidvel que possui uma

estrutura algébrica de grupo na qual as aplicagoes:
GxG—G G—G

(0,7) — oT T 771

sao de classe C.



O principal exemplo de grupos de Lie é o conjunto Gl(n,R) das matrizes in-
versiveis de ordem n com entradas reais. Uma maneira simples de verificar que
Gl(n,R) é um grupo de Lie é usar a identificacdo natural do conjunto M, (R) com
R™ das matrizes quadradas de ordem n e entradas reais com R™*. Como a funcio
determinante é uma func¢do continua entdo Gl(n,RR) é um subconjunto aberto de
M, (R) e assim possui uma estrutura de variedade diferencidvel. Além disso, o pro-
duto usual de matrizes define em Gl(n,R) uma estrutura algébrica de grupo. As

seguintes aplicacoes
Gl(n,R) x Gl(n,R) — Gl(n,R) o Gl(n,R) — Gl(n,R)
(A,B) — AB Ar— A7!
sao de classe C'°°, pois as entradas do produto de matrizes é a soma do produto

de entradas das matrizes e além disso a operagao inversao também é C°°, pois

1
det(A) #0e At = Jet(A) adj(A). Portanto, Gl(n,R) é um grupo de Lie.

Note que todo grupo de Lie é um grupo topoldgico e assim as propriedades de

grupos topoldgicos também sao validas para grupos de Lie.

Definicao 1.2. Sejam H e G grupos de Lie. Uma aplicacao ¢ : H — G é um
homomorfismo de grupos de Lie se ¢ é um homomorfismo de grupos e, além disso,

é de classe C°°.

Um subgrupo a 1-parametro de um grupo de Lie G é simplesmente um homo-

morfismo de grupos de Lie ¢ : G — R.
Uma subvariedade (H, ) é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G se:
(i) H é um grupo de Lie;
(ii) ¢ : H — G é um homomorfismo de grupos de Lie.
Estritamente relacionado com a estrutura de grupos de Lie temos a estrutura de

algebras de Lie.

Definicao 1.3. Uma dlgebra de Lie sobre R é um espaco vetorial real g munido de

uma operacao bilinear [, | : g X g — g, denominada colchete de Lie, satisfazendo

>



as seguintes propriedades:
(i) [X,Y] = -[Y, X], para todo X,Y € g;
(i) [[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y] = 0, para todo X,Y,Z € g.
A primeira condicao exige que o colchete de Lie seja anti-simétrico e a segunda

que o colchete de Lie satisfaga a identidade de Jacobi. Note que a condic¢ao (i)

equivale a dizer que [X, X] = 0, para todo X € g.

Exemplo 1.4. O espaco vetorial gl(n,R), de todas as matrizes reais n X n, com

colchete entre duas matrizes dado por
[X,Y] = XY —YX, para todo X, Y € gl(n,R)
¢ uma algebra de Lie.

E conveniente introduzirmos a noc¢ao de subalgebra de Lie.

Definicao 1.5. Seja g uma algebra de Lie. Uma subdlgebra de Lie de g é um
subespago vetorial h de g que é fechado pelo colchete, isto é, [X,Y] € b para todo
X,Y eb.

Evidentemente, uma subdlgebra de Lie é uma &algebra de Lie.

Defini¢ao 1.6. Um subespaco h C g é um ideal se [X,Y] € b, para todo X € g e
Y eb.

Claramente, todo ideal é uma subalgebra.

A importancia da estrutura de algebra de Lie reside no fato de que a todo grupo
esta associado uma algebra de Lie de dimensao finita e que propriedades de grupos

de Lie sao refletidas em propriedades de sua algebra de Lie.

Dado um grupo de Lie G, para cada g € G temos o difeomorfismo I, de G

definido por l;(h) = gh. Dizemos que um campo vetorial X sobre G é invariante

6



a esquerda se dly o X = X ol, para todo g € GG. Denotando por g o conjunto de
todos os campos vetoriais invariantes a esquerda sobre GG, temos que g torna-se uma
algebra de Lie com o colchete definido por [X, Y], (f) = X (Y f) = Yo (X f). Assim,
g é a algebra de Lie associada ao grupo de Lie G. Podemos identificar, através do
isomorfismo X —— X(1), o conjunto dos campos vetoriais invariantes a esquerda
sobre GG com o plano tangente a G no elemento identidade. Portanto a algebra de

Lie de um grupo de Lie G se identifica com o espaco tangente a GG na identidade.

1.2 Aplicacao Exponencial

Queremos agora estabelecer um vinculo entre os grupos de Lie e suas respectivas
algebras de Lie. Para tanto, vamos considerar a chamada aplicagao exponencial, uma
ferramenta muito importante que nos permite transportar algumas propriedades
das éalgebras de Lie para os grupos de Lie. Também ¢é muito util para determinar
a algebra de Lie correspondente a um dado grupo de Lie. Antes de definirmos a

aplicagao exponenecial precisamos do conceito de homomorfismo de dlgebras de Lie.

Definicao 1.7. Sejam g e h algebras de Lie. Uma aplicacao ¢ : g — b é um
homomorfismo de dlgebras de Lie se o ¢ linear e preserva o colchete, isto é, [ X, Y| =

[P(X), p(¥)], para todo X,Y € g.

Proposicao 1.8. Sejam G e H grupos de Lie, com respectivas dlgebras de Lie g e
b, e G simplesmente conexo. Se 1 : g — b € um homomorfismo, entao existe um

unico homomorfismo ¢ : G — H tal que dp = 1.
Demonstracao: Ver Teorema 3.27 em [11]. m

Definicao 1.9. Sejam G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie. Se X € g, entao

d
A— — A X
dr



¢ um homomorfismo de algebras de Lie de R em g. Como R é simplesmente conexo,

pela proposicao anterior, existe um 1nico subgrupo a 1- parametro
expy :R— G

tal que

d(eXpX(/\diT)) = \X.

Em outras palavras, t — expy(t) é o unico subgrupo a l-parametro de G cujo

vetor tangente em 0 é X (1). Definimos a aplica¢io exponencial
exp:g — G

por

exp(X) = expx(1).
Dentre as inimeras propriedades da aplicacao exponencial destacamos as seguintes:

Proposicao 1.10. Se G € um grupo de Lie entdo a aplicacao exponencial exp :
g — G, € um difeomorfismo de uma vizinhanca de 0 em g sobre uma vizinhanga

de 1 em G.

Proposicao 1.11. Sejam G um grupo de Lie e XY € g. Se [X,Y] = 0 entao
exp(X +Y) = exp(X) exp(Y).

Para maiores detalhes a referéncia [11] pode ser consultada.
Vejamos agora o conceito de representacao adjunta.

Seja V' um espago vetorial e gl(V') a algebra de Lie das transformacoes lineares
de V. Seja também g uma &algebra de Lie. Uma representacio de g em V é um
homomorfismo p : g — gl(V'). Para um elemento X na dlgebra de Lie g, considere

a transformagao linear ady : g — g definida por adx(Y) = [X,Y].

A aplicagdo ad : g — gl(g), X — adx é uma representacao de g em g

denominada representacao adjunta.



Para g € G, considere o automorfismo interno I, : G — G, definido por h —
ghg™*. Esse automorfismo induz um automorfismo Ad, : g — g tal que o seguinte

diagrama comuta:

a1, q

exp T T exp

Ad,
g — ¢

Entao exp(Ad,(X)) = gexp(X)g .

Uma propriedade basica da aplicagao exponencial garante que se X € g entao

1
Adexp(X) = e¥x = 1+adX+§(adX)2+... (1.1)

Como conseqiiéncia dessa afirmacao temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.12. Uma subdlgebra b de g € invariante sob todos os automorfismos

Adg, isto €, Adg(h) C h,Vg € G se, e somente se, b for um ideal.

O proximo resultado relaciona subgrupo normal e ideal de uma &lgebra de Lie e

sera inumeras vezes usado nesse trabalho.

Proposicao 1.13. Seja A C G um subgrupo de Lie conexo do grupo de Lie conexo
G. Entao A € subgrupo normal se, e somente se, a dlgebra de Lie a de A € um ideal
em g.

Demonstracao: Ver Teorema 3.48 em [11]. m

A seguinte proposicao nos da uma condicao para que um subgrupo abstrato seja

um subgrupo de Lie.

Proposicao 1.14. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de GG. Entdo

H € um subgrupo de Lie de G. Além disso, by € subdlgebra de g.

Demonstracao: Ver Teorema 3.42 em [11]. m



1.3 Semigrupos

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos basicos da teoria de semigrupos junta-

mente com alguns resultados que serao utilizados no transcorrer desse trabalho.

Abstratamente um semigrupo é simplesmente um conjunto nao vazio S munido
de uma operacao associativa. No entanto nosso interesse nesse trabalho sera voltado

para subsemigrupos de grupos de Lie.

Definicao 1.15. Um subsemigrupo de um semigrupo S é um subconjunto nao vazio

T C Stal que T? C T.

Exemplo 1.16. O conjunto Sl(n,IR"), das matrizes inversiveis com entradas nao
negativas que tém determinante igual a 1, munido do produto usual de matrizes é
um subsemigrupo de Sl(n, R). Com efeito, sejam A, B € Sl(n,IR"). Pela definicao
de Sl(n,IR") temos det A = 1 e det B = 1, assim det(A- B) = 1. Ainda, as entradas
de A - B sao somas de produtos das entradas de A e B, e soma de produtos de
nimeros reais nao negativos sao sempre nao negativas, logo A- B € Sl(n,IR") o que

implica que Sl(n,IRT) é um subsemigrupo.
E evidente que a interse¢ao (nao vazia) de uma cole¢ao de subsemigrupos de um
semigrupo S ¢ ainda um subsemigrupo.

Vamos definir agora o conceito de ideal de um subsemigrupo e trabalhar com

algumas propriedades e resultados referentes aos ideais.

Definicao 1.17. Um subconjunto nao vazio I, de um subsemigrupo S, é um ideal
a esquerda de S se SI C I, um ideal a direita se 1S C I e, é dito um ideal se for

ideal a direita e a esquerda.
Um ideal I serd chamado de ideal maximal se I # S e o unico ideal em S que
contém I, e é diferente de I, é o préprio S.

Definigao 1.18. Seja G um grupo. Um subconjunto S de G é um submondide se

satisfaz as seguintes condigoes:

10



(i) S é um subsemigrupo;
(i) 1 € S.
Definigao 1.19. Seja S um submondéide de G. O conjunto
H(S)=SNnS"'={geS:g'eS}

¢ chamado grupo das unidades.

Quanto ao grupo das unidades temos:

Proposicao 1.20. Seja S um submondide de G. Entao H(S) € o maior subgrupo

de G contido em S.

Demonstragao: Primeiramente, note que como H(S) é a interse¢ao de dois sub-
mondides, entao H(S) é um submondide. Sejam z,y € H(S). Pela defini¢ao de
H(S) temos que y~' € H(S). Logo, zy~' € H(S) e, conseqiientemente, H(S) é
um subgrupo de G. Considere agora um subgrupo K de G tal que K C S. Entao,
K=KnK'!cSnS! = H(S) e, portanto, H(S) é o maior subgrupo de G

contidoem S. m

O grupo das unidades também é chamado de grupo maximal de S.

Proposigao 1.21. Seja S um submondide de G tal que S # H(S). Entio S7=:
S\H(S) é um ideal mazimal em S.

Demonstracao: Sejam z € S e a € S#. Entdao ax € S. Suponhamos que ax €
H(S). Neste caso (ax)™t =x7ta™! € H(S) eassimz7'a™t € S. Comoxr € SelS
é subsemigrupo temos que x(z"'a"!) = a~! € S, o que contradiz o fato de a € S¥.
Entao ax € H(S) e, conseqiientemente, axz € S*. De maneira andloga mostra-se

que ra € S*. Logo, S* é um ideal de S.

Resta mostrarmos que S# é maximal. Suponhamos que exista um ideal J de S

tal que S* C J C S e S* # J. Desta forma temos que J N H(S) # (). Vamos

11



mostrar que J = S. Para tanto, consideremos z € S ea € JN H(S). Logoa™t € S
e, conseqiientemente, z = a(a™'z) € J. Assim, S C J, ou seja, J = S. Portanto,

S# é maximal. m

Definigao 1.22. Um subconjunto A C G ¢é dito invariante ou normal se gAg=" = A,

para todo g € G.

Ainda sobre subsemigrupos, definiremos agora o conceito de centro de um sub-

semigrupo e algumas de suas propriedades.

Definicao 1.23. Seja S um submondéide de G. O conjunto
C(S) =) gH(S)g™

geG

¢ chamado centro de S.

Proposicao 1.24. Seja S um submondide de G. Entdao C(S) é o maior subgrupo

normal de G contido em S.

Demonstragao: Afirmamos que Q, = {gH(S)g '}, com g € G é um subgrupo de
G. De fato, considere (ghig™1), (ghag™") € Q,. Entao

(gh1g~ ") (ghag™") ™" = ghag~'ghs'g™" = ghuby'g ™"
Pela Proposicao 1.20, H(S) é um subgrupo. Assim, hih, ' € H(S) edai ghihy gt €
Q4. Logo, @), é um subgrupo. Como a intersecao qualquer de subgrupos é ainda
um subgrupo, temos que C(S) = ﬂ (), é um subgrupo. Além disso, C'(S) =
geG
(gH(S)g™ C1H(S)1 = H(S) C S, isto 6, C(S) C S.
geG

Para verificar que C'(S) é um subgrupo normal consideremos v € G. Temos

VO(S)y ™ =71V gH(S)g v = () 9H(S)g v

geG geG
= (9 H(S)(vg) " = () gH(S)g™" = C(S9).
geG geG

12



Logo, C(S) é um subgrupo normal de G. Consideremos agora N um subgrupo
normal de G tal que N C S. Pela Proposigao 1.20 temos que N C H(S). Como
N ¢ normal temos que N C gH(S)g™!, para todo ¢ € G e, conseqiientemente,
N C ﬂ gH(S)g™t = C(S). Assim, C(S) é o maior subgrupo normal de G contido

geG
em S. m

Relacionado com os homomorfismos e o subsemigrupo, cabe observar o seguinte

fato.

Proposicao 1.25. Seja ¢ : G — H um homomorfismo sobrejetor de grupos. Se T
¢ um subsemigrupo de G eker(¢) ={g € G: p(g) =1} C T, entao T = o1 (p(T)).

Demonstragao: Claramente T C ¢~ (¢(T)). Considere z € ¢ ' (p(T)). Como
¢ ¢é sobrejetora temos que ¢(z) € o (p(T)) C p(T). Assim existe t € T tal que

o(z) = p(t), ou seja p(x)(p(t)) ™' = 1. Como ¢ é um homomorfismo, ¢(z)p(t™!) =
o(xt™') = 1 e, conseqiientemente, xt~! € ker(p) C T. Assim xt~! € T. Como
T é subsemigrupo temos que (zt~1)t € T, isto é, x € T e entdao ¢ ' (o(T)) C T.

Portanto, T = ¢ ' (p(T)). m

Definigao 1.26. Seja S C G um submondéide. Dizemos que S é reduzido em G se

C(S) = {1}.

Veremos, na proxima proposicao, uma maneira de obter semigrupos reduzidos.

Proposicao 1.27. Seja S C G um submondide. Entao S/C(S) € reduzido em
G/C(S).

Demonstracao: Devemos mostrar que C'(S/C(S)) = {1} = {C(S)}. Sed: G —
G/C(S) é o homomorfismo canénico, entdao C'(6(S)) = C(S). De fato, como 6 é um
homomorfismo e, pela Proposigao 1.24, C'(6(S)) é um subgrupo normal de G/C(S)
segue que 01 (C(A(S))) é um subgrupo normal de G. Além disso, 6~ (C(6(S))) C S,
pois C'(6(S)) € 6(S). Como ker(d) = C(S) C S segue da Proposigao (1.25) que
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60=1(0(S)) = S. Assim, 671(C(0(S))) € 071(0(S)) = S. Pela Proposigao 1.24,
0=H(C(0(S))) C C(S), dai C(0(S)) C 0(C(S)) = C(S) e, portanto, C(6(S)) = C(S).

Observacao 1.28. Note que, dado qualquer grupo G e qualquer submondide S,
podemos formar a redugao (Gg, Sg) de (G,S) tomando o quociente por C(S), ou

seja, Gp = G/C(S) e Sg = S/C(9).

Observagao 1.29. Considerando o homomorfismo canénico ¢ : G — G/C(S5) e

sabendo que ker(p) = C(S) C S obtemos S = ¢~ (¢(S)) = ¢ *(Sg).

Nos resultados que seguem, estaremos trabalhando com semigrupos em grupos
topoldgicos, que sao casos particulares de grupos de Lie. O primeiro deles, é um dos
mais importantes dessa secao, nele estabeleceremos condi¢oes para um semigrupo

ser um grupo.

Antes porém, enunciaremos um lema que serd necessario para tal resultado. Tal
lema é um resultado classico de topologia e por isso nao apresentaremos demon-

stracao.

Lema 1.30. Sejam G um grupo topologico conexo e U uma vizinhanca de 1, ele-
mento neutro do grupo. Entao G = U u".

n=1

Demonstracao: Ver Proposi¢ao 3.18 em [11] m

Proposicao 1.31. Se S é um subsemigrupo de um grupo topolégico conexo G tal

que 1 € int(9), entdo S = G.

Demonstracgao: Seja U = S. Pelo Lema 1.30 temos que G = U S™. Como S é
n=1
subsemigrupo a operacao ¢é fechada em S, entao S™ C S, para todo n € IN. Logo,

G = U S C U S =S5eS C G, pois S é subsemigrupo de G. Dai segue que

n=1 n=1

S=G. m
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A proposicao seguinte estabelece que o interior de um subsemigrupo é um ideal,
0 que é importante pois ja comeca a existir conexoes com os resultados anteriores

sobre ideais de subsemigrupos.

Proposicao 1.32. Seja S um subsemigrupo de um grupo topolégico G tal que

int(S) # 0. Entdo int(S) é um ideal em S.

Demonstracao: Como int(S) # (), existem g € int(S) e U, uma vizinhanga aberta
de g, tal que g € U C S. Assim, para todo s € S temos que gs € Us C S. Como G é
um grupo topoldgico, a translagao a direita é um homeomorfismo. Entao o conjunto
Us ¢ uma vizinhanca aberta de gs, ou seja, gs € int(S) . Logo, (int(5))S C int(S).
Analogamente, obtemos que S(int(S)) C int(S). Portanto, int(S) ¢ um ideal de S.

]
Vamos definir agora a acao de um semigrupo em um espago topoldgico.

Definicao 1.33. Um semigrupo S age continuamente em um espaco topologico M

se existe uma aplicagao

¢p:SxM— M,

denotada por
o9, %) = gz,

tal que ¢ é continua, e satisfaz ¢(gh,x) = ¢(g, ¢(h,x)), para todo g,h € S e todo
x e M.

Dessa forma, quando fixamos g € S a aplicagao
¢g: M — M

definida por
¢g(r) = ¢(g,7) = gz

também é continua.
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Definicao 1.34. Seja S um semigrupo agindo em um espaco topoldgico M. Dado

um ponto z € M, definimos

Sz ={y € M : existe g € S com gz = y}.

O conjunto Sz é denominado orbita de x por S.

As érbitas por S satisfazem a propriedade da transitividade, isto é, dados quais-
quer x,y,z € M com z € Sy ey € Sz, tem-se que x € Sz. Com efeito, existem
g,h € S tais que x = gy e y = hz, logo, © = ghz com gh € S. Devido a essa
propriedade, uma orbita por S é invariante pela acao de S, isso quer dizer que

S(Sz) C Sz, para todo z € M
Para finalizar o capitulo vamos apresentar as definigoes de acessibilidade e tran-

sitividade para acao de semigrupos.

Definigao 1.35. Um semigrupo S é dito acessivel a partir de x € M se int(Sz) # (.

O semigrupo ¢ dito acessivel se for acessivel a partir de todo z € M.

Definicao 1.36. Um semigrupo S é dito transitivo, ou que age transitivamente em

M, se Sx = M, para todo x € M.

Notemos que, claramente, se S é transitivo, entao S é acessivel.
A seguir vamos apresentar um lema técnico que é muito tutil para garantir a

transitividade de uma acao de um semigrupo em uma variedade.

Proposicao 1.37. Seja G um grupo topoldogico conexo agindo em uma variedade
conexa M. Seja S um semigrupo conexo de G com int(S) # (), 1 € S, tal que a
as drbitas Sz e S™'x sdo abertos para todo x € M. Entdo a acdo de S em M ¢

transitiva (controldvel).

Demonstragao: Por hipétese temos que Sz e S~'z sao abertos Vo € M.
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Suponhamos que Sz # M para algum x € M. Neste caso, seja y € M tal que
y & Sx. Temos que y € Sy N S~y pois 1 € S.

Observe que (SyNS~1y) NSz = 0 pois caso contrdrio existem a, b, c € S tal que
ay =b"'y = cx = by = bex € Sz

que é um absurdo.

Logo Sx é fechado. Assim, Sx é fechado e aberto no conexo G. Portanto

Sr=M.m

O resultado anterior é usado diretamente na demonstragao do Teorema 4.13.
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Capitulo 2

Sistemas de controle subordinados
a acao de um grupo

Nesse capitulo vamos introduzir alguns os conceitos bésicos da teoria de controle,
com énfase na nocao de atingibilidade, acessibilidade normal e as relagoes com a
controlabilidade. Depois, apresentaremos o conceito de sistemas de controle subor-
dinados a agao de um grupo e trabalharemos especificadmente com o sistema que nos
sera importante no seguimento do trabalho, que é o estudo de sistemas de controle

afim.

2.1 Conceitos basicos da teoria de controle

Sejam G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie. Nesta se¢ao introduziremos
as nocoes basicas e resultados preliminares da teoria de controle para sistemas de

campos vetoriais invariantes a direita em grupos de Lie.
Comecaremos definindo sistemas de controle invariantes a direita:

Definicao 2.1. Um sistema de controle invariante a direita em um grupo de Lie G
é um conjunto arbitrario I' de campos de vetores invariantes a direita em G, isto é,

qualquer subconjunto I' C g.

A partir daqui, por simplicidade de notacao, sempre que nos referirmos a “sis-

tema”estaremos na verdade nos referindo a um sistema invariante a direita, ou seja,
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um subconjunto da algebra de Lie.

Defini¢ao 2.2. Uma trajetoria de um sistema I' em G é uma curva continua x(t)
em G, definida em um intervalo [a, b] C R, tal que existe uma particao a =ty < t; <
... < tp = beelementos Ay, As, ... A, em I tais que a restrigao de z(t) a cada intervalo

aberto (t;_1,t;) é diferenciavel e 2'(t) = A;(x(t)) para t € (t;_1,t;), i =1,2,..., k.

Observe que, pela definicao acima, uma trajetéria de um sistema é na verdade

uma concatenacao de trajetérias dos campos pertencentes a I'.

Quando fixamos um ponto x € G podemos pensar nas trajetorias a partir de tal

ponto z, ou seja, aquelas trajetérias x(t) tais que z(0) = z. precisamente temos:

Definicao 2.3. Chamamos de conjunto de atingibilidade de um sistema invariante
a direita ' em G a partir de € G, e denotamos por Ar(z), o subconjunto de G
que consiste de todos os pontos finais de trajetorias nao negativas de I', com ponto

inicial em z. Em simbolos:

Ar(z) ={z(T) : z(.) é uma trajetéria de I', x(0) =z e T > 0}.

Observacao 2.4. Quando nao houver possibilidade de duvidas, usaremos a notacao

A(z) para Ar(x). Ainda, denotaremos por A o conjunto A(1).

Associado ao conjunto de atingibilidade de um sistema I' temos a orbita de

sistema passando pelo ponto x € GG, cuja definicao é dada a seguir:

Definicao 2.5. Chamamos de drbita do sistema I' passando pelo ponto z € G e

denotamos por O(z) o conjunto:

O(x) ={z(T) : z(.) é uma trajetéria de ", x(0) = z, T € R}.

Por simplicidade de notagao, denotaremos a érbita de I passando pelo elemento

neutro 1 € GG por O.
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Seja exp : g — G a aplicagao exponencial do grupo de Lie G e seja A € g fixo. A
trajetéria do campo A passando pelo elemento neutro 1 é o grupo a um parametro

exp(tA), t € R, e a trajetéria de A passando pelo ponto z € G é exp(tA)z, t € R.

Para qualquer subconjunto I' C g denotaremos por Lie(I') a menor subélgebra
de g que contém I'.

Agora vamos enunciar dois resultados classicos sobre érbitas e os conjuntos de atin-

gibilidade.

Proposicao 2.6. Sejam G um grupo de Lie, g a sua dlgebra de Lie e I' um sub-

conjunto de g. Se x € um ponto arbitrario de G entao:

(i) O(x)={exp(tpAr) - exp(tp_1Ap_1) - -exp(ti A1)z : A; € T, t; € R,k € N};

(i) O(z) = O(1)z;

(111) O(1) € um subgrupo de Lie conexo de G cuja dlgebra de Lie é Lie(T);

(iv) O(x) € a variedade integral mazimal da distribui¢do involutiva invariante a

direita de Lie(I") em G passando pelo ponto x.

Demonstragao: (i) A trajetéria de um campo A € I" por 1 é exp(tA) e as tra-
jetorias de I' sao concatenacoes de trajetérias de campos de I'. Logo, toda trajetoria

passando por z ¢é do tipo
exp(tpAg) - - - exp(t14))x

onde A; €', t; e Rek € N.
(i7) E imediato a partir de (4).

(7i1) O(1) é claramente conexo por caminhos e portanto conexo. Sendo O(1) um
subgrupo de G conexo por caminhos entao, conforme [20], p. 275, O(1) é subgrupo
de Lie de G. Queremos mostrar que a algebra de Lie de O(1), que denotaremos

por Lie(O(1)), é igual a Lie(I'). Sejam X € I' e ¢t um nimero real arbitrdrio. Pela
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definigdo de O(1) temos que exp(tX) € O(1) e entdo, conforme [11], Proposicao
3.33, X € Lie(O(1)). Logo I' C Lie(O(1)) e Lie(I")CLie(O(1)). Para mostrarmos a
outra inclusao, seja H o subgrupo de Lie conexo de G cuja dlgebra de Lie é Lie(T).
Como O(1) é o subgrupo de G gerado por exp(RI") e RT" C Lie(I") temos O(1) C H
e dai Lie(O(1)) C Lie(H)=Lie(T").

(7v)Mostraremos inicialmente que O(z) é subvariedade de G. Sabemos que a
translagao a esquerda E, : O(1) — O(z) definida por E,(y) = yz, é um difeomor-
fismo. Por (i7i) O(1) é subgrupo de Lie de G e, em particular, é subvariedade. Seja
¥ : O(1) — G imersao injetora e defina a funcdo ¢ : O(x) — G por ¢ = ¥ o D1,
onde D, é a translacdo a direita de G por 1. E claro que ¢ é injetora e d¢ é nao
singular. Observemos agora que Lie(I') define uma distribuigdo em G da seguinte
maneira: dado x € G, como D, é um difeomorfismo e D,(1) = lx = z temos que
dD.|, : TG — T,G é um isomorfismo de espacos vetoriais. Além disso, identifi-
cando T1G com g, temos que dR,|;(Liel') é um subespaco vetorial de T, G. Entao

podemos definir a seguinte distribuicao:
D(x) = dR,|1(Liel").

Esta distribuicdo sera chamada de distribuicao de Lie(I') em G. Vamos mostrar
que O(z) é uma variedade integral de distribuigao Lie(I') em G passando pelo ponto
z. Pelo item (i7) O(x) = O(1)z, isto é, O(z) = D,(O(1)). Logo T,(O(x)) =
dD.|1(T1(O(1))). Por (iii) T;(O(1) =Liel'. Assim T,.(O(x)) = dD,|;(Liel')= D(z).
Ou seja, T,.(O(x)) = D(z) qualquer que seja © € G. Isto mostra que O(x) é

uma variedade integral da distribuicao de Liel' em G passando pelo ponto z. =

O resultado a seguir é analogo ao anterior, mas para conjunto de atingibilidade.

Proposicao 2.7. Sejam G um grupo de Lie, g a sua dlgebra de Lie e I' C g um

sistema invariante a direita. Se x € um ponto arbitrdrio de G entdo:
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(1) Ar(xz)={exp(txAx) - exp(tp_1Ax_1) - - -exp(t141)x : A; € I',t; > 0,k € N};
(i1) Ar(x) = Ar(1)z;

(111)Ar(1) € um subsemigrupo de G;

(iv) Ar(x) € um subconjunto conexo por caminhos de G.

Demonstragao: A demonstragao é imediata. O item (i) é andlogo a proposigao

anterior, com o cuidado de tomarmos trajetérias em tempos nao negativos. m

Outra propriedade que nos sera 1util na descricao de conjuntos de atingibilidade

¢ de acessibilidade, que é definida como segue:

Definigao 2.8. Um sistema I' é chamado de acessivel em um ponto z € G se o

conjunto de atingibilidade Ar(z) tem interior ndo vazio em G.

O sistema I' é acessivel se for acessivel a partir de todos os pontos de G.

Agora podemos definir a controlabilidade.

Definicao 2.9. Um sistema I' é chamado controldvel se, dado qualquer par de
pontos g e 1 em G, o ponto x; pode ser atingido a partir de zy ao longo de uma

trajetéria de I', para um tempo nao negativo, ou seja:
x1 € Ar(z) para cada xg, 1 € G.
Em outras palavras
Ar(z) = G para todo x € G.

Para exemplificar a definicao acima, vamos mostrar um caso de sistema con-

troldvel em R? — {(0,0)}.

Exemplo 2.10. Considere as matrizes
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0 1 1 0
=(ha)ee=(o 5
¢ o sistema I' = {A, B, —B}.

Vamos mostrar que o sistema I' é controldvel em R? — {0}. Para isto note que,

ia [ cost —sint N 5 [t 0
€ —(sint cost ),e _(0 et )¢ T 0 e )

A

Dessa forma, e** ¢ uma matriz de rotacdo, ou seja, a trajetéria de um ponto

r € R? — {(0,0)} é a circunferéncia Sﬁx” (circunferéncia de centro em (0,0) e raio
l]1)-

Dados = = (z1,x2) e y = (y1,y2) devemos mostrar que existe uma trajetéria do
sistema I' com ponto inicial em x e que passa por y, o que faremos analisando alguns

Casos:
Primeiro caso: ||z|| = ||y]|.

Neste caso, ambos pertencem & mesma circunferéncia de raio ||z||, assim, existe

t; > 0 tal que 4

x =y, logo essa ¢é a trajetoria com ponto inicial em x e final em
Y.
Segundo caso: ||z|| < ||yl

Neste caso vamos mostrar separadamente duas possibilidades: ;1 # 0 e 21 = 0.

Para x # 0 temos

t
€T .
Py = < ot ), assim, quando t — oo temos
2

] = /(e + () — oo,

2

ly| Ou s€ja, a trajetéria e'Pz leva o

o que implica existe t; > 0 tal que e"'Pz € S
ponto x & um ponto da circunferéncia de centro em (0,0) e raio ||y||.

A

Em seguida aplicamos a matriz rotacao e no ponto e*®z. Sabemos que existe

t2A€t1B

to > t; tal que e x = y. Dessa forma, com essa concatenacao de trajetorias

obtemos uma trajetéria f(t) tal que f(0) =z e f(t2) = y, como querfamos.
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Ja para x; = 0 comecamos aplicando a matriz rotacao ¢4, tomando um ¢, > 0
onde

—sint , .
etody = ( cf)lsrjfof(:cf? ) é tal que —sintoxzy # 0.

Assim caimos no caso anterior. Desta forma, existem ty > t; > ty tais que

et24etiBetody — ¢y ou seja, essa concatenacao de trajetérias é a trajetéria que une x

avy.
Terceiro caso: ||z]| > ||yl

Novamente temos duas possibilidades: xo = 0 ou x5 # 0.

—t
Para x5 = 0 temos que e'Bx = ( ¢ 056'1 )

Assim, quando t — oo temos:

D] = v/fea)? =0,

2

7, ou seja, a trajetoria e!=Blg

o que implica que existe t; > 0 tal que e""Blz € S
leva o ponto x a um ponto da circunferéncia de centro em (0,0) e raio ||yl

A

Em seguida aplicamos a matriz rotacido e no ponto e*~Bz. Sabemos que

existe t, > t; tal que e?4e!'(=Blg =y, e essa trajetéria que une x a y.

J& para 9 # 0 comecamos aplicando a matriz rotacao e, tomando um ¢y, > 0

onde

oAy costory — sintoxs
sintpxy + cos tpTa

) é tal que sintgxq + costors = 0.

Assim caimos no caso anterior. Desta forma, existem ty > t; > t; tais que

ef24etiBetody — ¢ ou seja, essa concatenacio de trajetérias une z a y.

Portanto, dados quaisquer z,y € R? — {0} existe uma trajetéria que os contém,

o que significa queA (z) = R? — {0}, logo o sistema I" é controlavel em R? — {0}.

24



2.2 Acessibilidade Normal

Dado um grupo de Lie G e um subconjunto I' de sua dlgebra de Lie, um pontoy € G
é I'-atingivel a partir de um ponto z € G se existem elementos Ay, Ay, ... Ay € 'et =

(t1,ts,...t;) € R* com coordenadas nao negativas, tais que y = exp(txAy) - - - exp(t1 A1) .

A seguinte nocao é mais forte que a de atingibilidade e nos sera muito util para
o estudo das propriedades topoldgicas de conjuntos de atingibilidade e da controla-

bilidade.

Definicao 2.11. Um ponto y € G é chamado de I'-normalmente acessivel a partir
de um ponto z € G se existem elementos A;, As,...Ay € I et € R¥, com coordenadas
positivas t1, ta, ..., tx, tais que a aplicagao F'(t1,ta, ..., tr) = exp(txAx) - - - exp(t1 A1)z,

vista como uma aplicaciao de R¥ em G, satisfaz as seguintes condicoes:

O F() =y
(ii) O posto da diferencial dF|; é igual a dimensao de G.

Lema 2.12. Se y é I'-normalmente acessivel a partir de x e z € I'-atingivel a partir

de y entao z é I'-normalmente acessivel a partir de x.

Demonstragao: Seja F' uma aplicacao satisfazendo as condigoes da definicao de
acessibilidade normal para x e y. Consideremos também campos Ay 1, Axyo,...A; €
[ tais que G(t;,...,tgr1) = exp(tiA;) - - exp(tpr1Aki1)r = 2z, onde tgiq,...,t; sdo

nimeros reais positivos. Entao
z = exp(tiA;) - - exp(tps1 A1) exp(tiAy) - - -exp(tiAy)x = G(ty, ..., tg1) F(th, .., tr)
e, consequentemente, a aplicacao H(x,y) = F(x)-G(y), onde z € R¥ e y € R de

R! em ( satisfaz as condicdes da definicio de acessibilidade normal. m

Teorema 2.13. Se Lie(I') = g entdo em qualquer vizinhan¢a O da identidade 1 €
G existem pontos I'-normalmente acessiveis a partir de 1. Conseqiientemente o

conjunto intA N O € nao vazio.

25



Demonstragao: Vamos fazer a demonstracao por inducao sobre n = dimg =
dim(Lie(I")). Se n = 0, a afirmacao é ébvia. Suponhamos entao que n > 0 e fixemos
uma vizinhanga O da identidade 1. Seja A; € I' um elemento nao nulo, e; € R

positivo e suficientemente pequeno para que a curva
My = {exp(t1 A1) : 0 < t; < &1}

seja uma variedade diferenciavel unidimensional contida na vizinhanga O. Sen =1
entao qualquer ponto de M; é normalmente acessivel a partir de 1 por A;, uma vez
que a aplicagdo F'(t;) = exp(t1 A1) tem posto 1 no intervalo I; = (0,e1). Sen > 1,
existe um elemento A, € I' tal que o campo invariante a direita A, nao é tangente a
M; em nenhum ponto de M; pois, se este for o caso para qualquer A, € I' terfamos

que dim(Liel')=1, o que nao ocorre. Desta forma o conjunto
M, = {exp(tQAg) exp(tlAl) 0<t; < Ez‘,i = 1, 2}

¢ uma variedade diferenciavel bidimensional contida em O para positivos suficiente-
mente pequenos £1, 5. Além disso, a aplicagao Fy(ty,ts) = exp(toAs) exp(t;A;) tem
posto 2 no dominio Iy = (0,e1) x (0,£2). Se n = 2 o lema esta provado, uma vez
que, neste caso, todo ponto de M5 é normalmente acessivel a partir de 1 por A; e
As.

Suponhamos entao n > 2 e que para todo k < n existam elementos Aq,..., Ay € T’

tais que a variedade diferenciavel k-dimensional
My, = {exp(tiAg) - --exp(t14y) : 0 < t; < ei=1,....k}

esteja contida na vizinhanca O para certos niimeros reais positivos suficientemente

pequenos €1, ..., £, € que a aplicagao
Fk(tl, ey tk) = exp(tkAk) cee €Xp<t1A1>

tenha posto k£ no dominio I}, = (0,e1) x ... x (0,&).
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Se n = k 4+ 1 entao existe um elemento A, € I' tal que o campo invariante a
direita A, nao é tangente a M; em nenhum ponto de My, pois, se esse for o caso
para qualquer A, € I terfamos que dim (Liel')= k o que nao ocorre.Desta forma o
conjunto

M, = {exp(t,A,) - -exp(t1A1) : 0 <t; < e i=1,..n}
¢ uma variedade diferenciavel de dimensao n contida em O para positivos suficiente-
mente pequenos €1, ..., &,. Além disso, a aplicagdo F,(t1, ..., t,) = exp(t,A4,) - - - exp(t1 A1)
tem posto n no dominio 7, = (0,&1) X ... X (0,&,).
Entao todo ponto em M, é normalmente acessivel a partir de 1 por Ay, ...A,.

Pela construcao feita, a imagem de I,, pela aplicacao F;, é um conjunto aberto contido

em A e O. Portanto F,,(I,,) C int(ANO). m
O teorema acima ainda pode ser sensivelmente melhorado.

Corolario 2.14. Se Liel' = g entdao todo ponto do interior ””’do conjunto de atin-

gibilidade ¢ I'-normalmente acessivel a partir de 1.

Demonstragao: Seja y um ponto no interior do conjunto de atingibilidade A.
Entao 1 é um ponto no interior do conjunto (A™!)y. Desde que Liel' = g, pelo
Teorema(2.13), existe z € (A™1)y que é I-normalmente acessivel a partir de 1. Como

y € Az pelo Lema(2.12) y é I'-normalmente acessivel a partir de 1. m

Se a dlgebra de Lie gerada por I' nao coincide com a agebra de Lie g, entao I’
pode ser considerado como um sistema invariante a direita da érbita O. Pelo item

(7i) da Proposicao (2.6) temos que Liel" coincide com a dlgebra de Lie do grupo O.

O proximo resultado relaciona o conjunto de atingibilidade A com a o6rbita O.

A notacao intpA indica o interior de A em O.
Lema 2.15. Com as notacdes acima estabelecidas sao vdlidas as relacoes:

(1) O conjunto de atingibilidade de A estd contido na drbita O;
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(i1) Para qualquer vizinhanga O da identidade na topologia da orbita O, a interse¢ao

(intoA) N O € nao vazia;

(111) Além disso, fecho(intoA) D A.

Demonstracao: O item (i) é imediato. O item (i7) segue do Teorema (2.13) uma
vez que Liel" é a dlgebra de Lie do grupo de Lie O. Para provar a inclusao (7i)
tome qualquer ponto x € A e escolha qualquer vizinhanca U de z em O. Temos que
mostrar que (intpA) NU é ndo vazia.

Existe uma vizinhanga O de 1 em O tal que Oz C U. Pelo item (i) existe um ponto

y € ntpANO. Entao yr € intpANU. m

Trabalhando no contexto mais geral de campos vetoriais sobre uma variedade,
Sussman demonstrou em [15], Teorema 4.3, que a controlabilidade é equivalente a
acessibilidade normal a partir de todo ponto. No caso particular de grupos e algebras

de Lie tal teorema tem a seguinte formulagao:

Teorema 2.16. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se I' C g é um
sistema, entao I' € controldvel se, e somente se, x € normalmente acessivel a partir

de y, para quaisquer x,y € G

2.3 Acao de Grupos

Com o objetivo estudar os sistemas de controle subordinados a agoes grupos, nessa

secao, vamos definir este conceito e apresentar alguns exemplos.

Definicao 2.17. Dizemos que um grupo de Lie G age em uma variedade M se existe

uma aplicacao diferencidvel

0:GxM-—-M

que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) 6(g192, ) = 0(g1,0(ge, z)) para quaisquer g1, g2 € G e qualquer = € M;
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(i) (1, z) = x para todo x € M.
Para cada g € G consideremos o difeomorfismo
0y : M — M
definido por
z— fy(x) =6(g, ).
Note que a inversa de 6, ¢ dada por 0,-1.

A aplicagao g — 0, é chamada de acao de G' em M. Qualquer acao ¢ um

homomorfismo do grupo G no grupo Dif(M) dos difeomorfismos de M.

Exemplo 2.18. O grupo G = GL(n,R) age no R" da seguinte maneira:
0(g,z) =g-z,9 € GL(n,R) e x € R™

Dada uma acao € de G em M, definimos a érbita de um ponto x € M como
sendo o conjunto

Gz = {0,(x) : g € G}.

Dizemos que a agao # ¢ transitiva, ou que G age transitivamente em M através

de 0 se Gp = M, para todo p € M, isto é, para todos p,q € M existe g € G tal que

0(g,p) = q.

Exemplo 2.19. A agdao de GL(n,R) em R™ induz, por restri¢ao, agoes de seus
subgrupos. No caso do grupo SL(n,R) = {g € GL(n, R) : det g = 1} temos que ele

age transitivamente em R"™ — {0}.
Para todo pg € M, definimos o conjunto
Gp, = {9 € G :0(g,p0) = po}-

Temos que G, é um subgrupo fechado de G o qual serd denominado de grupo

de isotropia do ponto py.
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Uma variedade que admite uma acgao transitiva de um grupo de Lie é chamada
espago homogéneo deste grupo de Lie. Conforme [11], Teorema 3.62, se 0 : Gx M —
M é uma agao transitiva de um grupo de Lie G na variedade M e py € G entao G/H
é difeomorfo a M, onde H é o subgrupo de isotropia de pg. Espacos homogéneos
sao exatamente variedades que podem ser representadas como quocientes de grupos

de Lie.

2.4 Sistemas induzidos

Se G é um grupo de Lie que age em uma variedade M, consideremos um sistema
invariante a direita I' em . Podemos construir um sistema em M induzido por I'.
E essa a situagao que sera discutida nessa se¢ao, estabelecendo uma relagao entre a

controlabilidade de tais sistemas.

Supondo que 6 é uma acao do grupo de Lie G na variedade diferenciavel M, para
qualquer elemento A € g e todo t € R temos que exptA € G. Assim feyp14 pertence
ao grupo dos difeomorfismos de M e, fixando x € M, podemos considerar a curva
¥ : R — M definida por ¢(t) = fexpra(z). Observe que ¢(0) = z e que % |,— é uma
aplicacao de R no espaco tangente T, M. Em particular %hzo(l) = %|tzoﬁexpm(m)
¢ um vetor em T, M. Dessa forma, a cada A € g podemos associar um campo de

vetores 0,(A) em M definindo

0.(A)(z) = %|t:09exptA(x).

Usaremos a notagao 6.(g) para denotar o conjunto {6.(A) : A € g}.

Definicao 2.20. Um sistema de campos de vetores F em M é chamado subordinado
a uma a¢ao 6 se F esté contido em 6,(g). Se F = 0,(I') para algum subconjunto

I' C g dizemos que F ¢é induzido por I'.
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2.5 Sistemas Afim

A agao linear de grupos lineares G C GL(n,R) no espago R™ induz sistemas que
sao bilineares, ou mais geralmente, sistemas afim. Este ultimo serd visto mais de-

talhadamente nesta secao.

Seja Af(n,R) o grupo das transformagoes afim inversiveis de R™. Se T €
Af(n,R) existem unicos X € GL(n,R) e z € R” tais que T'(v) = Xv + x. Desta
forma podemos identificar cada elemento de Af(n,R) com um elemento (X, z) €

GL(n,R) x R™ munido do produto semi-direto
(X1, 21) (X2, 12) = (X1 Xa, X1(22) + 21)

GL(n,R) x R™ torna-se um grupo, o qual pode ser identificado com o grupo afim

Af(n,R). Usando a notacao classica de produto semi-direto temos entao que
Af(n,R) = GL(n,R) N R".

O grupo afim Af(n,R) pode também ser visto como um subgrupo de GL(n +
1,R). Isto é feito identificando cada elemento (X,z) € Af(n,R) com a matriz

Y:()O( f)eGL(nH,R).

A algebra de Lie af(n,R) do grupo afim é representada pelas matrizes

A= <gl g),Aeg[(n,R),aeR”.

Para obtermos o subgrupo a um parametro em Af(n,R) correspondente a A €

af(n, R), usamos a expansdo em série de Taylor para exptA. Temos

_ tA  etA—Id
eXptA:(eO Al a)

onde “47Id = ¢1d + A4 4 LA 4

t
Mergulhando o R™ em R"*! como o hiperplano
{(v1, .oy v, D) € R 2 (v, .0, 0,)" € R™}
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obtemos uma aplicagdo afim do R™ definida por um elemento X € Af(n,R) da

(1) 1) ()= ()

Com isso o grupo Af(n,R) que, com as devidas identificagoes, é um subgrupo

seguinte forma:

de GL(n + 1,R), age no R" como segue:
O<(v) = Xv+x, com X € Af(n,R) e v € R,

Assim temos os fluxos correspondentes no R™ dados por

brpi) =exptd- (] )

B etA efAA—Ida . v
L0 1 1
tA ]d
= etAv + e—a.

A

Os campos induzidos no R" sao entao:

— d,_
0.(A)(v) = E|t_oeexpt2(v> = Av+a,v e R".

Para exemplificar esta situacao podemos tomar GG como um subgrupo conexo de
Af(n,R) que age transitivamente no R", por exemplo, o grupo das transformagoes

afim inversiveis do R™ que preservam orientacao:

Afi(n,R) =R" X GL, (n,R) = {()o( 91” ) : X € GL,(n,R), x ER”}

ou 0 grupo

X =z

E(n,R) =R" X SO(n,R) = {( 0 1

) : X € SO(n,R),z € R”}

Para vermos que realmente o grupo E(n,R) age transitivamente em R", consid-

eremos u, v € R", ambos nao nulos.
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Sejam u; = %, v; = 2 € S"71, ou seja, u; e v; pertencem a esfera unitéria em
Jul]? [v]] ’

R".
Sabemos que existe X € SO(n,R) tal que Xu; = v;. Dessa forma temos que

[l

Xu = X([Jullur) = |Jul Xuy = [Juljor = ol
Assim,
Xu+z=wv,
para algum z € R" se, e somente se
Il
vt+x=v
]
que é equivalente a
(1 — M) v
o]
Portanto, se X € SO(n,R) ¢ tal que Xu; = v; e tomarmos z = (1 — %) v,

entao:

(X,x)u:Xu+x:Mv+<1_M)U:

o] o]

No caso em que u = 0, basta tomar z = v e X € SO(n,R) qualquer.

Ja quando v = 0, tomamos X = Id e ainda x = —u. Assim, fica provado que

E(n,R) age transitivamente em R™.

Agora, para ver que Af,(n,R) também age transitivamente em R" basta obser-

varmos que Af,(n,R) C E(n,R), logo é evidente o resultado.

Nestes casos temos que as algebras de Lie correspondentes sao respectivamente:

af(n,R) = R" X gl(n,R) = {( 61 g ) A€ gl(n,R),a€ R”}

e(n, R) = R" % s0(n, R) = {( “g ‘ ) :AEso(n,R),aeR”}.

33



Um sistema

F:{ZJFZuiE:u:(ul,...,um)eUcRm} Cg (2.1)

i=1

no grupo de Lie G, onde A = (61 8) e B, = ( % % >,i: 1,...,m; induz no

R™, o seguinte sistema afim:

:t:Ax—ka—l—ZuiEi;u: (Uiy ooy Upy) € R™ 2 € R™. (2.2)

=1
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Capitulo 3

Controlabilidade

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados basicos onde serao estabelecidas

condicoes para a controlabilidade de um sistema I' em grupos de Lie.

Na primeira secao apresentaremos condigoes béasicas para a controlabilidade de
sistemas. Comecgaremos pelo Teorema (3.1) que relaciona a controlabilidade de um

sistema I' em G e do sistema induzido por I' em G.

Na segunda se¢ao mostraremos uma das principais condigoes para ocorréncia da
controlabilidade: mostraremos, no Terorema (3.7), que um sistema I" é controlavel

se, e somente se, 1 € intA.

3.1 Condicoes basicas para controlabilidade

Nesta secao vamos apresentar resultados que nos dao condigoes béasicas para a con-

trolabilidade de sistemas.
O teorema a seguir é um resultado que relaciona a controlabilidade do sistema

I' em G e do sistema induzido por I' em M.

Teorema 3.1. Sejam 6 uma acao de um grupo de Lie conexo G em uma variedade
diferencidvel M, ' um sistema invariante a direita em G e F = 0,(I') o sistema

induzido em M por I'. Entao:
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(i) Para todo ponto x € M, o conjunto de atingibilidade de F a partir de x é
Ar(r) = Opp(z) = {0y(x) : g € Ar(z)};
(ii) Se a acgdo 0 € transitiva e I' € controldvel em G, entdo F é controldvel em M;

(i1i) F € controlavel em M se, e somente se, o semigrupo Ar age transitivamente

em M.

Demonstracao: Para demonstrar(i), seja g(t) uma trajetéria de I'. Entao 0, ()
é uma trajetéria de F em M pois, se restringirmos ¢ a um subintervalo onde g(t)
¢ a trajetéria de um unico campo A € [ entdo ¢(t) = exptA neste intervalo.
Dai Oy (x) = Ocxpra(r) é uma trajetéria do campo 6,(A) € F mostrando que
Oa.(z) € Ar(x). Por outro lado, se y € Ax(x), sem perda de generalidade podemos
supor y = x(7T), onde T' > 0 e z(-) é uma trajetéria de um campo 6,(A) com A € T'.
Mas a trajetéria de 6.(A) por & é 2(t) = Oexpra@). Logo y = (1) = Oexpra() ©
exptA € Ar. Portanto y € Ag(x).

Sendo I" controlavel entao, pelo item (7), Ax(x) coincide com a érbita da acao

0 em M através de . Como a agao é transitiva temos que Ax(x) = M para todo

x € M. Portanto F é controlavel em M, o que mostra (ii).

Suponhamos agora F controlavel em M, ou seja Ax(xz) = M para todo x € M.
Pelo ftem (i) concuimos que {0,(z) : g € Ar} = M. Logo, dado y € M temos que
y = 0,(x) para algum g € Ap. Portanto Ar age transitivamente em M. Por outro

lado se Ar age transitivamente em M entao
{0,(z) : g € Ap} = M qualquer que seja z € M.
Entao Ax(x) = M para todo x € M e dai F é controldvel em M. m

Podemos aplicar o teorema acima nos sistemas afim descritos no capitulo ante-
rior. Assim, pelo Teorema (3.1), o sistema (2.2) serd controldavel no R™ sempre que

(2.1) for controlavel em G.
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Teorema 3.2. Seja I' um sistema invariante a direita em um grupo de Lie G. Se

I' € controlavel em um grupo de Lie G entdo o grupo G € conexo.

Demonstragao: Se I' é um sistema controldvel em G entao A(z) = G,V € G.

Pela Proposicao (2.7) temos que A(z) é conexo. Logo G é conexo. m

Pelo teorema anterior temos que uma das condi¢oes necessarias para a contro-
labilidade é a conexidade do grupo de Lie em que se esta trabalhando. Em vista

disso, no que se segue, todos os grupos de Lie considerados serao conexos.

Teorema 3.3. Uma condicao necessdria para que um subconjunto I' C g seja con-

troldvel é que ' gere g como sua dlgebra de Lie.

Demonstragao: Se A = G entdo O = G e dai LieO = LieG = g. Pelo Lema(2.6)

temos que LieO = Liel'. Assim, Lie'=g. m

O teorema acima nos déd uma condigao para a controlabilidade. Tal condicao
¢ usualmente citada como condicao do posto. Em geral, a condicao do posto nao
é sufuciente para a controlabilidade, mas é equivalente a acessibilidade pois, em
decorréncia do Teorema (2.13), se Liel' = g entao o conjunto de atingibilidade A

tem interior nao vazio no grupo G.

Teorema 3.4. Um subconjunto I' C g € acessivel na identidade (e portanto em

qualquer ponto de G) se, e somente se, Liel' = g.

Demonstragao: Se o conjunto A tem interior nao vazio em G entao o mesmo
acontece para a érbita (0. Tomemos entao x no interior dessa orbita. Neste caso,
o espago tangente a O em x coincide com o espago tangente a G em x e, pelo
Lema(2.6), O(z) é uma variedade integral maximal da distribuicao Lie(I"). Portanto
g = Lie(T"). Por outro lado, se Liel' = g entao, pelo Teorema(2.13), intA # 0, isto

é, é acessivel na identidade. m
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Teorema 3.5. Se G é conexo, um subconjunto I' C g € controldvel se, e somente

se, valem as sequintes condigoes:

(i) O conjunto de atingibilidade A é um subgrupo de G
(11) Lie(T' )= g.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que que I seja um sistema controlavel,
ou seja, A(zr) = G para qualquer = € G. Em particular A = A(1) = G é subgrupo
de G e, pelo Teorema(2.13), temos Liel’ = g.

Reciprocamente, suponhamos validas as condigdes (i) e (i7) acima e tomemos
A e€T. Como A é subgrupo de G entao exp(tA) bem como seu inverso exp(—tA)
estao em A para todo t > 0. Assim o conjunto de atingibilidade A coincide com a
érbita O do sistema I'. Como Lie(I')= g e O ¢ a variedade maximal da distribuicao

Lie(I") passando por 1 temos O = G. Portanto A = G, ou seja, I' é controlavel. m

Proposicao 3.6. Um sistema I invariante a direita é controldvel em um grupo de

Lie conexo G se, e somente se, € controlavel a partir da identidade, isto €, A = G.

Demonstracao: Basta aplicar o Lema(2.7) o qual afirma que A(z) = A(1)z.De
fato, se I" é controlavel e z € G temos que A(x) = G e, em particular, A(1) = A = G.
Por outro lado, se A = G entdo, como A(z) = Az temos A(zx) = Az = Gz = G.

Portanto I' é controlavel. m
Dessa forma vimos que para garantir a controlabilidade de um sistema invariante

a direita em um grupo de Lie conexo, basta garantir a controlabilidade na identidade.

3.2 Condicao do posto

Um subconjunto I' C g é dito ter posto maximo se a condi¢ao do posto é valida,

isto é, se Liel' = g.
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Em um sistema de posto maximo, o conjunto de atingibilidade A tem interior
nao vazio em G. Mas em geral, a identidade 1 pode nao pertencer ao interior de A.
Quando isso acontece obtemos uma das principais condi¢oes para a ocorréncia da

controlabilidade.

Teorema 3.7. Um sistema invariante a direita I' em um grupo de Lie conexo G €

controlavel se, e somente se, o elemento identidade 1 pertencer ao interior de A.

Demonstragao: Se I' é controlavel entao A = G e assim 1 € intA.

Por outro lado, seja U = intA e suponhamos que 1 € U. Conforme [11], Proposicao
3.18, G = ., U™ consiste de todos os produtos com n parcelas de elementos de
U. Pelo Lema(2.7), A é semigrupo de G e portanto U™ C A qualquer que seja o
nimero natural n. Assim G = [J72, U" C A e temos que A C G C A. Portanto

G =Acel écontrolavel em G. m

A seguinte proposicao é fundamental pois nos mostra que no estudo da contro-
labilidade de sistemas de posto méximo podemos substituir o conjunto de atingibil-

idade A pelo seu fecho.

Teorema 3.8. Se G ¢ um grupo de Lie conexo e o conjunto de atingibilidade A de
um sistema invariante a direita I' de posto mazrimo é denso entao I' € controlavel

em Q.

Demonstragao: Consideremos o sistema —I' = {—A : A € I'} cujas trajetdrias
sao as trajetorias de I' percorridas no sentido contrario. O conjunto de atingibilidade

de —T'" ¢
A _p = {exp(—tp Ay - -exp(—t1A;) : A, €T,t; >0,k € N} = A1

Como o sistema —I' também tem posto maximo, pois Lie(—I')= Lie(I')=g, seu
conjunto de atingibilidade tem interior nao vazio e assim contém um aberto O;. Por

outro lado, como I' tem posto maximo existem x € G e uma vizinhanga O(z) de =
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contida em A. O fecho do conjunto de atingibilidade a partir de x também é denso,
isto é, fecho(A(z))=fecho(Az)=G. Assim existe um ponto y € A(z) N O;. Temos
que y € Ar e portanto yz~! € A. Levando em consideragao que O(z) C A e o fato
de A ser semigrupo de G' obtemos que a vizinhanga O(y) = yz~'O(x) do ponto y
estd contida em A. Mas y € O; C A~! implica que y! € A e a vizinhanca da
identidade O(1) = y~'O(y) estd contida em A. Portanto 1 € intA e entdo, pelo

Teorema(3.7), I' é controlavel em G. m

O lema a seguir nos mostrara que o conjunto formado por todas as familias de

campos finitas e transitivas formam um conjunto aberto e denso em g.

Sussman trabalhando em um contexto mais geral, mostrou esse resultado no
Teorema (5.1) de [15]. Nés reformulamos o teorema para um caso particular, tra-
balhando apenas em &algebras de Lie de dimensao finita, pois € esse o caso em que

sera necessaria a sua utilizacao no decorrer do trabalho.

Considere uma subdlgebra de Lie g C gl(n,R) e r um inteiro positivo. Seja F
a familia de todos os subconjuntos finitos com r elementos de g que geram g como

algebra de Lie. Nestas condicoes temos:

Lema 3.9. F € um subconjunto aberto e denso de g X g X ... X g (1 vezes).

Demonstragao: Considere uma familia com r elementos {A;, As, ..., A.}. Con-
sidere agora uma colecao formada pelos elementos A;, i=1,....k, junto com todos os
possiveis colchetes entre eles, [A;, As], [A1, As),... e ainda com todos os colchetes
iterados [A1, [A1, As]], ... até termos os colchetes com 7 elementos, teremos entao a

colegao C = {C1,Cs, ..., C }

Seja {aq,...,a,} uma base para g. Cada elemento da colegdo descrita acima é

uma matriz cujas entradas sao polinomios das entradas de Ay, As, ..., A,.

Escrevendo

Ol = Q1101 + A91Qg + ... + Ap1Qy,
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Cg = a2101 + A2 + ... + Ap20Qipy

Cm = Q1m0 + A2mQ2 + ... + Ay

donde formamos uma matriz B, .., onde m é o nimero de elementos da colecao

dada. Logo:
aix 0 Qim

anp1 -+ OGpm

Calculando todos os possiveis determinantes dos blocos n X n da matriz B obte-

remos polinomios, que chamaremos p;, das entradas de A;, Ao, ..., A,.

O conjunto de elementos Aj, As, ..., A, que a colecdo gerada por eles contém

menos que n elementos independentes ¢ dada pela anulagao dos polindmios p; acima.

Mas se tais determinantes se anulam, esses sao exatamente os elementos que nao
geram g e, dessa forma, se tomarmos o complementar do conjunto formado pelas

raizes dos polinomios p; = 0 forma um conjunto aberto e denso de g x g x ... X g. m

Para exemplificar o resultado anterior, vamos tomar o caso particular do sl(2, R).

Exemplo 3.10. Considere A, B € s[(2,R) sendo
a b d e
A_(c _a)eB—<f _d).

bf —ce  2(ae — bd)
[A7B]:(2(cd—af) ce —bf )

Dessa forma,

Se tomarmos como base para o sl(2,R) os elementos

(1 0 (01 (00
M=o -1 ) Loo0o)®m 10
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podemos escrever:

A = aaq + bag + casz;

B =do; + eas + fas;

[A, B] = (bf — ce)ay + 2(ae — bd)as + 2(cd — af)as.

Obtendo assim a matriz

a d bf —ce
C=10b e 2ae—bd)
c f 2(cd—af)

Temos que os elementos A, B e [A, B] geram sl(2,R) como &lgebra de Lie se ndo

forem raiz do polinomio dado por:

det C' =0,

ou melhor,

V2 f2 + c2e? + 4(acde + abdf — a’ef — bed?) — 2bcef = 0 (3.1)

Mas observe que b? f2+c?e* +4(acde + abdf — a*e f —bed?) — 2bce f é exatamente o
determinante do colchete [A, B], ou seja, A, B e [A, B] geram sl(2,R) como algebra

de Lie se, e somente se, o det[A, B] # 0.

Portanto, pelo resultado acima, o conjunto de todos elementos da forma (A, B, [A, B]) €
sl(2,R) x sl(2,R) x sl(2,R) que nao sdo raizes do polindémio dado em (3.1) formam

um conjunto aberto e denso em sl(2,R) x s1(2,R) x sl(2,R).
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Capitulo 4

Controlabilidade de Sistemas afim

O objetivo deste capitulo é determinar condicoes necessarias e sufucientes para a

controlabilidade de sistemas de controloe da forma:

fl_f = (Ao +a0) + Y ui(B)(Aiw + ), (4.1)

onde Ay, ..., A,, sao sao matrizes n X n com entradas reais e ag, ..., a,, S20 vetores em

R™. Os controles uy, ..., u,, sao fungdes reais do tempo t definida no intervalo [0, co).

Estes sistemas sao uma generalizacao de sistemas bilineares, que sao bem mais

estudados que sistemas deste tipo.

Na primeira secao deste capitulo apresentaremos alguns resultados preliminares,
na direcao do teorema principal do trabalho. Nessa secao mostraremos o Teorema
(4.5) que diz que Se ? ¢ uma familia de campos vetoriais lineares em V que é
transitiva em V' — {0} ent@o existe uma subfamilia finita .fo} de F que também ¢é

transitiva em V' — {0}.

Na segunda secao, vamos trabalhar principalmente com conjuntos que sao deix-
ados invariantes por transformacoes afim, bem como por sua projecao linear. Ap-
resentaremos alguns resultados, dentre os quais destaca-se o Lema (4.10), onde

7’ el . . ﬁ Va .
mostramos que se F ¢ uma familia de campos vetoriais afim tal que F é transi-

tiva em V' — {0} e F nao tem pontos fixos em V entdo, para cada = € V', S(F)(x)
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é ilimitada.
Na terceira secao apresentaremos o resultado principal de nosso trabalho, o Teo-
rema (4.13). Em tal teorema mostraremos que seja F uma familia de campos veto-

ﬁ
riais afim em V' tal que F ¢ transitivo em V — {0} e F nao tem ponto fixo em V'

entao F ¢ transitiva em V.

Na quarta se¢do vamos fazer aplicagoes do Teorema (4.13). Vamos apresentar
H
também um contra-exemplo mostrando que a condi¢ao da transitividade de F nao

é necessaria para a transitividade de F.

4.1 Resultados preliminares

Nesta segao vamos apresentar alguns resultados auxiliares, que nos fornecerao fer-

ramentas para a demonstracao do teorema principal do trabalho.

Comecaremos com um lema, que pode ser encontrado de forma mais geral em
[18], mas que aqui serd enunciado e demonstrado, segundo nossas necessidades, em

um espago vetorial de dimensao finita.

Nesta secao consideraremos V um espaco com produto interno e denotemos por

(-,+) tal produto interno. Ainda, chamaremos de S™ a esfera unitaria em V.

Consideremos A € End(V') e sp(A) o espectro de A, ou seja, o conjunto de todos
os autovalores de A. Seja A* aplicagao adjunta de A relativa ao produto interno

(-,-). Com essas notagoes temos:

Lema 4.1. Seja T um operador auto-adjunto em um espago vetorial de dimensao
finita e = {ey, eq, ..., €, } uma base ortonormal constituida de autovetores de T. Se-
jam Ai, Aa, ..., Ap, 08 autovalores de H associados respectivamente a cada e;. Supon-
hamos que A\; < Ay < ... < \,. Sejavg €V com ||vg|| = 1 tal que N\g = (T'(vy), vo) =
inf{(T'(v),v) :v € V,|jv|]| = 1}.

Entao Ay € autovalor de T, mais precisamente \g = Aq.
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Demonstragao: Suponhamos que vy = aje; + ases + ... + ane,. Observe que
(T(e;),e;) = (Nieg, ;) = N, para todo i € {1,2,...,n}. Como (T'(v),v) = (T(vg), vo)

sempre que |[v]| =1 temos que, se v = byey + baeg + ... + b€, entao

b%)\l + bg/\g + ...+ bi)\n 2 (11)\1 + CLQ)\Q + ...+ an)\n, (42)

sempre que b2 + b3 + ... + b2 = 1.
Se a; = 1 o resultado é imediato. Suponha entao que a; # 1.
Se A = Ay = ... = A\, entdo (T'(v),v) = bIN +b3Ao+...+02 N, = (D3 +b5+...+b2)\ =

A1 e assim temos o resultado.

Caso contrario existe ¢ > 1 tal que
AM=XA=...=N< A\ <. <\, (4.3)

Suponhamos que a; = ay = ... = a; = 0. Neste caso Ay = A\j(a?; + ... +a2) <

ai A1+ ...+ a2\, 0 que é um absurdo. Assim existe j € {1,...,i1} tal que a; # 1 e

a; # 0. Logo
n
ai=1- Z az > 0. (4.4)
k=1k#j
Note que se a;11 = a;40 = ... = a, = 0 temos vy = aje; + ases + ... + a;e; e entao

(T(v0),v0) = @A + a2Xg + ... + a2h; = Ay
Caso contrério, existe [ € {i + 1,...,n} tal que a; # 0. Assim temos por (4.7) que

2
existe m € N tal que a? — =2 > 0 logo

2 2
a; as
a%rw“+mﬂ+ﬁﬂfw“+ﬁ&+nﬁwﬁ—;?M+m+aﬂn<

a2 a2
<ﬁ&+m+ﬁ&+éM+m+ﬁ&+m+ﬁh—ﬁ&+m+ﬁM:

=i+ AN+ LGN+ AN+ ad

o que é um absurdo. m

Agora, vamos enunciar um lema técnico, que sera usado diretamente na demon-

stracao do préximo resultado.
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Lema 4.2. Seja V um espago com produto interno (-,-) tal produto interno, se

H
(Xz,z) > 0, para todos © € S™ e X € F entao o exterior de S™ é invariante por
_>

F.

Demonstracao: Inicialmente observe que se X € Fe (Xz,x) > 0, Vo € 5",

entao (Xy,y) = 0 para todo y em V onde y # 0. Isto pois

(Xy,y) = lylIX (X, 1) = 0, se y #0

ﬁ
Tomemos entao y no exterior de S™ e X € F. Consideremos a fungao real
ft) = (e y, e'y).

Temos que f(t) = 2(Xe!*y, e"Xy) e entdo pela observacao inicial f'(t) > 0,Vt €

R. Com isto f é uma fungao crescente para ¢t > 0.

Como f(0) = (0,0) = ||y||> > 1 entdo [[e"y| > 1,Vt = 0. Isto prova o lema. m

O resultado a seguir diz respeito a transitividade de uma familia de campos

vetoriais lineares.

— —
Lema 4.3. Se F ¢ uma familia de campos vetoriais lineares em V', entao F ¢

transitivo em V' — {0} se, e somente se, as sequintes condigoes forem satisfeitas:
é
(a)S™ C S(F)(x), para cada x € S™ e,
. H .
(b)existem X1 e Xo em F tlais que
: 1 * ]' *
Min sp(§(X1 +X7)<0 e Max sp(E(Xz + X)) >0
Demonstragao:  Suponhamos que 7—2 seja transitiva em em V — {0}. Neste

caso temos que mostrar apenas que a condicao (b) é satisfeita pois a condigao (a)

claramente se verifica.
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Existem X; € F e x; € S" tais que (Xjx1,21) < 0 pois, caso nao existisse, o
é
Lema (4.2) nos garante que o exterior de S™ seria invariante por F, o que contraria

nossa hipétese sobre a transitividade. Entao o valor minimo da fungao
F:5"—>R

definida por
F(z) = (Xjz, z)

¢ menor que zero. Assim, como claramente temos que (X; + X7) é auto adjunto,

1
pelo Lema (4.1) temos que tal minimo é igual ao Min sp(§(X1 + X7). Usaremos

. . 1
argumento analogo para mostrar a existéncia de Xs, tal que Max sp(i(Xg +X35) > 0.
(nesse segundo caso o interior é que ficaria invariante e isso geraria a contradigao ao

supor que nao exista Xs)

Reciprocamente, suponhamos que as condigdes (a) e (b) sao satisfeitas. Uti-
lizando o mesmo argumento do pardgrafo anterior, existem x; e x5 em S™ tais que
(Xq21,71) < 0 e (Xoxe,z9) > 0. Obviamente o mesmo vale para todo A\x; e Az,

com A positivo.

Se S)' denota a esfera de raio r em V' entao, pelo que foi feito acima, temos que
para cada r > 0 existe € > 0 tal que {exptXi(r+e)z; : t <0} e {exptXo(r —e)zy :
t > 0} interceptam a esfera SV, para todo A, tal que r —e < A < r +e. Como
para cada © € V e cada A > 0 temos que S(?)()\x) = )\S(?)(x), segue que
Sy C S(?)(m) para cada z € SY. Logo, para cada r > 0, existe ¢ > 0 tal que
A ={z:r—e < ||z| <r+e} estd contido em 5(7-"))(1:) para cada = € A, .. Isso

ﬁ
mostra que F ¢é transitivo em V — {0}, como querfamos. m

Vimos no Capitulo 2 que um ponto y € G é chamado de ['-normalmente acessivel
a partir de um ponto z € G se existem elementos X1, Xs,...X; € ' et € R*, com co-
ordenadas positivas t1, to, ..., tx, tais que a aplicagao F'(ty, ta, ..., tx) = exp(tx Xy) - - - exp(t1 X1,

vista como uma aplicacio de R¥ em G, satisfaz as seguintes condicoes:
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D) F() = y;
(ii) O posto da diferencial dF'|; ¢é igual & dimensao de G.

Para o préximo lema, vamos denotar por F,, a subfamilia finita X, ..., X}, de-

scrita acima. E claro que y permanece no interior de S(F,,)(x).

H
Lema 4.4. Seja F uma familia de campos vetoriais lineares transitivos em V —{0}.
H
Se K é um compacto em V — {0}, entdo existe uma subfamilia finita Fy de F tal

que K C S(ﬁ;)(x), para todo x € K.

H
Demonstracao: Como F ¢ transitivo em V — {0}, segue do Teorema (2.16)
que, para cada z € K, todo ponto y de K é normalmente acessivel a partir de
ﬁ

x por elementos de F. Tomemos T um ponto de K. Como K é compacto,

—_—
existem y1,va, ..., ym em K tais que K C S(J, Fz,,)(T). Consideremos agora
— m _— . —_— , , L.
Fi = UL, Fzy,- E claro que —F também ¢ transitivo em V' — {0}. Por ar-

— —
gumento idéntico concluimos que existe uma subfamilia finita F, de F tal que
— . — - — —

K C S(—F)(T). Seja agora Fy = F1|J Fo. Dessa forma K C S(Fy)(x) para cada

x € K e concluimos a demonstracao. m

Depois desses lemas estamos aptos a enunciar e demonstrar o primeiro teorema
deste capitulo, que sera utilizado na demonstracao do teorema principal deste tra-

balho.

H
Teorema 4.5. Seja F uma familia de campos vetoriais lineares em V que é tran-
— —
sitiva em V. — {0}. Entao existe uma subfamilia finita Fy de F que também é

transitiva em V — {0}.

Demonstracao: Seja F transitiva em V — {0}. Pelo Lema (4.3) isto é equivalente

as condicoes (a) e (b) de tal lema. Agora, pelo Lema (4.4), existe uma subfamilia
— — —

finita F; de F tal que S™ C S(F1)(x) para cada x € S™.

Sejam X; e Xy elementos de F que satisfazem (b) do Lema 4.3. Assim .?0 =
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.7?{ U{ X1, X2} satisfazem as condigoes (a) e (b) do Lema 4.4 e portanto ?0 é tran-

sitivo em R" — {0}. m

Corolario 4.6. Seja F uma familia de campos vetoriais afim em V tal que:
. - 4 Yy .
(i) F ¢€ transitivo em V — {0};

(11) ndo existe x € V' tal que X (x) =0, para todo X € F.

Entao existe uma subfamilia finita Foy de F que também satisfaz (i) e (ii).

Demonstracao: O conjunto de todos os campos vetoriais afim Af (V') é um espago
vetorial de dimensao finita. Por esse motivo, se F; é uma base para o espago gerado
por F, entao F; é um conjunto finito. Mais ainda, para cada x € V existe um

elemento X em F; tal que X (z) # 0.

Seja Fo C F tal que .7?; ¢ uma subfamilia finita de ? que ¢ transitiva em
V — {0}. Desse modo Fy = F;|JF> é finito e satisfaz (i) e (ii), o que completa a

demonstracao.

Observagao 4.7. Se F é uma familia de campos afim em V que satisfazem a

condigao (i7) do Corolério 4.6 dizemos que F nao tem ponto fizo em V.

4.2 Conjuntos invariantes

Nesta secao trabalharemos com conjuntos invariantes por tranformagcoes afim.
Os proximos resultados sao a respeito das familias de tranformagoes afim.

Para o primeiro resultado consideraremos que se () C V, entao A(Q) é definido
de modo que, v € A(Q) se, e somente se, v =Y »_| \;q; onde ¢y, ..., g, 530 elementos

em @ e i, ..., \, sdo escalares tais que > o | A; = 1.
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—_—
Também denotaremos por A(Q)) o espago tangente de A(Q). Assim v € A(Q)
se, e somente se, v = y -, N\ig; para qi,...,q, em @ e Ay, ..., \, escalares tais que

le )\Z == 0

Lema 4.8. Seja T uma familia de transformacoes afim que deixa invariante o

subconjunto Q@ C V. Entao,
(a) A(Q) € invariante sob T ;

(b) A(Q) € invariante por T.

Demonstracao: Sejav € A(Q). Assimv =>" Ng,ondegqg € Qe > " N\ =1.
Queremos mostrar que se (A4,a) € 7 entdo (A,a)v € A(Q). De fato, temos:

(A a)v = (A, a) (335 i) = AL, M) + a = 3000 MA(gs) + (3275 M)a =
Doimi Ai(A(g) +a) = 307 Mi(A, a)g;.

Como @ ¢ invariante pelos elementos de 7, (4,a)g; € Q e ainda > ;" A\ = 1.
Logo, pela definigao do conjunto A(Q) temos que Y. Ni(A, a)g € A(Q) e portanto

a familia 7 deixam o conjunto A(Q)) invariante, o que mostra (a).

—_—

Agora scja v € A(Q). Nesse caso v = Y " Ng, onde ¢; € Q e d.." N = 0.

Queremos mostrar que se A € ? entao Av € M .
De fato,
Av=AQ T Nig) = D00 MiA(a)
Como @ ¢ invariante por 7, Ag; € Q). Além disso, como Y " A\; = 0 entdo, pela

— — —
definigao do conjunto A(Q), temos que Y ", N\;Ag; € A(Q). Portanto a familia 7

. . % . .
deixa o conjunto A(Q) invariante.

Lema 4.9. Seja 7 uma familia de tranformacoes afim e seja K um subconjunto

compacto de V' com interior nao vazio. Se T(K) C K, entao existe um nimero B

— .
(dependendo de K ) tal que | T|| < B(K), para todo T € T .
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Demonstragao: Seja w um ponto de interior de K. Entao, K —w contém a origem

em seu interior. Seja e > 0 tal que a bola de raio € centrada na origem B, esta contida

em K —w. SeT € T entao, T = ?—i—a, onde a € V', e desse modo, para todo x € K
— — — — —

temos que T (x —w) = T(x) — T(w) = T(z)+a— (T (w)+a) =T(x) — T(w).

Logo, T (z — w) = [T(z) — T(w)] € K — T(w).

Em particular, ?(BE) C K—T(w). Se A=sup{||lx —y||: 2 € K,y € K} entao

quando tomamos B(K) = — temos o resultado. m
£

O préximo lema trata das orbitas dos campos vetoriais afim. Mostraremos que,
sob certas condicoes, a érbita do semigrupo gerado por uma familia de campos afim

nao é limitada.

Antes definiremos fecho convexo de um conjunto dado. Seja K C V, definiremos
o fecho convexo (ou envoltdria convexa) de K, e denotaremos por CO(K), como o
menor subconjunto convexo de V' que contem K, ou equivalentemente, a intersecao

de todos os convexos que contem K.

Lema 4.10. Seja F uma familia de campos vetoriais afim tal que
- , Yy .
(a) F € transitiva em V — {0}; e,

(b) F nao tem pontos fixos em V.

Entao, para cada v € V, S(F)(z) € ilimitada.

Demonstragao: Suponhamos que exista z € V' tal que S(F)(z) seja limitada.

Seja K o fecho de S(F)(x). Entao K é compacto e invariante sob o semigrupo S(F).

—_

—_—
Pelo Lema 4.8, A(K) é invariante sob S((F)).

Observe que se X € F entao X(z) = Xz + a, onde X ¢ End(V)ea e V.

Assim (exptX)r = exp t)_ﬁz(:v + f(f exp(—0A)adh), para todo x € V. Dessa forma

—_—

——% ﬁ
fica claro ver que S(F) = S(F), e desde que A(K) é um espago vetorial, segue da
_—

— —
nossa hipdtese de transitividade de F que A(K) =V ou que A(K) = {0}. Como
A(K) = A(K) — z temos que A(K) = {0} implica que S(F)(z) = {x}, o que
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contraria a hipétese (b). Portanto A(K) é igual a V' e dai CO(K) tem interior nao
vazio em V. Mas entdo, pelo Lema 4.9 os elementos de S(F) sdo uniformemente
limitados na norma o que exclui a transitividade de Foem V- {0}. Assim, ¢

impossivel para S(F)(z) ser limitada, e nossa prova esta terminada. m

Observacao 4.11. Fica evidente que sob as hipdteses do Lema 4.10 as drbitas

S(—F) também nao sao limitadas.

4.3 Controlabilidade de sistemas afim

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos o teorema principal deste trabalho.
Nele, mostraremos que seja F uma familia de campos vetoriais afim em V tal que
- ’ o . ~ ~ , o).

F é transitivo em V — {0} e F nao tem ponto fixo em V entdo F é transitiva em

V.

Mas antes, definiremos uma funcao mostraremos algumas propriedades a seu

respeito.

Consideremos F uma familia de campos vetoriais afim em V e w € V. Para

cada A > 0 considere a aplicacao

hxaw:V — V, definida por

hyw(x) =w+ Ax — w), para todo x € V.

Lema 4.12. A funcdo hy ., definida acima é um difeomorfismo e dhy . X.h™ "y ()

)_(>(x —w) + AX(w), para cada X € F.

Demonstracao: Primeiramente queremos mostrar que hy ,, ¢ uma bijegao. Assim,

observemos que, como A > 0, se hy ,(21) = hyw(22) entdo

wH ANz —w) =w+ ANx2 —w) = ] — W =Ty — W => T = Ta.
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Logo, para cada A e cada w fixos, hy,, ¢ injetora.

1
Ainda, se w; € V, temos que [w + (X)(wl —w)] € V e dessa forma hy ,([w +
1 1
(X)(wl—w)]) :w—i—)\{[w—k(x)(wl—w)] —w}=w+ I+ w; —w— A w=w; 0
que significa que, para cada A e w fixos, hy,, é sobrejetora.

Assim h,,, é uma bijecao e podemos facilmente verificar que hy ,(w) = w e

1

)\)(a: —w) (4.5)

hy (@) = w+ (
Dessa forma fica claro que hy,, ¢ um difeomorfismo.

Agora vamos mostrar a segunda parte do lema. Continuando com A e w fixos e

tomando X € F consideremos a aplicagao
® : R — V| definida por

D(t) : by exptX.hy ).

Note que a aplicacao ® é um grupo de difeomorfismos a 1-parametro. De fato, se

t1,t2 € R, entao
D(ty + t2) = hyw. exp(ts +t2) X.h 1y = hyw. expt1 X. exp tQX.h;jU:
= (h,\vw.expth.h;7}U).(h)\7w. expth.h;jU) = O(t1)D(ts)

Para cada x € V', o gerador infinitesimal desse grupo a l-parametro é dado por
dh,\7w.X.h;}D(x).
Supondo que x = (z1, g, ..., Tp) € W = (Wy, Wa, ..., Wy,) temos que hy ,(T1, T2, ..., Tp) =

(w1 + Mz —wy), ..., w, + ANz, —wy,)). Assim,

"L O(w; + M, — W,
dh)\,w - Z ( 8(90] )) = ()\1'1, /\1’2, . )\l‘n) = \z (46)

ij=1
Se X(z) = Ax 4+ a,com a € V e A € Gl(n,R), entdo substituindo tal expressao

de X junto com (4.5), (4.6) e usando a linearidade de A temos que,
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1
dh)\7w.X.h_1)\7w(,T) = dh)\7w.X.(w + (X)(QZ — w)) =

= (Al + () = ) = NAGw + (5)(e = w))) =

= MAw + %A(x —w)+a)=A(r —w) + MA(w) +a) = )_5(% —w) + AX(w),

ou seja,

dhy . X0 (7)) = X (2 — w) + AX (w). (4.7)
Como queriamos demonstrar. m

H
Sempre que F for transitiva e F nao tem pontos fixos, vimos no Coroldrio (4.6)
ﬁ
que ¢é possivel tomar F* uma subfamilia finita de F talque F* é transitiva em

V — {0} e ainda F* nio tenha ponto fixo em V.

Se denotarmos por Fy , a familia dhy . F* by ! entdo, pela expressio dada em

— — — — —
(4.7), fica claro que limy_oFY,, = F,,*, onde FF ¢é definido por Fr(z) = F*(z — w).

— —

FF & transitiva em V — {w} pois F* ¢ transitivo em V — {0}. Podemos assim
— —

convencionar que Fp,, = FF.

Usando as notacoes acima vamos enunciar e demonstrar o resultado principal

deste trabalho.

Teorema 4.13. Seja F uma familia de campos vetoriais afim em V' tal que
H . .

(a) F € transitivo em 'V — {0} e

(b) F nao tem ponto fizo em V.

Nessas condigoes, F ¢é transitiva em V.

Demonstracao: Assumindo que F satisfaz as condiges a e b, provaremos que
isso implica que todas as orbitas de F e —F sao abertas em V, o que nos dara a

transitividade de F, segundo o Lema (1.37).
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—
Se Sy é a esfera de raio 1 centrada em w, entao Sj C S(F§,)(x), para cada
—
x € S, onde F,, é a familia descrita anteriormente. Pelo Lema (3.9) temos que o
conjunto formado por todas as familias finitas e transitivas é um conjunto aberto na
— —
dlgebra de Lie, mas F* é finita e transitiva, logo F* pertence a tal conjunto. Como
— — —
limy_oFy,, = Fiu e Fp estd num conjunto aberto, temos que existe A > 0 tal que

— —
F} , € finito e transitivo, o que nos garante que S, C S(FY ,)(x) para cada x € S.

Se X € F, entao dh,\vw.X.h)_\’L(x) = 0 implica que X(h;t}(m)) = 0. Por esse
" —

motivo F),, nao tem pontos fixos. Além disso, Fy, ¢ igual a F centrado em w.

Portanto o Lema 4.10 é aplicavel e concluimos que as érbitas de F) ,, e —F),, nao

sao limitadas.

Observemos que para cada z e y em B! = {x : ||[x —w|| < 1},y € S(Fw)(2).
De fato, sendo S(Fy . )(x) ilimitada, ela intercepta SI. Usando argumento andlogo
temos que S(—Fyu)(z) também intercepta S. Como S C S(Fiw)(z), para
cada x € S, temos que y € S(Frw)(z). Equivalentemente, B C S(Fy)(w) N
S(=Frw)(w).

Para finalizar a demonstracao basta reinterpretarmos os fatos acima em termos
de S(F). Sabemos que S(Faw) = hrw-S(F).hy,,, dessa forma hy ., .Bp.hyw C
S(F)(w) N S(—=F(w).

Mas hy,-Bihaw = hys,-Bi = (;)Bg. Assim (%)BZ, C S(F)(w) N S(=F(w).

Portanto as érbitas S(F)(w) e S(—F)(w) sdo todas abertas e isso implica transi-

tividade.

4.4 Aplicacoes

Nesta segao vamos fazer alguma aplica¢oes do Teorema (4.13). Comegaremos com

uma aplicacao em uma situagao bem particular.
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Exemplo 4.14. Considere A, B € sl(2,R) tal que det[A, B] < 0 e ainda o determi-

nante de A seja nao nulo, ou seja, A é inversivel.

Pelo Teorema (4.20) de [19] podemos concluir que o sistema associado ao sistema

F= {A,uB : u € R} é controlavel em R? — {(0,0)}.

Consideremos agora um sistema afim F = {(A4, a),u(B,b) : v € R}, onde a,b €

2 . . ~ . , =4
R*, cuja projecao linear é F.

Queremos, utilizando o Teorema (4.13) estabelecer condigoes sobre a e b para a

controlabilidade do sistema F.

Para isso, vamos encontrar os possiveis pontos fixos do sistema dado. Observe
que um ponto é dito ponto fixo de uma familia de campos se todos os campos se

anulam nesse ponto simultaneamente.

Assim, o ponto x = (1, z2) € R? é ponto fixo da familia F se (A, a)x = (B, b)x =
(0,0). Dessa forma, x é ponto fixo de F se, e somente se, Az +a = Bx +b = 0.
Neste caso temos que Ar = —a e Bx = —b. Como A ¢ inversivel, seja A~! sua
inversa, assim temos que x = A~!(—a), donde tiramos que b = B(A~1(a)).

Portanto, um ponto x = (x1,13) € R?é ponto fixo da familia F = {(A, a), u(B,D) :

u € R} se, e somente se, b = B(A™(a)).

Para podermos aplicar o Teorema (4.13) queremos que F nao tenha pontos
fixos, logo se na familia dada, b # B(A™'(a))z temos que F nao deixa ponto fixo

em R? —{(0,0)} e portanto, pelo Teorema (4.13), F ¢ controldvel em R? —{(0,0)}.

Observagao 4.15. Fica claro que se B for inversivel ao invés de A, procedemos de
maneira analoga para encontrarmos os possiveis pontos fixos de F e assim podermos

determinar condicoes de a e b para que F seja controlavel.

Observemos que, quando o sistema F = {(A4,a),(B,b)} possui pontos fixos o

posto da algebra de Lie gerada pelos campos F ¢ igual a 3. De fato:
Se F = (A,a),(B,b) tal que F = {A, B} ¢ transitiva e que F tenha pontos
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fixos entdo o sistema é nao controlavel. Pelo Teorema 4.6 de [22] devemos ter

dim(Lie({(4,a); (B,b)})) < 5.

Como dim(Lie({A; B})) = 3 (pois o sistema linear é controldvel), entao
dimLie({(A,a); (B,b)}) = 3 ou dimLie({(A, a); (B,b)}) = 4.

No entanto se dim(Lie({(A4, a); (B,b)})) > 4 recaimos nas condi¢oes do Lema 4.2

de [22]. Assim, a Proposigao 4.5 desse mesmo artigo nos garante que
dim(Lie({(4, a); (B,b)})) = 5,

o que é uma contradi¢ao. Portanto devemos ter
dimLie({(4,a); (B,b)}) = 3.

Com isto o semigrupo de S(F) de SL(2,R) x R? gerado F possui interior vazio.

No caso em que F nao possui pontos fixos o posto é igual a 5 e e o semigrupo
possui interior nao vazio. Isto motiva a seguinte questao: sera que quando o interior
do semigrupo é nao vazio e a projecao linear de S(F) é controldvel o sistema afim
S é controlavel? A resposta a essa questao é afirmativa, conforme foi demonstrado

por Rocio, Santana e Verdi em [22].

Vamos agora aplicar o que foi feito no Exemplo 4.14 acima em um caso particular.

Entao tomemos, em sl(2, R) as matrizes

() e-(50)

(2) g ) e portanto det[A, B] = —4 < 0. Assim, pelo

Teorema 4.20 de [19] que o sistema de controle associado ao sistema F = {A,uB:

Temos que [A, B] = (

u € R} é controldvel em R? — {(0,0)}.

Consideremos agora um sistema afim F = {(4, a); u(B,b) : u € R} onde

o7



=)= ()

é
sdo elementos de R2. O sistema afim F é tal que sua projecao linear é F.

Como B é inversivel, pelo exemplo feito anteriormente temos que se F tem pontos

fixos entao b = B(A™'(a)). Mas, se b= B(A"!(a)) temos:

=)= 0) (o &) ()

o que significa que se F tem pontos fixos entao

by o —Q2
(n)-(=20) =
Assim, veja que para a e b que satisfaz (4.8) temos que (A, a)(z1,22) =0 =

(Zl +ai, 2o — ag) = (0, O) = 21 = —ay (49)

Z9 = Q9. (410)
Logo (B, b)(z1, 22) = (22—ag, —z1—ay), que por (4.8), (4.9) e (4.10) temos (B, b)(z1, 22) =
(0,0)

Portanto, sempre que tomamos a = (a1, b1) e b # (—az, —a;) temos que o sistema

F nao tem ponto fixo, assim, pelo Teorema (4.13), F é controldvel em R? — {(0,0)}.

Exemplo 4.16. Agora, neste exemplo, vamos mostrar que a condi¢ao de A ou B

ser invertivel (como feito no exemplo 4.14) nao é necessaria.

Para isso, tomemos, em sl(2, R) as matrizes A = < 8 (1) ) e B= ( (1) 8 >

1
0 -1

Teorema 4.20 de [19] que o sistema de controle associado ao sistema F = {A,uB :

Temos que [A, B] = ( ) e portanto det[A, B] = —1 < 0. Assim, pelo

u € R} é controldvel em R? — {(0,0)}.

Consideremos agora um sistema afim F = {(A, a); u(B,b) : u € R} onde
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a = eb=
a9 b2
ﬁ
sao elementos de R2. O sistema afim F ¢ tal que sua projecao linear é F.

Neste caso, nem A nem B sdo inversiveis, por isso nao podemos aplicar o0 mesmo
método do Exemplo 4.14. Porém, mesmo assim podemos determinar condicoes sobre

a e b para que o sistema F nao tenha pontos fixos. Observe:

Dado = = (z1, x2) temos que z é um ponto fixo de F se, e somente se, (A, a)z =
(B,b)x = 0 ou seja, (z2 + a1, a2) = (by, 1 + b2) = (0,0). Mas observe que se a e b
sao tais que ay # 0 ou by # 0 entao o sistema F nao tem ponto fixo, e assim pelo

Teorema (4.13), F é controlavel em R? — {(0,0)}.

Essa outra aplicacdo mostra que a transitividade de F em V — {0} nao implica

a transitividade de F, no produto semi-direto V' x G.

Exemplo 4.17. Seja V = R? e seja G = (GL3)(V) o grupo de todas as matrizes

nao singulares de V' com determinante positivo. Tomemos

()4 )

Se a = ( (1] ) = b, entao definimos F={(A, a); (B, b)}.

Observe que dado (z,y) € R* — {0} temos que (A, a)(z,y) = (z +1,—2y) e
(B,b)(z,y) = (y + 1, —x). Assim, claramente temos que (A,a)(z,y) e (B,b)(z,y)
nao se anulam simultaneamente, o que significa que F nao deixa ponto fixo em

R2 — {0}

Além disso,

et 0 cost —sint
exptA_(O e 2 ¢ expth = sint cost )’

e desse modo S (?) é o espago gerado por

et 0 cost —sint
0 e 2 )\ sint cost
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é o préprio R?, o que quer dizer que 7—2 é transitivo. Assim, pelo Teorema (4.13), F é
transitivo em V. No entanto, o sistema JF,. de campos vetoriais invariantes a direita
no produto semi-direto de V' e o subgrupo de Lie G de (GL)(V), nao é transitivo
em V % G porque o semigrupo gerado por {exptA :t > 0} e {exptB : ¢t > 0} estd

contido no conjunto de elementos de G com determinante menor ou igual a 1.

Para finalizar observemos que, conforme mostra o préoximo exemplo, a condicao
de controlabilidade da projecao linear de uma familia de campos afim nao é necessaria

para a controlabilidade do sistema afim.

Exemplo 4.18. Considere o sistema constante de controles em R? dado por & = v,
onde v € R%. A projecao linear desse sistema claramente nao é controldvel, embora
o sistema afim o seja. Para verificar essa ultima afirmacao consideremos x,y €
R? — {(0,0}. Queremos mostrar que existe uma trajetéria cujo ponto inicial é x e

que passa por y.

De fato, para cada z € R* — {(0,0)} a trajetéria de x por v é a semireta = + tv,
com t > 0. Considere os campos dados pelos vetores e; = (1,0) e e = (0,1), bem

Ccomo —e; € —e€sq.
Se x = (x1,x2) e y = (Y1, y2) vamos analisar alguns casos:
1° caso: x e y sao L.D.
Este primeiro caso deve ser subdividido em mais casos.

a)r e y nao tém coordenadas nulas e x; tem mesmo sinal de y; e xo tem mesmo

sinal de ys.
Aqui, tomando o campo v = x existe ty > 0 tal que y = x+tov ouy = x+to(—v).

b)z e y nao tém coordenadas nulas e x; tem sinal oposto de y; e x5 tem sinal

oposto de y».

Suponhamos, sem perda de generalidade, que z1,x5 > 0 e y1,y2 < 0, os outros

casos sao resolvidos de forma andloga.
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Aqui, aplicamos o campo —es para o tempo ty = x5 — Yo obtendo assim o ponto
x + to(—e2). Em seguida aplicamos o campo (—ej) em x + to(—ez) no tempo t; =
xr1 —yp e dessa forma, a concatenacao de trajetérias dada por x + to(—es) +t1(—eq)

une os pontos x e y.

c)ry =y =0

Neste caso, aplicamos para algum ¢, > 0 o campo e; em x obtendo o ponto
T + tpey.

Agora, sem perda de generalidade, suponhamos xy > 5. Assim, tomamos t; =
Tg — Yy € aplicamos o campo —ey em = + tpe; obtendo (x + tper) + t1(—e3). Em
seguida aplicamos o campo —e; para um tempo to = ty obtendo a concatenacao de

trajetorias (x + toey) + t1(—e2) + ta(—e1) que une os pontos x e y.

d) Lo = Yo = 0

Aqui procederemos de forma anédloga ao caso anterior, com o cuidado de aplicar
o campo e; no lugar de ey e vice versa.

2° caso: x e y sao L.L.

Neste caso, sejam os campos v, = = € v, = y. Assim, comegamos aplicando o
campo v, em z para um tempo ¢y = 1 obtendo assim x+%yv,. Em seguida, aplicamos
0 campo —v, em x + tyv, para o tempo t; = 1, obtendo assim (x + tov,) + t1(—vy),

e essa concatenacao de trajetérias une os pontos z e y, como queriamos.
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