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Resumo

Esta dissertacao é baseada no artigo “The influence of minimal subgroups of focal
subgroups on the structure of finite groups” de X. Y. Guo e K. P. Shum, onde investigam
a influéncia da existéncia de complementos dos subgrupos minimais de um grupo G finito
na estrutura do grupo. Um resultado de Guo e Shum, diz que se p é o menor divisor primo
da ordem de um grupo finito G e P um p-subgrupo de Sylow de G e se todo subgrupo mi-
nimal de PN G’ tem um complemento em Ng(P), entdao G é p-nilpotente. Neste trabalho

apresentamos a demonstracao deste resultado e damos algumas aplicacoes deste teorema.
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Abstract

This dissertation is based on article “The influence of minimal subgroups of focal
subgroups on the structure of finite groups” of X. Y. Guo and K. P. Shum, where they
investigate the influence of the existence of complement of the minimal subgroups of a
finite group G in the structure of the group. One result of Guo and Shum, says that if p
is the smallest prime divisor of the order of a finite group G and P a Sylow p-subgroup
of G and if every minimal subgroup of P N G’ has a complement in Ng(P), then G is
p-nilpotent. In this work we will present the demonstration of this result, and give some

applications of this theorem.
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Introducao

Nosso trabalho é dedicado ao estudo da influéncia dos subgrupos minimais que possuem
complementos na estrutura de grupos finitos. A existéncia de complementos para algumas
familias de subgrupos nos fornece muitas informagoes sobre sua estrutura. Por exemplo, P.
Hall provou em 1937 que um grupo finito G é solivel se, e somente se, todos os subgrupos
de Sylow de GG possuem complemento em GG. Ainda em 1937 P. Hall, investigando a classe
dos grupos finitos em que todos os subgrupos possuem complementos ( tais grupos sao
chamados grupos complementados), provou em [6] que esta classe é exatamente a classe

dos grupos supersoliveis finitos com subgrupos de Sylow abelianos elementares.

Em 1997 Ballester-Bolinches e Guo provaram em [1] que um grupo G é complementado
se, e somente se, todo subgrupo minimal de G possui um complemento em G. Isto
mostra que o fato dos subgrupos minimais de um grupo possuirem complementos tem

uma influéncia sobre a estrutura do grupo.

O objetivo deste trabalho é apresentar as demonstracoes de alguns resultados de Guo

e Shum [4], como o seguinte teorema.

Teorema. Sejam G um grupo finito e p um divisor primo da ordem de G e P um
p-subgrupo de Sylow de G. Se todo subgrupo minimal de P N G’ tem complemento em

Ng(P) e Ng(P) € p-nilpotente, entao G € p-nilpotente.

Veremos que a hipétese de Ng(P) ser p-nilpotente nao pode ser retirada. Mas Guo
e Shum mostram que se p é o menor divisor primo da ordem de G, entdo Ng(P) ser p-
nilpotente nao precisa ser hipotese. Daremos também algumas aplicagoes destes teoremas
que se encontram no Capitulo 4. Nos capitulos que antecedem, damos a maioria dos

resultados necessérios para tais demonstragoes.

No primeiro capitulo, sao abordados alguns requisitos basicos para o desenvolvimento

deste trabalho tais como subgrupos caracteristicos, grupos soliveis e nilpotentes, grupos
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supersoliveis, subgrupos de Frattini e representacao de grupos.

No capitulo seguinte, estudamos os subgrupos de Hall e apresentamos a demonstracao
do Teorema de P. Hall que fornece uma caracterizagao para os grupos soluveis finitos.
Também damos a caracterizacao de P. Hall para os grupos complementados e terminamos

o capitulo estudando as torres de Sylow do tipo supersolivel.

No Capitulo 3, damos uma breve introducao sobre p-nilpoténcia e formacoes, estu-
damos o homomorfismo transfer com o intuito de demonstrarmos o Teorema de Frobenius,
que diz que um grupo finito G' é p-nilpotente se, e somente se, todo p-subgrupo de Sylow
de G é centralizado pelos p’-elementos de seu normalizador e terminamos o capitulo com

uma aplicacao do Teorema de Frobenius.

Finalmente, no Capitulo 4, demonstramos alguns resultados que nos fornecem in-
formacoes sobre a estrutura do grupo se os subgrupos minimais do grupo possuem com-
plementos. Apresentamos as demonstracoes dos teoremas de Guo e Shum citados anteri-

ormente e terminamos o capitulo com algumas aplicacoes destes resultados.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados que serao usados no desenvolvimento
do nosso trabalho. Por serem resultados familiares, omitiremos a demonstracao deles, mas
mencionando uma bibliografia que contenha estas demonstracoes. Estaremos assumindo

que o leitor domine tépicos basicos de Teoria de Grupos.

Estaremos agora estabelecendo algumas notacoes que serao utilizadas ao longo desta
dissertacgao, algumas muito comuns outras nao tao utilizadas. Dados dois conjuntos X e
Y escreveremos X C Y se X é um subconjunto de Y e X C Y se X é um subconjunto
préprio de Y. A cardinalidade de X sera denotada por | X|. Se G é um grupo, denotaremos
por H < G se H é um subgrupo de G e por H < GG se H é um subgrupo préprio de G. O
centro de G sera denotado por Z(G) e se x e g sdo elementos de um grupo G, o conjugado

de z por g é o elemento 29 = g 'zyg.

Ao longo desta dissertacao estaremos aplicando a funcao a direita ao invés do usual.
Desta forma, se f : X — Y é uma fungao do conjunto X no conjunto Y escreveremos

(x)f para a imagem do elemento z de X pela f ao invés de f(z).

1.1 Alguns Resultados de Subgrupo

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados que sao conhecidos porém enumerados nesta

secao com o intuito de facilitar as demonstracoes quando necessitarmos deles.

O primeiro resultado garante que vale a reciproca do Teorema de Lagrange para grupos

abelianos finitos.
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Proposicao 1.1. (/9], pag. 28) Se G é um grupo abeliano finito de ordem n, entdo existe

um subgrupo de ordem d, para cada divisor d de n.

Sabemos que um p-subgrupo esta contido em um p-subgrupo de Sylow, mas o resultado
a seguir mostra que se o p-subgrupo é normal, entao ele esta contido em todo p-subgrupo

de Sylow.

Proposicao 1.2. Se Q ¢ um p-subgrupo normal de um grupo finito G, entao QQ < P para

todo p-subgrupo de Sylow P.

Os dois préximos resultados sao simples, mas muito tuteis.

Proposigao 1.3. (Lei modular). ([7], pdg. 15) Sejam H, K e L subgrupos de um grupo
e suponha que K C L. Entio (HK)NL=(HNL)K.

Teorema 1.4. (Argumento de Frattini):(/9/, pdg. 81) Seja K um subgrupo normal

de um grupo finito G. Se P é um p-subgrupo de Sylow de K para algum primo p, entdo
G = KNg(P).

Se H e K sao subgrupos de G e x é um elemento de GG, o subconjunto
HaK ={hzk |h € H, k€ K}

é chamado de uma (H, K)-classe lateral dupla

O resultado a seguir nos fornece algumas propriedades das classes laterais duplas.

Proposicao 1.5. ([7], pag. 12) Sejam H e K subgrupos de um grupo G.

(i) O grupo G € a unido de (H, K)-classes laterais duplas.
(ii) Duas (H, K)-classes laterais duplas sdo ou iguais ou disjuntas.

(iii) A classe lateral dupla HxK é uma unido de classes laterais a direita de H e uma

uniao de classes laterais a esquerda de K.
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1.2 Grupos Soliveis e Nilpotentes

Nesta secao definiremos os subgrupos caracteristicos, grupos soltveis e nilpotentes e dare-

mos alguns resultados basicos que serao utilizados ao longo de nosso trabalho.

Recordando que Aut(G) é o grupo dos automorfismos de GG, podemos agora definir o

subgrupo caracteristico.

Definicao 1.6. Seja G um grupo. Um subgrupo H de G é caracteristico em G quando
(H)a = H, para todo a € Aut(G).

Denotaremos por H char G, quando H for um subgrupo caracteristico de GG. Daremos

algumas propriedades a seguir.

Proposigao 1.7. ([9]) Se G é um grupo e H e K subgrupos de G, entdo:

(i) Se (H)a C H, para todo o € Aut(G), entao H char G;
(ii) Se H char G, entdo H <1 G|

(iii) Se H char K e K char G, entio H char G;

(iv) Se H char K e K <G, entio H < G;

(v) Z(G) char G.

Para obtermos a definicao de grupos soliveis e nilpotentes, precisaremos antes da

definicao de séries.

Definicao 1.8. Uma série subnormal de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos

G=Gy>G >--->GG,=1onde G;;1 < G; para todo i. Os grupos fatores desta série

Gi—H

Sa0 0S Erupos parat=1,...,n — 1.

Definicao 1.9. Uma série de composicao é uma série subnormal G = Gog > Gy > ... >
G, = 1 na qual, para todo i, ou GG; 1 é um subgrupo normal maximal de G; ou G;;1 = G;.

Os grupos fatores desta série sao chamados fatores de composicao.
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Definicao 1.10. Uma série normal de um grupo G é uma série subnormal G = Gy >

Gy >--->G, =1, onde G,y <G para todo i.

Definicao 1.11. Uma série principal é uma série normal G = Gog > G > ... > G, =1
na qual, para todo 4, nao exista subgrupo H de G tal que G;11 < H < G; e H < G. Os

grupos fatores desta série sao chamados fatores principais.

Agora podemos definir os grupos soluveis.

Definigao 1.12. Um grupo G é soluvel se G possui uma série subnormal G = Go > G >

Ginn

¢é abeliano.

--+ > G, =1, onde cada grupo fator

Exemplo 1.13. O grupo S3 € um grupo solivel. De fato, A3 <1 S3 e As € abeliano, logo
Sz A

a série S3 > A3 > 1 € uma série subnormal e € claro que == e — = Az sdao abelianos,

As 1
portanto, S3 € soluvel.

Veremos a seguir importantes informagoes que auxiliam na determinacao da solubili-

dade ou nao solubilidade de grupos.

Proposigao 1.14. ([9])

(1) Todo subgrupo de um grupo solivel é solivel.
(ii) Todo grupo quociente de um grupo solivel € solijvel.

G
(iii) Se G é um grupo e N é um subgrupo normal de G tal que N e N sao soliveis, entao

G € soluvel.

(iv) Se G e J sao grupos soliveis, o produto direto G x J também é solivel.

Seja G um grupo. Se a,b € G, o comutador de a e b, denotado por [a,b] é o elemento

[a,b] = a b tab.

Para X e Y subconjuntos nao vazios de G, [X, Y] denota o subgrupo de G gerado por

todos os comutadores [x,y] comz € X ey € Y.

O subgrupo derivado de G, denotado por G', é o subgrupo de G gerado por todos os

comutadores, isto é, G' = [G, G].
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Seja GG um grupo. Definimos indutivamente
GO =¢qg, G = [G(i)7(;(i)]_

A cadeia de subgrupos G = G > G > G® .. ¢ chamada série derivada de G.

O préximo resultado utiliza a série derivada para garantir a solubilidade de um grupo.

Proposicao 1.15. ([9], pdg. 105) Um grupo G € solivel se, e somente se, GV = 1 para

algum v € N.

Os dois préximos resultados nos fornecem uma classe de grupos soluveis.
Proposicao 1.16. (/9/, pag. 103) Todo p-grupo finito é solivel.

Teorema 1.17. (Burnside)(/5/, pdg. 301) Se G é um grupo finito e |G| = p°q®, com p

e q primos e a,b € N, entao G € solivel.

Se p é um primo, um grupo G é um p-grupo abeliano elementar se, a ordem de G é
uma poténcia de p e para qualquer elemento g de GG, g = 1 ou, equivalentemente, G' é

isomorfo a Z, X Zy, X -+ X L.

Lembramos que um subgrupo normal minimal de um grupo G é um subgrupo normal
H de G tal que H # 1 e nao existe subgrupo normal K de G com 1 < K < H . O

proximo resultado nos fornece uma caracterizacao para tais subgrupos de grupos soliveis.

Teorema 1.18. (/9], pdg. 105) Se G € um grupo solivel finito, entao todo subgrupo

normal minimal de G € abeliano elementar.

Daremos a seguir uma caracteristica do fator de composicao de um grupo soltuvel.

Proposicao 1.19. ([7], pag. 143) Se G é um grupo solivel finito, entao todo fator de

composi¢ao de G tem ordem prima.

O préximo resultado nos fornece uma condigao suficiente sobre os subgrupos de Sylow

de um grupo para que o mesmo seja soluvel.

Teorema 1.20. (Holder)(/5/, pdg. 157) Se todo subgrupo de Sylow de um grupo finito G

¢ ciclico, entao G € soluvel.
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Um corolédrio imediato do teorema anterior é

Corolario 1.21. Todo grupo G de ordem livre de quadrado € solivel.

Definiremos agora grupos nilpotentes.

Definicao 1.22. Um grupo G é nilpotente se possui um série normal G = Gy > G; >

7

.-+ > G, =1, onde cada grupo fator
1.

esta contido em Z < ) ,parai=1,...,n—

i+1 i+1

Exemplo 1.23. E claro que se G € abeliano, entao G ¢é nilpotente.

Exemplo 1.24. S5 nao € nilpotente. Com efeito, como |S3| = 6, S5 possui subgrupos de
ordem 3 e 2, mas somente o de ordem 3 é um subgrupo normal nao trivial de Sz que € As,

Este por sua vez, so possui 0s subgrupos triviais, assim, as unicas séries normais de S3 $ao

Ss>1eS3> A3 > 1. EfdcilverqueégZ é ,masAg’éégZZ % >~ 7(S3).
As As 1 1

A outra série normal seria S3 > 1 que nao satisfaz as hipdteses para ser nilpotente.

Os grupos nilpotentes tém as seguintes propriedades.

Proposigao 1.25. ([9], pag. 115)

(i) Todo subgrupo de um grupo nilpotente é nilpotente.

(ii) Todo grupo quociente de um grupo nilpotente é nilpotente.

Nos grupos nilpotentes nao podemos afirmar que se G é um grupo e N é um subgrupo
G
normal de G tal que N e N sao nilpotentes, entao G é nilpotente. Um contra-exemplo

facil é o grupo Ss.

Dado um grupo G, definimos indutivamente
1(G) =G e %11(G) = [%(G),Gl.

Notemos que 12(G@) = [11(G),G] = [G,G] = @'. E facil mostrar que v,(G) char G e
7i+1(G) < 7i(G), para todo ¢ > 1. Também do fato de 7;,1(G) = [1:(G), G] resulta

vjife)> =7 (vL«?)) |

facilmente que




CAPITULO 1. PRELIMINARES 9
A sequéncia de subgrupos de GG
G=7(G) 27%(G) ="

é chamada série central inferior de G.

No préximo resultado utilizamos a série central inferior para caracterizar os grupos

nilpotentes.

Proposicao 1.26. (/8/, pag. 152) Um grupo G € nilpotente se, e somente se, v,(G) =1

para algum inteiro n.

Veremos a seguir alguns resultados sobre grupos nilpotentes.

Proposigao 1.27. ([9], pag. 115)

(i) Todo p-grupo finito é nilpotente.

(ii) Todo grupo nilpotente € solivel.

(iii) Se G # 1 € nilpotente, entio Z(G) # 1.

(iv) Se G é um grupo nilpotente e H < G, entao H < Ng(H).

(v) Se G é um grupo nilpotente, entdao todo subgrupo mazimal de G é normal em G e

tem indice primo.

(vi) Um grupo finito G € nilpotente se, e somente se, G é o produto direto de seus

subgrupos de Sylow.

(vil) Se H € um subgrupo mormal nao trivial de um grupo finito nilpotente G, entdo

HNZ(G) # 1.

(viii) Se ¢ nilpotente, entao G € nilpotente.

G
Z(G)
1.3 Grupos Supersoliveis

Nesta secao daremos uma breve introducao dos grupos supersoliveis. Outros resultados

serao vistos na Segao 2.3.
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Definicao 1.28. Um grupo G é supersoliuvel se G possui uma série normal G = G, >

G, > --- > G, =1, onde cada grupo fator L ¢ ciclico.

i+1
Os grupos supersoluveis sao soluveis, mas solubilidade nao implica em supersolubili-

dade. De fato, é facil ver que Ay é solivel, mas nao é supersoluvel.

. . G L
Também deduzimos do exemplo acima que N <G, N e N supersoliveis nao implicam
que G é supersoluvel. De fato, como vimos acima A4 nao é supersoluvel, mas o grupo de

Klein V e 74 sao supersoliveis.
Os grupos supersoluveis tém as seguintes propriedades.
Proposicao 1.29. (/5/, pag. 170)

(i) Se G é um grupo supersolivel, entdao os subgrupos e os grupos quocientes de G sao

supersoluveis.

(ii) Se G e J sao grupos supersoliveis, entdo o produto direto G x J é um grupo super-

soluvel.

O préximo teorema garante que os grupos supersoliveis possuem uma série normal,

%

¢ um subgrupo minimal de
i+1 i+1

onde cada grupo fator

Teorema 1.30. (/5], pdag. 171) Um grupo finito supersolivel G tem uma série normal

G , :
G=Gy>Gy>--->G, =1, onde cada grupo fator e L ¢ ciclico de ordem prima e se
i+1
Gi G . : .
e sao de ordens primas p; e p;i11, respectivamente, temos p; < pii1.
Giy1 Gigo

O teorema a seguir nos fornece algumas informacoes sobre os fatores principais e sobre

os subgrupos maximais de um grupo supersolivel.

Teorema 1.31. ([10], pdg. 156) Um fator principal de um grupo supersolivel possui

ordem prima e um subgrupo maximal possui indice primo.

Uma relagao entre os grupos nilpotentes e os grupos supersoliveis é
Proposicao 1.32. ([10], pag. 155) Um grupo nilpotente finito é um grupo supersolivel.
Como vimos anteriormente se G é um grupo, N <G e N e N sao supersoltiveis nao

podemos garantir que G é supersolivel, mas veremos a seguir que se adicionarmos a

hipotese de N ser ciclico esta afirmacao é verdadeira.
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G
Proposicao 1.33. ([10], pdg. 158) Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Se T

¢ supersolivel e H € ciclico, entao G € supersolivel.

Uma condicao sobre os subgrupos maximais de um grupo finito para termos a super-

solubilidade serd dada a seguir.

Proposicao 1.34. ([10], pdg. 158) Seja G um grupo finito. Se todo subgrupo mazimal

de G possui indice primo, entao G € supersolivel.

1.4 Subgrupos de Frattini

Nesta secao daremos a definicao de subgrupo de Frattini de um grupo G e alguns resul-

tados que utilizaremos mais adiante.

Definicao 1.35. Seja G um grupo. O subgrupo de Frattini de G é a intersecao de todos
os subgrupos maximais de GG se G possuir subgrupos maximais, caso contrario, o subgrupo

de Frattini de G é igual a G.

Denotaremos o subgrupo de Frattini de G por ¢(G). Um elemento z € G é chamado
de nao gerador se ele pode ser retirado de qualquer conjunto de geradores de G, isto é,
se Y é um subconjunto de G e se G = ( z,Y ), entdo G = ( Y ). Um conjunto de nao

geradores é um conjunto onde todos os seus elementos sao nao geradores.

E facil ver que ¢(G) é um subgrupo caracteristico de G, portanto, é um subgrupo

normal de G.

O subgrupo de Frattini tem a seguinte caracteristica.

Proposicao 1.36. (/9/, pag. 123) Seja G um grupo finito. Entdo o subgrupo de Frattini

o(G) € igual ao conjunto dos ndo geradores de G.

¢ abeliano

P
Veremos a seguir, que em um p-grupo finito P, o grupo quociente o(P)

elementar.

é abeliano elemen-

P
Teorema 1.37. ([8], pag. 271) Se P é um p-grupo finito, entao 5P

tar. Além disso, ¢(P) =1 se, e somente se, P é abeliano elementar.
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O resultado que serda dado nos fornece algumas propriedades do subgrupo de Frattini

de grupos finitos.

Teorema 1.38. (/9], pag. 123) Seja G um grupo finito. Entdo
(i) ¢(G) € nilpotente;

(ii) Se G € um p-grupo finito, entio ¢(G) = G'GP, onde GP € o subgrupo de G gerado
pelo conjunto {aP |x € G}. Também, se [G : ¢(G)] = p", todo conjunto de geradores

de G possui um subconjunto de r elementos que também geram G.

1.5 Representacao de Grupos

Nesta secao daremos uma breve introducao de representacao de grupos apenas para
chegarmos no Teorema de Maschke. Aqui F' sempre denotard um corpo, V um espaco
vetorial sobre F' e GL(V, F) é o grupo formado pelos elementos inversiveis do conjunto

das transformacoes lineares de V' em V.

Definicao 1.39. Sejam F' um corpo e G um grupo. Seja V um espaco vetorial sobre F'

de dimensao finita n. Uma F'-representacdo de G em V' é um homomorfismo de grupos
¢:G— GL(V,F) = GL(n, F).

Defini¢ao 1.40. Sejam F' um corpo e ¢ : G — GL(V, F') uma F-representagao de G em
V. Um F-subespaco W de V' é chamado um G-subespaco de V' se (W)(g)p C W, para
todo elemento g de G.

Dizemos que uma F-representacao ¢ de G em V é F-irredutivel se os unicos G-

subespacos de V sao {0} e V. Neste caso dizemos que o G-espago V' é F-irredutivel.
Uma F-representacao ¢ de G em V é chamada de F-completamente redutivel se V =

VidVe®- - -®V,,onde cada V; comi = 1,...,7, é um G-subespago de V que é F-irredutivel.
O préximo resultado nos fornece uma condicao para que toda F-representagao de um

grupo seja completamente redutivel.

Teorema 1.41. (Maschke). Seja G um grupo finito e seja F' um corpo onde a carac-
teristica de F' € igual a zero ou nao divide a ordem de GG. Entdo toda F-representacao de

G € F-completamente redutivel.



Capitulo 2

Grupos complementados

Neste capitulo, estudaremos os subgrupos de Hall e apresentaremos a demonstracao
do Teorema de P.Hall que fornece uma caracterizacao para os grupos soliveis finitos.
Também daremos a caracterizacao de P. Hall para os grupos complementados e estudare-

mos as torres de Sylow do tipo supersolivel.

2.1 Subgrupos de Hall

Dados um grupo finito G' e p um divisor primo da ordem de G, sabemos que um
p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo de G cuja ordem é a maior poténcia de p que

divide a ordem de G.

Nesta secao faremos uma generalizacao desta definicao. Tais subgrupos sao os sub-

grupos de Hall.

Definicao 2.1. Se 7 é um conjunto nao vazio de niimeros primos, entao um mw-numero é

um inteiro n tal que todos seus fatores primos pertencem a .

O complemento de 7 no conjunto de nimeros primos é denotado por ' e, assim, um

7'-nimero é um inteiro m tal que nenhum de seus fatores primos pertence a 7.

Definicao 2.2. Seja 7 um conjunto de primos. Um grupo G' é um 7w-grupo se a ordem

de cada um de seus elementos é um m-nimero.
Defini¢ao 2.3. Se GG é um grupo finito, entdo um m-subgrupo H de G tal que [G : H| é

13
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um 7’-nimero é chamado de 7-subgrupo de Hall de G.

Observamos que w-subgrupos de Hall nem sempre existem. Por exemplo, sejam G =
As e m = {3,5}. Como |A5| = 60, um 7-subgrupo de Hall teria indice 4 e ordem 15, mas

nao existe tal subgrupo.

Sabemos que os p-subgrupos de Sylow sempre existem, e que sao conjugados entre si.
Mas, ja os subgrupos de Hall nem sempre existem, como vimos anteriormente. Queremos
estudar condig¢oes sob as quais tais subgrupos existem e, quando existem, se sao conjugados

entre si.

O proximo resultado diz que em um grupo soluvel finito, m-subgrupos de Hall sempre

existem e sao conjugados.

Teorema 2.4. ( P. Hall). Se G é um grupo solivel finito de ordem ab, onde (a,b) = 1,
entao G contém um subgrupo de ordem a. Além disso, quaisquer dois subgrupos de ordem

a sao conjugados.

Demonstragao: A prova serd feita por indugao sobre a ordem de G. Se |G| = 2, é claro

que o resultado é valido.

Suponhamos |G| > 2 e que o resultado seja valido para todo grupo de ordem menor

que a ordem de G. Vamos dividir a demonstracao em dois casos:
1° Caso: G contém um subgrupo normal H de ordem a'b’, onde d'|a, b'|b e b’ < b.

FEzisténcia: Sendo G solivel, % ¢ um grupo solivel de ordem (a/a’)(b/V') e, temos
que essa ordem é estritamente menor que ab. Assim, podemos aplicar a hipotese de
inducao, obtendo que % possui um subgrupo % de ordem a/a’. Agora A tem ordem
(a/a")|H| = ab < ab ja que b/ < b e, como A é solivel, temos que A possui um subgrupo

de ordem a, que é também um subgrupo de G.

Conjugacao: Sejam A e B subgrupos de G de ordem a e considere o subgrupo AH de

G. Pelo Teorema de Lagrange temos que |AH| divide a ordem de G, assim |AH| = af,

onde aja e Blb. Como (a,b) =1 e A < AH, temos a|a; logo a = a. Como H < AH

temos que O'|3. Mas a férmula do produto nos dé que |AH| é um divisor de aa't/, deste

modo, G]V. Assim j(iloncluimos que |[AH| = ab/. Com célculos andlogos mostramos que
H

G G
— ab a — ! — A
|BH| = al/. Logo 7 © g 5w subgrupos de Vi de ordem a/a’. Como Vi estd nas



CAPITULO 2. GRUPOS COMPLEMENTADOS 15

hipdteses de inducao, temos que — e N sao conjugados, isto é, 7 = ——, para

AH BH AN  BH

H H
G

algum zH € T Portanto, 2 *Az e B sao subgrupos de BH de ordem a. Novamente,

por inducao, temos que eles sao conjugados e isto completa o primeiro caso.

Se existe algum subgrupo préprio normal de G cuja ordem nao é divisivel por b, entao
estaremos no primeiro caso. Podemos, portanto, assumir que b é um divisor de |H| para
todo subgrupo normal nao trivial H de G. Se H é um subgrupo normal minimal, como G
é soluvel, temos pelo Teorema 1.18 que H é um p-grupo abeliano elementar para algum
primo p. Assim podemos assumir que b = p™. Deste modo, H é um p-subgrupo de Sylow
de G e a normalidade de H nos diz que H é tnico. Desta forma, o problema se reduz ao

seguinte caso.

2° caso: |G| = ap™ onde p1a, G tem um p-subgrupo de Sylow normal abeliano H e

H ¢é o tnico subgrupo normal minimal de G.
o G, K -
Existéncia: O grupo T é soluvel de ordem a. Se Vi ¢ um subgrupo normal minimal

G K
de I entao ’ﬁ‘ = ¢" para algum primo ¢ # p e, assim, |K| = p"¢". Se @ é um ¢-
subgrupo de Sylow de K, entdo K = HQ. Sejam N* = Ng(Q) e N = N*N K = Ng(Q).

Vamos mostrar que N* possui ordem a. De fato, pelo Argumento de Frattini, temos que

G KN* _ N N* IG||N|

GzKN*e,entéoE: 7 :N*ﬂK:N'ASSim‘N*|:|—K\' Como K = HQ
H||N
e @ <N < K tiramos K = HQ < HN. MasHNSK,logo|K|:|HN|:%

|GIIN] _ |G[IN[[H NN G|
IN*| = - — (=) [HAN| = alHNN].
| K| |H||N| |H|

Para mostrarmos que |N*| = a provaremos que |HNN| = 1, e isto serd feito mostrando
que HNN < Z(K)eque Z(K)=1. Sejaxz € HNN. Se k € K, como K = HQ, segue
que k = hs para algum h € H e s € (). Sendo H abeliano, x comuta com h. Desta forma,
é suficiente mostrarmos que z comuta com s. Mas (zsx~1)s™! € @, pois x normaliza Q
e x(sx™ls7!) € H j4 que H é normal em G. Portanto xzsz™'s™' € QN H = 1, isto é,
xr € Z(K), concluimos entao que H N N < Z(K). Vamos agora mostrar que Z(K) = 1.
Como Z(K) char K ¢ K <G temos pela Proposigao 1.7 (iv) que Z(K)<9G. Desta forma,
se Z(K) # 1, entdo contém um subgrupo normal minimal de G. Assim H < Z(K),
por H ser o unico subgrupo normal minimal de G. Mas, como K = H(Q e () é o tinico

g-subgrupo de Sylow de H(Q), segue que ) char K. Deste modo obtemos () <1 G e, assim,
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H < @, o que é uma contradigao. Portanto Z(K) =1, H N N =1 e, consequentemente,

|N*| = a, como querfamos .

Conjugacgao: Usando a mesma notacao da prova da existéncia temos que N* tem ordem
a. Seja A um outro subgrupo de G de ordem a. Queremos mostrar que A é conjugado
de N*. Como |AK]| é divisivel por a e por |K| = p™q", segue que |AK| = ab = |G|. Logo

AK =G,
G AK , A
K K ANH

e |[AN H| = ¢*. Pelo Teorema de Sylow, AN H é um conjugado de Q. Visto que

subgrupos conjugados possuem normalizadores conjugados, temos que N* é conjugado de
Ng(ANH) e, assim, |[Ng(ANH)| =a. Como AN H < A, segue que A < Ng(ANH) e,

entdo, A = Ng(AN H) pois ambos tém ordem a. Portanto, A é um conjugado de N*. O

O Teorema de P. Hall nos diz que em grupos soliveis finitos, m-subgrupos de Hall
sempre existem, para todo conjunto de primos 7. A seguir veremos que vale a reciproca

deste teorema.

Teorema 2.5. ( P. Hall). Se G € um grupo finito que possui um p'-subgrupo de Hall

para todo primo p, entao G € solivel.

Demonstracao: Suponhamos que existam grupos nao soliveis que possuem um p'-
subgrupo de Hall, para todo primo p. Dentre tais grupos, seja G um grupo de menor
ordem. Primeiramente consideraremos o caso em que G possui um subgrupo normal nao
trivial N. Seja H um p’-subgrupo de Hall qualquer de G. Deste modo [N : H N N| =
[HN : H], o qual é um p-nimero, isto nos diz que HNN é um p’-subgrupo de Hall de N. E

HN G
também facil ver que ~ é um p’-subgrupo de Hall de N Como N e N possuem ordem

menor do que |G| temos, pela escolha minimal de G, que N e ¥ sao soluveis. Desta
forma, temos que G é soluvel, o que é uma contradi¢ao. Logo podemos supor que G é
simples. Seja |G| = pi'ps?...pSr, onde p; sdo primos distintos e e; > 0 para todo i. Para
cada i, seja H; um p}-subgrupo de Hall de G. Entao, [G : H;] = p{’ e, assim, |H;| = Hpjj.
A
Colocando D = H3N...N H, temos que [G : D] =[G : Hs]...[G : H,| = pr", ja
que ([G : H],[G : Hj]) = 1se j # i e, assim, |D| = p'ps>. Logo, pelo TeZ):r?éma de

Burnside (Teorema 1.17), D é um grupo solivel. Desta forma, se N é um subgrupo
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normal minimal de D, entao N é abeliano elementar pela Proposicao 1.18. Sem perda
da generalidade, podemos supor que N é um p;-grupo. Como (|G : D], [G : Hs]) = 1,
temos que [G : DN Hy| = pri, deste modo, |D N Hy| = p{* e DN Hy, é um py-subgrupo
de Sylow de D. Pela Pro{?cfsigéo 1.2, temos que N < D N Hy e, assim, N < Hy. De
maneira andloga ao demonstrado acima, conseguimos |D N H;| = p5?. Logo podemos ver
que G = (DN Hy)Hy. Se g € G, entao g = dh, onde h € Hy e d € D N Hy. Assim,
se x € N, temos g 'zg = h='d tadh = h™'yh, onde y € N, pois N <1 D. Notemos que
h='yh € H, ja que N < H,. Portanto, N < H,, onde N¢ é o subgrupo normal de G
gerado por N. Como Hy < G e N # 1, segue que N¢ é um subgrupo normal préprio de

G, e isto contradiz a suposi¢ao que G € simples. O

Definigao 2.6. Seja K um subgrupo (ndo necessariamente normal) de um grupo G.

Entao um subgrupo @) de G é um complemento de K em G se KNQ =1e KQ =G.

O proéximo teorema nos fornece uma caracterizagao para os grupos soluveis finitos.

Teorema 2.7. Um grupo finito G € soluvel se, e somente se, todo subgrupo de Sylow de

G possui complemento em G

Demonstragao: Segue direto dos Teoremas de P. Hall. O

Os m-subgrupos normais sao muito importantes. Sabemos que produtos de p-subgrupos
normais sao p-grupos. Isto também vale para os m-grupos. consequentemente, o subgrupo
gerado por todos os m-subgrupos normais de GG é um m-grupo. Este é o inico m-subgrupo

normal maximal de G e é denotado por O, (G).

Definicao 2.8. Um subgrupo H de G é subnormal em G, quando existem subgrupos

Hy=H, Hy, ---, H = G de G, distintos dois a dois, tais que H = Hy<H,<---<<H; =G.

A préxima proposicao nos fornece algumas propriedades do subgrupo O, (G), e relagoes

entre O,(G) e alguns tipos de m-subgrupos de G.

Proposicao 2.9. Sejam G um grupo e m um conjunto nao vazio de numeros primos.

(i) O(G) char G.
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(i) Se H é um m-subgrupo subnormal de G, entao H < O,(G);

(11i) Or(G) € a interse¢do de todos os m-subgrupos mazimais de G. Em particular, O, (G)

estd contido em todo m-subgrupo de Hall de G.

Demonstracao: (i) Seja a € Aut(G). Sendo O,(G) gerado por todos os m-subgrupos
normais de G, temos que (O,(G))a C O,(G), pois (O(G))a é um m-subgrupo normal de
G. Disso concluimos que, O, (G) char G.

(74) Por hipdtese, existe uma série H = Hy < H; < --- < H, = G. Faremos a prova
por indugao sobre [. Se l < 1, entdo H <G e H < O,(G). Suponhamos que [ > 1. Por
indugao, temos que H < O,(H;_1). Mas O,(H,_1) é caracteristico em H;_; e, assim, pela

Proposi¢ao 1.7(iv) normal em G. Logo O, (H;_1) < O,(G) e, portanto, H < O,(G).

(17i) Sejam R = O,(G) e S um m-subgrupo maximal qualquer de G. Entao RS é um
m-subgrupo de G. Assim, R < S, pela maximalidade de S. Portanto, R estd contido na
intersecao de todos os m-subgrupos maximais de G. Por outro lado, a intersecao de todos

os m-subgrupos maximais de GG é normal em G e, portanto, estd contido em R. O

Ja vimos que m-subgrupos de Hall nem sempre existem. O teorema a seguir fornece
uma condicao suficiente para a existéncia de subgrupos de Hall. Mas antes precisamos

definir transversal de um subgrupo.

Definicao 2.10. Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Uma transversal a direita
(a esquerda) de H em G é um subconjunto de G constituido de um elemento de cada

classe lateral a direita (a esquerda) de H em G.

Teorema 2.11. (Teorema de Schur Zassenhaus). Seja N um subgrupo normal de
um grupo finito G. Suponhamos que |[N| = n e [G : N] = m sao relativamente primos.

Entdo G contém subgrupos de ordem m e quaisquer dois deles sao conjugados em G.

Demonstracao: (i) Caso N abeliano:. Primeiramente, vamos provar a existéncia de
um subgrupo de ordem m. Coloquemos () = % Como N ¢ abeliano, temos bem definida
a seguinte acao:

a: NxQ — N

(a,Ng) a9 =a
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Para cada classe lateral x em @), escolhemos um representante t,. Deste modo, o conjunto
{t, | © € Q} é uma transversal para N em G. E facil ver que o elemento f,t, pertence
a classe lateral t,t,N = t,, N. Por causa disso, existe um elemento c¢(x,y) de N tal que

t,ty = tyyc(x,y). Aplicando a associatividade, temos por um lado

(taty)t: = tu(tyt:)
tx(ty=c(y, z))
= (tatys)c(y, 2)
tay=c(, yz)c(y, 2),
por outro lado
(taty)t: = (toye(x,y))L.
= toytat el y)ts
= tay:c(zy, 2)c(z,y)*
Logo,

c(zy, z)e(z,y)” = c(z,yz)c(y, 2), (2.1)

para todos elementos x,y e z em ). Agora consideremos o elemento d(y) de N dado por:

d(y) = ] ez, v).
z€Q
Fazendo o produto da Equacdo (2.1) para todo = em @ e, usando o fato que N é

abeliano, obtemos

I ez, 2)e(e,p)” = ] cla,y2)e(y, 2)

z€Q z€Q
[y, 2) [[e@ v = []elzv2) [] . 2)
T€Q T€Q z€Q z€Q

d(z)d(y)* = d(yz)c(y, 2)™.

Ou ainda,
d(yz) = d(z)d(y) c(y, )™ (2.2)

Agora da hipétese que (m,n) = 1 e do Teorema de Bezout, existe um elemento de N,

digamos e(y), tal que e(y)™ = d(y)~'. Assim, a Equagao (2.2) pode ser reescrita como

(e(yz))™™ = (e(y) e(z)ely, 2)) ™

Disso e do fato que (m, |N|) = 1 resulta que

e(yz) = e(y)e(z)c(y, 2).
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Definamos s, = t,e(x). Observamos que
sys. = tye(y)t.e(z) = tyt .t te(y)te(z) = tyte(y)?e(z) = ty.c(y, 2)e(y)?e(z)
tye(yz) = Sys.

Logo, a aplicacao
f: @ — G
T = S,

¢ um homomorfismo. Também ¢ injetor, pois

ker(6)

{ze@: (x)0=1}
{re s, =1}
{r e@:te(xr) =1}
{re@:t, e N}
= {lo}-

Concluimos que Im 0 = Q e |Im 6| = m, isto é, G possui um subgrupo de ordem m.

N

Agora suponhamos que H e H* sejam dois subgrupos de G de ordem m. Vamos
mostrar que H e H* sdo conjugados. Ja que (|H|,|N|) = 1, temos G = HN = H*N e
HNN=H*"NN =1. Assim dado x € @), existe um tnico h, € H tal que x = h, N. Da

HN
mesma forma, existe um tnico h; € H* de modo que z = hiN. Sejam ¢, : ) = — —

N

H*N ,
Hep,: Q= N H™ as fungoes que levam x em h, e h’, respectivamente. E facil
ver que ¢; e ¢, sao fungoes sobrejetoras. Como h,N = hXN temos hi = h,a(z) para

algum a(z) € N. Mas hyya(zy) = h}, = hihi = ha(x)hya(y) = hehyh,ta(x)hya(y) =

hyya(x)?a(y). Por causa disso, deduzimos a seguinte relagao,

a(zy) = a(x)’a(y). (2.3)

Definamos b = H a(x). Fazendo o produto da Equagao (2.3) para todo x em (), obtemos
zeQ

I atay) = I] a(z)?a(y)
zEQ zeQ
ou seja,

b="ba(y)™.
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Como (m,n) = 1, existem «, 3 € Z tais que am + fn = 1 e, entdao podemos escrever

b= (B ay)"
b= ()" (") " a(y)"
= () a(y)]”

m

Desta forma, se reescrevermos a equagao b = ba(y)™, obtemos que ¢ = (¢")Ya(y)™ =

(¢!)™a(y)™ o que implica, ¢ = c?a(y), ou ainda, a(y) = ¢ Yc. Portanto h; = hya(y) =
h,c™Yc = c'h,c, j4 que h, sendo um representante da classe lateral de y temos ¥ = clv.

Assim, como ¢, e p, sdo sobrejetoras, concluimos que H* = ¢ ' He.

(i1) Existéncia. Caso geral: Procederemos por indugao sobre a ordem de G. Sejam
p um primo divisor de |[N| e P um p-subgrupo de Sylow de N. Coloquemos L = Ng(P)
e C = Z(P), entao L < Ng(C) = M, pois C char P. Pelo Argumento de Frattini
(Proposicao 1.4), temos que G = LN e, portanto, também G = M N. Seja Ny = NN M
o qual é normal em M e observemos que

_ |G [MN] (M| [M]
N[ N[ [MAN| [N

(G : N] =[M : Ni] =m.

M N-
Como C' # 1, o subgrupo Yol tem ordem menor que |G|. Além disso, Fl ¢ um subgrupo

M M N

normal de — de ordem relativamente prima com |— : —| = [M : N1] = m. Portanto,
C c C

M

aplicando a hipdtese de inducao para o grupo rok temos que existe um subgrupo rel de el

de ordem m, assim, M = XN; e X N N; = C. Uma vez que [X : C] = m é relativamente
primo com |C|, podemos agora aplicar (i) e concluir que X tem um subgrupo de ordem

m.

(i1i) Conjugagcao. O caso N soluvel:. Seja m o conjunto dos divisores primos
de m e escrevamos R = O,(G). Suponhamos que H e K sejam dois subgrupos de G de
ordem m. Entdo R < HN K, ja que [G : H] = [G : K] = n, o qual é um 7’-ntimero,

G
ou seja H e K sao m-subgrupos de Hall de G. Se R # 1, passando para o quociente i

o
==

G
sao m-subgrupos de Hall de ok Aplicando a hipotese de inducao em

H K _ G H K)gR

temos que e

—, obtemos que — e — sao conjugados, isto é, existe gR em — tal que — = | —
R MRR e gren R At R T\ R
consequentemente para todo h em H, existe k € K tal que hR = (kR)% = kYR, o que
implica que h pertence a K9, ja que R = RY C KY9. Portanto, como as ordens de H ¢ K

sao iguais, concluimos que H = KY.
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L
Se O,(G) = 1, suponhamos que m > 1, deste modo N # G. Seja ~ um subgrupo

G G L
normal minimal de N Como N é soliuvel obtemos pelo Teorema 1.18 que N é um
p-grupo abeliano elementar para algum primo p em 7. Agora H N L é um p-subgrupo

HNL)N L
deSylowdeL,poisHﬂL%¥< L:HNL] =[HL : H], que é um

Ny =wel
p/-ntimero. O mesmo ocorre com K N L. Aplicando o Teorema de Sylow, temos que
HNL=(KNL)Y= KN L para algum g em G. Escrevendo S = H N L, concluimos
que S < ( H,K9) = J. Suponhamos que J = G, deste modo S <G, logo S < R=1, ja
que S é um 7-grupo. Assim, L é um p’-grupo. Mas isto nao pode ocorrer, pois % é um
p-grupo. Portanto, J # G. Podemos agora aplicar a hipétese de indugao sobre |G|, para

concluirmos que H e K9 sao conjugados em J e, portanto, H e K conjugados em G.

(iv) Conjugag¢ao. Caso N solivel: Sejam H e K subgrupos de G de ordem m.

HN' KN’
De N’ char N e N < G, obtemos N’ <1 G. Como N | = || = ™ por (i) segue
HN' KN’
que N e N sao conjugados em N Assim H9* < KN’, para algum ¢g; em G. Uma

vez que N” char N e N < G temos N” <1 G e, portanto, N” <« KN'. E facil ver que

H9N" KN / /

N | = | N e N sao relativamente primas e ja que N ¢ abeliano temos, por
Hgl N// KN//

(1), que N © v s@o conjugados. Por causa disso, (H9')9 < KN” para algum g,

de G. Prosseguindo de forma andloga, teremos para todo [ > 1 que H% < KN!, para
algum g; de G. Porém, como N ¢é soluvel, teremos N7 = 1 para algum j € Z. Portanto

H e K sao conjugados.

(v) Conjugagdo. Caso geral: Como os inteiros m e n sao relativamentes primos,
ao menos um deles é impar, e o Teorema de Feit-Thompson, implica que N ou N é

soluvel. O resultado segue agora de (iii) e (iv). O

A hipétese de que N é normal nao pode ser retirada do teorema. De fato, sejam
G = As e N um 2-subgrupo de Sylow de G, logo |[N| =4, [G : N] =15 e (4,15) = 1.
Portanto GG esta nas condigoes do teorema, porém, G = A5 nao possui subgrupo de ordem

15. Concluimos, desta forma, que se N nao for normal, o resultado nem sempre ¢é valido.
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2.2 Grupos Complementados

Nesta secao definiremos grupos complementados, apresentaremos algumas de suas pro-

priedades e uma caracterizagao para os grupos complementados.

Definicao 2.12. Um grupo finito G' é complementado se, para todo subgrupo H de G

existe ao menos um complemento de H em G.

Daremos agora algumas propriedades de grupos complementados.

Proposicao 2.13. (i) Subgrupos de grupos complementados sao complementados.
(i) Grupos quociente de grupos complementados sao complementados.

(11i) Produto direto de grupos complementados sao complementados.

Demonstragao: (i) Suponhamos que G seja um grupo complementado e H um subgrupo
de G. Sejam K um subgrupo de H e L um complemento de K em G. Afirmamos
que H N L é um complemento de K em H. De fato, KN (HNL) = KNL=1¢
H=(GNH)=((KL)NH)=K(HNL), pela Lei Modular ( Proposi¢ao 1.3). Portanto,

H é complementado.

N . G .
(71) Sejam G um grupo complementado e N <1 GG, considere — < N Se K é um
KN H
complemento de H em G, afirmamos que N ¢ um complemento de ~ Com

H
efeito, seja u um elemento de N N N entao existem h € H e k € K tais que u = hN
e u = kN. Logo temos que k'h € N; mas N C H. Assim temos que k € H e,

H KN
entao, u = 1N = N. Disto resulta que N N N {IN}. Agora para concluirmos

H (KN G
temos que mostrar que No N (T) Seja gN € N como G = HK obtemos que
G

N H
gN = hkN = hNkEN com h € H e k € K. Logo N ¢ um complemento de N em N

(7i1) Seja H um subgrupo de G; xGs e sejam K1 = {x € G | (z,y) € H, para algum y €
Got e Ko ={y € Gy | (1,y) € H}. Temos que K; é um subgrupo de Gy, pois 1 € K; ja
que (1,1) € H, e se x1,x2 € K1, entdo existem y;,y. € G tais que (x1,y1), (x2,y2) € H.
Como H é subgrupo, (z1,y1)(z5",y5") € H, o que implica que (w125, y195 ") € H, logo
xlasg_l € Ky, como queriamos. Também K, é um subgrupo de G5. De fato, 1 € K5 e se
Y1, Y2 € Ko, entdo (1,51)(1,42) € H, assim (1,41)(1,55") = (1,195 ") € H e, consequente-

mente, Y1y, e K,. Como G, e Gy sdo grupos complementados existem L; complemento
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de K7 em Gy e Ly complemento de K5 em G5, Afirmamos que L; X Ly é um complemento
de H em G x Gs. De fato, seja (x,y) € HN (Ly X Lg), como (z,y) € H entdo x € Kj,
mas = também pertence a L, assim, z = 1 e temos que (1,y) € H N (L; X Ly). Logo
y € K5 N Ly. Disto resulta que y = 1 e, portanto, H N (L x Ly) = (1,1). Agora sé falta
mostrarmos que G x G5 é escrito como o produto de H por L; x Ls. Para isso seja
(z,y) € G1 X Gy, entdao x = kyl; com ky € Ky e l; € Ly e, deste modo, H possui um ele-
mento da forma (ky, 7). Mas 7~y € G, entao 'y = kyly com ky € Ky e ly € Ly e, assim,
y = rkyly. Podemos escrever (z,y) = (kily, rkaly) = (k1,rka)(l1,12) = (k1,7)(1, k2) (11, l2),
onde (k1,7),(1,ke) € H e (I1,1l3) € Ly X Ly. Desta maneira G; X Gy = H(L; X Ls), como

queriamos. O

Nosso préximo resultado nos fornece informacoes a respeito dos subgrupos de Sylow

e dos fatores principais dos grupos complementados finitos.

Proposicao 2.14. Se um grupo finito G é complementado, entao:

(i) seus subgrupos de Sylow sao abelianos elementares;

(ii) seus fatores principais sao ciclicos.

Demonstragao: (i) Seja P um p-subgrupo de Sylow de G e suponhamos que P nao
seja abeliano, logo P’ nao é trivial. Como G é complementado, P’ tem um complemento
em P, isto é, P = P'K e PPN K =1 para algum subgrupo K de P. Mas pelo Teorema
1.38, temos que P’ < ¢(P), portanto, podemos escrever P = K, ja que ¢(P) consiste
dos nao geradores de P. Isto implica que P’ = 1, o que é uma contradicao. Portanto P é
abeliano. Vamos mostrar agora que todo elemento de P tem ordem p. Suponhamos que
exista um elemento = € P, tal que o(z) > p. Assim existe um subgrupo K de ( x ) tal
que |K| = p?, logo, K = Zy2 €, como K ¢ um subgrupo de um grupo complementado,
K é complementado. Seja H < K com |H| = p. Entao existe um subgrupo N de K tal
que K = HN com HN N =1, logo |N| = |H| = p. Disto segue que K = H x N, isto
é, Zy2 = K = 7, x Zyp, 0 que nao pode ocorrer. Assim nao existe elemento x € P com

o(x) > p e concluimos que P é um p-grupo abeliano elementar.

(7i) Pelo Teorema 2.7, temos que grupos complementados finitos sao soliveis e pelo

Teorema 1.18 seus fatores principais sao grupos abelianos elementares. Seja um

%
GH—I
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fator principal do grupo complementado G, e seja p* sua ordem. Se o > 1, podemos
escolher um subgrupo H de G tal que G; > H > G;;1. Sejam K um complemento de
H em G,

LQ == G/L'JrlLl. (25)

Ly # 1, pois caso contrério G; = GNG; = (HK)NG; = HKNG;) = H, o que nao
pode ocorrer, ja que, H < G;. Logo Ly # 1. Afirmamos agora que G;11 < Lo. De
fato, se G;o1 = Lo entao Ly < Gjuy < H,mas HN K = 1, assim L; = 1, o que
mostramos que nao acontece. Portanto, G;,1 < Lo. Agora vamos mostrar também que
Ly < G@;. Para isso, suponhamos, por absurdo, que Ly = G}, entdo por (2.5) temos
que G; = Gij11L;1. Seja h € H tal que h € G;11. Como H < G; vemos que h pode ser
escrito do seguinte modo: h = ab, onde a € G4 e b € L;. Isto implica que b = a~!h,
mas G;,1 < H obtendo desta maneira que a*h € H e a~*h = b € K. Disto resulta que
b=1eh=a, oqueé um absurdo pois tomamos h € H com h € G;1. Logo Ly, < G;.
Assim G; > Ly > G,1. Agora Ly < K, pois G; <G e, portanto, Ly << K. Mas Ly <1 G,
ja que Ly > Gy > (G;). Portanto Ly < G;K O HK = G, isto é, Ly < G, o que é um

absurdo, pois nenhum subgrupo normal de GG pode ser encontrado estritamente entre G;
i

Git

é ciclico. O

e G;y1. Logo a =1 e, consequentemente,

O resultado a seguir nos fornece uma caracteristica dos grupos que satisfazem as
propriedades (i) e (i).
Proposicao 2.15. Um grupo finito G com as propriedades (i) e (ii) € isomorfo a um

subgrupo do produto direto de um certo niumero de grupos de ordem livre de quadrado.

Demonstracao: Suponhamos que G = {z1,xs,...,2;}. Para cada elemento x de G\ {1},

seja G, um subgrupo normal de G de maior ordem que nao contenha x. Tome y =

{ GE | x € G\{1} } e considere a fungao

v: G —

>< e ><
G, G,

g = (gGIN"‘?gGIt)'
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1 é um homomorfismo, pois:

(hg) = (hgGa,, ..., hgGa,)

(hG2,9Gays ..., hGgG L)

(hGyyy .o WG ) (9Geys - -, 9Ga,)

(h)¥(g)¢-

Também 1) é injetora. De fato, se g € ker ¢, entdao (9G, ..., 9Gs,) = (G, ..., Gy,), ou

seja, g € G, para todo ¢ = 1,...,t. Devido a escolha de cada G, devemos ter g = 1.

G X oee X
G, Ge,

é um grupo de ordem livre de quadrado. Observamos que como G

Portanto, G é isomorfo a um subgrupo de Agora resta mostrarmos

que cada H,, =
satisfaz (i) e (i) cada H,, tem também as propriedades (i) e (7). Além disso, cada H,,
tem a seguinte propriedade :

(7i1) H,, contém um unico subgrupo normal minimal.

Com efeito, sejam e

G, G,
um subgrupo normal de maior ordem que nao contém x;, temos que x € L N K, logo

Gy, S LNK CL e Gy, & LNK C K. Pela minimalidade de

LNK=L e LNK =K, isto é, K =L, deste modo, Gi_(—;{

Mostraremos agora que H,, ¢ um grupo de ordem livre de quadrado. Por simplicidade

dois subgrupos normais minimais de H,,. Como G,, é

teremos

€

G..

3

G..

3

de notagao, vamos escrever H no lugar de H,,. Por (ii), o inico subgrupo normal minimal
de H ¢ ciclico, digamos ( z ), e de ordem um primo p. Seja C = Cy(z). E f4cil ver que

C' é normal em H. Afirmamos que C' = ( z ). Com efeito, se ( z ) ¢ C' podemos

K
escolher um subgrupo normal K de H, contido em C' e que contenha ( x ) e tal que 3
x

é ciclico de ordem prima q e,

é um fator principal de H. Por (i) isto implicaria que <lx(>
portanto, |K| = pg. Se p = ¢, entdo |K| = p? e temos que K ¢ abeliano. Se p # ¢ existe
um subgrupo J de K, tal que |J| = ¢, assim, J = ( y ) para algum y € K. Como K C C,
y € C, desta forma, K = ( x )(y ) é abeliano. Agora vamos mostrar que p = q. Se p # q,
como K é abeliano, ( y ) é um g-subgrupo de Sylow normal em K e, consequentemente,
(y ) é caracteristico em K. Logo, ( x ) é normal em H. Pelo fato da ordem de ( y ) ser

g obtemos que ( y ) é um subgrupo minimal de H diferente de ( = ), o que contradiz

a propriedade (i77). Sendo assim p = ¢, e por (i), K é abeliano elementar de ordem p?.
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Notemos que o homomorfismo

0: H — Aut(K) = GL(K,Z,)
g = @, K—K
yr—y’
induz naturalmente um homomorfismo @ : Hy — Aut(K), onde Hy = ————. Afirmamos

ker(p)

que todo p-subgrupo de Sylow de H esta contido em ker(y). Com efeito, os p-subgrupos
de Sylow de H sao abelianos elementares e pela Proposicao 1.2 contém K. Portanto seus

elementos comutam com todos elementos de K. Por outro lado

ker(p) ={g€ H |p, =1id}
={9 € H|(y)py =y para todo y € K}
={g € Hl|gy = yg, para todo y € K}.

Isto nos mostra que todo p-subgrupo de Sylow de H esté contido no ker(y). Com isso
concluimos que p nao divide a ordem de Hy, portanto, p é completamente redutivel pelo
Teorema de Mascke ( Teorema ??7) . Como H, deixa ( x ) invariante, consequentemente
deixa invariante um segundo subgrupo ciclico ( z ) de K tal que K = ( x ) x ( z ). Entao
( z ) é um subgrupo normal minimal de H diferente de ( x ), o que nao pode ocorrer ja que
H possui um unico subgrupo normal minimal. Concluimos, desta forma, que C'= (z ) e
consequentemente % é isomorfo a um subgrupo do grupo dos automorfismos de ( z ).
Agora, como ( z ) é ciclico de ordem p, Aut({ = )) é ciclico de ordem p — 1, portanto,
m é ciclico de ordem m, onde m é um divisor de p — 1. Pela propriedade (i), H néao
contém subgrupo ciclico de ordem quadrado de um primo, o que resulta que m deve ser

livre de quadrado e, portanto, H é um grupo de ordem livre de quadrado. Isso prova o

teorema. O

Juntando todos os resultados desta secao podemos caracterizar os grupos complemen-

tados.

Teorema 2.16. (P. Hall). Um grupo finito G € supersolivel com subgrupos de Sylow

abelianos elementares se, e somente se, G € complementado.

Demonstracao: Se G é complementado temos, pela Proposicao 2.14, que G é super-

solivel com seus subgrupos de Sylow abelianos elementares. Reciprocamente, se G é
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supersolivel com subgrupos de Sylow abelianos elementares, pela Proposi¢ao 2.15, temos
que G é isomorfo a um subgrupo do produto direto de um certo nimero de grupos de
ordem livre de quadrados. Agora como cada fator H do produto direto é um grupo de
ordem livre de quadrado, cada fator H é solivel pelo Corolario 1.21. Desta forma, se K
¢ um subgrupo de H de ordem m, como a ordem de H é livre de quadrado, (m,n) = 1,
onde n = [H : K]. Assim, pelo Teorema de P. Hall (Teorema 2.4 ), temos que H possui
um subgrupo L de ordem n. E facil ver que H =KL e KNL =1, mostrando assim que L
é um complemento de K em H. Portanto, H é complementado. Agora, pela Proposicao
2.13, temos que o produto direto de grupos complementados é complementado e subgru-
pos de grupos complementados sao complementados. Portanto G é complementado, como

queriamos. O

2.3 Torre de Sylow do Tipo Supersoluvel

Nesta secao estudaremos a torre de Sylow do tipo supersoltuvel. Veremos que todo grupo
que possui uma torre de Sylow do tipo supersolivel é soluvel, mas a reciproca nao é

verdadeira.

Definigao 2.17. Seja G um grupo finito de ordem p{'p5* ... p.*, onde p; < po < -+ < py

sao primos. Se
P, P.P._1, - ,P.P_q... P (2.6)

sao subgrupos normais de G, onde P; é um p;-subgrupo de Sylow de GG, i = 1,..., k, entao

(2.6) é chamado uma torre de Sylow de G do tipo supersolivel.

Apresentamos a seguir uma classe de grupos que sempre possuem uma torre de Sylow

do tipo supersoluvel.

Proposicao 2.18. Se G um grupo supersolivel finito, entao G possui uma torre de Sylow

do tipo supersolivel.

Demonstracao: Seja |G| = p'ps?...po*, onde p; < py < --- < pi s@o primos. Como
G é um grupo supersolivel finito, pelo Teorema 1.30, obtemos que G possui uma série

normal onde todos os grupos fatores tem ordem prima, digamos G = G > G131 > -+ >
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Gia, > Go1 > 2 Gogy > 2 Gy > -+ > G, = 1. Além disso, podemos supor

que as ordens de cada grupo fator estao em ordem nao decrescente, isto é,

G —p G —p G1y —p Grap-1 —
S —_— 17 I — 17 ey — 2’ ey — k
G, G G, G
Desta forma, notemos que
— Q% Ok k-1 _ ok, Qk-1 s
Grtar 1| = Pe* |Gzl = 00T |Grad = DD - D2

e cada um desses grupos sao normais em G. Sendo assim Gj_1 4, , ¢ um pg-subgrupo
de Sylow. Como ele é normal é unico, portanto, Gy_1,4,_, = Pr. Agora podemos dizer
entao que se P,_1 é um pg_1-subgrupo de Sylow de G temos que P, FP,_1 é um subgrupo
de G. Se considerarmos ™ = {px_1, px}, teremos que Py P;_; é um m-subgrupo de Hall de
G, logo pelo Teorema de P. Hall ( Teorema 2.4 ) temos que os m-subgrupos de Hall sdo
conjugados entre si. Como Gj_2,, , também é um m-subgrupo de Hall de G concluimos
que existe g € G tal que PyPy—1 = (Gr-2.0;5)? = Gr—2.04_,, j& que Gy_2.4,_, ¢ normal
em (G. Assim P, P,_, é normal em G. Repetindo a argumentacao usada acima provamos

que Py, PiPi_1, -+, P.Py_1 ... P, sao subgrupos normais de G. O

A proposicao anterior mostra que todo grupo supersolivel finito tem uma torre de
Sylow do tipo supersolivel, mas a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 2.19. Seja H = ( a,b | a®> =% =1, ab = ba ). Primeiramente, nao € dificil

ver que existe um automorfismo 7 de H tal que (a)T = b, (b)7 = a™!

e que o(T) = 4.
Agora o produto semi-direto G = (1) X. H, onde € é 0o homomorfismo inclusao de { T )
em Aut(H), tem ordem 36, e possui um subgrupo de Sylow normal de ordem 9, mas nao
possui subgrupo normal de ordem 3. Com efeito, o subgrupo L = ( 1 ) x. H é um 3-
subgrupo de Sylow de G e € unico. Os subgrupos de ordem 3 estdo contidos em L. Efdcz'l
ver que todo elemento de ordem 3, quando conjugado por (1, (1,1)), nao estd no subgrupo
gerado por ele, portanto, os subgrupos de ordem 3 nao sao normais. Vamos mostrar que
G nao € supersolivel. Suponhamos, por absurdo, que G seja supersoluvel, assim, pelo
Teorema 1.31, todo fator principal de G tem ordem prima. Mas, como G ndo possui
subgrupo normal de ordem 3, L € isomorfo a um fator principal de G e nao possui ordem
prima. Concluimos, deste modo, que G nao € supersolivel. Para finalizarmos, podemos ver

facilmente que G possui uma torre de Sylow do tipo supersoluvel, jd que L é um 3-subgrupo

de Sylow normal de G.
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O resultado a seguir mostra uma aplicacao para a torre de Sylow do tipo supersoltvel.

Proposicao 2.20. Se G é um grupo finito e G possui uma torre de Sylow do tipo super-

solivel, entao G € solivel.

Demonstracao: Seja P, C PP, 1 C ... C PyPy_1... P uma torre de Sylow do tipo

supersolivel. Desta forma, a série G > Py... P, > --- > P, é uma série normal de G.
PePr4

k

Como P, é um pg-grupo, Py é soluvel. Ja que é um pg_1-grupo é também soltvel.
Py P 1Py

PePy 4
obtemos que P, Pj_1P;_o é solivel. Da mesma forma feita anteriormente, concluimos que

Sendo assim, P, P;_q é soluvel. Agora temos que P, Pi._1 e sao soluveis. Logo

cada subgrupo da série normal acima é soltuvel e, portanto, G' é soluvel. a

A reciproca deste resultado nao vale como mostra o

Exemplo 2.21. O grupo Ay € solivel, mas nao possui uma torre de Sylow do tipo super-

solivel, pois Ay nao possui um subgrupo normal de ordem 3.



Capitulo 3

p-nilpoténcia

Neste capitulo, daremos uma breve introducao sobre p-nilpoténcia e formagoes, estudare-
mos o homomorfismo transfer com o intuito de obtermos a demonstracao do Teorema de
Frobenius, que fornece uma condicao necessaria e suficiente para a p-nilpoténcia de um

grupo finito.

3.1 p-nilpoténcia

Daremos uma definicao que sera muito utilizada a partir daqui.

Defini¢ao 3.1. Seja G um grupo finito e seja p um divisor primo de |G|. Dizemos que

G é p-nilpotente se G possui um p’-subgrupo de Hall normal.

Se G ¢ um grupo finito p-nilpotente e P é um p-subgrupo de Sylow de G, entao
G = POy (G). De fato, como G ¢ p-nilpotente, G possui um p’-subgrupo de Hall normal
de G, o qual deve ser Oy (G) ja que Oy (G) é o tnico p'-subgrupo normal maximal de
G. Desta forma, obtemos que PO, (G) < G e como |PO,(G)| = |G|, concluimos que
POy (G) =G.

E facil ver que todo grupo nilpotente é p-nilpotente. Também temos que se G é

p-nilpotente para todo p divisor primo da ordem de GG, entao G é nilpotente.

Observacao 3.2. Efafcz'l ver que se G possut uma torre de Sylow do tipo supersolivel e

p € o menor dwisor primo de |G|, entao G € p-nilpotente.

31
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3.2 Formacoes

Nesta secao daremos uma breve introdugao de formagoes.

Uma classe de grupos finitos .# ¢é dito uma formacdo se % satisfizer as seguintes

condigoes:

1. Se G € %, entao toda imagem homomorfica de G também estd em 7.

G G
2. Se Ny e Ny sao subgrupos normais de G, tais que N e A pertencem a .7,
1 2

entio ———— pertence a .%.
N,AN, P

Alguns exemplos de formagoes serao dados a seguir.

Exemplo 3.3. As classe dos grupos soluveis finitos € uma formacdao. De fato, sejam

G

H e K dois subgrupos normais de um grupo G tais que 7K sejam soluveis. Vamos

mostrar que ¢ soluvel. Considere o homomorfismo

HNK
G G

. G — — x —

H K
g +— (9H, gK).

G
Claramente ker(m) = H N K. Assim, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que TAK i
G
Im m C — x —. Como produto direto de grupos soluveis € solivel resulta que €
=T K p grup q HNK

solivel.

Outros exemplos de formagao sao: a classe dos grupos finitos, a classe dos grupos
abelianos finitos, a classe dos grupos nilpotentes finitos e a classe dos grupos supersoltveis

finitos.

Exemplo 3.4. Considere o grupo abeliano G = Zy X Zs, assim, os subgrupos H = { (1,0) )
G G

e K =((0,1)) sdo subgrupos normais de G ¢ — e 174 sao grupos ciclicos jd que ambos

H
possuem ordem 2. Agora HN K = ( (0,0) ), logo,

= @, que nao € ciclico, pois
Hnk 0t Y

nao possui elemento de ordem 4.

Desta forma, a classe dos grupos ciclicos ¢ um exemplo de uma classe de grupos que

nao é uma formacao.
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G

Definicao 3.5. Uma formacao .7 ¢ dita saturada, se G € .% sempre que ——— € %,

9(G)
Exemplo 3.6. A classe dos grupos supersoliveis finitos € uma formacao saturada. De

M
€ supersoluvel, entao pelo Teorema 1.31, todo subgrupo mazrimal ——— de

G
o(G) ¢(G)

m possui indice primo. Pela defini¢ao do subgrupo de Frattini, ¢(G) estd contido em
todo subgrupo maximal de G, portanto, se L é um subgrupo maximal de G teremos que

G Agora |G : L] = [i : L] que € primo para
o(G) ¢(G) ' ¢(G)  o(G)

todo subgrupo maximal L de G. Assim da Proposicao 1.34, seque que G € supersolivel.

fato, se

¢ um subgrupo mazrimal de

A classe dos grupos soliveis finitos e a classe dos grupos nilpotentes finitos sao outros
exemplos de formacoes saturadas.

Exemplo 3.7. O grupo diedral de ordem 8, Dy, é um 2-grupo, portanto, pela Proposicao
D,

¢(Ds)

1.37, temos que ¢ abeliano elementar, logo é abeliano, mas Dy nao é abeliano.

Com isso a classe dos grupos abelianos finitos é um exemplo de uma classe que nao é

uma formacao saturada.

3.3 O Homomorfismo Transfer

Nesta secao estudaremos o homomorfismo transfer, com o intuito de conseguir alguns

resultados sobre a p-nilpoténcia de um grupo.

Seja G um grupo e seja H um subgrupo com indice finito n em G. Escolhemos uma
transversal a direita {t1,ts,...,t,} para H em G. Temos que se multiplicarmos a direita
uma classe lateral por um elemento de G, teremos uma classe lateral a direita, assim,
Htig = Ht, para algum (i)g € {1,...,n}. E claro que a aplicacio i — (1)g é uma
permutacao do conjunto {1,2,...,n}. Como Ht;g = Ht), temos que tigt&)lg € H.
Suponhamos que 6 : H — A seja um homomorfismo de H em algum grupo abeliano A.

Entao o transfer de 6 é a aplicacao 8* : G — A definida por

n

(z)0" = H(tiwt@)lm)ea

=1

para todo = € G.
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O proximo lema garante que a aplicacao 0* é um homomorfismo e independe da
transversal escolhida, isto é, para qualquer transversal que escolhermos a funcao 6* obtida

sera a mesma.

Proposicao 3.8. A aplicagao 0* : G — A € um homomorfismo o qual ndo depende da

escolha da transversal.

Demonstracao:  Vamos primeiro estabelecer a independéncia da transversal. Seja
{t}, ...t} outra transversal a direita de H em G e suponhamos que Ht; = Ht, et = h; t;

com h; em H. Entao se x € G,
tiat, = hitixtyy, by,

e, portanto, como A é abeliano,

n

| J (GRS f[ (tiwty, )0 [ [(h)6 (h),)0.

=1
Agora, como (i)x percorre o conjunto {1,2,... ,n} quando 7 o percorre e A é abeliano
n

segue que H (h:)8 (h m)@ = 1 o que resulta que H (t: xt’z)i)H H(t wt )o)0, isto é, 6
=1 =1 =1

independe da escolha da transversal. Para mostrarmos que #* é um homomorfismo sejam

x,y € G, entao

n

(xy)0" = H(t Tyt l)xy H (t; $t l)xyt(l)zy)ﬁ

i=1
Como 6 é um homomorfismo de H em A e (i)x percorre o conjunto {1,2,...,n} quando

1 0 percorre temos,

n n n

[t toey o0 = [[tate)0 T] tewytn.,)f = (@6 )6,

i=1 i=1 (1)z=1

mostrando que #* é um homomorfismo. a

Vamos agora procurar uma forma mais facil de calcular (z)0* para um certo elemento
x de G. Para tal objetivo, como #* nao depende da transversal, podemos escolher uma
transversal a direita de modo que fique mais fécil de calcular (x)8*. Continuaremos com

a notagao acima.
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Considere a seguinte acao de ( x ) sobre Y = {Hty,..., Ht,},

a: (z)yxY — Y
(a, Ht;) +— Hta.

E f4cil ver que para cada s € {t1,ta,...,t,}, a 6rbita de Hs tem a forma
O(Hs) = {Hs,Hsx, ... Hsz''},

onde 7! é a primeira poténcia positiva de x tal que Hsz! = Hs. Podemos escrever Y como

uma uniao disjunta de érbitas
Y ={Hsy,...,Hs;z" 'Y U{Hs,,...,Hsyx? "YU ... U{Hsy, ..., Hspa'* 1},
da seguinte forma: primeiro tomamos a orbita de H sy,
{Hs\,Hsx,..., Hsjz" '},

onde s; é um elemento qualquer da transversal. Se Y = O(H s;), acabou, caso contrario,

escolhemos s, € Y tal que Hsy & O(Hs) e consideremos O(H s3). Se
Y ={Hsy,...,Hsio" YU {Hs,, ..., Hsyx? ™'},

ja temos o que queremos, senao repetindo o processo acima tantas vezes quanto necessario
concluiremos que existem 1, o, ..., Sk € {t1,...,t,} e inteiros positivos i, ls, . .., [ tais

que

Y =0O(Hs1) UO(Hsg)U...UO(Hsy) (3.1)
k
e Z [; = n. Com esta construgao, os elementos
i=1

sl i=1,... kej=1,...,1;—1,

formam uma transversal a direita para H. Vamos agora usar esta transversal para calcular

(x)6*. Usando a informacio que Hs;z'i = Hs; calculemos:

(2)0" = [(s12)(s12) M (s12%) (s122) 7" (5127 (sp2h ) T (125710

[(592) (590) " (592%) (5902) 71 ... (892171 (59217 1) 7Y (552155 1)]0
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Assim, (x)0* se reduz a
)
k

()0 = H(sixlisi_l)&

i=1
Com isso acabamos de demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.9. Seja H um subgrupo de um grupo G de indice finito n e seja {t1,ta, ..., t,}
uma transversal a direita de H em G. Para cada elemento x de G, existem elementos
S1,89,...,8k da transversal e inteiros positivos ly, la, ..., 1, tais que o conjunto das classes

laterais a direita de H em G € escrito como uma unido de drbitas como em (3.1) e
k

Z l;=n.Sef:H— A ¢éum homomorfismo de H em um grupo abeliano A, entdo
i=1

Faremos um exemplo usando este método para calcular (x)0* para algum elemento x

de G.

Exemplo 3.10. Consideremos G = Dy = (a,b|a* =1=0b"lab=0b"1), H=(b),
A=17Zs, T ={1,a,a a®*} e o homomorfismo 0 : H — Zg definido por (b")0 = 4r, para

todo r € Z. Com o método dado acima, vamos calcular (ab)0*. Tomemos s; = a, assim,
O(Ha) = {Ha, Ha(ab)} = {Ha, Ha®}.
Agora tomemos sy = a®, logo,
O(Ha*) = {Ha* H}.
Notemos que,
{H,Ha,Ha*, Ha’} = O(Ha) U O(Ha?).
Usando o método acima

(ab)0* = (a(ab)*a™1)0(a*(ab)?(a*) )0 = (1)6(1)0 = 0.

P
Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G. Como Iz é abeliano podemos

P
calcular o transfer do homomorfismo canonico de P — o Chamaremos tal transfer de

transfer de G em P.

Seja G um grupo. Denotaremos a intersecao de todos os subgrupos normais N tais

G

que seja um p-grupo abeliano por G'(p).
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E f4cil ver que o grupo quociente é o maior p-quociente abeliano de G. A notagao

G
G'(p)

G’ (p) nos faz lembrar do subgrupo derivado de G, mas levando em conta que

é um p-
G'(p) P

grupo abeliano, portanto, abeliano, concluimos que G' C G’(p). Nosso proximo resultado

nos fornece uma forma de encontrar G'(p).

P
Proposicao 3.11. Seja7: G — 5 ° homomorfismo transfer de um grupo finito G em
um p-subgrupo de Sylow P. Entao G'(p) € o nicleo de 7 e PNG' € o nicleo da restri¢do

deT aP.

~ G
Demonstracao: FEscrevamos K = ker(7). Em primeiro lugar G'(p) C K, ja que 174 é
um p-grupo abeliano. Agora vamos decompor o conjunto das classes laterais a direita de

P em 6rbitas como em (3.1), com isso temos

k
(x)r =P H sizlis; L.
i=1

Agora G = PG'(p), de modo que podemos escolher s; em G’(p). Logo podemos escrever
()T = P'z"conde n = [G : P] e c € G'(p). Assim = € K implica que z" € P'G'(p) =

K
G’(p). Disto segue que m é um p’-grupo, o que significa que K = G’'(p). Finalmente
p
Prker(r) = PAG(p) = PO, ji que ) ¢ um 0
er(t) = (p) = ) J& que === é um p-grupo.

Y

Observagao 3.12. E uma consequéncia tmediata da proposicao anterior que Im T =

G
G'(p)

G
. Agora ¢ isomorfo ao p-subgrupo de Sylow de ek isto €,

G
G'(p)
G _PG _ P

G &  PNG-

P
PNG"”

Logo teremos, Im 7 =

Os Teoremas de Griin que serao provados a seguir nos fornecem uma expressao para

o nucleo e para a imagem do transfer em um subgrupo de Sylow.

Teorema 3.13. (Primeiro Teorema de Griin): Seja G um grupo finito e seja P um

P
p-subgrupo de Sylow de G. Se N = Ng(P) et :G — o é o transfer de G em P, entao

PNker(r)=PNG =(PNN PN(P)Y:geqG).
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Demonstracao: A primeira igualdade PNker(7) = PNG’ ja foi mostrada no Teorema
3.11. Basta agora mostrarmos que PNG' = ( PN N, PN (P')9 : g € G ). Para isto,
indiquemos por D o subgrupo ( PNN’, PN(P')9 : g € G ). Como N’ e (P')9 sdo subgrupos
de G', obtemos que D < PN G'. Além disso, D < P. De fato, se x € D, entao x é da
forma z = z125...x,, onde cada x; estd em PN N’ ou em UyegP N (P')9. Assim para
todo h € P temos

h h_ hoh h
= (m@y. . xy)" =iy LT,

Mas se x; € PN (P')9, para algum g € G, entdo zl' € PN (P')9, para algum g; € G. Se
x; € PN N', entao 2! € PN N’, do que decorre que z" € D, portanto, D <1 P. Vamos
mostrar agora que PNG" < D. Suponhamos, por absurdo, que PNG’ £ D, isto é, existe
ao menos um elemento em P NG’ que nao pertence a D. Dentre tais, escolhemos u como
sendo o de menor ordem em (PN G’') \ D. Vamos calcular (u)7 por um refinamento
do método do Lema 3.9. Para isto vamos decompor G em (P, P)-classes laterais duplas
Pz;P,j=1,2,...,s. Agora uma classe lateral dupla Pz P ¢ uma uniao de classes laterais
da forma Pxy, com gy € P. Note que, por multiplicagao a direita, P age transitivamente
sobre o conjunto das classes laterais da forma Pxy, y € P. Assim, o nimero de classes
laterais da forma Pzxy, y € P com Px fixado, é a cardinalidade da tnica érbita desta
acao. Assim, este nimero divide | P| e, por isso, igual a uma poténcia de p, digamos p'.

Multiplicando a direita por u as classes laterais Pxy, y € P teremos as érbitas da forma
(Pxy;, Pxyu, . .. nyiupmi_l), 1=1,2,...,7, (3.2)

onde 3; € P e v é a menor poténcia positiva de u tal que Pryu?"* = Pxy,;. Podemos

reenumerar os indices destas orbitas de modo que

mp <mg < -- - <My,
Agora substituindo xy; por  podemos supor y; = 1. Os elementos zy;u?,i € {1,2,...,1},j €
{0,1,2,...,p™ !} formam parte de uma transversal & direita para P o qual pode ser us-

ado para calcular (u)7. Vamos calcular a contribuigao da drbita (3.2) para (u)7. Esta é
P'v;, onde

v = ayt "y e = WP Ty ) (3.3)

um elemento de P. Tomando ¢ = 1, deduzimos que (u?’ml)“”"’71 € P jaque y=1. Agora,

-1 , N -1 -1
como my < my, (uP"")®  serd uma poténcia de (uP")® | portanto, (uP"*)* € P, para
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todo i e, segue da Equagao (3.3) que ¢ = [w’m",g/_l]r_1 € P. Além disso, ¢ € (P’)r_1 0
que significa que ¢ € D, consequentemente v; = (upmi)xflmod D. A contribuicao total

para (u)7 da classe lateral dupla Pz P é, portanto,

r

w(z) = HU,- = (u”')* mod D, (3.4)

i=1

ja que Z p™ = p'. Vamos dividir em dois casos: quando ¢t = 0 e quando ¢ > 0. Supon-
i=1
hamos t > 0. Como w(z) € Peu € PNG' = PNker 7 temos (u”')* ' € PNker 7, pela

Equacio (3.4). Pela minimalidade da ordem de u obtemos (u”')* ' € D. Pela mesma

razao u?' € D. Desta forma,
w(z) = W”)* 'mod D, (u")* " =1mod D e 1 =u"mod D,

portanto,

w(z) = " mod D.

Agora se t = 0, entao PxP = Px, o que é equivalente a x € N. Logo PxP contribui

P'zuz™ = P'ufu, 2] para (u)7. E facil ver que [u,27'] € PN N’ < D. Disto segue que

[u,27 '] =u"u" " € D, o que implica, u* = u mod D.

S S
Isto nos diz que w(z) = u”'mod D. Assim, Hw(a:j) = ulmod D, onde | = Zptf epliéo
j=1 j=1
nimero de classes laterais Pz;y em PxP. Entao [ = [G : P] é o nimero de classes laterais

A direita de P em G. Como u € PN G’, temos (u)T = P’ < D, isto significa que u' € D.

Agora, como p nao divide [, obtemos que u € D , o que é um absurdo. O

Antes de apresentarmos o segundo Teorema de Griin daremos uma defini¢ao que sera
usada na demonstracao. Se H e K sao subgrupos de um grupo G, H é dito fracamente
fechado em K se K contém H mas nao contém nenhum outro conjugado de H, isto é, se

H < K e se tivermos HY < K para algum g em G, entao H = HY.

Definicao 3.14. Seja G um grupo e seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Dizemos que

G é p-normal se o centro de P é fracamente fechado em P.

E facil ver que grupos finitos cujos p-subgrupos de Sylow sao abelianos e os grupos

finitos os quais os p-subgrupos de Sylow distintos tém intersecao trivial sao p-normais.
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Teorema 3.15. (Segundo Teorema de Griin): Seja G um grupo finito p-normal e

seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Se L = Ng(Z(P)), entaio PN G = PN L e

Demonstracao: Em primeiro lugar concluimos da Proposicao 3.11 e da Observagao

3.12 que

G . P
G'(p) PNG"
E mais, como P < L, P é um p-subgrupo de Sylow de L e, portanto, pela Proposigao
L P
3.11 = . Desta forma, para concluirmos o teorema resta apenas mostrarmos
L'(p) PNL

que PNG = PN L. Agora, o Primeiro Teorema de Griin diz que é suficiente mostrar
que PON'" < PNL, onde N= Ng(P)e PN(P)? < PnNL para todo g € G. Sendo
Z(P) caracteristico em P, é evidente que N < L e, assim, PN N’ < PN L'. Agora resta
mostrar que P N (P")9 < PN L' para todo g € G. Para isso coloquemos I = P N (P")9,
Py=Z(P)e M = Ng(I). Entao Py < M e P§ < M, ja que Py = Z(PY). Sejam P; e Py
p-subgrupos de Sylow de M contendo P, e P§ respectivamente. E facil ver que P, = P}
para algum h em M. Visto que P; < P? para algum x em G, temos que Py < P, < P”.
Desta forma, P e P{l ambos estao contidos em P. Pela p-normalidade de G obtemos
que Py = P, Além disso
P" <Py =P <P,

logo, pela p-normalidade novamente, temos
Péh = pr = p,
0 0 0-

Assim gh € L e, portanto, [ = I" = P" N (P')%" < L/, pois como P < L temos P’ < L.

Disto segue que I < PN L', como queriamos. O

Proposicao 3.16. (Burnside): Sejam Py e P, p-subgrupos de Sylow de um grupo finito
G. Suponha que H é um subgrupo de P, N Py o qual é normal em P, mas nao em P;.

Entao existem um p-subgrupo M, um primo q # p e um q-elemento g tal que H < M e

g € Na(M)\Cg(M).

Demonstracao: Dentre os p-subgrupos de Sylow de G que contenham H e nao nor-

malizem H escolhamos P; um p-subgrupo de Sylow de G tal que Np,(H) seja o de maior
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ordem. Escrevamos K = Np,(H). Como K < Ng(H) e P, é um p-subgrupo de Sylow
de Ng(H), existe um elemento 2 em Ng(H) tal que K < P?. E claro que H <1 Pj, o
que implica que H < PF, o que nos fornece que podemos substituir, se necessario, P, por
Py, Assim podemos supor K < Py, logo K < PN Py < K, ja que H < Py, deste modo,
K = Py N P;. Agora, como P; # Pj, temos que K < P; e K < P3. Aplicando a Condigao

do Normalizador (Proposigao 1.27), obtemos que
K < Np(K)< Py e K < Np,(K) < P;.

Desta forma K <{L = ( Np,(K), Np,(K) ). Notemos que L nao pode normalizar H, porque
se ele assim fizesse, Np,(K) estaria contido em Np,(H) = K. Vamos mostrar que existe um
p-subgrupo de Sylow de L que normaliza H. Uma vez que Np, (K) é um p-subgrupo de L,
ele esta contido em um p-subgrupo de Sylow de L, que esta contido em um p-subgrupo de
Sylow de G, digamos P;. Observemos que Np, (K) < Np,(H), pois se y € Np, (K) < Py,
temos que y € PLN P, e, como H < P, entdao HY = H, portanto, y € Np,(H). Afirmamos
que P, normaliza H pois, caso contrario como H < K < Np (K) < P, teriamos que
|Np,(H)| > |K| o que contraria a escolha de K. Segue disto que existe um p-subgrupo
de Sylow T de L o qual normaliza H. Assim, como L nao normaliza H, existe um primo
q # p e um g-subgrupo de Sylow ) de L tal que @) nao normaliza H. Sejam g € Q\Ng(H)
e M =H'9) = {hgl,h € H, l € Z} ). Temos que M é um p-grupo, pois se ¢ € M, x é
da forma x = A hg> .. k9", onde h; € H. Como H <1 K <| L e Q < L temos que cada
hfli € K, que é um p-grupo, portanto, ordem de x é uma poténcia de p e, assim, M é um

p-grupo. Obviamente g € Ng(M), mas g € Cq(M), ja que g & Cq(H). a

O proéximo resultado nos fornece um critério para a p-nilpoténcia de um grupo G.
Teorema 3.17. (Frobenius): Um grupo finito G é p-nilpotente se, e somente se, todo

p-subgrupo € centralizado pelos p'-elementos de seu normalizador.

Demonstragao: Suponhamos que G é p-nilpotente e que P é um p-subgrupo de G.

Entao todos os p'-elementos pertencem a O, (G), e é facil ver que
0, (G) N Ng(P),Pl < PNOy(G) =1

Logo todo p’-elemento do normalizador de P em G centraliza P. Reciprocamente supon-

hamos que a condicao seja satisfeita em G e seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Iremos
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fazer a prova da p-nilpoténcia de G por indugao sobre |G]. E claro que podemos supor

P
|P| > 1. Coloquemos C' = Z(P) e L = Ng(C). Entao 1 # C <L e ol é um p-subgrupo de
L L
Sylow de rok Vamos mostrar que todo p-subgrupo de ol é centralizado pelos p’-elementos

_ L
de seu normalizador. Seja P; um p-subgrupo de rok Existe um p-subgrupo P, de L tal
que

— PC

— N (P)C
Pl:T e Né(Pl):M

C
Seja gC' um p'-elemento de Ny (Py), onde g € N1 (Py). Se g ndo for um p'-elemento, como
C' é um p-subgrupo, entao existe um elemento x de N (P;) tal que z é um p'-elemento e

gC = xC. Disto segue que para todo yC de P;, com y € P,
xCyC = zyC = yaC = yCxC,

portanto, C' centraliza P;. Deste modo, pela hipétese de inducéo, ol possui um p’-

subgrupo de Hall normal % Agora, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus ( Teorema 2.11),
existe um complemento M de C' em . Mas como M normaliza C e é um p’-subgrupo,
ele centraliza C, ja que C' é um p-subgrupo de G e M estd no seu normalizador. Assim
M <1 Q e, portanto, Q = M x C. Como [L : M] = [L : Q][Q : M], temos que [L : M|
é uma poténcia de p. Além disso, M é tnico com sua ordem pelo Teorema de Schur-
Zassenhaus ( Teorema 2.11 ). Portanto M ¢é caracteristico em ) e sendo () normal em
L, segue que M ¢é normal em L. Concluimos assim que L = PM e consequentemente
PNL' < PN(P'M)= P Logo PNL = P Pela Proposi¢ao 3.16 e por nossas hipdteses
temos que um subgrupo normal de um p-subgrupo de Sylow de G é normal em todo p-
subgrupo de Sylow que o contém. Segue assim que todo p-subgrupo de Sylow que contém
C' esta contido em L. Mas L = PM e P e M centralizam C, de modo que C' < Z(L).
Disto e da normalidade de C' nos p-sugrupos de Sylow que o contém resulta que C' esta
contido no centro de todo p-subgrupo de Sylow que o contém. Logo C é fracamente
fechado em P, isto é, G é p-normal. Agora estamos nas hipdteses do Segundo Teorema de
Griin ( Teorema 3.15 ), portanto, PN G' = PN L'. Mas ji vimos que PN L' = P’, assim
de fato P = PN G’ o qual é um p-subgrupo de Sylow de G’. Afirmamos que P’ é um
p-subgrupo de Sylow de G'(p). Com efeito, se |G| = p®b onde p 1 b, entao |G'(p)| = p"b e

G J G J b

|G'| =p°B, com s < r < ae f|b. Sendo rel abeliano finito, existe el < o com || = 3
Como G/ G temos que — ¢é um p-grupo abeliano. Observe que |J| = p*b mas
e que — p-grup : q =p :
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pela definicao de G'(p), temos que G'(p) C J, disso concluimos que s = r. Logo todo
p-subgrupo de Sylow de G’ é p-subgrupo de Sylow de G'(p). Se G'(p) fosse igual a G
seguiria que P = P’ e P = 1, contrariando a nossa suposicao que P # 1. Desta forma,
G'(p) é um subgrupo préprio de G e, por indugao sobre |G|, G'(p) é p-nilpotente. Seja
K = Oy(G'(p)). De K char G'(p) e G'(p) <G resulta que K <<G. Notemos que K também

é um p’-subgrupo de Hall de G, provando assim a p-nilpoténcia de G. a

O resultado a seguir é uma aplicacao do Teorema de Frobenius, e ainda nos fornece

um critério para a nilpoténcia dos subgrupos maximais.

Teorema 3.18. (Itd): Seja G um grupo finito o qual nao € p-nilpotente mas todos seus
subgrupos mazximais sao p-nilpotentes. Entao G possui um p-subgrupo de Sylow normal
P tal que |G : P] € uma poténcia de um primo q # p. Além disso, todo subgrupo mazimal

de G ¢ nilpotente.

Demonstracao: Como G nao é p-nilpotente, o Teorema 3.17 mostra que existe um
p-subgrupo P, um primo ¢ # p e um elemento g de ordem ¢™ tal que g normaliza mas
nao centraliza P. Agora ( g, P ) ndo pode ser p-nilpotente, novamente pelo Teorema 3.17.
consequentemente G = ( g, P ) e P<G. Assim [G : P] = |g| = ¢™ e P é um p-subgrupo de

Sylow de G. Agora seja H um subgrupo maximal qualquer de G. Como H é p-nilpotente,
H

é um p-grupo, portanto nilpotente. E mais, é um ¢-grupo, portanto, é

Oy (H) HNP

nilpotente e PNO,(H) = 1. Como a classe dos grupos nilpotentes finitos ¢ uma formacao
H ..

e H= temos que H é nilpotente. O

(H N P) N Oy (H)

Segue do tltimo teorema que se G' é um grupo finito o qual nao é p-nilpotente mas cujos
subgrupos maximais sao p-nilpotentes, entao |G| = p™¢™, com p e ¢ primos e, portanto,

concluimos do Teorema 1.17 que G é soluvel.

Teorema 3.19. (Doerk) Seja G um grupo finito nao supersolivel mas cujos subgrupos

proprios sao todos supersoluveis. Entdo existe um subgrupo de Sylow normal P de G tal

que ¢ um subgrupo normal minimal de

P G
o(P) o(P)
Demonstracao: Primeiramente, vamos provar que se GG satisfaz as condicoes do teo-

rema, entao existe um subgrupo de Sylow normal de G. Seja ¢ o menor divisor primo da
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ordem de GG. Vamos dividir a prova em dois casos, quando G é g-nilpotente e quando G

nao é g-nilpotente.

Caso 1: G nao ¢é g-nilpotente. Como todo subgrupo maximal de G é supersoluvel
temos, pela Proposicao 2.18, que todo subgrupo maximal de G' tem uma torre de Sylow
do tipo supersolivel. Assim, pela Observacao 3.2, todos os subgrupos maximais de G sao
g-nilpotentes. Agora, com estas condigoes, pelo Teorema de 1t6 ( Teorema 3.18 ) existe

um subgrupo de Sylow normal P de G.

Caso 2: G é g-nilpotente. Sendo G ¢-nilpotente, G possui um ¢’-subgrupo de Hall
normal H e este é um subgrupo préprio de GG, portanto, supersoluvel. Pela Proposicao
2.18, H possui uma torre de Sylow do tipo supersoluvel, assim, H possui um subgrupo de
Sylow normal P. Notemos que P também é um subgrupo de Sylow de G. De P char H e

H < G, obtemos que P <1 G. Portanto, G possui um subgrupo de Sylow normal.

Vamos provar agora que ¢ um subgrupo normal minimal de . Suponhamos

P G
¢(P) ¢(P)

P . G Ky
o(P) nao seja um subgrupo normal minimal de . Entao existe

¢(P) - ¢(P)
préprio de ¢ um subgrupo normal de
o(P)

que um subgrupo

tal que . Assim K7 é um subgrupo

Ky
¢(P) ¢(P)
normal de G. Notemos que o homomorfismo

p: G/o(P) — Aut(P/¢p(P))=  GL(2,p)
»(Glg  — @y : P/§(P) — P/¢(P)
P(G)y — ¢(G)y?
G/o(P)
ker(yp) =

é o Unico p-subgrupo de Sylow

induz naturalmente um homomorfismo @ : Gy — Aut(P/¢(P)), onde Gy =

P P
¢(P) ¢(P)
de ——, p ndo divide a ordem de Gy. Disto resulta, pelo Teorema de Maschke (Teorema

¢(P)

1.41), que ¥ é completamente redutivel, desta forma existe

facil ver que estd contido no ker(y) e, como

Ky
o(P)
P K _ K K G

= X e < )
o(P)  o(P) o(P) o(P) ¢(P)
E claro que K1 N Ky = ¢(P) e P = K;K,. Uma vez que P < G, pelo Teorema de

P
um subgrupo de ——,
¢(P)
tal que

Schur-Zassenhaus (Teorema 2.11), G possui um p’-subgrupo de Hall Q. Do fato que K;Q
e KyQ sao subgrupos proprios de G, temos que K@) e Ky(Q) sao supersoluveis. O grupo

& G ee:
oP) - KNk, ¢ isomérfo a um subgrupo de e X e gora de LIy resulta
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que G = K1 K>(Q. Disto e do Teorema do Isomorfismo obtemos que

G KKQ . KQ  KQ

K, Ky KiNHQ) oP)

De modo anélogo

G L KQ
Ky~ o(P)
Assim, — e — sao supersoluveis e, da Proposicao 1.29, segue que —— ¢é supersolivel.
K K, p POSI¢ gue q o(P) p
Desta maneira G possui uma série normal
" o(P)
n P
G _ Go > G1 > .. > G :Qb( )’ (3_5)
o(P)  o(P) ~ ¢(P) o(P)  o(P)

onde cada grupo fator é ciclico. Como ¢(P) < ¢(G), a série

G Gy _GioG) . Gud(G) _ 9(G)
G 20w 22 TH0) a0 (3.6)

é supersolivel, temos que mostrar

~ Gi/o(P)
Giyr Giga/o(P)
Gio(G) . Gid(G)/o(G)

= { ¢G, . Agora, o . Seja G () um elemento de
Gy~ ) B G006 Gasl@)fole) I O
ﬁ, onde z € G;. E facil ver que 2Gi10(G) = ¢"Gi11¢0(G) para algum inteiro n,
Gi10(G)

Gip(G) G
Gin1d(G) 9(G)

fato que a formacao dos grupos supersoluveis finitos é saturada segue que G é supersoluvel,

é finita e é também normal. Para mostrarmos que

¢(G)

que cada grupo fator é ciclico. De fato, como , existe g € G; tal que

Gi

portanto, = ( gGi110(G) ) e isto mostra que é supersolivel. Agora, do

o que nao pode ocorrer. Portanto, ¢ um subgrupo normal minimal de

P G
¢(P) o(P)



Capitulo 4

Resultados de Guo e Shum

Neste capitulo todos os grupos considerados serao grupos finitos. Aqui estudaremos como
os subgrupos minimais com complementos podem influenciar a estrutura do grupo. Em
1997 Ballester-Bolinches e Guo provaram que um grupo G é complementado se, e somente
se, todo subgrupo minimal de GG possui complemento em G, mostrando que a existéncia
de complemento para os subgrupos minimais influenciam a estrutura do grupo. Mas
esta influéncia nao estd restrita ao fato de todos os subgrupos minimais de G' possuirem
complemento em G. Em 2002 Guo e Shum provaram que se tivermos p o menor divisor
primo da ordem de um grupo G e se P é um p-subgrupo de Sylow de G e se todo subgrupo
minimal de PN G’ tem complemento em Ng(P), entao G é p-nilpotente. Apresentaremos

aqui a demonstracao destes teoremas.

Os resultados a seguir nos auxiliaram no estudo dos subgrupos com complementos.

Lema 4.1. Seja G um grupo e seja N um subgrupo normal de G.

(i) Se H< K < G e H tem um complemento em G, entdo H tem um complemento

em K.

H
(ii) Se N estd contido em um subgrupo H e H tem um complemento em G, entdo N

G
tem um complemento em N

(111) Seja ™ um congunto de numeros primos. Se N é um 7'-subgrupo de G e A um

w-subgrupo de G, entao A tem um complemento em G se, e somente se, N tem

G
um complemento em N

46
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Demonstracao: A demonstracao de (i) e (ii) é andloga a dos itens (i) e (ii) da

Proposicao 2.13.

(7i7) Sejam N um 7'-subgrupo de G' e A um w-subgrupo de G' o qual tem um com-
plemento em G. Seja M um complemento de A em G. Entao G = MAe M NA = 1.
Observamos que o maior 77/ nimero que divide a |G| coincide com o maior 7’ nimero que
divide a |M]|, pois A é um m-subgrupo. Portanto o maior 77’ nimero que divide a |[NM| é
igual ao maior 7’ nimero que divide a |M| e, como |N N M||MN| = |M||N|, temos que

M
|N N M| = |N|. Disto resulta que N < M. Agora ¢ facil ver que N ¢ um complemento

AN . M
de N em —. Reciprocamente, se —— tem um complemento N em N temos que
G AN M
N - (T) (N) e ANNM = N(AN M) = N. Em particular, G = AM e ANM

estd contido em N N A = 1. Concluimos assim que M é um complemento de A em G. O

Suponhamos que G seja um grupo e K <<H < G e L < (. Entao dizemos que L cobre
H
e se HL = KL, ou equivalentemente, se H = K(H N L). Agorase HNL =K N L, isto

H
é, HN L < K, entao dizemos que L “avoid” T

H
Lema 4.2. Seja G um grupo e sejam A um subgrupo de G e 7 um fator principal de

H
G. Se AN H <G, entao A cobre ou “avoid” 7

cobrem ou “avoid” todo fator principal de G.

. Em particular, subgrupos normais de G

ANH)K G

%QE. De fato, como/ ANH<«G

e K <G, temos que (AN H)K < G. Portanto obviamente temos o desejado. E claro que

(ANH)K < H
K - K

. G
normal minimal de 173 portanto, ou

Demonstragao: Vamos mostrar primeiro que

H H
Como 17 é um fator principal de G' temos que 17 é um subgrupo

ANH)K H
% = 77 0 que implica (AN H)K = H, isto

H H
é, A cobre 7 ou AN H < K o que nos da que A “avoid”§. Em particular, como para
todo subgrupo normal N de G temos que NN H <G, concluimos assim que todo subgrupo

normal de G' cobre ou “avoid” todo fator principal de G. a

G
J& vimos na Segao 1.3 que N <G e ¥ © N supersoltveis nao implicam que G seja

supersolivel. O teorema a seguir nos da condigdes sobre o subgrupo N para que N

supersolivel implique em G supersoluvel.
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Teorema 4.3. (A. Ballester-Bolinches e X. Y. Guo ) Seja G um grupo finito e seja
G
N um subgrupo normal de G tal que N seja supersolivel. Se todo subgrupo minimal de

N tem um complemento em G, entao G € supersolivel.

Demonstragao: Suponhamos que o teorema seja falso e seja G um contra-exemplo de
menor ordem. Vamos mostrar primeiro que todo subgrupo préprio de G é supersoltuvel.

De fato, seja L um subgrupo préprio de GG. Entao L N N é um subgrupo normal de L tal
L LN (& L

assim

& < —
LNN N — N’ LNN
subgrupo minimal de L " N tem um complemento em L. Devido a escolha minimal de G

que é supersoliuvel. Além disso, pelo Lema 4.1, todo
devemos ter L supersoliuvel. Consequentemente, G é um grupo nao supersolivel minimal.
Assim, pelo Teorema 3.19, temos que G possui um p-subgrupo de Sylow normal P tal que
P

—— ¢é um fator principal de G.
¢(P)

Iremos agora mostrar que P esta contido em N e que P é um p-grupo abeliano ele-
mentar. Com efeito, como P é normal em G segue, pelo Teorema de Schur Zassenhaus,

que P tem um complemento em G. Seja K um complemento de P em G. Entao K ¢é

G
um subgrupo proprio de G, de modo que i > K é supersoluvel, pela primeira parte da

G

demonstracao. De 7 e N supersoliveis resulta que

¢é supersolivel, uma vez que

PNN

a classe dos grupos supersoltuveis é uma formacao. Como G nao é supersolivel, segue que

P
T = PN N é um subgrupo normal nao trivial de G. Assim T cobre ou ”avoid” m
P
Suponhamos que T' ”avoid” M Logo TN P < ¢(P), o que implica T' < ¢(P). Seja

Ty um subgrupo minimal de T, por hipétese T} tem um complemento em G, ja que 717 é
um subgrupo minimal de N. Sendo assim, pelo Lema 4.1, 7} tem um complemento em
P, isto é, existe H < P tal que P=T1H e YN H = 1. Mas P = H, pois T} < ¢(P), o

que é uma contradi¢ao. Portanto T' cobre e P=T¢(P)=T < N. E claro que

P
o(P)
¢(P) =1, pois se ¢(P) # 1, ¢(P) possui um subgrupo minimal S que é minimal de N ja
que P < N, portanto, pelo Lema 4.1 existe um subgrupo préprio ) de P tal que P = S(Q
e SNQ = 1. Mas ¢(P) consiste dos nao geradores de P, desta forma, P = @) o que nao
pode ocorrer. Portanto ¢(P) = 1. Com isso, mostramos que P é um p-grupo abeliano

elementar, uma vez que, pelo Teorema 3.19, ¢ um p-grupo abeliano elementar.

P
o(P)
Para concluirmos a demonstragao, seja P, um subgrupo minimal de P. Por hipotese,
existe um subgrupo M de G tal que G = PPM e PPN M = 1. Assim P = P(P N M).

Como P ¢ abeliano e P N M é normalizado por M, segue que P N M é um subgrupo
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normal de G. Agora P é um subgrupo normal minimal de G. Portanto PN M = 1 e
G
P = P, é um grupo ciclico de ordem p. Como i ¢ supersoluvel, temos pela Proposicao

1.33 que G também ¢ supersolivel, o que é uma contradicao. O

Um corolario imediato do teorema anterior é dado a seguir.

Corolario 4.4. Seja G um grupo finito. Se todo subgrupo minimal de G tem um comple-

mento em G, entdo G € supersoluvel.

O corolario a seguir nos fornece uma condicao necesséaria e suficiente para que um

grupo seja complementado.

Corolario 4.5. Um grupo finito G é complementado se, e somente se, todo subgrupo

minimal de G tem um complemento em G.

Demonstracao: Se G é complementado, entao todo subgrupo de G' tem complemento,
em particular, os subgrupos minimais. Reciprocamente, suponhamos que todo subgrupo
minimal de G' tem um complemento em G. Pelo Corolario 4.4 sabemos que G é super-

solivel. Vamos mostrar agora que GG tem os subgrupos de Sylow abelianos elementares.

De fato, pelo Teorema 1.37 temos que ¢ abeliano elementar para todo p-subgrupo

P
O(P)
de Sylow P. Para concluirmos nossa afirmagao temos que mostrar que ¢(P) = 1. Se
®(P) # 1, entao ¢(P) tem um subgrupo minimal S que é um subgrupo minimal de G.
Portanto, por hipétese, S possui um complemento em G e, pelo Lema 4.1, P possui um
subgrupo préprio T tal que P =TS e TN S = 1. Mas ¢(P) consiste dos nao geradores
de P, desta forma, P = T, o que nao pode ocorrer. Portanto ¢(P) = 1, mostrando assim

que P é um p-grupo abeliano elementar. Agora aplicando o Teorema 2.16 concluimos que

G é complementado. a

Do Teorema 2.16 e do corolario acima temos o seguinte resultado: Um grupo finito
G é supersoluvel com subgrupos de Sylow abelianos elementares se, e somente se, todo

subgrupo minimal de G' tem um complemento em G.

Analisaremos agora como os subgrupos minimais do subgrupo focal que tém comple-
mento influenciam o grupo. Mas antes precisamos do seguinte resultado que fornece a

estrutura dos grupos fintos nao nilpotentes minimais.
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Teorema 4.6. (O. J. Schmidt). Seja G um grupo finito nao nilpotente, mas que todo

subgrupo mazimal de G € nilpotente. Entao

(i) G € solivel;
(ii) |G| =p™q™ onde p e p sao primos distintos;

(iii) Eziste um unico p-subgrupo de Sylow P de G e um q-subgrupo de Sylow Q que é

ciclico. Assim G = PQ e P € um subgrupo normal de G

(iv) ¢(Q) < Z(G);

(v) P=[P,Q] e ¢(P) < Z(Q), assim, P € nilpotente de classe no mdzimo 2.

Demonstracao: (i) Suponhamos que (i) nao valha e seja G um contra-exemplo de
menor ordem. Se N é um subgrupo normal préprio nao trivial de G, ambos N e % sao0
soliveis, assim, G é solivel, o que nao pode ocorrer, pois estamos supondo que G nao é
soluvel. Disto segue que G é um grupo simples. Suponhamos que a intersecao de quaisquer
dois subgrupos maximais distintos seja trivial. Seja M um subgrupo maximal qualquer.
Entao certamente M = Ng(M). Se |G| = n e |[M| = m, entado o nimero de conjugados

de M é [G : Ng(M)] =[G : M] = n/m e quaisquer dois tem intersegao trivial. Assim os
n n

conjugados de M possuem exatamente (m — 1)— = n — — elementos nao triviais. Como
m

n_n_(n—1)

m > 2, temos n — — > — >

m 2

Como cada elemento nao trivial de G pertence a exatamente um subgrupo maximal de

, - : (n—1) L

G, n — 1 é uma soma de inteiros estando estritamente entre Ea— e n—1,isto é

claramente impossivel. Concluimos, assim, que existem subgrupos maximais distintos M;

) , n
. Além disso é claro que n — — <n—2 <n—1.
m

e M, de GG, com intersecao nao trivial. Escolha, dentre tais subgrupos, dois subgrupos
Mj e M, de modo que M3 N My = I seja o de maior ordem. Escrevamos N = Ng(1).
Como Mj é nilpotente, pela Proposi¢ao 1.27, I < Ny ([), deste modo I < N N Ms.
Agora I nao pode ser normal em G, assim, N é um subgrupo préprio de G. Desta forma,
N esta contido em algum subgrupo maximal M de G. Entao, I < NN M; < M N Ms o

que contradiz a maximalidade da ordem de I. Portanto, G é soltivel, como queriamos.
(i7) Seja |G| = pi'p5? ... pF, onde e; > 0 e os p; sdo primos distintos para i =1,...,k.
Suponhamos que k > 3. Sendo G solivel finito e M é um subgrupo normal maximal de G,

pela Proposigao 1.19, seu indice é primo, digamos [G : M| = p;. Seja P; um p;-subgrupo
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de Sylow de G. Se ¢ > 1, entao P, < M e, como M ¢ nilpotente, segue que P; char M.
Uma vez que M <1 G, temos que P; < G. Disto resulta que P} P; é um subgrupo de G, e
nao pode ser igual a G, pois k > 3. Assim, P, P, é nilpotente, logo pela Proposicao 1.27,
temos que [Py, P;] C PLN P, =1 para todoi = 2,...,k. Assim, obtemos que Ng(P,) =G
e, portanto, P; < G. Com isso, mostramos que todos os subgrupos de Sylow de G sao

normais, logo G é nilpotente, o que é uma contradi¢ao. Desta forma, k = 2 e |G| = p{* p5?.

(7i7) Seja M um subgrupo normal maximal de G com indice primo q. Como M é
nilpotente, o p-subgrupo de Sylow P de M é caracteristico em M e, portanto, normal em
G e é, evidentemente, um p-subgrupo de Sylow de G. Seja () um g¢-subgrupo de Sylow
de G. Entao G = QP. Suponhamos que () nao seja ciclico, se g ¢ um elemento qualquer
de @, entao ( g, P ) # G. Assim, ( g, P ) ¢ nilpotente e, segue que [g, P] = 1. Mas isto
nos diz que [@, P] = 1, logo G = @ x P e, deste modo, G é nilpotente, o que nao pode

ocorrer. Isto significa que @) é ciclico.

(7v) Como P ¢é um subgrupo normal de G, P¢(Q) é um subgrupo préprio de G,
portanto, P¢(Q) é um subgrupo nilpotente, logo [P, ¢(Q)] = 1, isto é, os elementos de
¢(Q) comutam com todos os elementos de P. Do fato de que ) é abeliano e G = P(Q) resulta

que os elementos de ¢(Q)) comutam com todos os elementos de G, isto é, ¢(Q) < Z(G).

(v) Primeiro vamos mostrar que ¢(P) < Z(G). Suponhamos que exista um subgrupo

normal K de G com

%’ = p/ > 1 para algum f € N. Como K ¢é um subgrupo préprio
de G, K é nilpotente, portanto, K = @ x (K N P). consequentemente () é um subgrupo
caracteristico de K e, assim, normal em G. Desta forma, G é o produto direto de seus
subgrupos de Sylow e, portanto, nilpotente, uma contradicao. Sendo assim, nao existe

um subgrupo normal K tal que

G
E’ = p/ > 1 para algum f € N. Em particular

Q=(Q%geCG)=0G.

O grupo ¢(P)Q é um subgrupo préprio de G, assim, é nilpotente e, consequentemente,
Q,0(P)] = 1. Agora, como ¢(P) char P e P < G, temos que ¢(P) < G e, entao,
(Q,0(P))Y = [Q9,¢(P)] = 1, para todo elemento g de G. Com isso concluimos que os
elementos de ¢(P) comutam com todos elementos de qualquer conjugado de @ e, como

Q% = G, obtemos que ¢(P) < Z(G). Em particular,

P'<¢(P) < PNZ(G) < Z(P),
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e, portanto, P tem classe no maximo 2. Vamos mostrar agora que P = [P, Q]. Como
P < G, obtemos que [P,Q] C P. Para mostrarmos a outra inclusao suponhamos que
[P,Q] < P. Logo [P,Q]Q é um subgrupo préprio de G, assim, nilpotente. Desta forma,
[[P,Q],Q] =1e, como [P,Q] < (PQ)=G, temos [[P,Q],Q]? = [[P,Q], Q7] =1, para
todo g € G. Com isso obtemos que [P, Q)] < Z(G). Afirmamos que G

” (%) - [Z?G)’ Z(CJGJ - GZZ(g;)

Agora, do fato que G = P(Q), nao é dificil ver que G’ estd contido no produto P[P, Q).
Como P’ C ¢(P) C Z(G) e [P, Q] C Z(G), obtemos que P'[P,Q] C Z(G). Entao decorre

é nilpotente.

Z(G)
De fato,

G
m = 1. Sendo assim, pela Proposi¢ao 1.27 (viii), temos que G é

nilpotente, o que nao pode ocorrer. Disso segue que P = [P, Q)]. Concluimos, desta forma,

disso que 79 (

a demonstracao. O

O préximo teorema garante a p-nilpoténcia de um grupo apenas analisando os sub-

grupos minimais do subgrupo focal.

Teorema 4.7. (X. Y. Guo e K. P. Shum) Seja G um grupo finito e sejam p um divisor
primo da ordem de G' e P um p-subgrupo de Sylow de G. Se todo subgrupo minimal do
subgrupo focal P NG’ tem um complemento em Ng(P) e Ng(P) é p-nilpotente, entio G

€ p-nilpotente.

Demonstracao: Vamos supor que o teorema nao seja valido e escolhamos G um contra-
exemplo de menor ordem. Afirmamos que P NG’ < Z(Ng(P)). De fato, pela hipdtese
do teorema de que todo subgrupo minimal de P NG’ possui um complemento em Ng(P),
do Lema 4.1(¢) resulta que os subgrupos minimais de P N G’ possuem complemento em
PNG'. Assim, pelo Corolario 4.5, segue que PNG’ é complementado e, como PNG’ é um
p-subgrupo de Sylow de PNG’, do Teorema 2.16 resulta que P NG’ é abeliano elementar.
Se PN G' = 1, nada temos a fazer. Portanto, vamos supor que P NG’ # 1. Provaremos
primeiro que PN G’ < Z(P). Como PN G’ < P, existe um subgrupo normal minimal N;
de P tal que N; < PN G'. Evidentemente P é nilpotente, ja que é um p-grupo. Disso e
da Proposigao 1.27 (vii) resulta que Ny N Z(P) # 1 e, portanto, N; < Z(P), uma vez que
NiNZ(P)< P. Emais, |Ni| = p, pois caso contrério, existiria z € Nj tal que o(x) = p, e

( x ) seria um subgrupo préprio de Ny. Mas ( z ) < P, pois N; < Z(P), o que contraria a
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escolha de Ny, logo | V1| = p. Também, pela hipdtese e o Lema 4.1, existe um subgrupo K
de Ptal que P = N1 K; e N\NK; = 1. Se PNG’ = N nada temos a fazer, caso contrario,
afirmamos que (PN G') N K; # 1. De fato, seja x € (PN G’)\ Ny, entdo existem a € Ny e
b€ Ky com b # 1, tais que z = ab # 1, o que implica que a 'z = b € (PNG')NK;. Além
disso, (PNG')NK; <P, jaquesex € (PNG')NKyey € P,y=abcoma € Nyeb e Kj,
visto que Ny < Z(P) teremos 2¢¥ = 2% = 2° € (PN G') N K;. Com uma argumentagao
andloga, temos que existirda No < (PNG')N Ky, = K1NG', Ny < Z(P) com |Ny| = p.
Logo existe um subgrupo K, de K; tal que K1 = NoKs e No N Ky = 1. Notamos que
NiNNy=1eque N; x Ny < PNG'. Se PNG" = Ny x Ny nada mais temos a fazer,
caso contrario, observamos que (P N G’) N Ky < P. Portanto, repetindo a argumentagao
acima tantas vezes quanto necessario concluiremos que P NG’ = Ny X Ny x --- x Ny com
cada N; < Z(P). Disto resulta que P NG’ < Z(P). Agora como Ng(P) é p-nilpotente
podemos escrever Ng(P) = PO,y (Ng(P)). Ja sabemos que P centraliza P N G'. Vamos
mostrar agora que O (Ng(P)) também centraliza P N G'. Para isso, seja t = [a, b], onde
a € Oy(Ng(P)) ebe PNG'. Por um lado, temos t = [a,b] = a~'a’ € Oy (Ng(P)), visto
que PNG" < Ng(P) e Oy(Ng(P)) <« No(P). Por outro lado, t = [a,b] = (b7')" € P
jd que P < Ng(P). Logo, [Oy(Ng(P)),PNG'] < PN Oy(Ng(P)) = 1. Portanto,
PNG < Z(Ng(P)).

Finalmente vamos com isto provar o resultado. Sendo G nao p-nilpotente, G possui um
subgrupo H nao p-nilpotente minimal, isto é, H nao é p-nilpotente mas todo subgrupo
préprio de H é p-nilpotente. Pelo Teorema de 1t6 (Teorema 3.18) temos que H é um
grupo onde todos os seus subgrupos sao nilpotentes mas H nao o é. Segundo o Teorema
4.6, H possui um p-subgrupo normal H, e um g¢-subgrupo de Sylow H, (¢ # p) tal
que H = H,H,. Além disso H, = [H,, H,|, desta forma segue que H, < H' < G".
Sem perda de generalidade, podemos supor que H, estd contido em P ( pois caso nao
esteja, podemos escolher um conjugado de H, conveniente). Assim H, < PN G'. Seja
A = Ng(H,). Como H, < PNG"e PNG' < Z(Ng(P)) concluimos que H,, é centralizado
por Ng(P). Em particular, P < Cg(H,) uma vez que P < Ng(P) < Cg(H,). Como
Ce(H,) <Ng(H,) = A e P é um p-subgrupo de Sylow de C¢(H,) temos, pelo Argumento
de Frattini que

A = Ng(H,) = Ca(Hp)Na(P).

Sendo, H, < Z(Ng(P)) e Na(P) < Ng(P) obtemos Na(P) < Cg(H,). Disso segue que
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N¢(H,) = C(H,). Evidentemente H, <t H, visto que H < Ng(H,) = C¢(H,), portanto
H = H, x H, e, assim, pela Proposi¢ao 1.27 concluimos que H ¢ nilpotente, o que é uma

contradicao. Disso segue que G ¢é p-nilpotente. O

A hipétese que Ng(P) é p-nilpotente nao pode ser retirada do Teorema 4.7. De

fato, se considerarmos G' = As, temos |As| = 60 = 223.5. Seja P um 5-subgrupo de
As

Sylow de As, entao |Ng(P)| = ———.

’ NelP) = T Na Py

Ng(P)] = 1mod5 e [As : Ng(P)]|2%3. Disso concluimos que [A5 : Ng(P)] = 6 e, com

Pelo Teorema de Sylow temos que [Aj :

isto, |[Ng(P)| = 10. O subgrupo de ordem 2 do Ng(P) nao é normal, pois se fosse, como
o subgrupo de ordem 5 é normal no Ng(P), terfamos Ng(P) = Zyo. Entretanto, As nao
contém elementos de ordem 10. Portanto, Ng(P) nao é 5-nilpotente. Agora todo subgrupo
minimal de P tem ordem 5. Esse tem um complemento em Ng(P), j& que Ng(P) possui
um subgrupo de ordem 2. Mas As nao pode ser 5-nilpotente, porque As é simples e,

portanto, nao possui um 5-subgrupo de Hall normal.

Como vimos acima, a hipétese do normalizador ser p-nilpotente nao pode ser retirada.
Entretanto, o préximo resultado fornece uma condigao para p para que possamos retirar

a hipotese do normalizador ser p-nilpotente.

Teorema 4.8. (X. Y. Guo e K. P. Shum) Seja G um grupo finito e sejam p o menor
divisor primo da ordem de G e P um p-subgrupo de Sylow de G. Se todo subgrupo minimal

do subgrupo P NG’ tem um complemento em Ng(P), entao G € p-nilpotente.

Demonstracao: Faremos a demonstracao por inducao sobre a ordem de GG. Suponhamos
que |G| =n > 1 e que o resultado seja verdadeiro para todo grupo de ordem menor que
n. Temos dois casos a serem analisados: quando Ng(P) = G e quando Ng(P) < G.
Se Ng(P) < G, como p é o menor divisor primo de |Ng(P)|, P C Ng(P) e qualquer
subgrupo minimal de PN Ng(P)' tem um complemento em Ny, p)(P), temos que Ng(P)
estd nas hipdteses do teorema. Assim, como |Ng(P)| < |G|, pela hipétese de indugao,
temos que Ng(P) é p-nilpotente. Disso e da hipdtese concluimos do Teorema 4.7 que G

é p-nilpotente.

Agora, se Ng(P) = G, temos que P < G, logo, pelo Teorema de Schur Zassenhaus,
existe um p’-subgrupo de Hall K de G, tal que G = PK. Denotaremos por 7(K) o

conjunto dos nimeros primos divisores da ordem de K.
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Se |7(K)| > 1, é facil ver que para todo g € 7(K) e todo g-subgrupo de Sylow Q
de K, o grupo G; = P() satisfaz as hipéteses do teorema. Como G; < G, entao, por
hipdtese de indugao, GGy é p-nilpotente. Disto segue que ) é um subgrupo normal de Gj,
isto é, P normaliza (). Entao decorre que P normaliza todo subgrupo de Sylow de K e,
assim, P normaliza K. Logo K é um p’-subgrupo de Hall normal de G e, portanto, G é

p-nilpotente.

Se |7(K)| =1, entao K é um g-grupo para algum primo g # p, e pelo Teorema 1.17,

T
temos que G = PK é soluvel, disto resulta que G’ < G. Seja o um ¢-subgrupo de Sylow

de g E facil ver que PN G é um p-subgrupo de Sylow de T', e todo subgrupo minimal
de PN G’ tem complemento em T, uma vez que T' < Ng(P). Se PN G’ =1, entdao T é
um g-subgrupo e é normal, pois T' O G’, assim T é um p’-subgrupo de Hall normal de G.
Se PN G’ # 1, entao afirmamos que T possui um ¢-subgrupo de Hall normal N. De fato,
seja ( a ) um subgrupo de ordem p em P NG’ Entao existe um subgrupo L de T), tal que
T=(a)Le(a)NL=1jaqueT < Ng(P). Assim [T': L] = p e p é o menor primo
divisor da ordem de T, logo L << T. Observe que um subgrupo de L de ordem p é um
subgrupo minimal de T Desta forma, pelo Lema 4.1, todo subgrupo de L de ordem p tem
um complemento em L. Assim, L esta nas hipdteses do teorema, logo podemos aplicar a
hipétese de inducao e concluir que L possui um p’-subgrupo de Hall normal N. E claro
que N é um p'-subgrupo de Hall normal em 7', j& que N char L que é normal em T e

o(a) = p. Como N char T e T <G e |[N| = |K| obtemos que N é um p’-subgrupo de Hall

normal de G, provando assim que G ¢é p-nilpotente. O

Corolario 4.9. Seja G um grupo finito. Se todo subgrupo minimal de P N G’ tem um
complemento em Ng(P) para todo subgrupo de Sylow P de G, entao G possui uma torre

de Sylow do tipo supersolivel.

Demonstracao: Faremos a prova por indugao sobre |G|. Para |G| < 2 o resultado
é claramente verdadeiro. Suponhamos agora que |G| = n > 2 e que o resultado seja
verdadeiro para todo grupo de ordem menor que n. Seja ¢ o menor divisor primo de
n e seja (Q um g-subgrupo de Sylow de G. Entao, por nossas hipéteses, todo subgrupo
minimal de @ N G’ tem um complemento em Ng(Q). Desta forma, pelo Teorema 4.8,

G possui um ¢’-subgrupo de Hall normal K. Evidentemente, todo subgrupo de Sylow P
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de K deve ser também um subgrupo de Sylow de G. E claro que, Nk(P) < Ng(P) e
PNK' < PNG'. Agora, por nossas hipéteses e pelo Lema 4.1, obtemos que K satisfaz as
hipéteses do corolario e tem ordem menor que n. Assim, por nossa hipétese de inducao,
K possui uma torre de Sylow do tipo supersoliivel. Como cada termo da torre de Sylow
do tipo supersolivel é igual a um O,(G) para algum conjunto de primos 7, cada um dos
seus termos é caracteristico em K, que é normal em G. Portanto, cada termo desta torre
é normal em G. Adicionando K a esta torre, obteremos uma nova torre, que é uma torre

de Sylow do tipo supersolivel de GG, como queriamos. O

A Proposigao 2.20 diz que se G possui uma torre de Sylow do tipo supersoluvel entao G
é soluvel. Assim o corolario anterior juntamente com a Proposigao 2.20 fornecem também

uma condi¢ao para que um grupo seja soluvel.

Teorema 4.10. (X. Y. Guo e K. P. Shum) Seja .F uma formagao contendo a classe
G

do grupos supersoliveis % . Seja H um subgrupo normal de um grupo G tal que T €

F. Se para todo subgrupo de Sylow P de H, todo subgrupo minimal de P NG’ tem um

complemento em Ng(P), entio G € F.

Demonstragao: Suponhamos que o teorema seja falso e seja G um contra-exemplo de
menor ordem. Pelo Lema 4.1 e Corolario 4.9, o subgrupo normal H de G possui uma
torre de Sylow do tipo supersolivel, uma vez que PN H' C PN G’ e Nyg(P) < Ng(P).
Denotaremos por 7(H) o conjunto dos nimeros primos divisores da ordem de H. Sejam
p o0 maior primo em w(H) e P um p-subgrupo de Sylow de H. Como P <1 H temos que

G
P char H, logo, P <G, pois H <<G. Vamos mostrar agora que Iz € #. Com efeito, como
G/P _ G

H/Pzﬁef,temos

HJP € %, ja que é uma imagem homomérfica de um elemento de

P H
% . Consideremos % um ¢-subgrupo de Sylow de —, onde () é um ¢-subgrupo de Sylow

de H, (¢ # p). Afirmamos que Ne¢ <QP> _ NG(Q)P. Que Ne(Q)P C Ng (Q_;D)

P P P

P P\ QP QP
é facil de se ver. Agora, seja gP € N% (%), entao, Q?) — QP = Q?

forma, Q9P = QP. Como Q9 < QP e ()9 é um g-subgrupo de Sylow de QQ P, entao, existe
rs € QP onder € Q es € P tal que Q9 = Q" = @Q°. Assim, s7'g € Ng(Q), de modo

Nea(Q)P
P

G\ G'P , I _
que 5 =5 Vamos mostrar que - estd nas condigoes do teorema. Tomemos ( T )

, desta

que g = xs para algum = € Ng(Q). Sendo assim, gP € . Também é facil ver
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P G\’
um subgrupo minimal de % ﬂ <F> . Entdo podemos escolher x € @ N G, tal que
P
(T)= ( xP> . Deste modo, pela nossas hipdteses, existe um subgrupo K em Ng(Q), tal
que Ng(Q) = (x )K e (z )N K = 1. Sendo assim
QP Ne(@Q)P  (z)KP _KP
N —_— — — — _
%(P P p T
_ KP : )
Afirmamos que (7 ) N - = 1. Com efeito, se (xz ) N KP # 1, como (x )N KP é um

subgrupo de (z ) e ( z ) tem ordem p, obtemos que (z )N KP = (x ). Logo ( z ) é um
subgrupo de K P. Portanto, Ng(Q)P = K P. Disto segue que

(Ne(@IIP| _ |K]|P|
INa(@) NP |[KNP|

Mas a ordem de () divide o primeiro membro, mas nao divide o segundo membro, o que é
KP

uma contradigdo. Deste modo (z ) N KP =1 e, assim, (T )N 5 = 1. Logo —— é um

QP

Iz ) . Com isso, mostramos que 2 satisfaz as hipoteses

complemento de (T ) em N g (
do teorema, logo pela escolha minimal de G, devemos ter 2 € Z.

G G
Como o é abeliano e % C .%, temos assim que e € .%. Disto e de 2 € F, segue

que € .#. Da hipdtese, sabemos que todo subgrupo minimal de G’ N P tem um

/
compcl;ergeito em G, ja que P é normal em G. Assim, do Corolario 4.5 obtemos que G' N\ P
é um grupo complementado. Disso e do Teorema 2.16, segue que G’ N P é supersolivel
com subgrupos de Sylow abelianos elementares. Como G’ N P é ele préprio seu Sylow, ele
¢ um subgrupo abeliano elementar. Seja N um subgrupo normal minimal de G tal que
N < G'NP. Vamos mostrar que N é um subgrupo de ordem p. Suponhamos que |[N| > pe
sejay € N com o(y) = p. Assim ( y ) é um subgrupo minimal de G'N P e, portanto, possui
um complemento em G, digamos K;. Desta forma K; N N é um complemento de { y )
em N, observemos que 1 < K1 NN < N. Agora para todo t € G, existem [ € Ze k €
K, tais que t =gk, assim temos, (K; N N)' = (K; N N)¥* = (K;NN)* =K, NN, o

que significa que K1 NN é normal em G, o que nao é possivel dado que N é um subgrupo

normal minimal de G que estd contido em G’ N P. Portanto |[N| = p. Evidentemente
G'NP G G/N G
N ¢ um subgrupo normal de N © m € %, pois AP € .%. Além disso,

<G)’ ‘NP G ~GNP GNP

N N N N N
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G'NP

Agora provaremos que todo subgrupo minimal de tem um complemento em N

G'NnP

Para este objetivo seja ( w ) um subgrupo minimal de . Como G'N P é um p-grupo

abeliano elementar, sabemos que existe um elemento w em G’ N P com ordem p tal que

(wy = Lo

existe um subgrupo K de G tal que G = ( w )K e (w ) N K = 1. Vamos analisar dois

. Visto que ( w ) é um subgrupo minimal de G’ N P, pela nossa hipdtese,

Casos.

Caso 1: Se N < K, entao, é claro que

G (w)NK  (w)N K
N N N °© Af[j

— =1
N

Caso 2: Se N £ K, entao NNK =1e¢ G = NK. De fato, NN K < N, mas 0s tnicos
subgrupos de N sdo os triviais, desta forma, como N £ K concluimos que N N K = 1.
Agora, por questao de ordem, G = NK. Notemos que

[(w ) N[K]|
[{w)INK[/|(w)NNK]|

[((w)N)N K| =

[ [INIENCw )|
[{w)[[N][K]|

Indiquemos por A o subgrupo (( w YN) N K. Entao A ¢ um subgrupo minimal de
G'NPe A < K. Pelo Lema 4.1, existe um subgrupo L de K, tal que K = AL e

. G N LN
ANL=1. E claro que AN = ( w )N e, portanto, N (wN) N Agora afirmamos
N LN N LN
que <wN> HW = 1. Com efeito, se %QW # 1 terfamos |( w )N N L| > p, o

que implicaria

[(w)NIIE] [ NIEL _ INTTE]

INIK] = 161 = [{w )NL| = e S < B .

o que é uma contradicao.

.G -
Assim N satisfaz as hipéteses do teorema e, uma vez que |G/N| < |G|, devemos ter

G
Ne?.

Como N é um subgrupo minimal de G' N P existe M < G de forma que G = NM e
NNM=1. Segue que G' =GNG = NG NM)e G NM<M. Visto que N é um

grupo ciclico de ordem p, Aut (N) é um grupo ciclico de ordem p — 1. Também, como

G
Cg(N)

=T < Aut (N), resulta que

¢ abeliano, logo G' < C(N). Deste modo,

G
Ca(N)
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G'N M é normal em G. Se G' N M # 1, seja N7 um subgrupo normal minimal de G com

G
N; < G'N M. Considere o grupo quociente N desta forma,
1

NN;/N, ~ NN,  NN;/N

Y

G/N1 N G -~ G/N NN, NN1
~ e ZF e (N1> m

: NN, _ G'N, G\ NN,
pois como N < @', temos que < = | — | . Observe que = N e,
Ny Ny N 1
NN NN-
como |N| = p, N L = p. Assim, N, L ¢ 0 seu proprio subgrupo minimal e tem
1
G M NN G
complemento N em N De fato, N Nll = N pois G = NM e como NNM =1
NNy, M . I -
teremos N — = {1N;}. Portanto, — € %, assim, por defini¢do de formagao,
Nl N1 Nl

= € %, o que nao pode ocorrer. Logo podemos assumir que G' N M = 1.

G
Do fato que G’ = N(G' N M) resulta que G' = N e i é abeliano. Segue desta forma,
do Corolario 4.3 que G é supersoluvel. Como % C % temos que G € %, o que é uma

contradicao. Portanto G € %, como queriamos. O

O Teorema 4.10 é verdadeiro para qualquer formacao que contém a classe dos grupos
supersoluveis . Mas se a formacao .# nao contém %, o Teorema 4.10 nao é verdadeiro.

Por exemplo, seja %

a formacao saturada de todos os grupos nilpotentes. Considere
G =S3e H= A;z. O grupo quociente % tem ordem 2 e, portanto, é nilpotente. Como
H tem ordem 3, um 3-subgrupo de Sylow de H é o préprio H e sabemos que H = G'.
Desta forma, um subgrupo minimal de H NG’ é o préprio H que tem complemento em

S3 = Ng,(H). Sendo assim, S; estd nas hipéteses do teorema, mas S3 nao ¢é nilpotente.

A reciproca do Teorema 2.16 diz que se um grupo G é complementado entao G é
supersolivel com subgrupos de Sylow abelianos elementares. O proximo resultado garante
somente a supersolubilidade, mas temos somente que garantir que os subgrupos minimais
de todo subgrupos de Sylow de G’ possuem complemento no normalizador do subgrupo

de Sylow.

Corolario 4.11. Seja G um grupo finito. Se para todo subgrupo de Sylow P de G', todo

subgrupo minimal de P tem um complemento em Ng(P), entao G é supersolivel.

Demonstracao: Basta tomar .# como sendo a formacao dos grupos supersoliveis e H

. . , ) G
igual a G’ no teorema anterior. Uma vez que e é abeliano, temos — € .#. Como para

Gl
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todo subgrupo de Sylow P de G', todo subgrupo minimal de P NG’ tem um complemento

em Ng(P), pelo teorema anterior, concluimos que G € .%. Portanto G é supersolivel. O

Concluimos, deste capitulo, que podemos tirar véarias informacoes a respeito de um
grupo G analisando apenas algumas classes de subgrupos minimais. Estavamos analisando
quando temos a hipotese que tais subgrupos tinham complemento em um subgrupo de G.
Foram obtidas condigoes suficientes para p-nilpoténcia, solubilidade, supersolubilidade, e
para que um grupo pertenca a uma determinada formacao. Portanto, a influéncia desses

subgrupos na estrutura do grupo é realmente grande.
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