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RESUMO

Consideramos o comportamento assintotico da equacao de Moore-Gibson-Thompson
(MGT). Este tipo de equagao aparece no contexto de actstica nao-linear [10, 21, 17], onde a
modelagem considera o paradoxo da velocidade infinita de propagacao, resultando em uma
dinamica de natureza hiperbélica. Em um primeiro momento, sera provado que a equacao de
terceira ordem em questao gera um sistema dinamico bem-posto o qual admite um atrator
global de dimensao fractal finita. A principal dificuldade encontrada é a auséncia de uma
funcao de Lyapunov, juntamente com a nao verificagao de compacidade das trajetorias, cujo
fato previne a aplicabilidade de ferramentas usuais da drea de sistemas dinamicos. A segunda
abordagem considera a equagao de MGT sujeita a efeitos viscoelasticos. A obtencao de taxas
uniforme de decaimento exponencial estd vinculada a hipdteses usuais restritivas acerca da

funcao que localiza a atuacao da dissipacao friccional.

Palavras-chave: Equacao de Terceira Ordem, Equacao de Moore-Gibson-Thompson, Atra-

tor Global, Comportamento Assintético.



ABSTRACT

Long-time behavior of the Moore-Gibson-Thompson equation (MGT) is considered.
This type of equations arises in the context of nonlinear acoustics [10, 21, 17] where modeling
accounts for a finite speed of propagation paradox, the latter results in hyperbolic nature of
the dynamics. At first, we will prove that the third order equation in consideration generates
a well-posed dynamical system which admits a global and finite dimensional attractor. The
main difficulty associated with the problem is the lack of Lyapunov function along with the
lack of compactness of trajectories, which fact prevents applicability of standard tools in the
area of dynamical systems. The second approach considers the MGT equation subjected to
viscoelastic effects. Obtaining uniform exponential decay rate is linked with usual restrictive

assumptions regarding the function that localizes the frictional damping.

Keywords: Third Order Equation, Moore-Gibson-Thompson Equation, Global Attractor,

Long-time Behavior.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo a investigacao do comportamento assintético de
uma dinamica de terceira ordem no tempo, governada por uma equacao diferencial parcial
definida em um espago de Hilbert apropriado sob dois aspectos. 1) O primeiro consiste na
analise da equagao de MGT nao-linear, em que a existéncia de solucao é obtida por meio da
Teoria de Semigrupos e a existéncia de atrator global é estabelecida. 2) O segundo consiste na
examinacao da equagao linear sujeita a efeitos viscoelasticos e os mecanismos de dissipacao

atuam de maneira localizada e complementar.

O modelo estudado tem sido considerado recentemente no contexto da modelagem
de ondas em acustica nao-linear, onde a lei de Fourier é substituida pela lei de Maxwell-
Cattaneo, que se aproxima mais do mundo real e considera velocidade finita de propagacao
de ondas actsticas, a qual nos leva a uma equacao onde aparecem trés derivadas tempo-
rais (diferentemente dos modelos classicos com duas derivadas temporais) [21, 306, 37]. Tal
modelagem é motivada pelo fenomeno de velocidade infinita de propagacao, observado nas
solucoes da equacao do calor. A presenca de trés derivadas no tempo muda completamente o
carater da dinamica subjacente, de parabdlica para hiperbdlica tornando-a mais rica, com o
surgimento de novos fenémenos e, abrangendo casos desde nao existéncia de solugao [12, 29],

até o decaimento assintético de solugdes de energia finita [25].

O modelo nao-linear mencionado toma a seguinte forma abstrata:

TUpt + QU + CQAU + bAut = f(u, Uy, utt)- (Ol)
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Aqui, A é um operador auto-adjunto, positivo e densamente definido em um espaco
de Hilbert H e f(u,u;, uy) é um termo semilinear. O coeficiente 7 > 0 corresponde fisicamente
ao parametro de relaxagao da lei de Maxwell-Cattaneo e é usualmente muito pequeno (de

ordem 107'? para a maioria dos metais).

O modelo apresentado acima, inclui, por exemplo, a equacao de Moore-Gibson-
Thompson (MGT) que aparece no contexto da modelagem de ondas ultrassonicas de alta
frequéncia. Neste caso, a varidvel u denota a pressdo actstica (ou também a velocidade po-
tencial acustica), o operador A denota o operador —A com condigoes de fronteira de Dirichlet
ou de Neumann, ¢ > 0 é a velocidade do som, b = § + 7¢%, em que § é a difusividade do
som. A constante « representa dissipacgao friccional no modelo. Existem, na literatura, varios
modelos relevantes que descrevem a propagacao de ondas actsticas nao-lineares (veja [1, 38]).

Uma das mais comumente usadas é o modelo MGT em que

d2
f(u, U, utt) = k@uz, (02)
com k = 1;223, B denotando o parametro de nao-linearidade e p ¢ a densidade do meio.
Em [24], uma versao linearizada de (0.1) é estudada com base na teoria de semigrupos. Foi
provado em [24] que a anélise da equagao de terceira ordem é muito diferente da de segunda

ordem, onde um coeficiente positivo de difusividade nos da um efeito regularizante. Isto nao
¢ mais verdade nas equagoes de terceira ordem que sao de tipo hiperbdlico, necessitando,
portanto, um tipo bastante diferente de analise das equagoes de segunda ordem relacionadas.
Para investigarmos a EDP nao-linear de terceira ordem, a compreensao da boa colocagao e do
comportamento assintético de sua linearizacao é de suma importancia. A forma linearizada

(em torno de zero) da equagao em sua versao abstrata é dada por

TUwt + QU + C2AU + bAUt =0 (03)

com condigoes iniciais

w(0) = ug, u(0) = uy, uy(0) = us, (0.4)

em que A é um operador auto-adjunto positivo, densamente definido no espaco de Hilbert
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H, satisfazendo uma desigualdade do tipo Poincaré D(AY2?) C H com o seguinte controle de

norma

lwllzr < CollAY*wl|, Yw € D(AY?), (0.5)

~1/2

com 0 < Cy := \;i° € Apin sendo o infimo do espectro do operador A. Aqui A%, 6 € [0, 1],

denota a poténcia fracionaria de A [31].

Como consequéncia da presenca do parametro de relaxacao 7, o modelo de “tipo
parabdlico” (7 = 0) se torna de “tipo hiperbdlico” (7 > 0). Assim, os problemas de boa-
colocacao, comportamento assintético e o de estabilizagao, se tornam mais complicados devido
a presenca de uma quantidade infinita de autovalores instéveis, [25, 24, 30], onde a tltima
referéncia apresenta uma analise espectral bastante detalhada do modelo linear. E suficiente
dizer que, na presenga do parametro 7 > 0, o problema (0.3) se torna mal-posto no caso em
que o parametro de difusdao b é igual a zero [12]. Por outro lado, quando b > 0, o sistema

gera um semigrupo fortemente continuo nas variaveis (u, uy, uy) no espago
H = D(AY?) x D(AY?) x H.

Na verdade, a geracao de um semigrupo fortemente continuo também se dd em um espaco

mais regular H; = D(A) x D(AY?) x H [24].

Além disto, quando o parametro de relaxacao 7 é pequeno e o parametro b é grande
com respeito ao parametro natural de dissipagao «, v := a — % > 0, entao o semigrupo
correspondente é exponencialmente estdvel em ambos os espagos H e H; [24]. Quando v = 0,
o semigrupo é conservativo. Nao ha decaimento, mesmo que a difusividade e a dissipacao
estejam presentes no modelo. Isto é confirmado pela anélise espectral feita em [30]. J& no caso
em que v < 0, foi provado em [9] que a versao 1-dimensional de (0.3) admite um semigrupo
caodtico, topologicamente mesclante e uniformemente continuo sobre espagos de Banach do

tipo Herzog.

Neste trabalho, vamos analisar a versao nao linear do modelo (0.3).

Tl + oty + CAu + bAu, = f(u,uy), (0.6)
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em que A = —A com condicao de Dirichlet nula. Isto é

Au= —Au, u € D(A) = H*(Q) N H} ().

Para que possamos analisar novos aspectos criticos do problema, nao consideraremos
efeitos nao-lineares gerados pelo termo uuy; e manteremos o termo quadratico 2ku? associado
a pequenas, mas rapidas mudancas no modelo. Este termo sozinho ja sera representativo o
suficiente na apresentacao das propriedades da analise associada ao tratamento de um sistema
dinamico de terceira ordem que nao é gradiente e que falha na verificacao da regularidade

usual das trajetérias.

A boa-colocagao local tanto no espago quanto no tempo (para dados iniciais pe-
quenos) foi desenvolvida em [25]. A grosso modo, neste trabalho foi provado que, quando
~v > 0, pode-se obter uma bola em #; de raio suficientemente pequeno, tal que a dinamica
correspondente é bem posta em H,. Mais ainda, se o dado inicial for escolhido nesta bola, o

sistema sera exponencialmente estavel.

Nosso principal interesse, no que concerne a 1) primeira abordagem, é o compor-
tamento das solugoes (i) na auséncia de dados iniciais pequenos e (ii) sobre a influéncia de
forcas externas que afetem a estrutura dos estados estacionarios, fazendo com que estes sejam
nao-triviais. A configuragdo determinada por (i) e (ii) nos leva naturalmente ao conceito de
atratores globais. Em verdade, mostraremos que a existéncia local no tempo nao exige dados
iniciais pequenos e o problema é bem-posto em H para dados iniciais de tamanho arbitrarios.
Por outro lado, como os termos nao lineares tornam o problema nao-dissipativo (no sentido
de que a energia total do sistema nao necessariamente é decrescente), o comportamento assin-
totico das solugoes se torna um problema sutil. Se faz necessaria a adigao de um mecanismo
de controle para forjar o comportamento assintotico das o6rbitas. Consideraremos o seguinte

termo nao-linear de controle

g(uy) == 5(%&)37

que é continuo de D(A'?) em H, mas nio é compacto quando tratado como um operador
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de Nemytskii. A equacao resultante se torna a seguinte:
Tl + Qg + A Au + bAuy + Bg(uy) = 2ku? + p(u), (0.7)

em que p € C'(R) satisfaz a condic¢ao de dissipatividade detalhada abaixo

e A derivada
—0<p'(s) <m, s R, (0.8)
c? cy

para()gmgmin{élcg,l&_ecg

b
}e0<5<min{m,472€},a/7‘<0<c2/b.

E oportuno observar que a funcao real p satisfaz |p(s)| < ml|s| + C, com C = |p(0)].

Mais ainda, vale a pena notar que apesar da escolha da constante # nao ser crucial, sua

existéncia é imprescindivel para obter a equivaléncia entre a energia linear do sistema e a

norma do espaco de fase. Tal afirmacao serd melhor clarificada na Observagao 2.3.1 abaixo
o C2

em que # é tomada, por simplicidade, como sendo o ponto médio de {;, ?}.

Estas escolhas particulares apesar de mais simples, sao representativas o suficiente

para o problema e para as técnicas introduzidas.

Com relagao ao problema nao-linear (0.7), estabeleceremos os seguintes resultados:

Boa-colocagao local (no tempo) com tamanho arbitrario para os dados iniciais em H e

B> 0;

Existéncia global de solugoes limitadas em H e 5 > 0;

Existéncia de atrator global capturando solucoes na topologia de H para qualquer valor

de 5 > 0;

Suavidade e finitude dimensional do atrator.

Os resultados acima descritos foram publicados em [3].

Contrastando a proposta anterior, motivados pelo trabalho de Cavalcanti e Oquendo

[1], em que os autores obtém taxas de decaimento para a energia de solu¢oes de uma equagao
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de onda com dissipacao friccional nao-linear, temos o modelo linear de dissipagao localizada

no seguinte formato:

Ty + o(X)uy — AU — bAu, + /Otg(t — s)div (a(x)Vu(s))ds = 0. (0.9)

Em [?], os autores consideram este tipo de equagao (Moore-Gibson-Thompson) com
dissipagoes friccional e viscoeldstica, ambas agindo sobre todo o dominio. Além disso, para
a obtencao de decaimento exponencial uniforme da energia, além das hipdteses canonicas
impostas sobre o nicleo de viscoelasticidade e o parametro ¢, ha a necessidade de impor

também uma relagao sobre as outras constantes presentes no modelo, a saber, a positividade

T2

da constante 7 := o — —. Em um segundo projeto [?], o nicleo g é generalizado pelos

b
autores.

Aqui, estamos também interessados no decaimento da energia, porém o método dos
multiplicadores sugerido em [1] nao é aplicavel ao modelo (0.9), a menos que hipéteses adi-
cionais sejam consideradas em relagao a fungao «, responsavel pelo mecanismo de dissipacao
friccional no modelo. Devido ao fato do problema, neste caso, ser nao-autonomo, as solugoes
de (0.9) sao obtidas via método de Faedo-Galerkin e o decaimento exponencial de tais solu-
¢oes é estabelecido. Os resultados obtidos nessa direcao configuram-se num primeiro estudo

e resultados mais gerais sao objetos de projetos futuros.

Esta tese encontra-se organizada conforme segue: No primeiro capitulo sao apresen-
tadas defini¢oes, notacoes, alguns resultados bésicos e exemplos da teoria de semigrupos e
sistemas dinamicos que sao necessarios para melhor compreensao do trabalho; no segundo
capitulo, formularemos de maneira rigorosa o problema, bem como demonstraremos a boa-
colocacao mencionada anteriormente, por meio da teoria de semigrupos; no terceiro capitulo,
trataremos da existéncia de atrator global para o sistema dinamico obtido no capitulo dois,
além de propriedades adicionais. A saber, suavidade e dimensao finita, ambas obtidas direta-
mente de uma estimativa de quasistabilidade. No quarto e ultimo capitulo, apresentaremos

o decaimento exponencial da equacao sujeita a efeitos viscoelasticos.



CaApiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo, encontram-se as defini¢oes, resultados e exemplos necessarios para o

melhor entendimento dos resultados que serao obtidos nos capitulos subsequentes.

1.1 Equacoes Diferenciais Abstratas
1.1.1 Operadores Acretivos em Espacos de Hilbert

Seja H um espago de Hilbert. Consideraremos operadores univocos (possivelmente
nao-lineares) A em H, definidos em um subespago D(A) C H, denominado dominio de A,

com imagem R(A) = {Az :z € D(A)}.

Defini¢ao 1.1.1. Um operador A : D(A) C H — H serd chamado acretivo se tivermos
(Azy — Azg, 21 — 29)y > 0, para quaisquer x1, x5 € D(A).
Um operador acretivo A serd dito mazximal acretivo (m-acretivo) se a relagao
(Av —u* v —u)g >0
para alguns u,u* € H e para todo v € D(A) implicar que u € D(A) e u* = Au.

A seguinte caracterizacao é bastante conhecida na literatura.

Teorema 1.1.1. Um operador acretivo A : D(A) C H — H sobre o espago de Hilbert H
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serd m-acretivo se, e somente se, a imagem R(N + A) = H para algum (equivalentemente

para todo) X\ > 0.

Demonstracao: Veja [33]. O

Também em [33] pode ser encontrado o resultado seguinte sobre perturbacao.

Proposicao 1.1.1. Seja A : D(A) C H — H um operador m-acretivo sobre o espaco de
Hilbert H. Se B : H — H for um operador acretivo e Lipschitz, entao A + B serd um
operador m-acretivo. No caso em que B for apenas Lipschitz continuo com constante L,

entdo A+ B + A\l serd m-acretivo para qualquer \ > L.
Defini¢ao 1.1.2. Diremos que um operador A : D(A) C H — H € coercivo, se

(Au,u) g

1m
lullgr—o0  |Jul| g

=00, u € D(A).

Proposicao 1.1.2. Seja A m-acretivo. Se | |}im |Aul| g = oo, entdo A serd sobrejetor. Se
U||g—00

A for coercivo, entao A serd sobrejetor.

Demonstragao: Veja [33]. O

Exemplo 1.1.1. Todo operador auto-adjunto nao-negativo em um espaco de Hilbert é um

operador m-acretivo.

1.1.2 Equacoes de Evolucgao

Seja A um operador m-acretivo sobre um espaco de Hilbert H. Considere a seguinte

equagao diferencial abstrata:

du
a(t)JrAu(t) =f(t), 0<t<T; (1.1)

U(O) =up € H.

com(0<T<ooefeL 0,T;H).
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Definicao 1.1.3. Uma solugao forte de (1.1) é uma funcao continua de [0,T) em H que
¢ absolutamente continua em cada subintervalo [a,b], 0 < a < b <T. Logo, u € diferencidvel

quase sempre com du/dt € L'(a,b; H) e para quase todo t > 0 temos que u(t) € D(A) e vale

(1.1).

Temos um resultado que nos da a existéncia de solucoes fortes para operadores m-

acretivos.

Teorema 1.1.2. Seja A m-acretivo sobre o espago de Hilbert H. Assuma que ug € D(A)
e f:[0,T] — H seja absolutamente continua. Entdo existe uwma unica solugdo forte para
(1.1). Além disto, u é Lipschitz continua de [0,T] em H e fortemente diferencidvel a direita

em H parat > 0. Mais ainda, u(t) € D(A) para todot >0 eu' € L>(0,T; H).
Demonstragao: Veja [33]. O

Um conceito mais fraco de solugao, que é também bastante frequente na teoria de

equagoes diferenciais, é considerar limites (fortes) de solugoes fortes.

s

Defini¢ao 1.1.4. Uma solugao generalizada de (1.1) em um intervalo (fechado) [0,T] é
uma fungao continua u € C([0,T]; H) tal que u(0) = ugy e existe uma sequéncia de solugoes

fortes u,, definidas em [0, T] para o problema

OZL;(t) + Aup(t) = fo, n=1,2, ...

com f, — f em LY 0,T;H) e u,, — u em C([0,T); H). Uma fungio u de classe
C([0,T); H) serd uma solugcdo generalizada do problema (1.1) em um semi-intervalo [0,T),

se u for uma solug¢do generalizada de (1.1) em todo intervalo fechado [0,T"] com T" < T.

Temos também um resultado sobre existéncia e unicidade para solugoes generaliza-

das.

Teorema 1.1.3. Seja A m-acretivo sobre o espaco de Hilbert H, f € L*(0,T;H) e uy €

D(A), em que D(A) é o fecho de D(A) em H. Entdo eziste uma unica solu¢do generali-

zada para (1.1). Em adi¢ao, quaisquer duas solugoes generalizadas ui(t) e ug(t) com dados
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{ur0, f1} € {uao, fo} satisfazem as sequintes estimativas de estabilidade com 0 < s <t <T

lua(t) = w2l < Nlur(s) —uals)li

t 1.2

+ 2/8(fl(U)—f2(0)»ul(0)—uz(0))Hd0 e

[ur(t) = ua ()l < [lua(s) — ua(s)|lm + /St 1f1(0) = f2(0) || mdo- (1.3)
Demonstracao: Veja [33]. O

Observagao 1.1.1. F conveniente observar que as solucoes generalizadas nao satisfazem a
equacao diferencial de fato, mesmo que em um sentido fraco. Mas sobre certas hipoteses
adicionais de reqularidade, € possivel mostrar que uma solucdo generalizada satisfaz uma

forma variacional da equacgao. Tais solugoes sao chamadas solugcoes fracas.

Consideremos, agora, a equacgao perturbada

du
E(15)_|-(A—|—B)u(15) = f(t), 0 <t <T; (1.4)
u(0) = up.

Também supomos que o operador B : D(A) — H seja Lipschitz continuo com constante L.

Teorema 1.1.4. Se A for m-acretivo, entao

e Para cada uy € D(A) e f absolutamente continua de [0,T] em H, ezistird uma tinica

solugao forte u(t) para o problema (1.4);

e Para cada uy € D(A) e f € L'(0,T; H) existird uma tnica solugio generalizada para

o problema (1.4) em [0,T].

Demonstracao: A prova deste teorema pode ser encontrada em [33], bem como em [2], no
contexto da teoria de operadores maximais monétonos. A principal estratégia da demonstra-

¢ao ¢é notar que o operador A + B + LI é um operador m-acretivo. 0
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O teorema acima ainda pode ser generalizado no caso em que B é um operador
localmente Lipschitz continuo (veja o resultado a seguir). Tal ferramenta é extremamente
util quando se quer provar a existéncia global de solu¢ao para EDPs semilineares, na posse
de estimativas obtidas a partir de algum método de energia. Entendemos por localmente
Lipschitz continuo, um operador que satisfaz a condicao de Lipschitz em cada bola fechada

do espago H. Neste caso, a constante de Lipschitz depende do raio da bola.

Teorema 1.1.5. Seja (A + A) um operador m-acretivo para algum X > 0 e assuma que

B : D(A) — H ¢é um operador localmente Lipschitz. Entdo

e para cada ug € D(A) e f: R, — H absolutamente continua em cada intervalo finito

[0,T], existe um t,s, < 00 tal que existe uma unica solugao forte u(t) para o problema

(1.4) definida em [0, tmsz);

e para cada ug € D(A) e f € L},.(0,00; H), existe uma unica solu¢io generalizada para

o problema (1.4) definida em [0, tmsz)-

Em ambos 0s casos, se tys, < 00, entao limy_y; |u(t)|| g = oo.

max

Demonstracao: Veja [3]. O

1.2 Atratores para Equacoes de Evolucao
1.2.1 Sistemas Dinamicos

Defini¢ao 1.2.1. Por defini¢ao, um sistema dindmico é um par de objetos (X, S;), que
consiste de um espago métrico completo X e uma familia de operadores (nao necessariamente

lineares) continuos {Sy;t € Ry} de X em si mesmo com as sequintes propriedades:

(1) SO = IX;'

(2) StJrT = St o ST.
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A propriedade (2) é comumente denominada propriedade de semigrupo. Assumimos,
também, que as aplicagdes da forma y(t) = Syx sao continuas com respeito a t para qualquer
x € X. Nestas condicoes, X é chamado espaco de fase ¢ S; € chamado de semigrupo de

evolugao (ou operador de evolucao).

Um exemplo canonico para ilustrar tal definicao é o seguinte.

Exemplo 1.2.1. Considere o sistema diferencial auténomo

C;tc(t) = f(z(t)), t >0, (1.5)

em que f : R" — R™ é uma funcao Lipschitz continua. E sabido que, para cada x € R”,
existe uma unica fungdo continua p(t, x) definida em R tal que (0, x) = x ¢, pela unicidade
de solucao, temos

o(t,o(1,x)) = @(t + 7, x), para todo t,T € R. (1.6)
Basta tomar Syx := ¢(t, x) para ver que o par (R™,S;) é um sistema dindamico.
Definigao 1.2.2. Seja (X, S;) um sistema dinamico.
e Um subconjunto fechado B C X serd dito absorvente para (X,S;) se para qualquer
subcongunto limitado D C X, existir to(D) tal que SyD C B para todo t > to(D);

o (X,S;) serd dito dissipativo, se possuir um conjunto absorvente limitado B. Se X

for um espaco de Banach, entao um valor R > 0 serd dito rato de dissipacgcao de

(X,S;), se BC {x € X;||z|x < R};

e O sistema dinamico (X,S;) serd dito ponto dissipativo, se existir By C X tal que

para cada v € X, eziste to(x) tal que Syx € By para todo t > ty(x);
o (X,S;) serd dito compacto, se for dissipativo e o conjunto absorvente B for compacto;

e (X,S;) serd dito assintoticamente compacto se existir um conjunto atraente e

compacto K, isto €, se existir um subconjunto K C X compacto tal que para todo
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subconjunto limitado D de X wale
tli)m dx{S;D|K} =0, (1.7)

em que dx{A|B} = sup,c4 distx(x, B).

e (X,S;) serd dito assintoticamente suave, se para cada subconjunto limitado D tal

que S;D C D para t > 0, existir um subconjunto compacto K contido no fecho D de

D, satisfazendo (1.7).
Algumas consequéncias imediatas da definicao acima sao:

e se X for compacto, entao (X, S;) serd compacto;

e se X for um espaco de dimensao finita, entao todo sistema dissipativo serd compacto.

Claramente, todo sistema assintoticamente compacto é dissipativo e assintoticamente suave.

Definimos, agora, varias nogoes basicas da teoria de sistemas dinamicos.

Definigao 1.2.3. Sejam (X, S;) um sistema dinamico e D um subconjunto de X. Diremos
que D € positivamente invariante, se S;D C D para todo t > 0. Ele serd negativa-
mente invariante, se S;D O D para todo t > 0. O conjunto D serd dito invariante se
for ao mesmo tempo positivamente e negativamente invariante, ou seja, se S;D = D para

todo t > 0.

Definicao 1.2.4. Seja D C X. O conjunto

= S-D
>t
¢ chamado cauda (a partir do momento t) das trajetorias que emanam de D. Temos 7% =
Yep = V4,p- Se D = {v} consistir de um dnico ponto, entio v, = 3 serd chamado
semitrajetoria (ou semidrbita) positiva emanando de v. Uma curva continua v =
{u(t);t € R} em X serd dita trajetéria (ou orbita) completa, se Syu(t) = u(t + 7) para

quaisquer T € R et > 0.
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Observacao 1.2.1. Como S; nao €, em geral, um operador sobrejetor, para falarmos sobre
uma trajetoria completa passando por um ponto x € X, talvez seja necessdrio impor certas
restrigoes sobre o ponto x. Em geral, S; pode nao ser injetor também. FE, neste caso, pode
ser que uma orbita completa ndo seja unica, caso exista alguma. Semitrajetorias positivas

sao conjuntos positivamente invariantes. Trajetorias completas sao conjuntos invariantes.

Para descrever o comportamento assintético dos sistemas dinamicos, utilizamos o

conceito de conjunto w-limite.

Definicao 1.2.5. O conjunto

w(D) := ﬂO% = ﬂo U S-D (1.8)

T>t

¢ chamado de conjunto w-limate das trajetorias emanando de D. Claramente, conjuntos

w-limite (se existirem) sao positivamente invariantes.

Lema 1.2.1. Para que x € w(D), € necessdrio e suficiente que existam sequéncias t, — 00

e {z,} C D tais que Sy, x, — = quando n — oo.

Observemos que, para espacos que nao sao localmente compactos, deve-se analisar
cuidadosamente o conceito de conjuntos limites, ja que a intersecao infinita enumeravel de
fechados encaixantes pode ser vazia e, consequentemente, de nada nos ajuda. Vejamos, a

seguir, condigbes suficientes para que o conjunto w-limite, w(D), seja ndo-vazio.

Proposicao 1.2.1. Suponha que o sistema dinamico (X, Sy) seja assintoticamente compacto,
com conjunto atraente K. Entdo, para qualquer subconjunto limitado D, o w-limite w(D)
serd um conjunto nao-vazio, compacto e invariante. Se (X, S;) for assintoticamente suave e
a cauda v, for limitada para algum t > 0, entdo o conjunto w-limite w(D) serd um conjunto

nao-vazio, compacto e invariante.

Demonstragao: Veja [20]. O

A proposicao a seguir nos da outras caracterizacoes de sistemas assintoticamente

compactos.
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Proposicao 1.2.2. Assuma que X seja um espaco de Banach e (X,S;) seja um sistema

dinamico dissipativo. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

o (X,S,) € assintoticamente compacto;

o (X,S;) € assintoticamente suave;

e Friste uma decomposicao S; = t(l) —1—5,5(2), em que St(l) € uniformemente compacto para

valores grandes de t, isto é, para qualquer conjunto limitado D, existe to = to(D) tal que
o conjunto vV 1= Ursto SN D ¢ relativamente compacto em X e Slfz) € uma aplicagao

continua em X tal que

rp(t) = sup {HS§2)95

’ ;T € D} — 0 conforme t — o0 (1.9)

para todo conjunto limitado D.

e Vale a condi¢ao de Ladyzhenskaya: para toda sequéncia limitada {x,} C X e toda

sequéncia t, — 00, a sequéncia {S;, x,} € um conjunto relativamente compacto em

X.

Demonstracao: Veja [32, 35] e [20]. O

Se o sistema (X,S;) nao for dissipativo, a equivaléncia descrita acima nao sera,
em geral, valida,apesar de que a compacidade assintética sempre implicar em suavidade

assintotica.

Além disso, prova-se que a suavidade assintotica é, de certa forma, a mais fraca das
condigbes entre as outras propriedades enunciadas [8]. Por esse motivo, damos critérios para

concluir que um certo sistema dinamico seja assintoticamente suave.

Teorema 1.2.1. Seja (X, S;) um sistema dinamico em um espago de Banach X. Assuma
que, para qualquer conjunto limitado positivamente invariante B de X, existam T > 0, uma

fungdo nao-decrescente g : Ry — R e uma pseudométrica ps em C([0,T]; X) de modo que
B

(i) g(0) =0; g(s) <s, s>0;
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(ii) A pseudométrica ph € pré-compacta (com respeito a norma de X ) no sequinte sentido:
qualquer sequéncia {x,} C B tem uma subsequéncia {x,,} tal que a sequéncia {ys} C

C([0,T); X) de elementos yi(7) = Sy, € de Cauchy com respeito a pkh;

(111) A estimativa
1S1n = Sroall < g (Ilyr = vall + o5 {S-91}, {S-10})) (1.10)

¢ wvdlida para quaisquer yi,y, € B, em que {S:y;} denota o elemento do espago

C([0,T]; X) dado pela funcgao y;(T) = Sry;.
Entao, (X, S;) serd um sistema dinamico assintoticamente suave.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado é baseada na a-medida de nao-compacidade

de Kuratowski
a(B) = inf{d; B tem uma cobertura de diametro < d}

e pode ser encontrada em [3]. O

Observagao 1.2.2. Ao invés de supor (1.10), o teorema acima continuard valido se supormos

1Sy — Srvell < g (lyr — vell) + p5 ({Swn }, {Srye}) (1.11)

(a pseudométrica fora do argumento de g). O resultado ainda é vdlido no caso em que X €

um espago métrico completo [0].

O teorema acima implica duas pequenas generalizacoes que sao, as vezes, mais con-

venientes.

Proposicao 1.2.3. Seja (X, S;) um sistema dinamico em um espago de Banach X . Assuma
que, para qualquer conjunto limitado positivamente invariante B de X e para cada t >
to(B) > 0, existam uma fung¢io Kg(t) definida em [tg,00) e uma pseudométrica ply em

C([0,t]; X) tais que
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(Z) KB(t) Z 0e limt_>oo KB(t) == 0,‘
i) A pseudométrica ply € pré-compacta;
PB

(111) A estimativa

1Si1 — Sewell < Kg(t) (lyr — vell) + o ({S-un}, {Sry2}) , ¢ > to, (1.12)

¢ valida para quaisquer yy,ys € B.

Entao, (X, S;) serd um sistema dindmico assintoticamente suave.

Demonstragao: Basta aplicar o Teorema 1.2.1 com g(s) = Kg(T)-s, escolhendo T' de modo

que Kp(T) < 1. O

E esta proposicao implica a proposicao que segue.

Proposicao 1.2.4. Suponha que o sistema dinamico (X,S;), X espaco de Banach, possua
a sequinte propriedade: para qualquer conjunto limitado positivamente invariante B de X,
existem fungoes Cg(t) > 0 e Kp(t) > 0 tais que limy_,o Kp(t) = 0, um tempo ty = to(B) e

uma pseudométrica compacta p em X tais que

Sty — Seye|l < Kg(t) ([ly1 — v2ll) + C(t) - p(y1,92) » T = to, (1.13)
para quaisquer yi,ys € B. Entao, (X, S;) serd um sistema dinamico assintoticamente suave.

O resultado seguinte é de suma importancia neste trabalho, por conceder um pouco
mais de flexibilidade no que se diz respeito aos métodos usuais provenientes do Teorema
1.2.1. Ele nos permite tomar limites sequenciais ao invés de limites simultaneos, reduzindo
a verificacao da suavidade assintética a determinacao de um funcional com uma condicao de

compacidade compensada.

Teorema 1.2.2. Seja (X,S;) um sistema dindmico em um espago métrico X munido da

métrica d. Assuma que, para cada conjunto limitado positivamente invariante B de X e para
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cada € > 0, exista T =T(e, B) tal que
d(Sty1, Sty2) < € +¥r(y1,v2), vi € B, (1.14)

sendo Y um funcional definido em B X B satisfazendo

lim inf lim inf Y7 (yy,, yn) = 0, (1.15)

m—0o0 n—oo

para toda sequéncia {y,} de B. Entdo, (X,S;) serd um sistema dinamico assintoticamente

suave.

Demonstracao: Veja [3]. O

1.2.2 Atratores Globais

Os atratores sao os principais objetos investigados na andlise do comportamento

assintotico de sistemas dinamicos dissipativos em espacos de dimensao infinita.

Definigao 1.2.6. Um conjunto fechado e limitado A C X serd dito atrator global do

sistema dinamico (X, S), se as sequintes propriedades forem satisfeitas:

(i) A € um conjunto invariante, isto €, SyA = A para todo t > 0;

(ii) A € uniformemente atraente, isto é, para todo conjunto limitado D C X
tli}m dx{S;D|A} =0, (1.16)
em que dx € a semidistancia de Hausdorff.

O principal resultado que lida com a existéncia de atrator global é o seguinte.

Teorema 1.2.3. Seja (X, S;) um sistema dinamico assintoticamente compacto em um espago

de Banach X com congunto atraente compacto K. FEntao (X,S;) possui um inico atrator
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global A tal que A C K. Este atrator é um conjunto conezxo e tem a forma

A=w(K)=U S-K. (1.17)
t>071>t
Também € valida a relacao
A= () S.K, para todo N € Z,. (1.18)
n>N

Mais ainda,
(i) uma trajetoria completa v = {u(t);t € R} pertencerd ao atrator se, e somente se, v for
um conjunto limitado;
(ii) para todo x € A, existe uma trajetoria completa v = {u(t);t € R} tal que u(0) = x e
v C A.
Neste caso, o atrator global pode ser caracterizado como o conjunto de todas as trajetorias
completas.

Se B for um conjunto absorvente limitado para (X, S;), entdo A =w(B) e
tlim (dx{S;B|A} + dx{A|S;B}) = 0. (1.19)
Como consequéncia, A atrai conjuntos limitados absorventes na métrica de Hausdorff.

Demonstracao: Veja [35]. O

E claro que se um sistema dinamico possuir um atrator global compacto, entao
ele serd assintoticamente compacto. Gragas a Proposicao 1.2.2, o Teorema 1.2.3 pode ser

enunciado da forma seguinte.

Teorema 1.2.4. Para que um sistema dinamico dissipativo em um espaco métrico completo
possua um atrator global compacto, € necessdrio e suficiente que ele seja assintoticamente

sSuave.
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Caracterizar atratores globais pode ser um problema dificil. Mesmo em casos teo-
ricamente mais simples, como os finito-dimensionais, os atratores podem ter uma estrutura
surpreendentemente complicada. Entretanto, para alguns conjuntos, é bastante simples saber
se pertencem ao atrator. Por exemplo, o conjunto N := {z € X;S;z = x, para todo ¢t > 0}
dos pontos estaciondrios estd claramente contido no atrator do sistema. Ja vimos também

que toda trajetéria completa esté contida no atrator (Teorema 1.2.3).

Definigao 1.2.7. Seja N o conjunto dos pontos estaciondrios do sistema dindmico (X, Sy).
Definimos a variedade instdvel M"“(N') emanando do conjunto N' como sendo o conjunto

de todos os pontosy € X tal que eziste uma trajetdoria completa v = {u(t);t € R} satisfazendo
uw(0) =y e Jim distx (u(t),N') = 0.

Proposicao 1.2.5. Suponha que o sistema dinamico possua um atrator global A. FEntao

MUN) C A.
Demonstracao: Veja [37]. O

Definicao 1.2.8. Seja Y C X um conjunto positivamente invariante de um sistema dinamico

(X, S).

e Um funcional continuo ®(y) definido em 'Y serd dito fun¢ao de Lyapunov (ou fun-
ctonal de Lyapunov) para o sistema dinamico (X, S;) emY, se a fungdot — ®(Sy)

for uma funcgao nao-crescente para qualquer y € Y,

e A funcao de Lyapunov ®(y) serd dita estrita em 'Y, se a equacao ®(Sy) = ®(y) para
todo t > 0, implicar que y € N;

e O sistema dinamico (X, S;) serd dito gradiente, se existir uma fun¢ao de Lyapunov

estrita para (X, S;) em todo o espago X.

Teorema 1.2.5. Suponha que o sistema dinamico (X, S;) seja gradiente e possua um atrator

global compacto A. Entao A = M“(N).
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Demonstracao: Veja [35, 18, 20]. O

Uma outra propriedade interessante de sistemas gradientes é a estabilidade forte do

conjunto dos pontos de equilibrio.

Teorema 1.2.6. Assuma que o sistema dinamico gradiente (X, S;) possua um atrator global

compacto A. Entdo, para todo v € X, temos

Jim distx (Siz, N') = 0;
1sto €, qualquer trajetoria estabiliza para o conjunto dos pontos estaciondrios.
1.2.3 Dimensao Fractal

Possuir dimensao finita é uma propriedade importante para um atrator global, que
pode ser estabelecida para varios sistemas dinamicos, inclusive os que aparecem em aplicagoes.
As dimensoes fractal e de Hausdorff sao as medidas mais comuns na teoria de sistemas

dinamicos em espacos de dimensao infinita.

Definigao 1.2.9. Seja M um conjunto compacto nao-vazio em um espaco métrico X.

e A dimensao fractal dim;M de M € definida por

l M
dimyM = lim sup M,
e—0 _ln<5)

em que n(M,e) € o menor numero de conjuntos fechados de diametro € que cobrem o

conjunto M.

e Para d positivo, definimos a medida d-dimensional de Hausdorff pela formula
M(Mv d) = ll_f}})ll(Ma d, 5)7
em que

w(M,d, e) = inf {Z(rj)d; M C UB(:Ej,rj),rj < 5} :

J
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Acima, B(z;,7;) denota a bola aberta em X centrada em x; e de raio r;. A dimensao

de Hausdorff, dimgM, de M é definida pela formula dimg M = inf{d; n(M,d) = 0}.

Lidamos, aqui, com a dimensao fractal, pelo fato de que, além de ser mais conveni-
ente nos calculos, ela majora a dimensao de Hausdorff: dimyM < dim;M; e também pelo

resultado seguinte [13].

Teorema 1.2.7. Seja M um subconjunto compacto do espagco métrico X tal que sua dimensao
n
fractal dim M < 5 para algum n € N. Entdo existe uma aplicagao injetora lipschitziana

L: M — R", tal que sua inversa € Holder continua.
Sejam M C R"™ e M, a e-vizinhanca de M, dada por
M. ={x € R";|x — y|g» < € para algum y € M}.

Consideremos a taxa com a qual o volume n-dimensional de M, diminui conforme ¢ — 0.
Por exemplo, se M for um ponto apenas, contido em R?, entao M, serd uma esfera de
volume vol(M.) = %7?53. Se M for um segmento de reta de comprimento [, entao M,
serd um bastao de volume vol(M.) ~ wie*. Se M for um conjunto plano de drea a, en-
tao M. sera essencialmente o engrossamento de M com volume vol(M.) ~ 2as. Em qualquer

3=5 em que o nimero inteiro s é a dimensao de M. Essa ideia se es-

caso, vol(M;) ~ ce
tende para as dimensoes fractais: quando M for um subconjunto de R™ e, para algum s,
vol™(M,)/e"~* tende a um limite positivo finito quando ¢ tende a zero, faz sentido dizer que

M é s-dimensional.

Mais do que isso, é fundamental o entendimento da ideia de medida a escala € quando
se trata de dimensao. Para cada €, medimos o conjunto de modo que essa tal medida escolhida
ignore irreqularidades de tamanho menor do que £ e vemos como se comportam essas medidas
conforme e — 0. A dimensao de M ¢ determinada pela regra de poténcia (se tal regra existir)

obedecida por n(M, ¢), a medida escolhida, conforme ¢ tende a zero. Se

n(M,e) ~ ce™*
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para constantes c e s, vemos que

. — lim In[n(M,e)]
=0 —In(e)

Observacao 1.2.3. Para critérios de rigorosidade, poderiamos ter definido as dimensoes

inferiores e superiores, respectivamente, dadas por

dim; M = hIgIl_)iglf W

dim¢M = lims
img im sup ()

e que a dimensao fractal dimsM seria um dos valores acima, caso coincidissem. Claramente,

para efeitos de cdlculos, sempre se assume que € < 1.
Suponhamos, por um instante, que X = R"™ e considere a colecao de hipercubos na
malha -coordenada de R™, isto é, cubos na forma

[mae, (my + 1)e] X -+ x [mye, (m, + 1)e],

com my, ..., m, inteiros. Seja n'(M, ) o nimero de e-cubos que intersectam M. FEles nos

dao uma cobertura de M de n'(M,e) conjuntos de diagmetro ey/n. Logo,
n(M,e\/n) < n'(M,e).

Se ey/n < 1, entao
In[n(M,e\/n)] < In[n'(M,e)]

—ln(ey/n)  ~ —In(y/n) — In(e)

e tomando o limite quando ¢ — 0

!/
M
dim; M < lim it TP AL )] (1.20)
e=0 —In(e)
e
/
%fM < lim sup M (1.21)

A —In(e)
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Por outro lado, qualquer conjunto de diametro no mdzimo € estd contido em 3™ e-cubos (basta
escolher qualquer cubo contendo um dos pontos do conjunto e unir com os cubos vizinhos deste
cubo). Assim

n'(M,e) < 3"n(M,e)

e tomando logaritmos e limites com ¢ — 0, temos as desigualdades contrarias a (1.20) e
(1.21). Portanto, podemos tomar n(M,e) como sendo o nimero de e-cubos que intersectam

M. Outras defini¢ées equivalentes sao obtidas quando se considera n(M,e) como sendo
e 0 menor numero de cubos arbitrarios de lado € necessdrios para cobrir M ;
e 0 menor numero de bolas fechadas de raio € que cobrem M ;
e 0 mator numero de bolas disjuntas de raio € com centros em M;

e 0 menor numero de conjuntos de diametro no maximo € que cobrem M.

Exemplo 1.2.2. Se M for qualquer subconjunto enumerdvel do espag¢o métrico X, entao

11

dimgM = 0. Entretando, o conjunto compacto M = {0, L33,

dime = %

} tem dimensao fractal

Com efeito, sejam 0 < & < L ek o inteiro que satisfaz 1/(k— 1)k > > 1/k(k+1).
Se o diametro de U for menor ou igual a €, entao U poderd cobrir no mdximo um dos pontos
{1, 3, ,%}, pois 1/(k —1) = 1/k = 1/(k — 1)k > . Entdo, pelo menos k conjuntos de
diametro € sao necessdrios para cobrir M, ou seja, n(M,e) > k. Isso nos dd

In[n(M,e)] S In(k)
—In(e) T inlk(k+1)]

Fazendo ¢ — 0 (e consequentemente k — o) nos dd dimM > 5. Por outro lado, (k+1)
intervalos de comprimento ¢ cobrem [0,1/k], deizando (k — 1) pontos de M que podem ser

cobertos por outros (k — 1) intervalos. Logo, n(M,e) > 2k. Assim,

In[n(M,e)] In(2k)
—In(e)  ~ In[k(k—1)]

T 1
de onde seque que dimyM < 3.
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1.2.4 Dimensao e Regularidade de Atratores Globais

Partindo do fato de que os atratores estao intimamente ligados aos sistemas dinami-
cos que os definem (caso existam), nada mais natural do que obter propriedades do atrator
através de propriedades satisfeitas pelos sistemas dinamicos. Na literatura, existem varias
formas de se abordar a dimensao fractal de um atrator global para um certo sistema dinamico
gerado por uma equacao diferencial, variando, por exemplo, entre critérios para decidir se este
tal conjunto possui dimensao fractal finita; resultados que nos dao, além da compacidade, a
conclusao de que sua dimensao fractal é finita; e também estimativas para a dimensao fractal

de um atrator [35, 18, 20].

Em [%], motivados pela interagao de uma EDP de segunda ordem no tempo que esteja
possivelmente interagindo com uma equacgao parabdlica (sistemas dessa forma aparecem, por
exemplo, na modelagem de placas termoeldsticas), sistemas dinamicos da forma seguinte sao

considerados.

Hipdtese A. Sejam X, Y e Z espacos de Banach reflerivos, X compactamente

imerso em Y. Munimos o espaco H =X XY X Z com a norma

Iyl = llwollx + lually + 116011, y = (uo, u1; 6o)-
Assumimos que (H,S;) seja um sistema dindmico em H com operador de evolugao da forma
Sy = (u(t), ue(t); 0(t)), y = (uo, us; ) € H, (1.22)
em que as fungoes u(t) e O(t) possuem as reqularidades
u€ CRL;X)NCHRLY), € C(Ry; Z).

Definigao 1.2.10. Um sistema dinamico da forma (1.22) serd dito quasistdvel sobre um
conjunto B C H, se existirem uma seminorma compacta px definida no espago X e fungoes

reais nao-negativas a(t), b(t) e c(t) definidas em R, tais que
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(i) a(t) e c(t) sao localmente limitadas em [0,00);
(ii) be L'(Ry) e Jim b(t) = 0;

(111) para quaisquer yi,ys € B et > 0 valem as relagoes

181 — Seyallzr < alt) - lyr — valli (1.23)

e vale a estimativa de quasistabilidade

ISt = Seaallzr < B(8) - llyn = wolliy + () - sup Jpox (u'(s) = w¥(s))] . (1:24)

Aqui Syy; = (u'(t),ui(t); 0°(t)), i = 1,2.

Observagao 1.2.4. (i) Sistemas dinamicos quasistdveis sao, as vezes, chamados de estd-
vets modulo termos compactos, pois estes sao decompostos em uma parte estdvel e
uma parte compacta. Obter este tipo de estimativa pode ser um problema extremamente

técnico (em casos criticos);
(i) Uma seminorma p serd dita compacta se pu(x,,) — 0 para qualquer sequéncia x,, — 0;

(iii) Escolhas frequentes para a seminorma px sdao dadas por jux(x) = ||z||x,y, , 7 >0, em
que [X,Y], denota o espago intermedidrio entre X e Y. Por exemplo, no contexto de
espagos de Sobolev sobre conjuntos limitados, jys(u) = ||ul|g2, s > 0, € uma seminorma

compacta.

Vale o resultado a seguir.

Teorema 1.2.8. Suponha vdlida (1.22). Assuma que o sistema dinamico (H,S;) possui um

atrator global compacto A e € quasistivel em A. FEntao o atrator A tem dimensdo fractal

finita diml A.
Demonstracao: Veja [3]. O

O teorema a seguir mostra a forca da estimativa de quasistabilidade. Ele nos da uma

maior regularidade (temporal) para trajetérias que pertencem ao atrator global. Maiores



1.2 Atratores para Equacoes de Evolugao 34

regularidades espaciais seguem da andlise das equagoes envolvidas e, geralmente, envolvem

aplicacoes de teorias eliticas.

Teorema 1.2.9. Assuma a validade de (1.22). Suponha que o sistema dinamico (X, Sy)
possua um atrator global compacto A e que seja quasistdvel no atrator A. Adicionalmente,
suponha que seja verificada a estimativa de quasistabilidade (1.24) com a fungdo c(t) €
L>®(Ry). Entao qualquer trajetoria completa {(u(t),u;(t);0(t);t € R)} contida no atrator

global goza das sequintes propriedades:

Mais ainda, existe R > 0 tal que

lue@% + lua IS + 16:()]1Z < R?, t R, (1.26)

e R depende da constante ||c||s, da seminorma px na Definigao 1.2.10 e da constante de

imersao de X em Y.

Demonstragao: Veja [3]. O



CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Mesmo que estejamos interessados em estudar a boa-colocagao e o comportamento
assintotico de uma equacao nao-linear, a analise do problema linearizado é de suma impor-
tancia para a melhor compreensao do modelo completo. Olhamos, inicialmente, para uma

versao abstrata autonoma do problema, a fim de permitir futuras generalizacoes.

2.1 O caso linear
2.1.1 Notagoes preliminares

Seja A um operador ilimitado, auto-adjunto e positivo sobre o espaco de Hilbert
H, com dominio denso D(A) C H e tal que 0 € p(A), sendo p(A) o conjunto resolvente
do operador A. Consideremos, novamente, a seguinte equacao diferencial abstrata linear de

terceira ordem definida em H:

TUpe + QU + CQAU + bAUt = O, (21)

com condigoes iniciais dadas por

w(0) = ug, u(0) = uy, uy(0) = us. (2.2)
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No que segue, assumiremos uma desigualdade do tipo Poincaré

D(AY?) C H, com controle ||w||g < Col|A**w]||g, para todo w € D(AY?). (2.3)

Denotaremos o produto interno de H por (-,-) = (+,-)y, sua norma induzida por

Il =l Il := (-.)i” e a norma usual do espaco L por || - [|z» = | - |,
2.1.2 O papel das constantes

Apesar de ja citado anteriormente, vejamos como os parametros da equacao influen-

ciam na boa-colocacao do problema:

e Se 7 = 0, entao estamos no caso de uma equacao de onda abstrata fortemente amor-
tecida, que é de tipo parabdlico, no sentido de que pode-se escrever o problema na
forma de uma equagao diferencial abstrata de primeira ordem cujo operador associado

é gerador de um semigrupo analitico;

e O caso 7 > 0 é exatamente quando substituimos a lei de Fourier para o fluxo de calor,
pela lei de Maxwell-Cattaneo. Aqui, se faz necessaria a positividade da constante b,
para que o problema seja bem-posto. Mais ainda, como sera visto no decorrer do

trabalho, essa constante estd intimamente ligada a estabilizacao das solucoes.

e Se 7> 0ec=0, podemos fazer a mudanga de variaveis v = u; para cair no caso de
uma equagao de onda fracamente amortecida (de tipo hiperbdlico). Neste caso, quando
consideramos a equacao linear abstrata de primeira ordem associada, v’ = Au, tanto A

quanto —A sao geradores de um semigrupo fortemente continuo.

e A constante «, responsavel pela dissipagao friccional no sistema, nao interfere na boa-

colocacao do problema.

A seguinte defini¢ao é devida a [11].

Definicao 2.1.1. Sejam E um espaco de Banach, A um operador linear e considere o pro-
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blema de Cauchy
u™(t) = Au(t), n > 1. (2.4)

Diremos que o problema (2.4) é bem posto se estiverem satisfeitas as condi¢oes sequintes:

(a) Existe um subespaco denso D C E tal que se ug,...,u,—1 € D, entao existird uma

solugdo u(-) de (2.4) em Ry de modo que u®(04) = uy;

(b) Seja {ux(-)}, A € A, uma sequéncia generalizada de solugoes de (2.4) em Ry tal que

uf\k)(OJr) — 0. Entdo uy(-) — 0 pontualmente em R, .
Entendemos por sequéncia generalizada, a rede com indices no conjunto dirigido A.

Segundo esta definigao, temos o seguinte resultado devido a [ 1] (Teorema 3.3):

Teorema 2.1.1. Assuma que E é um espago de Banach e suponha que o problema de Cauchy

(2.4) seja bem-posto em Ry para n > 3. Entao A serd um operador linear limitado.

De posse deste resultado, podemos concluir que

Coroléario 2.1.1.1. Se b =0, entdo o problema (2.1) nao serd bem-posto.

Demonstracao: O candidato a gerador do semigrupo do problema (2.1), quando b = 0,

modulo uma perturbacao linear continua, gera o problema
TUst + C2AU =0.

Se este problema for bem-posto, entao A sera limitado, o que nao ocorre. 0]

Podemos escrever o sistema (2.1)-(2.2) na forma de um sistema de primeira ordem
U(t) = AU(t), t > 0, (2.5)
com condic¢ao inicial

U(0) = Uy € H = D(A"?) x D(A'?) x H,
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em que
u(t) 0 I 0
Ut) = wlt) e A= 0 0 I

ug(t) —771PA —77A —r7lal

Desta configuracio, concluimos que D(A) D D(A) x D(A) x D(AY?) e, mais preci-
samente,

D(A) = {(u1,ug,u3) € H; ug € D(AY?), Puy + buy € D(A)},

Foi mostrado, em [30], que A gera um semigrupo fortemente continuo em #. Deno-

taremos tal semigrupo por S(t).

2.2 O caso linear nao-homogéneo
Em seguida, consideramos a versao linear nao-homogénea de (2.1) dada por

Ty + oty + A+ bAu, = f € LN0,T; H). (2.6)

Seguindo a defini¢ao dada em [31], motivada pela férmula de variagdo de parametros,
podemos definir uma solugao suave correspondente ao sistema nao-homogeéneo da forma

seguinte.

Definigao 2.2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo (Cy-

semigrupo) S(t). Sejam V€ H e F € L'(0,T;H). A fungio U € C°([0,T]; H) dada por
¢
U(t) = StV +/ S(t — )F(s)ds, 0<t<T (2.7)
0
€ a solucao suave do problema de valor inicial
Ult)=AU(@t)+ F(t), U0)=V €H, Fe L'(0,T;H) (2.8)

em [0,T].
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A defini¢ao acima fornece, também, uma definigao de solugao suave para (2.6), iden-

tificando F(t) = (0,0, f(¢)]¥ com f € LY(0,T; H).

2.3 O modelo nao-linear completo
Agora, partimos para a versao nao-linear de (2.6) apresentada anteriormente
Tl + Qg — AU — bAuy + B(uy)? = 2k(uy)? + p(u), em Q x (0,7), (2.9)

em que Q C R4 d € {1,2,3}, é um dominio de fronteira C?, com condigdes de fronteira de
Dirichlet

u =0 em 0f2 (2.10)
e condicoes iniciais

u(0) = ug, u(0) = u1, uy(0) = us. (2.11)
Esta equacao diferencial pode ser reescrita na forma abstrata como
Ty + oty + 2 Au + bAu, = h(u,) + p(u)

com h(s) = 2ks* — s, p € CY(R) é tal que —6 < p/(s) < m para s € R como em (0.8),
e A= —A. Assim, A é um operador ilimitado, auto-adjunto e positivo, definido em L*(Q)

com dominio D(A) = H?(Q) N HL(Q) e D(AY?) = H}(Q).

E importante notar que as solucoes do problema linear nao-homogéneo com as quais
estamos lidando sao solugbes suaves, portanto, uma defini¢ao precisa de solu¢ao para (2.9)-

(2.11) se faz necessaria.

Definigao 2.3.1. Uma funcao U(t) = [u(t), u;(t),uy(t)]* € H é chamada de solu¢do suave

para (2.9) em [0,T] se, e somente se,

(i) U € C([0,T]; H) = C°([0, T]; Hy () x Hy () x L*(Q));
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(ii) A seguinte identidade integral € satisfeita para todo t € [0,T):
¢
U(t) = SWUo+ [ S(t = 5)FY(s)ds, (2.12)
0

com FY(s) = (0,0, h(us(s)) + p(u(s)]" e Uy = [ug,us,us)’ € H as condigdes iniciais
dadas.

Pelas imersoes de Sobolev, u; € CO([0,T]; L5(€2)). Logo, pelas hipéteses assumidas
sobre a funcao p, temos

h(ue) + p(u) € C°([0, T]; L*(Q2))
e FY(s) € L'(0,T;H), que torna a definigio acima consistente.

1
Adicionalmente, para 6 := —

2

2
a ¢
( + b) > 0, definimos a energia linear
-

2 2

b
E(t) = Slun(t) +0u()|? + 2 |AY2(ue(t) + Su(t))
Z 2 b (2.13)
+ gla=on)u)]* + %b(@b = )| AVu(t)]?,
a energia nao-linear
Ey(t) = (1) + 5 ] (214)
e a energia total
E(t) = Eo(t) — (p(u),uy) — 6/ P(u)dx — 2k (uy)*dx. (2.15)
’ Q 3 Ja

em que a fungao real P satisfaz P'(s) = p(s).

Observacao 2.3.1.

2

1 2
e Notemos que, com v = o — % ef:= 3 (a + Cb>, fica claro que
T

= X — — = — = —

T{a 2 a 1 a 1 vy
2 20 2 2 2
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2 2 2
IR PO o W O O o W B
0b c—b<9 b>_b[2<r+b> b]—%.

Consequentemente, se v e [ sao valores nao-negativos, Ey(t) > E(t) > 0 e E(t) €
equivalente a || - ||3. Por causa deste fato, algumas vezes ndao faremos disting¢ao (para

propositos de estimativas) entre E(t) e || - |-

e Pontuamos, também, que enquanto a energia E(t) pode assumir valores negativos, ela
¢ limitada inferiormente para qualquer B > 0. Veja o Lema 2.4.2 abaixo. A limita-
cao inferior depende de  em uma forma aditiva. Este fato € importante e tiraremos

proveito dele mais tarde.

e Outra propriedade do funcional de energia E(t) € que ele nao €, necessariamente, mo-
ndtono (que ndo é o caso quando temos, por exemplo, k = 0 e p é uma fun¢do nao-
decrescente - veja (2.20)). Entretanto, quando B > [y para um By suficientemente
grande, entao a funcdao £ serd uma funcao de Lyapunov estrita para o sistema. Mas

este nao € caso quando [ € apenas positiva, que € o caso de interesse deste trabalho.

2.4 Teorema de boa-colocacgao

A seguir, apresentamos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 2.4.1. [Boa-colocagao]

(1) Assuma que b > 0 ey = a — % > 0. FEntao, para qualquer dado inicial Uy =

(up,ur,uz) € H, existe um tempo T = T(U(0)) > 0 tal que o problema (2.9) é bem-
posto em (0,T), i.e., existe uma tnica solugao suave U € C°([0,T]; H) no sentido da

Defini¢ao 2.3.1 que resolve (2.9)-(2.11) e tal que

(), e (t), we(0) 13 = {1 A72u(@IP + [ A2 + e (1))

¢ finita para todo t € [0,T]. O mesmo resultado é vdlido quando substituimos H por

Y := D(A) x D(A) x D(AY?);



2.4 Teorema de boa-colocacao 42

(2) Se B, a constante responsdvel pelo termo de controle do comportamento assintdtico de
solugoes correspondendo a dados iniciais de tamanho arbitrdrio, for positiva, entao
poderemos tomar T' = +00 no item anterior;

47k*0C3

by
dinamico, cuja existéncia é garantida pelo item (2), serd gradiente. Em particular, o

(3) Se assumirmos, adicionalmente, que 5 > By em que By = , entao o sistema

funcional de energia E(t) serd decrescente.

2.4.1 Prova do Teorema 2.4.1 - Existéncia local, existéncia global e solubilidade

global uniforme no tempo

Comecamos a demonstragao do Teorema 2.4.1 provando a existéncia local de solucoes

para e equagao (2.9) no sentido da Defini¢ao 2.3.1.

Prova da parte (1). Precisaremos do resultado seguinte.

Lema 2.4.1. Consideremos H = H}(Q) x HJ(Q) x L*(Q), h(s) =2ks* —Bs* e F: H — H
definida por F(u,v,w) = (0,0, h(v) + p(u)). Entao F € uma aplica¢ao localmente Lipschitz
continua em H, i.e., para todo M > 0, existe L(M) > 0 tal que se ||(uy,vi,w1)||5 < M e

| (w2, v, wa) || < M, entao

| F (w1, v1,wr) — F(ug, va, wa) ||y < LIM)||(ur, v1,w1) — (ug, vz, wa)||2.

Demonstracgao: Observemos, primeiramente, que F' é uma aplicagao bem definida, gracas
as imersoes de Sobolev. Supomos, inicialmente, que a funcao p nao dependa de u e C,Cy
sejam tais que

I lls < GIAY2 e ||l < CoflAM2 |
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Temos

1A (v1) = h(va)[I*
= [12k(vf = v3) = B(vf — )|
4k[lv? — o3 |1? + 28|07 — v3|®

HF(ubUlvwl) - F(Ug,’(}g,ﬂ}g)”%

IN

IA

4k|lvy — va|3]Jvr + 2|3

26||vr — va[gl|vF 4+ v1va + V33

IN

Cllvr = val[7,

em que C' = C(k, B, C1, Ca, ||[v1]| gy, [[v2]| 1) O caso geral segue do fato de que o funcional de

Nemytskii p : D(AY?) — L2(2) é localmente Lipschitz continuo. O

De acordo com [30] (Teorema 3.4 - (i)), existem constantes u > 1 e w > 0 tais que o

semigrupo fortemente continuo gerado pelo problema linear (2.1), {S(¢) }+>0, satisfaz

1Sl 2y < pe™**, para todo t > 0.

Fixe T' > 0 e defina ®(U(t)) como sendo o lado direito da identidade (2.12) no

conjunto

K ={U = (u,us,u) € C([0, T} H) : sup [U(£) |2 < pl|Uolln + 1} -

Pelo Lema 2.4.1, para U € K, temos

IS Uolln+ [ 15— )F7 () s

ullUollrc+ e || [IEY (5) = F*(s) o+ |1F°(5)] 1] s
ol + g [ LLGaUlle+ DIUCS) e+ (0} 2] ds

([ Uollae +t - o (Ll Uolls + 1) (ull U3 + 1) + [[p(0)|2) -

12U ()l

IN

IN

(2.16)

IN

IN
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Além disto, se U,V € K, novamente usando o Lema 2.4.1, obtemos

o[ NEV () = Y (5) s

< L (pl[Uolls + DU = Vleqoria-

12U (#)) = (V1)) l[n

IA

(2.17)

N

Tomando o supremo com rela¢ao a t € [0,7] em (2.16) e (2.17), é facil ver que, para
valores de T' > 0 suficientemente pequenos, ® leva K em K e é uma contracao, provando que

o problema nao-linear (2.9) possui uma tnica solu¢ao suave local no tempo.

Agora, se chamarmos de I} a aplicacao F apresentada acima no Lema 2.4.1, mas
definida em Y := H2(Q)NHI () x HX(Q)NHL(Q) x HY(Q) € D(A), partindo do fato de que
H?(Q) < L>°(Q) e, das propriedades assumidas sobre a fungao p, conclui-se que F; leva Y
em si mesmo. Ainda mais, uma computacao algébrica similar aquela ja feita anteriormente
mostra que F; também é localmente Lipschitz continua sobre ). Portanto, pelo resultado

obtido em [30] (Teorema 3.4 - (ii)), podemos definir, para Uy € Y,
t
O (U(1) = SO + [ S(t— $)FY (s)ds.
0
sobre o conjunto
Ky = {(u, u,u) € C([0, T} 1) :sup [U()[ly < pua[[Uolly + 1}
Da mesma forma, construimos um ponto fixo para ®; que é uma solucao forte local no tempo

de (2.9).

Seguindo as ideias apresentadas em [25], procedemos com os calculos com solugoes
provenientes de dados iniciais mais regulares U(0) € Y = D(A) x D(A) x D(AY?). Como Y
é denso em H, por argumentos de densidade, podemos passar o limite e obter as estimativas

desejadas para solugoes suaves.

Prova da parte (2). Como ja obtemos solugoes locais, que potencialmente explodem
em tempo finito, nosso objetivo é estabelecer estimativas de energia que permanegam vélidas

para todo tempo ¢t > 0. Para tanto, usaremos o método dos multiplicadores, que consiste
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em compor formalmente a equacao com multiplicadores convenientes para a obtencao de
estimativas de energia. Mas primeiro, mostraremos que a energia nao-linear Fy e a energia

total £ sao, em algum sentido, “equivalentes”.

Lema 2.4.2. Assumimos > 0. Entdo existe uma constante positiva C, = C,(5,p, )

dependendo apenas dos parametros da equacao e de 3 > 0 tal que

1 3
iEO(t) — Cpﬁ,g < 8<t> < iEo(t) + Cp,57Q. (2.18)

Suponhamos, por um instante apenas, que o Lema 2.4.2 seja verdadeiro. Entao

E(t) < Eo(t) <2(E(t) + Chpa) -

Isto mostra que todas as estimativas obtidas para a energia total £ também sao validas para
a energia linear . Para ser mais preciso, se £(t) for uniformemente globalmente limitada no

tempo, entao E(t) também seré.

Demonstracao: Valem as estimativas

E(t) — Bolt)| = ‘ ), s +9/ dx+—/g(ut)3dx
< ‘ ), g +¢9/ dx’+/ || dx
2%
< dllp(u)|* + ||ut||2+9||P( )||1+§/Qlutl3dx7

e agora limitamos cada termo separadamente.

P e
Pela desigualdade de Young, ab < < + —, temos
p q

1-u? < Csa. / :
/Q u; < Cgaeteb A Uy
(2.19)

/ 1w < 05,Q7€+65/ ul,
Q Q

4
com p = q = 2 para a primeira desigualdade e p = 3 e ¢ = 4 para a segunda.
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Pelo Teorema do Valor Médio e as hipdteses feitas sobre a funcao p, obtemos

lp(u)[[* < 2m*CFEy(t) + Ca

|[P(u(t, x))| = [P(0)] [P (u(t,x)) = P(0)]

< [pE(t,x))] - Jult,x)|, §=u-n, 0<n<1
< (mlé(,x)]+ C) Jult, %) (2:20)
< mlu(t,x)]* + Clu(t,x)|
,  C°
< nt xR+

Agora integramos (2.20) para obter

1Pl < (m+ )CEIAY?ul* + Cya..

Combinando as desigualdades acima com reescalamento apropriado, concluimos que

1E(t) — Eo(t)] § - [2m*C2Ey(t) + Cql + €Eo(t) + Cpa.

<
+ O(m+ e)C2|| AV?u||? + Cpa. + €Eo(t) + Cpane
<

1
§E0 (t) + Cp’ﬁ’Q

e a demonstracao esta concluida. ([l

Para aplicar o j& mencionado método da energia, comegamos multiplicando (2.9) por
uy: este procedimento é permitido, ja que, para dados iniciais regulares, nds ja provamos que
as solugoes locais correspondentes sao fortes (parte (1) do Teorema 2.4.1). Tomaremos dados
inciais regulares para os quais estimativas uniformes sao estabelecidas e, usando argumentos

de densidade, obteremos o desejado.

T (Wge, wae) + OéHUttH2 + CQ(AU; Uge) + b(Aug, ug) + 6((%&)37 Uy) =

2k ()%, w) + (p(u), ug).
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Usando o fato de que

jt(v(t% w(t)) = (v'(t), w(t)) + (v(t), w'(t)) (2.21)

e integrando por partes, podemos reescrever a identidade acima na forma

7d d
5%”%&”2 + af|ug||* + ¢ d*(AWU AYy,) — ||A1/2Ut||2]
Lbd 5d % d (2.22)

”AI/Q ”2 + ( t)gdx+ (p(u), up).

tou 4dt” uell3 = 3 dt

Ainda precisamos reconstruir o termo ||A'/?u||. Para tanto, multiplicamos (2.9) por

u; € obtemos

T (gee, ) + (g, ug) + 2 (Au, ug) + b(Aug, uy) + B((w)?,uy) =
Qk((ut)Qa ug) + (p(u), ug).

Usando, novamente, (2.21) e integrando por partes, obtemos

| ) = ol |+ § e+ G A s
Al Blullf = 2k [ () + (plw), ).
Multiplicando (2.23) por uma constante 6 > 0 e somando a (2.22), obtemos
| Sl + 07w+ Gl + St = (),
0 /Q P(u)dx + f||A1/2ut||2 + (A2, AV?) -

2k
a5 [ i) + (o - 0l
+(6b—c A0 + 08 w4 = 286 [ (w)dx =~ [ (u)udax
Q Q
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Observando o fato de que

T 762
§||Utt+97~%||2 *||Utt|| JFGT(UttaUt)+*||Ut||2

b c?
34 (v )

(2.24) é reescrita na forma

2
b ¢t
= SIAY 20| + P (A, AVPu) 4 2 Al

d ||u + Oul|® + e(a — 07) || |]* + b AV 2y, + C—2A1/2u 2
dt " 2 T T
2
0= N 2l = o)) — 0 [ Pluyix .
3 Q(Ut)3dx} + (o = 07)[|uae]® + (05 — )| APy ||* + 05 eI
— 2k0 / (ue)dx — (' (w), u2).
Q
Da definicao de (2.13), (2.14), (2.15) e da Observacao 2.3.1, temos
d b
S8+ Dl SHIA 2 + 08l = 286 [ (wdx — (¢ (w), ), (2.26)
dt 2 27 Q
e portanto, para quaisquer 0 < 5* < 3, 0 < s <t
b
aw—%v/wmtndw+”/nm”<>%ﬁ+e 5) [ o) e
- -+eu/ [ {2kui ) = But(r) — 07D (u(r)ud ()} dxdr (2.27)
— )+ (9/ /Q Qk:ut — Brul(r) — H_Ip'(u(r))} uf(r)} dxdr.

Note que k/B3* é o maximo global da fungao real s — 2ks — 3*s? +6~1§. Consequen-

temente, de (0.8), para todo s € R,

%—E+é>2k — B*s*+ 0710 > 2ks — B*s* — 07/ (s)
g g g = o

em que
k26
Os ==
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bV kL
B0 )

Sendo a funcao s +— 2ks—[*s2+071§ limitada no intervalo I := [

e negativa no conjunto R\ I, se definirmos

k 95 k G5 }
Qs = {x €O — [0 <y(rx) < 2 4 ,
= x| u <
podemos estimar (2.27) da seguinte forma:
’Y by 1/2
E(t) + ||Utt IPdr+ 5 ||A r)|[*dr +60(5 ||Ut adr

IN

546 A ), %ut G >—e*1p'< <>>] W2(r)} ddr (2.28)
< 8( )+(t_8) (aﬁveap> )7

mostrando que a energia total (e consequentemente a energia linear) nao explode em tempo

finito.

Prova da parte (3). Como anteriormente,
/Q e *da < G| A" u|[* + (4e) ™" [Juell

e entao

k0
260 [ (w)dx < o-|udl} + 2ROCE] A 202
Q €

Esta tltima desigualdade, combinada com (2.26) e a hipdtese 0.8, nos da

d b k
ZEW) + Slual? + | 52— 26k +)CF ) A 2w +6 (8= ) [l < 0. (2:29)
dt 2 2T 2¢
Entdo basta fi by 0 i B> B Ark*0Cy
ntao basta fixar e = e, assim, para = — a
© T 8rk0C? T ArkocE © P 0 by
limitacao global é satisfeita. Isto completa a prova do teorema. 0

Observagao 2.4.1. Note que a demonstragcao acima prova que o funcional & : H — R,
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definido por

2

T o 0 e 2

E(uo,ur,u2) = Zlluz + 0w+ 5 [ AV (wr + 3“‘])
9’}/ 027 B

+ ZHWHQJFZHAl/QuoHQJrzHulHi

= (p(uo), u1) _Q/S)P(uo)dm— 2:/Q|u1|3da:

¢ uma fungao de Lyapunov estrita no caso em que 3 € suficientemente grande. Com efeito,
E(t) € continua e ndo-crescente sobre a dinamica, sequndo (2.29). Quando LE(t) =0, a

dinamica colapsa para os pontos estaciondrios definidos por
c® Au = p(u). (2.30)

Além disto, € € limitada superiormente em todo subconjunto limitado de H e, mais ainda, o

congunto {U € H;E(U) < R} é limitado em H.



CAPITULO 3

Existéncia de Atrator Global

Na auséncia de estrutura gradiente, i.e., quando f > 0 nao é assumido suficiente-
mente grande, ainda assim é possivel provar que o sistema dinamico possui a propriedade
de absorcao. Este resultado é imprescindivel para o estudo de atratores na situagao nao-

gradiente.

3.1 Conjunto absorvente

Teorema 3.1.1. [Conjunto absorvente| Seja 8 > 0. Com relacdo as solugoes globais
(no tempo) obtidas via Teorema 2.4.1, o sistema dinamico (H,S(t)) gerado por (2.9) no
espaco de energia finita H € dissipativo, ou seja, existe um numero real positivo R > 0 com
a propriedade: para qualquer subconjunto limitado B C H, existe um tempo to = to(B) tal
que ||S(t)U|l% < R para todo U € B e t > tg. Além disso, existe um conjunto absorvente

positivamente invariante By.
3.1.1 Prova do Teorema 3.1.1

Faremos uso das ideias apresentadas em [20] e [0, &], combinando uma escolha con-

veniente de funcional de Lyapunov.

Defina
T b
Ve(t) = E(t) + eT(uy, u) — €§||Ut||2 + 6§||Al/2u”2-
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Como

2(uu, w) < Juw|® + CFI A ul?,

entao existe ¢y > 0 de modo que

1Eult) — Gy < Vilt) < TEolt) + G, (3.1)
para todo € € [0, ¢] e C, = C,, 3, como no Lema 2.4.2, é uma constante independente de e.
Com efeito,
Ve(t) =€) < ef(un(t), u(t))] + %Hut(f)H% + 62|!A1/2U(t)|!§
< Sun®l + <O a3 + T8 A1)

< e-CE(t) < eCEy(t).

1
Para € € {O, 20}, pelo Lema 2.4.2 obtemos o desejado.

Temos

T@(Utt» u) = (Tuge,w) + (Tug, uy)
= 2k((u)? u) + (p(u),u) — aluy, u) — *(Au, u)
— b(Aug,u) — B((ug)?, u) + 7 (g, uy)
= (2k(w)® = Blwe)’,u) + (p(w), u) — auy, u)

bd Td
— elAulp - S ZIAY P+ 2l

2dt

que combinado com a hipétese (0.8) assumida sobre a fungao real p implica

d b
ﬁ{ﬂmm0+gM”%W—;Mm% = (2k(w)? — Blur)’ w) - )| A2
+ (p(uw),u) — a(uw, u)
2
< (2h(wn)? = Blw)*u) — S| A2

+  Cllug|?* + Cy.
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Portanto
dv, d€ d b T
¢ - = = THAV22 — L 2
0 = S+ e frtun + Jlale - D)
0
< 2k [ ()P — S ol = Dl + 9/ (), )
by ec 50

- ZHAI/QWHQ - 7”141/2“”2 - 7”7%”3

+  e(2k(u)? — Blug)?,u) + €Cllugl]* + €C,.

4k
Consideremos, agora, {2, := {X € Q:|u > 5} e Qy := Q\Q;. Portanto, usando

um argumento similar usado na prova do Teorema 2.4.1, obtemos

0 4k\?
le/gl(ut>3dx — 52||ut||i S 1% (Qg) (ﬂ) 4]{59 = CQ’k’ﬁ.

Vamos estimar, agora, o termo (2k(u¢)* — B(ut)?, u):

(2k(ur)® = B(ur)®, u) 2k (ui,u) = B((ur)®,u)
2k|((ue)?, w)| + Bl ((we)®, u)]

2k (ue)?|l2lull2 + B1((ur), w)]
() 2)

IA I

IN

O termo (1) é estimado como segue.

2k
2 _ 2
2] ()l = (muwt) ||z) (V2ul,)
2|20
k2
<l + SCFIAY2ull.

(w2 + 26||u||%] (3.2

Ja o termo (2) serd subdividido em dois.

Al wl < B[Pl [l fulx]

{lue|<1} {lue[>1

(1) (1)
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Estimaremos primeiro a parcela (I). Para Q< := {|u| < 1}, pelas desigualdades de

Young, de Holder e de Poincaré, temos

/QS uaPluldx < / |ut||u|dx</ (51+451|ut|2> luldx
= [ (ool 4 g \uuutr?)
<[ fanglulz)dﬁ PR
< O ol + VIl g Pl

ot p(
= 155( ) 8,CRIAY R + 8,03 AVl +
2

[ 2 )
Pondo §; = — € 0y =03 = 2703’ obtemos

/Q ok < 50+ A7) + ol
<

1
64025,

Para estimar (/7), usamos um raciocinio analogo. Para Q> := {|u;| > 1}

5/6
/ luePluldx < Julloqs - [[(ue)?loss0. = lullsos - (/ |ut‘3|ut‘3/5dx>

< ol ([ Juttax) ™

65\ /° 66 5/6
- (&) e (G) e (i)
< S|l A2 + Cs|| AV2ul5 [ |ug 2.

Combinando as estimativas (3.3) e (3.4), obtemos

Bl((w)?u)| < B[6(1+ | AV2ull) + Colfu, 4
+ 0| AY2ulf3 + Col| AV2ull3®fludl4]

Portanto, de (3.2) e (3.5), reescalando d, podemos escrever

(2k(ur)* = B(wr)’,u) < 8 (14 [|A>ull3) + Co (1+ | AYuly”™) ull.

e 3.

(3.3)

(3.4)

(3.6)
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Destas tltimas estimativas, obtemos

dVe
dt

v by ec? 8o
(t) < Coppr— ylual® = 1A 2wl = == AYV2ul* = - ully

1 2
2
+ g{—Z]|A1/2u|]2 +6 (14 | AY2u]|?) + G (14 ||AY2u]|/5) HutHi}

Como e serd escolhido pequeno e, para valores pequenos de € vale (3.1), nés podemos

escrever
Ve v vy < Y+ Emn+ &
dt 7 dt 4 )
< Coppk+ (,/;p - BfHutHZ1 + € {—CgﬂAl/Qqu + 6
b Cy (1 A5 )

2
c

6 :=—>0.
com 3

No que segue, escrevemos esta ultima desigualdade de um modo mais conveniente e

limpo, para facilitar os calculos subsequentes:

min {1, CQ} - [dve () + d/;(t)] < Mt v

7 dt dt 7
C. 80
< Cappk+ 7p - ZHUt”i

c? c
+ € {—8||Al/2u||2 + 3 + Cs (1 + ||A1/2U||4/5) ||Ut||3}

O 2 2
= [CQ,p,B,k + P4 GC] _ 6%”141/210”2

7 8
N—————
<0
B9
# {e o (e navaag ) - gt
Portanto,

dV, 2/5 4
() Vt) < do (€4 da) + dy {e[L+ V()] — da } [l (3.7)

sendo todas as d;, i = 1,2, 3, constantes positivas e independentes de ¢, para € € (0, €].
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De (3.7), pode-se ver facilmente que

Vi) < e (s) + do (1 ; dl) (1 - -0
‘ (3.8)

t
tdy [ e (e[l 4 VnP® = dy} llud(r)lddr,

S

para todo t > s > 0. Mostraremos, agora, que a integral do lado direito de (3.8) pode ser

eliminada.

Dado um nimero V' € R, seja o(V') o tinico ponto fixo da fungao real
2 2/5
f(o) ::d—{1+V—|—d0(1+0d1)} : (3.9)
3

Entao, a fungdo real que associa este V' ao ponto fixo o(V), o : V — o(V), é uma funcao

continua que é positiva, crescente e que satisfaz Vlim o(V) = o0.
— 00

Redefina V,(t) = V.(t) + C,, com C, sendo a constante que aparece em (3.1). Entao

4V (t) > Ep(t) > 0 e todas as estimativas acima continuam vélidas.
Agora, tomamos € = [0 (V.(s))]"" em (3.8). Para esta escolha particular de € e
lembrando que 3 > 0 (logo d3 também é positiva), afirmamos que

e[l+ V()] —dy <0 (3.10)

para todo t > s.

De fato, de (3.9) e da relagao de ponto fixo f(o) = o, obtemos

e[l + ‘/;(5)]2/5 —ds < €[1+V(s)+do(1+ 6_1d1)]2/5 — ds

€d36_1 ds
= —d3=——<0.
2 3 2

Pela continuidade de V¢, (3.10) é vélida para valores de t em algum intervalo [s, s+7%].
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Se fosse T™ < oo, entao existiria T™ tal que

e[L+V.()]° < ds, t €[s,5+T")
e (3.11)
€[4 V(s +TH)° = ds.

Agora, usando (3.8), para t € [s, s+ T*), temos

d
Vi(t) < Vi(s) + do (1 " ;) |
Portanto, (3.9) implica que

g\ )25
e[1+‘/€(t)]2/5§6{1+V€(s)+d0<1—|—1)} = —
€
para t € [s,s +T%). Assim

d
L+ Vils + T = lim e[L+ V(] <,

contradizendo a segunda relagao em (3.11).

Isto prova que, na verdade, (3.8) pode ser escrito na forma

Ve(t) < em VDUV (s) + F(Vi(s)), (3.12)

para todo t > 5 > 0, em que (V) = [o(V)] ' e F(V) =dq (1 4 dy - o(V)).

Em particular,

V.(t) < VL(0) + F(V,(0)), Vt > 0. (3.13)
Assuma que V,(0) < R, para algum R > 0. Para todo s > 0, temos

Vi(s) S R+do[1+dy - o(V.(0))]
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e, consequentemente,

e(Vo(s)) > {R+do[1 +dy o(V.(0))]} ' > €ex >0, Vs > 0.

Logo,
Ve(t) < e mU=IV(s) + F(Vi(s)),

para todo t > s > 0, j& que V,(0) < R.

Como F(V) é uma funcao crescente de V', obtemos
Whr(t) < e BEWe(s) + F(Wg(s)), Yt > s >0,
em que Wgr(t) :=sup {Vi(¢t) : V.(0) < R}. Isto implica que

W = limsup Wg(t) < F(Wg(s)) < oo, Vs > 0.

t—o00

A continuidade de F' implica que W5* < F(Wz°). Entretanto,

lim w =0.
Voo V

Entao deve existir uma constante V; (independente de R) tal que Wi < V4.
A dissipatividade desejada segue diretamente de (3.1).

Neste ponto, é importante enfatizar que o raio de dissipatividade depende de (3, mas

nao é necessario que 3 seja muito grande.

Se B for um conjunto absorvente para (H, S(t)), entdao S(¢)B C B para todo t > tg.

Assim, By := U S(t)B é um conjunto positivamente invariante e By C B. A demonstragao
t>tn
estd completa. O
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3.2 Suavidade assintotica

De posse do ja provado Teorema 3.1.1, para mostrar a existéncia de atrator global
para um sistema dinamico (#, S(t)) é suficiente garantir a suavidade assintética (1.2.4). Para

tanto, usaremos o Teorema 1.2.2.

Observacao 3.2.1. Notemos que quando a dindmica em questdo € compacta ou as nao-
linearidades da equacao sao de contribuicao compacta com respeito ao fluzo, entdo o funcional
U do Teorema 1.2.2 é compacto e a condi¢ao (1.15) é trivialmente satisfeita [75, 15, 20].
O caso de interesse € justamente quando mao existe a compacidade na dinamica e se faz
necessdaria a exploragao de alguns elementos compactificantes escondidos. Fsta é exatamente
a situacao do nosso problema, em que os termos nao-lineares sao de ordem critica com

respeito as imersoes de Sobolev.

Teorema 3.2.1. [Atrator global] Assuma a validade do Teorema 3.1.1. Entdo o semi-
fluzo S(t) gerado pelo problema (2.9) € assintoticamente suave e, consequentemente, possui

um atrator global compacto A.

3.2.1 Prova do Teorema 3.2.1

Sejam u, w duas solugdes suaves para o problema (2.9) com dados iniciais correspon-
dentes Uy, Wy, respectivamente, tomados no conjunto limitado e positivamente invariante
By, ie., S(t)Uy = (u(t), u(t), uu(t)) e SE)Wo = (w(t), w,(t), wy(t)). Vamos provar que os

requerimentos impostos pelo Teorema 1.2.2 sao satisfeitos.

Para nao sobrecarregar a notacao e facilitar a leitura, ponhamos z = u — w,

g(z(t)) = (u(t))* — (wi(t))",

Fa(t) = (w(t)* — (wi(t))”



3.2 Suavidade assintotica 60

A variavel z satisfaz o problema

T2y + a2y + Az + DAz + Bg(z) = 2k f(z) + p(2), (3.14)

que nos leva a relagao de energia dada por

d | s, B o, b 1/2 c 1/2 cy /2112
dt{2||ztt+ezt|y + 4y\zt|y +2HA 2+ bA z|| + T||A 2|
b 3.15
P2l 4 SLIAY2 R + 5 (920, 2 + 0 1)
= (2kf(z) +p(2), 21 + 02) .
Integrando de t a T', obtemos
E.(T) < 3 L[ eals)lPds + o2 [T 142z (s)]Pds
= E.(t)+ / (2K f(z(5)) + (z(s)),ztt(s)—i—&zt(s))ds (3.16)
- 6/ ), zu(s) + 024(s)) ds.
Integre novamente e teremos
T
TE(T) < / E.(t)dt
s / (2KF (24(5)) + P(=(5)), zu(s) + Oz(s)) ds dt (3.17)

- ﬁ/ / ), zue(8) + 0z(s)) ds dt.

Multiplicando (3.14) por z, integrando por partes e depois integrando de 0 a T,

obtemos
gufl/%mu? e [ 1A P+ 5 [ (gle(h), 2(0) di
= 214202 = 7 [(u®) 2O + 5 [ } (3.18)

~a(a(t), 205+ [ (o) + /0 (20 (1)) + p(=(0). 20)) .
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e desta identidade podemos derivar a seguinte desigualdade:

&[NP < (BAT) + B0) +a [ 0]

(3.19)
b [ G0, 50, 20) dr
com H(z(t), (1)) = 2kf (z(t)) — Bg(z(1)) + p(2(1))-
Substituindo ¢ = 0 em (3.16) e combinando com (3.19) obtemos
/OT E.(t)dt < C(E.(T)+ E.(0)) + a/ [|2:(t) )% dt (3.20)

+ / (1)), z(t) + 0z(1) + =(8)) dt.

A relagao (3.17) juntamente com a desigualdade (3.20) nos dé o lema seguinte.

Lema 3.2.1. Para todo T > 0, vale a sequinte desigualdade:

+/ dt < O{E ( )+Ez(0)}+a/OT”Zt<t>H2dt
- /T (H(2(t), (1)), zu(t) + 0z(t) + 2(t)) dt (3.21)
+ / / (8)), zu(s) + 0z(s)) ds dt,

em que E, é a energia linear em z (que € equivalente a norma de H).

Agora, analisemos cada termo de (3.21) separadamente. Sendo g(s)s > 0, podemos

escrever

(T +/ t)dt < CE,( +a/ [[2¢(2)[|dt
- / (2K (24(0)) + p(=(0)), 2t) + 0(t) + =(0)) b
5 [ o) 20 dt =5 [ (o)), =(0))

T /Tdt /T 2kf 2(5)) + p(2(5)), 2uls) + 02(s)) ds

—6/ ﬁ/‘ ), zul(s)) ds

(II)
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CE.(0)

Dado € > 0, seja T > 0 tal
ado € , seja al que T_O

< e. Entao deduzimos

EZ(T) S €+ \I]T(U07 WO)7

em que Wp (U, Wy) consiste do valor absoluto de todas as integrais que aparecem na desi-

gualdade acima, mas todas divididas por (T'— C).

Para concluir a prova da suavidade assintotica, resta apenas provar que o funcional
U satisfaz (1.15), i.e., para qualquer sequéncia {U,,} tomada no conjunto positivamente
invariante By, existe uma subsequéncia {U,, } C {Un} tal que V1 (U, , Uy,) — 0, quando
k,l — oo. Mas primeiramente, observe que, exceto pelo termo |(I)|, todas as integrais
simples restantes contribuem apenas com termos compactos e, portanto, podemos determinar
uma subsequéncia de modo que todas elas convirjam para zero. Para as integrais duplas,
mostraremos que |(I7)| (que é o termo mais problemdtico por ser nao compacto) converge
para zero e a prova de que os outros termos também sao convergentes para zero é feita de

modo analogo.

Seja {U,,} C By C H, By um conjunto limitado e positivamente invariante. Para

todo m € N,
IS U3, = i, (O + A2, (01 + A un (4)]* < O,
para todo t > 0. Logo, se 0 < s <t < T,
{w! } é limitada em L (s,t; LQ(Q)) e (3.22)

{u],} é limitada em L* (s, t; H&(Q)) : (3.23)

Como L' (s,t; L*(Q)) e L' (s,t; H*(€2)) sdo ambos separaveis, passando a uma subsequéncia

se necessario, podemos dizer que

u’ v’ em L (s,t; LQ(Q)) e (3.24)
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ul S u em L (s, t; H&(Q)) : (3.25)
Adicionalmente,
u — " em L? (s,t; LQ(Q)) (3.26)

e pelo teorema de compacidade de Aubin-Simon [31],

{u},} é compacto em C <[s,t]; L4(Q)) . (3.27)

Assim, podemos extrair uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos pelo mesmo
indice, tal que

u, — u' em C ([s,t]; L4(Q)) . (3.28)

Segue de (3.28) que
ul, — u' em L? (s,t; Lz(Q)) = L*(Qs), (3.29)

em que Qs = (s,t) x €.

Em particular, u/,, — u’ quase sempre em @, ,. Consequentemente, (u},)> — (u')?

quase sempre em (), também. Mas

W) 0 = [ do [ luta(o ) ax
[ (o) o

0 [ 1472, (o)) °dor
< C(TTBO).

IN

Sendo a sequéncia {(u/,)?} limitada e convergente quase sempre, concluimos que

(uh,)* = (u)* em L2(Quy) = L* (5,1, L*(Q)) . (3.30)

m
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Portanto, de (3.26) e (3.30), para 0 < s < ¢ < T, temos
Jitim [ (G, () u(0)) do = lim [ (o)), (o)) do
- /S(Z(U)) LU (0)) do (331)
= ——||u do
| 1 (o)1
= LU Ol =l ()1
De um modo similar também temos
Jim i [ (o)) () do = 5 (I ) = )11 (3:32)
Mas
O = | [ (W 0)° = ) (0) — s 0) at
= i (e (7)1 + ey (D14 = Nt (O)I1E = ety (014 (3.33)
- [ (0 o) + (o) o
(ID)| = /OTdt tT (ul, (5))* — (u! ( 5)3,u;;(3)—u'r’n(s))ds
- /OTdt tT )3 u( ((u;n(s))g,u:%(s))}ds
- /0 "t tT Pl (5)) + (), ()] ds (3.34)
= [ @i+ '<>||}

— / dt/ )3 ull + ((u’m(s))g,uﬁfb(s)ﬂ ds| .

Usando a convergéncia forte em (3.28) e os limites sequenciais fracos (3.31), (3.32)

quando m,n — 0o, obtém-se

n

i [ (0,0 = (ut (0%, (0) =l 0)) = 0
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T T
lim lim / dt / ((ul(9))° = ()%, () — il (s)) ds = 0,
m n 0 t
completando a convergéncia sequencial em m,n de Y (U,,, U,).

A suavidade assintética segue diretamente do Teorema 1.2.2. Como ja provamos que
o sistema dinamico admite uma bola absorvente, a existéncia de um atrator global compacto

A segue. Isto completa a demonstracao do Teorema 3.2.1. 0

3.3 Dimensao fractal e regularidade parcial

Aqui o principal objetivo é provar que o atrator global compacto A, obtido através
do Teorema 3.2.1, tem dimensao fractal finita. Pelo Teorema 1.2.8, é suficiente provar que o
sistema dinamico (H, S(t)) é quasistavel em A, no sentido da Definigao 1.2.10. A obtengao de
tal estimativa envolve majorar a diferenca de duas solugoes cujos dados iniciais sao tomados
no atrator global. Este tipo de desigualdade é a principal ferramenta utilizada quando se

quer provar finitude dimensional e suavidade de atratores.

Teorema 3.3.1. [Finitude dimensional e regularidade parcial] Seja § > 0. Entdo o

atrator mencionado acima

e tem dimensdo fractal finita;

e goza da propriedade de reqularidade parcial

||| 1) + [|A(u + buy)|| < Ch;

Adicionalmente, se p € C*, entao as trajetorias no atrator serao infinitamente diferencidveis

(no tempo).

3.3.1 Prova do Teorema 3.3.1

Neste secao, sempre que escrevermos [.o.t., estamos nos referindo aos termos de

ordem inferior, ou seja, termos de contribuicao compacta para o sistema. Comegamos com o
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resultado seguinte.

Lema 3.3.1. Sejam u,w duas solugoes tomadas na bola absorvente u,w € B. Ponha z =

u —w. Entao valem as sequintes desigualdades:

e Se 8> [y, entdo

E.(t) < CLe™*EL(0) + Cy Lot.*(0,1), (3.35)
em que
E.(t) ~ [lzu@®)* + [|A22,(6)|* + | A*=(6) ||
€
L.o.t.7(0,t) := sup 120 3700y + 20 r1-ney)

e Se u,w € A, o atrator global, entao a mesma desigualdade de quasistabiliza¢ao vale

para qualquer B > 0.
Demonstragao: A varidvel z satisfaz
T2t + a2y + Az + bAz + B(u — w)) = 2k(uf — w}) + p(u) — p(w). (3.36)
Aplicando os multiplicadores zy(t), 0z(t) e ez(t), obtém-se

)+ / t)dt + / — Blwr(t))?, zu(t) + 0z(t) + ex(1)) dt
< CE.( / — 2k(w (¢ >>2 T p(u(t)) — plw(t)), zu(t) + 0z(t) + e=(1)) dt.
(3.37)

O tnico termo critico da desigualdade acima é o termo B(u? — w3, z;). Os termos

restantes sao subcriticos e serao incorporados aos [.o.t.
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Temos

[ ()~ o), ) = [ (a0 + 0+ w0yn(e) 26)20)
<o/ﬁmtuwxw6mm@%+mmm@ﬁ
<c/n% e ey - [l Oy + Tl o)
<O [ B (1A + A 0]
(3.38)

e, para deixar a demonstragao mais completa, mostramos que os termos remanescentes sao,

de fato, subcriticos:

[waﬁ (wn0))%, 20)) = [ (el + (o6 + e (6), (0 (0))
<0/rm M=ol - [llue@®) + llwr (0)1IF] dt
<c/|m et sy - (e () sy + e s ]

(

<5/ dt+055/ 22 dt
(3.39)
e
T 3 3 T 2 2
A(Wﬁ»—@MWwWDﬁ=/(%@)+Wﬁ»+w®w®%®dmﬁ
T
<€ [T 1@l - [ + ee) 2] e
T
< C/ 2@ |26 (@) 21 () {Hut MWz ) + [l (t )H%Il(Q)} dt
< E()dt+(]55/ 12(8)]|2dt.
(3.40)
As demais nao-linearidades sdo compactas. Deste modo, (3.37) pode ser estimada
na forma

+/ t)dt < CE.( )+5/TE()dt

0 (3.41)
+cmygﬂmoW+u<m @t +C [ B0 [JA I + A o)
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1
Tomando § < 3 concluimos que

+/ t)ydt < CE,(0 )+CBP/T Mzt(t)H2+ Hz(t)”ﬂ dt

(3.42)
O[B4 + 14 ) ]

Repetindo o mesmo processo nos intervalos da forma [s, T+ s| (o sistema é auténomo)

T+s

Mt<cw<ww@J”TM®W+wwﬂﬂ
b 0 [ B [ + 14w 0] dr.

E.(T +s) +/ (3.43)

Agora, usaremos a dissipacao da integral valida para cada solugao (pois estamos no

caso em que 3 > ). Isto nos da (veja (2.29))

[ 1420+ 1420 0)7] dt < C(E0), Eu(0)).

Portanto, pela desigualdade de Gronwall

T+s

E.(T + 5) +/ )dt<CBp{ +/ (1) 12 + l12(0)11?] dt}. (3.44)

Através de um argumento canonico [3], a desigualdade acima nos dd a desigual-
dade de quasistabilidade enunciada na primeira parte do Lema 3.3.1, no caso em que (3 é

suficientemente grande.

No caso em que 5 > 0 é apenas positivo (sem assumirmos a hipdtese de que este é

grande o suficiente), seguimos a estratégia desenvolvida em [15, 16].

Ja sabemos que todas as trajetorias sao atraidas por um atrator compacto A C

H}(Q) x HY(Q) x L*(Q).
Pela compacidade de A, dado € > 0, A pode ser coberto por uma e-rede finita.

Sejam u(t), w(t) duas trajetdrias contidas no atrator A. Entdo, em particular,
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uy(t), wy(t) pertencem a um subconjunto compacto de H}(Q). Pela densidade de H?*(Q)

em H'(Q) podemos assumir que:

para todo € > 0, existe uma rede finita ¢; € H*(2) NA, j = 1,2,..., N(e), de modo que

para todo t € R, existem indices j;(t), jo(t) satisfazendo
[us(t) = Gl @) + lwelt) — djp ) <€ tER (3.45)

Voltando a estimativa bésica (3.37), precisamos lidar apenas com o termo critico do
lado direito da desigualdade, que é B(u? — w}, z;). Os demais termos sao subcriticos e serao

incorporados aos [.0.t., como anteriormente.

Temos

5(“?(75) - w? (t), z0(t)) = B(u? + w? + wgwy, 212t
= B(ui (t) — &%) + Wi — &) + wwe — Gy 1y bjae), 24712

+B(05, 1) + Dhae) + i Piavs 2e20e) = BI(E) + BII(t).

A estimativa da primeira parcela segue de argumentos ja utilizados anteriormente:

I(t) < cC(A)EL(t). (3.46)

Ja para a segunda parcela, escrevemos

1) < Clla®z@lls - [lén0l3 + lénl3]
<l ey - 1650 sy + 1600 )|
< eC(A) ||z (0)])* + C(e, A)l.o.t?

Das desigualdades acima, reescalando ¢, finalmente obtemos

((ue(1))® = (wi(®)?, 2(t)) < €BL(t) + C(e, Aot *. (3.47)
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De (3.15), levando em consideracao a desigualdade acima, concluimos que, para todo
s < t, temos

E.(1) < Ba(s) +e [ "B(0)do + Cle, At — s)lLot (s, ¢) (3.48)

t
E.(5) < Eu(t) + Iz, ) + € / E.(0)do + Cle, At — s)l.ot.2(s, 1), (3.49)

em que

ez =3 [ lealo)Pdo + 2 [ 14722 (0) Pdo

De (3.20), nés deduzimos que, em cada subintervalo [s, s + Tp], vale

s+To
[ B < o{ (4T + B+ [ wtndﬁ
+ C(A,To)l.ot*(s,s + Tp).

(3.50)

Se escolhermos € pequeno o suficiente e substituirmos (3.49) em (3.50), obteremos

s+To
/ E.(t)dt < C {137 (2, 2) + Bu(s + To) + C(A, To)lot (s,s + Ty) ). (351)

Integrando (3.48), obtemos

s+To
ToE.(s +Tp) < (1 + €Tp) / E.(0)do + Cle, A, Ty)l.ot (s, s + Tp). (3.52)

Combinando (3.52) e (3.51) para um valor suficientemente grande de 7Tj, conseguimos

s+T
E.(s+Tp) + / " E.(0)do < O(A,To) {I57 (2, 2e) + Lot (s, 5 + T)}

Como

ItT0(24, 2) = EZ(ST) — E.(s+Tp)
t [ (H ). 2(0), (o) + 02(0)



3.3 Dimensao fractal e regularidade parcial 71

temos

S+T0
E(s+To)+ [ Eo)do < C(AT)[E.(s) — Euls+Ty)]
+ Cle, A, Ty)l.ot*(s,s + Tp)
s+To
+ 6/ E.(0)do.

E isto implica

C(A,Ty)
< m 2(s)

+ sup {u s+ 0)nage) + 12 + ) Fn-agey | -

0€[0,T¢

E.(s+ Tp) -

Portanto, para m =0, 1,2, ..., (3.53) nos d&
E.((m+ 1)Ty) < pE,(mTy) + C(A, Ty) zm,
com 0 < p=p(ATy) <1e z,:=Llot*(mTy, (m+ 1)Tp). Isto implica que

E.(mTy) < W"E.(0) + C Z I
k=1

Usando o fato de que p < 1, podemos utilizar o argumento apresentando em [8],
745-747, para concluir que existem constantes C, Cs e w (eventualmente dependendo de A),

tais que, para todo t > 0, temos

E.(t) < Cre ' E.(0) + Cs sup_{[12(0)|F-n(a) + [126(0) [ F1-n(ey |

o€l0,t]
0 que completa a prova. O
Como os termos do lado direito da desigualdade (3.35) no Lema 3.3.1 sdo compactos,
isto é,
||Z||§{1*77(Q) + ||zt||12ql,7,(m < || (21t 285 2) Iy

em que H C H; tem imersao compacta, podemos aplicar os resultados gerais abstratos

contidos em [%], a saber, os Teoremas 1.2.8 e 1.2.9, para concluir que o atrator A tem dimensao
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fractal finital e é também suave. Isto significa que as trajetérias no atrator satisfazem

Ut € Lg,utt c Hl,ut S Hl.

Usando a equagao (2.9) juntamente com o fato de que os termos nao-lineares sao

localmente Lipschitz continuos no espago de fase, temos
|c® Au + bAw, || < Oy,

o que nos da c?u + bu; € D(A), para todo t > 0, para todas as trajetérias no atrator A.



CAPiTULO 4

A Equacao de MGT sujeita a efeitos

viscoelasticos

Sejam 2 C R™ um aberto limitado com fronteira regular I' = 902 e T' > 0 arbitrario.

Considere a equacao linear de terceira ordem dada por

T (t, ) + a(X)ug(t, x) — AAu(t, x) — bAu(t, x)

+ /Otg(t — s)div (a(x)Vu(s,x))ds =0 em  x (0,7);
u=0em I}

u(0) = ug € HY(Q);
uy(0) = u1 € Hy (Q);
uy(0) = ug € L*(Q),

(4.1)

em que as constantes 7, ¢ e b sao estritamente positivas e, além disso, sao verificadas as

seguintes hipoteses:

(H.1) A funcao a € C*(Q) é tal que a(x) > 0, para todo z € Q e

la]lco == max a(x) = M;
z€Q

(H.2) Seja § > M e consideremos a € L*(2) tal que, para quase todo x € Q, a(x) > 0 e

vale

a(x) + «a(x) > 0, para todo x € €;
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- 2
(H.3) A fungao de relaxamento g € C*(R™) satisfaz (i) g(t) > 0; (ii) / g(t)dt < CM; (iii)
0
existem constantes ¢;,cy > 0 tais que ¢'(t) < —ci9(t) e 0 < ¢"(¢t)

c29(t), para todo t > 0;
, s _ A 6-M
(H.4) Os coeficientes da equagao satisfazem — <

T

Observemos que, gragas & hipdtese (H.3), a funcao

k(t,x) = c* — a(x) /Otg(s)ds

possui um minimo estritamente positivo, que denotaremos por L. Quando conveniente, es-

t
creveremos G(t) : / g(s)ds.
0

Para simplificarmos os calculos, introduzimos os seguintes operadores:
t
(95 0)(1) = [ gt = s)o(s)ds:

(00)(0) = [ gt = )le(t) — o(s)ds
(go0)(t)

t
| 9t = 9)w(t) = v(s))ds.
Levando em conta os operadores acima, temos o lema que segue.
Lema 4.0.1. Se g,v € C'(R), entdo para todo t € R verificamos a sequinte identidade:

20(g * 0)0'))) = (T)(0) — 9O — 5 {6000 ~ ([ gts)as) )P}

Demonstragao: Derivando a expressao

{00 - ([ gts)as) o) 2}
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em relacao a t obtemos

S lmo = ([[os)as) 2] @ = @000 +2 [ glt - 5)(w0) ~ o))/ (0)ds

e terminamos a prova. 0

4.1 Existéncia de Solucao

Resolvemos o problema (4.1) para dados iniciais mais regulares e as solugoes fracas
sao obtidas através de um argumento canonico de densidade. Consideremos w(x) uma fungao

admissivel e multiplique a equagao (4.1) por w. Integrando por partes, obtemos

/uttt(t x)w dx+/ X)ug (t, X)w(x)dx
+b/ Vu(t, x) - Vw(x)dx + ¢ /Vu (t,x) - Vw(x)dx
/ / g(t — s)Vu(s,x) - Vw(x)dxds = 0.

Seja {v;};y uma base Hilbertiana de H?*(Q2) N Hy () ortonormalizada em L*() e
denotemos por V,, o subespaco gerado pelos m primeiros vetores da base {”j}jeN‘ Em V,,,

consideramos o problema aproximado (PA)

m
Um(t) € Vm <~ um = thm w27
i=1

T(u” w) + (a()ul m; w) +
(pay ] +b(Vin, V) - /0 g(t — s)

U (0) = ugy, — ug em H?

Vu!  Vw)

(
(a(-) Vi, Vw)ds = 0, Yw € V,,;

IS

(2);

(
(0 () N HY(9);
12(0) = U1y, — uy em H?(Q) N Hy(Q
m( ().

0) Uom — Uy emH

IS
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Para w = vj;, escrevemos o problema aproximado na forma de um sistema de m

equacoes
? )
TCZ" () + C 2" (t)+ B2 (t) + —(t) | — G(t, 2(t)) = 0;
0+ Cto) + 8 (00 + 500 - 6.00) -
2(0) = zg, 2/(0) = z1, 2"(0) = 29,
em que C' = [¢;; := (v;,v5)], ., , Co = {cf‘] = (a(-)vi,vj)}mxm, B = [b;; == b(Vv;, Vvy)] ..

B (t) _ il /Otg(t—s)him(s)ds (a(-) Vv, Vor) |
() =1 e G(t,z(t) = :
i (1) Z:/Otg(t — $)him(s)ds (a(-)Vv;, Vug,)

Como {v;} é ortonormal em L?(Q), entao C' = Iym.

Ainda do problema (4.2), podemos fazer uma mudangas de varidveis na intencao de

reduzir o sistema a uma equacao linear de primeira ordem na forma

YI(t) = DY (1) + F(t, Y1(1)) = R(t, Y (1));
Y(0) = Yo,

de modo que a aplicacao R esteja nas condicoes de Carathéodory, isto é, R é mensuravel em
t, R é continua em Y e para cada compacto K € (0,7) x €2, existe uma fungao real integravel
Mk (t) tal que

|R(t,Y)||gn < Mk(t), para todo (¢,Y) € K.

Deste modo, obtemos uma solugao local (no tempo) para o problema (4.1). A pri-

meira estimativa a priori nos garante a existéncia de uma constante C', independente de m e
de t, tal que

lum (O + IV, (O + [[Vun@)]* < C (4.3)

e, esta desigualdade nos permite estender as solugoes locais obtidas a todo o intervalo [0, 77,
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independente de m. Além disso,

{u,,} e {ul,} sdo limitadas em L>°(0,T; Hy(S2)), (4.4)
{u} é limitada em L>(0,T; L*()). (4.5)

Omitimos os cédlculos necessarios para a obtengao de (4.3), pois as estimativas sdo andlogas

aquelas feitas na secao 4.2.

Derivando o problema aproximado (PA), multiplicando por A%, (t) + 0h},,(t) e so-

mando em 7, obtemos

d " 2 "
dt{ I + r(atse). 2/ x) P

*HW” (DI + (Vg (), Vug, (1)) + 7HW (¢ )HQ}

+/ —eTmmaxﬂdx+wb—cmvwwnF (4.6)

_/ (t — 8) (a(-) Vi (s), Vi (£) + OV (t)) ds
+9(0) (a (-)Vum( ), Vg (t) + 6Vuy, () -

Agora, desta identidade, por intermédio da desigualdade de Gronwall, demonstramos

a existéncia de constantes positivas C; e Cy satisfazendo
[ (O + [V, (D> < Cre®", para todo t € [0, T].
Para concluirmos a afirmacao acima, vejamos como o termo
t
|9/t = 5) (@) Vun(s), Vu() ds
0

pode ser estimado de tal forma que este seja absorvido pelos termos remanescentes do lado
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esquerdo da identidade. Pela regra de Leibniz

/Ot gt —s) (a(-)Vuy(s), Vur(t))ds = j

=]

{ tg’(t —5) (a(-)Vun(s), Vugl(t)) dS}
gu(t —38) (a(-)Vun(s), Vuxl(t)) ds

Iy

— ¢/(0) (a()Vun(t), Vuy, (1)) .

Iz

Das hip6teses (H.1), (H.4) e da limitacao da sequéncia {u,,} em L>(0,T; H}(2)) (obtida

na primeira estimativa), para qualquer n > 0, temos

t
L] < CzllaHoo/g(t—S) [Vt (3) || (| V21, (2) | s
0 ——
<C

c2Cllallso gl [V, (8)]]

1
< Gyt g IVun @I, Gy

IA

1Ll < =g (0)][allo[(Vum(t), Vuy, (1))l
< COIVun® - [V, ()]
<

n 1
Cyt IV Gy

0b — c?
e substituindo em (4.6), vemos que a quantidade

Portanto, escolhendo n <

||Vl (t)||? é absorvida pela quantidade (0b — ¢?)||Vul,(¢)||* do lado direito de (4.6).

Assim

{u!} é limitada em L>(0,T; Hy(9)), (4.7)
{u} é limitada em L>(0,T; Hy(9)), (4.8)
{u} é limitada em L>(0,T; L*(Q)). (4.9)

De modo usual, as regularidades acima nos permitem passar o limite no problema,

verificar a convergéncia dos dados iniciais e obter unicidade de solucao. Como ja dito an-



4.2 Decaimento Uniforme 79

teriormente, as solugoes fracas sao obtidas aproximando os dados iniciais fracos por dados

iniciais mais regulares, para os quais ja obtemos solucoes regulares.
Em suma, provamos o resultado seguinte.

Teorema 4.1.1. Sob as hipdteses (H.1)-(H.4), dados (ug, u1,us) € HL(Q)x HY(Q) x L*(Q)

e T > 0 arbitrario, existe uma unica solug¢ao de (4.1) na classe

(u, ug, ug) € C([0,T); Hy(Q) x Hy(Q) x L*()).

4.2 Decaimento Uniforme

De posse da boa colocagao do problema (4.1), podemos nos perguntar se é possivel
obter taxas de decaimento para as solugoes fracas. Iniciamos tal investigacao com o lema

seguinte.

Lema 4.2.1. As solugdes de (4.1) satisfazem a sequinte identidade de energia

dj?(t) +Jo(t) =0, (4.10)

c? §—M
em que — <0 < ,
b T

E(t) = fnuﬁ<>-%eu¢<>n2 §]g<a<m>—-79>hu<>ﬁdw
5 O = ANTuO + g [ Kt )[Vuult) + 0Vu(n) da

+ 2@
+ /Og(t—s) (a() (Vu(t) = Vu(s)), Vu(t)) ds
+ Z a(z) (¢OVu) ( dw+7/ga )|V (t))*de
p o @I Vu(t) ~ 5 [ aw) 4OV
5 ), o u(t 5 ), (@) (g u) (t)de,
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( ) = 70) |une () *dz + (00 — )| Vur (1) ]*

Jo(t) = | (a
/ —4g)) Dvu] (t)da
+ 5ol

)] | Vu(t)|*dz.

Demonstracao: Comecamos multiplicando a equagao (4.1) por uy. Assim, obtemos

T (e (t), un(t) + (a(-)un(t), un(t)) — A(Au(t), uy(t))
¢ (4.11)
b(Du(t), wa(8)) + [ gt ) (div(a()Vu(s)) ua(8) = 0.

Sao vialidas as identidades

T (uur (1), u(t)) = ;i”utt( Hl* e (a(('))utt(t)autt(t)):/QC“(X)\Utt(t)Fan

—*(Au(t), uu(t)) = CQi(VU(t% Vur(t)) — [ Vue(8)]* e

—b(Auy(t), un(t)) = E%HV%()HZ-

Para o 1ltimo termo, temos

;i { /Otg(t - 3)(@('>VU(S),VUt(t))ds} = /0 t g'(t — s)(a(-)Vu(s), Vuy(t))ds
- /0 g(t = s)(div(a(-)Vu(s)), uu(t))ds + g(0)(a(-) Vu(t), Vu(t)).

Logo

/Ot g(t — s)(div(a(-)Vu(s)), uu(t))ds = —CZ g(t — s)(a(-)Vu(s), Vu(t))ds
(a(),[(g*Vu)Vue](t))

+/ (t —s) s), Vuy(t))ds +g(0)(a(-)Vu(t), Vu(t))

(a(-),[(g"*Vu)Vue](t))
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e, pelo Lema 4.0.1,

/Otg(t — $)(div(a(-)Vu(s)), ug(t))ds
-~ {/ g * Vu)lt) - Veult dXJr/ J(gOVu)(t)dx — g(Qﬂ/Qa(X)Wu(t)de}

2/ (¢"OVu)(t)dx — g’ét) /Qa(x)\Vu( )Pdx.

Coletando os termos com derivadas e substituindo em (4.11), obtemos
d 7 b t
{12 + 19wl + e2(ato), Tua(t) + 95 [ aoolvuteyPa

dt |2
—/Qa(x)[(g*Vu)-Vut](t)dx+/Qa(x)(—g’DVu)(t)dx} +/ﬂa(x)|utt(t)|2dx (4.12)

—2||Vus (1) ||? + ; /Q a(x)(¢"0OVu)(t)dx — g’ét) /Qa(x)\Vu(t)Fdx = 0.

Agora, multiplicamos a equagao (4.1) por u; e obtemos

T (e (t), we(t)) + (@ )ug(t), u(t)) — (Ault), ue(t))
t (4.13)
b(du(t), u0) + [ (¢~ 5) (div(al ) Tu(s)), (1)) = O

Sao validas as identidades

1d

(ure(t), ue(t)) = Tjt(utt(t)»ut(t)) — Tllue(®)[* e (- Jun(t), ue(t)) = Sd Qa(x)!m(f)!zdx,

—*(Au(t), u(t)) = ;;IIVU( BI* e — b(Aue(t), ue(t)) = 0| Vue (t) .

Para o ultimo termo, temos

/Otg(t — §)(div(a(-)Vuls)), w())ds = — /Otg(t — $)(a()Vuls), Vuu(t))ds
— (a(*)(g * Vu)(t), Vu(t)) = — /Q a(x)(g * Vu)(t) - Vu(t)dx.
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Logo, pelo Lema 4.0.1,

[ gtt = )@ Vus)), w®)is = 5 [ atx) [(/OVu)0) - g(0)|Va(n)] ax

vy a0 {ovue)o) — ([t~ ss) IVut)} ax

Substituindo em (4.13), obtemos

d

5 { (o (8) 1)) + 5 [ cGOt) e+ S [ Tu(e)

2/ )(gOVu)(t)dx — G;t)/ga(x)|Vu(t)|2dx} — 7|ug(t)]? (4.14)

bV (8)])? + ;/Qa(x)(—g'DVu)(t)dx—l— gg”/ga(x)wu(m?dx: 0,

t
com G(t) = / g(t — s)ds. Combinando (4.12) + 6(4.14), chegamos & identidade
0

d 2 b 2, 2 g9(t) 2

o {Qutx 219t + (Tult), Tuult) +57 [ a(olvu(t)dx
o (1)

— [ abol(g * Vu) - Vurl(x + 5 / (—g'OVu)(t)dx + 70(us(t), (1))

(1)
(4.15)

+2 [ ) + 2 | wuey 2+ /Q a(30)(g0IV ) ().

(1)

0G(t)

Q/QQ(X)VU(t)2dX} + J@(t) =0.

(1)
Resta, entdo, provar que a combinagao dos termos (I) e (I1) resulta em FEj(t). De fato,
notemos que

762

() Gl + 0me), (1)) = g lua(t) + O (B = 5 (1)



83

4.2 Decaimento Uniforme

Mais ainda,
219 9/9 k(%) [V (£) + OV () 2dx — 219 [ K ) V(1) P
=5/, k(t, %) | V() Pdx + /Q k(t,x) V(1) - Vu(t)dx
= ute) )P — 25 [ o) Futh) P + 2(ute), Tt
—G(t) /Q a(x)Vu(t) - Vi (t)dx.
Portanto,
9;1||Vu(t)||2 - 9G2(t) /Q a(x)|Vu(t)|2dX2+ A (Vu(t), Vuy(t))
(1) = %/ k(t, x)| Vg (t) + 0V u(t)?dx — ;—0||Vut(t)||2

—I—GQ(g)/Qa(xﬂVut(t)de—i— G(t)/Qa(X)Vu(t) -V (t)dx.

Substituindo (I) e (/1) em (4.15), obtemos

d{ Joet) + b (O + 5 [ (60) = ) () P + o

dt
%/ (t, %) |Vu(t) + OV u(t )| dx+g(2t)/9a(x)fvu(t)| dx

+/ (—gOVu)(t)dx + - / )(gOVu)(1)dx
+G(1) /Q (x)Vault) - Vurltydx — [ a(x)l(g+ Vu) - Vi (0)dx} + Jo(t) = 0.

(00 — )|V (£)]*

t
Para concluir a demonstragao, basta observar que G(t) = / g(t — s)ds e, consequentemente
0

¢
G(t)Vu(t) — (g * Vu)(t) = / g(t —s)(Vu(t) — Vu(s))ds,
0
e a prova esta completa. O
Observagao 4.2.1. Sob as hipdteses (H.1)-(H.4), ambos os funcionais Ey e Jy sao nao-

2 o —M
negativos. De fato, se % <0< , entdo (0b—c*) >0 e (6 — 70 — M) > 0. Portanto,
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para qualquer v € L*(Q),

| (a w) >\v< 7)*da
— [ (a(z —Te)yv(a;)y?da;—/Qa(a;)yv(w)y?dw
5 — 76)|v(x)2dz — M/Q]v(a:)]2da:

— 70 — M)|[v||* > 0.

Além disto,

/Ot g(t —s) (a() (Vu(t) — Vu(s)), Vu(t)) ds‘
(@) g0V ()da+ a | a@[vu )P,
< /tg(

<

N D

(t
ou seja,
t—s)(a(-) (Vu(t) — Vu(s)), Vu(t)) ds

+§/Qa(:1:)(gDVu)( )d:c+C;<9t)/Qa(fB)|VUt(t)|2'

Em particular, Eg € um funcional decrescente.

0<

Lema 4.2.2. Seja C' > 0 uma constante positiva. Entao ||v+ w|* + C|lw]|* ~

Demonstracao: Note que

1 C
o wl?+Clol? = o gllvl® +20w) + (145 ) ful?

1+ ¢

1 C
1 2 2

> Cr(lloll* + [lwl®),

1 C

sendo C'; = min {1 — @, 5

}. A outra desigualdade é trivial.

Lema 4.2.3. Ponhamos

P(t) = Jun@)I* + V) + [[Vu@)]* - /Qa(w) (¢'OVu) (t)de.

Entao existem constantes positivas my, My > 0, que dependem de 0, tais que

mi P(t) < By(t) < M, P(t).

[Vl + [lw]®.
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Demonstracao: Como ja visto anteriormente, temos

‘/ (t — 5) (a() (Vu(t) — Vu(s)) ,Vu(t))ds‘

<2 [ a0V + ) [ o) Tuo)l?

Pela Observagao 4.2.1, a soma

2/ x) — 76) |uy(t )|2dx+g(;)/ﬂa(x)|Vu(t)|2dx

1
é nao-negativa. Logo, dividindo o termo % (0b — ) ||Vuy(t)||* em duas partes, obtemos

P lhue(6) + 6D + 1 (60— ) [T 1)

2 2 1
+ iw(@b—c NIV + 55

§/Qa(x) (—¢'0OVu) (t)dx.

Ey(t)

v

(t, X) |Vu(t) + 0Vu(t)|” dx

_|_

Usando a desigualdade de Poincaré ||v||* < \||Vv]|?, obtemos

Bot) > T lhnlt) + but)]+ s (6~ ) u(t) P
+ (Gb — &) ||V (8)]]* + + 55 A k(t,x) [Vu(t) + 0Vu(t)]* dx
+ 3 / (—g'TOVa) (1)dx.

O fato de que Ey(t) > mq1P(t), é consequéncia imediata do Lema 4.2.2; visto que

todas as constantes envolvidas na desigualdade acima sao estritamente positivas.

J& a desigualdade contréria segue do fato de termos a € L®°(Q2), a € C*(Q), g e G

1
serem limitadas e g(t) < ——¢'(t).
c

Lema 4.2.4. Se R(t) := 7(uu(t),u(t)) — gHut(t)H2 + (a()ue(t), u(t)) + g||Vu(t)||2, entao

|R(t)| < MyP(t), para alguma constante positiva My > 0, em que P(t) é como no Lema

4.2.8.
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Demonstragao: Basta estimar cada termo individualmente utilizando repetidamente as
desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, além da limitacao da funcao a e da

positividade da funcao —g'. O

Defina F':= R+ N - Ey, sendo N uma constante positiva a ser determinada posteri-

ormente.

Lema 4.2.5. Para N suficientemente grande, existe uma constante Cy = C(N) > 0 satis-

fazendo
dF

(1) < —CwP().

Demonstracao: Multiplicamos a equagao original por u e obtemos

T(usne (1), u(t)) + (a(Jun(t), u(t)) — (Au(t), u(t))

t (4.16)
—b(Au(t), u(t)) + /0 g(t —s) (div(a(-)Vu(s)),u(t)) ds = 0.

Temos

), u(0)) = 735 [0, u) = S0P

(@) u(t)) = o), u(t) — [ a0l Pdx
~(Au(t), u(t)) = [ VulD)]?, —bAu(t),u(t) = 2 L[Tu()]? e

/Otg(t—s) (div(a(-)Vu(s)), u(t)) ds = /Q a(x)Vau(t) - (g o Vu) (t)dx
1) /Q a(x)|Vu(t)2dx.

Substituindo as identidades acima em (4.16) e coletando as derivadas obtemos

4 {T<utt<t> ul0) = SO + (o ulo) + FIvulo)]

— | a(x)|u(t)] 2dx+/ (t,x)|Vu(t)|*dx (4.17)

Q

+/ a(X)V (t) - (g o Vu)(t)dx = 0.

Q
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Entio, para L = ¢ — ||a|w /O ~ g(t)dt, o minimo de k(t, x), vale
W) = [ aGu(n)Pix— [ kx| Vult)Pdx
— [ al)Vu(t) - (g0 Vu) (H)dx
MiallsIVur (02 = [ k(t,3)|Vu(t) Pdx
[ aGIvu®)l (g o Vu)(®)dx
MallsIVur (Ol = [ k(t,3)|Vu(t) Pdx

lalloo
2L

IN -+ A

+

Portanto, segue da desigualdade de Holder e da hipétese (H.3)-(iii) que

dR
E(t)

IN

L
Mall V(@) =5 [ [Vu(t) Fdx

+ ”a”;gg”l | ata(gOvu) (t)dx
< MallIVa @l - 5 [ 1Vu(o)lax

”“!"zﬂful /Q a(x)(—¢'OVu)(t)dx.

_|_

Combinando isto com (4.10), obtemos

dr dR dEy
= - N—=%
o (0 o () + N—=(2)

L
Allerlloo [V (£)]1% — 5/9!Vut(t)\2dx

+ ”l?i”g“ /ﬂ a(x)(—g'OVu)(t)dx — N J(t).

IN

Das hipoteses impostas sobre a funcao «, temos

_N/ — 70)uy (1))*dx < —NCjs.r 0. ||ue ().

Qa(x)\(gOVu)(t)\de—i—s /Q Vu(t) Pdx.
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Portanto,

dF L

1) £ ~NCsspullua®)? =5 [ [Vu(t)dx

NG |lallsllglly
_ _ 2\ 2 R | hed 1 Ee S0 1 210 /
o - ) Al 19+ (=PI faovnmax
A

Tomando N > max{eilo_znzg, Hagozﬂlgnl} segue o resultado. O

Teorema 4.2.1. Existem constantes positivas C' e C tais que

E@ (t) S CE@ (0) €7Ct

1
Demonstracao: Do Lema 4.2.4, |R(t)| < MyP(t). Pelo Lema 4.2.3, P(t) < — Ejp(t). Dal
my

M.
Somando N Ej(t) na desigualdade acima, para N > 2 ainda grande o suficiente de
my
modo que satisfaga o Lema 4.2.5, obtemos que F(t) é equivalente a Fj.

Usando o Lema 4.2.5 concluimos que

dF
E@)

IN

_CP(t) < —CmyEy(t)

IN

—CF(t).

Assim,

F(t) < F(0)e .
Mas como F' é equivalente a Ejy, temos

Ey(t) < CEy(0)e ",

0 que completa a prova. O
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