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Resumo

Neste trabalho apresentamos as métricas de Hausdorff induzidas em espacgos quocientes.
Tais métricas sao determinadas a partir de uma acao & esquerda de um grupo G em um
espaco métrico conexo M e dadas em termos da distancia de Hausdorff entre os conjuntos
gX, g € G, com X C M compacto previamente fixado. Mais precisamente, determinamos
métricas dx e d- x ho espago quociente G/ Hy, onde d- x ¢ a métrica intrinseca associada a dx
e Hy = {g € G; gX = X}. E no estudo das propriedades relacionadas a essas métricas
que nosso trabalho se desenvolve. Demonstramos que se G é um grupo de Lie que age por
isometrias em uma variedade de Finsler M, a métrica de Hausdorff intrinseca JX induzida

no espa¢o homogéneo GG/Hx é uma métrica de Finsler.

Palavras chave: Métrica intrinseca, Métrica de Hausdorff induzida, Espago homogéneo,

Meétrica de Finsler.



Abstract

In this work we present Hausdorff metrics induced in quotient spaces. These metrics are
determined by a left action of a group G in a connected metric space M, and provided in
terms of Hausdorff distance among sets ¢ X, g € G, where X C M is a compact set previously
fixed. More precisely, we have metrics dy and JX in the quotient space G/Hx, where d. x 18
the intrinsic metric associated to dy, and Hxy = {g € G; gX = X}. Our work is developed
in the study of properties related to these metrics. We point out that if G is a Lie group
acting by isometries in a Finsler manifold M, the intrinsic Hausdorff metric c/l\X induced on

the homogeneous space G/Hy is a Finsler metric.

key words: Intrinsic metric, Induced Hausdorff metric, Homogeneous space, Finsler metric.
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Introducao

Apresentamos aqui um estudo das métricas de Hausdorff induzidas em espagos quocientes.
Tais métricas sao determinadas a partir de uma acao a esquerda de um grupo G em um
espago métrico conexo M e sua construgao é dada como segue: fixamos X C M compacto
e consideramos as distancias de Hausdorff entre os conjuntos gX, g € GG. A distancia de
Hausdorff determina entao uma pseudométrica em G, da qual obtemos uma métrica dx no
espago quociente G/Hx, onde Hx = {g € G; gX = X}. Mais importante do que a propria
dx é a métrica intrinseca JX determinada a partir dela. E no estudo das propriedades

relacionadas a essas métricas que nosso trabalho se desenvolve.

Apesar de a definicao da métrica de Hausdorff ser dada em termos bastante gerais, na
maioria dos casos estudados fazemos restri¢oes. Estas restrigoes incluem, por exemplo, exigir
que G seja um grupo de Lie, que M seja uma variedade de Finsler (ou Riemanniana) e que a
agao de G em M seja uma agao diferenciavel e por isometrias (em particular, G/Hx passa a
ser um espago homogéneo). Especificamente, essas s@o as condigoes ideais para se demonstrar

a maioria dos resultados referentes as métricas de Hausdorff induzidas em G/Hx.

Um fato importante é que o estudo de métricas intrinsecas em espacos homogéneos nao é
recente. Neste sentido, temos os trabalhos de V. N. Berestovskii: [3], [4] e [5]. Dentre os seus
resultados, destacamos: seja N um espago homogéneo (conexo) munido com uma métrica
intrinseca p. Entdo, (IV, p) é precisamente um espago quociente G/H de um grupo de Lie
conexo G por um subgrupo compacto H munido com uma métrica Carnot-Caratheodory-
Finsler invariante com respeito a agao candnica de G em G/H (veja [4], p. 180). Além disso,
N = G/H & uma variedade de Finsler se, e s0 se, as curvas t — exp(tv)z s@o retificaveis para

todo vetor v na algebra de Lie g de G e para todo x € N (veja [4], p. 190).



Resumidamente, uma métrica Carnot-Caratheodory-Finsler d. é determinada por uma
distribuigdo G-invariante completamente nao holonémica A em G/H e uma norma (Finsler)
F = F(p,-), p € G/H, definida no subespaco vetorial A(p) do espaco tangente T,G/H. A
condigao de A ser nao holonémica garante que quaisquer dois pontos em G/H podem ser
ligados por um caminho continuamente diferencidavel por partes tangente & distribuicao A

(um caminho horizontal). Entao, a métrica d. é definida pela formula

1
du(p.q) = in / F(7(t))dt, 1 € Cy,
0

7
onde C, ¢ o conjunto de todos os caminhos horizontais continuamente diferenciéveis por
partes em GG/ H ligando os pontos p e ¢ em G/H (veja [4], p. 180). Em particular, a métrica
de Carnot-Caratheodory-Finsler é de Finsler quando A(p) = T,G/H para todo p € G/H.

Tendo em vista os resultados de Berestovskii, nossa contribuicao consiste no seguinte:
dados G um grupo de Lie, M uma variedade de Finsler conexa e ¢ : G x M — M uma
acao diferenciavel e por isometrias, a métrica de Hausdorff intrinseca d. x induzida no espago
homogéneo GG/Hy é uma métrica de Finsler. Mais precisamente, d; x esta associada a uma
estrutura de comprimento Finsler determinada por uma aplicagao continua F': TG/Hx — R

que, por sua vez, ¢ dada em termos de uma norma F definida em todo Ty, G/Hx, onde

FO(’U i f)X) — lim dx<eXp(tU)HX, HX)

t—0+ t (1)
para todo v € g, no qual g e hx denotam as algebras de Lie de G e Hy, respectivamente.
Além disso, quando consideramos (M, (-, -),) variedade Riemanniana conexa, estudamos o
comportamento da métrica de Finsler d. x em G/Hx para escolhas especificas do compacto
X C M. Por exemplo, dada uma agao por isometrias de um grupo de Lie G em (M, (-, ) nr),

para X subvariedade compacta sem bordo, a expressao da métrica de Finsler F' associada a

dy em Tu,G/Hx é
(d
dt
M

para todo v € g. Um caso particular ocorre quando G é grupo de Lie munido com uma

F(v+bx) = max

exp(tv)x) ' 2)

t=0

métrica Riemanniana (-,-)g bi-invariante e ¢ : G x G — G uma agdo a esquerda (por
isometrias). Aqui se X C G é uma subvariedade compacta sem bordo e x(X) # 0, entao

F(v+bx) = ||v||¢ para todo v € g.
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Em linhas gerais, os capitulos se organizam da seguinte maneira. No primeiro, temos
alguns conceitos basicos sobre métricas intrinsecas e espagos homogéneos. No segundo, de-
senvolvemos as ideias gerais sobre as métricas de Hausdorff induzidas em G/ Hx, destacando
alguns resultados topolégicos, bem como exemplos no espaco euclidiano R™ e na esfera S2.
No terceiro, dada uma acao diferenciével e por isometrias de um grupo de Lie G em uma vari-
edade de Finsler conexa M, mostramos que a métrica de Hausdorff intrinseca esta associada
a uma estrutura de comprimento Finsler cuja norma possui a forma (1). Além disso, para
M variedade Riemanniana e X C M subvariedade compacta, obtemos uma expressao para
a métrica de Finsler em termos das componentes normais dos campos de vetores associados
as curvas t — exp(tv)z, v € g e x € X, conforme em (2). Por ultimo, destacamos alguns

exemplos no toro plano e no plano hiperboélico H2.
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Capitulo 1

Métricas intrinsecas; espacos homogéneos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos sobre métricas intrinsecas e espagos
homogéneos. Nao nos aprofundaremos em detalhes, mas apresentamos os conceitos apenas

na medida em que sao necessarios para a construgao dos resultados posteriores.

1.1 Meétricas intrinsecas

As ideias basicas referentes as métricas intrinsecas sdo dadas conforme em [6]. Iniciamos
com a defini¢do de estrutura de comprimento em um espago topologico e avancamos até a
definicao de estrutura de comprimento induzida por uma métrica. O conceito de velocidade

de uma curva em um espaco métrico também é abordado.

Um caminho 77 em um espaco topolégico M é uma aplicagao continua 7 : I — M definida
em um intervalo (conexo) I C R. Uma estrutura de comprimento em um espago topo-
logico M é uma classe A de caminhos admissiveis (A é subconjunto dos caminhos continuos

em M) com uma aplica¢do (de comprimento de caminhos) L : A — R, U {oo}.

A classe A ainda deve satisfazer as seguintes condigoes:

1. A classe A ¢é fechada para as restrigoes: se n : [a,b] — M é um caminho admissivel e

a < c<d<b, entdo a restricao 7y,q também é admissivel.

2. A classe A é fechada para concatenagoes de caminhos: se um caminho 7 : [a,b] — M é

12



tal que suas restrigoes em [a, ¢] e [c, b] sdo caminhos admissiveis, entao 7 é admissivel.

3. A classe A é fechada para reparametrizacoes lineares: se 7 : [a,b] — M é um caminho
admissivel e ¢ : [¢,d] — [a,b] um homeomorfismo da forma ¢(t) = at + [, entao a

composicao 1 o ¢(t) é admissivel.
A aplicagao L também deve satisfazer as seguintes propriedades:

I’. L é aditivo: L(n|a4) = L(N|[a.q) + L(1]j) para todo ¢ € [a, b].

2. Se n : [a,b] — M possui comprimento finito (isto é, L(n) < oo) e L(n,a,t) denota
o comprimento da restrigdo de 1 ao segmento [a,t], pedimos que L(n,a,-) seja uma

fungao continua. (Da propriedade anterior, L(n,a,a) = 0.)
3’. L é invariante por reparametrizagoes lineares (item 3 acima): L(no ¢) = L(n).

4’. A estrutura de comprimento (A, L) é compativel com a topologia de M no seguinte
sentido: se U, é uma vizinhanca de x, o comprimento dos caminhos ligando x a pontos

do complementar de U, é nao nulo, ou seja, inf{L(n); n(a) =z,n(b) € M —U,} > 0.

A partir de uma estrutura de comprimento (A, L) em M, podemos definir uma métrica
(fungdo disténcia) em M associada a esta estrutura. Para tanto, assumimos que M é um
espago topologico de Hausdorff e, para cada =,y € M, associamos a distancia dp(z,y) como

sendo o infimo dos comprimentos dos caminhos admissiveis ligando x e y, isto é,

dp(z,y) = nf{L(n); n:[a,b] = M,n € A,n(a) = 2,n(b) = y}. (1.1)

O espago (M, dr) é um espago métrico. Contudo, a métrica dy nao é necessariamente finita.
Por exemplo, se M é uma uniao de duas componentes conexas, nao existe caminho continuo
ligando uma componente a outra e, consequentemente, a distancia entre pontos em diferentes
componentes conexas é infinita. Além disso, podem existir pontos cujos caminhos continuos
que os conectam possuem comprimento infinito. Assim, dizemos que dois pontos x,y € M
pertencem a mesma componente de acessibilidade se eles podem ser conectados por um

caminho de comprimento finito.

13



Dentre as propriedades que podem ser verificadas em (M, dy) destacamos: caminhos ad-
missiveis de comprimento finito sdo continuos com relagao a (M, dy), a topologia determinada
por dy, é mais fina do que a topologia inicial de M e (M, d) é localmente conexo por caminhos

(veja [6], p. 28-29).

Definigao 1.1 (Métrica intrinseca e Espago métrico intrinseco). Uma métrica que pode ser
obtida como a func¢ao distincia associada a uma estrutura de comprimento € chamada uma
métrica intrinseca. Um espago métrico cuja métrica € intrinseca é chamado de espago métrico

ntrinseco.

Nem toda métrica é uma métrica intrinseca. Mesmo se (M, d) é um espago métrico
intrinseco e A C M, a restri¢ao d|4 nao é necessariamente intrinseca. Por exemplo, sejam
St Cc R%e (A, L) estrutura de comprimento em (R?, dg2), no qual A é o conjunto dos caminhos
continuos e L a funcdo comprimento de arco. E claro que dj, = dgz e, dados x,y € S, é facil

ver que a distancia entre z e y em S' ¢ maior que a distancia euclidiana entre eles.

Exemplo 1.2 (Estrutura de comprimento Finsler). Seja M wma variedade diferencidvel.
Introduzimos aqui um tipo especial de estrutura de comprimento obtido a partir de uma
fungao real continua F de duas varidveis. Nesta estrutura, a expressao do comprimento de

uma curva diferencidvel por partes n em M € dada por

Li(n) = / Fn(t). o/ (£))dt.

Afim de que a aplicagao de comprimento Lp seja invariante por reparametrizacoes lineares,
pedimos que F' satisfagca F(x,\v) = |\ F(x,v) para todo N € R, x € M e v € T, M. Além
disso, para todo x € M, exigimos que a aplicacio F(x,-) seja uma norma. Nestas condigaes,
a estrutura de comprimento induzida por F é chamada de Finsleriana (ou, simplesmente,
Finsler), a aplicagao F € chamada de métrica de Finsler e o par (M, F') chamado de variedade
de Finsler. A funcao distincia dp,, associada a F, definida conforme (1.1), é uma métrica

mtrinseca.

Alguns dos principais exemplos de estrutura de comprimento sao induzidos por métricas.
Para tanto, precisamos de uma definicao que nos permita medir o comprimento de curvas

em espacos métricos quaisquer.
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Definicao 1.3. Sejam (M,d) um espa¢o métrico e n um caminho em M. Consideramos
uma particio P de [a,b], isto é, uma colegao finita de pontos P = {po,p1,--.,pn} tal que
a=py<p; <...<pny=0>b. O supremo das somas

N

Z(P) = Z d(n(pi-1),n(pi)),

i=1
sobre todas as particoes P é chamado de comprimento de m com respeito a métrica d e

denotado por Lg(n). Uma curva é dita retificdvel se seu comprimento € finito.

Deste modo, a estrutura de comprimento induzida pela métrica d é definida como segue:
todos os caminhos continuos (parametrizados por intervalos fechados) sdo admissiveis e o
comprimento é dado pela funcao Ly. Todas as propriedades de estrutura de comprimento
valem para esta estrutura e Lz também é semicontinuo, isto é, dada uma sequéncia de
caminhos retificaveis 7;(t) (com mesmos dominios) que converge, quando i tende ao infinito,

para um caminho 7(¢) para todo ¢ no dominio, temos liminf Ly(n;) = La(n) (veja [6], p. 35).

A estrutura de comprimento induzida pela métrica d da origem a uma métrica intrinseca
(sobre cada componente de acessibilidade por caminhos retificaveis). Assim, estabelecemos
uma construgao de métricas intrinsecas induzidas, a saber: do espago métrico (M, d), obtemos
uma estrutura de comprimento (A, Ly) e, a partir desta estrutura, uma métrica intrinseca
d = dj , em M conforme em (1.1). Dentre as propriedades de uma métrica intrinseca,
observamos que se 7 é uma curva retificivel em (M,d), entdao L;(n) = La(n), ou seja, a
métrica intrinseca induzida por d coincide com d. Além disso, se (X,d) for um espago
métrico intrinseco, entdo d = d (veja [6], p. 37-38).

Seja P = {a =ty < t; < ... <ty = b} uma partigdo de um intervalo [a,b]. Entao,
denotamos a norma de P por |P|, no qual |P| = max;—1__n |t; — ti—1|. O seguinte resultado

¢ classico e pode ser encontrado em ([6], p. 34).

Proposicao 1.4. Sejam (M,d) um espago métrico e n : [a,b] — M uma curva retificdvel.
Fizado ¢ > 0, existe § > 0 tal que, se uma particio P = {a =ty < t; < ... < tn, = b}

satisfaz [P| < 6, entdo



Exemplo 1.5. Seja a esfera S™ = {x € R""; ||z||gn+1 = 1}. A métrica angular sobre S™ é
definida por dgn(z,y) = arccos (z,y), ou seja, € igual ao comprimento do menor arco de uma
circunferéncia maximal ligando x e y. A métrica intrinseca induzida pela métrica euclidiana
em S™ € a métrica angular. De fato, o arco da circunferéncia mazximal que liga dois pontos
x,y € S™ € aproximado por segmentos de retas cuja somatoria dos comprimentos, no limite,

tende ao comprimento do arco.

Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que uma curva 7 : [a,b] — M esta parametrizada
por comprimento de arco se Lg(n,t,t') =t — t' para todo t,t' € [a,b]. Curvas retificaveis
sempre admitem parametrizacao por comprimento de arco. Mais precisamente, toda curva
retificavel 7 : [a,b] — M pode ser representada na forma n =70 ¢, onde 77 : [0, Lq(n)] = M
é uma parametrizagdo por comprimento de arco e ¢ : [a,b] — [0, Lqg(n)] é uma aplicacao

continua nao decrescente (veja [6], p. 46).

Defini¢ao 1.6. Sejam (M, d) um espago métrico e n: I — M uma curva. A velocidade de

n emtel édefinida por
d(n(t t
o (0) i 00201+ 2)
e—0 ’5‘

’

se o limite existir.

Existe uma classe especial de curvas onde o limite acima existe a menos de um con-
junto de medida nula, a saber: as curvas Lipschitz, isto é, as curvas n : [a,0] — M tal
que d(n(t),n(t")) < C|t — /| para todo t,t' € [a,b], onde C' é uma constante positiva. A

demonstragao deste resultado é feita em ([6], p. 57) e o enunciado apresentamos a seguir.

Teorema 1.7. Sejam (M,d) um espago métrico e n : [a,b] — M wuma curva Lipschitz.

Entao, a velocidade v,(t) existe para quase todo t € [a,b] e

onde [ € a integral de Lebesgue.

Observamos que toda curva Lipschitz é retificavel e toda curva retificavel admite uma

parametrizagao por comprimento de arco.
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1.2 Acoes de um grupo; espacos homogéneos

Nesta segao apresentamos alguns conceitos béasicos sobre agoes de grupos e espacos ho-

mogéneos. Maiores detalhes podem ser vistos nas referéncias [2], [9], [10], [13] e [16].

Seja (G, ) um grupo. Denotamos por e o elemento neutro de G e a operagao g - h por
gh para todo g,h € G. A aplicacao L,(h) = gh, para todo h € G, denota a translacdo
a esquerda por g em G. Dado um conjunto M, uma agao a esquerda de G em M é uma
aplicacdo ¢ : G x M — M tal que p(e,z) = x e p(gh,x) = ¢(g, ¢(h,z)) para todo g,h € G
e para todo x € M. Denotamos o elemento ¢(g,x) por gz e, fixado g € G, a aplicacao
0y M — M, ¢,(x) = gz, é¢ uma bijecao. Uma acdo de G em M é dita transitiva se, dados
x,y € M, existe g € G tal que gx = y. Além disso, dado x € M, G, = {9 € G; gr =z} em
G é o subgrupo de isotropia de z e G - x = {gz; g € G} em M é a oOrbita de z.

Se H é um subgrupo do grupo G, o espago quociente G/H é o conjunto {gH;g € G}
de todas as classes laterais & esquerda de H em G e a aplicagao projegao 7 : G — G/H
leva cada ¢ € G na classe lateral gH € G/H. A agao natural de G em G/H, isto é,
T:GxG/H = G/H, t(a,gH) = agH, é uma acao transitiva e, para cada a € G, a
translagao a esquerda 7, : G/H — G/H, 1,(gH) = agH, satisfaz mo L, = T,0om e T,p = T,0T
para todo a,b € G. Se a acao de GG em M é transitiva, fixado x € M, a aplicagao que leva
cada gG, € G/G, em gx € M é uma bije¢ao entre G/G, e G-z = M.

Se (M, dys) é um espago métrico, dizemos que a agao de G em M ¢é uma agao por isometrias
(ou ainda que a métrica dy; em M é G-invariante) se dy/(gx, gy) = dy(z,y) para todo g € G
ex,y € M. Se G é um grupo topolégico, M um espacgo topologico e a acao ¢ : G x M — M
¢ continua, entdo as aplicagoes @, € ¢, : G — M, ¢,(g) = gz, sdo continuas para todo g € G
ex € M. Além disso, se G é um grupo de Lie, M uma variedade diferenciavel e a agao ¢ é

diferenciavel, ¢, e ¢, sao diferenciéveis para todo g € G e x € M.

Sejam G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de G. Entao, existe uma tnica
estrutura diferenciavel no espago quociente G/H tal que a projegao m : G — G/H é uma
submersao (isto é, 7 é diferencidvel e dm, é sobrejetiva para todo g € G). A variedade
diferenciavel G/H construida desta maneira é chamada de variedade quociente. Neste caso,

temos que dimG/H = dimG — dim H, a acdo natural de G em G/H ¢ diferenciavel e
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a translagao a esquerda 7, é um difeomorfismo para cada a € G. Em particular, se G age
transitivamente em uma variedade diferenciavel M, fixado z € X, G, é um subgrupo fechado

de G e a aplicagao que leva cada ¢G, € G/G, em gx € G - = M é um difeomorfismo.

Definigao 1.8 (Espago homogéneo; espago homogéneo Riemanniano). Um espago homogéneo
€ uma variedade diferencidvel M com uma ag¢ao transitiva de um grupo de Lie. Por sua
vez, um espaco homogéneo Riemanniano € uma variedade Riemanniana M cujo grupo de

isometrias 1(M) de M age transivamente.

Equivalentemente, um espago homogéneo ¢é difeomorfo a uma variedade da forma G/H,
onde GG é um grupo de Lie e H é um subgrupo fechado de G. Em particular, um espago
homogéneo Riemanniano M ¢ difeomorfo a um espago homogéneo G/H com G = I(M).
Entretanto, podem existir mais de um grupo de Lie agindo transitivamente em um dado
espaco homogéneo Riemanniano M e, consequentemente, M pode aparecer como espago
homogéneo GG/ H sob diferentes grupos de Lie. Neste sentido é que surge a no¢ao de métricas

Riemannianas G-invariantes.

Definicao 1.9. Seja M = G/H um espago homogéneo. Uma métrica Riemanniana (-, )
em M € chamada G-invariante se, para cada a € G, a translagdo a esquerda (difeomorfismo)

1.: G/H — G/H, que leva gH em agH, é uma isometria, ou seja,
(X, Yy = {dro(X),dro(Y)) s para todo X,Y € T.yG/H.

Qualquer aplicagao que preserva distancias (isto ¢, uma isometria de espagos métricos)
entre duas variedades Riemannianas conexas ¢ uma isometria (diferenciavel) de variedades
Riemannianas (veja [12], p. 404). Deste modo, dizer que uma variedade Riemanniana conexa
M é um espago homogéneo cuja métrica Riemanniana (-, -),; é G-invariante é equivalente a
dizermos que existem um grupo de Lie G e uma agao transitiva ¢ : G X M — M tais que a

fungao distancia dy; associada a métrica Riemanniana (-, )5 em M é G-invariante.

Diferentes métricas em um mesmo espaco topologico podem dar origem a uma mesma
métrica intrinseca. A seguir apresentamos um critério para que isso aconteca com relacao a

métricas G-invariantes de um espaco homogéneo.
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Proposicao 1.10. Sejam M = G/H um espaco homogéneo e pi, ps métricas em M G-
invariantes. Se p1(H,gH) = po(H,gH) para g suficientemente prozimo de e € G, entdo as

métricas intrinsecas py e py coincidem.

Observagao: A expressao “p1(H,gH) = ps(H,gH) para g suficientemente prozimo de e €
G” significa que esta igualdade ocorre para todo g € exp(V'), onde V C g € uma vizinhanga

suficientemente pequena de 0 e exp |y : V — exp(V') € um difeomorfismo.

Demonstragao: Por hipotese, pi1(H,gH) = po(H,gH) para todo g € exp(V). Seja entao
uma vizinhanca V C V contendo 0 tal que exp(V)exp(V) C exp(V) e, se g € exp(V),
g~' € exp(V). Logo, dados g, h € exp(V), temos g~ 'h € exp(V) e py(gH, hH) = ps(gH, hH).
Agora, sejam 7 : G — G/H a projegao natural e o : [a,b] — G/H caminho (continuo) em
(G/H, p1). Mostraremos que L, (0) = L,,(0). De fato, notemos que para cada t € [a,b
existem ¢; € G, com ¢;(o(t)) = H, e uma vizinhanga aberta U; de [a,b] contendo t tal que
gio(U;) C W(exp(f/)). A uniao dos U; forma uma cobertura aberta para o compacto [a, b].
Sejam 0 > 0 um namero de Lebesgue desta cobertura e P = {a =ty < t; < ... < ty = b}
particao de [a, b] satisfazendo |P| < §. Logo, fixado i € {1,..., N}, temos [t;_1,t;] C U;, para
algum ¢; € [a,b] com g; o ([ti—1,t;]) C m(exp(V)). Com isso, escrevemos gr.0(ti-1) = gi-1H e

g;.0(t;) = g;H com g;_1,g; € exp(V). Portanto,

LP1(0>:S%pzpl(o-(ti—l)7a(ti)) = Sl;pZpl(gfﬂ(ti—l),gfﬁ(ti))

N
= sup > pilgioiH, g:H)
=1

N
= S%DZPQ(%—JL 9i) = Ly, (0).

=1

O

Observamos que podemos ter métricas G-invariantes p; e p em um mesmo espago to-
pologico com p; # py e cujas métricas intrinsecas p; e py coincidem. Como exemplo, sejam
a agao transitiva ¢ : R x R = R, ¢(z,y) = = + y, e as métricas R-invariantes em R da-
das por pi(z,y) = |r — y| e pa(x,y) = min{pi(z,y),1}. Entao, p;(—1,1) # pa(—1,1) e
p1(0,2) = p2(0, z) para todo = € R tal que |z| < 1.
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Capitulo 2

Introducao as métricas de Hausdorft

induzidas em espacos homogéneos

Iniciamos agora o estudo das métricas de Hausdorff induzidas em espacos quocientes.
Dados uma acao a esquerda de um grupo G em um espago métrico conexo M e um compacto
X C M, apresentamos a definicao da métrica de Hausdorff induzida no espaco quociente
G/Hx. Sob certas condigoes, destacamos alguns resultados métricos e topologicos referentes

a esta métrica e sua correspondente métrica intrinseca. Exemplos também sao apresentados.

2.1 Definicoes; primeiros exemplos

Seja uma acao a esquerda de um grupo G em um espago métrico conexo M. Fixado
X C M compacto, estamos primeiramente interessados na pseudométrica em G construida

a partir da distancia de Hausdorff entre os conjuntos gX, g € G.

Uma pseudométrica nada mais é do que uma aplicagao p que a cada par de elementos x,y
de um conjunto associa um valor real p(z,y), cumprindo as condigdes de uma métrica, salvo
que podemos ter p(z,y) = 0 com x # y. De um espago munido com uma pseudométrica
obtemos um espag¢o métrico mediante a identificagdo dos pontos z,y com p(z,y) = 0. Este
processo define uma relagao de equivaléncia cujas classes sao [z] = {y; p(z,y) =0} com

[z] = [y] se, e 80 se, p(x,y) = 0. O conjunto de todas as classes de equivaléncia munido da
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aplicacao p([z],[y]) = p(x,y) é um espago métrico (veja que se [z] = [u] e [y] = [v], entdo
p(x,y) = p(u,v) e, portanto, p estd bem definida).

Agora, fixado um conjunto X C M, a r-vizinhanga aberta de X é dada por B(X,r) =
{y € M; d(y,X) <r}. A partir disso, dados X e Y conjuntos do espago métrico (M, d),

definimos a distancia de Hausdorff por
dp(X,Y)=inf{r >0; X C B(Y,r)eY C B(X,r)}
ou, equivalentemente,

dy(X,Y) = max {Sup d(z,Y), supd(X, y)} .

rxeX yey

Dados M e N espagos métricos, podemos utilizar a notacao dg, i para indicar a distancia de

Hausdorft calculada entre conjuntos de M e dy y quando calculada entre conjuntos de V.

Dentre as propriedades da distancia de Hausdorff dy destacamos: dy é uma pseudo-
métrica em 2 (o conjunto de todos os conjuntos de M). Se X denota o fecho de X,
di(X,X) = 0. Se X,Y sdo fechados com dy(X,Y) = 0, temos X =Y (veja [6], p. 252).
Mostraremos ainda outra propriedade importante, a saber: a distancia de Hausdorff entre
quaisquer conjuntos X e Y de um espago métrico (M,d) é igual a distancia de Hausdorff
entre os fechos de X e Y, isto ¢, dg(X,Y) = dg(X,Y). Para tanto, basta verificarmos

supd(z,Y) = supd(x,Y). (2.1)
zeX 2€X
De fato, como X C X e d(x,Y) = d(z,Y) para todo x € X, temos
supd(z,Y) < supd(z,Y) =supd(z,Y).
reX zeX zeX
Fixado ¢ > 0, para cada a € X, encontramos z € X tal que d(a,z) < ¢ (se a € X, z = a).
Desde que |d(a,Y) —d(z,Y)| < d(a,z), temos d(a,Y) < d(z,Y) + ¢ e, portanto,

supd(a,Y) < sup{d(z,Y) +¢e} =e+supd(z,Y).
aeX reX zeX

Da arbitrariedade de € > 0, segue a igualdade em (2.1).
Sejam G um grupo, (M, dy;) um espago métrico conexo e ¢ : G X M — M uma agao a

esquerda por homeomorfismos. Fixado qualquer conjunto compacto X em M, definimos

dx :Gx G =R, dx(gi,9)=du(: X, 5X),
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onde dy ¢é a distancia de Hausdorff calculada entre os compactos ¢1.X e g2 X. Desde que
dy é uma pseudométrica em 2, a aplicacio dy é uma pseudométrica em G e, a partir do
subgrupo de isotropia de X (isto ¢, o subgrupo Hy = {g € G; gX = X}), dx define uma

métrica dy em G/Hy, a saber
dx : G/Hx x G/Hx - R, dx(g1Hx,g:Hx) = dx(g1,92)

(se Hx = {e}, dx = dx). No espaco métrico (G/Hx,dx) determinamos uma estrutura de
comprimento induzida por dx e, com esta estrutura, uma métrica intrinseca EX. Dizemos
que dx é a métrica de Hausdorff induzida em G/Hyx e que EX ¢ a métrica de Hausdorff
intrinseca induzida em G/Hx. Se a agdo de G em M é uma agao por isometrias, a distancia
de Hausdorff é G-invariante, isto ¢, dg(aY,aZ) = dg(Y, Z) para todo a € G e Y, Z conjuntos

em M, o mesmo valendo para as métricas de Hausdorff induzidas dx e dx.

Observamos que se G é um grupo topolégico e a acao ¢ : G x M — M é continua,
o subgrupo de isotropia de X é um subgrupo fechado em G. De fato, dado ¢ € G com
g ¢ Hy, existe x € X tal que gz ¢ X. Logo, existe uma vizinhanca V, de gz em M tal que
Vye N X = 0. Com isso, ¢, *(Vy,) € um aberto em G contendo g e, se h € ¢ '(V,.), hx ¢ X.
Ou seja, g € ¢, ' (V) C G — Hx e, portanto, Hy é fechado em G. Deste modo, se G for um
grupo de Lie, a variedade quociente G/Hx ¢ um espago homogéneo (veja Defini¢ao 1.8). No
que segue, se G é um grupo de Lie, M uma variedade diferenciavel e o : G x M — M uma

agao, assumiremos também que a agao é diferenciavel.

A partir de agora, nosso objetivo consiste em fazer um estudo das métricas dx e c/l\X
em G/Hy. Este estudo, por seu carater inicial, inclui, além da apresentagao de exemplos
e algumas propriedades gerais, estabelecer, quando possivel, relacoes entre elas e a métrica
original dy; em M. Outra possibilidade é entender de que forma a escolha do compacto X

influencia em suas determinacoes.

Exemplo 2.1. Seja G um grupo que age transitivamente em (M, dy) um espago métrico
conevo. Se X = {p} em M, a pseudométrica dx em G € dada por dx (g1, g2) = dar(g1p, go2p).
Como Hx coincide com o subgrupo de isotropia de p e a agao € transitiva, estabelecemos uma

bijecao entre G/Hx e M que leva cada elemento gHx € G/Hx em gp € M. Além disso,

dx (g1 Hx, g2Hx) = dx (g1, 92) = dr (910, g2p).
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Portanto, (G/Hx,dx) € isométrico a (M,dys). Por outro lado, se X for o prdprio espago
métrico M, dx (g1, g2) = dr(g1M, goM) = 0 e dx é a métrica nula em G/Hx = {e}.

Exemplo 2.2. Seja a ag¢io ¢ : R" x R" — R" dada por ¢(y,x) = y + x. Entdo, ¢ €
uma a¢do a esquerda, diferencidvel, transitiva e por isometrias. Fizado X C R™ compacto
qualquer, mostraremos que (R™, dx) € isométrico a R™ com métrica usual dgn. Com efeito, o
subgrupo de isotropia de X € o trivial e a métrica dgn € R™-invariante. Fizemos y € R". A
menos de isometria, consideramos 0 = (0,...,0) € X e escrevemos y = (0,...,y,). Entao,
y € um vetor normal ao hiperplano P = {(y1,...,Yn-1,0); y; € R} e, para cada z € R,
a reta suporte de y (isto €, a reta determinada pelos pontos 0 e y) é normal ao hiperplano
P.={(y1,--,Yn-1,2); yi € R}. Desde que X ¢ limitado, existe z, € R tal que P, N X # )
e z, < x, para todo x = (x1,...,2,) € X. Em outras palavras, X estd acima do hiperplano
P, (veja Figura 2.1). Consequentemente, também temos y, + z, < Yn+, e, portanto, y+ X

estd acima de Py, ., . Logo, se 2 € P, N X,

an(i',y—i—X) } an(i', Pyn+zn)
= an((jlv s 7'-%71—17 Zn)? (‘%17 s ai‘n—la Yn + Zn)) = ||y||R"
Além disso, para todo x € X, temos dgn(x,y + X) < dge(z,y + ) = ||y|lgn. Com isso,

SUp,ex drn (z,y + X) = ||y||gn. Analogamente, sup,cx dgn(X,y + ) = ||y|lgn. Portanto,
dx(0,y) = du(X,y + X) = ||y[lre = dr=(0,y).

‘F;‘n +zn

Figura 2.1: Compactos X, y + X e hiperplanos P, , P, ...
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A seguir apresentamos exemplos a partir de rotacoes em S? C R3, isto ¢, da acdo a
esquerda, diferenciavel e transitiva do grupo de Lie SO(3) em S?. O grupo de rotagoes
SO(3) é um subgrupo do grupo de isometrias 1(S5?) = O(3) de S? e o termo “rotagoes” se
refere a rotacoes em torno de eixos que passam pela origem. Mais precisamente, para cada
g € SO(3), g # e, esta associado um eixo que passa pela origem e um angulo de rota¢do em
torno deste eixo. Com relagdo aos subgrupos de SO(3), a menos de conjugagao, os tnicos

subgrupos fechados proprios e nao discretos de SO(3) sdo SO(2) e O(2) (veja [1], p. 955).

Exemplo 2.3. Seja o compacto X = {N,S} em S?, onde N = (0,0,1) ¢ S = (0,0,—1). O
subgrupo de isotropia de X pela ac¢io de SO(3) em S* € o gerado pelas rotagoes em torno
do eixo que contém X e a aplicacao de rotacao em torno do eixo y que leva N em S. Logo,
identificamos SO(3)/Hx = SO(3)/O(2) = P?, onde P?> é o plano projetivo real. Para
g € SO(3) suficientemente prézimo de e € SO(3), temos

ds2(N, gX) = ds2(N,gN) = ds2(gN, X) e ds2(5, gX) = ds2(5, gS) = ds2(g5, X).
Além disso, dg2(N,gN) = ds2(S, gS) e, consequentemente,

Deste modo, (SO(3)/Hx,gx> ¢ isométrico a (P%,dp2), onde dpz € a métrica induzida pela
projecio T : S2 — P%. Neste caso, observamos que dx = dx, uma vez que dg(X,9X) =

dp2(m(N), gn(N)) para todo g € SO(3).

Exemplo 2.4. Em S? C R3, sejam a circunferéncia mazimal C, obtida na intersecio de
S? com o plano xy e o conjunto compacto X = {(p1,p2,p3) € S*0 < p3 < 1}, isto é, X
¢ a calota superior de S* com fronteira C,. O subgrupo de isotropia de X € o gerado pelas

rotacoes em torno do eixo z e, consequentemente,
SO(3)/Hy = SO(3)/SO(2) = S2.

Sejam g € SO(3) suficientemente prozimo de e € SO(3), com N # gN, e o plano P
que contém os pontos {(0,0,0), N,gN}. Consideramos entiao a rotagio g1 € SO(3), com

g1N = gN, tal que o eixo de rotagao de g, estd contido mo plano xy e € ortogonal a P.
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Entio, g'g1 € Hx e dy(X,9X) = du(X,9:X). Agora, a interse¢io PN S? é um meridiano

de S% e, para todo x € S?,
dSQ(x>glx) < d52<N7 glN> = dSQ(Na gN)

A interse¢io P N C, contém dois elementos antipodas x, e xp tais que 4 & ¢1.X, xp € 1.X,
g1%e € X eqray ¢ X. Assim, dg2(xq, 1. X) = ds2(X, 12p) e dg2(xy,91X) = 0 = dg2(X, g124).
Mas, como x4, € PN S?, ds2(2q, 1 X) = ds2(Ta, 174) = ds2(N, g1 N). Além disso, para
qualquer © € X, max {dgz(x, 1 X),ds2(X, g12)} < dg2(x, g17) < ds2(N, 1 N). Logo,

sup dgz(z, 1.X) = dg2(N, gN) = sup ds2(X, 1),

rzeX zeX

ou seja, dpg(X,gX) = dg2(N,gN). Deste modo, (SO(?))/HX,(?X) ¢ isométrico a (S?, dgz).
Neste caso, observamos que dx # c/l\X, uma vez que dg(X,gX) < 7/2 para todo g € G e

existe g € G tal que ds2(Hx,gHx) = .

Dependendo da escolha do compacto X em S?, para pequenos deslocamentos gX com
g € SO(3), a distancia de Hausdorff entre eles coincide com a distancia entre pontos em S2.

Esta é a ideia da proposicao a seguir.

Proposigao 2.5. Sejam a agdo transitiva e por isometrias ¢ : SO(3) x S? — S? dada por

©0(g,x) = gv e X # S? conjunto compacto em S*. As afirmagoes abaizo sio equivalentes:
(i) SO(3)/Hx = S? ou SO(3)/Hx = P?;

(ii) Euwiste p € S? tal que SO(3), C Hx;

(iii) Eziste p € S? tal que dg(X,gX) = ds2(p, gp) para g suficientemente proximo da matriz

identidade e € SO(3).

Demonstra¢ao: Mostraremos primeiro que (i) é equivalente a (ii). De fato, suponhamos
que SO(3)/Hx = S% ou SO(3)/Hx = P?. Para D subgrupo discreto e finito de SO(3),
temos dim SO(3)/D = 3 e, consequentemente, Hy # D. Os demais subgrupos de SO(3)
sao conjugados a SO(2) ou O(2) e, portanto, a menos de conjugagdo, Hx = SO(2) ou
Hy = O(2). Logo, é imediato que existe p € S? tal que SO(3), C Hx. Por outro lado,
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supondo que existe p € S? tal que SO(3), C Hx, entao novamente, a menos de conjugagao,
Hx = S0O(2) ou Hx = O(2), donde concluimos o desejado.

Agora, mostraremos que (ii) é equivalente a (iii). Suponhamos primeiro que (iii) seja
vélido, ou seja, que existe p € S? satisfazendo dg(X,9X) = ds=(p, gp) para todo g suficien-
temente proximo de e. Entao, dado g € SO(3),, temos dy (X, gX) = ds2(p, gp) = 0. Logo,
sendo X fechado, segue que X = gX e, portanto, g € Hx.

Suponhamos que (ii) é valido e, sem perda de generalidade, que p = N = (0,0,1) € S2.
Desde que X # S?, existem ¢ > 0 e Z € S? tais que para todo ponto y € S?, com y no
mesmo meridiano de Z satisfazendo dg2(Z,y) < e, vale SO(3)y-yNX =  (isto é, os paralelos
que passam pelos pontos y nao interceptam X). Agora, fixado g € SO(3), com g ¢ Hx e
ds2(N,gN) < e, consideramos o plano P que contém os pontos {(0,0,0), N,g/N} e a rotagdo
g1 € SO(3) com gi N = gN e eixo de rotacao ortogonal a P. A intersegao C' := PN S? é um
meridiano ortogonal aos paralelos SO(3)y -z C X, x € X. Logo, existe um ponto z € C tal
quesey € C e dg(z,y) < €, entdo y nao pertence a X. Identificamos C' com a circunferéncia

unitaria no plano yz e consideramos
ys = max{ys; y = (0,y2,43) € X NC, y3 < 23}

yo = min{ys; y = (0,y2,y3) € X NC, y3 > 23}.

Notemos que pelo menos um dos nimeros acima existe. Suponhamos sem perda de ge-

neralidade que y§ existe. Ent@o, sejam os pontos y* = (0,v5,y5) ¢ g* = (0,—y5,v3).
Deste modo, denotando z = (0,29,23) e g1z = (0,(g12)2,(¢12)3), se (g12)3 > 23, esco-
lhemos ¢ = y* e, se (¢12)s < z3, escolhemos ¢ = 7*. Em qualquer caso, g1q¢ ¢ X e

ds2(X, g1q9) = ds2(q, 91q) = ds2(N, 1 N). O

2.2 Propriedades métricas e topologicas de dx e c?X

Apresentamos aqui algumas propriedades referentes as métricas de Hausdorff induzidas.
Em particular, dada uma acao a esquerda diferenciavel de um grupo de Lie G em uma

variedade de Finsler conexa M, com X C M compacto, estabelecemos uma comparagao
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entre a topologia quociente em G/ Hy, induzida pela projecao 7 : G — G /Hx, e as topologias

correspondentes as métricas dx e dx.

Proposicao 2.6. Sejam ¢ : G X M — M wuma a¢ao continua de um grupo topoligico G
sobre um espago métrico (M,d) e X C M um subconjunto compacto. Entao, a métrica de
Hausdorff induzida dx : G/Hx x G/Hx — R € continua com respeito a topologia quociente

em G/Hx.

Demonstracdo: Mostraremos primeiro que a pseudométrica d : G x G — R é continua.
Fixamos (g1,92) € G X G e ¢ > 0. Existe uma vizinhanga V' x W de (g1, g2) tal que se
(h1,h) € V x W, entao |d(hi, ho) —d(g1, 92)| < €. Para uma prova, seja a aplicacdo continua
f:Gx X — R dada por f(g,x) = d(gz,g1x). A imagem inversa de (—¢/2,¢/2) é uma
vizinhanga de {¢g;} x X. Entao, pelo lema do tubo, existe uma vizinhanga V' de ¢; tal que
V x X C f%(—¢/2,¢/2). Da mesma forma, existe uma vizinhanga W de g, tal que se

ho € W, entao d(hoz, gox) < £/2 para todo x € X. Agora, se (hy,hy) € V x W, entao

d(h1,ha) < d(hi,q1) + d(g1, g2) + d(ga, ho)
= dy(hX,1.X) 4+ d(g1, 92) + du (92X, ha X)

< SU}I; d(ha, 1) + d(g1, g2) + su);g d(haz, g2x) < d(g1, 92) + €.
T€ xe

Analogamente, d(g1, g2) < d(hy1, hy) +¢. Logo, |d(hy, hy) —d(g1, g2)| < € se (hy,hy) €V x W,
ou se€ja, d & continua. Por tltimo, observamos que dados (g1Hx,goHx) € G/Hx x G/Hx
e € > 0, existe uma vizinhanca 7(V') x (W) de (g1 Hx, goHx) tal que se (hiHx,hoHx) €
7(V)x (W), entao |dx(hiHx, hoHx)—dx(g1Hx, g2Hx)| < e. Portanto, dx é continua com

respeito a topologia quociente em G/H . O

Observagao 2.7. Sed: M x M — R ¢ uma métrica e T € uma topologia em M, entdo d
¢ continua em (M,T) x (M, T) se, e s6 se, T € mais fina do que a topologia induzida por d
(veja [11]). Na Proposicao 2.6, dx € continua com respeito a topologia quociente de G/Hx.
Logo, se v : [a,b] = G/Hx é uma caminho continuo com rela¢ao a topologia quociente em

G/Hx, entdo v € uma caminho continuo no espago métrico (G/Hx,dx).

Nas condigoes da Proposicao 2.6, temos que a métrica de Hausdorff intrinseca induzida
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dx : G/Hx x G/Hx — R nao é necessariamente continua com respeito a topologia quociente

em G/Hx. Isso pode ser verificado no exemplo abaixo.

Exemplo 2.8. Seja M = R? com a métrica d((z1,72), (y1,y2)) = |21 — 1] + /|72 — v2l.

Entao, nao é dificil verificarmos que

- |21 — 41| se w2 =yo
d((th?)v (yla y2)> =
00 se xy # Ys.
Com isso, dados a agao natural de G = R* em M por translagio e X = {(0,0)}, temos
Hx = {(0,0)} e (G/Hx,dx) € isométrico ao espago métrico (M,d). Logo, (G/Hy,dx) ¢

isométrico a (M,d) e dx nao é continua com respeito a topologia quociente em G/Hx.

Lembramos que duas métricas d e p em um conjunto N sao Lipschitz equivalentes se
existem constantes ¢, C' > 0 tais que cd(z,y) < p(x,y) < Cd(z,y) para todo z,y € N. Em

termos locais, apresentamos a seguinte definicao.

Definicao 2.9. Seja N um conjunto nao vazio. Suponhamos que d e p sao duas métricas
que definem a mesma topologia em N. Dizemos entdo que d e p sao localmente Lipschitz
equivalentes se, para cada p € N, existem uma vizinhanga V, de p em N e constantes

¢, Cp > 0 tais que cp,d(z,y) < p(z,y) < Cpd(x,y) para todo x,y € V,.
A partir disso, estabelecemos um importante resultado.

Proposigao 2.10. Sejam d e p métricas definidas em M tais que, para cada p € M, existem
constantes ¢, C' > 0 e uma vizinhanga V de p € (M, d) (ou uma vizinhan¢a V de p € (M, p))
satisfazendo cd(x,y) < p(z,y) < Cd(z,y) para todo x,y € V. Entdo, as métricas intrinsecas

d e p sao localmente Lipschitz equivalentes.

Demonstracao: Para fixar ideias, suponhamos que existem constantes ¢,C' > 0 e uma vizi-
nhanca V' de p € (M, d) satisfazendo cd(x,y) < p(z,y) < Cd(z,y) para todo x,y € V. Entao,
existe 74 > 0 tal que By(p,2ry) C V e observamos que B(p,rq) C Ba(p,rq). Denotamos a

topologia induzida pelas métricas intrinsecas d e p, respectivamente, por 7; e 75.

Primeiro, notemos que um caminho 7 : [a,b] — V ¢é continuo com respeito a métrica
d se, e s6 se, v & continuo com respeito a métrica p. Deste modo, podemos simplesmente

considerar um caminho continuo 7 : [a,b] — V sem qualquer referéncia a métrica d ou p.
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Para provar que 7; C 75, ¢ suficiente verificarmos que Bj(p,cr) C Bg(p,r) para todo
r < rq. Observamos que se 7 : [a,b] — (M,d) é um caminho continuo tal que y(a) = p e

Ly(y) < 2r, entao y([a,b]) C V. Da mesma forma, pela desigualdade
cd(z,y) < p(z,y) para todo z,y € V, (2.2)

se v : [a,b] — (M,p) ¢ um caminho continuo tal que L,(y) < 2cr, entdo y([a,b]) C V.
Este fato implica que se L,(v) < cr, entdo Lq(y) < r. Com isso, Bs(p,cr) C Bs(p,r) e,
portanto, 7; C 75. Analogamente, utilizando a desigualdade p(z,y) < Cd(x,y), temos que
Bi(p,cr/C) C Bjs(p,cr) para todo r < rq e, portanto, 75 = 75 O caso em que V ¢ uma
vizinhanga de p € (M, p) é idéntico.

Agora, mostraremos que d e p sao localmente Lipschitz equivalentes. Sejam p, V' e ry

~

como na primeira parte da prova. Se x,y € B3(p,rq4/2), entdo d(x,y) < rq €

dx,y) = inf La(y)= inf La(y),

V€ECz,y yecy,
onde C, , denota a familia dos caminhos que ligam z,y e CX , denota a familia dos caminhos
em V que ligam z,y. Notemos que a tltima igualdade vale, pois o comprimento dos caminhos
que saem de V' é maior do que 3r;/2. Procedemos da mesma maneira com respeito a métrica

p, isto é, existe r, > 0 tal que B,(p,2r,) C V. Entao, para =,y € B;(p,r,/2), temos

plz,y) = inf L,(y)= inf L,(v).

YECz,y ’YGCXy

Por fim, provaremos que W = Bs(p,74/2) N Bs(p,7,/2) ¢ uma vizinhanca na qual de p sao
Lipschitz equivalentes. De fato, se x,y € W, entao

-~

cd(z,y) =c inf Ly(y) =c inf Ly(y) < inf L,(y) = inf L,(y) = plz,y),

’Yecz,y ’YECXy ’YECXy VECI,?J

~

onde a desigualdade acima decorre de (2.2). A desigualdade p(z,y) < Cd(x,y) para todo

x,y € W segue analogamente. O

Proposicao 2.11. Sejam G um grupo de Lie, (M, F) uma variedade de Finsler coneza e
X C M compacto. Seja p : G x M — M wuma ac¢do a esquerda diferencidvel de G em
M. Entao, cada curva diferencidvel n : [a,b] — (G/Hx,dx) (e n : [a,b] — (G/Hx,c/l\x>) é

Lipschitz. Em particular, n € retificdvel.
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Demonstrag¢ao: Sejam dimG = n e dimG/Hx = k. Mostraremos primeiro que para cada
curva diferenciavel n : [a,b] — G/Hx, existe uma curva diferenciavel 7 : [a,b] — G tal
que n = wo1, onde 7 : G — G/Hx é a projegdo. De fato, m é uma submersido. Logo,
para cada t € [a,b] e cada p € 7w !(n(t)), nao ¢ dificil encontrar & > 0 e um caminho
n:[t—e, t+e] = G tal que mof = nfj_c 14 € N(t) = p. Deste modo, levantamos 7 localmente
e, assim, encontramos uma curva 7 : [a, b] — G diferenciavel por partes satisfazendo o7 = 7.

Agora, vamos tornar 7 diferenciavel.

Suponhamos que 7 ndo é diferenciavel em £. Denotamos (—d,d) x ... x (=§,8) C R"
por (—6,6)". Seja entdo U uma vizinhanca de 7(f) € G com ¢ = (zy,...,2,) : U —
(=6,0)" e a: w(U) — (—0,0)" sistemas de coordenadas em U e 7(U), respectivamente, tais
que aomo ¢ t(xy,...,x,) = (x1,...,7,). Em tais sistemas de coordenadas, escrevemos
A(t) = (x1(t),...,z.(t)) e n(t) = (1(t),...,zx(t)). Em particular, 2; : (f —e,t +¢) = R
é diferenciavel se i = 1, ...,k e diferenciavel por partes se i = k+ 1,...,n. Sem perda de
generalidade, suponhamos que ¢ a unica singularidade de z;, i = k + 1,...,n, no intervalo
(t —e,t+¢). Procedemos entdo do seguinte modo: seja 3 : (£ — e, +£) — R uma aplicagao
diferenciavel tal que B((f —¢,t+¢)) C [0,1] com B(t) = 1set € (t—e,t —&/2)U(t+e/2,t+¢)
eB(t)=0set € (t—e/4,t+c/4). Observamos que M (i—e ite) : (t—e,t4e) — (—0,0) definida
por i) = 37 é diferenciavel e coincide com 7 em uma vizinhanca de £ — e t +¢. Agindo desta
maneira com todos os pontos nao diferenciaveis de 7}, obtemos um caminho diferenciavel
n:[a,b] = G tal que mon = 1.

Agora, se P denota a particao {a =ty <t; < ... <ty, = b}, escrevemos

dx(n(a),n(b)) < dx(n(a),n®)) < Lz, (n) = Lay (n)

= Sl;pde(ﬁ(ti—l)Hxaﬁ(ti)HX) = SgPZdH(ﬁ(ti—l)Xyﬁ(ti)X)

Np Np t; d
< sup supday (n(ti_1)z,n(t;)z) < sup sup/ F (—~ t z) dt
D supdr(Altr)=6)2) <sp 3 sup [ F (G0
Np t; d
< sup sup/ sup F <—ﬁ t z) dt
P Z.leex ti 1 tela,b] dt Q
d
< F{—nt b—a). 2.3
_m F (i) 0= 0 (23)
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Notemos que (2.3) vale para qualquer subintervalo fechado de [a,b] com a mesma constante

de Lipschitz. Logo, n é uma curva Lipschitz. O

Observacgao 2.12. Seja ¢ : GX M — M uma acgao a esquerda diferencidvel e por isometrias
de um grupo de Lie G em uma variedade de Finsler (M, F'). Fizamos v € g e consideramos
o campo de vetores K,(p) = $|t:0 exp(tv)p em M. Entao, K, € um campo de Killing em M,

ou seja, 0s fluros associados ao campo sao isometrias em M. Além disso, temos

d

(i(t0)2) = & :

()7 (to)7i(to) 2 = n(t)z.

5 ~ i,

d A(t)7—1
dt |t:t077(t)77 (t0)> t=tg

Portanto, a constante de Lipschitz na desigualdade (2.3) é o mdzximo das normas da familia

dos campos de Killing em M.

Teorema 2.13. Sejam uma agao por isometrias de um grupo de Lie G em uma variedade de
Finsler conexa M e X C M compacto. Consideramos uma métrica Riemanniana arbitrdria

(-,-) em G/Hx e denotamos sua funcao distancia por d.

(1) Seja gHx € G/Hx. Entao, existe uma d-vizinhang¢a O de gHx tal que d|oxo, dx|oxo

2 EX|OX0 sao Lipschitz equivalentes.

(2) Se T € a topologia quociente em G/Hx, Tx € a topologia correspondente a métrica dx e

Tx € a topologia correspondente a métrica dx, entdo Tx C Tx = T.
Antes de provarmos este teorema, consideramos alguns resultados preliminares.

Lema 2.14. Seja o intervalo (a —e,a+¢) C R com a > ¢ > 0. Entao, existe § > 0 tal que

U (a;e’aza) 5 (0.6).

neN

Demonstragcao: Mostraremos que existe N € N tal que para todo n > N temos

a—+e€ a—¢€
>
n+1 n

De fato, basta tomarmos 2e N > a — ¢ > 0. Entao, n > N implica 2en > a — € e, assim,

nla+e)=an+en>an+a—c—en=(n+1)(a—e).
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Com isso, para todo n > N, obtemos
a—¢ a+e¢ U a—e ate) [(a—¢c ate
n+1'n+1 n = n \n+1" n )’

(55025

n>N

Logo,

Lema 2.15. Consideramos as condi¢oes do Teorema 2.13. Entao, existe uma constante
C > 0 e uma d-vizinhan¢a O de Hx € G/Hx tais que EX(HX,gHX) < Cd(Hx,gHx) e
d(Hx,gHx) < Cdx(Hx,gHx) para cada gHx € O.

Demonstra¢ao: Sejam m : G — G/Hyx a projecao natural e g,hy as algebras de Lie de
G e Hx, respectivamente. Denotamos por m um subespago de g tal que g = m @ by.
Consideramos uma métrica euclidiana dy, : m X m — R com seu correspondente produto
interno (-, ). Ent@o, existe uma bola suficientemente pequena U = By, (0,7) C m tal
que exply : U = exp(U) e Tlexp) : exp(U) = V := exp(U)Hx sao difeomorfismos. Se
necessario, podemos adequar U de modo que d e dy, sdao Lipschitz equivalentes em U (veja
[14], p. 12). No que segue, identificamos U, exp(U) e V' e as métricas d, dy, dx e dx passam

a ser consideradas em qualquer um desses conjuntos.

Vamos provar primeiro que existe C' > 0 e uma d-vizinhanga O de Hx € G/Hx tal que
d(Hx,gHx) < Cdx(Hyx,gHy) para cada gHx € O. Para tanto, mostraremos primeiro que
existem & > 0 e uma constante C' > 0 tais que, para todo vetor u € m com dy(0,u) < 9,
temos dn(Hx,exp(u)Hyx) < Cdx(Hx,exp(u)Hyx). A ideia consiste em verificarmos isso
para vetores tw em uma e-vizinhanga da esfera Sy, (0,7/2) C U, estendendo para valores
cada vez menores de t. De fato, seja v um vetor ndo nulo na esfera Sy (0,r/2) C U.
Entao, dx(Hx,exp(v)Hy) = dg(X,exp(v)X) > 0, caso contrario teriamos v € hx. Pela
continuidade da métrica dx com respeito a topologia induzida por dy, (veja Proposicao 2.6),
existem uma vizinhanca W, C Sy, (0,7/2) de v e um ¢, € (0, 1) tais que

dx(Hx,exp(v)Hx)
2

|dx (Hx, exp(tw)Hx) — dx(Hx, exp(v)Hx)| <

32



para todo ponto tw em U, = {tw e U; t € (1 —¢,,1 +¢,) e w € W, }. Em particular,

dx(Hx,eXp(’l)>Hx> 3d)((Hx,eXp<U)Hx)

< dx(Hx,exp(tw)Hx) < .

2 2
Seja entao C, > 0 tal que
Cydx(Hx,exp(tw)Hx) > C’vdX(HX’ e;{p(v)HX) > 7.
Consequentemente, para todo tw € U,, temos
du(Hx, exp(tw) Hy) = du(0, tw) — g < Clydy (Hy, exp(tw)Hy). (2.4)

Observamos ainda que se k € N, entdao dyx(Hy,exp(tw)Hx) = dx(Hx,exp(tw/k)*Hx).
Logo, devido a G-invariancia de dx e a desigualdade triangular, dx(Hx,exp(tw)Hy) <
kdx(Hx,exp(tw/k)Hx). Além disso, dy(Hx,exp(tw)Hx) = kdw(Hx, exp(tw/k)Hy). Deste
modo, dw(Hx,exp(tw/k)Hx) < Cydx(Hx,exp(tw/k)Hx) para todo k € N e tw € U,. Ou
seja, a desigualdade em (2.4) vale para todo w € W, e para todo

1—¢, 14 ¢,
teU( — )

keN

Pelo Lema 2.14, existe um §, > 0 tal que (2.4) vale para todo w € W, e t € (0,4,). Entao,

i € consideramos

.....

dw(Hy,exp(u)Hy) < Cdx(Hx,exp(u)Hy) para todo u € By, (0,4). (2.5)

Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que d(Hy, exp(u)Hx) < Cdx(Hx,exp(u)Hx) para

todo exp(u)Hx € By, (0,4d), uma vez que d e dy, sdo Lipschitz equivalentes em U.

Mostraremos por fim que existe C' > 0 tal que dy (Hy, exp(u)Hy) < Cdu(Hx, exp(u)Hy).
Sejam u € By, (0,7/2) — {0} C U e a curva diferenciavel 7 : [0, ||u|l4,] — G/Hx dada por
n(t) = exp(tu/||ulls,)Hx. Entdo, a curva diferenciavel 7 : [0, ||ulla,] — G definida por
n(t) = exp(tu/||u||q,) satisfaz o 77 = 7. Logo, pela desigualdade (2.3), temos

~ d .
dx(Hx,exp(u)Hx) < Lay(n) < max F(—n(W) [l

te[0,[ull gy,

d .
< Lo dnax F <—7](t)z> dn(Hx,exp(u)Hy). (2.6)
/[l gy €S diy (0,1)
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Portanto, existem uma d-vizinhanca O’ de Hy € G/Hx e uma constante C’ > 0 tais que

JX(HX,gHX) < C'd(Hx,gHy) para todo gHx € O'. O

Demonstracao do Teorema 2.13

Devido a invariancia a esquerda de dx e dx em G/Hx, é suficiente provarmos que existem

uma d-vizinhanga O de Hy € G/Hy e uma constante C' > 0 tais que

o~

dx(g1Hx, g2Hx) < Cd(g1 Hx, g2 Hx), (2.7)

d(g1Hx,92Hx) < Cdx(g1Hx, g2Hx) (2.8)

para todo g1 Hx,gHx € O.

Vamos provar primeiro a desigualdade (2.7). Para tanto, seja a acdo transitiva e dife-
renciavel ¢ : G x G/Hx — G/Hx, ¢(g9,hHx) = ghHx. Entao, consideramos a diferen-
cial dp : T(G x G/Hx) — T(G/Hx), do(g,hHx, (w,v)) = (ghHx,dpgnm)(w,v)), que
também é uma aplicagao diferenciavel. Representemos as curvas n : I — G x G/Hx por
n(t) = (m(t),n2(t)), onde n; ¢ uma curva em G e 1y ¢ uma curva em G/Hx. Entao, quando
restringimos d¢ a vetores do tipo (0,v) (ou seja, derivadas direcionais ao longo de curvas com

n1 constante), obtemos

d¢(g> hHx, (Ov U)) = (thX7 d(¢9)hHX (U))

Em particular, temos que d(¢,)nm, (v) depende continuamente de g, hHy e v. Entéo, se O é
uma d-vizinhanga de Hx em G/Hx onde o Lema 2.15 ¢é satisfeito (e onde d e d,, sao Lipschitz

equivalentes), existe uma vizinhanga O; x Oy de (e, Hy) em G x G/Hx satisfazendo

1. ¢<01702> C O;

2. supjy, =1 d(@e)nmy (V)|ldw = SUPyy, 1 [[V]lan = 1 para todo hH{x € O,. Logo, esco-
lhemos Oy tal que supy,, —y [|d(@g)nmy (V)|la, < 2 para todo (g, hHx) € O x Oq;

3. 07 é uma vizinhanca simétrica de e;
4. ¢<01,Hx) D) OQ;
5. Oy é uma vizinhanca d,-convexa.
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(As propriedades acima podem ser usadas como passos para a constru¢ao de O; e Oy de

maneira que ao final do processo todas as propriedades valem.)

Seja o : [0,1] = (Osq,dy) uma geodésica ligando pontos g1 Hx e goHy (um segmento
euclidiano). Entao, ¢g;1 o ¢ ¢ uma curva diferenciavel em O (ndo necessariamente uma

dn-geodésica) ligando os pontos Hyx e g; 'goHx tal que

1
(9 ) < L (0,0 00) = [ (00 00)(0)]
0

N /0 ||d(¢9f1)0(t)(U/(t))Hdmdt

N

2 [ 16Ot = 2 1),
Portanto, se g1 Hyx, goHx € Oy, obtemos

dx (g1 Hx, g2Hx) = dx(Hx, g7 g2Hx) < Cdu(Hx, g g2Hx) < 2Cdm(g1 Hx, g2 Hx),
onde a primeira desigualdade decorre de (2.6). Assim, (2.7) vale para todo g1 H,, goHx € Os.

Por fim, no intuito de provarmos (2.8), consideramos O] x O) C O; x O, vizinhanga de

(e, Hx) tal que
1. ¢(01,0%) C Oy;
2. O} é uma vizinhanga simétrica de e;
3. (0}, Hx) D 0.

(A propriedade supy,, —y [|[d(¢g)nmy (v)a. < 2 para todo (g, hHx) € O} x Oy & automatica-

mente satisfeita. Além disso, aqui nao é necesséario que O} seja uma vizinhanga d,-convexa.)

Sejam g1 Hy, goHx € O). Devido as propriedades de O} x O} acima, temos g; ' € O} e
Hx, gy YyoHx € Oy. Como O, é uma vizinhanca dy,-convexa, consideramos a dy-geodésica
o :[0,1] = (Oy, dy) ligando Hx e g, 'goHx. Entdo, ¢,, o o é uma curva diferenciavel em O

(ndo necessariamente uma dy-geodésica) ligando os pontos g1 Hx e g2 Hy tal que

1
(T, 9:113) < L0 00) = [ (60 0 0) (Ol
0

1

- / 101 oto (" (6)) anclt
1

<2/HﬂMMﬁ:MMu@%mﬂ.

0
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Portanto, se g1 Hx, goHx € O), temos
dw(g91Hx, g2Hx) < 2dw(Hx, g7 ' 92Hx) < 2Cdx (Hyx, gy '92Hx) = 2Cdx (g1 Hx, g2 Hx).

Deste modo, o item (1) do teorema vale para O = O5 uma vez que d|oyxoy € du|oyx0y 530
Lipschitz equivalentes. Agora, no intuito de provarmos o item (2) do teorema, observamos
que Tx C 7 devido a Proposigao 2.6. Por sua vez, a igualdade Tx = 7 é uma consequéncia

da Proposicao 2.10. O

Corolario 2.16. Sejam uma acgao por isometrias de um grupo de Lie G em uma variedade
Riemanniana conexa M e X C M compacto. Consideramos uma métrica Riemanniana
arbitrdria (-,-) em G/Hyx e denotamos sua fun¢dao distincia por d. Entdo, o espago métrico

(G/Hx, gx) é completo.

Demonstragao: Se T é a topologia quociente em G/ H x, 74 a topologia em G /Hx com relagao
a de Ty ¢ a topologia em G/Hyx com relagdo a C/Z\X, entao 7 = 74 e, do teorema anterior,
sabemos que Tx = 7. Dessa forma, dada B4(Hx,r) uma bola normal fechada de raio r > 0,
garantimos a existéncia de s > 0 tal que By (Hx,s) C Ba(Hx,r). Seja entao (z,)nen uma
sequéncia de Cauchy em (G/Hx, c/l\X) Fixado € € (0, s), existe N € N tal que dy (i, ) < e

para todo i, > N. Fixado i > N, temos x; = ¢g; Hx para algum ¢; € GG e, consequentemente,
(Zp)nzn C By (w5,€) C g:Bg, (Hx,s) C 9:Ba(Hx,r).
Com isso, segue que (Z,),eny € Uma sequéncia convergente. O

O item (1) do Teorema 2.13 nao garante que d e dy sao localmente Lipschitz equivalentes.

A seguir apresentamos um exemplo onde 7y C 7 com Tx # T.

Exemplo 2.17. Sejam G = (R, +) com a topologia canénica e M = (R x R)/(Z x Z) o toro
plano (veja Subse¢ao 3.3.1). Denotamos a métrica em M por d e representamos um ponto em
M por (z,y), onde z,y € R e T € a classe de equivaléncia de x € R em R/Z. Consideramos
entio a agdo ¢ : G X M — M dada por t(z,y) = (t + z, M), que € o fluxo irracional
no toro plano. Fizamos X = (0,0). Com isso, Hy = {0} e G/Hx = G (bijecio). Dado
e >0, a bola aberta By, (0,¢) ndao é limitada. De fato, se tomarmos N > 0 arbitrariamente
grande, existe t > N tal que t(0,0) € B4((0,0),¢). Logo, t € By, (0,€) e, portanto, By, (0,¢)

€ ilimitado para todo € > 0. Dessa forma, concluimos que Tx C T com Tx # T.
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2.3 O compacto X enquanto fecho de uma bola normal

Sejam (M, (-,-)») uma variedade Riemanniana e exp, a exponencial Riemanniana em
x € M. Se exp, é um difeomorfismo em uma vizinhanca V' da origem em 7, M, a vizinhanca
U :=exp,(V) é chamada uma vizinhanga normal de = em M. Agora, se B(0,r) é uma bola
no espaco tangente T, M centrada na origem e raio 7 > 0 com fecho B(0,r) contido em V,
chamamos de B(z,r) := exp,(B(0,7)) a bola normal de centro x e raio r. Em particular,
B(x,7) é uma bola normal compacta em M. A fronteira da bola normal B(z,r) é denotada

por 0B(z,r).

Lema 2.18. Sejam (M, dy) um espago métrico e x,y € M. Se B(x,r) denota a bola de

centro em x € M e raio r > 0 com relagao a métrica dyy, verificamos:

(a) B(z,r) C B(y,r +dy(x,y)) e (M — B(y,r +s)) N B(x,r) = 0 quando s > dy(x,y).

Mais, a s-vizinhanga de B(x,r) sempre estd contida em B(z,r + s).

(b) Se (M,dy) é uma variedade Riemanniana conexa e B(z,r + s) é uma bola normal em
M, entao B(x,r + s) = B(B(x,r),s). Além disso, se B(y,r + dy(z,y)) € uma bola
normal em M, existe xo € OB(z, 1) tal que dy(xo, B(y,r)) = dp(x,y).

Demonstra¢ao: O item (a) é consequéncia direta da desigualdade triangular. Para verifi-
carmos o item (b), sejam B(x,r 4+ s) bola normal em M, z € B(x,r + s) e 0., geodé-
sica minimizante que liga x a z. Logo, se {w} = o,. N IB(z,r), temos dy(z,w) = r ¢
r+s>dy(z,z) =dy(r,w)+dy(w,z). Assim, dy(w, z) < s e, portanto, dy(z, B(z,7)) < s
(isto é, z € B(B(z,r),s)). Por fim, sejam B(y,r + dp(x,y)) bola normal em M e o,,
geodésica ligando y a x em B(y,r + dy(w,y)). Entao, escrevemos 0, ,(t) = exp,(tv) com
t € [0, dpy(x,y)]. Podemos estender o, , ao dominio [0,7 4+ dy(x,y)] de modo que oy, é a ge-
odésica minimizante ligando os pontos y e xo = exp,((r + du(z,y))v) € OB(z,r). Portanto,

dy(zo,y) =r+dy(x,y) e xg € OBy, r + dy(z,y)) = OB(B(y,r), dy(x,y)). O

Proposicao 2.19. Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Se B(x,r + dy(z,y)) e

B(y,r + dy(x,y)) sao bolas normais em M, entao dy(B(x,r), B(y,r)) = du(x,y).
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Demonstragao: Pelo Lema 2.18, temos B(z,r) C B(y,r+d(z,y)) e B(y,r) C B(x,r+d(z,y)).
Além disso, Bz, + d(z,y)) = B(B(z,7),d(z,9)) e Bly,r + d(z,y)) = B(B(y,7), d(z,)).

Entao,

dy(B(x,r),B(y,r)) = inf{s>0; B(z,r) C B(B(y,r),s) e B(y,r) C B(B(z,r),s)}

Por outro lado, também pelo Lema 2.18, existe o € 0B(x,r) tal que dy(zo, B(y,r)) =
dy(z,y) e, portanto,

sup dM(Z,B(y,’f’)) = Sup dM(ZaB(yvr)) >dM($ay)
z€B(z,r) 2€B(z,r)

Analogamente, existe yo € 0B(y,r) tal que

sup dM<B(Ia T‘), Z) 2 dM(xv y)
z€B(y,r)

Portanto, dH(B<x7T)7B<y7T)) = dM(xvy) O

Em uma variedade de Hadamard M (isto ¢, uma variedade Riemanniana completa, sim-
plesmente conexa e com curvatura seccional menor ou igual a zero), temos exp, : T,M — M
¢ um difeomorfismo (veja [8], p. 165). Consequentemente, toda bola métrica em M é uma

bola normal e, portanto, dy(B(x,r), B(y,r)) = dy(x,y) para todo z,y € M e r > 0.

Corolario 2.20. Seja uma acao por isometrias de um grupo de Lie G em uma variedade
Riemanniana conexa M. Se X € o fecho de uma bola normal em M de centro x, entdo

dy (X, 9X) = dy(z, gz) para g suficientemente prozimo de e € G.

Demonstra¢io: Denotamos X = B(x,r). Pela definicio de bola normal, garantimos a exis-
téncia de s > 0 suficientemente pequeno tal que B(z,r + s) ainda ¢ uma bola normal.
Escolhemos entao V' C g tal que dy(z,gz) < s/2 para todo g € exp(V). Deste modo,
B(z,r+dy(x,gz)) C B(x,r+s) é uma bola normal. Além disso, como g é isometria, temos
gX = B(gz,r) e B(gx,r +dy(z,g7)) = gB(x,7 + dy(z, gr)) também é uma bola normal.

Da proposigao anterior segue o desejado. O

38



Capitulo 3

As métricas de Hausdorff intrinsecas
induzidas em espacos homogéneos sao

métricas de Finsler

Neste capitulo mostramos que a métrica de Hausdorff intrinseca d; x em G/ Hy esté associ-
ada a uma estrutura de comprimento Finsler definida sobre o conjunto dos caminhos Lipschitz
em (G/Hx, d. x). Além disso, para M variedade Riemanniana e X C M subvariedade com-
pacta, obtemos uma expressao para a métrica de Finsler em termos das componentes normais
dos campos de vetores associados as curvas t — exp(tv)x, v € g e z € X. Exemplos no toro

plano e no plano hiperboélico H? também sao apresentados.

3.1 Estrutura de comprimento Finsler para a métrica de

Hausdorff intrinseca induzida em G/Hx

Sejam uma agao por isometrias de um grupo de Lie G em uma variedade de Finsler conexa
M e X C M compacto. Sabemos que toda curva diferencidvel n : [a,b] — (G/Hy,dx) ¢
retificavel (veja Proposi¢ao 2.11). Em particular, as curvas t — exp(tv)gHx, onde v € g
e gHy € G/Hx, sao retificaveis em (G/Hx,&\X). Logo, (G/Hx,c/i\x) é uma variedade de

Finsler em cada uma de suas componentes conexas (veja Introducao, p. 6; [4], p. 190).
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Contudo, o que faremos a seguir é apresentar uma outra demonstragao deste fato. Mais
precisamente, mostraremos que a métrica de Hausdorff intrinseca estd associada a uma
estrutura de comprimento Finsler definida sobre o conjunto dos caminhos Lipschitz em

(G/Hx, C/Z\X) Além disso, a métrica de Finsler F' em Ty, G/Hx ¢ dada pela norma

FO(U i f)X) — lim dX(eXp(tv)HX, Hx)

t—0+ t ’

para todo v € g, no qual g e hx denotam as algebras de Lie de G e Hy, respectivamente.

Nesta direcao, a seguinte proposicao é essencial.

Proposicao 3.1. Sejam uma acao por isometrias de um grupo de Lie G em um espaco

métrico conexo M e X C M compacto. Fizado v € g, seja a curvan:R — G/Hx dada por
n(t) = exp(tv)Hx. Entdo, Lay(N]jap)) = Lax (1)) (0 — a).

Demonstracao: Inicialmente, observamos que, para todo ¢ € R, vale

Np
Lay (la) = S%pZdH(eXp(tFw)X, exp(tv)X)

=1
Np

= sup Z dy(exp(cv) exp(t;_1v) X, exp(cv) exp(t;v) X)
Pim

Np
— sup > di(exp((tio1 + €)0) X, exp((ti+ 0)X) = Li (1luscnsa)

i=1
Portanto, Lqy(n]p,1) = Lax(lo,1/2) + Lax (Mlp21) = 2Lay(0]p,1/21) €, de modo geral,
Lay (n]p1) = 2deX(7/]|[O,1/2k]). Ou seja, o resultado vale quando a curva 7 esta restrita a
um intervalo fechado de medida 1/2%, k € N. Contudo, cada intervalo fechado pode ser
obtido como uma uniao enumerével de intervalos fechados de medida 1/2*, onde a intersecao
entre dois desses intervalos tem medida nula. (Eventualmente precisamos acrescentar um
ponto, por exemplo: § = > 7 o € [0,3) = [0, 55| U 55, 55 +51] U5z + 57,55 + 31 + 35U+ - ).

Portanto, Lay (1]{ap)) = Layx (1]p0,1])(b — a). 0

Teorema 3.2. Sejam uma agdo por isometrias de um grupo de Lie G em um espago métrico

conexo M e X C M compacto. Dada a curvan: R — G/Hx definida por n(t) = exp(tv)Hx,
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temos

dx(exp(tv)Hx, Hy) dy(exp(tv) X, X)

lim = lim
t—0+ t t—0+ t
_ c/i\X(eXp(tv)HX,HX)
= 1 =L )
t_1>1(1)1+ / dx (77|[0,1])

Demonstracao: A primeira igualdade é apenas a definicao de dx e sabemos que dx < JX.

Agora, para todo t > 0, devido a Proposic¢ao 3.1, também temos

dx (exp(tv) Hx, Hx) < Lay (n]p.g) = Lax (o))t

Logo, é suficiente provarmos que

lim dx(eXp(tU)Hx, HX)

t—0t t

= Ly (1]j0,1)-

Consideramos 7|1, P = {0 =tp <t < ... < tyn, = 1} particao de [0, 1] e denotamos

Np

Z(P) = ZdH(exp(ti_lv)X, exp(t;v) X).

i=0
Fixado € > 0, existe § € (0,1/2) tal que se |P| < 0, entao La, (n]jo,1)) — >_(P) < £/2. Seja
entdo 7 < § e P, partigdo de [0,1] dada por P, = {0 =t) < 7 <27 < ... < N7 < 1},
onde N é escolhido de maneira que t' := 1 — N7 € [0,7). Observamos que txy = N7 =1 ou

ty = N7 < tyy1 = 1. Deste modo,

Np.

> Lay(nljo,) — Z(P’T) = Lay(n]p,1) — ZdH(eXp(ti—w)X, exp(tv)X)

€
2 ,
=1
N
= La(nljo1) (N7 +1) Z dy(exp((i — 1)Tv) X, exp(iTv)X)
=1
—dg(exp(N1v)X, exp(v)X)
= Lax(nlpy) N7 = Ndp(exp(Tv) X, X) + Lay (nlp) — du(exp(t'v) X, X)
> Lg,(0|jo1))NT — Ndg(exp(1v) X, X),
onde a pentltima passagem decorre da G-invariancia da métrica dj; e da Proposicao 3.1. Por

fim, dividindo a desigualdade acima por N7, obtemos

du(exp(rv)X, X) ¢ €
Lay (o) — - S9N S 2(1—-90) = °

para todo 7 € (0,0). O
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Corolario 3.3. Nas condicoes do teorema anterior, temos

dx(exp(tv)Hx, Hy) dx (exp(t(—v))Hx, Hy)

lim = lim
t—0+ t t—0+ t
_ hm dx(eXp(tU)Hx,Hx)‘
t—0 |t|

Demonstracao: A primeira igualdade segue diretamente da G-invariancia de dx. A segunda

igualdade é 6bvia dado que a primeira vale. O

Lema 3.4. Sejam uma agao por isometrias de um grupo de Lie G em uma variedade de
Finsler conexa M e X C M compacto. Seja o : [0,1] — G/Hx curva tal que «(0) = Hx e
o/ (0) = v+ bx. Entdo,

iy Gxa(),a(0) _ | dx(exp(to)Hy, Hy)

t—0+ t t—0+ t ’

1sto €, o valor do limite nao depende da curva escolhida.

Demonstragao: Sejam as curvas 1, « : [0,1] — G/Hx, onde n,(t) = exp(tv)Hyx, «(0) = Hy

e &'(0) = v+ hx. Mostraremos que

lim dX(nv(t)vnv(O)) — lim

t—0+ t t—0+

dx (a(t), o(0)) (3.1)

Conforme feito na demonstracao do Lema 2.15, dada a métrica euclidiana dy, : m x m — R,
sabemos que d, e dx sdo Lipschitz equivalentes em uma vizinhanga O de Hy € G/Hx. Entao,

em O escrevemos 1, (t) = (t + 01(t), 02(t),...,0,(1)) € a(t) = (t + 61(t),02(t), ..., 0,(t)) com

Pela desigualdade triangular, temos ainda

dx (no(t), 1:(0)) _ dx(aft), (0))| _ dx(m(t), a(t))
t t

e, com isso, vemos que (3.1) vale. O
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Teorema 3.5. Sejam uma ac¢do por isometrias de um grupo de Lie G em uma variedade de
Finsler conexa M e X C M compacto. A aplicagio Fy : Ty, G/Hx — R definida por

dx(exp(tv)Hx, Hx)
t

Fo(U + hX) = tl—l>%’l+ = F()(—U + hX) (32)

¢ uma norma em Ty G/Hx.

Demonstracao: Seja a curva n, : [0,1] — G/Hx dada por n,(t) = exp(tv) Hx. Suponhamos
que Fy(v + bhx) = 0. Entdo, pela Proposicao 3.2, dado t € [0, 1], temos

dx<Hx, exp(tv)HX) g de (7711’[0,1}) = FO(U + hx) =0.

Com isso, exp(tv) € Hx para todo t € [0,1]. Logo, v € hx.

Agora, dados A > 0 e a curva ny,(t) = n,(At), temos
Fo(Av) = Lay (nxolioa) = Lax (oo gag) = A Lax (olpay) = [AFo(v).

Por tltimo, mostraremos que Fy((v +w) + bhx) < Fo(v + bx) + Fo(w + hx). Para tanto,
conforme feito na demonstracao do Lema 2.15, sejam m um subespago de g, com g = m@ by,
e dyn : m x m — R uma métrica euclidiana. Estendemos entao a métrica d, a uma métrica
euclidiana dy definida em g de maneira que m L hy. Sabemos que existe uma vizinhanca
O de Hy € G/Hx tal que d, e dx sao localmente Lipschitz equivalentes. Sejam entao as
curvas 1,(t) = exp(tw)Hx e nyrw(t) = exp(t(v + w))Hx contidas em O. Dada a curva
a(t) = exp(t(—v))exp(t(v + w)) em G, para t suficientemente pequeno, existe uma curva
f em g tal que exp(f(t)) = a(t). Desde que d(exp). é a identidade, 5'(0) = o/(0) = w e,

portanto, em algum intervalo [0, €),

=0

5(15) =tw + o(t) com lim HO(t)Hdg

t—0+ t

(veja [13], p. 133). Logo, para todo t € [0,¢), temos
dx (), Myrw(t)) = dx(exp(tv)Hx,exp(t(v+ w)Hy)
= dx(Hx,a(t)Hx) = dx(Hx,exp(B(t)) Hx). (3:3)

Além disso, ao escrevermos [(t) = Bu(t) + By, (t), onde Bn(t) € me fy, (1) € hx, observamos
que fin(t) = exp(8(t)) Hx. Logo,

(dg(tw, B(1))* = (tw — B(t), tw — B(t))g > (dy(tw, Bu(t)))” = (dm(nw(t), 7 0 exp(B(t))))*.
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Deste modo,

dx (N (t), exp(B()) Hx)) < Cdm(nw (), exp(5(t)) Hx)) < Cdg(tw, 5(1)) = Cllo(t)[4,-  (3-4)

Portanto, de (3.3) e (3.4), obtemos

[dx (100 (£), Mo (1)) — dx (Hax, ()] = |dx (Hx, exp(B(1)) Hx ) — dx (Hx, mw(t))]
< dx(nu(t), exp(B(1)) Hx)) < Cllo(t)]],-

Com isso, para todo t € [0,¢), temos

dx (Hx, ow(t) < dx(Hx,mo(t)) + dx (0o (t), Mot (1))

< dx(Hx,no(t)) + dx (Hx, nu(t) + Cllo(t)]]4,-

Dividindo por ¢ e tomando o limite com ¢ tendendo a 0", segue o desejado. O

Seja a aplicagao F': TG/Hx — R onde F' é uma norma invariante & esquerda em TG/ H x

definida pela norma Fy em Ty, G/Hx no sentido que
F = F() o 0,

no qual 0 : TG/Hx — Ty,G/Hx é dada por 0(gHx,v) = (Hx,dr,~1(v)). A aplicagdo
continua F' em T'G/Hx define o que chamamos de uma estrutura de comprimento Finsler
(veja Exemplo 1.2). Mais, fixados 1 : [a,b] — (G/Hx,dx) curva Lipschitz e ¢t € [a,b], com
n(t) = gHx, segue pela definigao de F' que

() — timm OO ) e deloTn® 70 EE) )

e—0 |5| e—0 |5|

para quase todo t € [a,b]. Além disso,

b b
me:/%wﬁ:/mewmﬁ

(veja Teorema 1.7). Portanto, a métrica de Hausdorff intrinseca dy em G /Hx é uma mé-
trica de Finsler cuja estrutura de comprimento é definida por todos os caminhos Lipschitz

(parametrizados por intervalos fechados) e o comprimento determinado pela integral de F'.
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3.2 O compacto X enquanto subvariedade mergulhada

Nesta se¢ao consideramos (M, (-,-),) variedade Riemanniana e estudamos o compor-
tamento da meétrica de Finsler &\X em G/Hx para duas escolhas especificas do compacto
X C M. Na primeira, consideramos X uma subvariedade compacta sem bordo e, na se-
gunda, X é um conjunto compacto com bordo, onde este bordo ¢ uma subvariedade de
codimensao 1 com relacao a dimensao de M. Em nosso contexto, todas as subvariedades sao

mergulhadas.

Uma variedade diferenciavel de dimensao n com bordo ¢ um espago topologico N munido
com uma estrutura diferenciavel satisfazendo a seguinte propriedade: se x € N, entao existe
uma vizinhanca U de z tal que U ¢ difeomorfo a R™ ou R, onde R’} é o semi-espaco (fechado)
definido por R} = {(z1,...,2,); z; € R, x, > 0}. O conjunto dos pontos de N que possuem
uma vizinhanga homeomorfa ao R™ é chamado de interior de N e denotado por int N. O
bordo de N & o conjunto dos pontos de N que possuem uma vizinhanca homeomorfa ao R
e denotado por ON. Se N é uma variedade de dimensao n com bordo, entao int N é uma

variedade (sem bordo) de dimensao n e N é uma variedade (sem bordo) de dimensao n — 1.

Lema 3.6. Sejam (Vi =11 & Ny, (-,-)1) e (Va =Ty @ Ny, (-, -)2) espagos vetoriais reais com
produto interno, onde T;, N; sao subespacos vetoriais ortogonais em V;, 1 = 1,2. Suponhamos
que n = Vi — Vo € uma transformacao linear satisfazendo n(Ty) = Tz, n(N1) = Ny e a
restricao n|n, : N1 = n(N1) € uma isometria (isto €, (n(wy),n(ws)), = (w1, ws), para todo

wy,wy € Np). Entao, (n(v),n(w)), = (v,w), para todo v € Vi e w € Nj.

Demonstracao: Fixado v € V) escrevemos v = vy, + vy, com vy, € T} e vy, € Ni. Desde
que T; e N; sao subespacos ortogonais, para cada w € N, as hipéteses do enunciado nos

asseguram que

(n(v),n(w))y, = (n(vry) +nlon,),n(w)), = (nvw,); n(w)),

= <UN1’w>1 = <UT1 +UN17w>1 = <U7w>1'
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Teorema 3.7. Seja uma ac¢do por isometrias de um grupo de Lie G em wuma variedade
Riemanniana conexa M. Suponhamos que X € uma subvariedade compacta em M sem
bordo. Entao, em Ty, G/Hx a métrica de Finsler F' associada a dx possui a expressao

4
dt

F(v+bx) = max

exp(tv)x) )

t=0

M

para todo v € g.

Demonstracao: Como X é subvariedade compacta em M, X esté contido em uma vizinhanca
tubular de M da forma exp(V;), onde exp(V:) denota aqui a exponencial Riemanniana de

uma vizinhanca V. definida por
V.={N; NeT,MeN € (T,X)", paraalgum p € X e |[N|y < €}

e,se U={q€ M;dy(q,X) <e}, exply. : V. = U é um difeomorfismo (veja [15], p. 346).

Denotamos dim X = m, dimM = m +n e, para todo z € X, .M = T,X @ (TZX)L.

Fixado z € X, sejam (W, (¢1,...,1y,)) sistema de coordenadas em X centrado em z e

{%, ey %} as bases associadas aos espacos tangentes de . Em uma vizinhanca W’ Cc W
m

determinamos um referencial {%, ce %, Xonit, - - ,Xm+n}, no qual {X,,11,..., Xonin} €

base ortonormal do fibrado normal de W’. Seja entao o aberto V em M dado por
{y € M;y = exp,, (N,) no qual yo € W', N, € (T, X)" e |IN,|l; < e} CU.
A partir disso, consideramos (V, ¥) sistema de coordenadas em M definido por
U(y) = (¥1(Y0)s -+ ¥m(Y0), ams1(Y)s - -+ s Amin(y)),

no qual y = exp, (N,) e Ny =37 | @i j(y) Xonj-

Dadas as geodésicas 07 (s) = exp,(sXm+;), com j € {1,...,n}, temos

L (02)(0) = Xonsys

2. U(oi(s)) = (¢1(x),...,¥m(x),0,...,5,0,...,0) é uma reta ortogonal a ¥(V N X) no
ponto ¥(zx).
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Portanto,

d 4
d\Ijx(Xerj) = d_ (W(O‘%(S))) = <07 71707 70)
8 s=0
Deste modo, obtemos
d o1
= . amj(exp(tv)x) = tl_lgl+ — (W(exp(tv)x), dV,(Xmij))pn
v
— <lim M’d@wp{mﬂ)>
t—0+ t Rn

d

= {(av, | —
(v (5
/d
o\ dt

onde a ultima igualdade decorre do fato de dW¥, estar nas condigoes do Lema 3.6.

exp(tv):l:) , d\I’z(Xm+j)>

t=0

exp<tv>x,xm+j> |
M

R"

t=0

Agora, dado y = exp, (N,) € U, temos exp, (—N,) € U e [[Ny|[ar < & (com [|[Ny|ar =0
sey € X e|[Ny|m # 0sey ¢ X). Nestas condigdes, consideramos o conjunto X x (—¢,¢) e
a aplicagao f : X x (—¢,e) — R definida por

dys (Xeexp(tv)2) se t # 0,

f(27t): K N
H(%h:OGXP(tU)z) HM set = 0.

Mostraremos que a aplicagao f é continua. Para tanto, fixado x € X, seja novamente o
sistema de coordenadas (V, ¥) centrado em x e consideremos ¢ > 0 de modo que a aplicacdo

g:W'x (—t,t) C X x (—¢,¢) — R dada por

2
n a4 (exp(tv)z
oet) = \/Zj:l < +5( tp( ) )) set#0,
7 -~ 2
Vs (] exp(to)z, Xonss)y, set =0,

estda bem definida. Desde que a,,4(z,t) = ap,4j(exp(tv)z) é uma aplicagao diferenciavel com
am;(2,0) = 0 para todo j € {1,...,n}, garantimos a existéncia de B; : W’ x (—1,1) - R

aplicacao diferenciavel no qual a,,+;(2,t) = tB;(2,t) e B;(2,0) = %}t:o am+j(z,t) (veja [8],

p. 30). Deste modo, concluimos que g(z,t) = \/Z?:1 B;(z,t)? é uma aplicagao continua.

47



Observamos entao que f é continua pois f]W,X(_g;) = g. De fato, se t # 0, temos

dp (X, exp(tv)z)
t

Z Am+j (exp(tv) Z)Xm-‘rj

1 1
= 7 Nzl = 5
7j=1

M

S

<Z At (exp(tv) 2) Xyt 5, Z am+j(exp(tv)z)Xm+j>

Jj=1 M

n

S (amﬂ(e);p(tv)Z) ) ’

J=1

e, se t = 0, temos

Z dt
J=1

B dt

j=1

exp(tv)z, Xm+j> Xontj
M

M t=0 M

2

eXp(tU)Z, Xm+j>

t=0 M

A partir da continuidade de f, fixado & > 0, para cada z € X, consideramos 9, > 0 de
modo que (y,t) € B(z,9,) implica |f(y,t) — f(z,0)| < £/2 e ainda denotamos por K(z,d.) o

conjunto aberto em M dado por
{y € M;y = exp,, (N,) com yo € X, dus(2,90) < 6:/2, Ny € (T, X)" e [Nyl < 6./2}.
Sejam entdao {K(x;,d,,);¢ = 1,...,k} subcobertura finita para X e 0 = min;—y__jd,, /2.

Logo, dado y = (y,0) € X, temos (y,0) € K(z;,d,,) para algum j € {1,...,k} e, con-

i
sequentemente, d((y,0), (7;,0)) < d0;/2. Mais do que isso, temos por construcao que

(y.t) € K(x;,6,,) para todo t € (—0,0) e, portanto,

dM((y7t)7 (xj70)) < dM((yat)’ <y70)) + dM((y’O)’ (:L‘jvo)) < 5mj-

Com isso, obtemos

[F(y,t) = Fy, 0) < [y, t) = [, 0)[ + [ f (2, 0) = fly, 0)| <&
Ou seja, |f(y,t) — f(y,0)| < & para todo y € X e para todo t € (—0,0). Deste modo, para

todo t € (—¢,0), concluimos que

sup f(x,t) —sup f(z,0)| <E.
zeX zeX
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Nestas condigoes, escrevemos

dp (X, exp(tv)x)

lim su = lim su x,t) = su x,0
t—0+ a:e)g t t—0+ :1:6)13 f( ) xG)I()' f( )
= sup — exp(tv)x
reX dt t=0

M

Por outro lado, sendo a métrica d,; G-invariante, temos

d tv) X dpr(X t(—
sy B DY) (X explt(-))e)
t—0t zeXx t t—07F zeX t

4
dt|,_,

Por fim, desde que

Além disso,

exp(tv)x,Xm+~> :—<—
ay dt

dy (X, exp(tv)X) = max {sup dy(x,exp(tv)X), supdy (X, exp(tv)x)} ,

rzeX zeX
obtemos
dy(X, tv) X
Flv+bx) = lim ( exp( v)X)
t—0Tt
_ max{ i SWPrex dy(z, exp(tv)X)7 i SWPrex dy (X, exp(tv)w)}
t—0+ t t—0+ t
tv) X dy (X t
= X{ lim sup n (@, exp(tv) ), lim sup (X, exp( v):c)}
t—0t zeXx t t—0t zex t
N
= sup ( exp (tv) >
rxeX

M

Corolario 3.8. Sejam uma acao por isometrias de um grupo de Lie G em uma variedade
Riemanniana conexa M e X = {p1,...,pr} um conjunto finito de pontos isolados em M.

Entao, em Ty, G/Hx a métrica de Finsler F' associada a dx possui a expressao

F(v+bx) = max{[| Ky (po)las, [ Ko (P2)lar, - -5 1Ko (pr) a1}

para todo v € g, onde K,(p;) = &

%’t:() eXp(tU)pi para todo i =1,...,k.
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Proposicao 3.9. Seja uma acao por isometrias de um grupo de Lie G em uma variedade
Riemanniana conexa M. Suponhamos que X € um conjunto compacto em M com bordo 0.X,
onde 0X é uma subvariedade de codimensao 1 (com relagao a M ). Entao, em Ty, G/Hx a

métrica de Finsler F' associada a C/Z\X POSSUL a expressao
d
dt

Demonstracao: O bordo 0X C M é uma subvariedade compacta e, portanto, estd contido

exp(tv):c) 3

Flv+bx) = max

t=0

M

para todo v € g.

em uma vizinhanga tubular U = {q € M;dy(q,0X) < ¢} de M. Sejam dimdX = m,
dim M = m+1 e, para todo z € dX, T.M = T,0X & (T.0X)", onde { X, .1} ¢ 0 vetor normal
de (T.0X)* que aponta para fora de X. Fixado z € 90X, sejam entao (W, (¢, ..., %))

sistema de coordenadas em 0X centrado em x, o aberto V em M dado por
{y € M;y = exp, (N,) no qual yo € W C 90X, N, € (T,,0X)" e |[Ny|lm <€} C U

e (V,¥) sistema de coordenadas em M definido por ¥(y) = (¥1(v0),-- -, Ym(Y0)s Gm+1(y)),
no qual y = exp, (Ny) e Ny = pi1(y) X

Dada a geodésica o,(s) = exp,(sX+1), temos 02,(0) = X;1. Além disso, V(o,(s)) =
(P1(x),. .., ¥Ym(x),s) é uma reta ortogonal a U(V N 0OX) em ¥(z). Portanto,

d

dqj:{: (Xerl) = %

(U(ox(s))) =(0,...,0,1).

s=0

Deste modo, obtemos

D (exp(to)r) = <d\11x<i

dt|,_, dt
/] d
o\ dt

Agora, escrevemos o conjunto U como 9X X (—¢,¢), no qual y = exp, (N,) em U ¢é

exp(tv):c) : d\I’x(Xm+1)>

t=0 Rn

exp(tU)l’, Xm+1 >
t=0

M
identificado ao ponto (yo, || Vy|/a) se v ¢ X, ao ponto (yo, —||Ny|[ar) se y € int X e ao ponto
(y,0) se y € 0X. Seja entdo a aplicagao f : X X (—e,e) — R definida por

das (X ,exp(tv)z) se t 7& 0

t
f(Z,t) = J
max {< E‘tzo eXp(tU)z,Xm+1>M ) 0} se t = 0.
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Mostraremos que a aplicagao f é continua. Para tanto, fixado x € 09X, seja novamente o
sistema de coordenadas (V, ¥) centrado em x e consideremos ¢ > 0 de modo que a aplicagio

g: W x (—t,t) C X x (—¢,¢) — R dada por

M set 40,
g(Z,t) - 4
<E‘t:o eXP@”)% Xm+1>M set =0,

estd bem definida. Desde que a,,11(2,t) = api1(exp(tv)z) é uma aplicagao diferenciavel com
amy1(z,0) = 0, garantimos a existéncia de B : W x (—t,t) — R aplicacdo diferenciavel no
qual ay,41(2,t) =tB(z,t) e B(z,0) = %L:O am+1(2,t) (veja [8], p. 30). Deste modo, g = B
¢ diferenciavel e f(z,t) = max{g(z,t),0} ¢ continua.

A partir da continuidade de f, fixado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(y,t) — f(y,0)] < &

para todo y € X e para todo t € (—d,0) e, consequentemente,

sup f(a,0) — sup f(2.0) < 2
x€0X re0X

para todo t € (—0,0). Nestas condigoes, escrevemos

dy (X, exp(tv)x)

lim sup = lim sup f(z,t) = sup f(z,0)
t—0+ pex t t—0F zedx z€0X
d
= max { sup <— exp(tv)z, Xm+1> ,O} :
x€0X dt t=0 M

Por fim, sendo a métrica d; G-invariante e

4
dt

d
exp(tv)x, Xm+1> = - < o
y dt

t=0 t=0
obtemos
dp(X tv) X
Flo+by) = lim KR
t—0+ t
d tv) X dy (X t
— max{lim sup u(, exp(tv) ), lim sup (X, exp( v)x)}
=0t zeX t =0t zeXx t
d d
= max< sup ( —| exp(t(—v))z, Xpni1 ) ,sup ( —| exp(tv)z, Xy
r€0X dt t=0 M TEOX dt t=0 M
N
( d (tv)x)
= su —| ex
IEBI;{ dt t=0 p

M
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Seja G um grupo de Lie munido com uma métrica Riemanniana (-, -)¢ bi-invariante, isto

¢, dadas L, e R, translacoes a esquerda e a direita em G, temos

<d(L9)eu7 d(Lg)ev)a, 4 = (u, U>G, e = (d(Ry)eu, d(Rg)eU>G,9

para todo g € G e u,v € g. Em particular, para cada v € g e g € G, temos

d d
K,(g9) = — t = — t
(9)= - . exp(tv)g = — . Ry(exp(tv))
e, consequentemente,
d
ol = a7 esen))| = | G| eswien)] =il
t= G

Agora, se X é uma subvariedade compacta em M, para todo z € X, T.M =T,X & (TZX)L
e, assim, K,(z) = KI'(z) + KN(2), no qual KX'(z2) € T.X e KN (2) € (T,X)*.

Proposicao 3.10. Sejam G grupo de Lie conexo munido com wma métrica Riemanniana
(-, )¢ bi-invariante e p : G X G — G agao a esquerda (por isometrias). Se X C G é uma

subvariedade compacta sem bordo, sao equivalentes:
(i) Para todo v € g, existe z € X tal que KI(2) = 0.
(ii) Para todov € g, F(v+bx) = ||v|a-

Demonstragao: Fixado v € g e z € X com K!'(z) = 0, temos

N N
(G o) | (G ewt:) | = ()2 = o
max || —| exp(tv)z —|  exp(tv)z =|l—=| exp(tv)z|| =|v|q-
rzeX dt =0 G dt t=0 G dt t=0 G
Além disso, para todo x € X, temos
(2] o), <[4 ] -
—|  exp(tv)x exp vzl = v]e-
dt|,_ G
Portanto, da Proposicao 3.7, segue que
d N
F(v+byx) =max|/( —| exp(tv)z = ||vlle.
zeX dt =0
G
Por outro lado, se dado v € g temos F(v + hx) = [|v||¢, entdo existe zy € X tal que
d N
2l eptn)n) | =lolle= || exp(tv)z
dt|,_o dt o
= G
Ou seja, KI'(p) = 0. O
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Corolario 3.11. Sejam G grupo de Lie conexo munido com uma métrica Riemanniana (-, -)a
bi-invariante e p : G x G — G agao a esquerda (por isometrias). Se X C G é um conjunto
compacto com bordo 0X, onde 0X € uma subvariedade de codimensao 1 (com relag¢io a G),

entao sao equivalentes:

(i) Para todo v € g, existe z € 0X tal que KI'(z) = 0.
(ii) Para todov € g, F(v+ bx) = ||v]c.

A partir destas formulas, obtemos uma relagao entre as eventuais singularidades do campo

de vetores K e o compacto X C G-

Seja f : M — N uma aplicacao diferenciavel, onde M e N sao variedades diferenciaveis
compactas orientadas e de mesma dimensao. Se y € N é um valor regular de f, entao f~!(y)
¢ finito e ) . F-1(y) S18N, f nao depende da escolha do valor regular y, onde sign,f = 1 se
aplicagao df, preserva a orientacao e sign,f = —1 se df, inverte a orientagao. Deste modo,

definimos o grau da aplicacao f como sendo

deg(f) = > sign,f (deg(f)=0se f~'(y)=0).

zef~y)

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao n (sem bordo), V' um campo de vetores
em M e p € M uma singularidade isolada de V. O indice de V em p é definido da seguinte
maneira: Identificamos uma vizinhanga de p com R™ e consideramos uma esfera S™1(p, ¢)

de centro em p e raio suficientemente pequeno € > 0. O grau da aplicagao

V(q)

fv "7 0 ) = 871, fola) = i

¢ o indice de V' em p e denotado por indV (p).

Estamos agora aptos a enunciar o Teorema de Poincaré-Hopf: Sejam M uma variedade
diferenciavel compacta (sem bordo) e V um campo de vetores diferenciavel em M cujas
(eventuais) singularidades {p1, po, ..., pr} sdo isoladas. Entao,

k

X(M) = " indV (p),

=1

onde x (M) é a caracteristica de Euler de M.
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Proposicao 3.12. Sejam G grupo de Lie conexo munido com wma métrica Riemanniana
(-, Vg bi-invariante e ¢ : G X G — G agao a esquerda (por isometrias). Se X C G é uma

subvariedade compacta sem bordo e x(X) # 0, entao F(v+ bhx) = ||v||¢ para todo v € g.

Demonstragao: Suponhamos que x(X) # 0 e, para cada v € g, seja o campo de vetores
KT definido em X. Entao, pelo Teorema de Poincaré-Hopf, Zle indK7(p;) # 0, onde
{p1,p2,...,px} sdo as singularidades de K. Deste modo, esta implicito a existéncia de

singularidades para o campo K. Da Proposigao 3.10, concluimos o desejado. a

Corolario 3.13. Sejam G grupo de Lie conexo munido com uma métrica Riemanniana (-, g
bi-invariante e p : G x G — G agao a esquerda (por isometrias). Se X C G é um conjunto
compacto com bordo 0X, onde X € uma subvariedade compacta de codimensao 1 (com

relagio a G) com x(0X) # 0, entdo F(v+ bx) = ||v|l¢ para todo v € g.

3.3 Outros exemplos

3.3.1 Exemplos no toro plano
Para o que vem a seguir, precisamos de alguns fatos gerais sobre curvas.

Definigao 3.14 (Curva plana fechada simples). Uma curva plana fechada € uma curva
parametrizada reqular o : [a,b] — R? tal que « e todas as suas derivadas coincidam em a e
b. Dizemos que o € uma curva simples se a nao possui outras auto-intersecoes, isto €, se

t1,ty € [a,b) com ty # to, entao a(ty) # a(ts).

Seja a : [0,]] — R2, a(s) = (z(s),y(s)), uma curva plana fechada parametrizada pelo
comprimento de arco. Como s é o comprimento de arco, o vetor tangente (z'(s),y'(s))
¢ unitério e, consequentemente, a aplicacao ¢ : [0,I] — R? dada por t(s) = (2/(s),y/(s))
define uma curva diferenciével cujo traco esta contido na circunferéncia unitaria de R?. Seja
entdao 0(s), 0 < O(s) < 2m, o angulo que (s) faz com o eixo z, isto é, 2/(s) = cosf(s) e
y'(s) = sinf(s). Conforme variamos s, o valor #(s) define uma funcdo que, intuitivamente,

mede a rotagao total do vetor tangente, ou seja, o angulo total descrito pelo ponto 6(s) a
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medida que percorremos a curva « de 0 a [ (veja [7], p. 42-43). Desde que a é fechada,
este angulo é um miltiplo inteiro de 27. Este niimero inteiro é chamado indice de rotacao
da curva « e ele muda de sinal quando mudamos a orientacao da curva. A partir disso, o
Teorema do Indice de Rotacdo nos diz o seguinte: o indice de rotacdo de uma curva plana
fechada e simples é +1 com o sinal dependendo da orientacao da curva.

Sejam agora a aplicagao translagao T, : R? — R? T, .(x,y) = (z + m,y + n), onde
m,n sdo inteiros, e a relagao de equivaléncia em R? que identifica os pontos (z,y) e (1, 1)
se existem inteiros m,n tais que T, (7, y) = (x1,y1). O espago quociente de R? por esta
relagao de equivaléncia é denotado entao por T' = R?/Z?. Em cada quadrado unitério aberto
cujos vértices possuem coordenadas inteiras, existe apenas um representante de cada um dos
elementos de T e, consequentemente, 1" pode ser pensado apenas como um quadrado fechado

com os lados opostos identificados.

A partir da estrutura diferencidvel de R? e a aplicacao projecio 7 : R> — T', onde 7(x,y) =
{Tn(x,y); m,n sdo inteiros}, induzimos uma estrutura diferenciavel e Riemanniana em 7,
na qual 7 é isometria local. Com isso, o produto interno em 7T é essencialmente o produto
interno usual de R? e, munido com esta métrica, 7' é chamado de toro plano (ou toro flat).
Logo, para pontos p, g € R? suficientemente préximos, a funcao distancia associada a métrica
de T ¢ dada por dr(7(p),7(q)) = dr2(p, q). Ainda, se p,q € R? sdo pontos no interior de um
quadrado unitario fechado cujos vértices possuem coordenadas inteiras e p + ¢ permanece no
interior deste quadrado, identificamos 7 (p) = p, 7(q) = p e 7(p + q) = p+ ¢. Em particular,
como a métrica Riemanniana de R?, enquanto um grupo de Lie, é bi-invariante, o mesmo

vale para a métrica Riemanniana induzida no grupo de Lie 7.

Agora, dada a agao transitiva por isometrias ¢ : R? x R? — R2, ©(p, q) = p+ ¢, definimos

a acao transitiva por isometrias ¢ : R? x T'— T dada por ¥ (p,7(q)) = 7o ©(p, q).

Proposicao 3.15. Sejam T o toro plano e a acdo transitiva por isometrias 1 : R> x T — T

dada por ¥ (p,q) = mo p(p+ q).

a) Seja Y compacto em R? tal que Y estd contido no interior de um quadrado unitdrio
J
fechado cujos vértices possuem coordenadas inteiras. Entao, X = w(Y') é um compacto

em T e a métrica de Hausdorff intrinseca dx em T coincide com dr.
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(b) Seja C' conjunto aberto de R? (cujo bordo € o trago de uma curva plana fechada sim-
ples) tal que C' estd contido no interior de um quadrado unitdrio fechado cujos vértices
possuem. coordenadas inteiras. Entio, X =T — w(C) € compacto em T e a métrica de

Hausdorff intrinseca dx em T coincide com dr.

(c) Seja Q o interior de um quadrado fechado de R?. Suponhamos que Q estd contido no
interior de um quadrado unitdrio fechado (de lados paralelos aos lados de Q) cujos
vértices possuem coordenadas inteiras. Entao, X = T — 7(Q) é compacto em T e a

métrica de Hausdorff intrinseca c?X em T é a métrica de Finsler obtida da norma
F(v) = max{|v], |va|}
para todo v = (vy,v9) € gy = R2.

Demonstragao: Observamos que, para os compactos X C T dos itens (a), (b) e (¢), os
elementos em R? que fixam X sao do tipo (m,n) com m,n inteiros. Logo, Hx = T e

R?/Hx =T, onde I ¢ o subgrupo de R? dos elementos que possuem coordenadas inteiras.

(a) O conjunto compacto Y esté contido em um aberto U de R? tal que 7 : U — 7(U)
¢ uma isometria. Logo, fixado p suficientemente proximo de (0,0), temos p+Y € U e
dur2(Y,p+Y) =dur(X,p+ X). Isto conclui a prova do item (a).

(b) O bordo de C' coincide com o bordo 0X de X (veja Figura 3.1) e, sendo X compacto

em T com 0X suave de dimensao 1, segue da Proposicao 3.9 que
d
dt

Mostraremos que existe py € 0X tal que

4
dt

Para tanto, seja K, o campo de vetores em 7' (invariante & direita) definido por

)= 1oy

)

T

exp@v)x)N

t=0

para todo v € R2.

exp(tv)po.

N
d
eXp(tv)po> = —
t=0

dt

t=0

exp(tv)p.
t=0




T

Figura 3.1: Traco de uma curva plana fechada simples delimitando um aberto C' em R? e

compacto X =T —w(C) em T.

Desde que 7 é uma isometria local, temos que campos invariantes em 7' estao localmente
identificados & campos invariantes (constantes) em R?. Logo, K,(p) = y € R? para todo
p € T e, portanto, K, forma um angulo constante § com relagao ao eixo x. Agora, a rotacao
total do vetor tangente (e do vetor normal) da curva plana fechada simples que compde o
bordo de X é 2w. Escolhemos entao py € 0X tal que o dngulo do velor normal de py com
relagao ao eixo x é #. Com isso, y estd na mesma reta suporte do vetor normal de py, isto é,

K,(po) =y € (T,,0X)N. O resultado segue do Corolario 3.11.

(c) Sejam @ o interior de um quadrado fechado de vértices a, b, c e d e lados L p, Lo ¢, Log
e L.q correspondentes a esses vértices. Identificamos @ e 7(Q) em T (veja Figura 3.2).
Fixamos p = (p1,p2) € R? de modo que p + @ permanece no interior do quadrado fechado
unitario que contém ). Entao, dado z € X =T — @), temos que = € p + () é equivalente a

xr ¢ p+ X e, consequentemente,
dpz(z, T — (p+Q)) =dr(z,p+ X)#0 se,esdése, z€p+Q.

Para fixar ideias, escolhemos py,ps > 0 suficientemente pequenos tal que (p + @) N Q # 0.
Logo, LeaN(p+ Q) #D e LyaN(p+ Q) # 0. Existem pontos 2% = (2{,25) € L.aN (p+ Q)
ez’ = (24, 28) € LyaN (p+ Q) tais que

dp(2",p+ X) = dp2(2",p + La) = dp2(2*,p + Lea) = |pal,

dr(2,p+ X) = dp2 (2", p + Layp) = dg2(2", p + Lya) = |pal.
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Além disso, para todo x € X, verificamos
dp(z,p+ X) < max {dr(2*,p + X),dr(z",p + X) } = max {|p1], [pa|} -

Logo, sup,¢x dr(x, p+X) = max{|p1|, [p2|}. Analogamente, sup,.y dr(X, p+z) = max{|p1], |p|}
Com isso, dx((0,0), (p1,p2)) = max{|pi1|, |p2|} e o resultado segue. O

gl i ]

p+o

Figura 3.2: Quadrado aberto () com vértices a, b, c e d, compacto X =T —() em T e quadrado
p + @ com parte hachurada X N (p + Q).

3.3.2 Exemplos no plano hiperbédlico

Seja o semiplano superior R? = {(z,y) € R?* y > 0} com a métrica da geometria nao
euclidiana de Lobatchevski, isto é, se s : U C R? — H? é um sistema de coordenadas locais em
torno de p € H?, com s(x1,22) = q € s(U) e %(q) = ds(e;), onde e; sdo os elementos da base
candnica de R?, entao g;;(x1, 22) = (a%i(q), %(q))Hz com gi; = goo = 1/73 € g12 = go1 = 0.
Adotamos este modelo para o plano hiperbélico H?, no qual as geodésicas sao as semirretas
verticais e as semicircunferéncias com centro euclidiano no eixo z. As circunferéncias em H?
possuem o mesmo trago das circunferéncias no plano euclidiano, com excecao de seu centro

hiperbélico ser deslocado para baixo quando comparado ao centro euclidiano.

O grupo I(H?) das isometrias de H? ¢ formado por todas as aplicagdes que sdo restrigoes
de aplicacoes conformes em R? que levam H? sobre si mesmo. As aplicagoes conformes em

R?, por sua vez, sao constituidas via composigao de isometrias, dilatagoes (homotetias) e
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inversoes, no maximo uma de cada (veja [8], p. 187). Por uma inversdo (em um ponto
po € R?) entendemos a aplicagio definida por

P —Do

= ————+po, pPE R? — {po} (3.5)
HP—POHE@

Invy, (p)

Geometricamente, temos que Inv,, deixa fixa a circunferéncia de raio 1 com centro em pg e
permuta entre si as regides interior e exterior a tal circunferéncia. Em particular, Invio éa
aplicagao identidade em R? — {po}.

Consideramos o subgrupo de I(H?) gerado por composigoes entre dilatagoes e translagoes
na primeira coordenada. Este subgrupo age de modo transitivo em H? e se g ¢ um dos seus
elementos, entao g é a composicao de uma tunica dilatacao D e uma tnica translagao na
primeira coordenada T', ou seja, g = T'o D. A partir disso, escrevemos g = (t,d), com d > 0,

1

onde e = (0,1) é o elemento neutro e g=' = (—t/d, 1/d) o inverso de g. Consequentemente,

esta acao transitiva por isometrias passa a ser representada por
o :H? x H?> — H?, (g, (21,22)) = g(x1,22) = (dxy + ¢, dxs).

A partir de agora, nosso objetivo consiste em calcular dx e dx considerando a acao acima
e alguns compactos especificos em H?. Destacamos que, para todo X C H? compacto, a
métrica de Hausdorff dy é uma métrica H2-invariante definida no espago homogéneo H?/Hx,

com Hyx = {e}, que identificamos com o préprio H2.

Dados x, y pontos em H?, denotamos a abscissa de = por z; e a ordenada de z por x5, isto
¢, v = (x1,x2). Dizemos entdo que z < y se x5 < Y2 €, €aso Ty = Ya, s¢ o1 < y;. Além disso,
se W ¢é o traco de uma curva qualquer em H?, dizemos que < W quando a reta vertical que
contém x intercepta W e x < zy para todo zy nesta intersecao. Analogamente, estendemos
para os casos >, < e 2.

Sejam p um ponto em H? e v(s) = (ty,s), com s € (0,+00), parametrizagao de uma
reta vertical de abscissa ¢y nao contendo p. Existe um (tnico) ponto sy € (0,400) tal que
dyz(p,(s0)) < dyz(p,(s)) para todo s, ou seja, dgz(p, ) = duz(p,v(s0)) (veja [7], p. 427).
Além disso, se o, : [0,a] — H? é a geodésica que liga p a v(sg), entao oy, é perpendicular
a v (ou seja, (v'(so), 0%, (a))m2 = 0). Agora, se 0, denota a geodésica que liga p a (s),

determinamos uma familia de curvas vizinhas de o, ou seja, ao par (p,), associamos a
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aplicacao diferenciavel

Fi(0,400) x [0,0] = H,  f(s,) = 0,(¢).
A aplicagao f é uma variacao de o, e a curva transversal desta variacao é a curva para-
metrizada diferencidvel f; : (0, +00) — H?, com t € [0, a| fixado, dada por fi(s) = f(s,t).

O vetor velocidade desta curva transversal em s = 0, V (t) = %(O,t), ¢ um campo vetorial

diferenciavel ao longo de o,, chamado de campo variacional de f com relacao a curva og,.

O comprimento de cada curva o, é representado pela fungao L, , : (0,400) — R definida

por L, (s) = du2(p,v(s)). Em termos da aplicacdo f, ainda escrevemos

L) = [ |5

ot
e, consequentemente, a fungao energia é dada por

Bl = [ |5

t
Ot (57 )
Desde que |—g{(s,t)| = _dgts

(s,t)‘ dt, s € (0,400),

2
dt, s e (0,+00).

= constante para todo s € (0, +00), temos L, (s)* = aE,,(s)

para todo s € (0, +00).

Estamos interessados em determinar a variacao do comprimento de o, a partir de sg.

Para tanto, sejam o, e 05, geodésicas com s; < sy < Sy. Entao,

(V' (s1), 05, (@))me <0 < (¥ (s2), 05, (a))e2

Nestas condigoes, mostraremos também que

(V'(s2), 05, (a))me = (V' (s1), 05, (a))me | se, e 86 se, dy2(p,7(51)) = di2(p, 7(s2))-

De fato, observamos que sy < s # s3 se, e s6 se, 0 < (¥/(s),0.(a))m2 # (V'(s2), 0%, (a))me.
Seja entao Inv,, —a aplicagao inversao de o, isto €, a aplicagao de R? que deixa fixa a
circunferéncia de raio sg e centro (ty,0) contendo o, e permuta entre si suas regides interior
e exterior. Deste modo, a curva Inv,, o+ possui o mesmo trago de 7, mas com orientagao
invertida. Em particular, Inv,, oo (a) estd sobre 4. Portanto, Inv,, oo, ¢ uma geodésica
com origem em p coincidindo com alguma geodésica o; (sp < §) da variacdo f tal que
(7 (51), 0y (@) = (7/(5), 0%(@))z. Logo, se ((s2), ol (@))z = (3 (s1), o (@)}, entao

5 = s9. Por sua vez, a volta segue como consequéncia da proposicao abaixo.
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Proposigao 3.16. Sejam p um ponto em H? e v(s), s € (0,+00), uma reta vertical nao
contendo p. Se a fungio L, : (0,400) = R, L, (s) = dm(p,7(s)), assume valor de

minimo em sq, entdo L, . € decrescente em (0, so) e crescente em (sg, +00).

Demonstracao: Sejam y(s) = (ty, s) e a variacdo f(s,t) = o4(t). Notemos que f,(s) = v(s).
Além disso, fixados s; < sy < sz, se V! e V2 denotam os campos variacionais de f com
relagao a o, € 0y,, temos V1(a) = +/(s;) e V*(a) = +/(s2). Pela féormula da primeira variagao
de energia de uma curva (veja [8], p. 215), obtemos E/_(s;) = 2(7/(s:),0%,(a)) g, @ = 1,2.
Como s; < 89 < Sy, temos £, _(s1) < 0e E]_(sz) > 0. Com isso, a fungdo E,, cresce a

partir de sg e, da igualdade L, . (s)* = aE,,(s), concluimos o mesmo para a funcao L. O

Outras informagoes relevantes sao obtidas, por exemplo, quando consideramos x, z pontos
em H?, v reta vertical nao contendo x,z e 0,,0, : [0,a] — H? as geodésicas que minimizam
as distancias de x,z a 7. Estas geodésicas estao sobre arcos de circunferéncias de mesmo
centro euclidiano e, se r,,r, denotam os raios euclidianos de tais circunferéncias, a dilatacao
p— :—; -p, p € R?, leva a circunferéncia de o, na circunferéncia de o,. Deste modo, se z < z

com z,z em uma mesma reta vertical, o arco ligando = - x a 0.(a) contém o, ou seja,
xT

dyz(x,7y) > dgz(z,7). (3.6)

Além disso, se z < x possuem abscissa menor do que a abscissa da reta vertical v e z, z estao

em uma mesma reta horizontal, o arco ligando = - z a 0.(a) esta contido em o, ou seja,
x

dyz(z,7y) < dg2(z,7) (3.7)

(veja Figura 3.3).

Sejam p um ponto em H? e t a abscissa de uma reta vertical em H2. A medida que
variamos t, o lugar geométrico dos pontos que minimizam a distancia de p a reta satisfaz a
equagao de uma hipérbole. De fato, suponhamos sem perda de generalidade que p = (0,b) e
que a representa o raio euclidiano da geodésica que minimiza a distancia de p a reta. Entao,

(t,a) é o ponto sobre a reta onde a distancia minima ocorre e a* = b? + t2, ou seja,

a? 2

b2 b2
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Figura 3.3: Comparacao entre dy2(z,7) e dy2(z,7).

Tal lugar geométrico associado a um ponto qualquer z € H? determina uma curva (hi-
pérbole) s € R + h,(s) € H? que serd denotada por h,. Podemos sempre considerar uma
parametrizacdo para h, de modo que h,(0) = x. Além disso, se 7 é uma reta vertical, existe
t, € R tal que hy, Ny = {hy(t,)} e, portanto, dg(z,7v) = dmz(x, hy N 7y) = dpe(z, hy(t,)).

Dessa forma, escrevemos h,(t,) para representar o ponto da intersecao h, N ~.

Pela Proposicao 3.16, segue entao que o comprimento das geodésicas que ligam um ponto
r € H? a pontos em uma reta vertical v é crescente a partir de h.(t,). Mais precisamente,

dados y, z pontos em 7, se y < z < hy(t,), entdo
dy2(x, hy(ty)) < dgz(z, 2) < dye(z,y) (3.8)
e, se hy(t,) <y < z, entdo

dyz(x, hy(t,)) < dz2(z,y) < dgz2(z, 2). (3.9)

Outra propriedade importante é que as hipérboles sao preservadas por isometria, ou seja,
dados x = (71, 73) € H? e uma isometria g = (¢,d) € H?, temos

ghy = hy,. (3.10)

Para uma prova, basta observarmos que circunferéncias euclidianas centradas no eixo x sao
levadas por g em circunferéncias euclidianas também centradas no eixo x. O mesmo vale

para g € I(H?) onde g é uma reflexao em torno de uma reta vertical.

62



No intuito de estabelecermos algum critério para o calculo da distancia de Hausdorff em

diferentes conjuntos de H?, a proposiciao abaixo é elementar.

Proposicao 3.17. Seja x um ponto qualquer em H?.

(a) Sejam 2%, 2% pontos em H? sobre wma mesma reta vertical v, com x* < x°, e x¢ ponto

médio de x®, 2" (isto é, 1 estd sobre a reta vertical e dyz (2%, ¢) = dge (2, 2°) ). Entao,

dyz (7, 2%) = dyz(z,2°)  se hy(t,) = 2,
diz (z,2%) > dg2(z,2°)  se hy(t,) > ¢,

diz (2, %) < dyz(z,2°)  se h,(t,) < a¢.

Equivalentemente, se C' é a semicircunferéncia (euclidiana) em H? que contém z¢ e é
ortogonal a reta vertical de x¢, dy2(x, 1) = dg2(x,2°) se x € C, d2 (1, 2%) < dy=(z, 2°)
se & estd no interior de regido delimitada por C e dyz(x,2%) > dyz(x,2°) se x estd no

exterior.

(b) Sejam z%, x° pontos em H? sobre uma mesma reta horizontal (euclidiana), com x% < a8,

e z¢ ponto médio (euclidiano) de x*,x°. Entao,

dy2 (7, 2%) = dg2 (7, %) se 11 = a5,
dyz (v, 2%) > dge (2, y°)  se 11 > a5,

dy2 (7, %) < dgp2 (2, %) se 1 < 5.

Demonstragao: (a) Consideramos a semicircunferéncia C, ;) de H? que intercepta a reta
vertical y precisamente no ponto h,(t,) e é ortogonal com relagao a esta reta. Se h,(t,) = z°,
entao a aplicagao inversao com relagao a Cp, () leva o ponto x* no ponto 2% e, portanto,
di2 (2, %) = dgz2(z, 2°). Por outro lado, se h,(t,) > x¢, temos duas possibilidades: h,(t,) > z°
ou z¢ < h,(t,) < zb. Na primeira, por (3.8), temos dyz(z,2%) > dyz(z,2°). Na segunda, a
aplicagao inversao com relagao a Cj, .y leva o ponto % em um ponto de vy acima de 2° e,
por (3.9), temos dgz(x, %) > dg2(x, 2°). Analogamente, se h,(t,) < z¢, também temos duas
possibilidades: h,(t,) < 2% ou 2% < h,(t,) < z°. Em ambas, dg:(z,2%) < dg(z, 2°).

(b) A reflexao em torno da reta vertical de z¢ ¢ uma isometria de H? e, portanto,

dy2 (v, %) = dge(z,y°) se 1 = x¢. Seja Sgz(x, dgz(7,2%)) a circunferéncia hiperbolica de
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centro z e raio dgz(z, %) e denotemos por T seu centro euclidiano, no qual &1 =z e To > s.

Notemos que se z; < z¢, entao xb
1

nao pertence a circunferéncia euclidiana de centro T e
raio dg:(Z,2%), ou seja, x° ¢ Sge(x, dy2(z,2%)). Portanto, dyz(z,2%) < dy=(z,2%). A outra

desigualdade segue de maneira anéloga. O

Sejam r% < 2 pontos em uma mesma reta vertical. A distancia euclidiana entre os

pontos hga(t) e hyo(t) é dada pela diferenga entre os raios das semicircunferéncias que contém

b

as geodésicas que minimizam a distancia de x® e x” com relagao a reta vertical que contém

hya(t) e h(t). Explicitamente, suponhamos sem perda de generalidade que 2% = (0,a) e

2® = (0,b). Entdo, esta diferenca (euclidiana) é expressa por v/b2 + t2 — /a2 + t2. Por sua

vez, a distancia hiperbolica entre ha(t) = (t,va? +t2) e hyo(t) = (L, Vb2 +12) &

VR N
diz2 (haa (1), ho () = / “ds=1n ( /in;‘> '
a

Va8
Deste modo, quando ¢ tende ao infinito, dyz(hga(t), hee(t)) tende a zero, pois

b — a?

VB +12 — Va2 + 2 = :
VO + 82+ Va® + 12

Além disso,
0 t t

_thxat,hxbt: - .
g (e (1), hos (1) = i = e

Logo, a variagao de dyz(hye(t), h,s(t)) € positiva se ¢ < 0, nula se ¢ = 0 e negativa se t > 0.

Ou seja, dyz(hga(t), hyo(t)) decresce a partir de t = 0. Em particular, para todo t # 0, temos

dgg> (hga (1), has (1)) < dyg2 (2%, 2°). (3.11)

Agora, se 2% = (2¢,23) e 2° = (25,25), dado g = (¢,d) € H?, d > 0, escrevemos y¢ := ga® =

(dz$ + t,dzd) e yb = ga® = (dxb + t,dxh). Logo, y5/x% = y5/x = d > 0 e, da desigualdade
(3.11), se y* > hga, entdo y® > h,. Em particular, y° e y° estdo em uma mesma reta vertical

com y* <y’ e dyz(a®, 2") = dy2(y*,y") com v /ys = x5/xg > 1.

Lema 3.18. Sejam x = (z1,12) ey = (y1,y2) pontos em H? com x1 # y,. Entdo, a expressao
da distancia hiperbolica entre x e y em termos de suas coordenadas é dada por

o)

dg2(z,y) = In (
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onde

V(@ =)+ @293 + 43y — )2+ (o — )P+ 2l — 8
A(.f,y) - 9
2ys(y1 — 1)

225(y1 — 71)

Blew) = V(=@ —y1)? + (23 — 43))? + dad(yr — 21)? — (— (21 — y1)? + 23 — yg)

Demonstragdo: Seja C a circunferéncia (euclidiana) em R?, com centro de abscissa 0, con-
tendo os pontos x e y. Denotamos por r; o raio de C] e inicialmente vamos supor que o
centro de C; ¢ (0,0). Consideramos também uma circunferéncia Cy em R? tal que Cy possui
raio 7y = 211 e centro p = (r1,0). Se Invy representa a inversdo da circunferéncia de raio
unitéario e centro (0,0) conforme em (3.5), as inversoes com relagdo as circunferéncias Cy e

Cs sao descritas, respectivamente, por

Invy(2) = rilnvg(z), 2z € R*—(0,0),

z—(r1,0
IIlVQ(Z) = 47”% ||i — (£110)|)|)2 + (7’1,0), z € RQ — (T1,0>.
) R2

Se C1(t) = (ry cos(t), 1 sin(t)), t € (0,7), entao

Tnvs 0 Cy (1) = (—7"1, 2y sin(t) ) .

(1= cos(t))

Logo, Invy(z) € um ponto sobre a reta vertical que passa por —p. Associamos entdo a = o
triangulo retangulo de vértices —p, p e Invy(x), cujo dngulo no vértice p denotamos por «,.
Além disso, no triangulo de vértices (0,0), p e z, denotamos por (3, o dngulo complementar

com relagao ao vértice (0,0) (veja Figura 3.4).

As inversoes de C e Cy sao isometrias em H? e, portanto, dy2 (z,y) = dyz (Inve(z), Invy(y)).
Desde que 8, = 2ay, 5, = 2a, (os tridngulos de vértices (0,0), p, z e (0,0), p, y sdo isésceles),
concluimos também que

dy (2, y) = In (taﬂy) —In (M) |

tan oy, tan(5,/2)

Além disso, temos
T2 T2

tan(8,/2) = - , (3.12)

=T/t al—
Yo VUit Y+t
tan(B,/2) = = . (3.13)
’ VY= Y2
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Inv:2 (x)

Figura 3.4: Circunferéncias C, Cy e triangulo retangulo de vértices —p, p e Invy(x).

Observamos que os valores de tan(3,/2) e tan(/,/2) sao dados em termos das coordenadas
dos pontos z,y € C;. Porém, precisamos determinar tais valores com relagao a semicircunfe-
réncias contendo x e y nao necessariamente centradas na origem. Mais precisamente, sejam
x,y pontos de H? sobre uma semicircunferéncia com centro euclidiano z = (z1,0). Em coor-
denadas complexas, z + & = 2Re(x), onde = = 1 + iz e T é o conjugado complexo. Entao,
da igualdade ||z — z||7. = ||y — 2|2, temos (z—2)(Z—2) = (y—2)(§— 2) e, consequentemente,

_ Iyllz — |zl _
(y+9) — (v +7)

Com isso,

—2* +zy + 2y — |lylZ _ Y —ay — Ty + )2

S (YR iy s (g g

Notemos que —(z1 —y1)? + 23 — y32 +i229(y1 — 1) € (w1 —y1)? + 22 — y3 +i2ys(y1 — 1) tém os
mesmos argumentos de x — z e y — z, respectivamente. Entao, se 5, é angulo complementar
ao argumento do complexo x — z, da igualdade (3.12), escrevemos

2x2(y1 — 71) '
V(=1 —y1)? + (23 — 13))? + 423 (y1 — 21)? — (— (21 — 1)> + 23 — 13)

tan(3,/2) =
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Analogamente,

V@ —y)?+ (@3 —13)? + 43 — 1) + (21— 1)® + 23 — 3
2y2(y1 - 561)

tan(B,/2) =

Proposigao 3.19. Sejam X = {2 2} e Y = {y%,¢*} em H?, com 2* < 2° em uma mesma

reta vertical e Y = gX para algum g € H2. Entdo, dys(z%,y*) > dg(2°,y°). Além disso,

d2 (2%, y°) = dg2 (2%, y*)  se y§ = 3,
d2 ($aa yb) > dpe (xb’ya) se yg > x%v

d2 (2%, %) < dg2 (2%, %) se y§ < 28,

Demonstracdao: E suficiente considerarmos o caso em que os pontos de X possuem abscissa
Oeg=(t,d) € H* d >0, com t > 0.

Mostraremos primeiro que dgz (2%, y%) > dz(2°,3°). Para t = 0, dy=(2%,y*) = dgz(2°, ).
Seja entdo t > 0 e denotemos por g; a aplicagao dilatacao dada por y5/ys = ab/x% > 1.
Logo, g12* = 2%, q1y® = ((q1y*)1,95) e dm2(2%, g1y?) = dp2 (2, y*). Deste modo, os pontos
Y’ e g1y® estdo em uma mesma reta horizontal com z¥ < y® < g1y e, pela Proposicao 3.17,
dy2 (2%, 9°) < dg=(2°, g1y?).

Na segunda parte da proposicdo, o caso y¢ = 22 implica y§ = 2} e, portanto, segue via
reflexdo com relagdo a reta vertical equidistante (em relagdo a métrica euclidiana) as retas
verticais que contém x? e y®. Por fim, é suficiente verificarmos que dg2 (2%, y°) > dge (2%, )
quando y§ > z§. A condigao y§ > x5 implica d > 1 e, portanto, o caso t = 0 é imediato.

Agora, sejam t > 0 e z* = (0,1), 2° = (0,b), y* = (t,d) e y* = (t,db). Entdo, pelo Lema

3.18, temos
2
Bz, y") = ! :
V(1= 0% + 42 — (—12 + 1 — d2b?)
Al ) V(2 + (1= d?0?))? + 4d20 12 + 2 4+ 1 — d?b?
zhy) = :

2dbt
Sendo (t2 + (1 — d?b?))? + 4d?b*t? = (—t* + (1 — d?b?))? + 412, obtemos

A(l’a,yb) B t2 +1 —l—d2b2 + \/(—t2 + (1 _ d262>)2 —|—4t2
Bz, y®) 2db '
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Por outro lado,

Bz ) = o2bt
’ V(=2 + (02 — d2))2 + 4022 — (—12 4+ 12 — a2’
12+ (b2 — d2))2 + 4d?t2 + t2 + b% — d?
A(:Ub,ya) _ \/( + ( )) + + 17+ ‘

2dt
Sendo (t* + (b* — d?))* + 4d*t? = (—t* + (b* — d?))? + 4b*t?, obtemos

Al y®) 20+ d + (2 + (02 — d?))” + 46
B(at,y") 2db |

Mostraremos que
Al y") Al y")
Bz, y?) = Blab,y*)
De fato, por hipétese, temos b,d > 1 et > 0. Além disso, valem as igualdades (b*—1)(d*>+1) =
(B2 —d?) + (B*d®> — 1), (B +1)(d* = 1) = (d* = b*) + (B*d* —1) e (0 = 1)(d* — 1) = — (B> +d?) +
(b*d*+1). Assim, da primeira igualdade, se b < d, entao (b*d>—1) > —(b*—d?). Da segunda,
se b > d, entao (b?d*> — 1) > (b* — d?). Da terceira, ainda obtemos (b*d* + 1) > (b* + d?).

Com isso,
(=2 + (1 — d*0®)* + 42 = t* + 2631 + d?0%) + (1 — d*b?)?
> 202 (02 + d*) + (B — d*)?
_ (—t2 + (62 o d2))2 —|—4b2t2,
donde segue o desejado. Portanto, dgz(x?, 3°) > dg2(2°, y?). O

Proposigao 3.20. Sejam x = (z1,22) e y = (y1,y2) pontos em H?, com z1 # y1, € Y, Yy aS

retas verticais que contém x ey, respectivamente. Se ys = xo, entao
Em particular, a igualdade ocorre quando y, = x5.

Demonstragao: Sejam o ponto z = (11,%2) € 7, e g € I(H?) a reflexdo com relagao a reta
vertical equidistante a 7, e v, (em relagdo a métrica euclidiana). Logo, z = gy, §7. = v, €
h, N5, = g(hyN7,) (veja (3.10)). Entao, dgz(y, hy N7y.) = dgz(z, he N7y)) < diz(z, he N7,

onde a tltima passagem é devido a (3.6). O
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Sejam X = {z¢, 2%} em H?, com 2% < x° em uma mesma reta vertical, e x¢ o ponto médio
de 2% 2" (isto é, 2¢ esta na reta vertical que contém X e satisfaz dy: (2%, 2¢) = dg=(2°, 2°)).
Sejam também Y = {y*, y°}, com Y = gX, g = (¢,d),d > 0, e o ponto médio y¢ = gz°. Sem
perda de generalidade, escrevemos 2% = (0,a),2” = (0,b) e 2 = (0,¢). Notemos entdao que

a dilatagdo de constante c¢/b leva z°

em z¢ e ¢/b-x° = x* Isto &, vale a rela¢do ¢/b = a/c.
Seja agora C'(s) = (ccos(s), csin(s)), s € (0,7), a circunferéncia ortogonal a reta vertical que
contém X no ponto z¢. Deste modo, a elipse E°(s) = (ccos(s), bsin(s)) descreve a trajetoria
do ponto y° quando y® percorre C. Por outro lado, a elipse E%(s) = (ccos(s),asin(s))

descreve a trajetoria do ponto y¢ quando y° percorre C' (veja Figura 3.5).

Figura 3.5: Circunferéncia C, hipérboles hga, b, e elipses B¢, EP.

Proposigao 3.21. Sejam X = {z% 2} e Y = {y%,4*} em H2, com 2* < 2° em uma mesma

reta vertical, Y = gX para algum g € H? e ¢, y° pontos médios de X eY, respectivamente.
(a) Se y° estd no interior da regiao delimitada por E® ou y¢ > hga, entdo
du(X,Y) = dg2 (2, y*).
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(b) Se y© estd no exterior da regiio delimitada por E® € y¢ < hga, entdo

(X Y) = dy=(27,y%)  se 5 > a5,
di (2, y)  se ys < 5.
Demonstragao: (a) Se y° < E° entdo y* < C e dy2(X,y*) = duz(2% y*). Sabemos que
dig2 (2%, y®) < dy=2 (2%, y*) (veja Proposicao 3.19) e o caso dgz(X, yp) = dp2(, yp) N0 precisa
ser analisado. Além disso, dg2(X,y®) = dg2(2%,4°) ocorre quando y* < C. Neste caso, temos
Y° < hga e dy2 (2%, 9°) < dy2 (2%, y®) (veja Proposicao 3.17). Por outro lado, sendo y¢ < hys,
temos dy2(2°,Y) = dy2(2%,9°) e dy=(2%,Y) = min{dge (2%, y*), dg= (2%, 1)} < dgz(2?, y?).
Logo, dy(X,Y) = du2(Za, Ya)-

Agora, se y° > hge, temos que y° estd no exterior da regiao delimitada por E¢ e,
portanto, y° estd no exterior da regiao delimitada por C. Logo, dg2(X,3°) = dg=(x°, ).
Mais, dy2(X,y*) = min{dg: (2%, y?), dg2(2°, y*)} < dw2(z%, y*). Por outro lado, temos que
dy2(2%,Y) = dg2 (2%, %) e dg2(2°,Y) = min{dg2 (2%, y*), dg= (2°,y°)} < d=(2?,9*). Portanto,
dr(X,Y) = dg2(2a, Ya)-

(b) Se y° esta no exterior da regiao delimitada por E?, entdo ¢ e 3 estdo no exterior da re-
giao delimitada por C. Logo, dg2(X,y%) = dg=(2°, y?) e dy= (X, 3°) = dg= (2, y°) < dpg2 (20, )
(pois y¢ < hga). Por outro lado, dgz(2%,Y) = d=(2%1°) e dg(2°,Y) = dg(2°,9°) <
diz (2, y?) (pois h,s > x.). Notemos, por fim, que y5 > =5 implica dye(z®,y") > dy2 (2, y*)

e y$ < x5 implica dy2 (2%, 1°) < dg(2®, y?). O

Proposigao 3.22. Seja o compacto X = {x%, 2%} C H? com ¢ < x2° em uma mesma reta
vertical. Entdo, a métrica de Hausdorff intrinseca induzida dx em H? coincide com a métrica

hiperbolica de H?. Em particular, dx # d. X-

Demonstragdo: A métrica dx esta definida no espago homogéneo H?/Hy, onde Hy = {e}.
Entao, identificamos os espacos H?/ Hx e H? fazendo gHx = gz para todo g. Pela proposigao
anterior, sabemos que dx(Hy,gHx) = dy(X,gX) = dy2(z% gz*) para g suficientemente
proximo de e € H?. Entao, da Proposicao 1.10, segue que as métricas intrinsecas JX e
JHQ = dy2 coincidem. Mais precisamente, JX(HX,gHX) = dye (2, gz®) para todo g € H? e,

com isso, dy # dx. O
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Uma analise semelhante da distancia de Hausdorff pode ser feita para segmentos verticais

em H2. Nesta direcdo é que apresentamos os resultados abaixo.

Lema 3.23. Sejam X = {2%,2°} e Y = {y*,y°} em H2, com ¢ < 2° em uma mesma reta

vertical e Y = gX para algum g € H?. Se y3 > 2% e xp > hye, entdo y° > hya.

Demonstracao: Sejam vy e 7y as retas verticais que contém X e Y, respectivamente. Entao,
2% < hye Nyx < 2% Sejam z = (21,vy5) € vx e § € I(H?) a reflexdo com relagao a reta
vertical equidistante a vy e 7y (em relagdo a métrica euclidiana). Logo, z = gy°, §gyx = 1y
e g(hye Nyx) = h, Ny (veja (3.10)). De 2% < hye Nyx < 2%, vem gz < h, Ny < gab < yb.

Portanto, y® > h. e, sendo 2% < z, obtemos 3* > hya. O

Lema 3.24. Sejam X e Y segmentos verticais em H? com Y = ¢gX para algum g € H?,
onde {x% 2%}, com 2% < 2°, e {y®, 3} sdo os pontos extremos de X e Y, respectivamente.
Suponhamos y§ > x%. Entao, se y* = hge, dp2(X,y) < dg(z® y*) para todo y € Y e, se
Yt < hga < b, dy2(X,y) < dy2(2%, hea NY) para todo y €Y.

Demonstracao: No que segue, faremos uso das Proposig¢oes 3.16, 3.17 e 3.19, além das desi-

gualdades (3.6), (3.8), (3.9) e (3.14).

Suponhamos 3% > hza. Entdo, y° > hye. De y2 > 24, dado y € Y, temos os seguintes
casos: hyNX #0eh,NX =0. Se hy N X # 0, temos

dz (X, y) = dg2 (X N hy,y) < dgz(X N hye, y*) < dgz(z®,y%).

Se hyN X =0, temos h, > z; e, portanto, dy2(X,y) = dy(2°,y). Com relagao a este tltimo

caso, consideramos as seguintes possibilidades:
1. Se y > hye, temos dge (2%, y) < dpe (2, ") < die (2, y*).

2. Se y < hg, ainda podemos ter hyo > x ou hye < . Se o ocorrer a primeira,
d2 (2%, y) < dye (2%, y?) < dy2(2%,y?). Se ocorrer a segunda, existe g, € Y com §° < y

tal que hy N X = {2} e, portanto, di (X, ) = dg2(2", 5). Logo,
dygz (2, y") = dye (hye 0 X, y") > dyz(hyp N X, §) = digz(2°, ) = dye(2°, ).
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Portanto, dyz(X,y) < dy2(z%, y*) para todo y € Y.

Agora, consideramos y* < hye < y*. De y§ > 24, dado y € Y, temos os casos: h, N X # ()
eh,NX =0. Se h, N X # 0, temos

dH2(X, y) = dH2(X N hy,y) < de(X N h,ya,ya) g dH2([L’a, hxa N Y)
Se hy N X =0, dg=(X,y) = dg=(2%,y). Neste tltimo, consideramos ainda as possibilidades:

1. Se y > hy, temos dy2 (2%, y) < dye (2%, y°) < dg2 (2%, hpa NY), onde a tltima passagem
decorre do seguinte: seja uma isometria g, € H? tal que g2 = hg NY. Logo,
dg2 (2%, hpa NY) = dy2(2°, g12°) (veja Proposicio 3.19). Além disso, da hip6tese inicial

y® < hea MY concluimos que gi12° > y° >y = hy e, assim, dy2 (2%, g12°) > dg2 (2%, 9°).

2. Se y < hy, podemos ter hya > 2% ou hya < 2°. Se ocorrer hye > 2, de y* < hya <y e
y® = gz, vem g (h, NY) € X. Com relagao aos pares de pontos {z% g1 (hea NY)}
e {y®, hge NY'}, sabendo que y§ > x4, segue da Proposicao 3.19 que

dp2 (2%, hya NY) = dy2 (g_l(hxa NY),y") > dye (xb,y“) > dppe (xb,y).

Por fim, se ocorrer hya < 2°, existe g, € Y com g, < y tal que dy2(X, 75) = duz(2°, Jp)

e, assim, dyz(2%, hya NY) > dyz(hye N X, y?) > diz(2°, Gp) > diz(2°, y).
Portanto, dyz(X,y) < dyz(2% hye NY) para todoy € Y. O

Proposicao 3.25. Sejam X e Y segmentos verticais em H? comY = gX para algum g € G,

onde {z%, 2}, com x* < 2°, e {y, y*} sdo os pontos extremos de X eY , respectivamente.

(a) Seyy > x5, entao

dygz (2%, y®) se y* = hya,
du(X,Y) = di(2% hea NY) sey® < hya < 3P,
dy2 (22, 3°) se Y’ < hga.
(b) Se y§ < x5, entdo
dig2 (27, %) se ¥ < hya,
da(X,Y) = ¢ du2(hye N X, y%) se 2 < hya < 20,
dyz (2%, y®) se T = hya.
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Demonstragao: E suficiente verificarmos apenas o caso y§ > 9.

Suponhamos y® > hge. Entdo, y* > hy e dge(2%,Y) = dg2(2%,9%). Mais, dado = € X,
temos que h, intercepta Y ou h, < y,. Em qualquer caso, dgz(z,Y) < dgz(z% y*) (pois

x® < x e h, cresce a partir do ponto de intersegao com a reta vertical que contém Y'). Logo,

sup dpe (z,Y) = dy2 (2%, y*).
reX

Por outro lado, dado y € Y, sendo y* > hya, temos dyz2(X,y) < dyz(z®, y*) para todo y € Y
(veja Lema 3.24). Portanto, dy(X,Y) = dy= (2%, y*).

Agora, seja y* < hge < y°. Entao, dg2(2%Y) = d(2% hee NY). Além disso, dado
r € X, temos as seguintes possibilidades: h, NY # Qe h, NY = 0. Se h, NY # (), temos
dyz(2,Y) = dpz (2, h, NY) < dy2 (2%, hea NY). Se hy NY =0, temos dyz(x,Y) = dyz(x, y°).

b

Este tltimo caso s6 ocorre quando y° < h, e, assim, deve existir 2 < z em X tal que
<

dHQ(aN:baY) = dHQ(‘%bayb)' Logo, sendo yg > xga dH2<x7yb) < dH2<i‘b>yb) dH2($a>hwa A Y)
Portanto,

supdpz(z,Y) = dy2(2%, hpa NY).
zeX

Por outro lado, dado y € Y, sendo 3% < hza < ¢, temos dy2 (X, y) < dg2(2%, hpe NY) para
todo y € Y (veja Lema 3.24). Logo, dy(X,Y) = dg= (2% hea NY).

Por fim, seja ¢’ < hge. Entao, de y§ > 2%, temos hy > z; (veja Lema 3.23). Logo,
dy2(2,Y) = dy2(z,9°) para todo z € X e dp2(X,y) = dg=(2°,y) para todo y € Y. Além
disso, sendo hy, > P, temos sup,cx dm2(z,Y) = dg2(z,y") e, sendo h, > y°, temos
sup,cy dm2(X,y) = dw2(2®, y*). Sabemos que y3 > x4 implica dge (2, y") > dm(2",y?) e,
portanto, dg (X,Y) = dyz (27, y°). 0

Proposicao 3.26. Seja o compacto X C H?, onde X é um segmento vertical com extremos
{2¢ 2%}, 2% < 2% e 2% = e. Entdo, a métrica de Hausdorff intrinseca induzida dx em H?

coincide com a métrica hiperbolica de H2. Em particular, dx # EX.

Demonstracao: Mostraremos que as estruturas de comprimento induzidas por dy e dyz coin-
cidem, isto ¢, Lqy (c) = La,,(c) para toda curva continua c : [a,b] — H?. Para tanto, fixado

e > 0, & suficiente verificarmos que existe 6 > 0 tal que dyz(p, q) = dy2(e,p~'q) < & implica

|dx(p, q) — du=(p, q)| < edgz(p, q) (3.15)
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para todo p,q € H?. De fato, suponhamos que (3.15) ¢ valido. Como a curva c : [a, b] — H?
¢ uniformemente continua, existe & > 0 tal que |t — s| < 6 implica dgp(c(t), ¢(s)) < 8. Seja

entdo P = {a =ty < t; < ... <ty = b} particdo do intervalo [a,b] tal que |P| < §. Logo,

Y (P =) (P) < Z\dx(C(tifl):C(ti)) = dg2(c(tia), cts))]

dx dy2
N

< ) edme(c(tizg), ct;) < €Lq, (c)
=1

e, assim, concluimos o desejado.

Mostraremos entao que (3.15) é valido. Fixemos € > 0 e z = (z1,29) € H2. Denotamos

por r, a reta horizontal que contém z. Entéo, existe £, > 0 tal que
dezz(h.(t),7.(t)) < e|t| paratodo |t <*..

De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que z; = 0 e t € [0,400). Escrevemos
r(t) = ((rz(t)1, (r=(t))2) = (t, 22) € ha(t) = ((hz(t)1, (h=(1))2) = (¢, /#* + 23). Entéo, dada
a reta r.(t) = (t,ezat + 22), temos h.(0) = z = r.(0) e (R.(0))2 = 0 < e29 = (12(0))2. Logo,

)

garantimos a existéncia de £, > 0 tal que (h,(t))2 < (7:(t))2 = e2pt + 25 para todo 0 < t < t..
Com isso, dgz(h,(t),7.(t)) = (h.(t))s — 22 < €25t €

Qg (R (1), (1)) = / Lis < Laga(ha(t),ra(t)) < et

o S Z9

para todo 0 < t < t,. Em particular, escolhemos t. > 0 tal que he(fe) <2e
dz (he(t), re(t)) < €|t| para todo |t < f.. (3.16)

Essa escolha ficara evidente depois.

Seja z € H? tal que 2z > e (isto ¢, zp > 1) e 2 < h.. Entao, observamos que
diz(he N7,y 2) < dgz(he N Y2, 7e N Y2), (3.17)

onde 7, e 7. passam a denotar as retas verticais que contém z e e, respectivamente. Agora,

seja z € H? tal que 2z < e (isto ¢, 2z < 1) e e < h,. Nestas condigoes, temos que
diz(e, h, N 7ye) < dyz(he N Y, Te N ). (3.18)
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Para uma prova deste altimo, sejam g € I(H?) a reflexdo com relagao a reta vertical equi-
= hg}z My,

distante a 7, e v, (em relagdo a métrica euclidiana). Logo, §7. = 7. e g(h, N~e)
(veja (3.10)). Além disso, r. Ny, < hg, N7y, < he N7y, (pois z < eee < h,). Assim,

dH2(€, hzﬂ%)) - dHQ(geag(hzere»

dp2(Te N Yz, hg N Y2)) < dm2(re N Yz, he N Y2).

Agora, dados p, ¢ € H?, denotamos z = p~tq. Se p, ¢ € H? estao suficientemente proximos

temos z suficientemente proximo de e e, consequentemente, zx, > h, e x, > h,. Logo, pela

Proposigao 3.25, os valores que dx(p, q) = dx(e, z) pode assumir sao

1. se z > h, ou e > h,, temos
dx(e,z) =dy(X,2X) = dgz(e, 2). (3.19)

2. se z > ee z<h,, temos
dx(e,z) =dy(X,2X) = dgz(e, he N 7.). (3.20)

3. se z< eee<h,, temos
dx(e,z) =dy(X,2X) = dy2(z, h, N 7). (3.21)
Por fim, seja § > 0 tal que se w = (wy,wy) € H? com dy=(e, w) < §, entdo |w| < .. Em

particular, se z = p~lq satisfaz dg: (e, 2) < §, temos |z1] < t.. Logo, de (3.16)-(3.21),

dx (P, q) = dwe(p,q)| = ldx(e,2) — duz(e, 2)]
< max {|dgz(e, he N 7:) = di2 (e, 2)],
|diz2 (2, hz N e) — dig2 (e, 2) |}
< max {dgz(he N7z, 2), dygz(h, N e, €) }

g dHQ(he m’}/z"’ﬂe mez) < 8’Zl| < 25dH2(p, Q)

s) = (s,09(s)) geodésica em

Observamos que a tltima passagem decorre do seguinte: dada o(s)
H? que liga e a z = p~q, temos 02(s) < he(t.) < 2 e, consequentemente,

1] \/1—{—0' 21l 1+0
duz(p, q) = duz(e, z) = / / Y2 |—2|
0
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Proposigao 3.27. Seja o compacto X = {x% 2°} em H? com 2% < 0 < 28, |29] = |2b] e
23 = 4. Entdo, a métrica de Hausdorff intrinseca induzida dx em H? ndo coincide com a

métrica hiperbdlica de H?.

Demonstracao: Mostraremos que a métrica de Finsler F' associada a X nao é diferenciavel.
De fato, como X = {z¢ 2%} é subvariedade compacta em H? de dimensao 0, estamos nas
condi¢oes da Proposicao 3.7 e qualquer vetor em 7,H?, z € X, é ortogonal a 7,X. Nestas

condicoes, para todo v € g = R?, obtemos

dp (X, exp(tv)X)

F(v) = lim
t—0+ t
N

= max K exp(tv)z

zeX dt =0 P 2

d d
= max< ||| exp(tv)z®|| || exp(tv)z® }
{H dt |, m |l dt]— H2

Mostraremos que F nao é diferenciavel na circunferéncia unitaria em R2. Para tanto, dado

v € R? com ||v||ge = 1, existe 6 € [0,27) de modo que exp(tv) = (tcos b, tsinf) e, portanto,

v =

d
—|  exp(tv) = (cosb,sin).
dt{,_,

Deste modo, para x = (1, 19) € X, temos

exp(tv)r = (x1sin @ + cos 0, x4 sin )

dt|,_,
e, consequentemente,
d 1 . :
—|  exp(tv)x = —/(x;5in0 + cos )2 + (x5 5in )2
dt|,_ H2 T2
1
= — /@1 (zysin? 0 + sin 6 cos #) + cos? O + x3sin? 0.
L2

A partir disso, consideramos f¢, f° g : [0,27) — R as func¢oes diferenciaveis dadas por
f(0) = 29(2¢ sin? +sin 0 cos §), f2(0) = 2% (24 sin® f+sinf cos 0) e g(#) = cos? O+ (x$)? sin? 6.

Se tomarmos f(0) = max{f(9), f°(9)}, sendo x$ = x5, podemos entdo escrever

F(v) = F(cosf,sinf) = ia f(0) +g(8).

Lo
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Estabelecemos o seguinte fato: a expressdo de F' depende da escolha dos pontos z% e 2’

que compoem X. Além disso, F' é diferenciavel na circunferéncia unitéaria se, e s6 se, f é
diferenciavel em [0, 27).

Desde que z¢ < 0,2% > 0 e |2¢] = |28, temos fe(0) — f°(0) = 22%sin(f) cos(#). Obser-
vamos que f*(0) < f°(0) se 6 € [0,%] e f*(0) > f°(0) para todo 6 € [5,7]. Deste modo,

obtemos f(#) = f°(0) quando 6 € [0,%] e f(0) = f*(6) quando # € [Z, 7). Contudo, segue

2

que f nao ¢ diferenciavel em 7, pois

39_%##)' (5)=-+<0,
@ =G (T
Jim SEE = () (3) = et >0
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Conclusao

Este trabalho teve como objetivo fazer um estudo das métricas de Hausdorff induzidas em
espacos homogéneos. Trata-se de um tema novo e o trabalho, de um modo geral, incluindo
os resultados obtidos nesta tese, encontram-se em estégio inicial. Assim sendo, a continuacao
deste estudo se apresenta como perspectiva de pesquisa futura. Neste sentido, a generalizacao
e a apresentacao de novos exemplos ja se constituem como caminhos interessantes. Uma outra
linha de pesquisa que pode ser seguida ¢é estabelecer até que ponto propriedades validas
para as métricas de Finsler suaves também valem para as métricas de Hausdorff intrinsecas.
Talvez alguns problemas possam ser estudados apenas no contexto de métricas de Finsler
continuas em variedades diferenciaveis, sem a exigéncia de qualquer invaridncia da métrica
por agao de grupo de difeomorfismos. Isto nos leva a pensar, por exemplo, na possibilidade

de generalizacao de objetos mateméticos das geometrias Riemanniana e de Finsler de classe

C para as métricas de Hausdorff intrinsecas.
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