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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados em estudar um problema de transmissão de

ondas com uma componente viscoelástica, em que este termo é constituído de uma

memória com história. Aqui, mostramos resultados de Existência e Unicidade de Solu-

ções para o referido problema, além do decaimento exponencial do funcional de energia

associado ao sistema correspondente.

Para a obtenção da Existência e Unicidade de Solução, utilizamos resultados de

Teoria de Semigrupos Lineares, antes, porém, para nos adequarmos as condições da

Teoria, fazemos uma mudança de variáveis seguindo as ideias de Dafermos [17]. No que

se refere a estabilização, utilizamos estimativas de energia, juntamente com resultados

de Medida de Defeito Microlocal introduzidos, inicialmente, por Gérard [24].

Palavras-chave: Equação de Ondas; Problema de Transmissão; Efeito Viscoe-

lástico; Estabilidade Exponencial



Abstract

In the present work, we are interested in studying a wave transmission problem

with a viscoelastic term and a hereditary memory . We establish the well-posedness re-

sults to this problem, besides the exponential decay of the functional energy associated

to the corresponding system.

In order to obtain the Existence and Uniqueness of Solutions, we use Linear

Semigroup Theory results, but �rstwe perform a change of variables following the ideas

of Dafermos [17]. Concerning the stabilization, we use energy estimates, together with

microlocal defect measures results which were initially introduced by Gérard [24].

Keywords: Wave equation ; Transmission problem ; Viscoelastic e�ect; Expo-

nential stability.
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Introdução

No presente trabalho estudamos um problema de transmissão de ondas em um

domínio N -dimensional, N ≥ 2, composto de duas partes: uma consiste de material

viscoelástico com história passada juntamente com material elástico localizado, a outra

consiste de material elástico e a fronteira em comum é responsável pelas condições de

transmissão. Estamos, portanto, interessados em estudar o seguinte problema:

utt − k1∆u+ k1

∫ t

−∞
g(t− s)∆u(s) ds+ b(x)ut = 0 em Ω1 × (0,∞),

vtt − k2∆v + b(x)vt = 0 em Ω2 × (0,∞),

u = 0 sobre Γ1 × (0,∞),

u = v sobre Γ2 × (0,∞),

k2
∂v

∂ν
= k1

∂u

∂ν
− k1

∫ t

−∞
g(t− s)∂u

∂ν
(s) ds sobre Γ2 × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω1,

v(x, 0) = v0(x); vt(x, 0) = v1(x), x ∈ Ω2,

u(x, t) = u0(x, t), ut(x, t) = ∂tu0(x, t), t < 0.

(1)

em que Ω1 = Ω\Ω2 e Ω,Ω2 são subconjuntos abertos, limitados e conexos de RN , N ≥ 2

de fronteiras suaves Γ1 e Γ2, respectivamente, tais que Ω2 ⊂⊂ Ω e u1(x) = ∂tu0(x, t)|t=0.

Os resultados aqui apresentados foram aceitos para publicação no periódico Ap-

plied Mathematics and Optimization em 2018, conforme referência [11].

Um problema de transmissão para equações hiperbólicas (também chamado de

problema de difração), visto como modelo matemático, consiste de um problema de

valor inicial para uma equação hiperbólica cujo operador elítico correspondente possui

coe�cientes descontínuos. Além disso, problemas de transmissão também podem ser
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interpretados como um problema acoplado em dois domínios com uma fronteira em

comum, em que os termos de acoplamento aparecem, exatamente, nessa fronteira.

Estes termos são chamados de condições de transmissão e sua importância está no fato

de estabelecer o modo como os meios se misturam.

Nosso trabalho tem como objetivo o estudo de um problema de transmissão de

ondas com uma componente viscoelástica, em outras palavras, estamos interessados em

estudar a propagação de ondas em um domínio composto de dois materiais distintos:

no primeiro temos uma componente viscoelástica com história passada conjuntamente

com uma componente elástica localizada e a segunda componente consiste de material

elástico. Nessa direção, temos dois elementos que caracterizam o nosso problema: o

modelo de transmissão e o termo de memória com história passada.

No que se refere à problemas de transmissão de ondas, Lions [33] trata da exis-

tência de soluções do seguinte problema:
utt − a1∆u = 0 em Ω1 × (0,∞),

vtt − a2∆v = 0 em Ω2 × (0,∞),

u = 0 sobre Γ1 × (0,∞),

sujeito as condições de transmissão
u = v sobre Γ2 × (0,∞),

a2
∂v

∂ν
= a1

∂u

∂ν
sobre Γ2 × (0,∞),

e condições iniciaisu(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω1,

v(x, 0) = v0(x); vt(x, 0) = v1(x), x ∈ Ω2,

em que Ω1 = Ω \ Ω2 e Ω, Ω2 são subconjuntos abertos, limitados e conexos de RN ,

N ≥ 1 de fronteiras suaves Γ1 e Γ2, respectivamente, tais que Ω2 ⊂⊂ Ω. Os resultados

apresentados por Lions foram generalizados por Lagnese em [31], visto que, nesse tra-

balho, o autor considera problemas de transmissão para um sistema hiperbólico linear

de segunda ordem, com coe�cientes constantes por partes e prova a controlabilidade

exata pela fronteira para tais problemas. Mais tarde, Liu [37] complementa os resulta-

dos de Lions, provando que o sistema pode ser controlável introduzindo um controle ao
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longo da fronteira exterior, no caso em Γ1, e numa vizinhança da zona de transmissão.

Ainda, Liu e Williams em [39], provaram que o problema de transmissão de ondas com

termos de ordem inferior é exponencialmente estável utilizando o clássico método da

energia e a técnica dos multiplicadores.

Um problema de transmissão de ondas com viscoelasticidade em um domínio

unidimensional foi estudado por Muñoz Rivera e Oquendo em [42]. Neste trabalho os

autores tratam da existência e estabilização exponencial do seguinte problema:

ρ1utt − α1uxx = 0 em (0, L0)× (0,∞),

ρ2vtt − α2vxx +

∫ t

0

g(t− s)vxx(s)ds = 0 em (L0, L)× (0,∞),

u(0, t) = 0 = v(L, t), t > 0

u(L0, t) = v(L0, t), t > 0,

α1ux(L0, t) = α2vx(L0, t)−
∫ t

0

g(t− s)vx(L0, s)ds, t > 0

u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, L0),

v(x, 0) = v0(x); vt(x, 0) = v1(x), x ∈ (L0, L).

e provam que a dissipação produzida pelo termo viscoelástico é su�ciente para estabi-

lizar todo o sistema. Observamos que os autores não consideram a história passada do

termo de memória.

Ainda no contexto viscoelástico unidimensional, temos o trabalho de Andrade et

al [3] em que é considerado um problema de transmissão no qual o termo viscoelástico

produz um efeito viscoelástico na fronteira de transmissão. Neste trabalho os autores

provam a estabilidade exponencial do problema quando o núcleo da memória decai

exponencialmente.

No contexto de problemas de transmissão com dissipação do tipo Kelvin-Voigt

localizada citamos os trabalhos de Alves et al [1, 2] e, relativo a problemas de trans-

missão termoelásticos, citamos os trabalhos de Muñoz Rivera e Naso [41] e Fernandéz

Sare e Muñoz Rivera [22].

Considerando a existência de uma longa lista de trabalhos nessa direção, �naliza-

mos citando o trabalho de Cardoso e Vodev [10] em que os autores estudam problemas

de transmissão em domínios limitados com dissipação na fronteira. Nele, os autores

provam a limitação uniforme do operador resolvente no eixo real sujeito à alta frequên-
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cia.

Agora, no que diz respeito ao comportamento de soluções de problemas com

termos viscoelásticos do tipo memória com história destacamos o trabalho pioneiro de

Dafermos [17]. Nele, o autor trata da estabilização para a seguinte equação

ρ
∂2u

∂t2
= c

∂2u

∂x2
−
∫ t

−∞
g(t− τ)

∂2u

∂x2
(τ)d τ, x ∈ (0, 1), t ∈ [0,∞).

e introduz uma mudança de variáveis que transforma a equação acima numa equação

autônoma além de de�nir, para esta nova variável, um espaço de Hilbert apropriado.

Ainda sobre estabilização de equações viscoelásticas com história passada, citamos o

trabalho de Liu e Liu [38], em que neste foi considerado o modelo de Kelvin-Voigt com

funções de coe�cientes regulares e o modelo de Boltzmann com descontinuidade na

interface das propriedades do material . Ambos os modelos foram estudados em um

domínio unidimensional e os autores provaram o decaimento exponencial da energia as-

sociada a cada problema. Ademais, citamos os trabalhos de Appleby et al. [4], Pata [44]

e vários trabalhos que tratam de problemas viscoelásticos com memória com história,

tais como [13�16, 18, 21, 26, 28, 29] e outros. Finalmente, no contexto de equações de

onda viscoelásticas não autônomas gostaríamos de mencionar o trabalho de Lasiecka

et al. [32].

Conforme explanado, o objetivo do nosso trabalho é estudar a existência, uni-

cidade e estabilidade exponencial das soluções do problema (1). Usamos a Teoria de

Semigrupos Lineares para a obtenção do resultado de existência e unicidade de solu-

ções. Porém, observando que o problema (1) é não-autônomo usamos a mudança de

variáveis introduzida por Dafermos [17], à saber,

ηt(x, s) = η(x, t, s) = u(x, t)− u(x, t− s).

de modo a transformar o problema (1) no seguinte problema autônomo equivalente:
utt − k̃∆u− k1

∫ ∞
0

g(s)∆ηt(s) ds+ b(x)ut = 0 em Ω1 × (0,∞),

ηtt + ηts = ut em Ω1 × (0,∞),

vtt − k2∆v + b(x)vt = 0 em Ω2 × (0,∞),

(2)
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sujeito às condições de fronteira e transmissão

u = 0 sobre Γ1 × (0,∞),

η = 0 sobre Γ1 × (0,∞)× (0,∞)

u = v sobre Γ2 × (0,∞),

k2
∂v

∂ν
= k̃

∂u

∂ν
+ k1

∫ ∞
0

g(s)
∂η

∂ν
(s) ds sobre Γ2 × (0,∞),

e condições iniciais
u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω1,

v(x, 0) = v0(x); vt(x, 0) = v1(x), x ∈ Ω2,

ηt(x, 0) = 0; η0(x, s) = η0(x, s), x ∈ Ω1, s ≥ 0, t ≥ 0

em que 
u0(x) = u0(x, 0), x ∈ Ω1,

u1(x) = ∂tu0(x, t)|t=0 x ∈ Ω1,

η0(x, s) = u0(x, 0)− u0(x,−s), x ∈ Ω1.

No que concerne ao decaimento exponencial do funcional de energia associado

ao problema proposto, nossa primeira abordagem foi a utilização da técnica dos mul-

tiplicadores. No entanto, o método não se mostrou satisfatório para a obtenção da

estabilidade exponencial desejada. Em seguida, por se tratar de um problema linear,

decidimos por utilizar resultados de estabilização de semigrupos, como em Gearhart [23]

e Prüss [46]; porém, essa técnica também não se mostrou e�ciente. Sendo assim, mo-

tivados pelo trabalho de Dehman et al. [20], obtemos o resultado de estabilização

desejado utilizando estimativas de energia e resultados da teoria de medida de defeito

microlocal. Tal teoria foi introduzida por Gérard em [24] e foi utilizada por Burq e

Gérard [8, 9] para a equação de onda. Com essa abordagem, o intuito é provar que

existem T0 > 0 tais que, se

E(0) ≤ R

então, para todo T > T0, existe C = C(T,R) > 0, veri�cando

E(0) ≤ C

(
k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1

|∇ηt(s)|2dxdsdt+

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|ut(t)|2dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|vt(t)|2dxdt
)
,
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em que E(t) é o funcional de energia associado ao problema proposto dado por

E(t) =
1

2

{∫
Ω1

(|ut|2 + k̃|∇u|2)dx+ k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

|∇ηt(s)|2dxds∫
Ω2

(|vt|2 + k2|∇v|2)dx

}
onde k̃ = k1(1− k0) e k0 =

∫∞
0
g(s)ds.

Usando argumentos de contradição, a teoria de medida de defeito microlocal,

juntamente com resultados de continuidade única, provamos a estabilização do sistema.

O presente trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: O primeiro ca-

pítulo trata de resultados preliminares, ou seja, nele estão apresentados os principais

resultados, notações e de�nições utilizados nos capítulos seguintes. No segundo capí-

tulo apresentamos os resultados de existência e unicidade de soluções para o problema

proposto, via teoria de Semigrupos e, no terceiro e último capítulo, provamos que as

soluções dadas no segundo capítulo são exponencialmente estáveis.



Capítulo 1

Resultados Preliminares

O capítulo que se inicia tem por objetivo apresentar os principais resultados que

são necessários ao desenvolvimento deste texto, a �m de deixá-lo autossu�ciente, além

de introduzir importantes notações que serão utilizadas nos próximos capítulos. Salien-

tamos que as demonstrações de resultados clássicos das Teorias de Análise Funcional,

Espaços de Sobolev, Semigrupos Lineares, entre outros, serão omitidas mas, indicare-

mos referências bibliográ�cas para os interessados. Entretanto, como trabalharemos,

mais a frente, com Espaços Vetoriais não usuais, sempre que possível, faremos a prova

de propriedades relativas a eles.

1.1 Espaços Funcionais

Recordemos que, se Ω é um subconjunto aberto de Rn, n ∈ N, denotamos por

Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das (classes de) funções reais f de�nidas em Ω cuja

p-ésima potência é integrável no sentido de Lebesgue e por L∞(Ω) o conjuntos das

(classes de) funções mensuráveis e essencialmente limitadas em Ω. Nesse contexto, o

espaço Lp(Ω) munido da norma

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖p =

(∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

se 1 ≤ p <∞

e

‖f‖L∞(Ω) = ‖f‖∞ = sup
x∈Ω

ess|f(x)|R



13

é um espaço de Banach.

No caso em que p = 2, o espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto

interno dado por

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

Por Lploc(Ω), 1 ≤ p < ∞, denotamos o espaço das (classes de) funções reais de�-

nidas em Ω, cuja p-ésima potência é integrável à Lebesgue sobre qualquer subconjunto

compacto do Rn contido em Ω e por L∞loc(Ω) o espaço das (classes de) funções men-

suráveis e essencialmente limitadas em qualquer subconjunto compacto do Rn contido

em Ω.

Com relação aos espaços Lp(Ω), temos o seguinte:

• Lp(Ω) é re�exivo para 1 < p <∞,

• Lp(Ω) é separável para 1 ≤ p <∞,

• Se Ω é limitado e 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ então

Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

onde o símbolo ↪→ denota imersão contínua.

Com o intuito de introduzirmos os Espaços de Sobolev, relembremos que uma

n-upla de inteiros não negativos α = (α1, α2, . . . , αn) é denominada multi-índice e sua

ordem é de�nida por |α| = α1 + α2 + . . . + αn. Representamos por Dα o operador

derivação de ordem |α|, isto é,

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 . . . ∂αnxn

.

Se α = (0, 0, . . . , 0) de�nimos D0u como o operador identidade.

Ainda, denotamos por C∞0 (Ω) o espaço vetorial, com as operações usuais, das

funções f : Ω → R in�nitamente diferenciáveis e com suporte compacto, ou seja, o

fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω; f(x) 6= 0} é um subconjunto compacto do Rn. Dizemos

que uma sequência (ϕn)n∈N em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω), quando existe um

compacto K ⊂ Ω tal que:

i) supp(ϕ), supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N.

ii) Para todo multi-índice α ∈ Nn, tem-se Dα(ϕn − ϕ)→ 0 uniformemente em K.
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O espaço C∞0 (Ω), munido dessa noção de convergência, é chamado de Espaço das

Funções Teste sobre Ω e é representado por D(Ω).

Além disso, de�nimos uma distribuição sobre um aberto Ω ⊂ Rn como sendo um

funcional linear T : D(Ω) → R contínuo no sentido da convergência em D(Ω), isto é,

se ϕn converge para ϕ em D(Ω), então T (ϕn) converge para T (ϕ) em R.

O espaço das distribuições sobre Ω é denotado por D′(Ω).

Se T ∈ D′(Ω), representamos o valor da distribuição T em ϕ por 〈T, ϕ〉. Com

isso, dizemos que

Tn → T em D′(Ω),

quando,

〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 em R,∀ϕ ∈ D(Ω).

Por �m, se T é uma distribuição sobre Ω e α é um multi-índice. A derivada DαT de

ordem |α| de T é um funcional DαT : D(Ω)→ R de�nido por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)n〈T,Dαϕ〉.

Além disso, DαT é uma distribuição sobre Ω.

Consideremos, agora, Ω um subconjunto aberto e limitado do Rn. Dado um

número inteiro m > 0, representamos por Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas as

funções u pertencentes a Lp(Ω), tais que para todo |α| ≤ m, temos que a derivada de u

no sentido das distribuições Dαu, pertence a Lp(Ω). Para cada u ∈ Wm,p(Ω), de�nimos

a norma de u pondo

‖u‖pWm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

, quando 1 ≤ p <∞

e

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω), quando p =∞.

Observação 1.1 O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de Banach. Quando

p = 2, representamos Wm,2(Ω) por Hm(Ω), e este é um espaço de Hilbert quando

munido do produto interno

((u, v))Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω).
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O fecho de C∞0 (Ω) em Hm(Ω) é denotado por Hm
0 (Ω) e por H−m(Ω) o dual

topológico de Hm
0 (Ω).

Outra classe importante de espaços a serem considerados são os Espaços Funcio-

nais a Valores Vetoriais, que serão introduzidos a partir de agora.

Seja X um espaço de Banach. O espaço das aplicações lineares e contínuas

de D(0, T ) em X será denotado por D′(0, T,X), isto é, T ∈ D′(0, T,X), quando

T : D(0, T )→ X é linear e se θn → θ em D(0, T ) então 〈T, θn〉 → 〈T, θ〉 em X.

Diremos que Tn → T em D′(0, T,X) se 〈Tn, θ〉 → 〈T, θ〉 em X, ∀θ ∈ D(0, T ). O es-

paço D′(0, T,X) munido da convergência acima é denominado Espaço das distribuições

vetorias de (0, T ) com valores em X.

Observação 1.2 O conjunto {θξ, θ ∈ D(0, T ), ξ ∈ X} é total em D′(0, T,X). Além

disso, mostra-se que o conjunto {θξ, θ ∈ D(0, T ), ξ ∈ D(Ω)} é denso em D(Ω×(0, T )) =

D(Q).

De�nição 1.3 Dizemos que u : (0, T ) → X é fortemente mensurável quando existir

uma sequência de funções simples (ϕn)n∈N, ϕn : (0, T )→ X tal que

|ϕn(t)− u(t)|X → 0, quase sempre em (0, T ).

Denotaremos por Lp(0, T,X) , 1 ≤ p <∞, o espaço das (classes de) funções u, de�nidas

em (0, T ) com valores em X, que são fortemente mensuráveis e ‖u(t)‖pX é integrável a

Lebesgue. Neste espaço de�nimos a norma

‖u‖Lp(0,T,X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pXdt
) 1

p

.

Por L∞(0, T,X) representamos o espaço das (classes de) funções u, de�nidas em (0, T )

com valores em X, que são fortemente mensuráveis e ‖u(t)‖X possui supremo essencial

�nito em (0, T ), a norma neste espaço é dada por

‖u‖L∞(0,T,X) = sup
0<t<T

ess‖u(t)‖X . (1.1.1)

Os espaços Lp(0, T,X) e L∞(0, T,X) são espaços de Banach com suas respectivas

normas.

Proposição 1.4 O espaço Lp(0, T ;X) é denso em D′(0, T ;X).

Prova. Ver [7].



16

Observação 1.5 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, temos que L2(0, T,X)

também é um espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T,X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt.

Se X é re�exivo, podemos identi�car

[Lp(0, T ;X)]′ = Lq(0, T ;X ′),

onde
1

p
+

1

q
= 1. E, no caso em que p = 1, identi�camos

[L1(0, T ;X)]′ = L∞(0, T ;X ′)

De�nição 1.6 Dada T ∈ D′(0, T,X), de�nimos a derivada de ordem n de T como

sendo a distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por:〈
dnT

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
T,
dnϕ

dtn

〉
,∀ϕ ∈ D(0, T ).

Representamos por C([0, T ], X) o espaço de Banach das funções contínuas u,

de�nidas em [0, T ] com valores em X, cuja norma é dada por

‖u‖C([0,T ],X) = sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖X .

Denotaremos por H1
0 (0, T,X) o espaço de Hilbert

H1
0 (0, T,X) = {u ∈ L2(0, T,X);u′ ∈ L2(0, T,X), u(0) = u(T ) = 0},

munido do produto interno

((u, v))H1
0 (0,T,X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt+

∫ T

0

(u′(t), v′(t))Xdt.

Identi�cando L2(0, T,X) com o seu dual (L2(0, T,X))′, via Teorema de Riesz,

obtemos a seguinte cadeia

D(0, T,X) ↪→ H1
0 (0, T,X) ↪→ L2(0, T,X) ≡ L2(0, T,X) ↪→ H−1(0, T,X) ↪→ D′(0, T,X),

onde

(H1
0 (0, T,X))′ = H−1(0, T,X).

Nos próximos Capítulos estudamos um problema em que um dos componentes do

Espaço de Fase é um Espaço Funcional com peso, à saber L2
g(0,∞;V ), nessa direção,

vamos introduzir aqui esse tipo de espaço.
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Seja g : [0,∞) −→ R+ uma função tal que

g ∈ C1 ∩ L1,

que representará o peso do espaço e seja X um espaço de Banach. De�nimos, para

1 ≤ p <∞, o espaço

Lpg(0,∞;X) :=

{
η : R+ −→ X;

∫ ∞
0

g(s)‖η(s)‖pXds <∞
}

que é um Espaço de Banach, quando munido da norma

‖η‖p,g =

(∫ ∞
0

g(s)‖η(s)‖pXds
)1/p

.

Em particular, quando p = 2 e X é um Espaço de Hilbert, L2(0,∞;X) é, também, um

Espaço de Hilbert munido do produto interno

(η, ξ)2,g =

∫ ∞
0

g(s)(η(s), ξ(s))Xds.

1.1.1 O espaço H1
Γ1

No segundo capítulo, utilizaremos um importante espaço vetorial, denotado por

H1
Γ1
, que é caracterizado como um subespaço de um cartesiano de Espaços de Sobolev.

Como esse espaço não é usual, trataremos, aqui, de apresentá-lo.

Sejam Ω e Ω2 domínios limitados do Rn, n ≥ 1, com fronteiras suaves Γ1 e Γ2,

respectivamente, tais que Ω2 ⊂⊂ Ω e Ω1 = Ω \ Ω2. De�nimos

H1
Γ1

= {(u, v) ∈ H1;u = v sobre Γ2 e u = 0 sobre Γ1},

onde H1 = H1(Ω1)×H1(Ω2), que é um Espaço de Hilbert quando munido do seguinte

produto interno

((u1, v1), (u2, v2))H1
Γ1

= k̃(∇u1,∇u2)1 + k2(∇v1,∇v2)2. (1.1.2)

A�rmamos que a norma proveniente do produto interno acima é equivalente a norma

usual de H1. Quando nos deparamos com essa a�rmação, a primeira impressão, é de

que podemos usar a desigualdade de Poincaré. Mas, em verdade, o que acontece é que

podemos identi�car o espaço H1
Γ1

com um subespaço fechado de H1
0 (Ω). Esse fato é o

que pretendemos mostrar a seguir.



18

Seja (u, v) ∈ H1
Γ1
. Devemos provar que

θ =

 u em Ω1

v em Ω2

é um elemento de H1
0 (Ω).

Como (u, v) ∈ H1, em particular, (u, v) ∈ L2 = L2(Ω1) × L2(Ω2) e, portanto,

θ ∈ L2(Ω). Precisamos mostrar, então, que ∂θ
∂xj
∈ L2(Ω) para j = 1, . . . , n. Para tal,

consideremos ϕ ∈ D(Ω). Daí,〈
∂θ

∂xj
, ϕ

〉
= −

〈
θ,
∂ϕ

∂xj

〉
= −

(
θ,
∂ϕ

∂xj

)
L2(Ω)

(1.1.3)

= −
∫

Ω1

u
∂ϕ

∂xj
dx−

∫
Ω2

v
∂ϕ

∂xj
dx

onde 〈., .〉 = 〈., .〉D′(Ω)×D(Ω).

Da fórmula de Green temos que∫
Ω1

u
∂ϕ

∂xj
dx = −

∫
Ω1

∂u

∂xj
ϕdx+

∫
Γ1∪Γ2

uϕνjdσ

onde ν = (ν1, ν2, . . . , νn) denota o vetor unitário, normal à Γ = Γ1 ∪ Γ2 exterior à Ω1.

Como u = 0 sobre Γ1, segue que∫
Γ1∪Γ2

uϕνjdσ =

∫
Γ2

uϕνjdσ,

logo, ∫
Ω1

u
∂ϕ

∂xj
dx = −

∫
Ω1

∂u

∂xj
ϕdx+

∫
Γ2

uϕνjdσ.

Analogamente, ∫
Ω2

v
∂ϕ

∂xj
dx = −

∫
Ω2

∂v

∂xj
ϕdx−

∫
Γ2

vϕνjdσ,

nesse caso, o sinal negativo na integral sobre Γ2 vem do fato de o vetor ν ser tomado

na direção exterior a Ω1 e, portanto, interior a Ω2. Assim, tomamos o vetor −ν como

sendo exterior a Ω2.

Substituindo as igualdades acima em (1.1.3), obtemos〈
∂θ

∂xj
, ϕ

〉
=

∫
Ω1

∂u

∂xj
ϕdx−

∫
Γ2

uϕνjdσ +

∫
Ω2

∂v

∂xj
ϕdx+

∫
Γ2

vϕνjdσ

=

∫
Ω1

∂u

∂xj
ϕdx+

∫
Ω2

∂v

∂xj
ϕdx,
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onde a última igualdade segue do fato de u = v sobre Γ2. De�na, então

ψj =


∂u

∂xj
em Ω1

∂v

∂xj
em Ω2,

∈ L2(Ω)

portanto, 〈
∂θ

∂xj
, ϕ

〉
=

∫
Ω

ψjϕdx = 〈ψj, ϕ〉 ,

donde
∂θ

∂xj
= ψj em D′(Ω)

e, como ψj ∈ L2(Ω) para cada j = 1, . . . , n, segue que, para cada j = 1, . . . , n

∂θ

∂xj
∈ L2(Ω),

ou seja,

θ ∈ H1(Ω).

Ainda, sobre Γ1 temos que θ = u = 0. Consequentemente, θ ∈ H1
0 (Ω), o que prova

que H1
Γ1

pode ser identi�cado com um subspaço de H1
0 (Ω). Resta mostrar que esse

subespaço é fechado.

De fato, sejam {(un, vn)} ⊂ H1
Γ1

e θ ∈ H1
0 (Ω) tais que, escrevendo

θn =

 un em Ω1

vn em Ω2

temos

θn −→ θ em H1
0 (Ω).

Devemos mostrar que (θ|Ω1 , θ|Ω2) ∈ H1
Γ1
. Mas, isso é verdade, visto que a convergência

acima e a equivalência das normas ‖∇(.)‖L2(Ω) e ‖.‖H1(Ω) em H1
0 (Ω), implicam em

un −→ u e vn −→ v

em H1(Ω1) e H1(Ω2), respectivamente, quando n→∞.

Assim, das continuidades dos traços em H1(Ω1) e H1(Ω2), obtemos que

un −→ θ|Ω1 e vn −→ θ|Ω2

em H1/2(Γ1 ∪ Γ2) e H1/2(Γ2), respectivamente.
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Em particular, sobre Γ2 temos un = vn e, portanto, por unicidade do limite, temos

θ|Ω1 = θ|Ω2 sobre Γ2 e, consequentemente, θ = (θ|Ω1 , θ|Ω2) ∈ H1
Γ1
, como queríamos.

Com essa identi�cação, (de H1
Γ1
com um subespaço fechado de H1

0 (Ω)) temos que,

para (u1, v1), (u2, v2) ∈ H1
Γ1
, a aplicação

((u1, v1), (u2, v2))I = (∇u1,∇u2)1 + (∇v1,∇v2)2, (1.1.4)

de�ne um produto interno, cuja norma proveniente

‖(u1, v1)‖2
I = ‖∇u1‖2

1 + ‖∇v1‖2
2

é equivalente a norma usual de H1.

De fato, que (1.1.4) de�ne um produto interno, é imediato. Sabemos que, se

θ ∈ H1
0 (Ω), então, existem constantes positivas C1, C2 tais que

C1‖θ‖H1(Ω) ≤ ‖θ‖H1
0 (Ω) = ‖∇θ‖L2(Ω) ≤ C2‖θ‖H1(Ω). (1.1.5)

Assim, se (u, v) ∈ H1
Γ1
, temos

θ =

 u em Ω1

v em Ω2

∈ H1
0 (Ω),

‖θ‖2
H1(Ω) = ‖θ‖2

L2(Ω) + ‖∇θ‖2
L2(Ω) = ‖u‖2

1 + ‖v‖2
2 + ‖∇u‖2

1 + ‖∇v‖2
2 = ‖(u, v)‖2

H1

e

‖θ‖2
H1

0 (Ω) = ‖∇θ‖2
L2(Ω) = ‖∇u‖2

1 + ‖∇v‖2
2 = ‖(u, v)‖2

I .

Logo, de (1.1.5), temos

C1‖(u, v)‖H1 ≤ ‖(u, v)‖I ≤ C2‖(u, v)‖H1

o que garante a equivalência da norma ‖·‖I com a norma usual de ‖.‖H1 para elementos

de H1
Γ1
.

Ainda, como H1
0 (Ω) é completo com a norma ‖∇ · ‖H1

0 (Ω) segue que (H1
Γ1
, ‖ · ‖I) é

também completo. Da compacidade da imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) segue a compacidade

da imersão H1
Γ1

↪→ L2 e, por �m, a equivalência entre a norma ‖ · ‖I e a norma

proveniente de (1.1.2) é imediata.
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1.1.2 Espaços de Sobolev sobre Γ

Aqui trataremos de Espaços de Sobolev sobre Γ onde Γ = ∂Ω e Ω é um subcon-

junto aberto, limitado e bem regular de Rn, antes disso, porém, recordemos os espaços

Hs(Rn) com s ∈ R.

Consideremos

S = {ϕ ∈ C∞(Rn); lim
‖x‖→∞

‖x‖kDαϕ(x) = 0, para quaisquer k ∈ N e α ∈ Nn}

o espaço das funções rapidamente decrescentes no in�nito (ou Espaço de Schwartz), S ′

o dual topológico de S e, para cada função u ∈ L1(Rn) a transformada de Fourier de

u que é dada por

û(x) = (2π)
−n
2

∫
Rn
e−i(x,y)u(y)dy

onde, (x, y) denota o produto interno usual de Rn, ou seja, (x, y) =
∑n

j=1 xjyj.

Dito isto, de�nimos para s ∈ R,

Hs(Rn) = {u ∈ S ′; (1 + ‖x‖2)
s
2 û ∈ L2(Rn)}.

Observação 1.7 Se s ≥ 0, temos que (Hs(Rn))′ = H−s(Rn) e Hs(Rn) ↪→ L2(Rn) ↪→
H−s(Rn).

Com isso, podemos introduzir os espaços Hs(Γ), onde Γ é a fronteira de Ω.

Consideremos {(U1, ϕ1), . . . , (Uk, ϕk)} um sistema de cartas locais para Γ. A co-

bertura aberta Ω, U1, . . . , Uk de Ω determina uma partição C∞ da unidade subordinada

à mesma. Mais precisamente, existem θ0, θ1, . . . , θk ∈ C∞0 (Rn) tais que

(i) supp(θ0) ⊂ Ω; supp(θi) ⊂ Ui para i = 1, . . . , k;

(ii)
∑k

i=0 θi(x) = 1; para todo x ∈ Ω;

(iii) 0 ≤ θi ≤ 1 para i = 1, . . . , k.

Se u é uma função de�nida sobre Γ, temos por (ii) que

u(x) =
n∑
i=1

(θiu)(x) q.t.p. em Γ.

De�nimos, para cada i ∈ {1, . . . , k}:

ui(y) = (θiu)(ϕ−1
i (y))
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onde y ∈ Σ = (0, 1)n−1.

Notemos que

S(uθi) = {x ∈ Γ; (uθi)(x) 6= 0} ⊂ supp(θi) ∩ Γ ⊂ Ui ∩ Γ

o que mostra que S(uθi) é um compacto do Rn contido em Ui ∩ Γ. Segue daí que o

conjunto:

S(ui) = {x ∈ (0, 1)n−1;ui(x) 6= 0}

é um compacto de Rn−1 contido no aberto Σ, pois como ϕi é contínua e S(uθi) é

compacto, temos

ϕi(S(uθi)) = S(ui).

Além disso, como,

supp(ui) ⊂ S(ui) ⊂ Σ

podemos estender ui a uma função ũi pondo-se zero fora de Σ, ou seja,

ũi(y) =

 (uθi)(ϕ
−1
i (y)) se y ∈ Σ

0 se y ∈ Rn−1\Σ.

Com isso, temos que ũi herda as mesmas características de ui. Daí, se u é integrável,

então ũi também o é. E ainda,∫
Rn−1

ũi(y)dy =

∫
Ui∩Γ

u(x)θi(x)Ji(x)dΓ

onde Ji(x) é uma aplicação in�nitamente diferenciável sobre Γi = Ui ∩ Γ. Por outro

lado, se ũi for integrável em Rn−1 para todo i = 1, 2 . . . , k, temos que u também será e∫
Γ

u(x)dΓ =
n∑
i=1

∫
Γ

(uθi)(x)dΓ =
n∑
i=1

∫
Rn−1

ũi(y)J(y)dy

onde, J(y) é uma aplicação in�nitamente diferenciável sobre Rn−1.

Denotando por dΓ a medida super�cial sobre Γ induzida pela medida de Lebesgue,

designaremos por Lp(Γ), 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço das funções integráveis sobre Γ para a

medida super�cial dΓ, munido da norma

‖u‖Lp(Γ) = ‖u‖p,Γ =

(∫
Γ

|u(x)|pdΓ

) 1
p

(1.1.6)

se 1 ≤ p <∞ e,

‖u‖∞,Γ = sup
x∈Γ

ess|u(x)|.



23

Usando a partição da unidade {θi}0≤i≤k introduzida anteriormente, temos

Lp(Γ) = {u : Γ→ R;u ˜θi ◦ ϕ−1
i = ũi ∈ Lp(Rn−1), i = 1, . . . , k},

além disso, a norma

u ∈ Lp(Γ) 7→ ‖u‖p,Γ =

(
k∑
i=1

‖ũi‖pLp(Rn−1)

) 1
p

é equivalente a norma dada em (1.1.6).

Seja m ∈ N, representamos por Cm(Γ) o espaço das funções u : Γ→ R de classe

Cm e por D(Γ) o espaço das funções in�nitamente diferenciáveis sobre Γ, isto é,

Cm(Γ) = {u : Γ→ R;u ˜θi ◦ ϕ−1
i = ũi ∈ Cm(Rn−1), i = 1, . . . , k}

D(Γ) = {u : Γ→ R;u ˜θi ◦ ϕ−1
i = ũi ∈ Cm(Rn−1), ∀m ∈ N e i = 1, . . . , k}.

Considereremos a aplicação:

φi : D(Γ) → D(Rn−1)

u 7→ φi(u) = ũi = u ˜θi ◦ ϕ−1
i

(1.1.7)

assim, se v ∈ D(Rn−1), temos que

〈φi(u), v〉D′(Rn−1)×D(Rn−1) =

∫
Rn−1

ũi(y)v(y)dy

=

∫
Ui∩Γ

u(x)θi(x)v(ϕi(x))Ji(x)dΓ

onde Ji(x) é uma aplicação in�nitamente diferenciável sobre Γi = Ui ∩ Γ.

De�nindo

ψi(v) =

 θi(x)v(ϕi(x))Ji(x) se x ∈ Ui ∩ Γ

0 se x ∈ Γ \ Ui ∩ Γ

então, podemos escrever

〈φi(u), v〉D′(Rn−1)×D(Rn−1) =

∫
Γ

u(x)ψi(v)(x)dΓ

ou ainda, como ψ ∈ D(Γ), temos

〈φi(u), v〉D′(Rn−1)×D(Rn−1) = 〈u, ψi(v)〉D′(Γ)×D(Γ)
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daí, e do fato de D(Γ) ser denso em D′(Γ), resulta que a aplicação de�nida em (1.1.7)

se prolonga, por continuidade a uma aplicação que ainda denotaremos por φi de D′(Γ)

em D′(Rn−1). E, com isso, de�nimos para s ∈ R,

Hs(Γ) = {u;φi(u) ∈ Hs(Rn−1), i = 1, 2, . . . , k}

dotado da norma

‖u‖Hs(Γ) =

(
k∑
j=1

‖φi(u)‖2
Hs(Rn−1)

) 1
2

.

É possível mostrar, como feito em [43], que as de�nições acima, não dependem

do sistema de cartas locais de Γ. E, com isso, temos a boa de�nição do espaço Hs(Γ)

e da norma da qual é munido esse espaço.

Além disso, vale o seguinte:

• D(Γ) é denso em Hs(Γ), para todo s ∈ R.

• O espaço H
1
2 (Γ) ↪→ L2(Γ).

As provas dos resultados acima, podem ser encontrados em [36].

1.1.3 O espaço H1/2(Γ1 ∪ Γ2)

No decorrer deste tese, trataremos de um Problema de Transmissão e, para o seu

desenvolvimento precisamos de algumas informações adicionais acerca de integração

sobre a fronteira Γ1 ∪ Γ2, conforme segue:

Seja Ω um domínio limitado do Rn, n ≥ 1 com fronteira suave Γ = Γ1 ∪ Γ2, onde

Γ1 e Γ2 são fechadas e disjuntas e seja ν o vetor normal unitário exterior à Γ.

Dadas as condições sobre Γ1 e Γ2 podemos considerar sistemas de cartas locais

{(Ui, ϕi)}i=1,...,k̄ e {(Ui, ϕi)}i=k̄+1,...,k para Γ1 e Γ2, respectivamente, que são disjuntas

entre si. Nesse caso, {(Ui, ϕi)}i=1,...,k é um sistema de cartas locais para Γ. Sejam

{θi; i = 1, . . . , k̄} e {θj; j = k̄ + 1, . . . , k} partições da unidade de classe C∞ subordi-

nadas a ∪k̄i=1Ui e ∪ki=k̄+1
Ui, respectivamente, tais que suppθi ⊂ Ui, para i = 1, . . . , k,∑k̄

i=1 θi(x) = 1, para todo x ∈ Γ1 e
∑k

i=k̄+1 θi(x) = 1 para todo x ∈ Γ2. Assim,

{1
2
θi; i = 1, . . . , k} constitui uma partição da unidade para Γ.

De posse dessas considerações, nosso intuito, aqui, é mostar que podemos fazer a

seguinte identi�cação

H1/2(Γ) ≡ H1/2(Γ1)×H1/2(Γ2).
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Para tal, considere a apliação

ψ : H1/2(Γ) −→ H1/2(Γ1)×H1/2(Γ2)

u 7→ (u1, u2) = (u|Γ1 , u|Γ2)
.

A�rmamos que ψ é uma isometria linear.

De fato, observe que ψ está bem de�nida. Nesse caso, devemos mostrar que

φj(u1) ∈ H1/2(Rn−1), j = 1, . . . , k̄ e φj(u2) ∈ H1/2(Rn−1), j = k̄ + 1, . . . , k,

onde

φj(u1) = ˜u1θj ◦ ϕ−1
j para j = 1, . . . , k̄

e

φj(u2) = ˜u2θj ◦ ϕ−1
j para j = k̄ + 1, . . . , k.

Mas, u ∈ H1/2(Γ), logo

φ̄j(u) ∈ H1/2(Rn−1), j = 1, . . . , k

onde,

φ̄j(u) =
˜

u
1

2
θj ◦ ϕ−1

j =
1

2
˜uθj ◦ ϕ−1

j =
1

2
φj(u).

Portanto, para j = 1, . . . , k̄, temos

φj(u1) = ˜u1θj ◦ ϕ−1
j

= ˜uθj ◦ ϕ−1
j

= 2φ̄j(u) ∈ H1/2(Rn−1),

donde u1 ∈ H1/2(Γ1). Analogamente, temos u2 ∈ H1/2(Γ2). De onde segue, que ψ está

bem posta.

Temos, ainda, que ψ é uma bijeção linear. A linearidade é imediata. Mostremos,

então, a bijetividade.

Seja u ∈ ker(ψ), temos que

(0, 0) = ψ(u) = (u|Γ1 , u|Γ2)

logo,

u|Γ1 = 0 e u|Γ2 = 0,
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donde u = 0 e, assim, ψ é injetora.

Agora, seja (u1, u2) ∈ H1/2(Γ1)×H1/2(Γ2) e de�na

u =

 u1 sobre Γ1

u2 sobre Γ2

e, por argumentos análogos aos utilizados para provar a boa de�nição de ψ, temos

u ∈ H1/2(Γ). Donde, ψ é bijeção.

Além disso, ψ é uma isometria, pois,

‖ψ(u)‖2
H1/2(Γ1)×H1/2(Γ2) = ‖u|Γ1‖2

H1/2(Γ1) + ‖u|Γ2‖2
H1/2(Γ2)

= ‖u1‖2
H1/2(Γ1) + ‖u2‖2

H1/2(Γ2)

=
k̄∑
i=1

‖φi(u1)‖2
H1/2(Rn−1) +

k∑
i=k̄+1

‖φi(u2)‖2
H1/2(Rn−1)

=
k∑
i=1

‖φi(u)‖2
H1/2(Rn−1)

= ‖u‖2
H1/2(Γ).

Portanto, ψ é um isomor�smo isométrico. Com isso, a aplicação

Ψ : H−1/2(Γ1)×H−1/2(Γ2) −→ H−1/2(Γ1 ∪ Γ2)

(f, g) 7→ Ψ(f, g)
,

onde

Ψ(f, g)(u) = (f, g)(ψ(u))

é também um isomor�smo isométrico.

Assim, por muitas vezes, usaremos a seguinte identi�cação

H−1/2(Γ1)×H−1/2(Γ2) ≡ H−1/2(Γ1 ∪ Γ2)

para tratar separadamente dos funcionais agindo sobre Γ2 e Γ1.

1.1.4 Teoria do Traço

Consideremos Ω = Rn
+ ou Ω um aberto limitado bem regular do Rn. Denotamos

por D(Γ) o espaço das funções reais de�nidas em Γ que possuem derivadas parciais de
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todas as ordens e por D(Ω) o conjunto de todas as funções ρ : Ω→ R que são restrições

de funções de C∞0 (Rn), ou seja,

D(Ω) = {φ |Ω= ρ, φ ∈ C∞0 (Rn)}.

Dada uma função u de�nida em Ω, representaremos por γ0u a restrição de u a Γ.

Proposição 1.8 Existe uma constante positiva C, tal que

‖γ0u‖H 1
2 (Γ)
≤ C‖u‖H1(Ω)

para toda u ∈ D(Ω).

Prova. Para a prova, ver [43].

Desde que D(Ω) é denso em H1(Ω) e de posse da proposição anterior, podemos

estender a aplicação

γ0 : D(Ω)→ H
1
2 (Γ)

a uma única aplicação linear e contínua, que ainda vamos representar por γ0,

γ0 : H1(Ω)→ H
1
2 (Γ)

a qual chamamos de aplicação traço de ordem zero.

Além destes, consideremos o espaço H de�nido abaixo:

De�nição 1.9 Denotamos por H o seguinte conjunto

H = H(Ω,∆) = {u ∈ L2(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}

o qual, munido do produto interno,

((u, v))H = (u, v)L2(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω), ∀u, v ∈ H

e norma

u 7→ [‖u‖2
L2(Ω) + ‖∆u‖2

L2(Ω)]
1/2

é um espaço de Hilbert.

Lema 1.1 As seguintes a�rmações são verdadeiras:

(a) D(Ω) é denso em H;

(b) Existe uma aplicação linear e contínua de�nida em H tal que

γ : H → H−1/2(Γ)×H−3/2(Γ)

u 7→ (γ0(u), γ1(u))

e ainda,a aplicação γ acima coincide com a aplicação traço de ordem 2.
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(c) Se u ∈ H ∩H1(Ω), então γ1u ∈ H−
1
2 (Γ). E, ainda, a aplicação γ1 é contínua de

H ∩H1(Ω) em H−
1
2 (Γ).

Prova. Ver [12].

1.1.5 Resultados Auxiliares

Lema 1.2 (Du Bois Raymond) Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e u ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Então, u = 0 quase sempre em Ω.

Prova. Para a prova ver [43].

Teorema 1.10 (Aubin-Lions) Sejam B0, B,B1 três espaços de Banach, tais que

B0
c
↪→ B ↪→ B1, com B0 e B1 re�exivos. De�namos

W =

{
v; v ∈ Lp0(0, T ;B0), v′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T, B1)

}
onde 1 < p0, p1 <∞,o qual munido da norma

‖v‖W = ‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖v′‖Lp1 (0,T,B1)

é um espaço de Banach. Então, a imersão de W em Lp0(0, T ;B) é compacta.

Prova. A demonstração encontra-se em [34].

Proposição 1.11 Sejam E um espaço vetorial normado e F um subspaço vetorial de

E. Se, para toda forma f ∈ E ′ tal que 〈f, x〉 = 0, para todo x ∈ F se tem f ≡ 0, então

F é denso em E.

Prova. Ver [6].

Teorema 1.12 Seja A um operador linear de�nido em um espaço de Banach X. São

equivalentes:

(i) A é bijetivo e A−1 é limitado;

(ii) Im(A) = X e existe δ > 0 tal que ‖Ax‖X ≥ δ‖x‖X para todo x ∈ X;

(iii) A é fechado, Im(A) = X e Ker(A) = {0}.

Prova. Ver [5].
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1.2 Semigrupos Lineares em Espaços de Banach

Nesta seção apresentamos um breve resumo sobre a Teoria de Semigrupos Line-

ares. Para mais detalhes, recomendamos [27] ou [45].

De�nição 1.13 Seja X um espaço de Banach. Uma família de operadores lineares

limitados, {S(t)}t≥0 sobre X é chamado de Semigrupo de Operadores Lineares e Limi-

tados em X (ou, simplesmente, Semigrupo em X) se

• S(0) = Id, onde Id é o operador identidade de X;

• S(t+ s) = S(t)S(s), para todo t, s ≥ 0.

Ainda, quando {S(t)}t≥0 satisfaz

• limt→0+ S(t)x = x, para todo x ∈ X,

dizemos que {S(t)}t≥0 é um semigrupo fortemente contínuo ou C0-semigrupo.

De�nição 1.14 Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um Semigrupo em X. O

operador linear, A, de�nido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

S(t)x− x
t

existe

}
e

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

, ∀x ∈ D(A)

é o Gerador In�nitesimal do Semigrupo {S(t)}t≥0. Neste caso, escrevemos S(t) = eAt.

De�nição 1.15 Um semigrupo {S(t)}t≥0 em um espaço de Banach X é chamado de

uniformemente limitado se existe uma constante M ≥ 1 tal que

‖S(t)‖L(X) ≤M, ∀t ≥ 0.

Quando M = 1 o semigrupo é dito de contrações.

De�nição 1.16 Seja A um operador de�nido sobre um espaço de Hilbert H com do-

mínio D(A) ⊂ H. Dizemos que A é dissipativo se

Re((Ax, x)H) ≤ 0 ∀x ∈ D(A).

Teorema 1.17 (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear de�nido num espaço de

Hilbert H, com domínio D(A) ⊂ H. A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo de

contrações se, e somente se, A é dissipativo e Im(I − A) = H.

Prova. Para a prova, ver [45]
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De�nição 1.18 Seja A um operador linear de um espaço de Banach X. O conjunto

formado pelos λ ∈ C para os quais o operador λI−A é inversível, seu inverso é limitado

e densamente de�nido é dito conjunto resolvente de A e é representado por ρ(A).

Corolário 1.19 Seja A um operador linear com domínio D(A) denso em um espaço

de Hilbert H. Se A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A), então A é o Gerador In�nitesimal de um

C0-semigrupo de contrações em H.

Prova. Ver [40].

De�nição 1.20 Dizemos que um C0−semigrupo {S(t)}t≥0 de um espaço de Banach

X é exponencialmente estável se, existem constantes C, γ > 0 tais que

‖S(t)‖X ≤ Ce−tγ, para todo t ≥ 0.

Teorema 1.21 Se A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo S de classe C0, então,

para cada u0 ∈ D(A), existe uma única função

u ∈ C0([0,+∞);D(A)) ∩ C1([0,+∞);X),

dita solução regular do Problema de Cauchy{
ut = Au

u(0) = u0.
(1.2.8)

Nessas condições,

u(t) = S(t)u0, para todo t ≥ 0.

Prova. Para a prova, ver [45].

De�nição 1.22 Dizemos que a solução de (1.2.8) decai a uma taxa de f(t), se f(t) é

uma função positiva, tal que

lim
t→∞

f(t) = 0

e

‖u(t)‖X ≤ f(t)‖u0‖D(A), ∀t > 0, (1.2.9)

para todo u0 ∈ D(A).

Observação 1.23 Quando a norma do lado direito de (1.2.9) coincide com a norma

de X, o semigrupo é exponencialmente estável.

De fato, suponhamos que, para todo u0 ∈ D(A),

‖S(t)u0‖X = ‖u(t)‖X ≤ f(t)‖u0‖X , ∀t > 0, (1.2.10)
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logo

lim
t→∞
‖S(t)‖L(X) = 0,

assim, existe t0 ∈ N, tal que
‖S(t0)‖L(X) < 1.

De�namos α = ‖S(t0)‖L(X) < 1 e seja t ∈ R+. Nesse caso, podemos escrever

t = qt0 + r

em que q ∈ Z, q ≥ 0 e r ∈ R com 0 ≤ r < t0. Daí,

‖S(t)‖L(X) = ‖S(t0)qS(r)‖L(X) ≤ αqC1

aqui, C1 = sups∈[0,t0]{‖S(s)‖L(X)}, logo,

‖S(t)‖L(X) ≤ C1α
t
t0α
− r
t0 ≤ Cαθt

com C = C1α
−1 e θ = 1

t0
. Ainda, como α < 1, então lnα = −β, β > 0, donde

αθt = (αθ)t = (eθ lnα)t = (eθ(−β))t = e−γt

em que γ = θβ > 0, portanto,

‖S(t)‖L(X) ≤ Ce−γt

como queríamos.

1.2.1 O Espaço M e o operador T

Como dito anteriormente, um espaço com peso, em especial, será muito impor-

tante nos capítulos que se seguem, por isso, vamos apresentá-lo aqui, além de tratar

de um operador de�nido nesse espaço que, também, será de grande utilidade mais a

frente.

Consideremos Ω um domínio limitado do Rn, n ≥ 1, com fronteira suave Γ =

Γ1 ∪ Γ2, onde Γ1,Γ2 são fechados e disjuntos.

De�namos

V = {v ∈ H1(Ω); v = 0 em Γ1}

temos que V , munido do produto interno induzido por H1(Ω), é um espaço de Hilbert

e, ainda, considerando em V a norma

‖u‖V = ‖∇u‖L2(Ω), ∀u ∈ V
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segue que

‖.‖V e ‖.‖H1(Ω)

são equivalentes. Assim, tomando o produto interno

(u, v)V =

∫
Ω

∇u · ∇vdx, ∀u, v ∈ V

concluímos que (V, (·, ·)V ) é um espaço de Hilbert.

Ainda, considerando g : [0,∞) → R+ de classe C1 ∩ L1 e decrescente, portanto,

g′(s) ≤ 0 para todo s ≥ 0, temos que o espaço M := L2
g(0,∞;V ) é, também, um

espaço de Hilbert, com o seguinte produto interno

(η, ξ)M =

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

∇η(s) · ∇ξ(s)dxds.

EmM, podemos de�nir o seguinte operador

T : D(T ) ⊂M −→ M

η 7−→ Tη = −∂sη

sendo essa derivada no sentido das distribuições e

D(T ) = {η ∈M; ∂sη ∈M e η(0) = 0}.

A�rmamos que T é o gerador in�nitesimal de um semigrupo em M. De fato,

vamos provar que T satisfaz o Teorema de Lummer -Phillips (Teorema 1.17).

Seja η ∈M, temos que

(Tη, η)M =

∫ ∞
0

g(s)(−ηs(s), η(s))V ds

= −
∫ ∞

0

g(s)
1

2

d

ds
‖η(s)‖2

V ds

=
1

2

(
− lim

s→∞
g(s)‖η(s)‖2

V + g(0)‖η(0)‖2
V +

∫ ∞
0

g′(s)‖η(s)‖2
V ds

)
como g(s)→ 0, quando s→∞ e η(0) = 0, temos

(Tη, η)M =
1

2

∫ ∞
0

g′(s)‖η(s)‖2
V ds ≤ 0.

Agora, seja ξ ∈M, devemos encontrar η ∈ D(T ) tal que

(I − T )η = ξ,
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ou seja,

η + ηs = ξ.

Formalmente, multiplicando a igualdade acima por es obtemos

d

ds
(esη(s)) = esξ,

assim,

esη(s)− e0η(0) =

∫ s

0

eτξ(τ)dτ

e, como queremos η(0) = 0, devemos ter

η(s) =

∫ s

0

eτ−sξ(τ)dτ.

Mostremos, então, que η com essa con�guração é um elemento de D(T ).

Já temos que η(0) = 0. Se provarmos que η ∈ M, então temos o resultado pois,

ηs = −η + ξ ∈M. Observe que

∫ ∞
0

g(s)‖η(s)‖2
V ds =

∫ ∞
0

g(s)

∥∥∥∥∫ s

0

eτ−sξ(τ)dτ

∥∥∥∥2

V

ds

=

∫ ∞
0

g(s)

(∫ s

0

eτ−sξ(τ)dτ,

∫ s

0

et−sξ(t)dt

)
V

ds

=

∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

eτ−set−s (ξ(τ), ξ(t))V dtdτds

≤
∫ ∞

0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

eτ−set−s
1

2

(
‖ξ(τ)‖2

V + ‖ξ(t)‖2
V

)
dtdτds

=

∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

eτ−set−s‖ξ(τ)‖2
V dtdτds

=

∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

eτ−s‖ξ(τ)‖2
V dτds−

∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

eτ−2s‖ξ(τ)‖2
V dτds.

Agora, ∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

eτ−s‖ξ(τ)‖2
V dτds =

∫ ∞
0

eτ‖ξ(τ)‖2
V

∫ ∞
τ

g(s)e−sdsdτ

≤
∫ ∞

0

eτ‖ξ(τ)‖2
V

∫ ∞
τ

g(τ)e−sdsdτ

=

∫ ∞
0

g(τ)‖ξ(τ)‖2
V dτ,

analogamente, ∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

eτ−2s‖ξ(τ)‖2
V dτds ≤

∫ ∞
0

g(τ)‖ξ(τ)‖2
V dτ
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portanto, ∫ ∞
0

g(s)‖η(s)‖2
V ds ≤ 2

∫ ∞
0

g(τ)‖ξ(τ)‖2
V dτ <∞

e η ∈ M, como queríamos. Assim, T é o gerador de um C0-semigrupo em M e,

portanto, é fechado e D(T ) é denso emM.

1.3 Apresentando o Problema de Transmissão

Um problema de transmissão pode ser interpretado como um problema acoplado

em dois domínios distintos com uma fronteira em comum, sendo o acoplamento nessa

fronteira. Nesta seção, apresentamos resultados de existência e unicidade de soluções

para o problema de transmissão de ondas, pois o mesmo será utilizado como ferramenta

no Capítulo III deste trabalho. Para mais detalhes sobre o referido problema, indicamos

Lions [33] e Dautray e Lions [19].

Sejam Ω e Ω2 domínios limitados do Rn, n ≥ 1, com fronteiras suaves Γ1 e Γ2,

respectivamente, tais que Ω2 ⊂⊂ Ω e Ω1 = Ω \ Ω2. Nesse caso, ∂Ω1 = Γ1 ∪ Γ2.

Sendo k̃ e k2 constantes distintas e positivas, estamos interessados em estudar o

problema 

utt − k̃∆u = 0 em Ω1 × (0, T )

vtt − k2∆v = 0 em Ω2 × (0, T )

u = 0 sobre Γ1 × (0, T )

u = v sobre Γ2 × (0, T )

k2
∂v

∂ν
= k̃

∂u

∂ν
sobre Γ2 × (0, T ),

(1.3.11)

sujeita as condições iniciais  u(0) = u0, u
′(0) = u1

v(0) = v0, v
′(0) = v1

As identidades

u = v sobre Γ2 × (0, T ) e k2
∂v

∂ν
= k̃

∂u

∂ν
sobre Γ2 × (0, T )

são ditas condições de transmissão e representam o acoplamento do problema.

Para provar os resultados de existência de solução desejados, decidimos por uti-

lizar resultados que relacionam Teoria de Semigrupos e Formas Sesquilineares, pois

algumas das ferramentas utilizadas serão necessárias no decorrer no texto, por isso,

começamos por estudar:
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1.3.1 A terna
{
H1

Γ1
,L2, (., .)H1

Γ1

}
Nas condições apresentadas acima, de�nimos, na Seção 1.1.1, o Espaço H1

Γ1
e

vimos que H1
Γ1

e L2 são espaços de Hilbert satisfazendo

H1
Γ1
↪→ L2 e H1

Γ1
é denso em L2.

Além disso, aplicação a : H1
Γ1
×H1

Γ1
−→ R em que

a((u1, v1), (u2, v2)) = ((u1, v1), (u2, v2))H1
Γ1
, ∀(u1, v1), (u2, v2) ∈ H1

Γ1

é uma forma bilinear, contínua e coerciva sobre H1
Γ1
.

Assim, podemos de�nir A : D(A) ⊂ H1
Γ1
−→ H1

Γ1
pondo

D(A) =
{

(u, v) ∈ H1
Γ1

; ∃(f, g) ∈ L2, tal que ((u, v), (w, z))H1
Γ1

= ((f, g), (w, z))L2 ,

∀(w, z) ∈ H1
Γ1

}
e, se (u, v) ∈ D(A), então

A(u, v) = (f, g).

Em verdade,

D(A) =

{
(u, v) ∈ H2 ∩H1

Γ1
; k̃
∂u

∂ν
= k2

∂v

∂ν
sobre Γ2

}
e, para todo (u, v) ∈ D(A)

A(u, v) = (−k̃∆u,−k2∆v). (1.3.12)

De fato, sejam (u, v) ∈
{

(u, v) ∈ H2 ∩H1
Γ1

; k̃ ∂u
∂ν

= k2
∂v
∂ν

sobre Γ2

}
e (w, z) ∈ H1

Γ1
, então

((u, v), (w, z))H1
Γ1

= k̃(∇u,∇w)1 + k2(∇v,∇z)2

= −k̃(∆u,w)1 − k2(∆v, z)2 +

(
k̃
∂u

∂ν
, w

)
Γ2

−
(
k2
∂v

∂ν
, z

)
Γ2

onde, a última igualdade decorre da Fórmula de Green e da orientação considerada em

Γ1 ∪ Γ2. .

Como k̃ ∂u
∂ν

= k2
∂v
∂ν

e w = z sobre Γ2, temos(
k̃
∂u

∂ν
, w

)
Γ2

−
(
k2
∂v

∂ν
, z

)
Γ2

= 0,
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portanto,

((u, v), (w, z))H1
Γ1

= −k̃(∆u,w)1 − k2(∆v, z)2 = ((−k̃∆u,−k2∆v), (w, z))L2 .

O que prova que
{

(u, v) ∈ H2 ∩H1
Γ1

; k̃ ∂u
∂ν

= k2
∂v
∂ν

sobre Γ2

}
⊂ D(A) e (1.3.12) é válida

para elementos desse espaço.

Agora, seja (u, v) ∈ D(A). Assim, existe (f, g) ∈ L2 tal que

((u, v), (w, z))H1
Γ1

= ((f, g), (w, z))L2 para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
,

ou seja,

k̃(∇u,∇w)1 + k2(∇v,∇z)2 = (f, w)1 + (g, z)2 para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
. (1.3.13)

Em particular, se ϕ ∈ D(Ω1) então, (ϕ, 0) ∈ H1
Γ1

e, portanto,

k̃(∇u,∇ϕ)1 = (f, ϕ)1 para todo ϕ ∈ D(Ω1).

Consequentemente,

−k̃∆u = f em D′(Ω1).

Como f ∈ L2(Ω1), temos

−k̃∆u = f em L2(Ω1).

Analogamente, se ψ ∈ D(Ω2), então (0, ψ) ∈ H1
Γ1

e, portanto,

−k2∆v = g em L2(Ω2).

Substituindo as expressões encontradas, para f e g, em (1.3.13), temos

k̃(∇u,∇w)1 + k2(∇v,∇z)2 = −k̃(∆u,w)1 − k2(∆v, z)2 para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
.

Novamente, pela Fórmula de Green, do fato que w = 0 sobre Γ1 e w = z sobre Γ2 e da

orientação positiva de Γ1 e Γ2, obtemos

−k̃(∆u,w)1 − k2(∆v, z)2 = k̃(∇u,∇w)1 + k2(∇v,∇z)2

−
〈
k̃
∂u

∂ν
− k2

∂v

∂ν
, w

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

.

Logo, comparando as duas expressões acima, temos〈
k̃
∂u

∂ν
− k2

∂v

∂ν
, w

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

= 0 para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
.
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Procedendo como feito para mostrar a identidade (2.4.33), temos que

k̃
∂u

∂ν
= k2

∂v

∂ν
em H−1/2(Γ2)

e, por regularidade elíptica, temos (u, v) ∈ H2. Logo,

D(A) ⊂
{

(u, v) ∈ H2 ∩H1
Γ1

; k̃
∂u

∂ν
= k2

∂v

∂ν
sobre Γ2

}
.

Portanto,

D(A) =

{
(u, v) ∈ H2 ∩H1

Γ1
; k̃
∂u

∂ν
= k2

∂v

∂ν
sobre Γ2

}
e

A(u, v) = (−k̃∆u,−k2∆v), para todo (u, v) ∈ D(A),

como queríamos.

1.3.2 Existência e Unicidade de Soluções

De posse dos resultados da seção anterior, podemos reescrever o problema (1.3.11),

da forma  Ut − BU = 0

U(0) = U0

(1.3.14)

em que U(t) = ((u(t), v(t)), (ut(t), vt(t))), para t ≥ 0 e

B : D(A)×H1
Γ1

−→ H1
Γ1
× L2

U = ((u1, v1), (u2, v2)) 7→ BU =

 (u2, v2)

−A(u1, v1)


ou ainda,

BU =

 0 I

−A 0

 (u1, v1)

(u2, v2)

 .
Observemos que D(B) é denso em H = H1

Γ1
× L2, visto que cada um dos

termos do produto cartesiano é denso no espaço correspondente. Ainda, se U =

((u1, v1), (u2, v2)) ∈ D(B), então

(BU,U)H = ((u2, v2), (−A(u1, v1)), ((u1, v1), (u2, v2)))H1
Γ1
×L2

= ((u2, v2), (u1, v1))H1
Γ1
− (A(u1, v1), (u2, v2))L2
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do exposto na seção anterior, temos que

(A(u1, v1), (u2, v2))L2 = ((u2, v2), (u1, v1))H1
Γ1
,

portanto,

(BU,U)H = 0, para todo U ∈ D(B)

e B é dissipativo. Pelo Corolário 1.19, nos resta provar que 0 ∈ ρ(B), para isso, de

acordo com o Teorema 1.12, devemos mostrar que −B é bijetivo e fechado.

Seja F = ((f1, g1), (f2, g2)) ∈ H1
Γ1
×L2. Devemos encontrar U = ((u1, v1), (u2, v2)) ∈

D(B) = D(A)×H1
Γ1
, tal que

−BU = F,

isto é,

−(u2, v2) = (f1, g1)

A(u1, v1) = (f2, g2).

Assim,podemos tomar (u2, v2) = (−f1,−g1) ∈ H1
Γ1

e como A é de�nido por terna

e (f2, g2) ∈ L2, temos que existe (u1, v1) ∈ D(A), tal queA(u1, v1) = (f2, g2). Portanto,

−B é sobrejetor. Ainda, se

−BU = 0,

então,

−(u2, v2) = (0, 0)

A(u1, v1) = (0, 0).

nesse caso, (u2, v2) = (0, 0) e

a((u1, v1), (u1, v1)) = (A(u1, v1), (u1, v1))L2 = ((0, 0), (u1, v1))L2 ,

ou seja,

‖(u1, v1)‖2
H1

Γ1

= 0,

donde

(u1, v1) = (0, 0)
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e −B é injetivo, consequentemente, −B é bijetor. Como A é de�nido pela terna

{H1
Γ1
,L2, (, )H1

Γ1
}, segue que A é fechado, o que garante que −B também o é. Por-

tanto, 0 ∈ ρ(B) e B é o gerador in�nitesimal de um semigrupo de contrações. O

Teorema 1.21 garante a existência e unicidade de solução para o problema (1.3.14) e

consequentemente para (1.3.11).

1.4 Tópicos de Medida de Defeito Microlocal

No terceiro capítulo deste texto tratamos da estabilização do problema de trans-

missão proposto e, para tal, lançamos mão de argumentos de Medida de Defeito Mi-

crolocal devidos a Gérard [24]. Nesta seção, faremos um breve resumo dessa teoria,

citando os resultados que utilizaremos mais a frente e omitindo as respectivas provas

as quais podem ser encontradas em Gèrard [24] ou Burq e Gérard [8]. As mesmas

referências são recomendadas para uma leitura completa do tema.

Seja Ω ⊂ RN um aberto. Um operador diferencial sobre Ω é uma aplicação linear

P : D(Ω) −→ D(Ω) da forma

Pu(x) =
∑
|α|≤m

aα(x)∂αu(x) (1.4.15)

em que aα ∈ C∞(Ω). A função p : Ω× RN −→ R, dada por

p(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξα (1.4.16)

é chamada símbolo de P e

σm(P )(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα

é o símbolo principal do operador P .

Nessas condições, utilizando a Transformada de Fourier, o operador diferencial P

pode ser reescrito como

Pu(x) =

∫
RN
e2πix·ξp(x, ξ)û(ξ)dξ

e, isso, nos leva as seguintes de�nições:
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De�nição 1.24 Sejam Ω ⊂ RN um aberto e m ∈ R. De�nimos a classe de símbolos

de ordem m, por

Sm(Ω) =
{
a ∈ C∞(Ω× RN); para todo α, β ∈ NN e para todo compacto K ⊂ Ω,

existe C = Cα,β,K tal que sup
x∈K
|Dβ

xD
α
ξ a(x, ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)m−|α|

}
.

em que Dα = 1
(2πi)α

∂α, para α ∈ Nn.

Ainda, de�nimos

Smc (Ω) =
{
a ∈ Sm(Ω); supp p ⊂ K × RN , para algum compacto K ⊂ RN

}
.

Ademais, para a ∈ Sm(Ω), de�nimos o Operador Pseudo-Diferencial de ordem m

sobre Ω associado a a , como sendo a aplicação linear A : C∞0 (Ω) 7→ C∞(Ω) da forma

Au(x) =

∫
RN
e2πi〈x,ξ〉a(x, ξ)û(ξ) dξ. (1.4.17)

Observação 1.25 Quando P é um operador diferencial, como em (1.4.15), então o

símbolo p em (1.4.16), é tal que p ∈ Sm(Ω).

No que diz respeito ao símbolo principal para um operador pseudo-diferencial, a

de�nição não é tão direta quanto quando pensamos num operador diferencial, pois ela

está relacionada a seguinte proposição

Proposição 1.26 Seja A um operador pseudo-diferencial de símbolo a ∈ Sm(Ω) e

sejam am ∈ C∞(Ω × (RN\{0})) uma função homogênea de ordem m e χ ∈ C∞(RN)

em que χ é nula numa vizinhança de 0 e tende a 1 no in�nito, satisfazendo

a(x, ξ) = am(x, ξ)χ(ξ) + r(x, ξ), (1.4.18)

para algum r ∈ Sm−1(Ω).

Então, para todo u ∈ C∞0 (Ω), para todo ξ ∈ RN\{0} e para todo x ∈ Ω,

t−me−itx·ξA(uetξ)(x)→ am(x, ξ)u(x), quando t→ +∞, (1.4.19)

em que etξ = e2πi〈tx,ξ〉.

De�nição 1.27 Nas condições da proposição anterior, dizemos que A admite um sím-

bolo principal de ordem m. A função am é dita símbolo principal de A de ordem m e

é denotado por σm(A).

Dito isto, temos os seguintes resultados:
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Teorema 1.28 Seja {un} uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fraco para

zero em L2
loc(Ω). Então, existe uma subsequência {uϕ(n)} e uma medida de Radon

positiva µ sobre T 1Ω := Ω × SN−1 (SN−1 = {ξ ∈ RN ; ‖ξ‖ = 1}) tais que, para todo

operador pseudo-diferencial A de ordem 0 em Ω o qual admite um símbolo principal

σ0(A) ≥ 0, tal que χσ0(A) = σ0(A), temos(
A(χuϕ(n)), χuϕ(n)

)
L2 −→

n→+∞

∫
Ω×Sn−1

σ0(A)(x, ξ) dµ(x, ξ). (1.4.20)

De�nição 1.29 Nas hipóteses do Teorema 1.28, µ é chamada Medida de Defeito Mi-

crolocal da sequência {uϕ(n)}.

Observação 1.30 O Teorema 1.28 assegura que para toda sequência limtada {un} ⊂
L2
loc(Ω) que converge fracamente para zero em L2

loc(Ω), existe uma subsequência {uϕ(n)}
que admite uma medida de defeito microlocal. Observamos que de (1.4.20), no caso

particular quando A = f ∈ C∞0 (Ω), segue que∫
Ω×SN−1

f(x)|uϕn(x)|2 dx −→
n→+∞

∫
Ω×SN−1

f(x) dµ(x, ξ). (1.4.21)

Então, uϕn converge para zero se, e somente se, µ = 0.

Teorema 1.31 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω e seja {un} uma

sequência limitada de L2
loc(Ω) o qual converge fracamente para zero e admite uma

m.d.m. µ. As seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) Pun −→
n→+∞

0 forte em H−mloc (Ω), onde m > 0;

(ii) supp(µ) ⊂ {(x, ξ) ∈ Ω× SN−1;σm(P )(x, ξ) = 0}.

O Teorema 1.31 nos fornece uma caracterização para o suporte da medida µ,

sob certas condições acerca do operador P e da sequência {un}, no entanto, estamos

interessados numa localização para esse suporte um pouco melhor e, para tal, faremos

uso de propriedades do Hamiltoniano, o qual é de�nido como segue:

De�nição 1.32 Seja p ∈ C∞(Ω×Rn\{0}) uma função com valores reais. Dizemos que

Hp é um campo Hamiltoniano de p, quando este é o campo de vetores em Ω× (Rn\{0})
dado por

Hp(x, ξ) =

(
∂p

∂ξ1

(x, ξ), · · · , ∂p
∂ξn

(x, ξ),− ∂p

∂x1

(x, ξ), · · · ,− ∂p

∂xn
(x, ξ)

)
.

A derivada de Lie de uma função f com respeito ao campo Hamiltoniano Hp é

dada por Hp(f) = {p, f}, em que

{p, f}(x, ξ) =
n∑
j=1

(
∂p

∂ξj
(x, ξ)

∂f

∂xj
(x, ξ)− ∂p

∂xj
(x, ξ)

∂f

∂ξj
(x, ξ)

)
.
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Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integral do campo de vetores Hp, isto

é, uma solução maximal s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) para as equações de Hamilton-Jacobi{
ẋ = pξ(x, ξ) =

∂p

∂ξ
(x, ξ), ξ̇ = −px(x, ξ) = −∂p

∂x
(x, ξ), (1.4.22)

onde I é um intervalo aberto de R.

Desde que Hp(p) = 0 a função p mantém um valor constante sobre cada uma

de suas curvas Hamiltonianas. De fato, seja γ : I ⊂ R → Ω × (Rn\{0}) uma curva

Hamiltoniana de p, com γ(t) = (x(t), ξ(t)), então

dp

dt
=
∂p

∂x

dx

dt
+
∂p

∂ξ

dξ

dt
= Hp(p) = 0.

Dizemos que uma curva Hamiltoniana de p é uma bicaracterística de p se p(x(t), ξ(t)) =

0

Observação 1.33 Sejam λ uma função C∞ sobre Ω × RN \ {0} com valores reais

diferente de zero. Desde que

Hλp = λHp + pHλ = λHp se p = 0,

resulta que as bicaracteristicas de λp e p coincidem (modulo uma reparametrização).

Teorema 1.34 Seja P um operador diferencial de ordem m em Ω veri�cando P ∗ =

P , ou seja, P é auto-adjunto, e seja {un} uma sequência limtada em L2
loc(Ω) o qual

converge fracamente para zero e admite uma m.d.m. µ. Vamos assumir que Pun −→
n→+∞

0 forte em H1−m
loc (Ω). Então, para toda função a ∈ C∞(Ω × (Rn\{0})) homogênea de

grau 1−m na segunda variável e com suporte compacto na primeira variável,∫
Ω×Sn−1

{a, p}(x, ξ) dµ(x, ξ) = 0. (1.4.23)

O próximo resultado nos dá uma caracterização para o suporte da medida µ,

melhorando a caracterização dada pelo Teorema 1.31, dadas as devidas hipóteses ad-

cionais.

Teorema 1.35 Seja P um operador diferencial auto-adjunto de ordem m em Ω que

admite um símbolo principal σm(P ). Seja {un} uma sequência limitada em L2
loc(Ω) o

qual converge fracamente para zero, com uma medida de defeito microlocal µ. Assu-

mindo que Pun converge para zero em H
−(m−1)
loc (Ω), então o suporte de µ, supp(µ), é

a união das curvas do tipo s ∈ I 7→
(
x(s), ξ(s)|ξ(s)|

)
, em que s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) é uma

bicaracterística de p.
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No Terceiro Capítulo, utilizaremos a caracterização dada pelo Teorema anterior

para garantir resultados de convergência para uma sequência de soluções do problema

considerado, sendo assim, na próxima seção tratamos de descrever as bicaracterísticas

do Operador Onda para que possamos utilizá-las mais a frente.

1.4.1 Descrição das bicaracterísticas do Operador Onda

Seja Ω ⊂ RN , um aberto, limitado, bem regular. Consideraremos o operador

onda P : D(Ω) −→ D(Ω),

P = ∂2
t −

N∑
j=1

a(x)∂2
xj
,

em que a ∈ C∞(Ω), cujo símbolo principal p(t, x, τ, ξ) é dado por

p(t, x, τ, ξ) = τ 2 − a(x) ξ · ξ, ξ = (ξ1, · · · , ξN), (1.4.24)

com t ∈ R, x ∈ Ω ⊂ RN e (τ, ξ) ∈ R× RN .

Vamos descrever as bicaracterísticas de p. Pela Observação 1.33, elas não mudam

se multiplicarmos p por uma função suave que é sempre diferente de zero. Assim,

considerando λ = −1

2
, vamos descrever as bicaracterísticas de

p̃(t, x, τ, ξ) =
1

2

(
a(x) ξ · ξ − τ 2

)
. (1.4.25)

Temos 

ṫ =
∂p̃

∂τ
= −τ,

ẋ =
∂p̃

∂ξ
= a(x)ξ,

τ̇ = −∂p̃
∂t

= 0,

ξ̇ = −∂p̃
∂x

= −1

2
∇a(x)(ξ · ξ).

(1.4.26)

Introduzindo a função G(x) := (a(x))−1, de (1.4.26)2 temos

ξ = G(x)ẋ, (1.4.27)

o que implica em

ξ̇ =
1

2
∇G(x) ẋ · ẋ. (1.4.28)
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Uma vez que p̃ é nulo sobre cada curva bicaracterística de (1.4.25), deduzimos

que

a(x) ξ · ξ = τ 2 = constante sobre a curva. (1.4.29)

Por outro lado, por (1.4.26) e (1.4.27) obtemos

G(x)ẋ · ẋ = a(x) ξ · ξ. (1.4.30)

Combinando (1.4.29) e (1.4.30) deduzimos

G(x)ẋ · ẋ = a(x) ξ · ξ = τ 2 = constante sobre a curva, (1.4.31)

isto é, a quantidade G(x) ẋ · ẋ é preservada sob o �uxo.

Por (1.4.28) e (1.4.31), temos

d

ds

G(x)ẋ√
G(x) ẋ · ẋ

=
1

2

∇G(x) ẋ · ẋ√
G(x) ẋ · ẋ

. (1.4.32)

Considerando

L(x, ẋ) :=
√
G(x) ẋ · ẋ,

temos

∂

∂ẋj
L(x, ẋ) =

G(x)ẋj√
G(x)ẋ · ẋ

e
∂

∂xj
L(x, ẋ) =

1

2

[
∂

∂xj
G(x)

]
ẋ · ẋ√
G(x)ẋ · ẋ

,

e com (1.4.32) resulta

d

ds

∂

∂ẋ
L(x, ẋ) =

∂

∂x
L(x, ẋ),

o qual é a equação de Euler-Lagrange associada a L, a saber, a equação geodésica para

a métrica G de Ω.

Reciprocamente, seja

α ∈ I 7→ x(α) ∈ Ω,

uma geodésica para a métrica G em Ω. Vamos parametrizar a curva x pela abscissa

curvilinear σ de�nida por

σ(α) =

∫ α

α0

√
G(x(r)) ẋ(r) · ẋ(r)dr =

∫ α

α0

‖ẋ(r)‖dr, ∀α ∈ I. (1.4.33)
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Temos

dσ

dα

∣∣∣∣
α=β

=
√
G(x(β)) ẋ(β) · ẋ(β) = ‖ẋ(β)‖ = c, ∀β ∈ I, (1.4.34)

para alguma constante c > 0, pois x é uma geodésica .

Como
dσ

ds
(s) = ‖ẋ(s)‖ = c > 0, para todo s ∈ I, então σ−1 : J → I existe e

possui derivada dada por

d

dσ
(σ−1)(σ(s)) =

(
dσ

ds
(s)

)−1

=
1

‖ẋ(s)‖
.

Assim, considerando a reparametrização y = x◦σ−1 : J → Ω de x, com J = σ(I),

temos que y é uma curva diferenciável e y(J) = x(I).

Agora, pela regra da cadeia,

dy

ds
(s0) =

dx

dσ
(σ−1(s0))

dσ−1

ds
(s0)

portanto, ∣∣∣∣∣∣∣∣dyds (s0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

o que mostra que y é, de fato, uma reparametrização por comprimento de arco de x.

Também, como anteriormente, obtemos como em (1.4.32) a igualdade

d

dσ

(
G(x ◦ σ−1)

d

dσ
(x ◦ σ−1)

)
=

1

2
∇G(x ◦ σ−1)

d

dσ
(x ◦ σ−1) · d

dσ
(x ◦ σ−1). (1.4.35)

Se considerarmos, por exemplo, s = −σ(α)

τ
, obtemos (1.4.26), (1.4.27) e (1.4.28).

Temos
dt

ds
= −τ e

ds

dσ
= −1

τ
, donde, pela regra da cadeia, resulta

dt

dσ
= 1. Além disso,

sendo

ξ := −τG(x)
dx

dτ

= −τG(x)
dx

ds

ds

dt

= −τG(x)
dx

ds

ds

dσ

dσ

dt
= G(x)

dx

ds
,

donde segue
dx

ds
= a(x)ξ.

Além disso, τ̇ = 0, e a última equação de (1.4.26) é recuperada usando a Equação

de Euler-Lagrange. Assim, temos provado o seguinte resultado:
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Proposição 1.36 A menos de mudança de variáveis, as bicaracterísticas de (1.4.24)

são curvas da forma

t 7→
(
t, x(t), τ,−τ (a(x)x(t))−1 ẋ(t)

)
,

onde t 7→ x(t) é uma geodésica da métrica G = a−1 em Ω, parametrizada pela abscissa

curvilinear.



Capítulo 2

Problema de Transmissão

Viscoelástico - Existência e Unicidade

de Solução

2.1 Introdução

Sejam Ω e Ω2 domínios limitados do RN , N ≥ 2, com fronteiras suaves Γ1 e Γ2,

respectivamente, e tais que Ω2 ⊂⊂ Ω . De�namos Ω1 como sendo Ω1 = Ω \ Ω2, assim,

sua fronteira possui a seguinte con�guração ∂Ω1 = Γ = Γ1 ∪ Γ2. E, consideremos ν o

vetor normal exterior à Γ, como visto na �gura abaixo.

W
2

W    W  W= \

G1

n( )x

1 2

G2

x

x

n( )x

Figura 2.1: The transmission problem.

Neste capítulo, estamos interessados em estudar a existência e unicidade de solu-
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ções do seguinte problema

utt − k1∆u+ k1

∫ t

−∞
g(t− s)∆u(s) ds+ b(x)ut = 0 em Ω1 × (0,∞),

vtt − k2∆v + b(x)vt = 0 em Ω2 × (0,∞),

u = 0 sobre Γ1 × (0,∞),

u = v sobre Γ2 × (0,∞),

k2
∂v

∂ν
= k1

∂u

∂ν
− k1

∫ t

−∞
g(t− s)∂u

∂ν
(s) ds sobre Γ2 × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω1,

v(x, 0) = v0(x); vt(x, 0) = v1(x), x ∈ Ω2,

u(x, t) = u0(x, t), ut(x, t) = ∂tu0(x, t), t < 0.

(2.1.1)

2.2 O Problema Equivalente

De modo a obter o resultado de existência de solução para o problema (2.1.1),

devemos transformá-lo num problema equivalente, autônomo, posto que nosso intuito é

utilizar a Teoria de Semigrupos Lineares mas, com a con�guração proposta, isso não se

faz possível, visto que (2.1.1) é não autônomo. Para contornar essa di�culdade, faremos

uma mudança de variáveis, apresentada no trabalho pioneiro de Dafermos [17], dada

por

ηt(x, s) = η(x, t, s) = u(x, t)− u(x, t− s). (2.2.2)

Calculando as derivadas de η com respeito a t e s, respectivamente, deduzimos que

ηtt(x, s) = ut(x, t)− us(x, t− s) e ηts(x, s) = us(x, t− s), (2.2.3)

pois,

ηts(x, s) =
d

ds
(u(x, t)− u(x, t− s))

= us(x, t− s)

e

ηtt(x, s) =
d

dt
(u(x, t)− u(x, t− s))

= ut(x, t)− ut(x, t− s)
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A�rmamos que

ut(x, t− s) = us(x, t− s).

De fato, observemos que se h ∈ R, então

u(x, t+ h− s)− u(x, t− s)
h

=
u(x, t− (s− h))− u(x, t− s)

h

logo, se h→ 0+, então −h→ 0−, e assim, no limite, obtemos

d

dt+
(u(t− s)) =

d

ds−
(u(t− s)).

Portanto, se u é derivável, então

d

dt
(u(t− s)) =

d

dt+
(u(t− s)) =

d

ds−
(u(t− s)) =

d

ds
(u(t− s))

o que prova a a�rmação e, consequentemente, (2.2.3). Logo,

ηtt(x, s) + ηts(x, s) = ut(x, t). (2.2.4)

De posse dessa nova variável, reescrevemos o termo de memória da primeira

equação de (2.1.1), como segue

k1

∫ t

−∞
g(t− s)∆u(s) ds = k1

∫ ∞
0

g(τ)∆u(t− τ) dτ

= k1

∫ ∞
0

g(τ)∆[u(t)− ηt(τ)] dτ (2.2.5)

= k1k0∆u(t)− k1

∫ ∞
0

g(τ)∆ηt(τ) dτ,

em que a primeira igualdade vem da mudança de variáveis τ = t−s e k0 =
∫∞

0
g(s)ds <

∞.

Combinando a igualdade acima com a primeira equação de (2.1.1), obtemos

utt − k̃∆u− k1

∫ ∞
0

g(s)∆η(s) ds = 0 em Ω1 × (0,∞), (2.2.6)

em que k̃ = k1(1− k0).

Analogamente, considerando a mudança de variáveis (2.2.2) nas condições de

fronteira de (2.1.1), inferimos a nova condição de transmissão sobre Γ2

k2
∂v

∂ν
= k̃

∂u

∂ν
+ k1

∫ ∞
0

g(s)
∂η

∂ν
(s) ds sobre Γ2 × (0,∞). (2.2.7)
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Assim, de (2.2.4), (2.2.6) e (2.2.7), transformamos o problema (2.1.1) no seguinte pro-

blema equivalente

utt − k̃∆u− k1

∫ ∞
0

g(s)∆ηt(s) ds+ b(x)ut = 0 em Ω1 × (0,∞),

ηtt + ηts = ut em Ω1 × (0,∞),

vtt − k2∆v + b(x)vt = 0 em Ω2 × (0,∞),

u = 0 sobre Γ1 × (0,∞),

ηt = 0 sobre Γ1 × (0,∞)× (0,∞),

u = v sobre Γ2 × (0,∞),

k2
∂v

∂ν
= k̃

∂u

∂ν
+ k1

∫ ∞
0

g(s)
∂η

∂ν
(s) ds sobre Γ2 × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω1,

v(x, 0) = v0(x); vt(x, 0) = v1(x), x ∈ Ω2,

ηt(x, 0) = 0; η0(x, s) = η0(x, s), x ∈ Ω1,

(2.2.8)

em que 
u0(x) = u0(x, 0), x ∈ Ω1,

u1(x) = ∂tu0(x, t)|t=0 x ∈ Ω1,

η0(x, s) = u0(x, 0)− u0(x,−s), x ∈ Ω1, s ∈ (0.∞), t ∈ (0,∞).

2.3 Notações e Hipóteses

Nesta seção, apresentaremos as hipóteses consideradas acerca das funções g e

b envolvidas no problema e, em seguida, introduziremos algumas notações que serão

utilizadas no decorrer do capítulo.

H1- Assumimos que a função g : [0,∞[→ R+ é decrescente, de classe C1([0,∞)) ∩

W 1,1(0,∞) e satisfaz

g(0) > 0 e k0 :=

∫ ∞
0

g(s) ds < 1. (2.3.9)

Ainda, consideramos que existe c > 0 tal que

g′(t) ≤ −cg(t), para todo t ≥ 0. (2.3.10)
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H2- A aplicação b = b(x) ∈ L∞(Ω) é uma função real não negativa

Com respeito as notações, denotaremos os produtos internos em L2(Ω1) e L2(Ω2),

respectivamente, por

(u1, u2)1 =

∫
Ω1

u1(x)u2(x)dx e (v1, v2)2 =

∫
Ω2

v1(x)v2(x)dx

e o produto interno em L2(Γ2) será dado por

(u, v)Γ2 =

∫
Γ2

u(x)v(x)dx.

A partir destes, de�nimos os seguintes Espaços de Hilbert

L2 := L2(Ω1)× L2(Ω2) e Hm := Hm(Ω1)×Hm(Ω1)

munidos, respectivamente, dos produtos internos usuais

((u1, v1), (u2, v2))L2 = (u1, u2)1 + (v1, v2)2, ∀(u1, v1), (u2, v2) ∈ L2

e, para (u1, v1), (u2, v2) ∈ Hm,

((u1, v1), (u2, v2))Hm =
∑
|α|≤m

[(Dαu1, D
αu2)1 + (Dαv1, D

αv2)2] .

Consideremos, também, o espaço

H1
Γ1

:= {(u, v) ∈ H1;u = 0 sobre Γ1 e u = v sobre Γ2}

dotado da topologia

((u1, v1), (u2, v2))H1
Γ1

= k̃(∇u1,∇u2)1 + k2(∇v1,∇v2)2

para (u1, v1), (u2, v2) ∈ H1
Γ1
, onde k̃ = k1(1− k0).

O espaço H1
Γ1
, munido do produto interno acima, é um Espaço de Hilbert cuja

norma proveniente é equivalente a norma usual de H1, como visto na Seção 1.1.1.

Com relação à variável η, de�nimos o seguinte espaço, como feito em [21], [25], [26]

e [28],

M := L2
g(R+;V ) =

{
η;

∫ ∞
0

g(s)||η(s)||2V ds < +∞
}
,

em que

V = {w ∈ L2(Ω1);∇w ∈ (L2(Ω1))N e w = 0 sobre Γ1},
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munido da topologia

(η, ξ)M = k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇η · ∇ξ dxds, para todo η, ξ ∈M.

Além disso, seja T o operador introduzido na Seção 1.2.1, ou seja,

T : D(T ) ⊂M 7−→ M

η → T (η) = −ηs,

e

D(T ) = {η ∈M; ηs ∈M e η(0) = 0},

nessas condições, T é o gerador in�nitesimal de um semigrupo de contrações e, portanto,

D(T ) é denso emM.

Finalmente, consideremos o espaço faseH = H1
Γ1
×L2×M e de�namos o operador

linear

L : D(L) ⊂ H −→ H

pondo

D(L) =
{
u = ((u1, v1), (u2, v2), η) ∈ H; (u2, v2) ∈ H1

Γ1
, η ∈ D(T ),

(k̃∆[u1 + 1
1−k0

∫∞
0
g(s)η(s)ds], k2∆v2) ∈ L2

e k2
∂v1

∂ν
= k̃ ∂u1

∂ν
+ k1

∫∞
0
g(s)∂η

∂ν
(s)ds em H−1/2(Γ2)

}
onde, para U = ((u1, v1), (u2, v2), η)T ∈ D(L),

LU =



u2

v2

k̃∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
− b(x)u2

k2∆v1 − b(x)v2

u2 − ηs


.

Assim, o problema (2.2.8) é equivalente ao problema de Cauchy

dU

dt
= LU (2.3.11)

com dado inicial U0 = ((u0, v0), (u1, v1), η0).
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2.4 Teorema de Existência

Antes de tratarmos do principal resultado desta seção, que versa sobre a Boa

Colocação do problema (2.2.8), apresentaremos o que entendemos como Solução Fraca

do problema em questão.

De�nição 2.1 Dado U0 = ((u0, v0), (u1, v1), η0) ∈ H, dizemos que uma função U =

((u, v), (ut, vt), η) ∈ C([0,∞);H) é uma solução fraca para o problema (2.2.8), se

U(0) = U0 e

d

dt
(ut, w)1 + k̃(∇u,∇w)1 + k1

∫ ∞
0

g(s)(∇η(s),∇w)1ds+ (b(x)ut, w)1

+
d

dt
(vt, z)2 + k2(∇v,∇z)2 + (b(x)vt, z)2 = 0,

(ηt + ηs, ξ)M = (ut, ξ)M,

para quase todo t ∈ (0,∞) e para todo ((w, z), ξ) ∈ H1
Γ1
×M.

Para mostrar que o problema é bem posto, temos o seguinte resultado

Teorema 2.2 Se ((u0, u1), (v0, v1), η0) ∈ H = H1
Γ1
× L2 ×M, então existe uma única

solução fraca do problema (2.2.8) na classe

(u, v) ∈ C
(
[0,∞);H1

Γ1

)
∩ C1

(
[0,∞);L2

)
, ηt ∈ C([0,∞);M). (2.4.12)

Ainda, se ((u0, u1), (v0, v1), η0) ∈ D(L) então a solução é regular, ou seja,

((u, v), η) ∈ C ([0,∞);D(L)) , (u, v) ∈ C1
(
[0,∞);H1

Γ1

)
e η ∈ C1([0,∞);M).

O Teorema 2.2 é consequência do Teorema 1.21 e da seguinte Proposição

Proposição 2.3 O operador L é o gerador in�nitesimal de um Semigrupo de Contra-

ções {S(t)}t≥0.

Prova. Para mostrar esse fato, utilizaremos o Corolário 1.19. Assim, devemos provar

que

• D(L) é denso em H;

• L é dissipativo;

• 0 ∈ ρ(L).
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Justi�caremos que D(L) é denso em H usando a Proposição 1.11.

Seja F ∈ H′ tal que F ≡ 0 em D(L). Do Teorema de Representação de Riesz,

existe ((u1, v1), (u2, v2), η) ∈ H tal que

〈F,U〉 = (((u1, v1), (u2, v2), η), ((w1, z1), (w2, z2), ξ))H, ∀U = ((w1, z1), (w2, z2), ξ) ∈ H,

assim, se U = ((w1, z1), (w2, z2), ξ) ∈ D(L), então

k̃(∇u1,∇w1)1 + k2(∇v1,∇z1)2 + (u2, w2)1 + (v2, z2)2 + (η, ξ)M = 〈F,U〉 = 0.

(2.4.13)

Tomemos ϕ ∈ D(Ω1). Então, Uϕ = ((0, 0), (ϕ, 0), 0) ∈ D(L) logo, de (2.4.13), em

particular para Uϕ, temos que

(u2, ϕ)1 = 0,

donde concluímos que

(u2, ϕ)1 = 0, ∀ ϕ ∈ D(Ω1)

e, portanto, u2 = 0 em L2(Ω1).

Analogamente, tomando ψ ∈ D(Ω2), temos ((0, 0), (0, ψ), 0) ∈ D(L) e, como

antes, concluímos que v2 = 0 em L2(Ω2). Assim,

(u2, v2) = 0 em L2. (2.4.14)

Consideremos, agora, o operador A : D(A) ⊂ L2 −→ L2 de�nido pela terna

{H1
Γ1
,L2, (., .)H1

Γ1
}. Nessas condições, D(A) = {(u, v) ∈ H1

Γ1
∩H2; k̃ ∂u

∂ν
= k2

∂v
∂ν

sobre Γ2},

como visto na Seção 1.3.1 . Como a forma (., .)H1
Γ1
é coerciva, das propriedades de ope-

rador de�nido por terna, temos que D(A) é denso em H1
Γ1
. Ainda, observemos que, se

(w, z) ∈ D(A) então, ((w, z), (0, 0), 0) ∈ D(L), donde segue de (2.4.13) que

k̃(∇u1,∇w)1 + k2(∇v1,∇z)2 = 0, ∀ (w, z) ∈ D(A)

e, da densidade de D(A) em H1
Γ1
, temos

k̃(∇u1,∇w)1 + k2(∇v1,∇z)2 = 0, ∀ (w, z) ∈ H1
Γ1
.

Portanto,

(u1, v1) = 0 em H1
Γ1
. (2.4.15)
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Por �m, sejam θ ∈ D(R+) e ϕ ∈ D(Ω1). Temos θϕ ∈ M e ((0, 0), (0, 0), θϕ) ∈

D(L). Assim, de (2.4.13),

(η, θϕ)M = 0,

ou seja,

0 = k1

∫ ∞
0

g(s)(∇η(s), θ(s)∇ϕ)1ds = k1

∫ ∞
0

g(s)(∇η(s),∇ϕ)1θ(s)ds.

Da totalidade de θϕ em D(R+ × Ω1), temos, pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema

1.2), que

g(s)η(s) = 0 quase sempre em Ω1 × (0,∞).

Como g(s) > 0, para todo s > 0, segue que η = 0 quase sempre em Ω1× (0,+∞)

e, assim,

η = 0 emM. (2.4.16)

De (2.4.14), (2.4.15) e (2.4.16), temos ((u1, v1), (u2, v2), η) = 0 em H e, portanto,

F ≡ 0, consequentemente D(L) é denso em H, como queríamos provar.

Para mostrar a segunda parte, ou seja, que L é dissipativo, consideremos U =

((u1, v1), (u2, v2), η) ∈ D(L). Daí,

(LU,U)H = ((u2, v2), (u1, v1))H1
Γ1

+ (u2 − ηs, η)M

+

((
k̃∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
− b(x)u2, k2∆v1 − b(x)v2

)
, (u2, v2)

)
L2

= k̃

∫
Ω1

∇u2∇u1dx+ k2

∫
Ω2

∇v2∇v1dx

+k1

(1)︷ ︸︸ ︷∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇[u2 − ηs(s)]∇η(s)dxds

+

(2)︷ ︸︸ ︷
k̃

∫
Ω1

∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
u2dx−

∫
Ω1

b(x)|u2|2dx

+ k2

(3)︷ ︸︸ ︷∫
Ω2

∆v1v2dx−
∫

Ω2

b(x)|v2|2dx.

Analisemos os termos (1), (2) e (3).

(1)
∫ ∞

0

g(s)

∫
Ω1

∇[u2 − ηs(s)]∇η(s)dxds.
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Observemos que∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇[u2 − ηs(s)]∇η(s)dxds =

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇u2∇η(s)dxds

−
∫ ∞

0

g(s)

∫
Ω1

∇ηs(s)∇η(s)dxds

=

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇u2∇η(s)dxds−
∫ ∞

0

g(s)
1

2

d

ds
‖∇η(s)‖2

1ds

=

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇u2∇η(s)dxds+
1

2

∫ ∞
0

g′(s)‖∇η(s)‖2
1ds

onde a última igualdade segue usando integração por partes, η(0) = 0 e do fato

que lims→∞ g(s) = 0.

(2) k̃
∫

Ω1

∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
u2dx

Aqui, temos que

k̃

∫
Ω1

∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
u2dx =

−
∫

Ω1

[
k̃∇u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)∇η(s)ds

]
∇u2dx

+

〈
k̃
∂

∂ν

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
, u2

〉
H−1/2(Γ1∪Γ2)×H1/2(Γ1∪Γ2)

.

No entanto, u2 = 0 sobre Γ1 e, portanto, de acordo com a Seção 1.1.3, do Capítulo

1, obtemos

k̃

∫
Ω1

∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
u2dx =

−
∫

Ω1

[
k̃∇u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)∇η(s)ds

]
∇u2dx

+

〈
k̃
∂

∂ν

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
, u2

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

(3)
∫

Ω2

∆v1v2dx

Por �m, ∫
Ω2

∆v2v1dx = −
∫

Ω2

∇v2∇v1dx−
〈
∂v1

∂ν
, v2

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

.

Notemos que o sinal negativo da integral sobre a fronteira Γ2 decorre da orientação

do vetor ν, que foi tomado na direção exterior a Ω1 e, portanto, interior a Ω2.
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Assim, de (1), (2) e (3), temos

(LU,U)H = k̃

∫
Ω1

∇u2∇u1dx+ k2

∫
Ω2

∇v2∇v1dx+ k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇u2∇η(s)dxds

+
k1

2

∫ ∞
0

g′(s)‖∇η(s)‖2
1ds− k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇η(s)ds∇u2dx

−
∫

Ω1

b(x)|u2|2dx− k̃
∫

Ω1

∇u1∇u2dx− k2

∫
Ω2

∇v2∇v1dx

+

〈
k̃
∂

∂ν

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
, u2

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

−k2

〈
∂v1

∂ν
, v2

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

−
∫

Ω2

b(x)|v2|2dx

=

〈
k̃
∂

∂ν

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
, u2

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

−k2

〈
∂v1

∂ν
, v2

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

+
k1

2

∫ ∞
0

g′(s)‖∇η(s)‖2
1ds

−
∫

Ω1

b(x)|u2|2dx−
∫

Ω2

b(x)|v2|2dx

ainda, como u2 = v2 e k2
∂v1

∂ν
= k̃

∂u1

∂ν
+ k1

∫ ∞
0

g(s)
∂η

∂ν
(s)ds sobre Γ2, resta que

(LU,U)H =
k1

2

∫ ∞
0

g′(s)‖∇η(s)‖2
1ds−

∫
Ω1

b(x)|u2|2dx−
∫

Ω2

b(x)|v2|2dx ≤ 0,

donde segue que L é dissipativo.

Resta-nos provar que 0 ∈ ρ(L). Para tal, faremos uso do Teorema 1.12 mostrando

o item (iii), ou seja, provaremos que −L é um operador fechado e bijetivo.

Para mostrar que −L é fechado, consideremos {Un} ⊂ D(L) e U e F ∈ H tais

que

Un −→ U e − LUn −→ F em H, quando n→∞.

Devemos provar que U ∈ D(L) e −LU = F . Denotemos Un = ((un1 , v
n
1 ), (un2 , v

n
2 ), ηn)

para cada n ∈ N, U = ((u1, v1), (u2, v2), η) e F = ((f1, g1), (f2, g2), ξ). Logo, das

convergências acima temos, quando n→∞, que

(un1 , v
n
1 ) −→ (u1, v1) em H1

Γ1
, (2.4.17)

(un2 , v
n
2 ) −→ (u2, v2) em L2, (2.4.18)

ηn −→ η emM, (2.4.19)

−(un2 , v
n
2 ) −→ (f1, g1) em H1

Γ1
, (2.4.20)
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−k̃∆

[
un1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)ηn(s)ds

]
+ b(x)un2 ,−k2∆vn1 + b(x)vn2

)
−→ (f2, g2) em L2

(2.4.21)

e

ηn,s − un2 −→ ξ emM. (2.4.22)

De (2.4.18), (2.4.20) e da unicidade do limite em L2, temos que (f1, g1) = −(u2, v2),

donde (u2, v2) ∈ H1
Γ1
.

De (2.4.17) - (2.4.19), temos que(
−k̃∆

[
un1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)ηn(s)ds

]
+ b(x)un2 ,−k2∆vn1 + b(x)vn2

)
−→(

−k̃∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
+ b(x)u2,−k2∆v1 + b(x)v2

)
em D′(Ω1)×D′(Ω2), quando n→∞.

Assim, da convergência acima e de (2.4.21), temos(
−k̃∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
+ b(x)u2,−k2∆v1 + b(x)v2

)
= (f2, g2) em L2.

Portanto,(
−k̃∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
,−k2∆v1) = (f2 − b(x)u2, g2 − b(x)v2

)
em L2.

Nesse caso, pelo Lema 1.1, olhando separadamente para Ω1 e Ω2,temos que(
k̃
∂

∂ν

[
un1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)ηn(s)ds

]
,
∂vn1
∂ν

)
−→(

k̃
∂

∂ν

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
,
∂v1

∂ν

)
em
(
H−1/2(Γ2)

)2
, quando n→∞ e, como, para todo n ∈ N, temos

k2
∂vn1
∂ν

= k̃
∂

∂ν

[
un1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)ηn(s)ds

]
sobre Γ2,

segue que

k2
∂v1

∂ν
= k̃

∂

∂ν

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
em H−1/2(Γ2).

Por �m, como un2 → u2 em V , pois (un2 , v
n
2 )→ (u2, v2) em H1

Γ1
, segue de (2.4.22)

que

ηn,s −→ ξ + u2 emM, quando n→∞,
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sendo assim, temos

ηn −→ η e Tηn −→ −u2 − ξ emM, quando n→∞.

Como T é o gerador in�nitesimal de um C0-Semigrupo, segue que T é fechado e,

portanto,

η ∈ D(T ) e − ηs = Tη = −ξ − u2.

Logo, U = ((u1, v1), (u2, v2), η) ∈ D(L) e

−LU =

(
−(u2, v2),

(
−k̃∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
+ b(x)u2,−k2∆v1 + b(x)v2

)
, ηs − u2

)
= ((f1, g1), (f2, g2), ξ) = F,

como queríamos, isto é, −L é fechado.

Provemos que −L é bijeção. Primeiramente, mostremos que Ker(−L) = {0}.

Seja U = ((u1, v1), (u2, v2), η) ∈ D(L) tal que −LU = 0, ou seja,

−(u2, v2) = (0, 0) em H1
Γ1
,(

−k̃∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
+ b(x)u2,−k2∆v1 + b(x)v2

)
= (0, 0) em L2,

ηs − u2 = 0 emM.

(2.4.23)

Da primeira igualdade acima, temos u2 = 0 em V e, consequentemente, emM.

Deste fato e da última igualdade temos ηs = 0 emM. Assim, η é constante na variável

s, mas como, η(0) = 0, visto que η ∈ D(T ), então η = 0 emM.

Substituindo η = 0 na segunda identidade de (2.4.23) e, como (u2, v2) = (0, 0) = 0

pela primeira igualdade, temos que(
−k̃∆u1,−k2∆v1

)
= (0, 0) em L2.

Assim, calculando o produto interno em L2 da igualdade acima com (u1, v1), obtemos,

graças a Fórmula de Green, a direção considerada do vetor ν e o fato de u1 = 0 sobre

Γ1 e u1 = u2 sobre Γ2, resultando em

0 =
(

(−k̃∆u1,−k2∆v1), (u1, v1)
)
L2

= k̃‖∇u1‖2
1 + k2‖∇v1‖2

2 − k̃
〈
∂u1

∂ν
, u1

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

+k2

〈
∂v1

∂ν
, v1

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

.
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Como ((u1, v1), (u2, v2), η) ∈ D(L) temos u1 = v1 sobre Γ2 e como η = 0, temos

k̃
∂u1

∂ν
= k2

∂v1

∂ν
também sobre Γ2. Portanto, da igualdade acima obtemos

k̃‖∇u1‖2
1 + k2‖∇v1‖2

2 = 0,

donde (u1, v1) = 0 em H1
Γ1
, o que prova que U = 0 e, com isso, provamos que

Ker(−L) = {0}.

Finalmente, seja F = ((f1, g1), (f2, g2), ξ) ∈ H.

Devemos encontrar U = ((u1, v1), (u2, v2), η) ∈ D(L) tal que −LU = F , ou seja,

−(u2, v2) = (f1, g1) em H1
Γ1
, (2.4.24)(

−k̃∆

[
u1 +

1

1− k0

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
+ b(x)u2,−k2∆v1 + b(x)v2

)
= (f2, g2) em L2,

(2.4.25)

ηs − u2 = ξ emM. (2.4.26)

De modo a satisfazer (2.4.24) - (2.4.26) o elemento η desejado deve satisfazer

ηs = ξ − f1, ou seja,

η(s) =

∫ s

0

ξ(τ)dτ − sf1.

Temos que η acima é tal que η ∈ D(T ). De fato, ηs = ξ − f1 ∈ M e η(0) = 0. Para

concluir que η ∈ D(T ) devemos veri�car se, com essa con�guração, η ∈M.

Para tal, seja T > 0. Pela de�nição de η temos que a integral
∫ T

0
g(s)‖∇η(s)‖2

1ds

está bem posta, pois∫ T

0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds =

∫ T

0

g(s)

∥∥∥∥∫ s

0

∇ξ(τ)dτ − s∇f1

∥∥∥∥2

1

ds

≤ 2

∫ T

0

g(s)

[∥∥∥∥∫ s

0

∇ξ(τ)dτ

∥∥∥∥2

1

+ ‖s∇f1‖2
1

]
ds,

ainda, das desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young, obtemos∫ T

0

g(s)

∥∥∥∥∫ s

0

∇ξ(τ)dτ

∥∥∥∥2

1

ds =

∫ T

0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

(∇ξ(τ),∇ξ(t))1 dτdtds

≤
∫ T

0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

‖∇ξ(τ)‖1‖∇ξ(t)‖1dτdtds

≤
∫ T

0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

1

2

[
‖∇ξ(τ)‖2

1 + ‖∇ξ(t)‖2
1

]
dτdtds
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e, como, g é decrescente∫ T

0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

‖∇ξ(τ)‖2
1dτdtds =

∫ T

0

g(s)

∫ s

0

‖∇ξ(τ)‖2
1dτ

∫ s

0

dtds

≤
∫ T

0

s

∫ s

0

g(τ)‖∇ξ(τ)‖2
1dτds

≤ T

∫ T

0

∫ T

0

g(τ)‖∇ξ(τ)‖2
1dτds

≤ T 2

∫ T

0

g(τ)‖∇ξ(τ)‖2
1dτ

≤ T 2

∫ ∞
0

g(τ)‖∇ξ(τ)‖2
1dτ <∞

logo,∫ T

0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

1

2

[
‖∇ξ(τ)‖2

1 + ‖∇ξ(t)‖2
1

]
dτdtds =

∫ T

0

g(s)

∫ s

0

∫ s

0

‖∇ξ(τ)‖2
1dτdtds

≤ T 2

∫ ∞
0

g(τ)‖∇ξ(τ)‖2
1dτ <∞,

donde segue que∫ T

0

g(s)

∥∥∥∥∫ s

0

∇ξ(τ)dτ

∥∥∥∥2

1

ds ≤ T 2

∫ ∞
0

g(τ)‖∇ξ(τ)‖2
1dτ <∞.

Agora,∫ T

0

g(s)‖s∇f1‖2
1ds = ‖∇f1‖2

1

∫ T

0

g(s)s2ds ≤ T 2

∫ ∞
0

g(s)ds = T 2k0 <∞

portanto, ∫ T

0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds ≤ 2T 2

[∫ ∞
0

g(τ)‖∇ξ(τ)‖2
1dτ + k0

]
<∞

como queríamos.

Agora, pela hipótese (2.3.10),∫ T

0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds ≤ −1

c

∫ T

0

g′(s)‖∇η(s)‖2
1ds

= −1

c

∫ T

0

g′(s)(∇η(s),∇η(s))1ds (2.4.27)

=
1

c

[
g(0)‖∇η(0)‖2

1 − g(T )‖∇η(T )‖2
1

]
+

2

c

∫ T

0

g(s)(∇ηs(s),∇η(s))1ds

onde, a última igualdade segue por integração por partes.
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Agora, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young, temos

2

c

∫ T

0

g(s)(∇ηs(s),∇η(s))1ds =

∫ T

0

g(s)
2

c
(∇ηs(s),∇η(s))1ds

≤
∫ T

0

g(s)
2

c
‖∇ηs(s)‖1‖∇η(s)‖1ds

≤
∫ T

0

g(s)
1

2

[(
2

c
‖∇ηs(s)‖1

)2

+ ‖∇η(s)‖2
1

]
ds

=
2

c2

∫ T

0

g(s)‖∇ηs(s)‖2
1ds+

1

2

∫ T

0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds

daí, do fato de g(T ) > 0, ou seja, −g(T )‖∇η(T )‖2
1 < 0 e de η(0) = 0 donde g(0)‖∇η(0)‖2

1 =

0 , temos

1

c
g(0)‖∇η(0)‖2

1 −
1

c
g(T )‖∇η(T )‖2

1 +
2

c

∫ T

0

g(s)(∇ηs(s),∇η(s))1ds

≤ 2

c2

∫ T

0

g(s)‖∇ηs(s)‖2
1ds+

1

2

∫ T

0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds.

Comparando a desigualdade acima com (2.4.27), obtemos∫ T

0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds ≤

2

c2

∫ T

0

g(s)‖∇ηs(s)‖2
1ds+

1

2

∫ T

0

g(s)‖∇η‖2
1ds,

portanto,∫ T

0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds ≤

4

c2

∫ T

0

g(s)‖∇ηs(s)‖2
1ds ≤

4

c2

∫ ∞
0

g(s)‖∇ηs(s)‖2
1ds

daí, fazendo T →∞, temos∫ ∞
0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds ≤

4

c2

∫ ∞
0

g(s)‖∇ηs(s)‖2
1ds

ou seja, ∫ ∞
0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds <∞,

o que prova o desejado, ou seja, η ∈M.

Escolhendo η como descrito anteriormente e (u2, v2) = (−f1,−g1), temos que

as igualdades (2.4.24) e (2.4.26) são satisfeitas. Resta então, encontrarmos (u1, v1)

veri�cando (2.4.25) nas condições desejadas e a prova da proposição estará completa.

Visando esse objetivo, de�namos em H1
Γ1

o seguinte operador

A : H1
Γ1

−→ R

(w, z) 7→ 〈A, (w, z)〉
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onde,

〈A, (w, z)〉 = ((f2 − b(x)u2, g2 − b(x)v2), (w, z))L2 − k1

∫ ∞
0

g(s)(∇η(s).∇w)1ds.

Observe que A está bem de�nido, como operador linear, e é contínuo. De fato,

|〈A, (w, z)〉| ≤ ‖(f2 − b(x)u2, g2 − b(x)v2)‖L2‖(w, z)‖L2 + k1

∫ ∞
0

g(s)‖∇η(s)‖1‖∇w‖1ds

= ‖(f2 − b(x)u2, g2 − b(x)v2)‖L2‖(w, z)‖L2 + ‖∇w‖1k1

∫ ∞
0

g(s)‖∇η(s)‖1ds

ainda,

k1

∫ ∞
0

g(s)‖∇η(s)‖1ds ≤ k1

(∫ ∞
0

g(s)ds

)1/2(∫ ∞
0

g(s)‖∇η(s)‖2
1ds

)1/2

= k
1/2
0 ‖η‖M,

portanto,

|〈A, (w, z)〉| ≤ ‖(f2 − b(x)u2, g2 − b(x)v2)‖L2‖(w, z)‖L2 +
k

1/2
0

k̃
‖η‖Mk̃‖∇w‖1

≤ ‖(f2 − b(x)u2, g2 − b(x)v2)‖L2‖(w, z)‖L2 +
k

1/2
0

k̃
‖η‖M‖(w, z)‖H1

Γ1

e da continuidade da imersão de H1
Γ1

em L2, segue o desejado.

Assim, pelo Teorema de Lax-Milgran, considerando a forma (., .)H1
Γ1
, existe um

único (u1, v1) ∈ H1
Γ1
, tal que

((u1, v1), (w, z))H1
Γ1

= 〈A, (w, z)〉, para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
,

ou seja,

k̃

∫
Ω1

∇u1∇wdx+ k2

∫
Ω2

∇v1∇zdx =

∫
Ω1

f2wdx−
∫

Ω1

b(x)u2wdx+

∫
Ω2

g2zdx

−
∫

Ω2
b(x)v2zdx− k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇η(s)∇wdxds, para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
.

(2.4.28)

Em particular, se ϕ ∈ D(Ω1), então (ϕ, 0) ∈ H1
Γ1
, logo

k̃

∫
Ω1

∇u1∇ϕdx =

∫
Ω1

f2ϕdx−
∫

Ω1

b(x)u2ϕdx− k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇η(s)∇ϕdxds,

para todo ϕ ∈ D(Ω1), assim

−∆

[
k̃u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
= f2 − b(x)u2 em D′(Ω1)



64

e, como f2 e b(x)u2 ∈ L2(Ω1), temos que

−∆

[
k̃u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
= f2 − b(x)u2 quase sempre em Ω1,

ou ainda,

−∆

[
k̃u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
+ b(x)u2 = f2 quase sempre em Ω1.

Analogamente, se ψ ∈ D(Ω2), temos (0, ψ) ∈ H1
Γ1

e, assim,

k2

∫
Ω2

∇v1∇ψdx =

∫
Ω2

g2ψdx−
∫

Ω2

b(x)v2ψdx, para todo ψ ∈ D(Ω2) .

Consequentemente,

−k2∆v1 = g2 − b(x)v2 em D′(Ω2)

e, como g2 − b(x)v2 ∈ L2(Ω2), segue que,

−k2∆v1 = g2 − b(x)v2 quase sempre em Ω2,

ou ainda,

−k2∆v1 + b(x)v2 = g2 quase sempre em Ω2.

Substituindo as expressões encontradas para f2 e g2 na identidade (2.4.28), obte-

mos

k̃

∫
Ω1

∇u1∇wdx+ k2

∫
Ω2

∇v1∇zdx = −
∫

Ω1

∆

[
k̃u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
wdx

−k2

∫
Ω2

∆v1zdx− k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇η(s)∇wdxds, para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
.

(2.4.29)

Da fórmula de Green generalizada, obtemos

−
∫

Ω1

∆

[
k̃u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
wdx = k̃

∫
Ω1

∇u1∇wdx (2.4.30)

+k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇η(s)∇wdxds−
〈
∂

∂ν

[
k̃u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
, w

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

,

observemos que a dualidade �ca restrita a Γ2 graças ao discutido na Seção 1.1.3.

De maneira análoga e considerando a direção de ν, obtemos

−k2

∫
Ω2

∆v1zdx = k2

∫
Ω2

∇v1∇zdx+ k2

〈
∂v1

∂ν
, z

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

. (2.4.31)
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Comparando (2.4.30) e (2.4.31) com (2.4.29), obtemos

0 = k2

〈
∂v1

∂ν
, z

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

−
〈
∂

∂ν

[
k̃u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
, w

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

(2.4.32)

para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
.

Seja z̃ ∈ H1/2(Γ2). Como a aplicação traço

γ0 : H1(Ω2) −→ H1/2(Γ2)

possui inversa à direita, existe z1 ∈ H1(Ω2) tal que

γ0(z1) = z̃.

Ainda, a aplicação traço

γ0 : H1(Ω1) −→ H1/2(Γ1 ∪ Γ2) ≡ H1/2(Γ1)×H1/2(Γ2)

também possui inversa à direita, logo, existe w1 ∈ H1(Ω1) tal que

γ0(w1) = (0, z̃).

Nesse caso, w1 ∈ V e o par (w1, z1) ∈ H1
Γ1

com w1 = z1 = z̃ sobre Γ2. Portanto, como

(2.4.32) é válido para todo (w, z) ∈ H1
Γ1
, então, é válido para todo z̃ ∈ H1/2(Γ2), donde

segue que

k2
∂v1

∂ν
=

∂

∂ν

[
k̃u1 + k1

∫ ∞
0

g(s)η(s)ds

]
em H−1/2(Γ2). (2.4.33)

Assim,

U = ((u1, v1), (u2, v2), η) ∈ D(L)

e satisfaz −LU = F , como queríamos.

Com isso, concluímos que 0 ∈ ρ(L) e portanto L é o gerador in�nitesimal de um

semigrupo de contrações em H, {S(t)}t≥0.



Capítulo 3

Decaimento Exponencial da Energia

O presente capítulo que tem por objetivo provar que o funcional de energia asso-

ciado ao problema (2.2.8),

EU(t) =
1

2

[∫
Ω1

|ut(t)|2dx+

∫
Ω2

|vt(t)|2dx+ k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

|∇ηt|2dxds

+k̃

∫
Ω1

|∇u(t)|2dx+ k2

∫
Ω2

|∇v(t)|2dx
]

(3.0.1)

decai exponencialmente a zero quando t tende ao in�nito, em que U(t) = ((u(t), v(t)), ηt).

Nosso objetivo é provar o Teorema 3.3, que é o resultado central de todo o tra-

balho.

3.1 Hipótese Adicional

De modo a obter o resultado de estabilidade consideremos a seguinte hipótese

adicional:

H3- Denotamos por ω uma vizinhança de Γ2 = ∂Ω2 em RN e consideramos que a

aplicação b = b(x) ∈ L∞(Ω), é uma função real não negativa satisfazendo

b(x) ≥ b0 > 0 em ω. (3.1.2)

Por �m, assumimos que ω2 = ω∩Ω2 controla geometricamente Ω2, ou seja, existe

T0 > 0 tal que toda geodésica de Ω2 partindo do ponto t = 0 e com velocidade 1,

atinge ω2 num tempo t < T0.
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3.2 Estabilidade Exponencial

Antes de apresentarmos o principal resultado do nosso trabalho, faremos uma

observação, que nos será útil no decorrer do capítulo, e trata da derivada do funcional

energia dado em (3.0.1).

Observação 3.1 A derivada de primeira ordem de EU satisfaz a seguinte identidade:

d

dt
EU(t) =

k1

2

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω1

|∇ηt(s)|2dxds−
∫

Ω1

b(x)|ut(t)|2dx−
∫

Ω2

b(x)|vt(t)|2dx.

(3.2.3)

De fato, a identidade será provada para soluções regulares e o resultado geral é

obtido para soluções fracas utilizando o procedimento usual de densidade.

Notemos que, para cada t > 0, multiplicando a primeira e terceira linhas de

(2.2.8) por (ut, vt) em L2, obtemos

(utt, ut)1 −
(

∆

[
k̃u+ k1

∫ ∞
0

g(s)ηt(s)ds

]
, ut

)
1

+ (b(x)ut, ut)1

+(vtt, vt)2 − k2(∆v, vt)2 + (b(x)vt, vt)2 = 0.

Agora, pela Fórmula de Green generalizada e de ut = 0 sobre Γ1, temos que

−k2(∆v, vt)2 −
(

∆

[
k̃u+ k1

∫ ∞
0

g(s)ηt(s)ds

]
, ut

)
1

= k̃(∇u,∇ut)1 + k2(∇v,∇vt)2

+(ηt, ut)M −
〈
k̃
∂u

∂ν
+ k1

∫ ∞
0

g(s)
∂ηt

∂ν
(s)ds, ut

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

+

〈
k2
∂v

∂ν
, vt

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

.

Como ut = vt e k̃
∂u
∂ν

+ k1

∫∞
0
g(s)∂η

t

∂ν
(s)ds = k2

∂v
∂ν

sobre Γ2, segue que

−k2(∆v, vt)2 −
(

∆

[
k̃u+ k1

∫ ∞
0

g(s)ηt(s)ds

]
, ut

)
1

= k̃(∇u,∇ut)1

+k2(∇v,∇vt)2 + (ηt, ut)M

e, portanto,

(utt, ut)1 + k̃(∇u,∇ut)1 + k2(∇v,∇vt)2 + (ηt, ut)M + (b(x)ut, ut)1 + (vtt, vt)2 + (b(x)vt, vt)2 = 0.

Considerando as identidades (utt, ut)1 = 1
2
d
dt
‖ut‖2

1, (vtt, vt)2 = 1
2
d
dt
‖vt‖2

2, k̃(∇u,∇ut)1 =

1
2
d
dt
‖∇u‖2

1, k2(∇v,∇vt)2 = 1
2

d

dt
‖∇v‖2

2 e, ηt + ηs = ut em Ω1 × (0,∞), obtemos que

(ηt, ut)M = (ηt, ηtt + ηts)M =
1

2

d

dt
‖ηt‖2

M −
k1

2

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω1

|∇ηt(s)|2dxds,
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e, consequentemente,

1

2

d

dt

[
‖ut‖2

1 + ‖vt‖2
2 + k̃‖∇u‖2

1 + k2‖∇v‖2
2 + ‖ηt‖2

M

]
− k1

2

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω1

|∇ηt(s)|2dxds

+

∫
Ω1

b(x)|ut(t)|2dx+

∫
Ω2

b(x)|vt(t)|2dx = 0,

ou seja,

d

dt
EU(t) =

k1

2

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω1

|∇ηt(s)|2dxds−
∫

Ω1

b(x)|ut(t)|2dx−
∫

Ω2

b(x)|vt(t)|2dx

como queríamos.

Da identidade (3.2.3), temos que EU(t) é uma função não crescente e, para 0 ≤

t1 < t2,

EU(t2)− EU(t1) =

∫ t2

t1

d

dt
EU(t)dt (3.2.4)

=
k1

2

∫ t2

t1

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω1

|∇ηt(s)|2dxdsdt−
∫ t2

t1

∫
Ω1

b(x)|ut(t)|2dxdt

−
∫ t2

t1

∫
Ω2

b(x)|vt(t)|2dxdt

Observação 3.2 Nosso objetivo é provar que o funcional de energia decai exponenci-

almente, ou seja, que existem C, γ > 0, tais que

EU(t) ≤ Ce−γtEU(0),∀t > 0.

Note que, para provar a desigualdade acima é su�ciente mostrarmos que existem

T ∗, R > 0 e C ≡ C(T ∗, R), tais que EU(0) ≤ R, implica em

EU(0) ≤ C

(
k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1

|∇ηt(s)|2dxdsdt+

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|ut(t)|2dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|vt(t)|2dxdt
)

(3.2.5)

para todo T > T ∗.

De fato, suponhamos que (3.2.5) é válida. De�nindo

D(t) =
k1

2

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1

|∇ηt(s)|2dxds+

∫
Ω1

b(x)|ut(t)|2dx
∫

Ω2

b(x)|vt(t)|2dx

temos, de (3.2.4), do fato de EU(t) ser uma função não crescente e da hipótese (3.2.5),

para T > T ∗, que

EU(T ) ≤ EU(0) ≤ C

∫ T

0

D(t)dt
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e, de (3.2.4),

EU(T ) +

∫ T

0

D(t)dt = EU(0).

Logo,

EU(T ) +
1

C
EU(T ) ≤ EU(T ) +

∫ T

0

D(t)dt = EU(0),

ou seja,
C + 1

C
EU(T ) ≤ EU(0),

ou ainda,

EU(T ) ≤ C

1 + C
EU(0).

E, da Observação 1.23, temos o desejado.

Teorema 3.3 Suponhamos que as hipóteses (H1) - (H3) sejam válidas. Seja R > 0,

tal que EU(0) ≤ R. Então, existem T0 (de acordo com a hipótese H3) e constantes

C0, γ > 0, veri�cando

EU(t) ≤ C0e
−γtEU(0), t > T0. (3.2.6)

Prova. Faremos a prova para soluções regulares de (2.2.8) e o resultado para soluções

fracas segue por densidade.

Pela Observação 3.2, é su�ciente provar que existem T0 e C ≡ C(T0, R), tais que

EU(0) ≤ R, implica em

EU(0) ≤ C

(
k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1

|∇ηt(s)|2dxdsdt+

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|ut(t)|2dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|vt(t)|2dxdt
)

(3.2.7)

para todo T > T0 e o faremos argumentando por contradição.

Para simpli�car a notação, no que segue, indicaremos as derivadas ut e vt por u′

e v′, respectivamente.

Suponhamos que (3.2.7) não se veri�ca. Então, o argumento de contradição nos

fornece a existência de T > T0 > 0 e uma sequência de soluções ((un, vn), ηn) = Un de

(2.2.8), tais que

EUn(0) ≤ R, ∀n ∈ N (3.2.8)

e

EUn(0)
k1

2

∫ T
0

∫∞
0
−g′(s)

∫
Ω1
|∇ηtn(s)|2dxdsdt+

∫ T
0

∫
Ω2
b(x)|v′n(t)|2dxdt+

∫ T
0

∫
Ω1
b(x)|u′n(t)|2dxdt

−→∞,

(3.2.9)
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em que EUn é a energia de�nida em (3.0.1) associada ao problema (2.2.8). A conver-

gência (3.2.9), implica em

k1

2

∫ T
0

∫∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1
|∇ηtn(s)|2dxdsdt+

∫ T
0

∫
Ω2
b(x)|v′n(t)|2dxdt+

∫ T
0

∫
Ω1
b(x)|u′n(t)|2dxdt

EUn(0)
−→ 0.

(3.2.10)

Da convergência (3.2.10) e da limitação (3.2.8), concluímos

EUn(0)
k1
2

∫ T
0

∫∞
0 (−g′(s))

∫
Ω1
|∇ηtn(s)|2dxdsdt+

∫ T
0

∫
Ω1

b(x)|u′n(t)|2dxdt+
∫ T
0

∫
Ω2

b(x)|v′n(t)|2dxdt
EUn (0)

−→ 0,

ou seja,

k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1

|∇ηtn(s)|2dxdsdt+

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|u′n(t)|2dxdt+∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|v′n(t)|2dxdt −→ 0, (3.2.11)

quando n→∞. Da hipótese H2, temos

g′(s) ≤ −cg(s), ∀s ≥ 0.

Logo,

k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

|∇ηtn(s)|2dxdsdt ≤ 1

c

k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1

|∇ηtn(s)|2dxdsdt −→ 0,

donde,

ηn −→ 0 em L2(0, T ;M). (3.2.12)

Por outro lado, do fato que a energia é não crescente e da limitação (3.2.8), obtemos

EUn(t) ≤ EUn(0) ≤ R, ∀t > 0 e, portanto,

1

2

[∫
Ω1

|u′n(t)|2dx+

∫
Ω2

|v′n(t)|2dx+ k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

|∇ηtn(s)|2dxds

+ k̃

∫
Ω1

|∇un(t)|2dx+ k2

∫
Ω2

|∇vn(t)|2dx
]

= EUn(t) ≤ R.

Donde,

‖(u′n(t), v′n(t))‖2
L2 ≤ R e ‖(un(t), vn(t))‖2

H1
Γ1

≤ R, ∀t ≥ 0.

Logo, existe uma subsequência de {(un, vn)}n, que continuaremos denotando por {(un, vn)}n,

e (u, v) ∈ L∞(0, T ;H1
Γ1

), tais que

(u′n, v
′
n)

∗
⇀ (u′, v′) fraco-estrela em L∞(0, T ;L2) (3.2.13)
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(un, vn)
∗
⇀ (u, v) fraco-estrela em L∞(0, T ;H1

Γ1
) (3.2.14)

e, do Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.10),

(un, vn) −→ (u, v) forte em L2(0, T ;L2). (3.2.15)

Temos duas possibilidades a considerar para (u, v), sendo elas:(u, v) 6= 0 ou (u, v) = 0.

Analisemos ambos os casos.

Caso I: Suponhamos que (u, v) 6= 0. Para cada n ∈ N, temos que Un =

((un, vn), ηn) é a solução regular do seguinte problema

u′′n − k̃∆un − k1

∫ ∞
0

g(s)∆ηn(s) ds+ b(x)u′n = 0 em Ω1 × (0,∞),

ηn,t + ηn,s = u′n em Ω1 × (0,∞),

v′′n − k2∆vn + b(x)v′n = 0 em Ω2 × (0,∞),

un = 0 sobre Γ1 × (0,∞)

ηn = 0 sobre Γ1 × (0,∞)× (0,∞)

un = vn sobre Γ2 × (0,∞)

k2
∂vn
∂ν

= k̃
∂un
∂ν

(t) + k1

∫ ∞
0

g(s)
∂ηn
∂ν

(s) ds sobre Γ2 × (0,∞),

un(0) = un0 e u′n(0) = un1 em Ω1

vn(0)) = vn0 e v′n(0) = vn1 em Ω1

η0
n(s) = η0(s) em Ω1, s ∈ (0,∞) e ηtn(0) = 0 em Ω1, t ∈ (0,∞).

(3.2.16)

Seja ϕ ∈ D(Ω). Então, ϕ pode ser reescrita como

ϕ =

 ϕ1 = ϕ|Ω1 em Ω1

ϕ2 = ϕ|Ω2 em Ω2

= (ϕ1, ϕ2) ∈ L2.

Multiplicando a segunda e a terceira equações de (3.2.16) por θϕ, em que θ ∈ D(0, T )

e (ϕ1, ϕ2) = ϕ ∈ D(Ω), integrando em L2(0, T ;L2), utilizando integração por partes e

usando a condição de transmissão sobre Γ2 da sexta equação de (3.2.16), obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω1

u′nθ
′ϕ1dxdt+ k̃

∫ T

0

∫
Ω1

∇un∇(θϕ1)dxdt+

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)u′nθϕ1dxdt

+k1

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇ηn(s)∇(θϕ1)dxdsdt−
∫ T

0

∫
Ω2

v′nθ
′ϕ2dxdt

+k2

∫ T

0

∫
Ω2

∇vn∇(θϕ2)dxdt+

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)v′nθϕ2dxdt = 0.

(3.2.17)
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Agora, de (3.2.13) e (3.2.14), temos que

−
∫ T

0

((u′n, v
′
n), (ϕ1, ϕ2))L2θ′dt −→ −

∫ T

0

((u′, v′), (ϕ1, ϕ2))L2θ′dt

e ∫ T

0

((un, vn), (ϕ1, ϕ2))H1
Γ1
θdt −→ −

∫ T

0

((u, v), (ϕ1, ϕ2))H1
Γ1
θdt.

Mais além, de (3.2.11) e de (3.2.12) , temos que∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇ηn(s)∇(θϕ1)dxdsdt −→ 0,

e ∫ T

0

∫
Ω1

b(x)u′nθϕ2dxdt,

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)v′nθϕ2dxdt −→ 0.

Portanto, para todo θ ∈ D(0, T ) e (ϕ1, ϕ2) = ϕ ∈ D(Ω), temos

−
∫ T

0

∫
Ω1

u′θ′ϕ1dxdt+ k̃

∫ T

0

∫
Ω1

∇u∇(θϕ1)dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω2

v′θ′ϕ2dxdt+ k2

∫ T

0

∫
Ω2

∇v∇(θϕ2)dxdt = 0.

(3.2.18)

Por outro lado, considerando θ ∈ D(0, T ) e ϕ ≡ (0, ϕ2), onde ϕ2 ∈ D(Ω2). Segue de

(3.2.18), em particular, que

−
∫ T

0

∫
Ω2

v′θ′ϕ2dxdt+ k2

∫ T

0

∫
Ω2

∇v∇(θϕ2)dxdt = 0,

para todo θ ∈ D(0, T ) e ϕ2 ∈ D(Ω2). Logo,

v′′ − k2∆v = 0 em L2(0, T ;H−1(Ω2)). (3.2.19)

Analogamente, considerando θ ∈ D(0, T ) e ϕ = (ϕ1, 0) com ϕ1 ∈ D(Ω1), obtemos

u′′ − k̃∆u = 0 em L2(0, T ;H−1(Ω1)). (3.2.20)

Ainda, como b(x) ≥ b0 > 0 em ω, temos, de (3.2.11), que

v′n −→ 0 em L2(0, T ;L2(ω2)), (3.2.21)

em que ω2 = ω ∩ Ω2 e então v′ = 0 quase sempre em ω2 × (0,∞).

Agora, de�nindo para cada t ≥ 0,

wn(t) = (1− k0)un(t) +

∫ ∞
0

g(s)ηtn(s)ds ∈ L2(Ω1), (3.2.22)
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temos

w′n(t) = (1− k0)u′n(t) +

∫ ∞
0

g(s)ηtn,t(s)ds

e, da segunda equação de (3.2.16), segue que

w′n(t) = (1− k0)u′n(t) +

∫ ∞
0

g(s)(u′n(t)− ηtn,s(s))ds

= u′n(t)−
∫ ∞

0

g(s)ηtn,s(s)ds (3.2.23)

uma vez que k0 =
∫∞

0
g(s)ds. Como,∫ ∞

0

g(s)ηtn,s(s)ds = −
∫ ∞

0

g′(s)ηtn(s)ds

e, pela desigualdade de Poincaré, existe C > 0 tal que

‖ηtn(s)‖L2(Ω1) ≤ C‖ηtn(s)‖V , ∀s, t ≥ 0

obtemos, da desigualdade acima e de (3.2.11), que∫ ∞
0

(−g′(s))‖ηtn(s)‖2
L2(Ω1)ds ≤ C

∫ ∞
0

(−g′(s))‖ηtn(s)‖2
V ds −→ 0.

Portanto, ∫ ∞
0

g(s)ηtn,s(s)ds −→ 0 em L2(0, T ;L2(Ω1)). (3.2.24)

Consequentemente, de (3.2.23) decorre que

w′n ⇀ u′ em L2(0, T ;L2(Ω1)) (3.2.25)

e, de (3.2.22), obtemos

wn −→ (1− k0)u em L2(0, T ;L2(Ω1)). (3.2.26)

Das convergências (3.2.25) e (3.2.26), segue que

w′n −→ (1− k0)u′ em D′(0, T ;L2(Ω1)). (3.2.27)

Logo, de (3.2.25) e (3.2.27), e da unicidade do limite em D′(0, T ;L2(Ω1)), concluímos

que

u′ = (1− k0)u′ em L2(0, T ;L2(Ω1)),

ou seja,

k0u
′ = 0 quase sempre em (0, T )× Ω1.
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Como k0 6= 0, segue que

u′ = 0 quase sempre em(0, T )× Ω1. (3.2.28)

Agora, derivando a expressão (3.2.19) com respeito a t e denotando z = v′, obtemos

z′′ − k2∆z = 0 em H−1(0, T ;H−1(Ω2)).

Considerando a convergência (3.2.21) e usando que v = u = 0 sobre Γ2, obtemos
z′′ − k2∆z = 0 em (0, T )× Ω2,

z = 0 em (0, T )× ω2,

z = 0 sobre (0, T )× Γ2.

(3.2.29)

O Teorema de Unicidade de Holmgreen [Para detalhes, ver [30], pág. 83] garante

que a única solução para o problema acima é z ≡ 0, ou seja,

v′ ≡ 0 quase sempre em (0, T )× Ω2. (3.2.30)

De (3.2.19), (3.2.20), (3.2.28) e (3.2.30), obtemos

−k̃∆u = 0 em Ω1 × (0, T ) e − k2∆v = 0 em Ω2 × (0, T ).

Logo, o par (u, v) possui regularidade su�ciente para considerar o seguinte

0 = ((−k̃∆u,−k2∆v), (u, v))L2

= k̃‖∇u(t)‖2
1 + k2‖∇v(t)‖2

2 +

〈
k2
∂v

∂ν
(t)− k̃ ∂u

∂ν
(t), u(t)

〉
H−1/2(Γ2)×H1/2(Γ2)

.(3.2.31)

em que a última igualdade decorre da fórmula de Green.

Porém, (u, v) é a única solução fraca do problema (conforme Seção 1.3 - Capítulo

1) 

u′′ − k̃∆u = 0 em Ω1 × (0, T )

v′′ − k2∆v = 0 em Ω2 × (0, T )

u = 0 sobre Γ1 × (0, T )

u = v sobre Γ2 × (0, T )

k2
∂v

∂ν
= k̃

∂u

∂ν
sobre Γ2 × (0, T ).

Portanto, de (3.2.31), segue que

0 = k̃‖∇u(t)‖2
1 + k2‖∇v(t)‖2

2
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para quase todo t > 0, donde (u, v) = 0. E a contradição é obtida.

Caso II: (u, v) = 0.

De�namos, para cada n ∈ N,

αn = (EUn(0))1/2, (wn, zn) =
1

αn
(un, vn) e ξn =

1

αn
ηn.

Nesse caso, Wn = ((wn, zn), ξtn) é solução do problema
w′′n − k̃∆wn − k1

∫ ∞
0

g(s)∆ξtn(s) ds+ b(x)w′n = 0 em Ω1 × (0,∞),

ξn,t + ξn,s = w′n em Ω1 × (0,∞),

z′′n − k2∆zn + b(x)z′n = 0 em Ω2 × (0,∞),

(3.2.32)

com condições de fronteira

wn = 0 sobre Γ1 × (0,∞)

ξtn = 0 sobre Γ1 × (0,∞)× (0,∞)

wn = zn sobre Γ2 × (0,∞)

k2
∂zn
∂ν

= k̃
∂wn
∂ν

+ k1

∫ ∞
0

g(s)
∂ξn
∂ν

(s) ds sobre Γ2 × (0,∞),

e condições iniciais 

wn(0) =
1

αn
un0 , w

′
n(0) =

1

αn
un1 em Ω1,

zn(0) =
1

αn
vn0 , z

′
n(0) =

1

αn
vn1 em Ω2,

ξ0
n(s) =

1

αn
ηn0 (s) em Ω1, s ∈ (0,∞),

ξtn(0) = 0 em Ω1, t ∈ (0,∞).

Observe que

EWn(0) = 1, para todo n ∈ N. (3.2.33)

De fato, para t ≥ 0,

EWn(t) =
1

2

[∫
Ω1

|w′n(t)|2dx+

∫
Ω2

|z′n(t)|2dx+ k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

|∇ξtn|2dxds

+ k̃

∫
Ω1

|∇wn(t)|2dx+ k2

∫
Ω2

|∇zn(t)|2dx
]

(3.2.34)

=
1

α2
n

{
1

2

[∫
Ω1

|u′n(t)|2dx+

∫
Ω2

|v′n(t)|2dx+ k1

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

|∇ηtn|2dxds

+ k̃

∫
Ω1

|∇un(t)|2dx+ k2

∫
Ω2

|∇vn(t)|2dx
]}

=
1

α2
n

EUn(t).
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Portanto, em t = 0,

EWn(0) =
1

α2
n

EUn(0) = 1, para todo n ∈ N. (3.2.35)

Ainda, como EWn(t) ≤ EWn(0) = 1 para t ≥ 0, temos

(w′n, z
′
n)

∗
⇀ (w′, z′) fraco-estrela em L∞(0, T ;L2) (3.2.36)

(wn, zn)
∗
⇀ (w, z) fraco-estrela em L∞(0, T ;H1

Γ1
). (3.2.37)

Logo, do Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.10), obtemos

(wn, zn) −→ (w, z) forte em L2(0, T ;L2). (3.2.38)

Observemos que, de (3.2.10), temos

1

α2
n

(∫ T

0

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1

|∇ηtn(s)|2dxdsdt+

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|u′n|2dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|v′n|2dxdt
)
−→ 0

ou seja, ∫ T

0

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω1

|∇ξtn(s)|2dxdsdt+

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|w′n|2dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|z′n|2dxdt −→ 0, (3.2.39)

o que implica em

ξtn −→ 0 em L2(0, T ;M) e z′n → 0 em L2(0, T ;L2(ω2)). (3.2.40)

De�namos

wn(t) = (1− k0)wn(t) +

∫ ∞
0

g(s)ξtn(s)ds

e, procedendo de forma análoga a (3.2.22) - (3.2.30), concluímos que

w′ ≡ 0 quase sempre em (0, T )× Ω1 e z′ ≡ 0 quase sempre em (0, T )× Ω2

e, similarmente, concluímos que (w, z) = 0 q.s. em Ω× (0, T ).

De (3.2.36) - (3.2.38), decorre que

(wn, zn) −→ (0, 0) forte em L2(0, T ;L2) (3.2.41)
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(wn, zn)
∗
⇀ (0, 0) fraco-estrela em L∞(0, T ;H1

Γ1
) (3.2.42)

(w′n, z
′
n)

∗
⇀ (0, 0) fraco-estrela em L∞(0, T ;L2) (3.2.43)

Agora, sejam φn(x, t) =
∫∞

0
g(s)ξtn(x, s)ds ∈ L2(0, T ;V ), θ ∈ C∞0 (0, T ) tal que

0 ≤ θ(t) ≤ 1, θ(t) = 1 em (ε, T − ε) e suppθ ⊂ (0, T ) (3.2.44)

e ϕ ∈ C∞(Ω1) tal que

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(x) = 1 em Ω1 \ ω1, ω1 = Ω1 ∩ ω e ϕ(x) = 0 em V (ω1), (3.2.45)

em que V (ω1) é uma vizinhança de Γ2 tal que V (ω1) ⊂ Ω1.

Multiplicando a primeira equação de (3.2.32) por θϕφn, usando integração por

partes e a fórmula de Green, obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω1

w′nθφ
′
nϕdxdt︸ ︷︷ ︸

J1n

−
∫ T

0

∫
Ω1

w′nθ
′φnϕdxdt︸ ︷︷ ︸

J2n

+k̃

∫ T

0

∫
Ω1

∇wn∇ϕφnθdxdt︸ ︷︷ ︸
J3n

+k̃

∫ T

0

∫
Ω1

∇wn∇φnϕθdxdt︸ ︷︷ ︸
J4n

+

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)w′nθϕφndxdt︸ ︷︷ ︸
J5n

+ k1

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇ξn∇ϕφnθdxdsdt︸ ︷︷ ︸
J6n

+ k1

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇ξn∇φnϕθdxdsdt︸ ︷︷ ︸
J7n

= 0.

Observe que, de (3.2.40), temos que φn → 0 em L2(0, T ;L2(Ω1)) daí e de (3.2.43),

temos que

J2n −→ 0.

Ainda, de (3.2.42), (3.2.40) e (3.2.39), obtemos

J3n, J4n e J5n −→ 0.

Também,

|J6n| ≤ k1

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫ ∞
0

g(τ)

∣∣∣∣∫
Ω1

∇ξn(s) · ∇ϕξn(τ)dx

∣∣∣∣ |θ|dτdsdt. (3.2.46)
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No entanto, temos∣∣∣∣∫
Ω1

∇ξn(s) · ∇ϕξtn(τ)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
j

∫
Ω1

∂ξtn
∂xj

(s)
∂ϕ

∂xj
ξtn(τ)dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j

∫
Ω1

∂ϕ

∂xj

∂ξtn
∂xj

(s)ξtn(τ)dx

∣∣∣∣∣
≤

∑
j

∫
Ω1

∣∣∣∣ ∂ϕ∂xj
∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂ξtn∂xj

(s)ξtn(τ)

∣∣∣∣ dx (3.2.47)

≤ Cϕ
∑
j

∫
Ω1

∣∣∣∣∂ξtn∂xj
(s)ξtn(τ)

∣∣∣∣ dx
onde, a última desigualdade segue do fato que ϕ ∈ C∞(Ω1).

E, da desigualdade de Young, segue que∣∣∣∣∫
Ω1

∇ξtn(s) · ∇ϕξtn(τ)dx

∣∣∣∣ ≤ Cϕ
2

∑
j

[∫
Ω1

∣∣∣∣∂ξtn∂xj
(s)

∣∣∣∣2 + |ξtn(τ)|2
]
dx (3.2.48)

=
Cϕ
2
‖∇ξtn(s)‖2

L2(Ω1) +NCϕ‖ξtn(τ)‖2
L2(Ω1).

De (3.2.46) - (3.2.48) obtemos

|J6n| ≤ k1

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫ ∞
0

g(τ)

[
Cϕ
2
‖∇ξtn(s)‖2

L2(Ω1) +NCϕ‖ξtn(τ)‖2
L2(Ω1)

]
|θ|dτdsdt

= k1k0Cϕ

[
1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)‖∇ξtn(s)‖2
L2(Ω1)|θ|dsdt+N

∫ T

0

∫ ∞
0

g(τ)‖ξtn(τ)‖2
L2(Ω1)|θ|dτdt

]
−→ 0

Analogamente, temos

|J7n| ≤ k1Nk0Cϕ

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

|∇ξtn(s)|2|θ|dxdsdt −→ 0.

Assim, concluímos que

Jin −→ 0, para i = 2, ..., 7.

Consequentemente,

lim
n→∞

J1n = 0.

Contudo, da segunda equação de (3.2.32) temos que

ξtn,t + ξtn,s = w′n.
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Logo,

J1n =

∫ T

0

∫
Ω1

w′nθφ
′
nϕdxdt

=

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

w′nθξ
t
n,tϕdxdsdt

=

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

|w′n|2θϕdxdsdt−
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

w′nθξ
t
n,sϕdxdsdt

= k0

∫ T

0

∫
Ω1

|w′n|2θϕdxdt−
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

w′nθξ
t
n,sϕdxdsdt.

Procedendo como na prova de (3.2.24), obtemos que∫ ∞
0

g(s)ξtn,sds −→ 0 em L2(0, T ;L2(Ω1)).

Da convergência acima e de (3.2.43) temos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

w′nθξn,sϕdxdsdt = 0,

donde

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω1

|w′n|2θϕdxdt = 0. (3.2.49)

Assim, das hipóteses (3.2.44) e (3.2.45), sobre θ e ϕ, respectivamente, obtemos

lim
n→∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω1\ω1

|w′n|2dxdt = 0. (3.2.50)

Da arbitrariedade de ε > 0, segue que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω1\ω1

|w′n|2dxdt = 0. (3.2.51)

Da convergência (3.2.51), de (3.2.39) e da hipótese (3.1.2), concluímos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω1

|w′n|2dxdt = 0. (3.2.52)

A �m de conseguirmos a contradição desejada, no que segue, vamos provar que

z′n −→ 0 forte em L2((0, T )× Ω2). (3.2.53)

Para obter a convergência (3.2.53) utilizaremos resultados devidos a Gérard [24]

sobre medida de defeito microlocal, os quais foram apresentados na seção 1.4.

Notemos que, de (3.2.39), segue que

z′n −→ 0 forte em L2((0, T )× ω2) (3.2.54)
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Seja µ2 a medida de defeito associada a {z′n} em L2((0, T )×Ω2), garantida pelo Teorema

1.28. A convergência forte de {z′n}n em L2((0, T )×ω2), implica em µ2 = 0 em (0, T )×ω2,

ou seja,

suppµ2 ⊂ Ω2 \ ω2.

De fato, da Observação 1.30, considerando Ω = ω2× (0, T ), segue que existe uma

subsequência de {z′n}n, ainda denotada por {z′n}n, tal que∫ T

0

∫
ω2

ζ(x, t)|z′n|2dxdt −→
∫
ω2×(0,T )×SN−1

ζ(x, t)dµ2(x, t, δ)

para toda ζ ∈ C∞0 (ω2 × (0, T )), o que acarreta, graças a (3.2.54), em µ2 = 0 em

ω2 × (0, T ).

Por outro lado, de (3.2.32) e (3.2.39), concluímos que

�zn = z′′n − k2∆zn = −b(x)z′n −→ 0 em L2((0, T )× Ω2). (3.2.55)

Portanto,

∂t�zn = �z′n −→ 0 forte em H−1
loc ((0, T )× Ω2). (3.2.56)

A convergencia (3.2.56) é equivalente, pelo Teorema 1.31, a condição

supp(µ2) ⊂ {(t, x, τ, ξ); τ 2 = k2‖ξ‖2},

e, com isso, podemos concluir que o supp(µ2) é a união de curvas que são as curvas

bicaracterísticas do símbolo principal p(τ, ξ) = τ 2 − k2‖ξ‖2 associado ao operador

Pu = �u = ∂ttu− k2∆u, ∀u ∈ D(Ω2).

Assim, µ2 se propaga ao longo das bicaracterísticas deste operador, isso signi�ca, em

particular, que se w0 = (t0, x0, τ0, ξ0) /∈ supp(µ2), então toda bicaracterística que sai de

w0 está fora de supp(µ2). Agora, como ω2 controla Ω2, então, para todo T > T0, todo

raio bicaracterístico em Ω2 entra na região de ω2 antes do tempo T0 e como µ2 ≡ 0

em ω2 × (0, T ), segue, então que, µ2 ≡ 0 em Ω2 × (0, T ). Isso nos leva a concluir, por

propagação da medida, que

z′n −→ 0 forte em L2((0, T )× Ω2). (3.2.57)
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Finalmente, tomando θ ∈ C∞0 (0, T ) como em (3.2.44) e multiplicando a primeira

e a terceira equações de (3.2.32) por θwn e θzn, respectivamente, integrando por partes,

utilizando a fórmula de Green e as igualdades em Γ2, obtemos

−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω1

wnw
′
n dxdt−

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω1

|w′n|2 dxdt

+k̃

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω1

|∇wn|2 dxdt+ k1

∫ T

0

θ(t)

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω1

∇ζtn · ∇wn dxdsdt

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω1

b(x)w′nwn dxdt−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω2

znz
′
n dxdt−

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω2

|z′n|2 dxdt

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω2

b(x)z′nzn dxdt+ k2

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω2

|∇zn|2 dxdt

= N1,n + · · ·+N9,n = 0.

Observe que, pelas convergências em (3.2.36) - (3.2.38), de (3.2.52) e (3.2.57), concluí-

mos que

lim
n→∞

N1,n = lim
n→∞

N2,n = lim
n→∞

N4,n = · · · = lim
n→∞

N8,n = 0,

logo,

lim
n→∞

(N3,n +N9,n) = 0.

Consequentemente,

lim
n→∞

[∫ T−ε

ε

∫
Ω1

|∇wn|2dt+

∫ T−ε

ε

∫
Ω2

|∇zn|2dt
]

= 0.

Portanto, da arbitrariedade de ε > 0, obtemos

lim
n→∞

[∫ T

0

∫
Ω1

|∇wn|2dt+

∫ T

0

∫
Ω2

|∇zn|2dt
]

= 0,

ou ainda,

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω1

|∇wn|2dt = lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω2

|∇zn|2dt = 0. (3.2.58)

Agora, considerando EWn de�nido em (3.2.35), integrando EWn em (0, T ) e con-

siderando as convergências (3.2.39), (3.2.53), (3.2.52) e (3.2.58), obtemos

lim
n→∞

∫ T

0

EWn(t)dt = 0.

No entanto, a energia associada a (3.2.32) é não crescente, logo∫ T

0

EWn(t)dt ≥
∫ T

0

EWn(T )dt = TEWn(T ).
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Portanto,

0 = lim
n→∞

∫ T

0

EWn(t)dt ≥ lim
n→∞

TEWn(T ) ≥ 0,

ou seja,

lim
n→∞

EWn(T ) = 0.

De (3.2.4), temos que

EWn(T )− EWn(0) =
k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω1

|∇ξtn(s)|2dxdsdt−
∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|w′n(t)|2dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|z′n(t)|2dxdt,

logo,

0 = lim
n→∞

EWn(T ) = lim
n→∞

EWn(0) + lim
n→∞

k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω1

|∇ξtn(s)|2dxdsdt

− lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|w′n(t)|2dxdt− lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|z′n(t)|2dxdt.

Como, por (3.2.39),

lim
n→∞

k1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω1

|∇ξtn(s)|2dxdsdt = 0 = lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω1

b(x)|w′n(t)|2dxdt

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω2

b(x)|z′n(t)|2dxdt = 0

e de (3.2.35)

lim
n→∞

EWn(0) = 1,

temos

0 = lim
n→∞

EWn(T ) = 1,

e a contradição é obtida.

Logo, (3.2.7) é verdade para a energia associada ao problema (2.2.8) sempre que

tivermos dados regulares e, consequentemente,

EU(t) ≤ Ce−γtEU(0),∀t > T0,

para toda solução regular de (2.2.8) com EU(0) < R.

Agora, se U0 ∈ H e U(t) é a solução de (2.2.8) com dado inicial U0 tal que

EU(0) < R, então da densidade de D(L) em H, existe uma sequência de dados iniciais

Un
0 ∈ D(L), tal que

Un
0 −→ U0 em H (3.2.59)
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e a sequência correspondente de soluções de Un
t (t) = LUn(t)

Un(0) = Un
0

é tal que EUn(0) < R. Mas,

Un(t) = S(t)Un
0 , para todo t ≥ 0, n ∈ N

em que S(t) é o semigrupo associado a L e como S(t) é fortemente contínuo, temos

que

S(t)U0
n −→ S(t)U0 em H, para todo t ≥ 0 (3.2.60)

e U(t) = S(t)U0 é a solução fraca do problema (2.2.8) com dado inicial U0.

Ainda, temos, pela primeira parte, que

‖S(t)Un
0 ‖2
H = EUn(t) ≤ Ce−γtEUn(0) = Ce−γt‖Un

0 ‖2
H,

para todo t > T0. Logo, pelas convergências (3.2.59) e (3.2.60), obtemos

‖S(t)U0‖2
H ≤ Ce−γt‖U0‖2

H,

isto é,

EU(t) ≤ Ce−γtEU(0),

para todo t > T0.

Portanto, a energia associada ao problema (2.2.8) com dado inicial U0 decai expo-

nencialmente quando t→∞ e, consequentemente, o Teorema 3.3 é válido.
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