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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados em estudar um problema de transmissao de
ondas com uma componente viscoelastica, em que este termo é constituido de uma
memoéria com historia. Aqui, mostramos resultados de FExisténcia e Unicidade de Solu-
¢oes para o referido problema, além do decaimento exponencial do funcional de energia
associado ao sistema, correspondente.

Para a obtencao da Existéncia e Unicidade de Solugao, utilizamos resultados de
Teoria de Semigrupos Lineares, antes, porém, para nos adequarmos as condigoes da
Teoria, fazemos uma mudangca de varidveis seguindo as ideias de Dafermos [17]. No que
se refere a estabilizacao, utilizamos estimativas de energia, juntamente com resultados

de Medida de Defeito Microlocal introduzidos, inicialmente, por Gérard [24].

Palavras-chave: Equacao de Ondas; Problema de Transmissao; Efeito Viscoe-

lastico; Estabilidade Exponencial



Abstract

In the present work, we are interested in studying a wave transmission problem
with a viscoelastic term and a hereditary memory . We establish the well-posedness re-
sults to this problem, besides the exponential decay of the functional energy associated
to the corresponding system.

In order to obtain the Existence and Uniqueness of Solutions, we use Linear
Semigroup Theory results, but firstwe perform a change of variables following the ideas
of Dafermos [17]. Concerning the stabilization, we use energy estimates, together with

microlocal defect measures results which were initially introduced by Gérard [24].

Keywords: Wave equation ; Transmission problem ; Viscoelastic effect; Expo-

nential stability.
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Introducao

No presente trabalho estudamos um problema de transmissao de ondas em um
dominio N-dimensional, N > 2, composto de duas partes: uma consiste de material
viscoelastico com histéria passada juntamente com material elastico localizado, a outra
consiste de material elastico e a fronteira em comum é responsavel pelas condi¢oes de

transmissao. Estamos, portanto, interessados em estudar o seguinte problema:

( t

gy — k1Au + kl/ g(t — s)Au(s)ds + b(x)uy =0 em €y x (0, 00),

—00

Uy — ko Av 4+ b(z)v, =0 em 5 X (0,00),
u =0 sobre I'; x (0,00),

u=wv sobre I'y x (0, 00),

ov ou ¢ ou
k25 = /ﬁ% — kl/ g(t — 5)5(5) ds sobre I'y x (0, 00),

—00

u(z,0) = ug(x); u(z,0) =uy(z), z €y,

v(x,0) = vo(z);ve(2,0) = vy (x),x € Qa,

\u(z,t) = up(x,t), u(z,t) = uo(x,t), t <O0.
em que Q; = Q\Qy e Q, Q, sdo subconjuntos abertos, limitados e conexos de RN, N > 2
de fronteiras suaves I'; e I'y, respectivamente, tais que Qo CC Qe uy(z) = Opug(z, t)|i=o-
Os resultados aqui apresentados foram aceitos para publicacao no periddico Ap-
plied Mathematics and Optimization em 2018, conforme referéncia [11].
Um problema de transmissao para equagoes hiperbolicas (também chamado de
problema de difrac¢do), visto como modelo matematico, consiste de um problema de
valor inicial para uma equacao hiperbdlica cujo operador elitico correspondente possui

coeficientes descontinuos. Além disso, problemas de transmissao também podem ser
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interpretados como um problema acoplado em dois dominios com uma fronteira em
comum, em que os termos de acoplamento aparecem, exatamente, nessa fronteira.
Estes termos sao chamados de condicoes de transmissao e sua importancia esta no fato
de estabelecer o modo como os meios se misturam.

Nosso trabalho tem como objetivo o estudo de um problema de transmissao de
ondas com uma componente viscoelastica, em outras palavras, estamos interessados em
estudar a propagacao de ondas em um dominio composto de dois materiais distintos:
no primeiro temos uma componente viscoelastica com historia passada conjuntamente
com uma componente elastica localizada e a segunda componente consiste de material
elastico. Nessa direcao, temos dois elementos que caracterizam o nosso problema: o
modelo de transmissao e o termo de memoria com historia passada.

No que se refere & problemas de transmissao de ondas, Lions [33] trata da exis-

téncia de solugoes do seguinte problema:

uy — arAu =0 em Q; x (0, 00),
vy — agAv =0 em y X (0,00),

u =0 sobre I'; x (0,00),
sujeito as condigoes de transmissao

u=wv sobre Iy x (0, 00),
ov ou

as— = a;— sobre 'y x (0, 00),

v v
e condicoes iniciais
u(z,0) = up(x); w(z,0) =uy(z), z €,

v(z,0) = vo(x); v(x,0) = v1(x), x € Qo

em que Q; = Q\ Qy e Q, Q, sdo subconjuntos abertos, limitados e conexos de RY,
N > 1 de fronteiras suaves I'y e I'y, respectivamente, tais que 2o CC €. Os resultados
apresentados por Lions foram generalizados por Lagnese em [31], visto que, nesse tra-
balho, o autor considera problemas de transmissao para um sistema hiperbélico linear
de segunda ordem, com coeficientes constantes por partes e prova a controlabilidade
exata pela fronteira para tais problemas. Mais tarde, Liu [37| complementa os resulta-

dos de Lions, provando que o sistema pode ser controlavel introduzindo um controle ao
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longo da fronteira exterior, no caso em I'y, e numa vizinhanca da zona de transmissao.
Ainda, Liu e Williams em [39], provaram que o problema de transmissao de ondas com
termos de ordem inferior é exponencialmente estavel utilizando o classico método da
energia e a técnica dos multiplicadores.

Um problema de transmissao de ondas com viscoelasticidade em um dominio
unidimensional foi estudado por Munoz Rivera e Oquendo em [42]. Neste trabalho os

autores tratam da existéncia e estabilizacao exponencial do seguinte problemas:
(plutt — aqtg, =0 em (0, Lg) x (0,00),

P2V — QpUsy + /tg(t — $)Upe(s)ds =0 em (Lo, L) x (0,00),

0

u(0,t) =0=wv(L,t),t >0

u(Lo,t) = v(Lo,t),t >0,

g (Lo, t) = agv. (Lo, t) — /tg(t — s)vg(Lo, $)ds,t >0

0

u(z,0) = ug(x); u(z,0) =ui(x), z € (0, L),

v(x,0) = vo(z);ve(x,0) = vy (), 2 € (Lo, L).

\

e provam que a dissipacao produzida pelo termo viscoeléstico é suficiente para estabi-
lizar todo o sistema. Observamos que os autores nao consideram a historia passada do
termo de memoria.

Ainda no contexto viscoeldstico unidimensional, temos o trabalho de Andrade et
al [3] em que ¢ considerado um problema de transmissdo no qual o termo viscoeléstico
produz um efeito viscoelastico na fronteira de transmissao. Neste trabalho os autores
provam a estabilidade exponencial do problema quando o nicleo da memoéria decai
exponencialmente.

No contexto de problemas de transmissao com dissipacao do tipo Kelvin-Voigt
localizada citamos os trabalhos de Alves et al [1,2] e, relativo a problemas de trans-
missao termoelasticos, citamos os trabalhos de Munoz Rivera e Naso [41] e Fernandéz
Sare e Mufioz Rivera [22].

Considerando a existéncia de uma longa lista de trabalhos nessa direcao, finaliza-
mos citando o trabalho de Cardoso e Vodev [10] em que os autores estudam problemas
de transmissao em dominios limitados com dissipacao na fronteira. Nele, os autores

provam a limitacao uniforme do operador resolvente no eixo real sujeito a alta frequén-



cia.

Agora, no que diz respeito ao comportamento de solucoes de problemas com
termos viscoelasticos do tipo memoria com histéria destacamos o trabalho pioneiro de
Dafermos [17]. Nele, o autor trata da estabilizagdo para a seguinte equagao

=c— — gt — 7)== (r)d T,z € (0,1),t € [0,00).

@ d%u / t 0%u
oz =~ “on2 022

—o0
e introduz uma mudanca de variaveis que transforma a equacao acima numa equagao
autonoma além de definir, para esta nova varidavel, um espaco de Hilbert apropriado.
Ainda sobre estabilizacao de equacoOes viscoelasticas com historia passada, citamos o
trabalho de Liu e Liu |38], em que neste foi considerado o modelo de Kelvin-Voigt com
fungoes de coeficientes regulares e o modelo de Boltzmann com descontinuidade na
interface das propriedades do material . Ambos 0s modelos foram estudados em um
dominio unidimensional e os autores provaram o decaimento exponencial da energia as-
sociada a cada problema. Ademais, citamos os trabalhos de Appleby et al. [4], Pata [44]
e varios trabalhos que tratam de problemas viscoelasticos com memoria com histéria,
tais como [13-16, 18, 21,26, 28, 29| e outros. Finalmente, no contexto de equagoes de
onda viscoelasticas nao autonomas gostariamos de mencionar o trabalho de Lasiecka
et al. [32].

Conforme explanado, o objetivo do nosso trabalho é estudar a existéncia, uni-
cidade e estabilidade exponencial das solugoes do problema (1). Usamos a Teoria de
Semigrupos Lineares para a obtencao do resultado de existéncia e unicidade de solu-
¢oes. Porém, observando que o problema (1) é ndo-autéonomo usamos a mudanga de

variaveis introduzida por Dafermos [17], & saber,

nt(% S) = n(‘q}?tv S) = u($7t) - U(I’,t - S)'
de modo a transformar o problema (1) no seguinte problema auténomo equivalente:
(

uy — kAu — kl/ g(s)An'(s)ds + b(x)u; =0 em O x (0,00),
0

nt+nt =u; em Q) x (0,00), (2)

| U — ko Av + b(x)vy, =0 em Qg x (0, 00),



sujeito as condicoes de fronteira e transmissao

u =20 sobre I'; x (0, 00),

n = 0 sobre I'; x (0, 00) x (0, 00)

u=1v sobre I'y x (0, 00),

dv  -0u o an
\/{;25 = lg% + kl/o g(s)g(s) ds sobre I'y x (0, 00),

e condicoes iniciais
u(x,0) = ug(x); w(x,0) =uy(z), € Qy,
v(z,0) = vo(z); ve(z,0) =v1(x), z €y,
n'(x,0) = 0; n°(z,s) =no(z,s), v € Qy,s>0,t>0

em que

up(z) = up(z,0), © € O,
uy(z) = Oyuo(x, t)]i=0 © €

no(z, s) = up(x,0) —up(z, —s), = € Q.

10

No que concerne ao decaimento exponencial do funcional de energia associado

ao problema proposto, nossa primeira abordagem foi a utilizacao da técnica dos mul-

tiplicadores. No entanto, o método nao se mostrou satisfatéorio para a obtencao da

estabilidade exponencial desejada. Em seguida, por se tratar de um problema linear,

decidimos por utilizar resultados de estabilizagao de semigrupos, como em Gearhart [23]

e Priiss [46]; porém, essa técnica também nao se mostrou eficiente. Sendo assim, mo-

tivados pelo trabalho de Dehman et al. [20], obtemos o resultado de estabilizagao

desejado utilizando estimativas de energia e resultados da teoria de medida de defeito

microlocal. Tal teoria foi introduzida por Gérard em [24] e foi utilizada por Burq e

Gérard [8,9| para a equacao de onda. Com essa abordagem, o intuito é provar que

existem T > 0 tais que, se

E(0) <R

entdo, para todo T > Ty, existe C' = C(T, R) > 0, verificando

B(0) < c(% /OT/OOO(—g’(s))/Ql\Vnt(s)\Qd:cdsdtJr/OT/Ql () e (£) 2t

. /0 ! /Q 2 b(x)|vt(t)|2da:dt) ,



11

em que E(t) é o funcional de energia associado ao problema proposto dado por

E(t) = {/ﬂlqutﬁ + k|Vu?)dz + k; /Ooog(s) /Q Vit (s)|*dxds

/ (o2 +k2|Vv|2)dx}
Qo

onde k = k(1 — ko) e ko = [;° g(s)ds.

Usando argumentos de contradicao, a teoria de medida de defeito microlocal,
juntamente com resultados de continuidade tinica, provamos a estabilizacao do sistema.

O presente trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: O primeiro ca-
pitulo trata de resultados preliminares, ou seja, nele estao apresentados os principais
resultados, notacoes e definicoes utilizados nos capitulos seguintes. No segundo capi-
tulo apresentamos os resultados de existéncia e unicidade de solu¢oes para o problema
proposto, via teoria de Semigrupos e, no terceiro e tltimo capitulo, provamos que as

solucoes dadas no segundo capitulo sao exponencialmente estaveis.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

O capitulo que se inicia tem por objetivo apresentar os principais resultados que
sao necessarios ao desenvolvimento deste texto, a fim de deixé-lo autossuficiente, além
de introduzir importantes notacoes que serao utilizadas nos proximos capitulos. Salien-
tamos que as demonstracoes de resultados classicos das Teorias de Analise Funcional,
Espacos de Sobolev, Semigrupos Lineares, entre outros, serdao omitidas mas, indicare-
mos referéncias bibliograficas para os interessados. Entretanto, como trabalharemos,
mais a frente, com Espacos Vetoriais nao usuais, sempre que possivel, faremos a prova

de propriedades relativas a eles.

1.1 Espacos Funcionais

Recordemos que, se €2 é um subconjunto aberto de R", n € N, denotamos por
LP(Q2), 1 < p < oo, 0 espago das (classes de) funcoes reais f definidas em Q) cuja
p-ésima poténcia é integravel no sentido de Lebesgue e por L*>(£2) o conjuntos das
(classes de) fungoes mensuraveis e essencialmente limitadas em €. Nesse contexto, o

espago LP(€2) munido da norma

1wy = £l = ( / |f|”dar) s 1<p<oo

I/ ll=(e) = 1 oo = sup ess| ()
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é um espaco de Banach.
No caso em que p = 2, o espago L*(2) é um espago de Hilbert com o produto

interno dado por

(f;g):/gf(m)g(x)dx.

Por L

e(§2), 1 < p < 00, denotamos o espaco das (classes de) funcoes reais defi-

nidas em (2, cuja p-ésima poténcia é integravel a Lebesgue sobre qualquer subconjunto

o0

2 (Q) o espaco das (classes de) fungdes men-

compacto do R"™ contido em €2 e por L
suraveis e essencialmente limitadas em qualquer subconjunto compacto do R"™ contido
em ().

Com relacao aos espacgos LP(£2), temos o seguinte:
o [P(Q) é reflexivo para 1 < p < oo,

e [P(Q) é separavel para 1 < p < oo,

Se € é limitado e 1 < p < ¢ < 00 entao

LU(Q) < LP(Q).

onde o simbolo < denota imersao continua.

Com o intuito de introduzirmos os Espacos de Sobolev, relembremos que uma
n-upla de inteiros nao negativos a = (aq, as, ..., a,) é denominada multi-indice e sua
ordem é definida por |a| = a; + az + ... + «,. Representamos por D® o operador

derivagao de ordem |«/, isto é,

olal
DY - -
Ot 0% . .. o
Se a = (0,0, ...,0) definimos D% como o operador identidade.

Ainda, denotamos por C§°(€2) o espago vetorial, com as operagoes usuais, das
funcoes f : Q — R infinitamente diferencidveis e com suporte compacto, ou seja, o
fecho em © do conjunto {z € Q; f(z) # 0} ¢ um subconjunto compacto do R™. Dizemos
que uma sequéncia (¢, )neny em C§°(2) converge para ¢ em C§°(2), quando existe um
compacto K C € tal que:

i) supp(p), supp(pn) C K, Vn € N.

ii) Para todo multi-indice a € N™, tem-se D*(p,, — ¢) — 0 uniformemente em K.
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O espago C§°(£2), munido dessa nogdo de convergéncia, é chamado de Espaco das
Fungoes Teste sobre Q e é representado por D(Q).

Além disso, definimos uma distribuicao sobre um aberto 2 C R"™ como sendo um
funcional linear 7" : D(2) — R continuo no sentido da convergéncia em D((2), isto ¢é,
se ¢, converge para ¢ em D(Q), entdo T'(y,) converge para T'(¢) em R.

O espago das distribuigoes sobre € é denotado por D’'(2).

Se T € D'(Q2), representamos o valor da distribuicdo 7" em ¢ por (T, ¢). Com

isso, dizemos que
T, — T em D'(Q),
quando,
(T, ) = (T, ¢) em R Vp € D(Q).

Por fim, se T' é uma distribuicao sobre 2 e & é um multi-indice. A derivada DT de

ordem || de T é um funcional DT : D(2) — R definido por
(DT, ) = (=1)"(T, D%).

Além disso, D*T" é uma distribuicao sobre ().

Consideremos, agora, {2 um subconjunto aberto e limitado do R™. Dado um
niamero inteiro m > 0, representamos por W™P({)) o espaco vetorial de todas as
fungoes u pertencentes a LP(€), tais que para todo |a| < m, temos que a derivada de u
no sentido das distribuigbes D®u, pertence a LP(Q2). Para cada u € W™P(Q), definimos

a norma de u pondo

—— / 1Dl | quando 1< p < oo

laj<m

||| wm.oe ) = Z | D%u|| oo, quando p = oo.
la|<m
Observacao 1.1 O espaco de Sobolev W™P(Q) é um espago de Banach. Quando
p = 2, representamos W™2(Q) por H™(Q)), e este é um espago de Hilbert quando

munido do produto interno

(,0) ey = > (D, D*0) 120y,

laf<m
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O fecho de C°(Q2) em H™(Q2) é denotado por HJ*(Q2) e por H () o dual
topologico de H* ().

Outra classe importante de espacos a serem considerados sao os Espacos Funcio-
nais a Valores Vetoriais, que serao introduzidos a partir de agora.

Seja X um espaco de Banach. O espaco das aplicacoes lineares e continuas
de D(0,T) em X serda denotado por D'(0,7T,X), isto é, T € D'(0,T,X), quando
T:D(0,T) — X é linear e se 6, — 0 em D(0,T) entao (T,60,) — (T,0) em X.
Diremos que T, — T em D'(0,T, X) se (T,,,0) — (T,0) em X, V0 € D(0,T). O es-
paco D'(0, T, X) munido da convergéncia acima é denominado Espa¢o das distribuicoes
vetorias de (0,T) com valores em X.

Observacao 1.2 O conjunto {6£,0 € D(0,T),§ € X} € total em D'(0,T,X). Além
disso, mostra-se que o conjunto {0¢,0 € D(0,T),& € D(Q)} € denso em D(Q2x(0,T)) =
D(Q).

Defini¢ao 1.3 Dizemos que u : (0,T7) — X ¢ fortemente mensurdvel quando existir

uma sequéncia de funcoes simples (©n)nen, @n : (0,T) — X tal que
lon(t) —u(t)|x — 0, quase sempre em (0,T).
Denotaremos por LP(0,T, X) , 1 < p < 00, 0 espago das (classes de) fungoes u, definidas

em (0,7) com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u(t)||% é integravel a

Lebesgue. Neste espaco definimos a norma

. .
ullooz.x) = ( / ||u<t>\|§dt) .

Por L>(0,T, X) representamos o espaco das (classes de) funcoes u, definidas em (0,7)
com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e ||u(t)||x possui supremo essencial

finito em (0,7"), a norma neste espago é dada por

|u||Loo(o,r,x) = sup ess|u(t)|x. (1.1.1)
0<t<T

Os espagos LP(0,7,X) e L>(0,7T,X) sdo espacos de Banach com suas respectivas

normas.

Proposicao 1.4 O espaco LP(0,T;X) é denso em D'(0,T; X).

Prova. Ver [7].
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Observacgdo 1.5 Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, temos que L*(0,T, X)

também € um espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u,v)L2(0,1,%) :/o (u(t),v(t))xdt.

Se X ¢ reflexivo, podemos identificar
[LP(0,T; X)) = L9(0,T; X"),

1
onde — + — = 1. E, no caso em que p = 1, identificamos
p q

[L1(0,T; X)]" = L=(0,T; X')

Defini¢ao 1.6 Dada T € D'(0,T,X), definimos a derivada de ordem n de T como

sendo a distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por:

arr d"p
— =(—-1)"(T,— ),V € D0,T).
(o) = (1. 58 ) o e D0 1)
Representamos por C([0,7],X) o espaco de Banach das fung¢des continuas u,

definidas em [0, 7] com valores em X, cuja norma é dada por
[ulleqom,x) = sup_ [[u(®)]x-
te[0,7
Denotaremos por Hj (0,7, X) o espago de Hilbert
Hy(0,T,X) ={ue L*(0,T,X);u € L*(0,T, X),u(0) = u(T) = 0},
munido do produto interno

(,9)) 3 0:13) = / (u(t), v(t)) xdt + / (' (£), (1)) x .

Identificando L?(0,T, X) com o seu dual (L*(0,T, X)), via Teorema de Riesz,

obtemos a seguinte cadeia
D(0,T,X) — Hy(0,T,X) — L*(0,T,X) = L*(0,T,X) — H'(0,T,X) — D'(0,T, X),
onde

(Hy(0,T, X)) = H'(0,T, X).

Nos proximos Capitulos estudamos um problema em que um dos componentes do
Espaco de Fase ¢ um Espaco Funcional com peso, a saber L?](O, 00; V'), nessa diregao,

vamos introduzir aqui esse tipo de espaco.
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Seja g : [0,00) — R, uma fungao tal que
geC'nL?,

que representard o peso do espacgo e seja X um espaco de Banach. Definimos, para

1 < p < oo, 0espago

12(0,00; X) = {n R, — X; / " 906 (o) IFds < oo}

que é um Espaco de Banach, quando munido da norma

il = ([ st as) "

Em particular, quando p = 2 e X ¢ um Espaco de Hilbert, L?(0, co; X) é, também, um

Espaco de Hilbert munido do produto interno

(1, )20 = / " g(s)(n(s), £(s)) xds.

1.1.1 O espago Hf,

No segundo capitulo, utilizaremos um importante espaco vetorial, denotado por
H%l, que é caracterizado como um subespaco de um cartesiano de Espacos de Sobolev.
Como esse espago nao é usual, trataremos, aqui, de apresenta-lo.

Sejam €2 e 25 dominios limitados do R™, n > 1, com fronteiras suaves I'y e 'y,

respectivamente, tais que 2y CC Qe Q; = Q\ Qy. Definimos
Hp., = {(u,v) € H';u = v sobre I'y e u = 0 sobre I'; },

onde H' = H'(Q) x H'(Qs), que ¢ um Espago de Hilbert quando munido do seguinte

produto interno
((Ul, Ul), (UQ, 02))H11“1 = l%(Vul, VU2>1 + kg(Vvl, VUQ)Q. (112)

Afirmamos que a norma proveniente do produto interno acima é equivalente a norma
usual de H!. Quando nos deparamos com essa afirmacdo, a primeira impressao, ¢ de
que podemos usar a desigualdade de Poincaré. Mas, em verdade, o que acontece é que
podemos identificar o espago H%l com um subespago fechado de H{(€2). Esse fato é o

que pretendemos mostrar a seguir.
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Seja (u,v) € Hf, . Devemos provar que

u em
0 —

v em ()
¢ um elemento de Hj(Q).
Como (u,v) € H', em particular, (u,v) € L? = L*(Q;) x L*(Q2) e, portanto,
0 € L*(2). Precisamos mostrar, entdo, que % € L*(Q) para j = 1,...,n. Para tal,
J

consideremos ¢ € D(2). Dai,

00N _ [ 92
8[L’j7(p - 781‘]‘

_ <9, 8_90> (1.1.3)

onde (.,.) = (., .)p(Q)xD©Q)-

Da formula de Green temos que

/ O¢ L dx a—cpdx - / wpr’ do
(951 ax] (951 ax I ul'y

onde v = (v, s, ...,1,) denota o vetor unitario, normal & I' = I"; U I'y exterior & €.

Como u = 0 sobre I'y, segue que

/ ucpyjd(f:/ wpr’ do,
I ul'y I

logo,
ou .
P e = —pdx + upr’ do.
1 axj 91 ax] Iy
Analogamente,
Ov ,
P e = — —pdx — / vor!do,
Qo 83:] Q2 893] Ty

nesse caso, o sinal negativo na integral sobre I's vem do fato de o vetor v ser tomado
na direcao exterior a {2; e, portanto, interior a {25. Assim, tomamos o vetor —v como
sendo exterior a (5.

Substituindo as igualdades acima em (1.1.3), obtemos

0 .
<a—,¢> = Ou —dx —/ wpr’ do + <pd1:+/ vor!do
833]' 931 axﬁ Iy Qo2 833] Iy
ou ov
= ~—wpdx +/ —pd,
0, 07; 0, 07;
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onde a ultima igualdade segue do fato de u = v sobre I's. Defina, entao

% em Ql
_ &L’] 2
—  em §)y,
(9xj
portanto,
ol
7 - odr = (.
<8xj’gp> /ij@ T <w3790>7
donde
00
8_1:j = ¢; em D'(Q)
e, como ¢; € L*(Q) para cada j = 1,...,n, segue que, para cada j =1,...,n
00
— € L*(Q
ou seja,
0 H'(Q).

Ainda, sobre I'; temos que §# = u = 0. Consequentemente, § € H3(S), o que prova
que H%l pode ser identificado com um subspa¢o de H}(Q2). Resta mostrar que esse
subespaco é fechado.

De fato, sejam {(un,v,)} C H}, e 6 € H}(Q) tais que, escrevendo

u, em
0, =

v, em §y

temos

0, — 0 em HZ(Q).

Devemos mostrar que (0|q,,0|q,) € Hf, . Mas, isso é verdade, visto que a convergéncia

acima e a equivaléncia das normas ||V (.)||12q) € ||-||n1 @) em Hy(Q), implicam em
Up —> U € Uy —> U

em H'(Q) e H'(Qy), respectivamente, quando n — oo,

Assim, das continuidades dos tragos em H'(2;) e H'(Qy), obtemos que
Uy — 0|Q1 e v, — 9|Q2

em H'/2(T'; UTy) e H/2(Ty), respectivamente.
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Em particular, sobre I'; temos u,, = v,, e, portanto, por unicidade do limite, temos
0|, = 0|q, sobre I'y e, consequentemente, 6§ = (|q,,0|q,) € Hf , como queriamos.
Com essa identificacao, (de Hf, com um subespago fechado de Hj(£2)) temos que,

para (uy,v1), (ug, v2) € Hf , a aplicacao
((u1,v1), (u2,v2))r = (Vur, Vug)r + (Vur, Vg)s, (1.1.4)
define um produto interno, cuja norma proveniente
1wy, v0)lI7 = IV [[F + Ve |13

é equivalente a norma usual de H*.
De fato, que (1.1.4) define um produto interno, é imediato. Sabemos que, se

0 € H (), entao, existem constantes positivas Cy, Cy tais que
Cllll ) < 10l ay@) = 1VOr20) < Coll0l[ 110 (1.1.5)
Assim, se (u,v) € Hf , temos

uw  em .
0= € Hy(Q),

v em )y

1017 @) = 1911Z20) + IV O L) = lulli + 0]z + [ Vullf + [Voll3 = [l (w, v) [E

10133y = IVOIlL20) = VUl + V0]l = [[(u, v)I7.

Logo, de (1.1.5), temos
Cill(w; v) e < [ (w, 0)[l7 < Co|(w, v)

0 que garante a equivaléncia da norma ||-||; com a norma usual de |[|.||g: para elementos
de HJ. .

Ainda, como H(Q) é completo com a norma ||V - || () segue que (Hy, || -||1) &
também completo. Da compacidade da imersao Hj(Q) — L*(Q) segue a compacidade
da imersao Hj, < L* e, por fim, a equivaléncia entre a norma || - [|; e a norma

proveniente de (1.1.2) ¢ imediata.
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1.1.2 Espacgos de Sobolev sobre I'

Aqui trataremos de Espacos de Sobolev sobre I' onde I' = 90 e €2 € um subcon-
junto aberto, limitado e bem regular de R", antes disso, porém, recordemos os espacos
H*(R™) com s € R.

Consideremos

S ={p e C°R"); | 1"1‘m |z||* D*p(x) = 0, para quaisquer k € N e a € N}

T||—00
o espago das funges rapidamente decrescentes no infinito (ou Espago de Schwartz), S’
o dual topolégico de S e, para cada funcao u € L*(R") a transformada de Fourier de

u que é dada por
o) = 2m) % [ e Du(y)dy
onde, (z,y) denota o produto interno usual de R", ou seja, (x,y) = Z?Zl ;Y.

Dito isto, definimos para s € R,
H*(R™) = {u € §'; (1 + ||z[|*) 24 € L*(R™)}.
Observagio 1.7 Se s > 0, temos que (H*(R"))' = H*(R") e H*(R") — L*(R") —
H—*(R™).
Com isso, podemos introduzir os espagos H*(I"), onde I" é a fronteira de €.
Consideremos {(Ur, ¢1), .., (Uk, ¢x)} um sistema de cartas locais para I'. A co-
bertura aberta Q, Uy, ..., Uy, de Q determina uma particio C*° da unidade subordinada

a mesma. Mais precisamente, existem 0y, 01, ...,0; € C5°(R™) tais que
(1) supp(Bo) C Q; supp(b;) C U; parai=1,...,k;

(ii) Zf:o 0;(z) =1, para todo z € ;

(iii) 0<6; <1 parai=1,...,k.

Se u é uma funcao definida sobre T, temos por (i) que

n

u(x) = Z(Qzu)(x) q.t.p. em I

=1

Definimos, para cada i € {1,...,k}:

ui(y) = (Bu) (7 ' (y))
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onde y € ¥ = (0,1)"1.

Notemos que

S(ub;) = {z € T'; (ub;)(z) # 0} C supp(d;)) NT' CU;NT

o que mostra que S(u#;) é um compacto do R" contido em U; NT'. Segue dai que o

conjunto:

S(ui) = {z € (0,1)" " ui(z) # 0}
¢ um compacto de R"™! contido no aberto X, pois como ; é continua e S(uf;) é

compacto, temos
pi(S(ub;)) = S(u;).
Além disso, como,

supp(u;) € S(u;) C
podemos estender u; a uma funcao @; pondo-se zero fora de 3, ou seja,

N (udi) (i ' (y))  se yex
u;(y) =
0 se yeRTII.
Com isso, temos que u; herda as mesmas caracteristicas de u;. Dai, se u é integravel,
entao u; também o é. E ainda,

/Rn1 i (y)dy = /zj.mpu(m)ei@)Ji(@dF

7

onde J;(r) é uma aplicacao infinitamente diferenciavel sobre I'; = U; N I'. Por outro

lado, se i; for integravel em R™~! para todo i = 1,2..., k, temos que u também serd e

Awmegﬁwmng@gwmmy

onde, J(y) é uma aplicagao infinitamente diferencidvel sobre R,
Denotando por dI" a medida superficial sobre I' induzida pela medida de Lebesgue,
designaremos por LP(T"), 1 < p < o0, o espago das funcoes integraveis sobre I' para a

medida superficial dI', munido da norma

[ull oy = [Jullpr = (/F IU(x)|de) (1.1.6)

sel <p<ooe,

|t]|oo.r = sup ess|u(z)].
zel’
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Usando a particdo da unidade {6; }o<;<x introduzida anteriormente, temos

P

P(T)={u:T = R;ub;op; ' =1; € LP(R" 1), i=1,...,k},

além disso, a norma

Sl

k
u € LX(T) = [lullpr = (Z H@z‘Hﬁp(Rnl))
i=1

¢ equivalente a norma dada em (1.1.6).
Seja m € N, representamos por C™(I") o espacgo das fun¢oes u : I' — R de classe
C™ e por D(I') o espago das fungbes infinitamente diferenciaveis sobre T, isto é,

—_—

C™"T)={u:T = Rubjop;' =a; € C"(R" ), i=1,...,k}
DT) ={u:T = Rubjop;' =0 € C"(R"Y), YmeN ei=1,... k}

Considereremos a aplicagao:

. n—1
6:DI) = DR o

assim, se v € D(R"!), temos que
(@il Doy = [ do)ol)dy
= [ u@bi@)lele) Hr
U;NT

onde J;(z) é uma aplicagao infinitamente diferenciavel sobre I'; = U; N T.

Definindo

entao, podemos escrever

(@i(u), V) pr(n-1)xD@RA-1) = /u(x)z/zi(v)(x)dl‘

T

ou ainda, como ¢ € D(I'), temos

(Pi(u), >D’ RP—1)xD(R7—1) = (u, i(v )) I)xD(T)
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dai, e do fato de D(I") ser denso em D'(I"), resulta que a aplicacdo definida em (1.1.7)
se prolonga, por continuidade a uma aplica¢ao que ainda denotaremos por ¢; de D'(T")

em D'(R"!). E, com isso, definimos para s € R,
H (D) = {u; ¢s(u) € H*R™), i=1,2,...,k}

dotado da norma )
3

b = (3 Wl

E possivel mostrar, como feito em [43], que as definicoes acima, nio dependem

do sistema de cartas locais de I'. E, com isso, temos a boa definigao do espago H*(I")
e da norma da qual é munido esse espaco.

Além disso, vale o seguinte:

e D(I') ¢ denso em H*(I'), para todo s € R.
o O espaco Hz(I') — L(T).

As provas dos resultados acima, podem ser encontrados em [36].

1.1.3 O espago H'/?(I'y UT,)

No decorrer deste tese, trataremos de um Problema de Transmissao e, para o seu
desenvolvimento precisamos de algumas informacoes adicionais acerca de integracao
sobre a fronteira I'y U 'y, conforme segue:

Seja €2 um dominio limitado do R™, n > 1 com fronteira suave I' = I'; UT'y, onde
I'y e I'y sao fechadas e disjuntas e seja v o vetor normal unitario exterior a I'.

Dadas as condicoes sobre I'y e I'y podemos considerar sistemas de cartas locais
{WUi, i) Yic1,.. ke {(Ui, i) Yiciia..x para I'y e I'y, respectivamente, que sao disjuntas
entre si. Nesse caso, {(U;, ¢;)}iz1,.x ¢ um sistema de cartas locais para I'. Sejam
{059 =1,...,k} e {0;;5 = k+1,...,k} particdes da unidade de classe C*° subordi-

nadas a UZ Ui e Uk‘ U;, respectivamente, tais que suppd; C U;, para i = 1,... k,

=k+1
S 6i(z) = 1, para todo z € Ty e Y& is10i(x) = 1 para todo x € I'y. Assim,
{%Qi;i =1,...,k} constitui uma parti¢do da unidade para T'.

De posse dessas consideracoes, nosso intuito, aqui, é mostar que podemos fazer a

seguinte identificacao

HYX(I') = HY2(T)) x HY3(Ty).
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Para tal, considere a apliacao
v HY2(I) — HY2('y) x HY2(Ty)
U = (uh Ug) = (U|F17U|F2)

Afirmamos que 1 é uma isometria linear.

De fato, observe que ¢ estd bem definida. Nesse caso, devemos mostrar que
6i(ur) € HVAR™),j=1,... ke ¢y(un) € VPR, j=k+1,... k

onde

—_—

¢j(ur) = uibj o <pj’1 para j=1,...,k

e~

oj(uz) :uQHjOgaj_l para j=k+1,..., k.

Mas, u € H'/?(T"), logo

¢j(u) € HAR"Y),j=1,...k

onde,

_ 1 3 1 — 1

¢](U) = u§9] o (pj 11— 5/1,69] o) (pj - §¢](U)
Portanto, para j = 1, ..., k, temos

¢;(u1) = u1910%0;1

= ufjo ;!

= 26;(u) € HY/2(R™),

donde u; € HY/2(T';). Analogamente, temos us € H/?(I'y). De onde segue, que v esta
bem posta.

Temos, ainda, que ¥ é uma bijecao linear. A linearidade é imediata. Mostremos,
entao, a bijetividade.

Seja u € ker(v), temos que

(07 O) = 1?(“) = (U|F17U|F2)

logo,

ulp, =0 e ulp, =0,
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donde u = 0 e, assim, v ¢ injetora.

Agora, seja (u1,us) € HY2(I'y) x HY%(Ty) e defina

uy1 sobre I'y

ug sobre I'y

e, por argumentos analogos aos utilizados para provar a boa definicao de 1), temos
u € H'?(T). Donde, v é bijecio.

Além disso, 1 é uma isometria, pois,

H¢<u>H?{lﬂ(rl)le/?(rQ) = HU‘F1||H1/2 (I'y) + ||U|F2||H1/2 (T'2)

= HulHHuz ) 2l =

= ZH¢1(U1)HHU2 Rn—1) + Z H¢z Uz HH1/2 Rn—1)

i=k+1
= ZH@( Wl /2 -1
= HuHH1/2(F)'
Portanto, 1) € um isomorfismo isométrico. Com isso, a aplicacao

U: H V2T x HY2Dy) — H Y2, Uly)
(f.9) = U(f.9)

I

onde
U(f,9)(w) = (f,9)(¥(u))

é também um isomorfismo isométrico.

Assim, por muitas vezes, usaremos a seguinte identificacao
H™YX)) x HY3(Ty) = H Y3, UTY,)
para tratar separadamente dos funcionais agindo sobre I'y e I';.

1.1.4 Teoria do Traco

Consideremos {2 = R ou €2 um aberto limitado bem regular do R". Denotamos

por D(I') o espago das fungoes reais definidas em I" que possuem derivadas parciais de
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todas as ordens e por D(£) o conjunto de todas as funcdes p : Q — R que sdo restricoes

de fungoes de C3°(R™), ou seja,

D(Q) = {0 lg= p, ¢ € C°(R")}.
Dada uma funcao u definida em €2, representaremos por You a restricio de uw a I
Proposicao 1.8 FEzxiste uma constante positiva C, tal que
lvoull 4y < Cllulle
para toda u € D(Q).
Prova. Para a prova, ver [43].
Desde que D(2) é denso em H'(Q) e de posse da proposicdo anterior, podemos

estender a aplicacao

70 : D) » H (D)
a uma unica aplicacao linear e continua, que ainda vamos representar por 7o,
Yo : HY(Q) — H2(T)
a qual chamamos de aplicacao trago de ordem zero.
Além destes, consideremos o espaco H definido abaixo:
Definicao 1.9 Denotamos por H o sequinte conjunto
H=H(Q,A)={ue L*(Q);Auc L*(Q)}
o qual, munido do produto interno,
((u,v))m = (u,v)2(0) + (Au, Av)12(q), Yu,v € H
e norma
u = [||u|]%2(9) + ||AUH%Q(Q)]1/2
€ um espaco de Hilbert.
Lema 1.1 As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:
(a) D(Q) ¢ denso em H;
(b) Eziste uma aplicagdo linear e continua definida em H tal que
v:H — H YY) x H3/*(T)
u = (vo(w), 1 (w))

e ainda,a aplicacao v acima coincide com a aplicacao trago de ordem 2.
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(c) Sewe HNHYN), entio yyu € H’%(F). E, ainda, a aplicacao vy, € continua de
HNHYQ) em H 2(D).

Prova. Ver [12].

1.1.5 Resultados Auxiliares

Lema 1.2 (Du Bois Raymond) Sejam Q C R™ um aberto e u € L},.(Q) tal que

loc

/Qu(x)gp(m)dx =0, Vo € D(Q).

Entao, u =0 quase sempre em Q.

Prova. Para a prova ver [43].

Teorema 1.10 (Aubin-Lions) Sejam By, B, By trés espacos de Banach, tais que
By <% B < B, com By e By reflexivos. Definamos

d
W = {'U;v € L"(0,T; By),v = d—z € Lpl(O,T,Bl)}
onde 1 < pg, p1 < 00,0 qual munido da norma

vllw = l[vllzeoo.r:0) + 1Vl Lor (0.7,31)

¢ um espago de Banach. Entao, a imersao de W em L*(0,T; B) é compacta.

Prova. A demonstragao encontra-se em |34].

Proposicao 1.11 Sejam E um espaco vetorial normado e F um subspaco vetorial de
E. Se, para toda forma f € E' tal que (f,z) =0, para todo x € F se tem f =0, entdo

F € denso em E.

Prova. Ver [6].

Teorema 1.12 Seja A um operador linear definido em um espaco de Banach X. Sdo

equivalentes:
(i) A € bijetivo e A=Y € limitado;
(i) Im(A) = X e existe § > 0 tal que |Az||x > d||z||x para todo x € X;

(iii) A € fechado, Im(A) = X e Ker(A) = {0}.

Prova. Ver [5].
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1.2 Semigrupos Lineares em Espacos de Banach

Nesta secao apresentamos um breve resumo sobre a Teoria de Semigrupos Line-

ares. Para mais detalhes, recomendamos [27] ou [45].

Definicao 1.13 Seja X um espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares
limitados, {S(t)}i>0 sobre X é chamado de Semigrupo de Operadores Lineares e Limi-

tados em X (ou, simplesmente, Semigrupo em X ) se
e S(0) = Id, onde Id é o operador identidade de X ;
o S(t+s)=S(t)S(s), para todo t,s > 0.

Ainda, quando {S(t)}i>0 satisfaz
o lim; o+ S(t)x =z, para todo x € X,

dizemos que {S(t) }+>0 € um semigrupo fortemente continuo ou Cy-semigrupo.

Definicao 1.14 Sejam X um espago de Banach e {S(t)}1>¢ um Semigrupo em X. O
operador linear, A, definido por

D(A) = {x € X; lim M existe }

t—0t

S(t)r —x

Az = lim , Yz € D(A)

t—0+

é o Gerador Infinitesimal do Semigrupo {S(t)};>0. Neste caso, escrevemos S(t) = et

Definicao 1.15 Um semigrupo {S(t)}i>0 em um espag¢o de Banach X € chamado de

uniformemente limitado se existe uma constante M > 1 tal que
1Sl ey < M, vt > 0.
Quando M =1 o semigrupo € dito de contracoes.

Definicao 1.16 Seja A um operador definido sobre um espaco de Hilbert H com do-
minio D(A) C H. Dizemos que A é dissipativo se

Re((Axz,z)y) <0 Vz € D(A).

Teorema 1.17 (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear definido num espago de
Hilbert H, com dominio D(A) C H. A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contragoes se, e somente se, A é dissipativo e Im(I — A) = H.

Prova. Para a prova, ver [45]



30

Definicao 1.18 Seja A um operador linear de um espaco de Banach X. O conjunto
formado pelos A € C para os quais o operador \I — A € inversivel, seu inverso € limitado

e densamente definido é dito conjunto resolvente de A e é representado por p(A).

Corolario 1.19 Seja A um operador linear com dominio D(A) denso em um espaco
de Hilbert H. Se A ¢ dissipativo e 0 € p(A), entdo A € o Gerador Infinitesimal de um
Co-semigrupo de contracoes em H.

Prova. Ver [40].

Definicao 1.20 Dizemos que um Cy—semigrupo {S(t)}i>0 de um espago de Banach

X € exponencialmente estdvel se, existem constantes C,~y > 0 tais que
1S(#)||lx < Ce™, para todo t > 0.

Teorema 1.21 Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cy, entao,

para cada ug € D(A), existe uma unica fung¢ao
u € C°([0,+00); D(A)) N C([0, +00); X),

dita solugao regular do Problema de Cauchy

{ U?S;AT: (1.2.8)

Nessas condicoes,
u(t) = S(t)ug, para todot > 0.

Prova. Para a prova, ver [45].

Defini¢ao 1.22 Dizemos que a solugdo de (1.2.8) decai a uma taza de f(t), se f(t) é

uma funcao positiva, tal que

tlim ft)=0
e
[u(®)lx < f()lluollpay, VE>0, (1.2.9)

para todo ug € D(A).

Observagao 1.23 Quando a norma do lado direito de (1.2.9) coincide com a norma
de X, o semigrupo € exponencialmente estdvel.

De fato, suponhamos que, para todo uy € D(A),

1S uollx = llu@®)llx < f@)lluollx, VE>0, (1.2.10)
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logo
lim [1(6) o = 0,

assim, existe ty € N, tal que
1S (to) [l 2x) < 1.

Definamos a = ||S(to)||z(x) < 1 e sejat € Ry. Nesse caso, podemos escrever
t=qtyg+r

emqueq€Z,q>0ereR com0<r <ty Dai,

1S@llec = 1St S0 lecx) < a'Cy
aqui, C1 = supepo o1 {115(s) |l 2}, Logo,

IS |lex) < Crafoa™%s < Ca

com C =Cia™t' e = % Ainda, como o < 1, entdo Ina = —f, > 0, donde

% = ()t = (F10)t = (LAYt = ot
em que v = 03 > 0, portanto,

ISl < Ce™

como quem’amos.

1.2.1 O Espago M e o operador T

Como dito anteriormente, um espago com peso, em especial, serd muito impor-
tante nos capitulos que se seguem, por isso, vamos apresenta-lo aqui, além de tratar
de um operador definido nesse espaco que, também, serd de grande utilidade mais a
frente.

Consideremos 2 um dominio limitado do R™, n > 1, com fronteira suave I' =
I'y UTy, onde I'1, 'y sao fechados e disjuntos.

Definamos

V={ve H(Q);v=0em I}

temos que V, munido do produto interno induzido por H'(2), é um espaco de Hilbert

e, ainda, considerando em V' a norma

lully = IVull2@),  YueV
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segue que
1 e -l e

sao equivalentes. Assim, tomando o produto interno
(u,v)y = / Vu-Vodr, Yu,veV
Q

concluimos que (V, (+,+)y) ¢ um espaco de Hilbert.
Ainda, considerando g : [0,00) — R de classe C' N L' e decrescente, portanto,
g'(s) < 0 para todo s > 0, temos que o espaco M := L;(0,00;V) é, também, um

espaco de Hilbert, com o seguinte produto interno

URIVES / g(s) /Q Vn(s) - VE&(s)dxds.
0
Em M, podemos definir o seguinte operador

T: DT)CM — M
n — T = -0

sendo essa derivada no sentido das distribuicoes e

D(T) = {n € M;0;n € M e n(0) = 0}.

Afirmamos que T é o gerador infinitesimal de um semigrupo em M. De fato,
vamos provar que T satisfaz o Teorema de Lummer -Phillips (Teorema 1.17).

Seja n € M, temos que

(Tn,mMm = /Ooog(s)(—ns(s),n(s))vds
= [ s gInelkds
= 5 (-l g + a1 + [ s

como g(s) — 0, quando s — oo e n(0) = 0, temos

Tona=3 | d@elds <o

Agora, seja £ € M, devemos encontrar n € D(T) tal que

(I =T)n=¢,
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ou seja,
n+mns =<

Formalmente, multiplicando a igualdade acima por e® obtemos

25 (en(s)) = €%,

assim,
e*n(s) — n(0) = / E(r)dr

e, como queremos 7(0) = 0, devemos ter

= [ () dr

Mostremos, entdo, que 1 com essa configuracdo ¢ um elemento de D(T).
Ja temos que n(0) = 0. Se provarmos que 1 € M, entao temos o resultado pois,

ns = —n + & € M. Observe que

/000 g(s)ln(s)lvds = /

2

/ TE(T)dT Vds

e s ’ t—s
&(r /0 e §(t)dt)vds

T (E(T), E(1))y, dtdTds

o)

g9(s

st e(r) |2 dtdrds

/
) [ e (el + lewIR) dvaras
/

J, ot
J
< ], s
J, ot
J,

&) | drds — / g(s) / e ¢() |2 drds.

Agora,
/0 o(s) / e e(r)Bdrds = / G / g(s)e~*dsdr
< / G / g(r)e~*dsdr
_ / g (D) |2,
analogamente,

/ " a(s) / "B g(r) B drds < / ol
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portanto,
| sk <z [ gnlgmlar < oc
0 0

en € M, como queriamos. Assim, T é o gerador de um Cy-semigrupo em M e,

portanto, é fechado e D(T') ¢ denso em M.

1.3 Apresentando o Problema de Transmissao

Um problema de transmissao pode ser interpretado como um problema acoplado
em dois dominios distintos com uma fronteira em comum, sendo o acoplamento nessa
fronteira. Nesta secao, apresentamos resultados de existéncia e unicidade de solucoes
para o problema de transmissao de ondas, pois o mesmo serd utilizado como ferramenta
no Capitulo III deste trabalho. Para mais detalhes sobre o referido problema, indicamos
Lions [33| e Dautray e Lions [19].

Sejam €2 e 25 dominios limitados do R™, n > 1, com fronteiras suaves I'; e 'y,
respectivamente, tais que {2y CC Qe 2 =) \52. Nesse caso, 0€2; = Iy U .

Sendo k e ks constantes distintas e positivas, estamos interessados em estudar o
problema
( Uy — kAu =0 em O x (0,7)

vy — ke Av =0 em 5 x (0,7)
u =0 sobre I'y x (0,7) (1.3.11)
u = v sobre I'y x (0,7)

ov

- O0u
\ ]{?25 = k:% sobre T'y x (0,7,

sujeita as condicoes iniciais

As identidades

u = v sobre 'y x (0,7) e k’gg—v :%? sobre I'y x (0,7
v v

sao ditas condicoes de transmissao e representam o acoplamento do problema.

Para provar os resultados de existéncia de solucao desejados, decidimos por uti-
lizar resultados que relacionam Teoria de Semigrupos e Formas Sesquilineares, pois
algumas das ferramentas utilizadas serdo necessarias no decorrer no texto, por isso,

comecgamos por estudar:
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1.3.1 A terna {H%l,]LQ, (5 Jm }

Nas condicoes apresentadas acima, definimos, na Secao 1.1.1, o Espaco H%l e

vimos que HJ. e L* sao espagos de Hilbert satisfazendo
H%l —L%e H%l ¢ denso em L2
Além disso, aplicacdo a : Hf. x Hj., — R em que
a((ur,v1), (u2,v2)) = ((ur,v1), (2, v2))agz , V(ur, v1), (uz, v2) € H,

¢ uma forma bilinear, continua e coerciva sobre Hf. .

Assim, podemos definir A : D(A) C H}, — Hj. pondo

D(A) = { (w,v) € HE,; 3, g) € L2, tal que ((u,v), (w, 2y, = ((>9), (w, )z,
V(w, z) € H%l}

e, se (u,v) € D(A), entdo

A(u,v) = (f,9)-
Em verdade,
D(A) = {(u,v) € H?> NHy; /%% = @% sobre rg}
e, para todo (u,v) € D(A)
A(u,v) = (—kAu, —kyAv). (1.3.12)

De fato, sejam (u,v) € {(u,v) e H* NH ; l;:% = ky2Y sobre FQ} e (w, z) € Hf,, entao

((U,U), (waz))H%l = k<vua vw)l + kQ(V'U,VZ)Q
- =0 0
= —/{Z(AU,U})l —]{ZQ(AU,Z>2+ (ka—z,w>r2 - (k28—372>r2

onde, a tltima igualdade decorre da Formula de Green e da orientacao considerada em
rhurls. .

Como k‘g—z = k’zg—;} e w = z sobre I'y, temos
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portanto,

((u,v), (0, 2))m. = —k(Au,w)y — ka(Av, 2)5 = ((—kAu, —ko Av), (w, 2)) 2.

O que prova que {(u,v) e H* NH} ; l}% = k’g% sobre FQ} C D(A) e (1.3.12) é valida
para elementos desse espaco.
Agora, seja (u,v) € D(A). Assim, existe (f,g) € L? tal que
((u,v), (w, Z))H%l = ((f,9), (w, 2))L2 para todo (w, z) € Hll“p
ou seja,

k(Vu, Vw)y + ko (Vo, Vz)y = (f,w)1 + (g, 2)2 para todo (w, z) € Hy.,. (1.3.13)

Em particular, se ¢ € D() entao, (¢,0) € Hf, e, portanto,

k(Vu, Vo) = (f, o) para todo ¢ € D().

Consequentemente,

—kAu = f em D'(Qy).

Como f € L?(y), temos
—kAu = f em L*().

Analogamente, se ¢ € D(Q), entdo (0,1) € Hf, e, portanto,
—kyAv = g em L*(€,).
Substituindo as expressoes encontradas, para f e g, em (1.3.13), temos
k(Vu, Vw); + ky(Vo, Vz)y = —k(Au, w); — ka(Av, ), para todo (w, z) € Hy, .

Novamente, pela Formula de Green, do fato que w = 0 sobre I'; e w = z sobre I'; e da

orientacao positiva de I'; e I's, obtemos

—k(Au,w), — ka(Av, 2)y = k(Vu, V)i 4 ka(Vo, V2),

ov ov H=1/2(T3)x H/2(Ty)

-0 0
<k—u—kzg—v,w> = 0 para todo (w,z) € Hf,.
H_1/2(F2)><H1/2(F2)
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Procedendo como feito para mostrar a identidade (2.4.33), temos que

~0u  Ov 12
k@ = kz@ em H (Fg)

e, por regularidade eliptica, temos (u,v) € H2. Logo,

~Ju ov
2 1 N _——= —_—
D(A) C {(u, v) € H* NHp ; k(‘?y kgay sobre FQ} :
Portanto,
D(A) =< ( )emﬁmﬂl%gﬁ—kgﬁwber
-\ Loy, = Mg, SOPTe b2
e

A(u,v) = (—kAu, —koAv), para todo (u,v) € D(A),

como queriamos.

1.3.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

De posse dos resultados da se¢ao anterior, podemos reescrever o problema (1.3.11),

da forma
Ut - BU == 0
(1.3.14)
em que U(t) = ((u(t),v(t)), (u(t),ve(t))), parat >0 e
B: D(A) x HY, — Hf, x L2
Ug, U
U= (o) () = BU=| "
—A(ul,vl)
ou ainda,
0 I U,V
BU = e, 1)
—A 0 (UQ,UQ)
Observemos que D(B) é denso em H = H} x L? visto que cada um dos

termos do produto cartesiano é denso no espaco correspondente. Ainda, se U =

((u1,v1), (u2,v2)) € D(B), entao

(BU> U)H = ((u27 UQ)v (_A(ula Ul))a ((ub Ul)> (uQv UQ)))H}I xIL2

= ((u2,v2), (ur,v1))my = (Alur, 1), (us,v2))12
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do exposto na secao anterior, temos que

(A(ur,01), (us, v2))r2 = ((u2, v2), (w1, v1))my.

portanto,

(BU,U)g = 0, para todo U € D(B)

e B é dissipativo. Pelo Corolario 1.19, nos resta provar que 0 € p(B), para isso, de
acordo com o Teorema 1.12, devemos mostrar que —B é bijetivo e fechado.
Seja F' = ((f1, 1), (f2, 92)) € H}, xIL2. Devemos encontrar U = ((u1, v1), (uz,v2)) €
D(B) = D(A) x Hy, tal que
—BU = F,

isto é,
—(U27U2) = (flygl)

A(up,v1) = (fa2,92)

Assim,podemos tomar (ug,v2) = (—fi,—¢1) € Hf, e como A ¢ definido por terna
e (fa, g2) € L%, temos que existe (uy,v1) € D(A), tal que A(uy,v;) = (fa, g2). Portanto,
—B é sobrejetor. Ainda, se

—BU =0,

entao,

—(UQ,U2> = (070)
A(up,v) = (0,0).

nesse caso, (us,v9) = (0,0) e

a((u1,v1), (ur,v1)) = (A(ur, v1), (ur, 1))z = ((0,0), (u1,v1))Lz,

ou seja,

||(U17U1)H12H1%1 =0,
donde

(ug,v1) = (0,0)
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e —B é injetivo, consequentemente, —B é bijetor. Como A é definido pela terna
{H%l,L2, (’>H%1}’ segue que A é fechado, o que garante que —B também o é. Por-
tanto, 0 € p(B) e B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes. O
Teorema 1.21 garante a existéncia e unicidade de solugao para o problema (1.3.14) e

consequentemente para (1.3.11).

1.4 Toépicos de Medida de Defeito Microlocal

No terceiro capitulo deste texto tratamos da estabilizagao do problema de trans-
missao proposto e, para tal, lancamos mao de argumentos de Medida de Defeito Mi-
crolocal devidos a Gérard [24]. Nesta se¢ao, faremos um breve resumo dessa teoria,
citando os resultados que utilizaremos mais a frente e omitindo as respectivas provas
as quais podem ser encontradas em Gérard [24] ou Burq e Gérard [8]. As mesmas
referéncias sao recomendadas para uma leitura completa do tema.

Seja Q C RN um aberto. Um operador diferencial sobre Q é uma aplicacio linear
P :D(Q) — D(Q) da forma

Pu(z) = Z o (2)0%u(x) (1.4.15)

laj<m
em que a, € C*°(Q). A fungao p: Q x RY — R, dada por
p(x,€) = Y an(x)E” (1.4.16)
la|<m

é chamada simbolo de P e

0m(P)(2,6) = ) aa(2)E”

lor|=m

é o simbolo principal do operador P.
Nessas condigoes, utilizando a Transformada de Fourier, o operador diferencial P

pode ser reescrito como

Pula) = [ e pla ile)as

e, isso, nos leva as seguintes definicoes:
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Definigao 1.24 Sejam Q C RY um aberto e m € R. Definimos a classe de simbolos
de ordem m, por

S"(Q) = {a € C=(Q x RM): para todo o, p € NV e para todo compacto K C Q,

eriste C' = Cy p x tal que sup|DfD?a(x,§)| <C(1+ |§|)m_|a|} ‘
reK

(273Z.)a 0%, para o € N™.

Ainda, definimos

em que D =

ST(Q) = {a € S™(Q); supp p C K x RN, para algum compacto K C ]RN} )

Ademais, para a € 8™(Q), definimos o Operador Pseudo-Diferencial de ordem m

sobre ) associado a a , como sendo a aplica¢io linear A : C§°(Q2) — C=(R2) da forma

Au(x) = /RN w8 g (x, €)au(€) dE. (1.4.17)

Observacao 1.25 Quando P é um operador diferencial, como em (1.4.15), entao o
simbolo p em (1.4.16), € tal que p € S™(Q).

No que diz respeito ao simbolo principal para um operador pseudo-diferencial, a
definicao nao é tao direta quanto quando pensamos num operador diferencial, pois ela

estd relacionada a seguinte proposicao

Proposicao 1.26 Seja A um operador pseudo-diferencial de simbolo a € S™(f2) e
sejam a,, € C(Q x (RM\{0})) uma func¢io homogénea de ordem m e x € C*(RY)

em que X € nula numa vizinhanca de 0 e tende a 1 no infinito, satisfazendo

a(x,§) = am(z, )X (§) +r(z,§), (1.4.18)

para algum r € S™1(Q).
Entdo, para todo u € C°(Q), para todo & € RN\{0} e para todo x € Q,
t7"e M Auese ) (2) = ap(, E)ulz), quando t — +oo, (1.4.19)
— 2mi(tx,€)

em que €y = € .

Definicao 1.27 Nas condicoes da proposicao anterior, dizemos que A admite um sim-
bolo principal de ordem m. A funcao a,, € dita simbolo principal de A de ordem m e

¢ denotado por o,,(A).

Dito isto, temos os seguintes resultados:
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Teorema 1.28 Seja {u,} uma sequéncia limitada em L3, (Q) que converge fraco para
zero em L7 (Q). Entao, existe uma subsequéncia {uym)} e wma medida de Radon
positiva p sobre T'Q := Q x SN=1 (SN=1 = {¢ € RY;||€|| = 1}) tais que, para todo
operador pseudo-diferencial A de ordem 0 em € o qual admite um simbolo principal
oo(A) >0, tal que xoo(A) = 0o(A), temos

(A(Xuﬂn)), Xu<p(n))L2 — oo(A)(x, &) du(x, §). (1.4.20)

n—-+oo Qxgn—1

Definicao 1.29 Nas hipoteses do Teorema 1.28, n € chamada Medida de Defeito Mi-

crolocal da sequéncia {Ugy ()}

Observagao 1.30 O Teorema 1.28 assegura que para toda sequéncia limtada {u,} C
L2

() que converge fracamente para zero em L7 (), existe uma subsequéncia {u, ()}

que admite uma medida de defeito microlocal. Observamos que de (1.4.20), no caso
particular quando A = f € C3°(Q), seque que

/Q gN1 f@lug, (@) de f(@) dp(z, €). (1.4.21)

n—-+4o0o QxSN-1

Entao, u,, converge para zero se, e somente se, j1 = 0.

Teorema 1.31 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Q e seja {u,} uma
sequéncia limitada de L? () o qual converge fracamente para zero e admite uma

m.d.m. pu. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Pu, —> O forte em H,)"(S2), onde m > 0;

n—-4o00

(i1) supp(p) C {(x,€) € @ x S" Y050 (P)(2,€) = 0}

O Teorema 1.31 nos fornece uma caracterizagdo para o suporte da medida u,
sob certas condigoes acerca do operador P e da sequéncia {u,}, no entanto, estamos
interessados numa localizagao para esse suporte um pouco melhor e, para tal, faremos
uso de propriedades do Hamiltoniano, o qual é definido como segue:

Defini¢ao 1.32 Sejap € C*(QxR"\{0}) uma fungao com valores reais. Dizemos que

H, é um campo Hamiltoniano de p, quando este € o campo de vetores em 2 x (R"\{0})

dado por

op op op dp
H.6) = (2@ g0~ (00 = 5 (0,6)).

A derwada de Lie de uma fungao f com respeito ao campo Hamiltoniano H, €
dada por Hy(f) ={p, f}, em que

0. 11, = 2(882( OG0~ PO G @.6))



42

Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integral do campo de vetores H,, isto

é, uma solu¢ao mazimal s € I — (x(s), £(s)) para as equagoes de Hamilton-Jacobi

{$ = p§($7£) = g_zg($a§)v 52 _px<x7£) = —%([L’,f), (1422)

onde I ¢ um intervalo aberto de R.

Desde que Hp(p) = 0 a funcdo p mantém um valor constante sobre cada uma
de suas curvas Hamiltonianas. De fato, seja v : [ C R — Q x (R"\{0}) uma curva

Hamiltoniana de p, com 7(t) = (x(t),£(t)), entao

dp  Opdxr Opd§ B
i ordt Tocar W =0

Dizemos que uma curva Hamiltoniana de p é uma bicaracteristica de p se p(z(t),£(t)) =

0

Observagao 1.33 Sejam X\ uma funcio C sobre Q x RN \ {0} com wvalores reais

diferente de zero. Desde que
Hy, = \H, +pH) = \H, sep=0,
resulta que as bicaracteristicas de A\p e p coincidem (modulo uma reparametrizacao).

Teorema 1.34 Seja P um operador diferencial de ordem m em §Q verificando P* =

P, ou seja, P ¢é auto-adjunto, e seja {u,} uma sequéncia limtada em L3 _(Q) o qual

converge fracamente para zero e admite uma m.d.m. p. Vamos assumir que Pu, —
n—-+00

0 forte em H..™(Q). Entdo, para toda funcdo a € C(Q x (R™\{0})) homogénea de

loc

grau 1 —m na sequnda varidvel e com suporte compacto na primeira varidvel,
/ {a,p}(z, &) dp(z, &) = 0. (1.4.23)
Qxsn—1

O proximo resultado nos da uma caracterizacao para o suporte da medida u,
melhorando a caracterizacao dada pelo Teorema 1.31, dadas as devidas hipoteses ad-

clonais.

Teorema 1.35 Seja P um operador diferencial auto-adjunto de ordem m em € que
admite um simbolo principal ,,(P). Seja {u,} uma sequéncia limitada em L2, .(Q) o

qual converge fracamente para zero, com uma medida de defeito microlocal . Assu-
(m—1)
C

a unido das curvas do tipo s € I — (x(s), % , em que s € I — (z(s),£(s)) € uma

mindo que Pu, converge para zero em H,, (Q), entdo o suporte de u, supp(u), €

bicaracteristica de p.
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No Terceiro Capitulo, utilizaremos a caracterizacao dada pelo Teorema anterior
para garantir resultados de convergéncia para uma sequéncia de solu¢oes do problema
considerado, sendo assim, na préxima secao tratamos de descrever as bicaracteristicas
do Operador Onda para que possamos utiliza-las mais a frente.
1.4.1 Descrigao das bicaracteristicas do Operador Onda
Seja Q C RY, um aberto, limitado, bem regular. Consideraremos o operador

onda P : D(Q) — D(N),

N
j=1
em que a € C(£2), cujo simbolo principal p(t, z, 7, ¢) é dado por

p(t,I,T, 5) = 7_2 - CL(:L‘)f ' ga 52 (gla o 751\/)7 (1424)

comteR, € QCRYe (1,6 €R xR
Vamos descrever as bicaracteristicas de p. Pela Observagao 1.33, elas nao mudam

se multiplicarmos p por uma funcao suave que é sempre diferente de zero. Assim,

considerando A = —%, vamos descrever as bicaracteristicas de
_ 1 2
p(t,z,1,8) = 5 (a(a:)f =T ) . (1.4.25)
Temos
[ —
N or -
i =P =)
¢ (1.4.26)
T = —@ =0
oot
op 1
\f s —§Va(x)(§ -§).
Introduzindo a fun¢ao G(x) := (a(z))™!, de (1.4.26), temos
¢ =G(x)x, (1.4.27)

0 que implica em

ézév0@yv¢. (1.4.28)
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Uma vez que p é nulo sobre cada curva bicaracteristica de (1.4.25), deduzimos

que
a(x) € - € = 7% = constante sobre a curva.

Por outro lado, por (1.4.26) e (1.4.27) obtemos

Combinando (1.4.29) e (1.4.30) deduzimos
G(z)t -3 = a(r)&- & =72 = constante sobre a curva,

isto é, a quantidade G(x) & - & é preservada sob o fluxo.

Por (1.4.28) e (1.4.31), temos
d Gx)r  1VG@)i-1

ds \/G)i & 2,/G)i &

Considerando
L(z,2) = +/G(z) - 1,
temos
~—L(z,2) = L(z,z) == |—G - =
O (z,2) VG(x)i - & ‘ Ox; (z,2) 2 | Ox; (@) G(x)i - @

e com (1.4.32) resulta

d o 0
dS am (x7x) 8$ (aj7x)7

(1.4.29)

(1.4.30)

(1.4.31)

(1.4.32)

o qual é a equacao de Euler-Lagrange associada a L, a saber, a equagao geodésica para

a métrica G de .

Reciprocamente, seja

a€lw—zla) e,

uma geodésica para a métrica G em (). Vamos parametrizar a curva x pela abscissa

curvilinear o definida por

ola) = /a VG (x(r) i(r) - a(r)dr = /a \|&(r)||dr, Yael.

(1.4.33)
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Temos

do = VOGP HB) HB) = i = e VB (1.431)

do|,_

para alguma constante ¢ > 0, pois x ¢ uma geodésica .
do
Como d—(s) = ||Z(s)|| = ¢ > 0, para todo s € I, entdo o' : J — [ existe e
S

possui derivada dada por

d _ (o, RS
a0 7 o) = <ds< >> EOI

Assim, considerando a reparametrizacao y = zoo ! : J — Qde x, com J = o(I),

temos que y é uma curva diferenciavel e y(J) = z(I).

Agora, pela regra da cadeia,

d dz do~!
T(s0) = (07 (s0) = (s0)
portanto,
d
-

o que mostra que y é, de fato, uma reparametrizacao por comprimento de arco de x.

Também, como anteriormente, obtemos como em (1.4.32) a igualdade

d (G(x o Ul)di(x o 01)) = %VG(SL’ oo™ di(x o). i(x oo 1). (1.4.35)

do o o do

Se considerarmos, por exemplo, s = —J(a), obtemos (1.4.26), (1.4.27) e (1.4.28).
T

1
Temos ﬁ =—Te @ = ——, donde, pela regra da cadeia, resulta ﬁ = 1. Além disso,
ds do T do
sendo
dx
§ = -1 G(I)E
dx ds

dz ds do dx

= T (x)E%d_t_ ($)d—s,

donde segue

d
d—j = a(z)¢.
Além disso, 7 = 0, e a tltima equagdo de (1.4.26) é recuperada usando a Equacio

de Euler-Lagrange. Assim, temos provado o seguinte resultado:
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Proposicao 1.36 A menos de mudanca de varidveis, as bicaracteristicas de (1.4.24)
sao curvas da forma

tes (ta(t), 7, =7 (alx)a(t) " &(1)

onde t — x(t) é uma geodésica da métrica G = a~* em Q, parametrizada pela abscissa
curvilinear.



Capitulo 2

Problema de Transmissao
Viscoelastico - Existéncia e Unicidade

de Solucao

2.1 Introducao

Sejam ) e Qy dominios limitados do RY, N > 2, com fronteiras suaves I'; e I's,
respectivamente, e tais que Qy CC Q . Definamos Q; como sendo ; = Q \ Q,, assim,
sua fronteira possui a seguinte configuracao 02, = I' = I'y UT'y. E, consideremos v o

vetor normal exterior a I', como visto na figura abaixo.

Figura 2.1: The transmission problem.

Neste capitulo, estamos interessados em estudar a existéncia e unicidade de solu-
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¢oes do seguinte problema

( t

uy — k1 Au + kl/ g(t — s)Au(s)ds + b(x)u; =0 em €y x (0, 00),

Uy — ko Av 4+ b(z)v, =0 em Qy % (0,00),

u=0 sobre I'; x (0,00),

u=wv sobre I'y x (0,00),

(2.1.1)

v ou t ou
k2$ = kl@ — kl/ g(t — 5)5(5) ds sobre I'y x (0, 00),

u(z,0) = up(x); u(x,0) =uy(z), x € Q,

v(x,0) = vo(z);v(2,0) = vy (x),x € Qo

u(z,t) = uo(z,t), u(x,t) = dup(z,t), t <O0.

2.2 O Problema Equivalente

De modo a obter o resultado de existéncia de solu¢do para o problema (2.1.1),
devemos transformé-lo num problema equivalente, auténomo, posto que nosso intuito é
utilizar a Teoria de Semigrupos Lineares mas, com a configuragao proposta, isso nao se
faz possivel, visto que (2.1.1) é ndo autonomo. Para contornar essa dificuldade, faremos
uma mudanca de variaveis, apresentada no trabalho pioneiro de Dafermos [17], dada

por
n'(z,s) = n(z,t,s) = ulx,t) —u(z,t —s). (2.2.2)

Calculando as derivadas de 1 com respeito a t e s, respectivamente, deduzimos que

ni(x,s) = us(z,t) — us(z,t — 8) e nl(x,8) = us(w, t — ), (2.2.3)
pois,
Wiws) = ulwt) (et~ )
= ug(x,t—3)
Was) = ulet) ~ulrt— )

= w(x,t) — ux,t — s)
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Afirmamos que
w(z,t — s) = ug(x,t — s).
De fato, observemos que se h € R, entao

u(z,t+h—3s)—u(x,t—s) ulz,t—(s—h))—u(z,t—s)

h h
logo, se h — 0T, entdo —h — 07, e assim, no limite, obtemos

d

= (u(t = s))

d
- (u(t - 5)).

~ ds—

Portanto, se u é derivavel, entao

d d d d
Sult = 5)) = - (u(t = ) = = (ult = 5)) = - (ult — 5))

o que prova a afirmagado e, consequentemente, (2.2.3). Logo,
i (x,s) + (2, 8) = ug(z, 1) (2.2.4)

De posse dessa nova variavel, reescrevemos o termo de memoria da primeira

equagao de (2.1.1), como segue

Ky /_ g(t —s)Au(s)ds = k /000 g(T)Au(t — 1) dr
. /0 () Aut) — () dr (2.2.5)
= kikoAu(t) — Kk /Ooog(T)Ant(T) dr,

em que a primeira igualdade vem da mudanca de varidveis 7 =t—se kg = fooo g(s)ds <
00.

Combinando a igualdade acima com a primeira equagao de (2.1.1), obtemos
Uy — kAu — kl/ g(s)An(s)ds =0 em €y x (0, 00), (2.2.6)
0

em que k = ki (1 — ko).
Analogamente, considerando a mudanca de variaveis (2.2.2) nas condigoes de

fronteira de (2.1.1), inferimos a nova condigao de transmissao sobre I'y

v ~0u o on
/{;25 = k% —|—/{31/0 g(s)a(s) ds sobre I'y x (0, 00). (2.2.7)
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Assim, de (2.2.4), (2.2.6) e (2.2.7), transformamos o problema (2.1.1) no seguinte pro-

blema equivalente

(

Uy — kA — k‘1/ g(s)An(s)ds + b(x)u; =0 em O x (0,00),
0

nt+nt =wu em Q x (0,00),

Uy — ko Av 4+ b(z)v, =0 em y X (0, 00),
u =10 sobre I'; x (0,00),

n' =0 sobre I'; x (0,00) x (0, 00),

(2.2.8)
u=wv sobre I's x (0, 00),

v ov ov

u(z,0) = ug(x); u(z,0) =ui(x), €,

k2@ — ]}a_u + kl/ g(s)@(s) ds sobre 'y x (0,00),
0

v(z,0) = vo(z); ve(2z,0) =v1(x), = € Qy,

nt(‘%?()) = 07 770(1'75) = 770(3:75)7 T E Qb

\

em que

up(r) = up(x,0), = € O,
uy () = Opug(x,t)|i=o © € O,

no(z,s) = ug(x,0) — up(x, —s), x € Qy,s € (0.00),t € (0, 00).

2.3 Notacoes e HipoOteses

Nesta secao, apresentaremos as hipdteses consideradas acerca das funcoes g e
b envolvidas no problema e, em seguida, introduziremos algumas notagoes que serao

utilizadas no decorrer do capitulo.

H1- Assumimos que a fungdo g : [0,00[— Ry é decrescente, de classe C'([0,00)) N

W10, 00) e satisfaz
9(0) >0 e ko:= / g(s) ds < 1. (2.3.9)
0

Ainda, consideramos que existe ¢ > 0 tal que

g'(t) < —cg(t), para todo t > 0. (2.3.10)
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H2- A aplicagao b = b(x) € L*>®(2) é uma fungao real ndo negativa

Com respeito as notagoes, denotaremos os produtos internos em L*() e L?(€y),

respectivamente, por
(u, u2)s :/ uy(z)uz(x)dx e (vy,v7)a :/ v1(z)vy(x)dx

91 QQ

e o produto interno em L?(T'y) sera dado por
(u,v)r, = / u(x)v(x)d.
s
A partir destes, definimos os seguintes Espagos de Hilbert
L% = L*(Qy) x L*(Qy) e H™ := H™() x H™()
munidos, respectivamente, dos produtos internos usuais
((Ul, Ul)7 (u27 U2>>L2 = (u17 U2)1 + (vlu U2)27 \V/(U1, Ul)u (u27 U2> € L2

e, para (u1,v1), (ug, v9) € H™,

((u1,v1), (ug, 02))um = Y [(D*u1, Dup)y + (D1, D*s)s) .

laj<m

Consideremos, também, o espaco
Hy, = {(u,v) € H';u = 0 sobre I'y e u = v sobre I';}
dotado da topologia
((ur,01), (uz, v2))e = k(Vur, Vug)1 + ka(Vor, Vo)

para (uy,v1), (us, v2) € Hy. , onde k=ki(1— ko).
O espaco Hll“u munido do produto interno acima, ¢ um Espaco de Hilbert cuja
norma proveniente é equivalente a norma usual de H', como visto na Secdo 1.1.1.
Com relagao a variavel 7, definimos o seguinte espago, como feito em [21], [25], [26]

e [28],

M = I2(R*V) = {n; / g($)n(s)|3 ds < +oo} |
em que

V ={w e L*(); Vw € (L*())" e w =0 sobre '},
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munido da topologia

URINES kl/ g(s) Vn-VE&dxds, paratodon,& e M.
0 ol
Além disso, seja T' o operador introduzido na Secao 1.2.1, ou seja,

T: DI)CM +—s M
7 - T(n) = —ns,

D(T) = {n € M;n, € M en(0) =0},

nessas condicoes, T é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes e, portanto,
D(T) ¢ denso em M.

Finalmente, consideremos o espaco fase H = Hf, xIL?x M e definamos o operador
linear

L:DL)CH—H
pondo

D(L) = {u = ((w,v1), (3, 02), 1) € H; (uz, v5) € H,,m € D(T),
(kA[w + T [; g()n(s)ds], kadvy) € L2
e Byl = k24 4y [ g(5)2(s)ds em H—1/2(r2)}

onde, para U = ((u1,v1), (uz,v2),nm)" € D(L),

Uz

V2

LU = | kA {m + | _1k0 /OoO g(s)n(s)ds] — b(x)usy

kQAUl — b(l‘)vg

Uz — Ts

Assim, o problema (2.2.8) é equivalente ao problema de Cauchy

dUu
— =LU 2.3.11

com dado inicial Uy = ((ug, vo), (u1,v1),m0)-
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2.4 Teorema de Existéncia

Antes de tratarmos do principal resultado desta secdo, que versa sobre a Boa
Colocagao do problema (2.2.8), apresentaremos o que entendemos como Solugao Fraca

do problema em questao.

Defini¢ao 2.1 Dado Uy = ((ug,vo), (u1,v1),m0) € H, dizemos que uma fungao U =
((u,v), (ug,vy),m) € C([0,00);H) € uma solugao fraca para o problema (2.2.8), se
U(O) = UO €

%(ut,w)l + k(Vu, Vw); + ky /000 9(s)(Vn(s), Vw)ids + (b(z)us, w);

+%(Ut; 2)9 + ko(Vv,V2)s + (b(x)vy, 2)9 = 0,
(e 415, §)m = (w, §)

para quase todo t € (0,00) e para todo ((w, z),&) € Hf, x M.

Para mostrar que o problema é bem posto, temos o seguinte resultado

Teorema 2.2 Se ((ug, u1), (vo,v1),m0) € H = Hp, x L? x M, entio existe uma tnica

solu¢ao fraca do problema (2.2.8) na classe
(u,v) € C([0,00); Hp, ) NC* ([0,00);L%) , " € C([0, 00); M). (2.4.12)
Ainda, se ((ug,uy), (vo,v1),m0) € D(L) entdo a solucao € reqular, ou seja,
((u,v),m) € C([0,00); D(L)), (u,v) € C* ([0,00); HE, ) en € C([0,00); M).
O Teorema 2.2 é consequéncia do Teorema 1.21 e da seguinte Proposicao

Proposicao 2.3 O operador L € o gerador infinitesimal de um Semigrupo de Contra-

¢oes {S(t) h>o-

Prova. Para mostrar esse fato, utilizaremos o Corolario 1.19. Assim, devemos provar

que
e D(L) é denso em H;
e L ¢ dissipativo;

e 0€p(L).
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Justificaremos que D(L) é denso em H usando a Proposigao 1.11.

Seja F' € H' tal que ' = 0 em D(L). Do Teorema de Representacao de Riesz,

existe ((u1,v1), (u2,v2),m) € H tal que

<F’ U> = (((uhvl): (UQ’UQ)”'?)? ((wla Zl)’ (vaZQ)vf))?h VU = ((wla 21)7 (va Z2)7€) S ,Hv

assim, se U = ((wy, 21), (we, 22), &) € D(L), entdo

k(Vuy, V)1 + ko(Vor, Vz1)a + (ug, wa)1 + (v2, 22)2 + (0, ) pm = (F,U) = 0.
(2.4.13)
Tomemos ¢ € D(§);). Entao, U, = ((0,0), (¢,0),0) € D(L) logo, de (2.4.13), em
particular para U,, temos que
(uz, )1 =0,
donde concluimos que

(u27 90)1 = 07 v 2 € D(Ql)

e, portanto, us = 0 em L%(€)).
Analogamente, tomando ¢ € D({), temos ((0,0),(0,%),0) € D(L) e, como

antes, concluimos que vy = 0 em L?(Qy). Assim,
(g, v2) = 0 em L2, (2.4.14)

Consideremos, agora, o operador A : D(A) C L? — LL? definido pela terna
{Hp,, L2, (., Jup. }- Nessas condigdes, D(A) = {(u,v) € H: NHZ k2% = k28 sobre Ty},
como visto na Se¢ao 1.3.1 . Como a forma (., .)H% é coerciva, das propriedades de ope-

1
rador definido por terna, temos que D(A) é denso em Hf. . Ainda, observemos que, se

(w, z) € D(A) entao, ((w,z),(0,0),0) € D(L), donde segue de (2.4.13) que

k(Vuy, Vw)y + ka(Voy, V2), = 0, V (w, 2) € D(A)
e, da densidade de D(A) em Hf, , temos

l;:(Vul, Vw), + ko(Vu1,Vz) =0, V (w,2) € ]I-]IIlH.

Portanto,

(u1,v1) = 0 em H. . (2.4.15)
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Por fim, sejam 6 € D(Ry) e p € D(€y). Temos dp € M e ((0,0),(0,0),0p) €
D(L). Assim, de (2.4.13),
(n,09) 0 =0,

ou seja,

0=k / " 9(5)(Vnls), 0()Vip)uds = ky / " 9(5)(Vnls), V)6(s)ds.

Da totalidade de 6 em D(R, x ), temos, pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema
1.2), que
g(s)n(s) = 0 quase sempre em §2; x (0,00).

Como ¢g(s) > 0, para todo s > 0, segue que = 0 quase sempre em 2y X (0, +00)
e, assim,
n=0em M. (2.4.16)
De (2.4.14), (2.4.15) e (2.4.16), temos ((u1,vy), (ug,v2),n) = 0 em H e, portanto,
F =0, consequentemente D(L) é denso em H, como queriamos provar.

Para mostrar a segunda parte, ou seja, que L é dissipativo, consideremos U =

((u1,v1), (uz,v2),m) € D(L). Dai,

(LU, U)n = ((u2,0), (w1, 01))my + (w2 = 15, 1)m

N ((;;A [ul e _1k0 /0 h g(s)n(s)ds} — b(x)un, kaAvy — b(x)vz> ,(uz,vg))

L2

= ];Z VUQVUlde'—I—/{?Q/ VUQVvldx
Ql QQ

)
—i—kl/ g(s) | V]ua —ns(s)|Vn(s)dzds
0 o
(2)

A

—i—/;:/ A {ul—i— ! / g(s)n(s)ds] Ude—/ b(x)|ug|*dx
o L —Fko Jo 2

(3)
—_——

+ kg/ Avlvgdx—/ b(x)|vs|*du.
Qs Qs

Analisemos os termos (1), (2) e (3).

(1) /0009(8) ; Viug — ns(8)|Vn(s)dzds.
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Observemos que

/0 g(s) o Viug — ns(s)|Vn(s)dxds :/0 g(s) /Q1 VuaVn(s)dzds

_/0009(8) g Vns(s)Vn(s)dzds

- /0 " os) /Q 1 VuyVi(s)deds — /0 mg(s)%%HW(s)II?ds

o0

o 1 ,
— [ 96) [ Vunts)deds + 5 [ g @)IVaslas
0 (951 0

onde a ultima igualdade segue usando integracao por partes, n(0) = 0 e do fato

que lim,_, g(s) = 0.

(2) l%/Ql A {ul + 7 —1k0 /Ooog(s)n(s)ds] updx

Aqui, temos que

s = [ st e -
- /Q {%V“l +h / mg(swms)ds} Vugda

-0 1 o
+ <k— |:U1 + —/ 9(8)77(3)653} »“2> :
ov 1— kg 0 H—1/2(T1Ul2) x H1/2(T1UT'2)

No entanto, us = 0 sobre I'; e, portanto, de acordo com a Secao 1.1.3, do Capitulo

1, obtemos

2 /Q A [u1+ 1_1k0 /0 N g(s)n(s)ds} tpdr =

—/ kVu, -I—k:1/ g(s)Vn(s)ds} Vusdz
oh 0

-0 1 >
+ <k— {ul + / g(s)n(s)ds] ,u2>
ov 11— k’o 0 H-1/2(Ty)x H/2(T'3)

0
/ Avguidr = —/ VuoVuidx — <ﬂ,v2> )
Q Qo v H=1/2(Ty)x H/2(T'3)

Notemos que o sinal negativo da integral sobre a fronteira I's decorre da orientacao

do vetor v, que foi tomado na direcao exterior a €y e, portanto, interior a 2s.
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Assim, de (1), (2) e (3), temos

(LU, U)y = k| VusVuyde +ky [ VooVorde + k / g(s) | VuVn(s)dds
0 Q1

Qo

—/ INIVn(s)|lz ds—kl/ g(s) | Vn(s)dsVuydz
0 ol

—/ b(x)|ug|*dr — k VuyVugdar — ke VuoVoide
Ql Q1

Qo

~ 0 1 &

+ <k:— {ul + / g(s)n(s)ds] ,u2>
ov 1- kO 0 H=1/2(T'y)x H/2(I'3)
—ks <%,U2> —/ b(x)|vs|*da
v H=1/2(Ty)x HY/2(T'3) Q
~ 0 1 o0
= <k— [ul + / g(s)n(s)ds] ,u2>
alj 1 - kO 0 H—1/2(F2)><H1/2(F2)

ov ki [~
—ha(Gtova) + 2 [ () |9ns) s
v H=1/2(Ty)x HY/2(T'3) 0

_ / () a2 — / ()]s |2
Ql QQ

o, ~0u & on
5 =k 5 k:l/o g(s)al/ (s)ds sobre T'y, resta que

ainda, como uy = vg € ko—

€U0 =5 [ d@IOne)lids = [ bouaPds = [ ba)lalds <o

donde segue que L ¢ dissipativo.

Resta-nos provar que 0 € p(£). Para tal, faremos uso do Teorema 1.12 mostrando
o item (7ii), ou seja, provaremos que —L é um operador fechado e bijetivo.

Para mostrar que —L é fechado, consideremos {U,} C D(L) e U e F € H tais
que

U,— Ue — LU, — F em H, quando n — oo.

Devemos provar que U € D(L) e —LU = F. Denotemos U, = ((u},v}), (uy,v), n,)
para cada n € N, U = ((u1,v1), (u2,v2),m) e F' = ((f1,91), (f2,92),€). Logo, das

convergéncias acima temos, quando n — oo, que

(u?’ ’U;L) — (Ul, Ul) €m Hll"la (2417)
(Ug,?]g) — (U27U2) €m ]L’27 (2418)
N — 1 em M, (2.4.19)

—(uf,vy) — (f1,91) em Hy, | (2.4.20)
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(< fur+ 1= [ atmiodas]| + barug. —raer + oy

— (f2,92) em L2

(2.4.21)

Nn,s — Uy —> & em M. (2.4.22)
De (2.4.18), (2.4.20) e da unicidade do limite em L2, temos que (fi,g1) = —(uz, vs),
donde (uz,v2) € Hf, .
De (2.4.17) - (2.4.19), temos que
. 1 %0
(—kA uy + ﬁ/ g(s)nn(s)ds} + b(z)uly, —ko Av} + b(x)v§> —
— Ko Jo

L /0 g(s)n(s)ds} +b(2)ug, —k2Avi + b(”“")”)

1—ko
em D'(;) x D'(Qy), quando n — 0.

Assim, da convergéncia acima e de (2.4.21), temos

(—M {ul + 5 _1k0 /0 h g(s)n(s)ds] + b(x)ug, —kaAvy + b(x)v2> = (fa, g2) em L2,

Portanto,

(—/EA {u1+ 1_1k0 /0 N g(s)n(s)ds] hoAvy) = (o — b(x)us, gg—b(m)vg) em L2.

Nesse caso, pelo Lema 1.1, olhando separadamente para €2y e {2y,temos que

=0 | 1 o ov}
(kg uf + 7 ko/o g(S)nn(S)dS} : 8u) —
-0 1 o0 vy
b |t 2 [ attons] 5

ov
em (H‘l/Q(Fg))z, quando n — 0o e, como, para todo n € N, temos

oy -0 [, >
/7<;2E = k% {ul + e /0 g(s)nn(s)ds} sobre I'y,
segue que
a'Ul 7 0 1 o —1/2
kzg = k@ [M + 1= ke /0 g(s)n(s)ds] em H™/(I2).

Por fim, como uf — uy em V, pois (uf,vy) — (uz, v2) em HY , segue de (2.4.22)
que

Nns — € + ug em M, quando n — oo,
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sendo assim, temos
Ny —> nelTn, — —us — & em M, quando n — oo.

Como T é o gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo, segue que 1" é fechado e,
portanto,

neDT) e —ns=Tn=—§—us.

Logo, U = ((uy,v1), (uz,v9),m) € D(L) e

LU - (—(uQ,vz), (—m [u1+ — - /O N g(s)n(s)ds} +b(w)u2,—k2Av1+b(x)1)2>,ns—ug)
= ((f1,91),(f2,92), &) = F,

como queriamos, isto ¢, —L é fechado.
Provemos que —L é bije¢do. Primeiramente, mostremos que Ker(—L) = {0}.

Seja U = ((u1,v1), (uz,v9),m) € D(L) tal que —LU = 0, ou seja,

—(ug,v9) = (0,0) em H%l,

(-/;A {ul T - /0 Oog(s)n(s)ds] b, — ks —|—b(x)v2) —(0,0) em L2,

Ns —uz =0 em M.
(2.4.23)

Da primeira igualdade acima, temos uy = 0 em V' e, consequentemente, em M.
Deste fato e da tltima igualdade temos 1, = 0 em M. Assim, 7 é constante na variével
s, mas como, 1(0) = 0, visto que n € D(T'), entdo n = 0 em M.

Substituindo n = 0 na segunda identidade de (2.4.23) e, como (uz,v2) = (0,0) = 0

pela primeira igualdade, temos que
(—/;;Aul, —]{ngﬂl) = (0, 0) em ]LZ.

Assim, calculando o produto interno em L? da igualdade acima com (u,v;), obtemos,
gracas a Formula de Green, a direcao considerada do vetor v e o fato de u; = 0 sobre

I'y e uy = ug sobre I'y, resultando em

0 = <(—];’AU1, —k’gAUl), (Ul, Ul))]]_,?
~ ~ /0u

v H=1/2(Da)x H/2(T'5)

+@<m1

a5 U1> .
v H=1/2(T3)x H'/2(T'5)
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Como ((uy,v1), (ug,v2),n) € D(L) temos u; = v; sobre 'y e como n = 0, temos
-0 ov
k% = ]{728—1 também sobre I's. Portanto, da igualdade acima obtemos

v v

kI Vulf + ke[| Vo |3 = 0,

donde (uj,v1) = 0 em H%l, o que prova que U = 0 e, com isso, provamos que
Ker(—L) = {0}.

Finalmente, seja F' = ((f1,91), (f2,92),&) € H.

Devemos encontrar U = ((uy,v1), (ug, v2),n) € D(L) tal que —LU = F, ou seja,

—(up,v2) = (f1,91) em Hy,, (2.4.24)
(i ot 2 [ aomo)ds] + s, ~hal +(0)ee ) = (fa ) em L2
1— ko J,
(2.4.25)
ns — uz = § em M. (2.4.26)

De modo a satisfazer (2.4.24) - (2.4.26) o elemento n desejado deve satisfazer

/5 )dr — sf.

Temos que 7 acima é tal que n € D(T). De fato, ns = { — fi € M e n(0) = 0. Para

s = & — f1, ou seja,

concluir que n € D(T) devemos verificar se, com essa configuracao, n € M.
Para tal, seja T' > 0. Pela defini¢ao de n temos que a integral fo s)||Vn(s)||3ds

esta bem posta, pois

/OTg(s)HVn(s)H?ds = /Tg(s) /SV£(T)dT—3Vf1 jds

o Lo | e
ainda, das desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young, obtemos
T s 2 T s prs
[ )| [ vemar| as = [Cot) [ [ e 60, draras
0 0 0 0o Jo
T s s
< [ o) [ [ IvennIveardias
0 0o Jo

< Lo [ [ 09I+ 19 aratas

7

+ IsV AT | d
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e, como, g é decrescente

[Coo [ [ivemigaraas = [ o) [“1veigar [ aas
é/ / 7)|VE(r)|[fdrds
- / / 7)|VE(7)|Fdrds

< 71 IVE(r)Iidr

)
< 7?2 T HVf(T)”%dT < 0

[ o
/Ooog( )
logo,

[oe [ [ S ivee s iveo araas = [ ot [ [ 1veeiiaraas
"

/O g(MIVE) |2dr < oo,

donde segue que

[ o[ vetyis

ds < T / o(r)|[VEE)|2dr < .
0
Agora,
T T [e'e)
/ o()[1sV full2ds = |V £i]12 / g(s)s%ds < T? / g(s)ds = Ty < oo
0 0 0
portanto,

[ s1onsias <22 | [ oriveitar + 1] < o

como queriamos.

Agora, pela hipotese (2.3.10),

| stenvneiias < 2 [ g@Ivalias
— _%/0 g (s)(Vn(s), Vn(s))ids (2.4.27)
= 2 OV = gOITDIE] + 7 [ 9T, Tn(s)ds

onde, a ultima igualdade segue por integragao por partes.
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Agora, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young, temos

2/0 9(s)(Vns(s), Vn(s)hds = /0 9(8)=(Vns(s), Vn(s))ids

c

2

< [ o2V VA ds
1
2

< /Tg()

1 T
= 2 [ s+ 5 [ o@1vne s

< Vs (s )Hl) +HV?7(S)H?] ds

dai, do fato de g(T') > 0, ou seja, —g(T)||Vn(T)||3 < 0 e de n(0) = 0 donde g(0)||Vn(0)||? =
0, temos
1 , 1 ), 2 T
—9(OVaO)ly —=gMIIVa(D)Ii + - i 9(8)(Vns(s), Vi(s))rds
1 /T
<2 [ sorvnitas + [ oivaeids

Comparando a desigualdade acima com (2.4.27), obtemos

T 1 T
[ swivneias < 5 [ awivniias 5 [ o

portanto,

/ g(3)|IVn(s)] ds<—/ V(s ||ds<—/ () Vna(s)[2ds

dai, fazendo T — oo, temos

| ansias < 5 [ aienolis

ou seja,
| aeIvafds < o
0

o que prova o desejado, ou seja, n € M.

Escolhendo 7 como descrito anteriormente e (ug,v9) = (—f1,—g1), temos que
as igualdades (2.4.24) e (2.4.26) sao satisfeitas. Resta entdo, encontrarmos (ui,v;)
verificando (2.4.25) nas condigbes desejadas e a prova da proposi¢ao estara completa.

Visando esse objetivo, definamos em H%l o seguinte operador

A Hf, — R
(w,2) = (A (w,2))
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onde,

(A, (w0, 2)) = (fo — b)Yz, g2 — ble)ua), (w, 2))ez — o / " g(s)(Vn(s).Vuo)yds.

Observe que A estd bem definido, como operador linear, e é continuo. De fato,

(A, (w,2))| < [[(f2 = b(x)uz, g2 = b)) |2 (w, 2)[[L2 + K /Ooo 9&IVn(s)llIVwllds
= [[(f2 = b(x)uz, g2 = b(x)ve) |2 || (w, 2) [ + IVwl[1hy /OOO 9($)IVn(s)lrds

ainda,

b [T onenenas < ([Toos) ([ onenenas)

1/2
= k[l a

portanto,
/2 R
(A, (w,2))| < [[(f2 = b(x)uz, g2 — b(z)v) |2l (w, 2) ]2 + OTHnHMkva”l
L2
< [I(f2 = b(z)uz, g2 — b(2)ve) |2 || (w, 2) |2 + OTHnHMH(w, )l

e da continuidade da imersdo de Hf. em L2, segue o desejado.

Assim, pelo Teorema de Lax-Milgran, considerando a forma (., .)H% , existe um
1

tnico (uy,vy) € Hf, tal que
((u17 vl)a (wa Z))H% = <A7 (w7 Z)>7 para todo (w7 Z) < Hll"la

ou seja,

k VuVwdr + ks Vo Vzdx = fowdz — / b(x)ugwdx + / gozdx
(951 Q4 Qo

Ql QQ
= Jo, b(@)vaozdr — kl/ g(s)/ Vn(s)Vwdzds, para todo (w,z) € Hy. .

0 Q4
(2.4.28)

Em particular, se ¢ € D(€;), entdo (¢,0) € Hy. , logo

k / VuVpde = | fopds — / b(z)uspdr — ki / g(s) | Vn(s)Vedzds,
91 Q4 0 Q4

Q1

para todo ¢ € D({);), assim

—A [/%ul + k1 /Ooog(s)n(s)ds] = fo — b(x)ug em D'(€2;)
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e, como fy e b(x)uy € L*(£2;), temos que

—-A {l;?m +k1/ g
0

s ds] = fo — b(x)us quase sempre em €2y,
ou ainda,

(s)n(s)
—A [/;:ul + ky /OOO g(s)n(s)ds} + b(z)ug = fo quase sempre em €.

Analogamente, se ¢ € D(Q), temos (0,v) € HY, e, assim,

k?g/ Vo, Vdz :/ ggwd:p—/ b(x)vatpdz, para todo ¥ € D(Qy) .
Qo Q2 Qo

Consequentemente,
—koAvy = go — b(x)vy em D'(y)
e, como gy — b(x)vy € L*(€), segue que,
—koAv; = gy — b(x)ve quase sempre em (o,
ou ainda,

—koAvy + b(x)vy = g2 quase sempre em 2y.

Substituindo as expressoes encontradas para fs e g, na identidade (2.4.28), obte-
mos

k Vu,Vwdr + ks Vu,Vzdr = —/ A {l;:ul + kl/ g(s)n(s)ds} wdzx
Q1 Qo Q4 0

—kQ/ Avlzdx—kl/ g(s)/ Vn(s)Vwdzds, para todo (w,z) € Hy. .

Qo 0 Q
(2.4.29)
Da férmula de Green generalizada, obtemos
—/ A {l;:ul + k‘l/ g(s)n(s)ds} wdr = /%/ VuVwdzx (2.4.30)
(o} 0 Q1

th [ Tato) [ Vo)V - (g0 [Fu i [ atomeris] ) ,

H=1/2(T3)x H/2(T'9)
observemos que a dualidade fica restrita a I'; gracas ao discutido na Segao 1.1.3.

De maneira analoga e considerando a direcao de v, obtemos

(2.4.31)

—]1’}2/ Avyzdx = ko Vo Vzdx + ks <—, z
Qo

Q2 >H—1/2(F2)><H1/2(F2)
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Comparando (2.4.30) e (2.4.31) com (2.4.29), obtemos

0=k <%Z> _<3 ll%ul + k:l/ g(S)n(S)dS} =w>
ov H~1/2(T3)x H/2(T') ov 0 H_l/Q(FQ)(EHZ;/;g)Q)

para todo (w, z) € HJ. .

Seja z € H'/?(T'y). Como a aplicacio traco
o o H'(Q) — HY*(Ty)
possui inversa a direita, existe z; € H'(£2,) tal que
Yo(z1) = 2.
Ainda, a aplicacao traco
Yo : HY () — HYX(D, UTy) = HY3(I'y) x HYA(Ty)
também possui inversa a direita, logo, existe w; € H'(€;) tal que

’70(11)1) = (0, 5)

Nesse caso, w; € V e o par (wy, 21) € H%l com w; = z; = Z sobre I's. Portanto, como
(2.4.32) é vélido para todo (w,z) € Hf , entdo, é valido para todo Z € H'/*(T'5), donde
segue que

5} o [- o0
kZ% =5, [k?lh + kl/o g(s)n(s)ds] em HV2(T,). (2.4.33)

Assim,

U= ((Ulyvl)a <u2,1}2>,77) S ,D<£)

e satisfaz —LU = F, como queriamos.
Com isso, concluimos que 0 € p(L) e portanto £ é o gerador infinitesimal de um

semigrupo de contragoes em H, {S(t)}i>o-



Capitulo 3

Decaimento Exponencial da Energia

O presente capitulo que tem por objetivo provar que o funcional de energia asso-

ciado ao problema (2.2.8),

1 oo
Ey(t) = 5 [ g lug (t)|*d + ., |Ut(t>|2dl‘+k‘1/0 g(s) g |V |*dxds
+k ) \Vu(t)*dz + ky ) \W(t)y?dx] (3.0.1)
1 2

decai exponencialmente a zero quando t tende ao infinito, em que U(t) = ((u(t), v(t)), n").
Nosso objetivo é provar o Teorema 3.3, que é o resultado central de todo o tra-

balho.

3.1 Hipo6tese Adicional

De modo a obter o resultado de estabilidade consideremos a seguinte hipotese

adicional:

H3- Denotamos por w uma vizinhanca de I'y = 90y em RY e consideramos que a

aplicacao b = b(z) € L>(2), é uma funcao real nao negativa satisfazendo
b(z) > by >0 em w. (3.1.2)
Por fim, assumimos que wy = wN )y controla geometricamente )y, ou seja, existe

Ty > 0 tal que toda geodésica de €2y partindo do ponto ¢t = 0 e com velocidade 1,

atinge wy num tempo t < 7.
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3.2 Estabilidade Exponencial

Antes de apresentarmos o principal resultado do nosso trabalho, faremos uma
observacao, que nos serd util no decorrer do capitulo, e trata da derivada do funcional

energia dado em (3.0.1).

Observacao 3.1 A derivada de primeira ordem de Ey satisfaz a sequinte tdentidade:

d ki [
Ly = / d(s) [ |Vn'(s)Pdads — / b(a) ()Pl — / b(a) v ()P
dt 2 Jo o o 0
(3.2.3)
De fato, a identidade serd provada para solugoes regqulares e o resultado geral é
obtido para solucoes fracas utilizando o procedimento usual de densidade.

Notemos que, para cada t > 0, multiplicando a primeira e terceira linhas de
(2.2.8) por (ug,v;) em L2, obtemos

(e, u)1 — (A [/m s /O h g(s)nt(s)dsl ,ut>1 + (b, wh
(0 0)2 — ka(Av, 00)a + (b()vr, )2 = 0.

Agora, pela Formula de Green generalizada e de uy = 0 sobre I'y, temos que

—ko(Av,v)e — <A [l::u—i— k:l/ g(s)nt(s)ds} ,ut) = l;;(Vu, V)i + ke (Vo, Voo
0 1

9 RN
+(77t,ut) <k—u + lﬁ/ g(s)—n(s)dS, ut>
o 0 ov H-1/2(T3)x H1/2(T'3)

()
+ .
“ov’ H=1/2(Ty)x HY/2(T'3)

Como uy = v; e k o+ ky fo ai( s)ds = k:2 sobre I'y, seque que
—ko(Av,vy)9 — (A [l;;u—l—kl/ g(s)nt(s)dsl ,ut> = l;(Vu, Vuy),
0 1
+ka(Vv, Voy)s + (0, ) m
e, portanto,
(we, u)1 + /;:(Vu, V), + ke (Vo, Voo + (0, ) a4+ (0(2)ug, ue)1 + (v, ve)2 + (b(x) vy, v4)9 = 0.

Considerando as identidades

L4 ||Tu|l2, ka(Vv, Vo) =

—

uttaut)l = %diHUtHu (Uttﬂ)t)z = %diHthz, (VU Vug), =

&.l&

HVUHQ e, M+ ns = up em §; x (0,00), obtemos que

_1d k
(v = i+ )t = 5B = [ g6) [ (90 (o)Pdods,
T 2dt 2 o
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e, consequentemente,

1d

~ k, o0
35 Ll B+ RISl + kel Vol + ] = 5 [ 66) [ (90 (6)Pdods
0 01

+ [ b@aode [ b@nPir=o

ou seja,

< Byl = 2 / T g(s) [ 190 o)z - / b))~ / )P

como quem’amos.

Da identidade (3.2.3), temos que Ey(t) é uma fun¢do nao crescente e, para 0 <

t1 < to,

Eu(ts) — Eu(t) — /fiEU( it (3.2.4)

_ | /t / |vnt(s)|2dxdsdt— /: /Q | b(x) | (1) Pdadt
_ /: /Q 2 b(x)|vt(t)|2d:pdt

Observacao 3.2 Nosso objetivo € provar que o funcional de energia decai exponenci-

almente, ou seja, que existem C, v > 0, tais que
Ey(t) < Ce " Ey(0),Vt > 0.

Note que, para provar a desigualdade acima € suficiente mostrarmos que existem
T*,R>0eC=C(T* R), tais que Ey(0) < R, implica em

Fy(0) < (’“1// Q1]V7;()]d:z:d3dt+/ /Q )y (1) 2t
+/0 /QQb(x)|vt(t)|2dxdt) (3.2.5)

para todo T > T™.
De fato, suponhamos que (3.2.5) é vdlida. Definindo

ky

D) =5 [ (=0 [ [ ePdsds+ [ boluoPds [ vepuoPds

temos, de (3.2.4), do fato de Ey(t) ser uma fun¢do ndo crescente e da hipdtese (3.2.5),
para T > T™, que

B(r) < Bu0) <€ | " Dyt
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e, de (3.2.4),
/T D(t)dt = Ey(0)
Logo, :
Ey(T) + %EU( < Ey(T / D(t)dt = Ey(0),

ou seja,

CERu(T) < Fu0),
ou ainda,

Eo(T) < —— E,(0).

1+C

E, da Observacao 1.23, temos o desejado.

Teorema 3.3 Suponhamos que as hipdteses (H1) - (H3) sejam vdlidas. Seja R > 0,
tal que Ey(0) < R. Entao, existem Ty (de acordo com a hipdtese H3) e constantes
Co,v > 0, verificando
Ey(t) < Coe " Ey(0),t > Tp. (3.2.6)

Prova. Faremos a prova para solugoes regulares de (2.2.8) e o resultado para solugoes
fracas segue por densidade.

Pela Observacao 3.2, é suficiente provar que existem Ty e C' = C(Tp, R), tais que
Ey(0) < R, implica em

Ey(0) (kl/ / 5 Vit (s))| dxdsdt+/ /Q )| ug (1) [*dadt
+/0 /sz(x)]vt(tﬂ?dxdt) (3.2.7)

para todo T' > Tj) e o faremos argumentando por contradicao.

Para simplificar a notagao, no que segue, indicaremos as derivadas u; e v; por v’
e v/, respectivamente.

Suponhamos que (3.2.7) nao se verifica. Entao, o argumento de contradigdo nos
fornece a existéncia de T'> Ty > 0 e uma sequéncia de solugoes ((un, v,),n,) = U, de
(2.2.8), tais que

Ey,(0) <R, VneN (3.2.8)

Ey, (0)

1 (T oo _ t 2 T / 2 T ' 2 X
o Jo =) Jo, VL (s)[Pdudsdt + [i [o, b()|v,(8)[Pdzdt + [i [, b(2)|uy,(t)[Pdzdt

(3.2.9)
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em que Eyp, ¢ a energia definida em (3.0.1) associada ao problema (2.2.8). A conver-

géncia (3.2.9), implica em

LS OT I (=4'(s)) le |Vnt (s)|*dxdsdt + fOT fm b(z)|v) (t)|Pdxdt + fOT le b(z)|u, (t)[Pdxdt )
Ey,(0)

(3.2.10)

Da convergéncia (3.2.10) e da limita¢ao (3.2.8), concluimos

BL T o2 (= () Joy IV () Pdadsdtt [T [y, b@)luy (02 dadt+ [T [y, b (1) dodt
EUn (0) EU”(()) )

/ / o [V (s)] d‘”de”/ /Q o) u, (1) dadt +

//b(x)w;(t)mxdt—m, (3.2.11)

ou seja,

quando n — oco. Da hipotese H2, temos
g (s) < —cg(s), Vs> 0.

Logo,

k T [e%S)
S [t < 25 [ e [ ot pasas o
0 0 [

donde,
N — 0 em L*(0,T; M). (3.2.12)

Por outro lado, do fato que a energia é ndo crescente e da limitac¢ao (3.2.8), obtemos

Ey, (t) < Ey,(0) < R, Vt > 0 e, portanto,

1

! { 1, (8) P +
2

5 |v;(t)|2dx+k1/ g(s) g |V77f1(s)|2dxds
0 1

Q2

+ /2/ qun(t)|2dx+k2/ ]an(t)Pdm} =FEy,(t) <R.
Ql QQ

Donde,
1 (), v ()22 < R e [|(un(t), va(t)) Iz, < R, V>0

Logo, existe uma subsequéncia de {(uy, v,) }n, que continuaremos denotando por {(uy,, vy) }n,

e (u,v) € L>®(0,T;Hy. ), tais que

(ul,,v)) = (u/,v') fraco-estrela em L>(0,T;1L?) (3.2.13)

n’ -n
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(Uns V) = (u,v) fraco-estrela em L*(0,T;Hy., ) (3.2.14)

e, do Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.10),
(U, V) — (u,v) forte em L*(0,T;1?). (3.2.15)

Temos duas possibilidades a considerar para (u,v), sendo elas:(u,v) # 0 ou (u,v) = 0.
Analisemos ambos os casos.
Caso I: Suponhamos que (u,v) # 0. Para cada n € N, temos que U, =

((Un, V), Mn) € a solucao regular do seguinte problema
u! — kAu, — k;l/ g(s)An,(s)ds + b(x)u,, =0 em Q x (0, 00),
0

Tint + Nn,s = U;@ em Ql X (07 OO),
vl — ke Av, 4+ b(z)v, =0 em Qy x (0, 00),
un, =0 sobre I'y x (0, 00)

N, = 0 sobre 'y x (0,00) x (0, 00)
(3.2.16)
Up = v, sobre I'y x (0, 00)
ov, ~0u,

b5, =k,

(t) + k1/0 g(s)%(s) ds sobre I'y x (0, 00),
un(0) = uf e u,(0) = ul em
vn(0)) = vf e v, (0) = v] em

n°(s) = no(s) em Q, s € (0,00) e n,(0) =0 em Qy,t € (0,00).

\

Seja ¢ € D(2). Entao, ¢ pode ser reescrita como

01 = ¢lg, em
o= 1 = (p1,92) € L2.
P2 = 90‘92 em £y
Multiplicando a segunda e a terceira equagoes de (3.2.16) por 6y, em que 6 € D(0,7T)
e (p1,92) = ¢ € D(Q), integrando em L*(0,T;1L?), utilizando integragao por partes e
usando a condicao de transmissao sobre I'y da sexta equagao de (3.2.16), obtemos
T T T
—/ / ul 0 prdzdt + k/ Vu,V(0p1)dzdt + / / b(z)u,, 01 ddt
0 (951 0 0 0 1951

T o0 T
+k1/ / g(s) Vnn(S)V(Hgal)dxdsdt—/ / v}, 0" padxdt
o Jo o) o Ja,
T

T
+k’2/ anV(9¢2)dxdt+/ / b(z)v!,Opadrdt = 0.
0 Qo 0 Qo
(3.2.17)
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Agora, de (3.2.13) e (3.2.14), temos que

- / (1), (o1 p2) sl —s — / (), (1, pa) st

/0 ((tns vn), (1, 902)>H1£19dt — _/0 ((u,v), (o1, 902))]}}111,196”-

Mais além, de (3.2.11) e de (3.2.12) , temos que

/ / / Vi (s)V(0p1)dxdsdt — 0,
T T
/ / b(z)u.,0padrdt, / / b(z)v),0padrdt — 0.
0 Ql 0 QQ

Portanto, para todo 8 € D(0,T) e (¢1,2) = ¢ € D(Q2), temos
T T
/ / w0 prdxdt + k/ VuV (0p,)dzdt
Jo Jou

/ / 0 podxdt + k:g/ VoV (0ps)dxdt = 0.
QQ 0 Q2

Por outro lado, considerando 6 € D(0,T) e ¢ = (0,¢2), onde ¢y € D(€3). Segue de

(3.2.18)

(3.2.18), em particular, que

/ / 0 podxdt + kg/ VoV (0ps)dxdt = 0,
Qg QQ

para todo 0 € D(0,T) e vy € D(23). Logo,
V' — kyAv =0 em L*(0,T; H (). (3.2.19)
Analogamente, considerando 6 € D(0,7) e ¢ = (¢1,0) com ¢; € D(§2;), obtemos
U — kAu=0em L*0,T; H1()). (3.2.20)
Ainda, como b(x) > by > 0 em w, temos, de (3.2.11), que
v/ — 0 em L*(0,T; L*(w5)), (3.2.21)

em que wy = w N2y e entdo v/ = 0 quase sempre em wy X (0, 00).

Agora, definindo para cada t > 0,

wy(t) = (1 — ko)un(t) + /Ooog(s)nfl(s)ds € L*(), (3.2.22)



temos
wnt) = (= ka0 + [ g(shat (s)ds
e, da segunda equacdo de (3.2.16), segue que
wh) = =k + [ gls)u 0~ o ()i

= )= [ sl
uma vez que ko = [, g(s)ds. Como,

| atortois == [ demiss
e, pela desigualdade de Poincaré, existe C' > 0 tal que

77.() | 22(20) < Climn(s)llv, Vs,t >0

obtemos, da desigualdade acima e de (3.2.11), que

/Om(—g’(S))IIUZ(S)Iliz(m)ds < C/Om(—g’(S))IMZ(S)HdeS — 0.

Portanto,

/0 " ()t (s)ds — 0 em L2(0,T: L2(Q)).

Consequentemente, de (3.2.23) decorre que
w! — v em L*(0,T; L*())
e, de (3.2.22), obtemos
wy, — (1 — ko)u em L*(0,T; L*(£2;)).
Das convergéncias (3.2.25) e (3.2.26), segue que

w!, — (1 — ko)u' em D'(0,T; L*()).
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(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)

Logo, de (3.2.25) e (3.2.27), e da unicidade do limite em D’(0,T; L*(€);)), concluimos

que
u' = (1 — ko)u' em L*(0,T; L*(Q1)),
ou seja,

kou' = 0 quase sempre em (0,7 x €.
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Como ky # 0, segue que
u' = 0 quase sempre em(0,7") x Q. (3.2.28)
Agora, derivando a expressao (3.2.19) com respeito a t e denotando z = v', obtemos
2 — Az =0em H 0, T; H'()).
Considerando a convergéncia (3.2.21) e usando que v = u = 0 sobre I'y, obtemos

2" —koAz=0em (0,7) x Qy,
z=0em (0,7) x wy, (3.2.29)
z = 0 sobre (0,7) x I's.

O Teorema de Unicidade de Holmgreen [Para detalhes, ver [30], pag. 83| garante

que a tnica solucao para o problema acima é z = 0, ou seja,
v" = 0 quase sempre em (0,7) x Q. (3.2.30)
De (3.2.19), (3.2.20), (3.2.28) e (3.2.30), obtemos
—kAu=0em Q x (0,7) e —kAv=0em Q x (0,7).
Logo, o par (u,v) possui regularidade suficiente para considerar o seguinte

0 = ((—kAu, —kyAv), (u,v))12
= HIVUIR + Rl Vol + (kg0 - E50,u0)) 5231)

H-1/2(T3)x H/2(T3)
em que a ultima igualdade decorre da formula de Green.
Porém, (u,v) é a tnica solucdo fraca do problema (conforme Se¢ao 1.3 - Capitulo

1)
w —kAu=0em Q; x (0,7)
V" — keAv =0 em Qy x (0,7)

u =0 sobre I'y x (0,7

u = v sobre I'y x (0,7)

ov  ~0u

\ ]{125 = k@ sobre I'y x (0,7).

Portanto, de (3.2.31), segue que

0= klIVu®)If + kol Vo ()3



7

para quase todo t > 0, donde (u,v) = 0. E a contradigao é obtida.
Caso II: (u,v) = 0.

Definamos, para cada n € N,

1
Qn = (EUn(O))1/27 (wnv Zn) = a_(un,vn) ey, = &_nn.

1

n

Nesse caso, W,, = ((wy, zn), &) € solugao do problema

(

w" — kAw, — kzl/ g(s)AEL(s) ds + b(x)w], =0 em Q x (0,00),
0

< ot + Ens = w0, em Q; x (0,00), (3.2.32)
\z;{ — koAz, +b(2)2, =0 em Qy X (0,00),
com condicoes de fronteira
(wn =0 sobre I'; x (0, 00)
¢ =0 sobre I'; x (0,00) x (0,00)
wy, = 2, sobre 'y x (0, 00)
ka% _ /2;88“;" ey /OOO g(s)%(s) ds sobre Ty x (0, 50),
e condicoes iniciais
(100(0) = L (0) = —-u e €,
al0) = 8 2(0) = —of em
| et - () em Q.5 € (0,50)
(£,(0) =0 em Qy,t € (0,00).
Observe que
Ew, (0) =1, para todo n € N. (3.2.33)
De fato, para t > 0,
Bu) = 3| [ Wlpacs [ EoPacn o) [ 96 pasas
2 /o, 2 0 o
+k ) \Vaw, ()| 2dz + ks ) \vzn(twdm} (3.2.34)
1 >

1 (1 0
DY) {_ {/ |uy, (t)[*dzr + v, ()P + /ﬁ/ g(s) \Vnt Pdxds
an |2 /g, % 0 o,

+ l;:/Ql \Vu, (t)|?de + ko /92 |an(t)|2dx} }

1

n
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Portanto, em t = 0,

1
Ew,(0) = EEUn(O) =1, para todon € N, (3.2.35)

n

Ainda, como Ey, (t) < Eyw,(0) =1 para t > 0, temos

(w!, ) = (w',2) fraco-estrela em L>(0,T;1?) (3.2.36)
(Wn, 2n) = (w, 2) fraco-estrela em L(0, T HF. ). (3.2.37)

Logo, do Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.10), obtemos
(W, 2,) — (w, ) forte em L?(0, T;1L2). (3.2.38)

Observemos que, de (3.2.10), temos

1 T 00 T
— (/ / (—4'(s)) ]Vn;(s)|2dxdsdt+/ / b(x)|ul,|*dxdt
@, \Jo Jo o 0o Jou
T
+ / / b<m)|v;|2dxdt) 0
0 J
ou seja,
T 00 T
/ / (—4'(s)) \V@i(s)ﬁdwdsdt%—/ / b(x)|w!,|*dxdt
0 0 Q1 0 971
T
+/ / b(x)|2, [Pdwdt — 0, (3.2.39)
0o Ja,
o que implica em
¢ — 0em L*(0,T; M) e 2z, — 0 em L*(0,T; L*(wy)). (3.2.40)

Definamos
To(t) = (1 — ko)uwn () + / g(s)€L ()ds

e, procedendo de forma analoga a (3.2.22) - (3.2.30), concluimos que
w' = 0 quase sempre em (0,7) X Q; e 2/ =0 quase sempre em (0,7T) x Qy

e, similarmente, concluimos que (w, z) =0 q.s. em Q x (0,7).

De (3.2.36) - (3.2.38), decorre que

(W, 2,) — (0,0) forte em L*(0,T;1L?) (3.2.41)
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(Wn, 2n) = (0,0) fraco-estrela em L>(0,T;H}.) (3.2.42)
(w',2) = (0,0) fraco-estrela em L>(0,T;1.?) (3.2.43)

Agora, sejam ¢, (2,1) = [ g(s)& (2, s)ds € L*(0,T; V), 0 € C3°(0,T) tal que
0<6(t) <1,0(t)=1em (¢,T —¢) e suppd C (0,T) (3.2.44)

e o € 0=() tal que
0<p@) <lpx)=lem Y \w,w =N Nwep()=0em V(w), (3.2.45)

em que V(wy) é uma vizinhanga de I'y tal que V(w;) C Q.
Multiplicando a primeira equacao de (3.2.32) por f¢¢,, usando integracdo por

partes e a formula de Green, obtemos

T T T
—/ / w%@gzﬁ;gpdxdt—/ / w0 pppdadt —|—/<:/ / Vw, Voo, 0drdt
Jo Jo o Jo o Jo Ja

Tin pe pe
—i—k:/ anngngp@dxdt—I—/ / b(z)w, Opd,drdt
0 (951 0 Q )
+ ky / / / V& Voo, 0drdsdt + ky / / anngnngdxdsdt =0.
Jgn J\;

Observe que, de (3.2.40), temos que ¢, — 0 em L*(0,7T;L?(Qy)) dai e de (3.2.43),
temos que

Jgn — 0.

Ainda, de (3.2.42), (3.2.40) e (3.2.39), obtemos
Jgn, J4n e J5n — 0.
Também,

onl < B /OT/Omms) [ o

VEén(s) - V&, (T)dx| |0]drdsdt. (3.2.46)

Q1
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No entanto, temos

VEn(s) - V&, (r)dx

951

_ aft
N Z/Ql Ox; ax] ()dw

_ Oy aﬁt
N Z/Ql 0z 61'] En(7)dx

< ! 3.2.47
< Z/QI ol e mla e
ot
< )| d
< &% [ [awee]e
onde, a tltima desigualdade segue do fato que ¢ € C=(€2;).

E, da desigualdade de Young, segue que

< $3|

J

a t
VEL(s) - Vel (r)da a%@)

951

- |§;§(T)|2] dov  (3.2.48)

C
= TSDHVQL(S)H%Q(Q”+NC¢|]5;(T)H%2(91).

De (3.2.46) - (3.2.48) obtemos

T poo 0 C
il < k[ [T 0060 [T atr) [ SFIVE O i+ NG | lardsar

bukoC, [ [ [ I e idsat+ v [ [ ol (o1 ol

Analogamente, temos

T fe’)
ol < k1 NkoCs / / o(s) [ IVEL()[210]dudsdt —s 0.
0 0 04

Assim, concluimos que

Jim — 0, parat=2,...,7.

Consequentemente,

n—0o0

Contudo, da segunda equagao de (3.2.32) temos que

t t
n,t +§n,s =w
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Logo,

T
Jin :/ / w09 pdxdt
o Jou
T 00
:/ / g(s)/ w! 0€ . odrdsdt
o Jo o ’
T [e'S) T )
_/ / g(s) |w;‘29godxdsdt—/ / g(S)/ w! 0¢" pdrdsdt
0 Jo ™ o Jo o ’
T T o0
:ko/ ]w;|26’gpd;}:dt—/ / g(s)/ w,0¢" pdrdsdt.
0 Jou o Jo o '

Procedendo como na prova de (3.2.24), obtemos que
/ 9(s)&, ,ds — 0 em L*(0,T; L*()).
0

Da convergéncia acima e de (3.2.43) temos que
lim / / / w;, 0, spdadsdt = 0,
n—o0

T
lim lw!, |*0pdzdt = 0. (3.2.49)

n—oo [ Q

donde

Assim, das hipoteses (3.2.44) e (3.2.45), sobre 0 e ¢, respectivamente, obtemos
T—¢
lim / lw! |2dzdt = 0. (3.2.50)
n—oo e Ql\wl

Da arbitrariedade de € > 0, segue que

T
lim/ / lw! |Pdzdt = 0. (3.2.51)
n—oo 0 Ql\wl

Da convergéncia (3.2.51), de (3.2.39) e da hipotese (3.1.2), concluimos que

T
lim |w! |Pdzdt = 0. (3.2.52)

n—o0 0 Ql

A fim de conseguirmos a contradicdo desejada, no que segue, vamos provar que
2l — 0 forte em L*((0,7) x €y). (3.2.53)

Para obter a convergéncia (3.2.53) utilizaremos resultados devidos a Gérard [24]
sobre medida de defeito microlocal, os quais foram apresentados na secao 1.4.

Notemos que, de (3.2.39), segue que

2! — 0 forte em L*((0,T) X wo) (3.2.54)
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Seja ji5 a medida de defeito associada a {z/,} em L?((0,T)x(),), garantida pelo Teorema
1.28. A convergéncia forte de {2 },, em L?((0,T)Xw,), implica em iy = 0 em (0,7T) X w,,
ou seja,

supppa C Qo \ wo.

De fato, da Observagao 1.30, considerando Q = wy x (0,7T), segue que existe uma

subsequéncia de {z]},, ainda denotada por {z/},, tal que

T
/ / C(x,t)|2) | doedt — C(z, t)dus(x,t,0)
0 Juw wax (0,T)xSN-1

para toda ( € Cg°(wy x (0,7)), o que acarreta, gragas a (3.2.54), em s = 0 em
Wy X (O, T)
Por outro lado, de (3.2.32) e (3.2.39), concluimos que

Oz, = 2 — kyAz, = —b(z)z, — 0 em L*((0,T) x ). (3.2.55)
Portanto,
0,0z, = 0z, — 0 forte em H, ! ((0,T) x Q). (3.2.56)

A convergencia (3.2.56) é equivalente, pelo Teorema 1.31, a condicao

supp(pz) C {(t, 2, 7,€);7° = ka|&]*},

e, com isso, podemos concluir que o supp(uz) é a unido de curvas que sdo as curvas

bicaracteristicas do simbolo principal p(7, &) = 72 — ko[£||* associado ao operador
Pu = Ou = 0yu — ke Au, Yu € D(s).

Assim, uo se propaga ao longo das bicaracteristicas deste operador, isso significa, em
particular, que se wy = (to, Zo, 70, &0) & supp(u2), entdo toda bicaracteristica que sai de
wy estéa fora de supp(ps2). Agora, como wy controla €2y, entdo, para todo T' > Tp, todo
raio bicaracteristico em {2, entra na regiao de wy antes do tempo Ty e como s = 0
em wy X (0,7, segue, entdao que, py = 0 em 2y x (0,77). Isso nos leva a concluir, por

propagacao da medida, que

2! — 0 forte em L*((0,T) x ). (3.2.57)
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Finalmente, tomando 6 € C§°(0,T) como em (3.2.44) e multiplicando a primeira
e a terceira equagoes de (3.2.32) por fw,, e 0z,, respectivamente, integrando por partes,

utilizando a formula de Green e as igualdades em I's, obtemos

T T
—/ 6"(15)/ wyw,, dxdt—/ 0(t) | |w|?*dxdt
0 Q1 0 921

T T 00
i / 0(t) [ [Vewn|? dedt + by / o(t) / o(s) [ V¢t -V, dedsdt
0 (951 0 0

1951

T T T
—I—/ Q(t)/ b(z)w, wy, da:dt—/ 0'(15)/ znz;ldxdt—/ Q(t)/ |20 |? dadt
0 Q1 0 Q2 0 Qo

T T
+ / o(t) / b(x)z2) 2y dxdt + ko / 0@) | |Vz,|* dvdt
0 Qo 0 Qo

:Nl,n+"'+N9,n:0-

Observe que, pelas convergéncias em (3.2.36) - (3.2.38), de (3.2.52) e (3.2.57), conclui-

mos que
lim Nl,n = lim NZ,n = lim N4,n =..-= lim N8,n = 0,
n—o0o n—0o0 n—0o0 n—o0
logo,
lim (N?),n + NQ,n) =0.
n—oo
Consequentemente,

T—e T—e
lim [/ / |an|2dt+/ / |Vzn|2dt} 0.
n—00 £ 04 € Qs

Portanto, da arbitrariedade de £ > 0, obtemos

T T
lim {/ |an|2dt+/ |Vzn|2dt} =0,
n—oo lJo o Joy 0 J,

ou ainda,

T T
lim / Vw2t = Tim / V20 [2dt = 0. (3.2.58)
0o Jou n=o0 Jo  Ja,

n—oo
Agora, considerando Eyy, definido em (3.2.35), integrando Ey, em (0,7) e con-
siderando as convergéncias (3.2.39), (3.2.53), (3.2.52) e (3.2.58), obtemos

T

n—oo 0

No entanto, a energia associada a (3.2.32) é ndo crescente, logo

/ ' Ew, (t)dt > / ' Ew, (T)dt = TEy, (T).
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Portanto,
T

0= lim [ Ew, (8)dt> lim TEyw (T) >0,

n—oo 0 n—oo
ou seja,

lim Ey, (T) = 0.

n—o0

De (3.2.4), temos que

Ew,(T) — B, (0) = % / / [ 1960t - /0 ' /Q bl ()P

/ / ! (8) dadt,

0= lim Ew, (T) = hm Ew, (0) + lim —/ / |V§Z(s)|2d:1:dsdt

n—o00 n—oo 2

T
- hm/ / x)|w!, ()| dxdt — hm/ / b(x)|2 (t)|*dxdt.
n—oo Ql n—oo 0 QQ
Como, por (3.2.39),

k T o) T
lim 1 / / d(s) [ 1Ve (s)]2dudsdt = 0 = lim / / b()|u, ()2t
n—oo 2 0 0 o n—oo J o

logo,

(&
T
lim / / b(2)| 2, (#) [2dwdt = 0
n—oo J Qs
e de (3.2.35)
lim Ew, (0) = 1,
n—0o0
temos

0= lim By, (T) =1,

n—o0

e a contradicao é obtida.
Logo, (3.2.7) é verdade para a energia associada ao problema (2.2.8) sempre que

tivermos dados regulares e, consequentemente,
EU(t) < C’e_vtEU(O),Vt > T[),

para toda solugio regular de (2.2.8) com Ey(0) < R.

Agora, se Uy € H e U(t) ¢ a solucao de (2.2.8) com dado inicial U, tal que
Ey(0) < R, entao da densidade de D(L) em H, existe uma sequéncia de dados iniciais
Uy € D(L), tal que

U — Uy em H (3.2.59)
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e a sequéncia correspondente de solucoes de

Ur(t) = LU (1)
Un(0) = Up

é tal que Eyn(0) < R. Mas,
U"(t) = S(t)Uy, para todot > 0,n € N

em que S(t) é o semigrupo associado a £ e como S(t) é fortemente continuo, temos
que

St)U? — S(t)Uy em H, para todo t > 0 (3.2.60)

e U(t) = S(t)Uy ¢é a solugao fraca do problema (2.2.8) com dado inicial Up.

Ainda, temos, pela primeira parte, que
IS@UG 15 = Eun(t) < Ce™ " Eya(0) = Ce || U7 3,
para todo t > Tj. Logo, pelas convergéncias (3.2.59) e (3.2.60), obtemos
IS®)Uoll3, < Ce™ [Vl
isto é,
Ey(t) < Ce™" Ey(0),

para todo t > Tj.
Portanto, a energia associada ao problema (2.2.8) com dado inicial Uy decai expo-

nencialmente quando ¢ — oo e, consequentemente, o Teorema 3.3 é valido.
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