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Resumo

Neste trabalho estudamos as identidades polinomiais com involucao sobre uma algebra
de incidéncia I(P, F) onde P é um poset conexo localmente finito cuja maior cadeia
tem, no maximo, 3 elementos e que possui uma involugao A e F' é um corpo de carac-
teristica zero. Determinamos as involugoes e os automorfismos da coroa Cy,, bem como
suas involugdes equivalentes e, a partir disso, classificamos as involugdes em I(Cy,, F),
determinando suas classes de equivaléncia. Sendo Ae oy as involucoes A-ortogonal e A-
simplética de I(P, F'), respectivamente, mostramos que, tanto as S\—identidades, como as
ox-identidades de I (P, F') seguem da identidade ordindria [z, xo][z3, 4] se a maior cadeia
de P possui dois elementos e |P| > 4. Dentro desse contexto, passando ao caso particu-
lar 1(Cs,, F') e usando a classificacao das involugoes em [(Csy,, F'), mostramos que, para
toda involugao p em I(Cs,, F'), toda p-identidade também segue da identidade ordindaria
[1, x9][x3, x4]. Considerando P finito cuja maior cadeia possui trés elementos, |P| > 4
e com uma involucdo A, determinamos os geradores do T'(A)-ideal Id (I(P, F)) quando
todo elemento que nao é maximal nem minimal de P é fixado por A e existe um tnico
elemento minimal de P comparédvel com ele. Nesse caso mostramos que o conjunto de
geradores de IdMI(P,F)) é o mesmo determinado em [10] onde P ¢ considerado uma

cadeia com 3 elementos.



Abstract

In this work we study polynomial identities with an involution in an incidence algebra
I(P, F) where P is a connected locally finite poset with an involution A whose largest
chain has, at most, 3 elements, and F' is a field of characteristic zero. We determine the
involutions and automorphisms of the crown Cs,, its equivalent involutions as well and,
from that, we classify the involutions on I(Cy,, F') by determining its equivalence classes.
Let A and o), denote, respectively, the A-orthogonal and the A-simplectic involutions of
I(P, F), we show that the A-identities and the oy-identities of I(P, F) follow from the
ordinary identity [z, zo|[x3, x4] if the largest chain of P has 2 elements and |P| > 4. In
this context, passing to the particular case I(Csy,, F') and using the classification of the
involutions on I(Cy,, F'), we show that, for all involution p on I(Cy,, F'), every p-identity
also follow from the ordinary identity [z1, xs][z3, x4]. Considering P finite, whose largest
chain has three elements and satisfying | P| > 4, having an involution A, we determine the
generators of the T'(A)-ideal Id*(I(P, F)) when every element of P that is not minimal nor
maximal is fixed by A and there exists a unique minimal element of P that is comparable
with it. In this case we show that the generators of Id*(I(P, F)) are the same determined

in [10], where P is considered to be a chain of three elements.
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INTRODUCAO

Neste trabalho foram estudadas as identidades polinomiais com involucao satisfeitas

por algumas familias de élgebras de incidéncia.

As algebras de incidéncia foram introduzidas formalmente e consideradas como objetos
de estudo em 1964 por Rota ([17]), no entanto, ele préprio admite em seu artigo que a ideia
de funcoes sobre intervalos nao era nova e vinha sendo utilizada em diferentes contextos,
a maioria deles relacionados a problemas de combinatéria, desde, pelo menos, a década
de 30 do século passado. Tais algebras tém sido estudadas sistematicamente desde entao

por diversos mateméaticos em diferentes contextos.

Convém observar que as dlgebras de incidéncia constituem uma generalizacao bem
comportada das dlgebras de matrizes triangulares superiores, além disso, também possuem

forte relagao com quocientes de algebras de caminhos.

Ja o estudo das identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra associativa apare-
ceu pela primeira vez em [9], com motivacao geométrica e apareceram esporadicamente na
pesquisa matematica até 1948 quando Kaplansky, em [14], provou que qualquer algebra
primitiva satisfazendo uma identidade polinomial é uma algebra simples de dimensao fi-
nita, sugerindo que uma algebra que satisfaz uma identidade polinomial deve ter alguma
caracteristica de finitude. Desde entao seu estudo se intensificou, sendo, hoje em dia, um
assunto de pesquisa de grande relevancia dentro da algebra. Em 1950, usando essencial-
mente argumentos combinatérios, Amitsur e Levitzki provaram em [1] que a identidade
polinomial de menor grau satisfeita pela algebra de matrizes n x n é o polindomio stan-
dard de grau 2n. Esse resultado marcou o inicio de uma nova abordagem na teoria das
algebras com identidades polinomiais (ou simplesmente PI-algebras), a saber, determinar
um conjunto gerador minimo para todas as identidades polinomiais satisfeitas por uma

algebra dada.

Uma ferramenta bastante 1til no estudo das identidades polinomiais satisfeitas por
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uma algebra, e que veio a se tornar objeto independente de estudo, é o estudo de tipos
mais fracos de identidades polinomiais de uma algebra, como as identidades graduadas,
as identidades com involugao, as identidades-tracgo, etc. As identidades graduadas, por
exemplo, foram fundamentais para a solucao positiva do Problema de Specht que per-
guntava se todas as identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra associativa sobre
um corpo de caracteristica zero seriam consequéncia de um conjunto finito de identidades

satisfeitas por essa dlgebra. Este problema foi resolvido por Kemer em [15].

A partir do T-ideal de identidades polinomiais satisfeitas pelas dlgebras de matrizes
triangulares superiores é possivel determinar facilmente o T-ideal de identidades satisfei-
tas por uma dlgebra de incidéncia de um conjunto parcialmente ordenado (poset) finito.
Em [10] foram estudadas as identidades com involucao satisfeitas por élgebras de ma-
trizes triangulares superiores de ordens 2 e 3 e, ao contrério do que ocorre no caso de
identidades ordinarias, nao é facil inferir, a partir desses dois casos, um conjunto gerador
para as identidades polinomiais com involugao para as matrizes triangulares superiores
de ordem superior. Um conjunto gerador para as identidades com involugao das matrizes

triangulares superiores de ordem 4 permanece um mistério.

E interessante notar que o conjunto de identidades ordindarias satisfeitas por uma
algebra de incidéncia de um poset finito coincide com aquele obtido da algebra de matrizes
triangulares superiores cuja ordem coincide com o nimero de elementos na maior cadeia
do poset. O mesmo nao ocorre quando consideramos identidades com involucao. Neste
trabalho consideramos algebras de incidéncia sobre posets conexos cujas maiores cadeias
possuem dois ou trés elementos. Na maior parte dos casos, quando a algebra de incidéncia
nao € isomorfa a uma algebra de matrizes triangulares superiores, as identidades com
involugao da dalgebra de incidéncia coincidem com as identidades ordinarias da algebra.
E necessdrio considerar tipos bem particulares de posets cuja maior cadeia possui trés
elementos a fim de obter uma &algebra de incidéncia na qual o conjunto de identidades
com involucao nao provem das identidades ordinarias e ¢ um subconjunto préprio das

identidades com involucao da algebra de matrizes triangulares superiores de ordem 3.

A tese estd organizada da seguinte forma. No primeiro capitulo sao apresentados os
conceitos e resultados basicos de algebra utilizados ao longo do restante da tese. Neste
capitulo sao também apresentadas as algebras de incidéncia, resultados bésicos sobre

elas e um estudo de seus automorfismos e involugoes. No capitulo 2 sao apresentadas a
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teoria basica de identidades polinomiais de dlgebras, bem como identidades graduadas,
G-identidades e identidades com involucao. Os principais resultados e as contribuigoes
desta tese se encontram a partir do capitulo 3. Neste capitulo é feita a classificagao
das involugoes das algebras de incidéncia de coroas, que sao tipos particulares de posets
possuindo a maior cadeia com dois elementos. Convém ressaltar que ligeiras alteragoes no
poset podem provocar grandes alteragoes na algebra de incidéncia desse poset e que nao ha
métodos eficientes para obter a classificagao das involugoes para as algebras de incidéncia
de uma familia mais geral de posets. No capitulo 4 sao estudadas as identidades com
involucao das dlgebras de incidéncia de coroas quaisquer e as identidades com respeito
as involugoes analogas as involucoes ortogonal e simplética de algebras de incidéncia de
posets conexos cuja maior cadeia possui dois elementos. Por fim, no 1ltimo capitulo, sao
estudadas as identidades com relacao as involugoes ortogonal de algebras de incidéncia de

posets conexos cuja maior cadeia possui trés elementos.



CapiTULO 1

Algebras, Conjuntos Parcialmente

Ordenados e Algebras de Incidéncia

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos que estarao presentes em todo o trabalho.
Sao eles: algebras, conjuntos parcialmente ordenados, automorfismos e involucoes sobre
conjuntos parcialmente ordenados, a dlgebra de incidéncia de um conjunto parcialmente
ordenado localmente finito sobre um anel comutativo com unidade e os automorfismos e
involugoes sobre tais algebras de incidéncia. Mostraremos também resultados sobre estes
assuntos que sao de fundamental importancia para este trabalho. As informacoes contidas

neste capitulo podem ser encontradas em [4], [6], [19], [21] e [22].

1.1 Algebras

Nessa primeira secao abordaremos algumas definigoes basicas sobre algebras.

Definicao 1.1. Uma algebra associativa A sobre um anel comutativo com unidade R,
também chamada de R-algebra, é um mddulo a esquerda sobre o anel R munido da
operacdao - : A x A — A chamada de multiplicacdo, tal que, para qualquer o € R e

quaisquer a,b,c € A,
1.a-(b-c)=(a-b)-c;
2. (a+b)-c=a-c+b-c;
3.a-(b+c)=a-b+a-c

4. afa-b) = (aa)-b=a- (ab).
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Se o item 1 na defini¢do anterior nao é satisfeito, dizemos que A é uma dlgebra nao
associativa. Na definicao anterior usamos o simbolo - para denotar a multiplicacao dos
elementos de A diferenciando-a da multiplicacao por escalar, mas para facilitar a escrita
ao longo do texto, denotaremos as duas multiplicacoes da mesma forma, sem utilizar o

W

simbolo

A definicao de algebra possui, ao mesmo tempo, duas estruturas, isto é, as estruturas
de médulo a esquerda sobre o anel R e de anel. Quando estiver claro sobre qual anel
a algebra A esta definida, nos referiremos a ela somente como a algebra A ao invés de
escrevermos a algebra A sobre o anel R ou a R-algebra A. Se a algebra A, vista como um
anel, é um anel comutativo, dizemos que A é uma dlgebra comutativa e se A é um anel
com unidade, dizemos que A é uma dlgebra com unidade. Se a algebra A possui unidade,
ela contém uma cépia do anel R, o conjunto {al : @ € R}, o qual também denotaremos

por R.

Um subconjunto C' da dlgebra A é chamado uma subdlgebra de A se também é uma
algebra, ou seja, C' deve ser fechado com respeito a adicao, multiplicacao e multiplicacao
por escalar de A. Se A possuir unidade, C' também deve possuir a mesma unidade. Uma
intersecao de qualquer familia de subalgebras de uma algebra é também uma subalgebra
desta dlgebra. Assim, a subdlgebra gerada por um subconjunto S de uma &algebra A,
denotada por [S], é a menor subdlgebra que contém o conjunto S, isto é, [S] é a intersegao

de todas as subdlgebras de A que contém S.

Um subconjunto I de A é um ideal da dlgebra A se I é simultaneamente, um ideal de
A como anel e um submodulo de A como um médulo. No caso em que a algebra A possui
unidade, se I é um ideal de A como anel, temos automaticamente que I é um submoédulo
de A. A intersecao de ideais de uma algebra A também é um ideal de A. Assim, dado
um subconjunto S da algebra A, também podemos definir o ideal gerado pelo subconjunto
S, que é a intersecao de todos os ideais de A que contém S e que denotaremos por (S).
De maneira analoga a que fazemos para anéis, definimos o quociente de uma dlgebra A
por um ideal I de A estendendo as operacoes de A as classes de equivaléncia de ? As

operacoes estao bem definidas ja que I é, ao mesmo tempo, ideal e submdédulo de A.

Definigao 1.2. O centro de uma R-algebra A, denotado por Cen(A), € o conjunto

Cen(A) :={a € A:ab=ba para todo b € A}.
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Notemos que Cen(A) é uma subdlgebra de A. Se a algebra A possui unidade, entao

R C Cen(A). Se Cen(A) = R, dizemos que A é uma dlgebra central.

Definicao 1.3. Seja R um anel comutativo com unidade e sejam Ay e Ay duas R-dlgebras.
A aplicacao ¢ : Ay — As € um homomorfismo de R-algebras se é um homomorfismo de

modulos sobre o anel R e um homomorfismo de anéis.

O naicleo do homomorfismo ¢ : Ay — As é o conjunto
ker(¢) :={a € Ay : ¢(a) =0}

e a imagem do homomorfismo ¢ : Ay — A, é o conjunto
Im(p) :={be Ay : b= p(a) para algum a € A, }.

Facilmente podemos ver que o niicleo de ¢ é um ideal de A; e a imagem de ¢ é uma

subalgebra de A,.

Um homomorfismo é chamado de isomorfismo se é bijetor. Um homomorfismo de
algebras ¢ : A — A é chamado endomorfismo da dlgebra A. Quando um endomorfismo

de algebras é bijetor o chamamos de automorfismo.

O préximo teorema é um resultado cldssico sobre isomorfismo de dlgebras.

Teorema 1.4. (Teorema do Isomorfismo para Algebms) Sejam Ai e Ay dlgebras sobre

um anel comutativo com unidade R e seja ¢ : Ay — Ay um homomorfismo. Entao

ker(¢)
¢ isomorfo a Im(p).

Para finalizar essa secao apresentaremos algumas defini¢oes e notacgoes a respeito das

algebras de Lie.

Definigao 1.5. Uma algebra de Lie sobre um corpo F' é uma dlgebra nao associativa A
sobre F' com a operagao de multiplicacdo = : A x A — A, chamada de produto de Lie

que, para todos a,b,c € A satisfaz,

1. a%xa =0 (anticomutatividade);

2. (axb)xc+ (bxc)xa+ (cxa)xb=0 (identidade de Jacobi).
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Em uma algebra de Lie A, pela anticomutatividade do produto de Lie, dados a,b € A

temos,
O=(a+b)*x(a+b) = axat+axb+brxa+bxb
= axb+bxa.
Sendo assim, a x b = —b* a para todo a,b € A.

Um subespaco C' de uma algebra de Lie A é uma subdlgebra (de Lie) de A se C' é

fechado em relacao ao produto de Lie de A.

Definicao 1.6. Sejam A, e Ay dlgebras de Lie sobre um corpo F' munidas com os pro-
dutos de Lie x e o, respectivamente. Uma transformacgao linear ¢ @ Ay — Ay é um

homomorfismo de dlgebras de Lie se satisfaz a propriedade
olay *x az) = p(ar) © p(as) para todos ay,as € Aj.

Dada uma algebra associativa A sobre um corpo F, denotaremos por A(™) a &lgebra
de Lie, sobre o mesmo conjunto subjacente A, com a mesma soma, com o mesmo produto
por escalar de A e com o produto de Lie sendo a; * as = [a1, as] = ajas — asay para todos
ai,as € A, ao qual chamamos de colchete de Lie. Definimos também o colchete de Lie de

comprimento n, com n > 1, indutivamente por
[$1, 1’2] = T1x2 — T2d;

T1ye oy X1, Tn| = [[T1, ..., Tp_1], x,] com n > 2.

1.2 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Nesta secao apresentaremos o conceito de conjunto parcialmente ordenado juntamente
com algumas definicoes bésicas e exemplos. Abordaremos também funcoes entre conjun-
tos parcialmente ordenados, enfatizando as fungoes que preservam e invertem a ordem

apresentando alguns resultados e propriedades.

Definicao 1.7. Um conjunto P com uma relagao bindria < é um conjunto parcialmente
ordenado (que chamaremos abreviadamente de poset) se < € reflexiva, transitiva e antis-

simétrica. Denotamos tal conjunto por (P, <).
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Os elementos de (P, <) sao chamados de pontos do conjunto ordenado. Quando nao
houver possibilidade de confusao a respeito da ordem de P, escreveremos simplesmente
P no lugar de (P, <). Dados p,q € P, usaremos a notagdo ¢ > p para indicar que p < q.
Dizemos que p,q € P sao compardveis se p < q ou q < p. Escrevemos p < ¢ quando p < ¢

e p # q. Denotaremos a cardinalidade de P por |P)|.

Vejamos alguns exemplos de conjuntos parcialmente ordenados.

Exemplo 1.8. Os numeros naturais N, os numeros inteiros Z, os nimeros racionais Q

e 0s numeros reaits R sao posets com a ordem usual.

Exemplo 1.9. O conjunto das partes de um dado conjunto S com a ordem dada pela

inclusao, ou seja, A < C se A C C, é um poset.

Exemplo 1.10. O conjunto dos numeros naturais com a ordem, a < b se a divide b é

um poset.

Exemplo 1.11. Dado um inteiro positivo n, o conjunto N™ com a ordem lexicogrdfica é

um poset.

Definicao 1.12. Um elemento p de um poset P é um elemento maximal se sempre que
p < q, comq € P, entao p = q. Se P possui um elemento p tal que ¢ < p para todo

q € P, entdo p € o elemento maximo de P.

De maneira analoga podemos definir elemento minimal e elemento minimo de um

poset P.

A partir do poset P podemos construir um outro poset que denotamos por (P <),
com a ordem parcial p < ¢ se, e somente se, ¢ < p. Tal poset é chamado de conjunto

parciamente ordenado dual de (P, <).

Dados os conjuntos parcialmente ordenados (P, <p) e (@, <), dizemos que () ¢ um
subcongunto parcialmente ordenado de P se () C P e para q1,q2 € @, a relacao q¢1 <¢g ¢
vale se, e somente se, ¢ <p ¢». Em particular, se P é um poset e () C P, o conjunto
(@ pode ser considerado um subconjunto parcialmente ordenado de P com a relacao de

ordem induzida de P.

Definicao 1.13. Um subconjunto C de um poset € uma cadeia se, para quaisquer p,q € C,

oup < qouq<p. Um subconjunto D de um poset é uma anticadeia se qualquer par de
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elementos distintos de D é formado por elementos nao comparaveis entre si. Uma cadeia

C possui comprimento n se C possui n elementos.

Definigao 1.14. Seja P um poset. O ponto p € P € coberto por q € P (e q cobre p) se
p < q e, para todor € P, p <r < q implica em r € {p,q}. Nesse caso escrevemos p < q
e também podemos dizer que q € cobertura de p. Elementos p e q que satisfazem p < q

ou q < p sao chamados adjacentes .

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.15. No conjunto das partes de {1,2,3,4,5,6} com a ordem dada pela in-

clusao, o conjunto {1,3} € coberto por {1,3,5} mas nao é coberto por {1,2,3,4}.

Exemplo 1.16. O fato de um elemento cobrir outro elemento, depende do poset onde
eles estao inseridos. O numero 2 nao cobre O em Z com a ordem usual, mas cobre zero

no conjunto dos numeros pares com a ordem usual.

Exemplo 1.17. Num conjunto ordenado infinito, os elementos podem, ou nao, ter co-
berturas. Considerando R e Q, ambos com a ordem usual, quaisquer dois elementos nao

sao cobertura um do outro.

Podemos representar um poset usando o seu diagrama de Hasse. Tal diagrama é
formado por pontos, chamados de vértices, que representam os elementos do poset e por
linhas, chamadas de arestas, que determinam as relacoes entre os elementos. A linha é
desenhada de p até g se ¢ cobre p onde o ponto que representa p é desenhado abaixo do
ponto que representa ¢q. O diagrama de Hasse é uma ferramenta ttil para determinar

certas estruturas sobre os posets.

A seguir mostraremos alguns exemplos de diagramas de Hasse.

Exemplo 1.18. A cadeia C = {p1,ps, p3} com p1 < py < ps3 pode ser representada pelo

diagrama de Hasse
p3
P2

Y4



1.2 Conjuntos Parcialmente Ordenados 18

Exemplo 1.19. O poset P = {p1,p2,p3,ps} com as relagoes p1 < pa, p1 < pa, p3 < pa €

p3 < p4 pode ser representado pelo diagrama de Hasse

D2 y2!

b1 D3

Exemplo 1.20. O poset QQ = {p1, 2,3, P1,Ps} com as relagoes p1 < pa, p1 < p3 < pg <

D5 € Py < ps pode ser representado p%lo diagrama de Hasse
5

P4
D2
D3

P

Desenhar um diagrama de Hasse pode nao ser tao simples. O mesmo conjunto orde-

nado pode ser desenhado de diferentes formas de acordo com preferéncias ou necessidades.

Definicao 1.21. Dados p,q pertencentes a um poset P, o intervalo ou o segmento de p
a q € o conjunto {r € P :p <r < q} e é denotado por [p,q]. Um poset P é chamado
localmente finito se todo intervalo de P € finito. Denotaremos o numero de elementos do

intervalo [p, q] por |[p, q]|-

Um intervalo [p, ¢] contido num poset P possui comprimento n se existe uma cadeia
de comprimento n em [p, q] e qualquer outra cadeia em [p, ¢] possui comprimento menor

ou igual a n.

Dizemos que um poset P é limitado se existe um inteiro positivo n tal que cada
intervalo [p, q] de P possui comprimento no méximo n. Se tal n ndo existe, dizemos que

P nao € limitado.

Definicao 1.22. O poset P ¢ conexo se, para todos p,q em P, existem elementos

P =Do,P1,D2;---,Pn = q em P tais que p; < piy1 ou p; = pip1 para i =0,1,...,n— 1.
A definicao acima é equivalente a dizer que o diagrama de Hasse de P é conexo, ou

seja, dados p, q € P, existe um caminho no diagrama ligando estes pontos.

Podemos definir uma relacao de equivaléncia em um poset P da seguinte forma, p

esta relacionado com ¢ se existem elementos p = pg,p1,p2,...,Pn = ¢ em P tais que
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pi < pir1oup; > pier parad =0,1,...,n— 1. As classes de equivaléncia dessa relacao
sao chamadas componentes conexas de P. Desse modo, o poset P pode ser escrito como

uma uniao disjunta de suas componentes conexas.

Dadas as defini¢oes e exemplos relacionados aos posets, seguiremos agora com as

funcgoes entre eles. Comecaremos com as funcoes que preservam a ordem.

Definicao 1.23. Consideremos (P, <p) e (Q,<g) dois posets. Dizemos que a fung¢do

v : P — Q ¢ uma funcao que preserva a ordem se, para todos py,ps € P, temos que
p1 <p p2 implica em p(p1) <q ¢(p2).

Para simplificar as notagoes, se nao houver risco de confusao, dados dois posets dis-
tintos P e (), usaremos o mesmo simbolo < para denotar tanto a ordem de P quanto a

ordem de (). Prosseguimos com alguns exemplos.

Exemplo 1.24. A fun¢io ¢ : N — N definida por ¢(x) = bz preserva a ordem se no

dominio e contradominio de ¢ forem considerados a ordem usual.

Exemplo 1.25. Sejam S um conjunto qualquer e P(S) o conjunto das partes de S or-
denado por inclusdo. A funcao T : P(S) — P(S)? definida por T(X) = S\X para todo

X € P(S) é uma fungao que preserva a ordem de P(S) no seu dual.

Exemplo 1.26. A func¢io ¢ : N — N definida por ¥)(x) = x + 1 nao preserva a ordem se
o dominio e o contradominio de 1) tiverem a ordem do Fxemplo 1.10. De fato, 3 divide 6

porém 4 nao divide 7.

A seguinte proposicao pode ser facilmente verificada.

Proposicao 1.27. Sejam P,Q), R posetsep : P — Q e : Q — R funcoes que preservam

a ordem. Entdo a funcao o p: P — R também preserva a ordem.

Definig¢ao 1.28. Sejam P e Q posets. A funcao ¢ : P — @ é um isomorfismo (de posets)
se preserva a ordem e possui inversa que também preserva a ordem. Os posets P e ) sao

chamados isomorfos se existe um isomorfismo ¢ : P — Q).

Consideremos os posets P, () e R. Para que uma funcao ¢ : P — () seja um iso-
morfismo é necessario e suficiente que ¢ seja bijetora e, para todos py,ps € P, tenhamos

p1 < po se, e somente se, p(p1) < p(pa2). Se ¢ : P — Q e ¢ : Q — R sdo isomorfismos,
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entao ¥ o ¢ : P — R também ¢é um isomorfismo. A funcao ¢ : P — P é chamada
automorfismo (de poset) se ¢ é um isomorfismo.

Como assunto final desta secao, trataremos agora das fungoes entre posets que invertem

a ordem.

Definicao 1.29. Consideremos (P, <p) e (Q,<g) dois posets. Dizemos que ¢ : P — Q

¢ uma funcao que inverte a ordem se, para todos p1,ps € P, temos que
p1 <p po implica em ¢(p2) <q ¢(p1).

Para visualizar essa definicao, temos os seguintes dois exemplos.

Exemplo 1.30. Consideremos P um poset e PP o seu dual. A fungao I : P — P°P dada

por I(p) = p é uma fun¢ao que inverte a ordem.

Exemplo 1.31. Sejam (P, <p) e (Q,<g) posets e consideremos q € Q. A fungdo
¢ : P — Q dada por ¢(p) = q para todo p € P, isto €, a fungdo constante, inverte a
ordem. De fato, para p1 <p ps em P, temos ¢(p2) = q <g q¢ = ¢(p1).

Definicao 1.32. Sejam P um poset e ¢ : P — P uma funcdo que inverte a ordem.
Dizemos que ¢ € um antiautomorfismo do poset P se ¢ € bijetora e sua inversa também

moverte a ordem.

Definicao 1.33. Sejam P um poset e ¢ : P — P um antiautomorfismo. Dizemos que ¢

¢ uma involugao sobre P se ¢ possui ordem 2, isto €, se ¢(p(p)) = p para todo p € P.

A seguinte definicao une os conceitos de automorfismos e involugoes sobre posets.

Definicao 1.34. Dizemos que as involugcoes A\ e Ay sobre P sao equivalentes se existe

um automorfismo « de P tal que A\ o = v o Ag.

Considerando P um poset e ¢ : P — P uma funcao que preserva a ordem (que inverte
a ordem), um elemento p € P é chamado de ponto fizo de ¢ se ¢(p) = p. Se  nao
possui pontos fixos, dizemos que ¢ é livre de pontos fizos . Dizemos que o poset P tem a
propriedade do ponto fixo se, para toda funcao ¢ : P — P que preserva a ordem, ¢ possui

um ponto fixo.

Para qualquer poset P e qualquer fungao ¢ : P — P que preserva a ordem (inverte a

ordem), o conjunto dos pontos fixos de ¢ é denotado por

Fiz(p) ={p € P:¢(p) = p}.
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1.3 Algebra de Incidéncia

Nesta secao introduziremos o conceito de algebra de incidéncia com alguns resultados e ca-
racterizaremos o centro e o radical de Jacobson de uma algebra de incidéncia. Comegaremos

pela defini¢ao de algebra de incidéncia.

Definigao 1.35. A dlgebra de incidéncia I(P, R) de um poset localmente finito P sobre

o anel comutativo com unidade R € dada por

I(P,R)={f:PxP—R : f(pq) =0sep£q}

com as operagoes

(f+9)pa) = flp,a)+9p q);
(f-9)pa) = D flp.r)glrg)

p<r<gq

(af)(p.q) = af(p,q)
onde f,g € I(P,R), a € R ep,q,r € P.

Observemos que a multiplicagdo em (P, R) estd bem definida, pois P é localmente
finito, ou seja, dados p,q € P, temos que [p, q] possui uma quantidade finito de elementos

e, desse modo, a soma Z f(p,r)g(r, q) possui um numero finito de termos.
P<r<gq
Vamos definir agora algumas fungoes importantes em (P, R). Se () é um subconjunto

de P, entao a funcao dg € I(P, R) é definida por,

1 se p=qgep,qeQ
do(p,q) =

0 caso contrario

para todos p,q € P e é chamada funcdo caracteristica de (). Se () = P, escrevemos

dp = 6. Definimos também e,, € I(P, R) por

1 se s=pet=q
ep(l(87 t) =
0 caso contrario

para todos p, ¢, s,t € P. Quando p = ¢ escrevemos e,, = e,.

Dada f € I(P, R), notemos que,

(f-O)pa)= Y flp.r) =f.a) e (- NHpg) =D pr) = f(p.9),

p<r<q p<r<q
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isto é, 0 é a identidade da &lgebra de incidéncia I(P, R).

Quando consideramos a &lgebra de incidéncia I(P, F') onde F' é um corpo é P é fi-
nito, o conjunto {e,, : p < ¢ em P} forma uma base para o F-espago vetorial I(P, F).
Chamamos tal base de base canonica de I(P, F).

Um elemento de uma &algebra associativa A que possui inversos a esquerda e a direita
é invertivel. Tal fato serd usado no teorema a seguir, o qual caracteriza os elementos
invertiveis da élgebra de incidéncia I(P, R) de forma semelhante ao que ocorre com as
matrizes triangulares superiores com entradas em R, onde uma matriz triangular superior

¢ invertivel se, e somente se, os elementos de sua diagonal principal sao invertiveis.

Teorema 1.36. Sejam P um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

Para f € I(P, R), sao equivalentes:

(i) f possui inversa a direita;
(ii) f possui inversa a esquerda;

(ii1) f(p,p) € invertivel em R para cada p € P.

Demonstragao. Mostraremos a equivaléncia de (i) e (iii). A equivaléncia de (i) e (iii)
segue de maneira andloga. Teremos entdao que (i) implica (i) e (ii), ou seja, f serd
invertivel em I(P, R) e o teorema estara provado.

Suponhamos que g seja a inversa a direita de f, entao para cada p € P temos
(f-9)p.p) = f(p;p)g(p;p) = 6(p,p) = 1,

assim f(p,p) é invertivel em R e (i) implica ().

Suponhamos agora que f(p,p) é invertivel em R para cada p € P. Definimos g,
a inversa a direita de f, indutivamente sobre o comprimento dos invervalos de P. Se
I[p,ql| = 0, entdo p £ q e definimos g(p,q) = 0. Se |[p,q]| = 1, entdo p = ¢ e definimos
g(p,p) = (f(p,p))~'. Seja m > 1 inteiro e suponhamos que para cada intervalo com

comprimento menor que n a fun¢do g esteja definida sobre este intervalo. Seja [p, ¢] um
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intervalo de comprimento n. Queremos que aconteca o seguinte:

0 = (f-9)pq
= > flp.r)glr.q)

p<r<q

= fo.p)9a)+ > fp.r)glrq).

p<r<g

Como f(p,p) é invertivel e g(r, q) esta definido, definindo

9(p,q) = [— > fpr)glr, Q)] (f(p,p))",

p<r<g

temos f-g =4 e (i) implica (7). O

Podemos relacionar a dlgebra de incidéncia I(P, R) com as dlgebras de matrizes. Para
tanto, vamos fixar algumas notacoes. Considerando R um anel comutativo com unidade,
denotaremos por M, (R) o conjunto das matrizes de ordem n X n com entradas em R.
Usaremos a notacao UT,,(R) para denotar o conjunto das matrizes triangulares superiores
de ordem n X m com entradas em R. Tais conjuntos de matrizes possuem uma estrutura
de R-algebra com a soma de matrizes, multiplicacao de matrizes e a multiplicacao de uma

matriz por um escalar usuais.

Consideremos agora um poset P. Podemos associar a P um conjunto de matrizes
de ordem igual a |P|, que serd denotado por M|p|(R), da seguinte forma: indexemos P
em um conjunto J e indexemos as entradas das matrizes em M|p|(R) na forma a;, com
(4,k) € J x J. Se |P| < oo, temos que M|p|(R) = M,(R) para algum n € N. No caso em
que P ¢é infinito, o conjunto Mp|(R) possui somente uma estrutura de R-médulo. Para
que um submddulo de M p|(R) seja também uma R-dlgebra, devemos ter que as somas
envolvidas na multiplicagao das matrizes nesse submédulo tenham somente um nimero

finito de termos.

A multiplicacao de elementos em uma algebra de incidéncia e a multiplicagao de matri-
zes estao proximamente relacionadas. Usando este fato, a proxima proposicao mostra que

a élgebra de incidéncia I(P, R) pode ser vista como uma R-algebra contida em M) p|(R).

Proposicao 1.37. Sejam P um poset localmente finito e R um anel comutativo com

unidade. Entdo I(P, R) € isomorfa a uma R-dlgebra contida em M p|(R).
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Demonstragao. Escrevamos P na forma P = {p; : j € J} onde J é um conjunto
de indices. As entradas das matrizes em Mp|(R) estao indexadas em J x J. Seja
U : I(P,R) — Mp|(R) a funcao dada por V(f)(j1,72) = f(pj,,pj,), onde f € I(P,R),
J1,J2 € J, pj1.pjy € P e ¥(f)(j1,J2) denota a entrada na posigao (ji,j2) da matriz
U(f). Se P é finito, facilmente podemos ver que ¥ é um isomorfismo de R-algebras, de
I(P, R) sobre sua imagem por V. Para o caso em que P ¢é infinito, devemos observar que
U(I(P,R)) é uma &lgebra contida em M p|(R). Para isso, basta verificar que a multi-
plicacao dos elementos W(f),¥(g) € Mp|(R), com f,g € I(P, R), estd bem definida. De

fato,

TNV d2) = Y. fei0)9(a )

Pj1 <q<pj,
e, como [p;,, p;,| é finito para todos p;,, p;, € P, 0 somatorio acima possui um nimero finito
de termos. Logo a multiplicagdo em V(I (P, R)) estd bem definida. Desse modo, o iso-
morfismo segue como no caso finito. Portanto (P, R) é isomorfo a R-algebra V(I(P, R))

contida em M)|p|(R). Isso prova a proposicao. ]

Dentro desse contexto, se P ¢é finito, podemos indexé-lo na forma P = {p;,...,p,}
de modo que p; < p; implique em ¢ < j. Este fato pode ser observado usando indugao
sobre a cardinalidade de P. Se |P| = 1 a afirmac@o é ébvia. Dado n > 1, suponhamos
que todo poset tendo menos do que n elementos possa ser indexado como na afirmacao
e seja P um poset com n elementos. Como P ¢ finito, P possui elementos maximais.
Seja ¢ um elemento maximal de P. Chamaremos ¢ de p,. O subconjunto parcialmente
ordenado P\{p,} possui menos de n elementos e assim pode ser indexado como acima.

Claramente, indexando P dessa forma, segue que a afirmagao é verdadeira.

Usando a Proposicao 1.37 e a observagao acima temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.38. Seja P um poset finito. Entdao existe um isomorfismo de R-dlgebras

U entre I(P, R) e uma subdlgebra contida em UT,(R) onde n = |P)|.

A proposigao acima nos mostra que, dado um poset finito P com |P| = n, a algebra
de incidéncia (P, R) pode ser mergulhada na algebra UT,,(R).
Dados dois elementos de I(P, R), podemos definir um produto diferente entre eles.

Consideremos f,g € I(P, R). Definimos o produto de Hadamard de f e g, denotado por
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f * g, como sendo
(f*9)(p,q) = f(p.9)g(p,q) para todos p,q € P.

Este produto serd importante na secao 1.5, onde faremos um estudo sobre automor-

firmos e involugoes de (P, R).

Vamos, a partir de agora, determinar o centro da &lgebra de incidéncia I(P, R). A

seguinte definigdo nos auxiliard na caracterizacao do centro de I(P, R).

Definigao 1.39. Uma func¢do f € I1(P, R) é chamada diagonal se f(p,q) = 0 sempre que

p # q. Dizemos que uma func¢ao diagonal é constante sobre um conjunto ) C P se para

todos p,q € Q temos f(p,p) = f(q,q).

Para calcular o centro de I(P, R), observemos que, se |P| =1, segue que I(P,R) = R

e Cen(I(P,R)) = I(P, R). Desse modo, no préximo teorema vamos assumir que |P| > 1.

Teorema 1.40. Sejam P = U P; um poset escrito como a unido disjunta de suas com-
jeJ

ponentes conexas e R um anel comutativo com unidade. O subanel Cen(I(P,R)) € o

conjunto de todas as funcoes diagonais que sao constantes sobre cada componente conexa

de P.

Demonstragao. Consideremos f, g € I(P, R) onde f é uma funcao diagonal constante em
cada componente conexa de P. Se p,q € P com p < ¢, entdo p e ¢ estao na mesma

componente conexa de P e f(p,p) = f(q,q). Assim,

(f-9)p,q) = f(p,p)g(p,q) e (9- f)(p,q) = 9(p,q) f(q,q).

Portanto, f € Cen(I(P, R)).

Para mostrarmos que cada elemento do Cen(I(P,R)) é uma fun¢ao diagonal cons-
tante em cada componente conexa de P, podemos assumir que P nao é uma anticadeia.

Consideremos h € Cen(I(P, R)) e sejam p,q € P com p < q. Como
h(p7 q) = (ep ) h)(p, Q) = (h ’ ep)(p7 Q) =0,

vemos que h é uma fungao diagonal. Suponhamos que p, ¢ sejam elementos distintos em

uma mesma componente conexa de P. Entao existe uma sequéncia

P=Do,P1y---,Pn =4¢
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tal que, para i = 1,2,...n, p;_1 e p; sdo comparaveis. Devemos mostrar que h(p,p) =
h(q,q). Usaremos indugao sobre n. Se n = 1, trocando os papéis de p e ¢ se necessario,

assumimos que p < q. Entao,
h(p,p) = (h - epg) (P, q) = (epq - h)(p, @) = h(q, ).

Prosseguindo com a indugao, suponhamos que n > 2 e que o resultado valha para
valores menores que n. Pela hipdtese de indugao, sabemos que h(p,p) = h(pp_1,Pn_1)
e pelo caso n = 1, h(pp_1,Pn-1) = h(q,q). Entdo h(p,p) = h(q,q) e o teorema esta
provado. O

Como consequéncia imediata desse resultado temos os seguintes corolérios.

Corolario 1.41. Sejam R um anel comutativo com unidade ¢ P = UP] um poset
jeJ
localmente finito escrito como a uniao disjunta de suas componentes coneras. FEntdo

Cen(I(P,R)) = || R.

jed
Corolario 1.42. Sejam P um poset localmente finito conexo e R um anel comutativo

com unidade. Entio Cen(I(P,R)) ={ré:r € R} = R.

Dados um anel comutativo com unidade R e uma R-algebra A, denotaremos o radical
de Jacobson de A por J(A). A seguir determinaremos o radical de Jacobson de I(P, R) a
partir de J(R).

Teorema 1.43. Sejam P um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.
O radical de Jacobson de I(P,R) € o conjunto de todas as fungoes f € I(P, R) tais que
f(p,p) € J(R) para todo p € P.

Demonstracao. A fungao f € I(P, R) esta no radical de Jacobson de I(P, R) se, e somente
se, d — f - g é invertivel para todo g € I(P, R). Isso vale se, e somente se, 1 — f(p, p)g(p, p)
é invertivel em R para todo p € P e todo g € I(P, R) conforme o Teorema 1.36. Este
ultimo fato ocorre se, e somente se, f(p,p) € J(R) para todo p € P. Assim segue o

teorema. OJ

Corolario 1.44. Sejam P um poset localmente finito e R um anel comutativo com uni-

. I(P,R) . R
. Entao ————— —.
dade. Entdo TP, R) ¢ isomorfo aplelJ(R)
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Demonstra¢ao. Consideremos a funcao

I(P,R) R
arr — Uim

peP

f+JU(PR) — (f(2,p))per

o :

onde f(p,p) é a classe de f(p,p) em %
I(P,R)

Sejam f + J(I(P,R)),g + JU(P,R)) € Japw) ¢ € R Se f+ J(I(P,R)) =
g+ J(I(P,R)), teremos f—g € J(I(P, R)). Pelo Teyorema 1.43 seguira que (f —g)(p,p) €

J(R) para todo p € P, isto é, f(p,p) = g(p,p) para todo p € P. Assim (f(p,p))pep =

(9(p,p))pep- Logo, a funcdo ¢ estda bem definida. A funcao ¢ é um homomorfismo. De

fato,
o((f +JU(PR)))+ (g+JU(PR)))) = o((f+g)+J(PR))
= ((f+9)(p,p))pepr
= ((f(p,p) + 9(p;P))pepr

= ((f(».0)pepr + (9(p,P))pep
= o(f+J(I(P,R)))+o(g+ JU(P R))),

o((f + JU(P, R))(g+ JU(P,R))) = ¢((f-g)+ J(P,R))
= ((f-

= (f(p;2)g(p,P))per

9) (0, p))pep

= (f(p.0)per(9(p,p))pep
= o(f +JU(P,R)))¢(g + J(I(P,R)))

o(r(f+JI(P,R)))) = o((rf)+J(PR))
= ((rf)(®:p))pepr

= (rf(p, P))peP

= r(f(p,p))pep

= ro(f + J(I(P, R))).
Dado (7)pep € H %, tomando f € I(P,R) de modo que f(p,p) = rp, tere-
peEP

mos ¢(f + J(I(P,R))) = (75)pep. Desse modo a funcdo ¢ é sobrejetora. Se tivermos
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(f(p,p))per = (9(p,p))pep, entdo teremos f(p,p) = g(p,p) para todo p € P, ou ainda,
(f —9)(p,p) € J(R) para todo p € P. Do Teorema 1.43 seguird que f — g € J(I(P, R)),

isto 6, f+ J(I(P,R)) = g+ J(I(P,R)). Logo, a fun¢ao ¢ ¢ injetora. Portanto ¢ ¢ um

isomorfismo. O

Se I é um ideal a direita de I(P, R) que contém J(I(P,R)), a comutatividade de

R
H R ) juntamente com o coroldrio anterior nos mostra que I é um ideal bilateral. Em
peP

particular, temos o seguinte corolério.
Corolario 1.45. Sejam P um poset localmente finito e R um anel comutativo com uni-
dade. Entao o conjunto dos ideais maximais de [(P, R) e o conjunto dos ideais a direita

mazimais de I(P, R) coincidem.

1.4 O Problema do Isomorfismo

Esta secao sera dedicada a mostrar o teorema do isomorfismo para algebras de incidéencia
sobre um corpo F, isto é, dados P, @ posets localmente finitos, se I(P, F) é isomorfo a
I(Q, F) entao P é isomorfo a ). Para mostrar este resultado, precisaremos dar algumas

defini¢coes e mostrar alguns lemas.

Definicao 1.46. Seja R um anel. Dizemos que um elemento nao nulo e € R € um
idempotente se e? = e. Dizemos também que dois elementos idempotentes e, f € R
sao ortogonais se e - f = f-e = 0. Se um idempotente e de R nao pode ser escrito
como e = e +¢€”, onde € e €’ sao idempotentes ortogonais de R, dizemos que e € um

idempotente primitivo de R.

Lema 1.47. Sejam R um anel e I um ideal de R tal que ﬂ I" ={0}. Suponhamos que
n=1
e, e, f, " sejam idempotentes em R tais que e — €' e f — f' sejam elementos de I. Entao

eRf = {0} se, e somente se ¢ Rf' = {0}.

Demonstra¢ao. Mostraremos que eRf = {0} implica em ¢’Rf" = {0}. A reciproca segue
por um argumento simétrico. Seja a € R e facamos b=¢' —ecec= f' — f. E suficiente

mostrarmos que, para cada n > 0 inteiro, o elemento €’af’ € I". Usaremos inducao sobre
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n. Como

cdaf' = (e+b)a(f+c)=(ea+ba)(f+c)
= eaf + baf + eac + bac

= 0+ baf + eac+ bac,

segue que €'af’ € I, pois b,c € I. Assumamos que ¢'af’ = d € I". Como € e f’ sao

idempotentes, temos

daf' = (@Valf) = (af)S
= df = (e+ b)d(f + ) = (ed + bd)(f + )
= edf + bdf + edc + bdc

= 0+ bdf + edc + bdc € I,

Segue entao o resultado. O]

Lema 1.48. Sejam P wum poset localmente finito e F um corpo. O conjunto
E = {e, : p € P} é um conjunto mazximal de idempotentes primitivos dois a dois or-

togonais de I(P,F). Mais ainda, o conjunto E = {e, + J(I(P,F))} é um conjunto
I(P, F)

mazimal de idempotentes primitivos dois a dois ortogonais de ———=—.
Y P I J(I(P,F))

Demonstragao. Para todo p € P, temos e, # 0. Facilmente podemos ver que ef, =ep €

que, para ¢ # p em P, e, e, = 0. Assim E ¢ um conjunto formado por idempotentes
dois a dois ortogonais. Notemos que o elemento e, ¢ um idempotente primitivo para todo

p € P.

Suponhamos que exista um conjunto £’ com F C E’ onde os elementos de £’ possuem
as mesmas propriedades dos elementos de E. Desse modo, existe f # 0 em E’ tal que
f ¢ E. Paratodo p € P temos que f-e, =¢,- f =0, ou seja, f ¢ ortogonal aos elementos
de E. Com isso, para p < q em P, segue que 0 = (e, - f)(p,q) = f(p,q), ou seja, f é
identicamente nula, um absurdo. Logo E é maximal.

Notemos que e, ¢ J(I(P, F)), o que implica que F nao possui elemento nulo. O fato

de E ser um conjunto de elementos idempotentes primitivos implica que E também o é.

Suponhamos que exista um conjunto £’ O E onde os elementos de E’ possuem as

mesmas propriedades dos elementos de E. Consideremos f+J(I(P, F)) € E’ nao nulo tal
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que f+J(I(P,F)) ¢ E. Paratodo p € P, temos que (f-e,)+J(I(P,F)) = 0+J(I(P,F)).
Assim, (f - e,) € JUI(P,F)) ¢ (f - ¢,)(p.p) € J(F) = {0}, ou seja, f(p,p) = 0 para todo
p € P. Logo f € J(I(P,F)), que implica em f+ J(I(P,F)) =0+ J(I(P,F)), o que é

um absurdo. Portanto E é maximal. O

Lema 1.49. Sejam P um poset localmente finito e F' um corpo. Entao

[e.o]

((JU(P.F))" = {0}.

n=1
Demonstracao. Usaremos inducao sobre n para mostrar primeiramente que, se

f=fi-far--fo com cada f; € J(I(P,F)), entdo f(p,q) = 0 sempre que |[p,q]| < n

com p,q € P.
Para n = 1 temos dois casos a serem analisados. Se |[p,q]| = 0, segue que p £
q e consequentemente f(p,q) = 0. Agora, se |[p,q]| = 1 temos que p = ¢ e, como

f=fi € JU(P,F)), segue que f(p,q) = 0.
Consideremos agora n > 1 e que o resultado seja verdadeiro para todo inteiro positivo
menor ou igual a n. Sejam f = fi--- f, - foi1 € p,q € P tais que |[p,¢]| < n+ 1. Assim,

f0) = > (i fu)0r) fara(r.q)

p<r<gq

= > (fr L)) faa () + (o fa) (0, @) Fria (4,0)-

p<r<gq

Como f,.1 € J(I(P, F)), segue que f,11(q,q) = 0 e, assim

Fo.0) =D (i F) . 1) fasa(r, ).

p<r<gq

Observemos que o nimero de elementos do conjunto {r € P : p < r < ¢} é menor

ou igual a n e, sendo assim, pela hipétese de indugao (fi--- fn)(p,r) = 0 para todo

p <7 <gq. Logo f(p,q) = 0.

Seja [ € m(J(I(P, R)))". Dados p,q € P, sendo P localmente finito, temos que

n=1

I[p, ]| < k para algum inteiro nao negativo k. Em particular f € (J(I(P, F)))* e, desse
modo, existem fi, ..., fi € J(I(P,F)) comi=1,...,m, para algum inteiro nao negativo

m, tais que f = Z fi--- fi. Pelo que provamos anteriormente segue que f(p,q) =0. [
i=1

Lema 1.50. Sejam P um poset localmente finito, F' um corpo e p1,p2 € P. Entao p; < po
se, e somente se, e, I(P, F)e,, # {0}.
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Demonstragao. Se p; < pa, tomando a fungao ey, ,, segue que €,, - €p,p, - €p, = €pip, 7 0 €
portanto e,, I (P, F)e,, # {0}.

Reciprocamente, consideremos agora e, - I (P, F') -e,, # {0}. Entao existe g € I(P, F)
tal que (ep, - g - €p,)(p,q) # 0 para algum par p,q com p < ¢ em P. Mas, notemos que
para todo f € I(P, F') temos

f(p1,p2) sep=pieq=p:

€P1'f'€p2(p>Q): .
0 caso contrario.

Assim, devemos ter g(p1,p2) # 0 o que implica em p; < ps. ]

Agora, usando os lemas provados nesta secao, podemos enunciar e demonstrar o teo-

rema do isomorfismo de posets ([21, Teorema 7.2.2]), o ultimo resultado desta secao.

Teorema 1.51. Sejam F um corpo, P e @) posets localmente finitos e suponha que as
dlgebras de incidéncia I(P, F) e 1(Q, F') sejam isomorfas como F-dlgebras. Entao P e Q

sao isomorfos como posets.

Demonstragao. Consideremos v um isomorfismo entre I(P,F) e I(Q,F). Se e é um

idempotente nao nulo de I(P, F'), temos que e(p, p) = 1 para algum p € P.
Pelo Lema 1.48, os conjuntos E = {e, : p € P} e E = {e, + J(I(P,F)) : p € P}
sao conjuntos maximais de elementos idempotentes primitivos dois a dois ortogonais

I(P, F)
de I(P,R) ¢ —————
1B TaE )y
E' = {y(e,) :p€ P} e E ={Y(e,) + J(I(Q,F)) : p € P} sao conjuntos de elementos
1(Q,F)

idempotentes primitivos dois a dois ortogonais de 1(Q, F') e ———=—=—, respectivamente.

JU(Q, F))
1(Q, F)

Pelo Corolario 1.44 temos o isomorfismo ¢ : ———~— — F' que leva o idempo-
ey 1l

tente ¥(e,) + J(1(Q, F')) no idempotente (¢ (e,)(r,7))cq para todo p € P. Notemos que,

respectivamente. Como 1) é um isomorfismo, os conjuntos

para p; # pe em P, os elementos (¢(ep, )(7,7))req € (¥(€p,)(r,T))req S0 ortogonais.

Como os idempotentes primitivos dois a dois ortogonais de H F sao da forma f;, =

reQ
(ay)reqg onde a, = 1 e a, = 0 para todo r € Q) e 7 # ¢, segue que para cada p € P, existe

um tnico ¢ = ¢(p) € Q tal que (Y(ep))(q,q) = 1.

Assim sendo, ((e,) —eg)(r,7) = (ep)(r,r) —eq(r,r) = 0ser # qe (Y(ey) —eq)(q,q) =
Y(ep)(q,q) — e4(q,q) = 0, ou seja, (Y(e,) —e,)(r,7) = 0 para todo r € Q). Desse modo,
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para cada p € P existe um tnico g € @ tal que ¢(e,) —e, € J(I(Q, F)). Definimos entao
a funcdo 0 : P — @ por 0(p) = q(p).

Vamos mostrar que # é um isomorfismo de posets. Suponhamos que exista g € () tal
que q # q(p) para todo p € P. Desse modo f, & ¢(E'). Mas, ¢~1(f,) é um idempotente
primitivo e ortogonal a todos os elementos de E’, contrariando a maximalidade de E'.

Assim, 6 é sobrejetora.

Sejam agora pi,ps € P tais que 0(p;) = 0(p2) = ¢. Desse modo, ¢(e,,)(q,q) €
Y(ep,)(q, q) sdo iguais a 1. Assim ((ep, ) — Y(ep,))(r,7) = 0 para todo r € @Q, isto é,
Ylep, —ep,) € J(I(Q, F)). Como v preserva o radical de Jacobson, temos que e,, —e,, €
J(I(P, F)), ou melhor, (e, — e,,)(r,r) =0 para todo r € P. Logo p; = p, e 0 ¢ injetora.

Consideremos agora p; < ps em P. Pelo Lema 1.50, temos que p; < ps se, e somente
se, ey I(P, F)e,, # {0}. Sendo ¢ um isomorfismo, e, I(P, F)e,, # {0} se, e somente se
Y(ep, ) 1(Q, F)(ep,) # {0}. Como 1(ep,) —€apr), ¥(€p,) —€oms) € J(I(Q, F)) e, pelo Lema

e}

1.49, ﬂ(J(I(Q, F)))" =0, usando o Lema 1.47 segue que ¢(ep, ) 1(Q, F)(e,,) # {0} se,
n=1

e somente se, eI (Q, F)egp,) 7# {0}. Pelo Lema 1.50, ey, )I(Q, Fegp,) # {0} se, e

somente se, 0(p1) < 0(p2). Logo, temos p; < py se, e somente se, 0(p;) < 6(ps). Portanto

f é um isomorfismo de posets e o resultado segue. m

1.5 Automorfismos e Involugoes em (P, R)

Nesta segao apresentaremos defini¢oes e resultados sobre automorfismos e involugoes em
I(P,R).

Dada uma R-algebra A, o grupo formado por seus automorfismos com a operacao
de composigao serd denotado por Aut(A). Em particular Aut(I(P, R)) é o grupo dos
automorfismos da R-dlgebra I(P, R) com a operagao de composi¢ao. Se u € I(P,R) é
invertivel, entao u determina um automorfismo v, dado por ¥,(f) = u - f - u~! para
todo f € I(P, R). Tal automorfismo é chamado de automorfismo interno. Notemos que
Yy—1 = (o)t e, se up,up € I(P, R) sdo invertiveis, temos que 4, = ¥y, © ¥y,. Desse

modo, o conjunto
Inn(I(P,R)) = {1y : u é invertivel em I(P, R)}

¢ um subgrupo de Aut(I(P, R)).
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Se o é um automorfismo de P, entdo « induz um automorfismo & de (P, R) dado por
(a(f)(p,q) = f(a ' (p),a™(q)) para todo f € I(P, R) e todo par de elementos p,q € P.
Tal automorfismo é chamado de automorfismo induzido por a. Da definicao de & segue

—
1

que o =a& oB eque a = a-1. Sendo assim, o conjunto
Aut(P) = {& : @ é um automorfismo de P}

¢ um subgrupo de Aut(I(P, R)). Notemos que, de uma forma natural, Aut(P) é isomorfo

ao grupo dos automorfismos de P.

Definigao 1.52. Um elemento o € I(P,R) é chamado multiplicativo se, sempre que

p < r < q sdo elementos de P, temos que o(p, q) € invertivel em R e o(p,q) = o(p,r)o(r,q).

Como consequéncia da definigdo anterior, se ¢ é multiplicativo, entao o(p,p) = 1 para

todo p € P. Em particular, o é invertivel. Se ¢ é multiplicativo, definimos o automorfismo
multiplicativo M, : I(P,R) — I(P, R) por M,(f) = o * f (produto de Hadamard) para
todo f € I(P, R).

Para cada o multiplicativo, definimos ¢ € I(P, R), para p,q € P, por

. (o(p,q))™" se p<gq
a(p,q) =
0 caso contrario.

Notemos que & é multiplicativo e My = (M,)~!. Mais ainda, se ¢ e 7 sao multiplica-

tivos, entao o x 7 é multiplicativo e M,,, = M, o M,. Portanto, denotamos por
Mult(I(P, R)) = {M, : ¢ é multiplicativo}
o conjunto dos automorfismos multiplicativos de I (P, R), que ¢ um subgrupo de Aut(I(P, R)).
A préxima proposicao nos da uma caracterizacao dos automorfismos multiplicativos.

Proposicao 1.53. Sejam P um poset localmente finito, R um anel comutativo com uni-
dade e ¢ € Aut(I(P,R)). Entdao ¢ € Mult(I(P, R)) se, e somente se, 1(e,) = e, para
todop € P.

Demonstragao. Se o é multiplicativo, segue que o(p,p) = 1 para todo p € P. Assim,

1 se s=t=p
(Ms(ep)) (5, 1) = o (s, t)ep(s, t) =

0 caso contrario
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com s,t € P. Logo, (M,(e,)) = e, para todo p € P.

Reciprocamente, suponhamos que 9 seja um automorfismo de I(P, R) tal que ¢(e,) =

ep para todo p € P. Notemos que e,y = €, - €pq - €4 €, assim,
U(epg) = P(ep - epg - €q) = €y - Plepg) - € = T(P, @)epg

para algum r(p,q) € R. Desse modo, observando que para f € I(P,R) e p,q € P temos

ey [ -eq = f(p,q)epq, segue que
D) a) = (ep-(f) - eg) (0, q) = ¥(ep - [ -eq)(p, @) = (P, Depg) (@) = (0, 0) f (P, )
Como 9 é sobrejetora, dados p < ¢, existe g € I(P, R) tal que ¥(g) = e,,. Assim,
L= ep(p,0) = ¥(9)(p, 0) = (v, )9 (p, )
e, portanto, 7(p, ¢) é invertivel. Além disso, quando p < s < ¢, temos ey, = €, - €54 €
r(D, @)epg = Y (epg) = V(eps - €sq) = V(eps) - Y(€sq) = (D, $)T(8, @)eps - €59 = (P, 5)7(5, q)€pq-
Logo o € I(P, R), dada por

7 0 caso contrario

¢ um elemento multiplicativo e ¥ = M,. O]
Alguns automorfismos multiplicativos podem ser descritos mais especificamente. Se-

jam R* o grupo dos elementos invertiveis de R e h uma funcao qualquer de P em R*.

Entao a funcao 7, : P x P — R* dada por

>
c
=

(

se p<gq

>
—~
~

Th(p, q) = I

e}

caso contrario

¢ um elemento multiplicativo de I(P, R). Tal funcao é chamada de funcao fraciondria. Se
hy e hy sao duas fungoes de P em R*, definindo a multiplicagao (hy - ha)(p) = hi(p)ha(p)

para todo p € P, segue que Tp,.p, = Th, * Th, € assim o conjunto
Frac(I(P, R)) = {M,, : 7, ¢ uma fungao fraciondria}

¢ um subgrupo de Mult(I(P, R)). Tais automorfismos multiplicativos sdo chamados au-

tomorfismos fraciondrios.
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Proposicao 1.54. Se P ¢é um poset localmente finito e R é um anel comutativo com
unidade, entao

Frac(I(P,R)) = Mult(I(P,R)) N Inn(I(P, R)).

Demonstragao. Para mostrarmos que Frac(I(P,R)) C Mult(I(P,R)) N Inn(I(P, R)) é

suficiente mostrarmos que Frac(I(P,R)) C Inn(I(P,R)). Seja M, um automorfismo

fracionério de I(P, R) com h e 7, definidos anteriormente. Definamos u € I(P, R) por
h(p) se p=q

u(p, q) =
0  caso contrario.

Assim, u é invertivel e ¥, (f) = u- f - u™! para cada f € I(P, R). Portanto,

(Wu(f))a) = ulp,p)f(p.q)u (g, q)

_ hip)

= M, ()P q)-

Isso nos da a inclusao desejada.

Seja p € Mult(I(P,R)) N Inn(I(P, R)). Entao existe u,7 € I(P, R) com u invertivel

e 7 multiplicativo tais que, para cada f € I(P, R) e cada par p,q € P, temos

(p(Npa) = (u- f-uw)p,q) =7 q)f(p,q)

Em particular, se f = e, entao
u(p,p)u~(q,q) = 7(p, q)-

Seja h : P — R* dada por h(p) = u(p,p), assim 7(p,q) = m,(p,q) e p = M,,. Temos

entao o resultado provado. O

No inicio da se¢ao 1.5 vimos que um automorfismo a de um poset P induz um auto-
morfismo & em (P, F') onde F' é um corpo. Podemos também fazer o caminho inverso,

ou seja, todo automorfismo sobre I(P, F') induz um automorfismo sobre P.

Proposigao 1.55. Seja ¢ um automorfismo sobre I1(P, F). Para cada p € P existe um

unico q, € P tal que ¢(e,) — ey, € J(I(P,F)). Mais ainda, oy : P — P definida por

P

ays(p) = qp € um automorfismo de P.
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Demonstra¢ao. A demonstragao é parte da demonstragao do Teorema 1.51. O]

Consideremos o automorfismo o de P e seu automorfismo induzido & de I(P, F).
Seguindo a demonstracao do Teorema 1.51, temos que para cada p € P, existe um tnico
elemento g, € P tal que &(e,)(qy,qy) = 1, ou seja, e,(a™(gy), @ (gy)) = 1. Desse modo,
devemos ter ¢, = a(p) e, assim, o automorfismo induzido por & em P é o automorfismo
a. Considerando um elemento invertivel u em I(P, F) e o automorfismo interno 1, de
I(P, F'), usando o mesmo raciocinio anterior, temos que para cada p € P, existe um tnico
elemento g, € P tal que 1¥,(e,)(gp, qp) = 1, ou ainda, u(qy, g,)ep(qp, @) (qp,q,) = 1.
Assim, e,(gp,qp) = 1, 0 que implica em g, = p, ou seja, o automorfismo ¢, induz o
automorfismo identidade em P. Usando novamente o Teorema 1.51 e observando o fato
que, para um automorfismo multiplicativo M,, M,(e,) = e, para todo p € P, segue que

M, também induz o automorfismo identidade em P.

O préximo resultado ([21, Teorema 7.3.5]) é uma ferramenta muito importante no
estudo dos automorfismos de I(P, F'), pois ele nos permite decompor um automorfismo

de I(P, F') numa composicao de outros trés automorfismos bem conhecidos.

Teorema 1.56. Sejam P um poset localmente finito e F' um corpo. Se p € Aut(I(P, F)),
entao existem 1, € Inn(I(P,F)), & € Aut(P) e M, € Mult(I(P,F)) tais que
p =, 0 M,od.

Demonstragao. Como vimos no Lema 1.48, {e, : p € P} é um conjunto maximal de
idempotentes primitivos dois a dois ortogonais de I(P, F). Como p € Aut(I(P, F)), o
conjunto {p(e,) : p € P} também é um conjunto maximal de idempotentes dois a dois
ortogonais de I(P, F'). Da Proposigao 1.55 existe um isomorfismo g : P — P tal que
p(ey)(B7(p), 37 (p)) = 1. Para obter o formato da decomposigao de p dada no enunciado,

prosseguiremos na demonstracao fazendo o = 371. Assim, para todo r € P, temos

—

[p(a™)(eq) = e](r;7) = 0.

—

Desse modo, [poa~l(e,) —e,] € J(I(P, F)) para cada g € P.

Definamos agora
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Observemos que o unico somando diferente de zero da equacao acima ocorre quando
q =t, ou seja, u(s,t) = [(po o/f\l)(et)](s,t) e em particular u(s,s) = 1 para cada s € P.
Logo u é invertivel.

Para cada r € P temos

—

u-e,=(poat)(e)- e,

enquanto que

— —

(poat)(e) -u=(poat)(e)-e.

—

Sendo assim, temos que uw - e, = (p o al)(e) - u e consequentemente,
useput = (poaT)(er), ousela, u(e) = (poa~T)(e,). Logo, (¥) ' opoa)(er) = er.
Pela Proposicao 1.53, () topo a—1 é um automorfismo multiplicativo de I(P, F'), isto
é, existe um elemento multiplicativo o € I(P, R) tal que M, = (¢,) ' o p(o/r\l). Portanto

p = 1, o M, o & e segue o resultado. O]

Visto que o automorfismo & de I(P, F') induz o automorfismo o em P e que os au-
tomorfismos interno ¢, e multiplicativo M, induzem o automorfismo identidade em P,

segue que os automorfismos 1, o M, o &, ¥, o & e M, o & induzem o automorfismo o em

P.

Abordaremos a partir de agora as involugoes sobre I(P, R).

Definicao 1.57. Seja A uma dlgebra sobre um anel comutativo com unidade R. Um
antiautomorfismo de A € uma funcao bijetora ¢ : A — A que é um homomorfismo de

R-moadulos e que satisfaz
¢(ab) = ¢(b)¢(a)

para todos a,b € A.

Denotaremos por Aut*(A) o conjunto formado por todos os automorfismos e todos
os antiautomorfismos da dlgebra A. E facil ver que Aut(A) e Aut*(A) sio grupos com a

composicao de fungoes e que Aut(A) é um subgrupo de Aut*(A).

Definicao 1.58. Uma involucao sobre uma R-dlgebra A é um antiautomorfismo de ordem

2.

A seguir temos a definicao de dlgebra oposta. Essa definicao é importante para deter-

minarmos quando I (P, F') possui um antiautomorfismo.
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Definigao 1.59. Dada uma R-dlgebra A, a R-algebra oposta de A, denotada por AP, é
formada pelos elementos de A com a mesma adicdo e mesmo produto por escalar de A

mas com a multiplicacao dada por

a-b=ba
para todos a,b € AP onde ba € o produto de b por a em A.

Antes de mostrarmos uma condi¢ao para que I(P, F) tenha um antiautomorfismo,

mostraremos o seguinte lema ([22, Lema 1]) envolvendo a algebra oposta de I(P, F).

Lema 1.60. Sejam P um poset localmente finito e F' um corpo. Entao
I(P,F)? = [(P* F).

Demonstracio. Seja ¢ : [(P, F)? — I(P°, F) dada por ¢(f) = f onde f(p,q) = f(q,p)-
Aqui f € I(P?,F), p,qg € P ¢ f(q,p) é o valor de f quando considerada como um
elemento de I(P,F) e calculada no par ¢,p. Claramente, ¢ é uma fungao bijetora
F-linear. Vamos mostrar que ¢(f - g) = o(f) - ¢(g). Consideremos p < g em P°.
Temos que ¢(f - g)(p,q) é o elemento f-g € I(P, F)° considerado como um elemento
em [(P, F) e calculado em (q,p). Mas f - g em I(P, F)° coincide com g - f em I(P, F).
Assim,

(9= >, glar)frp).

g<r<p em P

Por outro lado,

o(No9)pg) = Y. fp.r)glrg)

p<r<q em P°P

= > frpglar)

g<r<p em P

= > glan)f(rp).

g<r<p em P

Portanto ¢(f - g) = ¢(f) - ¢(g) e o resultado segue. O

O seguinte teorema (][22, Teorema 1]) nos dd4 uma condigao para que I(P, F') possua

um antiautomorfismo.

Teorema 1.61. Seja P um poset localmente finito e seja F' um corpo. Entao I(P,F)

possui um antiautomorfismo se, e somente se, P € isomorfo a P°.
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Demonstra¢ao. Suponhamos primeiramente que P ¢é isomorfo a P°?. Sendo assim, temos
que I(P,F) = I(P F). Pelo Lema 1.60, I(P,F)® = [(P F) e assim I(P,F) é
isomorfa a I(P, F))°P. Logo I(P, F') possui um antiautomorfismo.

Reciprocamente, suponhamos que (P, F') possui um antiautomorfismo. Sendo assim,
I(P,F) e I(P, F)° sao isomorfas. Novamente pelo Lema 1.60, temos que (P, F')? =
I(P°? F) e assim I(P, F) e I(P°, F) sao isomorfas. Pelo Teorema 1.51 segue que P é

isomorfo a P°?. Portanto, temos o resultado. O

De maneira analoga ao que fizemos para os automorfismos de P, toda involucao A
sobre P induz uma involugao \ sobre I(P, F) definida por S\(f)(p, q) = f(A(q), A(p)) para
todo f € I(P,F) e todos p,q € P. Tal involugao é chamada de involu¢ao induzida por
A. O teorema seguinte nos mostra que de fato \ é uma involugao sobre I(P, F') e que o

teorema anterior também é verdadeiro para involugoes.

Teorema 1.62. Consideremos P um poset localmente finito e ' um corpo. A dlgebra de

incidéncia I(P, F') possui uma involugdo se, e somente se, P possui uma involug¢ao.

Demonstracdgo. Suponhamos que P possua uma involugao . Definamos
p: I(P,F) — I(P,F) por p(f)(p,q) = f(A(g),\(p)) (a involucdo induzida por A em
I(P,F)), para todo f € I(P,F) e todo par p,q € P. E facil ver que p é uma funcio
F-linear bijetora. Sejam f,g € I(P,F) e p < qem P. Entao,
p(f-9)0.0) = (f- 9N, AD) = D FA@),m)g(r, Ap)).
Ma)<r<A(p)

Como A é uma involucao de P, a restrigao de A pode ser considerada como um iso-
morfismo dos intervalos [p, q] e [A\(¢), A(p)] onde esse dltimo intervalo estd em PP = \(P).
Fazendo r = A(t), temos

p(f-a)p.a)= > FA@), A1)g(AL), A(p)).
M@)<A#)<A(p)
Por outro lado,

(p(9) - () .a) = Y plg)(,s)p(f)(s,q)

p<s<q

_ > g(As), A) F(Ag), Als))

M) <A(s)<A(P)

= Y FAM@AB)IAs) AP))-

M@ <A(s)<A(P)
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Logo, p é um antiautomorfismo. Como

P*(.a) = plp(f)(p,q)

segue que p é uma involugao de I(P, F).

Reciprocamente, suponhamos que I(P, F') possua uma involugao p. Pelo Teorema
1.61, P ¢é isomorfo a P°. Mais ainda, podemos visualizar p como um isomorfismo entre
I(P,F) e I(P°,F). Prosseguindo de maneira analoga ao que foi feito no Teorema 1.51,
segue que para cada p € P, existe um unico ¢ = ¢(p) € P tal que p(e,)(q,q) = 1.
Fazendo ¢(p) = q(p), a fungdo ¢ : P — P° ¢é um isomorfismo de posets. Portanto, P

possui uma involugao e o resultado segue. O

De maneira analoga a defini¢ao de involucoes equivalentes no poset P, temos a seguinte

definigao.

Definicao 1.63. Duas involugdes p1 e py sobre I(P,F) sao equivalentes se existe um

automorfismo ® de I(P, F) tal que p; o ® = & o p.

A partir de uma involugao A é possivel definirmos uma outra involugao sobre I(P, F'),
que é diferente de A, se A nao possui pontos fixos. Mas, antes de definirmos esta in-
volugao sobre I (P, F'), vamos decompor o conjunto P usando os seus elementos maximais

e minimais. O seguinte lema pode ser encontrado em [6, Lema 7].

Lema 1.64. Seja A uma involugcao sobre P onde P é um poset finito. Sep € P € um

elemento minimal (mazximal), entao A(p) é mazximal (minimal).

Demonstracao. E suficiente mostrarmos que, se p é minimal, entdo A(p) é maximal. O
outro caso segue do fato que A é bijetora e A = A~!. Suponhamos que \(p) < ¢ para
algum ¢ € P. Entao A(q) < A(A(p)) e assim A(q) < p. Como p é minimal, temos que
A(q) = p, e entdo ¢ = A(p). ]

Podemos encontrar a seguinte proposigao em ([6, Proposicao 8]).
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Proposicao 1.65. Seja A uma involugao sobre P. Entao P pode ser decomposto como

P=PUP,UP;, com P;, i =1,2,3, satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) P, Py e Py sao dois a dois disjuntos;
(ii) Py ={p € P: Ap) =p};
(111) Se p € Py, entao A\(p) € Py;
(iv) Sep<qeq€ P (p€P), entiop € P, (q € P»).

Demonstra¢ao. Denotemos por Min(Q)) e Max(Q) o conjunto dos elementos minimais
e o conjunto dos elementos maximais de um poset finito () qualquer, respectivamente.

Definamos indutivamente a sequéncia P*) de subconjuntos de P tais que
p=p0O 5 pl)5.. .5 p@ =0,

do seguinte modo: facamos P = P e P+ = pP®\ (Min(P®) U Max(P™)). Segue
dessa definicdo que P*®) > PE+) - Agora, como P® ¢ finito, P® £ ) implica em
Min(P®) U Max(P®) # (). Assim, P® = ) para algum inteiro positivo .

Construimos os conjuntos P, P, e P; como segue:

Se p € Min(P®™)\Max(P®) para algum inteiro ndo negativo k, entdo p € Py;

Se p € Max(P®)\ Min(P®) para algum inteiro ndo negativo k, entdo p € Py;

Se p € Min(P®)N Maz(P®) para algum inteiro niao negativo k e p # A(p), entdo
podemos escolher em qual conjunto (P ou P») p pertencerd, e o elemento A(p) pertencera
ao outro. Finalmente, se p € Min(P®) N Max(P®) e p = A(p), entdo p € Ps.

Verificaremos agora que Py, P, e Pj, definidos acima, satisfazem as propriedades de-

sejadas.

A primeira propriedade segue imediatamente das construcoes de Py, P, e P;. Para a
segunda propriedade, devemos provar que, se A(p) = p, entao p é simultaneamente um
elemento maximal e um elemento minimal de P%*). Pelo Lema 1.64, A(P™) = P®)
para todo inteiro nao negativo n, por que quando descartamos p, também descartamos
A(p). Mais ainda, se p é um elemento minimal (maximal) de P®)  entdo A(p) é um
elemento maximal (minimal) de P*). Como A(p) = p, ele ¢ maximal e minimal em P®*)

simultaneamente.
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A terceira propriedade segue do Lema 1.64 e da construcao dos conjuntos P; e P,.

Para a quarta propriedade, sejam p < ¢ com ¢ € P;. Como p € Py, p € M@'n(P(k)),
para algum inteiro ndo negativo k. Portanto, p € P para todo m < k. Como p < q e
q € Min(P™), entdo p ¢ P™ sen > k. Assim, p € Min(P®)N Maz(PY) para algum
| < k. Mas g € PY para este [ e, desse modo, p ndo é maximal em P®. Entao p é
minimal e pertence & P;. Finalmente, se p < g e p € P, entdao A(q) < A(p) e A\(p) € Py.
Portanto, ¢ = A(A\(¢)) € Ps. O

Seja P um poset com uma involuc¢ao A e decomponhamos P = P; U P, U P3 conforme
a proposi¢ao acima. Se P3 = (), ou seja, se A\(p) # p para todo p € P, consideremos
w € I(P, F) definido por w(p,q) = 6pg se p € Pi e w(p,q) = —d,q s€ p € P, onde d, é
o delta de Kronecker. Observemos que A(w) = —w. Definamos oy : I(P,F) — I(P, F)

como sendo oy = Y, \. Entdo, oy é uma involucdo e, para f € I(P, F), temos

s (F)(p.q) = —f(M@),A(p)) sep<qe %)'e Pi,q€ P 1)
f(A(q),A(p)) caso contrério.

Agora, se P3 # (), nao podemos definir a involugao o, em I(P,F) no caso em que

charF # 2. Isso é uma consequéncia do seguinte lema ([6, Lema 18]).

Lema 1.66. Dados um poset P com uma involu¢ao A e um corpo F tal que char(F) # 2,
se Py # () na decomposicao P = Py U Py U P, entao nao existe uw € I(P, F) invertivel tal
que Mu) = —u.

Demonstragao. Seja po um elemento de Ps. Se u € I(P, F') é tal que 5\(u) = —u, segue que

—u(po, po) = S\(U)(po,po) = u(Mpo), AM(po)) = u(po,po). Como charF # 2, isso implica

que u(pg, po) = 0 e portanto u nao é invertivel. ]

A préxima proposigao mostra que toda involugao sobre I(P, F') induz uma involugao

sobre P.

Proposicao 1.67. Seja p uma involug¢ao sobre I(P,F). Para cada p € P, existe um
inico q, € P tal que p(ey) —eq, € J(I(P,F)). Mais ainda, A\, : P — P definida por

Ao(P) = qp € uma involugdo sobre P.

Demonstracao. Segue da demonstracao do Teorema 1.62. [
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Seja A uma involucao sobre P e consideremos a involucao \em I (P, F'). Da demons-
tragao do Teorema 1.62 segue que para cada p € P, existe um unico elemento ¢, € P tal
que 1 = X(ep)(qp,qp) = e,(AN(gp), A(gp)). Assim, temos que g, = A(p), isto é, a involucao
A\ induz a involugao A em P. Considerando agora a involugao oy em I(P, F'), quando for
possivel defini-la, usando novamente a demonstragao do Teorema 1.62, temos que para
cada p € P, existe um tnico elemento g, € P tal que 1 = o(e,)(qp, gp) = €p(A(qp), A(gp))-

Desse modo, segue que ¢, = A(p) e a involucao induzida por oy em P é a involucao A.

Encerraremos a 1ltima segao deste capitulo enunciando o teorema a respeito da de-
composi¢ao de uma involugao sobre I(P, F') ([4, Teorema 15]). Sua demonstragao segue

de maneira analoga a demonstragao do Teorema 1.56.

Teorema 1.68. Sejam P um poset localmente finito e F' um corpo. Se p € uma involu¢do
sobre I(P,F) entio p = 1, o M, o\ onde U, € um automorfismo interno, M, é um

automorfismo multiplicativo e \ € a involucdo induzida pela involucao \ de P.

Dada uma involugao A\ sobre P, como a involugao \ induz a involucao A em P e os
automorfismos interno v, e multiplicativo M, induzem o automorfismo identidade em P,
segue que as involugoes ¥, o 5\, M,o\e Py 0 My o A induzem a involucao A em P.

No caso em que o poset P é uma cadeia finita e, portanto, sua algebra de incidéncia
sobre um anel comutativo com unidade é isomorfa a algebra das matrizes triangulares
superiores, \éa involucao ortogonal e, no caso em que a cadeia possui uma quantia par
de elementos, o) é a involucao simplética. Por isso, optamos por chamar A também de

involugao A-ortogonal e oy de involugao A-simplética.



CAPITULO 2

Algebras Livres e Identidades

Polinomiais

No capitulo anterior abordamos assuntos basicos para o desenvolvimento deste traba-
lho, agora, neste segundo capitulo, trataremos de um dos assuntos mais relevantes desse
trabalho, as identidades com involug¢ao. Comegaremos definindo e apresentando alguns
resultados sobre algebras livres, identidades polinomiais ordindrias e sobre os geradores
dos T-ideais das identidades ordinarias em suas respectivas secoes. Essas trés primei-
ras secoes, tratando as identidades ordinarias, sao de fundamental importancia para um
melhor entendimento das identidades polinomiais com involugao, pois alguns resultados
que valem para as identidades polinomiais ordinarias podem ser estendidos as identidades
polinomiais com involugao. Nas duas ultimas se¢oes trataremos de G-acao e G-graduagao
com o objetivo de apresentar a dlgebra livre com involucao F(Y, Z), a qual sera detalhada

na tultima secao desse capitulo e que sera o objeto de estudos dos capitulos 4 e 5.

2.1 Algebras Livres

Nesta secao definiremos algebras livres, algebra envolvente e dlgebra envolvente universal.
Também enunciaremos um resultado muito importante, o teorema de Poincaré-Birkhoftf-

Witt. Para um maior aprofundamento no assunto, ver [12, Capitulo 1].

Definicao 2.1. Seja B uma classe de dlgebras a qual pertence A gerada, como uma
dlgebra, por um conjunto X. Dizemos que A € livre na classe B livremente gerada por X
se, para qualquer dlgebra B € B e qualquer fun¢ao f : X — B, existir um homomorfismo
v : A — B que estende f. A cardinalidade do conjunto X é chamada de posto da dlgebra

A. Temos o diagrama comutativo
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f

— s B

X

4
Z\[‘ w
A

onde 1 denota a func¢ao inclusao de X em A.

Seja F' um corpo e seja X = {x1,xs,...,Zy,,...} um conjunto enumeravel, possivel-
mente finito. Denotamos por F(X) a F-algebra dos polinomios nas variaveis x;. Uma
base para F'(X) é o conjunto formado por 1 e todos os monomios da forma x;, z;, - - - z;,
com k € N e cada i;, j = 1,2,...k, um inteiro positivo menor ou igual a |X| podendo
haver repeticoes de indices. Nesta algebra, a adicao e o produto por escalar sao a adicao e
o produto por escalar usuais de monomios e a multiplicacao é dada pela justaposicao dos
monomios, ou seja, a multiplicagao entre os dois monomios x;, s, - - - T, € Tj Tj, -+ - T4, €

k l

0 MONOMIo 3, Ty, « - T4, Tj, XTj, - - - T4, € estendida por linearidade a todos os elementos de
F(X). Assim, a multiplicacdo de F'(X) é associativa mas nao comutativa. Os elementos

de F(X) sao chamados de polindmios.

Com essas definigoes e observagoes podemos mostrar a seguinte proposigao.

Proposicao 2.2. A dlgebra F(X) € livre, livremente gerada por X na classe de todas as

algebras associativas com unidade.

Demonstracao. Seja A uma algebra associativa com unidade e f : X — A uma funcao
qualquer. Para cada x; € X podemos escrever f(z;) = a; € A. Definindo ¢ : F(X) — A
por ¢(z;, -+ x; ) = a;, - a; para cada monoémio z;, ---z;, de F(X) e estendendo por
linearidade a todo elemento de F'(X), segue que ¢ é um homomorfismo que estende f e

o resultado segue. O]

A dlgebra livre F'(X) possui a seguinte propriedade universal: dada uma F-algebra
associativa com unidade A, qualquer funcao f : X — A pode ser unicamente estendida a

um homomorfismo de dlgebras ¢ : F(X) — A.

Apresentaremos agora a definicao de algebra envolvente e algebra envolvente univer-
sal. Essa ultima definicao, juntamente com o teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que
serd enunciado a seguir, sao ferramentas muito importantes para determinarmos uma
base de F'(X) que nos auxiliard da obtengao dos geradores dos T-ideais das identidades

polinomiais com involucao na algebra de incidéncia que estudaremos nos capitulos 4 e 5.
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Definigao 2.3. Se A ¢ uma dlgebra associativa e a dlgebra de Lie L é isomorfa a uma
subdlgebra de A, dizemos que A € uma &lgebra envolvente de L. A dlgebra associativa
U = U(L) ¢ a élgebra envolvente universal de L, se L é uma subdlgebra de U™ e
U possui a sequinte propriedade universal: para toda dlgebra associativa A e qualquer
homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : L — A7) existe um unico homomorfismo de dlgebras

associativas ¥ : U — A que estende ¢, isto é, ¥ € igual a ¢ sobre L.

Teorema 2.4. (Poincaré - Birkhoff - Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uwma dnica
(a menos de isomorfismo) dlgebra envolvente universal U(L). Se L possui uma base

{vi i € I} e o conjunto de indices I é ordenado, entio U(L) possui uma base
Vi U, 11 <o <y, i€l en=0,1,2,...

Nao faremos a demonstragao desse teorema, mas vamos dar uma ideia de uma maneira

de demonstra-lo. Escrevamos a multiplicagao em L na forma v; xv; = E Ozfjvk, com i,j €

kel
I. Consideremos a dlgebra associativa livre F(X), onde X = {z; : i € I}, e seu ideal J

gerado por todos os elementos na forma

[z, 2] — E afxy, com i, j € I.
kel

Definamos U = FX)

7: L — U dada por T(Z Biv;) = Z Biy; com B; € F. A funcao 7 é um homomorfismo
i€l iel
de espacos vetoriais e também de dlgebras de Lie.

e facamos y; = x; + J com ¢ € I. Consideremos também a funcao

Dados uma é&lgebra associativa A e um homomorfismo de algebras de Lie
¢ : L — A escrevendo é(e;) = a; € A, i € I, o homomorfismo 6 : F(X) — A dado
por O(x;) = a; € A, i € I, nos permite encontrar um homomorfismo 1 : @ — A
tal que ¢ = ¥ o7 de modo tunico. Resta mostrar que 7 é um mergulho de L em
U. Observemos que cada monomio y;, ---y;, em U pode ser escrito como uma com-
binacao linear de monomios y;, - - - y;, com ¢ < -+ <4, e p < g usando a relagao y;y; =
Yilli > rer Ozfiyk. Consideremos agora o espago vetorial F(Z), com Z = {z; : i € I}, e de-
finimos nele operadores chamados reducoes da seguinte forma: para um monomio fixado
u = azjzb = 2, -+ 2,222, - - %, com j > ¢, a reducao substitui o monomio u por
a(zizj + ) per @iz )b € sobre os outros monomios atua identicamente. Claramente, para

qualquer f € F(Z), existe uma sequéncia finita de redugées que torna f uma combinagao
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linear dos monomios z, -+ 2x,, com k; < -+ <k, e chamamos essa combinacao linear de

forma reduzida de f. Podemos mostrar que forma reduzida de f é unica.

Desse modo, a élgebra W que possui por base {z;, - -z i < --- < i,p>0}e

P

multiplicacao dada por

(%iy -+ 2i,) (25, - - 2j,) = a forma reduzida de z;, - - 2, 2j, - - - 2j,

¢ uma algebra associativa. A partir do homomorfismo 7 : F(X) — W definido por
7(x;) = z;, 1 € I, concluimos que W é imagem de U por um homomorfismo, o que implica
que 0s monomios y;, - - - y;, com i; < - -+ < 7, sao linearmente independentes em U. Assim
sendo, J = ker(w) e, portanto, U = W. Isso mostra o mergulho. Mais detalhes dessa

demonstragao podem ser encontrados em [12, Teorema 1.3.2].

O teorema a seguir determina a &lgebra envolvente universal d& algebra livre F'(X).

Teorema 2.5. (Witt) A subdlgebra de Lie L(X) de F(X)\7) gerada por X ¢ isomorfa a
algebra de Lie livre tendo X como um cojunto de geradores livres. Mais ainda,

U(L(X)) = F(X).

Demonstracio. Seja A qualquer dlgebra associativa e seja ¢ : L(X) — A um homo-
morfismo. A fungao ¢y : X — A definida por ¢o(z;) = ¢(z;) para todo x; € X induz um
tnico homomorfismo ¢ : F(X) — A. Como ¢(x;) = 9(x;), obtemos que a restrigao de
Y sobre L(X) é igual a ¢. Assim U(L(X)) = F(X). Se T é uma algebra de Lie e A é
sua algebra envolvente, entao qualquer funcao de X em 7' C A induz um homomorfismo
de F(X) em A que, restringido a L(X), é um homomorfismo de L(X) em A que leva
os geradores de L(X) para T. Portanto a imagem de L(X) estd em T e isso nos da que

L(X) é livre na classe de todas as dlgebras de Lie. O

2.2 Identidades Polinomiais Ordinarias

Nesta secao falaremos um pouco sobre as identidades polinomiais ordinarias. Isso nos
ajudara a ter uma melhor compreensao do que veremos nas secoes seguintes sobre iden-
tidades polinomiais com involu¢ao. Para maiores detalhes sobre este assunto, ver [12,

Capitulo 2.
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A menos que seja dito algo contrario, ao longo desta secao, X denotard o conjunto
infinito X = {x1,29,...}. Seja v um monoémio em F(X). Chamamos de comprimento
ou grau, do monomio u, denotado por degu, o nimero de varidveis em v contando-as com
as possiveis repetigoes. Definimos também deg,. u como sendo o niimero de vezes que a
variavel z; aparece em u. O grau do polinémio f = f(xy, z9,...,z,), denotado por deg f,
é o maior grau entre os graus dos monomios de f. O grau de f em z;, denotado por

deg,, f, ¢ o maior dos deg,, u com u monomio de f.

Um polinémio f = f(z1,...,z,) € F(X) é chamado de homogéneo se o grau de cada
um dos seus monomios é constante. Dizemos que f é homogéneo com respeito a varidvel
x; se, em todo monomio de f, x; possui o mesmo grau. O polinomio f é chamado de
multi-homogéneo de multigrau (ki,...,k,) se, em todos os monomios que constituem f e
para todo j entre 1 e n, a varidvel z; tem grau k;. Um polinomio multi-homogéneo de
multigrau (1,...,1) é chamado de multilinear. Denotaremos por P, o espago vetorial de

todos os polindmios em F(X) que sao multilineares de grau n.

Defini¢ao 2.6. Sejam A uma F-dlgebra e f = f(x1,...,2,) € F(X). Dizemos que
f € uma identidade polinomial de A se f(ai,...,a,) = 0 para todos ay,...,a, € A.

Escreveremos f = 0 sobre A para dizer que f € uma identidade polinomial sobre A.

Se U ¢ o conjunto de todos os homomorfismos ¢ : F(X) — A, como F(X) ¢é livre,
gerada por X, na classe de todas as algebras associativas com unidade, vemos que f é

uma identidade polinomial de A se, e somente se, f € ﬂ ker(¢p).
e

Definicao 2.7. Se A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial, dizemos que A é

uma algebra com identidade polinomial, ou resumidamente, A é uma Pl-algebra.

Vejamos alguns exemplos de Pl-dlgebras.

Exemplo 2.8. Se A é uma dlgebra comutativa, A é uma Pl-dlgebra pois satisfaz a iden-

tidade polinomial [x1, 25| = T129 — Towy.

Exemplo 2.9. Qualquer dlgebra nilpotente A é uma Pl-dlgebra. De fato, se A" = {0}

para algum n > 1 natural, entao x1---x, € uma identidade polinomial de A.

Exemplo 2.10. A dlgebra UT, (F') € uma Pl-dlgebra pois satisfaz a identidade polinomial

[371, 552][3337 374] s [x2n717 l’2n]-
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Para ver que isso € verdade, basta notarmos que o colchete de Lie de quaisquer duas
matrizes triangulares supertores é uma matriz triangular superior que possui todas as
entradas da diagonal principal iguais a zero. O conjunto de tais matrizes forma um ideal

I bilateral nilpotente de UT,(F) tal que I"™ = {0}.

Exemplo 2.11. Toda F-dlgebra A de dimensao finita n satisfaz o polinomio standard
Sn+1(I1, cee ,J]n+1) = Z (_1)0110(1)%0(2) © To(nt1)-
oESH+1

Definicao 2.12. Dada uma dlgebra A, definimos
Id(A) ={f € F(X): f =0 sobre A}
o conjunto das identidades polinomiais de A.

Claramente Id(A) é um ideal bilateral de F(X).

Definicao 2.13. Um ideal I de uma dlgebra A € um T-ideal de A se, para qualquer
endomorfismo ¢ : A — A, temos que o(I) C I.

Tal como ocorre com os ideais, a intersecao de qualquer familia de T-ideais de uma
algebra A é também um T-ideal e, portanto, definimos o T-ideal gerado por um subcon-
gunto S C A como sendo a interse¢ao de todos os T-ideais de A que contém S, o qual sera
denotado por (S)7.

Se f = f(z1,...,7,) é umaidentidade polinomial para uma algebra A, dados g1, ..., g, €
F(X), entao f(g1,...,9n) € Id(A). Como qualquer endomorfismo de F(X) é determi-
nado por fungdes que levam z; € X para algum g; € F(X), segue que o ideal Id(A) é
invariante sob todos os endomorfismos de F(X). Concluimos entao que o ideal Id(A) é
um 7-ideal de F/(X).

Podemos mostrar que, se S C F(X), entdo o T-ideal gerado por S é o espago vetorial

gerado pelos elementos ¢gof (g1, -, Gn)gns1 com f(x1,...,2,) €S e go,...,gn11 € F(X).

Defini¢ao 2.14. Dado um conjunto nao vazio S C F(X), a classe de todas as dlgebras
A tal que f = 0 sobre A para todo f € S € chamada variedade V = V(S) determinada

por S.
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Uma variedade V é chamada nao trivial se S # {0} e V é prdpria se é nao trivial e
contém uma algebra nao nula. Por exemplo, a classe de todas as dlgebras comutativas

forma uma variedade prépria com S = {[xy, z2]}.

Notemos que, se V é a variedade determinada pelo conjunto S e (S)T é o T-ideal gerado
por S, entdao V(S) = V((S)T) e ()T = ﬂ Id(A). Sendo assim, escrevemos (S)? = Id(V)
Aev
e, para cada variedade corresponde um 7T-ideal de F'(X).
Definigao 2.15. Sejam V uma variedade, A € V uma dlgebra e Y C A um subconjunto
de A. Dizemos que A ¢ relativamente livre sobre Y na variedade V se, para qualquer

dlgebra B € V e para toda funcao f:Y — B, existe um unico homomorfismo ¢ : A — B

estendendo f.

Quando V ¢é a variedade de todas as algebras associativas com unidade, a definicao
acima coincide com a definicao de algebra livre sobre Y. A cardinalidade de Y é chamada

de posto de A.

Teorema 2.16. Sejam F(X) a dlgebra livre sobre X e V wuma variedade com

Id(V) C F(X). Entdao Z;éii

X ={z; +1d(V) : x; € X}. Mais ainda, quaisquer duas dlgebras relativamente livres com

¢ uma dalgebra relativamente livre sobre o conjunto

respeito a V' e de mesmo posto sao isomorfas.

Demonstracdo. Sejam A € Ve f: X — A uma funcao. Definamos a funcio g : X — B
dada por g(z) = f(z + Id(V)). Como F(X) é uma algebra livre sobre X, g pode ser
estendida a um homomorfismo g : F(X) — A. Agora, se h € Id(V), entdo h é uma
identidade de A, assim g(h) = 0. Isso mostra que Id(V) C ker(g) e f pode ser estendida

F(X) F(X

a um homomorfismo ¢ : W — A. Assim Tdv)

é uma algebra relativamente livre

sobre X.

Sejam Ay, Ay € V dlgebras relativamente livres de mesmo posto sobre X = {z; : i € I}
eY = {y; : i € I}, respectivamente. Como A; e Ay sao dlgebras relativamente livres com
respeito a V), existem homomorfismos 1 : A; — As e ¢o 1 Ay — A tais que ¢1(z;) = y;
e po(y;) = x; para todo i € I. Claramente que ¢ 0 o € 9 0 1 sdo fungdes identidades

sobre Y e X respectivamente. Portanto A; e Ay sao isomorfas. n
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2.3 Os Geradores do T-ideal

Na secao anterior discorremos sobre as PI-dlgebras e seus T-ideais. Agora, veremos como
podemos determinar os geradores dos T-ideais sob algumas hipdteses para o corpo F.

Para um melhor entendimento sobre este assunto, ver [12, Capitulos 4 e 5].

Definicao 2.17. Sejam S um conjunto de polinomios em F(X) e f € F(X). Dizemos
que f € uma consequéncia dos polinémios em S ou, que f segue de S, se f € (S)T.
Dada uma dlgebra A, dizemos que o conjunto S C Id(A) € uma base das identidades

polinomiais de A se Id(A) = (S)7.

Definicao 2.18. Dois conjuntos de polinomios sao equivalentes se eles geram o mesmo

T-ideal.

Lema 2.19. Seja F' um corpo infinito e seja f(xy,...,x,) € F(X) um polinomio escrito
como f = fo+ fi + -+ fx, onde cada parcela f; é homogénea com respeito a varidvel
x1 com grau j (consideramos que o polinomio nulo é homogéneo em 1 de qualquer grau).

Se f € J, sendo J um T-ideal de F(X), entao cada f; € J.

Demonstracao. Como F' ¢é infinito, existem (o, ...,y € F dois a dois distintos e nao nulos.
Para cada inteiro j entre 0 e k, denotamos por ¢, o endomorfismo de F'(X) obtido a partir

da aplicacao g; : X — F(X) tal que z1 — (jz1 € Zp, — T, sSe m > 1. Como J é um

F(X)

T-ideal, @;(f) € J para cada j, ou seja, ¢;(f) = 0 em —5 Por outro lado, notemos

que p;(f) = fo+fi+-+ Cfﬁ Isso nos fornece que (fo, ..., fix) é solucdo do sistema
F{X)

linear homogéneo seguinte nas variaveis 7, 71, - . . , M assumindo valores em 7

ol

m + Cm + - + o=

m o+ Gm o+ 0+ e = 0.
Mas a matriz reduzida desse sistema ¢ a matriz de Vandermonde nos escalares
Co,C1, - -+, Cr cujo determinante é H(Qj — ¢;). Uma vez que tomamos os (; dois a dois
distintos, tal determinante nao é nzu<1]0 e, portanto, tal sistema sé admite a solugao trivial,

de onde segue que T] = 0 para todo j entre 0 e k, ou seja, cada f; € J. O

Dado um polindémio f = f(xy,29,...,2,) € F(X), podemos escrever f na forma

f = fr + fao + -+ fr, onde fi, é um polindmio multi-homogéneo de multigrau k; =
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(k1j, k2j, - . ., kn;) com cada k;; inteiro nao negativo, 1 <i <mn el < j <t. Chamamos
cada f, de componente multi-homogénea de f.

O corolario seguinte segue diretamente do lema anterior.

Corolario 2.20. Consideremos F um corpo infinito e J um T-ideal de F(X). O po-
linomio f(xq,...,x2,) € J se, e somente se, cada uma de suas componentes multi-

homogéneas pertence a J.

Também, como consequéncia do lema anterior e de seu coroldrio temos:

Teorema 2.21. O T-ideal de identidades polinomiais satisfeitas por uma Pl-dlgebra A

sobre um corpo infinito € gerado pelas identidades multi-homogéneas de A.

Na préxima proposicao descreveremos um processo muito 1til para determinarmos os

geradores de um T-ideal em F(X) quando F' tem caracteristica zero.

Proposicao 2.22. Seja A uma F-dlgebra que satisfaz um polindmio f € F(X) de grau

d. Entdo existe g € 1d(A) multilinear e de grau menor ou igual a d, e ainda g € (f)T.

Demonstracao. Seja f = f(x1,...,2,) € Id(A). Se cada varidvel x; aparece em f com
grau menor ou igual a 1, em cada monoémio de f, escolhemos um monomio ax s - - - x,, de
grau minimo em f onde « é um coeficiente nao nulo e substituimos por zero as variaveis
restantes, obtendo assim uma identidade multilinear nao nula f(z1,...,2,,0,...,0) de
grau menor ou igual ao grau de f. Desse modo, vamos assumir que exista uma variavel,

digamos, x; tal que deg,, f = d > 1. Seja g(y1, Yo, T2, . .., z,) dado por
91, Y2, T, @) = [y F 2, T2 20) = fyn, @2, T0) = Y2, Bas o T0),

onde y1,y2 € X. Notemos que g pertence a Id(A). Vamos mostrar que g é um polinoémio
nao nulo. Suponhamos g = 0. Como qualquer funcao h : X — X pode ser estendida
a um homomorfismo de F(X), substituindo y; e yo por z; em g, também obtemos um

polinémio nulo, isto é,
g(x1, 21,29, .. xy) = f(201,29. .., 2,) — 2f (21,29, ...,2,) = 0.

Se decompormos f numa soma f = fo+ f1 +---+ fg onde fi é a soma dos monomios de

grau k em x1, entao a igualdade anterior implica em

~fo+ (2=t + (2 =2fa=0
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o que contradiz o fato de d ser maior que 1.

Como o degy, g = d — 1 < deg,, f, por um argumento indutivo obtemos um polinémio

multilinear como uma identidade sobre A. O

O processo descrito na proposicao acima é chamado processo de linearizacdo de um

polinomio f.

Teorema 2.23. Sejam F' um corpo de caracteristica zero e f(x1,...,z,) € F(X). O
T-ideal {f)T de F(X) € gerado pelos polinomios multilineares de F(X) obtidos no processo

de linearizacao de cada uma das componentes multi-homogéneas de f.

Demonstracao. Seja f(xy,...,x,) tal como no enunciado do teorema. Como F pos-
sui caracteristica zero e ¢é infinito, pelo Teorema 2.21, (f)T = (fi,..., fx)” onde os f;
sao as componentes multi-homogéneas de f. Entao podemos nos ater ao caso em que
f(x1,...,xy) é multi-homogéneo. Supondo deg,, f = d > 1, vamos aplicar o processo de

linearizacao em f obtendo
g(ylay%'x?v"wxn) = f(yl +y27$2"-7$n) _f(ylax27"'7$n) _f(y27$27---7xn>-

Escrevendo g como
d—1

g(yhy%x% oo JITL) = Zgi(yhy%x% s 7$n)7
=1

onde g; é a componente homogénea de grau ¢+ em vy;, obtemos que cada polinomio g;, com
1 <1¢ < d—1 sao conseguéncias de f.

Notemos que, para todo 1,

d
gi(ybylax%"wxn) = ] f(y17$27"'7xn)-
1

Como charF =0e # 0, o polinomio f é consequéncia de qualquer g; com 1 <
1
i < d—1. Agora, podemos completar a prova usando o mesmo argumento indutivamente

em r; e também nas outras variaveis de f. m

Apresentaremos agora o conceito de polinomios préprios. Esses polinomios sao muito
importantes para determinar os geradores de um 7-ideal de identidades polinomiais de

uma PI-algebra.
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Definigao 2.24. Um polinémio f € F(X) é chamado polinémio préprio, se ele é uma

combinacao linear de produtos de comutadores
f(l‘ly . 7mm) = E ai,...,j['ri17 e ,I’z‘k] e [’rj17 e ,le]

com «;, . ; € F (assumimos que 1 € um produto de um conjunto vazio de comutadores).

Denotamos por B o conjunto de todos os polinomios préoprios em F(X) e definimos
Bn,=BNF(zy,...,xp),m=12... e[, =BNP,,n=0,1,2,...

isto €, B,, € o conjunto dos polinomios proprios em m varidveis e I, € o conjunto de

todos os polinomios proprios multilineares de grau n.

O préximo teorema, devido a Spiegel ([20, Teorema 1]), nos mostra que, se o poset
P é localmente finito e possui cadeias de comprimento no maximo n, entao a algebra de

incidéncia (P, F'), onde F' é um corpo infinito, possui uma identidade polinomial prépria.

Teorema 2.25. Sejam P um poset localmente finito e F' um corpo infinito. Entao I(P, F)
¢ uma Pl-dlgebra se, e somente se, P € limitado. Se P possui cadeias de comprimento

no mdximo n, entao
n

p(lﬂl, Loy ... >$2n) = H[ﬂfzi—l, ZUQi]
=1

¢ uma identidade polinomial de grau 2n para I(P, F) e nenhum outro polinémio de grau

menor € uma identidade polinomial de I(P, F).

Demonstra¢ao. Suponhamos que p; < ps < --- < p,, ¢ uma cadeia em P e que existe
um identidade polinomial de I(P, F') de grau k com k < 2m. Pela Proposi¢ao 2.22,
I(P, F) possui uma identidade polinomial multilinear de grau no maximo k e, portanto,
um identidade multilinear de grau 2m — 1. Se ¢q(z1, x9, . .., Z2m—1) denota tal identidade,

podemos assumir que
q(x1, T, .., Tom—1) = T1T2 -+ Tam—1 + (X1, Ta,y . . ., Tom—1),

onde G(x1, T3, ..., Tay_1) ¢ um polindémio multilinear de grau 2m — 1 que nao contém como

parcela um monoémio na forma axixy - - - 9,1 para algum a € F' e a # 0. Desse modo,

q(€P1P17 €p1p2s Cpapay -+ 3 Cpm_1Pm> epmpm) = Cpip1Cp1p2Cpap2 T Com—1Pm Epmpm

+ q(€p1p17 €p1p2s Cpopay -+ 3 Cppy_1pm > epmpm)-
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Como e;je,s = €5 se j =1 € é zero se j # s, segue que
4(€p1p1> Epipas €papas -+ - s Cpm 10 Epmpm) = 0,

OU S€ja, §(€pyp1s Cpipas Epapas - - - s Epm1pms Epmpm ) (P1: Pm) = 1, 0 que contradiz o fato de ¢ ser
uma identidade polinomial de grau 2m—1. Concluimos entao que, se P possui uma cadeia
de comprimento m, qualquer identidade polinomial de (P, F') deve ter grau no minimo

igual a 2m. Em particular, se P nao é limitado, entao I(P, F') ndo é uma Pl-algebra.

Para completar a prova, é suficiente mostrar que, se P possui cadeias de comprimento

no maximo n, entao p(xy, Ta,. .., Ta,) ¢ uma identidade polinomial de (P, F). Definamos,
Z(I(P,F))={f€I(P,F): f(p,p) =0 para todo p € P}.

Entao Z(I(P, F)) é um ideal de I(P, F'). Mais que isso, como P possui cadeias de com-
primento no méximo n, qualquer produto na forma ¢,g; - - - g,, com g; € Z(I(P, F')) para
i=1,2,...,n, é nulo, assim Z(I(P, F)) é um ideal nilpotente com (Z(I(P, F)))" = {0}.
Se f,g € I(P, F) entao [f,g] € Z(I(P, F)) e,

n

p(flan?"'ann) = H[an—lani]

=1

é um produto de n elementos de Z(I(P, F)), portanto, igual a zero, para todos f1, fa, ..., fon €
I(P, F). Logo, o resultado segue. O

O espago vetorial L(X), com X = {z; : ¢ € I} e I um conjunto ordenado de indices,

possui uma base formada por alguns dos elementos
L1, T2, oy [Tiys Tin )y [Ty, T ls ooy [Thys Thigs Thigs - - - -

Na proposigao a seguir usaremos esta base ordenada de L(X) e veremos a relagao dos

polinomios préprios com as identidades polinomiais de uma PI-algebra.

Proposicao 2.26. (i) Consideremos a dlgebra de Lie livre L(X) com a base ordenada
L1, T2, oy [Tigs Tin )y [Ty, Tjals ooy [Thy s Thigs Thigs - - - -
O espago vetorial F(X) possui uma base

it a,, SCz‘z]b RCTPRNE/
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onde, ay,...,Am,b,...,c>0 e vy, x| < <|xy,...,2,]. Os elementos da base
de F(X) com a; = -+ = an,, = 0 formam uma base para o espago vetorial B dos

polinomios proprios.

(ii) Se A € uma Pl-dlgebra com unidade sobre um corpo infinito F, entdo toda iden-
tidade polinomial de A seque das identidades proprias (isto €, pelas que estao em
Id(A)NB). Se charF = 0, entao as identidades polinomiais de A seqguem das iden-

tidades multilineares préprias (isto €, das que estao em Id(A)NT,, n=2,3,...).

Demonstragao. (i) A primeira afirmagao sobre a base de F'(X) segue do Teorema 2.5 e do
Teorema 2.4. A afirmacao da base de B também segue do Teorema 2.4. Se expressarmos

o produto dos comutadores
[ZL‘Z‘l, Ce 7l’is] s [I’jl, Ce ,ZEjt]

como uma combinagao linear dos elementos da base de F'(X), o ponto chave é que, para
quaisquer dois comutadores consecutivos (ambos da base de L(X)) que estdo em uma

ordem “errada’”,

Ty T[Ty e Ty s cOMY [Ty, Ty > [Tays s Ty
trocamos o produto [zp,, ..., Ty |[Tay, - - -, Za,] Pela soma
[Tays oy Tap|[Toys - oy Toy] + [[Tors - - o5 Toyl, [Tays - - -5 Tay]]-

Como a segunda parcela pertence a L(X) e é uma combinagao de comutadores da base de
L(X), podemos aplicar argumentos indutivos e ver que os elementos de B sdo combinagoes

lineares de

[Iiu Iiz]b T [Ilm cee 7xlt]c

como desejado.

(i1) Seja f(x1,...,x,) uma identidade polinomial. Pelo Teorema 2.21, podemos assu-

mir que f é homogénea em cada uma das suas varidveis. Escrevemos f na forma
j— ai a
f= g Qe T we (X, e T), g € F
onde wy(z1,...,T,y) é uma combinacdo linear de

[$i1,$i2]b cee [Q?ll, RN ,l’lt]c.
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Claramente, se trocarmos por 1 uma das varidveis em um comutador [z;,,...,2;], 0
comutador se anula. Como f(1+ 1,9, ..., Z,;) é também uma identidade polinomial de

A, obtemos que
f(l—i—xl,xg,...,xm):ZaaZ . g i we (T, ., 1) € Td(A).

A componente homogénea de grau minimo com respeito a x; é obtida das parcelas
com a1 maximal entre aqueles «, # 0. Pelo Lema 2.19, obtemos que
Z Qa9 i aw, (xq, ... 1) € Td(A).
ajmax
Multiplicando a esquerda essa identidade polinomial por x7* e subtraindo esse pro-
duto de f(z1,...,x,), obtemos uma identidade que é semelhante a f(xy,...,z,) mas
envolvendo valores menores de a;. Por inducao, temos que
Z Qg9 ximwg(xy, ... ) € Td(A).
a1 fixo

Continuando esse processo nas varidveis restantes, obtemos que
We(T1, ..., xm) € Id(A),

para todo a, e isso completa a prova. A parte “multilinear” da afirmacgao é também clara.
Comegando com qualquer identidade polinomial multilinear para A (Teorema 2.23) e
fazendo exatamente o mesmo processo como acima, obtemos que a identidade segue de

algumas identidades préprias que também sao multilineares. O

Teorema 2.27. Seja A uma Pl-dlgebra com unidade sobre um corpo infinito F. Seja
. F<$1,...,$m>ﬂB

» e T = 1,2,... b de B,,(A) = ,

{wj@n, - om) g b uma base de (4) Id(A)N F{xy,...,2,) N B

o espago vetorial das identidades polinomiais da dlgebra relativamente livre F,,(A) =

Flzy,...,xp)

. Entao F,,(A) possui uma base

Id(A)
{zf* - apmwi(zy, .., x,) ta; >0, j=1,2,...}.
Demonstragao. Consideremos o polinomio homogéneo w’ (1, ..., &m) € Fp = F(z1,. .., Zp)N
B de modo que w(w)(xy,...,Tm)) = w;j(¥1,...,Ty) onde m é 0 homomorfismo canonico

7 F, — F,(A). Escolhemos uma base homogénea arbitraria {v, : £ = 1,2,...} de

By, N 1d(A). Entdo,

{wj(xl,...,xm),vk:j:1,2,..., j21,2,}
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¢ uma base formada polinomios homogéneos de B,,. Usando a Proposicao 2.26, temos

que F,,,(A) é gerada pelos polinémios na forma
ot - rprwi(x, ., xy) coma; > 0e j=1,2,. ..,
e esses polinomios formam um conjunto linearmente independente. O
O préximo teorema nos dard uma maneira de determinarmos uma base para a algebra
F(X)

1d(UT,(F))

util nos capitulos 4 e 5 onde estudaremos os T-ideais com involugoes sobre as algebras de

relativamente livre . A maneira como determinaremos tal base nos serd muito

incidéncia de posets que satisfazem determinadas hipoteses.

Teorema 2.28. Seja F' qualquer corpo infinito e seja UT,(F) a dlgebra das matrizes

triangulares superiores de ordem n.

(i) A identidade polinomial

[!101, $2] s [$2n—1> $2n]

forma uma base das identidades polinomiais de UT, (F).

F{X)
11) A dlgebra relativamente livre ——————— possui uma base constituida de todos os
(W) 4 dg T, !
produtos
I(111 T 'IZlm [Iiu? Ligyy -+ - 7xip11] U ["“Eilr7 Ligpy -+ 7'Iipr7‘]

onde o numero r de comutadores envolvidos € menor ou igual a n — 1 e os indices

em cada comutador [x;,,, Ty, , ..., T, ] satisfazem i1s > igs < o <.

Demonstra¢ao. Do Exemplo 2.10 temos que [xq, Za] - - - [X2,_1, X2,] é uma identidade poli-
nomial de UT,,(F'). Mostraremos que todas as outras identidades polinomiais de UT,,(F)
seguem dessa identidade. Veremos que, médulo essa identidade, todo elemento de F/(X) é
uma combinacao linear de elementos da parte (ii) do teorema e que qualquer combinagao
linear desses elementos nao se anula sobre a algebra UT,,(F'). Por (ii) da Proposi¢ao 2.26

podemos trabalhar com identidades polinomiais proprias somente. E conveniente traba-

F(X
lharmos também com a algebra relativamente livre (X) =, em outras
([21, 2] - - - [w2n—1, Ton])
palavras, trabalharemos médulo o T-ideal ([x1, 2] - - - [Ton_1, 22a]) 7.

Por simplicidade e para melhor visualizarmos como a demonstracao é feita, faremos a

demonstracao para os casos n =2 e n = 3. O caso geral segue de maneira analoga.
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F(X)

([21, zo][w3, 24])T

Seja n = 2. Entao, em temos que [z1, xo][x3, 4] = 0. Desse modo,
FX)

([21, zo) w3, 24]) T

por (i) da Proposigao 2.26, o subespago dos polinémios préprios em

gerado por 1 e todos os comutadores na forma

[Ii1,$i2, . ,ﬂ?ik] com k > 2. (21)
Usando a identidade,
0 = [$1,$2][$3,$4] - [$37$4][I1>$2] = [[$1>$2], [$3,IE4H
- [$1,$2,I37I4] - [$1,I27I4,x3],

FX)

([71, zo)[w3, 24])T

segue que, em temos,

[xjuxjga Lo(ir)s - - - 7xa(ip)] = [l'jl, Loy Liqy e - 71‘Z~p]

onde o é uma permutacao de .S,. Mais que isso, a identidade de Jacobi e a anticomutati-

vidade,
[.’173,1’271‘1] - [x37‘r17x2] - [ZUQ,.TI,J:?,], [xlaxQ] - —[I'Q,xl],

permitem mudar de lugar as varidveis nas trés primeiras posigoes do colchete em (2.1).
B

([71, zo][23, 24])T

Desse modo, podemos assumir que é gerado por 1 e pelos comuta-

dores

[Tiy, Tigs Tigy - o Ty ] cOM Gy > Gy <idg < -ov < g

Mostraremos que esses elementos sao linearmente independentes moédulo o T-ideal

Id(UT5(F)). Seja

f(a:l,...,:zrm):Zai[xil,...,xik] comig >ip < ---<ipeaq; €F,
i

uma identidade polinomial de UT(F'). Consideremos i; como sendo o maior indice onde

ocorre «; # 0. Fazendo as substituigoes,
O(zi,) = €12 + G2z € O(z5) = (jea,

onde j # 71 e (;,,(; € F, depois de alguns calculos, podemos escolher os (; de modo que

f(¢<$1)7 R ¢(xm» = ( Z ai<i2 te Cln) €19 7é 0.

i1 fizo
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Portanto todos os coeficientes «; sao nulos. Usando o Teorema 2.27 segue que a prova

estd completa para o caso n = 2.
F{X)

([71, zo][73, 24][75, T6])T

Consideremos agora n = 3. Assim, em temos

(1, Zo][x3, 4] |25, 6] = O

A ;. F(X) _—
e o subespaco dos polinémios préprios em +» pela Proposigao 2.26
<[Z’1, 'IZ] [l‘37 .',54] [1'5, fL‘G])
item (i), é gerado por 1, por todos os comutadores da forma [z;,,x;,,...,2; ] com k > 2
e todos os produtos de dois comutadores [x;,, Tiy, . . ., i, [Tj, Tjy, - - -, T, ]
Aplicando a identidade
[[71, Ta], [73, 24], 5] = [[T1, T2, 5], [23, 74| + [[21, T2), [23, T4, 5]
vemos que ([T, ..., %], [Tjy, - @), ], Thys - - -, Tk, ] € uma combinagao linear de produtos
B
de dois comutadores. Como no caso n = 2, vemos que é gerado
([21, 22] w3, 24][75, T6])
por 1, pelos comutadores
[Iil,IiQ,. .. 7Iik] com iy >ty < - < gy

e pelos produtos de comutadores

[ZL‘Z‘l,ZL‘Z‘Z, A ,xis][xﬁ,xh,. .. ,C(th] com ’L.l > ’L.Q S s S 7:5 e jl > jg S s S jt-

E suficiente mostrar que esses elementos sao linearmente independentes. Considerando
uma combinagao linear dos elementos acima e trocando x1, xs, ... por matrizes triangula-
res superiores de ordem 2 (consideradas como matrizes triangulares superiores de ordem

3 com zero nas entradas da terceira linha e terceira coluna) podemos assumir que
flze, . ) = E Qi [Tiys Tigy - o T[Ty, Ty - -, 2y, cOm iy € F

Agora, consideremos o par (iy,7;) como sendo o maior par onde «a;; # 0 (primeiro
escolhemos o maior i; e, entre tais pares, escolhemos o que possui maior ji). Seja a

substituicao,
©(xi,) = €12 + Grean + miyess, ©(x5,) = ez + (G e + nj €33,

o(x;) = Qe + mess, com I # iy, j1 € Giyy Miys Gy Miy > G € F
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e, caso seja i, = J1, facamos
@(wi,) = €12 + ea3 + (i €20 + iy €33

Novamente, depois de alguns céalculos, podemos escolher os (; e 1, de modo que
f(gp(%l), S @(xM)) = (Z aijCiz T Cis(njé - CjQ) e (njt - Cjt)) €13 7& 0.

Portanto os produtos de dois comutadores formam um conjunto linearmente indepen-
dentes médulo as identidades polinomiais de UT3(F). Do Teorema 2.27 temos a prova

completa para o caso n = 3.

2.4 (G-acao, G-graduacao e Algebras Livres

Nesta secao passaremos a tratar de um dos assuntos que é objeto de estudo deste trabalho,
a algebra livre com involucao. Comecaremos a secao definindo algebra livre sobre X com

G-acao. O assunto tratado aqui foi extraido de [13, Segoes 3.1 e 3.3].

Sejam X = {x1,%9,...,2p, ...} um conjunto de varidveis e G um grupo finito com
um subgrupo H de indice menor ou igual a 2. Construimos F(X|G), a dlgebra livre
sobre X com G-agao da seguinte forma: a dlgebra F/(X|G) é a édlgebra livremente gerada
pelo conjunto {29 = ¢g(z) : z € X,g € G}. O grupo G age sobre F(X|G) de uma
maneira natural. Para g1,¢92 € G, temos que (29')% = x99 ¢ estendemos essa agao a
todos os monomios de F(X|G) como segue: se v e w sdo monomios e g € G, definimos
(vw)? = vIw9 se g € H e (vw)? = w9v9 se g € G\H. Essa acao ¢ estendida por linearidade
atodo F(X|G). Assim, G age sobre F(X|G) com H sendo os automorfismos e G\ H sendo

os antiautomorfismos. Os elementos de F'(X|G) sao chamados de G-polinémios.

Sejam agora A uma F-dlgebra e G um subgrupo finito de Aut*(A), o grupo dos
automorfismos e antiautomorfismos de A, agindo sobre A, ou seja, A é uma algebra com
G-agao. Notemos que H = G N Aut(A), é um subgrupo de indice no méximo 2. Podemos
entdo construir a F-algebra F(X|G) com este G e este H subgrupo de G. A F-dlgebra
F(X|G) possui a seguinte propriedade universal: qualquer fungao ¢ : X — A pode ser
estendida unicamente a um homomorfismo ¢ : F(X|G) — A tal que ¢(f9) = ¥(f)? para
todo f € F(X|G) e todo g € G.
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Um G-polindémio f(z{',...,x%) é uma G-identidade de A se f(ai',...,a%) = 0 para
todo aq,...,a, € A. O conjunto formado por todas as G-identidades de A é um ideal de

F(X|G). Temos entao a seguinte definigao.

Definigao 2.29. O ideal 1d°(A) = {f € F(X|G) : f = 0 sobre A} ¢ o ideal das
G-identidades polinomiais de A.

Se considerarmos ¥ como sendo o conjunto de todos os homomorfismos de F'(X|G)

em A que comutam com a agao de G, citados acima na propriedade universal de F'(X|G),

entdo Id%(A) = ﬂ ker()). Chamamos um ideal / de uma &lgebra com G-agao A de

Yew
T(G)-ideal de A se I é invariante por todo endomorfismo de A que comuta com a agao

de G. Desse modo, Id“(A) é um T(G)-ideal de F(X|G). O T(G)-ideal de A gerado por

S C A é a intersegao de todos os T'(G)-ideais de A que contém S.

Estendendo o caso ordindrio (G trivial), o grau de um monoémio w em uma varidvel
z; € X é o numero de vezes que a varidvel zf aparece em w sem considerar o expoente

ge@qG.

A partir de agora introduziremos o conceito de algebra livre G-graduada.

Definicao 2.30. Consideremos A uma dlgebra sobre um corpo F e G um grupo qualquer.

A dlgebra A é G-graduada se A pode ser escrita como uma soma direta de subespagos

A= EBA(Q) tal que para todos g, h € G, AW AN C Algh),

geG
Da defini¢ao é claro que qualquer a € A pode ser unicamente escrito como uma soma

finita a = Zag com a, € AW Os subespacos AY sdo chamados de componentes
geG
homogéneas de A. O elemento a € A é chamado homogéneo de grau g se a € AY. Um

subespago C' é graduado ou homogéneo se C' = @ cn A(g)). Em outras palavras, C' é
geG

graduado se, para qualquer ¢ € C', temos que ¢ = ch implica que ¢, € C para todo

geG
g € G. De maneira andloga podemos definir subdlgebras graduadas e ideais graduados. Se

H é um subgrupo de G, claramente C' = @ A™ & uma subslgebra graduada de A. Em
heH
particular, se e é a unidade de G, A® é uma subalgebra de A. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.31. Qualquer F-dlgebra A pode ser graduada por qualquer grupo G fazendo
A = A® onde e é o elemento neutro de G, e AY = {0} para qualquer g # e. Essa

graduacao é chamada graduagao trivial.
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Para dizer que um espaco vetorial V' sobre um corpo F' é gerado por um conjunto

W C V usaremos a notacao V = spangpW.

Exemplo 2.32. A dlgebra de grupo A = FG para um dado grupo G e um corpo F €

naturalmente graduada por G fazendo AY = spanp{g}.

Exemplo 2.33. Sejam A = M(F) a dlgebra das matrizes de ordem k sobre o corpo
F e G um grupo arbitrdrio. Dada uma k-upla (g1,...,gx) € G*, podemos definir uma

G-graduacgao de A fazendo
AW = spanp{e; < g 'g; = g},
onde e;; € a matriz com 1 na entrada (i,7) e zero nas outras entradas.

Dadas A = EB AgeC = @ C, duas algebras G-graduadas, uma aplicacao ¢ : A — C
geG geq
é um homomorfismo G-graduado se ¢ é um homomorfismo que satisfaz ¢)(A4,) C C, para

todo g € G. No caso em que A = C, chamamos ¢ de endomorfismo G-graduado.

Sejam F'(X) a dlgebra livre e G um grupo finito. Escreveremos X na forma X = U X,
geG

onde X, = {xgg), asgg), ...} sdo conjuntos infinitos enumeraveis disjuntos. As varidveis de
X, sao chamadas homogéneas de grau g. O grau homogéneo de um monoémio 7! ---z* €
F(X) é definido como sendo ¢1gs - - - g; € 0 seu grau total é definido como sendo ¢t. Deno-

temos por F(X)@ o subspaco da dlgebra F(X) gerado por todos os mondmios com grau

homogéneo g. Notemos que F(X)@F(X)" C F(X)" para todo g,h € G. Assim,

F(X) =P F(xX)¥

geG

¢ G-graduada. Denotamos por F(X)? a dlgebra F(X) com essa graduacao. A F-algebra

F(X)% é chamada dlgebra livre G-graduada de posto enumerdvel sobre F'.

A dlgebra F(X)% possui a seguinte propriedade universal: dada uma algebra
G-graduada A, qualquer fungdo ¢ : X — A tal que ¢(X,) C A, pode ser esten-
dida unicamente a um homomorfismo G-graduado ¢ : F(X), — A. Um polinémio
graduado f(xggl), . ,xSf’"’) € F(X)% ¢ uma identidade graduada para a dlgebra A se
f(aggl), o ,a%g”)) = 0 para todo aggl) € Al . ,aﬁlg”) € AW O conjunto de todas as

identidades G-graduadas forma um ideal de F/(X)g .
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gar

Se definirmos ¥ como o conjunto de todos homomorfismos G-graduados de F/(X)?, em

A segue que Id};(A) = ﬂ ker. Analogamente ao que ocorre no caso das identidades

bew
ordindrias, Id;(A) ¢ um T-ideal G-graduado de F(X)%, isto é, Id};(A) ¢ invariante por

endomorfismos G-graduados de F(X)7 .

2.5 Graduacao Abeliana e Acao de Grupos

Nesta secao abordaremos a relacao existente entre graduagao abeliana e acao de grupos.

Trataremos este assunto nos baseando nas segoes 3.2 e 3.3 de [13] e também usaremos [7].

Seja G um grupo abeliano finito com |G| = k. Seja A uma algebra sobre um corpo F,

onde F' contém as raizes k-ésimas da unidade e possui caracteristica zero.

Vamos comegar assumindo G C Aut(A) e mostrar a relagdo que existe entre G-acao
e G-graduagao. Usaremos a notagao g(a) = a? para a € A e g € G. Por conveniéncia

estenderemos a acao de G a uma agao da algebra de grupo F'G fazendo

aa191+---+0¢k9k — (xlagl 4+ 4 Oékagk

onde g1,...,gr € Geay,...,ar € F.

Seja V' um espacgo vetorial sobre F' de dimensao finita de com base B. Denotemos
por Autp(V') o conjunto dos F-automorfismos de V. Seja p : G — Autp(V) uma repre-
sentagao de G. O espaco vetorial V possui uma estrutura de G-médulo onde gv = p(g)(v)
para todo v € V e todo g € G. Definimos o cardter de p como sendo a aplicagao
X, : G — F dada por x, = tr([p(g)]5) para todo g € G. O valor de x, nao depende
da base B e dizemos que Y, ¢ irredutivel se o G-médulo V' ¢é irredutivel. A dimensao
do carater x, ¢ igual a dimensao de V sobre F. Duas representagoes p : G — Autp(V)
e p) 1 G — Autp(W) sao equivalentes se V e W s@o isomorfos como G-médulos. Todo
carater é uma funcao de classe, ou seja, os elementos pertencentes a uma mesma classe de
conjugacao possuem a mesma imagem. Podemos mostrar que se F' é um corpo de raizes
para (G, o nimero de representacoes irredutiveis nao equivalentes de GG é igual ao niimero
de classes de conjugagao de (G. Cada representagao irredutivel de G fornece um carater

irredutivel para G.

Seja G = {X1,---,Xx} 0 conjunto de todos os caracteres irredutiveis de G. Notemos

que, como G é abeliano, cada elemento de GG é uma classe de conjugacao, por isso temos
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k caracteres irredutiveis de dimensao 1 para GG. Sendo assim, x;(1) = 1 para todo i =

1,2,...,k ecada x; : G — F\{0} é um homomorfismo de grupos.

Antes de continuarmos, vamos mostrar que para qualquer grupo abeliano G, temos
G = G onde G possui estrutura de grupo com o produto (xi - xi)(9) = xi(9)x;(g). O
elemento neutro de G é o homomorfismo Xk € o inverso de y; é o homomorfismo dado por
Xi(g) = xi(g71). Consideremos primeiramente o caso em que G é um grupo ciclico com
gerador g. Sabemos que G = {x1,...,Xx} sdo homomorfismos de grupo de G em F\{0}.

Afirmamos que nao existem outros homomorfismos de G em F além desses. De fato,
(xi(9)* = xild") = xi(1) = 1,

o que implica que y;(g) tem que ser uma k-ésima raiz da unidade. Sendo assim, podemos

renomear os elementos de G , se necessario, de modo que
x1(9) = w, xalg) = ? . xk1(g) = W xelg) = 1

onde w é uma k-ésima raiz da unidade, ja que os valores de y; s6 dependem do seu valor

em g. Desse modo x; # x; para todo ¢ # j em {1,2,...,k}.

Como G ¢ ciclico temos um isomorfismo de G em G dado por: a cada elemento ¢" € G
com 1 < r < k associamos o elemento x, de G. Chamando essa funcao de 0 : G — CA;,

vemos que 6 é bijetora e, para 1 < ry,ry < k, temos 0(g"g"?) = 0(¢g" 1) e
Xri+ra(9) = W = w"W"™ = X0, (9)Xra (9) = (Xra Xr2)(9)-

Desse modo, (9™ ¢™) = xr, Xr, = 0(97)0(g™) e provamos que de fato 6 é isomorfismo de

grupos.

Agora, considerando GG como um grupo finito abeliano qualquer, usando o teorema de
estrutura para grupos abelianos, segue que, G é isomorfo a um produto direto de gru-
pos ciclicos G = Cy, x Cp, X --+ x Cp, onde C,; tem ordem n; com j = 1,2,...,t.
Vamos descrever como sao os homomorfismos de grupos de G em F\{0}. Seja ¢ :
G — F\{0} um homomorfismo de grupos e consideremos g; um gerador de C,,, entao
o(1,...,1,g4,1,...,1) = w; € F. Desse modo, w;-” =1 e w; é uma n;-ésima raiz da uni-

l

dade. Assim, os valores (wi,...,w;) determinam ¢ pois ¢(g'', ..., gi") = wli'---wl*. Com

essa descrigao de ¢ € Hom(G, F\{0}) e usando o isomorfismo ¢ : Hom(G, F\{0}) —
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Hom(Cpy, F\{0}) % - - x Hom(C,,, F\{0}) dado por ¢(¢) = (e, - - -, €|e, ), conclufmos
que
G = Hom(G,F\{0}) = Hom(C,,, F\{0}) x --- x Hom(C,,, F\{0})
— Cox-xC
= Oy X - x Oy,

I
Q

-~

Portanto G = G.

Para prosseguirmos, consideremos a dlgebra de grupo F'G e fi,..., fr os idempotentes

minimais de F'G. Da teoria de representacoes de grupos, para todo i =1, ..., k, temos
k
—1
> xilg; Dgj-
j=1

Um célculo fécil mostra que para qualquer g € G, temos que gf; = x:(¢g)f;. Temos

fi=

| =

também que x;(f;) = d;;, onde J;; é o delta de Kronecker.

Entao, definimos
AXD = {g € A:a? = y;(g)a para todo g € G}.

Afirmamos que AX) é o subespaco de A gerado pelos elementos da forma a/i com
a € A. De fato, como 1 = f; + --- 4+ f, para todo a € A, podemos escrever
a=al"+--- 4 af*. Entdo
a!] — af1g+_,,+afk9
— agf1+,__+agfk
= xi(g)a” + - + xu(g)a’
e, se a € AX) a9 = y;(g)a implica que (x;(g) — xi(g9))a’s = 0 para todo j = 1,....k e

todo g € G. Claramente isso nos da a// = 0 para todo j # i e assim a = afi. Isso prova

a afirmacao. Também, como a = aft + -+ alr para todo a € A, segue que
k
A=A, (2.2)
i=1

Agora, seja a € AX) e b € AX) com 1 <i,j < k. Entdo a? = y;(g)a e b9 = x,(g)b.
Assim,

(ab)? = ab" = (xix;)(g)ab.
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Isso implica que AX) AN C AXXG) e (2.2) é uma @—graduagéo sobre A.

Provamos que qualquer algebra A com G-acao pode ser considerada como uma algebra
G-graduada, pois GG,

Consideremos agora G C Aut*(A) um grupo abeliano finito agindo sobre A e sejam
fi,. .., fr 0s idempotentes minimais da algebra de grupo FG. Observemos que, mesmo
com G C Aut*(A), podemos definir a agao de F'G sobre A como feito no inicio da segao e
também temos o isomorfismo G 2 G. Analogamente ao que fizemos anteriormente, neste
caso também podemos escrever a dlgebra A como em (2.2), porém esta graduagao serd

somente uma graduagao de A como espaco vetorial e nao como algebra.
Consideremos agora o conjunto de variaveis X = {x1,2s,...,T,,... }. Para qualquer
1 pfitetfe

x; € X, assim como fizemos anteriormente, podemos escrever z; = x; ;

x{l + -+ x{’“ Desse modo, para g € G
9 = ng(flJr'"Jrfk)

)

= xi(g)xl +-- + xulg)alr.
Isso nos mostra que
spang{z? : g € G} = spanp{z*, ... a*}.
Agora, o espago W = span{z! : g € G,z; € X} pode ser decomposto como

W=w&dg...qWwbh,

onde W) = spanp{zl’ : 2; € X} com 1 < j < k. Isso induz na dlgebra livre F(X|G) a

seguinte graduacao como espacgo vetorial

F(X|G) = @ F(X|G)X. (2.3)

xeG

Notemos que se G C Aut(A) age como um grupo de automorfismos de A, entao (2.3) é
uma G-graduagao de F(X|G) como uma dlgebra da maneira que foi feita anteriormente.

Segue que, nesse caso F(X|G) é a dlgebra livre G-graduada sobre

)?:{x{j:xieXejzl,...,k}.
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Consideremos agora uma algebra A sobre F' com um automorfismo ou um antiau-

tomorfismo p de ordem 2 e assuma que F' é um corpo de caracteristica diferente de 2.
1+ 1—
Pe

2
tentes minimais da algebra de grupo F'GG. Aplicando o que vimos anteriormente, vemos

Considerando G' = (p), o grupo gerado por p, temos que sao os idempo-

que a algebra livre com G-agao é livremente gerada pelos elementos x; + 2 e x; — 2 com
i=1,2,....

Por conveniéncia, para todo i, escrevemos x; + zf = y; e x; — 2! = 2. Entao
F(X|G) = F(Y, Z) é a dlgebra associativa livre sobre os dois conjuntos Y = {y1,y2,... }
Z: {21,2’2,"'}.

Quando p é um automorfismo, F (Y, Z) possui uma estrutura de dlgebra Z,-graduada,
onde as variaveis em Y sao homogéneas de grau 0 e as variaveis de Z sao homogeéneas de

grau 1.

Se p é uma involugao, F (Y, Z) possui uma estrutura de dlgebra com involugdo onde
as varidveis de Y sdo simétricas, isto é, p(y;) = y; e as varidveis de Z sdo antissimétricas,
isto é, p(z;) = —z; para i = 1,2,.... A élgebra F(Y,Z) é chamada dlgebra livre com
involugdo. Para este caso, denotaremos o T(G)-ideal Id“(A) por Id’(A) e o chamare-
mos de T'(p)-ideal. Chamaremos os G-polinémios de p-polinémios e as G-identidades de

p-identidades.



CAPITULO 3

Algebra de Incidéncia sobre Coroas

Neste capitulo determinaremos as classes de equivaléncia das involugoes sobre a algebra
de incidéncia I(Cy,, F'), onde F' é um corpo de caracteristica zero e Cy,, é uma coroa. Para
isto, primeiramente caracterizaremos as involucoes e automorfismos sobre Cy,, e determi-
naremos quais involugoes sao equivalente sobre Cy,. Em seguida, dada uma involugao A
sobre Cy,, faremos um estudo sobre o antiautomorfismo p = 77ZJUM“5\ e apresentaremos
quais condicoes devem ser satisfeitas pelo elemento multiplicativo p e pelo elemento in-
vertivel 4 de modo que p = quuj‘ seja uma involucao. E por fim, classificaremos as

involugoes sobre I(Cy,, F').

3.1 Involucoes Sobre Uma Coroa

Nesta secao apresentaremos o poset chamado coroa com 2n elementos mostrando quais
sao suas involugoes e automorfismos. Também, determinaremos quais sao as involugoes

equivalentes sobre a coroa Cs,.

Defini¢ao 3.1. Uma coroa é um poset (P, <), onde P possui um nimero par (maior ou
igual a 4) de elementos, os quais podem ser nomeados como sendo py,Pa, ..., Pan—1, Pon

para satisfazer p; < p; se, e somente se, i € impar e j —i = £1 (mod 2n).

O diagrama de Hasse desse poset é apresentado abaixo.

Pe DP2n—2

NNESN

D5 Pon—-3  DP2n—1
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Denotamos a coroa com 2n elementos por Cb,.

Nesta secao consideraremos os elementos de Cy,, indexados como no diagrama de Hasse
dado anteriormente e, para evitar o uso excessivo de congruéncias, os indices dos elementos

da coroa sao considerados como pertencentes ao anel Zs,,.

A proxima proposicao caracteriza as involucoes em Cf,,.

Proposigao 3.2. A coroa Cy, possui n involugoes na forma A(p;) = paiy1—j, uma para
cada i =1,2,...,n. Quando n € impar, além dessa involugoes, Csy, também possui uma

involugdo na forma A(pj) = pntj-

Demonstracdo. Seja A uma involucao em Cs,. Como involucoes invertem a ordem, a
involugao A\ deve levar p; para algum py; e assim temos duas possibilidades para ps: ele
pode ser levado a pa;_1 ou a pg; 1. Na primeira possibilidade, temos A;(p;) = p2i+1—; para
todo j € Zo,, e X é de fato uma involugao pois possui ordem 2 independentemente de .
Para a segunda possibilidade, analisando apenas a propriedade de inverter a ordem, temos
A2(pj) = pai—14+ para todo j € Zs,. No entanto, para que seja uma involugao, Ao deve ter

ordem 2, o que implica 4i — 2 + j = j (igualdade em Z,,) para qualquer j € Zo,. Esta

ultima igualdade implica n fmpar e i = "T“, portanto, A(p;) = pn+;, para todo j € Za,.
Assim (5, admite sempre n reflexdes - uma para cada escolha possivel de i - e, quando n

¢ impar, também admite uma rotagao. Essas sao todas as possiveis involucoes da coroa

Cap. [l

Definicao 3.3. Na Proposicao 3.2, chamamos cada involugao na forma de A\; de reflexao

de O, e chamamos Xy de rotagao sobre Cy,.

Observacao 3.4. Notemos que, para qualquer reflexao X\, existem dois pares distintos de
elementos compardveis em Csy, que sGo A-invariantes, sao eles {p;, pis1} € {Pn+i, Pnrit1}

onde )\(])1) = P2;-

Nosso objetivo neste capitulo é determinar as classes de equivaléncia das involucoes
sobre a algebra de incidéncia de C5,. Para tanto, é necessario determinar as classes de
equivaléncia das involugoes sobre (s, e quais automorfismos comutam com uma dada
involucao.

A seguinte proposicao caracteriza os automorfismos em Cl,,.



3.1 Involugoes Sobre Uma Coroa 71

Proposigao 3.5. A coroa Csy, possui n automorfismos na forma a(p;) = pai_o+j, um
para cada i = 1,2, ...,n, e possui n automorfismos na forma (p;) = pa—;j, um para cada

1=1,2,...,n.

Demonstracdao. Basta proceder de maneira analoga ao que fizemos para as involugoes na
Proposigao 3.2 observando que aqui «;, ¢ = 1,2, nao precisa ter ordem 2. Assim Cj,

possui 2n automorfismos (n de cada tipo). ]

O proximo resultado estabelece as classes de equivaléncia das involugoes sobre Cs,,.

Proposigao 3.6. Quaisquer duas reflexoes sobre Cs, sao equivalentes e nenhuma reflexdao
¢ equivalente a uma rotacao de Cy, quando esta existe. Se A é uma reflexao, ela comuta
exatamente com dois automorfismos de Cs,; se A € uma rotacao, ela comuta com todo

automorfismo de Cy,.

Demonstracdao. Sejam Ay e Ay duas reflexoes sobre (5, e sejam i; e ip inteiros com
1 < dy,dy < ntais que A\j(p1) = pa, e j = 1,2. Vamos supor também iy > 4;. Se
i1 e iy possuem a mesma paridade (ambos pares ou ambos impares), consideremos o

automorfismo a de Cy, dado por a(p;) = pak_24;, onde k = % Assim temos
Oé>\104_1(29j) =AM (Piy—is+j) = UPiyint1-j) = P2iyr1-5 = A2(p))

para todo j € Zo,.
Se i1 e iy possuem paridades opostas, consideremos o automorfismo 3 de Cs,, definido

11+io+1
2

por 3(p;j) = pa—j onde | = . Assim,

BMBTHD)) = BM i rint1—) = BPiy—intj) = P2in—jr1 = da(py)

para todo j € Zo,.

Vamos considerar agora uma reflexdio A(p;) = pait1—; de Oy, com i € {1,2,... ,n}.

Temos que,
04)\0471(])]') = 04)\1(]972k+2+j) = Oé<p2i+2k717j) = P2(2k+i—2)+1—j €

BAB(pj) = BA(pa—;) = B(D2i-21+145) = Pa2i—i—1)+1-j-

Isso mostra que reflexoes sao equivalentes somente a reflexoes e, portanto, uma rotacao

nao pode ser equivalente a uma reflexao. Assim, o grupo G dos automorfismos de Cj,
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age por conjugacao sobre o conjunto R de todas as reflexoes de Cy, e R é a orbita de
qualquer elemento. Por outro lado, denotando por A\“ a érbita de uma reflexdao A e por
G o subgrupo de isotropia de A, sabemos que |\%| = (G : G)) e, de |[R| =n e |G| = 2n,
obtemos |G,| = 2 para qualquer A € R. Notemos que G, é o conjunto de todos os

automorfismos de Cs,, que comutam com .

Como rotacoes sao equivalentes somente a rotacoes, qualquer rotacao comuta com

todo automorfismo de Csy,, ja que Cy, admite, no maximo, uma rotagao. O

Denotaremos por a;, o inico automorfismo de Cy,, diferente da identidade que comuta

com a reflexdo . Notemos que ay, possui ordem 2 (pois a; ' também comuta com \).

3.2 Involugoes Sobre I(Cs,, F)

Nesta secao daremos condigoes necessarias e suficientes sobre o elemento multiplicativo p
e o elemento invertivel u para que o antiautomorfismo p = M, A seja uma involugao,

onde A é uma involucao sobre P.

Consideremos um corpo de caracteristica zero F' e um poset P localmente finito.
Antes de tratarmos do caso particular 1(Cs,, F'), apresentaremos alguns resultados mais
gerais em I(P, F), comecando com a seguinte proposigao que pode ser encontrada em [6,
Proposigao 26]).

Proposicao 3.7. Sejam p uma involugdo sobre I1(P, F'), A a involug¢ao sobre P induzida

1 1

por p e a um automorfismo de P. A involug¢ao sobre P induzida por Gpa™" € ala™".

Demonstracao. Como A é uma involugao sobre P induzida por p, entao para cada p € P,

p(ep) = exp) + g para algum g € J(I(P, F)). Assim,
dpd_l(ep) = &p<eoﬁ1(p)) = d(e)\ofl(P) + f) = eoz)\oﬁl(p) + d(f)a

para algum f € J(I(P, F)). Logo, para cada p € P, apa~'(e,) — €ara—1(p) € J(I(P, F)),

1

e portanto dpa~! induz a involucao ala~! sobre P. O

A seguinte proposicao pode ser demonstrada de maneira andloga a proposicao anterior.

Proposicao 3.8. Consideremos p e ® uma involug¢ao e um automorfismo de I(P, F) que

mduzem a involucdo \ e o automorfismo o em P, respectivamente. A involu¢ao sobre P

induzida por ®pd~1 é ala?.
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Ja vimos no Teorema 1.68 que qualquer involugao p sobre I (P, F') pode ser escrita como
p =1, M HS\, onde v, denota o automorfismo interno de I(P, F') dado pela conjugagao do
elemento invertivel u € I(P, F), M, denota o automorfismo multiplicativo associado ao
elemento multiplicativo u € I(P, F) e Aéa involucao induzida pela involucao A de P.
As proposigoes seguintes mostram como podemos trabalhar com tais composicoes e que
podemos assumir o invertivel u satisfazendo u(p, p) = 1 para todo p € P na decomposigao

anterior.

Proposicao 3.9. Para quaisquer automorfismos multiplicativos M, e M,, para qualquer
automorfismo interno 1, e qualquer involu¢ao induzida \ de I(P,F), as sequintes igual-

dades sao verdadeiras:
MuMu = Mu*w M;ﬂ/Ju = wu*uM,ua )\Mu = MS\(H))V >\¢u = 1/13(1‘—1))\
e elas permanecem verdadeiras se trocarmos a involugao A por um automorfismo .

Demonstracao. Todas essas igualdades seguem de céalculos simples aplicando cada ex-
pressao a qualquer f € I(P,F). Assim, mostraremos somente a segunda e a ultima
igualdades. Para mostrarmos a segunda igualdade, consideremos primeiramente p,q € P

e u,v € I(P, F') e observemos que,

[(xu)- (uxv)lpg) = D (wxu)(p,r)(pxv)(r,q)

p<r<q

= Z w(p, r)u(p, r)u(r,q)v(r, q)

p<r<gq

= > ulp,r)u(r, q)up,r)v(r, q)

p<r<gq
= u(p.q) Y ulp,r)v(r,q)
p<r<gq

= [px(u-v)|(p,q).

Desse modo, temos que (p* u) - (u*xu™') = (u*u™?) - (u*u) = § considerando

1

v = u~! na equagao acima. Isso nos mostra que (p*u)~! = puxu~'. Agora, considerando
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f € I(P, F) temos que,

(Mupu(Dl(pya) = Mu(¥u())(p,q) = pup, )u(f)(p:9)
= ulp,g) Y, ulp,r)f(rs)u"(s,q)

= Y upr)ulp Dl ) s)uls ) (s.9)
= Y wrulp s frsusu(s,q)
= Y ulp MUk (s9)

= [Yua ML (H)](P: q)-

Portanto M1, = 1, M,,. Mostraremos agora a ultima igualdade. De fato,

AP, a) = [l FIA@,AP) = (u- f-u (AN @). A(p))
= Y ulAg), M) F), As)u (A(s), A(p))

p<s<t<q

= > @@ )N AWt q)

= A A AW g)
= [y AN 0)

De forma semelhante fazemos os cédlculos para os automorfismos. O

Observemos que, pela proposicao anterior,
Mypen = Vst My = V(pusyea My = hu My,

onde [1 é o elemento obtido a partir de pu, definido na secao 1.5 logo apds a Defini¢ao
1.52. Desse modo, podemos escrever uma involucao p = ¥, M “5\ sobre I(Cy,, F) na forma
p= Muwﬁ*ux, ou ainda, fazendo v = [i * u, obtemos p = M,ﬂ/]vj\. Daqui em diante, para

facilitar os cdlculos, sempre usaremos a decomposigao na forma p = M, .

De maneira analoga, podemos decompor um automorfismo ¢ na forma ® = M, vy, a.

Proposicao 3.10. O automorfismo interno ¢, de I(P, F') é multiplicativo se, e somente
se, u € diagonal, isto €, u(p,q) = 0 se p # q. Em particular, se p = MM@ZJU;\, podemos

assumir u(p,p) = 1, para qualquer p € P.
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Demonstracao. Suponhamos que u seja diagonal. Para p < g em P temos,

Uu(F)(p, ) = ulp, p)u"(q,9) f(p, q)-

Consideremos v € I(P, F') definida por

v(p.q) = u(p,p)u="(q,q) sep<gq
7 0 caso contrario.

Claramente v é multiplicativo e ¢, = M,,.

Reciprocamente, assumamos que 1, = M, para algum multiplicativo v € I(P, F) e
consideremos p < ¢ em P. Para e, € I(P, F), temos M,(e,)(p,q) = v(p,q)eq(p,q) = 0.
Por outro lado, v, (e,)(p, q) = u(p, q)u"(q,q). Portanto u(p,q) = 0.

Para um elemento invertivel u de I(P, F'), consideremos o elemento diagonal u' onde
u'(p,p) = u(p,p) para todo p € P. Entao, u = u' - u”, onde u"(p,p) = 1 e u"(p,q) =

(u(p, p)) " tu(p, q) para todos p,q € P com p # q. Assim, v, = Yythy = M), e, pela
primeira igualdade da Proposicao 3.9, p = MM*,,zbuuj\. [

Embora toda involugao sobre I(P, F') possa ser decomposta como anteriormente, nao
¢ verdade que para qualquer automorfismo multiplicativo M, qualquer automorfismo
interno v, e qualquer involucao induzida A, o antiautomorfismo M NQ/JUS\ ¢ uma involugao.
Para que isso ocorra, é necessario (e suficiente) que esse antiautomorfismo tenha ordem
2. Para um P arbitrario tal descricao nao é facil, pois os automorfismos multiplicativos

dependem do conjunto P, desse modo analisaremos o que acontece quando P = Cb,,.

O préximo lema nos dé condicoes necessérias e suficientes para que p = M, 9, A seja

uma involugao sobre I(Cyy,, F).

Lema 3.11. Sejam M, um automorfismo multiplicativo, 1, um automorfismo interno,
onde u(p,p) = 1 para todo p € Cyy,, e A\ uma involugao induzida sobre 1(Cy,, F). O
antiautomorfismo p = MM@/JUS\ € uma involucao se, e somente se, para todo p < q em Csy,

as sequintes condigoes sao satisfeitas,

1(p, ) p(Mq), A(p)) = 1 e u(p, q) = u(A(q), A(p))u(A(q), AM(p)).

Demonstragao. O antiautomorfismo p é uma involucao se, e somente se, p* é o automor-

fismo identidade. Assim, para todo f € [(Cy,, F') e para todo p < ¢ em Cy, devemos
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ter

M, b AM b A(F)(p,9) = (P, )

Aplicando a Proposicao 3.9, obtemos
M pu M5 ()51 () (P, @) = f(p,q)- (3.1)

Como p,q € (5, se p < ¢, nao existe r € Csy, satisfazendo p < r < ¢q. Assim, se p é

uma involugao sobre I(Csy,, F') e p < ¢, temos

Myhu M s (H) @ 0) = p(p, @) [[(Ms¥50-1) () (0; p)u ™ (p, )

(M50 ¥3gu-1) (NP, @) + ulp, @) (M5, V5 0-1)) ()4, 0)]

1(p, )™ (0, @) [W300-1y (D] (2, ) (3.2)

1A (@) A(P) [V5.0-1y (D] (5 @) + w(p, D) [W50-1) ()@, )]
(P, @)[u™" (p, @) f (p:2) + (M @), Ap))[f (0 P)u(N (@) Mp))
(p,q) +u~ (M(@), M) f (@, )] + ulp, 4) f (g, 9)]-

+

_I_

I

+ f(p.q

Em particular, essa tltima igualdade deve ser verdadeira quando f = e,,, 0 que nos da
w(p, @) (A(q),\(p)) = 1 que é a primeira condigao. Para f = ¢, temos
u(p, )l (p.q) + p(Ma), A(p))u(M@). A(p))] = 0, mas p ¢ multiplicativo e assim
1u(p,q) # 0 e u*(p,q) + u(A(g), A(p))u(A(g), A(p)) = 0. Por outro lado, (u-u™')(p,q) =0
e desse modo, u(p, p)u=t(p, q) = —u(p, ¢)u='(q, q). Como u(p,p) = u(q,q) = 1, temos que

u~Y(p,q) = —u(p, q) e assim obtemos a segunda condicao.

Reciprocamente, suponhamos que
p(p, ) (M), A(p)) =1 e u(p, q) = u(Aq), A(p))u(A(q), A(p)) para todo p < q.

Como dito anteriormente, devemos checar que, para quaisquer p < ¢ em Cly,,
My My, U5y (F) (0, @) = f(p,q). Como {es : s < r} é uma base para I(Co,, F),
é suficiente mostrarmos que isso ocorre sempre que f = ez. Se {s,r} N{p,q} = 0 o
resultado é trivial. Se p = ¢, o resultado é também trivial, pois para qualquer invertivel u
e para qualquer elemento multiplicativo p, temos [, (f)](p,p) = f(p,p) = [M.(f)](p, p).
Restam os casos quando p < g com f = e,,, f = e, ou f = ¢e,. Como [p*(f)](p,q) = f(p, q)
¢ equivalente a equagdo (3.2), o caso f = ep, segue de u(p, q)p(A(q), A(p)) = 1; e ambos
os casos f = e, e [ = eq seguem de u(p, q) = p(Mq), A(p))u(Maq), A(p)). O
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Se u é a identidade, a segunda condigao do lema anterior é vazia e temos o seguinte

coroldrio.

Corolario 3.12. O antiautomorfismo MMS\ ¢ uma involugdao sobre I(Cs,, F') se, e somente

se, u(p, )p(A(q), A(p)) = 1, para quaisquer p < q em Csy,.

Notemos que, no lema anterior, usamos o fato de que uma involucao p sobre 1(Csy,, F')
pode ser escrita na forma p = Muzpuj\ com u(p,p) = 1 para todo p € Cy,. Porém, isso
nao vale somente para o poset Cs,, ou seja, dado um poset qualquer finito e conexo
P, uma involucao p sobre I(P, F') também pode ser escrita na forma p = MM@DU;\ com
u(p,p) = 1 para todo p € P. Na igualdade (3.1) usamos as igualdades S\M# = Mj, e
5\1/1u = 1/1;\(u,1)5\ que também sao verdadeiras para qualquer poset localmente finito P. No
decorrer da demonstracao do lema anterior, o tinico fato que usamos sobre Cs, é que ele
possui cadeias de comprimento no maximo 2, assim, feitas estas observagoes, concluimos
que o lema anterior também é valido se trocarmos C5, por um poset P finito, conexo e
com cadeias de comprimento no méaximo 2. No caso em que p = M MS\, p ¢ uma involugao

sobre I(P, F') se, e somente se, u(p, ¢)u(A(q), A(p)) = 1.

Observacao 3.13. Quando \ é uma reflexao, consideremos p;, Pi+1, Pnti € Pntitl COMO
na Observacao 3.4. Denotemos por a; o menor entre p; e piyv1 e por by o maior de-
les, denotemos por as o menor entre p,i; € Pniir1 € por ba o maior deles. A condi¢do
1(p, )(A(q), A(p)) = 1 implica em p(ar,br) = £1 e p(as, by) = £1. Se p(ar,b1) = ~1, a
condi¢cao u(p, q) = w(Aq), A\(p))u(A(q), A(p)) implica que u(ay,by) = 0 e 0 mesmo acontece

com u(ag, by).

3.3 Equivaléncia Entre as Involugoes de I(Cs,, F)

Tendo posse dos resultados provados nas duas secoes anteriores, determinaremos as classes

de equivaléncia das involugoes sobre I(Coy,, F).

Comegaremos estudando a equivaléncia entre involugoes de I(Cy,, F) que induzem a

mesma reflexao X\ em Cy,.

Lema 3.14. Seja A uma reflexao de Cy, e seja p = MM@DU;\ uma involugdo sobre I(Cy,, F),
onde u(p,p) = 1 para todo p € Cy,. Se p(ay,br) = plaz, be) =1, entao p € equivalente a
A.
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Demonstra¢ao. Consideremos os elementos py, pa, .. ., p2, de Cy, indexados como no dia-
grama de Hasse feito no inicio da secao 3.1. Encontraremos um elemento multiplicativo
7 e um invertivel v pertencentes a I(Csy,, F') tais que M ,p = AM, 4.

Fazendo P = {(p,q) € Cs x Cy, : p < ¢}, notemos que qualquer fungio
w: P — F* onde F* denota o grupo multiplicativo F'\{0}, pode ser unicamente es-

tendida a um elemento multiplicativo 7 € I(Cyy,, F') fazendo

w(p,q) sep<q
T(p,q) = 1 sep=g¢
0 se p £ q.
De fato 7 é multiplicativo, pois, para p,q,7 € Cs, com p < r < g e p < ¢, devemos ter

p =171 ouq=r e, para qualquer um desses casos, vamos ter
7(p, q) = w(p,q) = wp,r)w(r,q) = 7(p,7)7(r, q).

Lembremos que i € {1,2,...,n} é o inteiro que satisfaz A(p;) = p2; e consideremos

I={i+1,i+2,...,i+n—1}. Sejam @1, C P definidos por
Q1 ={(pj,pj+1) ' pj <pjr1ej€l}eQr={(pj+1,p;) 1 pj1 <pjej€l}.

Decompomos P como P = Q U @', onde Q@ = {(a1,b1)} U {(az,b2)} UQ1 U Qs e
Q' = MQ1) UA(Q2) onde A(Q;) = {(A(¢),A(p)) : (p,q) € Q;}. Observemos que todas

essas unioes sao disjuntas.

Definamos w : P — F* como segue:

1 se (p,q) € Q
1(A(q), A(p)) se (p,q) € Q".

w(p.q) =

A fungdo w é definida sobre todo P e escolhendo 7 como sendo o tnico elemento
multiplicativo de I(Cy,, F') que restrito a P é w, pela primeira condi¢do do Lema 3.11,

temos

(P, Q)p(p, ¢) = 7(A(q), A(p)) (3.3)
para todo (p, q) € P, pois, se (p,q) € Qe (p,q) ¢ {(a1,b1), (az,b2)}, temos que (A(q), A(p)) €
Q' e

7(AMq), A(p)) = u(AX(P), A\(q)) = n(p, ¢) = T(p, @) pu(p; @)
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Se (p,q) € @', entdo (p,q) € Q e
T(Ag), AMp)) = 1 = u(p, )p(Ma), Mp) = 7(p, @) u(p, ).
Agora, se (p,q) = (ai, b;) com i = 1,2, temos que,
T(A(be), Mai)) = 7(ai, bi) = 7(as, bi)plai, bi),

visto que (a;,b;) € Q e par,br) = p(as, by) = 1.

Consideremos o invertivel v € I(Cy,, F') definido por

1 sep=gq
v(p,q) = —HALAD g6 (p ) € Q

_U(p,q);(p,q) se (p, q) cqQ.

Usando o Lema 3.11 e a equagao (3.3), temos que

7(p, Q)lulp, Op(p, @) +v(p,¢)] = —7(AMq), AM(p))v(A(g), M(p))
7(A(q), AM(p))u(p, q)
- : (3.4)
Usando as equagoes (3.3) e (3.4), temos
(0, OLf (A p), A(p)[=v(p, q) — p1(p, Q)ulp, )] + f(Ma), AMa))[v(p; q) (3.5)

+ w(p, Qulp, )] + f(A@), Mp))p(p, 9)] = T(Aq), A(p))[f (A(p), A(p))v(A(g), A(p))
+ f(A@), M) [=v(Mq), A(p)] + f(A(q), A(p))

para todo f € I(Csy,, F) e todo (p,q) € P.

Como u(p,p) = v(p,p) = 1 para todo p € Cy,, temos que u™'(p,q) = —u(p,q) e
v (p,q) = —v(p,q), assim, trocando os termos u(p, q) e v(p, q) negativos que aparecem

na equagao (3.5) por u'(p,q) e v7(p, q) respectivamente, obtemos

Map, My N f) (0, q) = MM, (f) (0, @)

para todo f € I(Cap, F) e todo (p,q) € P. Como M,(f)(p,p) = Yu(f)(p,p) = f(p,p),

para qualquer p € Cy, e quaisquer f,w,v € I(Cy,, F') com v multiplicativo e w invertivel,
a mesma relacao é verdadeira quando p = ¢ e, portanto, MTqﬁvM“@/zu;\(f) = MM, (f)

para todo f € I(Cs,, F') e a equivaléncia esta mostrada. O
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No préximo lema usaremos a involugao o, em I(P, F) que estd definida em (1.1).

Lema 3.15. Sejam A\ uma reflexao de Cs, e p = Muwuj\ uma involugao sobre I(Coy, F'),
onde u(p,p) = 1 para todo p € Cy,. Se p(ay,by) = p(ag,by) = —1, entdo p € equivalente

a oy.

Demonstra¢ao. Como a prova deste lema é bastante parecida com a prova do lema an-
terior, descreveremos aqui somente as adaptagoes necessarias. Definimos 7 como o tinico

elemento multiplicativo que estende a funcao w : P — F™* definida como segue,

1 se (p,q) €Q
—u(Mq), AM(p)) se (p,q) € Q".

w(p,q) =

Assim, semelhantemente & equagao (3.3), temos 7(p,q)u(p,q) = 7(A(g), A(p)) para
qualquer (p,q) € P (aqui usamos implicitamente que u(aq,b1) = p(az,bs) = —1). Con-
siderando v como definido na prova do lema anterior (isso nao significa que esse v é o
mesmo da prova anterior, pois ele depende de p, e esse nao é o mesmo), a seguinte equagao

é verdadeira

7(A(q), A(p))u(p, q)

7(p, @) [u(p, Q)p(p; @) +v(p, @) = 7M@), AM(p))v(Ma), A(p)) = — 5 :

Novamente obtemos uma equagao semelhante a equagao (3.5) com —1 multiplicando

o seu lado direito. Fazendo as mesmas substituicoes, obtemos
MT@DUMu@DuS‘(f)(p» Q) - UAMT¢U(f)<pa Q),

para todo f € I(Cy,, F) e todo (p,q) € P. Usando o mesmo argumento final da prova

anterior, obtemos a equivaléncia desejada. [

Vamos considerar agora o caso p(ay,b1) = —pu(ag, by) = £1.

Lema 3.16. Sejam \ uma reflexao de Cs, e p = Mu@bu;\ uma involugao sobre I(Coy,, F).
Se p(ar, b)) = —plaz,be) = £1 e ' € um elemento multiplicativo em I1(Cy,, F') onde
w(ay,by) = plag, by) e p'(asg,be) = u(ay, by), entao p € equivalente a M#;\ ea MH/S\.

Demonstragao. Notemos que p(ai, b)) = —p'(ag,b1) = p'(az,be) = —plaz,be) = +£1.
Encontraremos um invertivel v € I(Cy,, F) tal que Q,DUM“@/)U;\ = MMS\@/JU. E suficiente

considerarmos v como definido na prova do lema anterior para obtermos

v(p, q) + p(p, )ulp, q) = —u(p, )v(Mq), A(p)),
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para todo p < ¢ em C5,. Entao temos,

w(p; @) [—v(Mq), A(p)) f(A(@), AM(q)) + f(A(g), A(p))
+ v(Ag), AMp)) f(Ap), AM(p))] = [v(p, ¢) + 1(p, Q)ulp, )] f(A(q), AMq))
+  w(p, @) (M), X)) + [—v(p, q) — n(p, @)u(p, )] f(Mp, AMp))

para todo p < ¢ em Cy, e todo f € I(Csy,, F). Usando que —u(s,r) = u~!(s,r) se s <r

em Cy, e que o mesmo vale para v, temos

M by (£)(p.q) = YoMy N f) (D, q)

para todo f € I(Cy,, F') e todo p < ¢ em Csy,. O caso p = ¢ é imediato e assim obtemos
a equivaléncia.

Mostraremos agora que MMS\ e M“/;\ sao equivalentes. Para tanto, exibiremos 7 mul-
tiplicativo em I(Cy,, F') tal que MTCQAMM;\ = MM/S\MTOZ\ onde «, € o Unico automorfismo
nao trivial de Cy, que comuta com a reflexdo A e aiy é o automorfismo de I(Cy,, F') indu-
zido por ay. Como a, nao é a identidade sobre Csy,,, para qualquer par de elementos p < ¢
em Cy,, as igualdades a)(p) = p e ax(¢) = g ndo podem ocorrer simultaneamente. Por
outro lado, como a;, comuta com A, a imagem do par a;, b; por ay deve ser esse proprio
par ou o par asg, by. Isso implica que ay(a1) = as e ax(by) = by e vice-versa.

Consideremos 7 € I(Cyy,, F') definido como segue,

1 sep=gqou (p,q) €Q
(oA (q), axA(p))i' (p,q) se (p,q) € Q'

7(p,q) =

onde @ e ) sao subconjuntos de P definidos na prova do Lema 3.14. Quando

(p,q) € P\{(a1,b1),(az,b2)}, (p.q) € Q se, e somente se, (A(q),A(p)) € Q" e assim,

para todos estes pares temos

7(p, Q) ulan(p), ax(q)) = 1 (p, 9)7(A(q), A(p)) (3.6)

(lembremos que, para todo s < 7, u(s,r)u(A(r),A(s)) = 1). Para (p,q) = (a,b)
ou (p,q) = (az,b2), a equagdo (3.6) também é verdadeira pois u(ay,b1) = p'(az,bs),

plas, by) = p'(aq,b1) e ax(ar) = ag, ax(by) = by. Desse modo,

(0, Q) plax(p), ax(q)) f(Aax(q), Aax(p)) = 1 (p, )7 (A(q), A(p)) f(arX(q), axA(p))
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para todo p < g em Cy, e todo f € I(Cy,, F). Assim, para todo f € I(Csy,, F) e todo
p < q em Cy, temos que MTdAMuj\f(p, q) = MM/S\MTOZ,\f(p, q) e o mesmo vale se p = q.
Portanto, para todo f € I(Cop, F), My M A(f) = My AM,cix(f). O

Mostraremos que as tres classes de equivaléncia em cada um dos lemas anteriores sao,

de fato, distintas.

Lema 3.17. Sejam A uma reflexio de Cy, e p um elemento multiplicativo de I(Coyy,, F)
tal que MNS\ ¢ uma involucdo e p(ay,by) = —plaz, be). Entdo 5\, oy € MMS\ sao duas a

duas nao equivalentes.

Demonstra¢ao. Temos que provar que nao existe automorfismo ® de I(Cy,, F) tal que
®\ = 0\® e 0 mesmo para os pares oy, MMS\ e 5\, Muj\.

Usaremos o fato que todo automorfismo ® de I(Csy,, F') pode ser decomposto como
® = M, vy,& para algum elemento multiplicativo 7, algum invertivel v e algum automor-
fismo a de Cy,. Como as relagoes da Proposicao 3.9 também valem quando trocamos a
involu¢do A por um automorfismo &, notemos que, em qualquer caso, se ® é um automor-
fismo que realiza a equivaléncia e o é o automorfismo induzido por ¢ em C5,,, devemos
ter \a = ol;\, ou seja, a comuta com A. Desse modo pela Proposicao 3.6, temos o« = ¢, a
identidade de Csy,, ou a@ = «) (veja pagina 67).

Como ressaltado anteriormente, podemos assumir v(p,p) = 1 para todo p € Cy,, e

portanto v~1(p, ¢) = —v(p,q) se p < q. Suponhamos que ®\ = 0,®. Em particular,

~

[PA(Catan)aten)l(ar; b)) = [023@(€ataaen))] (a1, b1)-

Escrevendo ® como M. 1,& e eliminando os termos nulos, obtemos
7(a1, br)[ea(an)aaz) (@(ar), a(b1))] = =7 (a1, b1)[€aar)ae) (a(ar), a(b1))],

o que nao pode ocorrer, pois 7(ay,b;) # 0. Para os casos restantes, o cdlculo é bastante
semelhante: obtemos MMS\CD(ea(aj)a(bj))(aj,bj) = p(a;,b;)7(a;,b;), para j = 1,2. Usando

J € {1,2} tal que p(a;,b;) =1, obtemos que MHS\ nao é equivalente a oy e usando o outro

j, obtemos que M, u;\ nao é equivalente a A. O]

Notemos que, a razao para a existéncia de mais do que uma classe de equivaléncia

quando A é uma reflexdo é a existéncia de pontos p < ¢ em Cjy, tais que p = \(q) e
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q = A(p) (exatamente os elementos ay, by, as, by). Quando trabalhamos com uma rotagao
nao existem tais pares de elementos, assim todas involugoes que induzem uma rotacao

sao equivalentes.

Lema 3.18. Seja A uma rotagao da coroa Cy, (estamos assumindo n impar). Entdo,

toda involugao p de I(Cyy, F) que induz X é equivalente a .

Demonstracao. Consideremos o conjunto P como no Lema 3.14 e sejam
Rl = {(pjaijrl) eP j = 1,3,5,...,71} e R2 = {(pjﬂ,pj) eP: j = 2,3,4,...,7’1,— 1}

Quebramos P em P = RUR', onde R = Ry U Ry ¢ R' = A\(Ry) UA(Ry). Todas essas

unioes sao disjuntas e definimos,

1 sep=gqou(pq) €R
1(A(q); AM(p)) se (p,q) € R

7(p,q) =

A fungao 7 satisfaz 7(A(q), A(p)) = 7(p, ) p(p, q) para todo p < ¢ em Cs,. Definimos

também um invertivel v € I(Cy,, F') por

Assim, temos 7(p, ¢)[u(p, @) u(p, ) +v(p, @)l = —7(A(q), A(p))v(A(g), A(p)), para todo p < ¢

em (5, e seguindo os mesmo passos da prova do Lema 3.14, obtemos a equivaléncia

desejada. O

Apresentamos agora o resultado final desse capitulo.

Teorema 3.19. Existem trés classes de equivaléncia distintas de involugdes sobre 1(Cayy,, F)

sen € par e existem quatro classes de equivaléncia se n € impar.

Demonstracao. A prova seguird em duas partes. Primeiramente, mostraremos que, se
A e XN sao reflexoes de Cs,, entao A6 equivalente a N , 0x ¢ equivalente a oy e Mﬂj\
é equivalente a M, N se i e v satisfazem a hipotese do Lema 3.16. Em segundo lugar,
mostraremos que se A é uma rotacao de Cy,, quando n é impar, entao A nao é equivalente

a nenhuma outra involugao de Cs, que induz uma reflexao sobre Cs,,.
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Sejam A e X' duas reflexoes de Cy,. Pela Proposicao 3.6, existe um automorfismo «
de Cs, tal que aX = Na, assim G\ = al = Na = Na e, consequentemente, Ae N sio
equivalentes. Para caso o de oy e oy, considerando f € I(Cy,, F) e p < g em Cy,, temos

que,

da,\/(f)(p, C]) = d<0->\’(f))(pa Q) - 0->\’(f)<04(p)7 a/(q»
= —f(Na(g), Na(p)) = —f(aX(q), aA(p))
= —a(f)(Ma),A(p)) = ora(f)(p, q)-

De maneira anéloga, podemos mostrar que aoy (f)(p,p) = ox&(f)(p,p) e, assim, temos a
igualdade aoy = o)\a.

Para o caso restante, consideremos a; < by = A(ay), as < by = A az), @) < by = N(a})e
ay < by = N(ay) os elementos de Cy,, como na Observagao 3.4 para A e X’ respectivamente.
Como aX = Na, temos que Na(ay) = al(a;) = a(by) > a(a;) e o mesmo acontece para
as, assim «a(ay) = a} ou aj. Portanto, renomeando os elementos se necessario, podemos
assumir que a(ay) = ay, a(by) = b}, aay) = a) e a(by) = b,

Estamos assumindo que p(aj, b)) = —p(ag, be) = +1. Assim,

a(u)(ay,b) = p(a (ay), e (b)) = plas, b1)

= —plaz, by) = —pla™(ah), a7 (by)) = —a(p)(as, by).
Pela Proposigao 3.9 e por a\ = Na, considerando f € I(Cy,, F') e p < g em Cy, temos

MagoNa(f)(p.q) = MagyaA(f)(p,q) = pla(p), a(@)A(f)(@(p), alq))
= MA(f)(a(p), aq) = aMA(f)(p. q)-

Logo, M, é equivalente a M@(N)X’. Por hip6tese, também temos v(a}, b)) = —v(ah, b)) =
+1 e, assim, pelo Lema 3.16, Md(M)X’ e M,,X’ sao equivalentes e segue o caso n par.

Para o caso n fmpar, é suficiente mostrarmos que, quando A é uma rotacao, a in-
volugao A nao é equivalente a nenhuma involucao que induz uma reflexao sobre Cy,. Pela
Proposicao 3.6, para qualquer automorfismo o de Cy,, ada~! = \. Seja p uma involucao
sobre I(Cs,, F') que induz uma involugao X sobre Csy,. Se p é equivalente a )\, existe um
automorfismo ¢ de I(Cy,, F) tal que PP~ = p. Consideremos « 0 automorfismo de Cy,,

induzido por ®. Entao, usando o Corolério 3.8, ®A®~! induz a involucio ala~! sobre
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Cy,. Pela unicidade da involucao induzida sobre Cs,, devemos ter ada™! = X e, pela

Proposicao 3.6, segue que A = X e o teorema esta demonstrado. O



CApiTULO 4

Identidades com Involucao em (P, F))
com P Conexo Possuindo Cadeias de

Comprimento no Maximo 2

Em todo este capitulo consideraremos um corpo F' infinito de caracteristica zero e um
poset P finito com |P| > 4, conexo, com cadeias de comprimento no maximo 2 e com uma
involugdo A. Mostraremos que as A-identidades ¢ as o -identidades de I (P, F') seguem da
identidade ordinéria [z, xs][x3, 4] e, em seguida, analisaremos o caso particular P = Cy,.
Usando os resultados obtidos no capitulo 3, mostraremos que para qualquer involucao p
sobre I(Csy,, F'), as p-identidades em I(Csy,, F), n > 2, também seguem da identidade

ordindria [xq, xo|[r3, 4]

4.1 JM-identidades e o)-identidades em I(P, F)

Nesta primeira secao mostraremos que toda M-identidade e toda oy-identidade em I (P, F)
segue da identidade ordindria [x1, zo|[z3, 4]

Observemos que, considerando P sob as condigoes descritas no inicio do capitulo,
sempre podemos definir em I(P, F) a involugao o, pois como P possui cadeias de com-
primento no maximo 2 e é conexo, segue que, dado p € P, temos que p é maximal ou
minimal e assim A(p) é maximal se p for minimal e é minimal se p for maximal. Logo
A(p) # p para todo p € P, ou seja, P nao possui pontos fixos. Desse modo, conforme a

Proposicao 1.65 temos P; o subconjunto dos elementos minimais de P, P, o subconjunto
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dos elementos maximais de P e Py = (). Temos entao, para p,q € Pe f € I(P, F),

—f(AM), Mp)) sep<q
f(A(q),\(p)) caso contrario.

ox(f)(p,q) =

Como estamos interessados nas A-identidades e oy-identidades em I(P, F), trabalha-
remos com a algebra livre com involugao F(Y,Z) onde Y = {yi,99,...} é o conjunto
das varidveis simétricas e Z = {z1, z9,... } é o conjunto das varidveis antissimétricas, ora
com respeito a involucao \ e ora com respeito a involucao oy, dependendo de qual dessas
involugoes estaremos considerando sobre I(P, F'). Dentro desse contexto, denotaremos
por z; uma varidvel de um polinémio em F(Y,Z) que pode ser tanto simétrica como

antissimétrica.

Dado f = f(y1,...,Ys, 21, .., 2) € F(Y, Z), como consequéncia do Teorema de Poin-
caré - Birkhoff - Witt (Teorema 2.4), o polinémio f pode ser escrito como uma combinagao

linear de polinomios do tipo

o as B B, M Tk
yl ...ySSZl ...Zt ul uk

que formam uma base para F(Y, Z), onde u; sdo comutadores de grau maior ou igual a 2
nas variaveis y; e z; e u; < ug < ---. As constantes «;, 5; e y; sao inteiros nao negativos.

O polinomio f ¢ dito ser Y-proprio se a; = --- = ay = 0 em toda parcela da com-
binagao linear. Denotemos por B a subalgebra de F(Y, Z) gerada por todos os polinémios
Y-préprios. Consideremos o conjunto Iy, ,, = P, N B, com m,n > 0 o espago de todos

os polinomios multilineares Y-préprios nas variaveis yi, . . ., Ym, 21, - - - , 2, Na algebra livre

F(Y,Z).
Definicao 4.1. Seja f um polinémio multi-homogéneo em F(Y,Z). Escrevendo

F= aay'ys -y ga

onde g, € um polindmio Y -proprio, definimos o posto de f, denotado porr(f) como sendo

a maior m-upla a = (ay,as, . .., ay) na ordem lexicogrdfica.

Como f possui uma tunica expressao no formato acima, temos que r(f) estd bem
definido. Notemos que, pela Definicao 4.1 , dizer que f é Y-préprio equivale a dizer que
r(f) = (0,0,...,0). Podemos ordenar o conjunto formado pelos postos dos polinomios

f e F({Y,Z) com a ordem lexicografica.
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Consideremos o polinomio multi-homogéneo
FWL - Yme 21y 20) = 0y g+ > oyt Y g (4.1)

onde a, a, € F\{0}, g, g, s@o polindémios Y-préprios e
a=(ay,...,an) < (by,...,bm) =7r(f).

Observemos que, quanto maior a entrada a; na m-upla a, menor sera o grau de y; em g,.

Como em g e em g, nao aparecem variaveis simétricas fora dos comutadores, a
substituicao de y; por y; + 1 nao altera estes polinomios. Logo, tomando o polindmio

f=flyr+ 192 ., Ym, 21, .., 2,) teremos
f=alyr + 1) ybrg > aalyr + 1) y5 -y ga.
a
Notemos que a componente de menor grau em y; deste polinomio é
fr=oy - ybrg+ ) s Y ga,

onde o somatoério é sobre todos os a’s tais que a; = b;. Observemos que para a; = by,
temos (ag, ..., am) < (b2, ..., bn).
Consideremos agora o polinomio fi(y1,y2 + 1,93, -, Ym, 21, .- ., 2,) € tomemos sua

componente de menor grau em ys, que &,
_ bs bm as am
fe=oys® -y g+ ) Qals® - Yn Gas
a

onde o somatério é sobre todos os a’s tais que a; = by e ay = by. Temos que para a; = by
e ay = by vale (as,...,am,) < (bs,...,by). Continuando com esse processo, vamos chegar
ao polinomio f,, = ag.

Os resultados acerca dos geradores dos T-ideais de identidades ordinarias e o processo
de linearizagao obtidos na secao 2.3 também sao verdadeiros para identidades com in-
volugdo, ou seja, dados uma F-algebra A com uma involucao p e J um T'(p)-ideal de
F(Y,Z), se F é infinito, sempre podemos considerar f € J como sendo multi-homogéneo

e, se F' possui caracteristica zero, f € J pode ser considerado multilinear.

Usando estes resultados e o processo descrito acima, temos a seguinte proposicao.
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Proposigao 4.2. Se A € uma dlgebra com involugdo sobre um corpo infinito F e J € um
T(N)-ideal de A-identidades de A, entdo BN J gera J como T(\)-ideal. Se char(F) =0,
entao J € gerado pelos espagos I'y, , N J como T(S\)—z’deal.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.4, sabemos que o conjunto

am k
{yft - oylmat e 2t el ag by k> 0}
é uma base para F (Y, Z), onde u, ug, ... sdo comutadores com as variaveis em Y U Z tais
que u; < ug < ---. Como F' é um corpo infinito, suponhamos, sem perda de generalidade,

que o polinémio f = f(y1,...,Ym, 21, .-, 2,) € F(Y,Z) seja multi-homogéneo.

Desse modo,

flyr+ 1, Ym, 21, ey 2n) = Z%,b,c(% 4 1) Mgyg2 . gytm b b g,

com a = (ay,...,an), b= (by,...,b,) e g.=ut*---uf*. Consideremos d = (di,...,d,) >
(ai,...,a,) para toda m-upla (aq, ..., a,) onde a; é expoente de y;. Notemos que r(f) =

(dy,...,dy). Escrevendo

f(yl"’la"'aymazla"'azn) = (y1+1 ZZ
+ Zaabc y1+ yz{" 1"'Zzn9c

e usando o comentario feito antes da proposicao, segue que,

d d h h a a b b
Ji=aayy® oyt Y oAtz g+ E QapcYa’ Y 21" 20" ge € J.
h,l

Aplicando esse processo nas variaveis s, . . ., ¥, nessa ordem, vamos obter que

h
= E ah,lzll~~zgmgl € J com oy € F.

Logo f,, € BN J. Continuando esse processo no polinomio

§ : a a b b
aa»b,cyll e ymm 11 T Znngc
a#d,b#£h,c#l

segue que BN J gera J. Para o caso em que char(F') = 0 podemos supor f multilinear e

o resultado segue. O
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4.1.1 )-identidades em I(P,F)

Nesta subsecao, vamos considerar a édlgebra de incidéncia [(P, F') com a involucao A e
determinaremos o geradores do T'(\)-ideal I d*(I(P,F)). Lembremos que em todo este
capitulo estamos considerando P finito, |P| > 4, conexo e com cadeias de comprimento
no maximo 2. Pelo Teorema 2.25, o polindémio [x1, 2s)[z3, 4] é uma identidade polinomial
ordindria de I(P, F), assim, podemos considerar o T'(\)-ideal I5 gerado por [x1, x3)[xs, 4.
Aqui a variavel z;, 1 = 1,2, 3,4, pode ser tanto simétrica como antissimétrica com relagao
4 . Denotemos por I'y, »(I5) o subespago dos polindmios multilineares Y-préprios nas
variaveis yi, ..., Ym, 21, - - - , 2n da algebra relativamente livre M

Usando a demonstracao do Teorema 2.28, obtemos um con}unto de geradores dos

espacos I'y, ,,(15) é dado pelos polinémios Y-préprios
Ziy "'Zil[l‘jl,...,I‘jS] (42)

onde [, >0, z;, <--- <z ez >x5 < - <xj,.
Para determinarmos os geradores de Id*(I(P, F')), utilizaremos matrizes genéricas. A

seguir veremos algumas definicoes e resultados sobre matrizes genéricas.

Para um inteiro n > 0, consideremos a F-algebra dos polinomios em infinitas variaveis
comutativas,

Qn=Flzl);1<jk<nei>1]

Na préxima defini¢ao consideraremos e, com 1 < 7,k < n, uma matriz de ordem n

com 1 na entrada (j, k) e 0 nas entradas restantes.

Definicao 4.3. As matrizes n X n com entradas em 2,

n
;] = Z Tj1€jk

jk=1

sao chamadas matrizes genéricas n X n.

Antes de continuarmos, vamos escrever uma base de I(P, F') formada por elementos
A-simétricos e elementos \-antissimétricos. Como estamos assumindo P com cadeias de
comprimento no maximo 2, temos que a involugao A nao pode ter pontos fixos em P, ou
seja, A(p) # p para todo p € P. Isso ocorre pois uma involugao sobre um poset inverte a

ordem, isto é, considerando p um elemento minimal em P, segue que A(p) é um elemento
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maximal em P e, considerando p um elemento maximal em P, temos que A(p) é um
elemento minimal em P, assim, A\(p) ndo pode ser igual a p. Podemos escrever a algebra
de incidéncia I(P, F'), como um espago vetorial, da seguinte forma, conforme o que foi

feito na secao 2.5 do capitulo 2,

I(P,F)=1(P,F)" & I(P,F))

onde I (P, F)(;)) é o subespaco vetorial dos elementos A-simétricos de I(P, F) e I(P, F )E\l) é

o subespaco vetorial dos elementos \-antissimétricos de I (P, F). Consideremos o conjunto
P={(p,q) € Px P:p<gqem P} (4.3)

Vamos definir sobre P a seguinte relacao de equivaléncia:
(p,q) ~ (u,v) &p=ueg=voup=Av)eq=Au). (4.4)

Denotaremos por P o conjunto quociente de P pela relacdo de equivaléncia ~. Feitas

(0)

estas observagoes, podemos agora escrever a base de I(P, F) . como sendo

By = {epp + EXPAP) Epr(p) © P € P com p # A(p)} U {epg + exgnp) @ (0, ) € P}
e a base de I(P, F)E\l) como sendo
B = {epp — expp) - P € P com p 7 A(p)} U {epg — exgne : (0,9) € P}

Notemos que as unioes acima, nas definicoes das bases Bé e B{\, sao disjuntas. Con-
siderando B* = B(;\ U B} segue que B* ¢ uma base de I(P, F).

Observemos que, pela Proposicao 1.38, temos que I (P, F) é isomorfa a uma subalgebra
contida em UT,,(F) com |P| = n. Desse modo, o elemento e,, € I(P, F') pode ser visto
como uma matriz com 1 na entrada (p,q) e 0 nas entradas restantes, para quaisquer
p,q € P, ou seja, a matriz e,, € UT,(F). Com estas observagoes, sejam yi; e 2} varidveis

que comutam e consideremos as matrizes genéricas,

] = Z ygp(epp + expm) + Z y]’;q(epq + ex@Aw) T Z y;ﬁ)\(p)@m(p)

peP (p.9)€P peP

k k
[Zk] = Z pr(epp - ek(p))\(p)) + Z qu(epq - e)‘(Q)/\(p))
peP (P.a)EP
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comk=1,2,....
Seja D*a F -subélgebra de UTjp(Fy), 21]) gerada pelas matrizes acima. Podemos

definir sobre D* a involugdo A, as matrizes [y;] sdo simétricas enquanto as matrizes [z]

sao antissimétricas com respeito a .

Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4. A dlgebra D> ¢ isomorfa a dlgebra relativamente livre na variedade das
dlgebras com involugao gerada por I(P, F'), ou seja,

P X2
IdNI(P,F))

Demonstragao. Pela propriedade universal da dlgebra livre F(Y, Z), a aplicacao
F(Y,2)

Id>(I(P, F))

yi o g+ IdI(PF))

i — z+ IdI(P,F))

F{Y, 2)

induz um unico homomorfismo de algebras ¢, definido por
F(Y,2)
Id\I(P, F))
T Yms 21 s Zme) > (Y1 Yms 215 - - s 2 ) + TdMNI (P, F)).

Q: Y, Z) —

De maneira andloga, como D> ¢ gerada pelas matrizes [yx] e [z;] com k = 1,2,...,
novamente usando a propriedade universal da dlgebra livre F(Y, Z), a aplicagdo que as-
socia cada y; € Y a um elemento [y;] e cada z; € Z a um elemento [z;] induz um tnico

homomorfismo sobrejetor de algebras

e F{Y,Z) — DA

FWs e Ymy 215 zm) — [l [umls [21], - -5 [2o])-

A fim de provar o teorema é suficiente mostrarmos que ker(y) = ker(¢), pois desse

modo, pelo teorema do isomorfismo de algebras (Teorema 1.4) teremos que

PY.Z)  FY.Z) FY.Z)
IAI(P,F))  ker(p)  ker(y)

Consideremos = f(y1,. s Ym, 21y, 2m) €  ker(¢p)) e, com isso,

F(wl, - [Wml, [21], -+ -, [2mr]) = 0. Dados quaisquer a, ..., a, € I(P,F)® e quaisquer
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bi,....,bpy € I(P,F)Y. como f([yil,--.,[yml,[21],- -, [2m]) = 0, segue que
flai, ... am,b1,...,bp) =0e f € ker(p).

Por outro lado, seja f(y1,- -, Ym, 21, - - - Zmy) WINA Midentidade para I(P, F) e supo-
nhamos que  f([wal,--., [ym)s [21],- - [z2m])  # 0. As entradas f;; de
f(wnls -y [Ymls [21], - - - s [2mr]) s80 polindmios nas varidveis comutativas y;fq, zp, onde p < g

em P. Como F' ¢é um corpo infinito e algum f;; = f;; (y;fq, z3,) € um polinomio nao nulo,

comk=1,....,mes =1,...,m' podemos encontrar elementos c’;q,d;q € F' tais que
fij(ck, ds,) # 0. Isso significa que, para os elementos de I(P, F)
ax = Z Cl;p(epp + 6>\(1?)/\(p)) + Z Clgq(epq + € )+ Z CpA(p) EpA(p)
peP (p.a)EP pep
e
bs = Z (€mp — ExIA®) T+ Z d;q(epq — EX@AP))
peP (P.9)€P

comk=1,....mes=1,...,m segue que f(ay,...,am,b1,...,by) # 0, 0 que é um
absurdo. Portanto ker(¢) C ker()) e o teorema estd demonstrado. O

Usando o teorema anterior, calculamos os seguintes colchetes nas matrizes genéricas,

(23], [23.]] = Z ((Zh + Z)\(q))\(q))zj2 - ZJI(ZJQ + Z I\ )A(q)))(epq — ExAp)) (4.5)

(p.g)eP
[[yil]’ [ZJIH = Z ((ypp y)\(q),\(q)) ypq(zjl + Z)\(q))\(q)))(epq - eA(q))\(p)) (46)
(p.g9)eP
- 2 Z yp)\ Zﬁem (p)>
peEP

i), i)l = > (Wh = Uk Wiz — Vi (U2 = U a0 (€na — Ex@r)- (A7)
(p.@)€EP

A partir daqui, usando os célculos dos colchetes acima, provaremos alguns lemas que serao

fundamentais para determinarmos os geradores de Id*(I(P, F)).

Lema 4.5. Os geradores de Ty, o(15), vistos como elementos de I'y, o, sao linearmente

independentes modulo as M-identidades.

F{Y, Z)
Iy
em D> e, a fim de simplificar a notacao, consideraremos y; € D* sem usar os colchetes.

Demonstragao. De (4.2) temos que os geradores de I';, o(/5) s@o os polindmios na forma

[Yjrs Yjas - - -+ Yjn] Onde j3 > jJo < +++ < jp,. Como DA , faremos os célculos
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Suponhamos que f seja uma combinacao linear dos geradores de Iy, o(/5), vistos como
elementos de I', 9, que se anula quando calculada nas matrizes genéricas. Fazendo v =

[Yjrs Yjas - - -+ Yj] € calculando v na matrizes genéricas, temos,

v=(=1)" Z ((yﬁo—yil(q),\(q)>y£3_ygz(ypp_yA(q A(q) H ypp—y,\ )(epq+(_1)m+1ek(q)/\(p))'
(p,9) P t=3

Para p < ¢ em P fixos, o coeficiente de ey, é o polinomio,

(= Do) Vs = VWi = iono)) L1 W = Rina): (4.8)
t=3

Do polinomio (4.8) podemos obter os indices j; e jo, pois estdo nas dnicas varidveis na
forma y;;q que aparecem nele. Como v é determinado completamente por j; e jo, ou seja,
a partir desses indices determinamos de maneira tnica a ordem das variaveis restantes
em v, segue que temos uma correspondéncia biunivoca entre os geradores de I'y, o(/5)
e os polinomios de F [y;fp,y’/{( DA y;;q,y’;( " /\(p)] que sdo entradas na posigao (p,q) desses

comutadores em D*.
Como o conjunto desses polinomios é um conjunto linearmente independente, segue que

os geradores de I'y, o(/5), vistos como elementos de I'y, o, s@o linearmente independentes

médulo as M-identidades. O

Nos préximos lemas, onde mostraremos que os polinémios que geram Iy, (15), I'1,(15)
el n(I5) comm > 1, n > 0, vistos como elementos de Iy ,,, I'1 ,, € 'y, n, respectivamente,
sao linearmente independentes modulo as Midentidades de I (P, F), faremos uso da mesma
ideia usada no Lema 4.5, ou seja, associaremos de maneira unica cada gerador de um
I'nn(I5) citado acima a um polinémio, que é uma entrada de uma matriz em D;\, onde

tais polinomios formam um conjunto linearmente independente.

Lema 4.6. Os geradores de I'y,(I5), vistos como elementos de T'y,, sio linearmente

independentes modulo as M-identidades.
Demonstragao. De (4.2) obtemos que o espago vetorial Iy, (1) é gerado pelos polidmios
Rl Ry Rig 'Zir[zj17zj27 s >st} e [zkn Rkys - - - 7zkn]7

onde iy < -+ <, 1 >Jo < - <Jsehky >ky <. <k,
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Como no lema anterior, faremos os calculos em D*. Denotando POT U = [Zky, Zhys -+ s 2k s
w = [2,, %j,, --.,%;,] e aplicando os geradores de I'g,(/5) nas matrizes genéricas, temos
n
= Z H (epp + (=1)"expnm) + Z Apqepg + Z Bpgex@a)
peEP =1 (p,q)€P (p.q)€EP

onde A,, e B,, sao polinomios nao nulos,

n

n k k k
v=(=1" Y (5 + o) 2 — e (n + 2tan)) L + 2ao) (s + exanen)

(p.9)eP t=3
e
Fiy o E W= Z z lp Z];? + Zil(q)k(q))zgé - sz)lq<z£ + Zf(q)A(q)))
p, )675 lzl
LI+ a)em — (1 H @
t=3 p<q =1

s

((ZJI + ZA(q)/\(q))ZJ2 - Zh <Z]2 + Z/\(q)/\(q))) H%ﬁo + Zf\t(q)/\(q))e)‘(q))‘(p)'
t=3

Considerando p < ¢ fixos em P, como o coeficiente de ey, ¢ nao nulo somente em

21+ Zpn, 0 Unico gerador dessa forma, podemos trabalhar com os geradores z;, - - - z;,w e v

separadamente de 2 - - - z,. Os coeficientes de e, em z;, - - - 2;, w e v sao, respectivamente,

s S

(0 [T e (G + 2lgra) 7 — #aan + Din) L1 + n) (49)
=1 t=3
e
n k
(1) (2 + 25 v 502 — 2 (2 4+ 232000 T T2 + 2 (4.10)
t=3
Os polinémios em (4.9) e (4.10) sao produtos de polinomios irredutiveis e somente
em (4.9) aparece o produtoério . Desse modo, podemos diferenciar os polinomios
=17

(4.9) e (4.10) e identificar qual deles é coeficiente de e,, em z;, ---z;,w e qual deles é
coeficiente de e,, em v. Mais que isso, de (4.9) podemos determinar quais sao os indices
i1,...,% a partir do produtério [];_, 24, Também, de (4.9) podemos determinar os
indices ji e ji, pois aparecem nas tnicas varidveis na forma 2/, em (4.9) e de (4.10)
d determi indices k1 e k i ini iavei fi K
podemos determinar os indices k; e kg, pois aparecem nas tinicas varidveis na forma z;, em
(4.10). Sendo assim, podemos determinar a ordem das varidveis restantes nos geradores

2, -+ -z, w e v de maneira tunica e, desse modo, temos uma correspondéncia biunivoca

entre os geradores z;, - -+ z;,w e v e 0s polinomios em F [y;fp, y'j(q) L y]’,fq, y’/\“(q) /\(p)] que sao
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entradas na posicao (p,q) desses geradores aplicados nas matrizes em D*. Como temos
somente um gerador na forma z; - - - 2z, e o conjunto formado pelos polindomios em (4.9) e
(4.10) ¢ linearmente independente, segue que geradores de I'g , (1), vistos como elementos

de I'g,, sao linearmente independentes médulo as M-identidades. O
Lema 4.7. Os geradores de I'y ,,(I5), vistos como elementos de TI'y,,, sio linearmente

independentes modulo as M-identidades.

Demonstragao. De (4.2), os geradores de I'y ,(/5) s@o os polinomios na forma,
it ZiT[yasz cee st]a Zig ZiT[Zk‘la Rhgy v Zk57y]7 [yazla s ey Zn]a [Ztla Rty - 7Ztn7y]a

onde 17 <+ < iy, J1 < 00 < Js, k1 > ke < - < ksety >ty <--- <t,. Denotando
por v os comutadores que possuem ¥y nha primeira posi¢ao e por w os comutadores que
possuem y na ultima posicao e, aplicando os geradores de I'y (/) na matrizes genéricas,

temos, nos dois primeiros tipos de geradores,

Rip t 2, U0 = )"+ Z H ((Ypp — Y q)/\(q)) ypq(zjl + Z g )A(q)))
(p,g)eP =1
s 1
L1, + e + (D D H A0\
t=2 (p,g)eP =1

s

((Wpp — Yri@r(a )) ypq(z + Z g ))\(q))) H(% + Zit(q)x(q))ek(q)k(p)

=2
+ Zcpepk(p)
peP
onde (), é um polinémio nao nulo e
_ )5+ k k ki( k k
R > H R NN R CERENANAY)
(p.g)eP =1
k k n 1
H(pr; + ZAEq)A(q))(ypp - yk(q)k(q))@pq - Z H Z>\ (@)\(q
t=3 (p,q)€P I=1

s

k k k k k ke
(<sz17 + ZA%q)A(q))Zps - pq( p T ZA(q)A(q))) (szto + Z/\(q)k(q)>
t=3

(Yop = Yr@r @) EX@A®D)-

No terceiro e quarto tipos de geradores temos,

Vo= (_1>n+1 Z ((ypp y)\(Q))\(Q)) ypq(z +Z}\(q )\(q H Z +Z>\ (@)A( q))(epq"{'eA(Q)A(p))
(p,q)eP t=2

+ Z Dyepip)

peEP
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onde D, é um polindomio nao nulo e

w = (_1)n+1 Z ((ztl + Z>\(q)>\(q))zt2 - Ztl (Zt2 + ZA(q)A(q)))
(p.a)€P

n

H Z + Z/\(q),\(q))@pp — Ya@m) (€pg T Ex@AR))-
1=3

Fixados p < ¢ em P, os coeficientes de ey, nos geradores z;, - -- 2,0, 2;, - 2;,W, U, €

r

w sao, respectivamente,

s

D T ] 2(Wor = 93@r@) 78 = Y04 (Zb + X)) LLEe + Ap)i (411)
=1 t=3

1)+t H 2B )R = (ke e ) (4.12)

k. ky .
H(pro + 2X(r@) W — Ur@r@);

t=3
(—1)n+1((ypp - ?/A(q)A(q)) ) ypq(z + Z)\(q )\(q H Z + Z)\(q A(q)) (4.13)
t=2
€
(=1)" (zp + i) 2 — 2+ ) LT + 20 W — @) (414)

=3

Os polinomios em (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14) s@o produtos de polindomios irredutiveis.
Observemos que, nos polinémios (4.11) e (4.12) temos o produtério [];_, z]’}p, enquanto que
m (4.13) e (4.14) tal produtdrio ndo aparece. Assim, podemos diferenciar os polindmios
(4.11) e (4.12) dos polinomios (4.13) e (4.14), ou seja, podemos identificar quais deles
sao coeficientes de ey, nos geradores z;, ---2; v e z; --- 2, w e quais sao os coeficientes
de ey, nos geradores v e w. Considerando os geradores z;, - -- 2;,vV € 2;, - - - 2;, w, podemos
identificar qual dos polinomios (4.11) e (4.12) ¢é coeficiente de ey, em z;, - - z;v e qual é
coeficiente de e,, em z;, - - - z;, w, observando que a variavel y,, aparece somente em (4.11),
ou seja, (4.11) é coeficiente de e,, no gerador z;, --- z;, v e podemos recuperar, os indices

7'l

i1,...,1. a partir do produtério Também, podemos recuperar dos polindémios
l 1 3

(4.11) e (4.12) o indice j; e o par de indices ki, ko, respectivamente, da tnica varidvel
na forma zﬁ que aparece em (4.11) e da tnicas varidveis z{,}] e 232 que aparecem em

(4.12). Assim determinamos a ordem das varidveis restantes nos geradores z;, - - z;, v e
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Ziy -+ -z, w. Logo, os geradores z;, - - - z;,v € z;, - - - 2; w estao em correspondéncia biunivoca
com os polindomios das formas (4.11) e (4.12), respectivamente.

Considerando agora os geradores v e w, observando que a variavel y,, aparece somente
em (4.13) e que existe somente um gerador desta forma, sabemos que (4.13) é coeficiente
de e,, em v e que (4.14) ¢ coeficiente de e,, em w. De (4.14) recuperamos de modo tnico
o par de indices tq,ty, das tnicas variaveis ztl e z 2 (ue aparecem em (4.14). Como, a
partir destes indices, podemos determinar a ordem das outras variaveis em w, segue que oS
geradores v e w estao em correspondéncia biunivoca com os polinémios das formas (4.13) e
(4.14), respectivamente. Como o conjunto dos polindémios dados em (4.11), (4.12), (4.13) e
(4.14) é um conjunto linearmente independente, temos que os geradores de I'y (1), vistos

como elementos de I'; ,,, sao linearmente independentes médulo as A-identidades. O]

Lema 4.8. Os geradores de Fm,n(I;\), vistos como elementos de Iy, ,, comm >1en >0,

sao linearmente independentes modulo as \-identidades.

Demonstragao. De (4.2) obtemos os polinémios que sao os geradores do espago vetorial

Fm,n(-l;\)a

Z’i1"'Zir[yknzjm'"7st7yk27"'7yk?m]7 Zil"'Zir[zll)zlza"‘azlsuyh"'7ym]7
Zl”'zn[ytlpyazu"wyam]u [yb17Z17"'7Zn7y527"'7ybm]7 [ZdUZdQ?‘"7Zdn7y17"'7ym]7
onde i1 < - <, Yy > 25 < o < 2 < Yk < ot < Yks 2 > Ay < o <2,

A > Ao < e < gy Yy > 21 <o < 2y < WYy < < Yy, € 2gy > Zay <o < 24,

Vamos denotar por v o colchete que possui y na primeira posicao e z na segunda, w
o colchete que possui z na primeira posi¢ao e por u o colchete que possui y em todas as
suas posicoes. Aplicando os geradores de Iy, ,(/5) nas matrizes genéricas, temos, nos trés

primeiros tipos de geradores,

r

Ziy 2 = (—1)s+m Z H Z;lp<<ypp yx(q)x(q))zﬁ y;;é (Zﬁ? + Zil(q))\(Q)»
P l=1

(p.9)€P

H(Z“ + Z H ypp - ZA ))epq + (=) Z H ZA(‘J )A(a)
Pl = (p.q)€P I=1

S

(W = Untano) 200 — Yoa oo + Aan@) 110 + 2a@)
t=2

H ypp ))ek(q)k(p)v
t=2
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T

Ziy 2, W Y T A+ a7 = 20l + 2
P l=1

(p,9)€P
S m

j 1 t t s+m
H(Zﬁ; + 2 (ga@) H(ypp + Zx(@)A()) Epa T+ Z H N@A@)

t=3 t=1 (p,g)eP =1

(5 + Bhor@) e — 2022 + i a@)

S m

H(Z;];; + Zif(q)x(q)) H(y;)p - yi(q)x(q))@(qu)
t=3 t=1

m l a a a a a a
21 zpu = (=1) Z_ H 2o Wop = U@ ¥pa — Yoa Wpp — Ynion@)))

(ypp yA(q IA(9) )epq — Z HZA(‘I )A(a)

(p,q)eP I=1

==

yZ;) o yizq)/\(q))y;é - yZ;(y;; B yi?q)k(q)))

s

(y;; - y;zq))\(q) ) EX@)Ap)-

~
Il
w

Nos dois ultimos tipos de geradores, temos,

n+m 1 1
vo= (1) " Z ((ypp y/\(q)/\()> y:nq( pp+z>\(q))\(q))>

(p,9)€P

TG + 2Bana) TTE = Wiw@) €+ (D™ erxgam)
t=2

w = ) Z dl + Z )A(g ))Zgé o chvl;( o T ZA(q)A(q)))

d di m+n+1
H(th? + ZA(q)A(q)) H(y;p - yf\(q)/\(q))(epq + (=1 ea@am)-

Considerando p < ¢ fixos em P, os coeficientes de e,, nos geradores z; ---z; v,

2, W, 210 ZpU, U € W sao, respectivamente,

D" [T 2 (i = Ut 7n = Yna (2 + 2Ngnio)) L1 + Ziga) (4:15)

t=2
m

k k .
(Ypp = Yng)r@))3
t=2
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S

)T H (20 + )2 — 2043 + Agr) L1 + Aigrg) (416)

t=3
H@/;p B yé\(q)k(q));
=1
n m
m ! a a
(_1) H zpp((ypzll - yA%q)/\(q))ypq ypq (ypp H ypp )\(q)> (4'17)
=1 t=3

s

(1" (Wop — Yrtania)7pa — Yos(Zop + Zn) L Lo + 2Aa)  (418)

o~
[\

H ypp yA (@)A( ))'
=2

S

r+m d d d d d
(=1 ((zpp + 2\ 208 — Zaon + @) LG + 2Nn) (429

=3
H ypp ))
t=1

Os polindmios em (4.15), (4.16), (4.17), (4.18) e (4.19) sao produtos de polinomios

~

irredutiveis. Observemos que, nos polindmios (4.15), (4.16) e (4.17) temos o produtério

—1 z;lp, enquanto que em (4.18) e (4.19) tal produtério ndo aparece. Desse modo,
podemos diferenciar os polindémios (4.15), (4.16) e (4.17) dos polinomios (4.18) e (4.19),
isto ¢, podemos identificar quais deles sao coeficientes de e, nos geradores z;, - -- 2.2,
Ziy vt 2, W e %) -+ 2, U e quais sao os coeficientes de ey, nos geradores v e w. Considerando
os geradores z;, -+ 2, U, Zi cc Z,W € z; -z, u, podemos identificar o polindémio (4.15)
como sendo coeficiente de ey, em z;, - - - 2; v, observando que neste polinomio aparecem as
Unicas variaveis na forma thlz e y]’;‘}, podemos identificar o polinémio (4.16) como sendo
o coeficiente de e,, em z;, ---2z; w observando que neste polinomio aparecem as tunicas
varidveis na forma 2J! e 22 e podemos indentificar o polinémio (4.17) como sendo o
coeficiente de e,, em z; -z, u pois nele aparecem as unicas varidveis na forma yp. e
Ypa. De cada um desses geradores podemos recuperar os indices i1,...,%, a partir do
produtério [[,_, z%,. Também, podemos recuperar dos polinémios (4.15), (4.16) e (4.17)
os indices ky, 7; das Unicas variaveis na forma zﬁ e ypq que aparecem em (4.15), os indices

J1, J2 das Unicas variaveis na forma z“ e zj2 que aparecem em (4.16) e os indices ay, as que

aparecem nas tlinicas variaveis na forma ygl e yo2 que aparecem em (4.17). Logo, podemos
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determinar de maneira unica a ordem das varidveis restantes nos os geradores z;, - - - 2;,,
Ziy 2, W ez -2 U e, assim, tals geradores estao em correspondeéncia biunivoca com

os polinomios em (4.15), (4.16) e (4.17), respectivamente.

Considerando agora os geradores v e w, observando que a variavel y}% aparece somente
em (4.18), sabemos que (4.18) ¢é coeficiente de e,, em v e que (4.19) é coeficiente de e,
em w. De (4.18) e (4.19) recuperamos de modo tinico o indice by e o par de indices dy, da,
respectivamente. Como, a partir destes indices, podemos determinar a ordem das outras
variaveis em v e w, segue que os geradores v e w estao em correspondéncia biunivoca
com os polinomios em (4.18) e (4.19), respectivamente. Como o conjunto dos polinomios
dados em (4.15), (4.16), (4.17), (4.18) e (4.19) é um conjunto linearmente independente,
temos que os geradores de I'y, ,(I5), visto como elementos de Iy, ,,, com m > 1en > 0,

sao linearmente independentes médulo as M-identidades. O

Usando os lemas anteriores, determinamos os geradores do T(S\)—ideal I d;\(_f (P, F)).

Teorema 4.9. Sejam P um poset finito, com cadeias de comprimento no mdzrimo 2,
conexo, com uma involugcao A e F' um corpo infinito de caracteristica zero. Consideremos
a dlgebra de incidéncia I(P, F) com a involugio A. O T(\)-ideal Id;\(I(P, F)) € gerado

pela identidade ordindria [xy, x5|[xs, 4.

Demonstragao. Dos lemas 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8 segue que os geradores de I',, ,,(I5), vistos
como elementos de I',,, ,, sao linearmente indepedentes médulo as Midentidades de I(P, F).
Como consequéncia disso, segue que I'y,, N 1[5 = 'y N ]d;\(I(P, F)) para todo par de

inteiros nao negativos m,n e, portanto, /5 = ]d;\([(P, F)). O

4.1.2 o,-identidades de I(P, F)

Nesta segunda subsecao de 4.1 vamos considerar a dlgebra de incidéncia I(P, F') com a
involugao oy e determinaremos os geradores do T'(oy)-ideal Id°(I(P, F')). Observemos
que, considerando P sob as condigoes descritas no inicio do capitulo, sempre podemos
definir em I(P, F) a involugdo oy, pois como observado no inicio da subsecao 4.1.1, o
poset P nao pode ter pontos fixos. Desse modo, conforme a Proposigao 1.65, temos P; o

subconjunto dos elementos minimais de P, P, o subconjunto dos elementos maximais de
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P e Py = (). Temos entao, para p,q € Pe f € I(P, F),

—f(Mg), A(p)) sep<q
f(A(q),A(p)) caso contrario.

ox(f)(p,q) =

Pelo Teorema 2.25, o polinomio [x1, z5][x3, x4] é uma identidade polinomial ordinria
de I(P, F), assim, podemos considerar o T'(oy)-ideal I,, gerado por [z, zs|[zs, z4]. De-
notemos por I',, ,, (I, ) o subespaco dos polinomios multilineares Y-préprios nas varidveis

) : K. Z)
Yy -y Ymsy 215 - - -, 2n da algebra relativamente livre —
o
De maneira analoga ao que foi feito na subsecao anterior, temos que os polindomios em

(4.2) também geram os espacos vetoriais I'y, (15, ).

Para determinarmos os geradores de Id°*(I(P,F')) também usaremos as matrizes
genéricas e escreveremos uma base de (P, F') formada por elementos oy-simétricos e ele-
mentos oy-antissimétricos. Do mesmo modo que fizemos anteriormente, podemos escrever

a algebra de incidéncia I (P, F'), como um espago vetorial, da seguinte forma,
0 1
[(P,F) = 1(P,F)J) & I(P,F))

onde I(P, F )(SOA) é o subespago vetorial dos elementos oy-simétricos de I(P, F) e I(P, F )((713 é
o subespaco vetorial dos elementos oy-antissimétricos de I(P, F'). Considerando o mesmo
P em (4.3) com a mesma relagao de equivaléncia dada em (4.4), consideraremos novamente
P como sendo o conjunto quociente de P pela relacao de equivaléncia ~. Podemos escrever

a base de I(P, F' )303 como sendo

Bg* = {em + expirp) - p € P com p# Ap)} U {en, — exonw : () € P}

e a base de I(P, F)g) como sendo

Btlb\ — {epp - 6)\(1)))\([))7 EpA(p) - P € P com p 7& )‘(p)} U {epq + 6)\(‘1))\(?) : (p7 Q) S P}

[N

Observemos que as unides nas definigdes de Bj* e By* sao disjuntas. Fazendo B™ =

Bg*» U B, temos que B?* é uma base de I(P, F).

Sejam yf e 2 varidveis que comutam e consideremos as matrizes genéricas,

lvk] = Z Z/gp(epp T expae) + Z y]’;q(epq + ex@Ap))
peEP (P.9)EP
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= 2 (em = exonm) T D (g — Ex@rm) T D 2w o)

peb (Pa)EP peb
comk=1,2,....
Seja D7 a F-subdlgebra de UT|p|(Fy}:, z:]) gerada pelas matrizes acima. Podemos
definir sobre D?* a involugdo o), as matrizes [y;] sdo simétricas enquanto as matrizes [zy]

sao antissimétricas com respeito a oy.

O seguinte teorema pode ser demonstrado de maneira analoga ao Teorema 4.4.

Teorema 4.10. A dlgebra D> € isomorfa a dlgebra relativamente livre na variedade das
dlgebras com involucao gerada por (P, F), ou seja,

F(Y,Z)

e e
[d(I(P, F))

Usando o teorema acima, vamos calcular os seguintes colchetes nas matrizes genéricas,

[z]: [z3]] = Z ((21]3;; + Zi\l(q)x(q))zjz Zjl (2]2 + ZA(q)A(q)))(epq + Ex@AP)
(p.a)eP
+ 22 Zi)zla ;jj\ p,\(p)ZJQ)epA(p)’
pEP

[y ], [25,]] Z ypp y,\(q),\(q)) ypq( ;J)}) + Zf\l(q),\(q)))@pq - e>\(‘1)>\(p))7
(p,q)€P

[[yir], [yio]] = Z ((y;; - yil(q)x(q))y;iﬁ; - y;t](y;% - yiQ(q)A(q)))(epq + ex@Am)-
(p.a)EP

Agora, provaremos alguns lemas que serao usados para se obter os geradores de
Id°>(I(P, F)). Tais lemas sao demonstrados de maneira andloga aos lemas (4.5), (4.6),
(4.7) e (4.8), assim em cada lema que vamos enunciar a seguir, em suas respectivas de-
monstragoes, colocaremos somente os calculos, pois as argumentacoes serao as mesmas

feitas nos lemas citados acima.

Lema 4.11. Os geradores de I, 0(1,,), vistos como elementos de Iy, 0, sao linearmente

independentes modulo as oy-identidades.
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Demonstragao. De (4.2) temos que os geradores de I';, o(1,, ) sd@o os polinémios na forma

[Yjrs Yjos - - - Yj,) onde j1 > jo < - -+ < jp,. Semelhantemente ao Lema 4.5, aqui usaremos
F{Y,Z)
I,
V= [YjrsYjs» - - - » Yj,] € calculando v na matrizes genéricas, temos,

o isomorfismo D7* = e faremos os célculos assumindo y; € D?*. Fazendo

v= (=" > (W =Yara) Vv = on) T 1= ma@) Erat (=1 exane)
(p,q)€P t=3

Para p < g em P fixos, o coeficiente de e,, e v é o polinomio
<_1)m((ygj);; - yf\l(q))\(q))ypq ypq(ypp H ypp )) (420)
t=3

Observemos que o polinomio em (4.20) é o igual ao polindémio (4.8). Logo, repetindo
a argumentagao feita no Lema 4.5, segue que os geradores de I'y,0(/,,), vistos como

elementos de I';, o, sao linearmente independentes moédulo as o-identidades. O

Lema 4.12. Os geradores de I'y,,(1,, ), vistos como elementos de L'y, sdo linearmente

independentes modulo as oy-identidades.

Demonstracao. De (4.2) obtemos que o espago vetorial I'y ,, (15, ) é gerado pelos polindémios
21 Zny Ziy o Zin|Zgns Zas e Zs) € (ks Zhay - - - s Zhon)

onde 1y < - <, J1 > Jo < <Jseky >ky<--- <k,

Como no lema anterior, faremos os célculos em D?*. Denotando por v = [z, Zkys - - - » 2k, )5
w = [2j,, %j,, --.,%2;,] e aplicando os geradores de Iy, (/,,) nas matrizes genéricas, temos
n
!
H pr epp+ (—1)"expa E : Apqlpq + E , Bpgexgam) + E :C EpA(p)
peP I=1 (p,q)EP (p,q)EP peP

onde A,,, By, e C, sao polinémios nao nulos,

n

n k
Vo= (_1) E ((25;1 + Z)\%q))\(q))z;f; - pq( k2 + Z H »t+ Z)\ ()X ( q))(epq + e>\(‘1)>\(P)>
(p.q)€P =3

n

+ (2" (maie — 2w [ Zeeme
peP t=3
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zipzmw o= (=1)° Z H Z;lp Zh + Z>\(q)>\(q))z]2 o Zh (ij + Z/\(q)A(q)))
(p,g)eP =1

H(sz»% + 2 (pa) ra + (—1)° Z H 2N@A)
=3 (pa)eP =1

(2 + Alora) 5 = 20z + ZAipn) TTEs + or@)rare
t=3

+ Z H 21]7;’ PA(p) Zp/\(p) PP) H Zg’l’em(p)

peP t=1 t=3

Considerando p < ¢ fixos em P, como o coeficiente de ey, ¢ nao nulo somente em
21 -+ Zp, 0 Unico gerador dessa forma, podemos trabalhar com os geradores z;, - -+ z;, w e v

separadamente de z; - - - z,,. Os coeficientes de e,, em z;, - - - z; w e v sao, respectivamente,

(=1)"((zpp b+ ZA(q)A(q))ZkQ - Zkl(sz + z/\(q @) H zkt + zA(q o) (4.21)
=3

S

)"y H 2 (20 + i) 7o = 20t + @) Lo + Agpn)- (422)

p<q =1 t=3

Observemos que o polinémio (4.21) é igual ao polinémio (4.9) e que o polinémio
(4.22) ¢é igual ao polinémio (4.10). Assim, usando a mesma argumentacao feita no Lema
4.6 segue que os geradores de I'g,,(1,,), vistos como elementos de Iy, s@o linearmente

independentes médulo as oy-identidades. O]

Lema 4.13. Os geradores de I'y ,(1,,), vistos como elementos de I'y ,,, sdo linearmente

dependentes modulo as oy-identidades.
Demonstracao. De (4.2), os geradores de I'y ,,(1,,) s@o os polinémios na forma,
Zipt o Zir[yvsz sy st]a Zip ottt ZiT[Zkla Rhgy v+ 7Zk57y]7 [y»zlv sy Zn]a [th Rty oo 7Ztnay]ﬂ

onde i3 < - < dp, J1 < crr < Jg, k1 > ko < -o- < ksety >1y <--- <ts,. Denotando
por v os comutadores que possuem y na primeira posi¢ao e por w os comutadores que

possuem y na ultima posigao e, aplicando os geradores de I'y ,,(/,, ) na matrizes genéricas,
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temos, nos dois primeiros tipos de geradores,

Zig ot Z, U0 = )7+ Z H ((Ypp — Y q)A(q)) yPQ(Zgzl? + Zf\l(q)/\(q)))
(p,g)eP I=1
j jt s+1 (
L1+ Zina)ers = U Y0 T A wn9
1=2 (pa)eP =1

s

(Y — y/\(q)/\(q))zﬁ - ypq(zﬁ + Z)\(q))\(q))) H(th + Z,\(q)A(q))e/\(q)/\( )

t=2
+ Zcpep/\(p)
peEP
onde C, ¢ um polinomio nao nulo e
o k Lk ki k
Zigtt R, W = + Z H : + Z)\ q)A(q)) g — % 1(’2 >+ Z)\(Q))‘(Q)))
(pg)€P =1
k S
H(Z T ZA(Q))\(Q))(pr - ?JA(q)A(Q))epq o Z H Z>\ (9)A(g

=3 (P.q)eP I=1

S

k k 1 k ky k
(23 + 2ton@) 2 = 20 (o + 2@ 1L o + Aona)
t=3
(ypp - y)\(Q)A(‘I))eA(‘Z)A(p)‘

No terceiro e quarto tipos de geradores temos,

vo= (—1)n+1 Z ((Ypp — ?/A(q)k(q))zéq - ypq(Z;p + Z}\(q)k(q)))
(p,q)eP

11 + 2 n) (€ — exanm)
=2

~

w n+1 Z ztl + ZA(q >\(q))zt2 - z;}](z” + z/\(Q)/\(Q)))
(p,9) P
TG + 23ai) Wer = Ur@rm) (€ng — Ex@awm)-
1=3

Fixados p < ¢ em P, os coeficientes de e, nos geradores z;, - -- 2,0, 2;, -+ 2;,W, v, €
w sao, respectivamente,

s

1) H 2 ((Yop = Yr@)n@)) 2y — Ypa (2 + Z)\(q))\(q))) (255 + Z/\(q)/\(q)) (4.23)

t=2
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r

s k k k k
(—1)st H 2 (28 + Z/\(q)/\(q)) 2= 2pl (2 4 232 ) (4.24)
=1

ke .
H(z + Z,\(q),\(q))(ypp ~ YA@A@);

t=3
(=1)" ™ (Wop = Uriar@) Zmg — Ypa oy T 2Acnia) [ [ 2 + Zna)) (4.25)
t=2
€
(1" (2t oaa) = (224252 00 o) T Tt 2 a) U —Ya@am)- (4.26)
p<q =3

Notemos que o polinémio (4.23) é igual ao polindomio (4.11), o polinomio (4.24) é
igual ao polinémio (4.12), o polinomio (4.25) é igual ao polinémio (4.13) e o polindmio
(4.26) ¢é igual ao polinomio (4.14). Logo, seguindo a demonstragao do Lema 4.7 segue que
os geradores de I'y ,,(1,,), vistos como elementos de I'y ,,, sdo linearmente independentes

moédulo as oy-identidades. O

Lema 4.14. Os geradores de 'y, ,,(15,), vistos como elementos de Ty, ,,, com m > 1 e

n > 0, sao linearmente independentes modulo as oy-identidades.

Demonstragao. De (4.2) obtemos os polindmios que sao os geradores do espago vetorial

Fmﬂ’b([a,\)a
Zip * e 'Zir[yklysz' vy Ry Ykoy - - - 7ykm]7 Ziy "t 'Zir[zlmzlzv ce s Rl Y1y 7ym]a

<1 "'zn[yapyaz?"'ayam]a [yb17217"'7zn7yb27---7ybm]7 [zduzdza'"7Zd57y17"'7ym]7

onde i1 < -0 <y, Yy > 25 < o < 2 < WYk <t < WYy 2 > Ay < e <2,
A >y <o <,y Ypy > 21 < <y <Yy < < Yy, € 2y > 2y < < 2,

Vamos denotar por v o colchete que possui y na primeira posi¢ao e z na segunda, w
o colchete que possui z na primeira posi¢ao e por u o colchete que possui y em todas as

suas posigoes. Aplicando os geradores de I',,,(I,,) nas matrizes genéricas, temos, nos
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trés primeiros tipos de geradores,

ZI--.

ZpU

1>S+m Z HZ;)lp((ypp y)\(q))\(q))zh ypq(zjl+z)\(q))\(q)))

(pg)eP =1
j j k ky s+m i
L1 + o) LW = vhiona)ess + D™ >0 T 2w
t=2 t=2 ()P I=1
k k j
(Y = Yntainia) Ze — Yoa (2p + 2 h(q)A(qQ)
LG + Ziana) L Wh = vhioa@)ex@nm:
t=2 t=2
(=1 Zzzfp((zh + Z (g )A(q)>zzjfz - Zgé(zﬁ + Zf(q)k(q)))
(p,q)eP =1
LGS + 2on@) LT — vhona)em + (=17 > H 2N (@A
t=3 =1 ()P =1

(s + Bhor@) 7 — 222 + i a@)

S

H(z;; + Zi\t(q)k(q))

t=3 l

::]s

l l
(Ypp = Yn(@)r(@)) EXNDA®D)

Il
—

m

(p.g9)eP

H ypp yA(q )X(q) )epq + Z HZ/\
1 ya

t=3 (p,g)eP I=1
(ypp B

(
=3

A(q)A(q))ng ~ Ypg Wpp — ?/K?q)A(q)))

H Ypp — yizq))\(q))eA(Q)A(p)‘

~

Nos dois ultimos tipos de geradores temos,

n+m b b 1 b 1 1
(1) " Z ((yp;? - yAl(q)A(q))qu - yptlz(zpp + Zk(q)k(q)))

(p,q)€P
H(Z + Z)\ (@)X (g) H ypp y)\(q)k q))(epq + (_l)meA(Q)A(p))
t=2 t=2
n+m d
(—1) " ((zg;) + Z/\%q))\(q))zgs B Zdl(’zdz + zA(q)A(q)))
(p,9) P

d d m
H(thz + Z/\Eq)/\(q)> H(?J;tap + Zi(q)k(q))(epq +(=1) ek(q)k(p))‘

l a a a a a a
H pr((yp;) - y/\zq)/\(q))ypé - yp; (ypf? - y)\?q))\(q)))
P l=1
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Considerando p < ¢ fixos em P, os coeficientes de e,, nos geradores z; ---z; v,

.
Ziy v 2, W, 210 ZpU, U € W sao, respectivamente,
S

(_1)8+m H Z;;)((ypp y>\(q)>\(q))zj1 ypq(zjl + z/\(Q)A(Q))) (Zi’;’ + Zit(q)/\(q)> (4'27)
=1 =

m

~
[\

k k
(Ypp = Ux(gri))»

s

(1 [T 2 (3 + a2 — 7 + 2Rana) 11 + D) (428)

~
Il
[y
~+
w

! !
H(ypp - yk(q)k(q)%

m ! a a a a a a a a
(_1) H pr((Z/p]l) - y)\%q))\(q))ypg - ypé (Z/p; - y,\?q),\(q))) H(yp; - yAEq)A(q))? (429)
=1 t=3

S

(_1)n+m (<ypp y)\(q))\(q)) ypq<z + Z/\(q)/\(q))) (Z;)p + Zf\(q)/\(q)) (4‘30)

t=2
b b
H(yp;a yAt(q)A(q))’
t=2
(=1 ™ (2 2 =2 Gt 25ton) LTt 2Nan@) LT W2 @)+ (4:31)
t=3 t=1

Notemos que o polindmio (4.27) é igual ao polinémio (4.15), o polinomio (4.28) ¢ igual
ao polinomio (4.16), o polinomio (4.29) é igual ao polinémio (4.17), o polinomio (4.30) é
igual ao polindmio (4.18) e o polinémio (4.31) ¢ igual ao polindémio (4.19). Desse modo,
podemos seguir a argumentagao feita no Lema 4.8 e, portanto, os geradores de Iy, (15, ),
vistos como elementos de I',, ,,, com m > 1 e n > 0 sao linearmente independentes moédulo

as oy-identidades. O

Usando os lemas anteriores, determinamos os geradores do T'(cy)-ideal Id°*(I(P, F)).

Teorema 4.15. Sejam P um poset finito, com cadeias de comprimento no mdximo 2,
conexo, com uma involugcao A e F' um corpo infinito de caracteristica zero. Consideremos
a dlgebra de incidéncia I(P, F') com a involucao oy. O T(oy)-ideal 1d°>(I(P, F')) € gerado

pela identidade ordindria [xy, x5|[xs, 4.
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Demonstragao. Dos lemas 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14 segue que os geradores de L'y, (1, ),
vistos como elementos de I'y, ,, sao linearmente indepedentes médulo as oy-identidades de
I(P, F). Como consequéncia disso, segue que I', ,,NI,, =T, ,NI1d°*(I(P, F')) para todo

par de inteiros nao negativos m,n e, portanto, I,, = Id°*(I(P, F)). H

Observagao 4.16. Se P € um poset conexo com involugao e com cadeias de comprimento
no mazrimo 2, P deve possuir um niumero par de elementos, pois P deve ter sempre um

mesmo numero de elementos maximais e minimasis.

Observagao 4.17. Se P ¢é conexo e possui dois elementos, P é da forma

D2

Y4

Neste caso, P possui somente uma involu¢ao A com A(p1) = pa. Temos que I(P, F') =
UTy(F), o conjunto das matrizes triangulares superiores de ordem 2. Definindo em
I(P, F) as involugdes X e oy, por [10], existem em I(P, F) h-identidades e oy-identidades
que ndo sio ordindrias. Denotando por I e J o T(\)-ideal Ial;\(I(P7 F)) e o T(oy)-ideal
Id°>(I(P, F)) de F(Y,Z), respectivamente, temos

I= <[Z/173/2]7 [21, 22]7 [2/17 21][y2, 22]7 Z21Y1%22 — 22y1z1> e

J = ([y1, 2], [21, 1], [21, 22) (23, 24], 212223 — 232021) .

4.2 IdentidadesPolinomiais com Involugaoem I(Cy,, F)

Na se¢ao anterior mostramos que, com certas hipoteses sobre P, todas as M-identidades e
todas as oy-identidades da algebra de incidéncia I(P, F') seguem da identidade ordindria
[1, xo][x3, 74]. Nesta secao provaremos que, se P = Cy,, esse resultado pode ser melho-
rado, ou seja, provaremos que para toda involucdo p sobre I(Cy,, F'), as p-identidades

também seguem da identidade ordindria [xy, xo|[z3, z4].

Proposicao 4.18. Seja A uma F-dlgebra com F um corpo de caracteristica zero. Su-

ponhamos que A possua duas involucoes p; e py. Se py e py sdo equivalentes, entdo

1d7 (A) = 1d»(A).
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Demonstragao. Como p; e ps sao equivalentes, existe um automorfismo ¢ de A tal que
1o pyo1p = p;. Consideremos BT uma base do subespaco vetorial formado pelos
elementos de A que sao p;-simétricos e B~ como sendo a base do subespago vetorial
formado pelos elementos de A que sao p;-antissimétricos. Desse modo, B = BT U B~ ¢

uma base de A. Sejam a € BT e b € B~. Para estes elementos temos,
(™" o protp)(a) = pi(a) = a, que implica em py(¢(a)) = ¥(a) e

(¥~ 0 p201h)(b) = pa(b) = —b que implica em pa(2(b)) = —1(b).

Assim, obtemos uma outra base para A, a saber, o conjunto

Y(B) = ¥(BT) U(B7),

onde 1 (B™) é base do subespago vetorial formado pelos elementos de A que sao po-
simétricos e ¥(B~) é base do subespago vetorial formado pelos elementos de A que sao

po-antissimétricos, pois ¥ é um automorfismo de A.

Sejaagora f = f(y1,-- -, Yn, 21, - - - 2m) € 1d”*(A) multilinear. Podemos assumir f mul-
tilinear pois charF' = 0. Facamos a seguinte substituicao nas variaveis de f: substituimos

y; por ¥ (a;) com a; € BT e z; por ¢(b;) com b; € B~. Assim,
f@W(ar),...,(an), (1), ..., 0(bn)) =0U(f(al,...,an,0b1,...,by)) =1(0) =0.

Logo, f € Id”(A) e Id”(A) C Id**(A). Usando de maneira inversa o mesmo argu-

mento, obtemos a inclusdo contraria. Portanto IdP(A) = IdP2(A). O

~

Pelos Teoremas 4.9 e 4.15 temos que o polindmio [z, xs][x3, z4] gera o T'(A\)-ideal
[d*(I(Cop, F)) € 0 T(oy)-ideal 1d°>(I(Cy,, F)) onde A é uma involucdo em Cy,. Sendo
assim, vamos considerar as involugoes na forma M uj‘ em [(Cy,, F') onde A\ é uma reflexdo
de Cy, e o elemento p satisfaz p(ay, b)) = —p(az, by) = 1. Nosso objetivo nesta segao
é determinar os geradores do T'(M,\)-ideal I dMeA(I(Chy, F)) para qualquer que seja a
involucao M, u;\~ Pelo Teorema 3.19 temos que qualquer outra involugao na forma M, N
com X reflexao de Cy, e 7 um elemento multiplicativo tal que 7(ay, b;) = —7(ag, by) = £1
é equivalente a M,\. Desse modo, pela Proposicio 4.18 segue que [dMe(I(Coy, F)) =
[dM-¥ (I(Clyp, F)). Logo, para determinarmos os geradores de T(M,A)-ideal IdM+*(I(Ch,, F))
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basta determinarmos os geradores deste ideal para um representante da classe de equi-
valéncia de Muj\. Para p,q € Cy,, vamos tomar tal representante com p multiplicativo

definido da seguinte forma, com p, q € Csy,,

(

1 sep=gq

L sep<qellp) #q

w(p,q) = (4.32)
1 sep=aieq=>0b

\ —1 sep=uageq=bs.

Sendo assim, para p < g em Cy,, temos,

Mﬂj‘(epp T expne)(ts) = Mulepy + expnm)(t,5) =t s)(epp + expam)(E, 5)
1 set=s=p
= 1 set=s=\p)
0 caso contrario

= (em +erpnp) (1, 5)
e, considerando A(p) # ¢,

My A(epq + exane)(t,s) = Mulen + exanem)(t8) = ult, 8)(ep + exnen) ()
1 set=pes=q
= 1 set=MAq)es=Ap)
0 caso contrario

= (epg T exrm) (£, 5)-
Para os pares de elementos A-invariantes (aq,b;) e (az,be) temos,

MH5‘<€a1b1)<t7 5) = Mu<€a1b1)<t? 3) = :u(t7 S)(ealbl>(t7 3)
1 set=a;es=20b
0 caso contrario

= Cayb (tv S)

~

MH)‘<€a2b2)<t7 S) = Mu<€a2b2)<t? 3) = :u(t7 S)(6a252>(t, 3)
-1 set=ages=20b
0 caso contrario

= —€ayby(l, ).
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Pelo Teorema 2.25, o polindmio [z1, 23][z3, 4] é uma identidade polinomial ordinéria de
I(Cyy,, F), assim, podemos considerar o T(MHS\)—ideal I},5 gerado por (21, xa][23, 4]. De-

notemos por I'y, , (1 M, 5) 0 subespago dos polindmios multilineares Y-préprios nas varidveis

. : . K(Y,Z)
Yy -y Ymsy 215 - - -, 2o da dlgebra relativamente livie ———.
I -
M, A
De maneira andloga ao que foi feito na secao anterior, temos que os polinomios dados

em (4.2) também geram os espagos vetoriais I'y, ,, (1 M, 5)-

Para determinarmos os geradores de [d#*(I(Cy,, F')) usaremos novamente as ma-
trizes genéricas. Podemos escrever a algebra de incidéncia I(Csy,, F), como um espago

vetorial, da seguinte forma,

I(Cyn, F) = 1(Con, F)y) & 1(Con, )Y |

onde I(Cyp, F' )E\? 5 € o subespaco vetorial dos elementos M, A\-simétricos de I(Cs,, F)
o

e I[(Cyp, F )5\2)\ é o subespaco vetorial dos elementos M, M-antissimétricos de I(Ch,, F).

Lembremos que A nao pode ter pontos fixos e, como estamos considerando o a coroa Cs,,
aqui o conjunto P definido em (4.3) tem a forma P = {(p, q) € Co, X Cy,, : p < q em Cy, }.
Consideremos esse caso particular de P com a mesma relagao de equivaléncia dada em

(4.4). Desse modo, temos como base de I(Coyy, F)E\g) 5 0 conjunto,

M\
By " = {epp + exprp) €y, - P € P com p# Ap)} U{epg + exore : (p,q) € P}

e como base de (P, F)E\lJ) 5 O conjunto,
N

M2
By = {ep — EA(P)A(p)s Casby * P € P com p # AMp)} U {ep — EX(@A (D) - (p,q) € P}.

. .~ M#S\ Muj\ ~ .. . k k .
A unioes nas definigoes de By *" e B, *" sao disjuntas. Sejam y;, e z,; variaveis que

comutam e consideremos as matrizes genéricas,

x| = Z ygp(epp + e/\(p)/\(p)) + Z yiq(epq + e,\(q),\(p)) + y§1b1€alb1

pep (p,q)EP
€
2] =) 2 (e — expomm) T D 2hy(€ng — exi@Am)) F 2oy Cante
peP (p.a)€P
comk=1,2,....

Seja DM 5 F-subdlgebra de Uﬂp‘(F[lei, 2I"]) gerada pelas matrizes acima. Podemos
definir sobre DM o involucao M MS\, as matrizes [yy| sdo simétricas enquanto as matrizes

(2] sdo antissimétricas com respeito a M.
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De maneira analoga a demonstracao do Teorema 4.4, podemos demonstrar o seguinte

teorema.

Teorema 4.19. A dlgebra DMiA ¢ wsomorfa a dalgebra relativamente livre na variedade
das dlgebras com involugao gerada por I(Cayy,, F'), ou seja,

MA o~ F<Ya Z) .
IdMeA (1 (Coyp, F))

Usando o teorema acima, vamos calcular os seguintes colchetes nas matrizes genéricas,

[[z5.], [252]] = Z ((Zﬁ + Z)\(q))\(q))zjz - Zh (2]2 + Z)\(q))\(q)))(epq — ex@Ap) (4:33)
(p.q)€P
+ 2(222112231;@ Za2bgzé22a2)6a2b2’

[yar], [22]] = Z ((ypp y)\(q))\(q))zjl y;q(zjl + Z)\(q))\(q)))(epq + exap) (4-34)
(p.a)€EP
- 2ya1b1 Zc]lllal €a1b1 )
[ yn y12 Z ypp . ))ypq y;Z(y;i: - y?(q))\(q)))(epq - eA(‘])MP))' (435)
(p.a)€P

Notemos que, neste caso particular de I(Cyy,, F') com a involugao MMS\, temos que
os coeficientes de e,y — exig)r(g) em (4.33), (4.34) e (4.35) s@o iguais aos coeficientes de
(4.5), (4.6) e (4.7), respectivamente. Desse modo, usando os mesmos célculos e as mesmas
argumentacoes dos lemas 4.6, 4.5, 4.7 e 4.8, respectivamente, podemos provar os seguintes

lemas:

Lema 4.20. Os geradores de Fm,O(]MuS\)f vistos como elementos de I'y, o, sao linearmente

independentes modulo as Muﬁ—identidades.

Lema 4.21. Os geradores de PO,n(IMMX)f vistos como elementos de I'y,,, sao linearmente

independentes modulo as Muﬁ-identidades.

Lema 4.22. Os geradores de Fl,"(IMuf\)i vistos como elementos de I'y ,,, sao linearmente

independentes modulo as Muj\—identidades.

Lema 4.23. Os geradores de Fm,OUMH;\); vistos como elementos de Iy, ,,, comm > 1 e

n > 0 sao linearmente independentes modulo as MM;\—identidades.

Com esses lemas, podemos provar o seguinte teorema.
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Teorema 4.24. Consideremos Cs, com uma reflexio X e F' um corpo infinito de carac-
teristica zero. Consideremos a dlgebra de incidéncia I(Csy,, F)) com a involugdo MNS\ com
p definido em (4.32). O T(M,\)-ideal [dMX(I(P,F)) € gerado pela identidade ordindria

[Z)’Jl, CL’Q] [{L‘37 1174].

Demonstragcao. Dos lemas 4.20, 4.21, 4.22 e 4.23 segue que os geradores de Fm,n(IMN;\),
vistos como elementos de I',,,, sao linearmente indepedentes médulo as M/, Hj\—identidades
de I(Cyy, F'). Como consequéncia disso, segue que I, ,, N [M‘A =010nN [dM’u;\([(CQn, F))

para todo par de inteiros nao negativos m, n e, portanto, I, 5 = IdM“X(I(C’Qn, F). O
Finalmente, temos o ltimo resultado.

Teorema 4.25. Para qualquer involugao p sobre I(Cyy,, F), n > 2, toda p-identidade

seque da identidade ordindria [T1, xs]|xs, T4].

Demonstracao. Pela Proposicao 4.18, segue que sé precisamos mostrar o resultado para
os representantes das classes de equivaléncia das involugoes sobre I(Cs,, F'). Quando
n é par, dada uma involucao A de C5,, temos trés classes de equivaléncia que podem
ser representadas por 5\, oy € M#;\ com p(ay,by) = —plag, by) = +1 onde (ai,by) e
(ag,be) sdo os pares de pontos A-invariantes em Csy, conforme a Observagao 3.13. Pelos
Teoremas 4.9 e 4.15 segue que as Midentidades e oy-identidades em I (Coyp, F) seguem da
identidade ordindria [y, x5)[xs, z4]. Para a involucdo M\, tomando o representante de
sua classe com p definido em (4.32), pelo Teorema 4.24, segue que todas M, Hj\—identidades
em [(Csy,, F') seguem da identidade ordinéria [xy, z5][x3, z4].

Quando n é impar temos uma classe a mais, a saber, a classe de A quando A é uma
rotacao. Nesse caso podemos novamente usar o Teorema 4.9 e toda A-identidade segue

da identidade ordindria [z1, z5][x3, z4]. Portanto, segue o resultado. O



CAPITULO 5

Identidades com Involucao em (P, F))
com P Conexo Possuindo Cadeias de

Comprimento no Maximo 3

Em todo esse capitulo vamos considerar P um poset finito, conexo, com cadeias de compri-
mento no maximo 3, com uma involucao A e também um corpo F' infinito de caracteristica
zero e algebricamente fechado. Quando dizemos que P possui cadeias de comprimento no
maximo 3, estamos assumindo que P possui pelo menos uma cadeia de comprimento 3,
pois do contrario, P teria cadeias de comprimento no maximo 2, caso que ja foi analisado
no capitulo anterior. Em [10, Teorema 6.6] temos determinados os geradores do T'(x)-ideal
das *-identidades de UT3(F') onde * é a involugao canonica sobre UT3(F') que é dada por
ef; = eajai. A dlgebra UT3(F) pode ser vista como a algebra de incidéncia de P sobre
o corpo F', sendo P uma cadeia de comprimento 3 com uma involugao A, a unica que
pode ser definida sobre P, e A = x a involucdo induzida por A em UTs(F) = I(P, F).
Assim, também consideraremos nesse capitulo |[P| > 4. O objetivo deste capitulo é de-
terminar os geradores do T(\)-ideal Id*(I(P, F)) onde A satisfaz algumas condigdes que
serdo apresentadas nesse capitulo, mostrando que Id*(I(P, F)) = Id*(UTs(F)).

5.1 M-identidades em I(P, F)

Como estamos interessados nas A-identidades, trabalharemos com a &algebra livre com
involucao F(Y,Z) onde Y = {y1,v2,...} é o conjunto das varidveis simétricas e Z =
{z1,29,...} é o conjunto das varidveis antissimétricas com respeito a involu¢do A. Mas

antes de tratarmos das S\—identidades, para facilitar o que sera feito daqui em diante,
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vamos definir trés subconjuntos de P. Sao eles:

M = conjunto dos elementos maximais de P;
Z := conjunto dos elementos que nao sao maximais e nem minimais em P;
m = conjunto dos elementos minimais de P.

Notemos que P = M UZ Um é uma uniao disjunta e que Z # () pois P possui pelo
menos uma cadeia de comprimento 3. Escrevendo P dessa forma, daqui para frente vamos
denotar por p os elementos de m, por r os elementos de Z e por ¢ os elementos de M
para simplificar a notacao que usaremos. Observemos que, como A é uma involucao, se
p € m entao A(p) € M, se ¢ € M entao A\(q) € m e, se r € Z entao A(r) € Z. Também,
observemos que, se r € Z, existem p € m e ¢ € M tais que p < r < q. Note que se p < ¢,
entdao A(¢) < A(p). A fim de fornecer uma base para a élgebra de incidéncia formada por
elementos \-simétricos e A\-antissimétricos, no conjunto C = {(p,q) e mx M : p<yq},

convém introduzir a relagao de equivaléncia ~ dada por
(P1,q1) ~ (P2, q2) se (p2,q2) = (P1,q1) ou (P2, q2) = (A(q1), A(p1)).

Repare que ey, 4, + €x(g)A(py) € multiplo de e, g, + €x(go),a(ps) S€ € sSomente se (p1, q1) ~
(p2,g2) (0 mesmo ocorre com €p, 4 — €x(g)ap))- Vamos denotar por C o quociente de C
por ~.

Antes da préxima proposi¢ao, vamos escrever uma base de I(P, F') formada por ele-
mentos \-simétricos e elementos \-antissimétricos supondo que A fixa todos os elementos
de Z. Podemos escrever a algebra de incidéncia I(P, F), como um espago vetorial, da

seguinte forma, conforme o que foi feito na secao 2.5 do capitulo 2,
I(P,F)=1(P,F)? ¢ 1P F)Y

onde I(P, F)© ¢ o subespaco vetorial dos elementos A-simétricos de I(P, F) e I(P, F)®
é o subespaco vetorial dos elementos A\-antissimétricos de T (P, F). Com a definigao e as
notagoes dadas acima, podemos escrever a base de (P, F )(0) como sendo By = By; U

B072 U B0’3 U B0’4 @) BO,57 onde
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Boy = {epp + expp) i p € m},

Boy = {eprtemp : p<ripem,rel},
Bos = {ep+exgnn : (0,0) €C,q# Mp)},
Boy = {eprp): pEmM,p < Ap)}

Bos = {en: rel}.

Analogamente, a base de I(P, F)( ) serd denotada por By = By ;U DB 52U B 3, onde

Bii = {ep —expap :p € m},
Bipy = {epr—€mp: p<mipem,rel}

Biz = {epg—exonw : »:q) €C,q# Np)}

Observemos que, nas bases By e B;, quando escrevemos e;; estamos assumindo 7 < j

e, no caso de e,q £ ex(g)a(p), estamos assumindo A(p) # q.

Facilmente podemos verificar que os elementos em By e By sao linearmente indepen-
dentes. Para mostrarmos que By gera I (P, F)(O) e que By gera I(P, F)(l), consideraremos
a base canonica de I(P, F). Se a € I(P, F)©, segue que

> e =a=Ma) =Y aieagna
i,j ij
o que implica Z(aij — oz,\(j),\(i))eij = 0. Desse modo a;; = ay;s) para todo 7,7 e

12
podemos escrever

E Qjj 613-1-6,\ )\(1 E ke + E Qg €y

(l)#m ,\(l)=kz /\(t)

Agora, se a € I(P, F)Y segue que
Z Qi€ = G = Z QG EN(HAG)
i,J

o que implica Z(aij + a,\(j),\(i))eij = 0. Assim «a;; = —aj)r(s) para todo 4, j. Mas nesse
i,J
caso, observemos que, se A(7) = j temos a;; = —a;; 0 que nos da a;; = 0 e, se A(i) = 1,

temos «;; = —ay; de onde segue que «y; = 0. Logo, podemos escrever a € [(P, F' )(1) na

forma

a= > ayleg — expne)-
i
A(9)#4,5
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Portanto, By e B; sao bases de I(P, F)® e I(P, F)), respectivamente, e B = ByU B,
¢ uma base de I(P, F').

Feitas essas observacoes, temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.1. Se a involucio A fixa todos os pontos de I, entao o polinomio

(21, 22) 1[5, 24] € uma A-identidade de I(P, F) que ndo é uma identidade ordindria.
Demonstragao. Para quaisquer ay,as € I(P, F') temos
la1, as] € span{e;; 1 i < j}.
Fazendo o produto e;;as, onde ¢ < j e az € By, temos que
la1, as)as € spand{e;; 11 < jeje M},

onde ay,as € I(P, F). Logo,

a1, as]as|ay, as] = 0
para todo ay,as,ay4,a5 € I(P, F) e ag € By. Em particular,

[1, x2)21[23, 4] é uma M-identidade.

Consideremos agora p < r < q em P (eles existem pois P admite uma cadeia com 3

elementos). Fazendo
[€0p: €pr)err[€rgs €qq] = €pq

temos que [x1, X921 [3, 4] ndo é identidade ordindria para I(P, F). O

Para determinarmos os geradores do T'(A)(I(P, F))-ideal Id* também vamos usar as

matrizes genéricas. Assim, sejam yﬁ e zﬁ variaveis que comutam e consideremos as ma-

trizes genéricas,

el = D U+ exmmm) + 2 (e T enm) + D Upa(ens + xini)
pEm p<r (p,q)eC
q7#A(p)
+ Z y];)\(p)ep)\(p) + Z yfrerr
pEM rel
p<A(p)

[21] = Z ng(epp — expm) t Z Zf.fr(epr — erp) Z qu(epq — Ex@A(p))

pEm p<r (p,g)eC
a#X(p)
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comk=1,2,... ep,q,r € P.

Seja D a F-subdlgebra de UT|p(F |y, 2f;]) gerada pelas matrizes acima. Podemos
definir sobre D a involugdo A, as matrizes [y;] sdo simétricas enquanto as matrizes [z]

sao antissimétricas com respeito a .

A demonstracao do préximo teorema segue de maneira analoga a demonstracao do

Teorema 4.4.

Teorema 5.2. A dlgebra D € isomorfa a dlgebra relativamente livre na variedade das
dlgebras com involugao gerada por I(P, F), ou seja,
Y, Z)

D~ 21
IdM(I(P, F))

I

5.2 Os geradores do T()\)-ideal [dX(I(P, F))

Na segao anterior vimos que I (P, F') possui uma Midentidade ndo ordinéria se a involugao
A sobre P fixa todos os elementos de Z (Proposi¢ao 5.1) onde P = M UZ Um de acordo
com o que foi feito na secao 5.1. Motivados por isso, vamos assumir daqui em diante que
A fixa todos elementos de I. Pelo Lema 1.66, nao podemos definir a involucao o, sobre

I(P, F') neste caso. Assim, trataremos apenas das A-identidades.

Observemos ainda que, na decomposi¢ao de P citada acima, o conjunto Z possui

somente uma das duas seguintes propriedades:
(i) Existe r € Z para o qual existem pp, ps € m distintos tais que p; <1 e py <75
(ii) Para cada r € Z existe um unico p € m tal que p < r.

Por exemplo, o poset

T4 Ty

T3
x X2

possui m = {z1, 22}, Z = {3} e M = {x4, 25} com 21 < x3 e x5 < x3. Assim 7 satisfaz
a propriedade (i).

Agora, o poset
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Zs Ze
€3 T4
x X2

possui m = {x1, 25}, T = {x3, 24} e M = {x5,26} com 21 < x3 e T3 < x4, OU S€ja, nesse
caso 7 satisfaz a propriedade (ii).

Com isso, podemos classificar P em dois tipos diferentes de acordo com as propriedades
de Z. Se Z satisfaz a propriedade (i) dizemos que P é do tipo um e se I satisfaz a
propriedade (ii) dizemos que P é do tipo dois.

Daqui em diante nos restringiremos a estudar o caso em que P é do tipo dois. Mos-
traremos quais sio os geradores do T(\)-ideal Id*(I(P, F)) nos baseando fortemente em
[10]. Para facilitar a escrita das identidades com as quais trabalharemos a seguir, conti-
nuaremos denotando por x; a varidvel de um polindémio em F(Y, Z) que pode ser tanto
simétrica como antissimétrica e vamos definir as seguintes notagoes: se x; = z; definimos
|z;| = 0 e se ; = y; definimos |z;| = 1. Observando que [y;,y;] e [2;, z;] s@o elementos
antissimétricos e que [y;, z;] ¢ um elemento simétrico, vamos denotar |[z;, z;]| por |z;z;|.
Assim, |z;z;| = 0 quando o comutador é antissimétrico e |z;z;| = 1 quando o comutador
¢ simétrico.

Enunciamos entao o primeiro resultado desta secao.

Proposicao 5.3. A dlgebra de incidéncia I(P, F) possui as sequintes M-identidades:

(3) 212, 28] — 2221, 28] + 2s[z1, 20];

(ii) (=12l wollws, 4] = (=1)9%4 g, 2421, 72
(iii) (=12 [zy, 2] [ws, 2] — (1)l 2y, 23] (22, 2] + (= 1) [, 4] 02, 23]
(iv) z1[ws, 2a)zs + (~ 1)1z ay, w4z

(v) [w1, w225 [ws, 2a];

(vi) 1|2y, T5) 2073 + (—1)178lws2 (24, 25) 20
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Demonstra¢ao. Os polinomios da Proposicao 5.3 sao multilineares, assim podemos ava-
liar estes polinomios somente nos elementos da base B de I(P, F'). Mostraremos que o
polinémio (i) é uma A-identidade.

Vamos denotar por a; € B uma substituicao de z;, ¢ = 1,...,3 e por b; € B uma
substitui¢ao de z;, i = 1,...,5. Notemos primeiramente que, se a; = a; e © # j, vamos
ter ajfas, as] — aslai, as] + aglai,as] = 0. Logo, vamos nos restringir aos casos em que

acontece a; # as # as # a;.

Sejam pi, pa, 11,72, q1,q2 € P com py # po, 71 # 19 € ¢1 # ¢2. Também, consideremos

p1 < q1 € p2 < q2. Observemos que, considerando p; # A(gz), temos

(eplpl - e/\(Pl))\(Pl))(QPZPQ - eA(pz))\(m)) - (ep2p2 - 6)\(1)2))\(?2))(6101]?1 - e/\(Pl))\(Pl)) =0;

(pirs = €rnn) (€paps — EA@A@)) = (Epaps — EAW2)AW2)) (Epirt — Era(pn)) =0
(€p1p1 — Ex0AE) (Epas — EX@)AWD2)) = (Epags — Ex@)AP2)) (Epipr — EXGEAGY)) = 05
(€pirs = €rn) (€paar — Ex@AP2)) = (€pags = Ex(a2)A(p2)) (Epirs — Eriagpn)) = 05
(€pir = €ria@n) (€pars = €rana) = 05 (€piar — €x@)AG)) €2z = EX@2)AR2)) = 0-

Assim, podemos considerar a; com ¢ = 1,2,3 como sendo epr, — ex(x;),\(p), Sendo p o

mesmo para todos os a;, pois, do contrério, o polinémio em (i) se anula.

Desse modo, temos as possibilidades:

® a1 = €pp — EX(P)A(p)) A2 = Epr — Erx(p) € A3 = Epg — Ex(g)A(p)-

Temos,
az, az] = [epr — €ri(p)s €pg — 6/\(q)/\(p)] =0;
a1, as] = [epp — ExEAG)» Epa — EXAD)] = €pg — EX@AD);
[ay, az] = [epp — ExpAG): €pr — Eraip)] = €pr — Errgp)-
Logo,

(epp — ek(p)k(p))o — (epr — er/\(p))(epq - ek(q)A(P)) + (€pg — eA(q)A(p))(epr - er/\(p)> =0.

® A1 = €pr = Er)(p), A2 = €pg — Ex(g)A(p) € @3 = Epp — EX(p)A(p)-
Temos,

[az, as] = [epq — EX(@QA(p)> Epp — e/\(p)/\(p)] = —C€pq T EX(QA(P)S
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[21, 23] = [epr — €ra(p)> Cop — EADIAGD)] = —Cpr T+ Errp);
a1, az] = [epr — €ra@)s €pg — Ex@AR)] = 0

Logo,
(epr — €rxm)) (—€pg T Ex@A®) — (pg — Ex@A@)) (—Epr + Errp)) + (pp — EAEAR) )0 = 0.

® a1 = €pg — EX(g)A(p): @2 = Epp = EX(p)A(p) © A3 = Epr = Erx(p)-

Temos,
[az, as] = lepp — Ex@IA®): Eor — Errp)] = €pr — Era);
[a1, as] = [epg = ex@r@)» Gor = Errin)] = 0;
[a1, az] = [epg — ex@Am)s € — EXPAW] = —Epg T EX@AW)-
Logo,

(€pg = ext@n) (€pr = enw)) = (€ = exwn)0 + (epr — erxw) (=€pg + Ex@re) = 0-
Ainda temos mais trés casos a serem considerados, a saber:
a1 = €pp = EX(p)A(p)> @2 = €pg — EX(@)A(p) € @3 = Epr — Erx(p);

a1 = €pr — Erx(p), @2 = Epp — EX(p)A(p) € A3 = €pg — EX(Q)A(p)>
a1 = €pg = EX(g)A(p)) @2 = Cpr — Erx(p) € A3 = Epp — EX(P)A(p)-

Esses casos seguem de maneira andloga aos trés casos anteriores. Portanto, o polindmio
(i) é uma M-identidade.

Para as outras \-identidades da proposicao, daremos uma ideia da demonstracao.
Como estamos considerando o poset P possuindo cadeias de comprimento no maximo 3,
para cada cadeia p < r < A(p) em P, os polinomios de (ii) a (vi) na Proposigao 5.3 se
anulam quando substituimos suas varidveis por elementos de B que possuem p,r e A(p)
como indices [10, Proposi¢ao 5.1]. Se substituirmos nestes polinomios elementos de B que
vém de cadeias diferentes em P, os polinomios também se anulam, pois o produto de
elementos de B que vem de cadeias diferentes ¢é igual a zero. Como P é conexo, vamos
ter em B elementos da forma ey, & exg)x(p), onde p < ¢, podendo ser, ou uma cadeia de

comprimento 2 em P ou p um elemento minimo e ¢ um elemento maximo de cadeias com
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3 elementos. Para estes elementos, temos que [epg &= €x(gap); b1] € [b2, €pg £ Ex(gap)] 580
iguais a zero ou sao multiplos de ey, &= ex)ap) Para todos by, b, € B. Como [by,bo] €
{£epg £ ex@aw)> Tepr T €rap)s £26p0p) }, Obtemos que (epq = exgae))[b1, b2] = [br, be](epg £
exg(p)) = 0 para todos by, b, € B e, assim, os polinomios de (ii) a (iv) na Proposicao 5.3
se anulam em (P, I).

]

Vale observamos aqui que o fato de P ser do tipo dois é essencial para que esses
polinomios sejam M-identidades. Se P for do tipo um, os polinémios (i), (ii), (iii), (iv) e
(vi) ndo sdo A-identidades em I(P, F), somente (v) o seré.

Lembremos que, dado f = f(y1,...,¥s,21,.--,2) € F(Y,Z), como consequéncia do
Teorema de Poincaré - Birkhoff - Witt (Teorema 2.4), o polinomio f pode ser escrito como

uma combinacao linear de polinomios do tipo

Yo .ygszfl e zf%ﬂl T

que formam uma base para F(Y, Z), onde u; sao comutadores de grau maior ou igual a 2
nas variaveis y; e z; e u; < ug < .... As constantes «;, 3; e y; sao inteiros nao negativos.

Lembremos também que o polinémio f é dito ser Y-proprio se oy = -+ = oy = 0 em
toda parcela da combinagao linear. Denotemos por B a subélgebra de F (Y, Z) gerada por
todos os polinomios Y-préprios. Consideremos o conjunto I'y, , = Py, ,NB, comm,n > 00
espaco de todos os polinomios multilineares Y-préprios nas variaveis y1, ..., Ym, 21, - - - » 2n
na algebra livre F(Y, Z).

Denotemos por I o T(S\)—ideal gerado pelas identidades da Proposigao 5.3 e por I'y,, ,, (1)
o subespaco dos polindmios multilineares Y -préprios nas variaveis yq, . . ., Ym, 21, . - . , 2, da

F{Y, Z)

algebra relativamente livre —7

Lema 5.4. O polinomio |xy, xs|[xs, x4)[xs5, x6] € um elemento de I.
Demonstragao. Veja o Lema 5.2 de [10]. O

Usando o Lema 5.4 juntamente com a demonstragao do Teorema 2.28, obtemos que

um conjunto de geradores do espaco I'y, () é dado pelos polinomios Y -préprios

Ziv o 2Ty e T [Ty s Ty
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onde I,5,t >0, s # 1, t # 1, z;; < -+ < 2y, Tj, > Tj, < -+ < Tj, € T, > Tp, <
.-+ < x,. Denotaremos esse conjunto por S e chamaremos seus elementos de polinomios

S1-standard. Como tais polinomios estao em correspondéncia biunivoca com os monomios

le .. .lele .. .x‘]sxkl .. .xkt

podemos ordenar S; com a ordem lexicografica a partir da ordem z; < 2 < -+ < Yy <
y2 < ..,

Daqui em diante apresentaremos algumas definigoes e resultados que utilizaremos para

determinar os geradores do T'(\)-ideal Id*(I(P, F)).

Definicao 5.5. Um polinomio Si-standard € dito um polinomio Ss-standard se s > 0
implica que t = 0 ou 2 e, quando t = 2 temos que x;, > xy, € xj, > xy,. O conjunto de

polinomios Sy-standard serd denotado por Ss C 5.

Proposicao 5.6. Os polinomios Se-standard geram o espago vetorial I'y, ,(I).
Demonstragao. Veja Proposicao 5.8 em [10]. ]

Notemos que os polinomios Sp-standard que contém somente variaveis y, ou sao do tipo
[Yjrs - Yjn] O do tipo [Yjy, -+, Ui o)UYk Yke] Onde os Indices satisfazem as condigoes
para ser um polinémio Sp-standard. Nesse caso, isto é, para I',,o(/), chamamos esses

polinomios de S3-standard.

Agora vamos definir os polinomios Ss-standard em Iy, (7).

Definicao 5.7. Um polinémio f € 'y, (I) € dito Ss-standard e pertence a Ss C Sy se
f=212 0ou f=[2,2,...,2,], ouainda, f = 2z, [2,...,%, ] com iy < ji. Nos

dois ultimos casos temos j1 > jo < j3 < ---.

Proposigao 5.8. Os polinomios Ss-standard geram o espago vetorial I'g ,(I).

Demonstragao. Veja a Proposicao 5.12 de [10]. ]
Vamos considerar agora o caso I'y, ,(I) com m >1en > 0.

Definicao 5.9. Um polinémio f € 'y ,n(I) comm > 1 en > 0 € dito Ss-standard e

pertence ao subconjunto S3 C Sy se € de um dos sequintes tipos:
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(a) [Ij17xj27"'7xjd]:'
(b) zilxj,, Tjy, ... x4, | onde z; < xj;
(¢) (g5 @jas s o) [Ynrs 21

Nos polinomios acima, as variaveis nos colchetes de grau maior que 2 satisfazem

Ty, >, < T < --- eem (c) temos xj, > Y, € Tj, > 21.

Proposicao 5.10. O espago vetorial L'y, (1) comm > 1 en > 0 € gerado pelos polinomios

Ss-standard.
Demonstracao. Veja Proposigao 5.17 em [10]. O

Finalmente, consideremos o espago vetorial I'y (/) dos polinémios Y-préprios que
contém somente uma tnica variavel simétrica y. Para facilitar as contas nesse caso, vamos
tomar um caminho diferente. Usando recursivamente a identidade de Jacobi, podemos
ver que todo polindomio Y-préprio multilinear em I'y ,,(I) pode ser escrito como uma

combinagao linear de polinomios do tipo
Zi * e ZigYs 22 2

com [, s > 0. Chamaremos tais geradores de polinomios T} -standard e denotaremos por

T} o conjunto formado por eles.

Definicao 5.11. Um polinomio Ti-standard é chamado Th-standard se é de um dos se-

guintes tipos:

(a) z1---Zj - znly, 2], 1 =1,2,...,n;
(b) [y,zlz1- 252, j=1,2,...,n;
(C) 21"'%"'27171[?/,23‘]211;j:1>2>---7n—1;'

(d) z1---Zi - 25 zpzily, 2], 1 <i<j<n—1.

Nessa definicao, o “chapéu”’sobre a variavel significa que a correspondente varidvel é

retirada da expressao. Denotamos por T, C 17 o subconjunto desses polindmios.

Proposigao 5.12. Os polinémios Ty-standard geram o espago vetorial I'y ,,(1).
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Demonstrag¢ao. Veja a Proposi¢ao 5.20 em [10].

O

Antes do resultado final acerca dos geradores de Id*(I(P, F)), precisamos provar al-

guns lemas. No Teorema 4.4, provamos que D ==

F(Y,Z)
Id*(I(P, F))

e, usando esse isomorfismo,

calculamos os seguintes colchetes nas matrizes genéricas

Hzil]’ [zw]] = Z Z;;(epp

peEmM

)+ zi(ep —emp) > (e — Exrm):
p<r (p,g)eC
a#X\(p)

D zm(em = exonm) + D Zlen — enm) T D 2i(en — exanim)
pEmM p<r (p,q)EC_
a#A(p)
- Z Z;;)(epp — EAPAD))> Z Z;i(epr - eT/\(p))]
LpEm p<r
+ Z 221 (epp — EXPIAD)) Z Z;Qq(epq — ex(@A®)
pem (p.a)eC
L a#X(p)
+ Z Z;i;lr(epr — €n@p))s Z Z;?;(epp - ek(p)k(p))]
Lp<r pEM
+ | D zlen — ) Y 2 (Em — Exprm)
(ZMJ)Gé pEM
| a#A(p)
= z;;z;j, Epr — Era(p)) T Z (2 + zgl(q)A(q))z;fl(epq — Ex(gAD))
p<r (p.a)€C
g#A(p)
+ Z Z;J;Z;;(eﬂ(p) — epr) + Z Zzzalq(zl2 + Z ( )A(q))<_€pq + ex@Awm)
p<r (p,g)eC
q#A(p)
= > (ot — 2 (e — enw)
p<r
+ Z ((ZED + Zil(q)x(q))zéz - Z“ (212 + ZA(q)A(q)))(qu — EA@AD))

(p.g)eC
a#\(p)
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[[yi1]7 [222]] Z ypp Epp + EX(P)A( P) + Z yp'r’ Epr + Erx(p Z ypq €pq + EX(@)A (P))
pEm p<r (p.g)eC

a#A(p)
Z yp)\(p)ep)\(p ) T Z Yrirr, Z pp(epp EAPIAP))
p<A(p rel pEmM

> (e —emm) + D #h(en — exre)

p<r (p.g)eC
q#A(p)

>y (e + exonm)s Y (e — 6m<p>)]
LpEm p<r

D u(em+eaonm) > 24(E — ex@awm)

pEmM (p,9)eC
L a#A(p)
> yiep + emw), > 22 (enp — €A<p)A<p))]
_P<7’ pEmM
Z yp?" Epr + €rap)), Z »(€pr — €ra p))]
Lp<r p<r
Z ypq €pg T 6/\(q)/\(p)> Z pp(epp ex\(p)/\(p)>
(p.g)eC pem
| a7 A(p)
Z yp)\(p EpA(p) Z (€mp = ExpIAP))
p</\ pEmM

E E : i
ymnerm Z 2 epr Erx(p)

LreZ p<r
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Z Y2t (Cpr + Errp)) + Z (Y, — yil(q)x(q))%f;(epq + Ex@AP)

p<r (p,a)eC
a#\(p)
Yz (e — €)= 2D Unzten)
p<r p<r
Z ypq pp T Z?(q))\(q))(epq + exgaw) — 2 Z yp/\ z22 2CpA(p)
(p.a)€C P<A(p)
q#A(p)
D i (—em — en)
p<r
Z((ypp yrr) pr y;ﬂ Zﬁ)(epr + er)\(p))
p<r

Z ((?/Ey - yﬁ\l(q)A(q))Z;fq - y;}](zﬁ + Zf\2(q)/\(q)))(€pq + ex@A®p)
(p.a)eC

q#X\(p)
2 (Z@Eﬂﬁ + Y A2 T D UA) %Mp))
p<r pLL

Na tultima parcela acima, p £ Z quer dizer que nao existe r € Z com o qual o elemento

minimal p seja comparavel.

Hyh]’ [yzz]]

> (e + expnm) + U (epr + ) + Y Yhn(epg + ex@aim)
pEmM p<r (p,9)eC
a#A(p)
Z yp)\ p)ep)\(p + Z yrrerra Z ypp Epp + Ex(p p)) + Z y;i(epr + er)\(p))
p<A(p) rel pEM p<r

Z ypq “pa * €\ Z yp)\ ep)‘ + Z yrrerr

(p.g)eC p<X(p reZ
q#)\( )

Z ypp Epp + 6/\ Z ypr Cpr + 67}\(?))]
LpEm p<r

Z ypp €pp T EAP)A(p Z ypq €pq T EX@AR))

pem (p,g)eC
a#A(p)

S e+ ennns 3 42 (e -+ e w]

Lp<r pEM
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+ Z ypr Epr + er)\(p Z ?J 67"7’]

L p<r rel

+ Z ?/;lq(epq + ex@A®)> Z y;%(epp + exp)Aw)

(p,g)eC pEmM
L a7 (p)
+ Z yi}»erm Z y;;(epr + er)\(p))]
| reZ p<r
= Z?/E)y;r Epr — Era(p) + Z (Ypp — yf\l(q),\(q))y;q(epq — ex(@A®))
p<r (p.a)eC
a#\(p)
+ > R (et emm) T Y U (e — )
p<r p<r
D Y — (@) (~epa T ex@rw) + > Yy (—ep + enap)
(p,q)eC p<r
a#A(p)
= > (0 — vy =y — 4i2)) (e — €nn)
p<r
+ Z ((y;}, - ?J;l(q)x(q))yfq - yélq(yéi; - y?(q))\(q)))(epq - e/\(q)/\(p))-
(n,a)eC
a#X(p)

Lema 5.13. Os polinomios Ss-standard em I', o sao linearmente independentes modulo

as A-identidades de 1(P,F).

Demonstrag¢ao. Primeiramente, lembremos que os polinomios Ss-standard em Iy, ¢ sao
da forma [yjm s 7yjm] ou [yjm s 7yjm—2][yk17yk2] com yj, > Yj, < Yj; < --- na primeira
Y, Z)
IdMI(P, F))’

calculos em D e, para simplificar, consideraremos y; como sendo elementos de D sem usar

~Y

forma e mais y;, > Yk, € y;, > Y, na segunda forma. Como D = faremos os

os colchetes. Suponhamos que f seja uma combinacao linear de elementos S3-standard que

se anula quando calculada nas matrizes genéricas y;. Consideremos o primeiro comutador

V= [Yiys Yigy - - -, ¥, ). Quando k é par, temos que
k
v o= > (U = W)V — Uoa Wi — W) L1 — 00 (600 — e300
p<q t=3

k
+ Z ypp - yr'r‘ ypr - ypr ypp yrr H yrr ypp ep’l‘ - eT)\(p))
t=3
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e quando k é impar

k
= Z ypp ?JA q))\(q))ypq ?J;Z(y;p ?JA (@)\( q) H ypp ?JA (@)\( q))(epq + ex@Aw)
p<q t=3

k—1
+Z (o — wi)yiz — yin(uiz, — y2) T e = i) ((wis — vt (epr + €nxn)) + 20p5epa)-
t=3

Temos assumido que P possui pelo menos uma cadeia de comprimento 3 e do tipo 2,
assim podemos escolher em P um elemento r; tal que p; < r; < A(p;) para um unico
p1 € P. Observemos que, para este 1, em ambos os casos aparecem coeficientes nao nulos
em ep,,,. Se temos um produto de dois comutadores, temos um coeficiente nao nulo em

€pA(pr)- Portanto podemos trabalhar com cada caso separadamente.

Se v ¢ um comutador Ss-standard, podemos associd-lo de maneira Unica ao coefici-
ente de ep,,,, isto é, deste coeficiente podemos determinar as duas primeiras varidveis
de v e o restante das variaveis podem ser ordenadas unicamente pelo fato do colchete v
ser S3-standard. Portanto, considerando o elemento r; € P, temos uma correspondéncia
biunfvoca entre o conjunto dos comutadores Ss-standard e os polinomios de F[ys 45 ., Y5, ]

que sao as entradas na posi¢ao (p1,r1) de comutadores em D.

Consideremos a entrada na posi¢ao (p1,r1) de um comutador em D, isto é, o polinémio
k
(Wt = Wi )02 = Ui 2 — 02 ) [0 = vt (i, = 43k 0), (5.1)
t=3

onde temos i1 > iy < i3 < - -+ < 1. Observemos que, com estes indices, nao podemos ter
outra sequéncia dessa com ¢; na primeira posi¢ao e nem com ¢; na segunda posi¢ao. Desse
modo, os outros polinémios que estao na entrada (p;,r1) dos outros possiveis colchetes
[y, %)y, ..., 2| ndo possuem a varidvel y;}lr .- Logo, estes polinomios formam um conjunto
linearmente independente. Como cada colchete v esta associado de maneira tinica a um
polinémio dado em (5.1), segue que o conjunto formado pelos colchetes é linearmente

independente.

Trabalhamos com o produto de dois comutadores de um modo semelhante. Vamos

escrever
v== E Qpq equ:eA )+ g Br(epr £ €raip)) + E Vr€pA(p)
p<q

com g, B # 0 para todo p,q,r € P e v podendo ser nulo para todo r € P. Se
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w = [yj,,Yj,] € o produto vw é Ss-standard, obtemos
vw=—=> Byl — vyl — v (W2 — v2)emm)-

Agora, utilizando os mesmos p; e r; que escolhemos anteriormente, vemos que o coe-
. , A s s s , e
ficiente de ey, z(p,) ¢ um polinomio de Flys ., ys .., ¥r,,] que é um produto de polinomios

irredutiveis e o produto vw esta associado de maneira tinica ao polindmio
i _ otk Ji 01 J2 .01 Jjo  _ ,J2
5T1 ((ynrl yp1p1 ) ((yplpl yrlm )yp1r1 yplrl (yp1p1 ymm))? (52)

onde

k
57’1 = ((yzz)llpl - y;irl)y;flrl - y;)117‘1 (yll)lel - y:"iT1)) H(y:'tl’f'l - y;tlpl)7
3

t=
pois dele conseguimos determinar iy, is, 71 € Jo.

Sendo assim, para este tipo de produto de dois comutadores, temos uma corres-
pondéncia biunivoca entre o conjunto dos produtos de comutadores S3-standard e o con-
junto de polinomios em Fly; . v5 .., ¥, ] que sdo entradas na posigao (pi, A(p1)) desse

tipo de produto de comutadores em D.

Observemos que, no polinomio em (5.2), temos i1 > iy < i3 < -+ < g, j1 > Jo, 11 < J1
k
e iy > jo. Notemos que o termo y/ 2 H(yi’m —yi )yt yP2, faz parte do polindmio
t=3

em (5.2) e, para que esse termo aparega numa possivel combinagao linear de outros po-
linomios nesse formato, devemos ter um produto de colchetes com uma permutacao de i,
com j; ou de i3 com jo, 0 que nao é possivel pois 77 > j; e i5 > Jo. Logo, os polinomios
em (5.2) formam um conjunto linearmente independente. Novamente, como cada produto
vw estd em correspondéncia com um unico polinémio dado em (5.2), segue que o con-
junto formado pelos produtos vw é um conjunto linearmente independente. Portanto, os
polinomios Ss-standard em I',, o formam um conjunto linearmente independente médulo

as M-identidades de I(P, F). O

Nos préximos lemas, onde mostraremos que os polinomios Ss-standard em Iy, os
polinémios Ss-standard em I, ,, com m > 1, n > 0 e os polinémios 7T,-standard em I’y ,,
sao linearmente independentes modulo as Midentidades de I (P, F), faremos uso da mesma
ideia usada no Lema 5.13, ou seja, associaremos de maneira tnica cada gerador de um
I'), . citado acima a um polinémio, que é uma entrada de uma matriz em D, onde tais

polinémios formam um conjunto linearmente independente.
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Lema 5.14. Os polinomios Ss-standard em I'y,, sao linearmente independentes modulo

as A-identidades de I(P, F).
Demonstragao. Os polinomios Ss-standard em I'y,, sao da forma
21 Zny [Z1s Zjgs - e s Zjn) OW 20y (2415 Zas -+ s Zjns s

onde zj;, > z;, < 2, < --- € z; < z;. Como no lema anterior, faremos os célculos
em D. Seja r; € P tal que existe um tnico p; € P com p; < r; < A(p1). Notemos
que existe um tnico produto na forma z,25 - - - 2, e ele possui um coeficiente nao nulo em
€pyp,- Consideremos agora v = [2;,, Ziy, - - - , 2, ] um comutador contendo somente variaveis

antissimétricas. Desse modo, temos em D que

n

v o= (—1)"2(2;%;3"—2“2@ l_Iz;7 (epr — €rrp))

T t=3
n
_1\n i1 i2 01 (02 it _
+ (=1 E ((zpp +Z)\(q))\(q))’z Zpg (2o +Z,\ (@)A( q) H “p +Z,\ q)A()>(6pq EX@AP))
p<q t=3
Mais ainda, o elemento w = 2;,[2;,, 2j,, - - -, 2j,_,] € da seguinte forma em D,
n—1
— (n 1) Z1 J1 532 J1 .32 Jt
wo = 2l (a2 — 202y | Zlbep + ) Bpgepg
t=3 p<q
n—1
_ (n 1) Zl J1 . J2 J1 ,J2 Jt
“p przpr‘ Zp?“zpp) “ppCpA(p)-
t=3

onde B, ¢ um polinomio nao nulo.

Comparando os trés casos anteriores, a entrada na posi¢ao (p1,p1) é nao nula somente
em z129- -z, € a entrada (ry, A(p1)) s6 é ndo nula em v. Como existe somente um inico
produto z;z3 - - - z,,, olhando para a entrada (p;, A(p1)) de w, podemos trabalhar com estes

trés casos separadamente.

De maneira analoga ao lema anterior, o comutador v esta associado, de maneira tinica

ao polinomio
n

1\ (01 12 -
( 1) (Zplplzplrl 17”1 P1P1 | lzp1p17
t=3

que ¢ o coeficiente de e, (), pois dele podemos determinar de maneira tnica i;,1; e,
pelo fato de v ser Ss-standard, determinamos a ordem das varidveis restantes em wv.
Analogamente ao que foi feito no lema anterior, podemos mostrar que esses polinomios

formam um conjunto linearmente independente.
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Para o polinomio w, do coeficiente de ¢e,,,, podemos identificar j; e j, pois estao nos
unicos ygl,,l que aparecem neste coeficiente. Conhecendo 7, e j5, podemos identificar i; no

coeficiente de ey, z(p,) € assim, temos uma correspondéncia biunivoca de w com o polinémio

n—1
_(_1\n—1_ 01 J1 J2 L0 J2 it
( 1) ZplTl (Zplpl ZplTl Zp1?“1 Zplpl) H Zp1p1 (53)
t=3
que ¢ o coeficiente de e, ;) em w.
Observemos que, nas outras possibilidades de z;, [2x,, Zky, - - -, 2k,_,] NAO aparecera o

polinémio em (5.3). Desse modo, o polinomio em (5.3) nao pode ser combinacao linear
de outros possiveis polinémios que aparecem na entrada (pi, A(p1)) de outros produtos
2 |2k s Zhoy - -+ s Zh,_y)- LOgO O conjunto formado por estes polinémios é linearmente inde-

pendente. O

Lema 5.15. Os polinomios Ss-standard em I'y,,, com m > 1 en > 0 sao linearmente

independentes mddulo as A-identidades de I(P, F).

Demonstracao. Primeiramente vamos lembrar quais sao os tipos de polindmios S3-standard

em I, , comm >1en > 0. Sao eles,
[leaszﬂ s 7xjd]7 Zi[xjuszv s 7‘Tjd—1] onde Z; < Tj e [$j17«rj2, s 7$jd72][yk17 Zl]'

Nos comutadores acima temos que z;, > wj, < xj, < --- e no terceiro comutador
temos x;, > yi, € xj, > 2. Os cdlculos sao bastante semelhantes aos que foram feitos nos
dois lemas anteriores, mas aqui temos alguns casos a considerar. Esses polinomios sao,
ou um simples comutador v, ou o produto vw de dois comutadores ou ainda um produto
zpv de uma variavel antissimétrica e um comutador. Notemos que para p; < 11 < A(py)
em P, a entrada e, z(p,) do clculo do comutador v em D é nao nula e essa entrada ¢ nula
nos outros polinomios Sz-standard. Desse modo podemos trabalhar separadamente com

o caso do comutador simples v.

Claramente v é, ou da forma v = [z, %, -2 Yjrs---+Yj.] ou da forma
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V= [UYjss Ziys -+ ZinsYjar - - - s Yj ). Calculando em D o primeiro caso, para m par, temos
vo= (=1" Y G = 2 [ a0 LW = v (e = en)
r t=3 s=1
+ (D)"Y (o + @) A — 2+ Baa@) L + Sana)
p<q t=3
H(y;{;; - yf\?q),\(q))(epq - e/\(q)/\(P))
s=1

e, para m impar,

n m
— _1\n 11 02 i1 22 it J
vo= (=1 Z<przpr “prpp HZPPHZ/T? Yoo (€pr + €rn(p))
=3 s—1

r
n

+ (D)"Y (o + @) A — 2+ Baa@) L + Sana)

p<q t=3
H(yf,i) - yis(q)x(q))(@pq + exgap)
s=1
n m—1
20" (G =z Lo L1000 —)ir encn:
T t=3 s=1

Analogamente, no segundo caso, quando m é par, obtemos

Vo= (n I)Z ypp y1]"11" 'r ygj;}" ;Z);) HZ yi; ypp GPT _er)\(p))
t=2 s=2
L D W (T (N BTG Y | (A Y
p<q t=2
H(yzj;; - yif’(q)/\(q))(em — EXAD))
s=2
e, se m é fmpar, temos
vo= (n I)Z ypp yﬁ pr yzjvi" E? Hz H yﬁ ypp (€pr + €ram)
t=2 s=2
(=D (i = W) 7 — Y+ ane) TG + Sore)
p<q t=2
H(y;];% - yif’(q)/\(q))(em + ex@A®)
s=2
n m—1
n—1 % m
1)¢ )22 vy — vl e — vz [ 2t T Wl — vl eono)-
t=2 s=2

Quando v é da primeira forma, independentemente de m ser par ou impar, temos como



5.2 Os geradores do T(A)-ideal Id*(I(P, F)) 136

coeficiente de e, \(p,) 0 polindmio

n m
(L ia Js
( 1) (Zplplzpﬂ“l p17‘1 plpl H’Zplpl H 7‘17“1 plpl) (54)
t=3 s=1
71 12 :
Nesse polinomio, as unicas variaveis na forma zJ . sdo z;!, e z?2 , ou seja, podemos

identificar os valores de #; e 75 neste polinomio. Como v é totalmente determinado por iy

e 19, segue que v estd associado de maneira tnica ao polinomio em (5.4).

Agora, quando v é da segunda forma, independentemente da paridade de m, o coefi-

ciente de e,,(p,) ¢ 0 polinomio

n

(_1>(n71)((yp1p1 yT1T1> P11 p17‘1 plpl HZPIPIH r1r1 iwslm) (55)

t=2 s=2
A . o .. e .
Nesse polinomio identificamos 7; e j; nas unicas varidveis z;! . e yp !> respectivamente,

que aparecem no polinomio. Como v é unicamente determinado por i; e j;, temos uma

correspondéncia biunivoca entre v e o polinéonomio em (5.5).
De maneira analoga ao que fizemos no Lema 5.13 para o colchete v, segue que os
polinémios em (5.4) e (5.5) formam um conjunto linearmente independente.

Para o produto de dois comutadores vw, as tinicas entradas nao nulas sao as posigoes
de eprp). Como o produto z,v possui coeficientes nao nulos nas entradas e,,, podemos

considerar cada um desses casos separadamente.

Vamos comegar com o produto zj[zj,,zj,, ..., 2;,] = zpv. Aqui v é de um dos quatro

tipos de comutadores citados anteriormente ou v é um comutador que s possui variaveis

Y.

Sejam v = Z ar(epr — €ra(p)) + Z Brg(€pg — ex(g)rp)) um comutador do primeiro tipo
p<q

Z Yr(€pr — €rr(p)) + Z Opq(Epg — Ex(g)A(p)) UM comutador do terceiro tipo com o,

p<q
Vrs Bpgs 6pq nao nulos. Entao,

— h / h
2R = E ZppCrpr + E Brgpq — E 2 Cr€pA(p)
T

p<q r

P €y + qCra — Pe

RV = pp% pr Pg pr IrE€pA(p)
p<q r

onde Bz',q e 51’)(1 sao polinomios nao nulos. Assim, em z3,v, o coeficiente de e, ,, ¢ o polinomio

n m
h 71 72 _ .72
Zplpl (Zplpl zplrl p17’1 plpl zp1p1 7’17"1 p1p1 )
t=3 5:1
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de onde identificamos 7; e iy, pois aparecem nas tnicas variaveis na forma z!  que estao

p17’1
no polinomio. Tendo determinado 4; e i3, olhando para o coeficiente de e, x(,), que é o
polinomio
n m
o G~ i) L L0
ZP17"1 (Zplplzpﬁl p17“1 P1P1 Zpl’m 7’17"1 Plpl)’ (56)
t=3 s=1
identificamos h. Como z,v é determinado pelos valores de h,i; e i9, temos uma corres-
pondéncia biunivoca entre os produtos na forma z,v e os polinomios em (5.6). Para o

caso zpv' prosseguimos analogamente e obtemos uma correspondéncia biunivoca entre os

, :
produtos zzv" e os coeficientes de e, \(p,)-

Para os casos em que v e v' sao comutadores do segundo e quarto tipos respectivamente,

prosseguimos da mesma maneira. Fazendo

v= Z ar(epr + ernp) T ) Bpalpq + exi) + Z TrepA(p)

p<q
Z Or(€pr + Erxp Z Epa(€pq + EX@AR)) T Z Crepa(p)
p<q

e calculando os produtos z,v e z,v" temos

h
U = Z pCrCpr + Z ﬁpqepq + Z pp%” ZprQtr )EpA(p)

p<q
I __
2p = E 5 epr + E 5pqepq+ E ppCT+z Or)EpA(p)
p<q
Mais uma vez, em z,v, do coeficiente de e,,,, determinamos #; e i e do coeficiente
. , . . . .
de ey a(py) determinamos h. Em z,v", do coeficiente de ¢, ,, determinamos j; e i; e do

coeficiente de ey, x(p,) determinamos h.

O elemento zpv onde v é um comutador com somente variaveis y é tratado da mesma

forma usando as férmulas do Lema 5.13.

Para verificar que os produtos na forma z,v sao linearmente independentes, vamos

considerar as entradas nas posigoes (p1, A(p1)) dos polindémios
zh[zila Zigy -+ 7Zin7yj17 e 7yjm]7 Zh[yjn Ziyy ey Rins yj27 e 7yjm] € Zh[yj17yj27 s 7ij]'

Observemos que, no primeiro tipo temos as varidveis 2"

i2 :
pirL? i oury € 7 no segundo tipo

piry?

e 2]2

., . h “ . . ., .
temos as variaveis z ez e, no terceiro tipo, temos as variaveis z p o yp 1 € ey

piT1? y}’ﬂ"l piri

nos polinomios acima na entrada (py, A(p1)). Logo, um tipo ndo pode ser combinacao dos
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outros tipos. Dentro do mesmo tipo também nao podemos escrever um polindomio como
combinagao linear dos outros, pois devemos trocar um dos trés primeiros elementos de

cada z,v para obter elementos diferentes.

O 1ltimo caso a ser considerado é o produto de dois comutadores vw. Notemos que
necessariamente w = [y, , 2k, |, POiS se W = [y, , Yk,|, 0 fato de vw ser Sz-standard implica

que todas as variaveis de v sao ¥y, o que ja foi feito no Lema 5.13.

Seja v = [Yj1, Yjn, - - - » Y5, ). Quando [ é par temos
v= Zar Epr — Era(p) + Zﬁpq €pg — EA(@A(P))
p<q
e assim,

vw =Y anl(yh = yi) 25 = ysas)ep)-
Se [ é impar temos

v= Z a(epr + eraip)) + Z Bra(epg + Extorp) + Z TrepAp)

p<q

vw =Y (Y — yi)zp2 — Y zh)epn)-

Como no Lema 5.13, olhando para o coeficiente de e, \(y,), que é um produto de
polinomios irredutiveis, identificamos k; e ks e, mais uma vez determinamos a ordem
correta das variaveis em v.

Existe somente mais uma possibilidade para o produto wvw, a saber
V= [UYjrs Zirs - » Zigs Yjas - - - » Yj,) € W= [Ypy, 2t,]. Assim, usando os resultados sobre v obti-
dos no inicio da demonstracao e procedendo da mesma maneira como acima, o resultado
segue. Mais uma vez, como no Lema 5.13 obtemos que os produtos vw sao linearmente

idependentes. O

Lema 5.16. Os elementos Ty-standard em I'y ,, sao linearmente independentes modulo as

A-identidades de I(P, F).

Demonstracao. Vamos calcular primeiramente o produto zy2s - - - 2. Temos

R1%2 " ZH Zpp epp 6)\(10 p) + ZH Zpp prepr
P T
_1>k Z Zzlw H pErA(p) T Z Apqlpg + Z Bx@gamerxane) + Z Crépam)
r t=2

p<q p<q
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onde A,q, Byga@p) € Cr sao polindmios nao nulos.

Notemos que, para p; < r; < A(p1) em P, os polindmios zy---Z;---2,[y, 2] e
2102 Zp e ZnZily, 2] possuem  coeficiente nulo  em e 5(p,)- O polinémio
[y, zj|z1- -+ Z; - - - 2, possui coeficiente nulo em e,,,, € 0 polindémio 2y - - - Zj - - - 2,1y, 25] 2,
possui entrada nao nula somente em ey, x(,). Assim podemos trabalhar com estes trés

casos separadamente.

Se w = [y, zj|z1--+ % - - - 2, ent@o

w = (_1)n2((ypp Yre )2y = Ypr 2y )1_[’Z Era(p +ZD)‘ P)A@)A @)

r t= p<q
+ <_1)n (Z(((ypp yrr) ypr Zgl;r H Z;p - ypr r T YpA(p) H ze P Gp)\
r t=2 s=1
_ 2Zyp/\ z op zépep,\ ) .
pLr =1

Aqui, em todos os produtorios os indices s,t e [ sao diferentes de j. O coeficiente

de €,,x(p,) determina o indice j pois a unica entrada z! , que aparece nele é quando

p1ry
t = j. Podemos argumentar da mesma forma para o caso j = n. Assim, temos uma

correspondencia biunivoca de w com o polinomio,
n
n
(—1) ((yplpl ymm) Zpir — Ypir Z p1p1 HZ p1p (5.7)
t=1

que é o coeficiente de e, x(p,). Os polindomios obtidos em (5.7) de cada w formam um

conjunto linearmente independente.

Consideremos agora w = 21 -+ Z; - - - Zp_1[Y, 2j]2n, assim

- Z (H pr (Ypp — yﬂ“) — Ypr 2y, (H Zpp pr ((Ypp — yrr) — Yprp )
n—1
- 2 H Zpp(Yor o + YA (o) ng)> p > Epap) T+ 2 Z H ZppYpA(p) Zp?ppCoA(D)-

t=1 pgr t=1

Nos produtos acima temos t # j. Como para este caso 1 < 7 < n — 1 e podemos
determinar n, pois é o maior ¢ em 2, ,. que aparece no coeficiente de €,,x(,), segue que

podemos determinar de maneira tnica o indice j. Assim, podemos associar a w, de
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maneira tnica, o polinomio que é coeficiente de e, x(,)

n—1 n—2
(H thop((ypp yrr) — Yprey )Zgﬂr (H zpngf U((?/m) ?/rr) — Yprep )

t=1 t=1
n—1

B 2 H Z;’p(yprzlj?r + yp)\(p)zzjip)> Z;lp) . (58)
t=1

O conjunto formado por estes polinomios, obtidos de cada w na posi¢ao (p1, A(p1)) é

um conjunto linearmente independente.

Consideremos agora w = z1---2; -+ 2,[y, zj] e W' = 21 -+ Z; -+ Zp -+ 2p2i]y, 2x). Cal-

culando esses polindmios em D temos

w = ZH pp ypp yfrr) ypr epr + Zquepq

p<q
n—1 n
+ Z (H przpr(@pp yrr) — YprZpp) — 2H Z;p YprZpe T YpA(0) % )) EpA(p)
r t=1 t=1
- 22 H ZppYpA(p ZépepA(p)
pLr t=1

T Z H Z Zi ypp y'r‘r) ypT ep’r + Z quepq

r t=1 p<q

,_n

+ < l ypp yTT)Z ypTpr 2 H pp pp yPT + yp}\(l)) )) ep)\(P)
r t=1

t i k
- 2 Z H Zpp=ppYpA(p) “ppCrA(D)

pLr t=1
onde E,, e F),, sao polinomios nao nulos. Na primeira féormula o indice ¢ nao assume
o valor j e na segunda férmula ¢ nao assume os valores 7 e k. Do coeficiente de ey,
determinamos z; em w e 2z, no polinémios w’. Podemos também determinar 7 olhando
para o coeficiente de ey, 5,y de w’. Mais ainda, se j = k (portanto j # n) podemos
distinguir os polinomios w e w’ considerando quais das varidveis 2 . ou zp L, OCOTTEM NO

coeficiente de e, \(p,). Assim, w e w' estao associados de maneira tinica a polinémios que

formam um conjunto linearmente independente. Portanto o resultado segue. O]

Finalmente chegamos ao resultado principal.

Teorema 5.17. Sejam P um poset do tipo dois, finito com cadeias de comprimento no

mdximo 3, conexo, com uma involucao A que fixa todos os pontos de I e F um corpo de
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caracteristica zero. Consideremos a dlgebra de incidéncia I(P,F) com a involugdo \. O

T(\)-ideal Id*(I(P, F)) ¢ gerado pelas A-identidades de (i) a (vi) da Proposi¢io 5.3.

Demonstragao. Das proposicoes 5.6, 5.8, 5.10 e 5.12 temos os geradores de I', ,(I) para
quaisquer inteiros nao negativos m e n. Dos lemas 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16 segue que
os geradores de I'y, ,(I), vistos como elementos de I';,,, sdo linearmente indepedentes
médulo as M-identidades de I (P, F). Como consequéncia disso, segue que I'y,,, N[ =
JR— [dS‘(I(P, F)) para todo par de inteiros ndo negativos m,n e, portanto, I =

IdMI(P, F)). O

Observacao 5.18. Podemos demonstrar o Teorema 5.17 da sequinte forma: Considere-
mos p < r em P. Entao p <r < A(p) € uma cadeia. Podemos fazer isso pois P possui
pelo menos uma cadeia de comprimento 3. A dlgebra UT5(F') com a involugao de [10] é

uma subdlgebra de 1(P, F), via a identifica¢ao

1—=p, 273 Ap).

Notemos que a involu¢io em UT3(F) € a induzida por A Assim, toda A-identidade
de I(P,F) € uma \-identidade de UT3(F). Reciprocamente, se f é uma \-identidade de
UTs(F), entao por [10, Teorema 6.6] e pela Proposicao 5.3 desta tese, temos que f €
wma A-identidade de I(P,F). Mostramos entio que UTy(F) e I(P,F) tem as mesmas
A-identidades. Por [10, Teorema 6.6] seque o resultado.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[10]

Amitsur, S. A., Levitzki, J.; Minimal identities for algebras. Proc. Amer. Math. Soc.
1, 449-463, (1950).

Bell, E. T.; Ezponential polynomials. Ann. of Math., IT Ser 35, 258-277, (1934).

Berele, A.; Incidence algebras, polynomial identities and an A ® B counterexample.

Comm. Alg. 13, 181-246, (1934).

Brusamarello, R., Fornaroli, E. Z., Santulo Jr., E. A.; Anti-automorphisms and invo-
lutions on (finitary) incidence algebras. Linear Multilinear Algebra, 60(2), 181-188,
(2011).

Brusamarello, R., Lewis, D. W.; Automorphisms and involutions on incidence alge-

bras. Linear Multilinear Algebra, 59(11), 1247-1267, (2011).

Brusamarello, R., Fornaroli, E. Z., Santulo Jr., E. A.; Classification of involutions

on incidence algebras. Comm. Alg. 39, 1941-1955, (2011).

Curtis, C. W., Reiner, 1.; Representation Theory Of Finite Groups And Associative
Algebras. John Wiley & Sons, New York, 2000.

Dedeking, R.; Gesammelte Mathematische Werk. Vols. 1, 2, 3. Hamburgo: Deutsche
Math. Verein., (1930).

Dehn, M.; Uber die Grundlagen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahlsys-
teme. Math. Ann. 85, 184-194, (1922).

Di Vincenzo, O. M., Koshlukov, P., La Scala, R.; Involutions for upper triangular
matriz algebras. Adv. App. Math. 37, 541-568, (2006).



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 143

[11]

[13]

[14]

[18]

[19]

[20]

Drensky, V., Giambruno A.; Cocharacters, codimensions and Hilbert series of the
polynomial identities for 2 X 2 matrices with involution. Canad. J. Math. 46, 718—
733, (1994).

Drensky, V.; Free Algebras and Pl-algebras: Graduate Course in Algebra. Springer,
Singapore, (1999).

Giambruno, A., Zaicev, A. M.; Polynomial Identities and Asymptotic Methods. AMS
Mathematical Surveys and Monographs, Vol. 122, (2005).

Kaplansky, 1.; Rings with a polynomial identity. Bull. Amer. Math. Soc. 54, 496-500,
(1948).

Kemer, A. R.; Ideals of identities of associative algebras. Trans. Math. Monographs,
87, AMS, Providence, (1991).

Parmanter, M. M., Schmerl, J., Spiegel, E.; Isomorphic incidence algebras. Adv.
Math. 84, 226-236, (1990).

Rota, G. C.; On the foundations of combinatorial theory I - Theory of Mobius func-
tions. Z. Wahrseheinlichkeitstheorie 2, 340-368, (1964).

Rotman, J. J.; Advanced Modern Algebra. Prentice Hall, Upper Saddle River, New
Jersey, (2002).

Schéder, B. S. W.; Ordered Sets: An Introduction. Birkhéuser, (2002).

Spiegel, E.; A note in PI incidence algebras. Rocky Mountain J. Math. 29(2), 685—
690, (1999).

Spiegel, E., O’donnel, C. J.; Incidence Algebras. Marcel Dekker, New York, (1997).

SPIEGEL, E.; Involution in incidence algebras. Linear Algebra Appl. 405, 155-162,
(2005).

Ward, M.; The algebra of lattice functions. Duke Math. J. 5, 357-371, (1939).



INDICE REMISSIVO

Algebra
G-graduada, 62

de algebras, 14
de posets, 20
fracionario, 34

induzido, 33

associativa, 12
central, 14

com identidade polinomial, PI-algebra, interno, 32

48
Base das identidades polinomiais de uma

com unidade, 13
algebra, 51

comutativa, 13
Bibliografia, 142

de incidéncia, 21
de Lie, 14 Cadeia , 16
envolvente, 46 Centro de uma algebra, 13
Cobertura, 17

Colchete de Lie , 15

envolvente universal, 46
livre, 44

livre G-graduada, 63 de comprimento n, 15

livre com G-agao, 61
livre com involucao, 68
nao associativa, 13
oposta, 38

quociente, 13

relativamente livre, 50

Antiautomorfismo

de algebras, 37
de posets, 20

Anticadeia, 16

Automorfismo

multiplicativo, 33

Componente multi-homogénea, 52
Componentes conexas, 19
Comprimento de um intervalo, 18

Comprimento de uma cadeia, 17

Conjunto parcialmente ordenado, poset , 15

conexo, 18
dual, 16
limitado, 18
localmente finito, 18
nao limitado, 18
tipo dois, 121
tipo um, 121

Coroa, 69



INDICE REMISSIVO

145

Diagrama de Hasse, 17

Elemento
maximo, 16
minimo, 16
maximal, 16
minimal, 16
multiplicativo, 33

Elementos
A-invariantes, 70
adjacentes, 17
comparaveis, 16

Endomorfismo G-graduado, 63

Endomorfismos de algebras, 14

Funcao
caracteristica, 21
diagonal, 25
fraciondria, 34
livre de pontos fixos, 20
que inverte a ordem, 20

que preserva a ordem, 19

Grau
de um monomio, 48
de um polinoémio, 48

homogéneo, 63

Homomorfismo
G-graduado, 63
de algebras, 14
de algebras de Lie, 15

Ideal | 13
T-ideal , 49

T-ideal gerado por um subconjunto, 49

T(G)-ideal, 62

gerado por um subconjunto, 13

Idempotente , 28

primitivo, 28

Identidade polinomial , 48

G-identidade, 62
graduada, 63

Imagem de um homomorfismo, 14
Intervalo, 18

Involucao

A-ortogonal, 43

A-simplética, 43

de 4lgebras, 37

de poset, 20

induzida, 39
Involugoes equivalentes, 20, 40
[somorfismo

de algebras, 14

de posets, 19
Matrizes genéricas, 90
Ntcleo de um homomorfismo, 14

Polinémio
G-polinomio, 61
Si-standard, 125
So-standard, 125
Ss-standard, 125
Ti-standard, 126
Th-standard, 126
graduado, 63

homogéneo, 48



INDICE REMISSIVO

146

Homogéneo com respeito a uma variavel,
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multi-homogéneo, 48
multilinear, 48
proprio, 54
Polinomios , 45
Ponto fixo, 20
Posto, 44, 87
Processo de linearizacao, 53
Produto de Hadamard, 24
Produto de Lie, 14
Propriedade do ponto fixo, 20

Reducoes, 46
Reflexao, 70
Rotacao, 70

Subalgebra , 13
de Lie, 15
gerada por um subconjunto, 13

Subconjunto parcialmente ordenado, 16

Teorema de Poincaré - Birkhoff - Witt, 46

Teorema do isomorfismo para algebras, 14

Variedade, 49



