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Resumo

No contexto classico da Teoria da Informacao todas as informagcoes sao conside-
radas igualmente importantes. Com esta hipdtese de uniformidade, a confiabilidade
do esquema de codificagao é avaliada pela sua probabilidade de erro de decodificagao.

Neste trabalho exploramos a possibilidade da codificagao de informagoes com di-
ferentes valores semanticos incorporando esses valores na analise de desempenho do
codificador de canal e decodificador. O problema da busca por cdédigos que minimi-
zam a quantidade de erros é trocado pelo problema da busca por triplas, de codigo,
codificador de canal e decodificador, que minimizam a perda esperada relativa aos
erros de decodificacao com valor. Neste ambiente exploramos os decodificadores
posets por desempenharem um tipo de protecao desigual de informacao compativel
com a idéia de informagao com valor: as informagoes com maior valor sao cerca-
das por informacoes de valores aproximados. Defini¢oes e resultados similares sao

também estabelecidos para constelacoes de sinais em espacos Euclidianos.
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Abstract

Classical theorical framework for communication assumes that all information is
equally important. With such uniformity assumption, reliability of a communication
scheme is measured by the average probability of error over all possible messages to
be transmitted.

In this work we explore possibilities for coding when information has different
semantic values. We introduce a loss function that expresses the overall performance
of a coding scheme for discrete channels and exchange the usual goal of minimizing
the probability of error to that of minimizing the expected loss. In this environment
we explore the possibilities of using poset decoders to make a message-wise unequal
error protection, where the most valuable information is protected by placing in
its proximity information words that differ by small valued information. Similar
definitions and results are shortly presented also for signal constellations in FKuclidean

space.
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Introducao

Os fundamentos da Teoria da Informagcao foram estabelecidos em 1948 por Claude
Shannon no artigo “A mathematical theory of communication” ([39]). Shannon
mostrou que para determinados canais é sempre possivel estabelecer uma comu-
nicacao confiavel usando esquemas de codificacao, desde que a taxa de informacao
seja inferior a capacidade do canal. Como neste cendrio todas as informacoes sao
consideradas igualmente importantes, a confiabilidade do esquema de codificacao é
avaliada pela sua probabilidade de erro de decodificacao. Este fato é compativel

com a seguinte observacao de Shannon:

“The semantic aspects of communication are irrelevant to the enge-
neering problem. The significant aspect is that the actual message is one

selected from a set of possible messages.” - Claude Shannon, 1948 ([39]).

Outra caracteristica da probabilidade de erro de decodificacao, herdada da hipo-
tese de que todas as informagodes sao igualmente importantes, é que esta nao depende
do codificador de canal. Em outras palavras, a probabilidade de erro de decodificagao
¢ invariante pelo codificador de canal. Na pratica a escolha do codificador de canal
pode sim influenciar na percepcao da mensagem: na Figura 2 temos a imagem “Hello
World” (Figura 1) decodificada depois de ser transmitida usando dois codificadores

de canal (para maiores detalhes, ver o Exemplo 2.2 do Capitulo 2).

x1



Introducao xii

Figura 1: Imagem original “Hello World”.

A diferenga entre as imagens é nitida, embora ambas tenham aproximadamente
a mesma quantidade de erros de decodificagao. Shannon contorna esse problema
demonstrando que assintéticamente existem cédigos com taxas de informagcoes nao
nulas tal que a probabilidade de erro tende a zero. Como a solugao tedrica de
Shannon ¢é invidavel para as aplicagbes praticas, a estratégia adotada na literatura
para minimizar os erros consiste em projetar em conjunto o codificador de fonte e o

codificador de canal.

Figura 2: Simulagao de uma transmissao com dois codificadores de canal.
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Existem vérias técnicas de codificagao de fonte e canal conjunta (Joint Source-
Channel Coding - JSCC) conhecidas na literatura especializada (ver [2]). Uma
delas é a chamada protecao desigual de erros (Unequal Error Protection - UEP).
Em protecao desigual de erros as informacgoes sao separadas em grupos de acordo
com a importancia de cada informagao: por exemplo, em comunicacoes de redes sem
fio (network wireless) os sinais de controle do estado do canal sdo mais relevantes

do que os demais sinais (ver [5]).

Neste trabalho incorporamos o valor semantico da informagao na analise de de-
sempenho do decodificador e trocamos o problema da busca por pares de cédigo e
codificador de canal que maximizam o desempenho do sistema em relacao a quan-
tidade de erros pelo problema da busca por triplas, de cédigo, codificador de canal
e decodificador, que minimizam a perda relativa aos erros de decodificacao com va-
lor. Neste ambiente os decodificadores posets desempenham um papel fundamental
protegendo as informacoes de acordo com o seu valor: as informagoes com maior
valor sao cercadas por informagoes de valores aproximados. Nao é supreendente que
neste contexto os decodificadores ML nao sao necessariamente os melhores decodi-

ficadores.

Vejamos um exemplo. Considere a imagem “Hello World” dada na Figura 1
acima. Vamos transmitir esta imagem usando uma fonte composta por quatro bits
de informacao, ou seja, estamos assumindo 16 possiveis tons de cinza na codificagao.
Vamos codificar as informagdes com o cédigo binario de Hamming [7; 4; 3],. Para um
determinado codificador de canal simulamos a transmissao da imagem “Hello World”
pelo canal bindrio simétrico com probabilidade de erro p = 0.4. A imagem recebida
foi decodificada de duas formas: uma usando um decodificador ML (& esquerda na
Figura 3); a outra usando um decodificador determinado por uma ordem parcial P

(& direita na Figura 3), que chamamos neste momento de P-decodifcador.
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Figura 3: Simulacao de uma transmissao com probabilidade de erro p = 0.4: a

esquerda usando o decodificador ML; a direita usando o P-decodificador

Como podemos ver, a imagem dada pelo P-decodificador fornece uma melhor
percepcao da imagem original “Hello World” do que a imagem dada pelo decodifica-
dor ML, embora esta tenha menos erros de decodificacao. A percep¢ao em relacao a
qualidade das imagens decodificadas é um exemplo da forma como os valores devem
ser atribuidos as informagoes. Este simples exemplo ilustra a nossa proposta de
que o valor semantico da informacao deve ser incorporado na andlise de desempe-
nho do decodificador para se obter melhores resultados do que os produzidos pelos
decodificadores ML.

O trabalho esta organizado em quatro capitulos. No Capitulo 1 apresentamos os
conceitos e resultados basicos da Teoria da Informacao. No Capitulo 2 apresentamos
os principais conceitos e definigoes usados neste trabalho: fungao de valor (Defini¢ao
2.6), perda esperada total (Definigao 2.7), codificador de Bayes (Defini¢ao 2.9) e de-
codificador de Bayes (Defini¢ao 2.9). Na Se¢ao 2.5 estabelecemos a nogao de taxa de
informacao confidvel com valor (Definigdo 2.10) e apresentamos um limitante infe-
rior para a capacidade do canal de transmitir informagoes com valor (Teorema 2.6).
Na sequéncia apresentamos alguns resultados de existéncia, que asseguram que nem
todo decodificador ML ¢ candidato a decodificador de Bayes (Teorema 2.7 e Teorema

2.8). Posteriormente consideramos as diferencas das perdas esperadas para diferen-
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tes decodificadores e caracterizamos estas diferencas como sendo funcionais lineares.
A partir dessa caracterizacao estabelecemos uma condicao para a existéncia de dois
subconjuntos nao vazios de fungoes de valor, um contendo fungoes de valor para
as quais a diferenca é negativa e outro contendo funcoes de valor para as quais a
diferenca é positiva (Teorema 2.9). Em seguida restringimos a definigao de diferenga
entre perdas esperadas para canais g-arios simétricos e estabelecemos mais um resul-
tado de existéncia (Teorema 2.10). Na Segao 2.9 adaptamos as defini¢oes de fungao
de valor e perda esperada total para constelagoes de sinais sobre canais continuos
(Definigoes 2.13 e 2.14) e demonstramos que nem sempre os decodificadores deter-
minados pelas regioes de Voronoi sao os melhores decodificadores sobre um canal
Gaussiano (Teorem 2.16). No Capitulo 3 apresentamos uma familia de métricas que
sao compativeis com a noc¢ao de informagao com valor. Comecamos apresentando as
defini¢oes basicas de métrica poset (Definigao 3.1) e decodificador P-NN (Defini¢ao
3.2). Na Secao 3.3 demonstramos que existe uma familia de métricas poset para as
quais sempre existe um par codificador-decodificador, em relacao a esta familia de
métricas, que satisfazem as condigoes do Teorema 2.9 (Teorema 3.2). Na Secao 3.4
calculamos o raio de empacotamento dos cédigos dado pelo Teorema 3.2 (Teorema
3.5). No ultimo capitulo descrevemos os codificadores e os decodificadores usados
para gerar as imagens ilustradas na Figuras 3 e mostramos que os codificadores de
canais usados sao de fato codificadores de Bayes para cada um dos decodificado-
res considerados. Encerramos o trabalho simulando mais algumas transmissoes da
imagem “Hello World” sobre canais binarios simétricos, ilustrando as respectivas

imagens dos erros de decodificacao.

Todas as imagens ilustradas neste trabalho foram produzidas com o software de-
senvolvido por Vanderson Martins do Rosario, atualmente aluno do primeiro ano do
curso de Ciéncia da Computagao da Universidade Estadual de Maringd. O software,

bem como sua descrigao, encontram-se a disposicao no endereco eletronico

http://code.google.com/p/error2image/



Capitulo 1

Fundamentos da Teoria da

Informacao

A Teoria da Informacao esta fundamentada em problemas praticos de engenha-
ria: compactagao, compressao e transmissao de dados. Como disciplina, a Teoria
da Informacgao é normalmente lecionada nos cursos de Engenharia Elétrica, sendo
raramente difundida entre os alunos do curso de Matematica. Nao é isto que acon-
tece no campo da pesquisa: matematicos e engenheiros trabalham arduamente no
desenvolvimento da Teoria da Informagao, sendo os matemaéticos responsaveis por
boa parte das contribuicoes em Teoria dos Cédigos, componente essencial dentro de
um modelo de sistema de comunicacao.

Neste capitulo faremos uma introducao modesta e resumida dos principais resul-
tados estabelecidos por Shannon em 1948. Estes resultados formam a base da Teoria
da Informacao e sao essenciais para o bom entendimento das idéias que aparecerao
ao longo do texto. As referéncias cléssicas para este capitulo sao os livros de Robert
Gallager [14], Csiszar e Korner [11] e Thomas Cover [9]. Para uma leitura mais

descontraida, indicamos o texto de Richard Hamming [16].
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1.1 Fonte e Cdédigo de Fonte

Comecamos enunciando o problema central da Teoria da Informacao:
A que tazas podemos transmitir informacoes de forma confidvel?

Classicamente este problema é abordado sem levar em conta o significado da in-
formacao transmitida!. O parametro adotado neste caso é a frequéncia relativa de
ocorréncia da informacao. Esta estratégia permite uma formulagao mais ampla da
teoria. Podemos dividir o problema da transmissao de informacao em dois sub-
problemas: o problema da representacao minima da informagao (compactagio de
dados), em fungao da sua frequéncia, e o problema da transmissao confidvel (trans-
missdo de dados). Esta foi a estratégia adotada por Claude Shannon em 1948 em seu
trabalho pioneiro A Mathematical Theory of Communication ([39]). Vamos agora

formalizar os comentarios deste pardgrafo.

Definicao 1.1 Uma fonte de informacoes discreta é definida como sendo um
par (S,P) onde S é um conjunto finito, o chamado alfabeto de fonte, ¢ P =
{P(s): s € 8} é uma distribui¢ao de probabilidades P (s) := Pr (s) para S.

Note que a definicao para fonte de informacao nao leva em consideracao o sig-
nificado dos simbolos s € S. Ela apenas requer o conhecimento da frequéncia P (s)
relativa a cada simbolo s.

Dada uma fonte de informacoes (S,P), definimos a medida de incerteza I (s)

(ou medida de surpresa, ou medida de informacgdao) de s € S como sendo o valor

I (s) :=log, ﬁ

A entropia é definida como sendo o valor esperado

H(S):=Y P(s)I(s),

seS

L« semantic aspects of communication are irrelevant to the enginnering problem” - Claude

Shannon, 1948 ([39]).
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a quantidade média de informacao gerada pela fonte (S,P). A unidade adotada
para H (S) é o bit.

Existe uma estreita relacao entre a entropia de uma fonte de informacao e o
problema da representagdo minima (compactacao de dados) dos elementos desta
fonte, ou seja, como representar de forma economica cada simbolo s € § como
uma sequéncia de elementos de um novo alfabeto. O alfabeto de representacao
considerado serda o alfabeto binario, composto pelos elementos 0 e 1, ja que estamos
adotando o logaritmo na base 2 para a medida de incerteza I (s). O alfabeto de
representacao, que no nosso caso ¢ o alfabeto binario, também é conhecido como
alfabeto do codigo. Diremos que C' é um codigo de fonte se C' é um subconjunto
de {0,1}", o conjunto de todas as sequéncias finitas com entradas em {0,1}. Os
elementos de C' sao chamados de palavras-codigo.

Dado um cédigo de fonte C, se para cada ¢ = cjcs...c, em C tivermos que
c1Co . .. ¢ nao pertence a C' para todo 1 < k < n, entao diremos que C' é um cddigo
instantaneo.

Um esquema de codifica¢ao para uma fonte de informagao (S,P) é um par or-
denado (C, f) onde C' é um c6digo de fonte e f : & — C' é uma aplicagao bijetora
de S em C.

Estamos prontos para enunciar o Teorema da Codificacdo sem Ruido. Este teo-
rema assegura que toda representa¢ao minima da fonte (no sentido que serd estabe-
lecido no enunciado do teorema) estd limitada inferiormente pela sua entropia. Este
resultado foi estabelecido por Shannon em 1948 ([39]).

Teorema 1.1 Seja l(cs) o comprimento da palavra-cédigo f (s) e
m(S) = mlin ; P(s)l(cs),

onde o minimo € tomado sobre todos os esquemas de codifica¢ao (C, f) de (S, P) tal

que C' € instantaneo. Entao
H(S)<m(S)<H(S) +1.

Vale a pena mencionar que existem métodos de construcao para codigos ins-

tantaneos que satisfazem a condicao de minimalidade estabelecida no Teorema 1.1.
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Um dos métodos mais conhecidos na literatura é o método de codificacao de Huffman
(para maiores detalhes, ver [9] ou [16]).

Exemplo 1.1 Seja S = {e, h,l,0} com P(e) =3, P(h) =%, P(l)=3, P(o) = 1.
Assuma que o esquema de codificacdao € dado por c. = 111, ¢, = 110, ¢, =0, ¢, = 10.
Os simbolos menos provdveis sao representados por palavras de maior comprimento:
I(e)=1(h)=3,1(0)=2¢el(l)=1. Temos que C = {ce,cn,c,Co} € um cddigo

instantaneo. Mais ainda,

H(8) =Y P(s)l(c,) = L.T5 bits,
seS
ou seja, C' € uma representacao otima para S como codigo instantaneo. Note agora
que qualquer sequéncia de bits pode ser unicamente decodificada como sendo uma

sequéncia de simbolos. Por exemplo, a mensagem
1101110010
¢ decodificada como sendo
110,111,0,0, 10 = hello.

Se tiwéssemos considerado o codigo C = {ce = 111,¢;, = 011,¢; = 0,¢, = 01} nao
poderiamos decodificar cada simbolo da mensagem “hello” instantaneamente: ndo
podemos interpretar o primeiro digito 0 da mensagem 0111110001 instantaneamente

como sendo o simbolo 1, ja que o digito 0 € prefixo das palavras-codigo 0, 01 e 011.

E comum encontrarmos na literatura especializada a hipdtese de que a distri-
buigao de probabilidade P (s) de uma fonte de informacao S é uniforme, ou seja,
- L
P(s) = 5]

simplificadora.

para todo s € §. Neste trabalho também vamos assumir esta condi¢ao

Exemplo 1.2 Seja (S,P) uma fonte de informagdo com distribui¢ao de probabili-
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dade P uniforme. Assuma que |S| = 2. Nestas condigoes

H(S) = Y P(s)1(s)

seS

1
= EZIO& S|

sES

= k.

Note agora que {0, 1}k é um codigo de fonte instantaneo para S e que

1
m(8) =Y P(s)l(c)=1g IS k=k
s€S |S’
Como m (8) = H (S), concluimos que {0,1}* ¢ uma representacio minimal para a

fonte (S, P).

1.2 Canal Discreto e Informacao Mutua

Na primeira sec¢ao consideramos o problema da compressao de dados para fontes
de informacoes discretas. Agora trataremos do problema da transmissao de dados
para canais discretos. A questao central aqui é: qual a taxa mdzima de bits por
simbolo de entrada que podemos transmitir pelo canal de tal forma que a informacao
possa ser recuperada com baiza probabilidade de erro?

O canal de informagio é o meio (geralmente fisico) pelo qual a informacao é
transmitida. Numa transmissao sem fio o canal pode ser a atmosfera (no caso do
celular) ou o espago sideral (no caso da transmissao de imagens via satélite). No caso
do telefone, o canal usado sao os cabos de fibra optica. A informagao transmitida
pelo canal pode ser corrompida pelos variados tipos de ruidos relativos ao meio fisico.
Por exemplo: ruidos gerados pelos dispositivos eletronicos, ruidos gerados pelas
ignicoes de partida dos automoveis, ruidos gerados pelas descargas elétricas durante
uma tempestade. Devido a natureza aleatéria dos processos interferentes, os modelos
tedricos adotados para os canais de informacao sao os modelos probabilisticos.

Vamos comegar com o modelo de canal para fontes discretas.
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Definicao 1.2 Um canal discreto (DC) é uma tripla (X, P (Y| X),Y) onde X =
{z1,...,2.} € o alfabeto de entrada, ¥ = {y1,...,ys} € o alfabeto de saida e
P (Y| X) € uma distribui¢ao de probabilidades condicionais P (y;| x;). Aqui P (y;| x;)

representa a probabilidade de recebermos y; dado que x; foi transmitido.

Diremos que um canal discreto é sem memdria (DMC - Discrete Memoryless

Channel) se

P(y1,.. yn| T,y x0) = P(yi|z1) - oo - P(yn|xn)

para todo n € N, onde z1,...,x, € y1,...,y, representam n simbolos de entrada
e saida respectivamente. Neste trabalho assumiremos que todos os canais discretos
sao sem memoria. Assim, para nés, DC e DMC tém o mesmo significado.

Vamos listar agora alguns exemplos de canais discretos. Descreveremos estes

exemplos considerando a matriz do canal

P(yi|@) -+ P(ys|m1)

P(y1|xr) P(ys‘xr)

Comecamos com os exemplos extremos: o canal sem utilidade e o canal sem

ruido.

Exemplo 1.3 Diremos que o canal ¢ sem utilidade se as linhas de P sao idénticas.
Se para cada 1 < j < s tivermos P (y;|z;) = P (y;|zm) para todo 1 < I,m < r,

entao
Ply;) = ZP(Z/H%)P(%)
= Plyla) Y P
= P(yj|l’7;)-

Em outras palavras, o canal € sem utilidade se os simbolos de saida nao dependem dos

simbolos de entrada, ou seja, nao temos informacgao sobre os simbolos transmitidos.
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Exemplo 1.4 Em um canal sem ruido temos que X =) e P é a matriz identi-
dade. Em outras palavras, estamos assumindo que o simbolo recebido é exatamente

o simbolo transmitido: P (y;| x;) =1 se, e somente se, x; = y;.

O terceiro exemplo de canal discreto é um dos mais explorados na literatura

especializada.

Exemplo 1.5 O canal é dito stmétrico se cada linha de P contém os mesmos
elementos e se cada coluna de P também contém os mesmos elementos. Um canal
¢ dito gq-drio simétrico, com probabilidade de erro 0 < p < 1, se este é

27
simétrico, X =Y ={0,1,...,q— 1} e

5
—
<
< |
—

w
I
i

Q
|
-

[
L
(=}
o
L
—_
|
3

=
Em um canal g-drio simétrico a probabilidade de recebermos um simbolo incorreta-

mente € igual a p e nesse caso cada um dos ¢ — 1 simbolos incorretos tém a mesma

probabilidade q_% de serem recebidos.

Para um dado canal discreto (X, P (Y| X),)) sabemos que H (X) e H (Y) me-
dem a quantidade média de incerteza (ou informagao) contidas nos alfabetos de
entrada e saida X' e ) respectivamente: se P (z) é uma distribuigao de probabilida-

des para X, entao

ZP logQP( ]

zeX
€
P(y)l
=L PG
com

=Y P(yla) P(x).

TeEX
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A quantidade média de incerteza que resta sobre X depois que observamos ) é

dada pela entropia condicional

H(XY) = 35 Plaon (o).

reX yey

Aqui P (z,y) denota a probabilidade conjunta entre x e y: P (z,y) = P (x|y) P (y).
A entropia condicional H (X|)) também é conhecida na literatura como equivoco:
para o canal sem ruido temos que H (X|)) = 0, ou seja, nao hé equivoco durante
a transmissao; para o canal sem utilidade temos que H (X|)) é maximo, ou seja,
H(X|Y)= H(X), e neste caso o equivoco ¢é total.

A quantidade média de informacao de X que fica pelo canal durante uma trans-
missao é dada pela diferenca entre a quandidade média de informagao H (X') de X
e a quantidade média de incerteza H (X|)) que resta sobre X depois de observado
Y. Esta diferenca,

(X)) = H(X) — H(X|Y),

é chamada informacdo mitua média entre X e ). A informacao mutua média
desempenha um papel crucial na resposta para a questao estabelecida no inicio desta
secao: qual a taxa mazrima de bits por simbolo de entrada que podemos transmitir pelo
canal de tal forma que a informacgao possa ser recuperada com baira probabilidade

de erro? Vejamos os detalhes.

1.3 Capacidade do Canal

Seja Z um conjunto de informacoes contendo M elementos. Para transmitirmos
as informagoes de Z pelo canal (X, P (Y| X),)) associamos cada informagao i € 7

a uma Unica palavra-codigo

c(i)=1(c1(i),...,cen (7))

de XV, o espaco de todas as N-uplas sobre X, assumindo que c (i) # c(j) se
i # j. Diremos que C' = {c(i) :i € Z}, o conjunto de todas as palavras-c6digo,

é um (M, N) cddigo de bloco (ou simplesmente, um (M, N) cédigo). A aplicagao
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injetora f : Z — C dada por f (i) = c (i) é chamada codificador de canal de C, ou

simplesmente, o codificador. A taza de informacao para C' é definida como sendo

o log, M
R = N

Um decodificador para C' é uma aplicacao sobrejetora
a: YN = C

que gera uma estimativa a (y) em C para cada y = (y1,...,yn) em Y. A probabi-

lidade de erro de decodificagcao é dada pela média
P.(C)=> P.(c)P(c)
ceC

das probabilidades de erros de decodificacao

P.(c)= Y P(yleg=1- > P(ylc)

y¢a=t(c) y€a~t(c)

de cada palavra-cédigo ¢ de C'. Aqui P (c) denota a probabilidade de c ser enviada.

Definicao 1.3 Um nimero real R > 0 é uma taxa de informacdo confidvel

se para todo 6 > 0 eziste um cddigo C' com taza de informagao R tal que P, (C') < 0.

O problema “Qual a taxa mdzrima de bits por simbolo de entrada que podemos
transmaitir pelo canal de tal forma que a informacgao possa ser recuperada com baiza
probabilidade de erro?” pode ser agora reformulado como: qual é a mdxima taza de

informacgao confidvel possivel?

Definicao 1.4 A mdzima taxa de informacao confidvel para um canal discreto é

definida como sendo a capacidade do canal.

A resposta do problema acima para canais discretos foi estabelecida por Shannon
em seu trabalho pioneiro ([39]). Este é o conhecido Teorema Fundamental da Teoria

da Informacao.

2Esta definicdo é relativa aos decodificadores MAP, que serdo definidos na Secao 2.1 do Capitulo
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Teorema 1.2 (Shannon - 1948) Seja (X, P (Y| X),)) um canal discreto e C sua
capacidade. Entao

C =max [ (X;))
P(z)

onde o mdzximo € tomado sobre todas as possiveis distribui¢des de probabilidade P (x)
de X.

Os argumentos originais de Shannon para a prova do Teorema Fundamental da
Teoria da Informagao sao pouco formais, porém muito intuitivos. Uma demonstragao
completa deste resultado pode ser encontrada em [9].

Encerramos esta secao calculando a capacidade do canal g-ario simétrico. Para

tanto usaremos o fato de que
I(X;Y)=H(Q)-H(JYX).

Exemplo 1.6 Seja (X, P (Y|X),Y) um canal q-drio simétrico com probabilidade

de erro p. Nestas condicoes temos que

(1—p)-P(x;) se i=]

P(xi,yj) = Llp(xz) se 1#£j
q—

> P (@i, y:) log, (ﬁ) = (1 —p)log, (%p)
5t () ove (57).

i#j

Juntando estas informagoes obtemos que

e dat que

H (Y| X)=(1-p)log, (1%1?) + plog, (%) .

Note agora que H (Y| X) nao depende da distribui¢ao de probabilidades P (x) de X.
Como H ()) depende da distribuicio P (x) de X, I (X;)) € mdzimo quando H ())
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¢ mazimo. Agora H () € mdzimo (= log, q) quando P (y) = % para todo y € Y, ou

equivalentemente, quando P (z) = % para todo x € X. Disto tudo concluimos que

C =logy, ¢ + (1 —p)log, (1 — p) + plog, <qf1> ‘

Em particular, para um canal bindrio simétrico

C=1+(1-p)log,(1—p)+plog,p.

1.4 Canais Continuos

Quando assumimos que o canal é discreto estamos agrupando algumas etapas do
sistema de comunicagao, analisando apenas as probabilidades dos simbolos recebidos
em func¢ao dos simbolos transmitidos. No entanto cada simbolo de entrada ¢é associ-
ado a um sinal para na sequéncia ser transmitido pelo canal. Este sinal, corrompido
pelo ruido, chega ao destino distorcido. Neste momento o decodificador de sinal
toma uma decisao, entregando ao demodulador uma estimativa do sinal transmi-
tido. O canal discreto é o agrupamento das etapas modulador-canal-demodulador.

A anélise separada destas trés etapas da origem ao chamado canal continuo.

Definicao 1.5 Um canal continuo é uma tripla (X, P (Y| X),)) onde X é um
subconjunto de R, ¥ = R e P(Y|X) é uma familia de fungoes de densidade
de probabilidade p (y|x). Vamos assumir que todos os canais continuos sio sem

memaoria, ou seja,
p(yr-ynlar...an) =pQyla) o p (Yol 20)
comz; € X ey; €Y, para todo n.

Exemplo 1.7 Um canal Gaussiano ¢ um canal continuo com funcgoes de densi-
dade de probabilidade
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Consequentemente, como estamos assumindo que todo canal é sem memoria,

1 yi — )’
p(y1...yn|x1...2x5y) = ——— €xp <_Z(QT)> .

(2mo?)2 i—1

—’[ Codificador de Fonte ]—’[ Codificador de Canal ]

Modulador

- Canal Continuo . Canal Discreto

i Demodulador :
[Decodificador de FonteHDecodificador de Canal]

Figura 1.1: Elementos basicos de um sistema de comunicagao.

Uma (M, N) constelagiao de sinais para um canal continuo (X, P (Y|X),))
¢ um subconjunto finito S de XV contendo M elementos juntamente com uma
aplicacao sobrejetora f : YV — S, o decodificador de canal. Os elementos de uma

constelacao S serao chamados de sinais.

O desempenho de uma constelagdo S é medido pela sua probabilidade P, (S) de
erro de decodificacdo:

P.(S)=> P.(s)P(s)

sesS

onde P (s) é a probabilidade de transmitirmos s e

P.(s) = 1—/ p(yls)dy
y:f(y)=s

¢ a probabilidade do decodificador entregar para o destino um sinal distinto do sinal
transmitido s.
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Considerando as definicoes apropriadas de entropia e informacao mutua para

canais continuos (para maiores detalhes ver [14]), é possivel mostrar que

1 o2
C=_In{1+—=
2 o
n
¢ a maxima taxa de informagcao confidavel para um canal Gaussiano, onde o

2
T

2 7
, €a
variancia do ruido Gaussiano e ¢~ é a variancia do sinal transmitido x dado pela

distribuicao Gaussiana de média zero.

1.5 Protecao Desigual de Erros

Atualmente a Teoria da Informacao divide os sistemas de comunicacao em duas
classes: a classe dos sistemas ponto-a-ponto e a classe dos sistemas multiusudrios.
O Teorema Fundamental da Teoria da Informacao de Shannon diz respeito somente
aos sistemas de comunicacao ponto-a-ponto. Para estes sistemas o codificador de
fonte e o codificador de canal sao projetados separadamente sem comprometer a
confiabilidade da transmissao. Por este motivo o Teorema de Shannon também é
conhecido como Teorema da Separacao.

Para os sistemas multiusudrios a situacao é bem mais delicada. Vamos considerar
o exemplo dos sistemas de transmissao de imagens de alta resolu¢ao (HDTV - High
Definition Television), que pertencem a classe dos canais de radiodifusdo. Num canal
de radiodifusao um unico transmissor difunde a informagao para varios receptores.
No nosso exemplo, do sistema HDTV, o transmissor é a emissora de televisao e
os receptores sao os televisores em nossas residéncias. Se nao levarmos em conta as
diferentes distancias e os diferentes relevos entre as casas e a emissora, ¢ provavel que
sob condigoes severas de mau tempo as residéncias mais afastadas nao recuperem o
sinal (Figura 1.2). A solucao 6tima neste caso, descrita por Cover em [8], é obtida
quando separamos os bits de informagcoes em classes com niveis diferenciados de
protecao: a imagem de baixa resolucao deve ser mais protegida do que a imagem
de alta resolugao, assegurando aos usuarios mais distantes no minimo a recepcao da

imagem de baixa resolugao (veja também [35]).
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Figura 1.2: Transmissao do sinal de HDTV para muitas residéncias.

Os comentarios acima mostram que a abordagem heterogénea é mais compativel
com a natureza dos sistemas multiusudrios do que a abordagem cléssica onde as
informacoes sao consideradas homogéneas e o canal é estacionario. A estratégia
adotada na literatura para otimizar o desempenho de um sistema multiusuario con-
siste em projetar em conjunto o codificador de fonte e o codificador de canal.

Existem varias técnicas para codificacao de fonte e canal conjunta conhecidas na
literatura (JSCC - Joint Source-Channel Coding) (ver [2]). Destacamos duas destas
técnicas: protecdo desigual de bit (bit-wise Unequal Error Protection - BUEP) e
protecao desiqual de informagdo (message-wise Unequal Error Protection - MUEP).
A grosso modo, em BUEP os bits mais protegidos sao aqueles com menores pro-
babilidades de erro de decodificacao de bit (BER - Bit Error Rate) e em MUEP
as informacoes mais protegidas sao aquelas com menores probabilidades de erro de
decodificagao de mensagem (WEP - Word Error Probability).

As técnicas de protecao desigual de erros foram inicialmente exploradas por
Masnick e Wolf em [26]. Na formulacao original de Masnick e Wolf os bits de
informacao sao separados em niveis de protecao, e os erros de decodificacao em cada
nivel sao avaliados de forma diferenciada. Também podemos encontrar na literatura
trabalhos onde as informagoes sao separadas em grupos de bits, cada grupo com um

nivel de protegao (ver por exemplo [27]). Mais ainda, o assunto se estende para a
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classe dos cédigos convolucionais (ver por exemplo [42]). No contexto da Teoria da
Informacao temos o trabalho de Csiszar [10], sobre protecao desigual de informagao,
e mais recentemente o trabalho [5] de Borade, Nakiboglu e Zheng sobre BUEP e
MUEP.

Neste trabalho estamos interessados no problema da transmissao ponto-a-ponto
considerando agora o valor semantico da informacao. No nosso caso a fonte de
informagao é caracterizada como sendo uma tripla (S,P,V) onde (S,P) é uma
fonte de informacoes no sentido cldssico e ¥V é um conjunto de valores semanticos?

para §. Mais precisamente, V é uma aplicacao do tipo
V . S — R+

onde R, é o conjunto dos numeros reais nao-negativos. Na nossa abordagem a
informacgao sera protegida de acordo com o seu valor semantico impondo que o
codificador de canal e o decodificador minimizem a perda esperada relativa a trans-
missao de informacao com valor. Como veremos, nao é surpreendente que as me-
lhores estratégias para uma transmissao ponto-a-ponto homogénea (onde todas as
informagoes tém o mesmo valor) ndo sao necessariamente as melhores estratégias
para uma transmissao ponto-a-ponto heterogénea (onde as informagoes tém valores

distintos).

3No trabalho [23] Juba e Sudan consideram a semantica da informagao. No nosso caso esta-
mos apenas considerando a possibilidade de atribuir um valor para a semantica, o que deve ser

estabelecido pelos especialistas das diferentes fontes de informacoes.



Capitulo 2

Funcoes de Valor e Perdas

Esperadas

Na formulacao original de Shannon todas as informacoes sao igualmente im-
portantes: o codificador de canal nao é relevante para a analise de desempenho e
nao ha distincao entre os diferentes tipos de erros de decodificagao. Neste trabalho

propomos uma mudanga nesta formulagao:

Considerar os valores semanticos das informacgoes

e incorporar estes a Teoria da Codificagao.

Como ja podemos imaginar, os esquemas convencionais para transmissoes de in-
formagcoes nao serao necessariamente os melhores esquemas neste nova formulacao,
ja que agora as informagoes nao sao mais igualmente concebidas e igualmente pro-
tegidas. O grande desafio consiste em estabelecer estruturas matemaéticas que sejam
compativeis com essa nova abordagem e que também sejam computacionalmente
viaveis.

Neste capitulo estabeleceremos precisamente a nogao de wvalor semantico da in-
formacao e introduziremos o conceito de perda esperada total, instrumento que me-
dird o desempenho dos sistemas de comunicacao na presenca das informagoes com
valores. Como veremos, os conceitos de decodificadores MAP, ML e NN sao a base

para estas defini¢oes. Por este motivo abriremos o capitulo revendo estes conceitos.

16
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2.1 Decodificadores MAP, ML e NN

Comecamos este capitulo revendo os conceitos basicos de decodificadores MAP,
ML e NN. Como veremos, estes conceitos darao origem as idéias que aparecerao nas
secoes seguintes. Lembre que neste trabalho todos os canais considerados sao sem
memoria.

Seja C'um (M, N) c6digo sobre um canal discreto (X, P (Y| X),Y)ea: YN — C

um decodificador para C'. Temos que a probabilidade de erro de decodificacao é dada

=> P.(c) P(c)

ceC

ZPy|

y€a~t(c)
é a probabilidade do decodificador entregar ao destino uma palavra-codigo distinta

pela média

onde

da palavra transmitida c. Podemos reescrever P, (C') considerando a probabilidade
condicional P (a (y)|y) de termos transmitido exatamente o que serd entregue pelo
decodificador. De fato,

PC) = Y PR(QP()

ceC
= > 1= > PGl Pl
ceC y€a~t(c)
_ zgp 2;} Z( (c)
= 1= ) P(yla(y)P(a(y)).
yeYN

Como P (y|c)P(c)=P(c|y) P (y), concluimos que
P.(C)=1-Y_ P(a(y)ly)P(y).
yeyN
Esta tltima expressao assegura que os decodificadores que minimizam a probabi-

lidade de erro P, (C) s@o aqueles que maximizam as probabilidades condicionais

P(a(y)ly)
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Definicao 2.1 Um decodificador de canal a : YN — C que satisfaz a condigdo
P(a(y)ly) = max{P(c|y):ceC}

¢ dito um decodificador de mdxima probabilidade a posteriori (MAP - Ma-

zimum a Posteriori Probability).
Os comentarios acima mostram que:

Teorema 2.1 Os decodificadores MAP sao os decodificadores que minimizam a pro-

babilidade de erro P, (C).

Note agora, como

P(ylc) P(c)
P(cly) =

(cly) P y)
onde P(y) = > .cc P(y|c) P(c), que todo decodificador MAP depende das pro-
babilidades condicionais P (y;| x;) e da distribui¢ao de probabilidades a priori P (c)
de C.

(2.1)

Definicao 2.2 Um decodificador de canal a : YN — C que satisfaz a condigdo
P(yla(y)) = max{P(y|c):c e C}

¢ dito um decodificador de mdxima verossimilhanca (ML - Mazimum Like-
lihood Probability).

Os decodificadores ML s6 dependem do canal. No caso em que a distribuicao de
probabilidades a priori do cédigo é uniforme, segue de (2.1) que todo decodificador
MAP é também um decodificador ML e vice-versa.

Considere agora um canal g-ario simétrico com probabilidade de erro p (como no

Exemplo 1.5). Nestas condigoes, sey = (y1,...,yn) €c = (c1,...,cn) sdo elementos
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de XV, entdo

P(yle) = P(yiler)-...- P(yn|en) (2.2)
" Y D Hiyiei |
— (] — p)tivi=e
(1-p) (q - 1)
{iys#ci}
- (1- p)Nf\{i:yﬁéciH p Y
qg—1
[{i:ys#ci}|
p
= (1-p" ( ) :
(1-p)(g—1)
Sendo assim, para ¢’ = (|, ...,cy),

P(yle) = P(ylc) & [{i:yi # i}l < {izy: # 3,

onde | X| denota a cardinalidade do conjunto finito X. Isto motiva a seguinte de-

finicao.
Definicao 2.3 A funcdo dy : XN x XN — R, definida por
dy (x,y) = {i @ # yi}|,
x = (21,...,2n5) €y = (Y1,...,Yn), € a chamada distdncia de Hamming.

Nao é dificil verificar que a distancia de Hamming é uma métrica (ver por exemplo
[30]). Os comentdrios acima mostram que os decodificadores ML em um canal g-ario

simétrico também podem ser caracterizados pela condicao

dy (y,a(y)) =min{dy (y,c) :c € C}.

Neste caso diremos que a é um decodificador por mdzima prozimidade (NN - Nearest

Neighbor Decoder). E claro que:

Teorema 2.2 Em um canal q-drio simétrico todo decodificador ML ou MAP de um
codigo com distribuicdo de probabilidades a priori uniforme é também um decodifi-

cador NN e vice-versa.



Capitulo 2. Fungoes de Valor e Perdas Esperadas 20

2.2 C(Coddigos Lineares

Até aqui nenhuma restricao foi imposta sobre os alfabetos de entrada e de saida
do canal discreto. Consequentemente os tinicos possiveis algoritmos de decodificagao
sao os de forca bruta: comparamos a palavra recebida y com todas as palavras-
codigo e decodificamos esta como sendo a palavra-cédigo mais provavel. E claro, os
algoritmos de forga bruta sao computacionalmente invidveis (salvo para dimensoes
baixas). A saida usual adotada para otimizar este problema consiste em agregar
algum tipo de estrutura algébrica aos alfabetos de entrada e saida (que pode ser
de grupo, anel ou corpo). A primeira destas estruturas comumente adotado é a de
corpo finito.

Seja F, um corpo finito contendo ¢ elementos e (X, P (Y| X),Y) um canal dis-
creto tal que X = Y = F,, que chamaremos simplesmente de canal discreto sobre
F,. Neste caso um (M, N) cédigo é um subconjunto C' de IFéV contendo M elementos
e todo decodificador de C' sera uma aplicacao sobrejetora do tipo a : IF(]]V - C. A
distancia de Hamming dy (x,y) pode ser escrita em funcao do peso de Hamming
wy (x) = [{i: x; # 0}

dy (x,y) =wn (x—y).

Estamos interessados particularmente na classe dos cédigos lineares.

Definicao 2.4 Um [N;k], cédigo linear ¢ um (¢*,N) cddigo de FY que € um

subespaco linear e de dimensao k.
A distancia minima de Hamming dy (C),
dy (C) :=min{dy (c1,¢2) : ¢1,¢0 € C,c1 # Ca},
e o raio de empacotamento Ry (C),
Ry (C) :=max{r: By (c1;7) N By (co;7) = & para todo ¢y,¢c € C, ¢; # ¢ },

onde By (c;r) = {y € FY - dg(y,c) < r} é a bola de centro c e raio r, sdo os

parametros béasicos de um [N; k] , codigo linear C. Para os espacos métricos de
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Hamming (Fév ,d H) o raio de empacotamento é dado em funcao da distancia minima

(veja por exemplo [30]):

Ry (C) = {%}

2
onde [z] é por definigao a parte inteira de x. Outro parametro bdsico de um [N; k],

c6digo linear C' é o seu espectro de pesos Ay (C), ..., An (C) com
A (C):=|{ceC:wy(c)=1i}|.

Temos dois bons motivos para considerar a classe dos codigos lineares. Primeiro,
se C'é um [N; k] , codigo linear, entao podemos descrever todos os elementos de Ca
partir de qualquer base de C: se {g1, ..., 8} é uma base de C'e c € C, entao existem
unicos escalares uy,...,u; € F, tal que ¢ = uig; + ... + uxgr. Em outras palavras,
C = {uG’ ‘u e FZ} onde G = (g;;) é a matriz dada pelos vetores g; = (gi1,- - -, Gin)»
1 <4 < k, a chamada matriz geradora de C'. O segundo motivo esta relacionado
com a existéncia de um esquema simples de decodificagao (simples de descrever
matematicamente!). Para tanto basta considerar qualquer matriz H de verificagao
de paridade de C'. Uma matriz H de posto N — k e ordem (N — k) x N tal que
Hc = 0 para todo ¢ € C' é dita uma matriz de verificacao de paridade de C. Neste
texto 0 = (0,...,0) sempre denotard o vetor nulo. Uma matriz de verificacao de
paridade H nao sé oferece um mecanismo para detectar erros (c € C' se, e somente
se, Hc = 0), como também pode ser usada para definir um decodificador ML para o
canal g-ario simétrico: se recebemos y, definimos a (y) como sendo a palavra-cédigo
c tal que ¢ =y — zy onde zy é o vetor de menor peso tal que Hzy, = Hy. Para
determinarmos a solucao 6tima z, precisamos aparentemente calcular as ¢* possiveis
solucoes z de Hz = Hy. A procura por algoritmos de decodificacao por maxima
verossimilhanca que realizem esta tarefa com um nimero de etapas inferior a ¢~ é
um dos principais problemas em Teoria dos Cddigos (ver por exemplo [13] e [36]).
E possivel que exista um algoritmo de decodificacao que determine a resposta em
tempo polinomial? Infelizmente! o problema geral da decodificacdo por méxima
verossimilhancga para canais g-arios simétricos é um problema do tipo NP-completo
(ver [4]).

1A néo ser que P=NP.
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Exemplo 2.1 Considere o [7;4], cddigo bindrio de Hamming H (3) dado pela ma-

triz de verificacao de paridade

=

I
e S SO
_ O
— = O
— = =
o O =
o = O
— o O

Como todo par de colunas de H € linearmente independente e existem trés colunas
linearmente dependentes, concluimos que a distancia minima de Hamming de H (3)
€ igual a 3. Consequentemente, o seu raio de empacotamento € igual a 1. Como

|By (c;7)| nao depende do centro ¢ e como |Bgy (0;1)] = 8, concluimos que

U By (¢;1) = F;
ceC
ou seja, sey € Fy ey & H (3), entdoy = c+e; para algum ¢ € C e para algum ve-
tor canonico e;, 1 < i < 7. Denotando as colunas de H por hy, ... h7, teremos que
Hy =0 ou Hy =h,; para algum 1 < i < 7. Com isto fica facil descrever o decodifi-
cador NN: ag (y) =y se Hy =0; ag (y) =y — €; se Hy = i-ésimo coluna de H.
Fechamos o exemplo usando H (3) para simular a transmissao da imagem “Hello

World” por um canal bindrio simétrico, considerando o sequinte codificador de canal:

— Gray Scale - + %

101 102 102 104 105 108 107 108

PrLtrt

1111111 0001111 0010011 1100011 1010101 0100101 0111001 1001001

108 110 187 1g8 189 190 191 192

S N

0110110 1000110 1011010 0101010 0011100 1101100 1110000 0000000

Figura 2.1: Palavras-cédigo de #H (3) e tons de cinza (ou valores de RGB) associados.
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Figura 2.2: Imagem original e simulacao com p = 0.005 respectivamente.

Figura 2.3: Simulacao com p = 0.1 e p = 0.2 respectivamente.

Figura 2.4: Simulacao com p = 0.3 e p = 0.4 respectivamente.

Neste trabalho estamos interessados nos esquemas de decodificagdo que minimi-
zam (ou pelo menos otimizam) a perda esperada relativa aos erros de decodificagao

com valor. A estrutura linear entra num primeiro momento para simplificar a for-
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mulacao da perda esperada.

No atual contexto nao ha distingao entre os diferentes erros de decodificacao:
supondo que a distribui¢ao de probabilidades a priori do [N; k] , codigo linear Cé
uniforme e sendo a : Fév — C um decodificador, considerando a aplicacao v(g ) :
C x C — R, dada por

0 se c=c

V(071) (C7 Cl) - {

’ . Y
1 caso contrario

teremos que
PAO) = 13 Y o (a(y).©) P yle). (23)
ceC yeFN
A funcao v(g,1) é a funcdo indicadora que somente detecta os erros de decodificacao,
nao fazendo distingao entre os diferentes tipos de erros.
Uma outra caracteristica de P, (C') que merece destaque: a expressao em (2.3)
nao leva em conta como o espaco de informagoes é mergulhado no cédigo, ou seja,

o codificador de canal ¢ irrelevante para P, (C'). Como estamos assumindo que a

k
q’

bijetora do tipo f : FF — C. Assumindo que f(0) = 0 (poderfamos exigir mais,

nossa fonte de informacgoes é o espaco F7, o codificador de canal é uma aplicacao

supondo que f é linear; toda matriz geradora G pode ser interpretada com sendo
um codificador de canal que satisfaz esta condi¢ao) e considerando a fungao auxiliar

Vo) : FF x F — R, dada por

0 se u=u

Vo, (u,u') = { , (2.4)

1 caso contrario

podemos reescrever P, (C') pondo

PO =23 Yt (7 aly) T @) Pyle), (25)

ceC yeIF{ZV

evidenciando finalmente o codificador de canal. No entanto, como

Ton (f71 (), f7H(e) = vy (e, €) (2.6)

para todo ¢ € C, concluimos que P, (C') ndo depende do codificador de canal f.
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Exemplo 2.2 Seja C = T3 o [4;4], cddigo bindrio. Considere o decodificador ap,
dado por ay (y) =y para todo 'y € F3, e os codificadores de canal dados na Figura
2.5 abaizo.

Gray Scale - + x

101 102 103 104 105 106 107 108

1111 0111 0011 1011 1101 1001 0101 0001

0100 0110 0000 1000 1100 1010 0010 1110

- Gray Scale - + %

1111 0111 0011 1011 1101 1001 0101 0001

0100 0110 0000 1000 1100 1010 0010 1110

Figura 2.5: Codificadores de canal.

Simulando a transmissao da imagem “Hello World” pelo canal bindrio simétrico
com probabilidade de erro p = 0.1, obtemos diferentes percepcoes das imagens deco-
dificadas em relacdo a cada um dos dois codificadores de canal, apesar de ambas as

imagens terem aprorimadamente o mesmo numero de erros de decodificacao:
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Figura 2.6: Simulagao com p = 0.1.

FEstas imagens ilustram a dependéncia do decodificador (que neste caso € unico)
com o codificador de canal. O numero total de possiveis codificadores de canal aqui
¢ igual a

16! = 2092 2789888000.

2.3 Funcoes de Valor e Perdas Esperadas

Fica evidente agora que se considerarmos em (2.5) uma fungao v : IF’; X IF’; —- R,
distinta da funcao auxiliar 7/ 1), entdo (2.5) passard a depender do codificador de
canal f : IF’; — C. E exatamente nesta nova formulagao que estamos interessados.
Esta é uma das principais contribuicoes deste trabalho, que passamos a descrever.

Primeiramente precisamos nos convencer de que em algumas situacoes ¢é razoavel
assumirmos valores distintos para os diferentes tipos de erros de decodificagao. Tal-
vez o melhor exemplo para este tipo de situacao seja o da transmissao de imagens
digitais. Por exemplo, considere a imagem “Hello World”, em escala de cinza, dada
na Figura 1. Neste caso é razoavel impormos que os valores dos erros de deco-
dificacao por tons mais proximos sejam menores do que os valores dos erros de

decodificacao por tons mais distantes.

Definicao 2.5 Uma fun¢ao de valor sobre IF’; X IF’; ¢ uma aplicacdo v que associa

a cada par (u,u’) de elementos de ]F’; X F’; wm numero real nao-negativo, ou seja,
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uma aplicagcao
v:FlxFr - Ry

Se f: IF’; — C € um codificador de canal, entdo a aplicacao
Vf . C X C — R+

definida por vs(c,c') == v(f~'(c), f71(c)) € a chamada fung¢do de valor associ-
ada a f.

Algumas condi¢oes naturais podem ser impostas sobre uma funcgao de valor. Pri-
meiramente, baseados na expressao em (2.5), onde o1y (f 7' (a(y)), f~! (c)) indica

se houve ou nao perda (erro) no processo de decodificagdo, podemos impor que
v(u,u) =0

para todo u € IF’;. Uma funcao de valor v que satisfizer estda condi¢ao serd dita
razodvel. Uma segunda condi¢ao pode ser assumida baseada na seguinte observacao:
trocar preto por branco (onde o preto tem significado) ou branco por preto (onde
o branco tem significado) s@o erros, segundo a nossa percepgao, equivalentes. Neste

sentido parece natural impormos que
v(u,v) =rv(v,u).

Neste trabalho vamos considerar somente a classe das fungoes de valor v : IF’; X

F’; — R, que sao invariantes por translagoes, ou seja,
viu+w,v+w)=v(uav)

para todo u,v,w € IF’; . Com esta hipétese podemos identificar a funcao de valor v

com a fungao v : IF’; — R, dada por
7 (u) == v (u,0),

jé que v (u,v) = v (u—v,0). Assumindo que todo codificador de canal f : F} — C
¢ linear, podemos escrever

vi=vo fl
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A hipétese de que a fungao de valor é invariante por translagoes nao é totalmente
compativel com a ideia de valor do erro de decodificagao. Por exemplo, se conside-
rarmos o espago de informagoes F32 = {ug, u;, uy, uz} e assumirmos v (u;) = i, com

ug = 00, teremos que
111—112:(111—111)—(112—111):110—1137

o que mostra que a diferenca entre informacoes com valores proximos pode ser igual
a diferenca entre informagoes com valores mais afastados. Neste sentido perdemos
alguma informagao quando associamos a u; — us 0 mesmo valor de ug — us.

Como daqui em diante todas as fungoes de valores consideradas serao invariantes

por translagoes:

Definicao 2.6 Uma func¢ao de walor invariante por translagoes para IF’; €
uma aplicacao v que associa a cada elemento de IF’; um numero real nao-negativo,
ou seja, uma aplicacao
k

|7 ]Fq — R+.
Se f: F’; — C € um codificador de canal, entdo a aplica¢ao

Vf . C — R+
definida por vy :==vo f~' é a chamada fung¢do de valor associada a f.

Como neste texto trataremos exclusivamente de funcoes de valor invariantes por
translacoes, nos referiremos a estas simplesmente como fungoes de valor.

Classicamente o desempenho de um par (C, a), onde C' é um cédigo e a : IF(JJV —C
¢ um decodificador, é medido pela probabilidade de erro de decodificacao P. (C), e
como ja sabemos, esta medida nao depende do codificador de canal f : F’; — C. Isto
significa que as informacoes sao igualmente importantes, sendo todas as informacgoes
igualmente protegidas: o valor do erro de decodificacao (= 1) ndo depende do erro.

A situacao é bem mais delicada quando consideramos uma funcao de valor, ja que
neste caso temos que considerar também o codificador de canal. A expressao em (2.5)
para P, (C) é a chave para definirmos a quantidade que medird o desempenho do
sistema (C, f,a,v), onde C' é um [N; k], cédigo linear, f : ]F'; — C' é um codificador

de canal, a : IFf]V — C' é um decodificador e v : F ’q“ — R, é uma funcao de valor.
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Definicao 2.7 Fize um canal discreto sobre F, e seja (C, f,a,v) uma quddrupla tal
que C' € um [N; k]q codigo linear, f : ]F’; — C' € um codificador de canal, a : IF(JJV —C
¢ um decodificador e v : Fi — Ry ¢ uma fungdio de valor. Seja {P(c):ceC} a
distribuicao a priori de C. Definimos a perda esperada total Ec (f,a,v) de C
relativa a tripla (f,a,v) como sendo
o(f,a,v)= ZE (f,a,v) P(y) (2.7)
yEFY

onde

y (f,a,v) ZVf P(cly)

ceC
¢ a perda esperada em'y e vy € a funcao de valor associada a f.

Podemos escrever (2.7) em funcao dos valores vy (1), 7 € C. De fato, supondo

que C' = {cy,...,cp}, temos que
C(f?aay) = Z Z f(ZV ()
1= 1y6a (i)

= Z > Zw y) —¢;) P(c;|y) P (y)

=1 yea—1(c;) j=1
= Z > ZVJ’ P(c;ly) P(y)-
=1 yea=1(c;) j=1

Para cada 1 < i < M seja ¢} € C tal que ¢; — ¢} = ¢;. Nestas condigoes

Ec (f,a,v) = ZZ Z c;—cj) P(c

=1 I=1 yea~1(c;)

= ZZ Z Vf(Cl)P(Ci_Cl|Y)P(Y)

i=1 =1 yea(c;)

) P (y)
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Consequentemente:

Proposicao 2.1 Temos que

c(frav)=> H( (2.8)

Tel

com

=Y Paly)—7ly)P(y). (2.9)

yEeFY

Como P (y|c)P(c)= P(cly)P(y), também podemos escrever

o(fiav) =Y Gal(r (2.10)

Tel

com

= P(ylaly)=7)P(a(y) = 7). (2.11)

N
y€Fg

A probabilidade de erro de decodificacao P, (C') ¢ minimizada com os decodi-
ficadores MAP, independentemente do codificador de canal. Dado um codigo C' e
uma funcao de valor v, nosso problema agora consiste em buscar por pares (f*,a*)

de codificadores e decodificadores que minimizam a perda esperada total.

Definicao 2.8 Seja C' um codigo linear, v uma funcao de valor, f* um codificador
e a* um decodificador. Diremos que (f*,a*) é (f*,a*)-Bayes relativo a fun¢ao de
valor v se

Ey, (f*,a",v) = {I}iI)IEy (f,a,v)

para todo 'y € IF , onde o minimo € tomado sobre o conjunto de todos os pares (f,a)
de codificadores e decodificadores de C'.

Determinar os pares (f*,a*)-Bayes é uma tarefa dificil. Podemos relaxar este

problema fixando o codificador ou o decodificador.
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Definigao 2.9 (i) Seja C um cédigo linear, v uma fun¢ao de valor, a um decodifi-
cador e f* um codificador. Diremos que f* é um codificador de Bayes relativo

ao decodificador a e a funcao de valor v se
Ey (f*, a,v) = mfinEy (f,a,v)

para todoy € IE"(]]V, onde o minimo é tomado sobre o conjunto de todos os codificadores
de C. (it) Seja C um cddigo linear, v uma func¢ao de valor, a* um decodificador
e f um codificador. Diremos que a* é um decodificador de Bayes relativo ao

codificador f e a funcdo de valor v se

Ey (f,a",v) =minE, (f,a,v)

N
q’

para todo 'y € ¥, onde o minimo é tomado sobre o conjunto de todos os decodifi-

cadores de C'.

Para um [N;k] , codigo linear temos um total de ¢*! possiveis codificadores
de canal. Por exemplo, para o cédigo bindrio de Hamming H (3) existem 16! =
20922789888000 codificadores de canal. O préximo teorema nos diz quais dos 2!

codificadores de canal sao de fato codificadores de Bayes.

Teorema 2.3 Seja C' = {r,...,7;} um [N; k], cddigo linear, a : FY — C um

decodificador e v : IF’; — R, uma fungdao de valor. Assuma que
Ga(Tl) Z Ga (Tg) Z Z Ga(TM)

com Gq (1) dado em (2.11). Temos que f : F¥ — C' é um codificador de Bayes

relativo ao decodificador a e a funcdao de valor v se, e somente se,
Vf(Tl) S l/f(Tg) S S l/f(TM).

O Teorema 2.3 é uma consequéncia do seguinte fato elementar: se x >y > 0 e
0 <a<b, entao
axr + by < bx + ay.
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Temos ainda um quarto problema de otimizacao: fixado o espago de informacoes
IF’;, a dimensao N e a funcao de valor v para IF’;, determinar as triplas (C, f,a),
de [N; k] , codigos lineares, codificadores e decodificadores que minimizam a perda
esperada total. Nesta caso é razodvel considerar a notacao E (C, f,a) para a perda

esperada total.

2.4 O Caso Classico: Funcao de Valor (-1

Vamos fazer uma pausa e rever as idéias estabelecidas na Sec¢ao 2.3 considerando
apenas a funcao de valor 7o) definida em (2.4).
Seja v := V1) e assuma nesta se¢ao que todo codificador de canal f : IF’; — C

é razodvel, ou seja, f (0) = 0. Nestas condigoes temos que

() 0 se ¢c=0
ve(c) = ,
d 1 se c#0

e dai que a perda esperada total relativa a tripla ( f,a, 5(0,1)) coincide com a proba-
bilidade de erro de decodificao de C"

Ec (f,a,v) =P.(C).

Consequentemente, como P, (C') nao depende do codificador de canal, todo par
(f,a*), onde a* é um decodificador MAP, é (f, a*)-Bayes e todo codificador de canal
f ¢ um codificador de Bayes para C'. Mais ainda, os decodificadores de Bayes
sao exatamente os decodificadores MAP de C'. Temos ainda, no caso particular
dos canais g-arios simétricos, que (que é exatamente o Teorema 2.2 no contexto de

funcao de valor):

Teorema 2.4 Em um canal g-drio simétrico todo decodificador de Bayes de um
codigo com distribuicdo de probabilidades a priori uniforme é também um decodifi-

cador NN e vice-versa.

Considere agora o quarto problema de otimizacao estabelecido no final da secao

anterior: fixados N e k, determinar as triplas (C, f,a), de [N; k], cédigos lineares,
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codificadores e decodificadores, que minimizam a perda esperada total E¢ (f, a,v).
Este problema parece ser ainda mais complexo que os demais, mesmo quando con-

sideramos a funcao de valor 7y 1) dada em (2.4). Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.3 Nao podemos usar a distancia minima como parametro no problema
acima. Sejam
C7 = {0000000,0001110,1111110, 1110000}

Cy = {0000000,0011110,1111000, 1100110}

dois [7;2], cddigos bindrios. Temos que dy (C1) = 3 e dy (C2) = 4. Assumindo
que a transmissao € sobre um canal bindrio simétrico com probabilidade de erro
p = 0.2 e considerando decodificadores ML, é possivel mostrar®* que P, (C}) ~ 0.1972
e P, (Cy) ~ 0.2218. Conclusdo: uma maior distancia minima nao implica necessa-

riamente em uma menor probabilidade de erro.

Os cédigos com maxima distancia minima de Hamming sao relevantes quando
consideramos os t-decodificadores. Neste caso o problema da minimizagao da perda
esperada total Eqo ( f,a, l/(071)) deve ser substituido pelo problema da minimizagao
da probabilidade de erro de decodificacao P. (C) referente aos t-decodificadores.

Seja C'um [N; k], cédigo linear e t := Ry (C') o seu raio de empacotamento. Um

t-decodificador para C' é um decodificador a que satisfaz a condigao

c sey € By(c;t) para algum c € C

a(y) = . :
?  caso contrario

Em outras palavras, um t-decodificador é um decodificador que é NN sobre a uniao

UeecBr (c;t) e constante, igual a 7, fora desta unido. Quando a (y) = 7 o decodi-

ficador simplesmente declara que houve um erro de decodificagao. Sendo assim, a

probabilidade 156 (c) do t-decodificador entregar para o destino uma palavra-cédigo

distinta da palavra transmitida c ou declarar um erro de decodificacao é igual a

P.(c)=1— ) P(ylo).

yE€Bu(c;t)

2Este exemplo foi cedido cordialmente por Leandro Cruvinel, atualmente aluno do Programa
de Doutorado em Matematica da UNICAMP.
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Assumindo que o canal é g-ario simétrico e que a distribuicao de probabilidades a
priori de C' é uniforme, concluimos que a probabilidade de erro de decodificacao é
igual a

P.(C)=1- ) P(ylo),

yE€BH(c;t)

j4 que neste caso P, (c) ndo depende de c. Explicitamente,

é@:l‘im -0 a-p7 <<1—p>p<q—1>>i'

=0

Fica facil ver agora que:

Teorema 2.5 Sejam Cy e Cy dois [N, k‘]q codigos lineares com distribuicoes de pro-

babilidades a priori uniformes. Para o canal g-drio simétrico

P.(Cy) < P.(Cs) < dy (C1) > dyy (Cs) .

Sendo assim, o problema da minimizacao da probabilidade de erro de decodi-
ficacio P, (C') ¢é equivalente ao problema da determingao dos [N; k], cédigos lineares
com maxima distancia minima de Hamming.

Encerramos esta secao comentando brevemente o Teorema de Wyner. Em 1965
Wyner (ver [43]) mostrou que é sempre possivel realizar uma transmissao confidvel
com t-decodificadores, ou seja, com ﬁe (C') tdo pequeno quanto se queira, sempre
que a taxa de informacao é inferior a uma certa constante C. , que Wyner chamou
de capacidade relativa aos t-decodificadores. Apesar de Wyner nao estabelecer uma
expressao exata para C , alguns limitantes inferiores e superiores foram determinados.

Por exemplo, para o canal binario simétrico Wyner mostrou que (ver Figura 2.7)

~ 11
1—H(2p)§C§1—H(§—§ 1—4p),

onde p é a probabilidade de erro do canal e H (x) := —xlog, z — (1 — x) log, (1 — ).
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S—
0 005 0,10 015 020 025 030 035 040 045 0,50
P

Figura 2.7: Limitante inferior (vermelho); limitante superior (verde); capacidade de

Shannon (preto).

2.5 O Teorema de Shannon (Fraco) para Eq (f,a,v)

Seja C' um cddigo (linear ou ndo) com distribuigdo de probabilidades a priori
uniforme e P.j; (C) a probabilidade de erro de decodificagdo em relagao a um deco-
dificador ML. Como o t-decodificador nao explora todo o potencial de correcao do
cédigo, é facil ver que

P.(C) > Py (C).

Segue agora do Teorema de Shannon (Teorema 1.2) que c<c. Wyner mostrou na
realidade que C < C (ver [43]). Mostraremos agora que a capacidade do canal de
transmitir informacoes com valor é limitada inferiormente por C. E claro, precisamos
estabelecer precisamente o conceito de taxa confidvel para informacoes com valor.
No caso classico, uma taxa de informacao R é dita confidvel quando para todo
d > 0, existe um cddigo C' com taxa de informacao R tal que P, (C) < 4. E claro,
neste caso estamos considerando as funcoes de valor dadas como em (2.4). Agora

queremos caracterizar as taxas de informacgoes R tal que para todo > 0 exista
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uma quadrupla (C, f, a,v) de c6digo, codificador de canal, decodificador e funcao de
valor, com C' sendo um [N; k], cédigo linear com R = %, tal que E¢ (f,a,v) < 6.

Identificando o espaco das funcgoes de valor com o primeiro octante
RY = { (1., 00) €R" 12 2 0}
de R?" fica facil ver de (2.8) que
lim E Av)=0
)\L%h c (f7 a, l/)
para toda funcao de valor v, independentemente da taxa R. Em outras pala-
vras, dado um cédigo C, uma funcao de valor v e § > 0, existe A > 0 tal que

Ec (f,a,A-v) < §. Nos argumentos acima estamos ignorando completamente o

fato elementar de que
EC(f7a7/\'V) :)\'Ec(f,(l,y)7

ou seja, Ec¢ (f,a,\-v) difere de E¢ (f,a,v) por uma constante multiplicativa. O

problema fica interessante se fixarmos um representante para cada classe
v ={A-v:AeR,}, (2.12)

todos com uma mesma “medida”.

Seja C um [N;k], cddigo linear. Se duas fungdes de valor vy, vy : Ft — Ry
diferem por uma constante multiplicativa A > 0, v; = A - 15, entao as perdas espera-
das totais de C relativas as fungoes de valor v e vy diferem pela mesma constante
multiplicativa A e consequentemente diremos que v; e vy sao equivalentes. Temos
que [v], definida em (2.12), é a classe de equivaléncia da fungao de valor v. O re-
presentante canonico da classe [v] é definido como sendo a funcao de valor p € [V]

tal que ||p||,, =1, onde ||-||., é a norma do mdzimo

1], = max {p(u) :u e IE";} :

Podemos identificar as classes de equivaléncia [v] com os seus respectivos represen-
tantes canonicos e desta forma identificar o espaco de todas as classes de equivaléncia

[v] com as faces do cubo

0,11 =1[0,1] x ... x [0,1] (¢* vezes)
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que nao estao contidas nos planos coordenados x; = 0, 1 < i < ¢*.
Vamos denotar o conjunto dos representantes canonicos p que sao razodveis, ou
k
seja, tal que u (0) = 0, por V, e as faces do cubo [0,1]7, exceto as faces contidas

nos planos coordenados, por V (veja Figura 2.8).

fungio de walor 0-1

Figura 2.8: V e a funcao de valor 0-1.

Agora estamos prontos para estabelecer o conceito de taxa confidvel para in-

formagoes com valor.

Definicao 2.10 Uma taxa de informagao R para espagos de informacoes com valor
¢ dita confidvel se para todo 6 > 0 existe um quddrupla (C, f,a,un) de cddigo,
codificador de canal, decodificador e funcao de valor, onde C' é um codigo com taza

de informacao R, f € razodvel e u € Vo, tal que Ec (f,a,n) < 4.
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Naturalmente estendemos a nogao de capacidade:

Definicao 2.11 A mdzima taxa de informacgao confidvel para espacos de informacgoes
com valor para um canal discreto € a chamada capacidade do canal de transmistir

informacoes com valor.

Mostraremos agora que a capacidade de um canal binério simétrico de transmitir
informacgoes com valor é limitada inferiormente pela sua capacidade do canal. Usa-
remos o fato de que o Teorema 1.2 continua valendo para cédigos bindrios lineares

se o canal é bindrio simétrico (ver [25]).

Teorema 2.6 Seja C a capacidade de um canal bindrio simétrico. Se C € a capaci-

dade deste canal de transmitir informagoes com valor, entdo
C>cC.

Demonstracao Seja R < C e d > 0. Como R < C existe um [N; k], c6digo linear C
com £ = R tal que P. (C) < § para todo decodificador MAP a : F}' — C. Podemos

reescrever (2.7) pondo

Ee(fiam) =3 3 uraly)— o) P(yle) | P(c).

ceC yEIF‘éV

Supondo que p e f sao razoaveis, teremos que

Eo(fam) =3 3 wam) - Pyle) | P).

ceC \y¢a1(c)

Além disso, se i (u) < 1 para todo u € F’; temos que

Eo(fia,m) <Y | D P(yle)| Plo),

ceC \y¢a—1(c)
ou seja,
Ec (f,a,p) < P (C).
Disto segue que E¢ (f,a, ) < ¢, donde concluimos que R é também uma taxa de

informagao confiavel para espacos de informacgoes com valor. Consequentemente,

C>C. O
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2.6 Decodificadores de Bayes que nao sao ML

Ja sabemos que os decodificadores ML minimizam a probabilidade de erro de
decodificagao P, (C') quando a distribuigdo de probabilidades a priori é uniforme
(Teorema 2.1). Na linguagem de funcao de valor, os decodificadores ML sao exata-
mente os decodificadores de Bayes relativos a funcdo de valor 0-1 (veja a segao 2.4).
E de se esperar que, em geral, nem todos os decodificadores ML sejam decodifica-
dores de Bayes para outras funcoes de valor. Os resultados desta se¢ao confirmam
essa impressao.

Como o codificador de canal f : ]F’; — (' nao sera relevante nesta secao, denota-

remos a perda esperada total simplesmente por Eq (a,v):
Ec (a,v) :=E¢ (f,a,v)

com f fixo. Também nao faremos distingao entre a nocao de fungao de valor e fungao

de valor associada, escrevendo simplesmente v ao invés de v o f1.

Teorema 2.7 Seja C' um [N; k]q codigo linear com distribuicao de probabilidades
a priori uniforme e a : FY — C um decodificador ML. Se P (x|x) > P (y|x)
para todo 'y # x, entao existe um decodificador b : IF(]]V — C' e funcoes de valor
v, e C— Ry tais que

Ec (b,11) < Ec (a,11) (2.13)

Ec (b,12) > Ec (a,1vs) . (2.14)

Demonstragao Seja C um [N; k], cédigo linear, a : FY — C um decodificador ML

para C' e v; : C — R, a fungao de valor definida como

(7) 1 se 7=0
v, (1) = )
0 se 7#0

Agora sejam ¢y, cy € C, com ¢ # Co, e defina b 1= by ¢, ¢, : Fév — (' pondo

c; se y = ¢y
b(y) = C2  se y=c¢
a(y) caso contrario
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Temos claramente que b nao é um decodificador ML para C'.
Considerando um canal discreto sobre F, e considerando a fungao de valor 14

temos que

Ec (a,1) —Eo(bn) = ) | Y P(ylaly)=7)P(a(y) =7) | ()

TeC \yeFy

Y Pylby) =) Pb(y)—7) | ()

= Y P(yla@)P(a(y)— > Pylb) PO (y)).

Como a(y) =b(y) se y # c1, co temos agora que

Ec (a,v1) —Ec (b,;1n) = P(ei|a(er)) P(a(er)) + P(c2fa(cz)) P(a(cz))
—P (ci|b(c1)) P (b(c1)) — P(c2|b(c2)) P (b(c2))
= P(ci|ci) P(cr) + P(c2| o) P(e2)
—P(cy|cg) P(cy) — P(co|cy) P(cy).

Como por hipdtese a distribuicao de probabilidades a priori de C' é uniforme e

assumindo que P (c|c) > P (y|c) para todo y # ¢, concluimos que
Ec (a, 1/1) — Ec (b, Vl) >0
ja que
P(ci|cy) > P(cy|ca) e P(ca|cy) > P(cacy).

Dai que
Ec (a,v1) > E¢ (b,14) .

Para finalizar basta considerar 15 como sendo a funcao de valor 0-1. De fato,
como b nao é um decodificador ML e como E (g, 12) é a probabilidade de erro P, (C)

de C' em relacao ao decodificador g, concluimos que

Ec (b,va) > E¢ (a,vs),
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ja que a é um decodificador ML. 0

O Teorema 2.7 assegura que existem funcoes de valor para as quais os decodi-
ficadores ML nao sao necessariamente decodificadores de Bayes. Impondo algumas
condicoes adicionais é possivel estender este teorema sobre a classe dos codigos

binarios. Mais especificamente:

Teorema 2.8 Seja C' um [N; k], cddigo bindrio e a : FY — C um decodificador tal

que

> (P(y|0)P(0)— P(ylc) P(c)) # Z P(y|0)P(0)— P(y|c) P(c))
y€a~=1(0) y€a~=1(c)

(2.15)
para algum ¢ € C. Entao existe um decodificador b : FY — C e fungées de valor

vy, ve 1 C'— Ry tal que
(Ec (a,1v1) — Ec (b,11)) - (Ec¢ (a,v) — Eco (b, 15)) < 0.

Demonstragao Seja C' um [N; k], cédigo bindrio e a : FY — C um decodificador

para C. Dado ¢; € C' definimos a fun¢ao de valor v; : C' — R, pondo

() 1 se 7=¢
v, (1) =
0 se T#c

Agora dado ¢y € C definimos o decodificador b := b, ¢, c, : IF%V — C pondo

¢t se ye€al(c)
b(y) = co se yeal(c)
a(y) caso contrario

Agora seja 15 : C' — R, a funcao de valor dada por v; (c2) = 1 e vy (1) = 0 para
todo T # ca.

Considerando um canal discreto sobre Fy e considerando a funcao de valor 14
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temos que

Ec (a,01) —=Eo (b,1n) = ) (Z P(yla(y)—7)P(a(y) T)) vy (1)

Tel yGIFN

Z(Z (ylb(y) - )P(b(Y)T))V1(T)
= ZP yla(y) —c1) P(a(y) —c1)

—ZP ylo(y) —c1) P(b(y) —c1).

Como a(y) =b(y) para todoy ¢ a~! (c;) Ua~! (cz) obtemos que

Ec (a,11) —Ec (b,1n) = GZ )P (yla(y) =) Pla(y) —c1)
y— 62;( | P(ylb(y) —c1) P(b(y) —c1)
+:Zl( 1) —c1) Pa(y) —c)
:Z( 2) (y[0(y) —c1) P(b(y) —c1)

A definicao do decodificador b assegura que

> P(ylb(y)—c)P(b(y)—c)= Y  P(ylea—c1)P(ca—cy)

yea—1(c1) yea—1(c1)

> P(ylb(y)—c)P(b(y)—c))= > P(yl0)P(0),

y€a~!(c2) y€a~!(c2)
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donde segue que

Ec (a,11) —E¢ (b,1y) = Z P (y|0) P (0)

y€a~1(c1)
+ Z P(yles —c1) P(c2 —c1)
y€a1(c2)
- ). P(ylo)P(0).
yeEa—1(c2)

De forma similar, considerando agora a fungao de valor v5, temos que

Ec (a,v) —Ec (byrs) = Z P(y|lc; —c2) P(cy —cy)
y€a~1(c1)
Z P(y|0)P(0)
y€a~1(c1)

+ZPY|0 (0)

Como estamos supondo que C' é um codigo binario, temos que ¢; — c; = ¢c3 — c;.

Com isto podemos concluir que
(Ec (a,11) — Ec (b,11)) - (Ec (a, 1) — Ec (b, 19)) < 0.
Finalmente, tomando ¢; = 0 e ¢y = ¢, segue de (2.15) que
(Ec (a,v1) — Ec (b,11)) - (Ec (a,v2) — Ec (b, 1)) < 0.

U

Observe agora que a condigao (2.15) é de fato satisfeita se a distribuicao de

probabilidades a priori de C' é uniforme e a : FY — C é um decodificador ML,
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assumindo que o canal satisfaz a condigao razodvel de que P (c|c) > P (y|c) para

todo y # c: se a é um decodificador ML, entao
P(y[0) = P(ylc) =0

para todoy € a™! (0) e
P(y|0)—P(ylc)<0

para todoy € a~!(c). Como P (0/0) > P(0|c) e P(c|0) < P(c|c), concluimos

que

Y. (PWI0O)PO)~P(ylco)P(c))> D (P(y|0)P(0)—P(y|c)P(c)).

y€a—1(0) y€a—1(c)

2.7 A Perda Esperada como Funcional Linear

Na Secao 2.5 identificamos o espaco das funcoes de valor com o primeiro octante
Rf de RY". Com esta identificacao temos que as funcoes de valor empregadas nas
demonstragoes dos Teoremas 2.7 e 2.8 correspondem aos vértices do cubo [0, 1]qk.
Veremos agora que estes resultados continuam valendo para muitas outras funcoes

de valor. Vamos restringir o espago das fungoes de valor ao conjunto
V = {v : v é uma fungao de valor com ||v|| =1}

das faces de [0, 1}qk que nao estao contidas nos planos coordenados, exatamente como
na Secao 2.5.

Assumindo que o codificador de canal f : F’; — C esta fixo e considerando
a notagao E¢ (a,rv) para a perda esperada total (como na Segao 2.6), podemos
comparar pares de decodificadores a,b : IFéV — (' relativos a uma dada fungao de

valor v considerando a diferenca
Ec (a,b,v) :=E¢ (a,v) — Ec (b, v)

entre as perdas esperadas totais relativas a estes decodificadores.
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Definigao 2.12 Dados um [N; k|, cddigo linear C, uma fungio de valor v € V e
decodificadores a, b : IFf]V — C, diremos que a € melhor do que b, relativo a funcao

de valor v, se
Ec (a,b,v) <0,

ou seja, se B¢ (a,v) < Eqx (b,v).

Seja D (C') o conjunto de todos os possiveis decodificadores a : IF(]JV — C. A
diferenca entre perdas esperadas E¢ (a,b,rv) induz naturalmente uma relagao de

ordem sobre o conjunto das classes
la], :={beD(C):E¢c(a,b,v)=0}

formadas pelos decodificadores b : FY — C tal que E¢ (b,v) = E¢ (a,v): diremos

que [a], é menor ou igual que [b],, e escrevemos

se E¢ (a,b,v) < 0. Note agora que < é uma relagao de ordem total. Mais ainda, o
elemento minimal desta ordem é exatamente a classe dos decodificadores de Bayes
de C' relativos a v.

Nas consideracoes acima fixamos uma funcao de valor v e consideramos a di-
ferenga das perdas esperadas E¢ (a, b, v) para analisar a performance dos decodifi-
cadores a e b relativos a v. Agora vamos considerar o problema dual: fixado dois
decodificadores a eb de um cédigo C, queremos determinar o conjunto das fungoes
de valor v para o qual a é melhor do que b e vice-versa. Faremos isto interpretando
a diferenca E¢ (a, ) como sendo um funcional linear.

Temos de (2.10) que

Ec (a,v) = Z G (T)v(T)

TeC

com

Ga(r)= ) P(ylaly)—7)P(aly) 7).

N
yeF,
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Consequentemente,

Ec (a,b,v) = Z Tiap) (T) v (T)
TeC
com

T(a,b) (7') = Ga (T) - Gb (7') .
Pondo M = ¢* e rotulando C' como C = {cy,...,cy}, podemos identificar cada
fungao de valor v com a M-upla (v (c1),...,v (cp)) e consequentemente interpretar
a diferenga das perdas esperadas E¢ (a,b, ) como sendo a restricio do funcional
linear
E:RM 5 R,

dado por Ep) (21,...,2m) = Tiap) (€1) - ®1 + ... + Tiap) (Car) - Tar, a0 primeiro
octante R

]EC (a, b, ) = E(mb)‘R{tf .

Sendo assim, se 3 ¢ um operador nao nulo e K, ¢ o seu nicleo, entao K,

divide R™ em dois semi-espacos abertos. A saber,

M _ - +
R™ = E(a,b) U K(a,b) U E(a,b)

com
Eiy = {(z1,...,20) : Eap) (z1,...,20) <0}
e
E(J;,b) = {(:pl,...,xM) c By (T1,. ., 20) > O} .
Como

n=(Tap (€1), -, Tap) (ear)) 4
que é ortogonal ao hiperplano K(,;), aponta exatamente na direcao dos pontos
x € RM tal que E (x) > 0, concluimos que K(, ) intercepta V nao trivialmente se,
e sO se, pelo menos duas coordenadas de n tém sinais trocados.

Em resumo, pondo

Vo (a,b):=VNE,,

V*(a,b):=VnN E(J;’b),
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temos que:

Teorema 2.9 Seja C' um [N; k], cddigo linear e a,b € D (C) dois decodificadores.
Ambos os conjuntos YV~ (a,b) e VT (a,b) sao nao vazios se, e somente se, existem
c,c’ € C tal que

Tiap) (€) - Tiap) (') <O0.

Fica facil ver agora que as desigualdades em (2.13) e (2.14) sdo satisfeitas para
uma infinidade de funcoes de valor.
2.8 [E¢(a,b,v) para Canais g-arios Simétricos

Considere agora um canal g-ario simétrico com probabilidade de erro p e C' um

[N; k], cédigo linear. Assumindo que M := [C| (= ¢"), segue de (2.2) que

Ga(r) = Y P(yla(y)=7)P(aly)—7)

yEFY
B Z a _p)N( D )dH(Yva(}’)_T)i
et (1=p)(g—=1) M
(1- p)N ( D )dH(%a(Y)—T)
M e \(1=p)(a—1) ’
ou seja,
(t-p)"
G, (1) = p Z gl (y,a(y)—7) (2.16)
M yer
com s = (l—pfﬁ' Consequentemente,
e _a-p" At (v.a(y)=r) _ gdn(yb(y)-7) 5
(wp) (1) = 7 > (s —s ). (2.17)

N
yeF,

Este serda exatamente o cenario onde serao desenvolvidos os resultados do proximo
capitulo. O tunico resultado desta secao, similar aos Teoremas 2.7 e 2.8, segue nesta

direcao.
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Teorema 2.10 Seja C' um [N; k], codigo bindrio sobre um canal bindrio simétrico
ey = (1,1,...,1). Assuma que a distribuicio de probabilidades a priori de C' é
uniforme e que'y ¢ C. Se

dy (y,c1) =dp (y,c2) = min{dy (y,c) : c € C}

para algum par ci,co € C' com ¢; # ¢co, entdo existem decodificadores a e b do tipo

NN tal que os conjuntos V= (a,b) e V* (a,b) sdo ambos nao vazios.

Demonstragao Seja a : FY — C um decodificador NN para C e assuma que

a(y) = c;. Agora defina b : FY — C' como sendo

b(y)_{a(y) se y#g'

B Co se y=Yy

Por construgao temos que b é também um decodificador NN.
Afirmamos agora que sobre um canal bindrio simétrico T{ap) (€1) - T(ap) (€2) < 0.

De fato, como a (y) = b(y) para todo y # y, segue de (2.17) que

_ =D G _ an @)
T(a,b) (7’)——(8 — S )
M

Como a (y) =c; e b(y) = co, temos que
(1—p)"
M

Tiap) (c1) = (SdH@,o) . SdH(y,cQ_cl))

=0 ani 5 (3,0
T(a,b) (Cg) = T (S (y,c1—c2) s (Y, )) )

Nos resta analisar os expoentes dy (¥, ¢1 — ¢2), dy (¥,¢c2 — ¢1) e dy (¥,0). Comega-
mos observando que

dH (y,c) = N—U}H (C)

em FY. Segue daf que dy (y,c) = N se, esé se, ¢ = 0. Como ¢;—cy # 0, concluimos
que

dy (y,c1 —¢2) =dy (y,¢2 —¢1) < N.
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Consequentemente, como dg (y,0) = N,
T(a,b) (Cl) <0< T(a,b) (Cg) .

O resultado segue agora do Teorema 2.9. U

2.9 C(Cdbdigos Binarios de Hamming e de Golay e

os seus Codificadores de Bayes

Nesta secao todos os canais considerados sao do tipo bindrio simétrico com pro-
babilidade de erro p. Queremos determinar os codificadores de Bayes dos codigos
binarios de Hamming e de Golay referentes aos seus decodificadores ML.

Comecamos com os codigos bindrios de Hamming. Estes coédigos podem ser
caracterizados simplesmente pelos parametros [2’“ —1;2F -1 —kydy = 3] N (se dois
codigos possuem estes parametros, entao eles sdo equivalentes). Nao é dificil mostrar
que todo codigo binario de Hamming é perfeito. Vamos denotar qualquer um destes
codigos por H (k). Os cédigos binarios de Hamming foram introduzidos em 1959
por Richard Hamming em [17].

O espectro de pesos de H (k) também é bem conhecido na literatura (ver [19]):

A (M (k) =27 KQk; 1) s (2:; - (zkz) (zk _jl—_izk_lm |

Sabemos da Secao 2.8 que sobre um canal binario simétrico

(1 . )2’“—1
G, (1) = ]\1} Z §u (,an (¥)=7)
ye]ngfl

onde s := £ e M := |H (k)|. Como H (k) é perfeito e seu raio de empacotamento

¢ igual a 1, se ay é um decodificador ML de # (k), entao

e; paraalgum 1 <i<2"—1sey ¢ H (k)
y —an(y) =

0 caso contrario
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(ver o Exemplo 2.1). Isto assegura que

wy (e; +7) paraalgum 1 <i<2¥ —1sey ¢ H (k)

du (y,an (y) —7) = {

wy (1) caso contrario

Consequentemente, como

du(y,an(y)-7) — 7(y.am(y)—7) 7(y.am(y)—7)
Z s Z + Z )

ye]F2 -1 yEH (k) y&H(k)
temos que
D N D Ve
F2k 1 yeH (k) i¢ supp (T i€supp(T)

Agora como
Z SwH(ei—{-T) _ (2k —1—wy (7_)) SwH(T)+1

i¢supp(T)

DT et =y (7) s,
i1€supp(T)

concluimos que
Gy (1) = (1= )" 7 (280 4 (28 — 1 — wyy (1)) 8D gy (r) 5271
Note agora que G, (7) depende somente de wy (7). Em outras palavras:

Teorema 2.11 G,, (11) = Ga, (72) para todo 71,79 € H (k) tal que wy (11) =

wy (7'2).

Agora estamos prontos para caracterizar os codificadores de Bayes de H (k) para

ag sobre um canal bindrio simétrico.

Teorema 2.12 Suponha que H (k) = {c1,...,cp} e que
g(c) <...<wg(cy).

Entao, sobre um canal bindrio simétrico,

Gay (€1) > ... > Gyyy (cy) -
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Demonstracao Suponha que wy (¢;) = n e wy (¢i41) = n+m com m > 0. Ja

sabemos que
G, (c)) =1 —=p)~ (s" + (N —n)s" +ns"1) .
onde N := 2% — 1. Afirmamos agora que
s+ (N —n)s" 4 ns" > 4 (N—n—1)s"+(n+1)s"

De fato, como
(N —n—1)s"" +ns"1 >0,

entdao (N —n)s"™ 4+ ns"! > "1 Somando s” em ambos os lados da tltima

desigualdade obtemos que
s"+ (N —=n)s" +ns" 1 > 5" (s+1).

Assumindo que 0 < s < 1 e multiplicarndo a desigualdade acima por s — 1, con-

cluimos que
ST L (N—n—1)s"? 4+ (n+1)s"<s"+ (N —n)s" +ns" 1.
Consequentemente,
s 4 (N —n—m)s"T T (n 4+ m) " < s (N —n) s 4 s

e dal que
GaH (Ci-i-l) < GaH (Cl)
ja que (1 — p)N > 0. O

Segue do Teorema 2.3 que:
Teorema 2.13 Se H (k) = {ci,...,cu} com

wH(cl)g...ng(cM),

. k_q_ , ‘ .
entdo f: F2 717F = H (k) € um codificador de Bayes para ag e uma funcio de valor
v se, e somente se,

vi(cr) < ... <vwvyp(cm).
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Agora seja Gaz 0 [23;12;dy = 7], cddigo bindrio de Golay dado pela matriz ge-
radora
G = [[12’ A]

onde [1» é a matriz identidade de ordem 12 e

_ O = = O = O O O = = =
— = O = = O RO OO
— = = O = = O = OO OO O
S = = = O = = O = O O =

O R O O O H F= = O =
_ O B O O O F K Rk O R =
_ = O RO O O R RO
S = = O = O O O = = = =
SO O R B R O K P O~ O
O O O r Rk R O K, R O~ R
—_ O O O = H Rk O = = O -

Temos que Goz é um cédigo perfeito com raio de empacotamento igual a 3 e seu

espectro de pesos é dado por
AO = Agg = ]_, A7 = A16 = 253, Ag = A15 = 506, A11 = Alg = 1288.

O c6digo binério de Golay G foi introduzido em 1949 por Marcel Golay em [15].
Como o raio de empacotamento de Go3 é igual a 3 e Gy3 é perfeito, se ay é um

decodificador ML para Gz, entao

e, oue +ejoue +e +e, seyé¢ Gy

0 caso contrario

Y—GH(Y):{

Sendo assim, sobre um canal binario simétrico, temos que:
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= (23— w (1) ; L (w (1) ,
Gy (1) = (1= p)” (SWH(T) + ( i )S“’H(T)“ + ( K )stm—z
=1

i=1

1+ 1

+Z (23 wi ( >)wH () SO 4 (93— g (1) (wﬂ;ﬂ)sww_l)_

Novamente temos que G, (7) s6 depende de wy (7), ou seja:
Teorema 2.14 G,, (11) = G,,, (12) para todo 71,79 € Gz tal que wy (11) = wy (T2).

Os gréficos das fungoes G, (7) para cada um dos possiveis pesos de Goz estao

ilustrados na Figura 2.9 abaixo.

0,0016 —

0,0015 —

0,0014 —

0,0013 —

0,0012 —

0,0011 —

0,0010 —

0,0009 —

0,0008 —

0,0007 —

0,0006 —

0,0005 —

0,0004 —

0,0003 —

0,0002 —

0,0001 —

0

I I I I I I I I I I I I I I T I I I I T I
0 005 010 0I5 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 080 08 090 095 1
s

[——Peso0 Peso 7 Peso 8 —— Peso 11 Peso 12 Peso 15 Peso 16 —— Peso 23|

Figura 2.9: Os gréficos das fungoes G, (1) para cada um dos possiveis pesos
0,7,8,11,12,15, 16,23 do cédigo binario de Golay Gos.
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Como para todo c,c’ € Gy com ¢ # ¢’ vale que G, (c) = G,,(c’) se, e sé se,

s =0, 1, segue do Teorema 2.3 que:
Teorema 2.15 Se Gag = {cy,...,co2} com
Wy (Cl) <...< W <C212),

entao f: 32 — Goz € um codificador de Bayes para ag e uma fungdo de valor v se,
e somente se,

Vg (Cl) S Ce S Vg (0212).

2.10 Funcoes de Valor para Canais Continuos

O conceito de perda esperada total para canais discretos pode ser naturalmente
adaptado para canais continuos. Seremos simplistas na nossa formulacao, conside-
rando apenas os canais continuos que sao discretos no tempo (ver Definigao 1.5).
Também nao explicitaremos os codificadores de canal.

Seja S = {sy,...,sp} uma (M, N) constelacao de sinais sobre o espago Eucli-
diano RY e a : RY — S um decodificador para S. O desempenho do par (S, a)
relativo a um canal continuo (X, p (Y| X),)) é medido pela probabilidade de erro

de decodificacao

P.(5)= Y P(s) P(s)

sesS

onde

=1 [ pls)y

é a probabilidade do decodificador entregar ao destino um sinal distinto do sinal
transmitido s.

Adaptando as Definigoes 2.1 e 2.2 para canais continuos, temos também que os
decodificadores MAP minimizam a probabilidade de erro P, (S): para tanto basta

reescrever P, (S) como

PS)= [ RGP
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onde P.(y) = 1 —p(a(y)|y) é a probabilidade de termos transmitido um sinal
distinto do sinal entregue pelo decodificador e P (y) = > . s (y|s) P (s). No caso
em que a distribuigao de probabilidades a priori P (s) é uniforme, vale também que
todo decodificador ML ¢ um decodificador MAP e vice-versa.

Considere agora um canal Gaussiano sem memoria (como no Exemplo 1.7), ou
seja, um canal com funcoes de densidade de probabilidade dadas por

p(ylz) = %eXp [ﬂ]

T 202

tal que

p(yl---yN|I1-.-$N)=meXp[ Z ]

=1
Neste caso temos que
1
20

qu

N
lnp(yl...yN]ajl...xN):—Eln(27ra — —(131 ,

i=1
e dai fica facil ver que p (y|x) > p(y|x') se, e s6 se, a distancia Euclidiana entre
y e x é menor ou igual do que a distancia Euclidiana entre y e x’. Assim, se S =
{s1,...,8y} é uma (M, N) constelagdo de sinais e a : RN — S ¢ um decodificador
ML, entdao as imagens inversas de a sao regioes de Voronoi para S: se dg (X,y)

denota a distancia Euclidiana entre x e y, entao

a”’ (Sz) = {y tdg (Y7 Si) <dg (y7 Sj) para todo j 7é Z} :

Esta é exatamente a versao do Teorema 2.2 para canais continuos.

Agora seja S = {sy,...,sy} uma (M, N) constelagao de sinais e
AS:{SZ—S]]_SZ,]SM}

o conjunto das diferencas de S. Queremos determinar uma expressao para P, ()
similar a expressao (2.3) para P, (C'). Como a (y)—s; nao nescessariamente pertence
aS,v(a(y)—s;) sé faz sentido se assumirmos que ao menos AS seja o dominio de

v. Desta forma, considerando a aplicacao v : AS — R, dada por

0 .
V(Sz‘—sj)z{ e

1 se i#j
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podemos reescrever P, (S) pondo

M

AORN (Zwa(y)—si)p(sm) P(y)dy

i=1
Esta é a chave para adaptarmos a Definicao 2.7 para canais continuos. Comecamos

com a noc¢ao de fungao de valor para constelacoes de sinais.

Definicao 2.13 Uma funcao de valor para uma constelacdo de sinais S € uma
aplicacao do tipo

v:AS —R,.
Consequentemente:

Definigao 2.14 Fize um canal continuo sobre R e seja (S, a,v) uma tripla onde S
¢ uma (M, N) constelagdo de sinais, a : RN — S é um decodificador e v : AS — R,
¢ uma fun¢ao de valor. Seja {P (s) : s € S} a distribuicdo de probabilidades a priori
de S. Definimos a perda esperada total Eg(a,v) de S relativa a dupla (a,v)

como sendo a média
Bs(0.v) = [ By (a) P(y)dy (218)
R

onde

Ey (a,v) =Y v(a(y)—s)p(s|y)

seS

¢ a perda esperada emy.

Seguindo os passos do caso discreto, podemos caracterizar a perda esperada total
em (2.18), identificando as fungoes de valor como variaveis, como sendo a restri¢ao
de um funcional linear. Vejamos os detalhes.

Colocando S = {si,...,S)}, temos que

M

Bslar) = [ [Zm(y)—si)p(siry) P(y)dy

i=1

B Z/RN v(a(y) =s)p(sily) P (y)dy.
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Como p (s;|y) P (y) = p(yl|si) P (s;), segue que

Bs(ar) = 3 [ v(ay)=s)p(vls) Ps)dy

Obtemos assim que

Es(a,v) = Y Go(r)v(7) (2.19)

com

= X [ pls) Pl
Definindo Eg (a, b, v) como sendo a diferenca entre Eg (a,v) e Eg (b, v),
Es (a,b,v) :==Eg (a,v) — Eg (b, v),

segue de (2.19) que

Es (a,b,v) = Z Tiap) () v (7)

TEAS
com
Tap) (1) = Go (1) = Gy (7)
Assumindo que |AS| = s e rotulando AS como AS = {r,...,7s}, podemos iden-
tificar cada fungao de valor v com a s-ulpa (v (71),...,v(7s)) e consequentemente

interpretar a diferenga Eg (a,b,-) como sendo a restri¢ao do funcional linear
E:R° = R,

dado por Ep) (21, .., 2s) = T(ap) (11) @1+ ...+ T(ap) (Ts) - 5, a0 primeiro octante
RS :
ES (aa b7 ) = E(a,b)’Rf_ .
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Sendo assim, se E(,) ¢ um operador nao nulo e K ¢ o seu nicleo, entao K, p)

divide R® em dois semi-espacos abertos. A saber,

R* = E ;U K@y U E(Z,b)
com
Eiy = {(xl, o Ts) By (1,0, x) < O}
e
E(j;’b) = {(xl, s Ts) t By (21, ., 2) > O} .
Como

n= (T(a,b) (11),- - s Tia) (TS))

aponta exatamente na diregao dos pontos x € R* tal que E (x) > 0, concluimos que
K (4 intercepta V, o conjunto das funcoes de valor, nao trivialmente se, e sé se,
pelo menos duas coordenadas de 7 tém sinais trocados.

Em resumo, pondo

V™ (a,b) :={v eV :Eg(a,bv) <0}

V*(a,b) :={v eV :Eg(a,b,v) >0},

temos que:

Teorema 2.16 Seja S uma constelacao de sinais e a,b dois decodificadores para S.
Ambos os conjuntos V™ (a,b) e V1 (a,b) sio nao vazios se, e somente se, exristem
7,7 € AS tal que

T(a,b) (7‘) . T(a,b) (T’) < 0.

Estabelecido o Teorema 2.16, mostraremos agora que os decodificadores ML para
canais Gaussianos, determinados pelas regioes de Voronoi, nao sao nescessariamente

os melhores decodificadores. Isto serd uma consequéncia do seguinte resultado:
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Teorema 2.17 Seja S = {si,...,sp} uma (M, N) constelagio de sinais tal que
para algum T € AS exista um unico par (X,Y) € S xS tal que Y — X = 7.
Considere um decodificador a : RN — S com regioes de decisao com interiores nao
vazios. Entdo existe um decodificador b : RN — S tal que ambos os conjuntos

V~ (a,b) e VT (a,b) sao ndo vazios.

Demonstracao Assuma inicialmente que (X,Y) = (s;,s;) é a tnica solucao da
equagao Y — X =7 em S x S. Sejam a~!(s1),...,a"! (sy) as regides de decisio

do decodificador a : RN — S. Considere uma particio

{R(si), R (s))}

de a™t(s;) U a!(s;), distinta da particio {a™'(s;),a" (s;)}, tal que R(s;) =
a~'(s;) U S; para algum conjunto aberto S; C a~!(s;) tal que s; ¢ S;. E claro
que tal particao existe ja que as regioes de decisao de a possuem interior nao vazio.
Sob estas condigoes temos que R (s;) =a™* (s;) — Sj.
Agora seja
b:RY = S

o decodificador determinado pelas regioes de decisao

{a—l (81)s..ya L (5), ... a1 (s),...,a " (sM)} U{R(s;), R (s;)}.

Como (X,Y) = (s;,s;) ¢ a tnica solucao da equagdo ¥ — X =7 em S x S, entao
(X,Y) = (sj,s;) é também a tnica solugdo da equacao ¥ — X = —7 em S x S.

Disto segue que
Golsy =50 = [ | p(vls)Pls)ay
Golsy~s)= [ p(yis)Pls)iy,
a=!(s;j)—S;

Galsi=s) = [ | p(ols) Plss)y

Gy (si —s5) _/ p(yls;) P(s;)dy.
a=1(s;)US
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Consequentemente,

Tlap) (i — i) = / p(ylsi) P(si)dy >0
s

J

Tiap) (5i —85) = —/ p(yls;j) P(s;)dy <0,
S

e o resultado segue do Teorema 2.16. U

Restringindo o Teorema 2.17 para canais Gaussianos:

Corolario 2.1 Se S é uma constelagao de sinais que satisfaz a condigao do Teorema
2.17 e ayp, € um decodificador ML para S, entdo existem funcoes de valor para as

quais o decodificador ayrr, nao minimiza a perda esperada total.

Seja S = {vy,..., vy} uma constelacao de sinais sobre R?. Diremos que S é do
tipo M-PSK (Phase-Shift Keying) se v, ..., vy sdo vértices de um poligono regular

Py de M lados centrado na origem O.

Corolario 2.2 Se S € um constelagao de sinais do tipo M-PSK com M impar e
ayr € um decodificador ML para S, entdo existem funcoes de valor para as quais o

decodificador ayrr, mao minimiza a perda esperada total.

Demonstracgao Seja P); um poligono regular com M = 2n + 1 lados centrado na
origem. Rotule os vértices de Py com vy, ..., vy (nesta ordem e no sentido horario).
Suponha também que P, esta inscrito no circulo S; de raio 1. Nestas condicgoes, as
mediatrizes dos lados de P,; sdao exatamente as retas Ov; que passam pela origem
0 e pelos vértices v;. Isto assegura que —v; é um ponto sobre Sy localizado entre
dois vértices consecutivos de Py;. Se —v; esta localizado entre os vértices v;, e v, 41,
entao o comprimento de v; — v; é maximo somente quando v; = v, ou v; = vy, 4.
Como v;; — v; nao é paralelo a v;; — v; para todo j # 7, concluimos que a equagao
Y — X = v, —v; admite uma tnica solugao (X,Y) em {vi,..., vy} x{vy,...,vi}.

O
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Se S é uma constelagao do tipo M-PSK com M parev,v' € S, entao —v e —v’
também pertencem a S. Isto assegura que a equacao Y — X = v — v/ admite duas
solugbes distintas em S x S: (X,Y) = (v/,v) e (X,Y) = (—v,—V’). Como v, Vv’
sao arbitrarios, concluimos que a equagao ¥ — X = 7 sempre admite mais de uma
solugao em S x S independentemente de 7 € AS. Portanto as constelagoes do tipo

M-PSK com M par nao satisfazem a condigao do Teorema 2.17.



Capitulo 3
Métricas Poset

Neste capitulo apresentamos a segunda contribuicao desta tese: a viabilidade da
transmissao de informagcoes com valor sobre um canal g-ario simétrico considerando
uma familia de decodificadores que sao compativeis com a idéia de informacao com
valor, no sentido de que as informagoes com maiores valores sao protegidas por vizi-
nhancas de informacoes com valores similares. Faremos isto considerando a familia
das métricas poset e os decodificadores por maxima proximidade relativos a estas

métricas.

3.1 Meétricas Poset

As métricas poset foram introduzidas em 1995 por Brualdi, Graves e Lawrence
em [6] para generalizar um problema de Niederreiter de 1987 formulado em [29].
Vejamos os detalhes.

Comecamos estabelecendo o conceito de ideal para conjuntos parcialmente orde-
nados. Seja [N]:={1,2,...,N} e P = ([N], <) uma ordem parcial sobre [N], que
também chamaremos de poset (uma abreviagdo para partially ordered set). Um
subconjunto I de P ¢ dito um ideal de P se para todo y € [ e x < y tivermos
que z € I. Dado um subconjunto X de [N], o menor ideal de P contendo X serd
denotado por (X) e serd chamado de ideal gerado por X. Diremos que dois ele-

mentos x,y em P sao compardveis se v < y ou y < x. Uma ordem parcial P tal

62
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que todo par de elementos é comparavel é dita uma ordem total ou ordem cadeia.
Um ideal I de P ¢é dito uma cadeia em P se I com a ordem induzida de P é uma
ordem total. Se nenhum par de elementos de P é comparavel, diremos entao que P é
uma anti-cadeia ou uma ordem de Hamming. Como referéncia para ordens parciais,
indicamos o livro de Richard Stanley [40].
Agora seja
H={h;:1<i<N}
um sistema sobre " rotulado por uma ordem parcial P = ([N], <). Defina pp (H)
como sendo o menor inteiro positivo d tal que existe um ideal I de P contendo d
elementos com {h; : i € I'} linearmente dependente. Se nao existe tal ideal, definimos
pp (H) como sendo N + 1. O problema de Brualdi, Graves e Lawrence consiste em
determinar o niimero
pq (Pim) = max pp (H).
O problema de Brualdi et al. corresponde ao problema de Niederreiter quando P é
uma uniao disjunta de cadeias de comprimento ny, ..., ns.

Agora podemos estabelecer o conceito de métrica poset (ver [6]):

Definicao 3.1 Dados x = (z1,...,zy) ey = (y1,...,yn) em ]Ff]V e um poset P =
(IN], <), definimos a P-distancia dp (X,y) entre X ey pondo

dp (x,y) = (2 7 i)
O P-peso de x é o nimero wp (x) = dp (0,X).
Definindo a P-distancia minima dp (C') de um cédigo C' como sendo
dp (C) = min{dp (c,c’) : ¢c,c’ € C,c # '}

e supondo que H é uma matriz de verificacao de paridade de C, concluimos que
pp (H) coincide com dp (C). Consequentemente, p, (P;m) coincide com a maior
P-distancia minima dada por um [N; N — m)| , codigo linear. Note agora que se P
¢ a ordem anti-cadeia, entao dp coincide com a métrica de Hamming dy e, conse-

quentemente, p, (P;m) coincide com a classica fungao

K, IN,N —m| = max{dH (C):Céum [N;N —mj, cédigo},
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amplamente estudada em combinatéria (ver por exemplo [7]).
Assim como nos espacgos de Hamming, definimos a P-bola de centro x e raio r

como sendo o conjunto
Bp (x;1) ={y € ]Fév dp (x,y) <7}

O P-raio de empacotamento Rp (C) de um cédigo C' é definido como sendo o maior
raio r tal que as P-bolas de raio r com centro nos elementos de C' sao duas a duas
disjuntas. O cddigo C' é dito P-perfeito se as P-bolas de raio Rp (C')) cobrem todo
0 espaco IFéV, ou seja,

U Bp (¢; Rp(C)) = Fy.
ceC

010 / 011 010 / 011
110 €5 111 110 111 |

000 001 001
100 101 100 101

Figura 3.1: A esquerda, representagao geométrica das H-bolas, H dado pela ordem de
Hamming, de raio 1 centradas em 000 (vermelho) e 111 (verde), respectivamente. A
direita, representacao geométrica das P-bolas, P dado por 1 < 2 < 3, de raio 2 centradas
em 000 (vermelho) e 111 (verde), respectivamente. Com isto temos que C' = {000, 111} é
H-perfeito e P-perfeito com Ry (C)=1e Rp(C) = 2.

As P-métricas foram introduzidas por Brualdi, Graves e Lawrence em [6]. Desde
a sua introducao em 1995 muitas contribuicoes foram estabelecidas para a Teoria dos
Cddigos Poset. Os trabalhos sobre existéncia de cédigos perfeitos (ver [6], [20], [22]),
identidades do tipo MacWilliams (ver [1], [24]), dualidade de Wei (ver [28]), c6digos
MDS (ver [21]), grupos de isometrias (ver [31]) e formas sistemdticas (ver [12], [33])

sao exemplos destas contribuigoes. Algumas familias particulares de métricas poset
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recebem mais atencao, caso esse das métricas de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman
(ver [3], [32], [33], [37]), que tém poténcial aplica¢do em problemas envolvendo canais

de desvanecimento (fading channels) (ver [37], [41]).

3.2 Decodificadores P-NN

Temos dois bons motivos para considerar as métricas poset no contexto de in-
formagoes com valor: primeiro, a baixa complexidade dos decodificadores por ma-
xima proximidade relativos a algumas destas métricas (ver [33], por exemplo); se-
gundo, a compatibilade dos decodificadores por maxima proximidade com a idéia
de informacao com valor, no sentido de que as informagoes com maiores valores sao
cercadas por vizinhancas de informacgoes com valores similares.

Comegamos restringindo o espago dos decodificadores D (C') para a classe dos

decodificadores por maxima proximidade relativos as métricas poset.

Definigao 3.2 Seja C um [N; k], cddigo linear e P = ([N], <) um poset. Diremos
que a € D(C) é um P-decodificador por mdxima proximidade (ou simples-
mente um decodificador P-NN), se

dp (y;a(y)) = min{dp(y,c): cc C}

para todo 'y € Fév. Neste caso escrevemos ap para indicar que o decodificador a €
do tipo P-NN. No caso particular em que P é uma anti-cadeia, escreveremos ay e

diremos que a € do tipo H-NN.

As questoes de compatibilidade e complexidade ainda nao serao exploradas neste

capitulo. Antes precisamos responder a seguinte questao:

Dados dois posets P e () sobre [N], exite um [N;k]|, cddigo linear C
e decodificadores ap e ag de C tais que V' (ap,aq) e V™ (ap,ag) sdo

ambos nao vazios?

Uma resposta positiva para a questao acima significa que todo decodificador

P-NN ¢ relevante, dependendo do cédigo e da funcao de valor em consideracao.
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Como mencionamos na introducao deste capitulo, daqui em diante todos os nos-
sos esforgos estarao voltados para os canais g-arios simétricos. Sendo assim, assu-
mindo que o codificador de canal esta fixo, se C' é um [N; k] , codigo linear, ap e
ag sao decodificadores P-NN e Q-NN de C' e p é a probabilidade de erro do canal,
segue de (2.17) que

Ec (ap,aq,v) = ZT(GP,GQ) (7) v (7)

com

(1-p)" o o
T(aP’aQ) (7-) = e Z <SdH(y, ply)—7) _ SdH(y, oly) ))

N
yeF,

onde M :=|C|e s :=

___ b
= (1-p)(g-1)°

Encerramos esta secao apresentando um exemplo modesto. Reservaremos o
Capitulo 4 para um exemplo mais elaborado.
Exemplo 3.1 Queremos calcular a perda esperada do [3;1], cédigo bindrio

C = {co = 000, ¢; = 111}

para cada uma das sequintes ordens: a ordem anti-cadeia Py; a ordem cadeia P

dada pelas relacoes 1 < 2 < 3; e a ordem P3 dada pelas relacoes 1 < 2 e 3 < 2.

3

e o o 1
1 2 3

Figura 3.2: Os diagramas de Hasse de P;, P, e Pj, respectivamente.

Comegamos observando que C € perfeito para as trés métricas dp,,dp,,dp,: de

fato, como

Bp, (co: 1) = {000,100, 010,001} e Bp, (ci;1) = {111,110, 101,011},



Capitulo 3. Métricas Poset 67

Bp, (co;2) = {000, 100,010,110} e Bp, (c1;2) = {111,011, 101,001},
Bp, (co; 2) = {000, 100,001,101} e Bp, (c1:2) = {111,011, 110,010},

seque que
Bp, (co;1) U Bp, (c1;1) = Bp, (co;2) U Bp, (c1;2) = Bp, (co;2) U Bp, (¢y;2) = F3
com
Bp, (co; 1) N Bp, (c1;1) = Bp, (c0;2) N Bp, (¢1;2) = Bp, (¢co;2) N Bp, (¢1;2) = 2.

O fato de C' ser perfeito implica que os decodificadores ap,,ap,,ap, sao unicos

para C. Agora podemos calcular as perdas esperadas:

Ec (ap,,v) = (1-p) ((2+6s) v (co) + (65 +25°) v (c1)) ,

2
1— )3
Ec (ap,,v) = ( 2p) (24 4s+2s*) v (co) + (25 + 45° + 25%) v (c1)) |
1_ )
Ec (ap,,v) = (1-p) ((2+4s+25%) v(co) + (25 4+ 45° + 25%) v (c1)) .
Consequentemente,

Ec (ap,,ap,,v) = Ec (ap,,ap,,v) = u —2p) ((2s — 28%) v (co) + (28 — 2s) v (c1))

EC (apl, ap,, l/) =0.

Temos assitm que
V*(ap,,ap,) =V (ap,ap,) ={v €V :v(cy) >v(cy)},

V™ (ap,,ap,) =V (ap,,ap,) ={v €V :v(cy) <v(cy)}

V+ ((ZPQ,CLP3) =y ((IPQ,GP(J) = J.
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3.3 Coddigos de Brualdi-Graves-Lawrence

No capitulo anterior mostramos que para todo codigo linear C' sempre existe um
decodificador b e uma funcao de valor v para os quais nenhum decodificador ML é
melhor do que b em relagao a funcdo de valor v (veja o Teorema 2.7). Agora exi-
biremos uma familia de posets satisfazendo a seguinte propriedade: para quaisquer
dois posets P e () dessa familia, sempre existe um cédigo linear C' e decodificadores
ap e ag de C tais que VT (ap,aq) e V™ (ap,aq) sdo ambos nao vazios.

Comegamos com as defini¢oes basicas. O poset dual P* = ([N],<*) de um poset
P = ([N], <) é definido pela relagao de ordem oposta: z <* y < y < z. Os ideais
de P* serao chamados de filtros. Dado um filtro nao trivial I e um subconjunto .J

nao vazio e préprio de I, definimos

It :={iel—J:i>jparaalgum j € J}

I7 ={iel—J:i<jparaalgum jec J}.

Diremos que um filtro I é J-decomponivel se
I=I7UJUI;

é uma partigao de I com ambos os conjuntos I} e I; nao vazios. Se existe um filtro

I de P que é J-decomponivel, diremos entao que P é (I, .J)-decomponivel.

Y
! I
! |
I I
I I
! I
! I
I I
I I
I I
! I
! |

Figura 3.3: Um filtro J-decomponivel com J =“vértices verdes”, I} =“vértices

amarelos” e I, =“vértices vermelhos”.
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Seja {e; : 1 <i < n} a base canonica de Fflv. Para cada subconjunto nao vazio

X C [N] seja
Cx :=span{e;: i € X},
o espago gerado por {e; :i € X}. Em outras palavras, Cx é o espacgo coordenado
com suporte em X. A projecao dey € Fflv sobre C'y sera denotada por yx, ou seja,
sey = vazl y;€; entao
Yx = Z Yi€.
ieX

Seja P a ordem cadeia dada pelas relagoes 1 < 2 < ... < N e considere o filtro

I'={N—-—k+1,...,N}. Nestas condi¢oes temos que C; é P-perfeito com raio de

empacotamento Rp(C) = N — k: de fato, se ¢ = (0,...,0,¢N—k41,...,¢cn) € C,

entao
Bp(c;N —k)={(x1,. .., Tn—k,CN—kt1,---,Cn) 0 T €Fp, 1 <i<m—k};
dai que {Bp (c; N — k) : ¢ € C} cobre FYY; é facil ver agora que
Bp(c;N—k)NBp(c;N—k)=0

para todo par ¢ # ¢’ € C. Este fato foi estabelecido primeiramente por Brualdi,

Graves e Lawrence em [6]. Para estes cédigos C; temos que:

Teorema 3.1 Seja P a ordem cadeia dada pelas relagoes 1 <2 < ... < N, H a
ordem de Hamming eI = {N —k+1,...,N}. Temos entao que E¢, (ag,ap,v) =0

para toda func¢ao de valor v.

Demonstragdo E suficiente mostrar que ay (y) = ap(y) para todo y € FY.
Comegamos observando que se y = (y1,...,yn), entao
y=x+c¢y

com X = (Y1,...,Yn—k,0,...,0) € F¥ e cy = (0,...,0,yn—k41,- .-, yn) € C1. Note

que cy = y;. Assim, se ¢ € Cy, entao

dy (y,c) = wy (x) + dy (cy, c)
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dp (y.¢) dp(cy,c) se cy#c
,C) = :
PV dp(x,0) se cy=c

Isto mostra que as distancias dy (y, c) e dp (y, c) dependem somente das distancias

dp (cy,c) e dp (cy,c), respectivamente. Consequentemente, se ay e ap sao decodi-
ficadores H-NN e P-NN de C, entao
ar (y) = ¢y = ap (y)

para todo y € IFfIV. 0

Os argumentos na demonstragao do Teorema 3.1 continuam valendo se P é uma
ordem qualquer e I é um filtro de P. Se pretendemos construir decodificadores P-
NN que sejam distintos do decodificador H-NN precisamos “abrir buracos em I”.

Essa é a razao para definirmos os cédigos BGL.

Definicao 3.3 Seja I um filtro J-decomponivel de P = (|[N],<), com |I| = K e
|J| = k. Definimos o cédigo BGL (Brualdi-Graves-Lawrence) C(1 yy como sendo

o espaco coordenado Cr_j, ou seja,
Cu,y:=spani{e;:icl—J}.
Nestas condicoes temos que C; 5y € um [N; K — k}q codigo linear.
Usaremos o conjunto
dp (y,C.n) == {c € Cuy :dp(c,y) <dp(c,y) paratodo ¢’ € C'}

para determinar os possiveis decodificadores P-NN de C(; jy. Denotaremos o com-

plementar de um subconjunto X de [N] por X¢.

Teorema 3.2 Seja P = ([N], <) uma ordem (I, J)-decomponivel e H = ([N],<) a
ordem de Hamming. Para o [N;|I| — |J|], eddigo BGL Cy 5y existe um decodificador
P-NN ap e 1,7 € C1 ) tais que

T(GH,GP) (T) ) T(aH,!lP) (T,> <0

para todo 0 < s < 1. Consequentemente, V' (ag,ap) e V™ (ag,ap) sao ambos nao

VAZ10S.
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Demonstragao Comecamos observando que todo vetor y de Fév pode ser decom-

posto como
Y=Y +tyYst+¥i-J

onde yre, ys e y;—j sao as projecoes de y nos espacgos coordenados Cre, Cy e C(y ),

respectivamente. Desta decomposicao segue que

di (y,¢) = wg (yre) +wn (ys) + du (yr-s,¢)

para todo ¢ € C(7 ). Isto mostra que a distancia dy (y,c) depende somente da

distancia dg (y;—s, c). Consequentemente,

dy (y,C(LJ)) =dpy (YI—ch(I,J)) :

Como dy (yI,J, C’(LJ)) = {yr_s}, segue que dy (y, C'(LJ)) = {ys_s}. Sendo assim,
se ag ¢ um decodificador H-NN para C(; ), entao

ag (y) =yi-s (3.1)

para todo y € FJY.

Afirmamos agora que
ap(y) =yr-s
para todo y € Cjec (note que y € Cye se, e s6 se, y; = 0). Definindo supp(x) =

{i : z; # 0} como sendo o suporte de x = (x1,...,2zy), come¢amos observando que

dp (y,c) = |(supp (y1e) Usupp (yr—y —c))| se c#yry
| |(supp (yre))] se c=y/_y

Isto mostra que dp (y, c) depende somente do suporte supp(y;_; — c¢), donde segue
que
dp (y,Cu.ny) =dp (yr—s,C1.)) -

Como dp (y[_J,C(LJ)) = {ys_s}, temos entdao que dp (y, C’(I,J)) = {ys;—s}. Con-
sequentemente, se ap é um decodificador P-NN de C(; ) e y € tal que y; = 0,

entao

ap(y) =yr-J- (3.2)



Capitulo 3. Métricas Poset 72

Segue de (3.1) e (3.2) que
ap (y) = am (¥)

para todo y € Cle.
Agora vamos usar o “buraco J” de C(; ;) para mostrar que dp (y, C(LJ)) ¢ nao

trivial se y; # 0. Comegamos observando que

dp (y,¢) = [(supp (v,))|

para todo ¢ € C(; 5. Note agora, pondo J' =supp(ys), que

dp (y,¢) = [(J')]

para todo c =z + y;_; com z € C',—. Consequentemente,
Jl

dp (y.Cu.p) = {C €Cuyp:c=2+yr 5,2€ CI;,} :

Para cada escolha em dp (y, C, J)) temos um possivel decodificador P-NN defi-
nidoem y. Comoy;_; € dp (y, C([,J)) para todoy € ]Fév, segue que o decodificador
H-NN ¢ também um decodificador P-NN e neste caso a diferenca das perdas espe-
radas € igual a zero, exatamente como no Teorema 3.1. O fato de dp (y, Cu, J)) ser
nao trivial se y; # 0 gera a possibilidade de mudarmos esse cenario.

Seja

y =X +ey

com Xye € Cre e ey := ZjEJ e;. Por construgao temos que
dP (§7 C) > dP (ya C,)

para todo ¢ € C;, 5y com Crt # 0 e para todo ¢’ € CI;, ja que dp (y,c') =dp (y,0)

(supp (y)) & <8uz7p (y) U supp (CI;>> C (supp (y —¢)) -

Como dp (y,c’) nao depende de ¢/, segue que dp (’}7, C([,J)) = C’I;. Fixando

O%EGC;
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e definindo

Yi-s se Y#Y
aP(Y):{ ¢ s y—3 (3.3)

teremos, por construcao, que ap é um decodificador P-NN distinto do decodificador
H-NN ay: ap(y) # 0.
Tendo os decodificadores ay e ap em maos, nos resta determinar duas palavras-

codigo 1 e 5 que satisfagcam a condicao do Teorema 2.9. Sejam

T = Zei S C(LJ)

ielt
T2 =C.
Como ay (y) =0 e ap (y) = ¢, temos que
ny = dH (yJCLH (y) - 7—1) = dH (?70 _T1> = WH (y) + ‘]j_| )

my = dy (F,ap (¥) — 1) = dir (3, € — 1) = wir (§) + wpr (€) + | 1]
ny = dy (¥, an (¥) = 72) = du (¥,0 = 72) = wp (y) + wu (¢)
my = dy (y,ap (y) —72) =du (y,€ — 72) = wp (¥)
e, consequentemente, n; < my e ng > my. Como ay (y) = ap (y) para todo y #y,

segue de (2.17) que

(1 _p)N ni m1
T(llHﬂP) (7—1) = M ( - S )

© N
T(aH,aP) (7'2) = M (S 2 —5 2)

O resultado segue agora do fato de que

T(aH,aP) (7—2) <0< T(aHﬂP) (7—1)

para todo 0 < s < 1. U

O calculo de T{4,qp) (7), em geral, é demasiadamente longo e complexo. Para

um cédigo BGL temos uma expressao explicita:
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Corolario 3.1 Seja P = ([N], <) uma ordem (I, J)-decomponivel. Para o cédigo
BGL C(1,5) e para os decodificadores P-NN dados em (3.3) temos que

(1 - p)N dy (y,—7) d (y,e—7)
T(GH,GP) (T) - M (8 5 )

para todo T € C(1 5.

Destacamos agora uma importante familia de posets que sao (I, J)-decomponiveis.
Se P = ([N], <) é uma uniao disjunta de n cadeias de comprimento m, neste caso
N = n-m, diremos que P é uma (n, m)-ordem de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman
ou, simplesmente, uma (n,m) NRT-ordem. Se m = 1, entao a NRT-ordem coincide
com a ordem de Hamming formada por n elementos. Se n = 1, entao a NRT-ordem
se reduz a uma cadeia de comprimento m. As métricas poset induzidas pelas ordens
de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman foram introduzidas independentemente por
Niederreiter em 1987 (ver [29]) e por Rosenbloom e Tsfasman em 1997 (ver [37]).
A relevancia das métricas poset NRT ¢ justificada pela sua aplicagao no estudo de
certos canais de desvanecimento (ver [41]).

Note agora que toda NRT-ordem com m > 4 é (I, .J)-decomponivel. De fato,
supondo que 1 < 2 < ... < m é uma das cadeias de P e tomando J = {m — 1},
teremos que [ = {m —2,m — 1, m} é um filtro J-decomponivel de P: I é um filtro

préprio de P com I; = {m — 2} e I} = {m} ambos nao vazios. Consequentemente:

Corolario 3.2 Se P é uma (n,m) NRT-ordem com m > 4 e H € a ordem de

Hamming sobre [nm], entdo existe um [nm; k|, cédigo linear C e 7,7" € C tais que

T(aHyaP) (7—) ) T(aH,ap) (7—/) <0

para algum par ag e ap de decodificadores H-NN e P-NN de C', respectivamente.

Consequentemente, VT (ag,ap) e V™ (ag,ap) sio ambos nao vazios.

Em particular, temos que o filtro I = {2,3,...,m} da cadeia 1 <2 < ... < m,
com m > 4, é J-decomponivel para todo J = {3,,....m —k+1} com 2 < k <
m—2. Considerando os cédigos BGL C/;, 7y associados a cada um dos m — 3 possiveis

conjuntos .J, teremos que:
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Corolario 3.3 Se P ¢ uma (1,m) NRT-ordem com m > 4 ¢ H € a ordem de
Hamming sobre [m], entdo para todo 2 < k < m — 2 existe um [m; k], cddigo
linear C' e decodificadores ay e ap H-NN e P-NN de C, respectivamente, tais que

V* (ag,ap) e V™ (am,ap) sio ambos nao vazios.

Na demonstragao do Teorema 3.2 mostramos que se a : IF(]ZV — C,5) ¢ um
decodificador H-NN para o cédigo BGL C(; ), entdo a (y) = yr—s paratodoy € Fév.
Na sequéncia, verificamos que a também era um decodificador P-NN para C(; ).
Desta forma, se P e ) sao duas ordens (I, J)-decomponiveis, podemos repetir os
argumentos da prova do Teorema 3.2, mantendo a definigao de ap e pondo ag = ag,

e concluir que:

Teorema 3.3 Se P e Q) sao duas ordens (I,J)-decomponiveis sobre [N], entao
existe um [N; k], cddigo linear C' e decodificadores P-NN e Q-NN tais que V" (ap, aq)

e V™ (ap,aq) sdio ambos ndo vazios.

3.4 Raio de Empacotamento

Para a maioria dos exemplos o calculo exato da perda esperada é demasiadamente
longo e complexo. Neste caso podemos considerar o raio de empacotamento como
parametro para medir o desempenho de um decodificador NN, mesmo sabendo que
este parametro nao é totalmente confidvel: mesmo que y nao pertenga a nenhuma
das bolas Bp (c; Rp (C')) com ¢ € C, ainda é possivel que exista uma unica palavra-
codigo ¢ € C tal que dp (y,c) < dp (y,c’) para todo ¢’ € C.

No caso da métrica de Hamming o raio de empacotamento é dado em funcao da
distancia minima do c6digo (veja a Secao 2.2):

dH(o)_1] |

RH(O):[ :

O raio de empacotamento também é dado em func¢ao distancia minima do cédigo se

P é uma ordem cadeia (ver [33], Theorem 5):

Rp (C) = dp (C) — 1. (3.4)
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Neste caso vale também a reciproca: se Rp (C) = dp (C') — 1 para todo cddigo C,
entdo P é uma cadeia (ver [34]).

Nem sempre o raio de empacotamento de um cédigo é dado em fungao da sua
distancia minima. Antes de exemplificarmos este fato estabeleceremos um resultado

auxiliar.
Teorema 3.4 Seja C' um codigo linear e para cada ¢ € C' defina
R. =max {r: Bp(0;7) N Bp(c;r) = 2}.
Nestas condi¢oes Rp (C') = min{R. : c € C'}.
Demonstragao Como a P-métrica é invariante por translagoes,
Bp(c;r)N Bp(csr) =@ < Bp(0;r)NBp(c—c';r) = 2.
Isto assegura que
max {7 : Bp (c;7) N Bp(c';17) = @} = Re_cr.

Agora, como C é linear, ¢ — ¢’ € C para todo par c,c’ € C. Isto mostra que R, é

suficiente para o calculo do raio de empacotamento Rp (C). u

Exemplo 3.2 Neste exemplo mostraremos que nem sempre o raio de empacota-
mento € determinado pelos vetores de peso minimo. Seja P a (6,4) NRT-ordem
dada pelas relacoes

1<2<3<4

H<hH<T7T<8

21 <22 <23 < 24.

e C o0 [24;2], cddigo bindrio gerado pelos vetores
¢ ={1,2,3,4,5} ec,={9,10,11,13,17,21}

(estamos identificando os vetores de F3* com os seus suportes).
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Figura 3.4: Representacoes dos suportes de c1, ¢y € ¢; + c5, respecticamente.

Para determinarmos o raio de empacotamento Rp (C') de C, come¢amos calcu-
lando o0s raios Re,, Rec, € R tc,:

Cdlculo de R.: Sey € Bp(0;3), entao 4 ¢ supp(y). Isto implica que
dp (y,c1) > 4, ou seja, y ¢ Bp(cy;3). Consequentemente, Bp (0;3) N Bp (c1;3) =
&. Nao podemos aumentar o raio: {4} € Bp (0;4) N Bp (c1;4). Logo,

Re, = 3.

Cadlculo de R.,: Sey € Bp(0;2), entao 11 ¢ supp (y) e dai que dp (y,c2) > 3.
Isto mostra que Bp (0;2)NBp (c2;2) = &. Como {9,10,11} € Bp (0;3)NBp (cy;3),
concluimos que

Re, = 2.

Cdlculo de R, c,: Como |supp(ci + ca)| =11, sey € tal que |supp (y)| < 5,

entao |supp (y — (c1 + ¢2))| > 6. Consequentemente, como

dp (y,c1+¢2) > |supp (y — (c1 + ¢2))],

dp (y,c1 + c3) > 6. Estes fatos assequram que Bp (0;5) N Bp (¢ + ¢c2;5) = &. Nao

podemos aumentar o raio: ¢, € Bp (0;6) N Bp (c1 + ¢9;6). Logo,
Reite, = 9.
O resultado seque agora do Teorema 3.4:
Rp (C) = R, =2.

Note agora que Rp (C) nao € dado em fun¢ao do vetor de peso minimo.
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A descri¢ao geral do raio de empacotamento em espagos NRT é dada em [34].
Agora vamos descrever o raio de empacotamento dos codigos coordenados C'xy em

um espaco poset arbitrario.

Teorema 3.5 Se Cx C ]Fév ¢ o espaco coordenado com suporte em X, entao
Rp(Cx) =dp(Cx) —1.

Demonstracao Seja R+ 1 :=dp (Cx). Fixe 0 #c € Cx esejay € IFfIV. Podemos
escrever

Y=¥xct+¥x

comyxe € Cxc eyxy € Cx. Seyx # 0, entdao wp (yx) > R+ 1. Como wp (y) >
wp (yx), concluimos que wp (y) > R+1, ouseja, y ¢ Bp (0; R). Agora, se yx = 0,
entdo dp (y,c) > wp (c), e dal segue que dp (y,c) > R+ 1, ou seja, y ¢ Bp(c; R).
Em resumo,

para todo 0 # ¢ € Cx. Como
Bp(0;R+1)NBp(c;R+1) # 2
para todo ¢ € C com wp (¢) = dp (Cx), concluimos que

RP (Ox) - R: dp (Ox) - ]_

Como consequéncia do Teorema 3.5:
Coroléario 3.4 Seja C(; 5y um cédigo BGL. Entao

Rp (Cury) = dp (Cirpy) — 1.



Capitulo 4

Hello World

Na introdugao deste trabalho simulamos a transmissao da imagem “Hello World”
(Figura 1) sobre um canal bindrio simétrico decodificando a imagem recebida (ima-
gem original + erros) de duas maneiras diferentes, uma usando um decodificador
ML e outra usando um decodificador P-NN (Figura 3) com P dado pelas relagoes
1 <2< ... < 7. Neste capitulo descreveremos com detalhes o processo de codi-

ficacao e os respectivos decodificadores H-NN e P-NN considerados na simulagao.

4.1 O Problema

A imagem “Hello World” pertence a uma classe maior de imagens: a classe das
imagens em escala de cinza, com 16 possiveis tons de cinza para cada pixel (ilustrados
na Figura 4.1), tais que os erros de decodificagao sdo avaliados pelas diferengas entre
os tons recebidos e os tons enviados, ou seja, quanto maior é a diferenca entre os
tons, maior ¢ o valor do erro de decodificacao. Vamos considerar a seguinte escala

de valores para os tons de cinza, a nossa funcao de valor v relativa aos tons de cinza:

79
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RGB Valor Semantico RGB Valor Semantico
(101,101, 101) 1.00 (109,109, 109) 0.83
(102,102, 102) 0.90 (110,110, 110) 0.82
(103,103, 103) 0.89 (187,187, 187) 0.50
(104,104, 104) 0.88 (188,188, 188) 0.40
(105,105, 105) 0.87 (189, 189, 189) 0.30
(106, 106, 106) 0.86 (190, 190, 190) 0.20
(107,107, 107) 0.85 (191,191, 191) 0.10
(108,108, 108) 0.84 (192,192, 192) 0.00

Tabela 4.1: A funcao de valor v. Valores semanticos dos tons de cinza.

Para transmitir as imagens em escala de cinza por um canal bindrio simétrico,
vamos codificar os tons de cinza dados acima com o [7; 4], c6digo binario de Hamming

H (3) dado no Exemplo 2.1. Considerando o poset P dado pelas relagoes
l<2<...<7,

nosso problema consiste em determinar um codificador de canal e um decodificador

P-NN que gerem resultados melhores do que os obtidos pelo decodificador ML.

4.2 Os Decodificadores

No nosso problema estamos considerando o [7;4], cédigo binario de Hamming

H (3) dado pela matriz de verificacao de paridade

=

I
O Vo
_ O
[ =)
— = =
o O =
O = O
= O O

Vamos considerar o seguinte rétulo para H (3):
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Palavra-Cédigo c;

Palavra-Cédigo c;

ci; = 1111111 c; = 0110110
ciy = 0001111 ¢ = 1000110
ci3 = 0010011 c; = 1011010
cip = 1100011 cy, = 0101010
ci; = 1010101 cs = 0011100
cip = 0100101 cy = 1101100
co = 0111001 c; = 1110000
cs = 1001001 co = 0000000

Tabela 4.2: Palavras-cédigo de H (3).

Os 16 tons de cinza representados por H (3) estao ilustrados Figura 4.1 abaixo

(ainda nao estamos preocupados com o codificador de canal):

Figura 4.1:

Tons de cinza e respectivos valores de RGB.
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No Exemplo 2.1 mostramos que # (3) admite um tnico decodificador ML, sendo
este dado por

aly) = y se Hy =0 .
y —e; se Hy = i-ésimo coluna de H

O mesmo nao acontece com os decodificadores P-NN: sey = 1000111 e ¢;, ¢y € H (3)
sao tais que ¢; = 1111111 e co = 0001111, entao

dp(y,c1) =4=dp(y,c2);

como dp (y,c) > 5 para todo ¢ € H (3) distinto de ¢y, ¢z, concluimos que c¢1,cy €
dp (y,H (3)), ou seja, temos mais de uma possibilidade para definir ap (y).
Para o nosso problema vamos considerar o decodificador ap dado pelas seguintes

regioes de decisao:

ap' (€15) | ap' (cu) | ap' (€13) | ap' (C1a)
1111111 | 0001111 | 0010011 | 1100011
0111111 | 1001111 | 1010011 | 0100011
0011111 | 1101111 | 0110011 | 1000011
0010111 | 0101111 | 1110011 | 0000011
1011111 | 1010111 | 1111011 | 0001011
1110111 | 1100111 | 0111011 | 1001011
0000111 | 1000111 | 1011011 | 0101011
0110111 | 0100111 | 1101011 | 0011011

ap' (c1) | ap' (i) | ap' (co) | ap' (cs)
1010101 | 0100101 | 0111001 | 1001001
0010101 | 1100101 | 1111001 | 0001001
1110101 | 0000101 | 0011001 | 1101001
0110101 | 1000101 | 1011001 | 0101001
1111101 | 0011101 | 1000001 | 1010001
0111101 | 0001101 | 0100001 | 0110001
1011101 | 1001101 | 0010001 | 1110001
1101101 | 0101101 | 1100001 | 0000001
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ap' (c7) | ap' (co) | ap' (cs) | ap' (ca)
0110110 | 1000110 | 1011010 | 0101010
1110110 | 0000110 | 0011010 | 1101010
0010110 | 1100110 | 1111010 | 0001010
1010110 | 0100110 | 0111010 | 1001010
1111110 | 0001110 | 0000010 | 1100010
0111110 | 1001110 | 1000010 | 1010010
1011110 | 0011110 | 0100010 | 0110010
1101110 | 0101110 | 0010010 | 1110010

ap' (c3) | ap' (e2) | ap' (1) | ap' (co)
0011100 | 1101100 | 1110000 | OOOO00O
1011100 | 0101100 | 0110000 | 1000000
0111100 | 1001100 | 1010000 | 0100000
1111100 | 0001100 | 0010000 | 1100000
1000100 | 1010100 | 0001000 | 1011000
0100100 | 0000100 | 1111000 | 0111000
0010100 | 1110100 | 0011000 | 1001000
1100100 | 0110100 | 1101000 | 0101000

4.3 Os Codificadores Heuristicos

Agora, vamos descrever heuristicamente um possivel candidato a codificador de
Bayes relativo ao decodificador ap e a fungao de valor v (ver Defini¢ao 2.9). Co-
mecamos observando que ap é menos suscetivel aos erros confinados nas primeiras
coordenadas: palavras contendo erros nas t primeiras coordenadas sao decodificadas
como sendo palavras-codigo contendo pelos menos as N — t tultimas coordenadas
corretas; em particular, todos os erros confinados nas duas primeiras coordenadas
sao corrigidos. A 1ltima observagao segue do fato de que Rp (H (3)) = 2 (veja
(3.4)). Como no nosso problema os tons de cinza mais escuros representam erros
de decodificacao mais severos, associamos estes as palavras-cédigo que possuem

entradas nao nulas nas dltimas coordenadas (7 e 6), os tons menos escuros associamos
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as palavras-cédigo que possuem entradas nao nulas nas posigoes intermediarias (5,
4 e 3) e os tons mais claros as demais palavras-cédigo. O codificador de canal dado
na Figura 2.1 satisfaz estas condigoes. Como veremos, este é um bom codificador

de canal.

4.4 As Perdas Esperadas e os Codificadores de
Bayes

Como H (3) é um cédigo bindrio perfeito e 0,3,4,7 sdo os possiveis pesos de

H (3), segue do Teorema 2.11 que

Gay (€1) = Gay (€3) = Gay (1) = Gayy (C6) = Gy (€5) = Gay (€10) = Gy (€13)

Gay (€2) = Gay (¢5) = Gy (€7) = Gy (€9) = Gayy (€11) = Gay (€12) = Gay (C14) -
Consequentemente,
Eys) (f,ap,v) = Gay (co) vy (co) +
Gay (€1) (vf (c1) + vy (e3) + vr (€a) + vr (C6) + v (€s) + v (€10) + vy (C13)) +
Gay (C2) (Vg (C2) + vp (€5) + vp (€7) +vp (Co) + vf (C11) + vy (C12) + vp (C14)) +

Goy (€15) vy (€15)

com
Ga,y (€0) = 2(s)(16 + 112s),
Gay (c1) = 2(s)(485% + 165 + 64s),
Gay (C2) = 2(s)(64s® + 16s* + 485°),
Ga, (c15) = 2(5)(1125% 4 1657),

onde
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0,99

0,84

0,74
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0,14
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Figura 4.2: Graficos das fungoes Gy, (¢o), Gay, (€1), Gayy (C2) € Gapy (€15) em funcao
de s.

Como

GCLH (CO) > GYCLH (Cl) > GaH (02) > GaH (C15)

para todo 0 < s < 1, pondo

Cl = {C17 C3, Cy4, Cg, Csg, C10, CIS}

Cy = {c2,¢5,¢7,¢Cy,C11,C1a, Cla }

segue do Teorema 2.3 que f é um codificador de Bayes relativo ao decodificador ay

e a funcao de valor v se, e somente se,

ve(co) < vy (c') <min{vys(c) : c € Ca}
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para todo ¢’ € C e
max{vs(c):c € Ci} <vp(c) <vys(es)

para todo ¢’ € Cs.
As fungoes G, (c¢;) com 0 < i < 15 sao dados por:

Gap (co) = 2(5)(16 + 395 + 395 + 255 + 9s*),
Gap (c1) = 2(8)(25s + 57s* + 395 + 7s%),
Gap (c2) = 2(5)(10s + 425 + 54s® + 22s%),
Gap (c3) = 2(5)(6s + 225% + 425° 4 4257 + 165°),
Gap (c) = 2(5)(7s + 39s% + 57s® + 255,
Gap (c5) = 2(5)(9s + 25s% + 395> + 39s* + 165°),
Gap (cs) = 2(8)(165% 4 425° 4 425* 4 225° + 65Y),
Gap (c7) = 2(8)(225 + 54s* + 425° + 10s%),
Gap (C8) = Gap(C2),
Gap (o) = Gap(cs),
Gap (C10) = 2(5)(168° + 39s® + 395" + 255° 4 9s°),
Gap (c11) = 2(s)(258® + 575" + 39s° + 7sY),
Gap (C12) = Gap (C),
Gap (13) = Gap (c7),
Gap (crs) = 2(s)(75* + 39s* + 57s° 4 2559),
Gap (c15) = 2(s)(95® + 255" + 39s° + 39s° + 1657).

E possivel demonstrar que Gy, (¢;) — G, (c;) = 0 para algum 0 < s < 1 se, e

somente se, (i,7) = (4,5) ou (i,5) = (14,15). Para ambos os casos s = g ¢ a Unica

solucao. Segue da Figura 4.3 abaixo que
GaP (CO) > GaP (Cl) > GaP (CZ) = GaP (CS) >

GaP (C5) > GaP <C4) > GaP (C9) = GaP (03) >
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Gap (€12) = Gap (€6) > Gapp (C10) > Gap (C11) >
GCLP (c13) = GaP (C7) > GaP (015) > GaP (C14)

se 0 <s <3,
Gap (€o) > Gap (€1) > Gap (€2) = Gap (C5) >
Gap (€1) = Gap (€5) > Gop (€9) = Gy (€3) >
Gap (€12) = Gap (C6) > Gap (€10) > Gop (€11) >
Gap (€13) = Gap (€7) > Gap (€14) = Ga, (€15)
Se s = % €

Gap (Co) > Gap (€1) > Gap (€2) = G (C5) >
Gap (€1) > Gop (€5) > Gap (C9) = Gap (€3) >
Gop (€12) = Gap (C6) > Gap (€10) > Gop (€11) >
Gap (€13) = Gap (€7) > Gap (C14) > Go, (€15)

se % < s < 1. Considerando somente o ultimo caso, concluimos do Teorema 2.3 que

f é um codificador de Bayes relativo ao decodificador ap para todo % <s<lse e

somente se,
vy(c1) <vy(ea),vy(cs) <vy(es),
vy (cs) < vy(es),vy(cy) <minfvy(ce), vy (c12)},
mazx{vy (cs), vy (Co)} < v (Co),vr (C12) < vr(Ci0),
vy () < vy (er), vy (cis) <vp(cu),

vr (o) < vy (cr) <wy(es) <vy(es) <vy(c) <vp(en) <vy(cu) <vy(es).
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Figura 4.3: Polindémios G,, (c¢;) com 1 < i < 15.

4.5 QOs Codificadores Heuristicos sao Codificado-

res de Bayes?

O codificador de canal f, dado na Figura 2.1 satisfaz as condicoes da heuristica
estabelecida na Secao 4.3. Note agora que f;, nao é um codificador de Bayes relativo

ao decodificador ap e a funcao de valor v: por exemplo, nao é verdade que

Ve, <C1> < Vg, (c8) < Vg, (C4) .

Isto mostra que nem todo codificador heuristico é um codificador de Bayes para ap.
Também é verdade que f;, nao é um codificador de Bayes para ayg e v: por exemplo,

nao vale que

vy, (€o) < vy, (e3) <y, (c2).
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Relativo ao codificador de canal fj,,

Ewe) (frsam,v) = 2 (s) (165" + 112s° + 241.445° + 349.92s" + 389.285% + 202.085%)

Ewe) (fr,ap,v) = z (s) (165" + 102.73s% + 281.77s" + 408.89s" +
330.49s% + 143.745% 4+ 27.10s).

Consequentemente,
By (frram, ap,v) = 2 (s) (9.27s° + 58.79s® — 58.97s*—

40.33s° + 58.345% — 27.10s).

Podemos concluir da Figura 4.4 abaixo que para todo s > 0.39 (equivalente-
mente, para todo p > 0.28) o decodificador ap é melhor do que o decodificador ag,

mesmo nao sendo f, um codificador de Bayes relativo a ap.

0,014

0,00

-0,01+

-0,024

-0,03

-0,04

-0,05+

0,061

T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
s

Figura 4.4: Eys) (fn, an,ap,v) em funcao de s.
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Considere agora o codificador de canal f, dado pela Figura 4.5 abaixo:

Gray Scale - + x

101 102 103 107 105 108 110 190

SN

IR 0001111 0010011 1100011 1010101 0100101 0111001 1001001

104 108 187 lag 109 189 191 192

SR

0110110 1000110 1011010 0101010 0011100 1101100 1110000 0000000

Figura 4.5: Codificador de canal f,.

Para % < s < 1 temos que f;, satisfaz as condigoes para ser um codificador de

Bayes relativo ao decodificador ap:
vs(c1) = 0.10 < vf (cg) = 0.30, v¢ (cs) = 0.20 < v¢ (cq) = 0.40,
vs(cs) = 0.50 < vy (c3) = 0.83,vf (cg) = 0.82 < min{vy (cq), v (c12)} = 0.84,
maz{vs (c3),vs(co)} = 0.83 < vy (cg) = 0.84,v¢ (c12) = 0.85 < vf (cq0) = 0.86,
vs(c11) = 0.87 < vy (c7) = 0.88,vf (c13) = 0.89 < vy (c14) = 0.90,

V¢ (C()) =0< vy (Cl) =0.10 < V¢ (C4) =040 < vy (C5) = 0.50 <
Vg (010) =0.86 < Vg (Cn) =0.87 < Vg (014) =0.90 < Vg (015) =1.
Note agora que f, nao é um codificador de Bayes relativo ao decodificador ay e a

funcao de valor v: por exemplo, nao ¢ verdade que

Vi <C0> <V, (C3) <V, (02) .
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Relativo ao codificador de canal f3,

Ew3) (fo, amr,v) = 2 (s) (1657 4+ 1125° + 245.765° + 345.60s* + 393.60s> + 197.765>
(3)

Ewne) (foap,v) = 2 (s) (165 4 103.17s% + 291.65s° + 420.29s" +
323.015% 4 131.90s% 4 24.70s).

Consequentemente, a diferenca das perdas esperadas é dada por
Ess) (fo, am, ap,v) = 2 (s) (8.83s° — 45.80s° — 74.69s" + 70.59s> + 65.865> — 24.70s).

A Figura 4.6 abaixo mostra que para todo s > 0.31 (equivalentemente, para todo

p > 0.237) o decodificador ap é melhor do que o decodificador ay.

0,02

0,01

0,00

-0,01+

-0,02

-0,03

-0,04+

-0,05+

T T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
s

Figura 4.6: Eys) (fo, an, ap,v) em funcao de s.

As perdas esperadas totais

Ew) (frram,v), By (fa,ap,v)

(Figura 4.7) e
Ewes) (fo,am,v), Eya) (fo, ap,v)
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(Figura 4.8) estao ilustradas nas figuras abaixo: em preto para ay e em vermelho
para ap. Praticamente nao ha diferenca entre Eqyys) (fa, am,v) e Eyes) (fo, am,v)
(graficos em preto). Em azul as probabilidades de erro de decodificagoes: (—) com

ag; (+-+) com ap.

0,104 -

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 045 0,50 0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 040 045 0,50
P P

Figura 4.7: Perdas esperadas com fj, e Figura 4.8: Perdas esperadas com f; e

probabilidades de erro de decodificacao. probabilidades de erro de decodificacao.
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Ainda nos resta exibir um codificador de Bayes relativo ao decodificador ay e a
funcao de valor v. Para tanto considere o codificador de canal f; dado pela Figura
4.9 abaixo:

Gray Scale - + x

1

102 19 110 105 187

bbbt

1111111 0001111 0010011 1100011 1010101 0100101 0111001 1001001

106 1838 107 189 190 108 109 192

FEEN NN

0110110 1000110 1011010 0101010 0011100 1101100 1110000 0000000

Figura 4.9: Codificador de canal f;.

Temos que
Vi (c1) = 0.83, Vi (c3) = 0.20, Vi (cy) = 0.30, Vi (cg) = 0.40,

Vfg (Cg) = 050, Vfg (Cl()) = 082, Vfg (C13) =0.10

vy, (ca) = 0.84, v (c5) = 0.85, v, (c7) = 0.86, v, (cg) = 0.87,
Vfg (Cn) = 088, VfE (012) = 089, Vfg (C14) = 0.90.

Dai que
v (co) =0 < vy (¢') <min{vy (c) :ce Oy} =0.84

para todo ¢’ € C e

max {uf.g (c):ceCi} =083< vp (c) <vp(es) =1
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para todo ¢’ € Cy. Consequentemente, f; é um codificador de Bayes para ag e v.

Temos que f; nao ¢ um codificador de Bayes para ap e v: nao ¢ verdade que

vy (c1) <wvy (c4).

As perdas esperadas para ay e ap referentes a funcao de valor v e ao codificador

de canal f; sao dadas abaixo:
Eug) (f5 am v) =z (s) (165 + 1125° + 292.325" + 209.04s*+

440.165* + 151.205%)

Ene) (f5,ap,v) = 2 (s) (165 + 99.30s° + 273.865° + 401.655"+
330.93s% 4 151.855% 4 32.01s).

Neste caso temos que
Ewne) (f5,am,ap,v) <0

para todo 0 < s < 1.
Na Figura 4.10 abaixo é possivel comparar as perdas esperadas Eqs) (fa, am, V)
(- - =) e Eys) (fn.ap,v) (- - -) com as perdas esperadas Eys) (f;, am,v) (e e e) e

Eng) (f5.ap,v) (000). Temos que

EH(B) (fg, ap, l/) — EH(S) (fh, ap, V) <0

para todo 0 < p < 0.5. Ja na Figura 4.11 abaixo é possivel comparar as perdas
esperadas Eys) (fp, am,v) (- - -) e Eys) (fo,ap,v) (- - -) com as perdas esperadas

Eq3) (ff,;, ag, 1/) (o00) e By (ff,;, ap, 1/) (o 00). Neste caso temos que

Ewne) (f5, am,v) — Eug) (fo,ap,v) >0

somente se 0.345 < p < 0.456 (valores aproximados).
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Figura 4.10: A esquerda, perdas esperadas com f; e f;. A direita, a diferenca

Ewne) (f5 am,v) — Eug) (frap,v).
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Ewne) (f5 am.v) — Eug) (fo.ap,v).
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4.6 Simulacoes

Encerramos este capitulo simulando diversas transmissoes da imagem “Hello
World” por um canal binario simétrico variando a probabilidade de erro, os co-
dificadores de canais e os decodificadores.

As imagens serao apresentadas em blocos de seis imagens, cada bloco relativo
a uma probabilidade de erro p (Figuras 4.12 a 4.16): no topo temos as imagens
codificadas com fj; no centro temos as imagens codificadas com f;; embaixo temos
as imagens codificadas com f;. A esquerda estao as imagens decodificadas com ag.
A direita estao as imagens decodificadas com ap. Na sequéncia sao apresentadas as
imagens dos erros de decodificacio (Figuras 4.17 a 4.21) referentes a cada uma das
simulagoes contidas nas Figuras 4.12 a 4.16: os pixels decodificados corretamente
estarao representados pela cor purpura; os pixels decodificados incorretamente apa-
recerao na cor decodificada.

Como veremos, o melhor desempenho do codificador f, em relacao ao codificador
fn, referente ao decodificador ap, sera nitidamente evidenciado pelas imagens gera-
das com p pequeno: com f;, apenas o tom escuro é bem protegido; com f, ambos
os tons estao bem protegidos. Mesmo nao sendo f, um codificador de Bayes para
ap, as imagens geradas com p = 0.30,0.40, 0.43 apresentam uma melhor percepgao
quando comparadas com as imagens dadas por ay. Ja as imagens produzidas com
o codificador de canal f; e decodificadas com ap sao superiores em qualidade as
demais imagens até p = 0.30. Para p = 0.40,0.43 as imagens produzidas com o
codificador de canal f;, e decodificadas com ap apresentam uma ligeira superioridade
na qualidade.

Como o decodificador ML minimiza a quantidade de erros, ja é previsivel que para
este decodificador as imagens dos erros estejam mais pinceladas pela cor purpura.
Com os codificadores de Bayes somos capazes de prever os pixels representados
pela cor purpura, ja que os erros de decodificagdo geram uma imagem préxima da
original. As imagens também evidenciam nossa percepcao de que os decodificadores
P-NN juntamente com os codificadores heuristicos sao compativeis com a idéia de
informacao com valor, protegendo as informagoes de maior valor com vizinhancas

de informacoes com valores similares.
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Figura 4.12: Simulagoes com probabilidade de erro p = 0.01 usando os codificadores
de canal f, (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a esquerda imagens decodificadas

com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.13: Simulagoes com probabilidade de erro p = 0.1 usando os codificadores
de canal f, (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a esquerda imagens decodificadas

com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.14: Simulagoes com probabilidade de erro p = 0.3 usando os codificadores
de canal f, (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a esquerda imagens decodificadas

com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.15: Simulagoes com probabilidade de erro p = 0.4 usando os codificadores
de canal f, (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a esquerda imagens decodificadas

com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.16: Simulagoes com probabilidade de erro p = 0.43 usando os codificadores
de canal f, (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a esquerda imagens decodificadas

com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.17: Imagens dos erros. Simula¢oes com probabilidade de erro p = 0.01
usando os codificadores de canal f; (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a es-

querda imagens decodificadas com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.18: Imagens dos erros. Simulacoes com probabilidade de erro p = 0.1
usando os codificadores de canal f; (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a es-

querda imagens decodificadas com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.19: Imagens dos erros. Simulagoes com probabilidade de erro p = 0.3
usando os codificadores de canal f; (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a es-

querda imagens decodificadas com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.20: Imagens dos erros. Simulagoes com probabilidade de erro p = 0.4
usando os codificadores de canal f, (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a es-

querda imagens decodificadas com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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Figura 4.21: Imagens dos erros. Simulacoes com probabilidade de erro p = 0.43
usando os codificadores de canal f, (acima), f, (no centro) e f; (embaixo): a es-

querda imagens decodificadas com ag; a direita imagens decodificadas com ap.
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