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(Doutorado)
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RESUMO

J. R. Retherford em [12] definiu a Representação de Schur de um operador linear

limitado L : H → H, onde H é um espaço de Hilbert, e demonstrou que todo L compacto,

autoadjunto e não nulo tem uma Representação de Schur. Seguindo este caminho, nesta

tese definimos a Representação de Schur para um operador bilinear T : H × H → H e

mostramos que se T é compacto, autoadjunto, não nulo e os seus autovalores ordenados

satisfazem certas propriedades, então T tem uma Representação de Schur, onde neste

caso a hipótese dos autovalores serem ordenados é fundamental.

A. Pietsch em [10] definiu a representação de Schmidt de um operador linear limitado

L : H → K, onde H, K são espaços de Hilbert, e demonstrou que todo L compacto e

não nulo tem uma Representação de Schmidt. Definimos a Representação de Schmidt

para um operador bilinear T : H1×H2 → K e mostramos que se T é compacto, não nulo

e os seus valores singulares ordenados satisfazem certas propriedades, então T tem uma

representação de Schmidt.

PALAVRAS-CHAVE: Autovalor, Valor Singular, Operador Bilinear, Representação de

Schur, Representação de Schmidt, Espaço de Hilbert.



ABSTRACT

J.R. Retherford in [12] defined the Schur Representation of a linear operator limited

L : H → H, where H is a Hilbert space, and demonstrated that all L compact, self-

adjoint, and nonzero has a Schur Representation. Following this path, in this thesis we

define the Schur Representation for a bilinear operator T : H ×H → H and show that if

T is compact, self-adjoint, nonzero and its ordered eigenvalues satisfy certain properties,

then T has a Schur Representation, where in this case the hypothesis of eigenvalues to be

ordered is fundamental.

A. Pietsch in [10] defined the Schmidt representation of a bounded linear operator

L : H → K, where H, K are Hilbert spaces, and demonstrated that all L compact and

nonzero has a Representation of Schmidt. We define the Schmidt Representation for a

bilinear operator T : H1 × H2 → K and show that if T is compact, nonzero, and its

ordered singular values satisfy certain properties, then T has a representation of Schmidt.

KEYWORDS: Eigenvalue, Singular Value, Bilinear Operator, Schur Representation,

Schmidt Representation, Hilbert Space.
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Introdução

Seja H um espaço de Hilbert separável sobre o corpo dos números reais. Denotaremos

por L(H) o espaço normado dos operadores lineares limitados de H. Se λ ∈ R, então λ

é um autovalor de L ∈ L(H) se existir x ∈ H, x 6= 0, tal que L(x) = λx. Sabemos

que nem todo L ∈ L(H) possui um autovalor. Mas se L ∈ L(H) for um operador não

nulo, compacto e autoadjunto, temos que λ1 = ‖L‖
L(H)

é um autovalor com um autovetor

associado unitário x0 e, neste caso, temos que ‖L‖
L(H)

= λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ . . . ≥ 0

é uma sequência contendo todos os autovalores de L com (λn)
n∈N ∈ c0. Pode se mostrar

que se L ∈ L(H) for compacto, autoadjunto e não nulo, então, para todo x ∈ H

L(x) =
∞∑

n=1

λn < x, xn > xn , (0.0.1)

e neste caso, essa representação é chamada de Representação de Schur de L, ver [12] para

mais detalhes. Se o operador L for de posto finito, a soma em (0.0.1) é finita. Não temos

necessariamente que a sequência ortonormal de autovetores (xn)
n∈N que aparece em (0.0.1)

seja maximal, isto é, uma base ortonormal enumerável para H.

Seja Q : H → H o operador quadrático associado ao operador bilinear T : H×H → H,

isto é, Q(x) = T (x, x), para todo x ∈ H. Temos que Q é um operador não linear. Phillips,

em [9], ao estabelecer os critérios e demonstrar quando que um operador quadrático

Q : H → H pode ter uma soma do tipo (0.0.1), como no caso linear, ou seja,

Q(x) =
∞∑

n=1

λn < x, xn >2 xn , (0.0.2)

para todo x ∈ H, alguns erros foram cometidos, como por exemplo, foi utilizado como

hipótese que a sequência ortonormal (xn)
n∈N de autovetores que aparece em (0.0.2), asso-

ciados respectivamente a sequência de autovalores não nulos λn, é maximal. O Exemplo

2.3.11 nos mostra que essa hipótese de a sequência ortonormal (xn)
n∈N de autovetores
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que aparece em (0.0.2) ser maximal é falsa. Motivado pela idéia de Phillips, em [9], de

encontrar uma representação de um operador quadrático como em (0.0.2), e também pela

representação de Schur de um operador linear como em (0.0.1), mostramos no Caṕıtulo

2 desta tese quando um operador bilinear T : H × H → H tem uma representação de

Schur.

Nesta tese, trabalhamos com os operadores bilineares. Sejam H1, H2 e K espaços

de Hilbert separáveis. Fazendo uma analogia com o caso linear, definimos, no Caṕıtulo

1, os operadores bilineares compactos e exibimos suas propriedades básicas, como, ser

compacto implica em ser limitado e todo operador compacto T : H1 ×H2 → K é limite

de uma sequência de operadores de posto finito. Finalizamos o Caṕıtulo 1 mostrando que

todo operador bilinear que pertence à classe de Hilbert-Schmidt é compacto.

No Caṕıtulo 2 definimos autovalor e autovetor de T ∈ Bil(H), e mostramos que

muitas propriedades do caso linear não valem quando o operador é bilinear, como por

exemplo, se T ∈ Bil(H) possui um autovalor λ 6= 0, então todo 0 6= γ ∈ R é também au-

tovalor de T , e também veremos que o conjunto dos autovetores associados a um autovalor

não é subespaço vetorial de H. Com o objetivo de obter uma Representação de Schur de

um operador bilinear, definimos quando um operador bilinear T ∈ Bil(H) é autoadjunto

e vimos que dois autovetores distintos de T autoadjunto, associados a autovalores distin-

tos, não são ortogonais. Mostramos que se T ∈ Bil(H) é compacto, autoadjunto e não

nulo, então λ = ‖T‖ é um autovalor com um autovetor unitário associado x0. Finalizamos

o Caṕıtulo 2 definindo a representação de Schur de um operador Bilinear T ∈ Bil(H).

Mostramos que se T ∈ Bil(H) é compacto, autoadjunto e não nulo, não temos necessari-

amente uma representação de Schur para T . Veremos que isto acontece devido a seguinte

observação.

Observação: Sabemos que se L ∈ L(H) for autoadjunto e N ⊂ H, temos

L(N) ⊂ N ⇔ L(N⊥) ⊂ N⊥. Tal propriedade não é herdada para os operadores bi-

lineares. Mostramos que se x ∈ H é um autovetor de T e M =< x >, temos que, mesmo

se T for autoadjunto, T (M, M) ⊂ M não implica que T (M⊥, M⊥) ⊂ M⊥.

Para contornar tal situação, definimos autovalores ordenados de um operador

T ∈ Bil(H) e provamos que se T ∈ Bil(H) é compacto, autoadjunto e não nulo, tal

que T satisfaz o Método da Ordenação 2.3.27, então T tem uma Representação de Schur,



SUMÁRIO 9

isto é, para todo x, y ∈ H

T (x, y) =
∞∑

n=1

λn < x, xn >< y, xn > xn .

Pietsch demonstrou em [10] que se L : H → K é um operador compacto não nulo,

então L tem uma representação de Schmidt, ou seja

L(x) =
∞∑
i=1

τi < x, xi > yn ,

onde (τi) são os valores singulares de L com seus respectivos vetores singulares normaliza-

dos (xi) ∈ H e (yi) ∈ K, isto é, L(xi) = τiyi e L∗(yi) = τixi. Temos também que (xi) ∈ H

e (yi) ∈ K são sequências ortonormais.

No Caṕıtulo 3 definimos valor singular de um operador bilinear T ∈ Bil(H1 ×H2,K).

Mostramos que se T for compacto e não nulo, então τ = ‖T‖ é um valor singular.

Definimos a representação de Schmidt de um operador bilinear T ∈ Bil(H1 × H2, K)

e vemos que, mesmo se T for compacto, T pode não ter uma representação de Schmidt.

Para contornar tal situação, definimos valores singulares ordenados para

T ∈ Bil(H1 × H2, K), e mostramos que se T for compacto e satisfaz as hipóteses do

Método da Ordenação 3.2.3, então T ∈ Bil(H1 × H2, K) tem uma Representação de

Schmidt, isto é, para todo x ∈ H1, y ∈ H2

T (x, y) =
∞∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi .

Mostramos que se T ∈ Bil(H) for compacto, autoadjunto e tem uma representação de

Schmidt, então T tem uma representação de Schur. Encerramos a tese mostrando que se

T ∈ Bil(H1×H2, K) tem uma representação de Schmidt e pertence a Classe de Schatten

S2(H1 ×H2, K), então T é Hilbert-Schmidt.



Caṕıtulo 1

Resultados preliminares

Todos os espaços vetoriais que utilizamos neste trabalho terão os números reais como

o corpo dos escalares. Na Observação 2.1.9 é dado o motivo de porque não utilizar os

números complexos como o corpo dos escalares neste trabalho. Todos os espaços de

Hilbert considerados nesta tese são separáveis.

Na primeira seção deste caṕıtulo, mostramos que se X, Y e Z são espaços vetoriais de

dimensão finita; α, β e γ bases ordenadas de X, Y e Z, respectivamente, e T : X×Y → Z

um operador bilinear, podemos representar o operador bilinear por uma única matriz e

vice-versa.

Na segunda seção definimos Operador Bilinear cont́ınuo e, como no caso linear, prova-

mos que ser cont́ınuo implica em ser limitado, e vice-versa. Em seguida fizemos um estudo

das propriedades básicas dos chamados operadores bilineares compactos. Como no caso

linear, mostramos que se H1, H2 e K são espaços de Hilbert e T : H1 × H2 → K é um

operador bilinear compacto, então T é limite de uma sequência de operadores bilinea-

res de posto finito. Finalizamos o caṕıtulo mostrando que os operadores bilineares que

pertencem a Classe de Hilbert-Schmidt são compactos.

1.1 Matriz de um Operador Bilinear

Antes de iniciarmos nossos estudos sobre os operadores bilineares definiremos um ob-

jeto que será útil para a construção de exemplos e contra-exemplos.

Definição 1.1.1. Seja R o corpo do números reais, m, p e n inteiros positivos e

In = {1, 2, . . . , n}. Uma 3d-matriz m× p× n sobre R é uma função
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(i, s, j) ∈ Im × Ip × In 7→ aisj ∈ R .

Em geral os escalares aisj são dispostos em m linhas, p camadas e n colunas, o primeiro

ı́ndice indicando a linha, o segundo a camada e o terceiro a coluna ocupada por aisj.

Os escalares aisj são os elementos da 3d-matriz A = (aisj). Observemos que duas 3d-

matrizes, A = (aisj) e B = (bisj), ambas m×p×n, são iguais se, e somente se, aisj = bisj

para todo terno (i, s, j).

Uma 3d-matriz A = (aisj) é cúbica quando o número de linhas, camadas e colunas

forem iguais, isto é, quando ela é do tipo n × n × n, e neste caso, n é a ordem da 3d-

matriz cúbica A. Numa matriz cúbica os elementos aiii, que têm os ı́ndices iguais, formam

a diagonal principal.

Seja Mm×p×n(R) o conjunto das 3d-matrizes m× p× n sobre R. Podemos introduzir

uma estrutura vetorial em Mm×p×n(R). Para isto precisamos definir a adição de matrizes

e o produto de uma matriz por um escalar.

Definição 1.1.2. Sejam A = (aisj) e B = (bisj) 3d-matrizes m×p×n. A soma C = A+B

é a 3d-matriz m × p × n, C = (cisj), tal que cisj = aisj + bisj para todo terno (i, s, j). A

adição matricial goza das seguintes propriedades de verificação imediata:

1. A + B = B + A ;

2. A + (B + C) = (A + B) + C ;

3. A + 0 = A, onde 0 é a 3d-matriz zero m× p× n ;

4. A + (−A) = 0 , onde (−A) = (−aisj).

Definição 1.1.3. Sejam c ∈ R e A = (aisj) ∈ Mm×p×n(R) . A 3d-matriz B = (bisj), onde

bisj = c · aisj para todo terno (i, s, j), é o produto de c por A, denotado por B = c · A.

É claro que B ∈ Mm×p×n(R). A multiplicação de 3d-matriz por escalar tem as seguintes

propriedades, de fácil verificação:

1. 1 · A = A ;
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2. c · (A + B) = c · A + c ·B ;

3. (c + d) · A = c · A + d · A ;

4. c · (d · A) = (cd) · A .

quaisquer que sejam A, B ∈ Mm×p×n(R) e c, d ∈ R.

Vemos assim que Mm×p×n(R), munido das leis de adição e de multiplicação por es-

calar, é um espaço vetorial sobre R. Quando m = p = n escrevemos apenas Mn(R) ou

simplesmente Mn.

Sejam X, Y e Z espaços de Banach. Consideremos o produto cartesiano

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }

que é também um espaço de Banach quando munido da norma

‖(x, y)‖
X×Y

= max(‖x‖
X

, ‖y‖
Y

).

Definição 1.1.4. Uma aplicação T : X × Y → Z é chamada de operador bilinear se é

linear em cada coordenada, isto é, para todos os escalares α1, α2, β1, β2 ∈ R, x1, x2 ∈ X,

y1, y2 ∈ Y , temos:

1. T (α1x1 + α2x2, y1) = α1T (x1, y1) + α2T (x2, y1);

2. T (x1, β1y1 + β2y2) = β1T (x1, y1) + β2T (x1, y2).

Seja B(X × Y, Z) o conjunto dos operadores bilineares de X × Y em Z. Se

T, S ∈ B(X × Y, Z) e a ∈ R, definimos T + S e aT , aplicações de X × Y em Z, por

(T + S)(x, y) = T (x, y) + S(x, y);

(aT )(x, y) = aT (x, y),

para todo x ∈ X e y ∈ Y . É fácil verificar que T + S e aT são operadores bilineares, isto

é , elementos de B(X × Y, Z). Conclúımos que B(X × Y, Z), munido das leis de adição

(T, S) 7→ T +S e de multiplicação por escalar (a, T ) 7→ aT , é um espaço vetorial sobre R.

Sejam X, Y e Z espaços vetoriais de dimensão finita; α = {x1, x2, . . . , xn},

β = {y1, y2, . . . , ym} e γ = {z1, z2, . . . , zp} bases ordenadas de X, Y e Z, respectiva-

mente, e T : X × Y → Z um operador bilinear. Fixada as bases, podemos representar o

operador bilinear T por uma única 3d-matriz e vice-versa. Seja x ∈ X, y ∈ Y tais que

x = a1x1 + · · ·+ anxn (1.1.1)

y = b1y1 + · · ·+ bmym . (1.1.2)
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Temos

T (x, y) = T (a1x1 + · · ·+ anxn, b1y1 + · · ·+ bmym)

= a1b1T (x1, y1) + · · ·+ a1bmT (x1, ym) + · · ·+

+anb1T (xn, y1) + · · ·+ anbmT (xn, ym) .

Conclúımos que o operador bilinear T é univocamente determinado pelos valores de

T (xi, yj), i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m. Cada um dos n·m vetores T (xi, yj) pode ser expresso

de modo único como combinação linear dos elementos da base γ = {z1, z2, . . . , zp} de Z,

ou seja,

T (xi, yj) = Ai1jz1 + · · ·+ Aipjzp =

p∑
s=1

Aisjzs , (1.1.3)

com Aisj ∈ R, s = 1, . . . , p, sendo as coordenadas de T (xi, yj) fixada à base ordenada γ

de Z. Temos então:

T (x, y) = T (a1x1 + . . . + anxn, b1y1 + . . . + bmym)

= a1b1

p∑
s=1

A1s1zs + . . . + a1bm

p∑
s=1

A1smzs + . . . +

+anb1

p∑
s=1

Ans1zs + . . . + anbm

p∑
s=1

Ansmzs

=
n∑

i=1

m∑
j=1

aibjAi1jz1 + . . . +
n∑

i=1

m∑
j=1

aibjAipjzp .

Note que para cada s = 1, . . . , p,

n∑
i=1

m∑
j=1

aibjAisj =
[

a1 . . . an

]
A1s1 . . . A1sm

...
...

...

bns1 . . . bnsm




b1

...

bm

 .

Seja [A] ∈ Mn×p×m(R) definida por [A] = (Aisj) em (1.1.3) ou seja

[A] = (Aisj) =


A111 . . . A11m A1p1 . . . A1pm

...
...

... . . .
...

...
...

An11 . . . An1m Anp1 . . . Anpm

 . (1.1.4)
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Definição 1.1.5. Sejam x ∈ X, y ∈ Y dados em (1.1.1) e (1.1.2), respectivamente, e

[A] dada em (1.1.4). Definimos o vetor [x][A][y] ∈ Z como

[x][A][y] =

[ a1 . . . an

]
A111 . . . A11m

...
...

...

An11 . . .An1m




b1

...

bm

 , . . . ,
[
a1 . . . an

]
A1p1 . . . A1pm

...
...

...

Anp1 . . .Anpm




b1

...

bm


 .

Temos agora o seguinte resultado:

Teorema 1.1.6. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais de dimensão finita sobre os reais;

α = {x1, x2, . . . , xn}, β = {y1, y2, . . . , ym} e γ = {z1, z2, . . . , zp} bases ordenadas de X, Y

e Z, respectivamente, e T : X × Y → Z um operador bilinear. Se

T (xi, yj) = Ai1jz1 + . . . + Aipjzp =

p∑
s=1

Aisjzs , (1.1.5)

então [A] ∈ Mn×p×m, definida por [A] = (Aisj) em (1.1.5), é denominada a 3d-matriz

associada ao operador bilinear T : X × Y → Z fixada as bases ordenadas α, β e γ de X,

Y e Z, respectivamente, e temos que T (x, y) = [x][A][y] como na definição (1.1.5).

Note que, se mudarmos as bases ordenadas dos espaços vetoriais X, Y e Z do Teorema

1.1.6, a 3d-matriz associada ao operador bilinear T : X × Y → Z também irá mudar.

Observação 1.1.7. Seja X um espaço vetorial de dimensão n, T ∈ B(X × X, X) um

operador bilinear, tal que [B] = (bisj) é a sua 3d-matriz associada de ordem n, fixada uma

base ordenada β = {v1, . . . , vn} de X. Então

T (vi, vj) =
n∑

k=1

bikjvk
∼= [bi1j bi2j . . . binj] .

Destacamos abaixo a imagem de T (v1, v1)(em ćırculo) e T (vn, vn)(em retângulo).

De agora em diante dado um operador bilinear T : Rn × Rm → Rp e a sua 3d-matriz

associada A ∈ Mn×p×m, se não fixarmos as bases ordenadas, ficará subentendido que a
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base ordenada referida é a base canônica do Rn, Rm e Rp, respectivamente. Também

iremos nos referir a uma 3d-matriz simplesmente por uma matriz.

Antes de prosseguir, vamos enunciar um teorema que nos fornecerá um resultado que

será muito útil nos exemplos e nas demonstrações de alguns resultados que aparecerão na

tese.

Teorema 1.1.8. Dada a sequência dupla (xnk) de números reais, suponhamos que cada

linha determine uma série absolutamente convergente, isto é,
∞∑

k=1

|xnk| = an, para cada

n ∈ N. Admitamos ainda que
∞∑

n=1

an < +∞. Então

∞∑
k=1

(
∞∑

n=1

xnk

)
=

∞∑
n=1

(
∞∑

k=1

xnk

)
Esta afirmação implica, em particular, que todas as séries contidas na igualdade acima

são convergentes.

Demonstração:Para mais detalhes sobre convergências de Séries duplas e a demonstra-

ção deste teorema indicamos a consulta do livro ([6],Caṕıtulo 10).

Exemplo 1.1.9. (3d-Matriz infinita) Sejam x = (xn) ∈ l2, isto é,
∞∑

n=1

|xn|2 < ∞, e

(en)n a base canônica de l2. Seja T : l2 × l2 → l2 um operador bilinear. Temos

T (x, y) = T

(
∞∑
i=1

xiei,
∞∑

j=1

yjej

)

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

xiyjT (ei, ej) .

Se T (ei, ej) =
∞∑

s=1

aisjes, temos então que para cada i, j,
∞∑

s=1

|aisj|2 < ∞. Logo, temos que

T (x, y) =
∞∑

n=1

(
∞∑
i=1

∞∑
j=1

xiyjainj

)
en .

ou seja, se T (x, y) = (zn) = z, então

zn =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

xiyjainj .

Queremos que zn ∈ R, para todo n ∈ N, isto é, temos que ter
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∞∑
i=1

∞∑
j=1

|xiyjainj| < ∞ . (1.1.6)

Temos
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|xiyjainj| =
∞∑
i=1

|xi|

(
∞∑

j=1

|yjainj|

)

≤
∞∑
i=1

|xi|

[ ∞∑
j=1

|yj|2
] 1

2
[

∞∑
j=1

|ainj|2
] 1

2


=

∞∑
i=1

|xi|

‖y‖
l2

[
∞∑

j=1

|ainj|2
] 1

2

 .

Para se ter (1.1.6), temos que ter
∞∑

j=1

|ainj|2 < ∞ e assim temos que

‖ain·‖ =

[
∞∑

j=1

|ainj|2
] 1

2

< ∞ .

Continuando, temos que

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|xiyjainj| ≤
∞∑
i=1

|xi|‖y‖l2
‖ain·‖

= ‖y‖
l2

∞∑
i=1

|xi|‖ain·‖

≤ ‖y‖
l2

[
∞∑
i=1

|xi|2
] 1

2
[

∞∑
i=1

‖ain·‖2

] 1
2

.

Ou seja, temos que ter
∞∑
i=1

‖ain·‖2 < ∞. Temos então que

‖a·n·‖l2
=

[
∞∑
i=1

‖ain·‖2

] 1
2

=

[
∞∑
i=1

[
∞∑

j=1

|ainj|2
]] 1

2

< ∞ .

Conclúımos então que, para se obter (1.1.6), temos que ter
∞∑

i,n,j=1

|ainj|2 < ∞. Definimos a

3d-matriz infinita A = (aisj) , com i, s, j ∈ N, tal que
∞∑

i,s,j=1

|aisj|2 < ∞, como a 3d-matriz

associada ao operador T fixada a base canônica do l2.
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Definição 1.1.10. Seja T : Rn × Rn → Rn um operador bilinear. Dizemos que o ope-

rador bilinear T é diagonalizável se existir uma base ordenada β de Rn tal que a matriz

[B] = (bikj) associada ao operador bilinear tem a seguinte propriedade

bikj = 0, se i 6= k 6= j

onde i, k, j = 1, . . . , n. Ou seja os elementos de [B] = (bikj) que estão fora da diagonal

principal são nulos. Segue abaixo um exemplo para o caso n = 3.

Observação 1.1.11. Por definição, se o operador bilinear T : Rn × Rn → Rn é diago-

nalizável, então existe uma base ordenada X = {u1, u2, . . . , un} de Rn tal que

T (ui, ui) = λi · ui, i = 1, . . . , n e T (ui, uj) = 0 se i 6= j. Note que os λi não neces-

sariamente precisam ser distintos.

Será que todo operador bilinear T : Rn × Rn → Rn é diagonalizável? Veremos em

breve exemplos de operadores bilineares que são diagonalizáveis e também exemplos de

operadores que não são diagonalizáveis.

1.2 Operadores Bilineares Limitados e Compactos

Na Seção 1.1 em 1.1.4 definimos um operador bilinear T ∈ B(X × Y, Z) onde X, Y e Z

são espaços de Banach. Seguindo a analogia com o caso linear, vamos mostrar que um

operador bilinear T ∈ B(X × Y, Z) é cont́ınuo se, e somente se, é limitado.

Definição 1.2.1. Um operador bilinear T ∈ B(X × Y, Z) é cont́ınuo se é cont́ınuo como

uma aplicação entre dois espaços normados.

Como uma consequência desta definição, como no caso linear, temos o seguinte resul-

tado que caracteriza os operadores bilineares cont́ınuos.
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Teorema 1.2.2. Seja T ∈ B(X×Y, Z). Então as seguintes afirmações são equivalentes:

1. T é cont́ınuo;

2. T é cont́ınuo em (0, 0);

3. existe uma constante c > 0 tal que ‖T (x, y)‖
Z
≤ c‖x‖

X
‖y‖

Y
para quaisquer x ∈ X

e y ∈ Y .

Demonstração: 1) ⇒ 2) É evidente.

2 ⇒ 3) Assuma que 3) é falso. Então para todo c > 0, existem xc ∈ X, yc ∈ Y tal que

‖T (xc, yc)‖Z
> c‖xc‖X

‖yc‖Y
. Particularmente, para c = n ∈ N, existem xn ∈ X, yn ∈ Y

tal que

‖T (xn, yn)‖
Z

> n‖xn‖X
‖yn‖Y

, (1.2.7)

para todo n ∈ N.

Como T (x, 0) = T (0, y) = 0 para todo x ∈ X, y ∈ Y , logo por (1.2.7), temos

que xn 6= 0 e yn 6= 0, para todo n ∈ N. Assim podemos considerar as sequências

an =
xn√

n‖xn‖X

∈ X e bn =
yn√

n‖yn‖Y

∈ Y . Temos que ‖an‖X
→ 0 e ‖bn‖Y

→ 0,

portanto (an, bn) → (0, 0) em X × Y . Mas T é cont́ınua em (0, 0), portanto

T (an, bn) → T (0, 0) = 0 . (1.2.8)

Mas ‖T (an, bn)‖
Z

=
1

n‖xn‖X
‖yn‖Y

‖T (xn, yn)‖
Z

> 1 por (1.2.7), para todo n ∈ N. Logo

por (1.2.8), temos uma contradição, portanto 3) é verdadeira.

3) ⇒ 2) Seja (xn, yn) → (0, 0) em X × Y , isto é, xn → 0 em X e yn → 0 em Y . Temos

‖T (xn, yn)‖
Z
≤ c‖xn‖X

‖yn‖Y
, (1.2.9)

para todo n ∈ N. Visto que ‖xn‖X
→ 0 e ‖yn‖Y

→ 0, por (1.2.9), temos

T (xn, yn) → 0 = T (0, 0) ,

ou seja, T é cont́ınua em (0, 0).

2) ⇒ 1) Seja x, x0 ∈ X e y, y0 ∈ Y . Temos

T (x, y)− T (x0, y0) = T (x, y)− T (x0, y) + T (x0, y)− T (x0, y0)

= T (x− x0, y) + T (x0, y − y0) .

Assim temos
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‖T (x, y)− T (x0, y0)‖Z
≤ ‖T (x− x0, y)‖

Z
+ ‖T (x0, y − y0)‖Z

≤ c · (‖x− x0‖X
‖y‖

Y
+ ‖x0‖X

‖y − y0‖Y
) . (∗∗)

Seja (xn, yn) → (x0, y0) em X × Y , isto é, xn → x0 em X e yn → y0 em Y , ou seja,

‖xn − x0‖X
→ 0 e ‖yn − y0‖Y

→ 0, isto é, ‖xn‖X
→ ‖x0‖X

e ‖yn‖Y
→ ‖y0‖Y

.

Portanto, temos que (‖xn‖X) e (‖yn‖Y
) são sequências limitadas, isto é, ‖xn‖X

≤ c1

e ‖yn‖Y
≤ c2, para todo n ∈ N. De (∗∗) temos

‖T (xn, yn)− T (x0, y0)‖Z
≤ c · (‖xn − x0‖X

‖yn‖Y
+ ‖x0‖X

‖yn − y0‖Y )

≤ c · (‖xn − x0‖X
c2 + ‖x0‖X

‖yn − y0‖Y
) .

Portanto, se (xn, yn) → (x0, y0) então T (xn, yn) → T (x0, y0). Logo T é cont́ınua em

(x0, y0) ∈ X × Y .

Denotaremos por Bil(X × Y, Z) o espaço vetorial de todos os operadores bilineares

cont́ınuos definidos no produto cartesiano X×Y com valores em Z. Se T ∈ Bil(X×Y, Z),

temos como consequência do item 3 do Teorema 1.2.2 que

‖T‖ = sup
‖x‖X≤1,‖y‖Y ≤1

‖T (x, y)‖Z < ∞ ,

e neste caso T será chamado de operador bilinear limitado. É simples verificar que ‖T‖

é uma norma, e neste caso chamaremos de norma do operador. Se X, Y e Z são espaços

de Banach, o espaço Bil(X × Y, Z) dotado da norma do operador também é um espaço

de Banach.

Observação 1.2.3. Como consequência direta da definição, se T ∈ Bil(X×Y, Z), então

para todo x ∈ X e y ∈ Y temos ‖T (x, y)‖
Z
≤ ‖T‖‖x‖

X
‖y‖

Y
.

Definição 1.2.4. Seja T ∈ B(X × Y, Z). Para todo x ∈ X e y ∈ Y fixos, os operadores

Tx = T (x, ·) : Y → Z e Ty = T (·, y) : X → Z são lineares por definição e são chamados

de operadores lineares associados ao operador bilinear T .

Observação 1.2.5. Se T ∈ Bil(X × Y, Z) então os operadores lineares Tx e Ty também

são cont́ınuos. A volta também vale nesse caso, pois X ou Y são espaços de Banach. Este

fato é provado no livro de W. Rudin ([13], Teorema 2.17). A prova baseia-se no prinćıpio

de Banach-Steinhaus. No trabalho de A. Bényi e R. H. Torres [1] é dado um exemplo de

um operador em que Tx e Ty são cont́ınuos, mas T não é cont́ınuo.
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Proposição 1.2.6. Seja T ∈ Bil(X × Y, Z). Então

‖T‖ = sup
‖x‖

X
≤1,‖y‖

Y
≤1

‖T (x, y)‖
Z

= sup
‖x‖

X
=1,‖y‖

Y
=1

‖T (x, y)‖
Z

. (1.2.10)

Demonstração: Seja

D = {‖T (x, y)‖
Z

: ‖x‖
X

= 1, ‖y‖
Y

= 1} e C = {‖T (x, y)‖
Z

: ‖x‖
X
≤ 1, ‖y‖

Y
≤ 1} .

Temos D ⊂ C. Portanto

sup
‖x‖

X
=1,‖y‖

Y
=1

‖T (x, y)‖
Z

= sup D ≤ sup C = sup
‖x‖

X
≤1,‖y‖

Y
≤1

‖T (x, y)‖
Z

. (1.2.11)

Agora, seja 0 6= x ∈ X, 0 6= y ∈ Y , com ‖x‖
X
≤ 1 e ‖y‖

Y
≤ 1, então

‖T (x, y)‖
Z

‖x‖
X
‖y‖

Y

=

∥∥∥∥T ( x

‖x‖
X

,
y

‖y‖
Y

)∥∥∥∥
Z

≤ sup
‖x′‖

X
=1,‖y′‖

Y
=1

‖T (x′, y′)‖
Z

e dáı

‖T (x, y)‖
Z
≤ sup

‖x′‖
X

=1,‖y′‖
Y

=1

‖T (x′, y′)‖
Z
‖x‖

X
‖y‖

Y
.

Tomando o supremo, com ‖x‖
X
≤ 1 e ‖y‖

Y
≤ 1

sup
‖x‖

X
≤1,‖y‖

Y
≤1

‖T (x, y)‖
Z
≤ sup

‖x′‖
X

=1,‖y′‖
Y

=1

‖T (x′, y′)‖
Z

. (1.2.12)

Portanto de (1.2.11) e (1.2.12) conclúımos a demonstração.

A seguir vamos definir uma classe especial de operadores bilineares que será de grande

importância nos caṕıtulos posteriores do trabalho. No que segue, escreveremos

Br,X = {x ∈ X : ‖x‖
X
≤ r}

para indicar a bola fechada de raio r > 0 com centro na origem de um espaço normado X.

Quando estiver claro no contexto o espaço normado X, iremos indicar Br,X simplesmente

por Br, e no caso r = 1, denotamos B1,X por UX .

Definição 1.2.7. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais normados. Um operador bilinear

T : X ×Y → Z é chamado de operador bilinear compacto se T (UX ×UY ) é pré-compacto

em Z, ou seja, o fecho T (UX × UY ) é compacto em Z.

Proposição 1.2.8. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais normados e T ∈ B(X×Y, Z). As

seguintes afirmações são equivalentes:

1. T é compacto;

2. T (UX×Y ) é pré-compacto;
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3. para todo r > 0, T (Br,X×Y ) é pré-compacto;

4. para todo r1, r2 > 0, T (Br1,X ×Br2,Y ) é pré-compacto;

5. para todo limitado M ⊂ X × Y , T (M) é pré-compacto;

6. para todo limitado A ⊂ X, B ⊂ Y , T (A×B) é pré-compacto;

7. para toda sequência limitada {(xn, yn)} ⊂ X×Y , a sequência {T (xn, yn)} tem uma

subsequência convergente em Z.

Além disso, se Z é um espaço de Banach, então 1. é também equivalente a:

8. para todo limitado M ⊂ X × Y , T (M) é totalmente limitado.

Demonstração:Ver o apéndice do trabalho de A. Bényi e R. H. Torres [1].

O conjunto de todos operadores bilineares compactos T : X × Y → Z será denotado

por KBil(X × Y, Z), onde X, Y e Z são espaços vetoriais normados. Com esta notação

temos a seguinte proposição.

Proposição 1.2.9. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais normados. Se Z é um espaço de

Banach, então KBil(X × Y, Z) é um subespaço fechado de Bil(X × Y, Z).

Demonstração:Ver a Proposição 3 do trabalho de A. Bényi e R. H. Torres [1].

Observação 1.2.10. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais normados e T ∈ Bil(X × Y, Z).

Sejam Tx, Ty os operadores lineares definidos em 1.2.4. Se T ∈ KBil(X × Y, Z) então

temos que os operadores lineares associados Tx e Ty também são compactos. Veremos no

Exemplo 1.2.11 que se Tx e Ty forem compactos não temos necessariamente que T seja

compacto, mesmo se X, Y e Z forem espaços de Banach. No trabalho de Ramanujan

e Schock [11], temos na Proposição 2.1 uma condição necessária e suficiente que nos

garante que se Tx e Ty forem compactos então T é compacto.

Exemplo 1.2.11. Sejam x, y ∈ l2 tal que x = (xn), y = (yn) e z = (zn) ∈ l1. Defina

T : l2 × l2 → l1 como

T (x, y) = z ⇔ zn = xnyn .

Temos que
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∞∑
n=1

|zn| =
∞∑

n=1

|xnyn|

≤

(
∞∑

n=1

|xn|2
) 1

2

·

(
∞∑

n=1

|yn|2
) 1

2

< ∞ ,

pois x, y ∈ l2. Logo T é bilinear e está bem definido. Seja x ∈ l2 fixo. Defina o operador

linear T n
x : l2 → l1 como T n

x (y) = (x1y1, x2y2, . . . , xnyn, 0, 0, . . .). Temos que T n
x é um

operador de posto finito, logo compacto. Como x ∈ l2, então lim
n→∞

xn = 0 , logo temos que,

para todo y ∈ l2 com ‖y‖
l2

= 1

‖T n
x (y)− Tx(y)‖

l1
=

∞∑
i=n+1

|xiyi| → 0 , quando n →∞

Logo Tx é compacto. O mesmo vale para o operador Ty, para todo y ∈ l2 fixo.

Seja (en)n a base canônica de l2. Temos que (en, en)n é uma sequência limitada em

l2 × l2 e T (en, en) = en para todo n ∈ N. Como

‖ei − ej‖l1
= 2

para todo i, j ∈ N com i 6= j, então (en)n não tem subsequência convergente em l1, logo

T não é compacto.

Exemplo 1.2.12. Seja T ∈ Bil(Rn × Rm, Rp). Temos que para todo limitado

B ⊂ Rn × Rm, T (B) é pré-compacto em Rp. Portanto T ∈ KBil(Rn × Rm, Rp).

No que segue, c0 = {(an)
n∈N ; an ∈ R para todo n ∈ N e an → 0}.

Exemplo 1.2.13. Seja a = (an)
n∈N ∈ c0 ⊂ l∞. Defina T : l2× l2 → l1 como, se x = (xn),

y = (yn) ∈ l2 e z = (zn) ∈ l1,

T (x, y) = z ⇔ zn = anxnyn . (1.2.13)

Note que o operador é bilinear e está bem definido, pois, devido a desigualdade de Hölder,

temos
∞∑

n=1

|zn| =
∞∑

n=1

|an||xn||yn| ≤ ‖a‖
l∞‖x‖l2

‖y‖
l2

.

Além disso, se z = (zn) como em (1.2.13), podemos definir

Tn : l2 × l2 → l1, Tn(x, y) = (z1, z2, . . . , zn, 0, 0, . . .) .

Visto que Tn(l2×l2) está contido em um subespaço n-dimensional de l1, e que para qualquer
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subconjunto limitado U de l2 × l2, temos que Tn(U) é um subconjunto limitado de um

subespaço n-dimensional de l1, conclúımos que necessariamente Tn(U) é pré-compacto.

Assim, Tn é um operador bilinear compacto. Agora, para todo x, y ∈ Ul2, temos

‖Tn(x, y)− T (x, y)‖
l1

= ‖(0, . . . , 0, zn+1, . . .)‖l1
=

∞∑
j=n+1

|aj||xj||yj|

implicando que ‖Tn − T‖ → 0 quando n → ∞, pois aj → 0. Logo pela Proposição 1.2.9

conclúımos que T é compacto.

Sejam H1, H2 e K espaços de Hilbert sobre o corpo dos reais. Sabemos que T : H1 → K

é um operador linear compacto se, e somente se, é limite de uma sequência de operadores

de posto finito. Vamos mostrar que este resultado também vale para operadores bilineares

T ∈ KBil(H1 ×H2, K).

Definição 1.2.14. Seja ai ∈ Bil(H1 ×H2, R), i ∈ N. Definimos

ai ⊗ zi(x, y) = ai(x, y)zi ,

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2 e zi ∈ K. T ∈ Bil(H1 ×H2, K) é finito se

T =
n∑

i=1

ai ⊗ zi .

Isto é,

T (x, y) =
n∑

i=1

ai(x, y)zi .

Definição 1.2.15. T ∈ Bil(H1 ×H2, K) é aproximável se existe uma sequência de ope-

radores finitos Tn tal que

lim
n→∞

||T − Tn|| = 0 .

Sejam X, Y e Z espaços de Banach e T ∈ Bil(X × Y ,Z ), sabemos que em geral o

conjunto

T (X × Y ) = {T (x, y) : x ∈ X , y ∈ Y }

não é um subespaço vetorial de Z, e será chamado de imagem do operador T . Em [3]

temos uma definição de Rank(T ) de um operador T no contexto multilinear. Como um

caso particular para o contexto bilinear, o posto de T ∈ Bil(X × Y ,Z ) é dado por

Rank(T ) = dimZ(< T (X × Y ) >) .

Isto quer dizer que Rank(T ) é a dimensão do subespaço vetorial de Z gerado por T (X×Y ).

Definição 1.2.16. T ∈ Bil(H1 ×H2, K) é um operador de posto finito se

Rank(T ) < ∞ .
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Definição 1.2.17. Seja X um espaço de Banach, e E ⊆ X.

1. E é compacto se toda cobertura aberta de E contém uma subcobertura finita.

2. E é sequencialmente compacto se toda sequência (xn) de E contém uma subsequência

convergente, cujo limite pertence a E.

3. E é totalmente limitado se, dado ε > 0, existem elementos x1, . . . , xN ∈ E tal que

E ⊂
N⋃

k=1

B(xk, ε) .

Onde B(xk, ε) = {x ∈ X : ‖x− xk‖X
< ε}.

Teorema 1.2.18. Se E ⊆ X, então são equivalentes:

1. E é compacto;

2. E é sequencialmente compacto;

3. E é fechado e totalmente limitado.

Corolário 1.2.19. Se E ⊆ X é totalmente limitado, então E é compacto.

Proposição 1.2.20. Se T ∈ Bil(H1 ×H2, K) tem posto finito, então T é compacto.

Demonstração:Visto que T é limitado, T (UH1×H2) é um subconjunto limitado de

R(T ) =< T (H1 × H2) >, onde dim(R(T )) < ∞. Como todo espaço vetorial de di-

mensão finita é fechado, então T (UH1×H2) é fechado e limitado, assim T é compacto.

Proposição 1.2.21. Se T ∈ Bil(H1 ×H2, K) então são equivalentes:

1. T tem posto finito;

2. T é finito.

Demonstração: 1) → 2). Visto que T tem posto finito, R(T ) =< T (H1 × H2) > é um

subespaço de dimensão finita de K, digamos dim(R(T )) = N . Então R(T ) é fechado e

seja z1, . . . , zN uma base ortonormal de R(T ). Dado (x, y) ∈ H1×H2, temos T (x, y) ∈ K,

e T (x, y) =
N∑

i=1

αizi. Visto que {zi} é uma base ortonormal,

< T (x, y), zj >=<

N∑
i=1

αizi, zj >=
N∑

i=1

αi < zi, zj >= αj < zj, zj >= αj .

Assim, se ai(zi) : H1 × H2 → R é dado por ai(zi)(x, y) =< T (x, y), zi >, temos que

ai(zi) ∈ Bil(H1 ×H2, R), logo
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T (x, y) =
N∑

i=1

αizi =
N∑

i=1

< T (x, y), zi > zi

=
N∑

i=1

ai(zi)(x, y)zi .

Visto que ai(zi) ∈ Bil(H1 ×H2, R), para todo i = 1, . . . , N , T é finito.

2) → 1). Se T ∈ Bil(H1 × H2, K) é finito, então T (x, y) =
n∑

i=1

ai(x, y)zi, para todo

(x, y) ∈ H1 × H2. Seja M =< z1, . . . , zn >⊂ K. Então, dim(M) < ∞. Desde que

R(T ) =< T (H1×H2) >⊂ M , temos dim(R(T )) < ∞. Isto implica que T é um operador

de posto finito.

Corolário 1.2.22. Se T ∈ Bil(H1 ×H2, K) é finito, então T é compacto.

Corolário 1.2.23. Se T ∈ Bil(H1 ×H2, K) é aproximável, então T é compacto.

Proposição 1.2.24. Se T ∈ Bil(H1 × H2, K) é compacto, então T (H1 ×H2) é um

subespaço separável de K.

Demonstração:Como T (UH1×H2) é compacto, ele é totalmente limitado. Assim, para

cada n ∈ N, podemos encontrar um conjunto finito de bolas com raio 1
n
, com centros

em T (UH1×H2), e que cobre T (UH1×H2) . Considerando o conjunto de todas essas bolas,

para cada n obtemos uma quantidade enumerável de bolas cobrindo T (UH1×H2). Isto

implica que T (UH1×H2) contém um subconjunto denso enumerável. Podemos repetir esse

processo para cada raio k ∈ N. Portanto, obtemos um subconjunto denso enumerável

para T (H1 ×H2).

Teorema 1.2.25. Se T ∈ Bil(H1 ×H2, K), então são equivalentes:

1. T é compacto;

2. existe uma sequência de operadores de posto finito Tn ∈ Bil(H1 × H2, K) tal que

Tn → T .

Demonstração: 2) → 1) Segue da Proposição 1.2.9.

1) → 2). Suponha que T é compacto. Seja R =< T (H1 ×H2) >. Se dim(R) < ∞,

então T tem posto finito. Vamos assumir que dim(R) = ∞. Pela Proposição 1.2.24, R
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é separável, então existe uma base ortonormal enumerável {en} para R. Dado (x, y) ∈

H1 ×H2, então T (x, y) ∈ R e T (x, y) =
∞∑
i=1

< T (x, y), ei > ei. Definimos

TN(x, y) =
N∑

i=1

< T (x, y), ei > ei .

Temos que TN = PNT , onde PN é a projeção ortogonal de K no subespaço fechado

< e1, . . . , eN >. Da definição, TN(x, y) → T (x, y) para todo (x, y) ∈ H1×H2. Isto implica

que TN → T na topologia forte, mas queremos convergência na norma do operador, isto

é, sup
‖(x)‖H1

=1,‖y‖H2
=1

‖TN(x, y)− T (x, y)‖
K
→ 0.

Dado ε > 0, desde que T (UH1×H2) é totalmente limitado, ele é coberto por um número

finito de bolas com raio
ε

3
> 0 e centros em T (UH1×H2). Assim, existem (x1, y1), . . . , (xm, ym)

pertencentes a UH1×H2 tal que

T (UH1×H2) ⊂
m⋃

k=1

B(T (xk, yk), ε/3) .

Visto que lim
N→∞

‖TN(xk, yk)−T (xk, yk)‖K
= 0, k = 1, . . . ,m, podemos determinar N0 > 0

tal que, para todo N > N0,

‖TN(xk, yk)− T (xk, yk)‖K
<

ε

3
, k = 1, 2, . . . ,m .

Dado qualquer (x, y) ∈ H1 × H2, com ‖x‖
H1

= ‖y‖
H2

= 1 e N > N0, então

T (x, y) ∈ B(T (xk, yk), ε/3) para algum k, isto é

‖T (x, y)− T (xk, yk)‖K
<

ε

3
.

Então, temos

‖TN(x, y)− TN(xk, yk)‖K
= ‖PNT (x, y)− PNT (xk, yk)‖K

< ‖PN‖‖T (x, y)− T (xk, yk)‖K

< ε
3
.

Portanto,

‖T (x, y)− TN(x, y)‖
K

≤ ‖T (x, y)− T (xk, yk)‖K
+ ‖T (xk, yk)− TN(xk, yk)‖K

+‖TN(xk, yk)− TN(x, y)‖
K

< ε
3

+ ε
3

+ ε
3

= ε .
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Desde que ‖x‖
H1

= ‖y‖
H2

= 1 é arbitrário, e ‖T − TN‖ ≤ ε para todo N > N0, obtemos a

convergência na norma.

Sejam H, K espaços de Hilbert separáveis. Dizemos que um operador linear limitado

T : H → K é Hilbert-Schmidt se existe uma base ortonormal (ei) de H, i ∈ N, tal que
∞∑
i=1

||T (ei)||2K < ∞

Temos que todo operador linear Hilbert-Schmidt é compacto. Para mais detalhes sobre

os operadores lineares Hilbert-Schmidt ver ([8], Caṕıtulo 26).

M. Matos em [7] define uma aplicação de Hilbert-Schmidt no contexto multilinear.

Como um caso particular, temos a seguir na Definição 1.2.26 a definição do contexto mul-

tilinear para o nosso caso bilinear, e em seguida mostraremos que os operadores bilineares

Hilbert-Schmidt também são compactos.

Definição 1.2.26. Sejam H1, H2, K espaços de Hilbert separáveis. T ∈ Bil(H1×H2, K)

é dito ser Hilbert-Schmidt se existem bases ortonormais (xi), (yi), i ∈ N, de H1, H2,

respectivamente, tal que

‖T‖
HS

=

(
∞∑

i,j=1

‖T (xi, yj)‖2

K

) 1
2

< +∞ .

Denotamos por HS(H1×H2, K) o espaço vetorial de todos operadores Hilbert-Schmidt.

Pode-se mostrar que é um espaço de Hilbert com a norma ‖ · ‖HS definida pelo produto

interno

< T, S >=
∞∑

i,j=1

< T (xi, yj), S(xi, yj) > .

A Proposição 1.2.27 nos mostra que a Definição 1.2.26 não depende das bases ortonormais

que escolhemos em H1 e H2, respectivamente. Este resultado aparece em [7], para o caso

multilinear, com uma breve descrição da sua demonstração. Devido a sua importância,

preferimos apresentar este resultado para o caso bilinear com uma demonstração completa.

Proposição 1.2.27. Seja T ∈ Bil(H1 ×H2, K), então a convergência
∞∑

i,j=1

‖T (xi, yj)‖2

K

não depende das bases ortonormais (xi), (yi), i ∈ N, que escolhemos em H1, H2, respec-

tivamente.

Demonstração: Sejam (xi), (yj), i, j ∈ N, bases ortonormais de H1, H2, respectivamente
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tal que
∞∑

i,j=1

‖T (xi, yj)‖2

K
< +∞. Consideraremos agora α = (ui), uma base ortonormal

de H1, e γ = (wj), uma base ortonormal de H2. Seja (zk), k ∈ N, base ortonormal de K.

No que segue, para cada x ∈ H1 e y ∈ H2 fixos, temos que Tx(·) = T (x, ·) : H2 → K e

Ty(·) = T (·, y) : H1 → K são operadores lineares limitados tendo como seus adjuntos de

Hilbert dados por T ∗
x (·) : K → H2 e T ∗

y (·) : K → H1, respectivamente. Pela identidade

de Parseval, temos

∞∑
i,j=1

‖T (xi, yj)‖2

K
=

∞∑
i=1

(
∞∑

j=1

‖T (xi, yj)‖2

K

)
=

∞∑
i=1

(
∞∑

j=1

(
∞∑

k=1

| < T (xi, yj), zk > |2
))

=
∞∑
i=1

(
∞∑

j=1

(
∞∑

k=1

| < Txi
(yj), zk > |2

))
=

∞∑
i=1

(
∞∑

j=1

(
∞∑

k=1

| < yj, T
∗
xi

(zk) > |2
))

=
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

(
∞∑

j=1

| < T ∗
xi

(zk), yj > |2
))

=
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

‖T ∗
xi

(zk)‖2
H2

)

=
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

(
∞∑

j=1

| < T ∗
xi

(zk), wj > |2
))

=
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

(
∞∑

j=1

| < zk, Txi
(wj) > |2

))

=
∞∑
i=1

(
∞∑

j=1

(
∞∑

k=1

| < T (xi, wj), zk > |2
))

=
∞∑
i=1

(
∞∑

j=1

‖T (xi, wj)‖2

K

)

=
∞∑

j=1

(
∞∑
i=1

‖T (xi, wj)‖2

K

)
=

∞∑
j=1

(
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

| < T (xi, wj), zk > |2
))

=
∞∑

j=1

(
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

| < Twj
(xi), zk > |2

))
=

∞∑
j=1

(
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

| < xi, T
∗
wj

(zk) > |2
))

=
∞∑

j=1

(
∞∑

k=1

(
∞∑
i=1

| < T ∗
wj

(zk), xi > |2
))

=
∞∑

j=1

(
∞∑

k=1

‖T ∗
wj

(zk)‖2
H1

)

=
∞∑

j=1

(
∞∑

k=1

(
∞∑
i=1

| < T ∗
wj

(zk), ui > |2
))

=
∞∑

j=1

(
∞∑

k=1

(
∞∑
i=1

| < T (ui, wj), zk > |2
))

=
∞∑

j=1

(
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

| < T (ui, wj), zk > |2
))

=
∞∑

j=1

(
∞∑
i=1

‖T (ui, wj)‖2

)

=
∞∑

i,j=1

‖T (ui, wj)‖2

K
.

Portanto provamos o que queŕıamos.
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Teorema 1.2.28. Seja T ∈ HS(H1 ×H2, K), então T é compacto.

Demonstração: Sejam (xi), (yi), i ∈ N, bases ortonormais fixas de H1, H2, respectiva-

mente. Para todo x ∈ H1 e y ∈ H2, temos, x =
∞∑
i=1

< x, xi > xi e y =
∞∑

j=1

< y, yj > yj.

Pela identidade de Parseval temos

‖x‖2
H1

=
∞∑
i=1

| < x, xi > |2 e ‖y‖2
H2

=
∞∑

j=1

| < y, yj > |2 .

Então,

T (x, y) =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

< x, xi >< y, yj > T (xi, yj).

Seja Tn : H1 ×H2 → K dado por

Tn(x, y) =
n∑

i=1

n∑
j=1

< x, xi >< y, yj > T (xi, yj).

Note que Tn é de posto finito, logo compacto. Temos

‖T (x, y)− Tn(x, y)‖
K

= ‖
∞∑

i=n+1

∞∑
j=n+1

< x, xi >< y, yj > T (xi, yj)‖K

≤
∞∑

i=n+1

∞∑
j=n+1

‖ < x, xi >< y, yj > T (xi, yj)‖K

≤
∞∑

i=n+1

| < x, xi > |

[
∞∑

j=n+1

| < y, yj > |2
] 1

2
[

∞∑
j=n+1

‖T (xi, yj)‖2

K

] 1
2

≤ ‖y‖
H2

∞∑
i=n+1

| < x, xi > |

[
∞∑

j=n+1

‖T (xi, yj)‖2

K

] 1
2

≤ ‖y‖
H2

[
∞∑

i=n+1

| < x, xi > |2
] 1

2
[

∞∑
i=n+1

∞∑
j=n+1

‖T (xi, yj)‖2

K

] 1
2

≤ ‖y‖
H2
‖x‖

H1

[
∞∑

i=n+1

∞∑
j=n+1

‖T (xi, yj)‖2

K

] 1
2

.

Logo, se x e y forem unitários, temos

‖T (x, y)− Tn(x, y)‖
K
≤

[
∞∑

i=n+1

∞∑
j=n+1

‖T (xi, yj)‖2

K

] 1
2

.

Como T ∈ HS(H1 ×H2, K), então[
∞∑

i=n+1

∞∑
j=n+1

‖T (xi, yj)‖2

K

] 1
2

→ 0 ,

quando n →∞. Logo, pelo Teorema 1.2.25, conclúımos que T é compacto.



Caṕıtulo 2

Autovalores e Representação de

Schur

Ao longo deste caṕıtulo, H é um espaço de Hilbert separável sobre o corpo dos reais.

Por simplicidade, denotamos o conjunto Bil(H × H, H) simplesmente por Bil(H). Na

primeira seção deste caṕıtulo definimos quando um operador T ∈ Bil(H) é autoadjunto, e

em seguida mostramos algumas propriedades e exemplos. Após essa etapa definimos o que

vem a ser um autovalor e autovetor de um operador bilinear T ∈ Bil(H), e mostramos que

algumas propriedades de autovalores e autovetores, que valem para operadores lineares,

não valem para operadores bilineares.

Na segunda seção mostramos que um operador T ∈ Bil(H), compacto, autoadjunto e

não nulo possui um autovalor λ = ‖T‖ e um correspondente autovetor unitário.

Na terceira seção damos uma nova definição de um autovalor de um operador

T ∈ Bil(H) e mostramos quando T ∈ Bil(H), compacto, autoadjunto e não nulo tem

uma Representação de Schur.

2.1 Operadores Bilineares Autoadjuntos e Autovalo-

res

Seja L : H → H um operador linear limitado. Baseado no Teorema V II.4 de [12],

temos a seguinte definição:
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Definição 2.1.1. Chamamos
∞∑

n=1

λn < ·, xn > xn (2.1.1)

uma representação de Schur do operador linear limitado L : H → H se as seguintes

condições são satisfeitas:

1. (λn)
n∈N ∈ c0;

2. (xn)
n∈N é uma sequência ortonormal extendida de H, ou seja < xi, xj >= 0 se i 6= j

e cada xi é unitário ou nulo para todo i ∈ N;

3. L(x) =
∞∑

n=1

λn < x, xn > xn, para todo x ∈ H.

A representação de Schur é dita ser monótona se λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ 0.

Observação 2.1.2. Se o espaço de hilbert H na Definição 2.1.1 for de dimensão finita,

digamos dim(H) = N , então podemos ter no máximo N vetores linearmente indepen-

dentes. Em (2.1.1), se

L(x) =
k∑

n=1

λn < x, xn > xn ,

para todo x ∈ H, k ≤ N . Colocamos λi = 0 e xi = 0 para i ≥ k e assim temos

L(x) =
∞∑

n=1

λn < x, xn > xn ,

para todo x ∈ H.

Um teorema clássico da Análise Funcional é o Teorema Espectral (Teorema 2.1.3) o

qual estabelece condições para que um operador L ∈ L(H) possua uma representação de

Schur monótona.

Teorema 2.1.3. Seja L : H → H um operador linear compacto, autoadjunto e não nulo.

Então L tem uma representação de Schur monótona.

Seja X = (xn)
n∈N um conjunto ortonormal de H e (λn)

n∈N ∈ l1. É simples verificar

que o operador T : H ×H → H definido como

T (x, y) :=
∞∑

n=1

λn < x, xn >< y, xn > xn (2.1.2)

para todo x, y ∈ H está bem definido e é bilinear. Temos então a seguinte definição.
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Definição 2.1.4. Seja T ∈ B(H ×H, H). Chamamos

∞∑
n=1

λn < ·, xn >< ·, xn > xn (2.1.3)

uma representação de Schur do operador bilinear T , se as seguintes condições são satis-

feitas:

1. (λn)
n∈N ∈ c0;

2. (xn)
n∈N é uma sequência ortonormal extendida de H, ou seja < xi, xj >= 0 se i 6= j

e cada xi é unitário ou nulo para todo i ∈ N;

3. T (x, y) =
∞∑

n=1

λn < x, xn >< y, xn > xn, para todo x, y ∈ H.

A representação de Schur é dita ser monótona se λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ 0.

Se o espaço de hilbert H na Definição 2.1.4 for de dimensão finita, digamos

dim(H) = N , de maneira análoga a Observação 2.1.2, obtemos a representação de Schur

de T ∈ B(H ×H, H).

Nosso objetivo agora é mostrar quando um operador bilinear tem uma representação de

Schur monótona. Para isso teremos primeiro que definir quando um operador T ∈ Bil(H)

é autoadjunto. Antes, vamos definir os operadores bilineares simétricos.

Seja T ∈ Bil(H) e x, y ∈ H. Geralmente T (x, y) 6= T (y, x), como mostra o exemplo

abaixo.

Exemplo 2.1.5. Seja T ∈ Bil(R3) dado pela matriz abaixo


1 0 1 0 1 0 0 0 1

0 0 0 2 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0


Se x = (1, 1, 1) e y = (3, 2, 2), temos T (x, y) = (7, 10, 7) e T (y, x) = (8, 9, 7).

Definição 2.1.6. Um operador bilinear T ∈ Bil(H) é dito ser simétrico se

T (x, y) = T (y, x),

para todo x, y ∈ H.

No que segue, denotaremos por L(H) = {L : H → H ; L é linear e limitado } o espaço

vetorial dos operadores lineares e limitados de H. Sejam T ∈ Bil(H) e

φ1 : H → L(H) ; φ2 : H → L(H)
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definidos como

φ1(x) : H → H por y 7→ φ1(x)(y) = T (x, y)

φ2(x) : H → H por y 7→ φ2(x)(y) = T (y, x) .

Como T é um operador bilinear qualquer, temos que em geral φ1(x) 6= φ2(x). Mas se T

for simétrico, temos φ1(x) = φ2(x), para todo x ∈ H.

Do fato de T ∈ Bil(H), temos que φ1(x), φ2(x) ∈ L(H). Sejam φ∗1(x), φ∗2(x) os opera-

dores lineares adjuntos de φ1(x), φ2(x), respectivamente, ou seja, para todos x, y, z ∈ H,

temos

< φ1(x)(y), z > = < y, φ∗1(x)(z) >

< φ2(x)(y), z > = < y, φ∗2(x)(z) > . (2.1.4)

A Definição 2.1.7 a seguir de um operador bilinear autoadjunto é devida a Phillips em [9].

Definição 2.1.7. T ∈ Bil(H) é autoadjunto se φ1(x) e φ2(x) forem operadores lineares

autoadjuntos, ou seja, φ1(x) = φ∗1(x) e φ2(x) = φ∗2(x) para todo x ∈ H.

Temos então como consequência que, se T ∈ Bil(H) for autoadjunto, então temos as

seguintes igualdades devido a (2.1.4):

< T (x, y), z > = < y, T (x, z) >

< T (y, x), z > = < y, T (z, x) > .

Observação 2.1.8. Seja T ∈ Bil(H) não nulo e (x, y) ∈ H ×H fixo. Sejam Tx e Ty os

operadores lineares associados ao operador bilinear T de acordo com a Definição 1.2.4. É

simples verificar que T é autoadjunto se, e somente se, Tx e Ty são operadores lineares

autoadjuntos, para todo x, y ∈ H fixos. Vamos analisar o operador B ∈ Bil(R3) dado

pela matriz 
0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0

 .

Afirmamos que B não é simétrico, logo não é autoadjunto. Sejam x = (x1, x2, x3) ,

y = (y1, y2, y3) ∈ R3 fixos. É fácil de ver que as matrizes associadas aos operadores

lineares Bx : R3 → R3 e By : R3 → R3 são, respectivamentes,
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[Bx] =


0 x3 x2

x2 + x3 0 x1

x2 x1 0

 [By] =


0 y3 y2

y3 y1 y1

y2 y1 0

 .

Note que By : R3 → R3 é autoadjunto para todo y = (y1, y2, y3) ∈ R3 fixo e

Bx : R3 → R3 é autoadjunto para todo x = (x1, x2, x3) ∈ R3 fixo tal que x2 = 0.

Temos então que é fundamental a hipótese de que os operadores lineares associados Tx e

Ty sejam autoadjuntos para todo x, y ∈ H.

Observação 2.1.9. Seja T ∈ Bil(H) autoadjunto. Se H for espaço de Hilbert sobre o

corpo dos números complexos, temos o seguinte:

i < T (x, y), z > = < T (ix, y), z >=< y, T (ix, z) >

= −i < y, T (x, z) >= −i < T (x, y), z >

= −i < T (x, y), z > .

Portanto, T (x, y) = 0 para todo x, y ∈ H. Ou seja, o único operador T ∈ Bil(H)

autoadjunto de acordo com a Definição 2.1.7 é o operador nulo.

Proposição 2.1.10. Se T ∈ Bil(H) é autoadjunto, então T é simétrico.

Demonstração: Sejam x, y, z ∈ H quaisquer. Então,

< T (x, y), z > = < x, T (z, y) >=< T (z, x), y >

= < z, T (y, x) >=< T (y, x), z >

= < T (y, x), z > ,

para todo z ∈ H, logo T (x, y) = T (y, x).

Uma pergunta natural surge. Será que se T ∈ Bil(H) for simétrico então T é auto-

adjunto? A resposta é não, conforme os Exemplos 2.1.11 e 2.1.12.

Exemplo 2.1.11. Seja B : Rn×Rn → Rn um operador bilinear simétrico. O que podemos

falar da matriz do operador bilinear B, dada uma base ordenada fixa X = {u1, . . . , un}

de Rn?

Sejam x = x1u1 + . . . + xnun e y = y1u1 + . . . + ynun elementos quaisquer de Rn.

Temos que
B(x, y) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjB(ui, uj) .
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Seja B(ui, uj) = bi1ju1 + . . . + binjun. Temos que B(ui, uj) = B(uj, ui) =
n∑

k=1

bjkiuk.

Mas B(ui, uj) =
∑n

k=1 bikjuk. Como {u1, . . . , un} é base, seus vetores são linearmente

independentes, portanto temos que bikj = bjki. Conclúımos que, se [B]X = (bikj) é a

matriz associada ao operador bilinear simétrico B, fixada uma base ordenada X, então se

bikj são seus elementos, temos bikj = bjki, i, k, j = 1, . . . , n.

Se T : R3 × R3 → R3 é um operador bilinear simétrico e X = {u1, u2, u3} é uma

base ordenada fixa de R3, a matriz [B]X associada ao operador bilinear T tem a seguinte

forma: 
a b c g h i o p q

b d e h j m p r s

c e f i m n q s t

 .

Note que cada camada que compõe a matriz é uma matriz simétrica.

Exemplo 2.1.12. Vamos agora estudar o comportamento da matriz de um operador

bilinear autoadjunto B : Rn × Rn → Rn.

Seja X = {e1, . . . , en} a base canônica de Rn e x, y, z ∈ Rn tais que x =
n∑

i=1

xiei,

y =
n∑

j=1

yjej e z =
n∑

k=1

zkek. Seja [B]X = (bikj) a matriz associada ao operador bilinear

T , fixada a base canônica X, tal que B(ei, ej) =
n∑

k=1

bikjek. Note que

< B(ei, ej), ek >= bikj.

Temos:

B(x, y) =
∑

i

∑
j

xiyjB(ei, ej) B(x, z) =
∑

i

∑
k

xizkB(ei, ek)

B(y, x) =
∑

j

∑
i

yjxiB(ej, ei) B(z, x) =
∑

k

∑
i

zkxiB(ek, ei)

(1) < B(x, y), z >=
∑

k

∑
i

∑
j

xiyjzk < B(ei, ej), ek >, < B(ei, ej), ek >= bikj

(2) < y,B(x, z) >=
∑

j

∑
i

∑
k

yjxizk < ej, B(ei, ek) >, < ej, B(ei, ek) >= bijk

(3) < B(y, x), z >=
∑

k

∑
j

∑
i

yjxizk < B(ej, ei), ek >, < B(ej, ei), ek >= bjki

(4) < y,B(z, x) >=
∑

j

∑
k

∑
i

yjzkxi < ej, B(ek, ei) >, < ej, B(ek, ei) >= bkji
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Afirmação: B : Rn×Rn → Rn é um operador bilinear autoadjunto se, e somente

se, bikj = bijk = bjki = bkji.

Se B é autoadjunto, logo (1) = (2) e (3) = (4), portanto bikj = bijk e bjki = bkji. Como B

é simétrico, temos B(ei, ej) = B(ej, ei), portanto bikj = bjki.

Por outro lado, se bikj = bijk = bjki = bkji, temos (1) = (2) e (3) = (4), e por definição B

é autoadjunto.

Segue abaixo a matriz de um operador bilinear autoadjunto T ∈ Bil(R3), fixada a base

canônica de R3. 
a b c b d e c e f

b d e d r g e g h

c e f e g h f h s

 .

Definição 2.1.13. Seja Q : H → H operador definido por

Q(x) = T (x, x)

para todo x ∈ H, onde T ∈ B(H × H, H). Neste caso dizemos que Q é o operador

quadrático associado ao operador T ∈ B(H ×H, H). Dizemos que o operador quadrático

Q é cont́ınuo (compacto ou autoadjunto) se o operador bilinear T é cont́ınuo (compacto

ou autoadjunto, respectivamente).

Afirmamos que o conjunto de todos os operadores quadráticos associados aos opera-

dores bilineares T ∈ Bil(H) é um espaço vetorial normado munido da norma

‖Q‖ = sup
‖x‖

H
=1

‖Q(x)‖
H

.

Note que o operador quadrático Q : H → H associado a T ∈ B(H ×H, H) não é linear,

pois para todo a ∈ R, temos

Q(ax) = T (ax, ax) = a2T (x, x) = a2Q(x) .

Phillips em [9] faz a seguinte definição de autovalor e autovetor para um operador bilinear

T ∈ Bil(H).

Definição 2.1.14. Seja T ∈ Bil(H). Dizemos que um número real λ é autovalor de T

se o conjunto

W (λ) = {x ∈ H : T (x, x) = λx , x 6= 0}

é não vazio, ou seja, existe x ∈ H, x 6= 0, tal que T (x, x) = λx. Neste caso dizemos que

x é um autovetor de T associado ao autovalor λ.
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Note que se Q for o operador quadrático do operador T , então Q(x) = λx e dizemos

que λ é autovalor de Q com autovetor associado x.

Seja L : H → H um operador linear limitado e τ seu autovalor. Seja

V (τ) = {x ∈ H : L(x) = τx}.

Sabemos que V (τ) é um subespaço de H. Temos também que |τ | ≤ ‖L‖
L(H)

. Esses mesmos

resultados não valem mais para um autovalor λ de um operador bilinear T ∈ Bil(H).

Proposição 2.1.15. Seja T ∈ Bil(H). Se T possui um autovalor λ 6= 0, então qualquer

número real γ 6= 0 é autovalor de T . O conjunto dos autovetores associados ao autovalor

λ, ou seja W (λ), não é um subespaço vetorial de H .

Demonstração: Seja 0 6= γ ∈ R qualquer e y =
γ

λ
x ∈ H. Temos

T (y, y) = T (
γ

λ
x,

γ

λ
x) =

γ2

λ2
T (x, x)

=
γ2

λ2
λx = γ(

γx

λ
)

= γy .

Portanto T (y, y) = γy. Logo γ é autovalor de T com um autovetor associado y.

Seja x ∈ W (λ), ou seja, temos T (x, x) = λx. Seja c ∈ R uma constante não nula.

Temos T (cx, cx) = c2T (x, x) = c2λx. Logo cx /∈ W (λ).

Observação 2.1.16. De acordo com a Definição 2.1.14, se λ e γ forem autovalores de

T ∈ Bil(H), tal que λ 6= γ, então W (λ) ∩W (γ) = ∅.

Seja L ∈ L(H) compacto, autoadjunto e não nulo. De acordo com o Teorema 2.1.3, L

tem uma representação de Schur monótona, ou seja,

L(x) =
∞∑

n=1

λn < x, xn > xn (2.1.5)

para todo x ∈ H. Sabemos que os λn que aparecem em (2.1.5) são os únicos autovalores

do operador compacto L, e formam uma sequência decrescente limitada por λ1 = ‖L‖
L(H)

e que tende para 0. Os vetores (xn) formam uma sequência ortonormal de autovetores

associados, respectivamente, aos autovalores λn, isto é, L(xn) = λnxn, para todo n ∈ N.

Naturalmente, é de se esperar que na representação de Schur, caso exista, de um

operador T ∈ Bil(H), apareçam também autovalores e autovetores de T , e que os mesmos
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tenham propriedades análogas ao caso linear. Porém, mostramos na Proposição 2.1.15

que se o operador T ∈ Bil(H) possui um autovalor λ 6= 0, então qualquer real γ 6= 0

também é um autovalor, ou seja, os autovalores de T , se existirem, não são enumeráveis.

Seja T ∈ Bil(Rn). De acordo com a Definição 1.1.10 e Observação 1.1.11, se T é

diagonalizável existe uma base X = {x1, . . . , xn} de Rn formada por autovetores de T ,

tal que T (xi, xj) = 0 se i 6= j. É de se esperar que os autovetores de T ∈ Bil(H) que

apareçam na sua representação de Schur, caso exista, também tenham essa propriedade,

ou seja, T (xi, xj) = 0 se i 6= j.

Seja M um subespaço de H, e defina M⊥ = {x ∈ H : < x, y >= 0 para todo y ∈ M},

o subespaço ortogonal de M . Se L ∈ L(H) for autoadjunto então

L(M) ⊂ M ⇔ L(M⊥) ⊂ M⊥ . (2.1.6)

De fato, seja y ∈ M⊥, temos que se x ∈ M , então < L(y), x >=< y,L(x) > e se

L(M) ⊂ M , então < y,L(x) >= 0, logo < L(y), x >= 0, portanto, L(M⊥) ⊂ M⊥.

Por outro lado, se L(M⊥) ⊂ M⊥, então < L(y), x >= 0, logo < y,L(x) >= 0, e portanto

L(M) ⊂ M .

Tal propriedade não vale para um operador T ∈ Bil(H), mesmo T sendo autoadjunto.

O Exemplo 2.1.17 mostra isso.

Exemplo 2.1.17. Seja T ∈ Bil(H) e λ 6= 0 um autovalor de T . Seja x ∈ W (λ) e

M =< x >, isto é, M é subespaço unidimensional de H gerado pelo autovetor x. Sejam

x1, x2 ∈ M , ou seja, x1 = α1x e x2 = α2x. Temos

T (x1, x2) = T (α1x, α2x) = α1α2T (x, x) = α1α2λx ⊂ M

ou seja, T (M ×M) ⊂ M .

Agora, considere T ∈ Bil(R2) cuja matriz associada é

[B] =

 1 0 0 1

0 1 1 0

 .

Note que T é autoadjunto. Verifica-se facilmente que λ = 1 é um autovalor e x = (1, 0)

é um autovetor associado. Consequentemente, se M =< x > , então T (M ×M) ⊂ M .

Porém, se y = (0, 1), temos y ∈ M⊥ e T (y, y) /∈ M⊥. Ou seja T (M⊥ ×M⊥) 6⊂ M⊥.
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No que segue, se M é um subconjunto qualquer de H e T ∈ Bil(H), então

T (M, M) := T (M ×M).

Na demonstração do Teorema 2.1.3, a propriedade em (2.1.6) é fundamental para

mostrar que L ∈ L(H), compacto, autoadjunto e não-nulo tem uma representação de

Schur monótona. Sabemos pelo Exemplo 2.1.17 que tal propriedade não vale para

T ∈ Bil(H).

Teorema 2.1.18. Seja T ∈ Bil(H) autoadjunto com um autovalor λ, e x ∈ W (λ). Seja

M =< x >. Temos que

T (M⊥, M⊥) ⊂ M⊥ ⇔ T (x, y) = λ
< x, y >

< x, x >
x (2.1.7)

para todo y ∈ H.

Demonstração: ⇒) Suponha T (M⊥, M⊥) ⊂ M⊥. Temos H = M ⊕M⊥. Seja y ∈ H,

temos y = αx + m⊥, onde αx ∈ M e m⊥ ∈ M⊥. Então,

T (x, y) = T (x, αx + m⊥) = αT (x, x) + T (x, m⊥)

= αλx + T (x, m⊥) . (2.1.8)

Afirmamos que T (x, m⊥) = 0. De fato, seja m ∈ M =< x >, então, por T ser autoadjun-

to, temos que

< T (x, m⊥), m >=< m⊥, T (x, m) >= 0 ,

pois T (x, m) ∈ M , logo

T (x, m⊥) ∈ M⊥ . (2.1.9)

Seja m⊥
1 ∈ M⊥, então < T (x, m⊥), m⊥

1 >=< x, T (m⊥
1 , m⊥) >= 0, pois T (m⊥

1 , m⊥) ∈ M⊥,

logo
T (x, m⊥) ∈ M . (2.1.10)

De (2.1.9) e (2.1.10), e do fato de M ∩M⊥ = {0}, conclúımos que T (x, m⊥) = 0.

Portanto, em (2.1.8) temos que T (x, y) = αλx. Como y = αx + m⊥, temos que

< y, x >=< αx + m⊥, x >= α < x, x > ,

logo α =
< x, y >

< x, x >
. Portanto, para todo y ∈ H temos,

T (x, y) = λ
< x, y >

< x, x >
x .

⇐) Suponha que T (x, y) = λ
< x, y >

< x, x >
x. Temos T (M, M) ⊂ M . Seja m⊥

1 , m⊥
2 ∈ M⊥
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e z ∈ M . Logo z = βx e

< T (m⊥
1 , m⊥

2 ), z > = < m⊥
1 , T (z, m⊥

2 ) >=< m⊥
1 , T (βx,m⊥

2 ) >

= β < m⊥
1 , T (x, m⊥

2 ) >= β < m⊥
1 , λ

<x,m⊥
2 >

<x,x>
x >

= 0 .

Portanto T (m⊥
1 , m⊥

2 ) ⊂ M⊥, logo T (M⊥, M⊥) ⊂ M⊥.

Sabemos que se λ1 e λ2 forem autovalores distintos de L ∈ L(H) autoadjunto, então

seus autovetores correspondentes x1 e x2 são ortogonais. Este resultado não vale para

operadores bilineares autoadjuntos, conforme o exemplo abaixo.

Exemplo 2.1.19. Seja T ∈ Bil(R2) cuja matriz associada é

[B] =

 1 0 0 1

0 1 1 0

 .

Note que T é autoadjunto. Verifica-se facilmente que λ1 = 1 e λ2 =
√

2 são autovalores

com autovetores correspondentes x1 = (1, 0) e x2 =
(

1√
2
, 1√

2

)
, respectivamente. Temos

λ1 6= λ2 e < x1, x2 >6= 0.

Sejam x1, x2 autovetores distintos de um operador bilinear T ∈ Bil(H) autoad-

junto com autovalores, respectivamente, λ1 e λ2, distintos ou não. Seja M1 = 〈x1〉

e M2 = 〈x2〉. Suponha que M1 ⊥ M2, ou seja, x1 ⊥ x2. Se M⊥
1 for invariante so-

bre T , isto é, T (M⊥
1 , M⊥

1 ) ⊂ M⊥
1 , então pelo Teorema 2.1.18 temos que T (x1, x2) = 0.

Note que não exigimos que M⊥
2 seja também invariante sobre T , apenas exigimos que

x2 seja ortogonal a x1. Note que se colocarmos que M⊥
2 seja invariante sobre T , então

T (x2, x1) = 0 se x1 ⊥ x2. Novamente, não exigimos que M⊥
1 seja também invariante sobre

T . O Exemplo 2.1.20 nos mostra que se T (x1, x2) = 0 não temos necessariamente que

M⊥
1 ou M⊥

2 sejam invariantes sobre T .

Exemplo 2.1.20. Seja T ∈ Bil(R3) cuja matriz associada é dada por
0 1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 0 0 1 0 1

0 1 1 1 0 1 1 1 0

 .

Note que T é autoadjunto. Temos que x1 =
(

1
3
, 1

3
,−2

3

)
e x2 = (1, 1, 1) são autovetores
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com autovalores, respectivamente, λ1 = 1 e λ2 = 6. Note que x1 ⊥ x2 e T (x1, x2) = 0. Se

M1 = 〈x1〉 e M2 = 〈x2〉, temos que:

M⊥
1 = { y ∈ R3 : < y, x1 >= 0} = {(−y2 + 2y3, y2, y3) | y2, y3 ∈ R} , (2.1.11)

M⊥
2 = { y ∈ R3 : < y, x2 >= 0} = {(−y2 − y3, y2, y3) | y2, y3 ∈ R} . (2.1.12)

Sejam m⊥
1 , n⊥1 ∈ R3 definidos como :

m⊥
1 = (−3, 1,−1) ; n⊥1 = (3, 1, 2) .

Por (2.1.11), é fácil ver que m⊥
1 , n⊥1 ∈ M⊥

1 . Temos que T (m⊥
1 , n⊥1 ) = (0,−20,−8) /∈ M⊥

1 .

Logo, T (M⊥
1 , M⊥

1 ) 6⊂ M⊥
1 .

Sejam m⊥
2 , n⊥2 ∈ R3 definidos como :

m⊥
2 = (0, 1,−1) ; n⊥2 = (−3, 1, 2) .

Por (2.1.12), é fácil ver que m⊥
2 , n⊥2 ∈ M⊥

2 . Temos que T (m⊥
2 , n⊥2 ) = (−3,−2, 1) /∈ M⊥

2 .

Logo, T (M⊥
2 , M⊥

2 ) 6⊂ M⊥
2 .

Exemplo 2.1.21. Seja T ∈ Bil(R3) cuja matriz associada é dada por
902
2025

16
81

− 184
2025

− 82
405

−22
81

164
405

− 184
2025

−32
81

1178
2025

8
405

14
81

− 16
405

14
81

1
81

−28
81

− 16
405

−28
81

32
405

266
2025

4
81

278
2025

− 61
405

−46
81

122
405

278
2025

− 8
81

− 151
2025

 .

Note que T não é autoadjunto. Temos que x1 = (2, 0, 1) e x2 = (1, 2, −2) são

autovetores com autovalores, respectivamente, λ1 = 1 e λ2 = 2. Note que x1 ⊥ x2,

T (x1, x2) = (2, −5, −4) e T (x2, x1) = 0. Se M1 = 〈x1〉 e M2 = 〈x2〉, temos que :

M⊥
1 = { y ∈ R3 | < y, x1 >= 0} = {(y1, y2, −2y1) | y1, y2 ∈ R} , (2.1.13)

M⊥
2 = { y ∈ R3 | < y, x2 >= 0} = {(−2y2 + 2y3, y2, y3) | y2, y3 ∈ R} . (2.1.14)

Sejam m⊥
1 , n⊥1 ∈ R3 definidos como :

m⊥
1 = (u1, u2, −2u1) ; n⊥1 = (y1, y2, −2y1) .

Por (2.1.13), é fácil ver que m⊥
1 , n⊥1 ∈ M⊥

1 . Temos que
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T (m⊥
1 , n⊥1 ) = (2

9
(2u2 + 5u1)(2y2 + 5y1) + 6

9
(2u1 − u2)(2y1 − y2) ,

4
9
(2u2 + 5u1)(2y2 + 5y1)− 15

9
(2u1 − u2)(2y1 − y2) ,

−4
9
(2u2 + 5u1)(2y2 + 5y1)− 12

9
(2u1 − u2)(2y1 − y2))

∈ M⊥
1 .

Logo, T (M⊥
1 , M⊥

1 ) ⊂ M⊥
1 .

Sejam m⊥
2 , n⊥2 ∈ R3 definidos como :

m⊥
2 = (−2y2 + 2y3, y2, y3) ; n⊥2 = (−2u2 + 2u3, u2, u3) .

Por (2.1.14), é fácil ver que m⊥
2 , n⊥2 ∈ M⊥

2 . Temos que

T (m⊥
2 , n⊥2 ) =

(
2(−4

5
y2 + y3)(−4

5
u2 + u3) + 6

25
y2u2 ,

−3
5
y2u2 ,

(−4
5
y2 + y3)(−4

5
u2 + u3)− 12

25
y2u2

)
∈ M⊥

2 .

Logo, T (M⊥
2 , M⊥

2 ) ⊂ M⊥
2 . Note então que no Teorema 2.1.18 é fundamental que o ope-

rador bilinear T seja autoadjunto.

Os Exemplos 2.1.22 e 2.1.23 nos mostram que se x1 e x2 forem autovetores de um

operador bilinear T tal que x1 ⊥ x2, não temos necessariamente que T (x1, x2) = 0.

Exemplo 2.1.22. Seja T ∈ Bil(R3) cuja matriz associada é dada por
1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1

 .

T não é autoadjunto. Temos que x1 = (0, 0, 1) e x2 = (2, 0, 0) são autovetores com au-

tovalores, respectivamente, λ1 = 1 e λ2 = 2. Note que x1 ⊥ x2 e T (x1, x2) = (0, 2, 0) 6= 0.

Se M1 =< x1 > e M2 =< x2 >, é fácil mostrar que T (M⊥
1 , M⊥

1 ) 6⊂ M⊥
1 e T (M⊥

2 , M⊥
2 ) 6⊂

M⊥
2 .
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Exemplo 2.1.23. Seja T ∈ Bil(R3) cuja matriz associada é dada por
1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 1

 .

T é autoadjunto. Temos que x1 = (0, 0, 1) e x2 = (2, 0, 0) são autovetores com auto-

valores, respectivamente, λ1 = 1 e λ2 = 2. Note que x1 ⊥ x2 e T (x1, x2) = (0, 2, 0) 6=

0. Neste caso, conclúımos também que se M1 =< x1 > e M2 =< x2 >, temos que

T (M⊥
1 , M⊥

1 ) 6⊂ M⊥
1 e T (M⊥

2 , M⊥
2 ) 6⊂ M⊥

2 .

Proposição 2.1.24. Seja T ∈ Bil(H) autoadjunto. Sejam x1 e x2 autovetores distintos

de T , e λ1 e λ2 seus respectivos autovalores não-nulos, distintos ou não. Se T (x1, x2) = 0

então x1 ⊥ x2.

Demonstração:Temos que

< x1, x2 > = < λ1

λ1
x1, x2 >= 1

λ1
< λ1x1, x2 >

= 1
λ1

< T (x1, x1), x2 >= 1
λ1

< x1, T (x1, x2) >

= 0 .

Portanto x1 ⊥ x2.

Observação 2.1.25. Se T ∈ Bil(R2) é autoadjunto, x1 e x2 são autovetores distintos

de T , com x1 ⊥ x2, então {x1, x2} é uma base ordenada de R2. Logo, se z ∈ R2, temos

z = a1 · x1 + a2 · x2, com a1, a2 ∈ R, e

< z, T (x1, x2) > = < a1 · x1 + a2 · x2, T (x1, x2) >

= a1 < x1, T (x1, x2) > +a2 < x2, T (x1, x2) >

= a1 < T (x1, x1), x2 > +a2 < T (x2, x2), x1 >

= 0

para todo z ∈ R2, portanto T (x1, x2) = 0, ou seja, vale a rećıproca da Proposição 2.1.24.

Também temos que se T ∈ Bil(H) não for autoadjunto, podemos ter x1 e x2 autovetores,

distintos, de T tal que T (x1, x2) = 0 sem que x1 seja ortogonal a x2, conforme Exemplo

2.1.26.
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Exemplo 2.1.26. Seja T ∈ Bil(R2) cuja matriz associada é

 −5 4 −2 1

4 −2 1 1

 .

Note que T não é autoadjunto. Temos que x1 = (1, 1) e x2 = (−2,−1) são autovetores de

T cujos autovalores, respectivamente, são λ1 = 1 e λ2 = 3. Temos que x1 não é ortogonal

a x2 e T (x1, x2) = T (x2, x1) = 0.

2.2 Existência de Autovalores para Operadores Bi-

lineares

Na seção anterior definimos o autovalor de um operador T ∈ Bil(H) e mostramos

algumas propriedades que os autovalores, e seus respectivos autovetores, têm quando T ∈

Bil(H) é autoadjunto. Vamos mostrar agora que um operador T ∈ Bil(H), compacto,

autoadjunto e não nulo possui pelo menos um autovalor e um correspondente autovetor

unitário.

No que segue, S = {x ∈ H : ‖x‖
H

= 1} e Q é o operador quadrático associado ao

operador T ∈ Bil(H), ou seja, Q(y) = T (y, y), para todo y ∈ H.

Lema 2.2.1. Seja T ∈ Bil(H) (não necessariamente autoadjunto). Então

‖T‖ = sup
x,y,z∈S

| < T (x, y), z > | .

Demonstração:Temos que T (x, y) ∈ H para todo x, y ∈ H. Logo

‖T (x, y)‖
H

= sup
z∈S

| < T (x, y), z > | . (2.2.15)

Tomando o sup dos dois lados em (2.2.15), temos

‖T‖ = sup
x,y∈S

‖T (x, y)‖
H

= sup
x,y,z∈S

| < T (x, y), z > | ,

como queŕıamos.

Phillips em [9] faz a seguinte conjectura: Seja Q um operador quadrático associado a

um operador bilinear T ∈ Bil(H) autoadjunto. Então ‖Q‖ = supx∈S | < Q(x), x > |.

No Lema 2.2.3 mostramos que tal afirmação é verdadeira.
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Lema 2.2.2. Seja L ∈ L(H) autoadjunto, então

‖L‖
L(H)

= sup
x∈S

| < L(x), x > |.

Demonstração:Ver o livro [5].

Temos um resultado análogo quando T ∈ Bil(H) for autoadjunto.

Lema 2.2.3. Seja T ∈ Bil(H) autoadjunto e Q o operador quadrático associado a T .

Então

‖T‖ = ‖Q‖ = sup
x∈S

| < Q(x), x > | .

Demonstração: Note que T (x, ∗) : H → H é um operador linear para todo x ∈ H

fixado, logo
‖T (x, ∗)‖

L(H)
= sup

y∈S
‖T (x, y)‖

H
.

Segue que

||T || = sup
x,y∈S

‖T (x, y)‖
H

= sup
x∈S

sup
y∈S

‖T (x, y)‖ = sup
x∈S

‖T (x, ∗)‖
L(H)

= sup
x∈S

sup
y∈S

| < T (x, y), y > | = sup
x,y∈S

| < T (x, y), y > |

= sup
x,y∈S

| < x, T (y, y) > | = sup
x,y∈S

| < Q(y), x > |

= sup
y∈S

sup
x∈S

= | < Q(y), x > | = sup
y∈S

‖Q(y)‖
H

= ‖Q‖ ,

como queŕıamos. Seja C = sup
x∈S

| < Q(x), x > |. Temos que

| < Q(x), x > | = | < T (x, x), x > | ≤ ‖T‖ · ‖x‖3

H
= ‖Q‖ · ‖x‖3

H

para todo x ∈ H. Portanto, aplicando o sup para x ∈ S dos dois lados da inequação,

temos

C = sup
x∈S

| < Q(x), x > | ≤ ‖Q‖ . (2.2.16)

Temos que | < Q(w), w > | ≤ C · ‖w‖3
H

, para todo w ∈ H.

Como Q 6= 0, existe x0 ∈ H, ‖x0‖H
= 1, tal que Q(x0) 6= 0. Seja a ∈ R, a 6= 0, temos

que

x = a‖Q(x0)‖2
H

x0 , y = a2‖Q(x0)‖H
Q(x0)

são não nulos, e

‖x‖
H

= a‖Q(x0)‖2
H

, ‖x‖2
H

= a2‖Q(x0)‖4
H

, ‖x‖3
H

= a3‖Q(x0)‖6
H

‖y‖
H

= a2‖Q(x0)‖2
H

, ‖y‖2
H

= a4‖Q(x0)‖4
H

, ‖y‖3
H

= a6‖Q(x0)‖6
H

.



2.2 Existência de Autovalores para Operadores Bilineares 46

Então,
< Q(x), y > = < Q(a‖Q(x0)‖2

H
x0), a

2‖Q(x0)‖H
Q(x0) >

= < a2‖Q(x0)‖4
H

Q(x0), a
2‖Q(x0)‖H

Q(x0) >

= a4‖Q(x0)‖7
H

e,
< Q(y), y > = < Q(a2‖Q(x0)‖H

Q(x0)), a
2‖Q(x0)‖H

Q(x0) >

= < a4‖Q(x0)‖2
H

Q(Q(x0)), a
2‖Q(x0)‖H

Q(x0) >

= a6‖Q(x0)‖3
H

< Q(Q(x0)), Q(x0) > .

Logo, < Q(x), y >= a4‖Q(x0)‖7
H

e < Q(y), y >= a6‖Q(x0)‖3
H

< Q(Q(x0)), Q(x0) >.

Sejam u = x + y e v = x− y, temos que:

< Q(u), u > − < Q(v), v >= 6 < Q(x), y > +2 < Q(y), y > .

logo 6 < Q(x), y >=< Q(u), u > − < Q(v), v > −2 < Q(y), y >, implicando em

| 6 < Q(x), y >|≤ | < Q(u), u > |+ | < Q(v), v > |+ 2| < Q(y), y > | .

Assim,

| 6 < Q(x), y >| ≤ C(‖u‖3
H

+ ‖v‖3
H

+ 2‖y‖3
H

)

= C(‖x + y‖3
H

+ ‖x− y‖3
H

+ 2‖y‖3
H

)

≤ C(2‖x‖3
H

+ 6‖x‖2
H
‖y‖

H
+ 6‖x‖

H
‖y‖2

H
+ 4‖y‖3

H
) ,

e

6a4‖Q(x0)‖7
H

≤ C(2a3‖Q(x0)‖6
H

+ 6a4‖Q(x0)‖6
H

+ 6a5‖Q(x0)‖6
H

+ 4a6‖Q(x0)‖6
H

)

= C‖Q(x0)‖6
H

(2a3 + 6a4 + 6a5 + 4a6) .

Portanto,
6a4‖Q(x0)‖H

≤ C(2a3 + 6a4 + 6a5 + 4a6) .

Queremos que 6a4 = 2a3 + 6a4 + 6a5 + 4a6, ou 4a6 + 6a5 + 2a3 = 0, com a 6= 0, logo

4a3 + 6a2 + 2 = 0. Sabemos que 4a3 + 6a2 + 2 = 0 admite pelo menos uma ráız real não

nula, para ser mais exato, a única ráız real é

a = −1

2

(3 + 2
√

2)
2
3 + 1 + (3 + 2

√
2)

1
3

(3 + 2
√

2)
1
3

.

Logo, se a for a única ráız real de 4a3 + 6a2 + 2 = 0, temos que

‖Q(x0)‖H
≤ C .

Como

‖Q‖ = sup{‖Q(x0)‖H
; ‖x0‖H

= 1} = sup{‖Q(x0)‖ ; ‖x0‖H
= 1 e Q(x0) 6= 0} ,
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temos
‖Q‖ ≤ C . (2.2.17)

Por (2.2.16) e (2.2.17) temos que

‖Q‖ = sup
x∈S

| < Q(x), x > | ,

como queŕıamos.

Sabemos que se L ∈ L(H) for compacto e autoadjunto, então ‖L‖
L(H)

é um autovalor

de L. Esse resultado vale para o caso bilinear e é expresso no teorema a seguir.

Teorema 2.2.4. Seja T ∈ Bil(H) compacto, autoadjunto e não nulo. Então λ = ‖T‖ é

um autovalor com um autovetor correspondente x0 unitário, ou seja, T (x0, x0) = λx0 e

‖x0‖H
= 1.

Demonstração:Como T é autoadjunto, logo ‖T‖ = ‖Q‖. Seja

λ = ‖Q‖ = sup
x∈S

| < Q(x), x > | . (2.2.18)

Temos que
| < Q(x), x > | ≤ λ

para todo x ∈ S. Assim, | < Q(w), w > | ≤ λ‖w‖3
H

, ou

< Q(w), w >2≤ λ2 < w, w >3 (2.2.19)

para todo w ∈ H.

De (2.2.18), existe uma sequência (xn) ⊆ S tal que

λ2− < Q(xn), xn >2<
1

n2
, ‖xn‖H

= 1 . (2.2.20)

Sem perda de generalidade, assumiremos

< Q(xn), xn > > 0 . (2.2.21)

Seja yn = Q(xn)− λxn. Então segue de (2.2.20) e (2.2.21) que

| < yn, xn > | = | < Q(xn)− λxn, xn > | = | < Q(xn), xn > −λ|

= λ− < Q(xn), xn >=
λ2− < Q(xn), xn >2

λ+ < Q(xn), xn >

<
λ2− < Q(xn), xn >2

λ
=

1

λ
(λ2− < Q(xn), xn >2)

< 1
λ

1
n2 .

Consequentemente,

λ| < yn, xn > | < 1

n2
. (2.2.22)
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Agora, mostraremos que yn → 0. Substitua w por xn +
yn

n
em (2.2.19). Então,

< Q(xn +
yn

n
), xn +

yn

n
>2≤ λ2 < xn +

yn

n
, xn +

yn

n
>3 . (2.2.23)

A expressão do lado esquerdo em (2.2.23) pode ser reescrita como

< Q
(
xn +

yn

n

)
, xn +

yn

n
>2=< T

(
xn +

yn

n
, xn +

yn

n

)
, xn +

yn

n
>2

=
(
< T (xn, xn) + T

(
xn,

yn

n

)
+ T

(yn

n
, xn

)
+ T

(yn

n
,
yn

n

)
, xn +

yn

n
>
)2

= (< T (xn, xn), xn > +2 < T
(
xn,

yn

n

)
, xn > + < T

(yn

n
,
yn

n

)
, xn >

+ < T (xn, xn),
yn

n
> +2 < T

(
xn,

yn

n

)
,
yn

n
> + < T

(yn

n
,
yn

n

)
,
yn

n
>)2

=

(
< Q(xn), xn > +

3

n
< Q(xn), yn > +

3

n2
< Q(yn), xn > +

1

n3
< Q(yn), yn >

)2

= a2 + 1
n
6ab + 1

n2 (6ac + 9b2) + 1
n3 (2ad + 18bc) + 1

n4 (6bd + 9c2) + 1
n5 6cd + 1

n6 d
2 ,

onde
a =< Q(xn), xn > , b =< Q(xn), yn > , c =< Q(yn), xn > , d =< Q(yn), yn > .

A expressão do lado direito em (2.2.23) também pode ser reescrita. O resultado é

λ2 < xn +
yn

n
, xn +

yn

n
>3=

= λ2(< xn, xn > + 2
n

< xn, yn > + 1
n2 < yn, yn >)3

= λ2
(
1 + 1

n
6f + 1

n2 (3g + 12f 2) + 1
n3 (12fg + 8f 3) + 1

n4 (3g
2 + 12f 2g) + 6

n5 fg2 + 1
n6 g

3
)

,

onde
f =< xn, yn > , g =< yn, yn > .

Segue agora, por (2.2.20) e (2.2.22), que a inequação em (2.2.23) pode ser reescrita da

seguinte maneira

1

n

(
6ab +

1

n
(6ac + 9b2) +

1

n2
(2ad + 18bc) +

1

n3
(6bd + 9c2) +

1

n4
6cd +

1

n5
d2

)
≤

≤ λ2 − a2 + λ2 1

n
6f + λ2(

1

n2
(3g + 12f 2) +

1

n3
(12fg + 8f 3) +

1

n4
(3g2 + 12f 2g)

+
6

n5
fg2 +

1

n6
g3)

≤ 1

n2
+ λ

6

n

1

n2
+ λ2 1

n2

∣∣∣∣3g + 12f 2 +
1

n
(12fg + 8f 3) +

1

n2
(3g2 + 12f 2g) +

6

n3
fg2 +

1

n4
g3

∣∣∣∣
=

1

n2

(
1 + λ

6

n
+ λ2

∣∣∣∣3g + 12f 2 +
1

n
(12fg + 8f 3) +

1

n2
(3g2 + 12f 2g) +

6

n3
fg2 +

1

n4
g3

∣∣∣∣) .

Temos então que
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6 < Q(xn), xn >< Q(xn), yn >≤

≤ 1

n

(
1 + λ

6

n
+ λ2|3g + 12f 2 +

1

n
(12fg + 8f 3) +

1

n2
(3g2 + 12f 2g) +

6

n3
fg2 +

1

n4
g3|
)

−
(

1

n
(6ac + 9b2) +

1

n2
(2ad + 18bc) +

1

n3
(6bd + 9c2) +

1

n4
6cd +

1

n5
d2

)
. (2.2.24)

Vamos colocar o termo
1

n
do lado direito da inequação (2.2.24) em evidência e temos o

seguinte
6 < Q(xn), xn >< Q(xn), yn >≤ 1

n
[�] , (2.2.25)

onde

� = 1 + λ
6

n
+ λ2

∣∣∣∣3g + 12f 2 +
1

n
(12fg + 8f 3) +

1

n2
(3g2 + 12f 2g) +

6

n3
fg2 +

1

n4
g3

∣∣∣∣
−(6ac + 9b2)− 1

n
(2ad + 18bc)− 1

n2
(6bd + 9c2)− 1

n3
6cd− 1

n4
d2

que aparece no lado direito de (2.2.25) indica um termo limitado quando n →∞.

Como < Q(xn), xn > > 0 e é limitado, podemos concluir que < Q(xn), yn >→ 0

quando n → ∞. Também podemos concluir de (2.2.22) que < yn, xn >→ 0 quando

n →∞. Logo temos que

0 ≤ ‖yn‖2
H

= < yn, yn >=< Q(xn)− λxn, yn >

= < Q(xn), yn > −λ < xn, yn >

≤ | < Q(xn), yn > |+ |λ < xn, yn > | .

Portanto, conclúımos que

‖yn‖2

H
= ‖Q(xn)− λxn‖2

H
→ 0 (2.2.26)

quando n →∞.

Temos que λ > 0 e (xn) é uma sequência limitada. Como T é compacto, temos

que Q(xn) = T (xn, xn) tem uma subsequência convergente, digamos, Q(xnk
). Logo, de

(2.2.26) conclúımos que (xnk
) converge para algum elemento, digamos x0, e como Q é

cont́ınua, temos que
Q(xnk

) → Q(x0) .

Portanto
Q(x0) = T (x0, x0) = λx0

com ‖x0‖H
= 1, pois

1 = ‖xnk
‖

H
= ‖xnk

− x0 + x0‖H

≤ ‖xnk
− x0‖H

+ ‖x0‖H

≤ 1

nk

+ ‖x0‖H
.
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Logo, ‖x0‖H
≥ 1− 1

nk

para todo nk. Assim,

‖x0‖H
= ‖x0 − xnk

+ xnk
‖

H

≤ ‖x0 − xnk
‖

H
+ ‖xnk

‖
H

≤ 1

nk

+ 1 ,

ou seja, ‖x0‖H
≤ 1− 1

nk

para todo nk.

2.3 Representação de Schur de um operador bilinear

Nas seções anteriores mostramos que se um operador T ∈ Bil(H) for compacto, au-

toadjunto e não nulo, então λ = ‖T‖ é autovalor com um autovetor unitário x0. Vi-

mos que se T tem um autovalor, então, qualquer número real γ é autovalor. Vimos

também que se x ∈ H for autovalor de T e M =< x >, não temos necessariamente que

T (M⊥, M⊥) ⊂ M⊥, mesmo T sendo compacto, autoadjunto e não nulo. A definição a

seguir é fundamental para encontrar no conjunto dos T ∈ Bil(H), compacto, autoadjunto

e não nulo, quais podem possuir uma Representação de Schur.

Definição 2.3.1. Seja T ∈ Bil(H) não nulo. Suponha que T tenha um autovalor λ.

Dizemos que λ é um autovalor generalizado de T se o conjunto

O(λ) = {x ∈ H : T (x, y) = λ
< x, y >

< x, x >
x , para todo y ∈ H , x 6= 0}

é não vazio. Se x ∈ O(λ) tal que ‖x‖ = 1, dizemos então que x é um autove-

tor ordenado associado ao autovalor generalizado λ de T e, neste caso, temos que

T (x, y) = λ < x, y > x, para todo y ∈ H, e chamaremos λ de um autovalor ordenado,

e x o autovetor ordenado associado ao autovalor ordenado λ.

Observação 2.3.2. Note que se x ∈ O(λ), então x ∈ W (λ) = {x ∈ H ; T (x, x) = λx , x 6= 0},

ou seja, x é um autovalor de T associado a λ. Temos então que O(λ) ⊂ W (λ).

Veremos no Exemplo 2.3.10, se λ for um autovalor generalizado, pode existir u ∈ W (λ) tal

que u /∈ O(λ) e, também, não temos necessariamente que todo autovalor generalizado λ de T

tenha um autovetor ordenado associado.

Note que de acordo com o Teorema 2.1.18, se λ for autovalor ordenado de um operador

bilinear T ∈ Bil(H) autoadjunto e x ∈ O(λ), se M =< x >, então T (M⊥,M⊥) ⊂ M⊥.
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Proposição 2.3.3. Seja T ∈ Bil(H) não nulo. Se λ 6= 0 é um autovalor generalizado de

T , então todo 0 6= γ ∈ R é um autovalor generalizado de T .

Demonstração: Seja x ∈ O(λ), ou seja, T (x, y) = λ
< x, y >

< x, x >
x, para todo y ∈ H. Seja

γ ∈ R, γ 6= 0, e u =
γ

λ
x. Temos

T (u, u) = T
(γ

λ
x,

γ

λ
x
)

=
γ2

λ2
T (x, x) = γ

(γ

λ
x
)

= γu,

ou seja γ é um autovalor de T . Temos também

T (u, y) = T
(

γ
λ
x, y
)

= γ
λ
T (x, y)

= γ
λ
λ<x,y>

<x,x>
x

= λ
< λ

γ
u, y >

< λ
γ
u, λ

γ
u >

λ
γ
u

= γ
< u, y >

< u, u >
u,

para todo y ∈ H. Logo u ∈ O(γ). Portanto γ é um autovalor generalizado de T .

Proposição 2.3.4. Seja T ∈ Bil(H) não nulo. Se λ 6= 0 é um autovalor generalizado de

T , então para cada u ∈ O(λ) podemos associar um autovalor ordenado γ 6= 0 de T .

Demonstração: Seja u ∈ O(λ), ou seja, T (u, y) = λ
< u, y >

< u, u >
u, para todo y ∈ H. Seja

x =
u

‖u‖
. Temos

T (x, x) = T

(
u

‖u‖
,

u

‖u‖

)
=

1

‖u‖2
T (u, u) =

λ

‖u‖
u

‖u‖
= γx,

ou seja, γ =
λ

‖u‖
é um autovalor de T com autovetor associado x, ‖x‖ = 1. Temos

também

T (x, y) = T

(
u

‖u‖
, y

)
=

1

‖u‖
T (u, y)

=
1

‖u‖
λ<u,y>

<u,u>
u

= γ
< ‖u‖x, y >

< ‖u‖x, ‖u‖x >
‖u‖x

= γ
< x, y >

< x, x >
x,
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para todo y ∈ H. Logo x ∈ O(γ). Como ‖x‖ = 1, conclúımos que γ =
λ

‖u‖
é um

autovalor ordenado de T .

Temos então que se o operador T ∈ Bil(H) tem um autovalor generalizado λ 6= 0,

então todo número real não nulo γ também é um autovalor generalizado de T . Nem todo

autovalor generalizado é um autovetor ordenado, mas se λ for um autovalor ordenado de T ,

ou seja, existe um vetor x ∈ H, ‖x‖ = 1, tal que T (x, y) = λ < x, y > x = λ
< x, y >

< x, x >
x,

para todo y ∈ H, então λ é um autovalor generalizado por definição. No Método da

Ordenação 2.3.27, a seguir, estaremos interessados nos autovalores ordenados de T e

assim veremos quais são os critérios que T ∈ Bil(H) tem que satisfazer para que ele

tenha uma Representação de Schur.

Método da Ordenação (2.3.27)

Seja T ∈ Bil(H), compacto e autoadjunto. O Teorema 2.2.4 nos garante que se

T ∈ Bil(H) for não nulo , então λ1 = ‖T‖ é um autovalor de T com um autovetor

associado unitário x1. Se λ1 for autovalor ordenado de T com x1 autovetor ordenado

associado a λ1, então T (x1, y) = λ1 < y, x1 > x1, para todo y ∈ H.

Seja T1 : H ×H → H dado por

T1(x, y) = T (x, y)− λ1 < x, x1 >< y, x1 > x1

para todo x, y ∈ H. Por T ser limitado e compacto, temos que T1 ∈ Bil(H) e é compacto.

Vamos mostrar que T1 é autoadjunto, ou seja,

φ11(x) : H → H e φ12(x) : H → H

φ11(x)(y) = T1(x, y) e φ12(x)(y) = T1(y, x)

são autoadjuntos. Temos, para z ∈ H,

< φ11(x)(y), z > = < T1(x, y), z >=< T (x, y)− λ1 < x, x1 >< y, x1 > x1, z >

= < T (x, y), z > + < −λ1 < x, x1 >< y, x1 > x1, z >

= < y, T (x, z) > + < y,−λ1 < x, x1 >< z, x1 > x1 >

= < y, T (x, z)− λ1 < x, x1 >< z, x1 > x1 > .
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Portanto,

φ∗11(x)(z) = T (x, z)− λ1 < x, x1 >< z, x1 > x1 = T1(x, z) = φ11(x)(z)

para todo z ∈ H, logo φ∗11(x) = φ11(x). Da mesma forma, para z ∈ H,

< φ12(x)(y), z > = < T1(y, x), z >=< T (y, x)− λ1 < y, x1 >< x, x1 > x1, z >

= < T (y, x), z > + < −λ1 < y, x1 >< x, x1 > x1, z >

= < y, T (z, x) > + < y,−λ1 < x, x1 >< z, x1 > x1 >

= < y, T (z, x)− λ1 < z, x1 >< x, x1 > x1 > ,

e obtemos que

φ∗12(x)(z) = T (z, x)− λ1 < z, x1 >< x, x1 > x1 = T1(z, x) = φ12(x)(z)

para todo z ∈ H, logo φ∗12(x) = φ12(x). Mostramos então que T1 ∈ Bil(H) é compacto e

autoadjunto.

Se T1 for não nulo, temos então que λ2 = ‖T1‖ é um autovalor de T1 com um autovetor

associado unitário x2.

Afirmamos que x1 ⊥ x2 . De fato,

λ2 < x1, x2 > = < x1, λ2x2 >=< x1, T1(x2, x2) >

= < T1(x1, x2), x2 >=< T (x1, x2)− λ1 < x1, x1 >< x2, x1 > x1, x2 >

= < λ1 < x2, x1 > x1 − λ1 < x2, x1 > x1, x2 >

= 0 .

E também T1(x, y) ⊥ x1, pois

< T1(x, y), x1 > = < T (x, y)− λ1 < x, x1 >< y, x1 > x1, x1 >

= < T (x, y), x1 > −λ1 < x, x1 >< y, x1 >

= < x, T (x1, y) > −λ1 < x, x1 >< y, x1 >

= < x, λ1 < y, x1 > x1 > − < x, λ1 < y, x1 > x1 >

= 0 .

Portanto T1(x, y) ⊥ λ1 < x, x1 >< y, x1 > x1, para todo x, y ∈ H. Assim, temos que

‖T1(x, y)‖2
H

+ ‖λ1 < x, x1 >< y, x1 > x1‖2
H

= ‖T (x, y)‖2
H

.

implicando que λ1 ≥ λ2.
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Temos que λ2 é autovalor de T , pois

λ2x2 = T1(x2, x2) = T (x2, x2) .

Se λ2 for autovalor ordenado de T com x2 autovetor ordenado associado a λ2, temos então

que T (x2, y) = λ2 < y, x2 > x2, para todo y ∈ H.

Seja T2 : H ×H → H dado por

T2(x, y) = T (x, y)−
2∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi

para todo x, y ∈ H. Por T ser limitado e compacto, temos que T2 ∈ Bil(H) e é compacto.

Vamos mostrar que T2 é autoadjunto, ou seja,

φ21(x) : H → H e φ22(x) : H → H

φ21(x)(y) = T2(x, y) e φ22(x)(y) = T2(y, x)

são autoadjuntos. Temos que,

< φ21(x)(y), z > = < T2(x, y), z >=< T (x, y)−
2∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi, z >

= < T (x, y), z > − <
2∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi, z >

= < y, T (x, z) > − < y,
2∑

i=1

λi < x, xi >< z, xi > xi >

= < y, T (x, z)−
2∑

i=1

λi < x, xi >< z, xi > xi > .

Portanto,

φ∗21(x)(z) = T (x, z)−
2∑

i=1

λi < x, xi >< z, xi > xi = T2(x, z) = φ21(x)(z)

para todo z ∈ H, logo φ∗21(x) = φ21(x) . E também,

< φ22(x)(y), z > = < T2(y, x), z >=< T (y, x)−
2∑

i=1

λi < y, xi >< x, xi > xi, z >

= < T (y, x), z > − <

2∑
i=1

λi < y, xi >< x, xi > xi, z >

= < y, T (z, x) > − < y,
2∑

i=1

λi < z, xi >< x, xi > xi >

= < y, T (z, x)−
2∑

i=1

λi < z, xi >< x, xi > xi > .
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Portanto,

φ∗22(x)(z) = T (z, x)−
2∑

i=1

λi < z, xi >< x, xi > xi = T2(z, x) = φ22(x)(z)

para todo z ∈ H, logo φ∗22(x) = φ22(x). Mostramos então que T2 ∈ Bil(H) é compacto e

autoadjunto.

Se T2 for não nulo, temos então que λ3 = ‖T2‖ é um autovalor de T2 com um autovetor

associado unitário x3.

Afirmamos que x3 ⊥ xi, i = 1, 2. De fato,

λ3 < xi, x3 > = < xi, λ3x3 >=< xi, T2(x3, x3) >

= < T2(xi, x3), x3 >=< T (xi, x3)−
2∑

k=1

λk < xi, xk >< x3, xk > xk, x3 >

= < λi < x3, xi > xi − λi < x3, xi > xi, x3 >

= 0 .

E também, T2(x, y) ⊥ x2, pois

< T2(x, y), x2 > = < T (x, y)−
2∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi, x2 >

= < T (x, y), x2 > − <
2∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi, x2 >

= < x, T (x2, y) > − < λ2 < x, x2 >< y, x2 > x2, x2 >

= < x, λ2 < y, x2 > x2 > − < x, λ2 < y, x2 > x2 >

= 0 .

Portanto, T2(x, y) ⊥ λ2 < x, x2 >< y, x2 > x2, para todo x, y ∈ H, logo

‖T2(x, y)‖2
H

+ ‖λ2 < x, x2 >< y, x2 > x2‖2
H

= ‖T1(x, y)‖2
H

para todo x, y ∈ H, implicando λ2 ≥ λ3.

Temos que λ3 é autovalor de T , pois

λ3x3 = T2(x3, x3) = T (x3, x3) .

Se λ3 for autovalor ordenado de T com x3 autovetor ordenado associado a λ3, temos então

que T (x3, y) = λ3 < y, x3 > x3, para todo y ∈ H.

Por indução, supomos que λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn são autovalores ordenados de T com
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seus respectivos autovetores ordenados associados x1, x2, . . . , xn, com xi ⊥ xj quando

i 6= j, ou seja, para i = 1, . . . , n e y ∈ H qualquer

T (xi, xi) = λixi e T (xi, y) = λi < y, xi > xi

e
Tn−1(x, y) = T (x, y)−

n−1∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi

é limitado, compacto, autoadjunto e não nulo, com λn = ‖Tn−1‖.

Vamos mostrar que

Tn(x, y) = T (x, y)−
n∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi

é limitado, compacto e autoadjunto. Se Tn for não nulo, temos que λn+1 = ‖Tn‖ é

autovalor de Tn com autovetor associado unitário xn+1. Vamos mostrar também que

xi ⊥ xn+1, i = 1, . . . , n e λn ≥ λn+1.

Como T ∈ Bil(H) é compacto, logo, Tn ∈ Bil(H) e é compacto. Vamos mostrar que

Tn é autoadjunto, ou seja,

φn1(x) : H → H e φn2(x) : H → H

φn1(x)(y) = Tn(x, y) e φn2(x)(y) = Tn(y, x)

são autoadjuntos. Primeiro, temos

< φn1(x)(y), z > = < Tn(x, y), z >=< T (x, y)−
n∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi, z >

= < T (x, y), z > − <
n∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi, z >

= < y, T (x, z) > − < y,
n∑

i=1

λi < x, xi >< z, xi > xi >

= < y, T (x, z)−
n∑

i=1

λi < x, xi >< z, xi > xi > .

Portanto,

φ∗n1(x)(z) = T (x, z)−
n∑

i=1

λi < x, xi >< z, xi > xi = Tn(x, z) = φn1(x)(z)

para todo z ∈ H, logo φ∗n1(x) = φn1(x). E também
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< φn2(x)(y), z > = < Tn(y, x), z >=< T (y, x)−
n∑

i=1

λi < y, xi >< x, xi > xi, z >

= < T (y, x), z > − <
n∑

i=1

λi < y, xi >< x, xi > xi, z >

= < y, T (z, x) > − < y,

n∑
i=1

λi < z, xi >< x, xi > xi >

= < y, T (z, x)−
n∑

i=1

λi < z, xi >< x, xi > xi > .

Portanto,

φ∗n2(x)(z) = T (z, x)−
n∑

i=1

λi < z, xi >< x, xi > xi = Tn(z, x) = φn2(x)(z)

para todo z ∈ H, logo φ∗n2(x) = φn2(x). Mostramos então que Tn ∈ Bil(H) é compacto e

autoadjunto.

Se Tn for não nulo, temos então que λn+1 = ‖Tn‖ é um autovalor de Tn com um

autovetor associado unitário xn+1. Afirmamos que xn+1 ⊥ xi, i = 1, . . . , n. De fato,

λn+1 < xi, xn+1 > = < xi, λn+1xn+1 >=< xi, Tn(xn+1, xn+1) >=< Tn(xi, xn+1), xn+1 >

= < T (xi, xn+1)−
n∑

k=1

λk < xi, xk >< xn+1, xk > xk, xn+1 >

= < λi < xn+1, xi > xi, xn+1 > − < λi < xn+1, xi > xi, xn+1 >

= 0 .

E Tn(x, y) ⊥ xn, pois

< Tn(x, y), xn > = < T (x, y)−
n∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi, xn >

= < T (x, y), xn > − <
n∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi, xn >

= < x, T (xn, y) > − < λn < x, xn >< y, xn > xn, xn >

= < x, λn < y, xn > xn > − < x, λn < y, xn > xn >

= 0 .

Portanto Tn(x, y) ⊥ λn < x, xn >< y, xn > xn, para todo x, y ∈ H, logo

‖Tn(x, y)‖2
H

+ ‖λn < x, xn >< y, xn > xn‖2
H

= ‖Tn−1(x, y)‖2
H

para todo x, y ∈ H, implicando λn ≥ λn+1.

Temos que λn+1 é autovalor de T , pois
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λn+1xn+1 = Tn(xn+1, xn+1) = T (xn+1, xn+1) .

Se λn+1 é autovalor ordenado de T com xn+1 autovetor ordenado associado a λn+1, temos

então que T (xn+1, y) = λn+1 < y, xn+1 > xn+1, para todo y ∈ H.

Este processo continua, e se para algum k ∈ N, λk+1 = 0, então ‖Tk‖ = 0, ou seja,

T (x, y) =
k∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi ,

para todo x, y ∈ H, ou seja, T é um operador de posto finito. Caso contrário, afirmamos

que λn = ‖Tn−1‖ tende para zero quando n →∞. Seja T (xi, xi) = λixi e T (xj, xj) = λjxj,

i 6= j.

‖T (xi, xi)− T (xj, xj)‖2
H

= < T (xi, xi)− T (xj, xj), T (xi, xi)− T (xj, xj) >

= < λixi − λjxj, λixi − λjxj >

= λ2
i + λ2

j . (2.3.28)

Como T é operador compacto e ‖xi‖H
= 1, i = 1, . . . , n, . . ., temos que {(xn, xn)} é uma

sequência limitada em H × H, logo {T (xn, xn)} tem uma subsequência convergente, di-

gamos, {T (xnk
, xnk

)}
k∈N , logo ela é de Cauchy, e portanto, por (2.3.28), temos que ter

λn → 0.

Mostramos então que o operador de posto finito

Bn =
n∑

i=1

λi < ·, xi >< ·, xi > xi

dado por
Bn(x, y) =

n∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi

converge na norma do espaço normado Bil(H) para o operador T . Portanto temos que

T (x, y) =
∞∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi

para todo x, y ∈ H.

Definição 2.3.5. Seja T ∈ Bil(H), compacto, autoadjunto e não nulo. Dizemos que T

satisfaz o Método da Ordenação 2.3.27 se:

1. O autovalor λ1 = ‖T‖ com seu respectivo autovetor unitário x1, dado pelo Teorema

2.2.4, é um autovalor ordenado de T e x1 é um autovetor ordenado de T associado
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a λ1;

2. Existe uma sequência ‖T‖ = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ . . . de autovalores ordenados

de T tal que (xn)
n∈N seja uma sequência ortonormal de autovalores ordenados de T

associados, respectivamente, aos autovalores ordenados λn de T , ou seja, xi ⊥ xj e

xn ∈ O(λn), para todo n ∈ N;

3. Se a sequência ‖T‖ = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ . . . for infinita, então λn → 0, quando

n →∞.

Temos então o seguinte teorema:

Teorema 2.3.6. Seja T ∈ Bil(H), compacto, autoadjunto e não nulo. Se T satisfaz o

Método da Ordenação 2.3.27 , então temos

T (x, y) =
∞∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi , (2.3.29)

para todo x, y ∈ H, onde (λn)
n∈N é uma sequência de autovalores ordenados de T ,

(λn)
n∈N ∈ c0, com seus respectivos autovetores ordenados xn, ou seja, xn ∈ O(λn) com

xi ⊥ xj quando i 6= j.

Temos que (2.3.29) é a Representação de Schur do operador T ∈ Bil(H).

Observação 2.3.7. Seja T : H ×H → H dado por

T (x, y) :=
∞∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi

com (λi)i∈N ∈ l1, (xi)i∈N conjunto ortonormal de H. Temos que λi → 0, quando i → ∞,

logo T ∈ KBil(H). É simples verificar que T é autoadjunto. Note que

T (xi, xi) = λixi

T (xi, y) = λi < y, xi > xi

Portanto λi é um autovalor ordenado de T com autovetor ordenado associado xi.

Seja 0 6= λ ∈ R e λ 6= λi, para todo i ∈ N. Se ui = λ
λi

xi, então xi = λi

λ
ui. Temos

T (ui, ui) = T

(
λ

λi

xi,
λ

λi

xi

)
=

λ2

λ2
i

T (xi, xi) = λui.

Logo λ é autovalor de T e ui ∈ W (λ). Seja y ∈ H, então

T (u, y) = T (
λ

λi

xi, y) =
λ

λi

T (xi, y) = λ < y, xi > xi.
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Como xi = λi

λ
ui e < ui, ui >= λ2

λ2
i
, temos

T (ui, y) = λ
< ui, y >

< ui, ui >
ui,

para todo y ∈ H. Logo λ é um autovalor generalizado de T e ui ∈ O(λ).

Observação 2.3.8. No Exemplo 2.3.11 vemos que a sequência de vetores (xn)
n∈N que

aparece em (2.3.29) não é necessariamente maximal, ou seja, não é necessariamente uma

base do espaço H.

Observação 2.3.9. Seja H um espaço de Hilbert de dimensão finita, digamos,

dim(H) = n, onde n > 0 e n ∈ N. Temos então que se U = {u1, u2, . . . , uj} , j ∈ N,

for um conjunto ortonormal de H, então j ≤ n. Ou seja, se B ∈ Bil(H) tiver uma

Representação de Schur conforme o Teorema 2.3.6, isto é,

B(x, y) =
k∑

i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi ,

para todo x, y ∈ H, então k ≤ n. Se k = n, então temos que X = {x1, x2, . . . , xn}

é uma base ortonormal de H formada por autovetores de B e B(xi, xj) = 0, se i 6= j,

i, j = 1, . . . , n. Portanto nosso operador B é diagonalizável.

Conforme o Exemplo 2.3.11, em geral, k < n, e assim temos que X = {x1, x2, . . . , xk}

é um conjunto ortonormal de H que não é maximal. Podemos completar o conjunto X com

vetores uk+1, uk+2, . . . , un de modo que o conjunto U = {x1, x2, . . . , xk, uk+1, uk+2, . . . , un}

seja maximal em H, ou seja uma base de H. É fácil de ver que B(uj, y) = 0 , para

todo y ∈ H e k < j ≤ n, pois uj ⊥ xi, i = 1, . . . k. Conclúımos então que uj, k <

j ≤ n, é um autovetor ordenado de B associado ao autovalor ordenado λ = 0. Logo

U = {x1, x2, . . . , xk, uk+1, uk+2, . . . , un} é uma base de H formada por autovetores de B.

Podemos concluir que se o operador bilinear B : Rn × Rn → Rn satisfaz o Teorema

2.3.6, então existe uma base X = {u1, . . . , un} ortonormal de Rn formada por autovetores

de B tal que B(ui, uj) = 0, se i 6= j, logo nosso operador é diagonalizável.

Nem todo operador B ∈ Rn autoadjunto é diagonalizável, mesmo se ele tiver uma base

ortonormal formada por autovetores, conforme o Exemplo 2.3.12.
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Exemplo 2.3.10. Seja B ∈ Bil(R3) autoadjunto cuja matriz associada é
1 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 1

 .

Após alguns cálculos temos os seguintes autovetores associados ao autovalor λ:

v1 =
(

(
1
2

+
1
10

√
5)λ, 0,−2(

1
2

+
1
10

√
5)λ + λ

)
, v2 =

(
(
1
2
− 1

10

√
5)λ, 0,−2(

1
2
− 1

10

√
5)λ + λ

)
,

v3 =
(

(
1
2

+
1
10

√
5)λ, λ,−2(

1
2

+
1
10

√
5)λ + λ

)
, v4 =

(
(
1
2
− 1

10

√
5)λ, λ,−2(

1
2
− 1

10

√
5)λ + λ

)
,

v5 = (0, λ, 0) , v6 = (λ, 0, 0) , v7 = (λ, λ, 0) .

É simples verificar que v1, v2 e v5 ∈ O(λ). Os vetores v3, v4, v6, v7 6∈ O(λ).

Para λ 6= 0, é fácil verificar que X = {v1, v2, v5} é uma conjunto ortogonal de R3. Após

alguns cálculos para normalizar o conjunto X chegamos nos seguintes autovetores ordenados

associados com seus respectivos autovalores ordenados:

u1 = v2
||v2|| =

(
− (−5+

√
5)λ√

−10(−5+
√

5)λ2
, 0, 2λ

√
5√

−10(−5+
√

5)λ2

)
, com autovalor λ1 = 10λ√

−10(−5+
√

5)λ2

u2 = v1
||v1|| =

(
1
10

(5+
√

5)λ
√

10√
(5+

√
5)λ2

, 0,−1
5

λ
√

5
√

10√
(5+

√
5)λ2

)
, com autovalor λ2 = λ

√
10√

(5+
√

5)λ2

u3 = v5
||v5|| =

(
0, λ√

λ2
, 0
)

, com autovalor λ3 = λ√
λ2

.

Temos agora que W = {u1, u2, u3} é uma base ortonormal de R3 formada por autovetores

ordenados e B(ui, uj) = 0, se i 6= j, e B(ui, ui) = λiui, i, j = 1, 2, 3. Logo nosso operador B é

diagonalizável.

Note que para x, y ∈ R3 quaisquer, temos que x =< x, u1 > u1+ < x, u2 > u2+ < x, u3 > u3

e y =< y, u1 > u1+ < y, u2 > u2+ < y, u3 > u3. Logo,

B(x, y)=B(<x, u1> u1+ <x, u2> u2+ <x, u3> u3, <y, u1> u1+ <y, u2> u2+ <y, u3> u3)

=
3∑

i=1

λi < x, ui >< y, ui > ui.

Se colocarmos ui = 0 e λi = 0 para i ∈ N e i > 3, então ,

B(x, y) =
∞∑
i=1

λi < x, ui >< y, ui > ui

é uma Representação de Schur para B. Note que a matriz do operador B na nova base fixada

W = {u1, u2, u3} de R3 é
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λ1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 λ2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 λ3

 .

Note que todos os autovetores ordenados de B associados a autovalores ordenados não nulos de

B estão na Representação de Schur de B.

Exemplo 2.3.11. Seja B ∈ Bil(R5) autoadjunto cuja matriz associada é

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
√

2
4

3
√

2
4

0 0 0 3
√

2
4

3
√

2
4

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
√

2
4

3
√

2
4

0 0 0 3
√

2
4

3
√

2
4

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Após alguns cálculos temos os seguintes autovetores associados ao autovalor λ:

v1 =

(
0, 0,

√
2

6
λ,

√
2

6
λ, 0

)
, v2 =

(
1
5
λ, 0, 0, 0, 0

)
,

v3 =

(
1
5
λ, 0,

√
2

6
λ,

√
2

6
λ, 0

)
, v4 =

(
0,

1
4
λ, 0, 0, 0

)
,

v5 =

(
0,

1
4
λ,

√
2

6
λ,

√
2

6
λ, 0

)
, v6 =

(
1
5
λ,

1
4
λ, 0, 0, 0

)
, v7 =

(
1
5
λ,

1
4
λ,

√
2

6
λ,

√
2

6
λ, 0

)
.

É simples verificar que v1, v2 e v4 ∈ O(λ). Os vetores v3, v5, v6, v7 6∈ O(λ).

Para λ 6= 0, é fácil verificar que X = {v1, v2, v4} é uma conjunto ortogonal de R5. Após

alguns cálculos para normalizar o conjunto X chegamos nos seguintes autovetores ordenados

associados com seus respectivos autovalores ordenados:

u1 = v2
||v2|| = (1, 0, 0, 0, 0) , com autovalor λ1 = 5

u2 = v4
||v4|| = (0, 1, 0, 0, 0) , com autovalor λ2 = 4

u3 = v1
||v1|| =

(
0, 0,

√
2

2 ,
√

2
2 , 0

)
, com autovalor λ3 = 3 .

Afirmamos que para todo x, y ∈ R5 ,

B(x, y) =
3∑

i=1

λi < x, ui >< y, ui > ui

é uma Representação de Schur para B. Note que o conjunto ortonormal {u1, u2, u3} que aparece
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na Representação de Schur de B não é uma base de R5, ou seja, não é maximal.

Seja u4 =
(
0, 0,−1

3 , 1
3 , 1

3

)
e u5 =

(
0, 0, 1

2 , 1
2 ,−1

)
. Temos que ‖u4‖ = ‖u5‖ = 1, B(u4, y) = 0

e B(u5, y) = 0 para todo y ∈ R5, logo temos que u4 e u5 são autovetores ordenados associados

ao autovalor ordenado γ = 0. É simples verificar que o conjunto W = {u1, u2, u3, u4, u5} é uma

base ortonormal de R5 formada por autovetores de B e B(ui, uj) = 0, se i 6= j, i, j = 1, . . . , 5.

Portanto nosso operador B é diagonalizável. Note que a matriz do operador B na nova base

fixada W = {u1, u2, u3, u4, u5} de R5 é

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Note que todos os autovetores ordenados de B associados a autovalores ordenados não nulos de

B estão na Representação de Schur de B.

Exemplo 2.3.12. Seja B ∈ Bil(R3) autoadjunto cuja matriz associada é


1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 1

 .

Os autovetores associados ao autovalor λ são:

v1 = (0, 0, λ), v2 = (
1

3
λ,

1

3
λ,

1

3
λ), v3 = (

2

3
λ,−1

3
λ,−1

3
λ), v4 = (−1

3
λ,−1

3
λ,

2

3
λ),

v5 = (λ, 0, 0), v6 = (0, λ, 0), v7 = (−1

3
λ,

2

3
λ,−1

3
λ) .

Temos que para λ = 1, X = {v1, v5, v6} é uma base ortonormal de R3 mas não temos que

B(vi, vj) = 0 se i 6= j, i, j = 1, 2, 3, por exemplo, B(v6, v5) = v1. Logo nosso operador não

é diagonalizável.

Devemos observar que, mesmo se B ∈ Bil(H) for compacto e autoadjunto, não deve-

mos ter necessariamente a existência de uma base de autovetores ortonormais conforme

exemplo abaixo.
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Exemplo 2.3.13. Seja B ∈ Bil(R3) autoadjunto dado pela matriz


0 0 0 0 0 1 0 1 1

0 0 1 0 0 0 1 0 1

0 1 1 1 0 1 1 1 0

 .

Após alguns cálculos conclúımos que os autovetores de B associados ao autovalor λ são

{v1 = (
1

2
λ,−1

4
λ,−1

2
λ), v2(−

1

4
λ,

1

2
λ,−1

2
λ)}.

Os autovetores normalizados com seus respectivos autovalores são:

λ1 =
4

3
u1 = (

2

3
,−1

3
,−2

3
)

λ2 =
4

3
u2 = (−1

3
,
2

3
,−2

3
)

λ3 = −4

3
u3 = (−2

3
,
1

3
,
2

3
)

λ4 = −4

3
u4 = (

1

3
,−2

3
,
2

3
) .

Note que u1 ⊥ u2, u1 ⊥ u4, u2 ⊥ u3, u4 ⊥ u3, mas não temos uma base formada por

autovetores ortonormais.

Temos um resultado clássico da Teoria Espectral que diz que se L ∈ L(H) for com-

pacto, autoadjunto e não nulo, então H possui uma base ortonormal enumerável formada

por autovalores de L. Existe uma resultado análogo para o caso bilinear se o operador

T ∈ Bil(H) tem uma Representação de Schur de acordo com o Teorema 2.3.6.

Na Observação 2.3.9 é demonstrado que se H for de dimensão finita e B ∈ Bil(H)

tem uma Representação de Schur, então o operador é diagonaĺızável, ou seja, H tem um

base ortonormal formada por autovalores de B. No Exemplo 2.3.12 temos um operador

B ∈ Bil(H) tal que H possui uma base ortonormal formada por autovetores de B, mas

B não possui um Representação de Schur, ou seja, B não é diagonalizável.

Seja H um espaço de hilbert separável qualquer. Seja T ∈ Bil(H) tal que tenha uma

Representação de Schur de acordo com o Teorema 2.3.6, ou seja,

T (x, y) =
∞∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi , (2.3.30)
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para todo x, y ∈ H. Se o conjunto X = (xn)
n∈N de autovetores de T que aparecem

em (2.3.30) for maximal, então H possui uma base ortonormal enumerável formada por

autovetores de T . Caso contrário, existe u1 ∈ H, tal que u1 ⊥ xn, para todo n ∈ N,

e ‖u1‖ = 1. Se U1 = X ∪ u1 for maximal, então temos que U1 é uma base ortonormal

enumerável de H formada por autovetores de T , pois temos que T (u1, y) = 0 para todo

y ∈ H, logo conclúımos que u1 é um autovetor ordenado de T associado ao autovalor

ordenado γ = 0. Note que X ⊂ U1. Se U1 não for maximal, então existe u2 ∈ H,

‖u2‖ = 1, e u2 ⊥ y, para todo y ∈ U1. Seja U2 = U1 ∪ u2. Se U2 for maximal, de maneira

análoga, temos que U2 é uma base ortonormal enumerável de H formada por autovetores

ordenados de T . Note que X ⊂ U1 ⊂ U2. Se U2 não for maximal, podemos continuar

com a construção dessa cadeia de conjuntos não vazio e, pelo Lema de Zorn, teremos um

elemento maximal dessa cadeia, ou seja, teremos um conjunto U maximal formado por

autovetores ordenados de T , ou seja, U é uma base ortonormal enumerável de H formada

por autovetores de T . Temos então o seguinte teorema:

Teorema 2.3.14. Seja H um espaço de hilbert separável . Seja T ∈ Bil(H) tal que tenha

uma Representação de Schur de acordo com o Teorema 2.3.6. Então H possui uma base

ortonormal enumerável formada por autovetores de T .



Caṕıtulo 3

Valores Singulares e Representação

de Schmidt

Sejam H e K espaços de Hilbert sobre o corpo dos reais e T : H → K um operador

linear limitado. Temos a seguinte definição, dada em [10]:

Definição 3.0.15. Um número positivo τ é dito ser valor singular do operador T : H → K

se existem vetores unitários x ∈ H e y ∈ K tal que

T (x) = τy e T ∗(y) = τx

onde T ∗ : K → H é o operador adjunto de T . Temos:

T ∗(T (x)) = T ∗(τy) = τ(T ∗(y)) = τ 2x

T (T ∗(y)) = T (τx) = τ(T (x)) = τ 2y .

Portanto τ 2 é autovalor de (T ∗T ) e (TT ∗). Note que T e T ∗ têm os mesmos valores

singulares.

Dizemos que (xi) é uma sequência ortonormal extendida se :

< xi, xj >= 0 se i 6= j e cada xi é unitário ou nulo para todo i, j ∈ N .

Chamamos
∞∑
i=1

τi < ·, xi > yi

uma representação de Schmidt do operador T : H → K se as seguintes condições são

satisfeitas:

1. (τi) ∈ c0.

2. (xi) e (yi) são sequências ortonormais extendidas de H e K, respectivamente.

3. T (x) =
∑∞

i=1 τi < x, xi > yi para todo x ∈ H.
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4. Se xi 6= 0 e yi 6= 0, então segue que < T (xi), yi >= τi. Caso contrário, se pelo menos

um dos elementos xi ou yi é zero, o valor do coeficiente correspondente τi não tem

qualquer efeito. E portanto naturalmente assumimos que τi = 0. E assim obtemos

< T (xi), yi >= τi, para i ∈ N.

A representação de Schmidt é dita ser monótona se τ1 ≥ τ2 ≥ . . . ≥ 0. Note que todos

coeficientes positivos τi são valores singulares de T .

Temos o seguinte resultado:

Teorema 3.0.16. Todo operador compacto T : H → K tem uma representação de

Schmidt monótona.

Neste caṕıtulo definimos o valor singular de um operador bilinear e mostramos que

todo operador bilinear compacto não nulo tem um valor singular. Também mostramos

quando um operador bilinear tem uma representação de Schmidt.

3.1 Valores Singulares de um Operador Bilinear

Sejam H1, H2 e K espaços de Hilbert separáveis sobre o corpo dos reais. A definição de

valor singular de um operador bilinear tem como motivação a definição de valor singular

para o caso linear.

Definição 3.1.1. Dado T ∈ Bil(H1 ×H2, K), sejam

φH1 : H2 → L(H1, K)

φH2 : H1 → L(H2, K)

definidos como: se x ∈ H1, y ∈ H2, temos

φH1(y)(x) = T (x, y)

φH2(x)(y) = T (x, y).
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Definição 3.1.2. Um número positivo τ é um valor singular de T ∈ Bil(H1×H2, K), se

existem elementos normalizados x0 ∈ H1, y0 ∈ H2 e z0 ∈ K tal que

T (x0, y0) = τz0

φ∗H1
(y0)(z0) = τx0

φ∗H2
(x0)(z0) = τy0

onde

φH1(y0) : H1 → K , φH2(x0) : H2 → K , φ∗H1
(y0) : K → H1 e φ∗H2

(x0) : K → H2 .

Neste caso, dizemos que (x0 , y0 , z0) é uma terna de vetores singulares associados ao valor

singular τ .

Observação 3.1.3. No Exemplos 3.2.2 e 3.2.3 vemos que podem existir mais de uma

terna (x0 , y0 , z0) de vetores singulares associados ao mesmo valor singular τ .

Observação 3.1.4. Temos que

< T (x0, y0), z0 >K=< φH1(y0)(x0), z0 >K=< x0, φ
∗
H1

(y0)(z0) >H1=< x0, τx0 >H1= τ

< T (x0, y0), z0 >K=< φH2(x0)(y0), z0 >K=< y0, φ
∗
H2

(x0)(z0) >H2=< y0, τy0 >H2= τ .

τ 2 é autovalor de:

φH1(y0) ◦ φ∗H1
(y0) : K → K φH2(x0) ◦ φ∗H2

(x0) : K → K

φ∗H1
(y0) ◦ φH1(y0) : H1 → H1 φ∗H2

(x0) ◦ φH2(x0) : H2 → H2 . (3.1.1)

Basta notar que

φH1(y0) ◦ φ∗H1
(y0)(z0) = φH1(y0)(τx0) = T (τx0, y0) = τT (x0, y0) = τ 2z0 .

Racioćınio análogo se aplica aos demais operadores lineares em (3.1.1).

Dado um operador bilinear T ∈ Bil(H1×H2, K), será que ele tem um valor singular?

Como no caso linear, mostramos no Teorema 3.1.6 que se o operador bilinear for compacto

então garantimos a existência de pelo menos um valor singular.

Lema 3.1.5. Seja T ∈ Bil(H1 ×H2, K). Se T for compacto então os operadores φH1 e

φH2 dados na Definição 3.1.1 são lineares e compactos.

Demonstração: Sejam y, y′ ∈ H2 e α ∈ R. Temos:
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φH1(αy + y′)(x) = T (x, αy + y′)

= αT (x, y) + T (x, y′)

= (αφH1(y) + φH1(y
′))(x),

para todo x ∈ H1, logo φH1(αy + y′) = αφH1(y) + φH1(y
′). Portanto φH1 é linear. De

maneira análoga se mostra que φH2 também é linear.

Como T ∈ Bil(H1 ×H2, K) é compacto, então T (x, ·) : H2 → K e T (·, y) : H1 → K

são operadores lineares compactos para todo x ∈ H1, y ∈ H2 fixos.

Suponha que φH1 não seja compacto. Então existe uma sequência limitada (yn) ⊂ H2

tal que (φH1(yn))n∈N não tenha nenhuma subsequência convergente, ou seja, se (φH1(ynk
))k∈N

é um subsequência de (φH1(yn))n∈N, então existe ε > 0 tal que

ε ≤ ‖φH1(yni
)− φH1(ynj

)‖
L(H1,K)

, (3.1.2)

para todo i 6= j ∈ N.

Note que para cada k ∈ N fixo, φH1(ynk
) : H1 → K é compacto, pois

φH1(ynk
) = T (·, ynk

).

Seja x ∈ H1, tal que ‖x‖
H1

= 1. Temos que (ynk
)

k∈N é uma sequência limitada e como

T (x, ·) : H2 → K é compacto, então (T (x, ynk
))

k∈N tem uma subsequência convergente em

K, ou seja, existe uma subsequência (ynks
)

s∈N ⊂ (ynk
)

k∈N tal que

T (x, ynks
) → z com s →∞,

onde z ∈ K depende de x ∈ H1.

Note que (φH1(ynks
))s∈N ⊂ (φH1(ynk

))k∈N e φH1(ynks
)(x) = T (x, ynks

) → z, quando

s →∞. Temos então que

‖φH1(ynki
)(x)− φH1(ynkj

)(x)‖
K
→ 0,

quando i, j →∞. Logo,

‖φH1(ynki
)− φH1(ynkj

)‖
L(H1,K)

= sup
‖x‖

H1
=1

‖φH1(ynki
)(x)− φH1(ynkj

)(x)‖
K
→ 0,

quando i, j →∞. Mas temos um contradição por (3.1.2). Portanto φH1 é compacto. De

maneira análoga se mostra que φH2 é compacto.

Com o Lema 3.1.5 podemos provar o seguinte teorema.
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Teorema 3.1.6. Seja T ∈ Bil(H1 × H2, K) compacto. Se T 6= 0, então τ = ‖T‖ é um

valor singular de T .

Demonstração: Sabemos que ‖T‖ = sup
‖x‖

H1
=1 , ‖y‖

H2
=1

‖T (x, y)‖
K
. Portanto existe uma

sequência {(xn, yn)}
n∈N ∈ H1 ×H2, com ‖x‖H1

= ‖y‖H2
= 1 e lim

n→∞
‖T (xn, yn)‖K = ‖T‖ = τ .

Seja (zn)
n∈N ∈ K um sequência definada como zn = τ−1T (xn, yn). Note que para todo

n ∈ N, ‖zn‖K ≤ 1, pois

‖zn‖K = ‖τ−1T (xn, yn)‖K = τ−1‖T (xn, yn)‖K

≤ τ−1‖T‖‖xn‖H1
‖yn‖H2

= τ−1τ = 1.

Como T é compacto e {(xn, yn)}
n∈N é uma sequência limitada em H1 × H2, temos que a

sequência T (xn, yn) tem uma subsequência convergente em K, ou seja, existe z ∈ K tal que

znk
= λ−1T (xnk

, ynk
) → z, quando k →∞. Note que ‖z‖K = 1, pois

‖z‖K = lim
k→∞

‖znk
‖K = lim

k→∞
‖τ−1T (xnk

, ynk
)‖K

= τ−1 lim
k→∞

‖T (xnk
, ynk

)‖K

= τ−1τ = 1 .

Agora, como ‖ynk
‖H2

= 1, para todo k ∈ N, então (ynk
)

k∈N é uma sequência limitada em H2.

Pelo Lema 3.1.5 temos que o operador φH1 : H2 → L(H1,K) é compacto, logo (φH1(ynk
))

k∈N

tem uma subsequência convergente, ou seja, existe uma subsequência (ynks
)

s∈N ⊂ (ynk
)

k∈N tal

que (φH1(ynks
))

s∈N converge em L(H1,K), isto é, existe φ1 ∈ L(H1,K) tal que φH1(ynks
) → φ1,

quando s →∞.

Deve se observar que dado y ∈ H2 tal que ‖y‖H2
= 1, temos que φH1(y) ≤ T . De fato, desde

que φH1(y) ∈ L(H1,K), temos

‖φH1(y)‖
L(H1,K)

= sup
‖x‖

H1
=1
‖φH1(y)(x)‖K = sup

‖x‖
H1

=1
‖T (x, y)‖K

≤ sup
‖x‖

H1
=1,‖y‖

H2
=1
‖T (x, y)‖K = ‖T |.

Como φH1(ynks
) → φ1 e ‖φH1(ynks

)‖
L(H1,K)

≤ T , para todo s ∈ N, então

‖φ1‖L(H1,K)
≤ T . Portanto
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‖φ∗H1
(ynks

)(znks
)− τxnks

‖2
H1

= < φ∗H1
(ynks

)(znks
)− τxnks

, φ∗H1
(ynks

)(znks
)− τxnks

>

= < φ∗H1
(ynks

)(znks
), φ∗H1

(ynks
)(znks

) >

−2τ < φ∗H1
(ynks

)(znks
), xnks

> +τ2

= ‖φ∗H1
(ynks

)(znks
)‖2

H1
− 2τ < znks

, φH1(ynks
)(xnks

) > +τ2

= ‖φ∗H1
(ynks

)(znks
)‖2

H1

−2τ < τ−1T (xnks
, ynks

), T (xnks
, ynks

)) > +τ2

≤ ‖φ∗H1
(ynks

)‖2
L(K,H1)

‖znks
‖2

K
− 2‖T (xnks

, ynks
)‖2

K
+ τ2

≤ ‖φ∗H1
(ynks

)‖2
L(K,H1)

− 2‖T (xnks
, ynks

)‖2
K

+ τ2

= ‖φH1(ynks
)‖2

L(K,H1)
− 2‖T (xnks

, ynks
)‖2

K
+ τ2

≤ ‖T‖2 + τ2 − 2‖T (xnks
, ynks

)‖2
K

= 2τ2 − 2‖T (xnks
, ynks

)‖2
K

.

Logo,

‖φ∗H1
(ynks

)(znks
)− τxnks

‖2
H1
≤ 2τ2 − 2‖T (xnks

, ynks
)‖2

K
→ 0 ,

quando s →∞.

Como φH1(ynks
) → φ1, então ‖φ1 − φH1(ynks

)‖
L(H1,K)

→ 0, quando s →∞, logo

‖φ∗1 − φ∗H1
(ynks

)‖
L(K,H1)

= ‖(φ1 − φH1(ynks
))∗‖

L(K,H1)
= ‖φ1 − φH1(ynks

)‖
L(H1,K)

→ 0

Temos então que:

‖φ∗1(z)− τxnks
‖H1

= ‖φ∗1(z)− φ∗H1
(ynks

)(znks
) + φ∗H1

(ynks
)(znks

)− τxnks
‖H1

≤ ‖φ∗1(z)− φ∗H1
(ynks

)(znks
)‖H1

+ ‖φ∗H1
(ynks

)(znks
)− τxnks

‖H1

= ‖φ∗1(z)− φ∗1(znks
) + φ∗1(znks

)− φ∗H1
(ynks

)(znks
)‖H1

+‖φ∗H1
(ynks

)(znks
)− τxnks

‖H1

≤ ‖φ∗1(z)− φ∗1(znks
)‖H1

+ ‖φ∗1(znks
)− φ∗H1

(ynks
)(znks

)‖H1

+‖φ∗H1
(ynks

)(znks
)− τxnks

‖H1

≤ ‖φ∗1‖L(K,H1)
‖z − znks

‖K + ‖φ∗1 − φ∗H1
(ynks

)‖
L(K,H1)

‖znks
‖K

+‖φ∗H1
(ynks

)(znks
)− τxnks

‖H1
.

Como (znks
)s∈N ⊂ (znk

)k∈N e znk
→ z, então znks

→ z. Visto que os termos

‖z− znks
‖K , ‖φ∗1−φ∗H1

(ynks
)‖

L(K,H1)
e ‖φ∗H1

(ynks
)(znks

)− τxnks
‖H1

convergem para zero, temos

que τxnks
→ φ∗1(z), ou xnks

→ τ−1φ∗1(z). Defina x = τ−1φ∗1(z) ∈ H1, assim xnks
→ x.
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Os mesmos cálculos são válidos para o operador φH2 : H1 → L(H2,K), onde é obtido um

operador φ2 : H2 → K tal que ‖φ∗2(z) − τynks
‖H2

→ 0. Defina y = τ−1φ∗2(z) ∈ H2, assim

ynks
→ y. Temos então que, para todo h1 ∈ H1

φ1(h1) = lim
s→∞

φH1(ynks
)(h1) = lim

s→∞
T (h1, ynks

) = T (h1, y) = φH1(y)(h1) ,

logo, φ1 = φH1(y). Com o mesmo racioćınio, temos φ2 = φH2(x). Como

x = τ−1φ∗1(z) = τ−1φ∗H1
(y)(z),

então φ∗H1
(y)(z) = τx, e da mesma forma φ∗H2

(x)(z) = τy. Visto que τznks
= T (xnks

, ynks
),

tomando o limite, obtemos T (x, y) = τz. É fácil mostrar que ‖x‖H1
= 1 e ‖y‖H2

= 1, que prova

que ‖T‖ é um valor singular de T .

3.2 Representação de Schmidt de um Operador Bi-

linear

Vimos que se T ∈ Bil(H1 ×H2, K) for compacto, então ‖T‖ é um valor singular. Vamos

agora definir a representação de Schmidt de um operador T ∈ Bil(H1 ×H2, K).

Definição 3.2.1. Chamamos

∞∑
i=1

τi < ·, xi >< ·, yi > zi

uma Representação de Schmidt do operador T ∈ Bil(H1×H2, K) se as seguintes condições

são satisfeitas:

1. (τi) ∈ c0;

2. (xi),(yi) e (zi) são sequências ortonormais extendidas de H1, H2 e K, respectiva-

mente;

3. T (x, y) =
∞∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi para todo (x, y) ∈ H1 ×H2;

4. Se xi 6= 0, yi 6= 0 e zi 6= 0 então segue que < T (xi, yi), zi >= τi. Caso contrário, se

pelo menos um dos elementos xi, yi ou zi é zero, o valor do coeficiente correspondente

τi não tem qualquer efeito. E portanto naturalmente assumimos que τi = 0. E assim

obtemos < T (xi, yi), zi >= τi para i ∈ N .
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A representação de Schmidt é dita ser monótona se τ1 ≥ τ2 ≥ . . . ≥ 0.

Se H, K forem espaços de Hilbert de dimensão finita e T : H → K um operador

linear de posto r, ou seja, a dimensão da imagem de T é r, então o operador T tem r

valores singulares, para mais detalhes sobre valores singulares indicamos as referências

[14] e [2]. Temos no Exemplo 3.2.2 que tal fato não ocorre em operadores bilineares.

Vimos que todo operador linear compacto T ∈ L(H, K) tem uma representação de

Schmidt monótona. Vemos nos Exemplos 3.2.2 e 3.2.3 que nem todo operador bilinear

T ∈ Bil(H1 ×H2, K) compacto tem uma representação de Schmidt.

Exemplo 3.2.2. Seja T : R3 × R2 → R4 definido da seguinte forma:

se x = (a1, a2, a3) ∈ R3, y = (b1, b2) ∈ R2 e z = (u1, u2, u3, u4) ∈ R4, então:

T (x, y) = (2a1b1, 3a2b2, 0, 0).

É simples verificar que T ∈ Bil(R3 × R2, R4). Seja y ∈ R2 fixo. Temos que

φR3(y) : R3 → R4 é definido como φR3(y)(x) = T (x, y). Seja {e1, e2, e3} a base canônica

de R3, temos que 
φR3(y)(e1) = ( 2b1, 0, 0, 0)

φR3(y)(e2) = ( 0, 3b2, 0, 0)

φR3(y)(e3) = ( 0, 0, 0, 0).

Ou seja,

A =


2b1 0 0

0 3b2 0

0 0 0

0 0 0


é a matriz de φR3(y) : R3 → R4 fixada a base canônica de R3 e R4. Para encontrar

φ∗R3(y) : R4 → R3, fixada a base canônica de R4 e R3, basta calcular a matriz transposta

de A. Temos então que

φ∗R3(y)(z) = ( 2b1u1, 3b2u2, 0).

Seja x ∈ R3 fixo, de maneira análoga mostramos que

φ∗R2(x)(z) = ( 2a1u1, 3a2u2).

Para encontrar os valores singulares de T temos que resolver o seguinte sistema:
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T (x0, y0) = τz0

φ∗R3(y0)(z0) = τx0

φ∗R2(x0)(z0) = τy0 ,

onde (x0, y0, z0) é uma terna de vetores singulares associados ao valor singular τ . Prosseguindo

com o sistema, temos

2a1b1 = τu1 3a2b2 = τu2

0 = τu3 0 = τu4

2b1u1 = τa1 3b2u2 = τa2

0 = τa3 2a1u1 = τb1

3a2u2 = τb2 (a1)
2 + (a2)

2 + (a3)
2 = 1

(b1)
2 + (b2)

2 = 1 (u1)
2 + (u2)

2 + (u3)
2 + (u4)

2 = 1

τ > 0 .

Utilizando o sistema algébrico computacional Maple ou MatLab, resolvemos o sistema

acima e chegamos nos seguintes valores singulares com suas respectivas ternas de vetores

singulares associados.

τ = 2:

(x = (1, 0, 0), y = (1, 0), z = (1, 0, 0, 0)) , (x = (1, 0, 0), y = (−1, 0), z = (−1, 0, 0, 0))

(x = (−1, 0, 0), y = (1, 0), z = (−1, 0, 0, 0)) , (x = (−1, 0, 0), y = (−1, 0), z = (1, 0, 0, 0))

τ = 3:

(x = (0, 1, 0), y = (0, 1), z = (0, 1, 0, 0)) , (x = (0, 1, 0), y = (0,−1), z = (0,−1, 0, 0))

(x = (0,−1, 0, ), y = (0, 1), z = (0,−1, 0, 0)) , (x = (0,−1, 0), y = (0,−1), z = (0, 1, 0, 0))
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τ =
6

13

√
13:

x = (
3

13

√
13,

2

13

√
13), 0), y = (

3

13

√
13,

2

13

√
13), z = (

3

13

√
13,

2

13

√
13, 0, 0)

x = (
3

13

√
13,− 2

13

√
13, 0), y = (

3

13

√
13,− 2

13

√
13), z = (

3

13

√
13,

2

13

√
13, 0, 0)

x = (− 3

13

√
13,

2

13

√
13, 0), y = (− 3

13

√
13,

2

13

√
13), z = (

3

13

√
13,

2

13

√
13, 0, 0)

x = (− 3

13

√
13,− 2

13

√
13, 0), y = (− 3

13

√
13,− 2

13

√
13), z = (

3

13

√
13,

2

13

√
13, 0, 0)

x = (− 3

13

√
13,

2

13

√
13, 0), y = (

3

13

√
13,

2

13

√
13), z = (− 3

13

√
13,

2

13

√
13, 0, 0)

x = (− 3

13

√
13,− 2

13

√
13, 0), y = (

3

13

√
13,− 2

13

√
13), z = (− 3

13

√
13,

2

13

√
13, 0, 0)

x = (
3

13

√
13,

2

13

√
13, = 0), y = (− 3

13

√
13,

2

13

√
13), z = (− 3

13

√
13,

2

13

√
13, 0, 0)

x = (
3

13

√
13,− 2

13

√
13, 0), y = (− 3

13

√
13,− 2

13

√
13), z = (− 3

13

√
13,

2

13

√
13, 0, 0)

Observe que se:

τ1 = 3 e x1 = ( 0, 1, 0), y1 = ( 0, 1), z1 = ( 0, 1, 0, 0)

τ2 = 2 e x2 = ( 1, 0, 0), y2 = ( 1, 0), z2 = ( 1, 0, 0, 0)

então

T (x, y) =
2∑

i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi

para todo (x, y) ∈ R3 × R2. Note também que o posto de T é dois e T tem três valores

singulares.

Exemplo 3.2.3. Seja T : R3 × R2 → R4 definido da seguinte forma:

se x = (a1, a2, a3) ∈ R3, y = (b1, b2) ∈ R2 e z = (u1, u2, u3, u4) ∈ R4, então:

T (x, y) = (a1b1, b1(a1 + a2), b1a1, b2(a1 + a3))

De maneira análoga ao Exemplo 3.2.2, mostramos que

φ∗R3(y)(z) = (b1u1 + b1u2 + b1u3 + b2u4, b1u2, b2u4),

φ∗R2(x)(z) = (a1u1 + (a1 + a2)u2 + a1u3, (a1 + a3)u4).

Após alguns cálculos, de maneira análoga ao Exemplo 3.2.2, temos que os valores

singulares de T com suas respectivas ternas de vetores singulares associados são:
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τ =
√

2

x = (
1

2

√
2, 0,

1

2

√
2), y = (0, 1), z = (0, 0, 0, 1)

x = (−1

2

√
2, 0,−1

2

√
2), y = (0, 1), z = (0, 0, 0,−1)

x = (−1

2

√
2, 0,−1

2

√
2), y = (0,−1), z = (0, 0, 0, 1)

x = (
1

2

√
2, 0,

1

2

√
2), y = (0,−1), z = (0, 0, 0,−1)

τ =

√
2 +

√
2

x = (
1

2

√
2 +

√
2,

1

2
(−1 +

√
2)

√
2 +

√
2, 0), y = (1, 0), z = (

1

2
,
1

2

√
2,

1

2
, 0)

x = (−1

2

√
2 +

√
2,−1

2
(−1 +

√
2)

√
2 +

√
2, 0), y = (1, 0), z = (−1

2
,−1

2

√
2,−

√
12, 0)

x = (−1

2

√
2 +

√
2,−1

2
(−1 +

√
2)

√
2 +

√
2, 0), y = (−1, 0), z = (

1

2
,
1

2

√
2,

1

2
, 0)

x = (
1

2

√
2 +

√
2,

1

2
(−1 +

√
2)

√
2 +

√
2, 0), y = (−1, 0), z = (−1

2
,−1

2

√
2,−1

2
, 0)

τ =

√
2−

√
2

x = (−1

2

√
2−

√
2,−1

2
(−1−

√
2)

√
2−

√
2, 0), y = (1, 0), z = (−1

2
,
1

2

√
2,−1

2
, 0)

x = (
1

2

√
2−

√
2,

1

2
(−1−

√
2)

√
2−

√
2, 0), y = (1, 0), z = (

1

2
,−1

2

√
2,

1

2
, 0),

x = (
1

2

√
2−

√
2,

1

2
(−1−

√
2)

√
2−

√
2, 0), y = (−1, 0), z = (−1

2
,
1

2

√
2,−1

2
, 0)

x = (−1

2

√
2−

√
2,−1

2
(−1−

√
2)

√
2−

√
2, 0), y = (−1, 0), z = (

1

2
,−1

2

√
2,

1

2
, 0).

τ =
1

2

√
2

x = (0,
1

2

√
2,−1

2

√
2), y = (−1

2

√
2,

1

2

√
2), z = (0,−1

2

√
2, 0,−1

2

√
2)

x = (0,
1

2

√
2,−1

2

√
2), y = (

1

2

√
2,−1

2

√
2), z = (0,

1

2

√
2, 0,

1

2

√
2)

x = (0,−1

2

√
2,

1

2

√
2), y = (−1

2

√
2,

1

2

√
2), z = (0,

1

2

√
2, 0,

1

2

√
2)

x = (0,−1

2

√
2,

1

2

√
2), y = (

1

2

√
2,−1

2

√
2), z = (0,−1

2

√
2, 0,−1

2

√
2) .
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Após uma análise dos valores singulares de T , conclúımos que T não tem uma Repre-

sentação de Schmidt de acordo com a Definição 3.2.1.

Os Exemplos 3.2.2 e 3.2.3 nos mostram que T ∈ Bil(H1 × H2, K) ser compacto não

é condição suficiente para que T tenha uma Representação de Schmidt. Para contornar

esse problema, teremos que exigir mais propriedades do operador T ∈ Bil(H1 ×H2, K).

Definição 3.2.4. Seja τ1 valor singular de T ∈ Bil(H1 ×H2, K). Dizemos que τ1 é um

valor singular ordenado de T se:
T (x, y1) = τ1 < x, x1 > z1 , para todo x ∈ H1

T (x1, y) = τ1 < y, y1 > z1 , para todo y ∈ H2

φ∗H1
(y)(z1) = τ1 < y, y1 > x1 , para todo y ∈ H2

para alguma terna (x1 , y1 , z1) de vetores singulares associados ao valor singular τ1. Neste

caso dizemos que x1, y1 e z1 são vetores singulares ordenados associados ao valor singular

ordenado τ1.

Exemplo 3.2.5. No Exemplo 3.2.2, os valores singulares τ = 2 e τ = 3 são ordenados e

o valor singular τ = 6
13

√
13 não é ordenado.

No Exemplo 3.2.3, todos os valores singulares encontrados não são ordenados.

Com esta definição de valor singular ordenado, mostramos no Método da Ordenação

3.2.3 que se T ∈ Bil(H1 × H2, K) for compacto e possuir uma sequência de valores

singulares ordenados tal que seus respectivos vetores singulares ordenados formam uma

sequência ortonormal de vetores, então T tem uma representação de Schmidt.

Método da Ordenação (3.2.3)

Seja T ∈ Bil(H1×H2, K) compacto não nulo. O Teorema 3.1.6 nos fornece o primeiro

valor singular de T , ou seja, τ1 = ‖T‖ é valor singular com uma terna (x1 , y1 , z1) de

vetores singulares associados a τ1. Temos:

T (x1, y1) = τ1z1

φ∗H1
(y1)(z1) = τ1x1

φ∗H2
(x1)(z1) = τ1y1

onde
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φH1(y) : H1 → K φH1(y)(x) = T (x, y)

φH2(x) : H2 → K φH2(x)(y) = T (x, y)

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2.

Assuma que τ1 é valor singular ordenado de T e x1 , y1 e z1 vetores singulares

ordenados associados a τ1, ou seja, temos:
T (x, y1) = τ1 < x, x1 > z1

T (x1, y) = τ1 < y, y1 > z1

φ∗H1
(y)(z1) = τ1 < y, y1 > x1

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2.

Seja T2 ∈ Bil(H1 ×H2, K) dado por

T2(x, y) = T (x, y)− τ1 < x, x1 >< y, y1 > z1 ,

logo T2 é operador bilinear compacto. Se T2 for não nulo, existe τ2 = ‖T2‖ valor singular

de T2 com uma terna (x2 , y2 , z2) de vetores singulares associados a τ2. Temos:
T2(x2, y2) = τ2z2

φ∗2H1
(y2)(z2) = τ2x2

φ∗2H2
(x2)(z2) = τ2y2 .

Afirmação: x1 ⊥ x2, y1 ⊥ y2 e z1 ⊥ z2 . De fato

τ2 < x1, x2 > = < x1, τ2x2 >=< x1, φ
∗
2H1

(y2)(z2) >

= < φ2H1(y2)(x1), z2 >=< T2(x1, y2), z2 >

= < T (x1, y2)− τ1 < y2, y1 > z1, z2 >

= < τ1 < y2, y1 > z1 − τ1 < y2, y1 > z1, z2 >

= 0 .

Da mesma forma,

τ2 < y1, y2 > = < y1, τ2y2 >=< y1, φ
∗
2H2

(x2)(z2) >

= < φ2H2(x2)(y1), z2 >=< T2(x2, y1), z2 >

= < T (x2, y1)− τ1 < x2, x1 > z1, z2 >

= < τ1 < x2, x1 > z1 − τ1 < x2, x1 > z1, z2 >

= 0 ,
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e
τ2 < z1, z2 > = < z1, τ2z2 >=< z1, T2(x2, y2) >

= < z1, T (x2, y2) >=< z1, φH1(y2)(x2) >

= < φ∗H1
(y2)(z1), x2 >=< τ1 < y2, y1 > x1, x2 >

= 0 .

Temos que

τ2 = ‖T2‖ = sup{‖T2(x, y)‖
K

: onde ‖x‖
H1

= ‖y‖
H2

= 1, x ∈ H1, y ∈ H2}

τ1 = ‖T‖ = sup{‖T (x, y)‖
K

: onde ‖x‖
H1

= ‖y‖
H2

= 1, x ∈ H1, y ∈ H2} . (3.2.4)

Afirmação: T2(x, y) ⊥ z1 para todo (x, y) ∈ H1 × H2, e portanto τ1 ≥ τ2. Temos

que
< T2(x, y), z1 > = < T (x, y)− τ1 < x, x1 >< y, y1 > z1, z1 >

= < T (x, y), z1 > −τ1 < x, x1 >< y, y1 >

= < φH1(y)(x), z1 > −τ1 < x, x1 >< y, y1 >

= < x, φ∗H1
(y)(z1) > −τ1 < x, x1 >< y, y1 >

= < x, τ1 < y, y1 > x1 > − < x, τ1 < y, y1 > x1 >

= 0 .

Portanto, T2(x, y) ⊥ τ1 < x, x1 >< y, y1 > z1, para todo (x, y) ∈ H1 ×H2. Logo

‖T2(x, y)‖2
K

+ ‖τ1 < x, x1 >< y, y1 > z1‖2
K

= ‖T (x, y)− τ1 < x, x1 >< y, y1 > z1

+ τ1 < x, x1 >< y, y1 > z1‖2
K

= ‖T (x, y)‖2
K

.

Temos então

‖T2(x, y)‖2
K

+ ‖τ1 < x, x1 >< y, y1 > z1‖2
K

= ‖T (x, y)‖2
K

(3.2.5)

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2. Logo de (3.2.5) e (3.2.4) temos que τ1 ≥ τ2.

Observação 3.2.6. Como x1 ⊥ x2, y1 ⊥ y2 e z1 ⊥ z2, temos que T2(x2, y2) = T (x2, y2),

logo T (x2, y2) = τ2z2. Note que

φ∗2H1
(y)(z) = φ∗H1

(y)(z)− τ1 < y, y1 >< z, z1 > x1

φ∗2H2
(x)(z) = φ∗H2

(x)(z)− τ1 < x, x1 >< z, z1 > y1 .

Logo
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φ∗2H1
(y2)(z2) = φ∗H1

(y2)(z2) e φ∗2H2
(x2)(z2) = φ∗H2

(x2)(z2)

portanto

φ∗H1
(y2)(z2) = τ2x2 e φ∗H2

(x2)(z2) = τ2y2 .

Conclúımos que τ2 é valor singular de T com uma terna (x2 , y2 , z2) de vetores singulares

associados a τ2.

Assuma que τ2 é valor singular ordenado de T e x2 , y2 e z2 vetores singulares

ordenados associados a τ2, ou seja, temos:
T (x, y2) = τ2 < x, x2 > z2

T (x2, y) = τ2 < y, y2 > z2

φ∗H1
(y)(z2) = τ2 < y, y2 > x2

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2.

Seja T3 ∈ Bil(H1 ×H2, K) dado por

T3(x, y) = T (x, y)−
2∑

i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2. Logo T3 é operador bilinear compacto. Se T3 for não nulo,

existe τ3 = ‖T3‖ valor singular de T3 com uma terna (x3 , y3 , z3) de vetores singulares

associados a τ3. Temos: 
T3(x3, y3) = τ3z3

φ∗3H1
(y3)(z3) = τ3x3

φ∗3H2
(x3)(z3) = τ3y3 .

Afirmação: x3 ⊥ xi, y3 ⊥ yi, z3 ⊥ zi, i = 1, 2 e τ2 ≥ τ3. De fato,

τ3 < xi, x3 > = < xi, τ3x3 >=< xi, φ
∗
3H1

(y3)(z3) >

= < φ3H1(y3)(xi), z3 >=< T3(xi, y3), z3 >

= < T (xi, y3)−
2∑

k=1

τk < xi, xk >< y3, yk > zk, z3 >

= < T (xi, y3)− τi < y3, yi > zi, z3 >

= < τi < y3, yi > zi − τi < y3, yi > zi, z3 >

= 0 ,
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τ3 < yi, y3 > = < yi, τ3y3 >=< yi, φ
∗
3H2

(x3)(z3) >

= < φ3H2(x3)(yi), z3 >=< T3(x3, yi), z3 >

= < T (x3, yi)−
2∑

k=1

τk < x3, xk >< yi, yk > zk, z3 >

= < T (x3, yi)− τi < x3, xi > zi, z3 >

= < τi < x3, xi > zi − τi < x3, xi > zi, z3 >

= 0 ,
e

τ3 < zi, z3 > = < zi, τ3z3 >=< zi, T3(x3, y3) >

= < zi, T (x3, y3) >=< zi, φH1(y3)(x3) >

= < φ∗H1
(y3)(zi), x3 >=< τi < y3, yi > xi, x3 >

= 0 .

Temos que

τ3 = ‖T3‖ = sup{‖T3(x, y)‖
K

: onde ‖x‖
H1

= ‖y‖
H2

= 1, x ∈ H1, y ∈ H2}

τ2 = ‖T2‖ = sup{‖T2(x, y)‖
K

: onde ‖x‖
H1

= ‖y‖
H2

= 1, x ∈ H1, y ∈ H2} .

Afirmação: T3(x, y) ⊥ z2, para todo (x, y) ∈ H1 ×H2. De fato,

< T3(x, y), z2 > = < T (x, y)−
2∑

i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi, z2 >

= < T (x, y), z2 > −τ2 < x, x2 >< y, y2 >

= < φH1(y)(x), z2 > −τ2 < x, x2 >< y, y2 >

= < x, φ∗H1
(y)(z2) > −τ2 < x, x2 >< y, y2 >

= < x, τ2 < y, y2 > x2 > − < x, τ2 < y, y2 > x2 >

= 0 .

Portanto T3(x, y) ⊥ τ2 < x, x2 >< y, y2 > z2, para todo (x, y) ∈ H1 ×H2. Logo

‖T3(x, y)‖2
K

+ ‖τ2 < x, x2 >< y, y2 > z2‖2
K

= ‖T2(x, y)‖2
K

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2. Logo τ2 ≥ τ3.

Do fato de x3 ⊥ xi, y3 ⊥ yi e z3 ⊥ zi, i = 1, 2, temos que T3(x3, y3) = T (x3, y3), logo

T (x3, y3) = τ3z3.
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Note que

φ3H1(y)(x) = T3(x, y) = T (x, y)−
2∑

i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi ,

logo
φ3H1(y)(x) = φH1(y)(x)−

2∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2.

Seja z ∈ K qualquer, logo

< φ3H1(y)(x), z > = < φH1(y)(x)−
2∑

i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi, z >

= < φH1(y)(x), z > − <
2∑

i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi, z >

= < x, φ∗H1
(y)(z) > − < x,

2∑
i=1

τi < y, yi >< z, zi > xi > .

Assim,

φ∗3H1
(y)(z) = φ∗H1

(y)(z)−
2∑

i=1

τi < y, yi >< z, zi > xi .

De maneira análoga, temos que

φ∗3H2
(x)(z) = φ∗H2

(x)(z)−
2∑

i=1

τi < x, xi >< z, zi > yi .

Portanto
φ∗H1

(y3)(z3) = φ∗3H1
(y3)(z3) = τ3x3

φ∗H2
(x3)(z3) = φ∗3H2

(x3)(z3) = τ3y3 .

Conclúımos que τ3 é valor singular de T com uma terna (x3 , y3 , z3) de vetores singulares

associados a τ3.

Assuma que τ3 é valor singular ordenado de T e x3 , y3 e z3 vetores singulares

ordenados associados a τ3, ou seja, temos:
T (x, y3) = τ3 < x, x3 > z3

T (x3, y) = τ3 < y, y3 > z3

φ∗H1
(y)(z3) = τ3 < y, y3 > x3

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2.

Este processo continua e suponha que até a etapa n, n ∈ N, temos τi valor sin-

gular ordenado de T com vetores singulares ordenados correspondentes xi, yi, zi onde
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i = 1, 2, . . . , n tal que ‖T‖ = τ1 ≥ τ2 ≥ . . . ≥ τn, xi ⊥ xj, yi ⊥ yj, zi ⊥ zj sempre que

i 6= j e 
T (xi, yi) = τizi

φ∗H1
(yi)(zi) = τixi

φ∗H2
(xi)(zi) = τiyi

T (x, yi) = τi < x, xi > zi

T (xi, y) = τi < y, yi > zi

φ∗H1
(y)(zi) = τi < y, yi > xi

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2.

Temos também que

φnH1(y)(x) = φH1(y)(x)−
n−1∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi

φnH2(x)(y) = φH2(x)(y)−
n−1∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi

φ∗nH1
(y)(z) = φ∗H1

(y)(z)−
n−1∑
i=1

τi < y, yi >< z, zi > xi

φ∗nH2
(x)(z) = φ∗H2

(x)(z)−
n−1∑
i=1

τi < x, xi >< z, zi > yi

Tn(x, y) = T (x, y)−
n−1∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi e τi = ‖Ti‖, i=2,3,...,n

.

Se o processo para em alguma etapa, digamos etapa m, então o operador Tm+1 é nulo

e temos

T (x, y) =
m∑

i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi

ou seja T é operador de posto finito. Se colocarmos τi = 0, xi = yi = zi = 0 para i > m,

temos que

T (x, y) =
∞∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi .

Caso contrário, temos que τn = ‖Tn‖ e:

Afirmação: τn → 0 quando n →∞ , ou seja, ‖Tn‖ → 0, e portanto

T (x, y) =
∞∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi .

Temos que T é operador compacto. Seja T (xi, yi) = τizi e T (xj, yj) = τjzj, onde i 6= j,
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i, j = 1, 2, . . . , n. Então,

‖T (xi, yi)− T (xj, yj)‖2
K

= ‖τizi − τjzj‖2
K

=< τizi − τjzj, τizi − τjzj >= τ 2
i + τ 2

j

‖T (xi, yi)− T (xj, yj)‖2
K

= τ 2
i + τ 2

j .

Como (xn, yn) é limitado, ‖xn‖H1
= ‖yn‖H2

= 1, logo (T (xn, yn)) tem uma subsequência

convergente, digamos (T (xnk
, ynk

)). Logo (T (xnk
, ynk

)) é subsequência de Cauchy, ou seja,

temos que ‖T (xni
, yni

)− T (xnj
, ynj

)‖2
K
→ 0. Portanto τn → 0.

Através do método da Ordenação, provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.7. Seja T ∈ Bil(H1 × H2, K) compacto e não nulo. Se T satisfaz as

hipóteses do Método da Ordenação 3.2.3, ou seja, T tem uma sequência de valores sin-

gulares ordenados tal que seus respectivos vetores singulares ordenados associados são

ortonormais, então T tem uma representação de Schmidt monótona, ou seja,

T (x, y) =
∞∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi

onde (τi) ∈ c0 são valores singulares de T com vetores singulares (xi), (yi), (zi), para cada

i ∈ N e xi ⊥ xj, yi ⊥ yj e zi ⊥ zj, com i 6= j .

Observação 3.2.8. Seja τn os valores singulares ordenados obtidos no Método da Or-

denação 3.2.3. Temos que 

φnH1(yn)(x) = φH1(yn)(x)

φnH2(xn)(y) = φH2(xn)(y)

φ∗nH1
(yn)(z) = φ∗H1

(yn)(z)

φ∗nH2
(xn)(z) = φ∗H2

(xn)(z)

para todo (x, y) ∈ H1 ×H2 e z ∈ K

Portanto:

φ∗H1
(yn) ◦ φH1(yn)(xn) = τ 2

nxn logo τ 2
n é autovalor de φ∗H1

(yn) ◦ φH1(yn) : H1 → H1

φ∗H2
(xn) ◦ φH2(xn)(yn) = τ 2

nyn logo τ 2
n é autovalor de φ∗H2

(xn) ◦ φH2(xn) : H2 → H2

φH1(yn) ◦ φ∗H1
(yn)(zn) = τ 2

nzn logo τ 2
n é autovalor de φH1(yn) ◦ φ∗H1

(yn) : K → K

φH2(xn) ◦ φ∗H2
(xn)(zn) = τ 2

nzn logo τ 2
n é autovalor de φH2(xn) ◦ φ∗H2

(xn) : K → K .
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Observação 3.2.9. Seja T ∈ B(H1 ×H2, K) dado por

T (x, y) :=
∞∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi

com (τi) ∈ l1 e (xi), (yi) e (zi) conjuntos ortonormais de H1, H2 e K, respectivamente.

Temos então que T ∈ Bil(H1 ×H2, K) e é compacto.

< φH1(y)(x), z > = < T (x, y), z >=<
∑∞

i=1 τi < x, xi >< y, yi > zi, z >

=
∑∞

i=1 τi < x, xi >< y, yi >< z, zi >

= < x,
∑∞

i=1 τi < y, yi >< z, zi > xi > .

Portanto φ∗H1
(y)(z) =

∞∑
i=1

τi < y, yi >< z, zi > xi. De maneira análoga mostramos que

φ∗H2
(x)(z) =

∞∑
i=1

τi < x, xi >< z, zi > yi. Temos então que

T (xi, yi) = τizi

φ∗H1
(yi)(zi) = τixi

φ∗H2
(xi)(zi) = τiyi

T (x, yi) = τi < x, xi > zi

T (xi, y) = τi < y, yi > zi

φ∗H1
(y)(zi) = τi < y, yi > xi .

Conclúımos então que τi é valor singular ordenado de T com vetores singulares ordenados

associados (xi), (yi) e (zi).

Exemplo 3.2.10. Seja T ∈ Bil(R3) autoadjunto cuja matriz associada é
√

6
6

0
√

6
6

√
6

6
0

√
6

6

√
6

6
0

√
6

6

0 −
√

2 0 0
√

2 0 0 0 0
√

12
4

0 −
√

12
4

√
12
4

0 −
√

12
4

−
√

12
2

0
√

12
2

 .

Após alguns cálculos temos os seguintes valores singulares com seus vetores singulares

associados:

τ1 = 1 e x1 = (1, 0, 0), y1 = (
1√
2
, 0,

1√
2
) e z1 = (

1√
3
,

1√
3
,

1√
3
)

τ2 = 2 e x2 = (0, 1, 0), y2 = (0, 1, 0) e z2 = (− 1√
2
,

1√
2
, 0)

τ3 = 3 e x3 = (0, 0, 1), y3 = (
2√
8
, 0, − 2√

8
) e z3 = (

1√
6
,

1√
6
, − 2√

6
) .

Após uns cálculos pode-se mostrar que τi, i = 1, 2, 3, são valores regulares ordenados com
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seus vetores singulares ordenados associados xi, yi, zi. É fácil de mostrar que xi ⊥ xj,

yi ⊥ yj e zi ⊥ zj, onde i, j = 1, 2, 3 e i 6= j.

Em [12] é demonstrado que se L ∈ L(H) for compacto e autoadjunto, então as

Representações de Schur e de Schmidt de L coincidem, ou seja os valores singulares são

os autovalores. Vamos mostrar um resultado análogo para o caso bilinear.

Seja T : H1 × H2 → K compacto. Assuma que H1 = H2 = K = H, logo temos

T ∈ Bil(H) compacto. Sabemos que τ1 = ‖T‖ é valor singular de T , ou seja, existem

vetores unitários x1, y1 e z1 ∈ H, tal que,
T (x1, y1) = τ1z1

φ∗H1
(y1)(z1) = τ1x1

φ∗H2
(x1)(z1) = τ1y1

.

Assuma que T seja autoadjunto, ou seja,

< T (x, y), z >=< y, T (x, z) >

< T (y, x), z >=< y, T (z, x) >

para todo x, y, z ∈ H. Pela Proposição 2.1.10 conclúımos que T é simétrico.

Temos então que:

< φH1(y)(x), z >=< T (x, y), z >=< x, T (z, y) >=< x, φH1(y)(z) >

< φH2(x)(y), z >=< T (x, y), z >=< y, T (x, z) >=< y, φH2(x)(z) >.

Portanto φ∗H1
(y) = φH1(y) e φ∗H2

(x) = φH2(x), ou seja, φH1(y) e φH2(x) são autoadjuntos.

Temos então que:
T (x1, y1) = τ1z1

T (z1, y1) = τ1x1 (3.2.6)

T (x1, z1) = τ1y1 .

Conclúımos que se T ∈ Bil(H) for compacto e autoadjunto, então τ1 = ‖T‖ é valor

singular com vetores singulares unitários associados x1, y1, z1 ∈ H tal que vale (3.2.6).

Se τ1 for valor singular ordenado com vetores singulares ordenados x1, y1 e z1 associados

a τ1, temos: T (x, y1) = τ1 < x, x1 > z1

T (x1, y) = τ1 < y, y1 > z1

T (z1, y) = τ1 < y, y1 > x1 ,
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para todo x, y ∈ H. Note que:

T (y1, y1) = τ1 < y1, x1 > z1

T (x1, x1) = τ1 < x1, y1 > z1 ,

ou seja, T (y1, y1) = T (x1, x1) e

T (z1, z1) = τ1 < z1, y1 > x1 .

Vamos agora mostrar que se T ∈ Bil(H) for compacto, autoadjunto e que tenha uma

Representação de Schmidt, então ela é uma representação de Schur de T , ou seja, os

valores singulares ordenados de T que aparecem em sua representação de Schmidt também

são autovalores ordenados.

Teorema 3.2.11. Seja T ∈ Bil(H) compacto, autoadjunto e não nulo. Sabemos que ‖T‖

é um valor singular de T e também um autovalor de T . Se T tem uma Representação de

Schmidt de acordo com o Teorema 3.2.7, ou seja T (x, y) =
∞∑

j=1

τj < x, xj >< y, yj > zj,

então T tem uma representação de Schur, isto é

T (x, y) =
∞∑

j=1

λj < x, xj >< y, xj > xj

para todo x, y ∈ H.

Demonstração: Seja T (x, y) =
∞∑

j=1

τj < x, xj >< y, yj > zj uma decomposição de

Schmidt de T de acordo com o Teorema 3.2.7. Temos que

T (xi, yi) = τizi T (x, yi) = τi < x, xi > zi

T (zi, yi) = τixi T (xi, y) = τi < y, yi > zi

T (xi, zi) = τiyi T (zi, y) = τi < y, yi > xi

para todo x, y ∈ H.

Temos que T (yi, xi) = T (xi, yi) = τizi, logo

T (yi, xi) =
∞∑

j=1

τj < yi, xj >< xi, yj > zj = τizi .

Assim,

τi < yi, xi >< xi, yi >< zi, zi >= τi < zi, zi > .

Portanto, como τi 6= 0 e zi unitário, conclúımos que

< yi, xi >= ±1 . (3.2.7)

Temos também que T (zi, yi) = T (yi, zi) = τixi, logo



3.2 Representação de Schmidt de um Operador Bilinear 88

T (zi, yi) =
∞∑

j=1

τj < zi, xj >< yi, yj > zj = τixi

T (yi, zi) =
∞∑

j=1

τj < yi, xj >< zi, yj > zj = τixi .

Portanto

τi < zi, xi >< yi, yi > zi = τixi

τi < yi, xi >< zi, yi >< zi, zi >= τi < xi, zi > .

Logo, como τi > 0 e yi é unitário, temos

< zi, xi > zi = xi (3.2.8)

< yi, xi >< zi, yi > = < xi, zi > . (3.2.9)

Também temos que T (xi, zi) = T (zi, xi) = τiyi, logo

T (xi, zi) =
∞∑

j=1

τj < xi, xj >< zi, yj > zj = τiyi

T (zi, xi) =
∞∑

j=1

τj < zi, xj >< xi, yj > zj = τiyi .

Portanto

τi < zi, yi > zi = τiyi

τi < zi, xi >< xi, yi >< zi, zi >= τi < yi, zi > .

Como τi > 0 e zi é unitário, temos

< zi, yi > zi = yi (3.2.10)

< zi, xi >< xi, yi > = < yi, zi > . (3.2.11)

Por τi ser um valor singular ordenado, temos também que :

T (yi, yi) = τi < yi, xi > zi

T (xi, xi) = τi < xi, yi > zi

T (zi, zi) = τi < zi, yi > xi.

Por (3.2.7), temos que < yi, xi >= ±1. Seja < yi, xi >= 1. Logo de (3.2.9), temos

que < zi, yi >=< xi, zi >. Portanto de (3.2.8) e (3.2.10) conclúımos que yi = xi.

Por (3.2.8), temos que < zi, xi > zi = xi, logo < zi, xi >= ±1. Seja < zi, xi >= 1.

Como
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T (zi, yi) = τixi (3.2.12)

T (x, yi) = τi < x, xi > zi , (3.2.13)

para todo x ∈ H. Logo por (3.2.13) temos que

T (zi, yi) = τi < zi, xi > zi = τizi.

Como τi > 0, por (3.2.12) temos que zi = xi. Se colocarmos λi = τi, i ∈ N, temos então

que

T (x, y) =
∞∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi ,

é uma representação de Schur de T .

Se < zi, xi >= −1, por (3.2.13) temos que T (zi, yi) = −τizi, logo por (3.2.12) temos

que zi = −xi. Se colocarmos λi = −τi, i ∈ N, temos então que

T (x, y) =
∞∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi ,

é uma representação de Schur de T .

Seja agora < yi, xi >= −1. Logo de (3.2.9) temos que < zi, yi >= − < zi, xi >.

Portanto de (3.2.8) e (3.2.10) conclúımos que yi = −xi.

Se < zi, xi >= 1, temos que zi = xi. Se colocarmos λi = −τi, i ∈ N, temos então que

T (x, y) =
∞∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi ,

é uma representação de Schur de T .

Se < zi, xi >= −1, temos que zi = −xi. Se colocarmos λi = τi, i ∈ N, temos então

que

T (x, y) =
∞∑
i=1

λi < x, xi >< y, xi > xi ,

é uma representação de Schur de T .

Sabemos que se L : H1 → H2 for um operador linear compacto, então L tem uma

representação de Schmidt, ou seja, L(x) =
∞∑

n=1

τn < x, xn > yn. Em [4] temos a seguinte

definição:

Definição 3.2.12. Sejam H1 e H2 espaços de Hilbert e 1 ≤ p ≤ ∞. Um operador

compacto L ∈ L(H1, H2) pertence a classe de Schatten Sp(H1, H2) se

‖L‖Sp := ‖(τn)‖l
p < ∞

onde (τn) é a sequência dos valores singulares de L.
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Teorema 3.2.13. Um operador L ∈ L(H1, H2) é Hilbert-Schmidt se, e somente se,

L ∈ S2(H1, H2).

Demonstração:Ver Teorema 4.10 em [4].

A partir da Definição 3.2.12 vamos definir a classe de Schatten para os operadores

bilineares.

Definição 3.2.14. Sejam H1, H2 e K espaços de Hilbert e 1 ≤ p ≤ ∞. Um operador

compacto não nulo T ∈ Bil(H1 × H2, K), que admite uma Representação de Schmidt

conforme o Teorema 3.2.7, pertence a Classe de Schatten Sp(H1 ×H2, K) se

(τn) ∈ lp ,

onde (τn) é a sequência dos valores singulares de T que aparecem na Representação de

Schmidt de T .

Teorema 3.2.15. Sejam H1, H2 e K espaços de Hilbert e T ∈ Bil(H1×H2, K) compacto

não nulo. Suponha que T admite uma Representação de Schmidt conforme o Teorema

3.2.7. Seja (τn) a sequência dos valores singulares de T que aparecem na sua Repre-

sentação de Schmidt. Se (τn) ∈ l2, então T é Hilbert-Schmidt.

Demonstração: Seja T (x, y) =
∞∑
i=1

τi < x, xi >< y, yi > zi e (τi) ∈ l2, ou seja,

∞∑
i=1

|τi|2 < ∞. Suponha que (ui) e (vi), i ∈ N, sejam bases ortonormais de H1 e H2,

respectivamente. Vamos mostrar que
∞∑

i,j=1

‖T (ui, vj)‖2
K

< ∞ e assim conclúımos

que T é Hilbert-Schmidt. Temos que

‖xs‖H1
=

∞∑
i=1

| < ui, xs > |2 = 1 e ‖ys‖H2
=

∞∑
j=1

| < vj, ys > |2 = 1.
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Logo

∞∑
i,j=1

‖T (ui, vj)‖2
K

=
∞∑

i,j=1

(
‖

∞∑
s=1

τs < ui, xs >< vj, ys > zs‖2
K

)

=
∞∑

i,j=1

(
∞∑

s=1

|τs|2| < ui, xs > |2| < vj, ys > |2
)

=
∞∑

s=1

(
∞∑
i=1

(
∞∑

j=1

|τs|2| < ui, xs > |2| < vj, ys > |2
))

=
∞∑

s=1

(
∞∑
i=1

|τs|2| < ui, xs > |2
)

=
∞∑

s=1

|τs|2 < ∞ ,

como queŕıamos.
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