UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
(Doutorado)

MAYCOW GONCGALVES CARNEIRO

CODIGOS SOBRE O SEMI-PLANO SUPERIOR FINITO

Maringa - PR
2018



MAYCOW GONCGALVES CARNEIRO

CODIGOS SOBRE O SEMI-PLANO SUPERIOR FINITO.

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Matematica do Departamento
de Matematica, Centro de Ciéncias Exatas,
da Universidade Estadual de Maringd como
requisito parcial para obtencao do titulo de

Doutor em Matematica.
Area de concentracdo: Mateméatica Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. Eduardo Brandani da

Silva

Maringa - PR
2018



MAYCOW GONCALVES CARNEIRO

CODIGOS SOBRE O SEMI-PLANO SUPERIOR FINITO

Tese apresentada ao Programa de Poés-Graduagio em Matematica do Departamento de
Matematica, Centro de Ciéncias Exatas da Universidade Estadual de Maring4, como parte dos

requisitos necesséarios para a obtengéio do titulo de Doutor em Matematica tendo a Comissdo

Julgadora composta pelos membros:

COM?O JULGADORA
m%g]lva

Prof. Dr. Eduardo Brand
DMA/Universidade Estadual de Maringa (Presidente)

: ng(oMuniz Silva Alves

iversidade Federal do Parang

Prof.

52%4’7 = 7=
Profa. Dra. Sueli Irene Rodrigues Costa
Universidade Estadual de Campinas

Bl Go. Sounb L

Prof. Dr. Ednei Aparecido Santulo Jinior
DMA/Universidade Estadual de Marings

~

Aprovada em: 17 de dezembro de 2018.

Local de defesa: Auditério do Departamento de Matematica, Bloco F67, campus da
Universidade Estadual de Maringa.



A minha esposa, minha mae, irmao e irmas.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus por tudo! Agradego também ao professor Eduardo Brandani por
aceitar me orientar sem me conhecer pessoalmente, e sabendo que eu sé teria 2 anos de afastamento
para me dedicar em tempo integral ao doutorado. Também gostaria de agradecer ao professor Emer-
son Vitor Castelani pela ajuda com a parte computacional para gerar os exemplos apresentados.
Agradeco ainda a todo apoio recebido de amigos e familiares ao longo do processo de disciplinas,
qualificacao e da preparacao da tese. Por fim, e ndo menos importante, muito pelo contrario, agra-
deco a minha esposa, pela ajuda de todas as formas imagindveis para que eu conseguisse alcancgar

meus objetivos!

i
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Resumo

Desde que foi proposto por A. Terras em [13], o Semi-Plano Superior Finito s6 foi utilizado
em um trabalho, [35], como ambiente para gerar cdigos corretores de erros. Neste trabalho,
analisamos algumas propriedades do modelo proposto por Terras para entao gerar duas classes
de cddigos corretores de erros: a primeira baseada no trabalho de Tiu e Wallace [35], sendo
lineares e binarios e a segunda utilizando as propriedades geométricas do ambiente proposto

por A. Terras, gerando cddigos nao lineares e nao bindrios sobre o Semi-Plano Superior Finito.

Palavras-chave: Semi-Plano Superior Finito, Cdodigos Lineres, Codigos nao-Lineares
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Abstract

Since it was proposed by A. Terras in [13] , the finite upper half plane was used only once,
[35], as an environment in order to generate error correcting codes. In the present work, we
analize some properties of the model proposed by Terras to generate then two classes of error
correcting codes, the first one based in the work of Tiu and Wallace [35], being linear and
binary and the second one using the geometric properties of the environment proposed by A.

Terras, generating non linear and non binary codes over Finite Upper Half Planes.

Keywords: Finite Upper Half Planes, Linear Codes, Non-Linear Codes



Sumario

Resumo
Abstract
Introdugao

1 Codigos Corretores de Erros e Corpos Finitos
1.1 Cobdigos Corretores de erros . . . . . . . . . . ..o
1.1.1  Métrica de Hamming . . . . . . . . . .. . ... .. ... ... ...
1.2 Corpos Finitos . . . . . . . . ..

2 Modelo do Semi-Plano Superior Finito

3 Cédigos Lineares Quase-Ciclicos sobre H,
3.1 Cédigos Quase-Ciclicos sobre H, utilizando a norma . . . . . . . .. ... ..
3.1.1 Construgdo . . . . . . ..
3.2 Cdédigos Quase-Ciclicos sobre H, utilizando a distancia . . . . . . . ... ..
3.3 Decodificacao . . . . . ..

3.4 Melhorando a distancia . . . . . . . ..

4 Cédigos Nao-Lineares e Nao-Binarios sobre H,
4.1 Construgdo . . . . . ..
4.1.1 Decodificagao . . . . . . ..

5 Consideragoes Finais
A Linhas de Comando GAP e Julia

Referéncias Bibliograficas

vi

iv

0 = =~

19

32
32
32
38
40
42

46
46
20

52

54

58



Introducao

Apoés o trabalho de C. E. Shannon [30] em 1948, a teoria dos cddigos corretores de erros
passou a ser fortemente estudada por matematicos e engenheiros.

Sempre que vamos transmitir ou armazenar dados, fazemos uso dos codigos corretores de
erros, os quais introduzem dados extras aos dados originais, a fim de que possamos recuperar
os dados originais de forma correta, mesmo que tenham ocorrido erros devido a ruidos durante
a transmissao ou armazenamento dos dados. O estudo concentra-se entao em determinar uma
forma eficaz e eficiente de se introduzir tais dados extras nos dados originais.

Para se introduzir tais dados extras, tomamos um conjunto A com ¢ elementos, chamado
alfabeto, e em seguida determinamos o conjunto A*, com k natural, e identificamos cada dado
com um elemento de A*¥. Tal conjunto é chamado cédigo da fonte. Em seguida, introduzimos
redundancias aos elementos do cédigo da fonte, que permitam detectar e corrigir erros. O
novo codigo obtido apds este processo, é entao, um subconjunto préprio de A™, com n natural
e n > k, chamado codigo de canal. O canal é o meio fisico pelo qual se transmitira os dados.

Neste sentido, da transmissao dos dados pelo canal, em um sistema de comunicagao,
a informagao transmitida é prejudicada, como mencionado, por um ruido agindo no canal
de transmissdo. Apesar de suas caracteristicas fisicas, o ruido é tratado por um modelo
probabilistico, especificando sua funcao densidade de probabilidade. Assim, o sinal que sera
transmitido é processado com o objetivo de controlar a acdo do ruido. Um componente
muito importante do transmissor é o modulador. Para uma modulacao eficiente do sinal, o
modulador utiliza uma constelacao de sinais, a qual é um conjunto finito associado a uma
estrutura algébrica. Como mencionado, geralmente, o sistema é modulado em um ambiente
Euclidiano. Porém, considerar ambientes ndo Euclidianos também tém se mostrado ser uma
possibilidade promissora.

Uma destas possibilidades é considerar constelacoes de pontos no plano hiperbdlico. O
trabalho [32] foi o primeiro a propor um sistema de comunicagdo tendo como ambiente o

plano hiperbélico. O principal potencial para a teoria dos codigos no plano hiperbdlico é a



infinitude de tesselagbes essencialmente distintas, ao contrario do caso Euclidiano. Também
podemos encontrar um numero infinito de grupos de isometrias propriamente descontinuos
que nao sao isomorfos uns aos outros como subgrupos abstratos. Além disso, para cada
grupo de isometrias co-compacto propriamente descontinuo G, existe um nimero incontavel
de subgrupos isomorfos a G, embora nao conjugados a este. Em outras palavras, para cada
subgrupo destes, existe uma situagao similar a essencialmente tinica situacao encontrada em
R".

Depois de [32], varios trabalhos conectando geometria hiperbdlica com comunicagao e
teoria de cédigos foram publicados, [1], [9], [21], [7] entre outros. Em [10], é mostrado que é
possivel conceber codigos corretores mais eficientes, em temos de probabilidade de erros, se
eles sao elaborados a partir de uma variedade 2-dimensional com genus g > 2. Sabe-se que
a geometria de tais superficies é a geometria hiperbdlica, [11].

Em meados dos anos 1980, A. Terras [13] definiu o Semi-Plano Superior Finito, o qual
é definido sobre corpos finitos como analogo do semi plano superior. Em sua construcao,
um corpo finito de caracteristica impar foi utilizado como o andlogo finito da reta real e,
em seguida, foi-se utilizado a raiz de um elemento nao quadrado do corpo finito para gerar
o Semi-Plano Superior Finito. Depois, em [14], [3], corpos com caracteristica par foram
considerados. Muitas questoes foram estudadas por ela e seus colegas, principalmente fungoes
especiais nesses planos ([4], [33]), e grafos finitos, dos quais vérios resultados foram obtidos.

Em [35], Tiu e Wallace encontraram uma aplicagdo na teoria dos codigos. Os autores
geraram um c6digo binario linear utilizando a norma neste modelo do Semi-Plano Supe-
rior Finito. Contudo, eles consideram apenas o caso onde o Semi-Plano Superior Finito foi
construido utilizando corpos finitos com caracteristica impar e além disso, com p primo e
da apenas da forma p = 4m + 1. Assim, o estudo da possibilidade de se obter resultados
semelhantes, considerando-se corpos com caracteristica par, na construcao do Semi-Plano
Superior Finito, apresenta-se interessante. Além disso, em nenhum momento, Tiu e Wallace
levam em consideragao a geometria deste novo ambiente, deixando assim esta area em aberto
para estudo dentro da teoria de cédigos. Como nao encontramos na literatura trabalhos
relacionando cédigos com a estrutura geométrica do Semi-Plano Superior Finito, buscamos
neste trabalho, encontrar uma aplicagdo para a geometria deste ambiente na construcao de
codigos. O trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos de forma breve alguns conceitos basicos sobre teorica dos
codigos corretores de erros e de corpos finitos, os quais serao utilizados ao longo do trabalho,
a fim de facilitar a compreensao do leitor que nao esta tao familiarizado com o tema.

No Capitulo 2, apresentamos os principais resultados sobre o Semi-Plano Superior tanto



para o caso onde o corpo finito tem caracteristica impar, [13], [29], [34], quanto para o caso
onde a caracteristica é par, [2], [14]. Além disso, provamos alguns resultados que s6 foram
considerados para o caso impar em [29] e [34] , mas que serdo utilizados neste trabalho para
0 caso par.

No capitulo 3, utilizamos a idéia do trabalho de Tiu e Wallace [35], onde os autores
geram um codigo linear binario considerando a norma dos elementos do Semi-Plano Superior
Finito com a caracteristica impar, tomando a entrada da matriz igual a 1 se tal norma é um
nao quadrado no corpo finito. Como para corpos de caracteristica par tal construcao nao é
possivel, apresentamos entao, resultados que nos mostram que conseguimos gerar codigos de
forma semelhante também no caso par. Além disso, mostramos que os codigos que obtemos
neste caso, sao codigos quase-ciclicos, algo nao apresentado por Tiu e Wallace no caso impar.

Por fim, no Capitulo 4, apresentamos uma nova classe de coédigos considerando a geometria
do Semi-Plano Superior Finito. Tais c6digos nao sdo lineares e nao sao bindarios e utilizam

grupos Fuchsianos, definidos dentro deste ambiente, para serem gerados.



Capitulo 1

Codigos Corretores de Erros e Corpos

Finitos

Neste capitulo, veremos alguns resultados basico sobre codigos corretores de erros bem
como sobre corpos finitos, os quais serdo necessarios no decorrer deste trabalho. Os resultados
apresentados neste capitulo sobre corpos finitos, podem ser encontrados em sua maioria em
8], [22] e [31], enquanto que os resultados sobre os codigos corretores de erros podem ser

encontrados principalmente em [16], [18] e [23]

1.1 Cédigos Corretores de erros

Para construirmos um codigo corretor de erros, precisamos de um conjunto finito A com ¢
elementos, chamado de alfabeto. Denotaremos o nimero de elementos de A por |A|.

Um codigo corretor de erros é um subconjunto préprio de A" = A x --- x A, para algum
—_———

n
numero natural n.

1.1.1 Meétrica de Hamming

Dada uma palavra de A", precisamos de uma forma de identificar a proximidade entre

esta e outras palavras de A". Para isso introduzimos o conceito de Métrica de Hamming.

Defini¢ao 1.1. Uma métrica em um conjunto X é uma fungao

d: X xX —R
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satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) (Positividade) d(x,y) > 0 para todo x,y € X; a igualdade vale < x = y;
(ii) (Simetria) d(x,y) = d(y,x) para todo x,y € X;

(iii) (Desigualdade Triangular) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo z,y,z € X.

Definigao 1.2. Dados dois elementos u, v € A", a distancia de Hamming entre u e v é defi-

nida como

du,v) = |{i:u; #v;,1 <i <n}
Proposicao 1.1. A distincia de Hamming d(-,-) definida acima é uma métrica.

Demonstragao: Precisamos mostrar que a distancia de Hamming satisfaz as trés propriedades
da definicao 1.1. De fato:

(i) Temos por defini¢do d(u,v) = |{i : u; # v;,1 < i < n}| > 0. Caso d(u,v) = 0 teremos
u; = v; para ¢ = 1,...,n logo u = v. Por outro lado, se u = v entao u; = v; para

j =1,...,n portanto d(u,v) = 0.

(ii) Pela definicao temos d(u,v) = |[{i : u; # v;,1 <i < n}| =|{i: v #w,1 <i<n} =
d(v,u).

(iii) Para demonstrar esta propriedade podemos analisar apenas a i-ésima coordenada de u,
v e w. Temos dois casos para analisar, se a contribuicao de w; e v; para d(u,v) é zero
ou um. Caso a contribuicao seja zero, entao a contribuicao das i-ésimas coordenadas de
d(u,w) + d(w,v) certamente serd maior ou igual a contribui¢ao da i-ésima coordenada
de d(u,v). Por outro lado, se a contribuigao é igual a 1 entao u; # v;, logo, se w; = u;,
teremos w; # v;, da mesma forma, se w; = v;, teremos w; # u;, portanto a contribuicao
da i-ésima coordenada de d(u, w) + d(w, v) certamente serd maior ou igual a 1 e temos

o resultado.
]

Assim a distancia de Hamming entre elementos de A™ é uma métrica, também chamada

de métrica de Hamming.

Definigao 1.3. Dados um elemento ¢ € A" e um nimero real r > 0 definimos a bola e a esfera

de centro ¢ e raio r como sendo, respectivamente, 0s conjuntos:
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B(e,r) ={ue A" : d(u,¢c) <r}
S(e,r) ={ue A" : d(u,c) =r}

Defini¢ao 1.4. Dado um codigo 6, definimos a distancia minima de 6 por
d=min{d(u,v):u,ve € eu# v}

Um cédigo 6 sobre um alfabeto A, possui trés parametros fundamentais (n, M, d), os
quais se referem respectivamente, ao seu comprimento n, ou seja, o ambiente A" onde esta o
cbddigo €, o seu numero de palavras M e a sua distancia minima d.

Quando trabalhamos com codigos corretores de erros, nos deparamos com duas classes
de cbdigos: os codigos lineares e os nao lineares. Ainda podemos separar tais codigos em
binarios ou nao binarios. A classe de cédigos mais utilizada na pratica é a dos codigos
lineares. Denotaremos por I, um corpo com ¢ elementos, o qual serd tomado como alfabeto.
Temos assim que Fy' ¢ um F,-espago vetorial de dimensao n com as operagoes de soma méodulo
q entre as entradas dos vetores e produto por escalar. Neste trabalho, construiremos duas
familias de cddigos corretores de erros: a primeira, uma familia de codigos lineares e binarios

e a segunda, uma familia de c6digos nao lineares e nao binarios.

Defini¢ao 1.5. Um cddigo 6 C Fy serd chamado cddigo linear se for um subespago vetorial
de Fy.

Como ¢ € um subespaco vetorial de Fy de dimensao finita, podemos considerar a dimensao
deste subespago como sendo k, assim tomemos uma base para tal subespaco, formada pelos
vetores {vy,Va,...,Vi}, logo para cada u € 6 teremos u = A\;vy + Agvo + - + AV, A; €
Fi=1,...k.

Assim, como para cada \; € F, temos ¢ escolhas, teremos M = |6| = ¢" e consequente-

mente dimg, 6 = k = log, ¢" = log, M.

Definigao 1.6. Dado x € Fy, definimos o peso de x como sendo o nimero inteiro
wr(x) = [{i:z; # 0},

ou seja, wy(x) = d(x,0), onde d representa a métrica de Hamming.

Defini¢ao 1.7. O peso de um codigo linear 6 € o nimero inteiro

wy(€) = min{wy(x) : 2 € €\{0}}.
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Utilizaremos a notagdo com colchetes [n, M, d] para representar os pardmetros de um
codigo linear e com parénteses para representar os pardmetros de um (n, M, d)-cdédigo nao
linear. Além disso, para um codigo linear 4, o nimero de palavras depende da dimensao
do mesmo, visto que M = ¢*, assim podemos tomar os pardmetros desse cédigo como sendo
[n, k, d] onde n é o comprimento do cédigo, k é a dimensao e d é a distancia minima que, pela
Defini¢ao 1.7 é o mesmo que o peso do cédigo. De fato, note que para todo par de elementos
X,y € 6, comx#y, temosz=x—y € 6¢\{0} e d(x,y) = wy(z). Logo, d = w(¢¥).

Uma das formas de se descrever um subespaco vetorial em algebra linear, é tomando

0 mesmo como imagem de uma transformacao linear. Assim, consideremos uma base § =

{vi,va,..., vt} de € e tomemos a matriz G cujas linhas sdo os vetores v; = v;1, ..., v;, para
1=1,...,k, isto é
Vi Vi1 V12 0 Vi
G p— pr—
Vi Ukl Vk2 " Ukn

A matriz G é chamada matriz geradora do cdédigo € referente a base .

Consideremos a transformagao linear definida por

T: F — F
x = x@G

Assim se x = (z1,...,xx), teremos que T'(x) = x1vy + - - - + TV, OU seja, T(]F’;) =¢.

Lembrando que dada uma base de um espago vetorial, podemos conseguir outra base
para este espaco vetorial, efetuando operacoes elementares sobre os elementos da primeira
base, dada uma matriz geradora G e acrescentando também as operagoes de permutacao de
colunas e multiplicacdo de uma coluna por um escalar ndo nulo, obtemos uma matriz G’
geradora de um cédigo € equivalente ao c6digo 6, ou seja, com 0s mesmos parametros e
ntimero de palavras, sendo que o nimero de palavras de peso i em 6 se mantém em 6 .

De fato, quando efetuamos as operacoes elementares juntamente com as duas operagoes

descritas acima em uma base de 6, efetuamos em todas as palavras de €.

Exemplo 1.1. Cédigo de Hamming [7,4,3]
Um exemplo de matriz geradora de um cédigo é a matriz abaixo, geradora do codigo de

Hamming com pardmetros [7,4, 3].

Defini¢ao 1.8. Dizemos que uma matriz geradora G de um cidigo 6 estd na forma padrao
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se twermos

onde Idy € a matriz identidade k X k e A é uma matriz k x (n — k).

Nem sempre conseguimos uma matriz geradora para um cédigo 6 na forma padrao,
porém, conseguimos um coédigo equivalente 6’ com matriz geradora na forma padrao. Este
resultado é provado em [16], pagina 87.

Como visto na Definigdo 1.5, um c6digo € linear se for um subespago vetorial de Fy.
Porém, se nao tivermos tal restricao, ainda assim podemos ter um codigo com parametros
(n, M,d), onde n é o comprimento do cédigo, M ¢é o ntimero de palavras e d é o maior
numero tal que, quaisquer duas palavras do cédigo diferem em pelo menos d coordenadas,
onde utilizamos a distancia de Hamming vista em 1.2. Portante, neste caso, a soma de duas
palavras do coddigo pode nao ser uma palavra do mesmo, ao contrario do caso linear. Como
mencionado, neste trabalho obteremos uma familia de codigos lineares, onde para isto, utili-
zaremos um corpo finito de caracterisca par para a constru¢ao do cédigo, tornando-o binario
em seguida, conforme veremos, e uma familia de cddigos nao lineares, onde utilizaremos um

corpo podendo ter caracteristica par ou impar.

1.2 Corpos Finitos

Como mencionado, no decorrer deste trabalho a estrutura algébrica mais utilizada sera a de
corpos finitos. Como este é um assunto exaustivamente estudado por todos os interessados
em teoria de codigos, apresentaremos de forma sucinta apenas definigoes e resultados que

serao utilizados ao longo deste trabalho.

Defini¢ao 1.9. Um Anel é um conjunto R munido de duas operagoes binarias denotadas + e

- que satisfazem:

i Para quaisquer elementos a,b,c € R,

a+(b+c)=(a+0b)+¢

ii Eriste um elemento neutro e € R com respeito a operacio +, ou seja, tal que para todo
a € R temos

at+e=e+a=a;
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iii Para cada elemento a € R existe um elemento d € R tal que

a+d=d+a=e;

iv Para quaisquer elementos a,b € R temos

a+b=>b+a;

v Para quaisquer elementos a,b,c € R,

a-(b-c)=(a-b)-c

vi Para quaisquer elementos a,b,c € R,

a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)--c=a---c+b---c

Na definicdo acima, denotaremos o elemento neutro com respeito a operacdo -+, que
chamaremos de soma, por 0. Em um anel R, se existe um elemento neutro, que denotaremos
por 1 com respeito a operacao -, chamada de multiplicacao, ou seja, tal que a-1=1-a =
a Ya € R, dizemos que o anel R é um anel com unidade. Além disso, se a operagao - é tal

que a-b=">b-a Ya,b € R, dizemos que R é um anel comutativo.
Defini¢ao 1.10. Um corpo F é um anel comutativo com unidade tal que:
i Para quaisquer a,b € F sea-b=10 entaoa =0 oub=0;
1 —1

ii Para cada elemento a € F existe um elemento a ' € F tal que a-a ' =a'-a=1.

Neste trabalho, utilizaremos apenas corpos finitos, ou seja, um corpo F com um niimero

finito de elementos.

Definigao 1.11. Seja p primo, F, o conjunto composto pelos nimeros {0,1,2,...,p — 1} e
considere a aplicagcio ¢ : Z/(p) — F, dada por ¢([a]) = a. Entao F, munido da estrutura de

corpo induzida por ¢ € um corpo finito, chamado Corpo de Galois de ordem p.

Definigao 1.12. A caracteristica do corpo F € o menor inteiro n tal que n.a = 0 para todo

a € F. Se nao existe tal inteiro, dizemos que F tem caracteristica 0.

Teorema 1.2. [22] Um corpo finito possui como caracteristica um nimero primo.
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Se p é primo, entao a caracteristica de I, é o préprio p. Neste trabalho, utilizaremos
para a construcao de uma familia de cédigos lineares, corpos finitos com ¢ = 2" elementos,
ou seja, corpos com caracteristica 2, enquanto que para a construcao da familia de codigos

nao lineares a caracteristica podera ser impar.

Teorema 1.3. /23] Em qualquer corpo de caracteristica p, temos que
(a+b)P =aP + V.

O resultado anterior pode ser estendido para (a + b)?" = a?" + v*". Como mencionado
anteriormente, trabalharemos com corpos da forma Fsy-, ou seja, um corpo de caracteristica
2. Assim, pelo teorema anterior, obtemos (z + y)? = 22 + 3.

Pela Defini¢ao 1.11, para p primo, podemos tomar F, = {0,1,2,...,p — 1}, ou seja, o
conjunto dos inteiros médulo p. Porém, como trabalharemos com F,-, e p” nao ¢ primo para
r > 1, precisaremos de outra forma para representar os elementos do corpo F,-. Para isto,
precisamos da noc¢ao de polindmios irredutiveis sobre corpos finitos.

Primeiramente, lembramos que um polinémio sobre o corpo F é uma expressao da forma
p(r) = ap + a1x + asx® + -+ + a"2" onde a; € F para 0 < i <nen € N. O anel formado
por polinémios sobre F com as operagoes de soma e multiplicagdo de polinémios, é chamado

anel de polindémios sobre F e denotado por F|x].

Defini¢ao 1.13. Um polinémio p(z) € Flz] € dito irredutivel sobre F (ou irredutivel em F[z]),
se p(x) tem grau positivo e p(x) = f(x)g(x) com f(x),g(x) € Flz], implica que f(x) ou g(x)

¢ um polinomio constante.

Uma raiz de um polindémio p(x) € F[z] em F é um elemento o € F que satisfaz p(a) = 0.

Note que um polinomio irredutivel sobre um corpo F nao possui raiz sobre este corpo.

Definigdo 1.14. Seja p(x) = ag + a1z + asx® + - - - + a,a™ € Flz]. Entdo a derivada de p(z) é
dado por p' (z) onde p'(z) = a1 + 2ax + - - - + na,z" ' € Fla].

Teorema 1.4. [22] Um elemento o € F é uma raiz miltipla de um polindmio p(x) € Flx| se,

e somente se, ¢ raiz de ambos, p(x) e p ().

Defini¢ao 1.15. Um conjunto K C F, que munido das operacoes de F € ainda um corpo, é
chamado de subcorpo de F. Se K # F dizemos que K é um subcorpo proprio de F e ainda

neste contexto, dizemos que F é uma extensao de K.
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Dizemos que um elemento ¢ € F é algébrico sobre K se este elemento satisfaz uma equagao
polinomial nao trivial sobre K, ou seja, ag + a1 + -+ + a,_ 1" +a,(" = 0, com a; € K
nao todos nulos. Uma extensao L de K, onde todos os elementos sao algébricos sobre K, é
chamada de extensao algébrica de K.

Afim de construirmos o corpo F,-, utilizaremos estes conceitos conforme o resultado

abaixo.

Teorema 1.5. [22] Seja p(x) € Flx] um polinomio irredutivel sobre F. Entdo existe uma

extensdo algébrica simples de F com uma raiz de p(x) como elemento definidor.

Assim, dado um polinémio irredutivel de grau m sobre um corpo primo F,, ou seja, um
9 D )
corpo onde p ¢ primo, podemos construir uma extensao algébrica simples de F,, adicionando

a raiz de tal polindmio, conseguindo assim um corpo finito com p™ elementos.

Exemplo 1.2. Consideremos p(z) = 2® + z + 1 o qual é irredutivel sobre Fy e consideremos
¢ uma raiz deste polindmio, ou seja, tal que (2 + ( + 1 = 0, entdo podemos considerar o
corpo Fy(C) que contém os elementos {0, 1,(,( + 1}. Temos entao que Fy(¢) é uma extensao

algébrica simples de Fy a qual é um corpo com 22 = 4 elementos.

Teorema 1.6. /23] Seja p(x) um polindmio irredutivel de grau r sobre F,. Entao o conjunto
de todos os polinomios de grau menor ou igual a 1 — 1 com coeficientes em F,, e operagoes

realizadas médulo p(x), formam um corpo de ordem p".

Se tomarmos por exemplo, um polinémio irredutivel p(x) de grau r sobre o corpo F,, o
conjunto de todos os polindmios monicos de grau < r — 1 com coeficientes em F,, forma o

corpo F-.

Exemplo 1.3. Como exemplo, vejamos o caso de Fg = Fas, para isto consideremos o polinémio
p(r) = 23 + x + 1 que é irredutivel sobre Fy, entdo os polindmios monicos de grau menor ou
igual a 3—1 = 2sd0: 0,1, 2, 2% 1+x,1+2% 1+ 2+ 2% v+ 22 e considerando as operagoes de
soma e multiplicagao destes polinomios médulo p(z), obtemos a representagao dos elementos
de Fg como polindémios, Fy = {0,1,z,2%,1 + x,1 + 22,1 + o + 2%, 2 + 2°}. Note que se
considerarmos ¢ uma raiz do polindémio p(z) = z* + x + 1 obtemos uma extensio algébrica
de Fy dada por Fo(¢) = {0,1,(,¢3 14+ ¢, 1+ ¢+ %, ¢+ ¢

Note que, no exemplo anterior, os corpos obtidos foram essencialmente os mesmo, apenas
representados de forma diferente. Além disso, se tomarmos outro polinémio irredutivel para
construirmos o corpo, obteremos um corpo isomorfo ao anterior, o que é confirmado pelo

teorema a seguir.
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Lembrando que a ordem de um corpo finito é o niimero de elementos deste corpo, temos

o seguinte resultado.
Teorema 1.7. [23] Todos os corpos de mesma ordem p" sio isomorfos.

Consideremos o corpo finito F,. Denotaremos por F; o conjunto dos elementos nao nulos
de F,.
Lembremos que um grupo multiplicativo finito é ciclico se 0 mesmo consiste dos elementos

2 1

1,a,a%,...,a9" com a? = 1, onde a é um elemento nao nulo do grupo. Neste caso, a é o

gerador do grupo e escrevemos G = (a).
Teorema 1.8. [23/ F, € um grupo multiplicativo ciclico de ordem p" — 1, dado que ¢ = p".

Defini¢ao 1.16. Um gerador do grupo multiplicativo ciclico ¥y é chamado elemento primitivo
de F,.

Teorema 1.9. /23] Todo corpo F, possui um elemento primitivo.

Teorema 1.10. [22/ Seja F, um corpo finito e F, uma extensao finita do corpo. Entio F,
¢ uma extensao algébrica simples de F, e todo elemento primitivo de F, serve como um

elemento definidor de F, sobre F),.

Pelos teoremas acima, se tomarmos a um elemento primitivo de F,-, entao este serd
um elemento definidor de F,- sobre F,, ou seja, os elementos de F,- serao dados por F,r =
{0,0° = 1,,a?, ..., 72}, Utilizaremos esta representacio para os elementos de F,r, ou
seja, como poténcias de um elemento primitivo.

Assim, para construirmos os elementos de F,-, tomaremos um polinémio irredutivel p(x)
de grau r sobre F, cuja raiz, digamos «, em F,- ¢ um elemento primitivo de F,-. Neste caso

teremos a representagao desejada dos elementos de F,» como poténcias de um tnico elemento.

Exemplo 1.4. Novamente, se utilizarmos p(z) = 23 +x+1 para construirmos o corpo Fg = Fas,

entdao, tomando « uma raiz deste polindbmio, podemos escrever os elementos de Fg como

sendo poténcias de a. Temos que Fg = {0, 1, a, a?, a3, a*, o®,ab}. Note que, como p(a) =0,

obtemos o = a+ 1, a* =’ 4+, 0®> = > +a+1ea® = a?+ 1, e assim podemos

representar os elementos de Fg como poténcias de a mais o elemento nulo, ou seja, Fg =

4 a5 a’} e este corpo é essencialmente o mesmo obtido no Exemplo 1.3.

{0,1,a, 0%, 03, v
Porém q(x) = x® + 22 + 1 também é irredutivel sobre Fy, logo também pode ser utilizado
para construir um corpo com 8 elementos, onde se v é uma raiz de ¢(z), entao os elementos

deste corpo serao {0,1,7,7%,7* =¥+ L,7* =1+~ +7%47° =1+ 7,79 = v+ +*}. Note
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que v3 também é raiz de p(z), logo podemos tomar a aplicacio que leva o <+ 73 a qual é um

isomorfismo e assim os corpos sao isomorfos.

Como vimos no exemplo acima, o corpo construido é essencialmente o mesmo, inde-
pendente do polindmio definidor escolhido, porém por praticidade nas contas desenvolvidas,
escolheremos o polindmio com base nos resultados que seguirao. No exemplo anterior, a
escolha do polindmio irredutivel nao fez diferenca para escrevermos os elementos do corpo
como poténcias de uma raiz do polinémio, porém, como mencionado, a raiz precisa ser um

elemento primitivo, e nem sempre isto ocorre.

Exemplo 1.5. Consideremos o polindémio p(z) = 2% + 23 + 22 + x + 1 que é irredutivel sobre
Fy, entao podemos utilizar este polindmio para escrever uma extensao algébrica de grau 4
sobre Fy adicionando a raiz deste polindmio, ou seja, se « é uma raiz de p(z), temos que a
extensdo algébrica de grau 4 sera Fo(a) = {0,1,a,0?, 0%, 1+ a,1 +a? 1+ a®,a+a? a+
Bl +adl+a+a®,l+a+a®,1+a?+ad,a+a’+ a1+ a+a®+a’}. Porém, nio
podemos escrever os elementos deste corpo como poténcias de «a visto que o® = 1, ou seja,
uma raiz deste polindémio irredutivel nao é um elemento primitivo.

Se por outro lado tomarmos ¢q(z) = 2% + 2* + 1, o qual também ¢é irredutivel sobre
Fy entao podemos tomar o como sendo uma raiz deste polindmio e conseguiremos escrever

_ 2 3 4 .5 6 7T 8 9 10 11 .12 13 14
Fis ={0,1,a,0% a’,a* o0’ a’, a® o? o' o a'? al? ot}

Na literatura existem diversos trabalhos sobre polinomios irredutiveis primitivos sobre
corpos finitos, os quais podem ser utilizados para a construcao do corpo finito desejado
com os elementos dados por poténcias de uma raiz do mesmo. Neste trabalho, optaremos
por utilizar a representagao de elementos de um corpo F, como poténcias de um elemento
primitivo. Assim, vejamos mais alguns resultados que nos auxiliarao a determinar qual
polindmio irredutivel escolher de forma a obtermos um elemento primitivo.

Primeiramente, lembremos que se m é um ntimero inteiro positivo, entao podemos fatorar
este nimero como produto de poténcias de ntmeros primos, m = piiph?... p;". Entao, a
funcao de Euler do niimero m é dada por

1 1 1

pm)=m(l——)|1——] |1 ——
D1 D2 Pr

Assim conseguimos o seguinte resultado.

Teorema 1.11. [22] O corpo finito F, possui ¢(q — 1) elementos primitivos.
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Assim, utilizamos este resultado para determinar se podemos escolher qualquer polinémio

irredutivel de grau r sobre F, na construgao do corpo F,-.

Exemplo 1.6. Consideremos o corpo Fg. Entdo, pelo teorema anterior, este corpo possui
o(7) =17(1 - %) = 6 elementos primitivos, como este corpo possui 8 elementos, se tirarmos
os elementos 0 e 1, todos os demais elementos serao elementos primitivos, logo para qualquer
polinémio irredutivel de grau 3 sobre Fy que escolhermos, vamos ter que uma raiz sera um
elemento primitivo.

Por outro lado, como vimos, Fig terd ¢(15) = 15(1 — 3)(1 — 1) = 8 elementos primitivos,
e como este corpo possui 16 elementos, nao podemos escolher qualquer polinomio irredutivel

para tomarmos uma raiz.

Caso nao possamos escolher qualquer polindmio irredutivel de grau r na construgao de

F,-, utilizaremos os seguintes resultados.

Teorema 1.12. [22] Seja g = p". Entdo o corpo finito F, é o (¢ — 1)-ésimo corpo ciclotémico

sobre IF),.

Temos que o (¢ — 1)-ésimo corpo ciclotomico sobre F, é o corpo de divisdao de x97 — 1
sobre F,,, ou seja, uma extensao F, de F, que possui todas as raizes deste polinomio, isto
é, tal que 277! — 1 pode ser escrito como produto de fatores lineares em F,[z]. Assim, se
fatorarmos o polinomio z4~! — 1 sobre F,, em polinomios irredutiveis sobre F, conseguiremos
encontrar o polindomio desejado. Para isto, vamos utilizar os polinémios ciclotomicos.

Primeiramente, se F, é o corpo de divisao de 277! — 1 sobre F,,, entdo as rafzes de x4 —1

em F, sdo chamadas de raizes (¢ — 1)-ésimas da unidade. Além disso, temos que

il -1 = H Qa(x),

d|(g—1)

onde ¢ — 1 nao ¢ divisivel pela caracteristica de F,, ou seja, por p e Qq(x) é o d-ésimo polind-
mio ciclotomico sobre F,, com coeficiente no corpo F,. Para encontrarmos tais polinomios

utilizaremos um resultado que necessita da Funcao de Moebius, a qual é definida como:

1 se n=1
pu(n) =9 (=1) se n se escreve como produto de k primos distintos
0 se 1 se escreve como o quadrado de um primo

Assim, temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.13. [22] Seja F, um corpo com caracteristica p e n um inteiro nao divisivel por

p. Entdo o n-ésimo polinomio ciclotomico Q,(x) sobre F, satisfaz

Qn(x) = H(xd — 1)“(”/‘1) = H(xd/” _ 1)u(d)‘

dln dln

Exemplo 1.7. Consideremos o corpo Fi4 e n = 15, entao temos que o polindmio ciclotémico

(Q15(x) sobre Fi4 é dado por

Qus (1) = T[(a— 1) /D — (3= 1)209) (33 1 )05) (g5 1)) (15 1) — ¢
dln
Bt 41

Teorema 1.14. [22] Considere o (g — 1)-ésimo corpo ciclotomico F, sobre F,. Entdo este é
uma extensao algébrica simples sobre F,, e além disso, se MDC(p,q — 1) =1 entao Q,—1(x)
se fatora em @ polindmios irredutiveis de mesmo grau d sobre F,[x], onde d é tal que

p? = 1mod(q — 1) e assim F, é o corpo de divisio sobre F, de qualquer um desses fatores.

Pelo teorema anterior, para encontrarmos um elemento primitivo para gerarmos o corpo
F,, basta encontramos ),—i(z) e fatorarmos este polinémio em polindmios irredutiveis de
grau r, onde ¢ = p", sobre Fy e tomarmos o elemento primitivo como sendo uma raiz de

qualquer um destes polinémios.

Exemplo 1.8. No exemplo anterior vimos que Fig é 0 15-ésimo corpo ciclotomico. Como
16 =2%e Qis5(z) =2 + 2"+ 2° + ' + 23 + 2 + 1, 0 qual se fatora em @ = 2 polinémio
irredutiveis de grau 4 sobre Fo[z], e f(z) = 2* + 2 + 1 ¢ irredutivel sobre Fa[z] temos que
Qi5(x) = (2 + 23 + 1)(2* + z + 1) e podemos utilizar a raiz de qualquer um destes dois

polindmios como elemento primitivo.

Teorema 1.15. [22/ Seja f um polindmio irredutivel sobre F,, de grau r. Entdo f possui uma
raiz o na extensao Fyr e além disso todas as raizes de f sio dadas pelos r elementos distintos

2 r—1
a,of o oo ol de Fyr.

No decorrer do trabalho estaremos interessados em particular, em polindmios de grau 2,
irredutiveis sobre um corpo F,. Pois utilizaremos tais polindmios na construgao do Semi-
Plano Superior Finito H, quando ¢ = 2", apresentado no préximo capitulo. Assim, vejamos
alguns resultados especificos que nos auxiliarao.

Primeiramente, precisamos da nocao de trago e norma de um elemento de um corpo finito.



Capitulo 1. Cédigos Corretores de Erros e Corpos Finitos 16

Definigao 1.17. Seja F,r uma extensao de F, e a € Fyr. Entdo os elementos o, aP, ozpz, e

r—1 ~ . .
aof  sao chamados conjugados de o com respeito a ).

Definigao 1.18. Para o € Fyr, onde F), € o subcorpo primo de Fy-, o trago T'rg,(cr) de a sobre
F, é dado por

Tre(a) =a+a’ + -+
Assim, o trago de um elemento a sobre F,, é a soma dos seus conjugados. Outra definicao

importante ¢ a da norma de um elemento, que nada mais é que o produto de seus conjugados.

Defini¢ao 1.19. Para o € Fr, onde F,, € o subcorpo primo de Fyr, a norma Ny(a) de a sobre
F, € dada por

r—1

N]Fp<a):aapap

De posse destas defini¢oes, podemos agora apresentar alguns resultados especificos para

polinémios de grau 2, como mencionado.

Teorema 1.16. [22] Seja F, um corpo finito com caracteristica p e a € F,. Entdo o trinomio

2P —x — a € irredutivel em F,[z] se, e somente se, Trp(a) # 0.

Como iremos trabalhar com o corpo Fyor, cuja caracteristica é 2, e em Fyr temos que
—1 = 1, o resultado anterior nos diz que o polindémio z? 4+ = + a é irredutivel sobre Fy se,
e somente se, Trp(a) # 0. Além disso, trabalharemos com a representacao dos elementos de
Fyr como poténcias de um elemento primitivo. Assim, o préximo resultados nos auxiliara na

escolha de tal elemento primitivo.
Teorema 1.17. [23] Fyr contém um elemento primitivo de trago igual a 1.

Tal resultado aparece em [23] como um corolario e sua demonstragao pode ser encontrada
em [26].

Assim, ao construirmos o corpo Fyr, escolheremos como elemento definidor o, um elemento
primitivo com traco igual a 1, obtendo assim o polinémio irredutivel p(z) = z* + z + a sobre
]Fgr.

Exemplo 1.9. Pelo exemplo 1.8, temos duas opgoes de polindmios irredutiveis sobre Fy de
grau 4 para construirmos Fig, onde os elementos de Fi4 serao dados por poténcias de uma
raiz de um destes polindmios. Se tomarmos o polindémio f(z) = z* + x + 1 e v uma raiz
deste, entdao Trg,(7) =v+72 +9* +7% = 0, porém se tomarmos p(z) = z* + 23+ 1 e @ uma
raiz deste, teremos Trp,(a) = a + a® + a* + a® = 1. Logo escolheremos « para gerar Fig e

neste caso, pelo teorema anterior teremos que z2 + = + « serd irredutivel sobre Fyg.
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Outros resultados relacionados a corpos finitos que utilizaremos em nosso trabalho sao

apresentados a seguir.

Definig¢ao 1.20. Para qualquer corpo finito Fy, a fungao valor inteiro v em F, é definida por
v(b)=~-1, beF, ev(0) =q¢— 1

Lema 1.18. /22] Seja q par e a € Fy com Trg,(a) =1 e b € F,. Entio o nimero de solugoes
em F, de 2* + zy + ay? = b é dado por ¢ — v(b).

Ao longo do trabalho, denotaremos o nimero de solugoes de x? + zy + ay* = b em F,,
com as hip6teses do teorema acima, por S(z% + xy + ay® = b).

Além dos conceitos e resultados apresentados sobre corpos finitos, outra estrutura que
serd muito utilizada ao longo do trabalho é a do Grupo Linear Geral, GLy(F,) das matrizes

nao singulares 2 x 2 com entradas em F,.

Como GLy(F,) = { ( CCL Z ) , a,b,c,d € F,, ad—bc#0;, entdo se a, b, c,d sdo todos
nao nulos, basta tomarmos a # d~'bc, o que nos da (¢ — 1)3(¢ — 2) escolhas, se exatamente
uma das entradas é nula, entdo as outras 3 podem ser qualquer elemento nao nulo o que nos
da um total de 4(¢ — 1) elementos, por fim, se duas entradas sdo nulas, elas devem estar
na posicao oposta uma da outra para que a matriz seja inversivel, e as outras duas podem
ser qualquer elemento nao nulo, logo temos 2(q — 1)? escolhas. Portanto o niimero total de

elementos de GLo(F,) é
|GLo(F)| = (q = 1)°(¢ = 2) + 4(g = 1)° +2(¢ = 1)* = (¢* = 1)(¢* — 9.

Definigao 1.21. Dados dois elementos x e y de um grupo G, dizemos que estes elementos sao

conjugados se existe g € G tal que grg=' = y.

Esta é uma relacao de equivaléncia e assim podemos considerar classes de equivaléncia
com relagao a conjugagao. Temos que a classe de equivaléncia de x € G com relagao a

conjugacao é dada por
C.={yecG | 3Igecd tal que grg ' =y}

Se X é um conjunto qualquer e G um grupo, entdao uma acao de G sobre o conjunto X é
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uma aplicacao
GxX — X
(9.,2) = g
Neste caso, se considerarmos X = GLy(F,), G = GLy(F,) e a acdo dada pela conjugacao,
GxG — G

(a,b) — aba™'’
também chamadas de classes de conjugacao. O ntumero de classes de conjugacao de G =

ou seja, teremos que as classes de equivaléncia serao as G-6rbitas,

GLy(F,) é o nimero de G-drbitas ou classes de conjugacao distintas e pode ser determinado

analisando o polinémio caracteristico p(z) e minimal m(z) de g € G.
Proposicao 1.19. [17] Seja G = GLy(F,). Entdo:

(i) Se g e GLy(F,) € tal que p(z) = (x —a)? e m(x) = . — a, um representante para a classe
a 0
0 a

de conjugacao de g é g = ( ) e o numero de classes é ¢ — 1 cada uma com 1

elemento;

(if) Se g € GLy(F,) € tal que p(x = (z — a)?, um representante para a classe de
a

) =
. . , 1
conjugagdo de g é g = ( ) e o nimero de classes ¢ ¢ — 1 cada uma com (¢*> — 1)
a
elementos;
(iif) Se g € GLy(F,) € tal que p(x) = m(z) = (z — a)(x — b) com a # b, um representante
a 0
para a classe de conjugacio de g € g = ( 0 b ) e o numero de classes é %(q— 1)(g—2)

cada uma com ¢* + q elementos;

(iv) Se g € GLy(F,) € tal que p(x) = 2* +ax +b € irredutivel sobre F,, entdo considerando a

extensdo quadratica Fpe e o € F2\F,, um representante para a classe de conjugagao de

s

0 aq—i—l
gég= . . ]eo numero de classes é q ~9 cada uma com q*> — q elementos.
-1 o+«



Capitulo 2
Modelo do Semi-Plano Superior Finito

O Semi-Plano Superior Finito foi introduzido por Terras em [13], e foi posteriormente
estudado em uma série de trabalhos, Celniker [12], Poulos [27], Angel e Velasquez [3], [4],
Terras [33], [34] onde consideram ¢ = p” um nimero impar com p primo e F, um corpo com
q elementos, e em seguida analisam as propriedades geométricas e analiticas do que chamam
de Semi Plano Superior Finito, o qual é obtido substituindo-se R por F, no Semi Plano de
Poincaré. Angel [2] e Evans [14] também consideram os casos de corpos com caracteristica
par. Inicialmente, veremos os resultados para p impar e em seguida para p = 2.

Quando estudamos geometria hiperbodlica, nos deparamos com o modelo do Semi-Plano
Superior ou, também chamado por alguns como Semi-Plano Superior de Poincaré. Tal Semi-

Plano Superior é definido como
H={z+iy, xr,yeR, y >0}, ondei=+—-1.

Terras et al. [13] consideram entdao, um modelo semelhante, substituindo-se R por um
corpo finito F),, com p fmpar e i por /< onde ¢ é um nao quadrado em F, e analisam as
propriedades de tal modelo. A seguir introduziremos os principais resultados obtidos em [13],
[34] e em seguida, apresentaremos nossos resultados para o caso par com destaque para o

Lema 2.6 e o Teorema 2.7.

Definicao 2.1. Sejam p um nimero primo impar, ¢ = p”, F, um corpo finito com q elementos

e s um nao quadrado em F,. Definimos o Semi-Plano Superior Finito H, como
Hy=A{z+yy<, v €Fy, yF}

Note que, pela defini¢do, H, possui ¢(¢ — 1) elementos. Seguindo o modelo do Semi-Plano

19
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Superior, define-se uma "pseudo-distancia” em H,. Considerando z = = + y./< € Hy, assim
como no modelo do Semi-Plano Superior, dizemos que a parte imaginaria de z é Im(z) = y.
Tomamos ainda Z = = — y,/< e consideramos a norma N(z) = zz. Com tais elementos

obtemos uma definicdo para uma distancia neste modelo proposto.

Definicao 2.2. Sejam z,w € H,. Definimos a “distancia” entre z e w por

N(z —w)

d(z,w) = T2 Im(w)’

Vale ressaltar que esta distancia retorna um elemento do corpo, por isso consideramos a

mesma como uma "pseudo-distancia’.

Exemplo 2.1. Consideremos F3 = {0,1,2}, entdo 2 é um nao quadrado em F3 e temos

que H3 = {Zl = \/§7Z2 = 2\/§7Z3 = 1+\/§7'Z4 = ]~+2\/§725 = 2+\/§726 = 2+

2v/2}. Logo, d(z3,2) = N(zs—z) _ N(1++v2)-(2+2v2) _ N@2+2v2) _

Im(z3)Im(z4) 1.2 2
(24 2v2)(2 - 2v/2)
2

=1

Considerando o grupo linear geral GL(2,F,) das matrizes 2 x 2 com entradas em F, e
determinante nao nulo, obtemos que a distancia ¢é invariante por transformacoes fracionarias
az+0b

e
cz+d

b
lineares, ou seja, se g € GL(2,F,), temos que g = [ “ J ] age em H, por g(z) =
c

assim, d(z,w) = d(g(z), g(w)).

De fato, sejam z = = + ¥,/ e w = u + v,/S pertencentes a H,. Entao, pelas defini¢oes

az+b aw + b

cz+d’ g(w) = cw+d’ Im{g(2)) =

dadas, temos que Im(z) = y, Im(w) = v, g(z) =
(ad — be)Im(z) _ (ad —be)Im(w)
Nez+a) MO =g, ra

Assim

(az+b)(cw+d)—(aw+b)(cz+d)
d(e) o) = - N0G) —gw) N (EHEEGGEGE)
IO = g Tn(g(u)) ~ Pt

_ N((az + b)(cw + d) — (aw + b)(cz + d)) N((ad —bc)(z — w))

(ad — be)2Im(z)Im(w) (ad — be)2Im(z)Im(w)
N(z —w)

- Im(z)Im(w) = d(zw).
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O Semi-Plano Superior Finito esta intimamente ligado a teoria dos grafos, e isso foi uma

das motivacoes para sua definicao.

Definigao 2.3. Fize a € F,, com a # 0,4¢. Define-se o grafo X,(s,a) como sendo o grafo

tendo como vértices os elementos de H, e dois vértices z e w sendo adjacentes se d(z,w) = a.

Exemplo 2.2. Consideremos o Semi-Plano Superior Finito Hj, construido no exemplo 2.1.
Como ¢ = 2, e 0 tnico a € F3 tal que a # 0,4¢ é a = 1, o tnico grafo que conseguimos neste
caso é 0o X3(2,1). Neste caso teremos dois vértices adjacentes se d(z,w) = 1 e obtemos o

seguinte grafo:

Os artigos [13], [33], [34], trabalham em sua maioria, com propriedades destes grafos para
q impar. Como neste trabalho nao utilizaremos tanto os conceitos de grafos, iremos omitir a
maioria dos resultados, apresentando apenas alguns a seguir.

Primeiramente vejamos alguns conceitos gerais sobre grafos. Dizemos que o grau de um
vértice v de um grafo é o nimero de vértices que sdo adjacentes a este vértice v no grafo.
Se este nimero ¢ o mesmo, digamos k, para todos os vértices, dizemos que o grafo é k-
regular, além disso, se para quaisquer dois vértices v e u conseguirmos um caminho formado
por vértices adjacentes comegando em v e terminando em u, dizemos que o grafo é conexo.
Temos ainda que se G é um grupo finitamente gerado e S é um subgrupo gerador, entao o
grafo tendo como vértices os elementos de G e vértices adjacentes v e u se u = sv, com s € S,
é chamado grafo de Cayley.

Agora colocaremos em um unico teorema, varios resultados obtidos para os grafos cons-

truidos em H,.

Teorema 2.1. [33] Sejam q = p", com p primo impar, F, um corpo com q elementos, s um

nao quadrado em F, e a € F,,.
i Sea#0,4s, entio X,(s,a) € um grafo (¢ + 1)—regular;

ii Os grafos X,(s,a) e X,(s.c* a.c?) sio isomorfos;
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iii Seja T um elemento do grupo de Galois Gal(F,/F,), entao os grafos X,(s,a) e X,(7(s), 7(a)

sao isomorfos;

iv Se a # 0,4, o grafo X,(s,a) € conexo. Na verdade, X,(s,a) é um grafo de Cayley para o

grupo afim
Yy x
Affla) = 01 |2,y €Fg, y #0
usando os geradores

y x
Sq(g,a):{(o 1)|x,y€IFq, y%O,xzzay—i-dy—l)z}.

Outro resultado importante obtido é o préximo teorema. Lembrando que um grafo conexo

k-regular é Ramanujan se o segundo maior auto-valor, em médulo, da matriz de adjacéncia

do grafo satisfaz |A\| < 2vk — 1.

Teorema 2.2. [19] Seja s um ndo quadrado em F,, com q = p" poténcia de um primo impar

ea€F, a+#0,4¢. Entio o grafo X,(s,a) é Ramanujan.

Muitos outros resultados analiticos e geométricos foram obtidos para os grafos em H,,
com muitos teoremas sobre a matriz de adjacéncia dos grafos, seus autovalores entre outros.
Nao utilizaremos estes resultados neste trabalho. Assim, seguimos com o estudo de H, para
q par.

Note que na definicao do Semi-Plano Superior Finito H,, é necessario um elemento nao
quadrado em F,. Tal elemento nao existe se a caracteristica do corpo ¢ par.

De fato, como trabalharemos com Fyr, a caracteristica do corpo é 2, e neste caso todo
elemento a € Fyr satisfaz a®> = a, ou seja, para todo elemento do corpo, existe um elemento

2712, Assim, a fim de definir

que elevado ao quadrado resulta no anterior, neste caso, a = (a
o Semi-Plano Superior Finito para poténcias de 2, precisamos de algumas modificagoes.

Tais modificagoes foram apresentadas por Evans [14] e Angel [2], os resultados apresen-
tados a seguir podem ser encontrados nestas referéncias.

Primeiramente, para ¢ = 2", o corpo F, nao é isomorfo aos inteiros médulo ¢g. Assim, a fim
de construir tal corpo, como visto no capitulo anterior, tomamos um polinémio irredutivel
de grau r sobre Fy, cuja raiz é um elemento primitivo de Fy:.

Considere entao o corpo For assim obtido. Como nao ha um elemento nao quadrado,
para contornar este "problema”; consideramos entdo um novo polinémio irredutivel, agora
quadratico, sobre Fyr e # uma raiz deste polindbmio sobre a extensao quadratica de For e

definimos o Semi-Plano Superior Finito de forma analoga por:
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Definigao 2.4. Seja 2 + tz +n um polindmio irredutivel sobre F,, com ¢ = 2" e 0 uma raiz
deste polinomio sobre a extensdo quadrdtica Fp. O Semi-Plano Superior Finito H, é definido
como

H,={z+0y| v,y €F,, y+#0}.

Note que, como 6 é raiz de 2* + tz + n sobre F,2[z], entao §7 também é uma raiz. Assim,
podemos tomar n = 007 e t = 6 + 09, uma vez que z* + tx +n = (z + 0)(x + 09) em Fp[x].

Pode-se mostrar que a escolha do polindbmio quadratico irredutivel nao interfere nos re-
sultados obtidos. Sendo assim, uma vez que optamos no capitulo 1, apds os resultados do
Teorema 1.16 e Teorema 1.17, construir o corpo For com os elementos sendo poténcias de um
elemento primitivo a, com Tr(a) = 1 e vimos que neste caso x? + x + « é irredutivel sobre
Fy-, optaremos por construir o Semi-Plano Superior Hyr com 6 raiz do polindmio x? 4+ + .
Neste caso teremos 009 = o e 0+ 07 = 1, o que facilitard nossas contas ao longo do trabalho.

Exemplo 2.3. Considere o corpo Fg = {0,1,a,a? a3, a*,a® a’} construido no exemplo 1.4

tendo o como raiz do polindmio irredutivel 23 + 22 4+ 1 sobre Fy. Neste caso temos que
Tr(a) = 1 e assim, pelo Teorema 1.16, 2% + x + « ¢ irredutivel sobre Fg. Logo, tomando
f uma raiz deste polindomio sobre Fg2 construimos o Semi-Plano Superior Finito Hg como
sendo

Hg = {0, 0o, 0a? 6a3, 0a*, 6a® 0a®,

146, 14+60a, 1+60a> 14603 1+60a* 1400 1+ 0ab,

a+0, at+ba, a+0a? a+0c®, a+ba*, a+60a® o+ 0ad,

a?+0, o+ 0a, a®+ 002, o?+0a3, o +0a*, o +0a® o+ 60ab,

ad+0, o +0a, o®+0a% o®+0a> o®+0dr, o+ 0a°, o+ 0adb,

at+0, ot +0a, ot 4+ 002, ot +0a3, ot +0a*, ot +0a® o+ 0ab,

a®+0, o® 4+ 0a, a®+ 02, o +0a3 o +0a*, o +0a® o+ 0ab,

a®+6, a®+0a, ab+0a? a®+0a3 ab+60a*, af +6a°, b+ 0ab}.

Para z = 2+ 0y € H,r, utilizaremos a notacao = 0" e obtemos o "conjugado'de z como

sendo Z = x + yf. Entdo, assim como no caso ¢ impar, temos Im(z) = y e se considerarmos

2741

a "norma” N(z) = 2z = z* ', temos também a definigdo de uma "pseudo-distancia” dada

por d(z,w) = % Neste caso também temos que o grupo GL(2,Fy) age em Hyr por
a b

transformacoes lineares fracionarias, ou seja, se g = J ] entao a acao de g em H, é
c

dada por g(z) = ZZZIZ e novamente temos d(z,w) = d(g(z), g(w)).

Definimos também o grafo Xy (6, a) tendo como vértices os elementos de Hy- e tendo dois

vértices z e w adjacentes se d(z,w) = a.
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Como as propriedades que utilizaremos, em sua maioria, valem para ambos os casos,

vamos considerar

S, ¢ nao quadrado em F se ( é impar
H,={x+dy| z,yeF, y#0}, 6= Ve ) q2 1 q/ P
0, raizde 2°+x+a em Fpe se qépar

(2.1)

No préximo capitulo construiremos nossas familias de cdédigos, como mencionado anteri-
ormente, construiremos uma familia de codigos lineares para o caso em que ¢ € par, e uma
familia de c6digos nao lineares considerando ambos os casos. Assim, vejamos mais alguns
resultados sobre H, para ambos os casos. Primeiramente, vejamos um resultado sobre a
distancia definida, provado por Evans em [14] para o caso par e por Terras em [13] para o
caso impar. Utilizaremos H, como apresentado em (2.1), e vamos considerar como origem

de H, o elemento zy = 9.

Lema 2.3. Os elementos z = x + 0y e zyp = ¢ pertencentes a Hy sio adjacentes em X, (9, a)

se, e somente se,

> +z(y—1)+aly—1)2=ya para q par
22— 0% (y— 1) =vya para q impar

Demonstragao: De fato, temos que Im(z) = y, Im(zy) = 1 e que por definigdo do grafo
X,(9,a), os elementos sdo adjacentes se, e somente se, d(z,2p) = a para ambos os casos.
Assim temos

N(z — ) N(z + 0y — )

a:d(z,zo)(:)a:m@)a: 1 Say=N(x+6(y—1)).

Agora, se ¢ é par, temos § = # e assim

ay=N(z+dy—1) ay=[z+0(y—1)]xz+0(y—1)] &
ay=12*+ (0 +00)z(y — 1)+ 001(y — 1)* &
ay =2 +z(y—1) +aly — 1)%

Se ¢ é impar, temos

ay = [z +6(y — D[z =y — V)] & ay = 2* = *(y — 1)°.
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Em [2], Angel prova separadamente, varios resultados sobre os grafos para o caso p par,
entre eles os resultados do Teorema 2.1 para ¢ par. Assim, como fizemos no Teorema 2.1,
colocaremos varios destes resultados como itens de um tnico teorema e utilizaremos o Semi-

Plano Superior Finito H, apresentado em (2.1).

Teorema 2.4. [2] Seja q = 2", For um corpo com 2" elementos, a € For, Hyr como em (2.1)
e considere o conjunto S(0,a) = {z € Hyr|d(2,0) = a}.

(i) Sea#0,1, entao Xor(d,a) € um grafo (q+ 1)—reqular;
(ii) Se d1 = c+ddy, com c,d € Fyr, entdo Xopr(61,a) = Xor (02, 35);

(iii) Seja T € Gal(For /Fq), entdo os grafos Xor(6,a) e Xor (0, (IWZS(L()S))Q) sao isomorfos;

(iv) Se z € S(d,a) entao z € S(6,1+ a);
(v) va+d € S(6a);

(vi) Sea # 0,1, entdo o grafo Xor(0,a) é conexo. Na verdade Xor(9,a) é um grafo de Cayley

para o grupo afim, Aff(Far) usando os geradores

Sz{(i T)|x+6y65(5,a)}

Teorema 2.5. [1/] Seja a € Fyr com a # 0, 1. Entao o grafo X (J,a) é Ramanujan.

Para a construgao da familia de cdigos nao lineares e nao binarios que faremos no capitulo
4, utilizaremos os conceitos geométricos apresentados por Terras em [34] e Shaheen em [29],
[28]. Nos referidos trabalhos considera-se apenas o caso ¢ impar, porém consideraremos
também o caso onde ¢ é par, e por isso provaremos os resultados.

Quando estudamos a geometria hiperbélica no Semi-Plano Superior, nos deparamos com
os grupos fuchsianos e os dominios fundamentais para a agdo destes grupos sobre o Semi-
Plano Superior. Nos referidos trabalhos [34], [29], [28], os autores adaptam estes conceitos
ao Semi-Plano Superior Finito. Como estamos trabalhando com corpos finitos, e qualquer
subconjunto finito de GL(2,F,) é discreto, estes serao grupos fuchsianos. Entao, assim como
no caso do Semi-Plano Superior, podemos definir um dominio fundamental para a acao de
um grupo discreto I' C GL(2,F,) sobre H,,.

Antes de falarmos sobre o dominio fundamental para H,, precisamos definir uma ordem em

F,. Para isto, consideremos o um elemento primitivo, logo, gerador do grupo multiplicativo
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[, e entao, consideremos a ordem
O<l<a<a?’<a’®<---<al™ (2.2)

Agora, seja I' C GL(2,F,) um subgrupo e I o conjunto dos elementos nao triviais de
I, ou seja, diferentes de multiplos da identidade e 2, € H, um ponto que nao ¢é fixado por

nenhum elemento de I”, ou seja, tal que y(2) # 20V € I’, definimos os conjuntos:

Dr(z) = {w € H,|d(20, w) < d(yz0,w), Vy €T},
Dr(z9) = {w € H,|d(20,w) < d(y20,w), Vy €T}
Note que na definicao dos conjuntos acima, precisamos de um elemento z, € H, que nao
é fixado por nenhum elemento de I, o qual sempre existe.

De fato, pela Proposicao 1.19 temos que os representantes para as classes de conjugacgao

a 1 a 0
de GL(2,F,), que nao sao miultiplos da identidade, sao ¢; = ( 0 ), go = 0 b
a
0 aQ+1
com a,b € Fy, a # be g3 = com o € Fpe\F,. Agora note que se vy
-1 a+af

pertence a classe de conjugacao de g; ou g entao nenhum elemento de H, ¢ fixado, pois
v(z) =2z & dz2+ bV = 2% +dz a qual nao tem solugdo nestes dois casos. Se v pertence a
classe de conjugagao de g3, entdao y(z) = z & 2% — (a + af)z + a9t = 0, a qual possui como
solucao a origem de H, e seu "conjugado’. Portanto qualquer elemento de H, diferente da
origem ou seu conjugado, ndo é fixado por nenhum elemento de I".

Temos entao que os conjuntos apresentados sao os analogos as regioes de Dirichlet, para
o semi-plano superior finito. Outro resultado obtido por Terras em [34] nos ajuda a definir
um domininio fundamental para H, e o mesmo ¢é provado pelos autores apenas para ¢ impar,

assim apresentamos a demonstragao considerando-se também o caso par.

Lema 2.6. Dado z € H,, existe v € T tal que vz € Dr(z). Além disso, se z,w € Dr(z) e

vz = w para algum v € T, entao v é um elemento trivial.

Demonstracio: Seja v € T tal que d(zo,72) < d(z,7 2) ¥y € T. Tal v existe pois I é finito.
Como multiplos da identidade fixam todos os elementos de H,, podemos supor que v € r
ou que v = I, onde [ é a matriz identidade. Vamos provar que este é o v procurado.

De fato, escolha outro elemento 7' € I, pela invaridncia de d sob a acéo de T, temos que
d(7 z9,72) = d(z0, (') "'y2). Temos entdo dois casos para analisarmos:

Caso 1: v=1
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Neste caso, pela invariancia de d sob a acao de I e pela escolha de v = I, obtemos:

’

d(v'z0,2) = d(20, (') '2) 2 d(20, 2).

Caso 2: v# 1
Novamente, pela invaridncia de d sob a acdo de T, temos d(v z0,72) = d(z0, (7 72)).

Agora, se vy € T" U {I}, pela escolha de 7, temos que d(zo,7 72) > d(29,72) e assim
d(ZOJ ’Yz) < d<7/207 fyz)
Agora, se 7'y = A, entdao v = v o (AI), donde segue que 7'z = vz e entdo

d(y 20,72) = d(v 20,7 2) = d(20, 2) > d(20,72).

Portanto, vz € Dr(zp).

Para a segunda parte, suponha que z,w € Dr(z) com w = vz e v € I'. Entao, d(z, 2) <

d(20,2) Yy €T'. Por outro lado, como vz € Dr(z), entdo

d(’}/_IZO, Z) = d(20,72) < d(’YZO”YZ) = d(z()a 2)7

absurdo. Portanto v é trivial.

Com este lema, temos que Dr(zg) é quase um dominio fundamental para a acdo de I' C
GL(2,F,) sobre H,, sendo necessario, em alguns casos, retirar alguns elementos de forma
a satisfazer as condigoes da seguinte defini¢ao, obtida a partir da definicado no Semi-Plano

Superior.

Definigao 2.5. Seja T C GL(2,F,) um subgrupo e zy € H, um ponto que nao é fizado por
nenhum vy € I'. Diremos que ® é um Dominio Fundamental para T sobre H,, se ® for um

menor subconjunto tal que Dr(zy) C D C Dr(zo) e satisfaz:

vyeTl

2. se z,w € Dr(z) e vz =w para algum vy € T, entdo v é um elemento trivial, ou seja,
DMy(D) =0, VyeTl

Basicamente, um dominio fundamental conterd um elemento de cada y-6rbita. Exemplos

para o caso ¢ impar podem ser encontrados em [28]. Vejamos um exemplo para ¢ par.
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Exemplo 2.4. Seja ¢ = 4 e considere Fy = {0, 1, ,a?} onde « é raiz de 22 + x + 1, ou seja,
elemento primitivo de Fy. Entdo tomamos 22 + x + a, irredutivel sobre Fy, e § raiz deste.
Assim teremos:

H, = {2+ 0y| 2,y € Fy, y # 0} = {6, da, da? 1+, 1+da, 1+d6a? a+d, a+
da, a+da? a?+95, a®+da, a®+ da?}.

1
Considere agora o subgrupoI' C GL(2,F,) dado por T = { ( 0 Cll ) ,a € ]F4} e zp = 144.

Temos que:

[ (10 (11 (1 a (1 ?
=\ = 0 1 V2 = 0 1 13 = 0 1 V4 = 0 1 ,
Dr(z) = {144} ,

Dr(Zo):{20:1+5, 21:1+50é, 22:1+6062, 23:()é+(50[, 242062+(50é2}.

Entao
(20) = {m20 =140, 7220 =90, 7320 = a*> + 0, 1z =+ 0},
(1) = {mz1 =1+ ad, 1z =ad, 1321 =a?+ad, V421 = a+ad},
[(22) = {1122 = 1 + %5, Y020 = 0?0, Y322 = @® + %), Yz = a + a?d},
(z3) = {mz =a+ad, 1z =a’+ad, 323 =ad, yazz =1+ ad},
(20) =A{

Y24 = % + %, Yoz = a+a?, 324 =1+ %, Yz = a?d}.

Se tomarmos Dr(z), teremos que | J v(Dr(z0)) = Ha, D ﬂ”y(é) =0, ¥y € I'. Porém
~yel
visto que T(z1) = I'(z3) e I'(z2) = T(24), entdo Dr(z9) ndo é um menor subconjunto que

satisfaz as condigoes da definicao, ou seja, precisamos excluir elementos.
Portanto, se tomarmos ® = {1 +d, 1+ da, 1+ da’}, que é um conjunto com um

representante de cada v-6rbita, teremos que | J (D) = Hy e como D= {1+ 0} entao D
yerl

07(35) =, Vy €I’ e assim D serd um menor subconjunto que satisfaz as propriedades da

definicao. Logo obtemos um dominio fundamental para a acao de T" sobre Hy.

Exemplo 2.5. Por outro lado, no exemplo anterior, se considerarmos

d
[ =K ={geGL(2,F,)| ¢(6) =6} = {( or C;‘ ) ,c,delF4,cd+d2+c2a7é0} -

C
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10 a 0 a? 0 1 « 0 «
{%:<01)’%:(0a>’%:(0 a2)774=(10)775:(11),76=
Q (0
)

o« a o
V7= 9 |28 = V9 =
!

1 «

( o«
o? 1 a 1 1 1 0 1
Y12 = o2 0 y Y13 = o 1 y Y14 = 2 o y Y15 = o2 o2 )

teremos que 0 e 1 + 0 serdao fixados por todos os elementos de K, assim, tomando-se o

ponto 2y = a + J, obtemos
Dr(z) ={a+d, o®>+6} , Dr(z)={a+6, o®>+6, 6, 1+6}.
Assim, se tomarmos F = Dp(z9) = {20 = a+0, 21 =0, 2 = 146, ,23 = a’>+0}, teremos:
1 (F) =7%(F) =w(F)={a+4§, a*+4, 6, 1+4},
74(F) = 13(F) = 712(F) = {a® + %), a2, 6, 1+ 6},
75(F) = v10(F) = 115(F) = {1 + a5, a+a?), §, 1+ 4},
Y6(F) = 111(F) = 13(F) = {1+ ad, o®+ad, §, 1+},

’Y7(F> = ’Yg(F) - ’714(F) = {Oé + OZ(S, Oé(;, 5, 1+ (S}
Note que, neste caso, ndo podemos retirar pontos de Dr(zg) pois a condigao (1) da defi-
nicdo 2.5 nao serd satisfeita. Além disso, é facil verificar que a condicao (2) é satisfeita, logo

© = Dr(z) ¢ um dominio fundamental para I' = K sobre Hy.

Como mencionado, outros exemplos de dominios fundamentais para H, com ¢ impar,
podem ser encontrados em [28], [29], [34].

O resultado a seguir também é necessario neste trabalho. Observamos que originalmente
ele foi enunciado somente para ¢ impar, e apresentamos a demonstracao para g qualquer.

Primeiramente, acrescentamos a H, os elementos de F, e o elemento oo. Seja T" a aplica-
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¢ao, denominada de cross-ratio, dada por

(z — 21)(22 — 23)
(2 —23)(22 — 21)

T(Za 21, 22, ZS) =

onde z1, 29, z3 € H, sao trés pontos distintos de H, e neste caso, sao levados respectivamente
em 0,1,eco. Com esta aplicagdo e considerando-se F 2 = F (), onde 0 é dado em (2.1),

conseguimos o seguinte resultado.

Teorema 2.7. Dados distintos z1, 22, z3 € Hy e distintos uy, ug, us € Hy existe v € GL(2,F ;)
tal que vzy = uy, Yzo = ug € yz3 = usg. Além disso, v € unica a menos de multiplicacao por

constante e pode ser representada por

<u1(22 —z1) gz — z3)> <u321(22 —z)  wzl - zl)>

U — U Uy — U3 Uz — U3 Uy — U

U2 — Uq Ug — U3 Ug — U3 U2 — Uq

((z2 —z1) (22— ,23)) (zl(ZQ —z3)  23(22— z1)>

Demonstragao: De fato, primeiramente acrescentamos I, e oo a H, e consideramos as aplica-
(2 — 21)(22 — 23) (2 — u1)(uz — u3)

(2 — 23)(22 — 21) (2 —ug)(ug —uy) ’
como T'(z1) = 0,T(z9) = 1,T(z3) = 00 e G(uy) = 0,G(uz) = 1,G(u3) = oo, basta tomarmos

v=G 'oT:H, - H, e teremos yz; = uy, 722 = Uz € Y23 = u3 bem como a expressao apre-

goes cross-ratio T'(z, 21, 22, 23) = e G(z,ui,us,u3z) =

sentada. Para a segunda afirmacio, seja v € GL(2, F,2) outra aplicacao tal que vz = uy,

/ / - ~ . o _ /
Nz = Uy ey z3 = usz. Entdo temos que 2, 29, 23 sdo distintos e fixados por y~! o +. Note

) . az+b . N
que z € H, é fixado se, e somente se, satisfaz n = z, a qual claramente possui 3 solucoes
cz
se, e somente se, a = d e b = ¢ = 0, de onde segue que v = av, a € Fp. [ ]

Exemplo 2.6. Consideremos os resultados obtidos no Exemplo 2.5 e tomemos os elementos

2=a+0, m=0>+06, zz=1+0, uy=a+ad, uy=ad, uz =1+ 7 todos elementos de

b
H, satisfazendo as condi¢oes do Teorema 2.7. Seja v = ¢ p ) como no teorema, entao,

c

lembrando que em corpos de caracteristica par, —1 =1, temos:

(@+ad)((a®+08)+ (a+d)  (14+0)((a?+0)+ (1+9))
_ = ad
(ad) + (o + ad) (ad) + (149)
b (1+8)(a+0)((a®+08)+ (1+9)) N (a4 ad)(1+6)((a®+0) + (a+9)) s

(ad) + (1+6) (ad) + (o + ad)
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B (042+5)+(a+5)+(a2+5)+(1+5) _s
T (ad) + (a + ad) @)+ (1+08)
(

g (a+8)((a®+6) + (1+9)) N 1+8)((a®+6) + (a+9)) s
- (ad) + (a+ ad) (ad) + (o + ad) N ’

Como ~ é tinica a menos de multiplicagdo por constante, podemos tomar v € GL(2,F,)

a

dada por v = )

. que ¢ a aplicacao v; no Exemplo 2.5 e vemos pelo Exemplo 2.5 que
«

de fato v7(21) = uy, y7(22) = us e y7(23) = uz. Se multiplicarmos v por a ou por o obtemos

respectivamente 9 e 14, confirmando novamente o que foi encontrado no Exemplo 2.5.

Terras [34], ainda comenta que podemos considerar I'-tessalagoes ao tomarmos ¢ = p',
comr>1el CGL(2,F,) para o caso impar.

No capitulo 4, consideraremos este caso e também o caso par na construcao de nossos
c6digos nao-lineares. Além disso, veremos que podemos considerar I' = GL(2,F,) agindo
sobre Hg > tanto para ¢ impar quanto para ¢ par e que os codigos nao-lineares obtidos dessa

forma sao os melhores para nosso método de construcao.



Capitulo 3
Codigos Lineares Quase-Ciclicos sobre H,,

Neste capitulo veremos uma familia de codigos quase-ciclicos que podem ser obtidos trabalhando-
se com o Semi-Plano Superior Finito H,. Iremos considerar ¢ = 2" e construiremos uma

familia de co6digos quase-ciclicos binarios sobre H,,.

3.1 Codigos Quase-Ciclicos sobre H, utilizando a norma

Em [35], Tiu e Wallace apresentaram uma nova familia de cédigos baseados no Semi-Plano
Superior Finito H, com ¢ impar. Esses cddigos foram chamados de NQR, Residuos Nao
Quadraticos. Na construcao de tais codigos, os autores consideram a norma dos elementos
de H, e tomam aqueles cuja norma ¢ um residuo nao quadratico médulo ¢q. Porém, como
para ¢ par, todo elemento do corpo F, é um residuo quadrético, nao podemos utilizar o
mesmo método de construcao para o Semi-Plano Superior Finito H, com ¢ par. Podemos no
entanto, considerar apenas a norma ou a distancia até a "origem'de H, e relaciona-las com

elementos previamente escolhidos do corpo F,.

3.1.1 Construgao

. T__ ’ ’
Consideremos o corpo For = {0,1 = o, «a,a?,...,a* ~2} construido como no capitulo an-

terior, & um elemento primitivo com Tr(a) = 1. Como vimos, a fim de construirmos Har,
tomamos o polindémio 22 + = + «, que pelo Teorema 1.16 é irredutivel sobre Fy-, e consi-
derando # uma raiz deste polindmio sobre a extensao quadratica de For. Assim temos que
Hyr = {x + 0y| x,y € For, y # 0}. A fim de melhorarmos a notagao ao longo do capitulo,
vamos identificar os elementos de Hy por z;; = x 4 0y, onde ¢, j sao as poténcia de « tais

ue r =o' ey =a’, caso xr = 0, tomaremos 7 = *, ou seja, representaremos 0 = a* .
) ) b )

32
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Exemplo 3.1. Considere Hy como no Exemplo 2.4, entao

H, = {2 +0y| v,y €Fy, y#0} =
{6, da, 62, 140, 1+da, 1+d5a?, a+d, a+da, a+da? a?*+6d, a?+da, a’+da?} =
{2*07 Zxl, #%2, <005 <01; <02, <10, <11, <12, <20, <21, 222}-

0 2 272
sa,af L af TP

Como os elementos de Far podem ser escritos da forma For = {0 = a*,1 = «
vamos ordenar os elementos de Hy- utilizando a ordem dada em 2.2 para elementos de For,
ouseja, o =0<a’=1<al<a®<---<a? 2 Note que o < o/ & i < j e estamos

considerando * < 0. Entdo os elementos de Hor serdao ordenados como:
Zij < Zyp & 1 <u ou j<uv caso i = u. (3.1)

Note que no exemplo acima, os elementos estdao ordenados segundo esta ordem.

Agora, para cada elemento o' € F,, consideremos o bloco:

Ci= {ZiOa Zily« - Zi(27"72)}

Como 0 + 0% = 1 e 00* = a, temos que, para z = = + y0 € Hoy, N(x + yf) =
22+ (0 + 0)zy + 00y = 22 + 2y + ay?.

Podemos entao passar a construcao da Matriz G que utilizaremos para gerar nosso codigo.
Faremos isto da seguinte forma:

A primeira linha de G, denotada por Ly, serda formada pelos blocos C; ordenados da
seguinte maneira, Ly = [C, Cy C7 ---Cor_5]. As préximas 2" —1 linhas serdo obtidas através
de um shift para a direita, dos blocos da linha anterior, ou seja, L1 = [Cor_o Cy Cy -+ Cor_3],
ooy Lor g =[Cy Cy Cy ---CL).

Assim, a matriz GG sera da forma:

C. Cy Cp Cy -+ Coy

oo | Crr G G G
e A Ae)

(3.2)

Teorema 3.1. Seja G a matriz (3.2). A matriz Ayryor construida tomando-se a coluna k,

com1<k<2" —1 eas colunas k+ (2" — 1)m, com 1 < m < 2" — 1 € uma matriz circular.
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Demonstragao: De fato, note primeiramente que, em blocos, G é circular. Temos ainda que
cada bloco C; possui o mesmo comprimento 2" — 1 e, a entrada referente a coluna k em cada

bloco, é o elemento z;—_1). Assim, tomando em cada bloco a k-ésima coluna, obtemos a

matriz
Zx(k—1) 20(k—1) *1(k—1) --- Z(2r—2)(k-1)
Ay = Z(2r—2)(k—1) Rx(k—1) ~0(k—1) .- #(2r=3)(k—1) (3 3)
20(k—1) f1(k—1) #2(k—1) - -- Zx(k—1)
que ¢é circular. n

Exemplo 3.2. Se considerarmos o Exemplo 3.1 entdao a matriz G serd dada por

C. Cy Cp (O
G Cy Co Cy Cy
C, Oy Cy G
Co Ci Cy C

Zx0 Rxl %2 200 <01 <02 <10 <11 R12 220 <21 R22
220 221 222 2«0 Rxl Rx2 200 <01 <02 210 c11 <12
210 R11 212 220 R21 R22 2«0 Rxl Rx2 200 <01 <02

200 201 <02 <10 <11 R12 220 <21 R22 Rx0 Rxl  Rx2

0 af 26 1+6 1+ ab 14 a26 a+6 a+ab at+a?0 a?>+0 a’+ald a?+a2%0
a?+0 a’>+af a®+a?0 0 af a?0 1+6 1+ ab 1+ a2%6 a+6 at+al  a+a30
o+ 60 o+ ab at+a?0 o240 a?+ab o?+ a0 0 ab 26 146 1+ af 1+ 26
146 14 ab 1+ a?6 a+0 a+ ab a+a?0 o240 a?+ab a?+a30 (% af 20

Como consequéncia, o c6digo linear gerado a partir de G sera um codigo quasi-ciclico de
ordem 2".

A partir da matriz G construida acima, podemos obter cédigos lineares. Como mencio-
nado, tais codigos serdo quasi-ciclicos de ordem 2". A familia de cddigos que apresentaremos
serda obtida utilizando-se a norma dos elementos. Tal c6édigo serd um codigo binario e para
isto, escolheremos um elemento nao nulo de Fy-, digamos o' para um [ fixado.

Para obtermos o cédigo linear binario, vamos calcular a norma de cada elemento de G e,

! escolhido, colocaremos um 1 no lugar do elemento

se a norma do elemento for igual ao «
correspondente na matriz GG, caso contrario colocaremos um 0. Desta forma, ficaremos com
uma matriz que denotaremos por N(G), com todas as entradas sendo 1‘s ou 0‘s. Note que
tal matriz terd 2"(2" — 1) colunas e 2" linhas, porém ainda nao tomaremos esta matriz como
a matriz geradora do codigo, visto que conseguiremos eliminar algumas colunas desta matriz,

diminuindo assim o comprimento do codigo.
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Lema 3.2. O peso da cada linha da matriz N(G) € igual a 2".

Demonstragao: De fato, note primeiramente que escolhemos o como elemento primitivo de
Fyr com Tr(a) = 1 e em cada linha da matriz G temos todos os blocos Cj;, sem repeticao,
com i € {,0,1,...,2" — 2}. Além disso, para cada elemento z;; de cada bloco C; fazemos j
percorrer todos os elementos de {0,1,2,...,2" — 2}. Logo, estamos interessados em saber o
ntimero de solugdes da equagdo N(x + 0y) = o! quando z e y percorrem os elementos de Fyr
com y # 0. Mas N(z +0y) = ol & 22 +ay+ ay? =o' .

Pelo Lema 1.18, o ntimero de solugdes de tal equacio é : S(z? + 2y + ay? = o) =
2" —v(al) = 2" + 1. Porém, como em Fy- todo elemento pode ser escrito como quadrado
de outro entdo, para y = 0 temos que existe um elemento = € Fyr tal que 22 = !, mas em
Hyr tomamos y # 0, entdao devemos excluir este x. O ntimero de solugoes se torna entao 2"

e portanto o peso de cada linha de N(G) é 2" [

A partir do Lema 3.2 vemos que o numero de 1’s tomando todos os blocos C; é 2". Agora,
se considerarmos a matriz N(G), vemos que verticalmente, a cada 2" — 1 colunas temos todos
os blocos C; como linhas, logo o nimero de 1’s em cada bloco de linhas também ¢ 2". Assim

obtemos o proximo resultado.

Teorema 3.3. Seja N(G) a matriz obtida de G colocando-se um 1 na entrada do elemento
cuja norma é o' e 0 caso contrdrio. Entdo, dentre as 2"(2" — 1) colunas de N(G), apenas

221 540 ndo nulas. Além disso, as colunas nulas ocorrem na mesma posicio em cada bloco.

Demonstragao: Note que precisamos analisar apenas as primeiras 2" — 1 colunas, visto que
as mesmas se repetem a menos da ordem de seus elementos, umas vez que a matriz Ay
em (3.3) é circular. Agora, como consequéncia do lema anterior, temos que existem 2" 1’s
entre as entradas destas primeiras 2" — 1 colunas. Temos ainda que os elementos da k-ésima
coluna sao da forma z;;_1), onde i percorre todos os elementos de {*,0,1,...,2" —1}. Logo,
a k-ésima coluna tera um 1 na entrada z;;_1) se (@®)? + afakf ! + a? ! = ad, ou seja, se
considerarmos o' = z, temos uma equacao de grau 2 em uma varidvel z e tal equacao possui
duas ou nenhuma solugao em For, uma vez que (a+b)? = a? +b? em Fy-. Assim, cada coluna

nao nula possui 0 ou duas entradas nao nulas. Agora, temos 2" entradas nao nulas no bloco

27"
2

as quais se repetem nos blocos seguintes. Portanto, apenas 22 ~! colunas de N(G) sdo nao

analisado, portanto temos = 2"! colunas nao nulas entre as primeiras 2" — 1 colunas,

nulas. A segunda parte segue diretamente da matriz G ser circular por blocos. [ |

Assim, podemos excluir as colunas nulas da matriz N(G) e conseguimos uma nova matriz

227“71

G’ com 2" linhas e colunas, a qual sera a matriz geradora do cédigo.
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Exemplo 3.3. Consideremos a matriz G obtida no Exemplo 3.2. Devemos escolher um ele-
mento o € F}; e em seguida colocar 1 na entrada z;; se N(z;;) = al e 0 caso contrario. Vamos
escolher o elemento a? € F;. Entdo temos que os elementos z;; € Hy tais que N(z;;) = o?
sao {Z*l, 2105 220, 222}. Entéo, Ccomo

Zx0  Rx1 %2 200 <01 202 <10 <11 R12 k20 21 <22

220 k21 222 Zx0 Axl  Rx2 200 <01 202 <10 A1l <12

G = , teremos
210 211 212 220 221 222 Zx0 2%l Rx2 200 <01 <02

200 01 02 <10 Rll R12 220 R21 R22 Rx0) Rxl  Rx2

_ O O =
o O o O
_— = O O
S O = o=
o O o o
_ o O =

(001000
101001
100101
(000100
010010
110100
101101
001011

S O = =
_ o O =

J4 sabemos que o comprimento do cédigo é 22"~!, vejamos resultados sobre os outros

parametros codigo.

Teorema 3.4. Seja G’ a matriz 2" x 2*~! obtida de N(G). Entdo, entre as 2" linhas de G’,

quaisquer 2" — 1 linhas sdo linearmente independentes.

Demonstragao: Com efeito, suponha que no processo de obtencao de G', a k-ésima coluna do
primeiro bloco de N(G) era nao nula e considere a matriz A, obtida em (3.3) a partir desta
coluna. Basta mostrarmos que tal matriz possui posto 2" — 1 e assim, como encontramos uma
submatriz de G’ com posto 2" — 1, entao o posto de GG’ deve ser maior ou igual a 2" — 1. Por
outro lado, note que ao somarmos todas as linhas de G’, obtemos o vetor nulo, uma vez que
cada coluna possui apenas dois 1’s, logo o posto de G’ é menor que 2" e assim, obteremos o
resultado desejado. Seja entdo A a matriz obtida tomando-se a k-ésima coluna (ndo nula) de
N(G) e as colunas k + (2" — 1)m, com 1 < m < 2" — 1, apés trocarmos as entradas por 1’s e

0’s. Vimos que tal matriz é circular e por Macwillians e Sloane [23], pagina 201, considerando
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a matriz de Vandermonde sobre GF(2")

Qo aq s QAor—q
M = ,
CI/2 a2 DY a/2
0 1 2r—1
2T —1 2"—1 27 —1
o aq s Qor_q

~ s . ’ . T_
onde ag = 1 e a; sdo as 2"-ésimas raizes da unidade, e sendo f(z) = fo+ fix+- -+ for_12¥ !

com a primeira linha de Ay sendo dada por [ fy fi -+ for_1 ], temos que M—1A M é a
matriz diagonal M~1A,M = diag[f(ao), f(a1),..., f(ax_1)]. Agora, note que apenas dois
fi’s s@o nao nulos, logo f(ap) = 0 e f(a;) # 0 para 1 < i < 2" — 1, visto que os a;’s sdo as
2"-ésimas raizes da unidade. Logo a matriz Aj tem posto 2" — 1 e como encontramos uma
submatriz de G’ com posto 2" — 1 temos que 2" — 1 < posto(G’) < 2" e portanto quaisquer

2" — 1 linhas de G’ sao linearmente independentes. [ ]

De posse de tais resultados, conseguimos entao nosso codigo.

Teorema 3.5. Seja 6 o codigo linear bindrio cuja matriz geradora é a matriz G' obtida nos

resultados anteriores. Entdo 6 é um [227=1, 2" — 1,27|-cédigo quasi-ciclico.

Demonstragao: De fato, pelo Teorema 3.3 temos que o comprimento do cdédigo é 22771 e
pelo Teorema 3.4 que a dimensao do codigo é 2" — 1. Além disso, pela forma como a matriz
foi construida, obtemos diretamente que o codigo é quasi-ciclico. Resta provarmos que a
distancia minima é 2". Pelo Lema 3.2 temos que w(%¢) < 2". Assim, resta provarmos que
w(€) > 2". Para isto, considere as 2! matrizes circulares A, formadas como em 3.3, a
partir das 2"~! primeiras colunas de G’. Para cada uma dessas matrizes, temos que o peso
de cada linha e cada coluna é 2, e além disso, como o posto de cada uma destas matrizes é
2" — 1, a soma de quaisquer [ linhas, 1 <[ < 2" — 1, deve ter peso par. Assim, para cada
uma das 2"~! matrizes circulares o peso deve ser maior que, ou igual a 2, ao considerarmos
todas as matrizes circulares obtidas, ao mesmo tempo, devemos ter w(€¢) > (2712 = 2".

Portanto a distancia minima do codigo é 2". ]

Apesar do cédigo obtido nao possuir uma distdncia minima e um dimensao tao eleva-
dos a principio, o método de decodificacao torna-se muito simples como veremos a seguir.
Também veremos que conseguimos melhorar a distancia minima, chegando bem préximo dos

parametros dos melhores codigos quasi-ciclicos conhecidos.
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3.2 Coddigos Quase-Ciclicos sobre H, utilizando a distancia

Na construcao dos codigos quase-ciclicos da se¢ao anterior, consideramos a norma dos ele-
mentos de H,. Porém, podemos utilizar o mesmo método de construcao para a matriz G e
para obtermos a matriz seguinte, utilizarmos a distancia até um elemento fixo de H,.
Consideremos entao a matriz G' obtida em (3.2). Fixado um elemento z,, € H,, vamos
construir uma matriz D}j"*(G) a partir de G tomando as entradas da matriz D}"*(G) como

sendo 1 se d(2;j, zuy) = @' e 0 caso contrario.
Teorema 3.6. Se | # x,0, entdo o peso de cada linha da matriz DI (G) é 2" + 1.

Demonstragao: De fato, segue diretamente do Teorema 2.4, uma vez que o grafo X, (6, o)

é um grafo (q + 1)—regular se a! # 0, 1. n

Proposicao 3.7. Entre as colunas ndo nulas de cada bloco da matriz D} (G), uma coluna

possut peso 1 e as demais possuem peso 2.

Demonstragao: De fato, vamos analisar o primeiro bloco da matriz, assim como no caso da

norma. Primeiramente, note que se z;; = x + 0y e z,, = m + 6n entao
d(2ij, 2u) = o' & a'ny = (x +m)* + (z +m)(y +n) + aly +n)*.

Agora, m = a* e n = ¥ sdo fixos, e se a k-ésima coluna é ndo nula entdo y = a*~! também
é fixo, o que nos deixa com uma equacao do segundo grau em uma variavel. Tal equacao
possui apenas uma solucao se y = n, neste caso teremos aln? +m? =2° & (aév + m)2 =
12 & =atv+ u, caso contrario a equacao tera duas solugdes, provando assim o resultado.

[
Como consequéncia deste resultado temos:

Corolario 3.8. O posto da matriz D} (G) € 2".

Demonstragao: De fato, considere a submatriz A, formada tomando-se todas as colunas
com apenas um elemento nao nulo. Entao, como esta é uma matriz circular, seu posto é 2"

e consequentemente a matriz Dj"(G) também terd posto 2. n

Proposic¢ao 3.9. A matriz D{*(G) possui 2" (277! — 2) colunas nulas.
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Demonstragao: De fato, pela Proposicao 3.7, entre as colunas nao nulas de cada bloco, uma
possui peso 1 e as outras peso 2. Agora, pelo Teorema 3.6, cada bloco tem 2"+ 1 coordenadas
nao nulas, o que nos fornece por bloco, 1 coluna com peso 1 e 2"~! colunas com peso 2. Logo,

em cada bloco temos
2" —1—(1+27 ) =2"1-2

colunas nulas e como temos 2" blocos, entdo a matriz possui 2"(2"~! — 2) colunas nulas. =

Vamos denotar por D}*(G') a matriz obtida ao se excluir as colunas nulas de D}*(G).

Entao conseguimos o seguinte resultado.

Teorema 3.10. Seja 6 o cidigo linear bindrio cuja matriz geradora é a matriz D{*(G") obtida

nos resultados anteriores. Entio € ¢é um [27(1 + 21,27, 27|-cédigo quasi-ciclico.

Demonstragao: A demonstracao é analoga ao caso da norma. Pelo Teorema 3.6 temos que

w(6) < 2"+ 1. Porém, ao somarmos todas as linhas, como existe uma coluna com peso 1 em

cada bloco, e as demais com peso 2, obteremos um elemento com peso 2", portanto w(%) <

2", Agora, considerando-se novamente as matrizes Ay, obtemos w(%) > 2", provando-se o
resultado. [ |
Exemplo 3.4. Considere o corpo Fg = {a* = 0,a° = 1,02, a3, a*, a®, a%} onde « é raiz do po-

linémio 22422 +1, irredutivel sobre Fy e tomemos 0 raiz de 2 +x 4+« irredutivel sobre Fs. En-

tao Hg = {Zij = Oéi+904j’ J# *} = {Z*m Rxly #x2y Zx3y Zxds Zx55 Zx65 2005 2015 2025 2035 2045 205, 2065 £105 £115 2125
2135 2145 2155 2165 2205 2215 2225 223, 224, 225, 2265 2305 231 232, 233, 234, 235, 2365 2405 F41, R42, 243, 244, 245, 246,

250, 251, 252, 253, 254, 255, 256, 260 2615 2625 263, 264, 265, 266 ;- LNtA0 teremos

C. Cyp C1 Cy C3 Cy C5 Cg
Co Co Cy C1 Cy C5 Cy Cs
C;s Cs Co Cy Cy Cy C5 C4
Cy C5 Cs Cp Cy Cy Cy Cf
Cs3 Cy Cs Cg Cp Cp Cp Ch
Cy, C3 Cy C5 Cg Co Cy Cy
C, Cy C3 Cy C5 Cg C. C
Co Cv Cy C3 Cy Cs5 Cg C
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Cy = [2:0 241 %2 223 Zed Za5 i)
Co = [Zoo 201 202 203 <04 <05 206]
C) = [210 211 %12 <13 %14 ~15 2’16]
onde Cy = [220 221 R22 <23 %24 %25 226]
C3 = [230 <31 <32 X33 %34 <35 236]
Cy = [240 241 R42 243 244 245 246]
Cs = [2’50 251 X52 <53 %54 <55 256]
Cs = [ZGO 261 262 <63 <64 <65 266]

Agora, se escolhermos o elemento 2,y = € e na matriz G colocarmos 1 no lugar do elemento

2;j se d(z;j, 2«0) = « e zero caso contrario, obteremos os blocos C; dados por

C.,=[0000000]
Co=[0010010]
C;=[0000100]
C,=[0010100]
Cs3=[0000000]
Cy,=[1001000]
Cs=[0001010]
Cs=[0000000]

Assim, excluindo a segunda e a sétima coluna em cada bloco, obtemos a matriz D}°(G’)
com 40 colunas nao nulas, cada linha tendo peso 9, a cada 5 colunas uma coluna com peso
1 e 4 com peso 2, o que nos deixa com um codigo com peso 8, confirmando os resultados

anteriores.

3.3 Decodificacao

Vejamos entao como decodificar nosso cddigo para ambos os casos.

Suponha que temos o cddigo 6 com paramétros [227~1, 2" — 1,2"] construido como expli-
cado ao longo da primeira secao deste capitulo, ou seja, estamos utilizando a norma. Agora,
note que o peso de cada coluna da matriz G’ é 2 e considere as 2"~! matrizes circulares Ay,
1 < k < 2" obtidas a partir das primeiras 2"~! colunas de G’. Temos que em cada uma
destas matrizes, se na primeira coluna temos as posi¢oes referentes as linhas L; e L; nao
nulas, 0 < 4,5 < 2" — 1, entdo na préxima coluna teremos as posigcoes referentes as linhas
Lit1ymod2r © L(j+1)modz- sendo nao nulas, e assim sucessivamente para as demais colunas de

cada uma destas matrizes circulares.
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Agora suponha que a palavra c¢ foi codificada via matriz G’ e que recebemos a palavra
r = ¢+ e, onde e foi o erro introduzido no decorrer da transmissdo. Vamos representar cada
uma das 27(2" — 1) entradas da palavra r por r,, onde x representa o bloco C, e y a coluna
deste bloco, referente & primeira linha da matriz G'. Assim, para cada matriz Ay, tomaremos
uma sequéncia de coordenadas da palavra r, sendo esta sequéncia dada por 7.k, 7ok, Tik,-- -,

T(2r—2)k € resolveremos o sistema

(L(i+1)mad2T + L(j+1)modgr)m0d2 = Tok
(L(/L'+27"—l)mod27” + L(j+2r—1)mod2r)m0d2 = T@er-2)k

Note que resolver tal sistema é muito simples, uma vez que nossa matriz A,tem 2" linhas
e posto 2771, ao somarmos todas as linhas temos a palavra nula. Assim, se r é combinacao de
[ linhas de N(G), também podemos escrever r como combinagao das linhas complementares,
uma vez que ao somarmos as [ linhas com as suas complementares o resultado deve ser a
palavra nula. Portanto, tanto faz a escolha que fazemos para comecar a resolver o sistema.
Por exemplo, se r,, = 1, tanto faz tomarmos L; = 1 e L; =0ou L; =0e L; =1ea
partir da solugao escolhida para a primeira linha do sistema, determinamos as demais. Note
que L; = 1 e L; = 0 significa que estamos tomando a linha ¢ para escrever a combinagao
linear que resulta na palavra r e nao estamos tomando a linha 7. Assim escolhemos uma das
opgoes e vamos substituindo nas demais linhas do sistema de forma a resolvermos o sistema.
Além disso, ndo precisamos, a principio, resolver todos os sistemas. Podemos escolher um &
e resolver.

Agora, se para o k escolhido o sistema for possivel e possuir apenas duas solugoes, obtenha
a palavra ¢ que é combinacao das linhas de G’ referentes a uma das solucoes do sistema e
calcule ¢ +r. Se w(c +71) < {2;—_%, a palavra enviada foi ¢/. Se w(d +r) > VTTAJ, ou
o sistema é impossivel, repita o processo para outro k. Temos ainda a opc¢ao do sistema
possuir mais que duas solucoes, neste caso encontramos as possiveis solucoes e verificamos
qual destas solugoes satisfaz w(cd + 1) < {?—_IJ ou escolhemos outro k.

2
. A . s . , . , T_ T
Como a distadncia minima é 2", temos que €6 corrige até {gJ erros. Agora, [2 1J

2

2
271 e como temos 2" ! colunas em cada bloco da matriz G, conseguiremos corrigir até { 5 1J
erros. Se o sistema for impossivel para todos os valores de k, ou possivel mas w(c’+r) V ’1J

~ . ~ . T__ ~
para toda solucao do sistema, entao ocorreram mais que {2—21 €rros € nao conseguimos

determinar a palavra enviada.
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Exemplo 3.5. Considere a matriz G’ obtida no Exemplo 3.3, ou seja,

G'=

O = = O
o O ==
— = O O
O R = O
_ o O =
— = O O
S O = o=
_ o O =

e suponha que a palavrar=[0 1 0 0 0 1 1 0] foi recebida.
Identificamos r = [y 7w To1 To2 711 T12 T21 To2) € tomando k = 1 vemos que na primeira
coluna de G’ as linhas L, e Ly sdo nao nulas, logo montamos o sistema:
(Ly + Ly)mod2 =0
(Ly + L3)mod2 =0
(L3 + Lo)mod2 =0

(Lo + Ly)mod2 =1
Assim, tomando L; =1 e Ly = 1 devemos ter Ly =1, Ly = 1 e L1 = 0 um absurdo, logo

o sistema é impossivel e ocorreu um erro em ao menos uma destas posicoes.
Agora tomando k£ = 2, obtemos o sistema
(Lo + L1)mod2 =1
(Ly + Ly)mod2 = 0
(L + L3y)mod2 =1

(Lg + Lo)mOdQ =0
Entao, se tomarmos Ly = 1 e L; = 0 na primeira linha, obtemos Ly = 0, L3 = 1 e

Lo = 1, ou seja, sistema possivel e obtemos a palavra ¢ = Lo+ L3 =[01 100 1 1 0].
Note que entao temos r+¢ =[0 0 1 0 0 0 0 0] e como w(r+¢) <1, a palavra enviada foi
e=[01100110].

Se a matriz foi construida utilizando a distancia, entao o procedimento se torna o mesmo

se o k escolhido for referente a uma coluna com peso 2.

3.4 Melhorando a distancia

Como vimos nas secoes anteriores deste capitulo, conseguimos construir cédigos lineares
sobre o Semi-Plano Superior Finito H, utilizando tanto a norma como a distancia até um
elemento fixado e para isto escolhemos um elemento do corpo Fyr para tomar a entrada da
matriz igual 1 se a norma ou distancia até o elemento fixado for igual ao elemento do corpo

escolhido ou zero caso contrario. Com isto, utilizando a norma, vimos que obtemos um cédigo
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quasi-ciclico 6 com parametros [22771 2" — 1,27] e se utilizarmos a distancia, obtemos um
c6digo quasi-ciclico 6 com parametros [22771 + 27 27 27].

Note que em ambos os métodos, escolhemos um elemento e apenas um elemento do corpo
For e neste caso restringimos a distancia minima a ser no méaximo 2". Porém, se ao invés de
escolhermos apenas um elemento, tomarmos mais elementos, podemos melhorar a distancia,
porém, aumentaremos o comprimento do nosso codigo.

Se estivermos utilizando a norma para gerar a matriz N (G), entao, se escolhermos colocar
1 na entrada cuja norma ¢ igual a qualquer elemento de um conjunto com ¢ elementos, entao
nossa distancia passara a ser limitada superiormente pelo niimero 2".t.

A questao que fica agora é: que numero t escolher de forma a se obter o melhor cédigo
possivel?

Em [35] Tiu e Wallace escolhem colocar 1 se a norma ¢ um residuo quadratico e 0 caso
contrario. Como provado em [23], metade dos elementos de um corpo com caracteristica
impar sao residuos quadratico, logo Tiu e Wallace estao escolhendo o niimero ¢ como sendo
t=1.

Naturalmente seguiremos a mesma idéia, porém como todo elemento ¢ um residuo quadra-
tico em corpos com caracteristica par, devemos escolher os elementos de outra forma. Com a
ajuda do professor Emerson Vitor Castelani, o qual escreveu um algoritmo no Software livre
Julia, para nos ajudar a determinar os elementos que fornecem a melhor distancia possivel
para alguns exemplos criados, somos levados a crer que este nimero t deve ser t = 2"~ ! ou
t=2""1 1.

Na escolha destes ntimeros, vamos tomar os t elementos de forma que uma coluna ao
menos, tenho peso 2, garantindo assim a dimensao do codigo em 2" — 1. Também, nao
tomaremos todos os elementos de uma mesma coluna, ou seja, em todas as colunas o peso
deve ser menor que 2" — 2.

Para construirmos alguns exemplos, utilizamos o software livre GAP para fazermos as

operacoes sobre os corpos finitos.

Exemplo 3.6. Vamos construir o corpo Fi5 com o polindmio z* + 2 + 1 irredutivel sobre F,.
Em seguida encontraremos todas as solugoes de N(x +60y) = o' para x < 0 < i < 14 no GAP
conforme apresentado no apéndice A e construiremos a matriz G.

Agora, a partir da matriz G, utilizaremos o software Julia com as linhas de comando
apresentadas no apéndice A, elaboradas pelo professor Emerson, para obtermos todas as dis-
tancias possiveis para escolhas de 8 dos 15 elementos nao nulos de Fig para construirmos a

matriz N(G), e vemos que se escolhermos 8 elementos, aqueles que nos fornecem a melhor
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distancia, a qual é 100, sao os elementos

5 6 7 .8 9 13
1,a,0”, 0, o', a®, o, a.

Obtemos ainda que se tomarmos apenas 7 elementos, também conseguimos a distancia
100 e os elementos que podem ser escolhidos sao:
La,a? ot o’ a’ o — [240, 15, 100]
a,a?, 0 at o’ at? ol —[240, 15, 100]

Com este exemplo vemos que podemos melhorar a distancia do nosso cédigo, porém
teremos que utilizar todas as colunas, aumentando entao o comprimento do nosso cédigo.
Com isso, ficamos com a distancia minima muito préoxima da distancia do melhor codigo
binédrio quasi-ciclico conhecido com mesmo comprimento e dimensao que neste caso é 104.

Com o exemplo para ¢ = 8, obtemos um codigo binario quasi-ciclico de comprimento 56,
dimensao 7 e distancia minima 24 se escolhemos 3 ou 4 elementos para construirmos a matriz
N(G). Os elementos escolhidos para obtermos estes resultados neste caso sdo:

3 elementos :

1o, a® — [56,7,24]

1,02, a* — [56,7, 24]
1,a3,a* — [56,7,24]
1,08, 0% — [56,7,24]
1,0, a8 — [56,7,24]
a,a? o’ —[56,7,24]
a,a? ot — [56,7,24]
a,at, a® —[56,7,24]

a? a3, ot — [56,7,24]
o at, o — [56,7,24]

4 elementos
Lo, o a5 — [56,7,24]
L a,at, a8 — [56,7,24]
1,02, a* a8 — [56,7,24]
1,a* o’ a8 —[56,7,24]
a,a?, o at —[56,7,24]
a,a’ ot ab —[56,7,24]
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o at ol ab —[56,7,24]

Os exemplos mostram-se promissores com relacao aos codigos binarios ja existentes. Po-
rém ainda nao conseguimos uma relagao entre os elementos que devem ser escolhidos.

Para o caso onde construimos a matriz G utilizando a distancia, podemos fazer o mesmo
procedimento. Porém vemos que se escolhermos um ntimero impar de elementos, a distancia
serda sempre fixa em ¢. Assim, podemos acrescentar como sendo 1 também a entrada cuja
distancia até o elemento fixado é 0 ou 1, porém fazendo isto, reduzimos a dimensao do cédigo
e também conseguimos obter os mesmos parametros do caso utilizando a norma.

Uma desvantagem de melhorarmos a distancia desta forma é que o método de decodifi-

cacao também nao podera mais ser utilizado, sendo necessario a busca por outro método.



Capitulo 4

Coédigos Nao-Lineares e Nao-Binarios

sobre H,

Neste capitulo construiremos uma nova familia de cédigos sobre H, porém, diferentemente
do capitulo anterior, estes cddigos nao sao lineares, nao sao bindrios e ¢ pode ser impar.

Além disso, aqui nao utilizaremos a notacao do capitulo anterior.

4.1 Construcao

Seja H, construido como em (2.1), I' € GL(2,F,) e ® um dominio fundamental para a
acao de I sobre H;. Considerando a ordem apresentada em (2.2), iremos ordenar os elementos
de H, da seguinte forma: dados z = x + dy, w = u + dv € H,, diremos que z < w se, e
somente se, r < u ou y < v €Caso T = u.

Agora, seja ® um dominio fundamental para a acdo de I' sobre H, e consideremos os
elementos de ® ordenados em ordem crescente, ou seja, sejam z; < z5 < --- < 2, OS
elementos de © e tomemos o vetor ¢y = [z1, 22, . . ., 2,), onde |D| = n. Tal vetor serd o vetor
gerador de nosso codigo.

Para obtermos as palavras do c6digo, tomaremos v € I' e aplicaremos em todas as entradas
de ¢g. Note, pelos exemplos no Capitulo 2, que podemos ter 7;(co) = v;(co), para isto, basta
que ; * 0v; = c.Id. Entao, tomaremos como palavras do cédigo todos os elementos distintos

obtidos ao se aplicar v € T em cy.

Exemplo 4.1. Consideremos o Exemplo 2.5 no capitulo 2. Encontramos que

Dr(z) = {a+46, a*+6, §, 1+ d} é um dominio fundamental para a agdo de T = K sobre

H,. Ordenando estes elementos teremos ¢y = [d,1 + 6, + &, a* + §] e entdo, aplicando os

46
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elementos de I' em ¢y obtemos as palavras distintas do codigo dadas por:
c1 =10, 1+0, a+6, a?+ /]
1446, o®+a?, a?d]

146, 1+ad, o®+ adl

Co = [5,
c3=1[0, 14+, 1+a%), a+a?
cy = [0,
cs = [0,

140, ,a+ad, ad]

Consideremos agora o c6digo com pardmetros (n, M, d) criado, onde n é o comprimento,

M o nimero de palavras do codigo e d a distancia minima do cédigo, utilizamos a distancia

de Hamming. Vejamos alguns resultados sobre tais parametros.

Primeiramente, o comprimento do cdédigo serd dado por n = |D|. Agora, temos pelo
Lema de Burnside, para um grupo finito I' agindo em H, com Fix(y) = {z € H |y(2) = =},
que n = [[\H,| =

1.19 e determinaremos Fix(y). Pela Proposigaol.19 conseguimos construir a seguinte tabela:

1 )
T > [Fix(y)[.
| |’YEF
Assim, utilizaremos as classes de conjugacao de GL(2,F,) apresentadas no Proposigao

Tabela 4.1: Tabela de Classes de Conjugacao de GL(2,F,)

#elementos
Tipo | Representante # Classes na classe
a 0
1 0 4 ,a€F, a#0 qg—1 1
a 1
2 0 a ,a€F, a#0 q—1 ¢ -1
a 0 1
3 0 b 7aab€Fq7a7éb E(q_l)(q_Z) Q(Q+1)
0 wit!
4l D) e | W EFR\F | 5a(g— 1) q(q—1)

Em [34] Terras apresenta uma tabela para o caso ¢ impar. Porém, como neste trabalho

utilizamos ambos os casos, consideraremos a tabela acima.

Proposigao 4.1. Seja v € GL(2,F,) e H, dado em (2.1). Entdo

| Fiz()| = § 0

qlg—1) se ~ € do tipo 1

2 se v € do tipo 4

se v € do tipo 2 ou 3
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Demonstragao: De fato, se v é do tipo 1 entao v = a.Id, logo y(z) = % = z, ou seja,

Fix(v) = H; = |Fix(y)| = ¢(¢ — 1). Se v é do tipo 2, entdo y(z) = z < az + 1 = az, a
qual nao possui solucao, logo |Fix(y)| = 0. Analogamente, se v é do tipo 3, entdao v(z) =
2z < az = bz que nao possui solucdo, uma vez que a # b. Para v do tipo 4 temos que
Y(z) =z & 22 — (w+ wh)z + wi™ = 0. Agora, em (2.1), se ¢ é impar, tomamos § = |/,
onde ¢ é um ndo quadrado, ou seja, z? — ¢ é irredutivel sobre F, logo /< € F,2\F,, e assim
podemos considerar w = /< de onde segue que w + w? = 0, w?™ = ¢ e assim, +,/5 sdo
as solugoes da equacao. Como ./ € H,, temos que |Fix(y)| = 2. Analogamente, se ¢ é
par, entdao em (2.1) tomamos § = 6 onde 6 ¢ raiz do polindmio irredutivel 2 + 2 + « sobre
F,, ou seja, § € F2\F,, assim, tomando w = §, teremos w + w? = 1, w?™! = «, logo § e §4

satisfazem 2% — (w 4+ w?)z + w?™ = 0, como 4,7 € H,, entdo |Fix(y)| = 2 n
Como consequéncia deste resultado temos:

Corolério 4.2. Um dominio fundamental ® para a ag¢io de T = GL(2,F,) agindo sobre H,

contém apenas um elemento.

Demonstragao: De fato, pelo Lema de Burnside e da tabela acima temos:
1 )
D] = [P\H,| = 7 > [Fix(y)| =

|r| ’YEF

T (@ - 1)1(q2 ) [Q(q —D(@-1)+0+0+ ;q(q —1)g(g—1)2| =
_@=D*¢"+q) _
(¢> = 1)(¢*> —q)

Vemos pelo Corolario 4.2 que nao obtemos um bom cédigo ao tomarmos I' = GL(2,F,)
agindo sobre H,, visto que teremos n=1, mesmo se consideramos I C GL(2,F,), os pardme-
tros do codigo obtido nao serao bons, visto que da forma como o codigo foi construido, o

nimero de palavras sera baixo.

Exemplo 4.2. Consideremos os subgrupos

1 a
o= {(12)wer)

I, =K ={g€GL(2,F,) | g(d) =0},

entdao, utilizando os resultados da Tabela 4.1 e o Lema de Burnside, sendo ®; e ®5 0s
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respectivos dominios fundamentais, teremos que [9| = |[I}\H,| = ¢—1 ¢ [D2| = |L\H,| = q.
Agora, como H, possui ¢(¢—1) elementos, entao teremos ¢ palavras no cédigo tomando-se D,
como dominio fundamental e distancia minima ¢, visto que neste caso, nenhum elemento de
D, é fixado por elementos de I = N, logo o nimero de palavras é dado por M = % =q
e tomamos apenas as palavras distintas, entao temos que ~;(2x) # 7vj(z), logo d = ¢ — 1.
Assim, conseguimos um cédigo com pardmetros (¢ — 1,¢,q — 1).

Se considerarmos ®, como dominio fundamental, como visto, temos dois elementos que

~ . . . —1)-2 A

sao fixados por 7 do tipo 4, logo o niimero de palavras serd M = ‘Z(‘qu; e neste caso a distan-
. /7 . 7 . . /7 L4 A 71 72

cia minima serd d = ¢ —2. Assim, conseguimos um c6digo com pardmetros (g, q(qq_; ,q—2),

o que se confirma no Exemplo 4.1.

O exemplo acima nos mostra que os parametros de fato nao sao bons devido ao baixo
numero de palavras no cédigo. Podemos melhorar tal nimero de palavras para até n — 1
vezes o numero original, mantendo o comprimento n e distancia minima d obtidos. Aqui
estamos considerando a distancia de Hamming. Para se obter tal aumento no niimero de
palavras, podemos considerar o vetor gerador do c6digo ¢y = [z1, 22, ..., 2,] € obter mais
n — 2 vetores fazendo-se um "shift"para a direita em cada coordenada, obtendo-se os vetores
1 = [Zn, 215y Zn1)y - ooy Cno = [29,23,...,21], em seguida, aplicamos o procedimento de
criagdo do cédigo nesses vetores. Assim, teremos M (n — 1) palavras no novo codigo obtido.
Veremos mais adiante um método de decodificagao para o primeiro caso, porém tal método
é perdido se fizermos tal procedimento no aumento do ntimero de palavras, como veremos.

Contudo, se considerarmos I'-Tesselacoes, por exemplo, I' = GL(2,F,) agindo sobre H,
entao teremos resultados melhores nos parametros e poderemos manter o método de decodi-
ficacdo que veremos.

Para analisarmos o caso de I'-Tesselacoes, vamos considerar os corpos finitos F, e Fp2 =
F,(6) onde § é dado como em (2.1). Note que agora, para construirmos H,2, precisaremos
de um elemento d; rafz de um polindémio irredutivel 22 + t;2 4+ ny sobre F2 se ¢ é par ou
01 = /<1 se ¢ é impar, onde ¢; é um nao quadrado em Fp, ou seja, Hpe = {x + 1y | 2,y €
Fp =F,4(5), y # 0}.

Proposigao 4.3. Sejam v € GL(2,F,) e Hpz como acima. Entdo

2 2 s’ .
_ ¢(¢° —1) se ~ € do tipo 1
|Fiz(y)| = o
0 se 7y € do tipo 2, 3 ou 4
Demonstragao: De fato, a demonstracao é essencialmente a mesma da Proposi¢ao 4.1. Porém

agora, como |[Hpe| = ¢*(¢*> — 1), se v é do tipo 1, entdao |Fix(y)| = ¢*(¢* — 1) e como
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He={z+6y | z,y e Fp=F,(J), y#0}, os pontos fixados para v do tipo 4, continuam
sendo £6 para ¢ impar e §, 7 para ¢ par, os quais nao pertencem a Hp. Logo, |Fix(y)| = 0.

Lema 4.4. Seja ® um dominio fundamental para a agio de T = GL(2,F,) agindo sobre Hp.
Entao
D] = IN\Hg| = ¢

Demonstragao: O resultado segue diretamente do Lema de Burnside e da Proposicao 4.3.

L )P -1 =g .

Segue destes resultados que |D| = @ - D(f )
q° — q- —dq

Teorema 4.5. Sejam © um dominio fundamental para a a¢io de T = GL(2,F,) sobre Hp
e co = [21,22,...,2,] 0 vetor com elementos de ® em ordem crescente. Entdo o cédigo €
obtido tomando-se os elementos distintos, apos aplicarmos os elementos de I' em cq, possui

parametros (n = ¢, M = q(¢*> — 1),d = q).

Demonstragao: De fato, o comprimento n = ¢ decorre diretamente do Lema 4.4. Para o
ntimero de palavras, como tomamos © um dominio fundamental, temos que |H,| = ¢*(¢* —1)
e, pela Proposicao 4.3, segue que M = @ = q(¢* — 1). Para a distancia minima temos
que se vy € T, entdo v~ ' € I. Assim, suponha que existem 7;,v; € T com v;(2;) = v;(2x) para
algum 2z, € D, entdo 2, é fixado por 7; ! 07;, e pela Proposicao 4.3 temos que it ov; = c.ld,
logo 7; ' o «y; fixa todos os elementos de D, ou seja, v;(zx) = 7;(21) V 2x € D e assim
vi(co) = 7j(co), absurdo pois tomamos as palavras distintas. Portanto a distdncia minima

sera d = q. [ |

Note que novamente, neste caso, podemos aumentar o niumero de palavras do cédigo para
até ¢ — 1 vezes o nimero original fazendo o "shift'q — 1 vezes para a direita nas coordenadas
das palavras do cédigo original. Porém, assim como mencionado anteriormente, perdemos o

método de decodificagdo que serd apresentado a seguir.

4.1.1 Decodificagao

Para decodificarmos uma palavra recebida r, utilizaremos a Proposi¢do 2.7. Assim, sejam
e=le,e9,...,65] er =[ry,r9, ..., 7,] as palavras enviada e recebida respectivamente. Note
que e = ¥(cg), ou seja, e; = y(z), ¢ =1,2,...,n para alguma v € T. Logo, pela Proposicao
2.7 basta tomarmos r;, r;, 7 e determinarmos v tal que v (z;) =7, ¥ (z;) =75, 7 () =

. . ! .
r,. Em seguida verificamos se v € GL(2,F,), em caso negativo, a0 menos um erro ocorreu
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e tomamos outra combinacio de 7,7, 7. Se v € GL(2,F,), verificamos se w(v (o) — 1) <
{%J, onde w(w) é o peso de Hamming de w. Em caso afirmativo a palavra enviada foi
e = 7' (cy). Caso contrério as trés coordenadas estdo erradas e escolhemos outros elementos
ri, 75, 7% diferentes destes. Em seguida realizamos o procedimento novamente. Note que, para
que este método consiga corrigir até {%J erros, precisamos tomar ¢ > 4 sen =d = g ou
q > 5 sed= q— 2, pois neste caso existirdao ao menos trés elementos que foram enviados
corretamente e pela unicidade de 7 dada na Proposi¢do 2.7, conseguiremos determinar a
aplicagao «y correta.

Utilizando este método, teremos no maximo % comparagoes, se precisarmos fazer

todas as combinagoes de n = ¢ elementos tomados 3 a 3.



Capitulo 5

Consideracgoes Finais

Ao longo deste trabalho, estudamos o Semi-Plano Superior Finito proposto por A. Terras
[13] e encontramos duas classes de cddigos corretores de erros obtidos sobre este modelo. A
primeira classe, dos codigos lineares e binarios obtidos no Capitulo 3, considerando-se H,
com ¢ par e a segunda classe, dos codigos obtidos no Capitulo 4 considerando-se H, com ¢
podendo ser par ou impar.

No que se refere aos codigos lineares obtidos, vemos que os pardmetros se aproximam
muito dos melhores cédigos existentes com mesmo comprimento e dimensao quando toma-
mos ¢ elementos para considerar na construgao do codigo. Assim, essa classe de codigos
mostra-se promissora. Porém, como vimos, determinar quais sao esses elementos que devem
ser escolhidos no caso geral ainda nao foi possivel. Além disso, perdemos o método de de-
codificacao proposto quando aumentamos o niimero de elementos tomados. Logo, sugerimos
como possiveis trabalhos futuros, determinar uma ligagdo, caso exista, entre os elementos
que devem ser escolhidos bem como determinar um método de decodificacao para o nosso
c6digo, bem como para o cddigo apresentado por Tiu e Wallace [35], visto que este também
nao possui um método de decodificacao especifico.

Quanto aos codigos obtidos no Capitulo 4, nao conseguimos comparar tais cédigos com
outros devido as suas especificidades. Este codigos tém seus parametros facilmente determi-
nados, inclusive quanto a distancia minima, o que é uma vantagem. Além disso, o método de
decodificacao proposto, apresenta um nimero reduzido de comparagoes em relagdo ao mé-
todo ML. Novamente, ao aumentarmos o nimero de palavras, perdemos o método utilizado
na decodificagdo. Assim como sugestao de trabalho futuro, propomos determinar um método

utilizando as propriedades geométricas de H, para decodificar o cédigo ap6s o aumento do

52
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nimero de palavras.
Vemos entao que o modelo de Semi-Plano Superior Finito pode ser utilizado na construgao
de c6digos corretores de erros com bons parametros e que este ainda pode ser utilizado dentro

da teoria de codigos.



Apéndice A

Linhas de Comando GAP e Julia

Com mencionado no Capitulo 3, ainda nao conseguimos dizer quais os elementos tomar na
melhora da distancia através de uma relagao entre os mesmos, assim, apresentamos aqui as
linhas de comando utilizadas no GAP para determinar a matriz G e também as linhas de

comando utilizadas no Julia para determinar quais elementos tomar.
Hig

gap > x = X(GF(2),"z");

X

gap > defin := z* + 23 + 1;; Factors(defin);

(2% + 23 + Z(2)7]

gap > RootsO fUPol(GF(16),defin);

(Z(29)7, Z(291, Z(24)3, Z(21) ]

gap > a := last[4];

Z(24)1

gap > resl := List(Elements(GF(16)),z— > [z, Filtered(FElements(GF(16)),y— > x? +
vay+axy = 220

gap > resa = List(Elements(GF(16)),z— > [z, Filtered(Elements(GF(16)),y— > x® +
zry+axy® =a)l);

gap > resald := List(Elements(GF(16)),z— > [z, Filtered(Elements(GF(16)),y— >
2+ x*xy+axy®=a));

o4
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Em seguida, determinamos os elementos como pares (z,y) no GAP:
gap > Concatenation(List(resl,x— > List(x[2],y— > [z[1],9])));

[0+2(2), Z(2')°], [2(2)°, 0+ 2(2)], [2(2)°, Z(2%)], [Z(2*)*, Z(2")*
[2(2), 2(2")°], [2(2Y)", Z2(2Y)], [2(24*, 2(2Y)?), | : ,
(2(24)°, 2(21)2], [2(29)", 221", [2(2)", Z2(29°), [2(24 7, 2(24)1], [2 (29, Z(24)°)]

gap > Concatenation(List(resald, x— > List(x[2],y— > [z[1],y])));

[0+2(2), 2(2")], [2(2%), 2(2)), [2(2"), Z(2")], [Z(2%), Z(2)), [2(2)%, Z(2Y) "], [2(2Y)°, Z(2%)7),
[2(2%)°, 2(2%)%], [2(2)%, 2(2Y) ], [2(2)%, 2(2Y) 1], [2(2Y)°, 2 (2%)7], [2(2)°, Z(2) 7], [Z(2*)°, O«
Z(2)];

[2(2%)%, 2(2)°],12(2%)°, 2(29)1], [2(29)°, Z2(29) 1], [2(29)"2, 2(2%)7], [2(29)"2, Z(2%)°]]

Agora tomamos os blocos C}, e construindo a matriz G, podemos utilizar o algoritmo
criado pelo professor Emerson no software Julia, para obtermos os elementos que devem ser
escolhidos de forma a obtermos a melhor distancia possivel.

As linhas de comando do algoritmo sao:

usingCombinatorics
include(”arvore.jl”)
functionsomamod2(ind, mat,n)
vs = zeros(n)
foriinind
vs = vs + matli, |
end
returnsum(mod.(vs, 2))

end

functionbusca(ent, mat)
(m,n) = size(mat)
saida = zeros(m,n)

foriinent
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fork=1:m
foryj=1:n

ifi == mat[k, j]
saidalk, j] =1
end

end

end

end

lista = buildtree(m)

aur vsum = 0.0

vsum = 2000.0

forelinlista

vi = find(el)

auxr_vsum = somamod2(vi, saida,n)
tfvsum > aur__vsum&&aux _vsum > 0.0
vSuUMm = auxr_vsum

end

end

returnvsum

end

functionmain(nc, mat)
v =[0,1,7a”, a2, 7a3”, "ad”, "a5”, "ab”, "a7”, "a8”, "a9”, "al0”, "al1”, "a12”, "al3”, "al4”]
output = "output _combinations $nc.dat”
outputgl00 = "output__combinations g100_$nc.dat”
g = open(output, "w”)
9100 = open(outputgl00, "w”)
list = combinations(v, nc)
forcombinlist
sol = busca(comb, mat)
printin(comb, , sol)
printin(g, comb, , sol)
1fsol >= 100
printin(g100, comb, , sol)

end
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end

close(g)

close(g100)

end

A = readdlm(”tabl.csv”)
main(8, A)

Nesta tultima linha de comando especificamos quantos elementos estamos tomando para

gerar todas as combinagoes possiveis com estes elementos.
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