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Doutor.

Orientador: Marcelo Escudeiro Hernandes.

Maringá - PR
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Resumo

Neste trabalho estudamos a Ã1-equivalência de parametrizações quase ordinárias. Re-

lacionamos o espaço tangente à órbita pelo grupo Ã1 com r-formas de Kähler Ωr
O e os

elementos do ideal Jacobiano.

Introduzimos um conjunto associado a Ωr
O que permite identificar termos elimináveis

em uma parametrização quase ordinária. Vários resultados conhecidos para curvas planas

são generalizados para hipersuperf́ıcies quase ordinárias.
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Abstract

In this work we study the Ã1-equivalence of quasi-ordinary parametrization. We pre-

sent some relations among the tangent space to the orbit with respect the Ã1 group,

Kähler r-forms Ωr
O and the elements in the Jacobian ideal.

We introduce a set associated to Ωr
O that allow us to identify terms that can be

eliminated in a quasi-ordinary parametrization. Some results well known for plane curves

are generalized for quasi ordinary hypersurfaces.
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vi
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1

Introdução

Seja (X , 0) ⊂ (Cr+1, 0) um germe de hipersuperf́ıcie determinado por f ∈ C{X1, · · · , Xr+1}.
Dizemos que (X , 0) é uma hipersuperf́ıcie quase ordinária, se existem coordenadas tais

que f é um polinômio de Weierstrass em Xr+1 de grau n e seu discriminante é da forma

∆Xr+1f = Xδ1
1 . . . Xδr

r u com u ∈ C{X1, · · · , Xr} unidade.

Em geral uma hipersuperf́ıcie quase ordinária singular não tem singularidade isolada.

De fato, os únicos casos que ocorrem singularidade isolada são para r = 1, ou seja, curvas

planas e superf́ıcies normais.

Uma hipersuperf́ıcie quase ordinária admite, pelo Teorema de Abhyankar-Jung (veja

[1]) uma parametrização da forma

H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

com S(t1, · · · , tr) ∈ C{t1, · · · , tr}.
Lipman, em [17], mostrou que podemos considerar parametrizações especiais, cha-

madas normalizadas (veja Definição 1.14), a partir das quais se define os expoentes ca-

racteŕısticos generalizados que determinam o tipo topológico da hipersuperf́ıcie quase

ordinária. Reciprocamente, tais expoentes caracteŕısticos determinam completamente o

tipo topológico da hipersuperf́ıcie quase ordinária como germe imerso. Tal resultado foi

provado por Gau em [6].

Mais tarde, González Pérez e Popescu-Pampu introduziram um semigrupo ΓH contido

em Nr que determina e é determinado pelos expoentes caracteŕısticos generalizados. Este

semigrupo apresenta propriedades similares ao semigrupo de curvas planas que foram

também exploradas por Assi em [2].



Sumário

Este trabalho tem como principal objetivo estudar as hipersuperf́ıcies quase ordinárias,

dadas por meio de parametrizações normalizadas, enfocando propriedades do ponto de

vista anaĺıtico. Na sequência descreveremos brevemente a estrutura destas notas.

No Caṕıtulo 1 apresentamos os principais resultados relacionados às hipersuperf́ıcies

quase ordinárias, seus expoentes caracteŕısticos e o semigrupo associado. Por tratar de

resultados conhecidos na literatura, nos limitamos a apresentá-los sem demonstrações,

porém com indicação de referências onde podem ser encontradas.

Neste trabalho, estudamos a equivalência de parametrizações normalizadas de hiper-

superf́ıcies quase ordinárias com respeito a ação do grupo A. Mais especificamente, con-

sideramos uma parametrização H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · .tr)) como uma aplicação H :

Cr → Cr+1 e os elementos (σ, ρ) ∈ A são difeomorfismos ρ : Cr → Cr e σ : Cr+1 → Cr+1.

No Caṕıtulo 2, caracterizamos o subgrupo de A que preserva uma parametrização

normalizada, bem como determinamos o espaço tangente à órbita de um elemento.

O objetivo é aplicar o conhecido Teorema da Transversal Completa nesta situação.

Para tanto, decompomos a ação do grupo como composição da ação de dois grupos: Ã1

e homotetias. Para o grupo Ã1 foi realizada uma análise detalhada da ação, de modo

a verificar que as hipóteses do Teorema da Transversal Completa são satisfeitas. As

homotetias foram analisadas separadamente na Seção 2.2.

O Caṕıtulo 3 contém os principais resultados do trabalho. Na Seção 3.1 relacionamos

os elementos do espaço tangente à órbita pelo grupo Ã1 com r-formas de Kähler que é

uma generalização do caso de curvas planas tratado em [12].

Esta abordagem possibilitou a definição de um conjunto ΛN (H) ⊂ Nr que desem-

penha papel importante na identificação de termos que podem ser eliminados em uma

parametrização de hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Na Seção 3.2 apresentamos um modo de relacionar as r-formas de Kähler Ωr
O com

elementos do ideal Jacobiano J(f) = 〈fX1 , · · · , fXr+1〉 (ver Teorema 3.7). Tal relação

permite obter informações sobre o submódulo de torção T de Ωr
O. Em particular, temos

que
ΩO
T
≈ J(f).

No contexto de curvas planas, tem-se que Γ\{0} ⊂ Λ. Porém, para r > 1 tal fato não

ocorre como ilustramos na Observação 3.14. No entanto, caracterizamos precisamente o

subconjunto ΥH ⊂ ΓH tal que ΥH ⊂ ΛN (H) (veja Teorema 3.19). Em particular, quando

- 2 -
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r = 1, recuperamos o caso de curvas planas, isto é, ΥH = ΓH \ {0}.
Zariski, em [24], caracteriza as curvas planas tais que Λ = Γ \ {0}. Nesta direção, o

Teorema 3.19 caracteriza, a menos de Ã-equivalência as hipersuperf́ıcies quase ordinárias

tais que ΛN = ΥH .

Na Seção 3.4 determinamos as possibilidades para ΛN para uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária com n ≤ 3 utilizando o conceito de Expoentes de Zariski Generalizados.

O trabalho encerra com um apêndice contendo os principais resultados sobre séries de

potências, resultante e discriminante.

- 3 -



1
Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

Nesta seção introduziremos nosso principal objeto de estudo, as hipersuperf́ıcies quase

ordinárias. Apresentaremos os conceitos básicos da teoria, fixaremos notações e recorda-

remos algumas propriedades já conhecidas que serão utilizadas no decorrer do trabalho.

Procuramos sempre que posśıvel ilustrar os conceitos e resultados com exemplos, além de

citar fontes onde as justificativas podem ser encontradas.

1.1 Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

Denotamos por L o corpo de frações do anel C{X1, · · · , Xr} e por Ln o corpo de frações

de C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r }.

Utilizando as noções de polinômio de Weierstrass e discriminante apresentadas no

apêndice deste trabalho, podemos introduzir o conceito de hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Definição 1.1. Dizemos que um polinômio de Weierstrass f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] é

quase ordinário se

∆Xr+1f = Xδ1
1 X

δ2
2 · · ·Xδr

r u

em que u ∈ C{X1, · · · , Xr} é uma unidade e δi ∈ N para i = 1, · · · , r.

Talvez seja oportuno, neste momento, comentarmos que muitos resultados que apre-

sentamos são válidos tanto para o caso irredut́ıvel quanto para o redut́ıvel. Porém, neste

trabalho estamos interessados apenas no caso de polinômios quase ordinários irredut́ıveis.

No que segue (X , 0) ⊂ (Cr+1, 0) denota um germe de uma hipersuperf́ıcie dada por

uma equação f = 0.

4



Caṕıtulo 1. Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

Definição 1.2. Dizemos que (X , 0) ⊂ (Cr+1, 0) é uma hipersuperf́ıcie quase ordinária, se

existem coordenadas locais (X1, · · · , Xr, Xr+1) de modo que (X , 0), nestas coordenadas, é

dada por {(X1, · · · , Xr+1) ∈ Cr+1; f(X1, · · · , Xr+1) = 0} com f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1]

um polinômio de Weierstrass e o discriminante da projeção pr : (X , 0) → (Cr, 0), dada

por (X1, · · · , Xr, Xr+1) 7→ (X1, · · · , Xr), esteja contido em X1 · . . . ·Xr = 0.

A definição anterior é equivalente a afirmar que f , nas coordenadas mencionadas, é

um polinômio de Weierstrass quase ordinário.

Se r = 1, então obtemos o conjunto de exemplos mais simples de hipersuperf́ıcies quase

ordinárias, as curvas planas, como se constata abaixo.

Exemplo 1.3. Toda curva anaĺıtica plana é uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. De

fato, dada uma curva definida por f ∈ C{X1, X2}, através de convenientes mudanças de

coordenadas e aplicando o Teorema da Preparação de Weierstrass, podemos assumir que

f = Xn
2 +

n∑
i=1

ai(X1)X
n−i
2 é um polinômio de Weierstrass. Visto que ai(X1) ∈ C{X1} para

i = 1, · · · , n, segue que ∆X2f = Xδ
1u(X1) com δ ∈ N∗ e u(X1) é unidade em C{X1}.

Portanto, f é um polinômio de Weierstrass quase ordinário.

O exemplo a seguir ilustra como a condição de um polinômio de Weierstrass quase

ordinário é senśıvel por mudanças de coordenadas.

Exemplo 1.4. Seja f(X, Y, Z) = Z2−XY 2 ∈ C{X, Y }[Z]. Temos que f é um polinômio

de Weierstrass quase ordinário, pois

∆Zf = −4XY 2.

A hipersuperf́ıcie definida por f é conhecida como Guarda chuva de Whitney . Agora

note que a mudança de coordenadas X = X + Y , Y = Y e Z = Z, nos dá g(X, Y, Z) =

f(X + Y, Y, Z) = Z2 − (X + Y )Y 2 ∈ C{X, Y }[Z] que é um polinômio de Weierstrass

porém não quase ordinário, uma vez que ∆Zf = −4(X + Y )Y 2.

No caso plano, isto é, quando r = 1, o teorema de Newton-Puiseux garante que, dado

f ∈ C{X1}[X2], suas ráızes pertencem à C{X
1
n
1 } onde n = degX2(f). No caso em que

f ∈ C{X1 · · · , Xr}[Xr+1] define uma hipersuperf́ıcie quase ordinária irredut́ıvel, o teorema

de Abhyankar-Jung garante que as ráızes de f são séries de potências fracionárias no

anel C{X
1
k
1 , · · · , X

1
k
r } para algum inteiro positivo k, isto é, se f(X1, · · · , Xr, ξ) = 0, então

- 5 -



Caṕıtulo 1. Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

ξ ∈ C{X
1
k
1 , · · · , X

1
k
r } para algum k ∈ N∗. Diferente do caso plano, k não é necessariamente

igual a degXr+1(f) = n. No entanto, se f é irredut́ıvel, podemos tomar k = n e faremos

isso sempre que for conveniente. Tais fatos foram justificados por Jung, que considerou

funções em duas variáveis e por Abhyankar que forneceu uma prova geral para o caso

algebroide. Uma demonstração para o caso formal e anaĺıtico pode ser encontrada em

[13].

Exemplo 1.5. Consideremos

f(X1, X2, X3) = X4
3 − 8X2X

3
3 + (24X2

2 − 2X3
2 − 2X1X

4
2 )X2

3

+(−32X3
2 + 8X4

2 + 8X1X
5
2 )X3 + 16X4

2 − 8X5
2 +X6

2

+2X1X
7
2 − 8X1X

6
2 +X2

1X
8
2 − 4X1X

7
2 .

Temos que f é um polinômio quase ordinário pois

∆X3f = 4096X2
1X

20
2 (X2

1X
2
2 − 2X1X2 + 1).

Embora tenhamos degX3(f) = 4, uma raiz de f é dada por ξ = 2X2 + X
3
2
2 + X

1
2
1 X

2
2 ∈

C{X
1
2
1 , X

1
2
2 } ⊂ C{X

1
4
1 , X

1
4
2 }, ou seja, o inteiro k mencionado acima é 2.

Definição 1.6. Seja n ∈ N∗ e ξ ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r }. Dizemos que ξ é um ramo quase

ordinário se o polinômio minimal de ξ sobre L é um polinômio de Weierstrass quase

ordinário.

Encerramos esta seção apresentando um exemplo de um polinômio de Weierstrass

cujas ráızes pertencem a C{X
1
k
1 , · · · , X

1
k
r }, mas o polinômio não define uma hipersuperf́ıcie

quase ordinária.

Exemplo 1.7. Consideremos

f(X1, X2, X3) = X4
3 − 2(X1 +X2)X

2
3 + (X1 −X2)

2.

Notemos que f tem ráızes ξ = ±X
1
2
1 ±X

1
2
2 ∈ C{X

1/2
1 , X

1/2
2 }, mas f não é um polinômio

quase ordinário, uma vez que,

∆X3f = −256(X2 −X1)(X2 + (2X1 + 1)X2 +X2
1 −X1)

2.

- 6 -



Caṕıtulo 1. Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

1.2 Expoentes Caracteŕısticos Generalizados

Apresentaremos agora os conceitos de monômios e expoentes caracteŕısticos, bem como

suas principais propriedades. Veremos adiante que os expoentes caracteŕısticos determi-

nam e são determinados pelo semigrupo da hipersuperf́ıcie quase ordinária. Tais expo-

entes, como mencionamos na introdução, desempenham papel importante no estudo das

hipersuperf́ıcies quase ordinárias, uma vez que são invariantes topológicos completos no

contexto local.

Notemos que, sendo f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] um polinômio quase ordinário de grau

n, temos que

∆Xr+1f =
∏
i 6=j

(ξi − ξj) = Xδ1
1 · · ·Xδr

r u ∈ C{X1, · · · , Xr}

com u ∈ C{X1, · · · , Xr} uma unidade (veja apêndice) e ξk, k = 1, · · · , n são ráızes de

f . Ainda, como C{X1, · · · , Xr} ⊂ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r } e estes anéis são domı́nios fatoriais,

segue que,

ξi − ξj = X
λ1(i,j)
n

1 X
λ2(i,j)
n

2 · · ·X
λr(i,j)
n

r uij

onde uij é unidade em C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r } e λl(i, j) ∈ N para l = 1, · · · , r.

Definição 1.8. Os monômios Mij = X
λ1(i,j)
n

1 X
λ2(i,j)
n

2 · · ·X
λr(i,j)
n

r destacados acima, são

chamados de monômios caracteŕısticos de f e as r-uplas (λ1(i,j)
n

, · · · , λr(i,j)
n

) para todos

1 ≤ i, j ≤ n distintos são chamados de expoentes caracteŕısticos (generalizados) de f .

Vamos agora calcular os monômios e expoentes caracteŕısticos da hipersuperf́ıcie quase

ordinária determinada pelo polinômio do Exemplo 1.5.

Exemplo 1.9. Para o polinômio f dado no Exemplo 1.5, temos que suas ráızes são

ξ0 = 2X2 +X
3
2
2 +X

1
2
1 X

2
2 , ξ1 = 2X2 +X

3
2
2 −X

1
2
1 X

2
2

ξ2 = 2X2 −X
3
2
2 +X

1
2
1 X

2
2 , ξ3 = 2X2 −X

3
2
2 −X

1
2
1 X

2
2 .

- 7 -



Caṕıtulo 1. Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

Assim, os monômios caracteŕısticos são dados por

ξ0 − ξ1 = 2X
1
2
1 X

2
2 ⇒ M01 = X

1
2
1 X

2
2

ξ0 − ξ2 = 2X
3
2
2 ⇒ M02 = X

3
2
2

ξ0 − ξ3 = 2X
3
2
2 (1 +X

1
2
1 X

1
2
2 ) ⇒ M03 = X

3
2
2

ξ1 − ξ2 = 2X
3
2
2 (1−X

1
2
1 X

1
2
2 ) ⇒ M12 = X

3
2
2

ξ1 − ξ3 = 2X
3
2
2 ⇒ M13 = X

3
2
2

ξ2 − ξ3 = 2X
1
2
1 X

2
2 ⇒ M23 = X

1
2
1 X

2
2

e os expoentes caracteŕısticos generalizados são (0, 3
2
) e (1

2
, 2).

Consideremos ξ um ramo quase ordinário, os anéis

C{X1, · · · , Xr} ⊂ C{X1, · · · , Xr}[ξ] ⊂ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r }

bem como seus respectivos corpos de frações,

L ⊂ L(ξ) ⊂ Ln.

A extensão de corpos L ⊂ Ln é finita e galoisiana. Além disto, o grupo de Galois desta

extensão pode ser descrito por meio da ação das r-uplas (η1, · · · , ηr) de ráızes n-ésimas

da unidade, dada por X
1
n
i 7→ ηiX

1
n
i , para i = 1, · · · , r (veja [1]). Em particular, temos

que as ráızes de f são conjugadas de ξ pela ação anterior.

Fixemos uma raiz ξ de f e consideremos Z(f) = {ξ = ξ0, ξ1, · · · , ξn−1} ⊂ Ln os

conjugados de ξ. Avaliando a diferença de ξ com outras ráızes, podemos calcular os

monômios e os expoentes caracteŕısticos.

Se G = Gal(Ln : L) é o grupo de Galois de Ln sobre L, então fixando a raiz ξ0

e variando os elementos de G obtemos Z(f) = {ϕ(ξ);ϕ ∈ G}. Assim, ξi = ϕi(ξ) e

ξj = ϕj(ξ), para ϕi, ϕj ∈ G, donde segue que

ξi − ξj = ϕi(ξ)− ϕj(ξ) = ϕjϕ
−1
j ϕi(ξ)− ϕj(ξ)

= ϕj(ϕ
−1
j ϕi(ξ)− ξ) = ϕj(ξk − ξ),

com ϕk = ϕ−1j ϕi ∈ G e ϕk(ξ) = ξk.

Por definição, temos que ξi− ξj = Mijuij e ξk− ξ = Mk0uk0. Denotando Mk0 por Mk e

levando em conta a forma como os elementos ϕj = (η1j, · · · , ηrj) ∈ G agem nos elementos
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de Ln, temos que

ϕj(Mk) = ϕj(X
λ1(k,0)

n
1 · · ·X

λr(k,0)
n

r )

= η
λ1(k,0)

n
1j X

λ1(k,0)
n

1 · · · η
λr(k,0)

n
rj X

λr(k,0)
n

r

= (η
λ1(k,0)

n
1j · · · η

λr(k,0)
n

rj )X
λ1(k,0)

n
1 · · ·X

λr(k,0)
n

r

= αMk,

onde α = η
λ1(k,0)

n
1j · · · η

λr(k,0)
n

rj 6= 0.

Isto mostra que os monômios caracteŕısticos e, consequentemente os expoentes carac-

teŕısticos, não se alteram pela ação de um elemento de G e, sendo assim, conclúımos que

Mk = Mij , isto é,

{Mij; 0 ≤ i, j ≤ n− 1} = {Mk; 1 ≤ k ≤ g}

para algum g ≤ n.

Lema 1.10. O conjunto {Mk}1≤k≤g dos monômios caracteŕısticos de um ramo quase

ordinário ξ é totalmente ordenado pela relação de divisibilidade �, isto é, Mi �Mj se, e

somente se, Mi divide Mj em C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r }.

Demonstração. Veja [15].

No que segue denotaremos os expoentes caracteŕısticos de uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária por λi = (λi1, · · · , λir) para i = 1, · · · , g. Observemos que λi ∈ ( 1
n
)N para todo

i = 1, · · · , g.

Notemos que ϕ ∈ Gal(Ln : L) implica em ϕ(ξ) ∈ {ξ = ξ0, ξ1, · · · , ξn−1}. Assim, se

ξi = ϕ(ξ) 6= ξ = ξ0 temos

0 6= ϕ(ξ)− ξ = ξi − ξ = Miui,

com ui unidade. Isto indica que Mi é um monômio presente em ξi e em ϕ(ξ). De fato, a

igualdade acima não seria verificada se Mi estivesse presente em apenas um dos elementos

ξi ou ϕ(ξ). Em particular, temos que ϕ(Mi) = αMi 6= Mi com α ∈ C∗.
No decorrer do texto, para abreviar notações usaremos com frequência (a) para indicar

(a, · · · , a) a r-upla com todas as coordenadas iguais, sejam elas, naturais, inteiras ou ra-

cionais, e a para indicar a r-upla (a1, · · · , ar), cujas coordenadas não são necessariamente

- 9 -



Caṕıtulo 1. Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

iguais. Por conveniência, esta última notação não será empregada para os expoentes ca-

racteŕısticos generalizados, sendo estes, como visto anteriormente, denotados apenas por

λi para indicar (λi1, · · · , λir), para i = 1, · · · , g. Ademais, a notação ai indicará a r-upla

(ai1, · · · , air). Além disto, vamos adotar a notação Xγ para indicar Xγ1

1 · · ·Xγr
r em que

γ = (γ1, · · · , γr).
Em Qr consideraremos as seguintes ordens:

Dados α = (α1, · · · , αr), β = (β1, · · · , βr) ∈ Qr, dizemos que

α > β ⇔ αi ≥ βi para todo i = 1, · · · , r e αj > βj para algum j ∈ {1, · · · , r}.

α >lex β ⇔ existe j ∈ {1, · · · , r} tal que αj > βj e αi = βi para todo i < j.

α � β ⇔ αi > βi para todo i = 1, · · · , r.

Seja f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] um polinômio quase ordinário irredut́ıvel. O próximo

resultado permite obtermos os expoentes caracteŕısticos de f sem explicitar todas as suas

ráızes.

Lema 1.11. Seja ξ =
∑
cλX

λ ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r } não unidade. Então ξ é um ramo

quase ordinário se, e somente se, existem elementos λi ∈ ( 1
n
)Nr, para i = 1, · · · , g, tais

que:

(i) λ1 < λ2 < · · · < λg e cλi 6= 0 para 1 ≤ i ≤ g.

(ii) Se cλ 6= 0, então λ pertence ao subgrupo de Qr dado por Zr +
∑
λi6λ

Zλi.

(iii) λj não pertence ao subgrupo de Qr dado por Zr +
∑
λi<λj

Zλi para j = 1, · · · , g.

Demonstração. Ver Proposição 1.3 em [6].

O Lema 1.11 nos dá um modo de escrever um ramo quase ordinário ξ, como

ξ = p0 + p1 + · · ·+ pg

onde p0 ∈ C{X}, p1, · · · , pg ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r } e para todo Xλ que ocorre em pi com

coeficiente não nulo, temos que λi < λ e λi+1 � λ. Note que a mudança de coordenadas

(X1, · · · , Xr, Xr+1) 7→ (X1, · · · , Xr, Xr+1 − p0(X1, · · · , Xr)) permite supor que p0 = 0.

- 10 -
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Além disto, o lema anterior permite concluir que qualquer truncamento de um ramo

quase ordinário, ainda é um ramo quase ordinário.

A figura a seguir ajuda a ilustrar, para r = 2, a região de Qr que contém os expoentes

de pi para i = 1, · · · , g.

Dizemos que um ramo quase ordinário ξ tem variáveis bem ordenadas se as g-uplas

(λ1i, · · · , λgi) das i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteŕısticos λ1, · · · , λg são orde-

nadas lexicograficamente, mais precisamente, se para 1 ≤ i < j ≤ r temos que

λi = (λ1i, · · · , λgi) ≥lex (λ1j, · · · , λgj) = λj.

As i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteŕısticos podem ser visualizadas como

segue:

λ1 = (λ11, · · · λ1i · · · λ1r)

λ2 = (λ21, · · · λ2i · · · λ2r)
...

λg = (λg1, · · · λgi · · · λgr)

↓ ↓ ↓
λ1 λi λr

(1.1)

É claro que, dado um ramo quase ordinário ξ podemos renomear as variáveisX1, · · · , Xr

de modo a termos variáveis bem ordenadas. Por este motivo assumiremos sem perda de

generalidade que os ramos quase ordinários considerados ao longo do texto têm variáveis

bem ordenadas, salvo menção contrária.
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Exemplo 1.12. No Exemplo 1.9 vimos que os expoentes caracteŕısticos dos ramos de

f(X1, X2, X3) = ((X3−X2)
2−X3

2 −X1X
4
2 )2−4X1X

7
2 são λ1 = (0, 3

2
) e λ2 = (1

2
, 2). Neste

caso, λ2 = (3
2
, 2) ≥lex (0, 1

2
) = λ1, ou seja, as variáveis não estão bem ordenadas. No

entanto, fazendo a mudança de variáveis X1 7→ X2, X2 7→ X1 obtemos

f(X1, X2, X3) = X4
3 − 8X1X

3
3 + (24X2

1 − 2X3
1 − 2X4

1X2)X
2
3

+(−32X3
1 + 8X4

1 + 8X5
1X2)X3 + 16X4

1 − 8X5
1

+X6
1 + 2X7

1X2 − 8X6
1X2 +X8

1X
2
2 − 4X7

1X2

com variáveis bem ordenadas, que admite o ramo ξ = 2X1 + X
3
2
1 + X2

1X
1
2
2 e expoentes

caracteŕısticos λ1 = (3
2
, 0) e λ2 = (2, 1

2
).

Sejam ξ ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r } um ramo quase ordinário, λ1, · · · , λg seus expoentes ca-

racteŕısticos generalizados e λk = (λ1k, · · · , λgk) introduzido em (1.1). O número minimal

c ∈ {1, · · · , r} com a propriedade de que λik = 0 para todo i ∈ {1, · · · , g} e todo

k ∈ {c + 1, · · · , r} é chamado dimensão equisingular da hipersuperf́ıcie quase ordinária

determinada por f que tem ξ como raiz (Veja [21]).

Notemos que c representa o número de variáveis com expoentes não nulos que apa-

recem nos monômios caracteŕısticos. Quando c = r, ou seja, quando todas as variáveis

X1, · · · , Xr aparecem nos monômios caracteŕısticos, dizemos que a hipersuperf́ıcie quase

ordinária tem dimensão equisingular maximal. A escolha deste nome foi motivada pelo

fato de que, neste caso, a projeção quase ordinária é uma deformação equisingular de

um germe quase ordinário c-dimensional mas não de um germe de dimensão menor (Veja

[21]).

Denotamos Q0 = Zr e por Qi = Qi−1 + Zλi para todo i = 1, · · · , g e além disto,

associamos ao ramo quase ordinário ξ os subgrupos Q0 ⊂ · · · ⊂ Qg de Qr e a sequência

de inteiros n0 = 1, ni = ](Qi/Qi−1) para i = 1, · · · , g.

No que segue denotaremos e0 = n e ej−1 = nj · · ·ng para j = 1, · · · , g.

É fácil ver que os inteiros ej e nj são os graus das extensões de corpos

ej := [L(ξ) : L(M1, · · · ,Mj)] para j = 1, · · · , g.
nj := [L(M1, · · · ,Mj) : L(M1, · · · ,Mj−1)] para j = 2, · · · , g.

(1.2)

e n1 = [L(M1) : L], onde os Mi são os monômios caracteŕısticos e L(M1, · · · ,Mi) é o

corpo de frações do anel C{M1, · · · ,Mi}.
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Observação 1.13. Note que temos as extensões de corpos

L ( L(M1) ( L(M1,M2) ( · · · ( L(M1, · · · ,Mg) = L(ξ).

O Lema 1.11 garante que estas inclusões são estritas. Deste modo, como o polinômio

minimal de ξ é f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] e degXr+1f = n segue que

n = [L(ξ) : L]

= [L(M1, · · · ,Mg) : L]

= [L(M1, · · · ,Mg) : L(M1, · · · ,Mg−1)] · · · [L(M1) : L]

= ng · · ·n1.

Em particular, se n é um número primo, então temos apenas um monômio carac-

teŕıstico generalizado, isto é, g = 1.

A observação acima sugere denominarmos n = degXr+1f = [L(ξ) : L] de grau do ramo

quase ordinário, ou simplesmente, grau da hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Embora existam várias possibilidades de apresentar um ramo quase ordinário, uma

forma particular desempenha papel importante na teoria. Este é o objeto da próxima

definição.

Definição 1.14. Um ramo quase ordinário ξ =
∑
cλX

λ ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r } é normali-

zado se:

(i) cλ 6= 0 então λ > λ1, ou seja, ξ = cλ1X
λ1u com u ∈ C{X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r } e u(0) = 1;

(ii) ξ tem variáveis bem ordenadas;

(iii) Se λ1 = (λ11, 0, · · · , 0), então λ11 > 1.

No caso de curvas planas, a condição para que um ramo seja normalizado significa que

a multiplicidade da curva na origem é igual ao grau da projeção, ou equivalentemente,

igual ao grau do polinômio de Weierstrass quase ordinário que a define.

No Exemplo 1.12 vimos que a condição (ii) é facilmente obtida por meio de mudanças

de coordenadas. Vejamos agora um exemplo que ilustra que a condição (i) também pode

ser trivialmente atingida.
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Exemplo 1.15. Seja ξ = 2X1 + X
3
2
1 + X2

1X
1
2
2 . Como vimos no Exemplo 1.12, ξ tem

variáveis bem ordenadas. No entanto, como não satisfaz a condição (i) da Definição

1.14 o ramo não é normalizado. Mas notemos que, efetuando a mudança de coordenadas

X1 7→ X1, X2 7→ X2 e X3 7→ X3 − 2X1, obtemos

f(X1, X2, X3) = X4
3 + (−2X4

1X2 − 2X3
1 )X2

3 − 2X7
1X2 +X6

1 +X8
1X

2
2

e ξ = X
3
2
1 +X2

1X
1
2
2 que é normalizado.

O próximo resultado, conhecido como Lema da Inversão, garante que a condição (iii)

da definição anterior pode ser sempre obtida. Para demonstração indicamos o Lema 2.3

de [16] ou o Apêndice de [6].

Lema 1.16. Seja (X , 0) ∈ Cr+1 uma hipersuperf́ıcie quase ordinária definida por f ∈

C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] e que possui uma raiz ξ = X
k
s1
1 u(X

1
s1
1 , · · · , X

1
sr
r ) com u(0) 6= 0,

então (X , 0) também pode ser definida (a menos de mudanças anaĺıticas de coordenadas)

por um polinômio quase ordinário em C{X2, · · · , Xr, Xr+1}[X1] que possui uma raiz da

forma

τ = X
s1
k
r+1u

′(X
1
k
r+1, X2

1
s2 , · · · , Xr

1
sr )

com u′(0) 6= 0.

É sabido que dois ramos quase ordinários obtidos por projeções quase ordinárias dis-

tintas podem ter expoentes caracteŕısticos distintos, ou seja, os expoentes caracteŕısticos

dependem da projeção quase ordinária. Este fato causou uma obstrução do desenvolvi-

mento no estudo das hipersuperf́ıcies quase ordinárias e durante duas décadas atrasou a

descrição do tipo topológico de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária por meio de dados

numéricos obtidos de um ramo quase ordinário. Lipman, primeiro para superf́ıcies (ver

[15]) e mais tarde, para o caso geral (ver [17]), provou que qualquer hipersuperf́ıcie quase

ordinária admite, após uma mudança de coordenadas, um ramo normalizado e que os

expoentes caracteŕısticos generalizados de um ramo normalizado são únicos. Tal fato pos-

sibilitou um feito importante: os expoentes caracteŕısticos de um ramo quase ordinário

determinam o tipo topológico da hipersuperf́ıcie que o define. Isto pode ser deduzido

usando resultados de Zariski sobre saturação de anéis locais (ver [24], [15] e também

[20] para outra prova). A rećıproca, isto é, o tipo topológico determina os expoentes

caracteŕısticos, também é válida e foi provada por Gau em [6].
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1.3 Expontes dominantes e semirráızes

No caso de curvas planas irredut́ıveis os expoentes caracteŕısticos são dados equivalentes ao

conhecimento do semigrupo de valores. Neste caso, um modo de obtermos o semigrupo é

via a valoração associada a f , isto é, νf (h) = multT (h(T n, φ(T ))) com h ∈ C{X1, X2}\(f)

e (T n, φ(T )) uma parametrização de f , ou equivalentemente, νf (h) = n ·multX1(h(X1, ξ))

com ξ uma raiz de f . Notamos que, neste caso, νf (h) é o expoente dominante de

h(T n, φ(T )), ou seja, h(T n, φ(T )) = T νf (h) · u(T ) com u(0) 6= 0.

Seja ξ =
∑

γ cγX
γ ∈ C{X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r } um ramo quase ordinário de um polinômio

quase ordinário f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] irredut́ıvel com degXr+1f = n, vamos considerar

ti = X
1
n
i , ou seja, Xi = tni para i = 1, · · · , r. Deste modo, de ξ obtemos S(t1, · · · , tr) =∑

α cαt
α1
1 · · · tαrr em que α = nγ ∈ Nr e temos um homomorfismo sobrejetor de C-álgebras

C{X1, · · · , Xr+1} → C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)} ⊂ C{t1, · · · , tr}
h(X1, · · · , Xr+1) 7→ h(tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

cujo núcleo é 〈f〉 uma vez que f é o polinômio minimal de ξ. Deste modo, temos que

C{X1, · · · , Xr}[Xr+1]

〈f〉
≈ C{X1, · · · , Xr+1}

〈f〉
≈ C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}.

Com as notações acima, denominaremos

H = Hf = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

de uma parametrização (quase ordinária) de f ou de ξ.

Definição 1.17. Seja ζ =
∑
cαt

α1
1 · · · tαrr ∈ C{t1, · · · , tr}. Se for posśıvel escrever

ζ = tδ11 · · · tδrr u(t1, · · · , tr) com δ ∈ Nr e u uma unidade, diremos que ζ possui expo-

ente dominante δ. Sejam h ∈ C{X1, · · · , Xr+1} e H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma

parametrização de um ramo quase ordinário. Dizemos que h tem expoente dominante δ

com respeito a H se h(tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) tem expoente dominante δ. Neste caso,

denotamos

νH(h) = δ.

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 1.18. Consideremos a hipersuperf́ıcie quase ordinária definida no Exemplo 1.15

com o ramo normalizado dado por

ξ = X
3
2
1 +X2

1X
1
2
2 .

Notemos que ξ ∈ C{X
1
2
1 , X

1
2
2 }, então considerando t1 = X

1
2
1 e t2 = X

1
2
2 , de ξ obtemos

S(t1, t2) = t31 + t41t2.

Com estas notações temos que

H = (t21, t
2
2, t

3
1 + t41t2)

é uma parametrização quase ordinária de f ou de ξ.

Ademais, se consideramos h ∈ C{X1, X2, X3} dada por h(X1, X2, X3) = X2
1X2 −

X2
1X

2
2 +X3 temos que

h(H) = h(t21, t
2
2, t

3
1 + t41t2) = t31(1 + t1t

2
2 − t1t22 + t1t2),

ou seja, h tem expoente dominante νH(h) = (3, 0).

Observação 1.19. Utilizando resultados relacionados com as ráızes de um polinômio

quase ordinário f e propriedades de discriminante, podemos mostrar (veja [9]) que

νH(∆Xr+1f) =

g∑
k=1

(ek−1 − ek)λk (1.3)

em que H é uma parametrização quase ordinária de f , λ1 < · · · < λg são os expoentes

caracteŕısticos generalizados de ξ e os inteiros ek são definidos como em (1.2).

Como cada λi, para i = 1, · · · , g, tem n como denominador, podemos definir também

os vetores γ1, · · · , γg ∈ Nr como segue:

γ1 = nλ1;

γi = ni−1γi−1 + nλi − nλi−1 para todo i = 2, · · · , g;

γg+1 = ∞.
(1.4)

De (1.4) podemos escrever,

γk+1 = n(nk · · ·n2(n1 − 1)λ1 + nk · · ·n3(n2 − 1)λ2 + · · ·+ (nk − 1)λk + λk+1)

= n1 · · ·nk((e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · ·+ (ek−1 − ek)λk + ekλk+1).

Os elementos γ1, · · · , γg ∈ Nr introduzidos acima podem ser obtidos como expoentes

dominantes de elementos especiais de C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] com respeito a H.
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Definição 1.20. Sejam ξ ∈ Z(f) e k ∈ {0, · · · , g}. Chamamos um polinômio mônico

fk ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] de uma k-semirraiz de f se degXr+1(fk) = n0n1 · · ·nk e fk

possui expoente dominante νH(fk) = γk+1. Uma (g + 1)-upla (f0, · · · , fg) tal que, para

todo k ∈ {0, · · · , g}, fk é uma k-semirraiz de f , é chamada um sistema completo de

semirráızes para f . Note que f pode ser considerada como a g-ésima semirraiz de si

própria.

Pode-se mostrar que as semirráızes de f não dependem da escolha de ξ ∈ Z(f) e sempre

existe um sistema completo de semirráızes para f . A saber, os polinômios minimais de

truncamentos adequados de ξ formam um sistema completo de semirráızes para f .

Exemplo 1.21. Seja

f(X1, X2, X3) = X4
3 + (−2X4

1X2 − 2X3
1 )X2

3 − 2X7
1X2 +X6

1 +X8
1X

2
2

e ξ = X
3
2
1 + X2

1X
1
2
2 seu ramo normalizado, conforme Exemplo 1.15. Vamos calcular as

semirráızes de f .

Temos que λ1 = (3
2
, 0) e λ2 = (2, 1

2
). Então, neste caso g = 2 e como temos g + 1

semirráızes, devemos calcular f0, f1 e f2.

De ξ, obtemos a parametrização quase ordinária H = (t21, t
2
2, t

3
1 + t41t2). Como vimos,

f pode ser considerada como uma g-semirraiz de si própria, isto é, f2 = f .

• Descrição de f0.

Temos que degX3f0 = n0 = 1. Logo, f0 = X3 +a(X1, X2) e queremos νH(f0) = γ1 =

nλ1 = (3, 0). Como

f0(H) = t31 + t41t2 +
∑
α

cαt
2α1
1 t2α2

2 ,

basta considerarmos a(X1, X2) = X2
1h(X1, X2), com h ∈ C{X1, X2} e teremos

f0(H) = t31(1 + t1t2 + t1h(t21, t
2
2)). Note que isto indica que uma semirraiz não é

única.

• Descrição de f1.

Temos que degX3f1 = n0n1 = 1 · 2 = 2. Logo f1 = X2
3 +A(X1, X2)X3 +B(X1, X2).

Como νH(f1) = n1γ1 + nλ2 − nλ1 = (7, 1) e

f1(H) = t61 + 2t71t2 + t81t
2
2 + A(t21, t

2
2)(t

3
1 + t41t2) +B(t21, t

2
2),
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Caṕıtulo 1. Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

a forma mais simples de obter o desejado é considerar A(X1, X2) = 0 e B(X1, X2) =

−X3
1 , assim encontramos f1(X1, X2, X3) = X2

3 −X3
1 .

O lema a seguir é uma consequência da divisão euclidiana de polinômios.

Lema 1.22. Sejam f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] um polinômio quase ordinário com n =

degXr+1(f) e f0, f1, · · · , fg ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] com deg(fi) = n0n1 . . . ni para todo

i ∈ {0, · · · , g}. Qualquer h ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] pode ser escrito de modo único como

uma soma finita h =
∑
ci0...igf

i0
0 . . . f

ig
g com ci0...ig ∈ C{X1, · · · , Xr}, onde as (g + 1)-

uplas (i0, · · · , ig) ∈ Ng+1 verificam 0 ≤ ik < nk+1, para todo k ∈ {0, · · · , g − 1} e ig ≤[
degXr+1

(h)

n

]
.

Demonstração. Veja [9].

Com relação a expansão apresentada no lema anterior define-se:

Definição 1.23. Seja (f0, · · · , fg) um sistema completo de semirráızes para f . A expansão

anterior h =
∑
ci0...igf

i0
0 . . . f

ig
g é chamada expansão (f0, · · · , fg)-ádica de h. O conjunto

finito {(i0, · · · , ig); ci0...ig 6= 0} é chamado o suporte (f0, · · · , fg)-ádico de h e denotado

por Supp(f0,··· ,fg)(h).

1.4 Semigrupo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária

Nesta seção descreveremos o semigrupo associado à uma hipersuperf́ıcie quase ordinária

definida por f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1], assim como suas propriedades. Tal objeto foi

tratado a primeira vez por Micus e Kiyek em [14] e mais tarde, descrito simultaneamente

de formas distintas, porém equivalentes, por Popescu-Pampu e González Pérez em [21] e

[8], respectivamente.

Veremos que tal semigrupo é determinado e determina os expoentes caracteŕısticos e

portanto, é um invariante topológico completo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Enquanto para curvas planas é quase imediato verificar que o semigrupo é também um

invariante anaĺıtico, o mesmo não é evidente para hipersuperf́ıcies quase ordinárias em

geral. González Pérez em [8] e Popescu-Pampu em [21] provaram que o semigrupo de

uma hipersuperf́ıcie quase ordinária não depende da projeção quase ordinária escolhida,

sendo assim um invariante anaĺıtico.
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Caṕıtulo 1. Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

Consideremos ξ ∈ Z(f) um ramo quase ordinário e NX1,··· ,Xr(h(X1, · · · , Xr, ξ)) o po-

liedro de Newton de h(X1, · · · , Xr, ξ) com h ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] \ 〈f〉 (veja Definição

A.6), com tais notações definimos

ΓN (f) = {γ ∈ Qr
+; γ ∈ VN (h(X1, · · · , Xr, ξ)), para h ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] \ 〈f〉}.

A seguir um resultado que garante que o conjunto ΓN (f) definido acima é um semi-

grupo aditivo de Qr
+ e cuja demonstração pode ser encontrada em [8].

Proposição 1.24. Seja f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] um polinômio de Weierstrass quase

ordinário irredut́ıvel tal que degXr+1(f) = n. Temos a seguinte igualdade de conjuntos:

ΓN (f) = Nr + N
γ1
n

+ · · ·+ Nγg
n
,

em que γi para i = 1, · · · , g são como em (1.4).

Se considerarmos agora somente as séries que possuem expoente dominante com res-

peito à H, então podemos definir o seguinte conjunto:

ΓD(f) = {νH(h);h ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] \ 〈f〉 e ]VN (h(X1, · · · , Xr, ξ) = 1}.

É de fácil constatação que ΓD(f) é semigrupo de Qr
+. Além disto, claramente se

verifica que ΓD(f) ⊂ ΓN (f).

González Pérez em sua tese (veja [7]) apresenta o seguinte resultado.

Proposição 1.25. Com as notações da Proposição 1.24 temos que ΓD(f) = ΓN (f).

Se f ∈ C{X1}[X2] define uma curva plana irredut́ıvel, temos que Γ(f) ⊂ N. As

proposições anteriores garantem que no caso de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária defi-

nida por f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] temos ΓN (f) ⊂ 1
n
Nr. Isto possibilita que adotemos a

seguinte definição:

Definição 1.26. O semigrupo

Γ(f) := nΓN (f) = nNr + Nγ1 + · · ·+ Nγg

é chamado de semigrupo de f ou da hipersuperf́ıcie definida por f .
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No que segue, vamos denotar os geradores do semigrupo Γ(f) da seguinte maneira:

νi = nθi, para i = 1, · · · , r
νr+j = γj, para j = 1, · · · , g,

(1.5)

em que {θi = (0, · · · , 1, · · · , 0), i = 1, · · · , r} é a base canônica de Rr.
Desta forma, indicaremos Γ(f) = 〈ν1, · · · , νr+g〉 ⊂ Nr e Γj(f) o subsemigrupo 〈ν1, · · · , νr+j〉

de Γ(f), para j = 0, · · · , g.

Várias propriedades do semigrupo de curvas planas também são válidas para o semi-

grupo de hipersuperf́ıcies quase ordinárias em Cr+1. O próximo resultado elenca algumas

delas.

Proposição 1.27. Com as notações anteriores temos:

1. O subgrupo de Zr gerado por ν1, · · · , νr+j é igual a nQj para 0 ≤ j ≤ g.

2. A ordem da classe de νr+j no grupo
nQj
nQj−1

é igual a nj para j = 1, , · · · , g.

3. Temos que νr+j > nj−1νr+j−1 para j = 2, · · · , g.

4. Se o vetor uj ∈ nQj possui coordenadas não negativas, então uj + njνr+j ∈ Γj(f),

para j = 1, · · · , g.

5. O vetor njνr+j pertence ao semigrupo Γj−1(f) para j = 1, · · · , g.

A demonstração pode ser consultada em [7], página 74.

O exemplo que segue, ilustra os passos para o cálculo do semigrupo Γ(f).

Exemplo 1.28. Consideremos f ∈ C{X1, X2}[X3] dada como no Exemplo 1.15. Vamos

calcular Γ(f).

Neste caso, temos que n = 4 e os expoentes caracteŕısticos generalizados são dados

por λ1 =
(
3
2
, 0
)

e λ2 =
(
2, 1

2

)
. Assim, temos que Q0 = Z2 e Q1 = Z2 + Z

(
3
2
, 0
)
. Afim de

obtermos γ1 e γ2 calculemos n1 que é dado por

n1 = ]

(
Q1

Q0

)
= min{k ∈ N∗; k

(
3

2
, 0

)
∈ Z2} = 2.

Desse modo,

γ1 = nλ1 = (6, 0)

γ2 = n1γ1 + nλ2 − nλ1
= 2(6, 0) + 4

(
2, 1

2

)
− 4

(
3
2
, 0
)

= (14, 2).
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Logo,

Γ(f) = 4N2 + N(6, 0) + N(14, 2)

com os geradores ν1 = (4, 0), ν2 = (0, 4), ν3 = (6, 0) e ν4 = (14, 2).

Os conceitos que apresentaremos na sequência serão úteis na análise que faremos

sobre as hipersuperf́ıcies quase ordinárias nos próximos caṕıtulos. Estes conceitos foram

definidos e utilizados por Abdallah Assi. Para mais detalhes e demonstrações indicamos

[2]. Nesse trabalho, Assi apresenta resultados em casos mais gerais, mas por comodidade,

apresentaremos aqui o que nos será útil e já adaptado a nossa notação.

Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização de uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária e ΓH = 〈ν1, · · · , νr, νr+1, · · · , νr+g〉 =

{
r+g∑
i=1

aiνi; ai ∈ N
}
⊂ Nr com νj, j =

1, · · · , r + g como definidos em (1.5).

No que segue, denotaremos G =

{
r+g∑
i=1

aiνi; ai ∈ Z
}

o subgrupo de Zr gerado por νi,

i = 1, · · · , r + g.

Teorema 1.29. Sejam ΓH = 〈ν1, · · · , νr, νr+1, · · · , νr+g〉 o semigrupo de uma hipersu-

perf́ıcie quase ordinária com parametrização H e defina

w =

g∑
k=1

(nk − 1)νr+k −
r∑
i=1

νi

em que nk = ](Qk/Qk−1). Então as seguintes propriedades são válidas:

(i) w /∈ ΓH ;

(ii) Para todo v ∈ Zr com vi > wi i = 1, · · · , r se v ∈ G, então v ∈ ΓH .

O vetor w é chamado vetor de Frobenius de ΓH , e será denotado por FH .

A demonstração pode ser consultada em [2].

Além disto, se Gk = {
r+k∑
i=1

aiνi; ai ∈ Z} com k ∈ {0, · · · , g} e v ∈ Gk, então existem

únicos a1, · · · , ar+k ∈ Z com 0 ≤ ar+j < nj com j = 1, · · · , k, tais que v =
r+k∑
i=1

aiνi. Tal

representação de v é chamada representação padrão.

Mais ainda, dado v =
r+k∑
i=1

aiνi ∈ Gk dado por uma representação padrão, temos que

v ∈ Γk = 〈ν1, · · · , νr+k〉 se, e somente se, ai ≥ 0 para todo 1 ≤ i ≤ r + k.
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Exemplo 1.30. O vetor de Frobenius do semigrupo ΓH do Exemplo 1.28 é

FH = (n1 − 1)ν3 + (n2 − 1)ν4 − ν1 − ν2
= (2− 1)(6, 0) + (2− 1)(14, 2)− (4, 0)− (0, 4)

= (16,−2).

Deste modo, dado v = (v1, v2) ∈ 4Z2 + (6, 0)Z + (14, 2)Z com v1 > 16 e v2 > −2,

temos que v ∈ ΓH . Em particular, todo vetor da forma 2(9 + a, b) com (a, b) ∈ N2 é um

elemento de ΓH .

A partir deste ponto, neste trabalho, daremos especial enfoque às parametrizações H =

(tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) de um ramo quase ordinário ξ =
∑
cλX

λ ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r }.

Os expoentes λ ∈ 1
n
Nr de ξ correspondem à expoentes nλ ∈ Nr em S(t1, · · · , tr). Por

comodidade os expoentes de S(t1, · · · , tr) associados aos expoentes caracteŕısticos gene-

ralizados continuarão a serem denotados por λi, i = 1, · · · , g.

1.5 Conjunto singular

Nesta seção, apresentamos resumidamente alguns aspectos sobre o conjunto singular de

hipersuperf́ıcies quase ordinárias.

Seja f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] um polinômio de Weierstrass quase ordinário de grau

n > 0 que define uma hipersuperf́ıcie quase ordinária (X , 0) ⊂ (Cr+1, 0). Dizemos que

P ∈ (X , 0) é uma singularidade de (X , 0) se fXi(P ) = 0 para todo i = 1, · · · , r + 1.

É um fato conhecido, veja [7], que uma hipersuperf́ıcie quase ordinária irredut́ıvel

possui singularidade isolada somente nos seguintes casos:

(i) r = 1, ou seja, (X , 0) é uma curva plana.

(ii) r = 2 e (X , 0) é uma superf́ıcie normal, ou seja, C{X1,X2}[X3]
〈f〉 é um anel integralmente

fechado em seu corpo de frações.

Um estudo dos aspectos anaĺıticos do caso (i) é feita em [12]. O caso (ii) foi considerado

por Lipman [17] que mostrou que se (X , 0) ⊂ (Cr+1, 0) é uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária irredut́ıvel normal, então existem coordenadas locais de modo que f se expressa

como Xn
r+1 −X1 · · ·Xc para algum 1 ≤ c ≤ r. Em particular, temos que f admite uma

parametrização quase ordinária (tn1 , · · · , tnr , t1 · · · tc). Se (X , 0) ⊂ (C3, 0) tem singularidade

isolada, então em coordenadas convenientes, podemos parametrizá-la por (tn1 , t
n
2 , t1t2).
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Uma outra observação pertinente é com respeito à multiplicidade de uma hipersu-

perf́ıcie quase ordinária. Enquanto para curvas planas, o polinômio de Weierstrass que a

define pode ser considerado como

f = Xn
2 +

n∑
i=1

Ai(X1)X
n−i
2 com mult(f) = n,

o mesmo não se pode afirmar no caso geral de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. De

fato, se H = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r u) é uma parametrização quase ordinária, então Lip-

man (veja [15]) mostrou que a multiplicidade da hipersuperf́ıcie é min{n, |λ1| =
r∑
i=1

λ1i}.

Além disto, Lipman adota a seguinte terminologia:

Se n ≤ |λ1|, então dizemos que estamos no “Caso transversal”.

Se |λ1| < n, então denominaremos esta situação de “Caso não transversal”.

Nos próximos caṕıtulos, vamos concentrar o foco nas hipersuperf́ıcies quase ordinárias

singulares (em particular temos multiplicidade maior que 1) e com singularidade não iso-

lada. Particularmente, estaremos interessados em informações anaĺıticas de tais objetos.
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2
A-equivalência de ramos quase ordinários

Neste caṕıtulo, vamos explorar a equivalência anaĺıtica de hipersuperf́ıcies quase or-

dinárias. Para tanto, vamos traduzir a equivalência anaĺıtica de hipersuperf́ıcies quase

ordinárias em termos da A-equivalência de suas parametrizações.

O objetivo principal do caṕıtulo é descrever mudanças de coordenadas que mantêm

parametrizações normalizadas, bem como analisar detalhadamente a ação do grupo A
sobre tais parametrizações.

2.1 O grupo A

Sejam (X , 0), (Y , 0) ⊂ (Cr+1, 0) hipersuperf́ıcies quase ordinárias dadas por polinômios de

Weierstrass f, g ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1], respectivamente. Dizemos que (X , 0) e (Y , 0)

são analiticamente equivalentes se existem vizinhanças U, V da origem e um isomorfismo

anaĺıtico Φ∗ : (Cr+1, 0)→ (Cr+1, 0) tais que Φ∗(X ∩U) = Y ∩ V . O isomorfismo anaĺıtico

Φ∗ induz um automorfismo Φ : C{X1, · · · , Xr+1} → C{X1, · · · , Xr+1} tal que Φ(f) = ug

com u(0) 6= 0, isto é, 〈Φ(f)〉 = 〈g〉. Consequentemente, temos um isomorfismo entre as

álgebras anaĺıticas Of e Og de (X , 0) e (Y , 0) respectivamente

Of :=
C{X1, · · · , Xr+1}

〈f〉
=

C{X1, · · · , Xr}[Xr+1]

〈f〉
oo

Og :=
C{X1, · · · , Xr+1}

〈g〉
=

C{X1, · · · , Xr}[Xr+1]

〈g〉
.

Note que considerando os germes de aplicações f, g : (Cr+1, 0) → (C, 0), temos que
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a equivalência anaĺıtica de (X , 0) e (Y , 0) corresponde à K-equivalência dos germes de

aplicações f e g no sentido clássico da Teoria de Singularidades.

Por outro lado, uma parametrização H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) da hipersuperf́ıcie

quase ordinária (X , 0) dada por f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] de grau n pode ser considerada

como germe de uma aplicação

H : (Cr, 0) → (Cr+1, 0)

(t1, · · · , tr) 7→ (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)).

Deste modo, é natural considerar equivalências de tais aplicações. Particularmente, três

relações de equivalência se destacam:

Dadas H1, H2 : (Cr, 0)→ (Cr+1, 0) dizemos que

• H1 e H2 são R-equivalentes, que indicamos por H1 ∼R H2, se existe um difeomor-

fismo ρ ∈ R = Diff(Cr, 0) tal que

H1 = H2 ◦ ρ−1.

• H1 e H2 são L-equivalentes, denotando H1 ∼L H2, se temos σ ∈ L = Diff(Cr+1, 0)

de modo que

H1 = σ ◦H2.

• H1 e H2 são (L ×R)-equivalentes, se

H1 = σ ◦H2 ◦ ρ−1

com σ ∈ L e ρ ∈ R. Neste caso, denotamos A = L ×R o produto direto de L e R
e diremos que H1 é A-equivalente a H2, indicando H1 ∼A H2.

Denotando A = C{X1, · · · , Xr+1} e B = C{t1, · · · , tr}, temos que a parametrização

H induz um homomorfismo de C-álgebras

H∗ : A → B

h 7→ h ◦H.
(2.1)

Se f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] é irredut́ıvel e ξ = S(X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r ) é raiz de f , então

ker(H∗) = 〈f〉 e assim

Of =
C{X1, · · · , Xr+1}

〈f〉
≈ Im(H∗) = C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}.
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O homomorfismo injetor

Of =
C{X1, · · · , Xr+1}

〈f〉
→ B

induzido por H∗ e dado por

h = h+ 〈f〉 7→ H∗(h)

continuará a ser denotado, por abuso de linguagem, por H∗, isto é,

H∗ : Of → C{t1, · · · , tr}
h 7→ h(H)

(2.2)

com Im(H∗) = C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}.
Deste modo, a equivalência anaĺıtica de hipersuperf́ıcies quase ordinárias pode ser

traduzida em termos de isomorfismos da C-álgebra C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)} que, por

sua vez, corresponde à mudanças de parâmetros e coordenadas, ou seja, A-equivalência

de parametrizações. Temos assim que

Of ≈ Og ⇔ H1∼AH2

em que H1 e H2 são parametrizações das hipersuperf́ıcies quase ordinárias (X , 0) e (Y , 0)

dadas por f e g respectivamente.

O principal objetivo deste trabalho é explorar a ação do grupoA sobre parametrizações

da forma H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) normalizada no sentido da Definição 1.14. Sem

perda de generalidade, podemos assumir que S(t1, · · · , tr) = tλ11
1 · · · tλ1r

r u(t1, · · · , tr) com

u(0) = 1.

Note que, se H1∼AH2, então existe (σ, ρ) ∈ A tal que o diagrama abaixo comuta

Cr H1−→ Cr+1

ρ ↓ ↓ σ
Cr H2−→ Cr+1

onde

σ(X1, · · · , Xr+1) = (σ1(X1, · · · , Xr+1), · · · , σr+1(X1, · · · , Xr+1))

com σi(X1, · · · , Xr+1) =
r+1∑
j=1

aijXj + qi em que qi ∈ M2
r+1, Mr+1 = 〈X1, · · · , Xr+1〉 é o

ideal maximal de C{X1, · · · , Xr+1} e

ρ(t1, · · · , tr) = (ρ1(t1, · · · , tr), · · · , ρr(t1, · · · , tr)).
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A fim de manter a parametrização quase ordinária, isto é,

σ ◦H1 ◦ ρ−1(t1, · · · , tr) = H2(t1, · · · , tr) = (tn1 , · · · , tnr , S2(t1, · · · , tr))
σ((ρ−1)n1 , · · · , (ρ−1)nr , S1((ρ

−1)1, · · · , (ρ−1)r))) = (tn1 , · · · , tnr , S2(t1, · · · , tr)),

em que (ρ−1)i denota a i-ésima coordenada de ρ−1, devemos ter, para 1 ≤ i ≤ r:

tni = σi((ρ
−1)n1 , · · · , (ρ−1)nr , S1((ρ

−1)1, · · · , (ρ−1)r))

=
r∑
j=1

aij(ρ
−1)nj + ai,r+1S1(ρ

−1) + qi(H1ρ
−1),

ou seja, (
r∑
j=1

aij(ρ
−1)nj + ai,r+1S1ρ

−1 + qiH1ρ
−1

) 1
n

= ti = ρiρ
−1(t1, · · · , tr).

Consequentemente,

ρi(t1, · · · , tr) =

(
r∑
j=1

aijt
n
j + ai,r+1S1 + qiH1

) 1
n

.

Como ρi(t1, · · · , tr) ∈ C{t1, · · · , tr} para i = 1, · · · , r, para mantermos a condição

normalizada, devemos ter que

ρi(t1, · · · , tr) = tiUi

com Ui =
(
ai,i +

ai,r+1S1+qi(H1)

tni

) 1
n

uma unidade em C{t1, · · · , tr}, ou seja, ai,r+1 = 0 se

n > λ1i e tni |qi(H1).

Assim, para cada 1 ≤ i ≤ r temos que aij = 0 se j 6= i e, em particular, tais condições

também se aplicam a σ1, · · · , σr.
Analisemos agora σr+1, isto é,

σr+1(X1, · · · , Xr+1) =
r∑
j=1

ar+1,jXj + ar+1,r+1Xr+1 + qr+1.

Note que

σr+1H1ρ
−1(t1, · · · , tr) =

r∑
j=1

ar+1,j(ρ
−1
j )n + ar+1,r+1S1(ρ

−1) + qr+1(H1(ρ
−1)).
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Como (ρ−1)nj (t1, · · · , tr) = tnjU
n
j = cjt

n
j + · · · , com cj ∈ C \ {0}, para obtermos H2

normalizada, o que implica não termos tni em S2 = σr+1H1ρ
−1(t1, · · · , tr), devemos ter

ar+1,j = 0 para todo j = 1, · · · , r. Além disto, como S2 = σr+1H1ρ
−1(t1, · · · , tr) =

ar+1,r+1S1(ρ
−1) + qr+1(H1(ρ

−1)) = tλ11
1 · · · tλ1r

r v e S1 = tλ11
1 · · · tλ1r

r u devemos ter

ar+1,r+1(ρ
−1
1 )λ11 · · · (ρ−1r )λ1r · u(ρ−1) + qr+1(H1(ρ

−1)) = tλ11
1 · · · tλ1r

r · v, v(0) 6= 0

e então, tλ11
1 · · · tλ1r

r |qr+1(H1(ρ
−1)).

Logo, o subgrupo G ⊂ A que mantém a forma normalizada é composto pelos pares

(σ, ρ) ∈ A tais que

ρ(t1, · · · , tr) = (ρ1(t1, · · · , tr), · · · , ρr(t1, · · · , tr))

e

σ(X1, · · · , Xr+1) = (σ1(X1, · · · , Xr+1), · · · , σr+1(X1, · · · , Xr+1))

com

ρi(t1, · · · , tr) = ti

(
ai,i +

ai,r+1S1+qi(H1)

tni

) 1
n
, tal que

aii 6= 0; ai,r+1 = 0 se n > λ1i e tni |qi(H1)

σi(X1, · · · , Xr+1) = ai,iXi + ai,r+1Xr+1 + qi,

1 ≤ i ≤ r e qi ∈M2
r+1;

σr+1(X1, · · · , Xr+1) = ar+1,r+1Xr+1 + qr+1, com

tλ11
1 · · · tλ1r

r |qr+1(H1) com qr+1 ∈M2
r+1.

Reciprocamente, se (σ, ρ) ∈ G e H é uma parametrização normalizada de uma hipersu-

perf́ıcie quase ordinária, então σHρ−1 também é normalizada.

Podemos resumir as considerações acima no seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização normalizada de

uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. O subgrupo G ⊂ A cuja ação sobre H ainda nos dá
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uma parametrização normalizada é caracterizado pelos elementos (σ, ρ) tais que

ρi(t1, · · · , tr) = ti

(
ai,i +

ai,r+1S+qi(H)

tni

) 1
n
, com

aii 6= 0; ai,r+1 = 0 se n > λ1i e tni |qi(H)

σi(X1, · · · , Xr+1) = ai,iXi + ai,r+1Xr+1 + qi,

1 ≤ i ≤ r e qi ∈M2
r+1;

σr+1(X1, · · · , Xr+1) = ar+1,r+1Xr+1 + qr+1, com

tλ11
1 · · · tλ1r

r |qr+1(H) com qr+1 ∈M2
r+1.

Exemplo 2.2. Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização quase ordinária

com semigrupo ΓH e vetor de Frobenius FH , conforme introduzimos na Seção 1.4. Se

FH ≺ λ1, então H ∼A (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ).

De fato, como FH =
g∑
i=1

(ni− 1)νr+i− (n) e ni > 1, para que FH ≺ λ1 devemos ter que

g = 1 e, neste caso,

FH = (n− 1)λ1 − (n) ≺ λ1

ou seja,

(n− 2)λ1 ≺ (n). (2.3)

Obviamente a relação acima é sempre válida para n = 2.

Se n > 3, então devemos ter n
n−2 ≤ 2. De fato, se n

n−2 > 2, então n > 2n − 4, isto é,

4 > n contrariando o fato de que n > 3. De (2.3), temos que λ1i <
n
n−2 ≤ 2, assim λ1i < 2

para todo i = 1, · · · , r.
Para n = 3, devemos ter λ1 ≺ (3), ou seja, λ1i ∈ {0, 1, 2}.
Como FH ≺ λ1, do item (ii) do Teorema 1.29, temos que todo termo atδ11 . . . t

δr
r 6=

tλ11
1 . . . tλ1r

r é tal que δ ∈ ΓH . Além disto, uma vez que H é normalizada temos que

δ = νH(Xr+1h)

com h ∈Mr.

Agora consideremos

ρ(t1, · · · , tr) = (t1, · · · , tr)
σ(X1, · · · , Xr+1) = (X1, · · · , Xr, Xr+1 −Xr+1h)

com νH(Xr+1h) = δ. Note que Xr+1h ∈M2
r+1 e tλ11

1 . . . tλ1r
r |(Xr+1h)(H), ou seja, (σ, ρ) ∈

G, em que G é o subgrupo descrito no teorema anterior.
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Deste modo, σHρ−1 não possui o termo atδ11 . . . t
δr
r e possui os mesmos termos tβ1

1 . . . tβrr

tais que β < δ.

Repetindo tal argumento para todos os monômios, exceto o caracteŕıstico, temos que

H ∼G (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ).

Assim, temos que se FH ≺ λ1 então:

• Para n = 2, temos H ∼G (t21, · · · , t2r, t
λ11
1 . . . tλ1r

r ).

• Para n = 3, temos H ∼G (t31, · · · , t3r, t
λ11
1 . . . tλ1r

r ) com λ1i ∈ {0, 1, 2}.

• Para n ≥ 4, temos H ∼G (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ) com λ1i ∈ {0, 1}.

Note que o caso n ≥ 4 corresponde, segundo Lipman (Remarks 7.3.2, pág. 99 de [17]), às

hipersuperf́ıcies quase ordinárias normais.

O exemplo anterior também ilustra como podemos eliminar um termo atδ11 . . . t
δr
r de

H com δ = (δ1, · · · , δr) > (λ11, · · · , λ1r) = λ1 tal que δ ∈ ΓH alterando, eventualmente,

apenas os termos tβ1

1 . . . tβrr de H com β > δ. O resultado abaixo, retrata uma situação

mais geral.

Proposição 2.3. Sejam H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) com S(t1, · · · , tr) = tλ11
1 . . . tλ1r

r +∑
i>λ1

bit
i1
1 . . . t

ir
r e δ ∈ Nr tal que δ > λ1. Se

δ ∈
r+1⋃
i=1

ΓH + λ1 − νi,

então podemos eliminar de H o termo com expoente δ alterando, eventualmente, termos

tβ1

1 . . . tβrr de H com β > δ.

Demonstração. Consideremos mudanças de coordenadas da forma

σ(X1, · · · , Xr, Xr+1) = (X1 + p1, · · · , Xr + pr, Xr+1 + pr+1)

e

ρ(t1, · · · , tr) = (ρ1(t1, · · · , tr), · · · , ρr(t1, · · · , tr))
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tais que

ρj(t1, · · · , tr) = tj

(
1 +

pj(H)

tnj

) 1
n

para 1 ≤ j ≤ r. Sem perda de generalidade podemos considerar pj com expoente domi-

nante.

Temos então, que ρ−1(t1, · · · , tr) = tj

(
1− 1

n

pj(H)

tnj
+ · · ·

)
= tj − pj(H)

ntn−1
j

+�, em que os

termos ti11 . . . t
ir
r de � são tais que i > 2νH(pj)− (n− 1)θj.

Assim, para 1 ≤ i ≤ r temos que

(σHρ−1(t1, · · · , tr))i = σi(Hρ
−1) = (ρ−1i )n + pi(Hρ

−1) = tni .

Para i = r + 1,

σr+1Hρ
−1(t1, · · · , tr) = (ρ−11 )λ11 . . . (ρ−1r )λ1r +

∑
i>λ1

bi(ρ
−1
1 )i1 . . . (ρ−1r )ir + pr+1(Hρ

−1)

=
(
tλ11
1 −

λ11t
λ11
1 p1

ntn1
+�1

)
. . .
(
tλ1r
r −

λ1rt
λ1r
r pr
ntnr

+�r
)

+
∑
i>λ1

bi

(
ti11 −

i1t
i1
1 p1

ntn1
+�1

)
. . .
(
tirr −

irt
ir
r pr
ntnr

+�r
)

+ pr+1(Hρ
−1)

= S(t1, · · · , tr)

− p1

ntn−1
1

(
λ11t

λ11−1
1 tλ12

2 . . . tλ1r
r +

∑
i>λ1

bii1t
i1−1
1 ti22 . . . t

ir
r

)
...

− pr
ntn−1
r

(
λ1rt

λ11
1 . . . tλ1r−1

r +
∑
i>λ1

biirt
i1
1 . . . t

ir−1
r

)
+pr+1(H) +�

= S(t1, · · · , tr)− p1

ntn−1
1

St1 − · · · − pr
ntn−1
r

Str + pr+1(H) +�,

onde �j representa termos com expoentes em νH(pj) + (λ1j − n)θj + Nr, �j representa

termos com expoentes em νH(pj) + (ij − n)θj +Nr e � representa termos com expoentes

em
r⋃
i=1

(λ1 − νi + νH(pi) + Nr) ∪ (νH(pr+1) + Nr).

Se p1 = · · · = pr = 0, então podemos escolher pr+1 ∈ M2
r+1 com expoente domi-

nante de modo a eliminar o termo com expoente νH(pr+1) de S(t1, · · · , tr) alterando,

eventualmente, os termos com expoente em νH(pr+1) + Nr \ {νH(pr+1)}.
Se p1 = · · · = p̂i = · · · = pr+1 = 0 podemos escolher pi com expoente dominante tal
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que

νH

(
piSti
ntn−1i

)
= νH(pi) + λ1 − νi

e assim podemos eliminar o termo com expoente νH(pi)+λ1−νi de S(t1, · · · , tr) alterando,

eventualmente, os termos com expoente em

{νH(pi) + λ1 − νi + Nr} \ {νH(pi) + λ1 − νi}.

O resultado anterior foi inspirado no Lema 5 de [4].

2.2 Ação do grupo (L̃1 × R̃1)

Na seção anterior caracterizamos precisamente o subgrupo de A que preserva a parame-

trização normalizada de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. Alguns dos elementos deste

subgrupo introduzem termos, outros eliminam e ainda há elementos que alteram apenas

os coeficientes de termos da parametrização. Identificar quais elementos deste subgrupo

eliminam um determinado termo não é uma tarefa fácil na maioria das vezes. No entanto,

o Teorema da Transversal Completa nos ajuda a identificar termos que podem ser elimi-

nados a partir da caracterização do espaço tangente à órbita de um elemento pela ação

de um grupo.

Por comodidade apresentaremos uma versão do Teorema da Transversal Completa que

utilizaremos neste trabalho.

Teorema 2.4. (Teorema da Transversal Completa)Seja G um grupo de Lie agindo

suavemente sobre um espaço afim A (com respeito a um espaço vetorial V ) e seja W um

subespaço vetorial de V satisfazendo

Tv+wG(v + w) = TvG(v) (2.4)

para todo v ∈ A e w ∈ W . Então

(i) v + {TvG(v) ∩W} ⊂ G(v) ∩ {v + w}, ∀v ∈ A;
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(ii) Se v0 ∈ A e T é um subespaço vetorial de W tal que

W ⊂ T + Tv0G(v0)

então para todo w ∈ W , existem g ∈ G e t ∈ T tais que

g(v0 + w) = v0 + t.

Demonstração. Consultar [5].

O teorema acima assegura que o subespaço T contém um representante da G-órbita de

todos os elementos de v0+W de V e, por este fato, é denominado Teorema da Transversal

Completa. Além disto, a condição (2.4) indica que o espaço tangente às órbitas de v+W

é o mesmo em todos os pontos v + w, e é igual à TvG(v).

Por impor que as mudanças de coordenadas mantenham a parametrização norma-

lizada, as restrições impostas sobre os difeomorfismos dificultam a análise do espaço

tangente à órbita de um elemento. Vamos relaxar as condições sobre as mudanças de

coordenadas de modo a facilitar nossas análises, sem abrir mão de algumas propriedades.

Vamos considerar (σ, ρ) ∈ A tais que σ e ρ sejam independentes entre si e da para-

metrização H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) com S(t1, · · · , tr) = tλ11
1 . . . tλ1r

r u com u(0) 6= 0,

porém levando em consideração a relação entre λ1i e n. Mais especificamente, considera-

mos Ã = L̃ × R̃ o subgrupo de A em que

R̃ = {ρ = (ρ1, · · · , ρr); ρi(t1, · · · , tr) = citi + tiζ, ci ∈ C \ {0}, ζ ∈Mr}

e L̃ é constitúıdo por elementos

σ(X1, · · · , Xr+1) = (a1X1 + ε1, · · · , ar+1Xr+1 + εr+1)

em que para 1 ≤ i ≤ r temos

εi =

{
qi ∈ XiMr+1 se λ1i < n

biXr+1 + qi com qi ∈ XiMr+1 +Xr+1Mr+1 se λ1i ≥ n
(2.5)

e εr+1 ∈M2
r+1.
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Observação 2.5. Note que, se r = 1, ou seja, H = (tn, tλu) é a parametrização de uma

curva plana com λ > n, então temos

R̃ = {ρ(t) = ct+ tζ; ζ ∈M1},

L̃ = {σ(X1, X2) = (a1X1 + b2X2 + q1, a2X2 + q2); qi ∈M2
2}

e Ã = L̃ × R̃ é o grupo considerado em [12] para a classificação de curvas planas irre-

dut́ıveis.

Note que o subgrupo Ã contém as mudanças de coordenadas que mantém a pa-

rametrização normalizada. Em particular, a ação de um elemento (σ, ρ) ∈ Ã sobre

H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) com S(t1, · · · , tr) = tλ11
1 . . . tλ1r

r u com u(0) 6= 0 é dada

por

σHρ−1(t1, · · · , tr) = (· · · , ai(ρ−1i )n+biS(ρ−1)+qi(H(ρ−1)), · · · , ar+1S(ρ−1)+qr+1(H(ρ−1)))

com
bi = 0, qi ∈ XiMr+1 se λ1i < n

bi ∈ C, qi ∈ XiMr+1 +Xr+1Mr+1 se λ1i ≥ n

e qr+1 ∈M2
r+1.

Como

ρ−1(t1, · · · , tr) = (t1v1, · · · , trvr)

com vi(0) 6= 0, temos para 1 ≤ i ≤ r

(σHρ−1)i = tni ui = (tiu
1
n
i )n

com ui(0) 6= 0.

No que segue, se h ∈ C{Y1, · · · , Ys}, então jkh denota o polinômio de Taylor de h (na

origem) de grau k, ou seja, o truncamento de h constitúıdo pelos termos de ordem menor

ou igual a k.

Se denotarmos

H =

{
(σ, ρ) ∈ Ã; σ(X1, · · · , Xr+1) = (a1X1, · · · , ar+1Xr+1),

ρ(t1, · · · , tr) = (c1t1, · · · , crtr), ai 6= 0 6= ci

}
(2.6)

e

Ã1 = {(σ, ρ) ∈ Ã; j1σ = (X1, · · · , Xr+1) e j1ρ = (t1, · · · , tr)} (2.7)
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então todo elemento de Ã pode ser expresso como uma composição de um elemento de H
e Ã1. Note que Ã1 = L̃1 × R̃1 com

L̃1 = {σ ∈ L̃; j1σ = (X1, · · · , Xr+1)} e R̃1 = {ρ ∈ R̃; j1ρ = (t1, · · · , tr)}.

Identificaremos os germes de aplicações anaĺıticas de Cr em Cr+1 que preservam a

origem com sua expansão em série de Taylor na origem, que indicaremos por J(r, r + 1).

Deste modo, temos que a ação do grupo Ã1 é dada por

(L̃1 × R̃1)× J(r, r + 1) −→ J(r, r + 1)

((σ, ρ), H) 7−→ σ ◦H ◦ ρ−1.

A órbita de H por esta ação é

(L̃1 × R̃1) ·H = {σ ◦H ◦ ρ−1;σ ∈ L̃1, ρ ∈ R̃1}.

Deste modo, o espaço tangente à órbita de H é dado por:

TH((L̃1 × R̃1) ·H) = d(φH)1(T1(L̃1 × R̃1)) = d(φH)1(T1L̃1 × T1R̃1)

onde
φH : L̃1 × R̃1 −→ (L̃1 × R̃1) ·H

(σ, ρ) 7−→ (σ, ρ) ·H = σ ◦H ◦ ρ−1,

d(φH)1 denota a derivada de φH na identidade 1 ∈ L̃1×R̃1 e T1G denota o espaço tangente

de G na identidade, sendo G um dos grupos R̃1, L̃1 ou L̃1 × R̃1.

Como L̃1 e R̃1 são espaços afins, temos que

T1L̃1 = {(ε1, · · · , εr+1) , com εi como em (2.5), i = 1, · · · , r + 1}

e

T1R̃1 =
r⊕
i=1

tiζi, com ζi ∈Mr.

Logo,

d(φH)1(T1L̃1 × T1R̃1) = d(φH)1((T1L̃1 × {0})⊕ ({0} × T1R̃1))

= d(φH)1(T1L̃1 × {0}) + d(φH)1({0} × T1R̃1).
(2.8)
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Temos que d(φH)1(T1L̃1 × {0}) = dψ1(T1L̃1) onde

ψ : L̃1 −→ J(r, r + 1)

σ 7−→ σ ◦H.

De fato, seja u um elemento da base de T1L̃1. Então, u = (0, · · · , εi, · · · , 0) em que εi

satisfaz as condições dadas em (2.5). Como u ∈ T1L̃1, existe uma curva λL̃1
(t) = 1L̃1

+ tu

com t ∈ (−ε, ε), tal que, λL̃1
(0) = 1L̃1

e λ′L̃1
(0) = u. Assim, estendemos λL̃1

(t) a uma

curva em L̃1 × R̃1 dada por

λ : (−ε, ε) −→ L̃1 × R̃1

t 7−→ (λL̃1
(t), 1R̃1

).

Logo,

λ(0) = (λL̃1
(0), 1R̃1

) = (1L̃1
, 1R̃1

) e λ′(0) = (λ′L̃1
(0), 0) = (u, 0).

Desta forma,

d(φH)1(u, 0) = (φH ◦ λ)′(0). (2.9)

Mas,

(φH ◦ λ)(t) = φH(λL̃1
(t), 1R̃1

) = λL̃1
(t) ◦H ◦ (1R̃1

)−1 = λL̃1
(t) ◦H = (ψ ◦ λL̃1

)(t). (2.10)

Portanto,

d(φH)1(u, 0)
(2.9)
= (φH ◦ λ)′(0)

(2.10)
= dψ1(λ

′
L̃1

(0)) = dψ1(u),

donde conclúımos que

d(φH)1(T1L̃1 × {0}) = dψ1(T1L̃1).

De maneira análoga, considerando

ψ̄ : R̃1 −→ J(r, r + 1)

ρ 7−→ H ◦ ρ−1

podemos mostrar que d(φH)1({0} × T1R̃1) = dψ̄1(T1R̃1).

Portanto, substituindo em (2.8) temos,

d(φH)1(T1L̃1 × T1R̃1) = dψ1(T1L̃1) + dψ̄1(T1R̃1).
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Agora tomando

ψ̃ : R̃1 −→ J(r, r + 1)

ρ 7−→ H ◦ ρ

temos que dψ̃1(T1R̃1) = dψ̄1(T1R̃1).

De fato, considerando a composição

R̃1
θ−→ R̃1

ψ̃−→ J(r, r + 1)

ρ 7−→ ρ−1 7−→ H ◦ ρ−1

e lembrando que θ é difeomorfismo, temos que dθ1 é isomorfismo, dψ̄1 = dψ̃1 ◦ dθ1 e desta

forma, dψ̃1(T1R̃1) = dψ̄1(T1R̃1).

Logo,

TH(L̃1 × R̃1 ·H) = d(φH)1(T1L̃1 × T1R̃1) = dψ1(T1L̃1) + dψ̃1(T1R̃1).

Agora vamos descrever dψ̃1(T1R̃1).

Seja η = (0, · · · , ηi, · · · , 0) um elemento da base de T1R̃1, isto é, ηi = tiζi com ζi ∈Mr

e consideremos uma curva em R̃1 que passa pela identidade de R̃1 e admite vetor tangente

η dado por γ(t) = 1R̃1
+ tη = (t1, · · · , ti + tηi, · · · , tr). Deste modo, temos a seguinte

curva em J(r, r + 1):

(ψ̃ ◦ γ)(t) = ψ̃(1R̃1
+ tη) = H(1R̃1

+ tη)

= (tn1 , · · · , (ti + tηi)
n, · · · , tnr , S(t1, · · · , ti + tηi, · · · , tr).

Desse modo,

dψ̃1(η) = (ψ̃ ◦ γ)′(0) = H(1R̃1
+ tη)′(0)

= ∂
∂t

(tn1 , · · · , (ti + tηi)
n, · · · , tnr , S(t1, · · · , (ti + tηi), · · · , tr))(0)

= (0, · · · , ntn−1i ηi, · · · , 0, Stiηi)
= (0, · · · , (Xi ◦H)ti , · · · , 0, (Xr+1 ◦H)ti)ηi,

em que Sti denota a derivada de S com respeito à ti.

Assim,

dψ̃1(T1R̃1) =

{(
(X1 ◦H)t1 · t1Mr, · · · , (Xr ◦H)tr · trMr,

r∑
i=1

(Xr+1 ◦H)ti · tiMr

)}
.
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Em termos matriciais, um elemento de dψ̃(T1R̃1) é dado pela transposta de
(X1 ◦H)t1 0 · · · 0

0 (X2 ◦H)t2 · · · 0
...

...
. . .

...

(Xr+1 ◦H)t1 (Xr+1 ◦H)t2 · · · (Xr+1 ◦H)tr




η1

η2
...

ηr

 ,

com ηi ∈ tiMr.

De maneira análoga, calculemos dψ1 nos elementos da base de T1L̃1. Para tanto, tome

a curva γ(t) = 1L̃1
+ tδ, onde δ = (0, · · · , δi, · · · , 0) em que δi satisfaz as condições dadas

em (2.5), tal que γ(0) = 1L̃1
e γ′(0) = δ.

Temos assim, a seguinte curva em J(r, r + 1):

(ψ ◦ γ)(t) = ψ(1L̃1
+ tδ) = (tn1 , · · · , tni + t(δi ◦H), · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)).

Desse modo,

dψ1(δ) = (ψ ◦ γ)′(0) = ∂
∂t

(tn1 , · · · , tni + t(δi ◦H), · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) (0)

= (0, · · · , δi ◦H, · · · , 0).

Logo,

dψ1(T1L̃1) = (δ1 ◦H, · · · , δr+1 ◦H)

com δi satisfazendo as condições dadas em (2.5) para i = 1, · · · , r + 1.

A análise acima pode ser sintetizada no seguinte resultado.

Proposição 2.6. O espaço tangente à órbita de H pelo grupo L̃1 × R̃1 é o conjunto dos

elementos dados pela transposta de
(X1 ◦H)t1 0 · · · 0

0 (X2 ◦H)t2 · · · 0
...

...
. . .

...

(Xr+1 ◦H)t1 (Xr+1 ◦H)t2 · · · (Xr+1 ◦H)tr




η1

η2
...

ηr

+


δ1(H)

δ2(H)
...

δr+1(H)


com ηi = tiζi com ζi ∈Mr e δi satisfazendo as condições dadas em (2.5).

Embora tenhamos descrito o espaço tangente em um elemento da órbita determinada

pelo grupo Ã1, tal grupo de difeomorfismos não é um grupo de Lie e deste modo, não
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podemos aplicar o Teorema da Transversal Completa. Para contornar a situação, consi-

deramos jatos destes elementos. Mais especificamente, se G é subgrupo de A, denotamos

Gk = {jkg; g ∈ G}

que é um grupo de Lie.

Assim, se J k denota o conjunto dos k-jatos de parametrizações de hipersuperf́ıcies

quase ordinárias, então temos para g ∈ Gk e H ∈ J k a ação

Gk × J k → J k

(g,H) 7→ jk(g ·H).

Recordemos que um de nossos objetivos é o de descrever termos elimináveis em uma

parametrização de hipersuperf́ıcie quase ordinária por meio de mudanças de coordenadas

do grupo Ã. Para a utilização do Teorema da Transversal Completa utilizando o grupo

Ãk1 temos algumas hipóteses a serem verificadas e objetos a serem identificados.

Para nossos propósitos fixaremos uma classe topológica, ou equivalentemente, os ex-

poentes caracteŕısticos generalizados

λ1 < λ2 < · · · < λg; λi ∈ Nr e n = degXr+1f

em que f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] é um polinômio de Weierstrass quase ordinário que

define uma hipersuperf́ıcie quase ordinária dada por uma parametrização normalizada

H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

em que S(t1, · · · , tr) = tλ11
1 . . . tλ1r

r u com u(0) 6= 0.

Ao agirmos em H elementos (σ, ρ) ∈ Ã1, como descritos anteriormente, obtemos uma

parametrização

H2 = (tn1u1, · · · , tnrur, t
λ11
1 . . . tλ1r

r u′ + qr+1(H(ρ−1))).

Podemos nos concentrar em qr+1 ∈M2
r+1 tal que qr+1(H(ρ−1)) tenha expoente dominante

diviśıvel por tλ11
1 . . . tλ1r

r , ou seja,

H2 = (tn1u1, · · · , tnrur, t
λ11
1 . . . tλ1r

r ur+1)

com ui(0) = 1 para i = 1, · · · , r + 1.
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Deste modo, as parametrizações de hipersuperf́ıcies quase ordinárias, em que estamos

interessados, pertencem ao espaço afim

A = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ) + V

com respeito ao espaço vetorial

V = tn1Mr ⊕ · · · ⊕ tnrMr ⊕ tλ11
1 . . . tλ1r

r Mr.

Além disto, é imediato verificar que THÃk1(H) = jkTHÃ1(H).

Vamos mostrar que o subespaço de V

Wk =

{
w = (w1, · · · , wr, wr+1) ∈ V ; wi, 1 ≤ i ≤ r é homogêneo de grau k tal que

wi = 0 se k ≤ n para 1 ≤ i ≤ r e wr+1 = 0 se k ≤ |λ1| = λ11 + · · ·+ λ1r

}
(2.11)

satisfaz a condição (2.4) do Teorema da Transversal Completa. Para tanto necessitamos

de alguns resultados auxiliares.

Lema 2.7. Sejam H ∈ J k, (σ, ρ) ∈ Ãk1 e w ∈ Wk, temos que

jk ((σ, ρ) · (H + w)) = jk ((σ, ρ) ·H) + w + θ

com θ = (b1, · · · , br, 0)wr+1 em que para 1 ≤ i ≤ r, σi(X1, · · · , Xr+1) = Xi + biXr+1 + qi

tal que bi = 0 e qi ∈ XiMr+1 se λ1i < n; qi ∈ XiMr+1 +Xr+1Mr+1 se λ1i ≥ n.

Demonstração. Uma vez que

jkσi(H + w)ρ−1 = jkσi(H(ρ−1) + w) = jkσi(H(ρ−1)) + wi + biwr+1

para 1 ≤ i ≤ r, temos que

jk[(σi, ρ) · (H + w)] = jk[· · · , σi(H + w)ρ−1, · · · , σr+1(H + w)ρ−1]

= [· · · , jkσi(H(ρ−1)) + wi + biwr+1, · · · , jkσr+1(H(ρ−1) + wr+1)]

uma vez que σr+1(X1, · · · , Xr+1) = Xr+1 + qr+1 com qr+1 ∈M2
r+1. Assim,

jk[(σi, ρ) · (H + w)] = jk[(σ, ρ)(H)] + w + (b1, · · · , br, 0)wr+1
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O próximo lema situa um elemento θ = (b1, · · · , br, 0)wr+1 como descrito no resultado

anterior.

Lema 2.8. Com as notações do lema anterior temos que

θ = (b1, · · · , br, 0)wr+1 ∈ TH+wÃk1(H + w) ∩ THÃk1(H).

Demonstração. É suficiente considerarmos wr+1 = tβ1

1 . . . tβrr com k = |β| > |λ1| e βi ≥ λ1i.

Pela Proposição 2.6, temos que θ ∈ TH+w′Ãk1(H + w′) com w′ ∈ Wk se, e somente se,

existem

(1) ηi ∈ tiMr, para 1 ≤ i ≤ r;

(2) δi ∈ XiMr+1 se λ1i < n ou δi ∈ (Xr+1) +XiMr+1 se λ1i ≥ n, para 1 ≤ i ≤ r;

(3) δr+1 ∈M2
r+1

tais que

bit
β1

1 . . . tβrr = jk((tni + w′i)tiηi + δi(H + w′))

= jk(ntn−1i ηi + δi(H + w′)) para 1 ≤ i ≤ r e

0 = jk

(
r∑
j=1

(S + w′r+1)tjηj + δr+1(H + w′)

)
.

Para tanto, basta considerarmos δi = 0 para i = 1, · · · , r + 1. Além disto, para

1 ≤ i ≤ r:

(a) se λ1i < n, então bi = 0, como já observamos no lema anterior e, neste caso, tomamos

0 = ηi ∈ tiMr.

(b) se λ1i ≥ n, então como βi ≥ λ1i ≥ n, tomamos

ηi =
bi
n
tβ1

1 . . . tβi−n+1
i . . . tβrr ∈ C{t1, · · · , tr}.

Se i > 1, então como β1 ≥ λ11 > 0 temos que ηi ∈ tiMr.

Se i = 1 e existe βj > 0, então η1 ∈ t1Mr.

Se i = 1 e 0 = βm ≥ λ1m para todo m > 1, então βm = λ1m = 0 para todo m > 1 e

β1 ≥ λ11 > n, que nos dá novamente η1 ∈ t1Mr.

- 41 -
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Note que, deste modo, em
r∑
j=1

(S +w′r+1)tjηj para os ı́ndices j tais que λ1j ≥ n, temos

(S + w′r+1)tjηj =
λ1j
n
bjt

β1+λ11

1 . . . t
βj+λ1j−n
j . . . tβr+λ1r

r uj

com uj unidade, pois w′r+1 ∈ Wk.

Mas,
r∑
l=1

(βl + λ1l)− n = |β|+ |λ1| − n ≥ k + λ1i − n

com igualdade se, e somente se, λ1 = (λ11, 0, · · · , 0).

Deste modo, se |β| + |λ1| − n > k + λ1i − n, então |β| + |λ1| − n > k pois λ1i ≥ n.

Se, por outro lado, |β|+ |λ1| − n = k + λ1i − n, então λ1 = (λ11, 0, · · · , 0) com λ11 > n e

temos |β|+ |λ1| − n > k.

De qualquer modo, temos que

jk

(
r∑
j=1

(S + w′r+1)tjηj + δr+1(H + w′)

)
= 0,

ou seja, θ ∈ TH+w′Ã1(H + w′) para todo w′ ∈ Wk. Em particular, para w′ = 0 ∈ Wk

temos θ ∈ THÃ1(H). Portanto,

θ ∈ TH+wÃk1(H + w) ∩ THÃk1(H).

Agora estamos aptos a justificar a seguinte proposição:

Proposição 2.9. Se H ∈ J k e w ∈ Wk, então

TH+wÃk1(H + w) = THÃk1(H).

Demonstração. Tomemos v ∈ TH+wÃk1(H +w), então existe uma curva α : (−ε, ε)→ Ãk1
definida por u 7→ (σu, ρu) e tal que α(0) = (σ0, ρ0) em que σ0 e ρ0 indicam a identidade

de L̃k1 e R̃k
1, respectivamente.

Assim, considerando a aplicação

ΦH+w : Ãk1 → J k

(σ, ρ) 7→ (σ, ρ) · (H + w)
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temos

v = (ΦH+w ◦ α)′(0) = lim
u→0

ΦH+w(α(u))− ΦH+w(α(0))

u

= lim
u→0

α(u) · (H + w)− α(0) · (H + w)

u

= lim
u→0

jk((σu, ρu) · (H + w))−H − w
u

.

Do Lema 2.7 temos

jk((σu, ρu) · (H + w)) = jk((σu, ρu) ·H) + w + θ(u)

e assim, como θ(u) = (b1(u), · · · , br(u), 0)wr+1 e bi(0) = 0, temos

v = lim
u→0

jk((σu, ρu) ·H)−H
u

+
θ(u)− θ(0)

u
= (ΦH ◦ α)′(0) + θ′(0). (2.12)

Mas, pelo Lema 2.8

θ′(0) = (b′1(0), · · · , b′r(0), 0)wr+1 ∈ TH+wÃk1(H + w) ∩ THÃk1(H).

Assim, como y = (ΦH ◦ α)′(0) ∈ THÃk1(H) segue que v ∈ THÃk1(H).

Além disto, uma vez que v ∈ TH+wÃk1(H + w), y = (ΦH ◦ α)′(0) ∈ THÃk1(H) e

θ′(0) ∈ TH+wÃk1(H + w) ∩ THÃk1(H), segue de (2.12) que

y = v − θ′(0) ∈ TH+wÃk1(H + w).

Portanto, TH+wÃk1(H + w) = THÃk1(H).

Deste modo, temos que o grupo Ãk1 satisfaz as condições do Teorema da Transversal

Completa considerando W = Wk dado em (2.11). Em particular, para todo elemento w de

Wk ∩ THÃk1(H) temos que H ′ = H +w é Ãk1-equivalente à H. Deste modo, é importante

identificarmos os elementos de Wk ∩ THÃk1(H).

Dado w = (w1, · · · , wr+1) ∈ Wk, temos que w ∈ THÃk1(H) se, o somente se, existem

ηi = tiζi; ζi ∈Mr e δi satisfazendo as condições dadas em (2.5) tais que

wi = jk(ntn−1i ηi + δi(H)) 1 ≤ i ≤ r

wr+1 = jk

(
r∑
j=1

Stjηj + δr+1(H)

)
.
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Caṕıtulo 2. A-equivalência de ramos quase ordinários

Como, para 1 ≤ i ≤ r, temos wi ∈ tniMr, digamos, wi = tni γi com γi ∈ Mr, basta

tomarmos δi = 0 e ηi = 1
n
tiγi ∈ tiMr e teremos satisfeitas as r primeiras equações do

sistema acima. Observe que se k ≤ n, então wi = 0 e neste caso, temos δi = 0.

Além disto, note que para j = 1, · · · , r a parcela

Stjηj =
1

n
Stj tjγj

é nula se k ≤ n e tem multiplicidade |λ1|+ k − n se k > n.

Note que, se |λ1| > n, então jk

(
r∑
j=1

Stjηj + δr+1(H)

)
= 0, isto é, neste caso, temos

que todo (w1, , · · · , wr, 0) ∈ Wk pertence à THÃk1(H).

De qualquer modo, o exposto acima garante que para quaisquer wi ∈ tniMr 1 ≤ i ≤ r,

existe (w1, · · · , wr, wr+1) ∈ Wk ∩ THÃk1(H).

Observe que desta forma, dado (σ, ρ) ∈ Ãk1 e H = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r u) com u(0) =

1, temos que

σHρ−1(t1, · · · , tr) = (tn1u1, · · · , tnrur, t
λ11
1 . . . tλ1r

r ur+1)

com ui(0) = 1. Como tni ui = tni + tni γi, com γi ∈ Mr, tomando wi = tni γi temos a

existência de w = (w1, · · · , wr, wr+1) ∈ Wk ∩ THÃk1(H), tal que H é Ãk1-equivalente a

parametrização H ′ = H + w = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r u′) com u′(0) = 1.

No próximo caṕıtulo apresentaremos uma alternativa de como identificar termos da

forma (0, · · · , 0, v) que podem ser eliminados de H.

2.3 Homotetias

Um dos nossos objetivos é que, dada uma parametrização de hipersuperf́ıcie quase or-

dinária H, possamos obter uma outra parametrização H1 que seja A-equivalente à esta,

mas que tenha uma expressão mais simples. Nesta busca determinamos o subgrupo G
de A que preserva a forma normalizada da parametrização. Este subgrupo e o estudo

de r-formas diferenciais que apresentaremos no caṕıtulo seguinte, bem como a relação

com o ideal Jacobiano, nos ajudam a identificar termos da parametrização que podem

ser eliminados de modo a obtermos uma parametrização que seja equivalente e apresente

uma expressão mais simples.

Na seção anterior, expressamos os elementos do grupo Ã como composição do grupo

Ã1 (veja (2.7)) e do grupo H (veja (2.6)). O grupo Ã1 foi considerado anteriormente.
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Nesta seção vamos analisar aspectos do grupo H das homotetias. Embora, como

veremos, tal grupo não auxilie na eliminação de termos, ele permite normalizar alguns

coeficientes, ou seja, torná-los mônicos.

Consideremos uma parametrização normalizada de hipersuperf́ıcie quase ordinária

dada por H = (tn1 , · · · , tnr , S) em que S = tλ11
1 . . . tλ1r

r +
r∑
i=1

ait
ζi1
1 . . . tζirr + · · · , ou seja,

selecionamos r termos de S em que ai 6= 0. Neste momento, não estamos preocupados se

os termos selecionados podem ou não ser eliminados, o objetivo é mostrar que podemos

escolher até r elementos em S, além de tλ11
1 . . . tλ1r

r , de modo a deixá-los mônicos.

Consideremos a homotetia

σ(X1, · · · , Xr+1) = (m1X1, · · · ,mr+1Xr+1),

ρ−1(t1, · · · , tr) = (s1t1, · · · , srtr).

A ação do par (σ, ρ) sobre H é dada por

H ′ = (σ, ρ) ·H = σHρ−1(t1, · · · , tr)

=

(
· · · ,mis

n
i t
n
i , · · · ,mr+1

(
r∏
j=1

s
λ1j

j tλ11
1 . . . tλ1r

r +
r∑
i=1

ai
r∏
j=1

s
ζij
j t

ζi1
1 . . . tζirr + · · ·

))
.

Escolhendo mi = s−ni , para 1 ≤ i ≤ r, temos

H ′ =

(
tn1 , · · · , tnr ,mr+1

(
r∏
j=1

s
λ1j

j tλ11
1 . . . tλ1r

r +
r∑
i=1

ai

r∏
j=1

s
ζij
j t

ζi1
1 . . . tζirr + · · ·

))
.

Consideremos o sistema de r equações em si

ai

r∏
j=1

s
ζij
j =

r∏
j=1

s
λ1j

j , para 1 ≤ i ≤ r, ou seja,
r∏
j=1

s
ζij−λ1j

j = a−1i .

Para simplificar a notação denotamos αij = ζij − λ1j. Deste modo, temos o sistema:

r∏
j=1

s
αij
j = a−1i 1 ≤ i ≤ r. (2.13)

Aplicando a função logaŕıtmica complexa f(z) = log(z) nas equações do sistema ob-

temos

log

(
r∏
j=1

s
αij
j

)
=

r∑
j=1

αij log(sj) = log(a−1i ) 1 ≤ i ≤ r.
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Denotando por bi = log(a−1i ) e log(sj) = wj, reescrevemos o sistema acima como o

sistema linear

bi =
r∑
j=1

αijwj. 1 ≤ i ≤ r. (2.14)

Agora selecionamos um subsistema, que admite solução, com número de equações

k ≤ r máximo que, sem perda de generalidade, podemos assumir que seja composto pelas

k primeiras equações.

Deste modo, determinamos wj, j = 1, · · · , r satisfazendo (2.14) e, como wj = log(sj),

num domı́nio conveniente usando a inversa da função logaŕıtmica, obtemos sj, j = 1, · · · , r
satisfazendo (2.13).

Desta forma, usando os si’s obtidos e σ e ρ−1 dados por

σ(X1, · · · , Xr+1) =

s−n1 X1, · · · , s−nr Xr,

(
r∏
j=1

s
λ1j

j

)−1
Xr+1

 ,

ρ−1(t1, · · · , tr) = (s1t1, · · · , srtr)

(2.15)

agindo na parametrização H da hipersuperf́ıcie quase ordinária, obtemos

σHρ−1(t1, · · · , tr) = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r +
k∑
i=1

tζ11

1 . . . tζ1rr + · · · ),

mostrando que H é A-equivalente a uma parametrização cujos termos dos expoentes

(ζi1, · · · , ζir), com i = 1, · · · , k, são mônicos e que correspondem as k-linhas do sistema

(2.14) selecionadas.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.10. Considere a parametrização quase ordinária

H = (t31, t
3
2, t

3
1t

4
2 + 512t31t

7
2 + 8t61t

5
2 + 8t91t

6
2).

Considerando os termos 512t31t
7
2 e 8t61t

5
2 temos que o sistema (2.14) associado é

0w1 + 3w2 = log 512−1 = −9 log 2

3w1 + 1w2 = log 8−1 = −3 log 2

cuja solução é

0 = w1 = log s1 e log 2−3 = w2 = log s2,
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ou seja, s1 = 1 e s2 = 1/8 são valores para os quais a homotetia descrita em (2.15) nos

dá a seguinte parametrização quase ordinária Ã-equivalente à H:

H ′ =

(
t31, t

3
2, t

3
1t

4
2 + t31t

7
2 + t61t

5
2 +

1

8
t91t

6
2

)
.

Por outro lado, se selecionarmos os termos 8t61t
5
2 e 8t91t

6
2, então obtemos o sistema (2.14)

3w1 + 1w2 = log 8−1

6w1 + 2w2 = log 8−1

que não admite solução, ou seja, não há homotetia que normaliza simultaneamente os

dois termos selecionados.

Podemos resumir o apresentado nesta seção no seguinte resultado.

Proposição 2.11. Seja H =

(
tn1 , · · · , tnr , t

λ11
1 . . . tλ1r

r +
∑
ζ>λ1

aζt
ζ1
1 . . . t

ζr
r

)
uma parame-

trização quase ordinária. Se {ζ − λ1; aζ 6= 0} é um conjunto linearmente independente

de Rr, então existe uma homotetia que normaliza simultaneamente todos os termos com

expoente ζ de H.

Demonstração. Se C = {ζ − λ1; aζ 6= 0} é um conjunto linearmente independente de Rr,
então 0 < ]C 6 r. Renomeando os termos de C temos que

C = {α1, · · · , αk}, k 6 r.

Deste modo, o sistema associado aos termos que determinam o conjunto C admite

solução e consequentemente, pelo exposto anteriormente, a homotetia obtida pela solução

do sistema, normaliza os termos associados ao conjunto C.
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3
O conjunto Λ

Neste caṕıtulo vamos apresentar uma caracterização de vetores no espaço tangente des-

crito no caṕıtulo anterior utilizando r-formas de Kähler. Ademais, estabeleceremos uma

conexão entre os elementos do ideal Jacobiano e tais r-formas. Utilizando o módulo das

r-formas de Kähler podemos definir um subconjunto ΛH ⊂ Nr associado a uma para-

metrização de hipersuperf́ıcie quase ordinária. Tal conjunto, no caso de curvas planas

irredut́ıveis, desempenha papel crucial na classificação anaĺıtica veja [12]. Além disto,

caracterizaremos para casos particulares, o conjunto de valores ΛH .

3.1 Espaço Tangente e r-formas

No que segue estamos interessados em apresentar uma caracterização para os vetores

tangentes à órbita de uma parametrização de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária H com

respeito ao grupo Ã1. Particularmente, vetores da forma (0, · · · , 0, u), pois o conhecimento

destes permitirão a eliminação de termos na parametrização H. Tal caracterização será

feita utilizando r-formas de Kähler.

Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S) com S = tλ11
1 . . . tλ1r

r v, v(0) = 1 uma parametrização normali-

zada de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária determinada por f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1]

irredut́ıvel.

Considerando o grupo Ã1 descrito em (2.7), temos

T1L̃1 = {(ε1, · · · , εr+1), com εi satisfazendo as condições dadas em (2.5)}

T1R̃1 =
r⊕
i=1

tiζi com ζi ∈Mr
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e (0, · · · , 0, u) ∈ THÃ1(H) se, e somente se,
0
...

0

u

 =


ntn−11 0 · · · 0 0

...
. . .

...

0 0 · · · 0 ntn−1r

St1 · · · Str




η1
...

ηr

+


δ1(H)

...

δr+1(H)

 ,

com ηi ∈ tiMr e δi satisfazendo as condições dadas em (2.5). Deste modo, tomamos

ηi = − δi(H)

ntn−1
i

e temos:

(a) Se λ1i < n, então δi = Xiqi em que qi ∈Mr+1 e ηi = − δi(H)

ntn−1
i

= − 1
n
tiqi(H) ∈ tiMr;

(b) Se λ1i ≥ n, então δi = biXr+1 +Xihi +Xr+1gi, hi, gi ∈Mr+1 e

ηi = − 1

n

(
bit

λ11
1 . . . tλ1i−n+1

i . . . tλ1r
r v + tihi(H) + tλ11

1 . . . tλ1i−n+1
i . . . tλ1r

r gi(H)
)
∈ tiMr.

Assim, devemos ter

u = δr+1(H)−
r∑
i=1

Stiδi(H)

ntn−1i

,

isto é,

u =

nδr+1(H)tn−11 . . . tn−1r −
r∑
i=1

δi(H)Stit
n−1
1 . . . t̂n−1i . . . tn−1r

ntn−11 . . . tn−1r

, (3.1)

ou seja,

ntn−11 . . . tn−1r u = nδr+1(H)tn−11 . . . tn−1r −
r∑
i=1

δi(H)Stit
n−1
1 . . . t̂n−1i . . . tn−1r .

Considere O = Of e Ω1
O o O-módulo de diferenciais de Kähler, ou seja, o O-módulo ge-

rado por dX1, · · · , dXr+1 sujeito à relação
r+1∑
i=1

fXidXi = 0. No que segue vamos considerar

o O-módulo Ωr
O das r-formas de Kähler, isto é,

Ωr
O =

r∧
i=1

Ω1
O.

Note que, se ω ∈ Ωr
O, então

ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1.
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Caṕıtulo 3. O conjunto Λ

Seja B = C{t1, · · · , tr} e consideremos Ωr
B o B-módulo das r-formas diferenciais

Ωr
B = {gdt1 ∧ · · · ∧ dtr, g ∈ B} (≈ B)

que é, em particular, um C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, , · · · , tr)}-módulo. Deste modo, como por

(2.2)

H∗(O) = C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, , · · · , tr)}

temos que Ωr
B tem estrutura de O-módulo via H∗.

O monomorfismo de C-álgebras H∗ : O → B, apresentado em (2.2), nos dá assim o

homomorfismo de O-módulos

ψH : Ωr
O → Ωr

B

ω 7→
r+1∑
i=1

H∗(hi)
r+1∧
j=1

j 6=i

dH∗(Xj)
(3.2)

em que ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1.

Note que, se H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)), então

dH∗(Xj) = d(tnj ) = ntn−1j dtj, 1 ≤ j ≤ r

dH∗(Xr+1) = d(S(t1, · · · , tr)) =
r∑

k=1

Stkdtk,
.

Deste modo, para 1 ≤ i ≤ r temos

r+1∧
j=1

j 6=i

dH∗(Xj) = (−1)r−inr−1tn−11 . . . t̂n−1i . . . tn−1r Stidt1 ∧ . . . ∧ dtr.

Além disto,
r∧
j=1

dH∗(Xj) = nrtn−11 . . . tn−1r dt1 ∧ . . . ∧ dtr. Temos assim,

ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
= nrH∗(hr+1)t

n−1
1 . . . tn−1r

+
r∑
i=1

(−1)r−inr−1H∗(hi)Stit
n−1
1 . . . t̂n−1i . . . tn−1r .

Como, ψH(dX1 ∧ · · · ∧ dXr) = nrtn−11 . . . tn−1r dt1 ∧ · · · ∧ dtr temos a igualdade

ψH(ω)
ψH(dX1∧···∧dXr) =

nH∗(hr+1)t
n−1
1 ...tn−1

r +
r∑
i=1

(−1)r−iH∗(hi)Sti t
n−1
1 ...

̂
tn−1
i ...tn−1

r

ntn−1
1 ...tn−1

r
.

- 50 -
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Comparando com (3.1) temos que a igualdade

ψH(ω)

ψH(dX1 ∧ · · · ∧ dXr)
= u; (0, · · · , 0, u) ∈ THÃ1(H)

se tomarmos δr+1 = hr+1 e δi = (−1)r−i+1hi, 1 ≤ i ≤ r pertencendo aos conjuntos

convenientes que descrevem os elementos do grupo Ã1.

O exposto acima pode ser resumido no seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização de uma hipersu-

perf́ıcie quase ordinária normalizada. Temos que (0, · · · , 0, u) ∈ THÃ1(H) se, e somente

se, existe ω =
r+1∑
i=1

hidX1∧· · ·∧d̂Xi∧· · ·∧dXr+1 ∈ Ωr
O tal que ψH(ω) = uψH(dX1∧· · ·∧dXr)

com δr+1 = hr+1 e δi = (−1)r−i+1hi, 1 ≤ i ≤ r e δi satisfazendo as condições dadas em

(2.5).

Ainda considerando o homomorfismo de O-módulos dado em (3.2) e dado ω ∈ Ωr
O,

denotamos

VN (ω) :=

{
δ; δ é vértice do poliedro de Newton de

ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

}
.

Claramente, se
ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
admite expoente dominante δ = (δ1, · · · , δr), ou seja,

se ν

(
ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
= (δ1, · · · , δr), o poliedro de Newton correspondente tem um único

vértice que é justamente δ. Este fato será usado ao longo do texto evidenciado pela

notação ]VN (ω) = 1. Além disto, indicaremos ν(ω) = ν
(

ψH(ω)
dt1∧···∧dtr

)
+ (1).

Similarmente ao caso do semigrupo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária, definimos

os conjuntos ΛN e ΛD, respectivamente, por

ΛN (H) = ΛN = {δ + (1); δ ∈ VN (ω) para todo ω ∈ Ωr
O \ ker(ψH)}

e

ΛD(H) = ΛD =

{
δ + (1); δ = ν

(
ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
e ]VN (ω) = 1 para ω ∈ Ωr

O \ ker(ψH)

}
.

No caso do semigrupo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária H, González-Pérez (em

[8]) e Popescu-Pampu (em [21]) introduzem os conjuntos ΓN e ΓD e mostram que ΓN = ΓD

(veja Caṕıtulo 1). No caso dos conjuntos ΛN e ΛD é óbvio que ΛD ⊆ ΛN . No entanto,

não podemos garantir a igualdade. De fato, o próximo exemplo ilustra o fato de que esta

inclusão pode ser estrita.
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Exemplo 3.2. Consideremos a parametrização quase ordinária dada por

H = (t31, t
3
2, t

13
1 t

12
2 + t141 t

21
2 + t171 t

18
2 + at201 t

15
2 ).

Neste caso, temos λ1 = (λ11, λ12) = (13, 12).

Consideremos a 2-forma

ω = α1X1dX2 ∧ dX3 + α2X2dX1 ∧ dX3 + α3X3dX1 ∧ dX2.

Tomando α3 = −1
3
(−λ11α1 + λ12α2) = 13

3
α1 − 4α2 obtemos,

ψH(ω)

dt1 ∧ dt2
= 3t151 t

14
2

(
(9α2 − α1)t1t

9
2 + (6α2 − 4α1)t

4
1t

6
2 + (3α2 − 7α1)at

7
1t

3
2

)
.

Note que, se a = 0 então, embora
ψH(ω)

dt1 ∧ dt2
não tenha expoente dominante, podemos

obter 2-formas com expoentes dominantes que correspondem precisamente aos vértices

do poliedro de Newton de
ψH(ω)

dt1 ∧ dt2
.

De fato, considere,

ω′ =
3

2
βX1dX2 ∧ dX3 + βX2dX1 ∧ dX3 +

5

2
βX3dX1 ∧ dX2

com β 6= 0 e teremos
ψH(ω′)

dt1 ∧ dt2
= −90βt191 t

20
2 .

Agora tomando β = 3α2−2α1

15
, temos que ω − ω′ tem expoente dominante (16, 23).

Por outro lado, se a 6= 0, então não temos uma 2-forma com expoente dominante

(16, 23) /∈ ΓH . De fato, consideremos uma 2-forma geral, que é dada por

η = h1dX2 ∧ dX3 + h2dX1 ∧ dX3 + h3dX1 ∧ dX2

com hi ∈ O.

Como

ψH(η)

dt1 ∧ dt2
= h1(H)

ψH(dX2 ∧ dX3)

dt1 ∧ dt2
+ h2(H)

ψH(dX1 ∧ dX3)

dt1 ∧ dt2
+ h3(H)

9t21t
2
2︷ ︸︸ ︷

ψH(dX1 ∧ dX2)

dt1 ∧ dt2
,

ψH(dX2 ∧ dX3)

dt1 ∧ dt2
= −39t121 t

14
2 − 42t131 t

23
2 − 51t161 t

20
2 − 60at191 t

17
2
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e
ψH(dX1 ∧ dX3)

dt1 ∧ dt2
= 36t151 t

11
2 + 63t161 t

20
2 + 54t191 t

17
2 + 45at221 t

14
2 ,

é suficiente considerarmos h1 = c0 + c1X1 + c2X2 + c3X
2
2 + c4X

3
2 ,

h2 = e0 + e1X2 + e2X
2
2 + e3X

3
2 + e4X

4
2 e h3 =

∑
bi1i2i3X

i1
1 X

i2
2 X

i3
3 tais que

i3 ∈ {0, 1},
i1 = i2 = 0 se i3 = 1,

0 ≤ i1 ≤ 4, 0 ≤ i2 ≤ 7 se i3 = 0,

uma vez que quaisquer outros termos em h1, h2 e h3 produzem somente termos de ordem

superior à (16, 23).

Agora, compondo hi com H e expandindo
ψH(η)

dt1 ∧ dt2
obtemos

ψH(η)

dt1 ∧ dt2
= (c0 + c1t

3
1 + c2t

3
2 + c3t

6
2 + c4t

9
2)(−39t121 t

14
2 − 42t131 t

23
2 − 51t161 t

20
2 − 60at191 t

17
2 )+

+

(
4∑
i=1

eit
3i
2

)
(36t151 t

11
2 + 63t161 t

20
2 + 54t191 t

17
2 + 45at221 t

14
2 )+

+

 ∑
0≤i1≤4

0≤i2≤7

bi1i20t
βi1
1 t

βi2
2 + b001(t

13
1 t

12
2 + t141 t

21
2 + t171 t

18
2 + at201 t

15
2 )

 (9t21t
2
2).

Para que a ordem em t1 seja igual ou maior a 16, devemos considerar

b0i0 = 0 ∀i = 0, · · · , 7 para anular termos com t21,

b1i0 = 0 ∀i = 1, · · · , 7 para anular termos com t51,

b2i0 = 0 ∀i = 1, · · · , 7 para anular termos com t81,

b3i0 = 0 ∀i = 1, · · · , 7 para anular termos com t111 ,

c0 = c2 = c3 = c4 = 0 para anular termos com t121 ,

b4i0 = 0 ∀i = 1, · · · , 7 para anular termos com t141 ,

e0 = e2 = e3 = e4 = 0 b001 = 13
3
c1 − 4e1 para anular termos com t151 .

Com as considerações anteriores, o termo de menor ordem em t2 é a(9e1− 21c1)t
22
1 t

16
2 .

Se a 6= 0, então devemos considerar

e1 =
7

3
c1 para anular termos com t172 (3.3)

e

c1 = 0 para anular termos com t202 .
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Mas com isso, anulamos
ψH(ω)

dt1 ∧ dt2
, isto é, não temos expoente dominante (16, 23).

O fato de a 6= 0 é extremamente importante pois, se a = 0 não temos a condição (3.3) e

conseguiremos obter a ordem que queremos como expoente dominante. Neste caso, sendo

a 6= 0 obtemos uma 2-forma η tal que (16, 23) ∈ ΛN , mas (16, 23) ∈ ΛN \ ΛD.

Observação 3.3. Em virtude do Teorema 2.4 e do Teorema 3.1, podemos obter pa-

rametrizações quase ordinárias equivalentes com k-jatos contendo uma quantidade me-

nor de termos. De fato, se (0, · · · , 0, u) ∈ Wk, como descrito em (2.11), é tal que

ψH(ω) = uψH(dX1 ∧ · · · ∧ dXr) com ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ∈ Ωr
O

com hi satisfazendo as condições dadas em (2.5), então

H é Ã1-equivalente à H + (0, · · · , 0, u).

3.2 O ideal Jacobiano e r-formas diferenciais

Seja f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] um polinômio de Weierstrass de grau n que define uma

hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Nesta seção, vamos considerar o ideal Jacobiano de f (em O)

J(f) := 〈fX1 , · · · , fXr+1〉 =

{
r+1∑
i=1

hifXi ;hi ∈ O

}
e relacioná-lo com Ωr

O.

Considerando uma parametrização quase ordinária de f dada por

H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

temos
∆Xr+1f = Xδ1

1 · · ·Xδr
r u

= RXr+1(f, fXr+1)

=
n∏
i=1

fXr+1(X1, · · · , Xr, ξi)

(3.4)

em que ξi(X1, · · · , Xr) ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r } é uma raiz de f e ξ1(t

n
1 , · · · , tnr ) = S.

Como estamos tratando com domı́nios de fatoração única, temos que

fXr+1(X1, · · · , Xr, ξ1) = X
k1
n
1 . . . X

kr
n
r u′,
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ou seja,

fXr+1(H) = fXr+1(tn1 , · · · , tnr , S) = tk1
1 · · · tkrr u′(H),

isto é, fXr+1 tem expoente dominante.

Por (1.3) temos, usando (3.4), que o expoente dominante de fXr+1(H) é

g∑
i=1

(ni − 1)νr+i,

em que νr+i é dado como em (1.5).

Seja Ω1 := C{X1, · · · , Xr+1}dX1 + · · · + C{X1, · · · , Xr+1}dXr+1, consideremos a di-

ferencial de f , ou seja, df =
r+1∑
j=1

fXjdXj ∈ Ω1 e tomemos as r-formas diferenciais em

r∧
i=1

Ω1:

ωi = df ∧ dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr ∧ d̂Xr+1

=

(
r+1∑
j=1

fXjdXj

)
∧ dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr ∧ d̂Xr+1

= fXidXi ∧ dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr

+fXr+1dXr+1 ∧ dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr

= (−1)i−1fXidX1 ∧ · · · ∧ dXr

+(−1)r−1fXr+1dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

para 1 ≤ i ≤ r.

Como f(H) = 0, então df(H) = 0, ou seja, df = 0 em Ω1
O e ωi = 0 em Ωr

O, e deste

modo temos

0 = ψH(ωi)

= (−1)i−1fXi(H)nrtn−11 · · · tn−1r dt1 ∧ · · · ∧ dtr
+(−1)r−1fXr+1(H)nr−1tn−11 · · · t̂n−1i · · · tn−1r (−1)r−iStidt1 ∧ · · · ∧ dtr

= nr−1(−1)i−1tn−11 · · · t̂n−1i · · · tn−1r

(
fXi(H)ntn−1i + fXr+1(H)Sti

)
dt1 ∧ · · · ∧ dtr

em que Sti indica a derivada de S com respeito à ti. Assim, temos que

fXi(H)ntn−1i = −fXr+1(H)Sti . (3.5)

Se VN (h) denota o conjunto dos vértices do poliedro de Newton de h, então

VN (fXi(H)) = VN (Sti) +

g∑
i=1

(ni − 1)νr+i − (n− 1)θi. (3.6)
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Em particular, se Sti tiver expoente dominante, que ocorre sempre que λ1i 6= 0, então

fXi(H) também possui.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.4. Consideremos f = Xn
r+1 − Xλ11

1 · · ·Xλ1r
r que admite a parametrização

H = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 · · · tλ1r

r ).

Neste caso, temos que n = n1, g = 1, νr+1 = (λ11, · · · , λ1r) e

• fXr+1(H) = nXn−1
r+1 que tem expoente dominante (n−1)(λ11, · · · , λ1r) = (n1−1)νr+1;

• fXi(H) = −λ1iXλ11
1 · · ·Xλ1i−1

i · · ·Xλ1r
r e assim, se λ1i 6= 0, então

n(λ11, · · · , λ1i − 1, · · · , λ1r) = νN (Sti) + (n− 1)νr+1 − (n− 1)θi.

Exemplo 3.5. Seja f = X2
3 − 2X3

1X2X3 − 2X3
1X2 −X3

1X
4
2 + X6

1X
2
2 −X3

1 que admite a

parametrização H = (t21, t
2
2, t

3
1 + t31t

4
2 + t61t

2
2). Temos que n = n1 = 2 e ν3 = (3, 0).

Neste caso, temos:

• fX3 = 2X3 − 2X3
1X2 e fX3(H) = t31(2 + 2t42) que possui expoente dominante (3, 0).

• fX1 = −6X2
1X2X3 − 6X2

1X
2
2 − 3X2

1X
4
2 + 6X5

1X
2
2 − 3X2

1 e

fX1(H) = −6t71t
2
2 − 6t71t

6
2 − 3t41 − 6t41t

4
2 − 3t41t

8
2 = t41(−3− 6t42 − 3t82 − 6t31t

2
2 − 6t31t

6
2)

que tem expoente dominante (4, 0) = VN (St1) + ν3 − θ1 = (2, 0) + (3, 0)− (1, 0).

• fX2 = −2X3
1X3−4X3

1X2−4X3
1X

3
2 +2X6

1X2 e fX2(H) = −2t91−2t91t
4
2−4t61t

2
2−4t61t

6
2.

Note que como em (3.6) temos {(9, 0), (6, 2)} = VN (fX2) = VN (St2)+(3, 0)−(0, 1) =

{(3, 3), (6, 1)}+ (3,−1).

No que segue vamos explorar a relação de J(f) com Ωr
O por meio do seguinte homo-

morfismo sobrejetor de O-módulos

Ψ : Ωr
O → J(f)

ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 7→
r+1∑
i=1

(−1)r+1−ihifXi .
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Observação 3.6. Dada uma r-forma

ω′ =
r+1∑
i=1

h′idX1 ∧ . . . ∧ d̂Xi ∧ . . . ∧ dXr+1 ∈ Ωr =
r∧
i=1

Ω1,

com h′i ∈ C{X1, · · · , Xr+1}, temos que

ω′ ∧ df =

(
r+1∑
i=1

h′idX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

)
∧
(
r+1∑
i=1

fXidXi

)
=

r+1∑
i=1

h′ifXidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ∧ dXi

=
r+1∑
i=1

(−1)r+1−ih′ifXidX1 ∧ · · · ∧ dXr+1.

Deste modo, se hi ∈ O é a imagem de h′i pelo epimorfismo canônico

π : C{X1, · · · , Xr+1} → Of =
C{X1, · · · , Xr+1}

〈f〉
,

então considerando

ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ∈ Ωr
O

temos que

Ψ(ω) =
r+1∑
i=1

(−1)r+1−ihifXi = π

(
ω′ ∧ f

dX1 ∧ · · · ∧ dXr+1

)
.

Mais especificamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.7. Seja f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] um polinômio de Weierstrass que define

uma hipersuperf́ıcie quase ordinária com parametrização H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)).

Com as notações acima, temos que

ψH(ω)

ψH(dX1 ∧ · · · ∧ dXr)
=
H∗(Ψ(ω))

H∗(fXr+1)
.

Em particular, VN (Ωr
O) = VN (H∗(J(f)))− FH − (1), em que FH é o vetor de Frobenius

de ΓH e H∗ é como em (2.1).
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Demonstração. Note que a imagem de ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ . . . ∧ d̂Xi ∧ . . . ∧ dXr+1 ∈ Ωr
O por

Ψ também pode ser obtida, segundo a Observação 3.6, a partir da r-forma diferencial

ω′ =
r+1∑
i=1

h′idX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ∈ Ωr. De fato, temos que

π

(
ω′ ∧ df

dX1 ∧ · · · ∧ dXr+1

)
=

r+1∑
i=1

(−1)r+1−ihifXi = Ψ(ω).

Além disto, dado ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ∈ Ωr
O temos que:

ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
= hr+1(H)nrtn−11 · · · tn−1r

+
r∑
i=1

(−1)r−ihi(H)nr−1tn−11 · · · t̂n−1i · · · tn−1r Sti .

Agora por (3.5), temos que

Sti = −fXi(H)ntn−1i

fXr+1(H)
∈ C{t1, · · · , tr}

e substituindo em
ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
, temos

ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
= hr+1(H)nrtn−11 · · · tn−1r

+
r∑
i=1

(−1)r+1−ihi(H)nrtn−11 · · · tn−1r

fXi(H)

fXr+1(H)

=

(
r+1∑
i=1

(−1)r+1−ihi(H)fXi(H)

)
nr
tn−11 · · · tn−1r

fXr+1(H)
.

Deste modo, temos que

ψH(ω)

ψH(dX1 ∧ · · · ∧ dXr)
=
H∗(Ψ(ω))

H∗(fXr+1)

e

VN (ω) = VN (H∗(Ψ(ω)))−
g∑
i=1

(ni − 1)νr+i + (n− 1),

ou seja,

VN (Ωr
O) = VN (H∗(J(f)))−FH − (1).
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O teorema anterior estabelece uma relação entre os vetores (0, · · · , 0, u) ∈ THÃ1(H),

r-formas e o ideal Jacobiano J(f) de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária definida por

f = 0 com parametrização H.

Corolário 3.8. Com as notações anteriores, temos que

ker(ψH) = ker(Ψ).

Demonstração. Pelo teorema anterior, temos que ω ∈ ker(ψH) se, e somente se, H∗(Ψ(ω)) =

0. Mas H∗ : Of → B é um monomorfismo, ou seja, Ψ(ω) = 0.

Podemos ainda, reinterpretar ker(Ψ) (= ker(ψH)) em termos do submódulo T de

torção de Ωr
O, ou seja,

T = {ω ∈ Ωr
O;∃h ∈ Of \ {0} e hω = 0}.

Proposição 3.9. O núcleo do homomorfismo Ψ : Ωr
O → J(f) definido anteriormente é

precisamente o submódulo de torção T de Ωr
O, ou seja,

T = ker(Ψ).

Demonstração. Seja ω ∈ T , então existe h ∈ Of \ {0} tal que hω = 0. Deste modo,

0 = Ψ(hω) = hΨ(ω).

Sendo Of um domı́nio e h ∈ Of \ {0}, segue que Ψ(ω) = 0, isto é, ω ∈ ker(Ψ).

Reciprocamente, seja ω =
r+1∑
i=1

hidX1∧ · · · ∧ d̂Xi∧ · · · ∧dXr+1 ∈ ker(Ψ). Como em Ωr
O,

temos
0 = ωi = df ∧ dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr ∧ d̂Xr+1

= (−1)i−1fXidX1 ∧ · · · ∧ dXr

+(−1)r−1fXr+1dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1,

(3.7)

ou seja,

(−1)r−i+1fXidX1 ∧ · · · ∧ dXr = fXr+1dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 (3.8)

em Ωr
O.
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Deste modo, como 0 = Ψ(ω) =
r+1∑
i=1

(−1)r−i+1hifXi em Of , temos em Ωr
O

0 = Ψ(ω)dX1 ∧ · · · ∧ dXr

=
r+1∑
i=1

(−1)r−i+1hifXidX1 ∧ · · · ∧ dXr

(3.8)
=

r+1∑
i=1

fXr+1hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

= fXr+1

(
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

)
= fXr+1ω.

Portanto, como fXr+1 6= 0 em O, temos que ω ∈ T .

Como corolário, temos que

Corolário 3.10. Como O-módulos temos que

Ωr
O
T
≈ J(f).

Demonstração. Segue do fato de que Ψ : Ωr
O → J(f) é um epimorfismo e da proposição

anterior, isto é, ker(Ψ) = T .

Exemplo 3.11. Considere f = Xn
r+1 − X

λ11
1 . . . Xλ1r

r com n ≥ 2 cuja parametrização é

H = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ). Temos que, se 1 ≤ i ≤ r e λ1i 6= 0, então

ω = λ1iXr+1dX1 ∧ · · · ∧ dXr + (−1)r−inXidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ∈ T ⊂ Ωr
O.

De fato, como ψH(ω) = 0, temos que ω ∈ ker(ψH) = ker(Ψ) = T . Podemos ainda,

constatar que em
r∧
i=1

Ω1 temos

ω ∧ df = nλ1iX
n
r+1dX1 ∧ · · · ∧ dXr ∧ dXr+1 − nλ1iXλ11

1 . . . Xλ1r
r dX1 ∧ · · · ∧ dXr+1

= nλ1ifdX1 ∧ · · · ∧ dXr+1,
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ou ainda, em Ωr
O

fXr+1ω = nXn−1
r+1 (λ1iXr+1dX1 ∧ · · · ∧ dXr

+(−1)r−inXidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

)
= n

(
λ1iX

n
r+1dX1 ∧ · · · ∧ dXr

+(−1)r−inXiX
n−1
r+1 dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

)
= n

(
λ1iX

λ11
1 . . . Xλ1r

r dX1 ∧ · · · ∧ dXr

+ (−1)r−inXiX
n−1
r+1 dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

)
= (−1)1−inXi ((−1)i−1fXidX1 ∧ · · · ∧ dXr

+ (−1)r−1fXr+1dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

)
= (−1)1−inXidf ∧ dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr ∧ d̂Xr+1 = 0

em que a penúltima igualdade segue de (3.7).

Do mesmo modo, podemos mostrar que Xk
r+1ω com k = 0, · · · , n − 2 é um elemento

de T , uma vez que nXn−1−k
r+1 (Xk

r+1ω) = nXn−1
r+1 ω = fXr+1ω = 0 em Ωr

O.

Exemplo 3.12. Se r = 2 e λ11 = λ12 = 1, ou seja, f = Xn
3 − X1X2, então a superf́ıcie

quase ordinária determinada por f tem singularidade isolada e T é ćıclico, uma vez que

f é quase homogêneo (veja [18]).

Note que, em Ω2
O, temos que

ω′ = X3dX1 ∧ dX2 − nX1dX2 ∧ dX3 ∈ T
ω′′ = X3dX1 ∧ dX2 + nX2dX1 ∧ dX3 ∈ T

são iguais. De fato, como

0 = df ∧ dX3

= fX1dX1 ∧ dX3 + fX2dX2 ∧ dX3 + fX3dX3 ∧ dX3

= −X2dX1 ∧ dX3 −X1dX2 ∧ dX3

= 1
n
(ω′′ − ω′),

segue que ω′ = ω′′ em Ω2
O. Além disto,

X2ω
′ = X2(X3dX1 ∧ dX2 + nX1dX2 ∧ dX3)

= X3(X2dX1 ∧ dX2 + nXn−1
3 dX2 ∧ dX3)

= −X3(df ∧ dX2) = 0
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e
X1ω

′ = X1ω
′′

= X1(X3dX1 ∧ dX2 − nX2dX1 ∧ dX3)

= X3(X1dX1 ∧ dX2 − nXn−1
3 dX1 ∧ dX3)

= −X3(dX1 ∧ df) = 0.

Temos que dado ω ∈ T , como T é ćıclico, então ω = hω′ com h =
∑
aijkX

i
1X

j
2X

k
3 .

Deste modo, segue da análise acima e do exemplo anterior, que

ω = hω′ =
∑

aijkX
i
1X

j
2X

k
3ω
′ =

n−2∑
k=0

Xk
3ω
′,

ou seja,

dimC T = n− 1 = µf = τf = dimC
C{X1, X2, X3}
〈fX1 , fX2 , fX3〉

.

Por outro lado, se r > 2 ou max
1≤i≤r

{λ1i} > 1, então Xk
1ω
′ ∈ T para todo k ∈ N, ou seja,

dimC T =∞ = µf = τf .

3.3 Conjunto Λ versus semigrupo Γ

Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização de hipersuperf́ıcie quase ordinária

com semigrupo ΓH = 〈ν1, · · · , νr, νr+1, · · · , νr+g〉. Nesta seção vamos realizar uma análise

sobre o conjunto ΛN (H).

Temos que {dX1∧· · ·∧ d̂Xi∧· · ·∧dXr+1; i = 1, · · · , r+1} é um conjunto de geradores

para Ωr
O como O-módulo. Considerando elementos da forma

ω = hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ∈ Ωr
O, (3.9)

temos que

ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
=
hi(H)ψH(dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

e
ψH(dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
tem sempre expoente dominante dado por

(n)− νi + λ1 = (n, · · · , 0︸︷︷︸
i

, · · · , n) + (λ11, · · · , λ1r) se i < r + 1

(n) = (n, · · · , n) se i = r + 1.
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Assim, variando hi ∈ O =
C{X1, · · · , Xr+1}

〈f〉
, temos que ψH(ω)

dt1∧···∧dtr terá vértices do

poliedro de Newton da forma

r+1⋃
i=1

ΓH + (n)− νi + λ1 ⊂ ΛN (H)

e se variarmos hi somente entre as séries com expoente dominante, obteremos o mesmo,

ou seja,
r+1⋃
i=1

ΓH + (n)− νi + λ1 ⊂ ΛD(H). (3.10)

Disso, temos o seguinte resultado.

Proposição 3.13. Se H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) é uma parametrização de hipersu-

perf́ıcie quase ordinária com semigrupo ΓH = 〈ν1, · · · , νr, νr+1, · · · , νr+g〉, então elementos

em
r+1⋃
i=1

ΓH + (n)− νi + λ1

pertencem à ΛD(H) ⊂ ΛN (H).

Observação 3.14. No caso particular em que H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) tem um

único expoente caracteŕıstico λ1 = (λ11, · · · , λ1r), temos que

ΓH \ Ξ ⊂ ΛD(H) ⊂ ΛN (H)

com

Ξ =

{
γ ∈ ΓH ; γ = αr+1λ1 + nα, αi ∈ N, i = 1, · · · , r, 0 ≤ αr+1 < n e

]{αj = 0; j = 1, · · · , r + 1} ≥ 2

}
.

De fato, se H tem um único expoente caracteŕıstico λ1, então ΓH = 〈ν1, · · · , νr, νr+1〉
em que νj para j = 1, · · · , r + 1 são como definidos em (1.5) sendo νr+1 = γ1 = λ1 =

(λ11, · · · , λ1r).
Assim, se γ ∈ ΓH \Ξ, então utilizando a representação padrão mencionada no Teorema

1.29, temos γ = αr+1λ1 + nα com no máximo um αi nulo. Se αj é o único posśıvel nulo,

isto é, αk ≥ 1 para todo k 6= j, então considerando

ω = Xα1−1
1 . . . X

αj
j . . . X

αr+1−1
r+1 dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xj ∧ · · · ∧ dXr+1

segue que
ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
tem expoente dominante γ.
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Caṕıtulo 3. O conjunto Λ

Vale observar que este argumento não é válido se H tem mais de um expoente carac-

teŕıstico, pois neste caso, teŕıamos que νr+2 ∈ ΓH \ Ξ e não podemos obter νr+2 com ω

como acima, já que νr+2 não provém de expoente dominante das variáveis X1, · · · , Xr+1.

A análise feita para o conjunto ΛN até o momento utilizou r-formas como dadas em

(3.9), mas como nem todo elemento de Ωr
O é desta forma, e sim uma soma de parcelas

similares, nosso próximo passo é analisar soma de elementos da forma

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 + hjdX1 ∧ · · · ∧ d̂Xj ∧ · · · ∧ dXr+1 (3.11)

e, posteriormente, soma de mais parcelas.

Como os vértices do poliedro de Newton de cada parcela acima estão em (3.10), se

não houver cancelamento de vértices ao realizar a soma, não obteremos nada de novo.

Por exemplo, seH = (t31, t
3
2, t

13
1 t

12
2 +t171 t

18
2 ), cujo semigrupo é ΓH = 〈(3, 0), (0, 3), (13, 12)〉

e considerarmos

ω = α1X1dX2 ∧ dX3 + α2X2dX1 ∧ dX3,

então temos que as parcelas têm vértices do poliedro de Newton iguais a (15, 14). Mas,

se α2 = 13
12
α1, então

ψH(ω)

dt1 ∧ dt2
=

15

2
α1t

19
1 t

20
2 que, para α1 6= 0, nos dá (20, 21) ∈ ΛD(H) ⊆

ΛN (H) e (20, 21) /∈ ΓH .

Num caso mais geral, se γi, γj ∈ ΓH são vértices do poliedro de Newton de hi(H) e

hj(H), respectivamente, então queremos que

γi+ν

(
ψH(dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
= γj+ν

(
ψH(dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xj ∧ · · · ∧ dXr+1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
.

(3.12)

Os elementos minimais (não nulos) de ΓH para os quais podemos obter a igualdade

(3.12) são γi = νH(Xi) e γj = νH(Xj). Assim, hi e hj não devem ter termos constantes e

devem ter termos da forma αiXi e αjXj, respectivamente, com αi, αj ∈ C∗. Note ainda

que, se no poliedro de Newton de hi(H) houver um vértice γk = νH(Xk), com k 6= i, então

nunca obteremos a igualdade (3.12). Assim, para obtermos novos valores em ΛN , basta

considerarmos cada hk da forma

hk = αkXk + h′k, (3.13)

em que h′k representa termos com grau maior ou igual a 2, i.e., h′k ∈M2
r+1.
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Caṕıtulo 3. O conjunto Λ

Como teŕıamos

(
r + 1

2

)
possibilidades para soma de elementos da forma (3.11),

amenizaremos essas combinações considerando a r-forma

ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1.

Usando a expressão dada em (3.13), obtemos

ω =
r+1∑
i=1

αiXidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1︸ ︷︷ ︸
ω1

+
r+1∑
i=1

h′idX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1. (3.14)

Neste ponto, vamos analisar quais informações ω1 pode nos fornecer.

Sendo H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) com

S(t1, · · · , tr) = tλ11
1 . . . tλ1r

r u

= tλ11
1 . . . tλ1r

r (1 +
∑
β
j

bβ
j
t
βj1
1 . . . t

βjr
r )

= tλ11
1 . . . tλ1r

r +
∑
β
j

bβ
j
t
βj1+λ11

1 . . . tβjr+λ1r
r︸ ︷︷ ︸

R

e ω1 =
r+1∑
i=1

αiXidX1∧· · ·∧ d̂Xi∧· · ·∧dXr+1, tomando αr+1 = − 1
n

r∑
i=1

(−1)r−iλ1iαi, obtemos

ψH(ω1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
= nr−1tλ11+n−1

1 . . . tλ1r+n−1
r

∑
β
j

bβ
j

(
r∑
i=1

(−1)r−iαiβji

)
t
βj1
1 . . . t

βjr
r

= nr−1tn−11 . . . tn−1r

∑
β
j

bβ
j

(
r∑
i=1

(−1)r−iαiβji

)
t
βj1+λ11

1 . . . t
βjr+λ1r
r .

(3.15)

Denotemos R = S − tλ11
1 . . . tλ1r

r e considere Ri = bζ
i
tζi11 . . . tζirr com 1 ≤ i ≤ k os

elementos minimais de R com respeito à ordem < (coordenada a coordenada), isto é,

dado qualquer termo tδ11 . . . t
δr
r ∈ R, existe Rj com 1 ≤ j ≤ k tal que

ζ
j

= (ζj1, · · · , ζjr) ≤ (δ1, · · · , δr) = δ.

Desta forma, podemos escrever

R = (R1 +M1) + · · ·+ (Rk +Mk),
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em que qualquer termo tγi11 . . . tγi11 de Mj é tal que (ζi1, · · · , ζir) � (γi1, · · · , γir).
Deste modo, escolhendo αi com i = 1, · · · , r convenientes, a r-forma ω1 permite ob-

termos

ζ
j

+ (n) = (ζj1, · · · , ζjr) + (n, · · · , n) ∈ ΛN , 1 ≤ j ≤ k.

Em particular, se ζ
j
+(n) /∈ ΓH , então obtemos um elemento de ΛN \ΓH . Se ζ

j
+(n) ∈

ΓH , podemos analisar o sistema
r∑
i=1

(−1)r−iαiβji = 0, 1 ≤ j ≤ k a fim de obtermos

elementos que não pertençam a ΓH .

Mais especificamente, temos a seguinte observação.

Observação 3.15. Se S = tλ11
1 . . . tλ1r

r + R e R = (R1 + M1) + · · · + (Rk + Mk), em que

Rj = bζ
j
t
ζj1
1 . . . t

ζjr
r são os elementos minimais, como mencionado acima, então em (3.15)

temos parcelas correspondentes à R1, · · · , Rk dadas por

bζ
1

(
r∑
i=1

(−1)rαi(ζ1i − λ1i)
)
tζ11

1 . . . tζ1rr

bζ
2

(
r∑
i=1

(−1)rαi(ζ2i − λ1i)
)
tζ21

1 . . . tζ2rr

...

bζ
k

(
r∑
i=1

(−1)rαi(ζki − λ1i)
)
tζk1
1 . . . tζkrr .

(3.16)

Se considerarmos k − 1 equações da forma
r∑
i=1

(−1)rαiβji = 0 e uma destas equações

r∑
i=1

(−1)rαiβli = 1, de modo que os vetores βj = ζj − λ1i, j = 1, · · · , r sejam linearmente

independentes, então podemos resolver o sistema de modo a anular os coeficientes de k−1

dos Ri’s envolvidos e obter ω1 com expoente dominante ζj + (n).

No exemplo que segue, através do racioćınio exposto acima, caracterizaremos o con-

junto ΛD, que neste caso será igual a ΛN .

Exemplo 3.16. Considere a hipersuperf́ıcie quase ordinária com parametrização norma-

lizada dada por

H = (t31, t
3
2, S = t131 t

12
2 + t171 t

21
2 + t201 t

24
2 + t261 t

18
2 + t231 t

21
2 ),

em que ΓH = 〈(3, 0), (0, 3), (13, 12)〉.
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Analisando os expoentes que ocorrem em S temos que

(17, 21) = 2(13, 12)− 3(3, 1) /∈ ΓH

(20, 24) = 2(13, 12)− 3(2, 0) /∈ ΓH

(26, 18) = 2(13, 12)− 3(0, 2) /∈ ΓH

FH = (23, 21) = 2(13, 12)− 3(1, 1) /∈ ΓH

onde FH denota o vetor de Frobenius de ΓH .

Consideremos ω1 =
3∑
i=1

αiXidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 com α3 = 13
3
α1 − 4α2 que é

a 2-forma que pode originar os valores minimais em ΛN (H) \ ΓH . Lembremos que os α’s

são coeficientes que podemos escolher para determinar a 2-forma.

Da expressão dada em (3.15) obtemos

ψH(ω1)

dt1 ∧ dt2
= 3t21t

2
2 [(−4α1 + 9α2)t

17
1 t

21
2 + (−7α1 + 12α2)t

20
1 t

24
2

+(−13α1 + 6α2)t
26
1 t

18
2 + (−10α1 + 9α2)t

23
1 t

21
2 ] .

(3.17)

Assim, basta escolhermos α1, α2 ∈ C de modo que −4α1 +9α2 6= 0 e −13α1 +6α2 6= 0

e teremos que

(17, 21) + (3, 3) = (20, 24) ∈ ΛN (H) \ ΓH

(26, 18) + (3, 3) = (29, 21) ∈ ΛN (H) \ ΓH .

Agora note que

(20, 24) + 3(0, α)

(20, 24) + (3, 0) + 3(0, α)

(29, 21) + 3(α, 0)

 ∈ ΛN (H) \ ΓH (3.18)

para todo α ∈ N.

Qualquer outro par da forma (20, 24) + γ ou (29, 21) + γ com γ ∈ ΓH estará no

semigrupo ΓH , pois (20, 24) + γ > FH e (29, 21) + γ > FH onde > é a ordem coordenada

a coordenada.

Além disto, note que se em (3.17) escolhermos α1 = 6
13
α2 e α2 = 1, obteremos uma

2-forma ω′1 tal que ν
(
ψH(ω′1)

dt1∧dt2

)
= (19, 23). Logo, ν(ω′1) = ν

(
ψH(ω′1)

dt1∧dt2

)
+ (1, 1) = (20, 24),

isto é, ω′1 tem expoente dominante (20, 24).

Por outro lado, se escolhermos α1 = 9
4

e α2 = 1, obteremos uma 2-forma ω′′1 , tal

que
ψH(ω′′1 )

dt1∧dt2 não tem expoente dominante e cujos vértices do poĺıgono de Newton são
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(22, 26), (28, 20) e (25, 23). Veja que (22, 26) é expoente dominante de
ψH(X1X2ω′1)

dt1∧dt2 , com ω′1

considerada acima.

Agora considere

ω = −2X2
1X3dX1 ∧ dX2 +X2

1X2dX1 ∧ dX3 +
6

13
X3

1dX2 ∧ dX3

e temos que ψH(ω)
dt1∧dt2 tem expoente dominante (25, 23).

Além disto, considerando

ω = ω′′1 + 65
124
X1X2ω

′
1 + 117

62
ω − 1235

1522
X2

1X
2
2ω
′
1 ,

obtemos

ψH(ω)

dt1 ∧ dt2
=
−279

4
t281 t

20
2 +

7011

124
t281 t

26
2 −

16245

961
t281 t

32
2 +

1539

32
t311 t

23
2 −

16245

1922
t311 t

29
2 ,

ou seja, ψH(ω)
dt1∧dt2 tem expoente dominante (28, 20).

Em resumo, obtemos 2-formas com expoentes dominantes que geram elementos como

os anunciados em (3.18). Assim,

(20, 24) + γ, (29, 21) + γ ∈ ΛD(H)

com
(20, 24) + 3(0, α)

(20, 24) + (3, 0) + 3(0, α)

(29, 21) + 3(α, 0)

 ∈ ΛD(H) \ ΓH (3.19)

para todo α ∈ N.

Além disto, pelo modo como as 2-formas foram constrúıdas, (20, 24) e (29, 21) são

elementos minimais de ΛD(H)\ΓH ( = ΛN (H)\ΓH) no sentido que qualquer outra 2-forma

como dada em (3.14) com h′i 6= 0 para originar elementos em ΛD(H)\ΓH ou = ΛD(H)\ΓH
vai produzir elementos em ΓH pois, a ordem vai superar o vetor de Frobenius, ou será da

forma (20, 24) + γ, (29, 21) + γ com γ ∈ ΓH .

Deste modo, temos que

ΛD(H) = ΛN (H) = ΓH \ Ξ ∪ {(20, 24) + γ, (29, 21) + γ; γ ∈ ΓH}

em que

Ξ = {γ ∈ ΓH ; γ = α3γ1 + 3(α1, α2), 0 ≤ α3 < 3, ]{αj = 0, j = 1, 2, 3} ≥ 2}.
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Em particular,

ΛD(H)\ΓH = ΛN (H)\ΓH = {(20, 24)+3(0, α), (23, 24)+3(0, α), (29, 21)+3(α, 0); α ∈ N}.

3.4 Expoentes de Zariski Generalizados

Seja uma hipersuperf́ıcie quase ordinária dada por uma parametrização quase ordinária

normalizada

H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)),

em que S(t1, · · · , tr) = tλ11
1 . . . tλ1r

r v, v(0) = 1 e consideremos R = S − tλ11
1 . . . tλ1r

r que não

necessariamente tem expoente dominante. Então, podemos escrever

R = R1u1 + · · ·+Rkuk

em que ui é unidade e k ≥ 1.

Na expressão para R dada acima, se Rj = t
δj1
1 . . . t

δjr
r , então em virtude da Proposição

2.3, podemos assumir que δj /∈
r+1⋃
i=1

ΓH + λ1 − νi.

Note que se H admite um segundo expoente caracteŕıstico λ2, então λ2 /∈ ΓH e λ2+νi /∈
ΓH , ∀i = 1, · · · , r.

De fato, se λ2 ∈ ΓH então, pela Proposição 2.3, podeŕıamos eliminar o termo com

expoente λ2, mas isto alteraria a classe topológica, o que é um absurdo. Por outo lado,

se λ2 + νi ∈ ΓH com 1 ≤ i ≤ r, então como γ2 = νr+2 = n1γ1 + λ2 − λ1, temos que

λ2 = νr+2 + λ1 − n1γ1. Mas, pela Proposição 1.27 (5), temos que, n1γ1 ∈ nNr, isto é,

n1γ1 = n(a1, · · · , ar), ai ∈ N. (3.20)

Assim, teŕıamos

λ2 + νi = νr+2 + γ1 + n(−a1, · · · , 1− ai, · · · ,−ar) ∈ ΓH .

Segue da representação padrão (única) de um elemento de ΓH , dada no Teorema 1.29,

que aj = 0 para todo j 6= i e ai = 1. Assim, de (3.20), temos que

n1(λ11, · · · , λ1r) = νi.
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Mas H é normalizada, então a única possibilidade de ocorrer a igualdade anterior seria

para o caso i = 1. Porém, neste caso, n1λ11 = n, ou seja, λ11 < n que contraria o fato de

H ser normalizada.

Deste modo, podemos assumir que a hipersuperf́ıcie quase ordinária é da forma

H = (tn1 , · · · , tnr , S) com S = p1 + p2 + · · ·+ pg

e em p1, exceto pelo termo tλ11
1 . . . tλ1r

r , não há termos com expoente em
r+1⋃
i=1

ΓH + λ1 − νi.

A fim de formalizar a nomenclatura de uma parametrização como descrita anterior-

mente, introduzimos a seguinte definição.

Definição 3.17. Uma hipersuperf́ıcie quase ordinária dada por uma parametrização nor-

malizada

H = (tn1 , · · · , tnr , S)

com S = tλ11
1 . . . tλ1r

r u e u(0) = 1 é uma parametrização normalizada de Zariski, se todo

termo de S− tλ11
1 . . . tλ1r

r tem expoente δ /∈
r+1⋃
i=1

ΓH +λ1− νi, em que νi são dados em (1.5).

Note que pelo que descrevemos anteriormente, toda hipersuperf́ıcie quase ordinária

admite uma parametrização normalizada de Zariski.

Além disto, introduzimos o seguinte conceito.

Definição 3.18. Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S) uma parametrização normalizada de Zariski.

Denominamos EZ(H) = VN (S−tλ11
1 . . . tλ1r

r ), caso tal conjunto seja não vazio, de expoentes

de Zariski generalizados.

A nomenclatura expoentes de Zariski generalizados foi escolhida por ser uma gene-

ralização de um conceito similar introduzido por Zariski em [23], no contexto de curvas

planas.

Além disto, pela Observação 3.15, temos que, se EZ(H) 6= ∅, então EZ(H) = VN (ω1)−
(n) com ω1 introduzido em (3.14).

Note que, se λ1 < λ2 < · · · < λg são os expoentes caracteŕısticos generalizados e g > 1,

então sempre há expoentes de Zariski generalizados. De fato, se S = p1 + p2 + · · ·+ pg e

todo termo de p1 tiver expoente em
r+1⋃
i=1

ΓH + λ1 − νi, então λ2 é um expoente de Zariski
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generalizado. Observe ainda que se EZ(H) = ∅, ou seja, não existem expoentes de Zariski

generalizados, então g = 1 e H é Ã1-equivalente à (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ).

No Exemplo 3.16 os expoentes de Zariski generalizados são (17, 21) e (26, 18) sendo

(17, 21) + (3, 3) = (20, 24) e (26, 18) + (3, 3) = (29, 21) os elementos minimais de ΛD(H) \
ΓH = ΛN (H) \ ΓH .

No caso de curvas planas tem-se que Γ\{0} ⊂ Λ. No entanto, o mesmo não ocorre com

hipersuperf́ıcies quase ordinárias em geral. O teorema a seguir identifica o subconjunto ΥH

de ΓH que sempre está contido em ΛD(H), bem como caracteriza quando ΥH = ΛD(H).

Deste modo, o teorema abaixo, pode ser encarado como uma generalização do principal

resultado de [23].

Teorema 3.19. Dada H = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r u) uma parametrização normalizada de

hipersuperf́ıcie quase ordinária, então ΥH ⊆ ΛD(H), onde

ΥH := {δ = (δ1, · · · , δr) ∈ ΓH ; se δi 6= 0, então δ − (n) + νi ∈ ΓH} ⊂ ΓH .

Mais ainda, ΥH = ΛD(H) se, e somente se, H é Ã-equivalente a uma hipersuperf́ıcie

quase ordinária quase homogênea, isto é, H ∼Ã (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ).

Demonstração. Consideremos g ∈ O tal que νH(g) = α = (α1, · · · , αr) ∈ ΓH , isto é,

g(H) = tα1
1 . . . tαrr u com u(0) 6= 0. Definamos

ωi = dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr ∧ dg ∈ Ωr
O

= dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr ∧
(
r+1∑
i=1

gXidXi

)
= (−1)r−igXidX1 ∧ · · · ∧ dXr + gXr+1dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1.

Temos que

ψH(ωi) = (ntn−11 dt1) ∧ · · · ∧ ̂(ntn−1i dti) ∧ · · · ∧ (ntn−1r dtr) ∧ dg(H)

= nr−1tn−11 . . . t̂n−1i . . . tn−1r dt1 ∧ · · · ∧ d̂ti ∧ · · · ∧ dtr∧

∧

(
r∑
j=1

tα1
1 . . . t

αj−1
j . . . tαrr (αju+ tjutj)dtj

)
= nr−1(−1)r−itα1+n−1

1 . . . tαi−1i . . . tαr+n−1r (αiu+ tiuti)dt1 ∧ · · · ∧ dtr.

Se αi 6= 0, então ψH(ωi)
dt1∧···∧dtr tem expoente dominante e

νH(ωi) = α + (n)− νi = (α1, · · · , αr) + (n, · · · , 0, · · · , n) ∈ ΛD(H).
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Portanto, dado α = (α1, · · · , αr) ∈ ΓH tal que αi 6= 0 e α + (n) + νi ∈ ΓH , então

α ∈ ΛD(H), ou seja, ΥH ⊂ ΛD(H).

Suponhamos agora que H ∼Ã (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ), ou seja, em algum sistema de

coordenadas, podemos assumir que

H = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ).

Da parametrização dada acima, temos que

d(Xi ◦H) = ntn−1i dti 1 ≤ i ≤ r

d(Xr+1 ◦H) =
r∑
j=1

λ1jt
λ11
1 . . . t

λ1j−1
j . . . tλ1r

r dtj.

Então:

(a)
ψH(dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
= (−1)r−inr−1λ1it

λ11+n−1
1 . . . tλ1i−1

i . . . tλ1r+n−1
r .

Se λ1i = 0, então obtemos zero e, se λ1i 6= 0, então obtemos

ν(dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1) = λ1 + (n)− νi ∈ ΓH .

(b)
ψH(dX1 ∧ · · · ∧ dXr)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
= nrtn−11 . . . tn−1r e ν(dX1 ∧ · · · ∧ dXr) = (n) ∈ ΓH .

Além disto, dado h =
∑
η

aηX
η1

1 . . . X
ηr+1

r+1 ∈ C{X1, · · · , Xr+1}, obtemos

H∗(h) = h ◦H =
∑
η

aηt
nη1+ηr+1λ11

1 . . . tnηr+ηr+1λ1r
r

e todos os vértices do poliedro de Newton estão em ΓH , pois

n(η1, · · · , ηr) + ηr+1(λ11, · · · , λ1r) ∈ ΓH .

Assim, dados hi ∈ C{X1, · · · , Xr+1} com 1 ≤ i ≤ r + 1, temos que todos os vértices

do poliedro de Newton de hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 pertencem ao semigrupo ΓH ,

o mesmo ocorrendo com os vértices do poliedro de Newton de
ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
, em que

ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1, ou seja

ΛN (H) = {δ + (1); δ ∈ VN (ω)}
= {ΓH + λ1 + (n)− νi, com λ1i 6= 0, 1 ≤ i ≤ r}

⋃
{ΓH + (n)} ⊂ ΓH .
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Em particular, temos que para cada elemento δ + (1) de ΛN (H), podemos exibir

ω ∈ Ωr
O que admite expoente dominante igual a δ. De fato, dado γ ∈ ΓH tomamos h ∈ O

tal que ν(h) = γ e temos que

ν

(
ψH(hdX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
= γ + λ1 + (n)− νi

e

ν

(
ψH(hdX1 ∧ · · · ∧ dXr)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
= γ + (n).

Logo, ΛD(H) = ΛN (H).

Além disto, note que ΛD(H) = ΛN (H) ⊆ ΥH .

De fato, se δ + (1) ∈ ΛD(H) ⊆ ΓH , então temos duas possibilidades:

(a) δ+(1) = γ+λ1+(n)−νi ∈ ΓH com 1 ≤ i ≤ r e γ ∈ ΓH . Assim, δ+(1)−(n)+νi ∈ ΓH .

(b) δ + (1) = γ + (n) ∈ ΓH com γ ∈ ΓH . Seguindo que

δ + (1)− (n) + νi = γ + νi ∈ ΓH ,

em que νi é como dado em (1.5).

Portanto, se H ∼Ã (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ), então ΥH = ΛN (H) = ΛD(H).

Agora, pela contrapositiva é suficiente mostrarmos que, se H não é Ã-equivalente a

(tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 . . . tλ1r

r ), então ΛN (H) 6= ΥH .

De fato, considerando H = (tn1 , · · · , tnr , S) com R = S−tλ11
1 . . . tλ1r

r =
∑
δi

bδit
δi1
1 . . . tδirr ui,

a Proposição 2.3 possibilita supormos que, se bδi 6= 0, então δi /∈
r+1⋃
i=1

ΓH + λ1 − νi, i.e.,

δi − λ1 + νi /∈ ΓH para todo i = 1, · · · , r + 1.

Deste modo, tomando

ω1 =
r+1∑
i=1

ciXidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1

temos, ao considerar cr+1 = − 1
n

r∑
i=1

(−1)r−1λ1ici,

ψH(ω1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
= nr−1

∑
δi

bδi

(
r∑
j=1

(−1)r−1cj(δij − λ1j)

)
tδi1+n−11 . . . tδir+n−1r .
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Agora, escolhendo c1, · · · , cr ∈ C de modo a não anularmos os coeficientes dos termos

com expoentes em EZ(H) + (n− 1) (veja Definição 3.18), temos que VN (ω1) = EZ(H) +

(n− 1).

Agora note que, se δi + (n) ∈ VN (ω) \ ΓH então δi + (n) /∈ ΥH . Por outro lado, se

δi+(n) ∈ ΓH , podemos ter δi = α0λ1+n(α1, · · · , αr); 0 < α0 < n1 e αi ∈ Z (representação

padrão) ou δi = λ2 para algum i.

No primeiro caso, como δi + (n) − (n) + νi = λ2 + νi /∈ ΓH , para todo i = 1, · · · , r,
temos que δi + (n) ∈ ΛN (H) \ΥH .

No segundo caso, se δi + (n)− (n) + νi = δi + νi ∈ ΓH , então αi ≥ −1 e αj > 0 para

todo j 6= i. Mas, deste modo, δi − λ1 + νi = (α0 − 1)λ1 + n(α1, · · · , αi + 1, · · · , αr) ∈ ΓH

que não pode ocorrer. Assim, δi + (n)− (n) + νi /∈ ΓH e δi + (n) /∈ ΥH .

Portanto, ΛN (H) 6= ΥH .

Vimos no teorema anterior que para hipersuperf́ıcies quase ordinárias com parame-

trização dada por H = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 · · · tλ1r

r ) temos

ΛN (H) = ΛD(H) = ΥH := {δ = (δ1, · · · , δr) ∈ ΓH ; se δi 6= 0, então δ − (n) + νi ∈ ΓH}.

No caso em que a hipersuperf́ıcie quase ordinária tem parametrização normalizada de

Zariski (veja Definição 3.17) dada por

H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

com S = tλ11
1 · · · tλ1r

r v e v(0) = 1, escrevemos

R1u1 + · · ·+Rkuk = S − tλ11
1 · · · tλ1r

r

com Ri = tδi11 · · · tδirr , ui uma unidade e expoentes de Zariski generalizados EZ(H) =

{δj, j = 1, · · · , k} (veja Definição 3.18).

Consideremos a r-forma ω1 =
r+1∑
i=1

ciXidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1, com cr+1 =

−1/n
∑r

i=1(−1)r−iλ1ici e
r∑
i=1

(−1)r−1ci(δji − λ1i) 6= 0 para j = 1, · · · , k. Para todo δj,

j = 1, · · · , k, temos que

δj + (n) ∈ ΛN (H) \ΥH .

Além disto,

ΓH + δj + (n) ⊂ ΛN (H).
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De fato, como δj + (n− 1) é vértice do poliedro de Newton de ω1, então dado γ ∈ ΓH ,

existe h ∈ C{X1, · · · , Xr+1} com expoente dominante γ, isto é, h(H) = tγ1

1 · · · tγrr v, onde

v é uma unidade. Agora considerando hω1 temos que
ψH(hω1)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr
tem vértices do

poliedro de Newton γ + δj + (n− 1) com j = 1, · · · , k. Logo,

ΥH ∪

(
k⋃
j=1

ΓH + δj + (n)

)
⊂ ΛN (H).

Na próxima seção vamos analisar o conjunto ΛN (H) para hipersuperf́ıcies de grau

menor ou igual a 3, isto é, o caso n ≤ 3.

3.5 Conjunto ΛN (H) para n ≤ 3

Se n = 1, então a multiplicidade da hipersuperf́ıcie quase ordinária é 1 e a hipersu-

perf́ıcie é regular. Além disto, a hipersuperf́ıcie admite uma parametrização da forma

H = (t1, · · · , tr,
∑
γ

aγt
γ1

1 . . . tγrr ). Temos que ΓH = 〈ν1, · · · , νr〉 = Nr e pela Proposição

2.3, temos que H é Ã1-equivalente à (t1, · · · , tr, 0), ou seja, a hipersuperf́ıcie é definida

por f = Xr+1. Deste modo, dado ω ∈ Ωr
O temos que

ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 = hr+1dX1 ∧ · · · ∧ dXr

com hr+1 ∈ O = C{X1,··· ,Xr}[Xr+1]
〈f〉 ≈ C{X1, · · · , Xr} e ΛN (H) = ΛD(H) = ΥH .

Se n = 2 e a parametrização é normalizada, então a multiplicidade da hipersuperf́ıcie

é min{n, |λ1|} = min{2, λ11 + · · · + λ1r} = 2. Além disto, do Exemplo 2.2, temos que a

parametrização é Ã1-equivalente a H = (t21, · · · , t2r, t
λ11
1 . . . tλ1r

r ) e, do Teorema 3.19, segue

que ΛN (H) = ΛD(H) = ΥH .

Agora, se n = 3, então não podemos afirmar que a multiplicidade da hipersuperf́ıcie

quase ordinária seja 3. De fato, como a multiplicidade é min{n, |λ1|} = min{3, λ11+ · · ·+
λ1r} podemos ter r = 2 e λ11 = λ12 = 1, ou seja, podemos ter multiplicidade 2.

Consideremos H = (t31, · · · , t3r, S(t1, · · · , tr)) uma parametrização normalizada de Za-

riski. Se EZ(H) = ∅, então, com vimos, podemos assumir H = (t31, · · · , t3r, t
λ11
1 . . . tλ1r

r ) e

ΛN (H) = ΛD(H) = ΥH .

- 75 -
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Agora considere H = (t31, · · · , t3r, S(t1, · · · , tr)) a parametrização normalizada de Za-

riski de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. Neste caso, os posśıveis expoentes de termos

em S(t1, · · · , tr) são da forma

δ = 2λ1 + 3α, com αi ∈ Z e δ + νi /∈ ΓH + λ1, para todo i = 1, · · · , r. (3.21)

Denotemos os expoentes generalizados de Zariski por EZ(H) = VN (S − tλ11
1 . . . tλ1r

r ) =

{δj = 2λ1 + 3αj; j = 1, · · · , k}. O vetor de Frobenius é dado por FH = 2λ1 − (3).

Como vimos no final da seção anterior temos que

ΥH

⋃(
k⋃
j=1

ΓH + δj + (3)

)
⊂ ΛN (H).

Vamos mostrar que um elemento da região δj+(3)+Nr, dado na representação padrão,

pertence a ΛN (H).

Para isto, seja γ ∈ δj + (3) + Nr para algum j = 1, · · · , k e escrevamos

γ = (γ1, · · · , γr) = s0(λ11, · · · , λ1r) + 3(s1, · · · , sr)

com 0 ≤ s0 ≤ 2, si ∈ Z. Analisemos cada possibilidade para s0.

(s0 = 0) Neste caso, temos que

(γ1, · · · , γr) = 3(s1, · · · , sr) ≥ δj + (3)

o que implica que si ∈ N∗, para 1 ≤ i ≤ r. Logo, (γ1, · · · , γr) ∈ ΓH e, como

(γ1, · · · , γr)− 3(1, · · · , 0, · · · , 1) = 3(s1 − 1︸ ︷︷ ︸
≥0

, · · · , si︸︷︷︸
>0

, · · · , sr − 1︸ ︷︷ ︸
≥0

) ∈ ΓH

segue que γ = (γ1, · · · , γr) ∈ ΥH ⊂ ΛN (H).

(s0 = 1) Neste caso,

γ = (γ1, · · · , γr) = (λ11, · · · , λ1r) + 3(s1, · · · , sr) ≥ δj + (3) > (λ11, · · · , λ1r)

o que implica que si ∈ N∗, para 1 ≤ i ≤ r. Como no caso anterior, tem-se que

γ − 3(1, · · · , 0, · · · , 1) ∈ ΓH e, portanto, γ ∈ ΥH ⊂ ΛN (H).
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(s0 = 2) Neste caso,

γ = (γ1, · · · , γr) = 2(λ11, · · · , λ1r) + 3(s1, · · · , sr) ≥ δj + (3)

o que implica que γi ≥ δji + 3, para todo j = 1, · · · , r, ou seja,

2λ1i + 3si ≥ 2λ1i + 3αji + 3

donde segue que si ≥ αji + 1, ou seja, si > αji.

Deste modo, temos que si = αji + ξi, com ξi ∈ N∗. Portanto,

(γ1, · · · , γr) = 2(λ11, · · · , λ1r) + 3(αj1, · · · , αjr) + 3(ξ1, · · · , ξr)
= (δj1, · · · , δjr) + 3(ξ1, · · · , ξr)
= δj + (3) + 3(ξ1 − 1︸ ︷︷ ︸

≥0

, · · · , ξr − 1︸ ︷︷ ︸
≥0

).

Como observamos após a Definição 3.18, os expoentes de Zariski generalizados estão

relacionados com os vértices do poliedro de Newton de ψH(ω1)
dt1∧···∧dtr com ω1 ∈ Ωr

O dada em

(3.14) pela relação EZ(H) + (n) = VN (ω1). Assim, γ ∈ VN (Xξ1−1
1 . . . Xξr−1

r ω1) ⊂ ΛN (H).

Deste modo, mostramos que, se γ ∈
k⋃
j=1

δj + (3) +Nr, na representação padrão, então

γ ∈ ΛN (H).

Reciprocamente, seja ω ∈ Ωr
O, isto é,

ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1,

com hi ∈ O.

Usando semirráızes podemos escrever cada hi como

hi =
∑
αi

aαiX
αi1
1 · · ·Xαir

r︸ ︷︷ ︸
(A)

+
∑
β
i

aβ
i
Xβi1

1 · · ·Xβir
r Xr+1︸ ︷︷ ︸

(B)

+
∑
γ
i

aγ
i
Xγi1

1 · · ·Xγir
r X2

r+1︸ ︷︷ ︸
(C)

.

Notemos que, compondo hi com H, os expoentes que ocorrem em (C) são da forma

3(γi1, · · · , γir) + 2(λ11, · · · , λ1r) + Nr
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Caṕıtulo 3. O conjunto Λ

que superam o vetor de Frobenius FH e, desta forma, estão em ΓH . Deste modo, os

expoentes que ocorrem em
∑

γ
i
aγ

i
Xγi1

1 · · ·Xγir
r X2

r+1dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · dXr+1 estão em
r+1⋃
i=1

ΓH + (3)− νi + νr+1 ⊂ ΓH . Em particular, temos que tais expoentes pertencem à ΥH .

Vamos agora analisar o efeito dos expoentes que ocorrem em (A) e (B).

Consideremos i 6= r + 1. Em dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ocorrem termos com

expoentes da forma

(2)− νi +

{
λ1

δj + Nr.

Mas, deste modo, ao considerar hidX1∧ · · ·∧ d̂Xi∧ · · ·∧dXr+1 os termos provenientes

de (B) contribuirão apenas para ΥH .

Desta forma, para i 6= r+1, basta analisar a influência dos termos de (A) na expressão

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1.

Os termos obtidos originarão elementos 3(γi1, · · · , γir)+(3)−νi+(λ11, · · · , λ1r) ∈ ΥH

ou 3(γi1, · · · , γir) + (3) − νi + (δj1, · · · , δjr) + Nr ⊂
k⋃
j=1

δj + (3) + ΓH , caso ocorra o

cancelamento dos termos com expoente dominante.

Ainda, como dX1∧ · · ·∧dXr origina o elemento (3, · · · , 3), então a parcela de ω, dada

por hr+1dX1 ∧ · · · ∧ dXr+1 gera expoentes da forma:

Usando (A) 3(β1, · · · , βr) + (3, · · · , 3) ∈ ΥH ;

Usando (B) 3(β1, · · · , βr) + (λ11, · · · , λ1r) + (3, · · · , 3) ∈ ΥH

ou

3(β1, · · · , βr) + (δj1, · · · , δjr) + (3, · · · , 3) ∈
k⋃
j=1

δj + (3) + ΓH .

Logo, todos os expoentes provenientes de ψH(ω)
dt1∧···∧dtr geram elementos de

ΥH ∪
k⋃
i=1

(δj + (3) + ΓH).

Portanto, para n = 3 temos

ΛN (H) = ΥH

no caso monomial ou,

ΛN (H) = ΥH ∪

(
k⋃
i=1

δj + (3) + ΓH

)
.
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As análises feitas nesta seção poderiam ser aplicadas para n > 3. No entanto, ob-

teŕıamos vários casos e subcasos que tornariam o trabalho técnico e demasiadamente

longo. Mesmo no caso plano, o caso n = 4 se mostra complexo como se constata em [11].

Na próxima seção faremos um breve estudo a respeito do conjunto Λ para um tipo

particular de hipersuperf́ıcies quase ordinárias.

3.6 Hipersuperf́ıcies quase ordinárias associadas à cur-

vas planas

Nesta seção estudamos hipersuperf́ıcies quase ordinárias que estão relacionadas com cur-

vas planas. Os resultados e propriedades que usaremos relativos às curvas planas podem

ser encontradas em [10]. Inicialmente apresentamos formalmente como se dá esta relação

e em seguida mostramos que, de fato tal construção origina uma parametrização de hi-

persuperf́ıcie quase ordinária. Na sequência faremos um breve estudo da quase ordinária

obtida, descrevendo os geradores do semigrupo associado e o conjunto ΛD, sobre o qual

destacamos certas particularidades.

Seja H = (tn1 , · · · , tnr ,
∑
aαit

αi
1 · · · tαir ) em que αi são tais que ϕ = (tn,

∑
aαit

αi) é uma

parametrização de uma curva plana. Vamos mostrar que H é uma parametrização de uma

hipersuperf́ıcie quase ordinária, verificando o Lema 1.11 adaptado para parametrizações

ao invés de elementos de C{X1/n
1 , · · · , X1/n

r }.
A condição (i) do Lema 1.11 é satisfeita já que λi = (β

i
) = (βi, · · · , βi) < (βj, · · · , βj) =

(β
j
) = λj para i < j, em que βi e βj são expoentes caracteŕısticos da curva plana.

Analisemos a condição (ii) do referido lema, ou seja, se aαi 6= 0, então αi deve pertencer

ao subgrupo nZr +
∑
λi≤αi

Zλi, em que, αi = (αi, · · · , αi) e λi = (λi) = (β
i
).

Equivalentemente, devemos mostrar que αi(1) ∈ nZr +
∑
βi≤αi

Zβi(1), isto é,

αi = nk +
∑
βi≤αi

kiβi (3.22)

em que k, ki ∈ Z.

Lembrando que a parametrização de uma curva plana é da forma (tn,
g∑
i=1

aβit
βi +

(termos com expoentes diviśıveis por ei)) onde aβi 6= 0 e e0 = β0 = n; βi = min{αi; aαi 6=
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0 e ei−1 - αi} e ei = MDC(ei−1, βi) para i = 1, · · · , g. Como e1 = MDC(β0, β1), pelo

Teorema de Bézout temos que e1 = z0β0 + z1β1, com z0, z1 ∈ Z. Da mesma forma,

e2 = MDC(e1, β2) implica que e2 = z2β2 + ze1 = z2β2 + z1β1 + z0β0. Seguindo este

racioćınio, conclúımos que

ei =
i∑

j=0

zjβj,

com zj ∈ Z.

Se aαi 6= 0, então considere αi ≥ βk. Temos que ek divide αi, ou seja,

αi = qek; q, ek ∈ N

= q
k∑
j=0

zjβj, zj ∈ Z

=
k∑
j=0

pjβj, pj = qzj ∈ Z

= p0β0 +
k∑
j=1

pjβj = p0β0 +
k∑

βj≤αi
pjβj = p0n+

k∑
βj≤αi

pjβj.

Conclúımos assim, que αi satisfaz a equação (3.22) e, deste modo, a condição (ii) do

Lema 1.11 é satisfeita.

A condição (iii) do Lema 1.11 se traduz em λi /∈ nZr +
∑
λj<λi

λjZ, que neste caso

equivale à βi /∈ nZ+
∑
βj<βi

Zβj.

Suponha por absurdo que βi ∈ nk +
∑
βj<βi

kjβj para algum k, kj ∈ Z.

Como n = β0 < β1 < β2 < · · · < βi−1 < βi, βi = min{l, al 6= 0; ei−1 - l} e ek|ek−1 para

todo k = 1, · · · , g, então todo βj, para j = 0, · · · , i−1, é diviśıvel por ei−1. Assim, ei−1|βi
o que é um absurdo.

Portanto, dada ϕ = (tn,
∑
aαit

αi) uma parametrização de curva plana, temos que a

parametrização H = (tn1 , · · · , tnr ,
∑
aαit

αi
1 · · · tαir ) é quase ordinária com expoentes carac-

teŕısticos generalizados

λi = β
i

= (βi, · · · , βi).

A caracterização destas hipersuperf́ıcies quase ordinárias nos impulsionam a fazer uma

análise de suas propriedades paralelamente às propriedades da curva plana associada.

Usaremos a notação Γϕ para indicar o semigrupo associado à curva plana de para-

metrização ϕ e ΓH para o semigrupo associado à hipersuperf́ıcie quase ordinária cuja

parametrização é H obtida a partir de ϕ como apresentamos anteriormente.
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Para curvas planas, temos que Γϕ = 〈v0, v1, · · · , vg〉 onde v0 = β0, v1 = β1 e vi+1 =

n′ivi + βi+1 − βi e n′i =
MDC(β0, · · · , βi−1)
MDC(β0, · · · , βi)

. Notemos a semelhança da relação anterior

com (1.4) e (1.5) em que no caso de hipersuperf́ıcies quase ordinárias temos que

ni = ]
Qi

Qi−1
= min{k ∈ N∗; kλi ∈ Qi−1}

onde Q0 = nZr e Qi = nZr +
i−1∑
j=1

Zλj. Vamos mostrar que ni = n′i para todo i = 1, · · · , g.

Para i = 1 temos, no caso de curvas planas, que n′1 = β0

mdc(β0,β1)
= β0

e1
= n

e1
e para tais

hipersuperf́ıcies quase ordinárias, n1 = min{k ∈ N∗, kλ1 ∈ nZr}. Agora note que

kβ1(1) ∈ nZr ⇔ kβ1 = np⇔ k
β1
e1

=
n

e1
p.

Mas como MDC
(
β1

e1
, n
e1

)
= 1, temos que n1 = min{k ∈ N∗; kλ1 ∈ nZr} = n

e1
= n′1.

Agora, para i > 1, temos que ni = min{k ∈ N∗, kλi ∈ nZr +
i−1∑
j=1

Zλj}, ou seja,

kβi(1) ∈ nZr +
i−1∑
j=1

ziβj(1), isto é, kβi = nz +
i−1∑
j=1

kiβj = β0z +
i−1∑
j=1

ziβj com z, zi ∈ Z.

Lembrando que ej divide β0, · · · , βj e ej−1 - βj para todo j = 1, · · · , g, temos

k βi
ei

= z β0

ei
+

i−1∑
j=1

zj
βj
ei

= 1
ei

(
zβ0 +

i−1∑
j=1

zjβj

)

= 1
ei
ei−1

(
z
β0
ei−1

+
i−1∑
j=1

zj
βj
ei−1

)
︸ ︷︷ ︸

p

= ei−1

ei
p = n′ip.

Mas como

MDC

(
n′i,

βi
ei

)
= MDC

(
ei−1
ei

,
βi
ei

)
=

1

ei
MDC(ei−1, βi) =

ei
ei

= 1,

da igualdade k βi
ei

= n′ip temos que n′i divide k. Logo ni = min{k ∈ N∗; kλi ∈ Qi−1} = n′i.
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Desta forma temos que os ni = n′i para todo i = 1, · · · , g e

ν1 = (v0, 0, · · · , 0) = (n, 0, · · · , 0)
...

νr = (0, 0, · · · , v0) = (0, 0, · · · , n)

νr+1 = (v1, · · · , v1) = (β1, · · · , β1)
νr+2 = n1vr+1 + λ2 − λ1

= n1(v1, · · · , v1) + (β2, · · · , β2)− (β1, · · · , β1)
= (v2, · · · , v2)

...

νr+g = (vg, · · · , vg).

Desta forma, temos que ΓH = nNr +
g∑
i=1

(vi)N.

Seja ϕ = (tn, tβ1u(t)) a parametrização de uma curva plana e consideremos a quase

ordinária H associada a esta curva, conforme vimos anteriormente, com parametrização

dada por

H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1 · · · tr)) = tβ1

1 · · · tβ1
r u(t1 · · · tr)

e de modo que os expoentes de S estão bem ordenados com respeito à ordem >.

Dado δ ∈ Γϕ, existe g ∈ C{X, Y } tal que g(tn, S(t)) = tδv(t) em que v(0) 6= 0. Isto

implica que

g(tn1 · · · tnr , S(t1 · · · tr)) = tδ1 · · · tδrv(t1 · · · tr)

e assim, δ = (δ, · · · , δ) ∈ ΓH pois g(X1 · · ·Xr, Xr+1) ∈ C{X1, · · · , Xr+1} e temos que

νH(g(X1 · · ·Xr, Xr+1)) = δ.

Isto motiva considerarmos o homomorfismo de C-álgebras

T : C{X, Y } → C{X1, · · · , Xr, Xr+1}
h(X, Y ) 7→ h(X1 · · ·Xr, Xr+1).

Note que, se h =
∑
aijX

iY j ∈ ker(T ), então 0 = T (h) =
∑
aijX

i
1 · · ·X i

rX
j
r+1 se, e

somente se, aij = 0 para todo i, j, ou seja, h = 0. Logo, T é um monomorfismo e

portanto, Im(T ) = C{X1 · · ·Xr, Xr+1} ≈ C{X, Y }.
Assim, Γ̂ = {νH(h); h ∈ Im(T )} é semigrupo e

Γ̂ = 4∩ ΓH

- 82 -
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onde 4 denota a diagonal de Nr.
Deste modo, dada H quase ordinária, se considerarmos (σ, ρ) ∈ Ã com ρ = Id e

σ(X1, · · · , Xr, Xr+1) = (X1, · · · , Xr, Xr+1 − g(X1 · · ·Xr, Xr+1)︸ ︷︷ ︸
T (g)

)

com g(X, Y ) ∈ (X, Y )2 e, consequentemente, g(X1 · · ·Xr, Xr+1) ∈ (X1, · · · , Xr+1)
2, tere-

mos

σHρ−1(t1, · · · , tr) = (tn1 , · · · , tnr , S(t1 · · · tr)− g(tn1 · · · tnr , S(t1 · · · tr)). (3.23)

Sempre que tivermos δ ∈ Γϕ, então (δ) = (δ, · · · , δ) ∈ Γ̂ ⊂ ΓH . Consequentemente,

dado um expoente (α) = (α, · · · , α) em S(t1 · · · tr) tal que α ∈ Γϕ, então (α) ∈ Γ̂ e existe

g(X, Y ) ∈ C{X, Y } tal que

g(tn1 · · · tnr , S(t1 · · · tr)) = tα1 · · · tαrw(t1 · · · tr)

com w(0) 6= 0 e de modo que em (3.23) podemos eliminar o termo tα1 · · · tαr sem alterar os

termos anteriores e introduzindo, eventualmente, termos com expoente (β, · · · , β) ∈ 4,

tal que β > α.

Como o vetor de Frobenius é dado por

FH =
g∑
i=1

(ni − 1)νr+i − (v0) =
g∑
i=1

(ni − 1)vi(1)− v0(1)

=

(
g∑
i=1

(ni − 1)vi − v0
)

(1) = (c− 1)(1)

em que c é o condutor do semigrupo da curva plana e FH ≺ (c)+(α) ∈ Γ̂ para todo α ∈ N,

então podemos eliminar todos os termos de H com ordem (β) = (β, · · · , β), β ∈ Γϕ. Em

particular, H é A-equivalente ao seu truncamento no termo com expoente (c− 1).

Portanto,

H
A∼

tn1 , · · · , tnr , tβ1

1 · · · tβ1
r +

∑
i/∈Γϕ

β1<i<c

ait
i
1 · · · tir

 .

Observação 3.20. Embora várias informações da curva plana possibilitem obter imedia-

tamente, informações da hipersuperf́ıcie quase ordinária, como o semigrupo, por exemplo,
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muitas outras informações não apresentam conexões aparentes. Por exemplo, é bem co-

nhecido que o número de Milnor µ de uma curva plana definida por f ∈ C{X, Y }, isto é,

µ = dimC
C{X,Y }
〈fX ,fY 〉

é um importante invariante topológico e é finito. No entanto, se conside-

rarmos a curva plana com parametrização ϕ = (t2, te) com 1 = MDC(2, e) e e > 2, temos

que a curva é definida por Y 2−Xe cujo número de Milnor é µ(ϕ) = e− 1, enquanto a hi-

persuperf́ıcie quase ordinária f = Z2−XeY e que admite parametrização H = (t21, t
2
2, t

e
1t
e
2)

tem número de Milnor µ(f) = dimC
C{X,Y,Z}
〈fX ,fY ,fZ〉

=∞.

No que segue faremos uma breve análise sobre o conjunto ΛD(H) para este tipo par-

ticular de hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Para curvas planas sabemos que

δ ∈ Λϕ ⇔ existe ω ∈ Ω1
C{X,Y } tal que ω(ϕ) = tδ−1u(t)dt.

Se tomarmos

ω′ = dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr ∧ ω(X1 · · ·Xr, Xr+1)

teremos

ω′(H) = (−1)r−itδ+n−11 · · · tδ−1i · · · tδ+n−1r u(t1 · · · tr)dt1 ∧ · · · ∧ dtr.

Deste modo, se δ ∈ Λϕ, então (δ) + (n)− νi ∈ ΛD(H) para todo i = 1, · · · , r.
A análise acima pode ser resumida no seguinte resultado.

Proposição 3.21. Seja ϕ = (tn, S(t)) uma parametrização de uma curva plana e H =

(tn1 , · · · , tnr , S(t1 · · · tr)) a parametrização de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária associada

a ϕ como descrito anteriormente. Temos que

ΓH = Γϕ(1) + nNr e
r⋃
i=1

Λϕ(1) + (n)− νi ⊂ ΛD(H).

O exemplo a seguir indica que ainda podem haver elementos de ΓH em ΛD(H), de-

pendendo da expressão de H.

Exemplo 3.22. Seja Hd = (t31, t
3
2, t

4
1t

4
2 + dt51t

5
2). Neste caso, temos que v1 = (4, 4) e

claramente 2v1 ∈ ΓH \ ΥH . Existe ω ∈ Ω2
O, tal que νHd(ω) = 2v1 = (8, 8), ou seja,

2v1 ∈ ΛD(Hd)?
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Para respondermos a esta questão, consideremos

ω = h3dX1 ∧ dX2 + h2dX1 ∧ dX3 + h1dX2 ∧ dX3.

Temos então que,

ω(Hd)

dt1 ∧ dt2
= h3(Hd)9t

2
1t

2
2 + h2(Hd)3t

2
1(4t

4
1t

3
2 + 5dt51t

4
2)− h1(Hd)3t

2
2(4t

3
1t

4
2 + 5dt41t

5
2).

Agora, notemos que para analisar a possibilidade de encontrarmos 2v1−(1) como expoente

dominante, basta considerar em hi termos em Xi de grau no máximo igual a 1, para i =

1, 2, 3 e em h3 eventuais termos em X1 e X2, isto é, h1 = a0+a1X1, h2 = b0+b1X2 e h3 =

g1(X1, X2) + cX3. Dáı,

ω(Hd)

dt1 ∧ dt2
= 9g1(t

3
1, t

3
2)t

2
1t

2
2 − 12a0t

3
1t

6
2 − 15a0dt

4
1t

7
2 + 12b0t

6
1t

3
2+

(9c+ 12b1 − 12a1)t
6
1t

6
2 + 15b0dt

7
1t

4
2 + d(9c+ 15b1 − 15a1)t

7
1t

7
2.

Para que possamos obter o expoente desejado devemos obrigatoriamente tomar a0 =

b0 = 0, que nos dá

ω(Hd)

dt1 ∧ dt2
= 9g1(t

3
1, t

3
2)t

2
1t

2
2 + (9c+ 12b1 − 12a1)t

6
1t

6
2 + d(9c+ 15b1 − 15a1)t

7
1t

7
2.

Como nenhum termo de g1(t
3
1, t

3
2)t

2
1t

2
2 influenciará na obtenção do expoente desejado,

podemos considerar g1 = 0 e 9c = 12a1 − 12b1. Note que, se d = 0, isto é, a pa-

rametrização é monomial, então 2v1 /∈ ΛD(H0). A análise acima também indica que

2v1 /∈ ΛN (H0). Por outro lado, se d 6= 0, então considerando a1 6= b1 e a 2-forma di-

ferencial ω = 4
3
(a1 − b1)X3dX1 ∧ dX2 + b1X2dX1 ∧ dX3 + a1X1dX2 ∧ dX3 obtemos que

ν
(
ψHd (ω)

dt1∧dt2

)
+ (1, 1) = 2v1 ∈ ΛD(Hd) ⊂ ΛN (Hd).

No caso de curvas planas, temos que C1 = (t3, t4 + t5) é A-equivalente à C0 = (t3, t4).

No entanto, as hipersuperf́ıcies quase ordinárias obtidas a partir destas curvas planas não

o são.

De fato, consideremos Hi a hipersuperf́ıcie quase ordinária obtida de Ci, para i = 0, 1,

ou seja,

H0 = (t31, t
3
2, t

4
1t

4
2) e H1 = (t31, t

3
2, t

4
1t

4
2 + t51t

5
2).

Se H1 fosse A-equivalente à H0, então como as parametrizações são normalizadas,

deveria haver (σ, ρ) como descritos no Teorema 2.1, tal que σH1ρ
−1(t1, t2) = H0.
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Neste caso, temos

ρ−1(t1, t2) = (α1t1 + β1t
2
1t

4
2 + (t31), α2t2 + β2t

4
1t

2
2 + (t32))

σ3(X1, X2, X3) = (αX3 + q3)

com α, α1, α2, β1, β2 ∈ C∗, q3 ∈M2
3, tal que t41t

4
2|q3(H1) e (tki ) denota termos com potência

maior ou igual a k em ti.

É fácil constatar que q3(H1) introduz termos com expoentes distintos de (5, 5). Além

disto,

σH1ρ
−1(t1, t2) = (t31, t

3
2, S)

com
S = α((α4

1t
4
1 + 4β1t

5
1t

4
2 + (t61))(α

4
2t

4
2 + 4β2t

4
1t

5
2 + (t62))+

(α5
1t

5
1 + (t61))(α

5
2t

5
2 + (t62))) + q3(H1)

= α(α4
1α

4
2t

4
1t

4
2 + α5

1α
5
2t

5
1t

5
2 + h(t1, t2)) + q3(H1)

em que h(t1, t2) contém termos com potência em t1 ou em t2 maiores ou iguais a 6.

Portanto, não podemos eliminar o termo t51t
5
2 e assim H1 não é A-equivalente à H0.
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A.1 Séries de Potências

Neste apêndice apresentaremos sucintamente alguns resultados básicos relativo às séries

de potências anaĺıticas cujas justificativas são imediatas ou podem ser encontradas em

[10] e [22].

Considere C{X1, · · · , Xr} o anel das séries de potências anaĺıticas nas indetermi-

nadas X1, · · · , Xr com coeficientes no corpo dos números complexos C. Temos que

C{X1, · · · , Xr} é um domı́nio local de fatoração única.

Um elemento f =
∞∑
i=0

Pi ∈ C{X1, · · · , Xr}, com Pi um polinômio homogêneo de grau

i, é inverśıvel se, e somente se, P0 6= 0. Além disto, dizemos que f, h ∈ C{X1, · · · , Xr}
são associados, se existe uma unidade u ∈ C{X1, · · · , Xr}, tal que f = uh.

Definição A.1. Seja f ∈ C{X1, · · · , Xr} \ {0} tal que f =
∞∑
i=n

Pi, em que cada Pj é um

polinômio homogêneo de grau j e Pn 6= 0. O polinômio homogêneo Pn é chamado forma

inicial de f . O inteiro n é chamado de multiplicidade de f e é denotado por mult(f). Se

f = 0, então convencionamos que mult(f) =∞.

A multiplicidade de séries de potências goza das seguintes propriedades:

1. mult(u) = 0 se, e somente se, u ∈ C{X1, · · · , Xr} é uma unidade.

2. mult(fh) = mult(f) +mult(h);
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3. mult(f ± h) ≥ min{mult(f),mult(h)} com igualdade sempre que

mult(f) 6= mult(h).

4. mult(Φ(f)) = mult(f) para todo f ∈ C{X1, · · · , Xr} e Φ um C-automorfismo de

C{X1, · · · , Xr}.

Se mult(f(0, · · · , 0, Xj, 0, · · · , 0)) = m, então dizemos que f ∈ C{X1, · · · , Xr} é regu-

lar de ordem m com respeito à indeterminada Xj. Se f é regular de ordem m = mult(f)

com respeito à indeterminada Xj, então diremos simplesmente que f é regular com res-

peito à Xj.

A propriedade de regularidade de uma série f ∈ C{X1, · · · , Xr} em uma indetermi-

nada não é um fato tão restritivo, se permitirmos atuar automorfismos de C{X1, · · · , Xr}.
De fato, temos o seguinte resultado:

Proposição A.2. Dado f ∈ C{X1, · · · , Xr} existe um C-automorfismo de C{X1, · · · , Xr},
tal que Φ(f) é regular em uma das indeterminadas.

Demonstração. Lema 3, Caṕıtulo VII, página 147 de [10].

O conceito abaixo é usado constantemente neste trabalho.

Definição A.3. Um polinômio C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] da forma,

p(X1, · · · , Xr, Xr+1) = Xn
r+1 + a1(X1, · · · , Xr)X

n−1
r+1 + · · ·+ an(X1, · · · , Xr)

com n ≥ 1 é chamado um polinômio de Weierstrass, se mult(ai(X1, · · · , Xr)) ≥ i para

todo i = 1, · · · , n.

O resultado abaixo assegura que toda série regular com respeito a uma indeterminada

é associada a um polinômio de Weierstrass.

Teorema A.4 (Teorema de Preparação de Weierstrass). Seja uma série de potências

f(X1, · · · , Xr) ∈ C{X1, · · · , Xr, Xr+1} com mult(f) > 0 e regular com respeito à Xr+1.

Existe uma única unidade u ∈ C{X1, · · · , Xr+1}, tal que uf = p e p ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1]

é um polinômio de Weierstrass de grau mult(f).

Demonstração. Proposição 3.3, página 14 de [22].
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Apêndice A. Apêndice

A.2 Resultante e Discriminante

No que segue, relembraremos os conceitos de resultante e discriminante de um polinômio,

assim como algumas de suas propriedades que nos permite definir algebricamente uma

hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Sejam A um domı́nio e p = a0Y
n + a1Y

n−1 + · · ·+ an−1Y + an, q = b0Y
m + b1Y

m−1 +

· · · + bm−1Y + bm ∈ A[Y ]. O resultante (em Y ) dos polinômios p e q é definido por

RY (p, q) = det(R) em que R é a matriz (n+m)× (n+m) dada por

R =



a0 a1 · · an−1 an 0 · · 0 0

0 a0 a1 · · an−1 an 0 · · 0

· · · · · · · · · · ·
0 · · a0 a1 · · · · an−1 an

b0 b1 · · · · bm−1 bm · 0 0

0 b0 b1 · · · · bm−1 bm · 0

· · · · · · · · · · ·
0 0 · · · · b0 b1 · bm−1 bm


em que os coeficientes de p(Y ) aparecem nas m primeiras linhas e os coeficientes de q(Y )

aparecem nas n últimas linhas.

Se p, q ∈ A[Y ]\A, então também podemos calcular o resultante de p e q da seguinte

maneira

RY (p, q) = am0 b
n
0

n∏
i=1

m∏
j=1

(ξi − ηj) = am0

n∏
i=1

q(ξi) = (−1)nmbn0

m∏
j=1

p(ηj) (A.1)

em que ξi e ηj são ráızes de p e q, respectivamente. Em particular, temos que o resultante

é zero se, e somente se, p e q têm ao menos uma raiz comum.

O discriminante de um polinômio p = Y n + a1Y
n−1 + · · · + an−1Y + an ∈ A[Y ] é

definido por

∆Y p = RY (p, pY ) =
∏
i 6=j

(ξi − ξj) (A.2)

em que ξi e ξj são ráızes de p e pY é a derivada de p com respeito à Y .

Definição A.5. Seja η =
∑
cαX

α1
1 · · ·Xαr

r ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r }. Se for posśıvel escre-

ver η na forma η = Xm1
1 · · ·Xmr

r u(X1, · · · , Xr) com mi ∈ Q+ para i = 1, · · · , r e u
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Apêndice A. Apêndice

unidade, diremos que η possui expoente dominante m e denotaremos este expoente por

νX1,··· ,Xr(η) = m.

O conceito que apresentaremos a seguir é utilizado para definir o semigrupo de uma

hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Definição A.6. Seja η =
∑
cαX

α1
1 · · ·Xαr

r ∈ C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r } e considere Supp(η) =

{α ∈ Rr; cα 6= 0}. O poliedro de Newton de η é o fecho convexo em Rr do conjunto

Supp(η)+Rr+, ou seja, Supp(η) + Rr+ que denotaremos por NX1,··· ,Xr(η), ou simplesmente,

NX(η).

Denotaremos por VN (η) := {δ; δ é vértice de NX(η)} o conjunto dos vértices de

NX(η).

Observação A.7. Se f, h ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] são tais que deg(f) = n e deg(h) = m,

de (A.1) temos,

NX1,··· ,Xr(RXr+1(f, h)) = NX1,··· ,Xr

(
n∏
i=1

h(ξi)

)
= deg(f)NX1,··· ,Xr(h(ξi))

e

NX1,··· ,Xr(RXr+1(f, h)) = NX1,··· ,Xr

(
m∏
j=1

f(τj)

)
= deg(h)NX1,··· ,Xr(f(τj))

onde ξi, com i = 1, · · · , n são ráızes de f e τj, com j = 1, · · · ,m são ráızes de h.

Para justificativas das propriedades apresentadas acima indicamos [10] e [22].
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