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Resumo

Neste trabalho estudamos a jl—equivaléncia de parametrizagoes quase ordinarias. Re-
lacionamos o espago tangente a érbita pelo grupo A, com r-formas de Kihler Qp e os
elementos do ideal Jacobiano.

Introduzimos um conjunto associado a {2, que permite identificar termos eliminaveis
em uma parametrizagao quase ordinaria. Varios resultados conhecidos para curvas planas

sao generalizados para hipersuperficies quase ordinarias.



Abstract

In this work we study the Xl—equivalence of quasi-ordinary parametrization. We pre-
sent some relations among the tangent space to the orbit with respect the .%Tl group,
Kahler r-forms €, and the elements in the Jacobian ideal.

We introduce a set associated to (2, that allow us to identify terms that can be
eliminated in a quasi-ordinary parametrization. Some results well known for plane curves

are generalized for quasi ordinary hypersurfaces.
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Introducao

Seja (X,0) C (C™™,0) um germe de hipersuperficie determinado por f € C{ Xy, -+ , X, 41}
Dizemos que (X,0) é uma hipersuperficie quase ordindria, se existem coordenadas tais
que f é um polinomio de Weierstrass em X,,; de grau n e seu discriminante é da forma
Ax,, [ =X Xucomu € C{X;, -, X,} unidade.

Em geral uma hipersuperficie quase ordinaria singular nao tem singularidade isolada.
De fato, os tinicos casos que ocorrem singularidade isolada sao para r = 1, ou seja, curvas
planas e superficies normais.

Uma hipersuperficie quase ordindria admite, pelo Teorema de Abhyankar-Jung (veja

[1]) uma parametrizagao da forma

H = (t’f,--- Ak S(tl,--~ 7tr))

yUro

com S(ty,---,t,) € C{ty,--- ,t,}.

Lipman, em [17], mostrou que podemos considerar parametrizagoes especiais, cha-
madas normalizadas (veja Definicao 1.14), a partir das quais se define os expoentes ca-
racteristicos generalizados que determinam o tipo topoldgico da hipersuperficie quase
ordinaria. Reciprocamente, tais expoentes caracteristicos determinam completamente o
tipo topoldgico da hipersuperficie quase ordinaria como germe imerso. Tal resultado foi
provado por Gau em [6].

Mais tarde, Gonzalez Pérez e Popescu-Pampu introduziram um semigrupo 'y contido
em N" que determina e é determinado pelos expoentes caracteristicos generalizados. Este
semigrupo apresenta propriedades similares ao semigrupo de curvas planas que foram

também exploradas por Assi em [2].



A Sumdrio

Este trabalho tem como principal objetivo estudar as hipersuperficies quase ordinarias,
dadas por meio de parametrizacoes normalizadas, enfocando propriedades do ponto de
vista analitico. Na sequéncia descreveremos brevemente a estrutura destas notas.

No Capitulo 1 apresentamos os principais resultados relacionados as hipersuperficies
quase ordindrias, seus expoentes caracteristicos e o semigrupo associado. Por tratar de
resultados conhecidos na literatura, nos limitamos a apresenta-los sem demonstracoes,
porém com indicacao de referéncias onde podem ser encontradas.

Neste trabalho, estudamos a equivaléncia de parametrizacoes normalizadas de hiper-
superficies quase ordindrias com respeito a acao do grupo A. Mais especificamente, con-
sideramos uma parametrizacao H = (t},--- ,t* S(t1,- - .t,)) como uma aplicacio H :
C" — C*! e os elementos (o, p) € A sao difeomorfismos p: C" — C" e o : C"! — C" .

No Capitulo 2, caracterizamos o subgrupo de A que preserva uma parametrizagao
normalizada, bem como determinamos o espacgo tangente a orbita de um elemento.

O objetivo é aplicar o conhecido Teorema da Transversal Completa nesta situacao.
Para tanto, decompomos a acao do grupo como composicao da acao de dois grupos: A,
e homotetias. Para o grupo A, foi realizada uma andlise detalhada da acao, de modo
a verificar que as hipdteses do Teorema da Transversal Completa sao satisfeitas. As
homotetias foram analisadas separadamente na Segao 2.2.

O Capitulo 3 contém os principais resultados do trabalho. Na Sec¢ao 3.1 relacionamos
os elementos do espaco tangente a orbita pelo grupo .Zl com r-formas de Kahler que é
uma generalizagao do caso de curvas planas tratado em [12].

Esta abordagem possibilitou a definicdo de um conjunto Ay (H) C N que desem-
penha papel importante na identificacao de termos que podem ser eliminados em uma
parametrizacao de hipersuperficie quase ordindria.

Na Secao 3.2 apresentamos um modo de relacionar as r-formas de Kahler 2, com
elementos do ideal Jacobiano J(f) = (fx,, -, fx,,,) (ver Teorema 3.7). Tal relacdo
permite obter informacoes sobre o submddulo de torcao 7' de €2,. Em particular, temos
que

Qo

No contexto de curvas planas, tem-se que I'\ {0} C A. Porém, para r > 1 tal fato nao
ocorre como ilustramos na Observacao 3.14. No entanto, caracterizamos precisamente o

subconjunto Yy C I'y tal que Ty C Ay (H) (veja Teorema 3.19). Em particular, quando

-9 .
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r = 1, recuperamos o caso de curvas planas, isto é, Ty =I'y \ {0}.

Zariski, em [24], caracteriza as curvas planas tais que A = I'\ {0}. Nesta diregao, o
Teorema 3.19 caracteriza, a menos de .Zf—equivaléncia as hipersuperficies quase ordinarias
tais que Ay = Yg.

Na Secao 3.4 determinamos as possibilidades para A, para uma hipersuperficie quase
ordinaria com n < 3 utilizando o conceito de Expoentes de Zariski Generalizados.

O trabalho encerra com um apéndice contendo os principais resultados sobre séries de

poténcias, resultante e discriminante.



Hipersuperficies Quase Ordinarias

Nesta secao introduziremos nosso principal objeto de estudo, as hipersuperficies quase
ordinarias. Apresentaremos os conceitos basicos da teoria, fixaremos notagoes e recorda-
remos algumas propriedades ja conhecidas que serao utilizadas no decorrer do trabalho.
Procuramos sempre que possivel ilustrar os conceitos e resultados com exemplos, além de

citar fontes onde as justificativas podem ser encontradas.

1.1 Hipersuperficies Quase Ordinarias

Denotamos por L o corpo de fragoes do anel C{Xy, -+, X,.} e por L, o corpo de fragoes
1 1
de C{Xln, R 7Xrn}.
Utilizando as nogoes de polindmio de Weierstrass e discriminante apresentadas no

apéndice deste trabalho, podemos introduzir o conceito de hipersuperficie quase ordinéria.

Definigao 1.1. Dizemos que um polinémio de Weierstrass f € C{Xy, -+, X, }[X,41] ¢é
quase ordindrio se

Axyorf = XPXE - XPu
em que u € C{Xy,---,X,} é uma unidade e ; € Nparai=1,---,r.

Talvez seja oportuno, neste momento, comentarmos que muitos resultados que apre-
sentamos sao validos tanto para o caso irredutivel quanto para o redutivel. Porém, neste
trabalho estamos interessados apenas no caso de polinomios quase ordinarios irredutiveis.

No que segue (X,0) C (C™*1 0) denota um germe de uma hipersuperficie dada por

uma equagao f = 0.
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Definigao 1.2. Dizemos que (X,0) C (C™"! 0) é uma hipersuperficie quase ordindria, se
existem coordenadas locais (X1, -+, X, X,11) de modo que (X, 0), nestas coordenadas, é
dada por {(Xy, -+, X, q1) € CHY f(Xy,--+, Xoy1) = 0} com f € C{Xy,---, X, }[X,14]
um polinomio de Weierstrass e o discriminante da projegao pr : (X,0) — (C",0), dada
por (Xq, -+, Xy, Xpp1) — (X1, -+, X,), esteja contido em X -...- X, = 0.

A definicdo anterior é equivalente a afirmar que f, nas coordenadas mencionadas, é
um polinomio de Weierstrass quase ordinario.
Se r = 1, entao obtemos o conjunto de exemplos mais simples de hipersuperficies quase

ordinarias, as curvas planas, como se constata abaixo.

Exemplo 1.3. Toda curva analitica plana é uma hipersuperficie quase ordinéaria. De
fato, dada uma curva definida por f € C{X;, Xy}, através de convenientes mudancas de
coordenadas e aplicando o Teorema da Preparacao de Weierstrass, podemos assumir que

f=X0 4+ a;(X,) Xy ™" é um polindmio de Weierstrass. Visto que a;(X;) € C{X;} para
=1

i=1,---,n, segue que Ay,f = X0u(X;) com § € N* e u(X;) é unidade em C{X;}.

Portanto, f é um polinomio de Weierstrass quase ordinério.

O exemplo a seguir ilustra como a condi¢ao de um polinomio de Weierstrass quase

ordindrio ¢é sensivel por mudancas de coordenadas.

Exemplo 1.4. Seja f(X,Y,Z) = Z?— XY? € C{X,Y}|Z]. Temos que f é um polinémio

de Weierstrass quase ordinario, pois
Ayf=—4XY?2

A hipersuperficie definida por f é conhecida como Guarda chuva de Whitney . Agora
note que a mudanga de coordenadas X = X +Y, Y =Y e Z =7 nos dd g(X,Y,Z) =
(X +Y)Y,Z) =272 - (X +Y)Y? € C{X,Y}|Z] que é um polindomio de Weierstrass

porém nao quase ordindrio, uma vez que Az f = —4(X +Y)Y?.

No caso plano, isto é, quando » = 1, o teorema de Newton-Puiseux garante que, dado
f € C{X1}[Xy], suas raizes pertencem a (C{XI%} onde n = degx,(f). No caso em que
feC{X;y -, X,}[X,11] define uma hipersuperficie quase ordindria irredutivel, o teorema
de Abhyarllkar—Jun% garante que as raizes de f sao séries de poténcias fracionédrias no

anel C{X},---, X/*} para algum inteiro positivo k, isto é, se f(X1,---, X,, &) = 0, entao

-5 -
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¢ e C{Xlé, cee Xﬁ} para algum k£ € N*. Diferente do caso plano, k£ nao é necessariamente
igual a degx, ., (f) = n. No entanto, se f é irredutivel, podemos tomar k = n e faremos
isso sempre que for conveniente. Tais fatos foram justificados por Jung, que considerou
funcoes em duas variaveis e por Abhyankar que forneceu uma prova geral para o caso
algebroide. Uma demonstracao para o caso formal e analitico pode ser encontrada em
[13].

Exemplo 1.5. Consideremos

+(—32X3 + 8X2 +8X, X2) X, + 16 X4 — 8X3 + X§
+2X, X7 — 8X,1 X5 + X2X§ — 4X, X].

Temos que f é um polinomio quase ordinério pois
Ax,f =4096 X7 X0 (X?X2 —2X1 Xy + 1).

3 1

Embora tenhamos degx,(f) = 4, uma raiz de f é dada por £ = 2X, + X2 + X2 X2 €
11 177

C{X?, X7} Cc C{X{, X}, ou seja, o inteiro k mencionado acima é 2.

1 1
Definigao 1.6. Sejan € N* e £ € C{Xy,---, X, }. Dizemos que £ é um ramo quase
ordindrio se o polinomio minimal de £ sobre L ¢ um polindmio de Weierstrass quase

ordinério.

Encerramos esta secao apresentando um exemplo de um polinomio de Weierstrass
cujas raizes pertencem a (C{X e X k} mas o polinomio nao define uma hipersuperficie

quase ordindria.
Exemplo 1.7. Consideremos
F(X1, X, X3) = X3 — 2(X1 + Xo) X: + (X; — Xo)2.

1 1
Notemos que f tem raizes { = £X7 £ X € (C{Xll/2, X21/2}, mas f nao é um polinomio

quase ordinario, uma vez que,

Ax,f=—256(Xy — X1)(Xo+ (2X; + 1) Xo + X7 — X))
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1.2 Expoentes Caracteristicos Generalizados

Apresentaremos agora os conceitos de mondémios e expoentes caracteristicos, bem como
suas principais propriedades. Veremos adiante que os expoentes caracteristicos determi-
nam e sao determinados pelo semigrupo da hipersuperficie quase ordinaria. Tais expo-
entes, como mencionamos na introducao, desempenham papel importante no estudo das
hipersuperficies quase ordinarias, uma vez que sao invariantes topoldgicos completos no
contexto local.

Notemos que, sendo f € C{X7,---, X, }[X,41] um polinémio quase ordindrio de grau

n, temos que

AXT+1f - H(gz - gﬁ) = Xfl te X;,STU 6 (C{X17 e 7X7"}

i#]
com u € C{Xy,---,X,} uma unidade (veja apéndice) e &, k = 1,--- ,n sdo raizes de
1 1
f. Ainda, como C{Xy, -, X, } C C{X}",---, X;"} e estes anéis sdo dominios fatoriais,
segue que,
A (i) Ag(ig) Ar(ind)
fi—fj:Xln in "'Xrn uz’j

1 1
onde u;; é unidade em C{X7",--- , X"} e \(¢,j) € Nparal=1,--- 7.

M(id)  Ag(ig) Ar(i,)
Definicao 1.8. Os monomios M;; = X; * X, *» ---X, " destacados acima, sao
o - Ny i
chamados de monomios caracteristicos de f e as r-uplas (%, e ,%) para todos

1 <i,7 < n distintos sao chamados de ezpoentes caracteristicos (generalizados) de f.

Vamos agora calcular os monomios e expoentes caracteristicos da hipersuperficie quase

ordinéria determinada pelo polinomio do Exemplo 1.5.

Exemplo 1.9. Para o polinémio f dado no Exemplo 1.5, temos que suas raizes sao
3 1 3 1
fo=2Xo+ X7+ X7X3, & =2Xo+ X7 — X2 X5

3 1 3 1
£ =2Xy — X2 + X2X2, & =2X,— X2 — X?X2.
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Assim, os monomios caracteristicos sao dados por

S—& = 2X2X2 = My = X2X2
§o—& = 2X2% = My = Xg%
Co— & — 2X{(1+X1%X2%) = My = X2
Ci—& = 2X3(1—X2X7) = My = X3
& —& = 2X2§ = M3z = Xg?
fa—& = 2X7 X7 = My = X2X;

e os expoentes caracteristicos generalizados sao (0, %) e (%, 2).

Consideremos ¢ um ramo quase ordinério, os anéis

3=

C{Xy, -, X, } CC{Xy, -, X, }[¢{] cC{Xy, -, X7}
bem como seus respectivos corpos de fragoes,
L C L) C Ly.

A extensao de corpos L C L, ¢ finita e galoisiana. Além disto, o grupo de Galois desta
extensao pode ser descrlto por melo da acao das r-uplas (ny,---,n,) de raizes n-ésimas
da unidade, dada por X" > an” para i = 1,--- ,r (veja [1]). Em particular, temos
que as raizes de f sao conjugadas de ¢ pela acao anterior.

Fixemos uma raiz ¢ de f e consideremos Z(f) = {£ = &,&, ;1) C Ly 08
conjugados de £. Avaliando a diferenca de £ com outras raizes, podemos calcular os
monomios e os expoentes caracteristicos.

Se G = Gal(L, : L) é o grupo de Galois de L, sobre L, entao fixando a raiz &
e variando os elementos de G obtemos Z(f) = {p(§);¢ € G}. Assim, & = @;i(§) e
& = i), para ¢;, ¢; € G, donde segue que

§—& = wil€) —¢;(8) = w5 wil€) — 9;(6)
= (05 0il€) =€) = ¢;(& — ©),
com g = ;@ € G e pi(€) = &
Por definigao, temos que & —§&; = M;ju;; e § —& = Myouro. Denotando My, por My, e

levando em conta a forma como os elementos ¢; = (715, -+ , 1) € G agem nos elementos

-8 -



ok
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de L, temos que

A1(k,0) Ar(k,0)

(M) = w;(X; ™ X ")
A (E0) A (k,0) Ar(£,0)  Ar(k,0)
= My X /S Xr "
Ap (,0) Ar(k,0) A1(k,0) Ar(k,0)
= (771j" Ty )Xy o X
= Osz,

A1 (k,0) Ar (k,0)
onde a=m;" ---n,;" #0
Isto mostra que os monomios caracteristicos e, consequentemente os expoentes carac-

teristicos, nao se alteram pela agao de um elemento de G e, sendo assim, concluimos que
Mk = Mij s isto é,
{Mij;0<i,j<n—1} ={My1<k<g}

para algum g < n.

Lema 1.10. O conjunto {Mj}1<k<, dos mondmios caracteristicos de um ramo quase

ordindrio § € totalmente ordenado pela relagcao de divisibilidade <, isto é, M; < M; se, e
1 1

somente se, M; divide M; em C{Xy",--- , X }.

Demonstragao. Veja [15]. O

No que segue denotaremos os expoentes caracteristicos de uma hipersuperficie quase
ordindria por \; = (Aj1,--, Ay) parai = 1,---,g. Observemos que \; € (%)N para todo
1=1,---,g.

Notemos que ¢ € Gal(L, : L) implica em p(§) € {£ = &,&1,- - ,&n—1}. Assim, se
i = p(§) # & = & temos

0#¢&) —&=& — &= Mu,

com u; unidade. Isto indica que M; é um mondémio presente em &; e em (). De fato, a
igualdade acima nao seria verificada se M; estivesse presente em apenas um dos elementos
& ou ¢(€). Em particular, temos que p(M;) = aM; # M; com o € C*.

No decorrer do texto, para abreviar nota¢oes usaremos com frequéncia (a) para indicar
(a,--+ ,a) a r-upla com todas as coordenadas iguais, sejam elas, naturais, inteiras ou ra-

cionais, e a para indicar a r-upla (ay,- - ,a,), cujas coordenadas nao sao necessariamente

-9 -
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iguais. Por conveniéncia, esta tultima notacao nao serda empregada para os expoentes ca-
racteristicos generalizados, sendo estes, como visto anteriormente, denotados apenas por
A; para indicar (A1, -+, ), parai =1,--- , g. Ademais, a notagao g, indicaré a r-upla
(a1, -+ ,a;). Além disto, vamos adotar a notacao X2 para indicar X" --- X" em que
=)

Em Q" consideraremos as seguintes ordens:

Dados a = (ay, - ,a.), = (01, -, 05:) € Q", dizemos que

a> B a; > fiparatodoi=1,---,rea; > f; paraalgum j € {1,--- ,r}.
Qa > B existe j € {1,---,r} tal que o > B e o = B; para todo i < j.
a> e a;>fparatodoi=1,--- 7.
Seja f € C{X1, -+, X, }[X,4+1] um polinémio quase ordinério irredutivel. O préximo

resultado permite obtermos os expoentes caracteristicos de f sem explicitar todas as suas

raizes.

1 1
Lema 1.11. Seja £ = Y. ey X2 € C{X*,---, X,"} nao unidade. Entdo & é um ramo
quase ordindrio se, e somente se, existem elementos \; € (%)N’”, para i =1,--- ¢, tais

que:
) M<X<--<Aecy, #0paral <i<yg.

(ii) Se cy # 0, entdo A pertence ao subgrupo de Q" dado por Z" + Y Z\,.
Ai<A

iii) A\, nao pertence ao subgrupo de Q" dado por Z" + ZN; para ) =1,--- . g.
’ Ai<A
i<Aj

Demonstragao. Ver Proposigao 1.3 em [6]. ]

O Lema 1.11 nos d4 um modo de escrever um ramo quase ordinario £, como

E=po+Dpi+ -+ Dy

1 1
onde py € C{X}, p1,---,p, € C{X*,---,X;"} e para todo X que ocorre em p; com
coeficiente nao nulo, temos que \; < A e A\iy1 £ A. Note que a mudanga de coordenadas
(Xh e 7X7"7X7“+1) — (le e JXT‘7XT'+1 - pO(Xla e 7X7‘)) permite supor que pg = 0.

- 10 -
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Além disto, o lema anterior permite concluir que qualquer truncamento de um ramo
quase ordinario, ainda é um ramo quase ordinario.
A figura a seguir ajuda a ilustrar, para r = 2, a regiao de Q" que contém os expoentes

de p; parai=1,---,g.

M
Po

Dizemos que um ramo quase ordinario & tem waridveis bem ordenadas se as g-uplas
(A1is -+, Agi) das i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteristicos Ay, - - -, A, sdo orde-

nadas lexicograficamente, mais precisamente, se para 1 <17 < j < r temos que
A= ()\11'7 T 7)\gi> Zlex ()\1j7 T 7)‘gj) = N.

As i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteristicos podem ser visualizadas como

segue:
Moo= (A o Ao Ary)
Ao = (Ao, o0 Am oo Do)
(1.1)
Ag = ()‘91’ Agi Agr)
\J ) \J
Al A A"
E claro que, dado um ramo quase ordindario £ podemos renomear as variaveis X, - -+ , X,

de modo a termos variaveis bem ordenadas. Por este motivo assumiremos sem perda de
generalidade que os ramos quase ordinarios considerados ao longo do texto tém variaveis

bem ordenadas, salvo mencgao contraria.
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Exemplo 1.12. No Exemplo 1.9 vimos que os expoentes caracteristicos dos ramos de
f(Xl, XQ, Xg) = <<X3 —X2)2 —XS —X1X§>2 —4X1X27 Sao )\1 = (0, %) [§ )\2 = (%, 2) Neste
caso, A = (3,
entanto, fazendo a mudanca de variaveis X; — X5, X5 — X obtemos

2) > (0, %) = A, ou seja, as varidveis nao estao bem ordenadas. No

[(X1, X0, X3) = X3 —8X1Xj+ (24X7 —2X7 — 2X X)) X?
+(=32X3 + 88X +8X7 X5) X5 + 16X — 8X7
+ X0+ 2XT Xy — 8X0X, + XPX2 —4XT X,

3 1
com varidveis bem ordenadas, que admite o ramo ¢ = 2X; + X? + X7 X7} e expoentes

caracteristicos A = (2,0) e Ay = (2, 1).

Sejam & € C{Xﬁ, e ,X,,%} um ramo quase ordindrio, Ay, -, Ay seus expoentes ca-
racteristicos generalizados e \¥ = (Ayx, -+, Agx) introduzido em (1.1). O nimero minimal
¢ € {1,---,r} com a propriedade de que Ay, = 0 para todo i € {1,---,¢g} e todo
ke {c+1,---,r} é chamado dimensdo equisingular da hipersuperficie quase ordinéria
determinada por f que tem £ como raiz (Veja [21]).

Notemos que ¢ representa o numero de variaveis com expoentes nao nulos que apa-
recem nos monomios caracteristicos. Quando ¢ = r, ou seja, quando todas as variaveis
Xy, , X, aparecem nos monomios caracteristicos, dizemos que a hipersuperficie quase
ordinaria tem dimensao equisingular maximal. A escolha deste nome foi motivada pelo
fato de que, neste caso, a projecao quase ordinaria é uma deformagao equisingular de
um germe quase ordindrio c-dimensional mas nao de um germe de dimensao menor (Veja
[21)).

Denotamos Qg = Z" e por Q; = Q;_1 + Z\; para todo ¢ = 1,---,¢g e além disto,
associamos ao ramo quase ordindrio £ os subgrupos Qy C --- C @, de Q" e a sequéncia
de inteiros ng = 1, n; = #(Q;/Qi—1) parai=1,--- ,g.

No que segue denotaremos e =n e ej_; =n;---ngparaj=1,---,g.

E fécil ver que os inteiros e; e n; sao os graus das extensoes de corpos

ej = [L(§) s L(My,-- -, Mj)] para j =1,--- ,g.
nj = [L(Ml’ ’Mj) : L(M1? 7Mj*1)] paraj = 27 9.

e ny = [L(M;) : L], onde os M; sdao os mondmios caracteristicos e L(My,---,M;) é o
corpo de fragoes do anel C{M,--- , M;}.

- 12 -
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Observacao 1.13. Note que temos as extensoes de corpos

=

O Lema 1.11 garante que estas inclusoes sao estritas. Deste modo, como o polindomio

minimal de § é f € C{Xy,--- , X, }[X,41] e degx,,, f = n segue que

no=
= [L(My,-- ,M,): L
[L<Ml> e ’Mg) : L(Mb e ’Mg—l)] e [L(Ml) : L]

—

Em particular, se n é um nimero primo, entao temos apenas um monomio carac-

teristico generalizado, isto é, g = 1.

A observagao acima sugere denominarmos n = degyx,,, f = [L(&) : L] de grau do ramo
quase ordindrio, ou simplesmente, grau da hipersuperficie quase ordindria.

Embora existam varias possibilidades de apresentar um ramo quase ordinario, uma
forma particular desempenha papel importante na teoria. Este é o objeto da préoxima

definigao.

1 1
Definigao 1.14. Um ramo quase ordinario £ = Yy X € C{Xy, -+, X;* } é normali-

zado se:

(i) ¢y # 0 entdo A > \j, ou seja, £ = ¢y, X Mu com u € C{Xlﬁ, e ,Xﬁ} eu(0) =1;
(ii) ¢ tem varidveis bem ordenadas;

(iii) Se A\ = (A11,0,---,0), entdo Ay; > 1.

No caso de curvas planas, a condi¢ao para que um ramo seja normalizado significa que
a multiplicidade da curva na origem ¢ igual ao grau da projegao, ou equivalentemente,
igual ao grau do polinomio de Weierstrass quase ordinédrio que a define.

No Exemplo 1.12 vimos que a condigao (ii) é facilmente obtida por meio de mudangas
de coordenadas. Vejamos agora um exemplo que ilustra que a condi¢ao (i) também pode

ser trivialmente atingida.

- 13 -
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3 1
Exemplo 1.15. Seja & = 2X; + X? + X?X}. Como vimos no Exemplo 1.12, ¢ tem
varidveis bem ordenadas. No entanto, como nao satisfaz a condigdo (i) da Definigao

1.14 o ramo nao é normalizado. Mas notemos que, efetuando a mudanca de coordenadas
X — Xl, Xo— Xoe X3 — X3 — 2)(17 obtemos

F(X1, Xo, X3) = X3+ (—2X7 Xy — 2X) X2 — 2X7 X, + X0+ XPX2
3 1
e & = X2+ X?X2 que é normalizado.

O préximo resultado, conhecido como Lema da Inversao, garante que a condicao (i77)
da definicao anterior pode ser sempre obtida. Para demonstragao indicamos o Lema 2.3
de [16] ou o Apéndice de [6].

Lema 1.16. Seja (X,0) € C™™! uma hipersuperficie quase ordindria definida por f €
C{X1, -, X, }[X;11] e que possui uma raiz & = Xf%u(Xf%,~-- ,Xﬁ%) com u(0) # 0,
entdo (X,0) também pode ser definida (a menos de mudancas analiticas de coordenadas)
por um polinémio quase ordinario em C{Xo, -+, X, X, 11}[X1] que possui uma raiz da
forma

s1 1

=X} u(X]

1 1
7"+1>X2527"' 7X7"ST)

com u'(0) # 0.

E sabido que dois ramos quase ordinarios obtidos por projecoes quase ordindarias dis-
tintas podem ter expoentes caracteristicos distintos, ou seja, os expoentes caracteristicos
dependem da projecao quase ordinaria. Este fato causou uma obstrugao do desenvolvi-
mento no estudo das hipersuperficies quase ordinarias e durante duas décadas atrasou a
descricao do tipo topolégico de uma hipersuperficie quase ordinaria por meio de dados
numeéricos obtidos de um ramo quase ordindrio. Lipman, primeiro para superficies (ver
[15]) e mais tarde, para o caso geral (ver [17]), provou que qualquer hipersuperficie quase
ordinaria admite, apés uma mudanca de coordenadas, um ramo normalizado e que os
expoentes caracteristicos generalizados de um ramo normalizado sao tnicos. Tal fato pos-
sibilitou um feito importante: os expoentes caracteristicos de um ramo quase ordinério
determinam o tipo topoldgico da hipersuperficie que o define. Isto pode ser deduzido
usando resultados de Zariski sobre saturagao de anéis locais (ver [24], [15] e também
[20] para outra prova). A reciproca, isto é, o tipo topoldgico determina os expoentes

caracteristicos, também é vélida e foi provada por Gau em [6].

- 14 -
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1.3 Expontes dominantes e semirraizes

No caso de curvas planas irredutiveis os expoentes caracteristicos sao dados equivalentes ao
conhecimento do semigrupo de valores. Neste caso, um modo de obtermos o semigrupo é
via a valoragao associada a f, isto é, vy(h) = multy(h(T", ¢(T))) com h € C{ Xy, Xo}\(f)
e (I, ¢(T')) uma parametrizacao de f, ou equivalentemente, vy(h) = n-multy, (h(Xy,§))
com ¢ uma raiz de f. Notamos que, neste caso, v¢(h) é o expoente dominante de
h(T™, ¢(T)), ou seja, h(T", ¢(T)) = T ™ . u(T) com u(0) # 0.

Seja § = > c, X € C{Xﬁ, e ,Xr%} um ramo quase ordindrio de um polinémio
quase ordindrio f € C{Xy,-- -, X, }[X, 1] irredutivel com degx, ., f = n, vamos considerar
t; = Xﬁ, ou seja, X; =t parai = 1,--- ;7. Deste modo, de £ obtemos S(t1,--- ,t,) =

Do Catyt oot em que a = ny € N” e temos um homomorfismo sobrejetor de C-dlgebras

C{X1, -, Xop} — C{7 - 4%, 8(tr,- t)} C Cltr, -+, 1,)

yVro

h(X1>"'aXT‘+1) = h(?? ty S(tla"'atr))

Y Yr
cujo ntcleo é (f) uma vez que f é o polindmio minimal de £. Deste modo, temos que

C{Xy, -, X} [Xph] ~ C{X,---
(f) N (f)

Com as notagoes acima, denominaremos

T

X
K} C{th, - 4", S(ty, - 1)}

H=H;=(t},-- ,t;,S(t1,--- ,t.))

2 Ir
de uma parametrizagao (quase ordindria) de f ou de &.

Definicao 1.17. Seja ¢ = > cutit---t2 € C{ty,---,t.}. Se for possivel escrever
¢ = t‘lsl o t0ru(ty, -+ ,t,) com § € N e u uma unidade, diremos que ¢ possui expo-
ente dominante 0. Sejam h € C{Xy, -+, X,11} e H = (t},--- ,t%, S(t1,--- ,t,)) uma
parametrizacao de um ramo quase ordinario. Dizemos que h tem expoente dominante §
com respeito a H se h(t},--- t" S(ty,--- ,t,.)) tem expoente dominante d. Neste caso,

Y Vro

denotamos

Vejamos um exemplo.

- 15 -
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Exemplo 1.18. Consideremos a hipersuperficie quase ordinéria definida no Exemplo 1.15

com o ramo normalizado dado por
3 1
£= Xy +X12X22-
11 1 1
Notemos que £ € C{X?, X7}, entdo considerando t; = X? e to = X7, de £ obtemos
S(ty, ty) =3 + tits.
Com estas notacoes temos que

H = (ti t%a t? + tzlltZ)

é uma parametrizacao quase ordinaria de f ou de &.
Ademais, se consideramos h € C{Xi, Xy, X3} dada por h(Xy, Xo, X3) = X2X, —
X2X2 + X3 temos que

h(H) = h(t5, 15,80 + tita) = (1 + ity — hit; + hita),
ou seja, h tem expoente dominante vy (h) = (3,0).

Observacao 1.19. Utilizando resultados relacionados com as raizes de um polinomio
quase ordindrio f e propriedades de discriminante, podemos mostrar (veja [9]) que

g

VH(AXT+1f) = Z(ek—l - ek)/\k (13)
k=1
em que H é uma parametrizacao quase ordindria de f, A\; < --- < A4 sao os expoentes

caracteristicos generalizados de & e os inteiros e sdo definidos como em (1.2).

Como cada \;, parai=1,---, g, tem n como denominador, podemos definir também
os vetores v, -+ ,7, € N como segue:
M= NG
Yi = Mi—1%-1+nA —ng paratodoi =2, g; (1.4)
Tg+t1 = 0

De (1.4) podemos escrever,

Ye+1 — n(nk cee ng(nl — 1))\1 + ng--- ng(ng — 1))\2 + -+ (nk — 1))\]<; + )‘k-i-l)
= np--me((eo —en) A+ (er —eg)do 4 -+ (epm1 — ex) Ap + epApy1).

Os elementos 71, -+ ,v, € N” introduzidos acima podem ser obtidos como expoentes

dominantes de elementos especiais de C{ X1, -+, X, }[X,;1] com respeito a H.

- 16 -
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Defini¢ao 1.20. Sejam £ € Z(f) e k € {0,---,¢g}. Chamamos um polinémio ménico
fe € C{X1, -+, X, }[X;41] de uma k-semirraiz de f se degx,,,(fx) = noni---nik e fi
possui expoente dominante vy (fx) = Yk+1. Uma (g + 1)-upla (fo, -, f,) tal que, para
todo k € {0,---,g}, fr é uma k-semirraiz de f, é chamada um sistema completo de
semirraizes para f. Note que f pode ser considerada como a g-ésima semirraiz de si

prépria.

Pode-se mostrar que as semirraizes de f nao dependem da escolha de £ € Z(f) e sempre
existe um sistema completo de semirraizes para f. A saber, os polindmios minimais de

truncamentos adequados de £ formam um sistema completo de semirraizes para f.
Exemplo 1.21. Seja
F(X1, Xo, X3) = X3 4+ (—2X7 Xy —2X9) X2 —2XT X, + X0 + XPX2

e = X1% + XIQXQ% seu ramo normalizado, conforme Exemplo 1.15. Vamos calcular as
semirraizes de f.

Temos que \; = (%,O) e X = (2, %) Entao, neste caso ¢ = 2 e como temos g + 1
semirraizes, devemos calcular fy, f1 e fo.

De &, obtemos a parametrizagao quase ordindria H = (1,3, 3 + t{t;). Como vimos,

f pode ser considerada como uma g-semirraiz de si prépria, isto é, fo = f.

e Descrigao de fy.
Temos que degx, fo = no = 1. Logo, fo = X3+ a(Xy, Xa) e queremos vy (fo) =11 =
nA = (3,0). Como
folH) =] + ity + > cati™ 3%,

[0

basta considerarmos a(Xy, Xy) = X2h(X1, X5), com h € C{X;, Xy} e teremos
Jfo(H) = $3(1 + tity + t1h(12,42)). Note que isto indica que uma semirraiz nao é

unica.
e Descricao de fi.

Temos que degx, fi = nony = 1-2 = 2. Logo f1 = X7 + A(X;, X2) X3 + B(X1, X3).
Como vy (fi) =niy +nre —nA = (7,1) e

fu(H) =15+ 27t + 832 + A2, £2)(£3 + tity) + B(£2,12),

- 17 -
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a forma mais simples de obter o desejado é considerar A(X;, X5) =0e B(X;, Xs) =
— X3, assim encontramos f1(X1, Xo, X3) = X2 — X3,

O lema a seguir é uma consequéncia da divisao euclidiana de polinomios.

Lema 1.22. Sejam f € C{Xy, -+, X, }[X,41] um polinémio quase ordindrio com n =
deng-H (f) € f07 fla e afg S C{Xla e 7XT}[X7"+1] com deg(fz) = NoNny...Ny; para todo
i€{0,---,g}. Qualquer h € C{Xy, -, X, }[X,11] pode ser escrito de modo inico como
uma soma finita h = Zcio...ig 80 . --fgig com ¢4, € C{Xy,---,X,}, onde as (g + 1)-

uplas (ig, -+ ,i5) € N9 werificam 0 < i, < ngy1, para todo k € {0,--- ,g — 1} e i, <
[degml(h)]
Demonstracao. Veja [9]. O

Com relagao a expansao apresentada no lema anterior define-se:

Definigao 1.23. Seja (fo,- - - , f,) um sistema completo de semirraizes para f. A expansao
anterior h = ) ¢, oo fgig é chamada expansdo (fo,--- , fy)-ddica de h. O conjunto

finito {(io,--- ,4g); Ciy..i, 7 0} é chamado o suporte (fo,--- , fy)-ddico de h e denotado
por SUpp(fy, - f3) (h)-

1.4 Semigrupo de uma hipersuperficie quase ordinaria

Nesta secao descreveremos o semigrupo associado a uma hipersuperficie quase ordinaria
definida por f € C{Xy, -, X, }[X,41], assim como suas propriedades. Tal objeto foi
tratado a primeira vez por Micus e Kiyek em [14] e mais tarde, descrito simultaneamente
de formas distintas, porém equivalentes, por Popescu-Pampu e Gonzélez Pérez em [21] e
8], respectivamente.

Veremos que tal semigrupo ¢ determinado e determina os expoentes caracteristicos e
portanto, ¢ um invariante topolégico completo de uma hipersuperficie quase ordinaria.
Enquanto para curvas planas é quase imediato verificar que o semigrupo é também um
invariante analitico, o mesmo nao é evidente para hipersuperficies quase ordinarias em
geral. Gonzélez Pérez em [8] e Popescu-Pampu em [21] provaram que o semigrupo de
uma hipersuperficie quase ordinaria nao depende da projecao quase ordinaria escolhida,

sendo assim um invariante analitico.
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Consideremos § € Z(f) um ramo quase ordinério e Nx, ... x,(h(X1, -+, X, €)) o po-
liedro de Newton de h(Xy, -+, X, &) com h € C{Xq, -+, X, }[X,11] \ {f) (veja Definigao

A.6), com tais notagoes definimos

In(f) ={y € Qpsy € Vn(A(Xy, -+, X0, €)), para h e C{Xy, -+, Xo X \ ()}

A seguir um resultado que garante que o conjunto I'yr(f) definido acima é um semi-

grupo aditivo de Q, e cuja demonstragao pode ser encontrada em [8].

Proposicao 1.24. Seja f € C{Xy, -, X, }[X,11] um polinémio de Weierstrass quase

ordindrio irredutivel tal que degx,,,(f) =mn. Temos a sequinte igualdade de conjuntos:
Ta(f) =N+ N2 ... 4 N2,
n n
em que y; para i =1,--- g sao como em (1.4).

Se considerarmos agora somente as séries que possuem expoente dominante com res-

peito a H, entao podemos definir o seguinte conjunto:

Ip(f) = {VH(h); h € C{Xb T ’XT}[XT-&-l] \ (f) e ﬁVN(h(Xlﬁ L X 6) = 1}'

E de facil constatacao que I'p(f) é semigrupo de Q7. Além disto, claramente se
verifica que I'p(f) C Tar(f).

Gonzélez Pérez em sua tese (veja [7]) apresenta o seguinte resultado.
Proposicao 1.25. Com as notagoes da Proposicao 1.24 temos que I'p(f) = Tar(f).

Se f € C{X;}[X;] define uma curva plana irredutivel, temos que I'(f) C N. As
proposicoes anteriores garantem que no caso de uma hipersuperficie quase ordinéria defi-
nida por f € C{Xy,---, X, }[X,41] temos T'w(f) C LN". Isto possibilita que adotemos a

seguinte defini¢ao:
Definigao 1.26. O semigrupo
L(f) :==nla(f) =nN"+ Ny, +--- + Ny,

¢é chamado de semigrupo de f ou da hipersuperficie definida por f.
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No que segue, vamos denotar os geradores do semigrupo I'(f) da seguinte maneira:

v, = nb;, parat=1,---r
e (1.5)
Vryj = 75, Para j = 17 v 9,
em que {0; = (0,---,1,---,0), i=1,--- ,r} é a base canonica de R".
Desta forma, indicaremos I'(f) = (11, -+ , vp4y) C N" e I';(f) o subsemigrupo (v, - - - , vy ;)

de F(f)? paraj :Oa 9.
Varias propriedades do semigrupo de curvas planas também sao véalidas para o semi-

grupo de hipersuperficies quase ordindrias em C"*'. O préximo resultado elenca algumas

delas.

Proposicao 1.27. Com as notagoes anteriores temos:

1. O subgrupo de Z" gerado por vi,--- vy € igual a nQ); para 0 < 5 < g.

2. A ordem da classe de v,1j no grupo n’éle ¢ igual a nj paraj=1,,---,g.
i

3. Temos que Vpyj > Nj_1Vpij_1 Para j =2,--- ,g.

4. Se o vetor u; € nQ); possui coordenadas nio negativas, entao u; + n;v,4; € I';j(f),

para j = 17 v 9-
5. O vetor njv,4; pertence ao semigrupo I';_1(f) para j=1,--- g.

A demonstracao pode ser consultada em [7], pagina 74.

O exemplo que segue, ilustra os passos para o cdlculo do semigrupo I'(f).

Exemplo 1.28. Consideremos f € C{X;, X5}[X3] dada como no Exemplo 1.15. Vamos

calcular I'(f).
Neste caso, temos que n = 4 e os expoentes caracteristicos generalizados sao dados

por A\; = (3 ()) e Ay = (2, %) Assim, temos que Qo = Z2 e Q, = Z* + 7 (%,O). Afim de

2
obtermos v; e v calculemos n; que é dado por

ny =4 (%) =min{k € N*; k (g,O) €7?} =2.

Y1 = n/\1 = (6,0)
Yo = vy +ndy —n\
= 2(6,0)+4(2,5) —4(2,0) = (14,2).

Desse modo,
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Logo,
[(f) = 4N? + N(6,0) + N(14,2)

com os geradores v; = (4,0), 5 = (0,4),v5 = (6,0) e vy = (14,2).

Os conceitos que apresentaremos na sequéncia serao uteis na analise que faremos
sobre as hipersuperficies quase ordindrias nos proximos capitulos. Estes conceitos foram
definidos e utilizados por Abdallah Assi. Para mais detalhes e demonstracoes indicamos
[2]. Nesse trabalho, Assi apresenta resultados em casos mais gerais, mas por comodidade,

apresentaremos aqui o que nos sera 1til e ja adaptado a nossa notagao.

Seja H = (t%,--- ,t", S(t1, -+ ,t,)) uma parametrizagao de uma hipersuperficie quase
r+g

ordindria e I'y = (11, -+ , U, Vi1, -+, Vpyg) = {Z a;V;; a; € N} C N com v;, j =
i=1

1,--+,r+ g como definidos em (1.5).
r+g

No que segue, denotaremos G = { a; Vi a; € Z} o subgrupo de Z" gerado por v;,

=1
i=1,,r+g.

Teorema 1.29. Sejam 'y = (1, ,Vp, Vpy1,- -+ , Vrpg) 0 Semigrupo de uma hipersu-
perficie quase ordindria com parametrizacao H e defina

g

w = Z(nk - 1)Vr+k - Z Vi
i=1

k=1

em que ny = §(Qr/Qr—1). Entdo as sequintes propriedades sao vdlidas:
(i) wé 'y
(ii) Para todov € Z" com v; > w; i =1,--- ,r sev € G, entaov € T'y.
O vetor w € chamado vetor de Frobenius de I'y, e serd denotado por Fy.

A demonstragao pode ser consultada em [2].
r+k

Além disto, se Gy = {>_ a;vs; a; € Z} com k € {0,--- ,g} e v € G}, entdo existem
i=1

Unicos ai, -+ ,arq1p € Z com 0 < a,4j < mnj com j=1,--- kK, tais que v = %Caiyi. Tal
representacao de v é chamada representacao padrao. =

Mais ainda, dado v = Tikaiui € (G, dado por uma representacao padrao, temos que
veTL= (v, V) se,zzlsomente se, a; > 0 para todo 1 <i<r+ k.
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Exemplo 1.30. O vetor de Frobenius do semigrupo I'y do Exemplo 1.28 é

Fg = (mp—Dus+(no— Dy —1vy — 1
= (2—-1)(6,0)+ (2—1)(14,2) — (4,0) — (0,4)
= (16,-2).

Deste modo, dado v = (vy,v2) € 4Z% + (6,0)Z + (14,2)Z com v; > 16 e vy > —2,
temos que v € I'y. Em particular, todo vetor da forma 2(9 + a,b) com (a,b) € N? é um
elemento de I'y.

A partir deste ponto, neste trabalho, daremos especial enfoque as parametrizacoes H =

1 1
(tr, -+ ", S(ty, -+ ,t,)) de um ramo quase ordindrio £ = Y ey X2 € C{X,---, X/ }.

R

Os expoentes A € %NT de ¢ correspondem a expoentes nA € N” em S(ty,--- ,t.). Por
comodidade os expoentes de S(t,--- ,t,) associados aos expoentes caracteristicos gene-
ralizados continuarao a serem denotados por \;, i =1,--- ,g.

1.5 Conjunto singular

Nesta secao, apresentamos resumidamente alguns aspectos sobre o conjunto singular de
hipersuperficies quase ordinérias.

Seja f € C{X1, -+, X, }[X,4+1] um polinomio de Weierstrass quase ordinario de grau
n > 0 que define uma hipersuperficie quase ordindria (X,0) C (C™*1,0). Dizemos que
P € (X,0) é uma singularidade de (X,0) se fx,(P) =0 para todoi=1,---,r+ 1.

E um fato conhecido, veja [7], que uma hipersuperficie quase ordindria irredutivel

possui singularidade isolada somente nos seguintes casos:

(i) r =1, ou seja, (X,0) é uma curva plana.

C{X1,X2}[X5]

) é um anel integralmente

(ii) r =2 e (X,0) é uma superficie normal, ou seja,

fechado em seu corpo de fragoes.

Um estudo dos aspectos analiticos do caso (i) é feita em [12]. O caso (i) foi considerado
por Lipman [17] que mostrou que se (X,0) C (C"*! 0) é uma hipersuperficie quase
ordinaria irredutivel normal, entao existem coordenadas locais de modo que f se expressa
como X' ; — Xj--- X, para algum 1 < ¢ < r. Em particular, temos que f admite uma
parametrizacao quase ordindria (7, -+ ,t",t; -+ t.). Se (X,0) C (C3,0) tem singularidade

isolada, entdao em coordenadas convenientes, podemos parametrizé-la por (t7,th, t1ts).
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Uma outra observacao pertinente é com respeito a multiplicidade de uma hipersu-
perficie quase ordinaria. Enquanto para curvas planas, o polinomio de Weierstrass que a

define pode ser considerado como

n
=X+ ZAi(Xl)X;L_i com mult(f) =n,
i=1
0 mesmo nao se pode afirmar no caso geral de uma hipersuperficie quase ordinaria. De
fato, se H = (t7,--- ,t:},ti\“ ...tMry) é uma parametrizacio quase ordindria, entdao Lip-
T
man (veja [15]) mostrou que a multiplicidade da hipersuperficie é min{n, |\1| = >_ Ai;}.
Além disto, Lipman adota a seguinte terminologia: -
Se n < |A1], entao dizemos que estamos no “Caso transversal”.
Se |A1| < n, entdo denominaremos esta situacao de “Caso nao transversal”.
Nos proximos capitulos, vamos concentrar o foco nas hipersuperficies quase ordinarias

singulares (em particular temos multiplicidade maior que 1) e com singularidade nao iso-

lada. Particularmente, estaremos interessados em informacoes analiticas de tais objetos.



A-equivaléncia de ramos quase ordinarios

Neste capitulo, vamos explorar a equivaléncia analitica de hipersuperficies quase or-
dinarias. Para tanto, vamos traduzir a equivaléncia analitica de hipersuperficies quase
ordindrias em termos da A-equivaléncia de suas parametrizagoes.

O objetivo principal do capitulo é descrever mudancas de coordenadas que mantém
parametrizacoes normalizadas, bem como analisar detalhadamente a agdo do grupo A

sobre tais parametrizagoes.

2.1 O grupo A

Sejam (X, 0), (),0) C (C"*1,0) hipersuperficies quase ordinarias dadas por polindémios de
Weierstrass f,g € C{X1,---, X, }[X,11], respectivamente. Dizemos que (X,0) e (),0)
sao analiticamente equivalentes se existem vizinhancas U,V da origem e um isomorfismo
analitico ®* : (C"*! 0) — (C"1,0) tais que ®*(X NU) = Y NV. O isomorfismo analitico
®* induz um automorfismo ® : C{Xy,--- , X,41} = C{Xy, -+, X,11} tal que ®(f) = ug
com u(0) # 0, isto é, (®(f)) = (g). Consequentemente, temos um isomorfismo entre as

algebras analiticas Of e O, de (X,0) e (), 0) respectivamente

O, = C{Xl’ - ’X”+1} _ C{Xh T >Xr}[Xr+1]
T () - )
C{Xy, -, Xon}  C{Xy, -, X, X ]

(9) a (9)

Note que considerando os germes de aplicagoes f,g : (C™™1,0) — (C,0), temos que
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a equivaléncia analitica de (X,0) e (),0) corresponde a K-equivaléncia dos germes de
aplicacoes f e g no sentido classico da Teoria de Singularidades.

Por outro lado, uma parametrizagao H = (¢7,--- ,t", S(t1,--- ,t,)) da hipersuperficie
quase ordindria (X, 0) dada por f € C{Xy,---, X, }[X,+1] de grau n pode ser considerada

como germe de uma aplicacao

H:(C",0) — (C10)

(t17”' 7t7") = (t?7 7t77}75<t17"' 7tr))-
Deste modo, é natural considerar equivaléncias de tais aplicacoes. Particularmente, tres
relagoes de equivaléncia se destacam:

Dadas Hy, Hy : (C",0) — (C™*!,0) dizemos que

e H, e H, sao R-equivalentes, que indicamos por H; ~r Hs, se existe um difeomor-
fismo p € R = Dif f(C",0) tal que

H, =Hso0 pfl.

e H, e H, sao L-equivalentes, denotando Hy ~, Hj, se temos 0 € L = Dif f(C™*1 0)
de modo que
H, =00 H,.

e Hy e Hy sao (L x R)-equivalentes, se
Hl = 0O HQ O pil

com o € L e p € R. Neste caso, denotamos A = L x R o produto direto de L e R

e diremos que H; é A-equivalente a H,, indicando Hy ~4 H>.

Denotando A = C{Xy, -+, X, 11} e B = C{ty, - ,t.}, temos que a parametrizagao
H induz um homomorfismo de C-algebras
H:A — B

(2.1)
h —~ hodH.

Se f € C{X1, -, X,}[Xos1] 6 irredutivel ¢ € = S(X7,---, X7) & raiz de f, entdo
ker(H*) = (f) e assim
— C{Xh T 7XT+1} ~

©r 7

Im(H*) = C{t", -+ ", S(tr, - ,t.)}.
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O homomorfismo injetor

_ C{X17 aXT-‘rl} N B

©r T

induzido por H* e dado por
h=h+(f)— H*(h)

continuard a ser denotado, por abuso de linguagem, por H*, isto é,

H:0; — C{t, .t}

h + h(H) (22)

com Im(H*) = C{t},--- ,t", S(ty, -+ ,t,)}.
Deste modo, a equivaléncia analitica de hipersuperficies quase ordindrias pode ser
traduzida em termos de isomorfismos da C-algebra C{t},--- " S(t1,--- ,t.)} que, por

sua vez, corresponde a mudancas de parametros e coordenadas, ou seja, A-equivaléncia

de parametrizacoes. Temos assim que
Of ~ Og ~ HlNAHQ

em que H; e Hy sdo parametrizagoes das hipersuperficies quase ordinarias (X, 0) e (), 0)
dadas por f e g respectivamente.

O principal objetivo deste trabalho é explorar a acao do grupo A sobre parametrizagoes
da forma H = (t},--- ,t",S(t1,--- ,t,)) normalizada no sentido da Defini¢ao 1.14. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que S(ty,--- ,t,) =t} -« tMru(ty, - ,t,) com
u(0) = 1.

Note que, se Hi~4Hs, entao existe (o, p) € A tal que o diagrama abaixo comuta
cr Iy o+
pi lo
c L o
onde

U(Xla"' 7XT+1) = (O.l(Xla"' 7XT+1)7"' >O.T‘+1(X17“' 7XT+1))

r41
com 0;( Xy, -, Xpq1) = ) aijXj + g em que ¢; € M%-ﬁ-la Moyr = (X1, , Xpy1) €0
j=1

ideal maximal de C{Xy,---, X,11} e
p(th'” atT) = (Pl(tl»"' 7t7">7"' 7p7‘(t1ﬂ"' 7t7"))'
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A fim de manter a parametrizacao quase ordinaria, isto é,

aoHlop_l(th"' ) = Hoty, -+ t.) = (&7, - ", So(ty, - , 1))
0-<<:0_1)711"" 7(p_1)?751((p_1>17"' 7(p_1)r )) = (t?7 ) r752<t17"' 7t'f))7

em que (p~1); denota a i-ésima coordenada de p~!, devemos ter, para 1 < i < 7:

t? = 0.::(<p71)7117”_ ’(pil)?ﬂgl((pil)la"' 7(1071)7“))
= ; aij(p~")} +air 151 (p™") + qi(Hip™),

ou seja,
1
(Z agi(p™")! + aip1S1p " + QiH1p1> =t;=pip (tr,-- ,t,).
j=1
Consequentemente,
1
pi(ty, -+ 1) = (Z aijti + @ir151 + QiH1> .
j=1
Como p;(ty,--- ,t.) € C{ty,--- ,t.} parai = 1,--- ,r, para mantermos a condigao

normalizada, devemos ter que
pi(ty, -+, t,) = t;U;

1
i rt151+q(Hy) \ ™ . .
com U; = <am- - M) uma unidade em C{t1,--- ,t.}, ou seja, a;,4+1 = 0 se

2
n > Ay e tlq(Hyp).
Assim, para cada 1 <7 <r temos que a;; = 0 se j # ¢ e, em particular, tais condicoes
também se aplicam a oy, - - -, 0,.

Analisemos agora 0,1, isto é,

,
orp1( X1, o, X)) = E g1, X5+ Qg1 41 Xr 41 + Grg1-
j=1

Note que

T Hip (b ) = (o7 )" 4 a1 S1(p7") + gra (Hi(p ).

Jj=1
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Como (p_l)?(tl, s ty) = U = ¢itf 4+ --+, com ¢; € C\ {0}, para obtermos H,
normalizada, o que implica nao termos ¢} em S; = arHHlp_l(tl, -+« t,), devemos ter
ary1; = 0 para todo j = 1,---,r. Além disto, como Sy = o,y 1Hip Ht1, -+ ,t,) =

Gri1o0151(p7 ") F e (Hi(p™h) = 3 - - thrw e S) = 1 - - - tMry devemos ter

Qi1 (pr ) (DM u(p )+ g (Hi(p ™)) =830 -2 v, 0(0) # 0

e entdo, ) - tM gy (Hi(p7 ).
Logo, o subgrupo G C A que mantém a forma normalizada é composto pelos pares

(0,p) € A tais que

p(t:l?..‘ Jt'r> = (pl(t:[?‘.. 7t"'>7‘.. 7p7‘<t17"' ’tr))

o(X1, -, Xpp1) = (1 (Xa, -+, X)L orn (X, -, X))

com

3=

pilty, - t) = t (ai,z’ + %ﬁ“m) , tal que

a;; # 0;a;,41 =0sen > A e t7qi(Hy)
oi( X1, Xop1) = api Xi + i1 Xo1 + @,
1<i<reqeM?;
or1( X, Xo1) = @101 X041 + @1, com
ti\” N7 qey o (Hy) com gy € M72°+1-
Reciprocamente, se (0,p) € G e H é uma parametrizagdo normalizada de uma hipersu-
perficie quase ordindria, entdao o Hp~! também ¢é normalizada.

Podemos resumir as consideragoes acima no seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja H = (t},--- &7, S(t1,- -+ ,t,)) wuma parametrizagio normalizada de

Y Yr

uma hipersuperficie quase ordindria. O subgrupo G C A cuja ac¢do sobre H ainda nos dd
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uma parametrizacao normalizada é caracterizado pelos elementos (o, p) tais que

1
pi(t17 e 7t7") — t’L (ai,i + M) n ’ com

a; #0;a;,,0.1 =0 sen > A\y; et!|q(H)
oi( X1, Xo1) = a4, Xs F a1 Xy + 6,
1<i<reqeM?;
or1(X1, -, Xo1) = a1, Xr41 + @1, com
0t grya (H) com gpen € M2

Exemplo 2.2. Seja H = (t},--- ,t", S(t1, -+ ,t,)) uma parametrizacdo quase ordindria
com semigrupo 'y e vetor de Frobenius Fpy, conforme introduzimos na Secao 1.4. Se
Fir = Ay, entdo H ~yg (87, -« 0 i ),

De fato, como Fy = i(nl —1Dvpi— (n) en; > 1, para que Fy < A\ devemos ter que
g =1 e, neste caso, =

Fr=mn—-—1)A\—(n) <X\

ou seja,

(n— 2\ < (). (2.3)

Obviamente a relacao acima ¢é sempre vélida para n = 2.

Se n > 3, entao devemos ter -5 < 2. De fato, se -5 > 2, entao n > 2n — 4, isto ¢,
4 > n contrariando o fato de que n > 3. De (2.3), temos que \j; < 5 < 2, assim Ay < 2
para todoz=1,---,r.

Para n = 3, devemos ter A\; < (3), ou seja, \;; € {0,1,2}.

Como Fy < Aj, do item (1) do Teorema 1.29, temos que todo termo atd" .. Ao £

ti‘“ ... thr é tal que § € T'y. Além disto, uma vez que H é normalizada temos que
0 =vg(X;11h)

com h € M,.

Agora consideremos

p(t17'.‘ 7tT) - (t17”' 7t7“>
0(X17"' 7X7‘+1> - (Xl"" 7XT7X7‘+1 _XT+1h>

com vy (X, 1h) = 8. Note que X, 1h € M2 et} ... t27|(X,1h)(H), ou seja, (0, p) €

G, em que G é o subgrupo descrito no teorema anterior.
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Deste modo, o Hp~! néo possui o termo at?* . . .2 e possui os mesmos termos tf Loth
tais que g < §.

Repetindo tal argumento para todos os monomios, exceto o caracteristico, temos que

Ho~g (17, 0 1 ).

Y Ur

Assim, temos que se Fg < A; entao:

e Paran =2, temos H ~g (£2,--- 2,1} ... t)r).
o Paran =3, temos H ~g (t3,--- 3,11 .. .t}) com Ay € {0,1,2}.
e Paran >4, temos H ~g (t2,--- %t ... #217) com \y; € {0,1}.

Note que o caso n > 4 corresponde, segundo Lipman (Remarks 7.3.2, pdg. 99 de [17]), as

hipersuperficies quase ordinarias normais.

O exemplo anterior também ilustra como podemos eliminar um termo at' ...t de
H com 0 = (01, ,0,) > (A1, , A1) = A1 tal que 0 € 'y alterando, eventualmente,
apenas os termos tfl ...t% de H com B > 9. O resultado abaixo, retrata uma situagao

mais geral.

Proposicao 2.3. Sejam H = (t?,--- ,t*,S(t1,--- ,t,)) com S(ty,--- ,t,) =t} .. thr +

Yy ro

STttt e§ €N tal que § > \;. Se

i>A1

r+1
0 € UFH+)\1_V1'7

i=1

entdo podemos eliminar de H o termo com expoente § alterando, eventualmente, termos
i b de H com 3> 9.

Demonstracao. Consideremos mudancas de coordenadas da forma

o( Xy, X, Xo1) = (Xa +p1, -, X+ 0, Xoin + )

p(tb"' 7t7’) = (pl(tla"' 7t7")a"' 7p7"(t17"' 7t7‘))
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tais que )

it t) =t <1+%>"

para 1 < j <r. Sem perda de generalidade podemos considerar p; com expoente domi-
nante.

Temos entao, que p~(t1, -+, &) = t; (1 — l% + - ) =t — th;lﬁ + X, em que os

termos ¢} ...t de X sdo tais que i > 2ug(p;) — (n — 1)6;.

Assim, para 1 < i < r temos que
(CHp ™t 1)) = oi(Hp™) = (o7 )" +pi(Hp ™) = 17
Parai=r+1,
T Hp Tt ) = ()M ()N 3 o) (o) pra(Hp T
= (- STu xlf.% (tr — 2etore 4 g, )

. i i . i ir —
s bi(tlf —%;’Huaﬂl) (t;r - %;’”rﬁ) +pria(Hp™t)

i>A1
e S<t17"'7t'r>
_ngﬂ ()\11@11—1@12 LT YD byt ti)
i>A1

! (Alrtiﬂ...tﬁlr—l + 3 biz‘rt?...tjk—1>

nt .
i>A1
+pr+1(H)+D
— Sty b)) — By — e — =2 S, 4 poy (H) 0,

nty nt? 1

onde X; representa termos com expoentes em vg(p;) + (A; — n)d; + N, H; representa
termos com expoentes em vy (p;) + (i; —n)8; + N" e [ representa termos com expoentes
em O (M — v +vg(p) + N U (v (prea) + N7).

ZSzelpl = .-+ = p, = 0, entdo podemos escolher p,4; € M2, com expoente domi-
nante de modo a eliminar o termo com expoente vg(p,1) de S(t1,--- ,t.) alterando,

eventualmente, os termos com expoente em vy (pr41) + N\ {vu(pr+1)}-
Sepr=---=p; = = pry1 = 0 podemos escolher p; com expoente dominante tal
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que
PiSt,
VH ( nfl) =va(p) + M — v
nt;
e assim podemos eliminar o termo com expoente vy (p;)+A —v; de S(tq,- - - , t,) alterando,

eventualmente, os termos com expoente em

{va(pi) + M1 — v + NP\ {vu(p:) + M — v}

O resultado anterior foi inspirado no Lema 5 de [4].

2.2 Acao do grupo (/31 X 751)

Na secao anterior caracterizamos precisamente o subgrupo de A que preserva a parame-
trizagao normalizada de uma hipersuperficie quase ordinaria. Alguns dos elementos deste
subgrupo introduzem termos, outros eliminam e ainda ha elementos que alteram apenas
os coeficientes de termos da parametrizacao. Identificar quais elementos deste subgrupo
eliminam um determinado termo nao é uma tarefa facil na maioria das vezes. No entanto,
o Teorema da Transversal Completa nos ajuda a identificar termos que podem ser elimi-
nados a partir da caracterizacao do espaco tangente a érbita de um elemento pela acao
de um grupo.

Por comodidade apresentaremos uma versao do Teorema da Transversal Completa que

utilizaremos neste trabalho.

Teorema 2.4. (Teorema da Transversal Completa)Seja G um grupo de Lie agindo
suavemente sobre um espago afim A (com respeito a um espago vetorial V') e seja W um

subespaco vetorial de V' satisfazendo
TG0 +w) =T,G(v) (2.4)
para todo v € A e w € W. Entao

(1) v+ {T,G(v) "W} C G(v) N{v+w}, YveA;
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(17) Sewvyg € A e T € um subespaco vetorial de W tal que
W cT+T,G(v)
entao para todo w € W, existem g € G et € T tais que

g(Uo +’LU) = Uo—i‘t.

Demonstragao. Consultar [5]. O

O teorema acima assegura que o subespaco 1" contém um representante da G-orbita de
todos os elementos de vo+ W de V e, por este fato, é denominado Teorema da Transversal
Completa. Além disto, a condi¢do (2.4) indica que o espago tangente as érbitas de v+ W
¢ o mesmo em todos os pontos v + w, e é igual a T,G(v).

Por impor que as mudancas de coordenadas mantenham a parametrizacao norma-
lizada, as restrigoes impostas sobre os difeomorfismos dificultam a andlise do espaco
tangente a érbita de um elemento. Vamos relaxar as condigoes sobre as mudancas de
coordenadas de modo a facilitar nossas anélises, sem abrir mao de algumas propriedades.

Vamos considerar (o, p) € A tais que o e p sejam independentes entre si e da para-
metrizacdo H = (7, --- 7, S(ty, -+ ,t,)) com S(ty, - ,t,) = 3" ...t} com u(0) # 0,

porém levando em consideracao a relacao entre \y; e n. Mais especificamente, considera-

mos A=L xR o subgrupo de A em que
R = {p="(p1,---,p);pi(ts, -~ 1) = cits +1:(, ¢; € C\ {0}, € M, }
e £ é constituido por elementos
(X1, Xpp1) = (@ Xy + e, a1 X1 + 6041)

em que para 1 < ¢ < r temos

i € XiM, A <
€ = { a4 +1 5¢ ! " (25)

biX,i1+¢q com ¢ € XM, 1+ X, (i Mepised; >n

2
(§ €r+1 6 MT-"-l'
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Observagao 2.5. Note que, se r = 1, ou seja, H = (¢",t*u) é a parametrizacio de uma

curva plana com A > n, entao temos
R ={p(t) = ct +1;¢ € M},

L= {o0(X1,X2) = (@1 X1 + b2 Xo+ @1, 00 X0 + @2);¢; € M%}

eAd=LxRéo grupo considerado em [12] para a classificacao de curvas planas irre-

dutiveis.

Note que o subgrupo A contém as mudancas de coordenadas que mantém a pa-
rametrizagdo normalizada. Em particular, a agdo de um elemento (o,p) € A sobre
H = (t%, - ", S(t1, - ,t,)) com S(ty,---,t.) = ;... tMu com u(0) # 0 ¢é dada

por

aHp ™ (ty,-,te) = (- ailpy )" +0iS(p ) +a(H(p™)), -+ s ar1S (07 ) g (H(p ™))

com
b, = 0, ¢; € XiMr—i-l se A <n

b eC, ¢ € XiMy1 + Xopi Moy se Ay >n
e g1 € M7,
Como

p_l(tla' o 7t7‘) - (tlvlu ot 7t7‘vr)

com v;(0) # 0, temos para 1 <i <r
1
(0Hp™")i = tju; = (tiu} )"
com u;(0) # 0.
No que segue, se h € C{Yy,---,Y,}, entdo j*h denota o polinémio de Taylor de h (na
origem) de grau k, ou seja, o truncamento de h constituido pelos termos de ordem menor
ou igual a k.

Se denotarmos

2 { (0,p) € A (X1, X)) = (@ X1, a1 Xopa),s } (2.6)
p(ty, - t.) = (city, -+, ety), a; £ 0 # ¢
e
Ar={(o,p) € A;jlo = (X1, Xpp1) e jlp=(tr, ,t,)} (2.7)
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entdo todo elemento de A pode ser expresso como uma composicao de um elemento de H
e .Zl. Note que 42(1 = Zl X 7%1 com

Li={oeLlijlo= (X, Xp)} e Ri={pEeRij'p=(t,--- . 1,)}.

Identificaremos os germes de aplicacoes analiticas de C” em C™*! que preservam a
origem com sua expansao em série de Taylor na origem, que indicaremos por J(r,r + 1).

Deste modo, temos que a acao do grupo A, ¢ dada por

(Ly x Ry) x J(ror+1) —  J(rr+1)
((0,p),H) + ooHop '

A érbita de H por esta acao é
(L1 xRy)-H={ooHop o€ Ly,pe R}
Deste modo, o espago tangente a érbita de H é dado por:
Tu((Ly x R1) - H) = d(¢m)1(Ti(L1 x Ry)) = d(¢u)1 (T L1 x TiRy)

onde _ _ _ _
ngiElXRl — <£1XR1)'H
(U7p) — (O',p)-H:O'OHOpil,
d(¢p )1 denota a derivada de ¢ na identidade 1 € L£1xR1 e TyG denota o espaco tangente
de G na identidade, sendo G um dos grupos 7%1, L1 ouLly X Ry.

Como L7 e R, sao espacos afins, temos que

TLy={(e1, - ,€641), com € comoem (2.5),i=1,---,r+1}

T{fél = @tlg, com C’L c M,«.
=3

Logo,

d(ém)1 (L1 x TiRy) = d(ém)i1(T1L1 x {0}) & ({0} x TiRy))

- _ (2.8)
= d(¢n)i(T1Ly x {0}) + d(om)1({0} x TiR1).
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Temos que d(¢p)1 (T Ly x {0}) = dipy (T1.L,) onde

wizl — J(T’,T"—l)
o — ooH.

De fato, seja v um elemento da base de T, L,. Entdo, u = (0,--- ,€,--+,0) em que ¢
satisfaz as condicdes dadas em (2.5). Como u € Ty L1, existe uma curva A () =15 +tu
com t € (—¢,¢), tal que, Az (0) = 17 e XZl (0) = u. Assim, estendemos Az () a uma

curva em £~1 X ﬁl dada por

A (—g,e) — El xﬁl
t — ()\&(Zf),lﬁl).
Logo,

Desta forma,

Mas,
(P o N)(t) = ¢u(Az, (1), 15,) = Az, () o Ho (15 )" = Az (1) o H = (Yo Az )(t). (2.10)

Portanto,

2.10

d(dm)1(1,0) Z (6170 )(0) "= dupy (N (0)) = iy (w),

donde concluimos que

d(dpp) (TLLy x {0}) = dipy (TLLy).

De maneira analoga, considerando

15:7%1 — J(r,r+1)
p — Hop™!

podemos mostrar que d(¢g)1({0} % Tlﬁl) = dgEl(Tlﬁl).

Portanto, substituindo em (2.8) temos,
d(¢H)1<T121 X Tlﬁl) = di (lel) + Cwl(Tﬂil)-
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Agora tomando
VR — J(rr+1)
p — Hop

temos que di (Tlﬁl) = dgﬁl(Tﬂil).

De fato, considerando a composicao

7%1 i) ﬁl i> J(?”,?“—Fl)
p +— pt — Hoplt

e lembrando que 6 é difeomorfismo, temos que df; é isomorfismo, diy; = di); o df; e desta
forma, dlﬁl (TIRI) = d%(TlRl)-
Logo,

TH(El X 7:\;,1 . H) = d(ng)l(TlEl X Tlﬁl) = dwl(TIZI) + d@ZJl(Tlﬁl)

Agora vamos descrever dzﬁl(Tﬂil).

Sejan = (0,---,m;,--+,0) um elemento da base de Tlﬁl, isto é, n; = t;¢; com (; € M,
e consideremos uma curva em ﬁl que passa pela identidade de ﬁl e admite vetor tangente
n dado por y(t) = 15z +1tn = (t1, -+ ,t; +tn;,- -+ ,t,). Deste modo, temos a seguinte

curva em J(r,r + 1):

(Woy)(t) = (lg, +1tn) = H(lz, +tn)
(t

(
ér[La"' 7<tz+tnz)n7 7t?75(t17"' 7tz+t7727 atr)'

Desse modo,

dii(n) = (do7)(0) = H(lz, +tn)(0)
- %(t?’ T (ti + tni)n7 R A S(tla T (ti + tni)’ Y 7t7"))(0)
= (07 T 7nt?_177ia e 707 Stznz)
= (07 7<XiOH>tz‘7"' 707(XT+1OH)ti)77i7

em que Sy, denota a derivada de S com respeito a ;.
Assim,

r

d@1(T17€1) = { ((Xl oH)y - tiMy, -+ (Xp 0o H)yy - t, My, Yy (Xog10 H)y, - tiMr) } :

i=1
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Em termos matriciais, um elemento de dzﬂ(TﬂEl) ¢é dado pela transposta de

(X10H)y, 0 e 0 M
0 (Xy0 H)yy - 0 "
(Xpy10H)yyy (Xog10H)y -+ (Xpp10H)y, My

com 7; € t;M,..

De maneira analoga, calculemos di; nos elementos da base de T1E1- Para tanto, tome
a curva y(t) = 1z +16, onde § = (0,--- ,d;,---,0) em que §; satisfaz as condigoes dadas
em (2.5), tal que v(0) = 17 e +'(0) = 4.

Temos assim, a seguinte curva em J(r,r + 1):
Desse modo,

dw1<5) = (wofy),(()) = %(ﬁl? ?t?"’—t(dioH)"" 7t77}75(t17"' ’tr>> (O)
= (0, ,8i0H,--,0).
Logo,
dp1(TiLy) = (10 H, -+, 6410 H)
com 0; satisfazendo as condigoes dadas em (2.5) parai=1,---,r + 1.

A anélise acima pode ser sintetizada no seguinte resultado.

Proposicao 2.6. O espacgo tangente a orbita de H pelo grupo Zl X ﬁl € o conjunto dos

elementos dados pela transposta de

(XIOH)tl 0 O m (51(H)
0 (Xoo H)yy - 0 12 02(H)
. . _ . . + .
(Xpp10H)y (XpyroH)yy -0 (Xppr0H)y, us Or41(H)

com n; = t;(; com (; € M, e ; satisfazendo as condi¢oes dadas em (2.5).

Embora tenhamos descrito o espago tangente em um elemento da érbita determinada

pelo grupo .Zl, tal grupo de difeomorfismos nao é um grupo de Lie e deste modo, nao
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podemos aplicar o Teorema da Transversal Completa. Para contornar a situagao, consi-

deramos jatos destes elementos. Mais especificamente, se G é subgrupo de A, denotamos
G* = {j"¢:9 € G}

que é um grupo de Lie.
Assim, se J* denota o conjunto dos k-jatos de parametrizacoes de hipersuperficies

quase ordindrias, entdo temos para g € G¥ e H € J* a acao

Ghx gt — J*k
(9. H) = j*g-H).

Recordemos que um de nossos objetivos é o de descrever termos eliminaveis em uma
parametrizacao de hipersuperficie quase ordinaria por meio de mudangas de coordenadas
do grupo A. Para a utilizagao do Teorema da Transversal Completa utilizando o grupo
j’f temos algumas hipdteses a serem verificadas e objetos a serem identificados.

Para nossos propositos fixaremos uma classe topoldgica, ou equivalentemente, os ex-

poentes caracteristicos generalizados
AL < Ay < -ee </\g; Ai GNren:degXTHf

em que f € C{Xy, -+, X, }[X,11] é um polinémio de Weierstrass quase ordinério que

define uma hipersuperficie quase ordinaria dada por uma parametrizacao normalizada

H:(?’... £ S(t1,--- 7tr))

Y Vro

em que S(ty,--- ,t,) =t .. tMru com u(0) # 0.
Ao agirmos em H elementos (o, p) € ﬂl, como descritos anteriormente, obtemos uma

parametrizacao
Hy = (Muy, - t"u,, 07t 4 gy (H(p)).

Podemos nos concentrar em ¢, € M2, tal que g,41(H(p~")) tenha expoente dominante

divisivel por 1" ... )" ou seja,

Hy = (tMuy, -t 01t u,)
com u;(0) =1 parai=1,--- r+ 1.
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Deste modo, as parametrizacoes de hipersuperficies quase ordinarias, em que estamos

interessados, pertencem ao espaco afim

A=t 0 ) 1V

Y Vro

com respeito ao espaco vetorial
V=tIM, @ @M, Bt M,

Além disto, ¢ imediato verificar que Ty A¥(H) = j*Ty A, (H).

Vamos mostrar que o subespaco de V'

W — w = (wy, -, W, wry1) €V;  wy, 1 <i<réhomogéneo de grau k tal que
g wj=0sek<nmparal<i<r ewre1 =0se bk <|A| =AM+ + A
(2.11)

satisfaz a condi¢ao (2.4) do Teorema da Transversal Completa. Para tanto necessitamos

de alguns resultados auxiliares.
Lema 2.7. Sejam H € J*, (0,p) € ,Z(If ew € Wy, temos que
3 ((o,p) - (H +w)) = j* ((0.p) - H) + w +0

com 0 = (by, -+ , by, 0)w, 41 em que para 1 <i <r, o;(Xy, -+, Xp41) = Xi + 0; X1 + ¢
tal que b; =0 e q; € X;M,yq se Ay <n; ¢ € XiMiqg + Xpa Mg se Ay > n.

Demonstracao. Uma vez que
jhoi(H +w)p™ = jroi(H(p™) +w) = j os(H(p™)) + wi + biw,. 1
para 1 <1 < r, temos que

3o p) - (H+w)] = g5 oi(H +w)p™, -+ opa(H +w)p™]
= [ jfa(H(p™") +wi + biwyga, -+ jF o1 (H(p™") + wryr)]

2 .
uma vez que 0,41 (X1, -+, Xpp1) = Xoj1 + ¢ry1 com ¢pyq € M:, ;. Assim,

3o, p) - (H+w)] = (o, p)(H)]+w+ (br,- by, 0)wrps

- 40 -



ok
N Capitulo 2. A-equivaléncia de ramos quase ordindrios

O préximo lema situa um elemento 6 = (b, - - - , b, 0)w,;; como descrito no resultado

anterior.

Lema 2.8. Com as notagoes do lema anterior temos que
0 = (b17 e abT7 O)wTJrl € THer"Z’f(H + w) N TH"Z’ZHH)

Demonstracao. E suficiente considerarmos Wyl = tfl o tPrcomk = |B] > [Me B > A
Pela Proposigao 2.6, temos que 6 € TH+w/jf(H +w') com w’ € Wy, se, e somente se,

existem

(1) m € t;M,, para 1 < i <r;

(2) 0; € XiM,i1se Ay <noud; € (Xoqq) + XiM,yq se Ay > n, para 1 <i <r;

(8) 0rp1 € M2,

tais que
bith" .t = R 4w + 6i(H + w))
= j*(nt? '+ 6(H +w')) paral <i<re
0 = j* (Z(S+w;~+1)tﬂ7j +5r+1(H+w’)> .
j=1
Para tanto, basta considerarmos §; = 0 para ¢ = 1,--- ,r + 1. Além disto, para
1< <r:

(a) se Aj; < n, entao b; = 0, como ja observamos no lema anterior e, neste caso, tomamos
0= n; € ti./\/lr.
(b) se A\j; > n, entdo como f5; > Ay; > n, tomamos
b; -
0 = itfl...tfl e c{t, -t}

Se i > 1, entao como 1 > A1 > 0 temos que 7; € t;M,..

Se 1 =1 e existe 8; > 0, entao n; € t; M,

Sei=1e0 = [, > A, para todo m > 1, entao ,, = A,, = 0 para todo m > 1 e
B1 > A1 > n, que nos d4d novamente 1, € t;M,.
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T
Note que, deste modo, em » (S + w;):;7; para os indices j tais que A\;; > n, temos
j=1

AL A
(S+w)iy)e,n = ijjtfl“u LTI Ay

. .y
com u; unidade, pois w;. ; € W.
Mas,

T

Z(Bl‘i‘)\u)—n:’5’4")\1’—722]64‘)\11—71

=1
com igualdade se, e somente se, Ay = (Ay1,0,---,0).

Deste modo, se |5| + |A\1] = n > k + Ay — n, entdo |B] + |\| —n > k pois A\y; > n.
Se, por outro lado, |8+ [\i]| —n =k + Ai; —n, entdao A\ = (A11,0,---,0) com A\j; >n e
temos |B| + [\ —n > k.

De qualquer modo, temos que

it (Z(S + Wiy )iy + O (H + w')) =0,

j=1

ou seja, 6 € TH+w/.,Zl(H + w') para todo w’ € Wjy. Em particular, para w’ = 0 € Wy,
temos 0 € Ty A;(H). Portanto,

0 € Toyw AN (H +w) N Ty AC(H).

Agora estamos aptos a justificar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.9. Se H € J* e w € Wy, entdo
To s AL (H + w) = Ty AR (H).

Demonstragio. Tomemos v € Ty A¥(H 4 w), entao existe uma curva o : (—e, ) — A
definida por u — (o4, p.) e tal que a(0) = (09, po) em que oy e po indicam a identidade
de L£F e RE, respectivamente.

Assim, considerando a aplicagao

Dppy t A o TF
(0.p) = (o,p)(H+w)
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temos

0= @prmoa)(0) = lim 2Hre(@(W) = uiu(a(0)

) (H 4 w) — a(0) - (H + w)
T M((0upa) (T w) —H —w

Do Lema 2.7 temos

7 (0w, pu) - (H +w)) = 3" (0w, pu) - H) +w + 0(u)

e assim, como 6(u) = (by(u),- - ,b.(u),0)w,;1 e b;(0) = 0, temos
v:u%j%“““ijﬂ_J{+QW);“m::@Woaymy+ymy (2.12)

Mas, pelo Lema 2.8
0'(0) = ((0), - ,b.(0),0 w1 € T AN H +w) N Ty AM(H).

Assim, como y = (P 0 @) (0) € Ty A¥(H) segue que v € Ty A¥(H).
Além disto, uma vez que v € TH+WZ'1“(H +w), y = (Pyg o a)'(0) € THJZIf(H) e
0'(0) € TH+w.Zlf(H +w) N TH.Z’f(H), segue de (2.12) que

y=0v—0(0) € Ty (H + w).
Portanto, Ty AR (H + w) = Ty AF(H). O

Deste modo, temos que o grupo j’f satisfaz as condigoes do Teorema da Transversal
Completa considerando W = W), dado em (2.11). Em particular, para todo elemento w de
Wi N Ty A¥(H) temos que H' = H 4+ w é A¥-equivalente & H. Deste modo, é importante
identificarmos os elementos de W;, N TH./Z’f(H ).

Dado w = (wy, -+ ,w,41) € Wy, temos que w € TH.Z’f(H) se, o somente se, existem

n; = t:G; ¢ € M, e §; satisfazendo as condigbes dadas em (2.5) tais que
w; = jF(nt? g+ 6 (H)) 1<i<r

Wy = jF (Zl St;7; +5r+1(H)> .
]:
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Como, para 1 < ¢ < 7, temos w; € t'M,, digamos, w; = tv; com 7; € M,, basta
tomarmos 6; = 0 e 7; = %ti% € t; M, e teremos satisfeitas as r primeiras equagoes do
sistema acima. Observe que se k < n, entao w; = 0 e neste caso, temos §; = 0.
Além disto, note que para j = 1,--- ,r a parcela
1
Sy = St

é nula se k < n e tem multiplicidade |\| + k —n se k > n.

'
Note que, se |[A\;| > n, entdo j* (E Si;m; + 5,,+1(H)> = 0, isto é, neste caso, temos
j=1

que todo (wy,,--- ,w,,0) € Wy pertence a TH.Z’f(H)

De qualquer modo, o exposto acima garante que para quaisquer w; € t! M, 1 <i <7,
existe (wy, -+, Wy, wyiq) € Wi N T AY(H).

Observe que desta forma, dado (o, p) € A% e H = (- - - AP Ny com u(0) =
1, temos que

O-Hpil(th T 7t7“) = (t?ulv U 7t17}u7’7 ti\u - 'tﬁlruﬂ*l)

com u;(0) = 1. Como tlu; = tI + tl'v;, com v; € M,, tomando w; = tI'y; temos a
existéncia de w = (wy, -, Wy, wys1) € Wp N Ty A¥(H), tal que H é Ak-equivalente a
parametrizacio H' = H +w = (t7,--- ", ;" ... tMra/) com u/(0) = 1.

No préximo capitulo apresentaremos uma alternativa de como identificar termos da

forma (0,---,0,v) que podem ser eliminados de H.

2.3 Homotetias

Um dos nossos objetivos é que, dada uma parametrizacao de hipersuperficie quase or-
dinaria H, possamos obter uma outra parametrizacao H; que seja A-equivalente a esta,
mas que tenha uma expressao mais simples. Nesta busca determinamos o subgrupo G
de A que preserva a forma normalizada da parametrizagdo. Este subgrupo e o estudo
de r-formas diferenciais que apresentaremos no capitulo seguinte, bem como a relacao
com o ideal Jacobiano, nos ajudam a identificar termos da parametrizacao que podem
ser eliminados de modo a obtermos uma parametrizacao que seja equivalente e apresente
uma expressao mais simples.

Na se¢ao anterior, expressamos os elementos do grupo A como composi¢ao do grupo

A, (veja (2.7)) e do grupo H (veja (2.6)). O grupo A, foi considerado anteriormente.
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Nesta secao vamos analisar aspectos do grupo H das homotetias. Embora, como
veremos, tal grupo nao auxilie na eliminacao de termos, ele permite normalizar alguns
coeficientes, ou seja, torna-los monicos.

Consideremos uma parametrizagao normalizada de hipersuperficie quase ordindaria

'
dada por H = (t7,--- ,t*,S) em que S = )" ...t} 4+ Y ait$" .. % + ..., ou seja,
selecionamos r termos de S em que a; # 0. Neste moment(l):lnéo estamos preocupados se
os termos selecionados podem ou nao ser eliminados, o objetivo é mostrar que podemos
escolher até r elementos em S, além de ti\“ ...tM7 de modo a deixa-los monicos.

Consideremos a homotetia

O_(Xb"' 7XT+1) = (lela"' 7m7"+1X7“+1)7
p_l(t17"' atr> (Sltly"' 737"tr)'

A agdo do par (o, p) sobre H é dada por
H' = (va) -H :OHp_l(tb'" 7t7“)
— ( m.s™? -+ .m <ﬁ S)\ljt)\ll A + ia_ f[ SCithn 1Sir +>)
g Hlgog Uiy s Hir41 Ji 1 -l 1 e TS .
j=1

i=1 =1

Escolhendo m; = s; ", para 1 <7 < r, temos

r

r r
g n n )‘17 >\11 )\1 Cij C'l C
H = 107 by Mgl ||S] tl ...tTT—i— a; S tll‘-'tTZT‘i‘"'

Consideremos o sistema de r equacoes em s;

T T T
y A . . ii—A1j _
aiHsﬁ“ = Hsj”, para 1 <1 <7, ou seja, Hsﬁ” Y =aj; L
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Para simplificar a nota¢ao denotamos o;; = ¢;; — A1;. Deste modo, temos o sistema:

J

[ =a 1<i<r. (2.13)
j=1

Aplicando a fungao logaritmica complexa f(z) = log(z) nas equagbes do sistema ob-

temos

(57 | = Yoaylog(s;) = logla;") 1<i<r
J:

log

r

J
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Denotando por b; = log(a; ') e log(s;) = w;, reescrevemos o sistema acima como o

sistema linear .,
=1

Agora selecionamos um subsistema, que admite solugao, com numero de equagoes
k < r maximo que, sem perda de generalidade, podemos assumir que seja composto pelas
k primeiras equagoes.

Deste modo, determinamos w;, j = 1,--- ,r satisfazendo (2.14) e, como w; = log(s;),
num dominio conveniente usando a inversa da funcao logaritmica, obtemos s;, j = 1,--- ,r
satisfazendo (2.13).

Desta forma, usando os s;’s obtidos e o e p~! dados por

-1
_ LN
X, X, = | s7" Xy, 0,80 X, 57 X, ,
U( 1 +1) 1 1 (JHI J > +1 (215)
p_l(th e 7t7') = (Sltla T ST‘tT)

agindo na parametrizacao H da hipersuperficie quase ordinéria, obtemos

yVro

k
O'Hp71<t17"' 7tr) = (t?v ty ti\ll.._t?lr+2t§11__.tglr_i____)’
i=1

mostrando que H é A-equivalente a uma parametrizacao cujos termos dos expoentes
(Gity- -+, Gir), com @ = 1,--- k, s@o monicos e que correspondem as k-linhas do sistema
(2.14) selecionadas.

Vejamos um exemplo.
Exemplo 2.10. Considere a parametrizacao quase ordinéria
H = (3,13, 13¢5 + 512637 + 8155 4 819¢5).
Considerando os termos 51255 e 8t9t5 temos que o sistema (2.14) associado é

Ow; + 3wy, = loghH127! = —9log2
3wy + 1w, = log8 ! = —3log2

cuja solucao é

0=w; =logs; e log2™> = wy = log so,
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ou seja, s; = 1 e s = 1/8 sado valores para os quais a homotetia descrita em (2.15) nos

da a seguinte parametrizacdo quase ordindria A-equivalente a H:

1
H = (ti", ta, thty + s + 515 + gt?tg) :

Por outro lado, se selecionarmos os termos 8t$t5 e 8t{t5, entao obtemos o sistema (2.14)

3w, + 1wy = log87!
6w; + 2w, = log8&~!

que nao admite solucao, ou seja, nao ha homotetia que normaliza simultaneamente os

dois termos selecionados.

Podemos resumir o apresentado nesta se¢ao no seguinte resultado.

Proposi¢ao 2.11. Seja H = [t7,-- ¢/, ). thr 4 3 agt? .15 | uma parame-
>M

trizagdo quase ordindria. Se {{ — Ay; ac # 0} é um conjunto linearmente independente

de R", entao existe uma homotetia que normaliza simultaneamente todos os termos com

ezpoente ¢ de H.

Demonstragao. Se C = {¢ — Ay; ac # 0} é um conjunto linearmente independente de R",

entao 0 < #C' < r. Renomeando os termos de C' temos que

C:{alv"'aak}a k

N

r.

Deste modo, o sistema associado aos termos que determinam o conjunto C' admite
solucao e consequentemente, pelo exposto anteriormente, a homotetia obtida pela solucao

do sistema, normaliza os termos associados ao conjunto C'. O]
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Neste capitulo vamos apresentar uma caracterizacao de vetores no espaco tangente des-
crito no capitulo anterior utilizando r-formas de Kéahler. Ademais, estabeleceremos uma
conexao entre os elementos do ideal Jacobiano e tais r-formas. Utilizando o moédulo das
r-formas de Kahler podemos definir um subconjunto Ay C N”" associado a uma para-
metrizacao de hipersuperficie quase ordinaria. Tal conjunto, no caso de curvas planas
irredutiveis, desempenha papel crucial na classificacao analitica veja [12]. Além disto,

caracterizaremos para casos particulares, o conjunto de valores Ay.

3.1 Espaco Tangente e r-formas

No que segue estamos interessados em apresentar uma caracterizacao para os vetores
tangentes a 6rbita de uma parametrizagao de uma hipersuperficie quase ordinaria H com
respeito ao grupo .Zl. Particularmente, vetores da forma (0, - - - , 0, u), pois o conhecimento
destes permitirao a eliminacao de termos na parametrizacao H. Tal caracterizacao sera

feita utilizando r-formas de Kahler.

Seja H = (7,--- ,t",S) com S = ;" ... tMrv, v(0) = 1 uma parametrizacio normali-
zada de uma hipersuperficie quase ordinaria determinada por f € C{Xy,-- , X, }[ X, 11]
irredutivel.

Considerando o grupo A; descrito em (2.7), temos

Ty = {(e1,--+ ,€41), com ¢ satisfazendo as condicdes dadas em (2.5)}

T17~31 = @Pt;( com (€ M,
i=1

48



Capitulo 3. O conjunto A

e (0,---,0,u) € THjl(H) se, e somente se,

n—1
’ et bl " 5, (IT)
= ' ' ‘ o+ : ,
0 0 - 0 mrt
u Sy, - S, Ur Ori1(H)
com 7; € t;M, e §; satisfazendo as condigoes dadas em (2.5). Deste modo, tomamos
n; = —% e temos:

i

(a) Se \i; < n, entdo §; = X;q; em que ¢; € M1 en; = — 5"(,53 = —%tiqi(H) e t;M,;

nt
(b) Se Ai; > n, entao &; = b; X, 41 + X;hi + Xo 165, hi,gi € Mgy e

1

m=— (bt T+ b (H) + T g (H)) € M,

Assim, devemos ter
.

St 0,(H
w=0,1(H) =) QT(_l),
— nt;
isto é,
Ny (H) T an = = ST §(H) Syt~ !
i=1
U = ) 3.1
nty~t. . -l (3:1)
ou seja,

nty T = b (8 =Y D S(H) Sty
=1

Considere O = Oy e Q 0 O-médulo de diferenciais de Kéhler, ou seja, o O-médulo ge-
r+1
rado por dX1,- -+ ,dX,,1 sujeito arelacao > fx,dX; = 0. No que segue vamos considerar
i=1
o O-médulo €Uf, das r-formas de Kahler, isto ¢,

,
1
0= /\ Q0.
i=1
Note que, se w € (), entao

r+1

W= hdXy N ANAXG A A dX .
=1
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Seja B = C{ty,--- ,t,} e consideremos Q% o B-médulo das r-formas diferenciais
Oy ={gdty N---Ndt,, g€ B} (=~ B)

que é, em particular, um C{t7,--- ,t%, S(t1,, - ,t,)}-mdédulo. Deste modo, como por
(2.2)
H*(O> - C{t?v 7t77}75(t177"' 7tr>}
temos que 2 tem estrutura de O-maédulo via H*.
O monomorfismo de C-dlgebras H* : O — B, apresentado em (2.2), nos dé assim o

homomorfismo de O-mddulos

r—+1 r+1

w e Y HY(hy) N dH (X)) (32)
i=1 j=1
J#i

r+1 o
em que w =y hdXy A AdX; A+ NdX, 1.
i=1

Note que, se H = (t},--- ,t", S(t1,--- ,t.)), entéo
dH*(X;) = d(t7) =nt]"'dt;, 1<j<r

dH*(X,21) = d(S(t, -, t,) =3 Sudty,
k=1

Deste modo, para 1 <1 < r temos

r+1
N AH (X)) = (=)' eyt Sdty AL At
=

T

Além disto, A dH*(X;)=n"ty"" .. .t 1dt; A ... Adt,. Temos assim,

j=1

wH(W) -1 _
A R TN D
dtL M- A dt, B (e )t r

—

3 (1) () Sty
=1

Como, Yy (dXy A --- AdX,) =n"ty" . "7 tdt; A--- Adt, temos a igualdade

, ' .

) nH* (hpy1 )67t S (= 1) T H* (hy) St !
H _ i=1

Y (dXin-AdXy) T ntPhap !
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Comparando com (3.1) temos que a igualdade

V(W)
X A - A dX,)

=u; (0,---,0,u) € Ty A (H)

se tomarmos 6,y1 = h,11 € 0; = (—1)T_i+1hl-, 1 < ¢ < r pertencendo aos conjuntos
convenientes que descrevem os elementos do grupo Aj;.

O exposto acima pode ser resumido no seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja H = (t},--- 7, S(t1,- -+ ,t.)) uma parametrizagao de uma hipersu-

) Yr

perficie quase ordindria normalizada. Temos que (0,--- ,0,u) € TH.Zl(H) se, e somente
r+1 —

se, existew = Y hydX A - - ANdX;A---Nd X, 41 € Qp tal que Yy (w) = upg(dXA---AdX,)
i=1

com 8,41 = hpy1 € 6; = (1) h; 1 < i <r ed; satisfazendo as condi¢oes dadas em

(2.5).
Ainda considerando o homomorfismo de O-mddulos dado em (3.2) e dado w € Qf,

denotamos

Vv(w) = {é;é ¢ vértice do poliedro de Newton de wH—(M)} )

dty A\ --- Ndt,
Claramente, se 1/)H—(M) admite expoente dominante § = (d1,---,d,), ou seja,
dty N\ -+ N dt,
Y (w) - : .
sev | —————— | = (01, ,0,), 0 poliedro de Newton correspondente tem um tnico
dty A\ -+ N dt,

vértice que é justamente §. Este fato serd usado ao longo do texto evidenciado pela
notagao £V (w) = 1. Além disto, indicaremos v(w) = v (%) +(1).
Similarmente ao caso do semigrupo de uma hipersuperficie quase ordinéria, definimos

os conjuntos Ay e Ap, respectivamente, por
Av(H)=Ay ={d+ (1);9 € Vy(w) para todo w € Qp, \ ker(vy)}
e

Ap(H) = Ap = {é+ (1):8 = v ( Vu(w)

m) e fVy(w) =1 para w € Qp, \ ker(wH)} :

No caso do semigrupo de uma hipersuperficie quase ordinaria H, Gonzalez-Pérez (em
[8]) e Popescu-Pampu (em [21]) introduzem os conjuntos I'yr e I'p e mostram que I'yy = I'p
(veja Capitulo 1). No caso dos conjuntos Ay e Ap é 6bvio que Ap C Ay No entanto,
nao podemos garantir a igualdade. De fato, o proximo exemplo ilustra o fato de que esta

inclusao pode ser estrita.
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Exemplo 3.2. Consideremos a parametrizacao quase ordinaria dada por
H = (8,63, ¢%2 + 115" + 417t3° + at?'t3’).

Neste caso, temos A; = (A11, A\12) = (13,12).

Consideremos a 2-forma

W = Olelng A ng + OéQXQXm A ng + Ongngl VAN dX2

Tomando ag = —%(—/\11041 + Apan) = l—gal — 49 obtemos,
(A C) R 9 4,46 743
— = 361°t3" ((9as — o )taty + (6 — 4o )t1tS + (Bas — Tay)at(ts) .
dty N\ dts
_ . (W) .
Note que, se a = 0 entao, embora TN dL nao tenha expoente dominante, podemos
1 2
obter 2-formas com expoentes dominantes que correspondem precisamente aos vértices
w
do poliedro de Newton de Q’DH—H
dty A dtsy

De fato, considere,
)3 5
W = §6X1dX2 A ng + 6X2dX1 AN ng + QﬁngXl A dXQ

com 3 # 0 e teremos
Vi (w') 19,20
—— = —906t,7t5".
dty A dts Pt

3201 temos que w — w' tem expoente dominante (16,23).

15
Por outro lado, se a # 0, entao nao temos uma 2-forma com expoente dominante

Agora tomando =

(16,23) ¢ I'y. De fato, consideremos uma 2-forma geral, que ¢ dada por

N = h1dXo N dX3 + hodX; AN dXs3+ h3dX; A dX,

com h; € O.
Como
9242
—— L = h(H ho(H hs(H
dty A dts 1(H) dty A dts 2(H) dty A dts 3(H) dt, Ndty

Y (dXs A dX3)
dty N dts

= —39t1%t5% — 42613123 — 5115420 — 60at 1 ts’
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Yy (dXy A dX3)
dt; A dty
¢ suficiente considerarmos hy = ¢y + 1 X1 + 2 X + c3X35 + ¢4 X3,
hy = eo+ e1Xo + e X2 +e3 X3+ es X5 e hg =3 by i, X1 X2 X5 tais que

= 36,7ty + 631130 + 5411ty + 4bat Pyt

i3€{071}7
i1:i2:() Seigzl,
O§21§4, OSiQS?SG’ig:O,

uma vez que quaisquer outros termos em hq, hy e hy produzem somente termos de ordem

superior a (16, 23).
v (n)

obtemos
dt1 N\ dts

Agora, compondo h; com H e expandindo

% = (co + 1t + ot + c3t§ + cyth) (—39¢12¢4 — 42413423 — 5116420 — 60atitiT)+
1 2

4 .
+ (; eit?) (36t1°65" + 6315130 + H4t1°t3" + 45at?*tit)+

F ST bt boor (1342 + £14421 4 17418 4 g120415) | (9£242).
0<iq<4
0<io<7

Para que a ordem em t; seja igual ou maior a 16, devemos considerar

boio =0 Vi=0,---,

7 para anular termos com ¢,
biio=0 Vi=1,---,7 para anular termos com t3,

7

7

bgiozo VZ:L,
1)32‘0:0 VZ:L,

co=co=c3=c4 =0 para anular termos com t%2’

para anular termos com ¢},

para anular termos com ¢!,

biio=0 Vi=1,---,7  para anular termos com #{*,

eg=€ea=e3=¢e, =0 by = 13—301 — 4e; para anular termos com t%5.

Com as consideragoes anteriores, o termo de menor ordem em ty é a(9e; — 21¢;)t3263°.

Se a # 0, entao devemos considerar

e = zc1 para anular termos com t3" (3.3)

c1 = 0 para anular termos com t%o.
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)
dt, N dto
O fato de a # 0 é extremamente importante pois, se a = 0 nao temos a condicao (3.3) e

Mas com isso, anulamos , isto é, nao temos expoente dominante (16,23).

conseguiremos obter a ordem que queremos como expoente dominante. Neste caso, sendo
a # 0 obtemos uma 2-forma 7 tal que (16,23) € Ay, mas (16,23) € Ay \ Ap.

Observacao 3.3. Em virtude do Teorema 2.4 e do Teorema 3.1, podemos obter pa-
rametrizacoes quase ordinarias equivalentes com k-jatos contendo uma quantidade me-

nor de termos. De fato, se (0,---,0,u) € Wy, como descrito em (2.11), é tal que
r+1 —

¢H(w) = U@/)H(Xm JARR /\dXT) com w = ZthXl JARR /\dXi/\ /\dXT_H € Q%
=1

1=
com h; satisfazendo as condigoes dadas em (2.5), entao

Hé ,Zlvl—equivalente aH+(0,---,0,u).

3.2 O ideal Jacobiano e r-formas diferenciais

Seja f € C{Xy, -+, X, }[X,41] um polinémio de Weierstrass de grau n que define uma
hipersuperficie quase ordinaria.

Nesta segao, vamos considerar o ideal Jacobiano de f (em O)

r+1
J(f) = <fX17” ) 7er+1> = {ZhZfX“hz S O}
=1

e relaciona-lo com €2y,.

Considerando uma parametrizacao quase ordinéaria de f dada por

H = (ﬂﬂ... Tk S(tl,--- 7t7"))

R

temos

Ax,f = XPXu
= Rx,+1(f, fx..1) (3.4)
- l:IlerH(Xl""vXT’fi)

1 1
em que &(Xq,--+, X)) € C{Xp,--- , X;"} éumaraiz de f e &(t}, -+ ,th) = S.
Como estamos tratando com dominios de fatoracao unica, temos que

kq k

erJrl(Xl’ T 7X7“7§1) = XF e 'Xfu/’
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ou seja,
k r
er+1<H) = er+1<t7117 e 71'{}7 S) = tll o 'tvlf UI(H)v
isto é, fx,,, tem expoente dominante.

Por (1.3) temos, usando (3.4), que o expoente dominante de fx,  (H) é

g
Z(nz — Dy,
i=1
em que v,4; ¢ dado como em (1.5).
Seja Q' := C{Xy, -+, X, 1 }dX; + - + C{Xy, -, X,41}dX, 11, consideremos a di-
r4+1

ferencial de f, ou seja, df = ) fx,dX; € Q! e tomemos as r-formas diferenciais em
j=1

QL

-

=1

wi = dfAAXL A ANAXG A ANdX, A dX
r+1 o I
= <fojde>/\Xm/\~~~/\dXi/\-~-AdXT/\dXTH
=1

= fxdX;NdX{ A ANdXG A AdX,
o dXog AAXy A NAXG A - A dX,
= (1) fx,dX; A--- NdX,
(=), dX A AAXG A A d X
paral <17 <.
Como f(H) = 0, entao df (H) = 0, ou seja, df = 0 em Q} e w; = 0 em QF, e deste
modo temos
0 = Yu(w)
= (=17 Ufx,(H)nt7 oty A -+ A d,

(=) (H)nm =y 2 (1) S dy A A

= (=) (o (HD)ntp 4 fxy (H)SE) dty A Adt,

em que S, indica a derivada de S com respeito a t;. Assim, temos que
fx,(H)ntp™" = —fx, ., (H)S,,. (3.5)

Se Viy(h) denota o conjunto dos vértices do poliedro de Newton de h, entao

g

Vi (fx,(H)) = Vae(Si) + Y (ni = Dvpri = (n = 16 (3.6)

i=1
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Em particular, se Sy, tiver expoente dominante, que ocorre sempre que Ay; # 0, entao
fx,(H) também possui.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.4. Consideremos f = X ;| — X{\“ -+ XM que admite a parametrizacio
H=(th, -t t?ll .. 'ti‘”)-

Y Vro

Neste caso, temos que n =ny, g =1, V41 = (A1, , A1) €

o fx...(H)= nX,fZ:ll que tem expoente dominante (n—1)(A11, -+, A1) = (n1—1)vpyq;

o fx.(H) = —>\12-X1)‘“ e X{\”_l o+ XM e assim, se \y; # 0, entdo

n()\n, e A — 1 7)\17") = V./\/(Sti) + (n - 1)Vr+1 - (n - 1)61;-

Exemplo 3.5. Seja f = X2 — 2X7 X0 X3 — 2X3 X, — X3 X3 4+ XFXT — X3 que admite a

parametrizacao H = (13,13, t3 + t3t5 + t5t3). Temos que n =n; =2 e v3 = (3,0).
Neste caso, temos:

o fx,=2X3-2X?Xy e fx,(H)=1t3(2+ 2t;) que possui expoente dominante (3,0).

o fx, = —6X2X, X3 — 6X7X2 - 3X?2X) +6XPX2 —3X?e

fx,(H) = —6t1t2 — 61t — 3t] — 6t1ty — 3tits = t1(—3 — 615 — 315 — 61312 — 61515)

que tem expoente dominante (4,0) = Vyr(Sy,) +v3 — 01 = (2,0) + (3,0) — (1,0).

* fx,

—2X3 X3 —AX3X, —AX3X3+2X8Xy e fx,(H) = =2t — 2t9t3 — 4153 — 44945,

Note que como em (3.6) temos {(9,0), (6,2)} = Vi(fx,) = Var(Si,) +(3,0)—(0,1) =
{(3,3),(6,1)} + (3, —1).

No que segue vamos explorar a relacao de J(f) com €2, por meio do seguinte homo-
morfismo sobrejetor de O-mdédulos

v:Qn — J(f)
r—+1 o r+1 )
w = Z:l hidXi N+ A dXZ VANERREIVAY er+1 — ;(—1)T+1_Zhif_xi.
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Observacao 3.6. Dada uma r-forma

r+1 r
W =D HAXi AL NAXG N NdX Gy €= N\ QY
i=1 =1

com h; € C{Xy,---,X,41}, temos que

r—+1 o r—+1
WAdf = (Z RidXy A -+ NdX; /\~-~/\er+1) A (Z indXi>
=1 i=1

r+1 o
= Y hfx,dXi AN ANdXG N NdX g ANdX;
i=1
r—+1 )
= Z(—l)r—i_l_lhgfxiXm VANCRIVAY dX?”-i-l'
=1

Deste modo, se h; € O é a imagem de A pelo epimorfismo canonico

C{X1, -, X,u1)
(f) 7

T (C{Xl, ,XT+1} — Of =
entao considerando
r—+1

W= hdXy A NAXG A AdX g € O
=1

temos que

r+1 . w’/\f
U(w) =S (=) h fx = .
() = 3o g w(dXM_“AdXM)

Mais especificamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.7. Seja [ € C{Xy, -, X, }[X,11] um polinémio de Weierstrass que define

uma hipersuperficie quase ordindria com parametrizacio H = (t7,--- jt" S(t1, -+ ,t,)).

Y ro

Com as notagoes acima, temos que

Yu (W) H(V(w))

Yp(dXy A---NdXy)  H*(fx,,,)

Em particular, Vi (Qp) = Viv(H*(J(f))) — Fa — (1), em que Fg é o vetor de Frobenius
de 'y e H* € como em (2.1).
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r+1 —
Demonstracao. Note que a imagem de w = > h;dX; A ... ANdX; AL ANdX, 41 € 2, por
i=1
U também pode ser obtida, segundo a Observacao 3.6, a partir da r-forma diferencial
r+1 —
W=> hdXy N ANdX; AN ANdX,1 € Q7. De fato, temos que
i=1

W' A df r+1
= -1 T—H_ih» v ‘
g (Xm/\---/\dX,,H) ;( ) ifx; (w)

r+1 o
Além disto, dado w = > hdXy A - ANdX; A--- NdX,41 € Q, temos que:
=1

1=

wH(w) -1 _
—— = A (H)n "t 1
diy A - A di, n(H)n'ty r

—

3 (1) thy(H)nm g Lg,
=1

Agora por (3.5), temos que
in (H)?’Lt?_l

Sy, = e C{ty, - ,t,
h er+1(H) { ! }
e substituindo em ¢H—(w), temos
dty N\ --- Ndt,
Y (w) —1 1
S o oV HYn ¢t 1.
dt, A - Ndt, s (H)n'"t; br fe ()
+ S (=) (H gt gt
i= (H
o i
= —1)" =t (H) fx,(H r—r
(z':Zl( ) (H) il )) " e (H)
Deste modo, temos que
bulw)  H(WW)
Yp(dXy A ANdX)  H*(fx,u)
¢ g
Vi (w) = Vi (H* (U () = Y (i = Dvpgs + (n=1),
i=1
ou seja,

Vn(Qo) =V (H*(J(f))) = Fu — (1).
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O teorema anterior estabelece uma relagao entre os vetores (0,---,0,u) € THle(H )
r-formas e o ideal Jacobiano J(f) de uma hipersuperficie quase ordindria definida por

f =0 com parametrizacao H.

Corolario 3.8. Com as notacdes anteriores, temos que
ker(vu) = ker(W).

Demonstragao. Pelo teorema anterior, temos que w € ker (i) se, e somente se, H*(V(w)) =

0. Mas H* : Oy — B é um monomorfismo, ou seja, ¥V(w) = 0. O

Podemos ainda, reinterpretar ker(V) (= ker(¢y)) em termos do submédulo T de

torcao de €, ou seja,
T ={weQy;3he Of\ {0} e hw = 0}.

Proposigao 3.9. O nicleo do homomorfismo V : Qp, — J(f) definido anteriormente é

precisamente o submddulo de tor¢ao T' de €Uy, ou seja,
T = ker(V).
Demonstragao. Seja w € T, entao existe h € Oy \ {0} tal que hw = 0. Deste modo,
0=V(hw) =h¥(w).

Sendo Oy um dominio e h € Oy \ {0}, segue que ¥(w) = 0, isto é, w € ker(¥).
r+1 o
Reciprocamente, seja w = > hdXi A AdX; A+~ ANdX, 41 € ker(V). Como em Qf,,
i=1

temos - .
(=), dX A AAXG A A dX o,
ou seja,
(=) dXy A ANdXy = fx  dXy A AdXG A Ad X (3.8)
em (2.
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r+1 )
Deste modo, como 0 = ¥(w) = > (—=1)""""'h; fx, em Oy, temos em QF,
i=1

0 = VY(w)dXiA---NdX,
r+1 )
= S (=) hifx,dXy A NdX,
=1

= Zer+1h’idX1/\"'/\@/\"'/\dXT_H
=1
r+1 o
= fxou (2 hidXy A= NdXg Ao A dxm)
=1
- thLlu}.

Portanto, como fx, ., # 0 em O, temos que w € T'. O
Como corolario, temos que

Corolario 3.10. Como O-mddulos temos que

Qo
T

Demonstracao. Segue do fato de que ¥ : Qf, — J(f) é um epimorfismo e da proposigao
anterior, isto é, ker(¥) =T. O

Exemplo 3.11. Considere f = X | — XM XM com n > 2 cuja parametrizacio &
H = (%, -t 3" .. thr). Temos que, se 1 <i <7 e Ay; # 0, entdo

w = )\1in+1Xm A NdX, + (—1)T_i7’LXidX1 VANERIVA d/)z VANEIVAY er-i—l eT C QTO

De fato, como ¥g(w) = 0, temos que w € ker(yy) = ker(¥) = T. Podemos ainda,

"
constatar que em /\ Q' temos
i=1

w A df == TL)\MX;LFIXm VANRRIVAY dXT VAN dXT_._l - n/\lin‘” e X;\lrXm VANRREIVAY er—i—l
= nAufdXi A ANdXq,
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ou ainda, em 2,

fxoaw = nX'H X, adXy A AdX,
F(=1)" X dX, A - A dX /\---/\dXTH)
— n (AuX" L dX) A AdX,
F(=1) XX X A AAXG A - /\dXTH)
= n (A XU XX A A dX,
(—1)" X, X7 d X A --A@A---AdXTH)

+
(=
+ (=
(=

DX (1) fx,dXa A A dX,
1) dXy Ao AAXG A A de)
D= Xdf AdXy A AdXG A+ AdX, AdX ;=0

em que a pentltima igualdade segue de (3.7).

Do mesmo modo, podemos mostrar que X rpw com k=0,

n—1—k
de T, uma vez que n X" "(XF  jw) = nX"w =

Exemplo 3.12. Ser =2 e A\;; = A2 = 1, ou seja, f = X§ —

quase ordinaria determinada por f tem singularidade isolada e T' é ciclico, uma vez que

fx, o w =0 em 5.

f é quase homogéneo (veja [18]).

2
Note que, em Qg

/

, temos que

w ngXl VAN dX2 - ’I’LdeXQ VAN dX3 eT
w” = X3dX1 N dX2 + TLXQXm A ng eT
sao iguais. De fato, como
0 = df NdX;

segue que w' = w” em Q.

ng/

FxdXi AN dXs + Fx,dXo A dXs + Fx,dXs A dX;
— XodX; AdXs — X1d X A dX3

%(w// o w/)’

Além disto,

Xg(ngXl VAN dX2 + NdeXQ VAN ng)
X3(XodX) A dXy +nX31dXs A dXs)
—X3(df NdX5) =0
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e
X = Xqu"
X1 (X3dXy AN dXs —nXodXy A dX3)
X3(X1dX, AdXy —nXE1dX, A dX3)
= —X3(dX; Ndf)=0.
Temos que dado w € T, como T é ciclico, entdo w = hw' com h =) aiijfXgX:’;.
Deste modo, segue da andlise acima e do exemplo anterior, que
n—2
w=ho' = ZaiijfXng "= ZXéfw/,
k=0
ou seja,

C{Xb X27 X3}
<fX1a fX27 fX3> ‘

Por outro lado, se r > 2 ou 1rr<1a<x{/\1i} > 1, entdo Xfw' € T para todo k € N, ou seja,

dimcT =n — 1= py = 75 = dimc

dimeT = o0 = puy = 7y.

3.3 Conjunto A versus semigrupo [’

Seja H = (t},--- ,t", S(t1,-- - ,t,)) uma parametrizacao de hipersuperficie quase ordinaria
com semigrupo 'y = (v4, -+, Vp, Vpy1, -+, Vrtg). Nesta sec@o vamos realizar uma andlise
sobre o conjunto Ay (H).

Temos que {dX;A-- -/\cT)Z/\- AdX, 1;1=1,--- ,r+1} é um conjunto de geradores

para €2, como O-moédulo. Considerando elementos da forma

w=hdX{ Ao ANAXG A Ad Xy € Qb (3.9)
temos que
dty A--- ANdt, dty A -+ A dt,
AX1 A NdX; A - A dX,
e Yu(dXy +1) tem sempre expoente dominante dado por
dty N -+ A dt,

(n)—vi+A = (n,---, O coon) 4+ (M, Ay) sei<r+1
(n) = (n,---,n) sei=r+1.
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C{Xy, X1 "
{ 7 + }, temos que —dtz/)ﬁ(.&tr

Assim, variando h; € O = terd vértices do

poliedro de Newton da forma

r+1

UFH+(H)—VH‘)\1 C An(H)
i=1

e se variarmos h; somente entre as séries com expoente dominante, obteremos o mesmo,

ou seja,
r+1

UTu + (@) —vi+ M C Ap(H). (3.10)
i=1
Disso, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.13. Se H = (t},--- ,t", S(t1,--- ,t.)) € uma parametriza¢io de hipersu-

perficie quase ordindria com semigrupo I'y = (v1, -+ ,Vp, Vpy1,- -+ , Vrig), entdo elementos

em
r+1

UFH+(E)—V¢+)\1
i=1
pertencem a Ap(H) C Ay (H).

Observacao 3.14. No caso particular em que H = (t},--- ,t", S(t1, -+ ,t,)) tem um

yVr

unico expoente caracteristico \; = (A1, -+, A1), temos que

Fy\Z CAp(H) C Ay(H)

com
_ yel'yyy=a 1M +na, o, €N, 1=1,--- rn0< a1 <ne
::{_ - ﬁ{ajzo;j:1,...,r+1}z2}'
De fato, se H tem um tinico expoente caracteristico Ay, entdao 'y = (11, , Uy, Vpy1)
em que v; para j = 1,--- ,r + 1 sd@o como definidos em (1.5) sendo v,41 = 11 = A\ =
(A11, -+ 5 Arp).

Assim, se v € 'y \ 2, entao utilizando a representacao padrao mencionada no Teorema
1.29, temos ¥ = a1 A1 + na com no maximo um «; nulo. Se a; é o unico possivel nulo,

isto é, ap, > 1 para todo k # j, entao considerando
w= XM XY XM X A A X A A dX

Vi (w)

segue que —mmm
S Y

tem expoente dominante 7.
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Vale observar que este argumento nao é vélido se H tem mais de um expoente carac-
teristico, pois neste caso, terfamos que v,419 € I'y \ Z e ndo podemos obter v, o com w
como acima, ja que v,,o nao provém de expoente dominante das variaveis Xq, -+, X, 1.

A anélise feita para o conjunto Ay até o momento utilizou r-formas como dadas em
(3.9), mas como nem todo elemento de €7, é desta forma, e sim uma soma de parcelas

similares, nosso préximo passo é analisar soma de elementos da forma
hadXy A NdXG A AdXppy + hydXy A AdXG A AdXog (3.11)

e, posteriormente, soma de mais parcelas.
Como os vértices do poliedro de Newton de cada parcela acima estao em (3.10), se
nao houver cancelamento de vértices ao realizar a soma, nao obteremos nada de novo.
Por exemplo, se H = (3, t3, t13t3+117¢®), cujo semigrupo é Ty = ((3,0), (0, 3), (13, 12))
e considerarmos
w =1 X1dXs NdX3+ as Xod X N dX3,

entdo temos que as parcelas tém vértices do poliedro de Newton iguais a (15,14). Mas,

15
se iy = Toq, entao u(w) = —at;°t3° que, para a; # 0, nos da (20,21) € Ap(H) C
dty A dty 2

An(H) e (20,21) ¢ T'y.
Num caso mais geral, se 7;,7; € I'y s@o vértices do poliedro de Newton de h;(H) e

h;(H), respectivamente, entdo queremos que

Gr(dXy A AAXG A A dXpan) Gp(dXy A NAXG A A dX )

7i+y< dty A Adt, ):VjJFV( dty A - Adt, )
(3.12)

Os elementos minimais (nao nulos) de I'y para os quais podemos obter a igualdade
(3.12) sao v; = v (X;) e v; = v (X;). Assim, h; e h; ndo devem ter termos constantes e
devem ter termos da forma «;X; e a; X, respectivamente, com «;, «; € C*. Note ainda
que, se no poliedro de Newton de h;(H) houver um vértice v, = vy (Xx), com k # i, entdo
nunca obteremos a igualdade (3.12). Assim, para obtermos novos valores em Ay, basta

considerarmos cada hy da forma
h = o, Xj, + h;g, (313)

em que hj, representa termos com grau maior ou igual a 2, i.e., hj € M2 ;.
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r+1
Como terfamos ( 5 possibilidades para soma de elementos da forma (3.11),

amenizaremos essas combinagoes considerando a r-forma

r+1

W= hdXi A NAX A AdX
i=1

Usando a expressao dada em (3.13), obtemos

r+1 r+1
W= aXidXi Ao NAXg A ANdX g+ Y WAX A AAXG A NdX . (3.14)
=1 =1

Neste ponto, vamos analisar quais informagoes w; pode nos fornecer.
Sendo H = (t},--- ,t",S(t1,--- ,t.)) com

»Vro

S(ty,---,t,) = H".. . thru
M (L S b £ T
,8 —J

—J
= Y by et

\ﬁj
R
r+1 _ r
ewy =y, ;X dX A ANdX; A+ - ANdX, 11, tomando a,.41 = —% (—1)" Ay, obtemos
i=1 i=1
wH(wl) — el PArtn—1 Z b (i(—l)r_iOé'B") tﬁﬂ tﬁjv,
TR P, (R J

r

= e 0 (z(—w—iaiﬁﬂ) g g
5,

i=1

(3.15)

Denotemos R = S — 1}*" ...t} e considere R; = bgitg“ S8t com 1 < i <k oos
elementos minimais de R com respeito a ordem < (coordenada a coordenada), isto é,

dado qualquer termo tfl ...t € R, existe Rj com 1 < j <k tal que

gj:(lef" ,Gr) < (61,--+,6,) =9.

Desta forma, podemos escrever
R=(Ry+ M)+ -+ (R + My),
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em que qualquer termo ¢} ... ¢]"" de M; é tal que (Gir, -+, Gr) < (15 -+ 5 Vir)-
Deste modo, escolhendo «; com ¢ = 1,--- ,r convenientes, a r-forma w; permite ob-
termos

gj—l—(ﬂ) = (lea"' aer)+(n7"' ,TL) GAN7 1 S] S k.
Em particular, se gj +(n) ¢ 'y, entdo obtemos um elemento de Ay \I'y. Se Qj +(n) €
Iy, podemos analisar o sistema Y (—1)""'aq;8;; = 0, 1 < j < k a fim de obtermos

=1
elementos que nao pertencam a ['y.

Mais especificamente, temos a seguinte observacao.

Observagao 3.15. Se S ="' ...t0" + Re R= (Ry + M) + -+ + (Ry + My), em que

R; = bg_tgj "4 sdo os elementos minimais, como mencionado acima, entdo em (3.15)
=J
temos parcelas correspondentes a Ry, --- , R, dadas por
T
bgl Zzzl(—l)rO{ACh — )\1,) t%“ R tglr
T
bc Z(-l)raz<<'21 — )\11) t§21 . tgzr

29

(3.16)

I
A

2

b, (;(_1)7@1’(@1’ - Ali)) 15Ktk

T
Se considerarmos k — 1 equagdes da forma ) (—1)"c;3;; = 0 e uma destas equagoes
i=1
T
Y (—D)"a;f,; = 1, de modo que os vetores 3; = (; — A1z, j = 1,--- ,7 sejam linearmente
i=1
independentes, entao podemos resolver o sistema de modo a anular os coeficientes de k—1

dos R;’s envolvidos e obter w; com expoente dominante (; + (n).

No exemplo que segue, através do raciocinio exposto acima, caracterizaremos o con-

junto Ap, que neste caso sera igual a Ay .

Exemplo 3.16. Considere a hipersuperficie quase ordinaria com parametrizagao norma-

lizada dada por
H = (85,5 = 1115 + 11715 + 5°65% + 6554° + 173431,
em que 'y = ((3,0),(0,3), (13,12)).
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Analisando os expoentes que ocorrem em S temos que

(17,21) = 2(13,12) —3(3,1) ¢ 'y
(20,24) = 2(13,12) —3(2,0) ¢ 'y
(26, 18) 2(13,12) — 3(0,2) ¢ Ty
Fu=(23,21) = 2(13,12) —3(1,1) ¢ 'y

onde Fg denota o vetor de Frobenius de I'y.

3 —_—
Consideremos w; = > o X;d X3 A - AdX; A -+ NdX,41 com ag = %al — 4a que é
i=1
a 2-forma que pode originar os valores minimais em Ax/(H) \ I'y. Lembremos que os a’s

sao coeficientes que podemos escolher para determinar a 2-forma.

Da expressao dada em (3.15) obtemos

¢H(W1)

qond 3242 [(—day + Yo ) 1TE2L + (=T + 1200520424

(3.17)
+(=13; + 60r9)t3063°% + (—10cv; + 9avp)t33¢3] .

Assim, basta escolhermos oy, as € C de modo que —4a; +9as # 0 e —13aq + 605 # 0
e teremos que
(17,21) + (3,3) = (20,24) €e Ay(H)\ 'y
(26,18) + (3,3) = (29,21) € Ay (H)\Ty.

Agora note que

(20, 24) + 3(0, @)
(20,24) + (3,0) +3(0,a) p € AN(H)\ Ty (3.18)
(29,21) + 3(a, 0)

para todo a € N.
Qualquer outro par da forma (20,24) 4+ v ou (29,21) + v com v € I'y estard no
semigrupo 'y, pois (20,24) +v > Fy e (29,21) +v > Fy onde > ¢ a ordem coordenada

a coordenada.

Além disto, note que se em (3.17) escolhermos a; = 1%0@ e ap = 1, obteremos uma
2-forma wj tal que v (%) = (19,23). Logo, v(wj) = v (%) +(1,1) = (20,24),
isto é, w| tem expoente dominante (20, 24).

Por outro lado, se escolhermos o = % e ag = 1, obteremos uma 2-forma wf, tal
que fﬁ%ﬂ nao tem expoente dominante e cujos vértices do poligono de Newton sao
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922.96). (28.20) e (25.23). Veia que (22.26) é expoente dominante de LEXIX2) oy
( 9 ) 9 9 .] q 9 p ) 1

dt1 A\dts
considerada acima.

Agora considere
6
w=—2XX3dX; ANdXy+ X Xod X A dX3+ 1—3Xf‘dX2 A dX3

Y (w)
dt1 Adta

Além disto, considerando

tem expoente dominante (25, 23).

e temos que

w = w4+ 124X1X wi + %w— %X%X%wi ,
obtemos
V@) —279t2st20 n 7011 128,26 _ 16245 §28432 ¢ 1539 B1y23 _ 1624515311529

dt, Ndty, 4 12 12412 96112 3212 1922 1 20

Y (W)
7 dty Ndta

Em resumo, obtemos 2-formas com expoentes dominantes que geram elementos como

tem expoente dominante (28, 20).

ou seja

os anunciados em (3.18). Assim,
(20,24) + 7, (29,21) + 5 € Ap(H)

com
(20, 24) + 3(0, @)

(20,24) + (3,0) + 3(0,) p € Ap(H)\T'y (3.19)
(29,21) + 3(cx, 0)
para todo o € N.

Além disto, pelo modo como as 2-formas foram construidas, (20,24) e (29,21) sao
elementos minimais de Ap(H)\I'y (= Ax(H)\I'g) no sentido que qualquer outra 2-forma
como dada em (3.14) com A} # 0 para originar elementos em Ap(H)\I'g ou = Ap(H)\I'y
vai produzir elementos em 'y pois, a ordem vai superar o vetor de Frobenius, ou sera da
forma (20, 24) + v, (29,21) + v com 7y € I'y.

Deste modo, temos que
Ap(H) = An(H) =Ty \ZEU{(20,24) +7, (29,21) +v; vy € 'y}

em que

(1]

= {ZE FHvZZ O[3’)/1+3(041,O_/2),0 S a3 < 37ﬁ{a] :Ovj = 1a273} 2 2}
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Em particular,

Ap(H\Tyy = Ay (H)\Tyy = {(20,24)+3(0, ), (23,24)+3(0, @), (29,21)+3(r,0): o € N}.

3.4 Expoentes de Zariski Generalizados

Seja uma hipersuperficie quase ordinaria dada por uma parametrizacao quase ordindria
normalizada

H = (t?,~- Tk S(t1,~~ ;tr>>7

) Yr

em que S(ty, -+, t,) =" ... tMv, v(0) = 1 e consideremos R = S — ' ...t} que nao

necessariamente tem expoente dominante. Entao, podemos escrever
R=Riu; +---+ Ryuy

em que u; € unidade e k > 1.

Na expressao para R dada acima, se R; = tfj b .tfﬂ, entao em virtude da Proposicao
2.3, podemos assumir que 9; 7 TOI Ly + XM —vy.

Note que se H admite um seéa;do expoente caracteristico Ay, entao Ay & I'yy e Ao+v; ¢
Ly, Yi=1,---,r.

De fato, se Ay € 'y entao, pela Proposicao 2.3, poderiamos eliminar o termo com
expoente Ao, mas isto alteraria a classe topoldgica, o que é um absurdo. Por outo lado,
se o +v; € I'g com 1 <4 < 7, entdo como v, = Vy9 = N1y + Ay — Aq, temos que

Ao = Vpi9 + A1 — nyy1. Mas, pela Proposicao 1.27 (5), temos que, nyy; € nN", isto é,
my = n(ay, -+ ,a.), a; €N, (3.20)
Assim, teriamos
X+ Vi =V +n+n(—ay, -, 1—ay-,—a,) €Ty.

Segue da representacao padrao (unica) de um elemento de I'y, dada no Teorema 1.29,

que a; = 0 para todo j # ¢ e a; = 1. Assim, de (3.20), temos que

711()\11, T 7)\17‘) = V.
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Mas H é normalizada, entao a tnica possibilidade de ocorrer a igualdade anterior seria
para o caso ¢ = 1. Porém, neste caso, ni\;; = n, ou seja, A\;; < n que contraria o fato de
H ser normalizada.

Deste modo, podemos assumir que a hipersuperficie quase ordinaria é da forma

H:(t?’jt:},S) ComS:p1+p2+...+pg

r+1

e em pq, exceto pelo termo ti‘“ ...tM7 ndo h4 termos com expoente em |J 'y + A\ — v;.
i=1

A fim de formalizar a nomenclatura de uma parametrizacdo como descrita anterior-

mente, introduzimos a seguinte definigao.

Definicao 3.17. Uma hipersuperficie quase ordinaria dada por uma parametrizacao nor-
malizada

H=(, "9

) Vr

com S = ti\” ..ty e u(0) = 1 é uma parametrizagdo normalizada de Zariski, se todo
r+1

termo de S — 3" ... tM" tem expoente § ¢ 'Ul Iy + A1 — v, em que v; sdo dados em (1.5).
1=

Note que pelo que descrevemos anteriormente, toda hipersuperficie quase ordinaria
admite uma parametrizacao normalizada de Zariski.

Além disto, introduzimos o seguinte conceito.

Defini¢ao 3.18. Seja H = (t7,--- ,t",S) uma parametrizacao normalizada de Zariski.
Denominamos Ez(H) = Vi (S—t3" ... t)17), caso tal conjunto seja nio vazio, de ezpoentes

de Zariski generalizados.

A nomenclatura expoentes de Zariski generalizados foi escolhida por ser uma gene-
ralizacdo de um conceito similar introduzido por Zariski em [23], no contexto de curvas
planas.

Além disto, pela Observagao 3.15, temos que, se Ez(H) # 0, entao Ez(H) = Vi (w1) —
(n) com w; introduzido em (3.14).

Note que, se A\; < A < -+ < Ay sa0 os expoentes caracteristicos generalizados e g > 1,

entao sempre hd expoentes de Zariski generalizados. De fato, se S =p; +ps+---+py €
r—+1

todo termo de p; tiver expoente em |J I'y + Ay — 4, entdo Ag é um expoente de Zariski
i=1
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generalizado. Observe ainda que se Ez(H) = (), ou seja, ndo existem expoentes de Zariski
generalizados, entao g =1 e H é Aj-equivalente & (£, - 0 L),

No Exemplo 3.16 os expoentes de Zariski generalizados sao (17,21) e (26, 18) sendo
(17,21) + (3,3) = (20,24) e (26, 18) + (3,3) = (29,21) os elementos minimais de Ap(H) \
Iy = Av(H)\Tn.

No caso de curvas planas tem-se que I'\ {0} C A. No entanto, o mesmo nao ocorre com
hipersuperficies quase ordinarias em geral. O teorema a seguir identifica o subconjunto T g
de I'y que sempre estd contido em Ap(H), bem como caracteriza quando Ty = Ap(H).
Deste modo, o teorema abaixo, pode ser encarado como uma generalizagao do principal

resultado de [23].

Teorema 3.19. Dada H = (t7,--- 1, t)"" ... tM"u) uma parametrizacio normalizada de

Y Yr

hipersuperficie quase ordindria, entao Yy C Ap(H), onde
Yy :={0=(01,---,0,) €Ty; sed; #0, entio d — (n) +v; € 'y} C 'y.

Mais ainda, Yy = Ap(H) se, e somente se, H é j—equivalente a uma hipersuperficie

quase ordindria quase homogénea, isto €, H ~ 3 (t7,--- |t} A I )

Y Ur

Demonstragao. Consideremos g € O tal que vy(g) = a = (ag,---,qa,) € Ty, isto é,
g(H) =17 ... t8u com u(0) # 0. Definamos

wi = dXi A - ANdX; A AdX, Adg € QL
o r+1

= Xm/\m/\dXi/\--J\dXT/\(ngidXi>

=1

= (=1)"igx,dXy A AdX, + gx dX1 A ANAXG A A dX .

r+1

Temos que

o —

V(w) = (7 tdt) A At ) A - A (ntnhdt,) A dg(H)

—

= M T A A Al A - A dE A
T
A <Zl t?l e t?jil . th (aju -+ tjut].)dtj)
]:
= nrfl(—l)rfit?l—m_l Sttt .th+n71(Oin + tiug, )dty A - - A dt,.

(2

Se «; # 0, entao % tem expoente dominante e

v(w)) =a+ (n) —vi=(ag, - ,a.)+ (n,---,0,--- ,n) € Ap(H).
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Portanto, dado a = (ay,++ ,,) € I'y tal que o; # 0 e a + (n) + v; € 'y, entao
a € Ap(H), ou seja, Ty C Ap(H).
Suponhamos agora que H ~ 3 (t7,--- 17, £ M), ou seja, em algum sistema de

coordenadas, podemos assumir que

H= (0, " .t

Da parametrizacao dada acima, temos que
d(X;o H) = nt!'dt 1<i<r

d( X,y 0 H) = _lAljtiH...t%lj‘l...tﬁlrdtj.

£ J
J

Entao:
() br(dXi A AAXG A A dX o)

dty A -+ N dt,
Se A; = 0, entao obtemos zero e, se \;; # 0, entdo obtemos

i o _ 1 _
= (—1)T 'n’" 1)\1¢ti\11+n 1 .. tf\h .. .t?”+n 1.

l/(Xm/\"'/\CT)E/\"'/\dX,«_H):)\1+(ﬂ)—%‘GFH.

G (dX: A AdX,)
dty A - A dt,

Além disto, dado h = Y- a, X7" ... X11' € C{Xy,- -+, X, 41}, obtemos
n

=n"t7 ot e v(dXy Ao AdX,) = (n) €Ty

(b)

41X
H*(h) =hoH = E ayty AL e A
n

e todos os vértices do poliedro de Newton estao em I'y, pois

n(7717 T ?77T) +77r+1<)‘117"' 7)\11“) cel'y.

Assim, dados h; € C{X1, -+, X, 41} com 1 <i <r+ 1, temos que todos os vértices

do poliedro de Newton de h;dX; A --- A d/\)(l A --- ANdX,y1 pertencem ao semigrupo ['y,
Yu(w)

o mesmo ocorrendo com os vértices do poliedro de Newton de ——————,
dty A --- Ndt,

em que
r+1 o
w = hidXi N---ANdX; A--- NdX,41, ou seja
i=1
An(H) = {0+ (1);0 € Vy(w)}
= {Tu+M+ 1) —v, comA; #0,1<i<r}|J{Ty+(n)} CTy.
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Em particular, temos que para cada elemento ¢ + (1) de Ax(H), podemos exibir
w € (2 que admite expoente dominante igual a 0. De fato, dado v € I'y tomamos h € O

tal que v(h) = 7 e temos que

Gu(hdXy A AdX; A - AdXp )
dt; A Adt,

Yu(hdXy N -+ NdX,)
v
dty A --- Adt,
Logo, Ap(H) = Ay (H).
Além disto, note que Ap(H) = Ay(H) C Tq.
De fato, se d + (1) € Ap(H) C I'y, entao temos duas possibilidades:

(@) 0+(1) =y+M+(n)—v; €eTpcoml <i<reyely. Assim, §+(1)—(n)+v; € Ty.

(b) 0+ (1) =7+ (n) € 'y com y € I'y. Seguindo que

0+ (1) —(n)+vi=~+v €ly,
em que v; é como dado em (1.5).

Y Vro

Portanto, se H ~ 7 (t7,--- ,t! ) entdo Ty = Ay (H) = Ap(H).
Agora, pela contrapositiva ¢ suficiente mostrarmos que, se H ndo ¢ A-equivalente a
(£, 7 M 27, entdo Ay (H ) £ 7Ty.

De fato, considerando H = (t7,--- ,t7,S) com R = S—}" .. .t} = Z bs, 5 iy,

Y Yr

r+1
a Proposicao 2.3 possibilita supormos que, se b5, # 0, entao 6; ¢ J I'w + A1 — 1, ie.,
i=1
8 —M+v; ¢y paratodoi=1,--- ,r+1.
Deste modo, tomando

r+1
w1 :Zchdel/\/\dXz/\/\er—l—l

i=1

'
temos, ao considerar ¢, = —% ST(=1)" e,
=

wH( r—1 di1+n—1 Sirtn—1
m ; Z cj(di; — Aij) | 8 U .

7=1
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Agora, escolhendo ¢y, - - - , ¢, € C de modo a nao anularmos os coeficientes dos termos
com expoentes em Fz(H) + (n — 1) (veja Defini¢ao 3.18), temos que Vi (wy) = Ez(H) +
(n—1).

Agora note que, se J; + (n) € Vi(w) \ I'y entao ¢, + (n) ¢ YTy. Por outro lado, se

d,+(n) € I'y, podemos ter §, = apA1+n(ay, - ,a,); 0 < ag < ny e o; € Z (representacao
padr@o) ou d; = Ap para algum i.

No primeiro caso, como §; + (n) — (n) + v; = Ay +1; ¢ 'y, para todoi = 1,--- 1,
temos que 0, + (n) € Aw(H) \ Ta.

No segundo caso, se §, + (n) — (n) + v; = §; + v; € 'y, entdo o > —1 e o; > 0 para
todo j # i. Mas, deste modo, 0, — A\; +v; = (ag — DAy +n(aq, - ,a;+1,--+ ,a,) €Ty
que nao pode ocorrer. Assim, §; + (n) — (n) +v; ¢ 'y e 0, + (n) ¢ Ty.

Portanto, Ay (H) # Ty O

Vimos no teorema anterior que para hipersuperficies quase ordinarias com parame-

trizacao dada por H = (£2,--- , )" .- - t}17) temos

Av(H)=Ap(H) =Yy :={0= (01, - ,0,) €y; se 6; #0, entdo d — (n) +v; € 'y }.

No caso em que a hipersuperficie quase ordinaria tem parametrizacao normalizada de

Zariski (veja Defini¢ao 3.17) dada por

H = (ﬁﬁ... Ak S(tl,--- 7tr))

Y Vro

com S =t} .- tMry e v(0) = 1, escrevemos
Riyuy + -+ + Ryug :S—ti\ll ”'tv)"\lr

com R; = t9"---t%  u; uma unidade e expoentes de Zariski generalizados Ez(H) =

{9;, j=1,--,k} (veja Definicao 3}5)
Consideremos a r-forma wy; = Y, ¢;X;dX; A -+ A 67)?1 Ao NdX,pypq, com ¢y =
i=1

—1/n ZZZI(—l)T_iAliCi e Z(-l)r_lci((gji — )\11) 7& 0 paraj = ]_,' s ,]{7. Para todo éj,
i=1
j=1,---,k, temos que

J
Além disto,
Ly +9;+ (n) CAx(H).
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De fato, como 0; + (n—1) é vértice do poliedro de Newton de w;, entao dado v € I'y,
existe h € C{X1, -+, X,41} com expoente dominante v, isto é, h(H) = t]* ---£)7v, onde
Y (hwr)

dty A --- Ndt,
poliedro de Newton v + 4, + (n—=1)com j =1,--- k. Logo,

v é uma unidade. Agora considerando hw; temos que tem vértices do

ThU (U 'y +éj + (ﬂ)) C AN’(H)

j=1

Na préxima segdo vamos analisar o conjunto Ax/(H) para hipersuperficies de grau

menor ou igual a 3, isto é, o caso n < 3.

3.5 Conjunto Ay (H) paran <3

Se n = 1, entao a multiplicidade da hipersuperficie quase ordinaria é 1 e a hipersu-
perficie é regular. Além disto, a hipersuperficie admite uma parametrizacao da forma

H = (t1, - tr, 2 ayt]" .. 1)), Temos que I'y = (v1,---,1) = N e pela Proposigao
i

2.3, temos que H é Aj-equivalente a (t1,--- ,t.,0), ou seja, a hipersuperficie é definida

por f = X,41. Deste modo, dado w € €2, temos que

r+1
W= hdXi A NAXg A NdX oy = hyadXy A AdX,
i=1

com h,11 € O = C{Xl’"'%j;*}[x“rl] ~C{Xy, -, X, e Ayv(H)=Ap(H) =Ty

Se n = 2 e a parametrizacao é normalizada, entao a multiplicidade da hipersuperficie
é min{n, |\1|} = min{2,\;1 + -+ + A\, } = 2. Além disto, do Exemplo 2.2, temos que a
parametrizacio é A;-equivalente a H = (t2,--- 2, t} ... ¢}7) ¢, do Teorema 3.19, segue
que A (H) = Ap(H) = Yo

Agora, se n = 3, entdao nao podemos afirmar que a multiplicidade da hipersuperficie
quase ordindria seja 3. De fato, como a multiplicidade é min{n, |\1|} = min{3, \;; +-- -+
A1} podemos ter r = 2 e A\j; = A2 = 1, ou seja, podemos ter multiplicidade 2.

Consideremos H = (t3,--- ,¢3,S(t1,--- ,t,)) uma parametrizacao normalizada de Za-

riski. Se Ez(H) = (}, entdo, com vimos, podemos assumir H = (¢3,--- 3 ¢} . t}17) e
Ayv(H)=Ap(H)=Tyg.
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Agora considere H = (¢3,--- 3, S(ty,--- ,t,)) a parametrizacio normalizada de Za-

riski de uma hipersuperficie quase ordinaria. Neste caso, os possiveis expoentes de termos

em S(ty,--- ,t,) sdo da forma
0=2\+3q, comeo; €Zed+v; ¢ Ty+ A, paratodoi=1,---,r. (3.21)

Denotemos os expoentes generalizados de Zariski por Ez(H) = V(S — t3 ... 1)) =
{9, =2\ +3a;; j=1,---,k}. O vetor de Frobenius é dado por Fy = 2\, — (3).

Como vimos no final da secao anterior temos que

THU (U Iy +9;+ @)) C An(H).

Vamos mostrar que um elemento da regiao 9, + (3)+N", dado na representagao padrao,
pertence a Ay (H).

Para isto, seja y € ¢; + (3) + N” para algum j = 1,--- , k e escrevamos
= (717' o 7%“) = 80<>‘117"' ;)\lr) +3($1a T 787“)
com 0 < 59 < 2, s5; € Z. Analisemos cada possibilidade para sg.

(so = 0) Neste caso, temos que

(vas o) = 3(s1,-0 - ,80) 2 9, +(3)

o que implica que s; € N* para 1 < i <r. Logo, (71, - ,7%) € 'y e, como
o) = 3(1, -0, 1) =3(sg = 1,0+, s oo ,8,—1) €D
(v w) = 3( ) =3(s1 )€l
>0 >0 >0

segue que ¥ = (y1, -+ ,V) € Ty C Ax(H).

(so = 1) Neste caso,

’y:(’}/l?“' 771”):()\117'“ a)\lr)+3(sla"' 7$T)2éj+(§)>()\117'“ 7)\17”)

o que implica que s; € N*, para 1 < ¢ < r. Como no caso anterior, tem-se que
y—=3(1,---,0,---,1) € 'y e, portanto, v € Ty C An(H).
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(so = 2) Neste caso,
=) =2 A) 3081, 000 8:) >0, + (3)
o que implica que 7; > 6;; + 3, para todo j = 1,--- ,r, ou seja,
2M1 + 38 > 2Xq; + 3 + 3

donde segue que s; > aj; + 1, ou seja, s; > ;.

Deste modo, temos que s; = a;; + &;, com §; € N*. Portanto,

(o) = 2001, Aw) + 3oy, ) +3(6, L&)
(5j17 T 75j7“) + 3(617 e 757“)
—— ——
>0 >0
Como observamos apds a Definicao 3.18, os expoentes de Zariski generalizados estao

Yu(w1) r
T com wi € 25 dada em

(3.14) pela relacao Ez(H) + (n) = Viy(wi). Assim, 7 € V(X5 X6 1w)) C A (H).

relacionados com os vértices do poliedro de Newton de

k
Deste modo, mostramos que, se v € | J d ;t (3) + N, na representacao padrao, entao
-2

7€ Ay (H).
Reciprocamente, seja w € {1f,, isto €,

r—+1
W= hidXy Ao NdX A NdX g,
=1

com h; € O.

Usando semirraizes podemos escrever cada h; como

hi= " ag X{ e X0+ ag XP o X X+ ay XT0 e X0 X2

% 8 i 72
N J/
-~ N J/ N g

(4) (B) (@)

Notemos que, compondo h; com H, os expoentes que ocorrem em (C') sdo da forma

3(Vit, -+ Yir) 2(A11, -0 s Ar) N
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que superam o vetor de Frobenius Fp e, desta forma, estao em I'y. Deste modo, os
expoentes que ocorrem em ZL ali)(l%i .. 'XQ"X,?HdX1 A+ ANdX; N\ ---dX, 1 estao em

r+1
UTy+(3)—vi+ 11 C Ty Em particular, temos que tais expoentes pertencem a Y.
i=1

Vamos agora analisar o efeito dos expoentes que ocorrem em (A) e (B).
Consideremos ¢ # r + 1. Em dX; A --- AdX; A --+- AN dX, 1 ocorrem termos com

expoentes da forma

G
3,4+

Mas, deste modo, ao considerar h;dX; A--- A CT)Z A--+-ANdX, 1 0s termos provenientes
de (B) contribuirao apenas para 1.

Desta forma, para ¢ # r+ 1, basta analisar a influéncia dos termos de (A) na expressao
hdXy Ao ANAXi A AdXop.

Os termos obtidos originarao elementos 3(v;1,- -+, Vir) +(3) =i+ (A1, , A1) € T
k
ou 3(Yir, %) + (3) — vi + (651, ,05) + N° C U ; + (3) + 'y, caso ocorra o
j=1
cancelamento dos termos com expoente dominante.

Ainda, como dX; A--- AdX, origina o elemento (3,--- ,3), entdo a parcela de w, dada
por h,y1dX; A--- ANdX,,1 gera expoentes da forma:
Usando (A)  3(B1,--+,0:,)+(3,---,3) € Ty;
Usando (B)  3(B1,--,05:) + (M1, A1) +(3,---,3) € Ty

ou

k
3(517"' 7ﬁr>+(6j17"' 75jT>+(37"' 73) S Ulé]+(§)+FH
j=

Yu (w)

T And. geram elementos de

Logo, todos os expoentes provenientes de

T U+ (3) +Tn).

i=1

Portanto, para n = 3 temos

no caso monomial ou,
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As analises feitas nesta secao poderiam ser aplicadas para n > 3. No entanto, ob-
teriamos varios casos e subcasos que tornariam o trabalho técnico e demasiadamente
longo. Mesmo no caso plano, o caso n = 4 se mostra complexo como se constata em [11].

Na proxima secao faremos um breve estudo a respeito do conjunto A para um tipo

particular de hipersuperficies quase ordinarias.

3.6 Hipersuperficies quase ordinarias associadas a cur-

vas planas

Nesta secao estudamos hipersuperficies quase ordinarias que estao relacionadas com cur-
vas planas. Os resultados e propriedades que usaremos relativos as curvas planas podem
ser encontradas em [10]. Inicialmente apresentamos formalmente como se d4 esta relagao
e em seguida mostramos que, de fato tal construcao origina uma parametrizacao de hi-
persuperficie quase ordinaria. Na sequéncia faremos um breve estudo da quase ordinaria
obtida, descrevendo os geradores do semigrupo associado e o conjunto Ap, sobre o qual
destacamos certas particularidades.

Seja H = (t7,-++ 1", > aq,t7" - - 1%) em que o sdo tais que ¢ = (1", aq,t*) é uma
parametrizacao de uma curva plana. Vamos mostrar que H é uma parametrizacao de uma
hipersuperficie quase ordinaria, verificando o Lema 1.11 adaptado para parametrizacoes
ao invés de elementos de C{X}/", -, X;}/"}.

A condicao (7) do Lema 1.11 é satisfeita ja que \; = (8.) = (B, -+, i) < (Bj,-+-, Bj) =

)

(Bj) = \j para ¢ < j, em que 3; e 3; sao expoentes caracteristicos da curva plana.

Analisemos a condigao (i¢) do referido lema, ou seja, se ao, # 0, entao a; deve pertencer
ao subgrupo nZ" + Y. Z\;, em que, o; = (ay, -+ ,q5) e Ny = (X)) = (B)).
Aifgi -
Equivalentemente, devemos mostrar que «;(1) € nZ" + > 7Z5;(1), isto é,
Biggi

Bi<a;
em que k, k; € Z.
g
Lembrando que a parametrizacio de uma curva plana ¢ da forma (", agt% +

i=1
(termos com expoentes divisiveis por e;)) onde ag, # 0 e g = Sy = n; f; = min{w; a,, #
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Oeei—1ta;} ee; = MDC(e;—q, ;) parai = 1,---,g. Como e; = MDC(py, 1), pelo
Teorema de Bézout temos que e; = zy8y + 2151, com zg,2; € Z. Da mesma forma,
ea = MDC(eq, By) implica que es = 2305 + ze; = 2302 + 2101 + 2000. Seguindo este

raciocinio, concluimos que
i
€ = E 2iBj,
J=0

com zj € Z.

Se a,, # 0, entao considere o; > 5. Temos que e, divide oy, ou seja,
o = qeg; g,ex €N

k
= QZZ]'BJ', ZjEZ
7=0

k
= Zopjﬁgs pj=qz €L
” k k k
= poBo+ 2 piBi =pobo+ X pibi=pon+ Y pib;.
j=1 Bi<a; Bi<a;
Concluimos assim, que «; satisfaz a equacao (3.22) e, deste modo, a condicao (ii) do
Lema 1.11 é satisfeita.

A condicao (4i7) do Lema 1.11 se traduz em \; ¢ nZ" + > MZ, que neste caso

)\j</\7;
equivale a 3; ¢ nZ + > 7Zp;.
B <Bi
Suponha por absurdo que ; € nk+ > k;f; para algum k, k; € Z.

Bj<Bi
Comon = fy < B < fBa <+ < fBimy < By Bi = min{l,a; # 0;e,_1 1 1} e ex|ep—1 para

todok =1,--- g, entdo todo f;, para j =0,--- ,i—1, é divisivel por e;_1. Assim, e;_1|f;
o que é um absurdo.

Portanto, dada ¢ = (1", a,,t*) uma parametrizacao de curva plana, temos que a
parametrizacdo H = (&}, -+ 17, > aq,t]" - t%) é quase ordindria com expoentes carac-
teristicos generalizados

A caracterizacao destas hipersuperficies quase ordinarias nos impulsionam a fazer uma
analise de suas propriedades paralelamente as propriedades da curva plana associada.

Usaremos a notacao I', para indicar o semigrupo associado a curva plana de para-
metrizacao ¢ e ['y para o semigrupo associado a hipersuperficie quase ordindria cuja

parametrizacao ¢ H obtida a partir de ¢ como apresentamos anteriormente.
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Para curvas planas, temos que I'y, = (vg, v, ,vq) onde vg = fo,v1 = 1 € Vg1 =
MDC(BO: 751‘—1) ~ :
n; + Biv1 — Bi e nl = . Notemos a semelhanca da relacao anterior
N MDC(By, -, ;)
com (1.4) e (1.5) em que no caso de hipersuperficies quase ordindrias temos que
n; =f =min{k € N kN, € Q; 1}
Qi1
i—1
onde Qo = nZ" e Q; =nZ" + Y, Z);. Vamos mostrar que n; = n} paratodoi=1,--- ,g.
j=1
Para i = 1 temos, no caso de curvas planas, que n} = W = f—f = % e para tais
hipersuperficies quase ordindrias, ny = min{k € N*, kA; € nZ"}. Agora note que
r 61 o n
kB1(l) € nZ" < kfy =np & k— = —p.
€1 €1
Mas como M DC' <e , e”1> = 1, temos que n; = min{k € N*; k\; € nZ”} =2 =n].

Agora, para i > 1, temos que n;, = min{k € N* k\; € nZ" + ZZ/\ }, ou seja,

kBi(1) € nZ" + Z zB;(1), isto é, kB = nz + Z kiB; = Boz + Z ziB; com z,z € Z.
j=1 j= j=
Lembrando que e; divide fy,---,5; e e;_1 {1 §; para todo j =1,--- , g, temos

i1 izl
4 - A Eetod (zﬁw > ﬂ)

_ 1 BO €1, )
= ;67;_1 Z] o ——p=mnp.
‘ €i—1

MDC( ﬁl) MDC <ei_17@) N gMDC(eH,@-) =2 =,

€; € € €;

Mas como

da igualdade k2 = nlp temos que n} divide k. Logo n; = min{k € N*;k\; € Qi1 } = nl.
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Desta forma temos que os n; = n} paratodoi=1,--- ,ge

V= (UOaO7"'7O):<n70a"'70)

vy = <0707”'7U0):<0707".7n)
Vepr = (v1,-,01) = (Br, -+, B)

Vrg2 = MiUpgpr + Ao — A\
nl(”la"' 7/01)+<527"' 7ﬁ2) - (ﬁ1>"' 751)
= (U27"' 7U2)
Vryg = (Ugﬂ"' 7”9)'

9
Desta forma, temos que I'y = nN" + >~ (v;)N.

i=1
Seja ¢ = (", tP1u(t)) a parametrizacdo de uma curva plana e consideremos a quase

ordinaria H associada a esta curva, conforme vimos anteriormente, com parametrizagao
dada por
H=(t, 87, St 1) = 8 t7ulty - 1)

e de modo que os expoentes de S estao bem ordenados com respeito a ordem >.

Dado § € T, existe g € C{X,Y} tal que g(t", S(t)) = t°v(t) em que v(0) # 0. Isto
implica que

gttt Sty t) =t tou(ty - 1)

e assim, § = (0,---,d) € I'y pois g(X;--- X, X;1) € C{Xy,---,X,41} e temos que
va(9(X1-- Xp, Xpp1)) = 0.

Isto motiva considerarmos o homomorfismo de C-algebras

T:C{X,Y} — C{X1,- X, X, 11}
h<X7Y> = h(Xl"'XraXrJrl)'

Note que, se h = > a;;X'Y7 € ker(T), entio 0 = T(h) = Y a;; Xi - X/ X/, se, e
somente se, a;; = 0 para todo 4,7, ou seja, h = 0. Logo, T' ¢ um monomorfismo e
portanto, Im(T) = C{X; --- X,, X, 1} = C{X, Y }.

Assim, T' = {vy(h); h € Im(T)} é semigrupo e

[=ANTy
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onde A denota a diagonal de N".

Deste modo, dada H quase ordinéria, se considerarmos (o, p) € A com p=1I1de

U(X17 e 7X7"7XT+1) = <X17 o 7X7"7X7“+1 - g(Xl e XT7X7'+1))

T(g)

com g(X,Y) € (X,Y)? e, consequentemente, g(X; -+ X,, X, 1) € (X1, -+, X,11)?, tere-

1mos

OHp_l(tla T 7t1“) = ( 7117 te 7t?78(t1 v t?“) - g(t? o t??‘g(tl e t?")) (323)
Sempre que tivermos § € I',, entdao (§) = (9, - ,9) € I' ¢ T'y. Consequentemente,
dado um expoente (a) = (a,--- ,a) em S(t, ---t,) tal que a € T, entdo (a) € T e existe

g(X,Y) € C{X,Y} tal que
g(t? .. .ﬁ) S(t1 .. 'tr)) = t? R taw(tl .. '757«)

com w(0) # 0 e de modo que em (3.23) podemos eliminar o termo ¢{ - - - t& sem alterar os
termos anteriores e introduzindo, eventualmente, termos com expoente (3,---,3) € A,
tal que g > a.

Como o vetor de Frobenius é dado por

Fu = n; — Dy — (vo) = > (ni — 1)vi(1) — vo(1)

=1

(2

g9
(
=1
g
~ (Lo u-w) W=y
i=1
em que ¢ é o condutor do semigrupo da curva plana e Fy < (¢)+(a) € r para todo a € N,
entao podemos eliminar todos os termos de H com ordem (8) = (8,---,3), B €T,. Em

particular, H é A-equivalente ao seu truncamento no termo com expoente (¢ — 1).

Portanto,

HA P E ath -t
i¢Ty
[i1<i<c

Observacao 3.20. Embora varias informacoes da curva plana possibilitem obter imedia-

tamente, informagoes da hipersuperficie quase ordinaria, como o semigrupo, por exemplo,
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muitas outras informacoes nao apresentam conexoes aparentes. Por exemplo, é bem co-

nhecido que o nimero de Milnor p de uma curva plana definida por f € C{X, Y}, isto é,
C{X,Y}
(Fx:fy)
rarmos a curva plana com parametrizagao ¢ = (t2,t¢) com 1 = M DC(2,¢) e e > 2, temos

4 = dimg ¢ um importante invariante topolégico e ¢é finito. No entanto, se conside-
que a curva é definida por Y2 — X cujo ntimero de Milnor é u(¢) = e — 1, enquanto a hi-

persuperficie quase ordindria f = Z? — X°Y® que admite parametrizagao H = (13,3, t5t5)
C{X.Y, 7}

Uxodrodz) — °°

tem numero de Milnor u(f) = dimc

No que segue faremos uma breve andlise sobre o conjunto Ap(H) para este tipo par-
ticular de hipersuperficie quase ordinaria.

Para curvas planas sabemos que
0 €N, & existew € Q}C{ij} tal que w(y) = t° tu(t)dt.
Se tomarmos
W=dXi A AdXG A ANdX Aw(X - X, Xpin)
teremos
W(H) = (=)=t g0 Ty (-t )dE A - A di

Deste modo, se § € A, entdo (0) + (n) —v; € Ap(H) paratodoi=1,--- ,r.

A anélise acima pode ser resumida no seguinte resultado.

Proposicao 3.21. Seja ¢ = (t",5(t)) uma parametrizagio de uma curva plana e H =
(ty, -+t S(ty -+ t.)) a parametrizacao de uma hipersuperficie quase ordindria associada
a @ como descrito anteriormente. Temos que

T

Ty =Ty(1) +nN" e | JA,(1) + (n) — v; C Ap(H).
O exemplo a seguir indica que ainda podem haver elementos de I'y em Ap(H), de-
pendendo da expressao de H.

Exemplo 3.22. Seja Hy = (3,43, ¢1t5 + dt}t3). Neste caso, temos que v; = (4,4) e
claramente 2v; € I'y \ Ty. Existe w € QF), tal que vy, (w) = 201 = (8,8), ou seja,
21 € AD(Hd)?
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Para respondermos a esta questao, consideremos
W = h3dX1 N dX2 + hngl VAN ng + hldXQ VAN dX3
Temos entao que,

.
—df(/\ Cc?t = hy(Hq)9tits + ho(Hg)385 (41t + 5dtity) — hy(Hy)3t5(43t5 + 5dtits).
1 2

Agora, notemos que para analisar a possibilidade de encontrarmos 2v; — (1) como expoente
dominante, basta considerar em h; termos em X; de grau no maximo igual a 1, para i =
1,2,3 e em hz eventuais termos em X7 e X, isto é, hy = ag+a1 X1, ho = by+b X5 e hy =
g1(X1, Xo) + ¢X3. Dali,

% 991 (13, £3)1242 — 12a0t3S — 15aodt ] + 1261583+
(9c + 12b; — 12a,)t$t§ + 15bodt ]t + d(9c + 15by — 15a4 )1t

Para que possamos obter o expoente desejado devemos obrigatoriamente tomar ag =
by = 0, que nos da

H
% = 91 (83, )22 + (9¢c 4 12by — 12a,) 1845 + d(9c + 15b, — 15a,)tits.
1 2

Como nenhum termo de g;(¢3,3)t?t3 influenciard na obtengao do expoente desejado,
podemos considerar g; = 0 e 9¢ = 12a; — 12b;. Note que, se d = 0, isto é, a pa-
rametrizacdo é monomial, entdao 2v; ¢ Ap(Hy). A andlise acima também indica que
2v1 ¢ Ay (Hp). Por outro lado, se d # 0, entao considerando a; # by e a 2-forma di-
ferencial w = %(al — b1)X3d Xy A dXs + b1 Xod Xy A dX3 + a1 X1d Xy A dX3 obtemos que
v (5252) + (1,1) = 201 € An(Ha) © Ay (H).

dt1 N\dts

No caso de curvas planas, temos que C; = (3,11 + t5) é A-equivalente a Cy = (£3, ).
No entanto, as hipersuperficies quase ordinarias obtidas a partir destas curvas planas nao
0 530.

De fato, consideremos H; a hipersuperficie quase ordinaria obtida de C}, para ¢ = 0,1,
ou seja,

Hy = (3,43 t1t3) e Hy = (3,43, t1t3 + £313).

Se H, fosse A-equivalente a H,, entao como as parametrizagdes sao normalizadas,

deveria haver (o, p) como descritos no Teorema 2.1, tal que o Hyp~*(t1,t2) = Ho.
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Neste caso, temos

pH(t,te) = (oaty + Butity + (), aots + Botit3 + (13))
03(X1, X5, X3) = (aX3+¢3)

com a, ay, o, B, B2 € C*, g3 € M2, tal que tits|gs(Hy) e (tF) denota termos com poténcia
maior ou igual a k em ¢;.

E facil constatar que gs(H;) introduz termos com expoentes distintos de (5,5). Além
disto,

oHyp Nty ta) = (15,43, 5)
com
S = a((ajt] + 4511715 + (7)) (aqty + 451185 + (13))+
(a3t} + (19)) (a3t3 + (£5))) + qs(H1)
= aajastity + ajastits + h(ti, t2)) + g3 (Hi)

em que h(ty,ts) contém termos com poténcia em t; ou em t, maiores ou iguais a 6.

Portanto, nao podemos eliminar o termo 3¢5 e assim H; nao é A-equivalente a Hj.
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Apéndice

A.1 Séries de Poténcias

Neste apéndice apresentaremos sucintamente alguns resultados basicos relativo as séries
de poténcias analiticas cujas justificativas sao imediatas ou podem ser encontradas em
[10] e [22].

Considere C{X7,---,X,} o anel das séries de poténcias analiticas nas indetermi-
nadas Xi,---, X, com coeficientes no corpo dos nimeros complexos C. Temos que
C{Xy,---,X,} é um dominio local de fatoragao tnica.

Um elemento f = i P, e C{Xy,---,X,}, com P, um polinomio homogéneo de grau
1, € inversivel se, e sorl'r;gnte se, Py # 0. Além disto, dizemos que f,h € C{Xy, -+, X,}

sdo associados, se existe uma unidade u € C{X7,--- , X,.}, tal que f = uh.

Definigao A.1. Seja f € C{Xy,---, X, } \ {0} tal que f = > P, em que cada P; é um
polindomio homogéneo de grau j e P, # 0. O polinomio homzo_gnéneo P, é chamado forma
inicial de f. O inteiro n é chamado de multiplicidade de f e é denotado por mult(f). Se

f =0, entdo convencionamos que mult(f) = oo.
A multiplicidade de séries de poténcias goza das seguintes propriedades:
1. mult(u) = 0 se, e somente se, u € C{Xj,---,X,} é uma unidade.

2. mult(fh) = mult(f) + mult(h);
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3. mult(f + h) > min{mult(f), mult(h)} com igualdade sempre que
mult(f) # mult(h).

4. mult(P(f)) = mult(f) para todo f € C{Xy,---,X,} e & um C-automorfismo de
C{Xh e 7XT}~

Se mult(f(0,---,0,X;,0,---,0)) = m, entdo dizemos que f € C{Xy,---, X, } é regu-
lar de ordem m com respeito a indeterminada X;. Se f é regular de ordem m = mult(f)

com respeito a indeterminada X, entao diremos simplesmente que f ¢ regular com res-

peito a X;.
A propriedade de regularidade de uma série f € C{Xy,---, X, } em uma indetermi-
nada nao ¢ um fato tao restritivo, se permitirmos atuar automorfismos de C{ Xy, --- , X, }.

De fato, temos o seguinte resultado:

Proposicao A.2. Dado f € C{Xy, -, X,} existe um C-automorfismo de C{Xy, -, X,},

tal que ®(f) € reqular em uma das indeterminadas.
Demonstragao. Lema 3, Capitulo VII, pagina 147 de [10]. ]
O conceito abaixo é usado constantemente neste trabalho.

Definicao A.3. Um polinémio C{Xy, -+, X, }[ X, 1] da forma,

p(Xh e 7X7‘7X7"+1) = X;l—i-l + al(X17 e 7X7’>Xn_l:11 + -+ an<X17 e 7Xr)

T

com n > 1 é chamado um polinémio de Weierstrass, se mult(a;(Xy,---,X,)) > i para

todoi=1,---,n.

O resultado abaixo assegura que toda série regular com respeito a uma indeterminada

¢é associada a um polinomio de Weierstrass.

Teorema A.4 (Teorema de Preparacao de Weierstrass). Seja uma série de poténcias
f( Xy, X)) € C{Xq, -, X;, Xpq1} com mult(f) > 0 e reqular com respeito a X,iq.
Eziste uma tunica unidade u € C{ Xy, -+, X1}, tal queuf =pep € C{Xy,--- , X, }[ Xr11]

¢ um polinomio de Weierstrass de grau mult(f).

Demonstracao. Proposicao 3.3, pagina 14 de [22]. O]
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A.2 Resultante e Discriminante

No que segue, relembraremos os conceitos de resultante e discriminante de um polinomio,
assim como algumas de suas propriedades que nos permite definir algebricamente uma
hipersuperficie quase ordinaria.
Sejam A um dominio e p = agY" + a1 Y" P+ ap,1Y +an, ¢ =bY" +b Y™ 4
4 by1Y + by, € A[Y]. O resultante (em Y) dos polinoémios p e g é definido por
Ry (p,q) = det(R) em que R é a matriz (n + m) x (n +m) dada por

ag a; -+ Qp_1 Qp 0 . . 0
0 a a1 - . Ap_1 GQp 0
R = 0 o a1 Ap—1 Qn
bo by - . . . bm—1 b . 0 0
0 by b - . . . b—1 bm . 0
o o0 - . . . bo by - byt by,

em que os coeficientes de p(Y') aparecem nas m primeiras linhas e os coeficientes de ¢(Y)
aparecem nas n ultimas linhas.
Se p,q € A[Y|\A, entdao também podemos calcular o resultante de p e ¢ da seguinte

maneira

Ry (p.q) = ap'by [T (& H &) = (- "mb"Hp n;) (A.1)

=1 j=1

em que §; e 7; sao raizes de p e g, respectivamente. Em particular, temos que o resultante
é zero se, e somente se, p e ¢ tém ao menos uma raiz comum.

O discriminante de um polinomio p = Y" + a1 Y"1 + -+ + a, 1Y 4+ a, € A[Y] é
definido por

Ayp = Ry(p,py) = [[(& - &) (A.2)
i#]
em que §; e §; sao raizes de p e py ¢ a derivada de p com respeito a Y.
1 1

Definicao A.5. Seja n = > ¢ X' X2 € C{Xy,---,X;"}. Se for possivel escre-

ver n na forma n = X7 - X" u(Xq, -, X,) com m; € Qp parai = 1,--- .7 e u
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unidade, diremos que 7 possui expoente dominante m e denotaremos este expoente por

vx, . x.(n) = m.

O conceito que apresentaremos a seguir é utilizado para definir o semigrupo de uma

hipersuperficie quase ordinaria.

Definigao A.6. Seja n = > c X' - X € C{Xy, -, X/} e considere Supp(n) =

{a € R";¢, # 0}. O poliedro de Newton de n é o fecho convexo em R" do conjunto

Supp(n)+R’,, ou seja, Supp(n) + R, que denotaremos por N, ... x, (1), ou simplesmente,
Nx(n).
Denotaremos por Vi (n) := {§; J é vértice de Nx(n)} o conjunto dos vértices de

Nx(n).

Observacao A.7. Se f,h € C{Xy, -+, X, }[X,41] s@o tais que deg(f) = n e deg(h) = m,
de (A.1) temos,

n

Nxy o x, (B, (f 1) = Nxy e x, (H h(&)) = deg(f)Nx . x.(h(&))

i=1

Nxy x, (Bx, 0 (f, 1) = Ny o x, <H f(Tj)> = deg(h)Nx, .. x,(f(7}))
j=1
onde &, com ¢ =1,--- ,n sao raizes de f e 7;, com j = 1,--- ,m sao raizes de h.

Para justificativas das propriedades apresentadas acima indicamos [10] e [22].
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