UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS—GRADUAQAO EM MATEMATICA
(Doutorado)

RICHARD WAGNER MACIEL ALVES

Funcao Admissivel e Dinamica Topologica

Maringa-PR
2018



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

FUNCAO ADMISSIVEL E DINAMICA

TOPOLOGICA

TESE DE DOUTORADO

RICHARD WAGNER MACIEL ALVES

Tese apresentada ao Programa de Pos-Graduagao em
Matemaética do Departamento de Matematica, Cen-
tro de Ciéncias Exatas da Universidade Estadual de
Maringa, como requisito para obtencao do titulo de
Doutor em Matematica.

Area de concentracdo: Geometria e Topologia.

Orientador: Prof. Dr. Josiney Alves de Souza.

Maringa-PR
2018



RICHARD WAGNER MACIEL ALVES

FUNCAO ADMISSIVEL E DINAMICA TOPOLOGICA

Tese apresentada ao Programa de Pds-Graduagdo em Matemadtica do Departamento de
Matematica, Centro de Ciéncias Exatas da Universidade Estadual de Maring4, como parte dos

requisitos necessarios para a obtencdo do titulo de Doutor em Matematica tendo a Comissdo

Julgadora composta pelos membros:

COMISSAO JULGADORA:

(et e oo

dual de Maringa (Pres1dente)

DMA/Univ |'1dadeI it

Prof. Dr. Leandro Fiorini Aurichi
Universidade de Sdo Paulo — Sdo Carlos

s FTH i

Profa. Dra. Thais Fernanda Mendes Monis
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” — Rio Claro

ﬁ Dr, }\\Lu hi Fukuoka

DMA/Universidade Estadual de Maringa

S
Grom—
Profa. Dra. Pairicia Hernandes Baptistelli
DMA/Universidade Estadual de Maringa

Aprovada em: 26 de outubro de 2018.

Local de defesa: Auditério do Departamento de Matematica, Bloco F67, campus da

Universidade Estadual de Maringa.




Agradecimentos

Senhor, nao s6 agradeco como também dedico este trabalho a Ti, sei que sem tua ajuda
nada disso seria possivel. Obrigado por ter me concedido sabedoria e forga para realizagao
desse sonho.

Gostaria também de expressar meus sinceros agradecimentos ao Prof. Dr. Josiney Alves de
Souza que me orientou neste trabalho, por ser sempre atencioso e paciente.

Agradeco & CAPES pelo apoio financeiro.



Resumo

A tese esta dividida em duas partes. Na primeira, introduzimos a funcao admissivel que
pode ser vista como uma métrica abstrata sobre espacos completamente regulares. Nesse sen-
tido, conceitos uniformes sao revisitados e teoremas classicos sao reproduzidos. Em particular,
construimos uma versao nao metrizavel do teorema da intersecao de Cantor-Kuratowski. Na
segunda parte, as nogoes de atrator global e atrator uniforme global sao estendidas para acgoes
de semigrupos gerais. Em especial, estudamos condigoes necessarias e suficientes para a exis-
téncia do atrator global para semigrupos agindo em espagos completamente regulares. Além
disso, apresentamos condi¢oes para a equivaléncia entre o atrator global e o atrator uniforme
global.

Palavras-chave: Funcao admissivel, Teorema da intersecao de Cantor-Kuratowski, acoes de

semigrupo, atratores globais.



Abstract

The thesis is divided in two parts. In the first part we introduce the admissible function,
which can be seen as an abstract metric on completely regular space. In this sense, uniformity
concepts are revisited and classical theorems are reproduced. In particular, we construct a
non-metrizable version of the Cantor—Kuratowski intersection theorem. In the second part, the
notions of global attractor and global uniform attractor are extended to the setting of general
semigroup actions. Especially, we study necessary and sufficient conditions for the existence of
the global attractor for semigroups acting on completely regular spaces. Futhermore, we present
conditions for the equivalence between the global attractor and global uniform attractor.

Key-words: admissible function, Cantor-Kuratowski intersection theorem, semigroup actions,

global attractors.
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Introducao

Nesta tese vamos provar que a estrutura admissivel pode ser aperfeicoada por meio de uma
aplicacao binaria que estende o conceito de distancia. A entdo chamada funcao admissivel
permite uma ampliagdo conceitual da teoria dos espacos uniformizaveis além de aplicagoes a
hiperconvergéncia e Dinamica Topologica.

Espacos admissiveis sao uma generalizacao de espacos métricos. A importancia desta classe
reside no fato de que sua estrutura de coberturas nos possibilita transferir metodologias de espa-
¢os métricos para espacos nao metrizaveis. A noc¢ao de familia admissivel de coberturas abertas
foi introduzida por Patrao e San Martin em [23]. Este artigo tem como principal objetivo o
desenvolvimento da teoria de transitividade por cadeia para semi-fluxos. Em contrapartida, os
artigos [9,10,14,31,33| falam sobre recorréncia por cadeias para agoes de semigrupos enquanto
que [12] e [32| dizem respeito & estabilidade de Lyapunov e dispersividade para semigrupos
de transformacao. Além disso, ainda podemos encontrar em [12] tal conceito aplicado ao es-
tudo dos fibrados. O primeiro trabalho a expor certa preocupacao com aspectos relativos a
topologia desses espagos foi o artigo [24] onde foi demonstrado que espagos uniformizéveis sao
admissiveis. Em seguida, foi provado em [2| que os mesmos sdo uniformizéveis ficando assim
atestada a equivaléncia entre essas duas classes.

Um dos objetivos deste trabalho é estabelecer um procedimento sobre o conjunto das par-
tes de uma familia admissivel de coberturas que generaliza a nocao de distancia. Em sintese,
vamos construir uma fungao que atua como uma espécie de métrica abstrata sobre espacos ad-
missiveis. Mostraremos que a entao chamada fungao admissivel deixa mais evidente a extensao
de técnicas empregadas em espacos métricos e também fornece uma melhor interpretacao de
conceitos adjacentes a teoria de espagos uniformizéaveis. Faremos uso de uma das técnicas mais
comuns para se generalizar a nocao de métrica que consiste basicamente em modificar o seu
contradominio. Exemplos deste tipo de metodologia sao as métricas estatisticas de Menger, mé-

tricas difusas de Kramosil e Michalek (ver [19]) e distancias abstratas definidas especialmente



por A. Appert (ver [7]), G. Kurepa (ver [18]) e J.Colmez (ver [20]).

O conceito de distancia induzido por uniformidades ndo é uma novidade. De fato, [7],
[18] e |20] s@o trabalhos que utilizam este tipo de método. Uma constru¢do mais atual, por
assim dizer, pode ser encontrada em [34]| onde Tallafha e Khalil consideraram uma aplicagao
sobre os espacos uniformes semi-lineares com valores em um conjunto totalmente ordenado
de uma uniformidade diagonal fixa. Por outro lado, de forma independente definiremos uma
aplica¢ao com valores no monoide comutativo parcialmente ordenado P(Q) que vai nos permitir
nao somente o estudo mas também a insercao de conceitos nao discutidos até o momento em
espagos uniformizaveis. Nessa perspectiva, iremos introduzir as nogoes de didmetro, medida de
nao compacidade, distancia de Hausdorff e com isso provar alguns resultados entres os quais
destacamos os Teoremas 1.3.1, 1.4.1 e 1.4.4.

Outro objetivo deste trabalho é aplicar a fun¢ao admissivel no estudo da hiperconvergéncia
e dindmica topologica. Seguindo a metodologia instituida em [26] vamos estender a teoria de
atratores globais para agoes de semigrupos de espacgos métricos para espacos uniformizaveis.
Esta classe abrange um amplo escopo da anélise matemética uma vez que todo espaco topo-
l6gico estudado neste ramo ¢ pelo menos completamente regular (uniformizéavel). Para definir
atracao iremos considerar a estrutura admissivel em vez da estrutura uniforme no espago de
fase. Com isso, vamos reproduzir a semidistancia de Hausdorff e estender todos os resultados
de [26]. Sobretudo, discutiremos condigbes necessarias e suficientes para a existéncia do atrator
global e também sua relagao com o atrator uniforme global. Além disso, iremos definir acao de
semigrupo limite compacta e usar o teorema de Cantor-Kuratowski para estabelecer uma liga-
¢ao entre compacidade assintotica e compacidade limite. Finalmente, recorreremos a conceitos
de hiperconvergéncia para expandir resultados contidos em [27] relacionados principalmente a
continuidade e estabilidade das aplicagbes conjunto limite. Em resumo, vamos utilizar a funcao
admissivel para reproduzir a hiperconvergéncia de Hausdorff e com isso estudar a semiconti-
nuidade de multifungoes com valores definidos principalmente por fecho da o6rbita, conjunto

limite, prolongamento e conjunto limite prolongacional.

Organizacao do Trabalho

No Capitulo 1 introduzimos uma noc¢ao abstrata de métrica sobre espacos uniformizaveis.
Na Segao 1.2 apresentamos as propriedades algébricas que qualificam o conjunto P(O) como
um espaco de valoragao ideal para a funcao distancia generalizada. Em seguida definimos o

conjunto de valores essenciais que é responséavel por assegurar a compatibilidade entre conceitos



adjacentes a fungao admissivel e a estrutura uniforme. Na Proposicao 1.3.1 listamos algumas
propriedades da funcao admissivel e na Se¢ao 1.3 definimos o diametro. Tal conceito nao
havia sido discutido ainda em espagos nao metrizaveis. Comprovamos sua relevincia com a
demonstracdo dos Teoremas 1.3.1 e 1.5.3. E importante observar que o didmetro permite a
reformulacao do Lema da cobertura de Lebesgue. Em resumo tal definicao é consistente com
a primeira versao contida em [30]. Fornecemos na Segao 1.4 uma caracterizagao das fungoes
uniformemente continuas por meio do conceito de modulo de continuidade. Além disso, na
Secao 1.5 provamos o Teorema da interse¢ao de Cantor (ver Teorema 1.5.3). Por tultimo, na
Secao 1.6 relacionamos conceitos métricos e admissiveis através das fungdes de conexao.

No Capitulo 2, mais especificamente na Secao 2.2, fornecemos uma leitura alternativa da
estrutura uniforme diagonal do Hiperespago H (X)) induzida pela familia de coberturas O (ver
Teorema 2.2.1 e Proposigao 2.2.2). Além do mais, no caso de um espago Hausdorff compacto
mostramos que a topologia uniforme do hiperespaco coincide com a topologia construida por
E. Michael em [21]. Na Secao 2.3 estudamos a convergéncia induzida por py. Em resumo,
estabelecemos uma relagao entres as nogoes de convergéncia em H(X) adjacentes a estrutura
uniforme e & aplica¢do py (ver Proposi¢ao 2.3.1) e também provamos a unicidade do limite de
redes em #H(X) (ver Proposicao 2.3.2). Encerramos o Capitulo 2 com a Se¢ao 2.4 que aborda
a nocao de Convergéncia de Kuratowski-Painlevé. Nesta Secao, provamos uma equivaléncia
entre a py-convergéncia e convergéncia de Kuratowski-Painlevé para redes de compactos em
K(X) (ver Teorema 2.4.1).

No Capitulo 3 estudamos atratores globais para agoes de semigrupos. Em suma, generaliza-
mos resultados obtidos em [26] onde a teoria foi construida sobre espagos métricos. Provamos
que embora nao se possa trabalhar com uma métrica podemos formular a teoria de atratores
globais por meio da colegao pa (B) (ver Defini¢ao 2.1.2) que é na préatica equivalente a distancia
de Hausdorff. Com isso, todo encaminhamento metodolégico proposto em [26] pode ser apli-
cado na construcao de uma teoria abstrata de atratores para agoes de semigrupo em espacos
topologicos mais gerais. Iniciamos a Secao 3.1 relembrando os entes matemaéticos necessérios
ao estudo da dinamica assintoética para a agao de um semigrupo. Em especial, definimos base
de filtro, F-divergéncia e hipoteses de translacao. Em seguida, mostramos que se a acao ad-
mite um atrator global entao ele é tnico e se exprime como a uniao de todos subconjuntos
invariantes do espago. Na Secao 3.3 definimos os conjuntos w-limite, o primeiro conjunto limite
prolongacional e alguns tipos especiais de agoes: acao assintoticamente compacta, limitada e

limitada dissipativa. No Teorema 3.3.1 provamos que se a acao for assintoticamente compacta
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entao os conjuntos w-limite sao nao vazios e adquirem uma propriedade extra de compaci-
dade. Na Proposi¢ao 3.3.7 apresentamos condigoes que asseguram a invariancia do w-limite
e na Proposi¢ao 3.3.8 investigamos sua conexidade. Logo depois, provamos o Teorema 3.3.3
que garante compatibilidade entre os conceitos de compacidade sobre espacos completos. Por
fim, esclarecemos a relagao entre o conjunto w-limite e o conjunto limite prolongacional através
da Proposicao 3.3.15. A Sec¢ao 3.4 é dedicada & busca de condi¢Oes necessarias e suficientes
para a existéncia e a caracterizagao do atrator global (ver Teoremas 3.4.1 e 3.4.2). Definimos
na Secao 3.5 o atrator uniforme global e depois relacionamos atratores globais e uniformes.
Por tltimo, utilizando as hipoteses de translacao e também a nocao de conjunto localmente
absorvente construimos um atrator local para (.S, X) assintoticamente compacta. Encerramos
o capitulo estudando continuidade e estabilidade para as aplicagoes conjunto limite. Esta parte

do trabalho teve como fonte inspiradora o artigo [27].
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Capitulo 1

Funcao Admissivel

Neste capitulo vamos introduzir uma generalizacao do conceito de distancia, a qual é feita a
partir da estrutura de coberturas abertas dos espagos admissiveis. Entao, investigaremos suas
propriedades e revisaremos conceitos uniformes. Vamos ainda estender as nogoes de diametro e
a medida de nao compacidade e com isso provar versoes nao metrizaveis do Teorema de Cantor

e Teorema de Cantor-Kuratowski.

1.1 Preliminares

1.1.1 Espacgos admissiveis

Seja X um espaco topoldgico e U,V coberturas de X. Dizemos que U refina V ou que U é um
refinamento de V e nesse caso escrevemos U < V se, e somente se, cada U € U esta contido em
algum V € V. Dizemos ainda que U é um refinamento duplo de V e escrevemos U < %V se,
Uy, Uy € U sao tais que U NUs # B entao Uy UU, C V para algum V € V. Escrevemos V < 2%1/{
se existir uma cobertura VW de X tal que V < %W e W < %L{ . Dessa forma, indutivamente
dizemos que V < 2%1/{ se existir W com V < %W e W < Qn—l_lu.

Para cada cobertura U de X e Y C X, definimos a estrela de Y com respeito a cobertura

U como

sty,u] = U eu: v nU #0}.

Se Y = {z}, usualmente escrevemos St [z,U] em vez de St [{x},U] e além disso vale que
St [Y,U] = |J St[z,U] para todo subconjunto Y C X.
ey
Estabelecidas as devidas notagoes, estamos em condi¢oes de apresentar o conceito de espago

topologico admissivel.
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Definicao 1.1.1. Uma familia O de coberturas abertas de X € dita admissivel se satisfaz as

sequintes propriedades:
1. ParalU,V € O, existe W € O tal que W < %L{ e W < %V.
2. As estrelas Stlx,U] para x € X eU € O formam uma base para a topologia de X .

Um espaco topologico X € dito admissivel se admitir uma familia admissivel de coberturas

abertas.
Vejamos alguns exemplos os quais podem ser encontrados em [29] e [30].

Exemplo 1.1.1. Se X € um espaco topologico Hausdorff paracompacto entdo a familia de
todas coberturas abertas de X € admissivel. Além disso, se X € um espaco topologico Hausdorff

compacto entao a familia Oy de todas coberturas abertas finitas de X € admissivel.

Exemplo 1.1.2. Seja (X,d) um espago métrico. Assim a familia Oy de todas coberturas
U, = {By(z,€) : x € X} com e > 0 € admissivel. Além do mais, para e >0 e Y C X temos
que Ueyp < U ¢

St [YV,Uep2] € Bq(Y,e) CSt[Y,U].

Exemplo 1.1.3. Seja G um grupo topologico e B um sistema de vizinhangas simétricas abertas
da identidade de G. Para cada V € B, defina a cobertura aberta Ry de G por Ry = {Vyg :
g € G} de G e a cobertura aberta Ly = {gV : g € G}. Entio Op = {Ry : V € B} e

O ={Ly : V € B} sao familias admissiveis de coberturas abertas de G.

Exemplo 1.1.4. Nas condicoes do exemplo anterior, considere H C G um subgrupo de G e w
a proje¢ao canénica de G em G/H. Para cada V' € B, defina a cobertura aberta Py de G/H
por Py = {n(Vg) : g € G} de G. Entao O, = {Py : V € B} € uma familia admissivel de
coberturas abertas de G/H.

Exemplo 1.1.5. Seja (X, O) um espaco admissivel. Para cadad € O, defina By = {St[z,U] :
x € X}. Entao a familia Bo = {By : U € O} € admissivel.
Observacao 1.1.1. Para cada Y C X temos () St[Y,U] = Y. Em especial, se X for
Ueo
Hausdorff entao () St[z,U] = {z} para todo x € X.
Ueo

Observacao 1.1.2. Se Y C X € um aberto qualquer de X e K é um compacto em X tal que
K CY entao existed € O cobertura aberta de X de modo que St|[K,U] CY.

13



Lema 1.1.1. Sejam U e V duas coberturas de X pertencentes a uma familia admissivel de

coberturas abertas O. Se V < 3U e x € X, entao St[z,V] C St[z,U].
Demonstracao. Ver |28, Lema 2.4, pagina 42. ]
Para mais detalhes sobre espagos admissiveis indicamos a leitura de [1] e [30].

Definicao 1.1.2. Uma familia admissivel O de coberturas abertas de X € dita Full se satisfaz

as sequintes condigoes:

1. X = | St[z,U] para todo x € X.
Ueo

2. Para cada U € O existe V € O tal que U < V.

1
2

A condicao 1. da Definicao 1.1.2 garante que para cada par de pontos x,y € X existed € O
tal que y € St [x,U] enquanto que a condigao 2. implica que para cada U € O e n € N existe

Y e O tal queld < Q%V. Além disso, nao é dificil ver que as familias admissiveis dos Exemplos

1.1.1 e 1.1.2 sao full.

1.1.2 Espagos uniformizaveis

Nesta secao veremos algumas defini¢oes relativas a espagos uniformes. Em resumo, vamos

desenvolver um estudo introdutério do assunto com base em [36].

Dado V C X x X definimos inicialmente

Vii={(z,y) € X x X : (y,x) € V}.
Além disso, para quaisquer U,V C X x X temos
UoV :={(z,y) e X x X :(3z € X)(x,2) € U, (z,y) € V}.
Para cada V C X x X e x € X, definimos a V-vizinhan¢a de x dada pelo conjunto
Vizg] :={y € X : (z,y) e V'}.
Posteriormente, definimos a diagonal de X por

A={(z,x):ze X} CX xX.

Estabelecidas as devidas notagoes, vejamos a definicao de espago uniforme via familia de

vizinhangas diagonais.
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Definigao 1.1.3. Um espago uniforme é um par (X, D) formado por um conjunto X e uma
familia D C X x X chamada estrutura uniforme ou familia de vizinhancas diagonais, que satisfaz

as sequintes propriedades:
1. DeD=ACD.
2. D1,D2e€ D= D1lND2eD.
3. DeD= FEoFECD para algum E € D.
4. DeD= E'CD para algum E € D.
5 DeD, DCE=FEeD.

Dado um conjunto qualquer X, podemos muni-lo com diferentes estruturas uniformes. A
principio, destacamos as estruturas discreta e indiscreta definidas sobre um conjunto X respec-
tivamente por Dx :={V C X x X : A CV}eD; ={X x X}. Observe que, se X = () entao
D; é a estrutura uniforme vazia.

Além disso, dizemos que uma colecao ¢ C X x X é uma base para uma estrutura uniforme

se, e somente se, satisfaz os itens 1., 3., 4. e
D1, Dy € € entao D3 C D1 N Dy para algum D3 € €.

Dado um espago uniforme (X, D), a colegao Sym(D) = {V € D : V = V~'} forma uma
base para D. Em geral, qualquer métrica d sobre um espaco X gera uma estrutura uniforme

U, que tem como base a colegao U = {(z,y) € X x X :d(x,y) < €}.

Vejamos dois exemplos de estruturas uniformes classicas.

Exemplo 1.1.6. Para cada a € R, seja D, = AU {(z,y)|x > a,y > a}. Dessa forma, a

cole¢io {D, C R? : a € R} € base para uma estrutura uniforme em R.

Exemplo 1.1.7. Para cada € > 0, seja D. = {(z,y) € R? |z — y| < €¢}. A colegio € de todos

conjuntos D., com € > 0 € base para uma estrutura uniforme em R.

Para cada z € X e D € D temos que x € D[z] pois (z,2) € A C D e D[A] = J,c4 D[] se
A C X. Além disso, para cada x € X, a cole¢ao D, = {D[z] : D € D} forma uma vizinhanga
bésica em x. A topologia associada com a familia de vizinhancas diagonais D é chamada de

topologia uniforme gerada por D, denotada por 7p e definida como: 7p = {U C X : Vx €

15



U 3D € D; D[z] C U}. Toda vez que a topologia do espago puder ser obtida através de uma

familia de vizinhancas diagonais D dizemos que X é um espago topologico uniformizdvel.

Uma estrutura uniforme D ¢é dita separada se, e somente se, (),.p D = A. Nesse sentido,
repare que uma estrutura uniforme num espago induzida por uma métrica d é sempre separada
pois

ﬂ U:ﬂUEd:ﬂ(x,y)6X><X;d(:v,y)<e}:A.

Ueldy >0 >0
De modo geral, temos que a topologia induzida por D é Hausdorff se, e somente se, D é

separada (ver Teorema 35.6, pagina 240, item b, [36]). As estruturas uniformes U, geradas por
uma métrica d sao ditas metrizaveis. Um espaco topologico é uniformizével se, e somente se, é
completamente regular (ver [36], Teorema 38.2, pagina 256). Por fim, uma estrutura uniforme
é metrizéavel se, e somente se, é separavel e possui base enumerével (ver [36], Corolario 38.4,

pagina 258).

Além da axiomatizacao da noc¢ao de uniformidade via familia de vizinhancas diagonais,
existe uma outra que lhe é equivalente e na qual os elementos bésicos sao coberturas de X.
Nesse sentido, uma cobertura U de (X, D) se diz uma uniforme, se e somente, se pode ser
refinada por uma cobertura da forma Up = {D]z] : x € X} para algum D € D. No entanto,
pode ser visto em [36], Teorema 36.2, pagina 244, que a cole¢ao O de todas coberturas uniformes

de um espago (X, D) possui as seguintes propriedades:
1. se Uy, Uy € O, entao para algum Uz € O temos Usx < Uy e Usx < Us,
2.seUU<U eld € OentaoU € O.

Em contrapartida, tomando O uma familia de coberturas satisfazendo os itens 1. e 2.
temos que colegao de todos conjuntos da forma Dy = | J{U xU : U € U} com U € O gera uma
estrutura uniforme em X cujas coberturas uniformes sao precisamente os elementos de O. Com
isso, é possivel estabelecer uma correspondéncia entre os conceitos de familia de vizinhangas
diagonais e familia de coberturas uniformes. Ou seja, apesar das uniformidades via familia de
vizinhangas diagonais e coberturas possuirem linguagens diferentes podemos substituir uma
estrutura por outra sem problema nenhum.

Atentamos para o fato de que uma uniformidade num conjunto X pode ser ainda descrita
através de uma familia de pseudométricas ou uma uniformidade de calibre. Para uma constru-
¢ao detalhada de um esquema de equivaléncia entre todas as estruturas descritas nesta se¢ao

indicamos a leitura de [6], Capitulo 2.
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Por fim, o teorema seguinte estabelece uma equivaléncia entre espacos admissiveis e unifor-

mizéaveis. Sua prova pode ser encontrada em |2, 30].
Teorema 1.1.1. Um espago X € uniformizavel se, e somente se, € admissivel.

Desde que X é uniformizavel se, e somente se, é completamente regular (Ver [36], Teorema

38.2), unindo os resultados temos o teorema abaixo.

Teorema 1.1.2. Um espacgo topologico X € admissivel se, e somente se, € completamente

reqular.

1.1.3 Redes

Aqui vamos apresentar resultados béasicos da teoria de redes, visto que este conceito serda am-
plamente utilizado ao longo do trabalho. O leitor que jé estiver familiarizado com o tema pode

ir direto & Secao 1.2.

Definicao 1.1.4. Um subconjunto nao vazio A € dirigido pela relagdo bindria < se:
1. A < X para cada A € A (reflexividade),
2. se X< pep<ventio N\ <v (transitividade),
3. dados N\, € N\ existev € A tal que A <v e u <.

Exemplo 1.1.8. O conjunto dos nimeros naturais N munido com a relagao de ordem usual

< € um congunto dirigido.

Exemplo 1.1.9. Seja (X, 1) um espago topoldgico e U, a familia de todas vizinhan¢as do ponto
x € X. Considere a sequinte relagio em U,: U <V se, e somente se, V C U. Entao a colecao

U, € um conjunto dirigido.

Exemplo 1.1.10. Dados U,V em uma familia admissivel, a relacao U < 'V fornece uma

diregcao sobre O.

Exemplo 1.1.11. Dados Ay, Ay conjuntos dirigidos entao Ay X Ay € um conjunto dirigido pela

sequinte relagao (A1, A2) < (N}, A\y) se, e somente se, Ay < A} e Ay < \).

Definigao 1.1.5. Seja A um conjunto dirigido. Uma aplicagio x : A — X definida por

x(X) = x) para todo X\ € A € denominada uma rede em X e denotada por (x))xea.
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Definigao 1.1.6. Uma rede (z))ren converge para um ponto x € X se para qualquer vizinhanga

U de x existir A\g € A tal que x) € U toda vez que X > \g.

Observagao 1.1.3. Note que toda sequéncia (x,)nen € uma rede. Entao a convergéncia de

redes generaliza convergéncia de sequéncias.

Proposicao 1.1.1. Dado A C X um subconjunto de X temos que v € A se, e somente se,

existe uma rede (x))aen tal que x\ — .
Demonstragao. Ver 22|, Proposigao 4.2. ]

Proposicao 1.1.2. Um espagco X é Hausdorff se, e somente se, toda rede em X converge para

no maxrimo um unico ponto.
Demonstragao. Ver [22], Proposigao 4.4. O

Definigao 1.1.7. Sex : A — X € uma rede em X, dizemos que y : ' — X € uma sub-rede de

x:N— X, onde N € um conjunto dirigido, se a aplicacao ¢ : N' — A satisfaz:
1. 86 < iy entiio g(n) < Bua); (6 € crescente);
2. Dado )\ € A existe p € N tal que ¢(u) > X. (¢ € cofinal)
Denotamos a sub-rede de (zx)xea POT (Zg(u))pen’-

Observagao 1.1.4. Nao € dificil ver que se uma rede (x))xen C X em X converge para um

ponto x € X, entao cada sub-rede também converge para x.

Proposicao 1.1.3. Um espaco € compacto se, e somente se, cada rede possui sub-rede conver-

gente.
Demonstragao. Ver 22|, Proposigao 4.7. ]

Definigao 1.1.8. Uma rede (x)) em X se diz universal se para cada A C X a rede estd

eventualmente em A ou eventualmente em X \ A, isto é, se existir \g tal que ) € A ou

zy € X\ A se >N\
Proposicao 1.1.4. Toda rede admite sub-rede universal.

Demonstragao. Ver [22], Proposicao 4.9. O
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1.2 Conjunto de valores essenciais

Suponha O uma familia admissivel de coberturas abertas sobre X, P(OQ) o conjunto das partes
de O e além disso a relagdao de ordem parcial sobre P(Q) dada pela inclusao inversa, ou seja,
dados &, & € P (0O),

&1 < &5 se, e somente se, £1 D &s.

Observe que O ¢é o menor elemento em (P (O),<). Em outras palavras, O ¢ um limitante
inferior para P (0). Além do que, a colegao vazia () ¢ o maior elemento em (P (O), <) e
portanto um limitante superior para P (O). Por fim, as operagoes binarias de uniao e intersegao
sao compativeis com a ordem, ou seja, se & < Dy e & < Dy entao & UE < Dy UD, e
EiNE <Dy NDs.

Para cada £ € P (O) e n € N* definimos os elementos n€ e —n€ em P (O) por:

—n& = {UGO:existeVGStalqueUéZ%V},
nEé = {UEO:existeVEEtalqueV<iU}

27’l
Observagao 1.2.1. Por conveniéncia admitimos 0€ = £.

Lema 1.2.1. Sejam £, D € P (O) e m,n € N*. As sequintes propriedades sao vdlidas:

1. Se £ <D entao n€ < nD e —n&E < —nD.

2. mE < nE e —mé& < —né& toda vez que m < n.

3. mmE)=m+n)€ e—m(—nE)=—(m+n)€.
4. n(—mé&) < & toda vez que m < n.

5. —m (n€) < € toda vez que m < mn e O € full.

6. nO=0 e —n0O =0 seO € full.

Demonstragao. 1. Suponha que & < D. Se U € nD existe V € D tal que V < 2%2/[. Como
D C &, segue que U € n€. Entao n€ < nD. Analogamente, provamos —n& < —nD.

2. E suficiente mostrar que m€& < (m+1)& e —mE < —(m+1)E. Para isto, tome U €
(m+1)€&. Entao existe V € £ tal que V < #u, o que implica V < 2%”?/{. Dessa forma

U € m€&, e portanto (m+1)E C m&, ou seja, mE < (m+1)E. Considere a seguir U €
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—(m+1)€&. Existe dessa forma V € £ de modo que U < ZW%V, assim U < Q%V. Desse modo
U € —mé&, e portanto — (m +1)E C —mé.

3. Se U € m (n€) entao existe V € n€ tal que V < 5=U. Dessa forma existe também W € €
tal que W < Z%V eV < 2%”?/{, sendo assim W < #U. Portanto U € (m +n)E. Por outro
lado, se U € (m+n)E existe assim V € £ de modo que V < Qm%L{. Dai existe W € O
de modo que V < Q%W e W < QLmZ/{. Dessa forma W € n€ e U € m(n€). A igualdade
—m (—n€) = — (m + n) € pode ser provada de mesma maneira.

4. Parald € &, existe V € O tal que V < 2%1/{. Se m < n, segue que V < QLML{, entao YV € —mé&
eU € n(—méE). Assim & C n(—mé).

5. Suponha que O ¢ full e tome U € £. Entao existe V € O tal que U < Q%V, e assim V € n€.
Se m < n, temos que U < 5=V, e entdao U € —m (n€). Dessa forma & C —m (n€).

6. Para cada U € O existe V € O tal que V < 2%2/{. Entao U € nQO, e portanto nO = O.
Agora suponha que O é full. Para cada U € O existe V € O tal que U < 2%1). Dessa forma
U € —nQO, e portanto —nO = O. O

A proxima definigao recupera sobre o conjunto P(O) a ideia de convergéncia a zero presente

em espagos normados.

Definigao 1.2.1. Uma rede (€,) em P (O) converge para O, e escrevemos Ex — O, se para

cada U € O existir g tal que U € Ey toda vez que X > Ag.

Observagao 1.2.2. Nao € dificil ver que se Dy < &€\ e Ex — O entdao Dy — O. Em particular,
se Ex — O entao £, UD — O para todo D € P (O), visto que ExUD < E\. Além disso, se
Ex — O entao n€Ey — O para todo n € N*. Com efeito, tome U,V € O tais que U € n{V}.
Como &\ — O existe Ny de modo que V € E\ sempre que X > Xo. Entao n€y < n{V} < {U}
para todo A\ > N\g. Portanto nE, — O.

Também podemos definir:

o: ZxP(O) — P(O)
(£,€)  +— (kE) = EkE.

Para estudar as propriedades da aplicacdo ® consideramos ®* = @ |2+ p0), P~ = P |2-xp(0)

e ®, = @ | xp(0) Para cada n € N fixado.
Teorema 1.2.1. Com relacao a aplicacao ® temos:
1. As aplicagoes parciais @ and = sao agoes de semigrupos em P (O).

20



2. 1 preserva a ordem e possui ponto fixzo O.
3. ®,, preserva a ordem para todo n € Z.
4. ®,, possui ponto fixo O para todo n € N.

5. Se O € full, ®,, possui ponto fixro O para todo n € 7Z.

Demonstracao. O item 1. segue pelo item 3. do Lema 1.2.1. O item 2. segue pelo item 1. do
Lema 1.2.1 e por O ser admissivel. Os itens 3. e 4. sao consequéncias do item 1. e pelo fato de

O ser admissivel. Por fim, o item 5. segue pelo item 6. do Lema 1.2.1. O
Na sequéncia, vamos estabelecer o conjunto dos valores essenciais.

Definicao 1.2.2. Dizemos que & € P (O) admite cobertura minimal se ezistir U € O tal que
ULV para todo V € E. Uma sequéncia (E,),—, em P (O) € chamada de sequéncia essencial
de refinamentos duplos se cada &, admite uma cobertura minimal e 1&,.1 < &, para todo
n € N. Todo elemento £ em uma sequéncia de refinamentos duplos essenciais € dito essencial
e indicado por € . O. O conjunto dos elementos essenciais de P (O) € chamado de conjunto

essencial, denotado por P, (O).

Dado £ =, O, existe U € O tal que St[z,U] C () St[z,V] para todo x € X. Com
vee

isso x € int ( (N St [:c,V]). Além do mais, tomando (&,),—, uma sequéncia essencial de
vee
refinamentos duplos entao pelo Lema 1.2.1 tem-se n&, = (n —1)1&, < (n — 1) &,_1 toda vez

que n > 0. Portanto, por inducao, n&, < & para todo n € N.

Definicao 1.2.3. Dizemos que uma rede (€5) em P (O) converge essencialmente a O, e escrevemos

E\ —e O, se para todo £ =, O existir \y tal que £\ < € toda vez que A > Ag.
Observacao 1.2.3. As definicoes 1.2.1 e 1.2.83 sao equivalentes.

Exemplo 1.2.1. O conjunto unitdario {U} com U € O € essencial. De fato, como O € ad-
missivel podemos obter uma sequéncia U, < %Z/{n com Uy = U. Desde que U, 1 < %Z/{n se,
e somente se, 1 {Up+1} < {U,} seque que ({U,})32, € uma sequéncia de refinamentos duplos

essenciais. Dessa forma {U} ». O.

Exemplo 1.2.2. Todo subconjunto finito € € P (O) € essencial. Para isto, suponha & =
{Z/{l, ...,L{k} um subconjunto de P (O). Pelo exemplo anterior para cada i =1, ...,k tome uma

sequéncia Ul | < UL com Uf = U'. Seja &, = {U},...,UL} € P(O). Entao 1€,11 < E, para
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todo n € N. Pela admissibilidade, para cada n existe algum V,, € O tal que V,, < U’ para todo

1. Entao cada &, admite cobertura minimal e portanto £ -, O.

Exemplo 1.2.3. O limitante superior § € P (O) € essencial. Com efeito, tomando uma
sequéncia de refinamentos duplos essenciais (€,),-, podemos reescrever & por (. Sendo assim,

(En)peg com & = € uma sequéncia de refinamentos duplos essenciais. Portanto ) € P, (O).

Um elemento de P (O) pode néo ser finito. Veremos mais adiante que: dado (X,d) um

espago métrico e £ € P(Oy), se inf{e: U, € £} > 0 entao € . O (ver Proposicao 1.6.2).

Lema 1.2.2. Seja {E,},., C P (O) en € N*. As sequintes propriedades sio validas:

IL.nUé&E=UnEe—nl &= U —né.

AEA AEA AEA AEA
2. NnEx=<n & e ) —néE<-—n[)é&.
AeA AeA AeA AeA

Demonstragao. 1. Se U € n |J €, entao existe V € |J &, tal que V < 2%2/{. Uma vez que
AEA AEA
V € &, para algum A temos U € n€y e dai U € (J n&,. Portanto n |J & € | n€\. Em
AEA AEA AEA
contrapartida, suponha U € J n€,. Dessa forma U € n€, para algum A e entao existe V € &,
AEA

com V < 5:U. Desse modo V € (J Exeld €n | & Assim |J nEx € n | &, e portanto
AEA AEA AEA AEA
n J &= U né. Aigualdade —n |J &\ = |J —né, pode ser provada de modo similar.
AEA AEA AEA AEA

2. Se U € n () & entdo existe V € [ &, tal que V < 2%1/[. Dessa forma U € [ n&, e
AeA AeA AeA
portanto n (| & C () n€x. A inclusao —n (| Ex C (] —né&x pode ser provada de modo
AeA AeA AEA AeA
similar. [l

Vamos provar no lema seguinte que para cada k € N a aplicagdo @y restrita a P, (O) é
fechada, isto ¢, ®,(€) € P. (O) para todo € € P, (O) (Ver item 1). Além disso, nos demais

itens demonstraremos que P, (O) é fechado em relagao as operagoes usuais de conjuntos.
Lema 1.2.3. Sejam £,D € P(O), k € N. Entao as sequintes afirmagoes sao validas.

1. Se & =, O entao k€ =, O para todo k € N.

2.9D=Ee& .0 entaoD =, O.

3. 8e & . O entao END >, O para todo D € P (O).

4. Se & =, O entao E\D =, O para todo D € P (O).

5. 8e £ =, O eD =, O entao EUD =, O.

22



Demonstragao. 1. Seja € . O e tome uma sequéncia essencial de refinamentos duplos (€,),~
em P (O) com & = £. Para cada n, tome U,, € O uma cobertura minimal para &,. Pelo Lema
1.2.1 temos que 1 (k&,11) = k(1&€,11) < k&, para todo n € N. Sendo assim, dado U € k&,,
existe V € &, tal que V < QL,J/I. Como U,, < V temos que U,, < U e entao k&, admite cobertura
minimal. Portanto {k&,} -, ¢ uma sequéncia de refinamentos duplos essenciais e k€ >, O.

2. Suponha D > £. Entao D admite cobertura minimal pois D C £ e £ admite cobertura
minimal. Como 1&; < £ temos que 1&; < D. Dessa forma podemos reescrever £ por D de
maneira que a nova sequéncia (&,) ~, ¢ uma sequéncia essencial de refinamentos duplos.

3.,4. Desde que END > £ e além disso £\ D > & para todo D € P (O), temos que END =, O
e E\D . O pelo item (2).

5. Se D >, O existe uma sequéncia essencial de refinamentos duplos (D,,),~, em P (O) com
Dy = D. Seja V,, € O cobertura minimal para D,. Além do mais, para todo n temos que
1£,11U1D, 1 < &, UD,. Pelo Lema 1.2.2, temos que 1 (11 UD, 1) = 1€,.1 U1D, 1, e
portanto 1 (£,41 UD,11) < E,UD,,. Na sequéncia, para cada n tome W, € O tal que W,, < U,
e W, < V,. Assim W, ¢ cobertura minimal para ambos &, e D,. Desse modo {&, UD,} ¢

uma sequéncia essencial de refinamentos duplos logo E UD -, O. n

Definigao 1.2.4. Sejam £, D € P.(O). A diferenca simétrica entre £ e D denotada por EAD
¢ definida como EAD = (EUD)\ (END).

O ultimo resultado da segao caracteriza a estrutura algébrica do conjunto de valores essen-

cials.
Teorema 1.2.2. O conjunto essencial P, (O) € um ideal invariante do anel booleano P (O).

Demonstragao. Podemos ver que ) € P, (O). Considere £, D € P, (O). Pelo Lema 1.2.3, itens
3. e5. temos que END >, O e EUD =, O. Pelo item 4. do mesmo lema, EAD € P, (O).
Assim temos que P, (O) é um subgrupo de P (O). Além do mais, veja que o item 3. assegura
que P, (O) é um ideal de P (O). Enfim , pelo item 1. , P, (O) é invariante com respeito a agao
de &T. O

1.3 Funcao admissivel

O objetivo desta segao é construir uma nogao abstrata de distancia com valores em P (O) que

capture a ideia de proximidade via coberturas presente na teoria de espacos uniformes. Para
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tanto, observe que cada cobertura U € O satisfazendo y € St[zr,U| atribui uma relagao de

proximidade topoldgica ao par (z,y) € X? o que nos motiva a definir a seguinte fungao.
Definigao 1.3.1. A func¢ao admissivel de X associada a familia de coberturas O € definida por
p: X — P(O)
ple,y) ={U € O :yeStx,U]}.

A aplicagao p toma valores no monoéide comutativo parcialmente ordenado (P(O),N, <).
Com efeito, o elemento neutro de (P(0),N) ¢ O e O < & para todo £ € P(O). Além do mais,

N e < sao compativeis pois se & < Dy e & < Dy entao & NEy < Dy N Ds.

Observagao 1.3.1. Seld <V comU € p(z,y) entao V € p(x,y). Assim p(z,y) < np(z,y) e

rp(x,y) < np(x,y) se r <n para todo x,y € X er,n € N.

Proposicao 1.3.1. A funcao admissivel satisfaz as sequintes propriedades:

1. p(x,y) = p(y,x) para todo z,y € X.

2. O < p(zx,y), para todo v,y € X, e O = p(x,x).

3. Se X ¢é Hausdorff, O = p(z,y) se, e somente se, x = y.
4. pz,y) < 1(p(x,2) Np(z,y)) para todo z,y,z € X.

5 plx,y) <n(p(z,x1) Np(z1,22) N ... N p (T, y)) para todo x,y, 1, ...,x, € X.

Demonstragao. Para a prova do item 1. é suficiente observar que y € St|x,U] se, e so-
mente se, x € St[y,U]. No item 2., temos que p(z,y) C O para todo z,y € X, en-
tao O < p(z,y). Devido a = € St[z,U] para todo U € O temos p(z,z) = O. Para o
item 3., supondo X Hausdorff e p(z,y) = O temos y € St[z,U] para todo U € O. Uma
vez que {St[z,U]:U € O} é uma cole¢ao de vizinhangas basicas de z, segue que y = z.
Note por fim que o item 4. é um caso particular do item 5.. Assim, provaremos o item
5.. Para isto, repare que se n(p(z,z1)Np(x,22) N...Np(zn,y)) = O entdo a desigual-
dade é imediata. Suponha entdo que n(p(z,z1) Np(x1,22)N...Np(Tn,y)) # 0 e tome
U € np(z,z)Np(ry,z2)N...Np(z,,y)). Nesse caso, existe V € p(z,z1) N p(z1,22) N

N p(Tp,y) com VY < Q%Z/I, o que garante a existéncia de coberturas Uy, ...,U,_1 € O tais que
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1 1 1
V < UUn—1; z/{n—l < _un—Za (RN ul < _u>

2 2 2
x,xy € Stlry, V], 1,23 € Stxe, V], ..., Tp_1,y € Stx,, V],
Como V < %L[n_l, segue que
x,x3 € St [19,Un_1], o, 74 € St 23, Up_1], ..., Tp_2,y € St[z,_1,V].

Por ultimo, usando sucessivamente as relagoes U,,_; < %Un_i_l el < %L{ obtemos y € St [z, U].

Com isso, U € p(z,y) e portanto

p(z,y) Dn(p(x,z1) Np(z1,22) NN p (T, y)).
0

Na Defini¢ao 1.3.1 assumimos a possibilidade de p(x,y) ser o conjunto vazio de P (O), o
que em certo sentido recupera a ideia de espaco métrico estendido onde a distancia entre dois
pontos pode assumir valor infinito. Em contrapartida, se O for uma familia de coberturas full

entao p(z,y) # 0 para todo x,y € X, posto que X = J St[z,U] para todo = € X.
Ueo

Proposicao 1.3.2. Sejam z,y,z € X e £ € P(O). Se p(x,z) < —1€ e p(z,y) < —1& entao
plz,y) < €.

Demonstragio. Dado € € P(0), tome —1& € P(O) definido por —1€ = {V € O : V < U
para algum U € £}. Assuma que p(x,z) < —1&€ e p(z,y) < —1€. Em seguida, sejalf € £ e
V < iU, Comisso V € —1& e como p(z, z) < —1€ entdao —1€ C p(z, z). Assim V € p(z, z),
logo existe V; € V tal que x,z € Vi. De modo analogo, como p(z,y) < —1& existe também
Vo € V tal que z,y € V,. Isto implica que V4 NV, # (. Nesse caso existe U € U tal que
ViuVa C U edaild € p(z,y) para todo U € £. Portanto p(z,y) < &. O

Exemplo 1.3.1. Considere G um grupo topoldgico cujo elemento neutro denotamos por 1 e B
um sistema de vizinhangas simétricas abertas da identidade de G. Para cada V € B, defina a
cobertura aberta Ry de G por Ry = {Vg:g € G} e a cobertura aberta Ly = {gV : g € G}.
Assim, para todo g € G e V € B temos que

1. Stlg,Rv] = St[1,Ry]g = V?g.
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3. St[1,Ry] = St[1, Ly] = V2.

No entanto, dado que Or = {Ry : V € B} e Op = {Ly : V € B} sdo familias admissiveis de
coberturas abertas de G (Ver [6], pagina 113) dados g,h € G obtemos:

por(g,h) = {Ry € Or : gh™' € V?}
po.(9,h) ={Ly € Op: hg™t € V?}.
Paracadaz € X e £ € P(O) a &-bola de z é definida por B (z,&) = {y € X : p(z,y) < E}.
Observagao 1.3.2. Temos B(x,0) = X, visto que p(x,y) < 0 para todo z,y € X.
Lema 1.3.1. As bolas com respeito a aplicagao p satisfazem os itens abaizo:
1. B(z,{U}) = St [x,U] para todo x € X eU € O.
2. B(z,€) = VﬂgSt [z, V] para todo x € X e & € P(O).
€
3. x € int(B(z,€)) para todo x € X e & € P(O).
4. Se X ¢ Hausdorff entao B (z,0) = {z} para todo x € X.

Demonstracao. A prova segue pela Proposigao 1.3.1. 0

Se £ contém uma cobertura minimal U entao B (z,&) = St [z,U] para todo z € X. De

modo geral B (z, € U{U}) = St [x,U] para todo z € X sempre que U € min(E).

Proposigao 1.3.3. Considere £ € P(Oy) e denote por &y = inf{e > 0: U, € E}. Entdio temos
as sequintes inclusoes

Bd({L‘,(S()) C B(l’,g) C Bd<$,450).

Demonstragao. Tome y € By(z,d0) e Us € € com § > 0. Desse jeito g < 4, de modo que
y € By(x,d). Isto implica que Us € p(x,y) para todo Us € £ e portanto p(x,y) < £. Assim
y € B(z,&). Dai concluimos que By(z,dp) C B(z, ). Considere posteriormente y € B(z,&).
Com isso, p(z,y) < € o que garante £ C p(x,y). Em seguida, dado que dy < 28y por defini¢ao de
infimo, existe 0 € {e > 0: U, € £} tal que § < 25y. Como Us € & temos que Us € p(x,y) e assim
existe By(z,0) para algum z € X tal que x,y € By(z,9). Por fim, vale que d(x,y) < 20 < 4§
e entao y € By(x,40p). Portanto B(x, &) C By(x,4dy). O

As proposigoes a seguir serao usadas em resultados futuros (ver Proposigoes 2.1.4 e 3.3.11,

Lema 3.7.2 ¢ Teoremas 1.5.3 ¢ 1.5.4).
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Proposigao 1.3.4. Seja (x)) uma rede em X. Entdo xy — x se, e somente se, p (zy,x) — O.
Demonstracao. Segue pelas Definigoes 1.2.1 e 1.3.1. H

Proposicao 1.3.5. Sejam (X,Ox,px) e (Y, Oy, py) espacos admissiveis. Uma fungao f :
X =Y € continua em x € X se, e somente se, para cada € =, Oy existir D =, Ox tal que

py (f(z), f(y) < E toda vez que px (z,y) < D.

Demonstragao. Suponha f continua em z e tome £ =, Oy. Como f (z) € int (B(f (z),£)),
gragas a continuidade de f, vemos que f~! (int (B (f (z),&))) é um aberto contendo z. Na
sequéncia, escolha U € Ox tal que St [z, U] C f~! (int (B (f (z),€&))) e tome D = {U}. Entao
D . Ox e se px (z,y) < D temos que y € St [x,U] e com isso f (y) € int (B(f (z),E)). Dessa
forma py (f (x), f (y)) < € toda vez que px (x,y) < D. De outro modo, admita que para cada
€ . Oy existe D >, Ox tal que se px (z,y) < D entao py (f (), f(y)) < €. Nesse caso,
dado V € Oy tome D =, Ox tal que se px (z,y) < D entao py (f (z), f (v)) < {V}. Portanto
x € int (B (z,D)) e paratodoy € int (B (x, D)), temos f (y) € St [f (x),V]. Consequentemente,
int (B (z,D)) C f~1(St[f (z),V]) e assim provamos que f é continua. O

Vamos concluir a se¢ao com uma generalizagao da ideia de moédulo de continuidade. Nossa

intengao é utilizar esse conceito no estudo da continuidade uniforme (ver Proposigao 1.4.3).

Definigao 1.3.2. Sejam (X,Ox,px) e (Y,Oy,py) espagos admissiveis. Uma fungao ¢ :
P(Ox) = P (Oy) é chamada de mddulo de continuidade se preserva ordem, ¢ (Ox) = Oy e

para cada € =, Oy existe D =, Ox tal que p (D) < E.

Se ¢ : P(Ox) — P (Oy) é um modulo de continuidade entdo para cada £ >, Oy existe

D . Ox tal que o intervalo [Ox, D) esta contido em ¢ ![Oy, ).
Proposicao 1.3.6. Sejam (X, Ox,px) e (Y, Oy, py) espagos admissiveis e ¢ : P(Ox) —
P (Oy) um mddulo de continuidade.

1. Se &\ —. Ox entio ¢ (E)) —e Oy.

2. Se (Z,0z,pz) € outro espago admissivel e ¢ : P (Oy) — P (Oz) é um modulo de conti-
nuidade, entao o : P (Ox) = P (Oz) € um mddulo de continuidade.

Demonstragao. 1. Dado D >, Oy existe £ =, Ox tal que ¢ (£) < D. Como &, —. Oy, existe
Ao tal que £, < € toda vez que A > A\g. Segue que ¢ (€)) < ¢ (£) < D sempre que X\ > A.
Assim ¢ (€)) —¢ Oy.
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2. Uma vez que ¢ e ¢ preservam ordem, a composi¢ao ¢op também preserva ordem. Além disso,
pop(Ox)=0¢(0y) = Oz Em seguida, dado € =, Oy existe D =, Oy tal que ¢ (D) < €.
Desde que D >, Oy tome F =, Ox tal que ¢ (F) < D. Portanto ¢ o p (F) < ¢ (D) < €.

Assim provamos que ¢ o ¢ é um modulo de continuidade. O]

Proposigao 1.3.7. A aplicagio ®,, : P (O) — P (O) é um mddulo de continuidade para todo
n € N. Se O ¢€ full, entao ®,,: P(O) — P (O) é um mddulo de continuidade para todo n € Z.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.1, ®,, : P (O) — P (O) preserva ordem e @, (O) = O para
todo n € N. A seguir, dado £ . O, considere uma sequéncia essencial de refinamentos duplos
(En)pep em P (O) com & = €. Como &, =, O, vale que n&, < €. Com isso temos que ¥, (£,)
< & e entao ®,, ¢ um modulo de continuidade para todo n € N. De outro modo, suponha que
O ¢é full. Pelo Teorema 1.2.1, &, : P(O) — P (O) preserva ordem e &, (O) = O para todo
n € Z. Agora, dado £ =, O, n€ =, O para todo n € N pelo Lema 1.2.1. Em virtude do item
5. do Lema 1.2.1, segue que —n (n€) < €. Portanto ®_,, (n€) < &, e entdo ®_,, ¢ um modulo

de continuidade para todo n € N. O

Diametro estendido

Estamos prontos para introduzir o conceito de didmetro em nosso ambiente de estudo.
Destacamos a utilizacao desta defini¢ao na construcao de resultados importantes deste trabalho

(em especial, ver Teoremas 1.3.1 e 1.5.3).

Definicao 1.3.3. O didmetro deY C X, Y # 10, é o conjunto D (Y) € P (O) definido como

DY) = [ nlx,y).

T,yeY

Definicao 1.3.4. Um subconjunto Y de X € limitado com respeito a O se existir U € O tal

que U € p(z,y) para todo x,y €Y.

Observagao 1.3.3. Se Y C X ¢€ limitado entio D(Y) # 0. Além disso, U € D(Y) se, e

somente se, Y € limitado por U.

Proposicao 1.3.8. Dados A, B C X nao vazios, as sequintes propriedades sao vdlidas:
1. p(z,y) < D(A) para todo x,y € A.

2. D(A)<D(B) se AC B.
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3. D(A) < D(A) < 2D (4).

Demonstragao. Os itens 1. e 2. seguem diretamente da Definigao 1.3.3. Passamos entao a prova
do item 3.. Como A C A a primeira desigualdade D (A) < D(A) é ébvia. De outro modo,
tome U € 2D (A) e T, € A. Assim existe V € D (A) de modo que V < 5U e z,y € A tais que
x € St[z,V] ey € St[y,V]. Como V € p(x,y) vale que V € p(x,z) N p(y,y) N p(z,y), entdo
Ue2p(xz)Npy,y) Np(z,y)). Uma vez que que p(z,y) < 2(p(z,2) N p(y,9) Np(z,y))
concluimos que U € p(Z,y). Portanto 2D (A) C p (7, %) para arbitrarios Z,§ € A, o que implica

D(A) < 2D (A). m

Definigao 1.3.5. Assuma {V,}aca uma cobertura aberta qualquer de X. Dizemos que U € O
¢ uma cobertura de Lebesgue para a cobertura {V,}aea, se dado A C X tal queUd € D(A) entao

A C V,, para algum o € A.

O proéximo teorema fornece uma reformulagao do Lema da cobertura de Lebesgue contido

em [30] em razao do didmetro.

Teorema 1.3.1. (Lema da cobertura de Lebesque) Sejam X uwm espago topologico e O uma
familia admissivel de coberturas abertas de X. Assuma K C X wum compacto, tal que K C

UVa com a colegao {V,}aen uma cobertura aberta qualquer de K. Nesse caso, existe U € O

tal que se A C K eU € D(A) entao A C V,, para algum o € A.

Demonstracao. Fixe xo € A. Pelo Teorema 5 contido em [30] existe U € O tal que St[xg,U] C
V, para algum «. Depois tome = € A qualquer. Como U € D(A) entdo U € p(z,y) para
quaisquer x,y € A. Sendo assim, U € p(z, () 0 que garante © € St[zo,U] C V,. Portanto
ACV,.

O

Corolario 1.3.1. Seja f: X — Y uma funcao continua entre os espagos admissiveis X e Y.
Assuma {Vy }aepuma cobertura aberta deY . Nessas condigoes, existe U € O de modo que para

todo compacto K C X tal que U € D(K) vale que f(K) C V, para algum o € A.
A seguir, vamos relacionar os didmetros métrico e admissivel.

Proposicao 1.3.9. Considere £ € P(Oy). Dado A C X e ¢ > 0 temos os sequintes itens:
1. Se diam(A) < ¢ entao D(A) < {U.}.
2. Se D(A) < {U.} entao diam(A) < 2c.
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3. Dado € € P(Oy), se D(A) < &, entao diam(A) < 49y, onde &y := inf{e > 0: U, € E}.

Demonstragao. Para o item 1. tome z,y € A. Como diam(A) < ¢ entdo d(x,y) < c¢. Assim
y € By(x,c) e dai D(A) < {U.}. Passamos ao item 2. Para isto, sejam z,y € A. Como U, €
D(A) existe z € X tal que z,y € By(z,c). Desse modo d(z,y) < 2¢ para todo z,y € A e assim
diam(A) < 2c¢. Para verificar o item 3. tome novamente z,y € A. Dado que dy < 20y entao
existe 0 € {e > 0: U, € £} tal que 0 < 20y. Uma vez que Us € £ C D(A), entao Us € D(A).
Assim existe B(z,0) para algum z € X tal que =,y € B(z,0). Com isso d(z,y) < 2§ < 4§y
para todo z,y € A, o que implica diam(A) < 46. ]

Dados (X,d) um espago métrico e Oy a familia admissivel de coberturas abertas U, =
{B(z,¢) : « € X} por e-bolas, € > 0, entdo D(A) = O, se, e somente se, diam(A) = 0. Com
efeito, pelo item 3. da Proposi¢ao 1.3.1 temos p(x,y) = Oy se, e somente se, © = y. Portanto
D(A) = Oy se, e somente se, A = {z}. De modo geral, dado X Hausdorff e A C X, como

p(x,y) = O se, e somente se, x = y entao D(A) = O se, e somente se, A é unitario.

Observagao 1.3.4. Se (&,) € uma rede em P (O) com 1€\ — O entio D(B(z,E&y)) — O.
De fato, sejam a,b € B(z,E)\). Para cada U € O tome Ay € A tal que se X > Xy entao
U € 1&,. Desse modo p(a,b) < 1(p(a,z) N p(x,b)) < 1E < {U} sempre que A > Aoy o que
implica U € p(a,b) para todo a,b € B(x,E\) se A > N\g. Portanto, U € D(B(x,E))) toda vez
que A > Xg.

1.4 Conceltos uniformes revisitados

O proposito desta secao é simplificar defini¢oes, estabelecer metodologias e também fornecer
releituras de resultados envolvendo principalmente os conceitos de continuidade uniforme, equi-
continuidade uniforme, conexidade uniforme local e médulo de continuidade. Além do mais,
vamos generalizar alguns teoremas que nao haviam sido demonstrados ainda em ambientes
mais especificos (em especial, veja o Teorema 1.4.1).

Antes de mais nada, no sentido da Proposicao 1.3.5 reeditaremos o conceito de funcao

uniformemente continua.

Definigao 1.4.1. Sejam (X, Ox, px), (Y, Oy, py) espagos admissiveis. Uma funcio f: X —
Y se diz uniformemente continua com respeito a px e py (ou simplesmente uniformemente

continua) se para cada € . Oy, ezistir D =, Ox tal que py (f(x), f(y)) < & toda vez que
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px(z,y) < D. Se f € bijetora e f~' 1Y — X ¢ uniformemente continua entao f se diz um

isomorfismo uniforme.
Pela Proposicao 1.3.5 toda fungao uniformemente continua é continua.

Definigao 1.4.2. Uma funcao f : X — Y € uniformemente continua com respeito a Ox e
Oy se para cada U € Oy, existir V € Ox tal que se x e y pertencem a algum elemento de V

entio f () e f(y) pertencem a algum elemento U, em outras palavras, se y € St [z, V] entdo

fy) e Stlf(x),uUl.

Na sequéncia, relacionaremos o conceito de continuidade uniforme definido acima e o con-

ceito usual de continuidade uniforme presente em espagos uniformes.

Proposicao 1.4.1. Sejam (X, Ox,px), (Y,Oy,py) espagos admissiveis. Uma fungio f :
X =Y € uniformemente continua com respeito a px e py se, e somente se, € uniformemente

continua com respeito a Ox e Oy-.

Demonstracao. Sejald € Oy. Uma vez que {U} >, Oy existe D =, Ox tal que py (f (), f (y)) <
{U} toda vez que px(z,y) < D. Em seguida, se D = ) entdo py (f (z), f (y)) < {U} para todo
z,y € X. Se D # (), tome V € Ox com V € min(D). Observe que px(x,y) < {V} implica
px(x,y) < D e portanto py (f (x), f (y)) < {U} sempre que px(z,y) < {V}. Com isso, se
y € St [z, V] entdo f (y) € St[f (x),U] e por causa disso f é uniformemente continua com res-
peito Ox e Oy. Reciprocamente, assuma que f é uniformemente continua com respeito a Ox e
Oy e além disso € =, Oy. Se & = entao py (f (z), f (y)) < € para todo x,y € X. Se &€ # ),
considere U € Oy com V € min(€) . Por hipdtese, existe V € Ox tal que se y € St [z, V] entdo
[ (y) € St[f (z),U]. Dito isto, se px (x,y) < {V} vale que f (y) € St[f (z),U] CB(f(x),&)e

assim py (f (x), f (y)) < €. Portanto f é uniformemente continua com respeito a px e py. [

Definigao 1.4.3. Sejam (X, Ox, px), (Y, Oy, py) espacos admissiveis. Uma funcgio f: X —
Y admite um mddulo de continuidade ¢ : P (Ox) — P (Oy) se

py (f(2), () < ¢ (px(z,y))
para todo x,y € X.

O préximo resultado prova que a existéncia de um modulo de continuidade é uma condigao

necessaria e suficiente para a continuidade uniforme de f: X — Y.
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Teorema 1.4.1. Sejam (X, Ox, px), (Y, Oy, py) espacos admissiveis. Uma fungao f: X —Y

€ uniformemente continua se, e somente se, possui um modulo de continuidade.

Demonstracao. Admita ¢ : P(Ox) — P (Oy) um modulo de continuidade para f. Em se-
guida, dado &€ >, Oy tome D >, Ox tal que p (D) < E. Se px(z,y) < D entdo

py (f(x), f () <e(px(z,y) <¢(D) <&

donde segue que f é uniformemente continua. De modo reciproco, suponha f uniformemente

continua e defina a fungao ¢ : P (Ox) — P (Oy) por

@(D) :ﬂ{PY(f(fE),f(y)) :m,yEX,pX(m,y) _<D}

Afirmamos que ¢ é um modulo de continuidade para f. Para isto, repare que

0 (0x) = [y (f(2),f W) 2y € X, px(a,y) = Ox}
= (Mov (f (@), f () :x € X} = Oy.

Dessa forma ¢ (Ox) = Oy. Se D; < D5 temos que

SO(Dl) = ﬂ{py(f(:c),f(y))JJ,yEX,pX(a:,y)<D1}
> (Vov (f @), f() 2.y € X, px(z,y) < Do}

= (Do),

entdo ¢ (D7) < ¢ (Dy). Desse modo ¢ preserva a ordem. Na sequéncia, observe que para
E =. Oy basta tomarmos pela continuidade uniforme de f um elemento D >, Ox tal que
py (f (z), f(y)) < &€ sempre que px (z,y) < D e entdo ¢ (D) < £. Finalmente, para todo

r,y € X temos

o (px(z,y) = (Vov (F &), FW) 2y € X, px (@, 0)) < px(z,9)}

C oy (f(2), f )

)

de onde deduzimos py (f (x), f (4)) < @ (px(2.1)). =

Passamos agora ao estudo da equicontinuidade uniforme. Nossa motivagao é a Proposicao
1.3.5 a qual sugere uma descrigao alternativa do conceito de familia de fun¢oes uniformemente

equicontinuas.
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Definigcao 1.4.4. Sejam (X,Ox,px), (Y,Oy,py) espacos admissiveis. Uma familia § C
C(X,Y) se diz equicontinua em v € X se para cada € =, Oy existe D =, Ox (depen-
dendo de x) tal que se px(x,y) < D entao py (f (z), f(y)) < € para todo f € §. A familia §
é equicontinua se for equicontinua em todo ponto x € X. Por ultimo, a familia § € uniforme-

mente equicontinua se para cada € =, Oy existe D =, Ox tal que para qualquer x,y € X com

px(z,y) < D tem-se py (f (x), f(y)) < & para todo f € §.

Teorema 1.4.2. Uma familia § C C(X,Y) de fungées admitindo um mesmo mddulo de

continuidade € uniformemente continua.

Demonstragio. Suponha ¢ : P (Ox) — P (Oy) um modulo de continuidade comum para as
fungbes da familia §. Em seguida, dado £ >, Oy tome D >, Ox tal que ¢ (D) < £. Entao
para todo z,y € X com py(x,y) < D e para todo f € §F temos que py (f (z),f(y)) <
o (px(z,9)) < (D) < €. Assim § ¢ uniformemente continua. O

E facil ver que uma familia uniformemente equicontinua de fungoes é em si uma familia
equicontinua. Além disso, uma aplicacdo do Lema da cobertura de Lebesgue assegura que a

reciproca é verdadeira toda vez que X é compacto.

Teorema 1.4.3. Se X ¢é compacto entao qualquer familia equicontinua de func¢oes § C C (X, Y)

¢ uniformemente equicontinua.

Demonstra¢ao. Suponha £ =, Oy e tome uma sequéncia essencial de refinamentos duplos
(En)y com & = E. Para cada z € X, tome D, . Ox tal que px(z,y) < D,. Entéo
py (f(z), f(y)) = & para todo f € §. Considere X = |J,.yint (B (z,D,)). Como X ¢
compacto, existe D >, Oy tal que se A é um subconjunto qualquer de X com D (A) < D
entdo A C int (B (z,D,)) para algum = € X. Tome z,y € X tal que px(z,y) < D. Assim
existe z € X tal que {z,y} € int (B (2, D,)). Isto garante que px (z,2) <D, e px (y,2) < D, e
dai py (f (2). £ (2)) < Ex e py (£ (9) . F (2)) < & paratodo f € §. Comisso py (£ (z). f (1)) <

1&; < € para todo f € §. Portanto § é uniformemente equicontinua. O

Segmentos admissiveis

Vamos explorar em seguida o conceito de segmento admissivel com o objetivo de fornecer

uma caracterizagao alternativa para a continuidade uniforme de uma aplicagao f: X — Y.
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Definigao 1.4.5. Sejam x,y € X distintos. O segmento ligando x e y é denotado por S(x,y)

e definido como

S(zy)={z€X:p(z,z)Np(zy) =plz,y)}.

Como p (z,z) N p(z,y) = p(z,y) Np(y,y) = ONp(z,y) = p(z,y) entdo z,y € S(z,y).
Além disso, X Hausdorff e D (S (x,y)) = O implica x = y. De fato, como z,y € S (z,y) e
D (S (x,y)) = O entao p(z,y) = O. Portanto x = y.

Proposigao 1.4.2. Sejam (xy) e (yx) redes em X. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

1. p(zx,yn) — O se, e somente se, D (S (zx,yx)) — O.

2. Se D (S (zr,yn)) = O ez €S (xr,y\) para todo X entdo xx,yn — 2.

Demonstragao. 1. Suponha p (zy,y,) — O. Dado U € O tome V € O, V < %Z/{. Entao existe
Ao de modo que V € p(xy,yy) para todo A > Ag. Seja x,y € S (z,yx) com A > Ag. Desse

modo
Vep(@nyn) =p@z)Np(z,yn) =p@n,y) Npy,un)

eentdo V € p(z,z)) Np(zy,y). Nesse caso

p(z,y) < 1(p(z,2x) Np(zr,y) < H{V} < {U}.

Assim U € D (S (x5, yx)) para A > Ag o que prova que D (S (z,,y,)) — O. Reciprocamente,
dado U € O existe A\g tal que U € D (S (zx,y,)) para todo A > \g. Como xy,yx € S (xx,yx)
entdo U € p(xy,yy) sempre que A > \g. Portanto p (xy,yy) — O.

2. Seja U € O. Pelo item 1. temos p (z,yx) — O, logo existe A\g tal que U € p(zy,y)) para
todo A > X\g. Em seguida, como p(zy,2) N p(z,yx) = p(zr,yr) entdo xy,yx € St [z, U] para

todo A > \g. Portanto xy — z e yy — 2. O

Teorema 1.4.4. Seja (Y, Oy, py) um espaco admissivel, (x)) e (y») redesem X, e f: X =Y

uma funcao. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. f € uniformemente continua.

2. para cada &€ . Oy existe D =, O tal que D (S (f (z), f (v))) < € toda vez que D (S (x,y)) <
D.

3. p (l‘ka y)\) e O entao PY (f (:L'/\) ) f (yk)) e OY-
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4. D(S(zx,yn)) —e O entao D (S (f (xn), f(yr))) —e Oy.

Demonstracao. (1) < (2) Suponha que f é uniformemente continua. Dado £ >, Oy, tome
& . Oy tal que 1€ < €. Pela continuidade uniforme, existe D >, O tal que py (f (z), f (y)) <
& sempre que p(z,y) < D. Suponha que D (S (z,y)) < D e tome a,b € S(f (z), f (y)). Isto

garante que

py (f (), a) N py (a, f (y) = py (f (), f (W) = py (f () ,0) N py (b, f () -

Como p(z,y) < D, temos que py (f (z), f (y)) < &1 Assim py (f (x),a) < Eepy (f (x),b) <

&1, e entao
py (a,b) < 1(py (a, f (z)) N py (f (x),b)) < 1& < €.

Portanto D (S (f (z), f(y))) < &£ sempre que D (S (z,y)) < D. Reciprocamente, dado
E . Oy existe D =, O tal que D (S (f (x), f(y))) < & toda vez que D (S (x,y)) < D. Tome
D1 =. O de modo que 1D; < D. Suponha p(z,y) < D; e tome a,b € S (x,y). Entao

p(x,a)Npla,y) =p(x,0)Np(by) = p(z,y) <D

e assim p (a,b) < 1D; < D. Desse modo D (S (x,y)) < D. Sendo assim temos que D (S (f (z), f (v))) <
£. Como f(2),f(y) € S (f (x), f (v)),temos que py (f (), f (1)) < € toda vez que p(z,y) <
D;. Assim f é uniformemente continua.
(3) & (4) Segue imediatamente da Proposigao 1.4.2, item 1.
(1) < (3) Suponha que f é uniformemente continua e p (zy,yy) —. O. Dado £ >, Oy existe
D . O tal que py (f (x), f (y)) < £ toda vez que p(x,y) < D. Como p (zx,yr) — O, existe
Ao tal que p (zy,yx) < D para todo A > Ag. Entao py (f (zx), f (yn)) < &€ para todo A > Ag, e
portanto py (f (), f (yr)) —re Oy

Além do mais, suponha que p(xy,yn) — O entdao py (f (zr),f(yr)) = Oy. Supo-
nha por contradicao que f nao é uniformemente continua. Entao existe algum & >. Oy ta
que para cada D >, O existe um par de pontos zp,yp € X satisfazendo p (zp,yp) < D e
py (f (yp), f (yp)) 2 &o. Isto garante que a rede (p(zp,yp))p, o converge essencialmente a
O, entretanto, a rede (py (f (yp), f (Yp)))p.,o nao converge a Oy, o que é uma contradigio.

Assim f é uniformemente continua. O

Prosseguindo nosso estudo, vamos aplicar o Lema da cobertura de Lebesgue pra mostrar
que todo espaco compacto localmente conexo é uniformemente localmente conexo e entao

provaremos que todo espago de Peano é uniformemente localmente conexo por caminhos.
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Definicao 1.4.6. Um espag¢o X € dito localmente conexo se cada x € X possui uma base de
vizinhancas formada por conjuntos conexos; X € localmente conexo por arcos se cada ponto

possui uma base de vizinhancas formada por conjuntos localmente conexos.

Logo apos, reproduziremos as nogoes de conjuntos uniformemente localmente conexos (co-

nexos por arcos) e espagos de Peano.

Definicao 1.4.7. Um espaco admissivel X se diz uniformemente localmente conexro se para
qualquer € >, O, existe algum D =, O de modo que se p(x,y) < D, entdo ambos x e y
pertencem a um mesmo subconjunto conexo de X com didmetro menor do que £. O espaco
X é chamado uniformemente localmente conexo por arcos, se para todo £ =, O, existe algum
D ». O de modo que se p(x,y) < D entao ambos x ey sao ligados por um arco cujo didmetro

€ menor do que &.

Definicao 1.4.8. Um espaco admissivel X € chamado de espago de Peano se for compacto,

conexo por arcos, localmente conexo, e todo subconjunto conexo de X € conexo por arcos.

Pelo Teorema de Hahn-Mazurkiewicz, um espaco Hausdorff X é uma imagem continua de

um intervalo unitario I se, e somente se, ¢ um espago de Peano métrico.

Teorema 1.4.5. Se X € um espaco admissivel compacto localmente conexo, entdo € unifor-
memente localmente conexo. Se X é um espaco de Peano entao € uniformemente localmente

CONETO por arcos

Demonstracao. Suponha X compacto e localmente conexo. Em seguida, dado £ >, Oy tome
uma sequéncia essencial de refinamentos duplos (&,),~, com & = &£. Para cada z € X,
considere também uma vizinhanga aberta conexa V, de z tal que V, C B(z,&;). Se y,z € V,,
entdo temos que p(y,z) < 1(p(y,x)Np(x,2)) < 1& < E. Dessa forma D (V,) < &€ e pelo
Teorema 1.3.1 existe D >, O tal que se A é um subconjunto de X com D (A) < D entao
A C V, para algum z € X. Com isso, se p(z,y) < D entdo ambos x e y pertencem a um
mesmo subconjunto conexo V, com D (V,) < €. Agora admita X um espago de Peano. Visto
que X é compacto e localmente conexo entao X é uniformemente localmente conexo.
Considere a seguir £ >, Oy e uma sequéncia essencial de refinamentos duplos (é’n)ff:o com
& = &. Portanto existe D =, O de modo que se p(z,y) < D ambos z e y pertencem a
um mesmo subconjunto conexo C,, C X com D (C,,) < &. Para cada z € C,,, tome uma

vizinhanca aberta conexa U, de z com D (U,) < &. Entao U,,, = |J U, é um subconjunto
2€C%,y
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conexo de X e assim U,, é conexo por arcos. Afirmamos que D (U,,) < £. De fato, para
wy,wy € Uy, existem 21,2 € Cy,y tal que wy € U, e wy € U,,. Entdo p(wy,z1) < & e
p(wa, z0) < &. Como p(z1,22) < & segue que p (wy,ws) < 2E < € e entao D (U,,) < E.
Assim, se p(z,y) < D entdo ambos z e y pertencem a um mesmo subconjunto conexo por

arcos U, com D (U,,) < €&. O
Encerramos a secao falando sobre oscilagao e continuidade.

Definicao 1.4.9. Seja f : X — Y uma funcao e vy € X. Definimos a oscilagio de [ em xg
como w(f,xg) :={V € O:V e D(f(St[xzo,U])) para algum U € O}.

Proposicao 1.4.3. Uma fungio f : X — Y € continua em xq se, e somente se, w(f, xg) = Oy.

Demonstracao. Dado V € Oy, seja W € Oy tal que W < %V. Pela continuidade de f em xg
existe U € Ox tal que f(z) € St[f(xo), W] se & € St[xg,U]. Tome f(x1), f(z2) € f(St[xo,U])
onde x1,xy € Stlxo,U]. Assim f(x1), f(z2) € St[f(zo), W] e dai f(z1) € St[f(z2),V]. En-
tao V € D(f(St[xo,U])) e com isso V € w(f,zo). Portanto w(f,z9) = Oy. Agora assuma
w(f,x9) = Oy. Para cada V € Oy temos V € w(f,zo) e portanto V € D(f(St[xo,U]))
para algum U € Ox. Suponha x € St[zo,U]|. Entao f(z), f(xo) € f(St[zo,U]). Como
V € D(f(St[zo,U])) temos f(x) € St[f(xg),V] e assim f é continua em x. O

1.5 Teorema de Cantor-Kuratowski

Nesta parte do trabalho vamos caracterizar conjuntos relativamente compactos sobre espagos

completos e também provar uma generalizacao do Teorema de Cantor-Kuratowski.

Defini¢ao 1.5.1. Uma rede (z5),o, em X € O-Cauchy se para cada U € O existir algum

Ao € A para o qual xy, € St[x,,,U] toda vez que A\, g = Ag.

Observagao 1.5.1. Note que (x)),., € O-Cauchy se, e somente se, para cada U € O ewistir

Ao € A tal que U € p(xy,,Ty,) para todo A, Ao = Xg.

Proposicao 1.5.1. Uma rede de Cauchy que admite sub-rede convergente € convergente (com

mesmo limite).
Demonstragao. Ver [1], Proposigao 2.7.2. ]

Definicao 1.5.2. Um espaco admissivel X € dito completo se toda rede de Cauchy em X

CONverge.
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A proxima definicao traduz a diferenca entre completude e compacidade.

Definicao 1.5.3. O espaco admissivel X se diz O-totalmente limitado se para cada U € O

existir uma cobertura finita X = X1 U...U X, por conjuntos com didmetro contendo U.

Proposicao 1.5.2. O espaco admissivel X é O-totalmente limitado se, e somente se, para

cada U € O existirem xy, ...,x, em X tais que X = |J St[x;, U].
i=1

Demonstracao. Suponha X totalmente limitado e & € O. Dessa forma X = X; U ... U X,

com U € D(X;). Escolhendo x; € X; entdo X; C St[z;,U]. Portanto X = J St[z;,U].
i=1

Reciprocamente, dado & € O tome V € O, V < %L{. Entao existem x1,...,x, de modo que

X = U St[z;,V]. Para x,y € St[z;, V] temos que U € p(x,y) e com isso U € D(St[x;,U]). O
i=1

Teorema 1.5.1. Seja X Hausdorff admissivel O-totalmente limitado. Se toda cobertura aberta

de X admite cobertura de Lebesgue entao X € compacto.

Demonstracao. Considere A cobertura aberta de X, U cobertura de 7I;ebesgue associada a A
eV e 0,V L %U. Como X ¢é O-totalmente limitado entdao X C USt[:z:i,V] com x; € X
ei € {1,..,n}. Além disso, o diametro de cada St[z;,V] contém Zl Com efeito, fixe i €
{1,...,n} e tome a,b € St[z;,V]. Nesse caso V € p(a,x;) N p(z;,b) logo U € p(a,b) para todo
a,b € St[z;,V]. Desse modo U € D(St[x;,V]) para todo ¢ € {1,...,n}. Entdo cada St[z;,V]

esta contida em um elemento A; € A e com isso

n

Xc OSt[xi,V] clJa

i=1 i=1

Portanto {A; : i € {1,...,n}} é uma subcolegao finita de A que cobre X. O

Proposicao 1.5.3. O espaco admissivel X € O-totalmente limitado se, e somente se, cada

rede em X possui sub-rede de Cauchy.

Demonstracao. Seja X O-totalmente limitado e (z)) uma rede em X. Dado U € O existe
um conjunto Xz C X com U € D (Xy) de modo que (z,) estd frequentemente em Xy,
ou seja, para cada \ existe A’ com X > X e xy € Xy Note que Xy = X e tome I' =
{\U):U € O euxye Xy} dirigido por (A,U;) < (A2,Us) se, e somente se, \; < Ay e
Xu, O Xy,. Para cada (A, U) € I' definimos x5y = . Entao (:B(M,,)) ¢ uma sub-rede

de (). Agora dado U € O considere A tal que (\,U) € T'. Se (A\1,Uy), (Ao, Us) > (A, U) entdo

Toau) = Ta € Xu, C Xy,

Taoly) = Txy - Xz,{2 C Xu.
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Logo U € p(a:(,\hul),m(,\%ug)). Portanto (x(A,U)) ¢ uma sub-rede de Cauchy de (z,). Em
contrapartida, admita que cada rede em X possui uma sub-rede de Cauchy. Se X nao é O-
totalmente limitado entdo existe U € O tal que a cobertura X = |J St[z,U] nado admite
subcobertura finita. Por inducao, podemos construir a sequéncia (:L‘n):;;( em X tal que z, 41 ¢
U St[z;,U] e assim existe sub-rede de Cauchy (zy,) de (z,). Desse modo existe algum A
zi:el forma que U € p(xm,xnk,) toda vez que A\, N > )Xg. Assim tomando A, \ > )y com
ny > ny, segue que T,, € Stlr,,,, U] e entdo x(,,_1)11 € nﬁlSt[xi,U]. Assim temos uma
contradicao. - O]
Teorema 1.5.2. O espaco admissivel X € compacto se, e somente se, € completo e O-

totalmente limitado.

Demonstragao. Suponha X compacto. Para cada U € O a cobertura X = |J St[z,U] possui
subcobertura finita e assim X ¢ O-totalmente limitado. Além do mais, se (3:6,\)3 ¢ uma rede de
Cauchy em X entdo (x)) possui sub-rede convergente em X. Pela Proposi¢ao 1.5.1 temos (xy)
convergente e portanto X é completo. De modo reciproco, assuma X completo e O-totalmente
limitado. Pela Proposi¢ao 1.5.3 toda rede em X possui sub-rede de Cauchy de onde se conclui

pela completude que toda rede em X possui sub-rede convergente. Pela Poposigao 1.1.3 X &

compacto. ]

Observacao 1.5.2. Se' Y C X ¢é O-totalmente limitado entao Y € limitado. De fato, para
cada U € O tome uma cobertura Y C U St [x;,U]. Como O € full considere V € O tal que
ULV eV e p(z,zj) para todo pari j E {1,..,n}. Para z,y € Y temos que x € St [x;,U] e

y € St [z;,U] para alguns i,j e assim
p(z,y) < 2(p(x,2:) N p (i, 25) N p(25,9) < 2{V}
com 2{V} # 0.

Observagao 1.5.3. Se A C X € limitado entao B (A,E) € também limitado para qualquer
E ». O. De fato, seja &y =, O de modo que Eq # D e p (x,y) < E para todo x,y € A. Considere
Uy € E. Seu,v € B(AE) eld,V € E existemx,y € A tais queu € St [z,U] ev € St [y, V]. Por
fim, seja W € O tal que Uy, U e V <W. Com isso p(u,v) <2 (p(u,z) Np(z,y)Np(y,v)) <
2{W}.

A seguir, vamos usar o didmetro na construcao de uma versao nao metrizavel do Teorema

da interse¢ao de Cantor.
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Teorema 1.5.3. Um espaco admissivel X é completo se, e somente se, toda rede decrescente
(Fy) de conjuntos fechados nao vazios de X com D (Fy) — O possui interseccao nao vazia. Se

X € Hausdorff essa intersec¢ao consiste de um ponto so.

Demonstracao. Suponha X completo e (F)) uma rede decrescente de fechados nao vazios de
X com D (F)) — O. Para cada X tome x, € F). Dado U € O existe \y tal que se A > Ag
entdo U € D (F)y). Para A\j, s > Ao temos F\, U F\, C F), e entao z,,,z,, € F),. Como
U € D(F),) segue que U € p(xy,,T),) toda vez que A1, Ay > Ag. Desse modo (z,) é uma rede
de Cauchy. Pela completude de X temos que (z,) converge a algum = € X. Com isso, para
cada \ a sub-rede (xx))\,z/\ também converge a x. Como F) é fechado e xy € Fy, C F) para
todo N > X temos que = € F\. Portanto = € () F).

Reciprocamente, suponha que toda rede deérescente (F)) de fechados nao vazios de X com
D (F\) — O possui intersecgdo nao vazia. Tome (z,) uma rede de Cauchy. Para cada A
defina o conjunto Hy = {xy : N > A}. Dessa forma H, é um subconjunto nao vazio de X e
H,, C H,, toda vez que A\; > Xo. Afirmamos que D (H,) — O. Com efeito, dado U € O
existe Ao tal que U € p(xy,,xy,) sempre que A\, s > Ag. Se z),, %y, € Hy com A > A
temos que A;, A2 > XA > Xg e assim U € p(x),,T),). Desse modo U € D(H),) toda vez
que A > X e portanto D (H)) — O. Assim, 2D (H,) — O e pela Proposi¢ao 1.3.8 temos
D (H,) < D(H,) < 2D (H,). Desse modo D(Hy) — O. Visto que Hy, C H,, sempre que
A1 > )\ temos uma rede decrescente (H,) de fechados nao vazios de X com D(H,) — O. Por
hipotese a interseccdo () Hy é ndo vazia e assim podemos tomar z € (| H,. Afirmamos que
xy — x. De fato, pela )I\Droposi(;éo 1.3.4 basta provarmos que p (zy, ) /\—> O. Para isto, dado
U € O tome Ay tal que se A > \g entdo U € D(H,). Como xy,x € Hy, segue que U € p(zy,7)
sempre que A > Xg. Entao p(x,,z) — O. Portanto a rede de Cauchy (x,) é convergente e
com isso X é completo. Passamos & segunda parte do teorema. Para isto, assuma X Hausdorff
completo e (F)) uma rede decrescente de fechados nao vazios de X com D (F)) — O. Pela
primeira parte da prova existe x € ﬂF,\ Se y € ﬂFA eU € O entdo U € p(z,y) pois
D (F\) = O ex,y € F) para todo A. Entao temos y € St[x U] para todo U € O o que implica

p(z,y) = O. Pela Proposi¢ao 1.3.1 item 3. segue que x = y. O
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Medida de nao compacidade

Definigao 1.5.4. Seja Y C X um subconjunto nao vazio. A medida de nao compacidade (por

estrelas) de'Y € a cole¢io o (Y) € P (O) definida como

a(Y)= {Z/{ € O : Yadmite uma subcobertura finita Y C U St [xi,l/{]} ;

i=1

A medida de nao compacidade (via didmetro) de'Y € o conjunto v (Y') € P (O) definido como

y(Y)= U {5 e O Y admite uma subcobertura finita Y C U X; com D (X;) < 5} :

i=1
O conjunto 7 (Y') corresponde & medida de nao compacidade de Kuratowski em espagos

métricos. Além disso, se Y C X é limitado entao « (Y) e v (Y) sdo nao vazios.
Proposicao 1.5.4. As sequintes propriedades sao vdlidas:

L aY)<~vY)<1la(Y).

2. a(Y)<D(Y).

3. aY)<a(Z)seY C Z.

4.aYUZ)=a(Y)Na(Z2).

5 aY)<aY)<1la(Y).

Demonstracao. Os itens 2. 3. e 4. seguem diretamente pela Defini¢ao 1.5.4.

1.SeUd € y(Y) entdo U € € onde € >, O e Y admite cobertura Y C [J X; com D (X;) < £.
i=1

Para cada i = 1,...,n, tome x; € X;. Como U € £ e D(X;) < &€ entdao X; C B(z;,€) C

St [z;,U]. Desse modo Y C |J St[z;,U] e assim U € « (Y'). Portanto v(Y) C a(Y). Agora

i=1
suponha U € la(Y). Com isso existe V € a(Y) tal que V < . Entdo Y admite uma

cobertura Y C |J St [z;,V]. Para z,y € St[z;, V] temos y € St[z,U] e dai U € D (St [z;, V)).

i=1

Desse modo Y C |J St [x;, V] com D (St [x;,V]) < {U} o que garante U € v (V).
i=1
5. A desigualdade o (Y) < a(Y) segue pelo item 3. pois Y C Y. Se U € 1la(Y) entdo existe

Vea(Y)tal que V < %U Desse modo Y admite cobertura Y C U St [z, V] e com isso
i=1
YCUSt Y CUSt x;, U

Portanto U € a(Y) e assim a(Y) < 1a (V). O
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Pelos itens 1. e 2. da Proposicao 1.5.4 podemos considerar qualquer uma das medidas

contidas na Defini¢cao 1.5.4 nos problemas teoricos.

Proposicao 1.5.5. Seja Y C X ndo vazio. SeY é compacto entdo a(Y) = O. A reciproca é

vdalida se X € admissivel completo.

Demonstracdo. Suponha Y compacto. Dado U € O, temos que a cobertura aberta Y C

U St[z,U] admite subcobertura finita Y C |J St[z;,U4]. Desse modo a(Y) = O. Pela

z€Y i=1

Proposicao 1.5.4 segue que a(Y) < a(Y) = O o que garante o (Y) = O. Para a reciproca
assuma X completo. Se o (Y) = O pelo Lema 1.2.1 temos que la (V) = 10 = O. Novamente
pela Proposicao 1.5.4 tem-se a(Y) < la (Y) = O, entdo a(Y) = O. Desse modo para cada
U € O garantimos que Y admite cobertura finita Y C CJ St [z;,U]. Assim Y é O-totalmente
limitado e fechado. Por ultimo, dado que X é completlzlconcluimos que Y é compacto pelo

Teorema 1.5.2. ]

Corolario 1.5.1. Se X € um espago admissivel completo e Y C X € um subconjunto fechado

nao vazio entio Y € compacto se, e somente se, a(Y) =0 (ou~vy(Y)=0).

Estamos, neste momento, aptos a enunciar e demonstrar uma versao nao metrizavel do

Teorema de Cantor-Kuratowsks.

Teorema 1.5.4. O espaco admissivel X é completo se, e somente se, toda rede encaizada (F))
de conjuntos fechados e nao vazios de X, com 7 (Fy\) — O, possui intersec¢ao compacta nao

Vaz10.

Demonstra¢ao. Suponha X completo e tome (F)) uma rede encaixada de fechados nao vazios
de X com v (F)) — O. Para cada A tome x, € F). Dado U € O, como v (F\) — O
existe A\g tal que A > \¢ implica U € v (F)). Dessa forma, existem xy,...,x, € X tais que
F\, C Lnj St [z;,U]. Com isso a rede (x,) nao pode estar eventualmente em cada X \ St [z;, U]
para t(;zli) i € {1,...,n}, logo esté frequentemente em alguma das estrelas St [x1,U],...,St [x,, U].
Portanto toda rede (z)) com x) € F) e v (F\) — O ¢é cofinal Cauchy. Pela Proposigao 1.1.4 a
rede (x,) possui sub-rede universal, digamos (z,,). Em seguida, como z,, € F),, onde (F},)
¢ uma rede encaixada de fechados tal que p(F),) — O, temos que (x,,) ¢ também cofinal
Cauchy e entao esta frequentemente em St[z;,,U] para algum iy € {1,...,n}. Mas entao (x,,)

esta eventualmente em St[x;,,U|. Desse modo (x,,) é uma sub-rede de Cauchy de (x,). Pela

completude de X segue que (r,) converge para algum x € X. Afirmamos que z € (| F\. Com
A
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efeito, fixe A € A. Depois tome i tal que Ay, > A. A sub-rede (x),),>,, também converge
a z. Uma vez que \,, > A tem-se z,, € Fy, C F) para todo u > pg. Entao (z,,) C Fy se

i > po. Como F) é fechado entdo z € F\. Portanto z € [ F. Além do mais, v (F)) — O
A

e com isso 7y (ﬂ F,\> = (. Assim pela Proposi¢ao 1.5.5 temos (| F)\ = [ F)\ compacto. Em
A A
contrapartida, suponha que toda rede decrescente (F)) de conjuntos fechados nao vazios de X

com 7y (F) — O possui intersecgao nao vazia. Seja (x),., uma rede de Cauchy. Para cada A
considere Hy = {zy : N > A}. A demonstracao do Teorema 1.5.3 garante que D (F,\) — 0.
Logo pelo item 2. da Proposicdo 1.5.4 segue que o(H,) — O. Como H,, C H,, sempre
que A1 > Ay obtemos uma rede decrescente (FA) de conjuntos fechados nao vazios de X com
a(Hy) — O. Por hipétese a interseccio QF,\ é ndo vazia e com isso podemos tomar x € () H,.

Isto posto, segue que x, — x. Portanto a rede (x,) converge, logo X é completo. ]

1.6 Funcoes de conexao

Seja (X, Oyq, p) um espago métrico (veja Exemplo 1.1.2). Com o objetivo de relacionar conceitos
induzidos por d e p definimos as fun¢oes de conexao u : P (Oq4) — [0,00] e p* : [0, 00] — P (Oq)

por

p(€) = inf{e>0:U.€E}, se E#D, e u(D) = oo,
pw(t) = {U-:t<e}.

Proposicao 1.6.1. As funcoes de conexao satisfazem as sequintes propriedades:

1. p(p(z,y) < d(z,y) < 2u(p(z,y)) para todo z,y € X.

2. 1 (3d(z,y)) < p(z,y) < p* (d(z,y)) para todo z,y € X.

3. w (&) < (D) toda vez que E <D e p* (t) < p* (s) sempre que t < s.
4. 1 (kE) <28 () para todo £ € P(Oq) e k € 7.

5. kp* (27%) < p* (t) para todo t € [0,00] e k € Z.

AEA AEA

6. (U SA) infaea 11 (Ex) € supyep p(€)) < (ﬂ SA) .

7.y (inf (A)) = U o (t) e tQA pe (t) < p (sup (A)). A igualdade p* (sup (A)) = ) " (1)

teA
¢ vdlida se A for fechado.
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Demonstragao. 1. Se p(x,y) = 0 entdo y ¢ St [x,U.] para todo 0 < £ < co. Entao y ¢ By (z,¢)
toda vez que 0 < € < 00, e entdo d (z,y) = co. Assim d(z,y) = 0o = p(p(x,y)). A seguir,
suponha que p (z,y) # () e tome U. € p(z,y). Dessa forma y € St [z,U.] C Bq (z,2¢), e entdo
d(z,y) < 2e. Assim d (z,y) < 2u(p(x,y)). Em contrapartida, temos y € By (z,6) para todo
d > d(z,y). Como By (z,0) C St [z,Us], segue que ud(x,y)Jr% € p(x,y) para todo n € N. Sendo
assim y (p(z,y)) < d(x,y) + = para todo n € N o que garante que p (p (z,y)) < d(z,y).

2. Se U. € p(z,y) entdo d (z,y) < 2e, e assim 3d (z,y) < e. Portanto U, € p* (3d (z,y)). Desse
modo segue que p* (3d (z,y)) < p(z,y). Por outro lado, se Us € p* (d (z,y)) entdo d (z,y) < 9,
logo y € St [x,Us] e portanto Us € p (x,y). Dessa forma segue que p(x,y) < p* (d(z,y)).
3.Se £ < Dentao & D D, e portanto pu (£) < u (D). Set < sentdo {U.:s<e} C{Us:t <}
e assim p* (t) < p* (s).

4. Para k = 0 temos uma igualdade. Seja n € N*. Dado U, € £ temos U. < Q%L{gng e portanto
Usn. € nE. Assim p(n€) < 2" toda vez que Y. € & implicando que pu(n€) < 2"u ().
Na sequéncia, dado U. € &£ temos que Up-n, < 2%1/{5 e com isso Us-n, € —n&. Sendo assim
w(—n€) < 27" toda vez que U. € € e dai u(—nE) < 27" (€).

5. Para k = 0 temos uma igualdade. Seja n € N*. Para t = oo temos que nu*(c0) =
—nu* (00) = p* (00) = 0. Parat < oo, sejalde € p* (t). Dessa forma t < ¢ e entdo 27"t < 27 "¢.
Isto garante que Up—n. € p* (27"t). J& que Up—n. < 55U. entdo U. € nu* (27"t), e portanto
nu* (27"t) < p* (t). Similarmente, 2"t < 2"¢ e assim Ugn. € p* (2"t). Como U. < Q%Z/{gns temos
que U. € —np* (2"t), e portanto —npu* (2"t) < p* (t).

6. Para cada X' € A temos que |J & < Ev, entdo u ( U f,}\) < w(€Ey), pelo item 3. As-
AEA AEA

sim p < U 8)\) < infyea i (€)). De outro modo, temos que &y < [ &y, entdo p(Ey) <
AEA AEA

L < N 5,\). Portanto supy, 1 (€x) < ( N 5,\) :

AeA AEA
7. Se 0o € A, entdo p* (00) = 0 C p* (inf (A)). Suponha que A # {oco} e tome U. € u* (t)
para algum ¢ € A\ {oo}. Dessa forma t < ¢ e inf (A) < t < ¢, logo U. € p*(inf (A)).

Portanto |J p* (t) C p* (inf (A)). Além do que, se U. € p* (inf (A)) entdo inf (A) < € e assim

teA
s < ¢ para algum s € A. Portanto U. € u*(s) C |J p* (¢), o que garante que p* (inf (A4)) C
teA
U p* (t). Agora provaremos a desigualdade () p* () < u* (sup (A)). Se sup (A) = 0o entdo a
teA teA

desigualdade é clara. Suponha que A ¢ limitado e tome U. € p* (sup (A)). Entao sup (A) < e
logo t < ¢ para todo t € A. Assim U. € [) p*(t), e portanto p* (sup (A)) C ) w* (¢).
teA

teA
Posteriormente, suponha que A é um subconjunto fechado de [0, 0o]. Desse modo sup (A) € A,
e assim [ p* (t) C p* (sup (A)). O
teA
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Definigao 1.6.1. Um espago métrico (X,d) é dito uniformemente discreto se existir € > 0 tal

que © =y ou d(x,y) > € para todo x,y € X.

O teorema a seguir fornece uma caracterizacao dos espacos uniformemente discretos por

meio da fungao p e do conceito de essencialidade.

Teorema 1.6.1. O espag¢o métrico (X,d) € uniformemente discreto se, e somente se, existe

algum &€ . Oq tal que u(€) = 0.

Demonstracao. Suponha X uniformemente discreto. Assim existe algum g9 > 0 tal que
B4 (z,60) = {x} para todo x € X. Desse modo U., ¢ a mais fina cobertura em O4. Con-
sidere &€ = {U. : € < ep} e defina &, = —n& para cada n € N. Entao u(£) = 0. Pelo Lema
1.2.1 temos 1&,41 = 1(=1(—n€)) < —n& = &,. Como U, refina todas as coberturas em
Oy, segue que (&,) é uma sequéncia essencial de refinamentos duplos e portanto £ =, O4 com
i (€) = 0. Reciprocamente, suponha u (€) = 0 para algum & =, Q4. Tome Us uma cobertura
minimal para €. Entao x € St [x,U;] C int (B (z,€)) para todo z € X. Sejay € B(x,E). Pelos

itens 1. e 3. da Proposicao 1.6.1 temos que

d(z,y) < 2p(p(z,y)) <21 (€) =0.

Assim y = x e portanto B (z,€) = {z} = int (B (x,E)). Isto nos diz que By (z,9) = {z} e

entao X é uniformemente discreto. O

Proposicao 1.6.2. Seja € € P(Oq). Se p(E) > 0 entdo € . Oq4. Neste caso, temos as

nclusoes

By (z, 1 (€)) C St [#,Uye)] € B(z,€) C By (z,2u(E))

para todo x € X. A reciproca € vdlida se X nao € discreto.

Demonstragao. Se pu(€) > 0 entao St [z, U, e)| C ﬂ St [z, U] = B (z,€&), visto que u (&) < ¢
para todo U. € £. Tome y € B(z,€). Entao y e St [x,U.] para todo U. € €. Assim
y € Bq(x,2¢) para todo ¢ > 0 tal que U. € €. Portanto d (z,y) < 2u () o que implica
B (z,E) C Ba(z,2u(E)). A inclusdo By(z, 1 (£)) C St [,U,&)] é clara. Em seguida, para cada
n € N definimos &, = {Z/[E/Qn ‘U, € 5}. Portanto 1€, < &, para todo n € N. Além disso,
p(€) /2" < e/2™ toda vez que Uz € € e dai U,,g)/2n € uma cobertura minimal para &,. Portanto
(En)re € uma sequeéncia essencial de refinamenos duplos com & = €. A reciproca segue pelo

Teorema 1.6.1. ]
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Seguem mais algumas propriedades das fungoes p e p*.

Proposicao 1.6.3. Com respeito as funcoes de conexdo, sao vdlidas as sequintes propriedades:

1. Se & —¢ Oq entiao pu(E\) — pu(O4) = 0.

2. Sety — 0 entao p* (tn) = p*(0) = Oq.

3. wrou:P(O4) = P(Oq) é um modulo de continuidade.
4. pop* 10,00l = [0,00] € um mddulo de continuidade.

5. p(w,y) = p* o p(p(x,y)) para todo v,y € X.

6. pop (d(z,y)) <d(z,u) <2pop*(d(z,y)) para todo z,y € X.

Demonstragio. 1. E facil ver que pu(O4) = 0. Dado € > 0, temos que {U.} =, O4, e como
Ex —e Of temos a existéncia de algum Ag tal que £, < {U.} para todo A > Ag. Desse modo
w1 (E\) < e para todo A > \g. Portanto p (£,) — 0.

2. Claramente p* (0) = Oq4. Seja € =, Oq4. Se u(€) > 0 existe Ay tal que ty < pu(€) para todo
A > \g. Para qualquer U. € &, segue que ), < € e entao U. € p* (t)). Sendo assim p* (ty) < €
para todo A > A\g. Se p(€) = 0 entao X ¢é uniformemente discreto pelo Teorema 1.6.1. Logo
existe d > 0 tal que By (z,9) = {z} para todo z € X o que garante que Bq (z,¢) = {z} para
todoe <dex e X. Assim U. = U5 = {{z} : x € X} toda vez que € < 4. Depois, tome A, tal
que t) < 0/2 para todo A > \g. Afirmamos que p* () = Oy para todo A > \g. Com efeito,
para € > 0/2, temos que t) < € para todo A > A\g. Entdo U. € pu* (t)) para todo A > A\g. Além
disso, para € < §/2, temos que U. = Us € u* (t)) para todo A > Ay, o que prova a afirmagao.
Com isso, pu* (ty) < &€ para todo A > Ag e portanto p* (ty) —. p*(0) = Oq.

3. Como 1 (Oq) = 0 e p*(0) = Oq temos que p* o u(O4) = Oq. Pelo item 3. da Proposigao
1.6.1 ambas p e p* preservam ordem, portanto a composi¢ao p* o u também preserva ordem.
Agora tome £ -, Oq. Pelo item 2. existe algum § > 0 tal que p* (§) < €. Pelo item 1. existe
D . Oq de modo que i (D) < §. Entao temos que p* (pu (D)) < p* (§) < € e com isso p* o p é
um modulo de continuidade.

4. E claro que po p* (0) = 0 e p o p* preserva ordem. Pelos itens 1. e 2. podemos facilmente
mostrar que p o pu* é continua em 0. Assim p o p* é um modulo de continuidade.

5. Se U. € p*(u(p(z,y))) entdo existe U, € p(x,y) tal que o < e. Uma vez que p(z,y) é
hereditario tem-se U. € p(z,y) e portanto p* (1 (p(x,y))) C p(x,y). De modo reciproco, U. €
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p(x,y) garante que y € St [x,U.]. Dessa forma podemos encontrar 6 < € tal que y € St [z, Us].
Entao Us € p(x,y) com 6 < € o que implica em u(p(x,y)) < e. Assim U. € p* (pu(p(z,y)))
provando a inclusao p (z,y) C p* (u (p(z,y))).

6. Note que p(u* (t)) = p({U- : t < e}) < t. Desse modo po p*(d(z,y)) < d(z,y) para todo
xz,y € X. Além do mais, pela Proposi¢ao 1.6.1 item 1. vale que d (z,y) < 2u(p(x,y)) para

todo z,y € X. Logo pelo item anterior

d(z,y) < 2u(p opu(p(r,y))) =2pmou" (u(p(z,y)))

< 2popt(d(z,y))

A

para todo z,y € X. O

As Proposigoes 1.6.1 e 1.6.3 mostram que a aplicagao Id : (X, p) — (X, d) é um isomorfismo
uniforme. Além disso, como d (z,y) < 2u (p(z,y)) e p(z,y) < p* (d(x,y)) para todo z,y € X
a fungdo 2u ¢ um modulo de continuidade para Id : (X, p) — (X,d) e p* é um modulo de
continuidade para Id : (X,d) — (X, p).

Teorema 1.6.2. Sejam (Y,dy) um espagco métrico e (Y,Oq,,py) 0 espa¢o admissivel asso-
ciado. Entao a funcao f : X — Y € uniformemente continua com respeito a d e dy se, e

somente se, f € uniformemente continua com respeito p e py.

Demonstracao. Considere o diagrama comutativo

(X,d) L (vidy)
1y $ T1ay

(Xop) = (YVopy)

Suponha que f é uniformemente continua com respeito a d e dy e tome & >, O4,. Em
consequéncia de Idy : (Y,py) — (Y,dy) ser um isomorfismo, existe algum ¢ > 0 tal que
dy (y,9') < € implica em py (y,y') < €. Para este ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que d(z,2') < ¢
implica em dy (f (x), f (2/)) < e. Em seguida, como Idx : (X, p) — (X,d) é um isomorfismo
uniforme, existe D >, Oq tal que d(z,2') < ¢ toda vez que p(z,2’) < D. Sendo assim
py (f (), f(2") < € sempre que p(z,2") < D e por conta disso f é uniformemente continua

com respeito a p e py. A reciproca pode ser demonstrada de maneira similar. O
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Capitulo 2
O Hiperespaco

Neste capitulo vamos discutir aspectos topologicos da cole¢ao H (X) formada pelos subconjun-
tos fechados de um espago (X, O, p). Em especial, iremos interpretar a O-estrutura uniforme
diagonal a partir da fun¢do py (ver Defini¢ao 2.1.2) e ainda provar a equivaléncia entre a
topologia uniforme e a topologia construida por Michael em [21]. Além do mais, vamos ates-
tar a compatibilidade entre as convergéncias de Hausdorff e Kuratowski-Painlevé e também

apresentar relagbes com a convergéncia topologica usual (adjacente a ®4,) do Hiperespaco.

2.1 Meétrica de Hausdorff generalizada

Definicao 2.1.1. Dados x € X e A C X nao vazio definimos p (xz, A) € P (O) por

p(l’,A): Up(x,a).

acA

A proposic¢ao abaixo traz propriedades relevantes de p(z, A) e serda importante para mos-
trarmos resultados das segoes seguintes. Em especial, vamos usar o item 3. na prova das

Proposicoes 2.1.2 e 2.3.3 e dos Teoremas 3.3.1 e 3.5.1.

Proposicao 2.1.1. Dadosx € X e A, B C X, as sequintes propriedades sao vdlidas:
1. p(z,A) < p(x,a) para todo a € A.
2. Se B D A entao p(x,B) < p(z, A).
3. p(x,A) = O se, e somente se, v € A.

4 p([E,Z) = p(z,A).
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Demonstracao. Os itens 1. e 2. seguem diretamente da definicao. Para o item 3. note que
p(z,A) = O se, e somente se, AN St[z,U] # O para todo U € O. Como a cole¢ao
{St[z,U] : U € O} ¢é uma familia de vizinhangas basicas em x concluimos que p(z, A) = O
se, e somente se, x € A. Agora provaremos o item 4. Para isto, veja que se U € ,o(a:,Z) entao
U € p(x,y) para algum y € A. Entdo y € St[z,U] N A e portanto St [z,U] N A # (. Desse
modo U € p(x,a) para algum a € A. Assim U € p(x, A) e com isso p(z,A) C p(x, A). A
inclusdo p(z, A) C p(x, A) é 6bvia. O

Definigao 2.1.2. Para A, B C X, definimos o excesso de B sobre A denotado por pa(B) como

pA(B): ﬂp(va) = ﬂ Up(b,a)

beB beB acA

e além disso a cole¢io py (A, B) € P(O) dada por

PH(A=B>:PA(B)QPB<A):{H Up(a,b)}ﬂ{ p(a,b)}‘

beBacA
A colegao py (A, B) é uma relagao simétrica, enquanto p (B) ndo é simétrica. Além disso,
pelo item 4. da Proposicao 2.1.1 temos py (A, B) = pu(A, B) para A,B C X e com isso

consideramos somente subconjuntos fechados ao fazer uso da aplicacao pg.
Observagao 2.1.1. Pelo que foi visto, podemos escrever:
1. p(x,A) ={U € O: St[z,U] N A # (0}.
2. pa(B) ={U € O : B C St[A,U]}.
3. pu(A,B)={U € O: B C St[A,U] e A C St|B,U]}.
Proposigao 2.1.2. A aplicagio py de H (X) associada a O satisfaz as sequintes propriedades:
1. py (A, B) = py (B, A) para todo A, B € H (X).
2. pu ({z}.{y}) = p(x,y) para todo x,y € X.
3. pu (A, B) = O se, e somente se, A = B.
4. pu (A,C) < 1(pu (A, B)Npy (B,C)) para todo A, B,C € H (X).
5. pg (AUB,CUD) < py (A, C)Npy (B, D) para todo A, B,C,D € H(X).
6. puy (A, B) < & se, e somente se, ACB(B,E) e BCB(AE).
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Demonstracao. Os itens 1. e 2. seguem diretamente pela definigao.

Para o item 3., note que p4 (B) = O se, e somente se, B C A = A, pela Proposicio 2.1.1.
Analogamente, pg (A) = O se, e somente se, A C B. Portanto, py (A, B) = O se, e somente
se, pa (B) = pp (A) = O se, e somente se, A = B.

Para o item 4., suponha que U € 1(py (A, B) Npy (B, C)). Assim existe V € py (A, B) N
pu (B,C) de modo que V < %U. Segue que

V € pa(B)Npp(A)Npp(C)Npc(B)

- {m Up(a,b>}n{m Up<a,b>}m{m Up(b,c>}m{m Up(b,c>}.

bEB acA acAbeB ceC beB beB ceC

Dado ¢ € C, existe b € B tal que V € p(b,c), pois V € pp(C). Para o elemento b,
existe a € A tal que V € p(a,b), visto que V € pa(B). Desse modo a,c € St[b, V], o
que implica que a € St[e,U], pois V < iU. Com isso, vale que U € p(a,c). Portanto,
uma vez que ¢ € C foi escolhido de modo arbitrario segue que U € () p(c,A) = pa (C).
Similarmente, usando V € pp (A) N pc (B) obtemos U € () p(a,C) Ce:C pa (C). Portanto
L(pu (A, B) N pg (B,C)) C pa(C)Npc(A) = pu (A, C). Naaegequéncia, mostraremos o item
5.

Suponha U € py (A,C)Npy (B,D),x € AUBey e CUD. Sex € A, temos que

Uepc(A) Cplz,C)Cp(x,CUD).

Se x € B, temos que
Uepp(B)Cp(x,D)C p(x,CUD,)

Desse modo U € peup (AU B). Sey € C ouy € D, temos respectivamente
Uepa(C)Cply,A) Cply,AUDB)

ou

Uepp(D)Cply,B)Cply,AUB).

Com isso, U € paup (CUD) o que implica U € py (AU B,CUD). Portanto, segue
pu (A, C)Npg (B, D) C pg (AU B,C U D). Por tltimo, vamos provar o item 6. Nesse sentido,
repare que py (A, B) < & se, e somente se, p(a, B) < &, para todo a € A, e p (b, A) < &, para
todo b € B, garantindo dessa forma que A C B(B,€) e B C B(A4,¢). O

Para o que segue, lembramos que a familia Oy é full.
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Proposigao 2.1.3. Sejam A, B C X nao vazios e x € X. Entao
1. A € limitado com respeito a d se, e somente se, € limitado com respeito a p.
2. (D (A)) < diam (A) < 2u (D (A)).
3. plp(z,A)) <d(z, A) <2u(p(z,A)).
4. 1 (pa(B)) < da(B) <2u(pa(B)).
5. p(pu (A, B)) < du (A, B) < 2u(pu (A, B)).
6. p* (diam (A)) < D(A) e D (A) < p* (diam (A)).
7. w* (3diam (A)) < 2D (A) < p* (4diam (A)).
8 p* (2dy (A, B)) < pu (A, B) < p* (dg (A, B)) para todo nimero real o > 2.
9. w* (3dy (A, B)) < pu (A, B) < p* (dy (A, B)) se A e B sdo compactos.

Demonstracao. 1. Observe inicialmente que A ¢é limitado com respeito a p se, e somente se,
existe x € X e U. € Oq4 tal que A C St [z,U.]. Entao as afirmagoes seguem pelas inclusoes
By (z,¢) C St[z,U.] C Bq(x,2¢).

2. Pela Proposicao 1.6.1, temos que

210 (D (A)) = 2p ( N p(f;@})) > sup 2u(p(x,y)) > sup d(z,y) = diam (A).

CE,yEA z,ycA z,ycA

Se A é nao limitado entdo para cada n € N existem z,,y, € A com d(z,,y,) > 2n. Entao
U, & p(zp,yn) e assim [ p(z,y) = 0. Desse modo (D (A)) = oo = diam (A4). Se A é
limitado, entao é valida gvi:eofrlldigéo d(z,y) < diam (A), para todo z,y € A, o que implica que
Ugiam(A)+s € p(x,y) paratodoz,y € Aed > 0. Sendo assim Ugiam(a)+5 € D (A) para todo § > 0,
e portanto p (D (A)) < diam (A) + 6 para todo § > 0. Assim segue que u (D (A)) < diam (A).
3. Pela Proposigao 1.6.1, temos que

wip(z, A)) =p (U p(%@)) < inf p(p(z,a)) < infd(z,a) =d(z,A).

acA a€A
a€A

Por outro lado, considerando U. € p(x, A) entdao U. € p(x,a) para algum a € A. Isto garante
que d(z,a) < 2¢, e entdo d(z,A) < d(z,a) < 2¢ toda vez que U. € p(x,A). Desse modo,
d(z,A) <2u(p(z, A)).
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4. Pela Proposigao 1.6.1 novamente, temos que

20 (pa (B)) = 21 (ﬂ o (b, A)) > sup 20 (p (b, A)) > supd (b, A) = ds (B).

beB beB beB

Em contrapartida, temos que d (b, A) < da (B) para todo b € B. Para cada § > 0, existe
algum a € A tal que d (b,a) < d(b, A) + J e entao d (b,a) < da(B) + J. Sendo assim temos
que Uq,(By+s € p(b,a), e entao Uy, (py+s € p (b, A) para todo b € B. Entao Uy, (p)+s € pa (B)
e portanto p (pa (B)) < da (B) + 6 para todo d > 0, o que implica p (pa (B)) < da (B).

5. Agora temos que

21 (pr (A, B)) = 2u(pa(B)Nps(A))
> max{2u(pa (B)),2u(ps (A))}
> max{da (B),dg(A)} =dy (A, B).

Uma vez que i (pa(B)) < da(B), existe U., € pa(B) de modo que g, < da(B) + 1/n.
Como pa (B) ¢ hereditaria, segue que Uq,()+1/n € pa (B) para todo n € N. Analogamente,
p(ps(A)) < dp(A) implica que Uq,a)+1/n € pB (A) para todo n € N. Pela hereditariedade,
Ua(a,B)+1/m € pa(B) N pp (A) para todo n € N, e portanto p(pg (A, B)) < dg (A,B) +1/n
para todo n € N. Desse modo temos que u(py (4, B)) < dy (A, B).

6. Em razao de p* preservar a ordem e u (D (A)) < diam (A), temos que p* (1 (D (A))) <
w* (diam (A)). Por propriedades presentes nas Proposigoes 1.6.1 e 1.6.3, temos que

p(n(D(A) = o (u ( N P(%?J)))

z,yeA

- (sup p (p(:v,y))>

z,y€A

= () # (elp(2y)

z,yeA

= (] rlz,y)

z,yeA

D (A).

Entao D (A) < p* (u(D(A))) < p* (diam (A)). Se A é nao limitado entao diam (A) = oo e
D (A) = (), e entdo p*(diam (A4)) = @ = D(A). Se A ¢ limitado entdo A é compacto, entdo o
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conjunto {d (z,y) : z,y € A} é fechado em [0, 00). Entdo temos que
1 1
w* <§diam (A)) = (§d1am )
= (sup { XL,y € Z})

= (« <2d(:vy))

x,y€A

< () rlzy)

m,yez

- D(A).
7. Pela Proposicao 1.3.8 item 3. temos que juntamente com o item anterior

L fiam(A)) < D(A) < 2D(A).

u(2

Pela Proposicao 1.6.1 item 5. juntamente com o item anterior temos que
2D (A) < 2" (diam (A)) = 2p* (27 *4diam (A)) < p* (4diam (A)).

Desse modo p* (3diam (A)) < 2D (A) < p* (4diam (A)).
8. Pelo item 5. temos que p* (u (pm (A, B))) < p* (dg (A, B)). Pelas Proposigoes 1.6.1 ¢ 1.6.3

w (o (A, B))) = max {1 (pa (B)), 1 (p5 (A))})

“(
(1 (pa(B))) ™ (p(ps (A)))

- (supu p (b, A))) oy (iggﬂ(ﬂ(%B)))

ol
w*
w*
o { 1 (u(p (b, A)))} N {ﬂ 1 (u(p (a,B)))}

ﬂp<b,A>}m{ﬂp<a,B>}

entdo py (A, B) < p* (u(pu (A, B))) < p*(dg (A, B)). Reciprocamente, se U. € py (A, B)
entdo U. € p(b,A), para todo b € B e U. € p(a,B), para todo a € A. Sendo assim, para
cada b € B, existe algum a;, € A tal que U. € p (b, ap), o que garante d (b, ap) < 2¢. Segue que
d(b,A) < d(b,ay) < 2e, para todo b € B e desse modo ds (B) < 2¢. Analogamente temos que

dB (A) < 28. Se o > 2, Segue que
dH (‘1 E ) Inax{:lA (‘E) dB (J 1)} <— €<¢
(0 ’ (6% ’ «
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e assim U. € p* (2dy (A, B)). Por conta disso p* (1dg (A, B)) < pu (A, B).
9. Suponha A e B subconjuntos compactos de X. Comisso {d (b, A) : b€ B}e{d(a,B):a € A}

sao fechados [0, 00). Entao temos que

v (unam) = (3aam) 0 (Gaa )

MU (100) {0 U (31000)

gl p<b,a>}m{m Up(a,w}

a€AbeB

O proximo resultado seré util mais adiante (Ver Proposigao 3.7.4).

Proposicao 2.1.4. Seja A C X um subconjunto nao vazio e tome uma rede convergente

vy — x em X. Assim, v € A se, e somente se, pa (zy) — O.

Demonstragdo. Suponha x € A e U € O qualquer. Devido a Proposicao 1.3.4 existe )\ tal que

se A > Ao entdo U € p(xy,x). Desse modo

pa(xy) = pz(z2) < p (A7) < {U}

e portanto p4 (r)) — O. Em contrapartida, suponha p4 (z)) = O e tome U € O qualquer.
Considere V € O com V < %Z/{. Com isso, existe \g tal que se A > Ag entdo V € py (z)) N

p(zx,x). Assim para cada A\ > )\ existe também ay, € A tal que V € p(z,a,). Desse modo

pa(z) < p(x,an) <1(p(x,zx) Np(r,a0)) < T{V} < {U}

o que garante que p4 () = O. Portanto z € A. O
Pelo item 3. da Proposicao 2.1.1 temos que
A={r e X :p(x A) =0}
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Com isso, nosso critério de aproximagao minima dado pela igualdade p(z, A) = O é compativel
com a axiomatizagao cléssica de proximidade topoldgica entre um ponto x e um conjunto A
expressa pela relacdo z € A. Além do mais, pelo mesmo item da referida proposicao, dados
(X, d) um espago métrico e O, a familia admissivel de coberturas abertas U, = {B(x,¢) : x €

X} por e-bolas, € > 0, temos que p(x, A) = Oy se, e somente se, d(z, A) = 0.

Proposicao 2.1.5. Seja K um subconjunto compacto de X e (xy)rep uma rede em X. Se

p(xx, K) — O entao xy admite sub-rede convergente x5, — y, com y € K.

Demonstragio. Dado U € O, existe Ay € A tal que U € p(xy, K) toda vez que A > Ay. Com
isso, para todo A > Xy, podemos tomar zy) € K tal que U € p ($>\,z(>\7u)). Em seguida,

defina o conjunto
D= {(\U) U € p(r z0m) ]}

dirigido por (A1,U1) > (Ag,Us) se, e somente se, A\; > Ay e Uy < Uy. Para cada (\,U) € T,
definimos também x5 ;) = ). Pela compacidade de K podemos assumir que z()y) — 2 para
algum z € K. Agora para um dado U € O seja U’ € O com U’ < %L[. Como p (z(,\ju), z) — O,
existe (Ao, Up) tal que U’ € p (z(,\,y), z) sempre que (A, V) > (A, Up). Depois, escolha U, € O tal
que Uy U eU) <Up. Se (N, V) = (Ao, Up) entdao U’ € p (2, 2 1)), Visto que V € p (2, 20 1))
Além disso, U’ € p (z(,\,y), z) logo

p (2o, 2) < 1p(@r, z00) N Pz, 2)) < H{U'} < {U}

para todo (A, V) > (Ao, U}). Portanto a sub-rede (x(/\:u))(,\u)er de (zx),c, converge para

z € K. [
Por dltimo, vejamos como py se relaciona com o didmetro da uniao de conjuntos.
Proposicao 2.1.6. Sejam A, B C X ndao vazios. As sequintes afirmagoes sao vdlidas.
1. D(AUB)<1(D(A)ND(B)Npa(B)).
2.D(AUB)<1(DA)ND(B)Npp(A)).
3. D(AUB)<1(D(A)ND(B)Npy (A, B)).

Demonstragao. Para o item 1., suponha o caso nao trivial 1 (D (A)ND (B)Npa(B)) # 0. Se
Ue1(D(A)ND(B)Npa(B)) entao existe V € D (A) ND(B) N pa (B) tal que V < sU. Em
seguida, tome x,y € AU B. Se x,y € A vale que V € p(x,y). Portanto U € p(x,y), visto que
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p(x,y) é hereditaria. De mesmo modo U € p(z,y) se x,y € B. Por tltimo, assuma x € A e

y € B. Uma vez que V € pa(B) = () U pla,b) existe a € A tal que V € p(a,y). Como
beBacA
VeD(A)entao V € p(z,a). Comisso V€ p(z,a)Np(a,y)eassimU € 1(p(z,a)Np(a,y)).

Desde que p(x,y) < 1(p(x,a)Np(a,y)) dai U € p(z,y). Nesse caso U € p(x,y) para x,y €
A U B arbitrarios. Portanto U € D (AU B) e o item 1. estd provado. O item 2. pode ser
provado analogamente enquanto o item 3. é consequéncia do item 1. juntamente com o item

2. [l

2.2 Uniformidade diagonal pp-induzida

O proposito desta secao é produzir uma descricao alternativa da estrutura uniforme diagonal
do Hiperespago H(X ). Para mais detalhes sobre a constru¢ao de H (X ) recomendamos a leitura
de [36].

Para AC X e £ € P(O) a &E-bola de A com respeito a py ¢ o conjunto

By (A€) = {BeH(X):pu(A B)=<E}
= {BEeH(X): ACB(B,E) e BCB(AE)}.

Além disso, para cada U € O escreveremos daqui em diante By (A,U) ao invés de By (A, {U}).
Como B (A, {U}) = St [A, U] temos

By (AU)={BeH(X): ACSt[B,U] e B St[AU]}.

Observagao 2.2.1. Na linguagem dos espagos uniformes, A e B sao ditos uniformemente

fechados ou A é U-fechado a B se A C St [B,U] e B C St[A,U].
Dados D, E C H(X) x H (X) a composicao é definida como
DoE={(A,B)e H(X)xH(X):(A,C)€e Ee (C,B) € D para algum C € H (X)}.
Além disso a relacao inversa é dada por
D'={(A,B)e H(X)xH(X):(B,A) € D}.

Teorema 2.2.1. A cole¢io Dy =\ J{Bu (A,U) x By (A,U): A€ H(X)} comU € O é uma

base para uma estrutura uniforme diagonal ®4 em H (X).
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Demonstracao. Seja A C H (X)xH (X) adiagonal de H (X)), ouseja, A = {(A,A) : Ae H(X)}.
E facil ver que A C Dy para todo U € O. Na sequéncia, dados U,V € O, tome W € O
tal que W < iU e W < 2V. Se (4, B) € Dy entdo existe C € H (X) tal que (4, B) €
By (C,W) x By (C, ). Desse modo

A C St[C,W] e C C St[A,W],
B C St[C,W] eC C St[B,W].

Em vista disso, A C St[C,W] e C' C St[B,W], entdo A C St [B,U], ja que W < iU. Por
outro lado B C St[C, W] e C C St[A, W], garantindo assim que B C St [A,U]. Desse modo
A € By (B,U), e portanto (A, B) € Dy. Como W < %V, ¢ possivel provar de modo analogo
que (A, B) € Dy,. Portanto Dyy C Dy N Dy. Para uma vizinhanga diagonal D,,, vamos obter
a seguir V, W € O tais que Dy o Dy C Dy e D;\} C Dy. Para isto, visto que Dy, é simétrico,
temos que Dzjl = Dy. Considere ainda V € O de modo que V < %L{. Se (A, B) € Dy o Dy
entdo existe C' € H (X) tal que (A,C),(C, B) € Dy. Nesse caso, existem E,F € H (X) tais
que (A,C) € By (E,V) x By (E,V) e (C,B) € By (F,V) x By (F,V). Dessa forma temos que

C St[E,V] e ECSt[A)V],
C St[E,V] e ECSt[C,V],
St[F,V] e F C St[C,V],

B Q Q =
N

C St[F,V] e F CSt[B,V].
Como V < %Z/{ , segue que
C St[C,U] e C CSt[A U],
C St[C,U] e C CSt[B,U].
Entao (A, B) € By (C,U) x By (C,U), e portanto Dy, o Dy, C Dy. O

Definigao 2.2.1. O espago uniforme H (X) munido com a topologia cujas vizinhangas bdsicas
em A € H(X) sao formadas pela colegio Ny = {D[A] : D € Dy} é chamado de Hiperespago
de X.

A mesma topologia é produzida se considerarmos somente os elementos da base Dy, (ver
[36], Teorema 35.6). Além do mais, a familia de coberturas Oy, associada a estrutura diagonal
D4 possui uma base de coberturas uniformes na forma v (D) = {D[A]: A€ H(X)} para
D € Dy.
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Teorema 2.2.2. Para todo A € H (X), temos as sequintes inclusoes:
1. Dy [A] C By (A,U) C Dy [A] toda vez que V < 3U.
2. St[A,v(Dy)] C By (A,U) C St[A, v (Dy)] toda vez que V < 3U.

Demonstragao. 1. Se B € Dy, [A] entdo (A, B) € Dy, assim existe C' € H (X) tal que (A, B) €
By (C,V) x By (C,V). Como V < iU, segue que B € By (A,U). A inclusio By (4,U) C
Dy, [A] é obvia.

2. Tome W € O tal que ¥V < W e W < 1U. Se B € St[A,v(Dy)] entdo A, B € Dy [C] para
algum C' € H (X). Pelo item 1., temos que Dy, [C] C By (C, W), entdao A, B € By (C,W).
Como W < iU, temos que B € By (A,U). Com isso, St[A,v(Dy)] C By (A,U). Como
By (A,U) C Dy [A], a inclusdao By (A, U) C St [A, v (Dy)] é obvia. O

Agora vamos mostrar uma equivaléncia entre duas topologias definidas sobre H (X). Para
isto, dada uma colecao finita C = {Uy, ..., U,} de abertos em X, seja o conjunto (C) C H (X)
dado por

€)= {AG’H(X) cAC UUi e ANU; # 0 para todo i = 1,...,n}.
i=1

Definimos também para cada A € H (X) e € Oy, a colegao
AU ={UeclU: AnU #0}.
Estabelecidas as devidas consideracoes, vejamos o teorema abaixo.

Teorema 2.2.3. A topologia uniforme em H (X) gerada pela estrutura uniforme diagonal Dy,

coincide com a topologia Hausdorff.

Demonstragao. De acordo com [21] o conjunto By = {([A,U]) : A€ H(X),U € Of} é uma

base para a topologia Hausdorff compacta de H (X). Posto isto, é suficiente mostrar que para

cada A€ H(X) el € Oy existe V € Oy tal que By (4,V) C ([A,U]) C By (A, U).
Inicialmente, note que St [A,U] = |J U.SeB € ([A,U])entao BC |J UeBNU # 10

UelAU] Ue[AU]
para todo U € [A,U]. Assim B C St [A,U] e [A,U] C [B,U]. A segunda incluséo implica que
Ac U U =St[B,U]. Entao B € By (A,U), e consequentemente ([A,U]) C By (A, U).
U€[BU]
Agora, tome [A,U] = {Uy, ...,U,}.

Para cada 7 =1, ...,n, escolha x; € ANU; e defina V; € Oy por

Vi = {U N\ @i}, Uiy o, Un \ {zi)}, X\ A}
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Tome V € Of de modo que V < V; para todo ¢ = 1,...,n. Afirmamos que By (A4,V) C
([A,U]). Paraisto, se B € By (A,V) entdo B C St[A,V] e A C St[B,V]. Uma vez que V <V,
temos B C St[A, V] e A C St[B,V;]. Como

(A, V] c {Ui \{z:}, .., Uiy ., U \ {zi}}

segue que

BC(Ul\{l’z})UUUz U\{ZL} U

j:

Para concluir que B € ([A,U]), s6 resta provar a inclusdo [A,U] C [B,U]. Nesse sentido,
suponha por absurdo que B N U; = 0 para algum U; € [A,U]. Entao U; ¢ [B,V;]. Como
A C St[B,V)], segue que A C ( Uj> \ {x;}, o que é uma contradi¢ao. Desse modo

(B,

BnNU; # 0, e portanto [A,U] C O

2.3 Hiperconvergéncia de Hausdorff

Nesta se¢ao, vamos construir uma nogao de convergéncia em H(X) fundamentada na familia
de coberturas pg (A, B) e na convergéncia de redes (£x)xea € P(O). A ideia é que com este
critério em maos e a partir das propriedades da aplicagao p discutidas na Proposicao 1.3.1
podemos apresentar de forma mais clara e objetiva a convergéncia de redes de conjuntos em

H(X).

Definigao 2.3.1. Considere H (X) o Hiperespago de um espago admissivel X. Uma rede
(Fy) C H(X) T-converge a F C X, e denotamos por F\ — F, se F\ converge a F' na topologia
cujas vizinhangas bdsicas em F sio formadas pela colegio N = {Dy [F] : U € O}. Dizemos

ainda que uma rede (Fy) h-converge a F' C X, e denotamos por F) M F, se pu(Fy, F) — O.
Vamos apresentar em seguida resultados relacionados a convergéncia de Hausdorft.
Proposicao 2.3.1. Seja (F)\) uma rede em H(X) e FF C X. Se F) M F entdo F, — F.

Demonstra¢ao. Tome A C H(X) um aberto tal que F' € A. Existe portanto Dy[F] de modo
que Dy[F] C A para algum U € O. Como py(F\,F) — O, existe \g de forma que U €
pu (F\, F) se A > Xg. Com isso F\ € By(F,U) C Dy[F| para todo A > Ay, pelo item 1. do

Teorema 2.2.2 e assim F)\ — F. ]
Proposicao 2.3.2. Seja (F\) uma rede em H(X). Se F\ 2R, Py Fy entio Fy = F.
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Demonstracao. Tome U,V € O tais que V < %L{. Como py(Fy, F1) — O e py(Fy, Fy) — O
existe \g € A tal que V € pg(F), F1), pu(F), F») para todo A > \g. Fixado A > Ag, o item 4.

da Proposigao 2.1.2 garante que
pr(Fy, F2) < Wpu(F1, F)) 0 pu(Fy, Fr)) < V) < {U}
para todo U € O. Portanto pela Proposicao 2.1.2 item 3. obtém-se F; = F5. O
Proposicao 2.3.3. As sequintes afirmagoes sao vdlidas.
1. Se F C G e pp(F\) — O entao pc(F\) — O;
2. Se G\ C F\ e pp(Fy) = O entio pp(Gy) — O;
3. Se pa(F\) — O e pp,(F) = O entio F C G;

4. Sejam (F\),(Gy) redes em H(X) com F\ C G para todo A € A. Se F,G C X sdo tais
queF,\gFeG,\gG entao F' C G.

Demonstragao. Os itens 1. e 2. sdo 6bvios pois pg(Fi) < pr(F)), pr(Gy) < pr(F)). O item
3. segue pela desigualdade pg(F) < 1(pr, (F) N pa(F))). Fagamos entao o item 4. Para isto,
sejam U,V € O tais que V < 1. Como py(Fy, F) = O e pu(Gy,G) — O existe Ay tal que
Ve pu(F\, F)Npr(Gy, G) toda vez que A > Xg. Portanto V € pg, (F) N pa(G)) sempre que
A > Ao. Fixe A > X\g. Como F) C G, entdo pg(F)) < pa(Gy) e com isso V € pg(F)). Desse
modo
pc(F) < 1pr, (F) N pa(Fy)) < {V} < {U}

para todo U € O. Entao pg(F) = O e assim F C G. O

Proposicao 2.3.4. Seja X um espago Hausdorff. Considere (K)) C H(X) uma rede de
compactos e B C X compacto. Se K MK com K X compacto e Ky N B # () para todo
A€ A entao KN B # ().

Demonstragao. Tome uma rede (x)) C Ky N B. Como K, N B é compacto assuma ), — a
para algum a € K, N B. Depois, sejam U,V € O tais que V < %Z/l. Como py(Ky,K) — O
existe \g € A para o qual V € pg(K)) toda vez que X > \g. Nesse caso V € pg(x,) sempre
que A > Ag. Em seguida, para cada A > g existe @’ € K (dependendo de \) de modo que
V € p(d,zy). Como z), — a entdo pela Proposigao 1.3.4 temos p(zy,a) — O e assim existe

A1 € A tal que V € p(xy,a) se A > Ay, Fixado A > Ao, A\ segue que

pr(a) < pla,a’) < 1(p(a, zx) N p(xy, a')) < H{V} < {U}.
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Entao U € pg(a) para todo U € O. Desse modo pg(a) = O e pela Proposi¢ao 2.1.1 temos
a € K. Portanto a € K N B. O

Teorema 2.3.1. As sequintes afirmagoes sao vdlidas

1. Se (F\) € uma rede decrescente, F' = ﬂ F\ com pp(F\) — O entao F) M.
AEA

2. Seja X admissivel completo. Se (F\) é uma rede de conjuntos fechados, limitados e nao

vazios de X tal que v (F\) — O entao F = ﬂ F\ € compacto, nao vazio e py(Fy, F) —
AEA

0.
Demonstracao. O item 1. é 6bvio. Fagamos entao o item 2. Pelo Teorema 1.5.4 temos F
nao vazio e compacto. Suponha que F\ nao h-converge a F. Em seguida, considere U € O
tal que para cada A € A existe N > A de modo que U ¢ py(Fy,F). Visto que F' C Fy
entdo U € pp,, (F) e com isso U ¢ pp(Fy). Portanto F\ € St[F,U]. Como Fy C F) entdo
Fy ¢ St[F,U] para todo A\ € A. Depois, defina C, = F\ N (X \ St[F,U]) para cada X € A.

Dessa forma (C)) é uma rede decrescente de fechados tal que v (C\) — O pois C\ C F) .

>:@.

Portanto ﬂ Cy # (. Mas isto ¢ impossivel ja que
AEA

() P

AEA

(N Cr= PN (X\St[FU)) =) Fan (X\St

A€A A€A A€A

2.4 Hiperconvergéncia de Kuratowski-Painlevé

Nesta secao vamos comparar as convergéncias de Kuratowski-Painlevé e h-convergéncia em

K(X). Primeiro, vejamos algumas definigdes.

Definigao 2.4.1. Seja (Fy) uma rede em H (X). Os conjuntos

LS (F)\) = {xze€ X : para toda vizinhanga aberta U de x, U N F\ # 0 frequentemente}

LI (F)) = {x € X : para toda vizinhanga aberta U de x, U N Fy\ # () residualmente}

sao chamados respectivamente limite superior e limite inferior de (F)).

Definigao 2.4.2. Dizemos que uma rede (F\) C H(X) Kuratowski converge a F' € H(X), e
escrevemos Fy 25 F' se, e somente se, F = LS (Fy) = LI (F)).
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Observagao 2.4.1. Como LI (Fy) C LS (F)) entao para verificar a convergéncia de Kura-

towski € suficiente provar as inclusoes LS (F\) C F' C LI (F)).

Proposicao 2.4.1. Considere uma rede (Fy\) C H (X). Sendo assim sao verdadeiras as se-

guintes afirmacoes.
1. Se pp(Fy\) — O entao LS(F)) C F.
2. Se pp, (F) — O entao F C LI(F)).

Demonstragdo. Para o item 1. tome z € LS(F)) e U,V € O,V < iUU. Como pp(Fy) — O
existe \g € A de modo que V € pp(F)y). Entao F)\ C St[F,V| sempre que A > \;. Além disso,
x € LS(F)), dai existe X' > g de modo que St[F, V] N Fy # 0. Seja y € St[x,V] N Fy. Como
y € Fy entao y € St[F,V] e portanto V € p(y, k) para algum k € F. Isto garante que

p(w, k) < 1(p(z,y) N p(y, k) < {V} < {U}

para todo U € O. Por isso p(z, F) = O e assim x € F. No item 2. considere x € F e U € O.
Visto que pp, (F) = O tome A\g € A de modo que U € pp, (F') para todo A > Ag. Com isso,
x € St[F\,U] o que implica F\ N St[z,U] # () toda vez que X\ > \g. Portanto = € LZ(F)). O

Corolario 2.4.1. Se (F\) € uma rede em H(X) e F) X F, para algum F € H(X) entao
5.

Demonstra¢ao. Como F) A F, vale que pp(F)), pr, (F) — O e assim pelos itens 1. ¢ 2. da

Proposigao 2.4.1 temos que LS(F)\) C F' C LI(F)). O

O resultado a seguir mostra a equivaléncia entre as hiperconvergéncias de Hausdorff e

Kuratowski-Painlevé para uma rede de conjuntos sobre um espago compacto.

Teorema 2.4.1. Seja X um espag¢o compacto, K € H(X) um subconjunto fechado em X ndao

vazio e (K) C H(X). Entao K 5 K se, e somente se, Ky 5 K.

Demonstragao. Suponha que K\ — K. Mostremos que py (K, K) — O. Para isto, considere
U € O. Visto que St[K,U] é aberto entao X \ St[K,U] é fechado em X e portanto compacto em
X. Para cada z € X\ St[K,U] temos que = ¢ K e como LS(K)) = K existem entao aberto U,
e \; € A com z € U, tal que U, N K, = () para todo A > \,. Com isso {U, : z € X \ St|K,U]}
¢ uma cobertura aberta de X \ St[K,U| e por compacidade admitimos

X\ stEu c | U,

zeF
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onde ' C X \ St[K,U] ¢é finito. Depois, tome Ay € A tal que \g > A, para todo z € F.
Nesse caso U U NKy=0seX> )\ eentao (X \ St[K,U]) N K, = 0 para todo X\ > Ag.

zeF
Assim K, C St[K,U] sempre que X\ > Ao, dai U € pg(K)) toda vez que A > Ag. Por outro

lado, na medida em que K é compacto considere Uy, ..., Uy, uma cobertura aberta de K com
D(U;) < {U} e U;N K # () para todo j = 1,...,k. Como LZ(K)) = K existe \; € A para cada
j € {1,...,k} tal que U; N K # 0 sempre que A > \;. Tome A\; > A, para todo j € {1,...,k}.
Afirmamos que K C St[K,,U| se A > \;. Para isto, tome z € K. Em tal caso, x € U; para
algum j € {1,...,k}. Dado que A > \; para todo j € {1,...,k} vale que U; N K # () ¢ em vista

disso existe y € U; N K. Dessa forma
p(z,y) < D(U;) < {U}

e assim K C St[K,,U] se A > A;. Por fim, considere \y > Xg,A\;. Se A > Ay entdo
K C St|Ky,U] e K\ C St[K,U] o que resulta U € pr(Ky) N pr, (K) se A > Ag. Portanto
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Capitulo 3

Atratores globais para Acoes de

Semigrupos

O objetivo deste capitulo é construir uma teoria abstrata de atratores globais para agoes de
semigrupos em espacos completamente regulares. Para tanto, vamos considerar uma estrutura
de coberturas abertas sobre o espago de fase e em seguida usar a distancia admissivel para
generalizar resultados contidos em [26]. Nosso interesse é discutir condigbes necessérias e
suficientes para caracterizagao e existéncia do atrator global e do atrator uniforme global. Por
fim, ainda vamos aplicar o Teorema de Cantor-Kuratowski no estabelecimento de uma relagao

entre compacidade assintotica e compacidade limite.

3.1 Definigcoes, notacoes e fatos preliminares

Seja (X, O) um espago admissivel, p : X x X — P(O) a fungao admissivel e S um semigrupo.
Uma agao a esquerda de S sobre X, denotada por (S, X, pt) ou simplificadamente (S, X), é uma
aplicacao v : S x X — X dada por u(s,z) = sz satisfazendo s(tx) = (st)z para todo x € X e
s,t € S. Para todo s € S definimos p, : X — X dada por us(x) = sxz. Ao longo do capitulo
vamos assumir j, continua.

Dizemos que (S, X) é eventualmente compacta se existir t € S tal que py : X — X &
compacta, isto é, para todo limitado Y C X a imagem p;(Y") é relativamente compacta. Em
seguida, dados Y C X e A C S definimos a A-semidrbita e A-semiorbita regressiva de Y

respectivamente por:
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AY ={ye X : existemseAexEYtaisquesx:y}:U,us(Y)
s€A

AY ={y € X : existem s € Aez €Y tais que sy =z} = Uu;l(Y)
s€A

Um subconjunto Y é S-progressivamente invariante se SY C Y e S-regressivamente inva-
riante se S*Y C Y. E imediato verificar que SX e SX sio progressivamente invariantes por

S.

Ainda nesse sentido, temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.1.1. Se a ag¢ao do semigrupo S no espaco topologico X for aberta entao o

conjunto S*X € regressivamente invariante se ele for nao vazio.
Demonstragao. Ver [35], pagina 14. ]

Prosseguindo com as definicoes, Y C X é dito invariante pela acao de S se sY =Y para
todo s € S. Repare que se Y for progressivamente e regressivamente invariante e a acao for
sobrejetiva entao Y é invariante. Com efeito, supondo Y progressivamente invariante entao
sY C Y para todo s € S. Por outro lado, paray € Y e s € S temos () # ;! (y) C Y pois a
acao é sobrejetiva e Y é regressivamente invariante. Sendo assim, y € sY e portanto Y C sY.

Além disso, se (Y))aea ¢ uma familia de subconjuntos invariantes de X entdo a reunido

Y = U Yy é também invariante. De fato, basta observar que S(U Yy) = U sYy e sYy, =Y,

AEA AEA AEA
para todo A € A.

Por dltimo, Y C X é dito minimal para acao de S se é nao vazio, fechado, invariante e nao

tem nenhum subconjunto préoprio com tais propriedades.

Proposicao 3.1.2. Um subconjunto nao vazio Y de X € minimal pela acao de S se, e somente

se, Y = Sx para todo x € X.
Demonstragao. Ver [35], pagina 14. ]

Lema 3.1.1. Seja Y C X invariante, compacto e nao vazio. Existe pelo menos um subconjunto

minimal de Y .
Demonstracao. Aplicar o Lema de Zorn. O

Para estudar o comportamento assintotico de (.S, X') vamos precisar de uma nogao de infinito

no semigrupo.
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Definicao 3.1.1. Seja F uma familia de subconjuntos do semigrupo S. Dizemos que:

1. F € uma base de filtro de S se ) ¢ F e para cada A,B € F existe C € F tal que
CCcCANB.

2. Uma rede de valores (ty)rea em S diverge na dire¢io de F (ou € dita F- divergente) se

para cada A € F existe Ay € A tal que ty € A para todo A > \y. Denotamos ty — 5 0.

Observagao 3.1.1. A Defini¢io 3.1.1 generaliza t, — oco. Com efeito, tomando a base de
filtro canonica F = {A; : t > 0} com A, = (t,+00) (Filtro de Frechet) temos que t, — oo se,

e somente se, ty —F 0O.

Para o que segue, um subconjunto Y C X absorve Z na diregao de F se existir A € F tal

que AZ CY.

Definicao 3.1.2. Uma ag¢ao de semigrupo € dita:

1. F-limitada dissipativa se existe um subconjunto limitado que absorve todo subconjunto

limitado de X.

2. F-assintoticamente compacta, se para toda rede limitada (x)\)axepn C X e para toda rede

(tx)rea C S com ty —x 00 a rede (txx)ren C X possui sub-rede convergente.

Definicao 3.1.3. Dizemos que F C S satisfaz:
1. Hipdtese Hy se para todo s € S e A € F emistir B € F tal que sB C A.
2. Hipotese Hy se para todo s € S e A € F existir B € F tal que Bs C A.
3. Hipotese Hs se para todo s € S e A € F existir B € F tal que B C As.
4. Hipdtese Hy se para todo s € S e A € F emistir B € F tal que B C sA.

Em especial, essas hipoteses serao importantes na descricao dos semigrupos cuja acao é
F-assintoticamente compacta (Proposi¢ao 3.4.1) e dos semigrupos que admitem atrator global
(Teorema 3.4.2). Indicamos [9], [10] e [14] para exemplos de familias satisfazendo as condigoes

acima.
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3.2 O atrator global

Conforme [26], dado (.S, X') uma acdo de semigrupo sobre um espago métrico (X, d) e F uma
base de filtro de subconjuntos de S, o atrator global para (S, X)) ¢ um subconjunto compacto
invariante A de X que atrai todo subconjunto limitado Y de X, ou seja,

lim dist (t)\Y, .A) =0

tx\—Fo0
para toda rede F-divergente (£)),., em S. A defini¢do de atragao considerada depende da
familia F do semigrupo S e da semi-distancia de Hausdorff denotada por dist e definida como

dist(A, B) = sup <inf d(a, b)) .

acA beB

Para se definir o atrator global em nosso ambiente de estudo é necessério, em primeiro

lugar, dar um significado para o termo atragao.

Definigao 3.2.1. Um subconjunto Y C X atrai Z C X na direcao da base de filtro F ou
F-atrai Z se para cada U € O existir A € F tal que AZ C St[Y,U].

Proposicao 3.2.1. Um subconjunto Y C X atrai Z C X na direcao da base de filtro F se, e

somente se, py (taZ) — O para toda rede ty —F 0.

Demonstracao. Suponha que Y atrai Z e tome uma rede ty —r oco. Dado U € O existe A € F
tal que AZ C St[Y,U]. Em seguida, tome )y de modo que se A > Xy entao ¢, € A. Desse
modo t\Z C St[Y,U] para todo A > Ay, isto é, U € py (t,Z) para todo A > Ag. Portanto
py (taZ) — O. Reciprocamente, assuma que py (1,Z) — O para toda rede t, —r 00 e
suponha que Y nao atrai Z. Entdo existe algum U € O tal que AZ ¢ St[Y,U] para todo
A e F. Com isso, para cada A € F existe t4 € A com toZ ¢ St[Y,U]. Como t4 —z 0o temos
que py (taZ) — O por hipotese. Isto garante a existéncia de Ay de forma que se A C Ay entédo

U € py (taZ) e portanto t4Z C St[Y,U] para todo A C Ay, o que é uma contradigao. O]

A Proposicao 3.2.1 possibilita o desenvolvimento de uma linguagem muito proxima a uti-
lizada na teoria de atratores globais sobre espagos métricos. De fato, basta comparar nosso

texto com [8] e [26] por exemplo.

Proposicao 3.2.2. A agao do semigrupo (S, X) é F-limitada dissipativa se, e somente se,

existe D C X limitado que F-atrai todo subconjunto limitado de X .
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Demonstragao. Suponha que (S, X) é F-limitada dissipativa. Assim existe D C X limitado
que absorve todo subconjunto limitado de X. Em seguida, considere Y C X limitado. Desse
modo, existe A € F tal que AY C D, o que garante AY C St[D,U] para todo U € O. Com
isso D atrai Y. Para a reciproca, assuma a existéncia de Y C X limitado que atrai todo
subconjunto limitado de X. Depois, escolha U € O e defina D = St[Y,U]. Dado Z C X
limitado existe A € F tal que AZ C St[Y,U], garantindo assim que D absorve Z. Portanto a

acao é F-limitada dissipativa. O]

Definigao 3.2.2. Um subconjunto A de X se diz um F-atrator global para (S, X) se A € nao

vazio, fechado, compacto, invariante e F-atrai todo subconjunto limitado de X .

Depois de uma primeira leitura da Definicao 3.2.2 nos parece razoével a possibilidade de
que uma mesma acao de semigrupo admita mais de um F-atrator global, no entanto temos a

unicidade garantida pela proxima proposicao.

Proposicao 3.2.3. Se a agao de um semigrupo possui um F-atrator global A entao ele € inico

e se exprime como a uniao de todos os subconjuntos limitados invariantes de X.

Demonstragao. Sejam A e A’ dois F-atratores globais. Desde que A’ é compacto entao A’ é
limitado. Com isso A atrai A’ e dai py (t\A") — O para toda rede ty, —x oo. Como A’ é
invariante segue que p4 (txA') = pa(A’) e entdo py (A) = O. Portanto A’ € A = A. De
modo analogo temos que A C A" dai A = A’. Agora, seja {B,}, .y todos os subconjuntos

invariantes limitados de X. Como A é invariante e limitado temos que A C |J .y B,. Por

oEY
outro lado, A atrai todo B,, assim p4 (txB,) — O para toda rede ty —z co. Como B, é

invariante segue que B, C A e portanto | J, .y, B, C A. O

3.3 Conjunto w-limite e prolongamentos

Nesta secao, voltaremos nossa atencao ao comportamento assintético da agao de um semigrupo
sobre um espago admissivel. Antes, vamos relembrar alguns conceitos indispensaveis a este tipo
de abordagem.

Braga Barros e Souza introduziram em [9,b10] a seguinte defini¢gao de conjunto limite para

(S, X).
Definicao 3.3.1. Dado Y C X e F uma base de filtro de S, o conjunto

wY,F)= | A

AeF
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¢ chamado de w-limite com respeito a familia F.

Observagao 3.3.1. O conjunto w(Y, F) representa a regidgo onde se acumulam as A-semidrbitas
de Y no extremo de S. Atentamos que cada familia de subconjuntos F de S determina um

comportamento assintdtico para a agao de S.

Na sequéncia, vamos enunciar uma caracterizacao do conjunto w em termos de redes.
Buscamos com isso praticidade nas demonstracoes dos resultados ja que do ponto de vista

funcional a Definicao 3.3.1 nao é muito util.

Proposicao 3.3.1. Seja X um espagco Hausdorff, Y um subconjunto de X e F wuma base de

filtro de S. O conjunto w-limite de 'Y € caracterizado por:

x € X : existem redes (t em S, (x emY
w (Y, ]:) _ | ( /\))\eA ( /\))\GA
tais que ty —F 0o e p(trzy,x) = O

Demonstragcao. A prova segue da Proposicao 1.3.4 e também da Proposicao 1.66 contida em

29]. 0

E valido observar que o conjunto w-limite para fluxos é um caso particular da Definicao
3.3.1. De modo geral, o conjunto limite estende a definicao de Conley para a Teoria de Morse
em sistemas dinamicos ([17]).

A definigao abaixo foi introduzida em [10].

Definicao 3.3.2. O F-dominio de atragao, ou ainda, a F-regiao de atracao de Y C X é
definida por

AY,F)={x € X : para cada U € O existe A € F tal que Az C St[Y,U]}.
Proposicao 3.3.2. Se K C X € compacto entao
AK,F)cl{zeX :w(z,F)#0 andw (z,F) C K}.
A igualdade é vdlida quando X € localmente compacto e Ax é conexo para todo A € F ex € X.
Demonstracao. Ver [10], Teorema 3.6. O
No que diz respeito a invariancia da regiao de atracao temos o seguinte resultado.
Proposicao 3.3.3. Seja Y C X. Supondo que a regiao de atracao é nao-vazia entao,

1. A(Y,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy.
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2. A(Y,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hs.
Demonstragao. Ver [29], Proposicao 1.74. O

Exemplo 3.3.1. Seja ® um fluzo continuo em um espa¢o métrico (X,d) e Y C X. Para

quaisquer t € R e x € X tome tx = ®(t,x). O conjunto w-limite de Y C X € definido como

wY) = ﬂ (t,+o0)Y.

>0

Considerando a familia F = {(t,+00) : t > 0} temos que w(Y') = w(Y, F).
Proposicao 3.3.4. Dado x € X e s € S, vale que
1. w(z, F) Cw(sz,F), se F satisfaz a hipdtese H.
2. w(sx,F) Cw(x,F), se F satisfaz a hipitese Ha.
Demonstragao. Ver [12], Proposic¢ao 2.1. O

Proposicao 3.3.5. Sejam Y um subconjunto de X tal que SY ¢é compacto e F uma base de

filtro de subconjuntos de S. Entio w(Y,F) € nao vazio.
Demonstragao. Ver [9], Secao 3. O

Observagao 3.3.2. Se A € um subconjunto fechado e invariante de X entao w(A, F) = A. Se

retirarmos a hipétese de A ser fechado ainda temos a inclusio A C w(A, F).

O proximo resultado traz propriedades do conjunto w-limite quando (S, X') é F-assintoticamente
compacta. Em especial, vamos usé-lo na prova da Proposicao 3.3.8 e dos Teoremas 3.3.3, 3.4.3

e 3.5.1.

Teorema 3.3.1. Seja Y um subconjunto limitado de X. Se (S,X) é F-assintoticamente

compacta entao:
1. w(Y,F) € nao vazio.
2. w(Y,F) é compacto.
3. w(Y,F) atrai o subconjunto Y.

4. w(Y,F) € o menor subconjunto fechado de X que atrai Y .
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Demonstragao. 1. Seja(xy) C Y, (t\) C Scomty =z oco. Como (S, X) é F-assintoticamente
compacta, (txzy) possui sub-rede (t),zy,) com (ty,x5,) — = para algum € X. Como
tx —F 00 entdo ty, —r 0o. Com isso, existem redes (zy,) C Y, (ty,) C S tais que

tr, —F 00 e (tx,x,) — v. Portanto pela Proposicao 3.3.1 segue que x € w(Y, F).

2. Vamos provar que w(Y,F) é compacto. Seja uma rede (x))yea C w(Y,F). Para cada
A€ A, A€ F temos que zy € AY. Com isso, dado U € O existe toAu Y Au) €
AY com tiaayy € A e yoaw € Y tal que t awyo,au) € Stlry, U], ou seja U €
Pt auYo,au, y). Considere a rede t(x 4wy au dirigida pela relacao (A, A,U) <
(N,B,V)se ' >\, BC AeV < U. Afirmamos que ¢y ay) —r 00. Com efeito,
para cada A € F temos tay) € A, dai se (\,A,U) < (XN,B,V) entao tvpy) €
B C A. Portanto t(yau) —r 0o. Além do mais, ynay) C Y onde Y é um sub-
conjunto limitado de X. Uma vez que (S, X) é F-assintoticamente compacta, a rede
tinau YAy admite sub-rede convergente ¢4, Yp(u) onde ¢(p) = (A, Ay, U,). Digamos
que t(x, A, )Y, Au,) — T para algum x € X. Logo apos, sejam U,V € O tais que
Yy < %U. Como t(x, A, u)Y(Au,Aph,) — T existe pg tal que V € p(tin,,A,0)Y00Auiln) T)
se i > po. Fixado (N, B, V), pela cofinalidade da aplicacdo ¢ tome puy tal que ¢(u) =
(Aurs A Uy) > (N, B, V). Nesse caso temos que U,, < V. Agora perceba que se
p > g temos ¢(p) > ¢(p1), pois ¢ é crescente e entao U, < U,,. Portanto U, <V se
> pu1. Por outro lado, temos por definicao que U, € p(t(x, 4, 24)Y 0\ Au240)5 T, ) € assim

V€ p(t(n,, A0 YO0 Apdn)s Ta,) S€ f1 > puy. Por tltimo, tomando p > puig, p1y temos que:
V€ Pt 4020 YA ) ) O PO AU YO A 20 TN)
e dessa forma
U € (P, Auth) YO A th)s T) N PO AL 1) YO A ) TA,))-
Na sequéncia, através da desigualdade triangular abstrata

p('r)‘u’ .T) = 1(t(/\M,AM,L{H)y(>\M,AM,L{H); I) n p(t(AmAuvuu)y(AmAmuu)’ x)w))’

vale que U € p(xy,,x) se > g, 1. Desse modo p(xy,,x) — O e entdo x,, — .

Portanto toda rede em w(Y, F) admite sub-rede convergente e assim w(Y, F) é compacto.

3. Do contrario, existe Y € O de modo que AY ¢ St[w(Y, F),U] para todo A € F. Depois,
para cada A € F tome t4 € A e ys € Y tais que taya ¢ Stlw(Y,F),U]. Com isso,
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ta —r 00 e (ya) C Y, logo por hipétese t4y4 admite sub-rede tal que t4,ya, —
para algum x € X. Em vista disso x € w(Y,F) e pela Proposicao 2.1.4 segue que
Py, F)(tayya,) — O. Em seguida tome g tal que se A > Ag entao U € puy,r)(ta,ya,)-
Nessas condigoes tem-se t4,y4, € Stlw(Y,F),U] para todo A > Ay o que ¢ um absurdo.
Portanto w(Y, F) atrai Y.

4. Suponha F' C X fechado atraindo Y com w(Y,F) € F. Com isso, tome x € w(Y,F) tal
que x ¢ F. Dado que F' é fechado e x ¢ F pela Proposi¢ao 2.1.1 temos que p(z, F') # O,
logo existe U € O tal que U ¢ p(z,F). Fixe V € O onde V < sU. Como F atrai
Y existe A € F tal que AY C St[F,V]|. Em seguida seja (t,) C S com t), —r o0 e
(ya) C Y tal que p(tayr,z) — O, posto que x € w(Y,F). Tome também A; tal que
V € p(taya,x) se A > Aj. Como ty diverge existe Ag tal que t, € A quando A > \,.
Disso resulta que V € p(t\yx, F') sempre que A > \g. Finalmente, dado A > Ao, \
temos que V € p(tayx, ) N p(taya, F) e assim U € p(z, F) o que é um absurdo. Portanto
w(Y,F) C F para todo fechado F' C X que F-atrai Y.

O

No Teorema 3.3.1 vimos que a compacidade assintética da acao do semigrupo garante
também compacidade ao conjunto w(Y, F). Agora vamos mencionar algumas condigbes sob as

quais esta assegurada a invariancia progressiva e regressiva do w-limite.
Proposicao 3.3.6. Seja Y um subconjunto de X tal que w(Y,F) € nao vazio. Entao

1. w(Y,F) € S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipotese H;.

2. w(Y,F) é S-regressivamente invariante se S é um sub-semigrupo e F satisfaz a hipdtese

Hy.
Demonstragao. Ver [29], Proposigao 1.54. ]
Com respeito & invariancia do w-limite temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.3.7. Seja X Hausdorff admissivel. Assuma que (S, X) € F-assintoticamente
compacta e que a familia F satisfaz as hipdteses Hy e Hy. Nesse caso w(Y,F) € invariante

para todo Y C X limitado.

Demonstragao. Sejam x € w(Y,F), s € S e F € F. Como F satisfaz a hipotese H; existe

F' € F tal que sF’ C F. Além disso, uma vez que = € F'Y e u, é continua
st € sF'Y C FY.

72



Pela arbitrariedade de F segue que sz € w(Y,F), ou seja, sw(Y,F) C w(Y,F).
De modo reciproco, sejam = € w(Y,F) e s € S. Pela hipotese Hy, dado A € F existe
B € F tal que B C sA. Como x € BY temos que para todo U € O

0 # BY N St[z,U] C sAY N St[z,U].

Em vista disso, para cada A € F e i € O assuma st(ayyTay) € sAY N Stjx,U]| uma rede
dirigida pela relacao: (A,U) < (B,V)se BC AeV <U. Com isso t(ay) —r 00 e xay) CY.
Em razao de Y C X ser limitado podemos admitir £(4:)ray) — y para algum y € X.
Portanto y € w(Y, F). Mostremos a seguir que st(aznZay) — x. Com efeito, fixe St[x,U]. Se
(B,V) > (A,U) entao stpyyxm,y) € Stx, V] C Stlx,U], logo starauy — =. Por tltimo,

pela continuidade de (S, X) e pela unicidade do limite de redes concluimos que sy = x. O

Corolario 3.3.1. Sejam Y C X limitado e X Hausdorff admissivel. Assuma que a ag¢ao do
semigrupo (S, X) € F-assintoticamente compacta e que a familia F satisfaz Hy. Sew(Y,F) C Y
entao

W(K'F) = ﬂ MS(Y)'

seS

Demonstracao. Denote por I(Y) = ﬂ ps(Y). Ainclusao 1(Y) C w(Y, F) é imediata. De outro

ses
modo, pela Proposicao 3.3.7 vale que w(Y, F) C sw(Y, F), o que implica w(Y, F) C sw(Y,F) C

sY para todo s € S. Portanto w(Y, F) C I(Y). O

Os proximos resultados investigam a conexidade do conjunto w-limite.

Proposicao 3.3.8. Assuma que (S, X) € F-assintoticamente compacta e que além disso o
conjunto AC' € conexo para todo C C X conexo e A€ F. SeY C X € limitado e existe C DY
conexo que € atraido por w (Y, F), entio w (Y, F) € conexo.

Demonstracao. Seja C' D Y conexo com w (Y, F) atraindo C. Suponha w (Y, F) desconexo.
Isto posto, podemos escrever w (Y, F) = K; U Ky com K; e Ky dois fechados nao vazios tais
que K1 N Ky = (. Gragas ao Teorema 3.3.1 vale que w (Y, F) é compacto e entdao ambos K; e
K, sdo compactos. Em seguida, seja U € O de modo que St [K1,U] NSt [Ky, U] =D eV e O
com V < sU. Ja que w (Y, F) atrai C existe A € F tal que

AC CSt{w (Y, F),V] =St[Ky,V]USt[K, V).

Como AC' é conexo e St [K1, V]NSt [K, V] = 0, temos que AC' C St [K7, V] ou AC C St [Ky, V).

Assuma sem perda de generalidade AC' C St [K7,V]. Com isso temos que

Ky Cw(Y,F)C AC C St[K;,V] C St [K;,U]
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o que contradiz St [Ky,U] N St [Ky, U] = 0. Portanto w (Y, F) é conexo. O

Corolario 3.3.2. Seja Y C X conexo e limitado. Se (S, X) é F-assintoticamente compacta e

além disso AY ¢é conexo para todo A € F, entio w (Y, F) é conexo.
O resultado seguinte pode ser facilmente verificado.

Lema 3.3.1. Considere (F\)xean uma rede encaizada de subconjuntos conezos e fechados de X

com F = ﬂ F\ nao vazio e compacto. Nessas condigoes existe X € A tal que F\ C U para
AEA

toda vizinhanga U de F.
Teorema 3.3.2. Seja X Hausdorff localmente compacto e Y C X conexo. Se w(Y,F) €

compacto, nao vazio e além disso AY € conexo para todo A € F entao w(Y,F) € conexo.

Demonstragao. Seja'Y conexo com w (Y, F) compacto. Assuma w (Y, F) desconexo. Com isso,
escrevemos w (Y, F) = K; U Ky, onde K; e K, sao fechados compactos e nao vazios tais que
K, N K, = (. Na sequéncia, tome U,V vizinhancas disjuntas de K, K». Depois aplique o
Lema 3.3.1 & rede (AY) 4cr para obter Ay € F tal que AgY € UUV. Como AyY é conexo,
sem perda de generalidade assuma que AgY C U. Nesse caso w(Y, F) C A)Y C U, o que é

impossivel. [
Segue uma relagao entre conjuntos omega limite e conjuntos minimais.

Proposigao 3.3.9. Seja F uma base de filtro satisfazendo Hy. Suponha ainda Y C X minimal
para a a¢ao de S e w(x,F) ndo vazio para todo x € X. Entao w(x,F) =Y para todo x € Y.

Reciprocamente temos w(x, F) minimal se w(x, F) =Y para todox €Y eY # .
Demonstragao. Ver [35], Proposigao 10. O

Continuando nosso estudo, vamos usar a medida de nao compacidade de Kuratowski para
definir um tipo especial de acao de semigrupo e com isso obter um critério de compacidade

assintotica em espagos completos.

Definigao 3.3.3. A a¢do do semigrupo (S, X) € dita F-limite compacta se dado um subcon-
gunto limitado Y C X entdo para cada U € O existe A € F tal que U € y(AY).

Teorema 3.3.3. Se (S, X) é F-assintoticamente compacta entao (S, X) é F-limite compacta.

A reciproca € verdadeira se X € completo.
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Demonstragao. Suponha que (S, X) é F-assintoticamente compacta e tome Y C X limitado
nao vazio. Devido ao Teorema 3.3.1 temos que w (Y, F) é nao vazio, compacto e atrai Y. Dado

VY € O, a cobertura aberta w (Y, F) C |J St[z,V] admite subcobertura finita w (Y, F) C
zew(Y,F)

U St[z;, V]. Considere U € O tal que St |w (Y, F),U] C JSt[x;,V]. Uma vez que w (Y, F)
=1

i=1
atrai Y existe A € F tal que AY C Stw (Y, F),U] C Lnj St[z;,V]. Portanto V € v (AY) de
onde concluimos que (S, X) é F-limite compacta. De rrzlzldo reciproco, admita X completo e
(S,X) uma acdo F-limite compacta. Assuma (z,),., uma rede limitada em X e ¢ty —x oco.
Depois, defina Y = {x, : A € A}. Para cada U € O pela Proposi¢ao 1.5.4 tome Ay € F de
modo que U € y(Ay,Y). Dado A € A, defina também Fy = {tyxy : N > \}. Para cadalf € O,

existe Ay tal que se A > )y entdo ty € Ay. Desse modo, F\ C AyY para todo A > Ny e

portanto vy (Fy) < v(AyY) < {U} quando A > )\y. Isto garante que v (Fy) — O. Além disso,

se A > X entdo Iy C Fy e com isso (Fy),., ¢ uma rede decrescente de fechados nao vazios.

Em razao do Teorema 1.5.3 vale que /\ﬂAF \ € nao vazio e assim podemos tomar = € /\ﬂAF A\
€ €

Além do mais, para cada f € O e A € A existe \;; > A tal que b,y € St[xz,U], dado que

x € F). Dessa forma (t,\&xxu) ¢ uma sub-rede de (t\z)) com ty xy — x. Por isso (5, X)

Uueo
¢ F-assintoticamente compacta, o que completa a prova. 0

Decorre do item 2 do Teorema 2.3.1 o seguinte resultado em relagao ao w-limite.

Proposigao 3.3.10. Assuma X completo. Se (S, X) é F-limite compacta entio w(Y,F) # 0,
compacto e py(AY,w(Y,F)) — O para todo Y C X limitado.

Demonstragio. Mostremos que v(AY) — O. Sejam U,V € O tais que V < %Z/{. Desde que Y
é limitado existe Ay € F tal que V € y(AyY). Portanto pela Proposigao 1.5.4 item 5 temos
Y(AyY) < 1{V} < {U}. Como AY C A)Y se A C Ay entdo v(AY) < v(AyY) o que implica
U € v(AY) toda vez que Ay < A. Em funcio do item 2 do Teorema 2.3.1 deduzimos que

() AY = w(Y,F) # 0, compacto e py(AY,w(Y, F)) — O. -
AeF

Por hora, seguem algumas definigoes necesséarias ao desenvolvimento da sec¢ao.

Definicao 3.3.4. Sejamx € X e A C S nao vazio. Chamaremos de primeiro A-prolongamento

progressivo e primeiro F-conjunto limite progressivo prolongacional os conjuntos

D(x,A) = () ASt[z,U] e J(x,F) = (] D(x, A).

Ueo AeF
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Se'Y € um subconjunto de X, entdo

JV,F)=J I F)

De modo parecido ao que foi realizado na Proposicao 3.3.1 temos a seguinte descrigao do

conjunto D(xz, A).
Proposicao 3.3.11. Seja x € X. Entao

€ X : existem redes (t em A e (x em X tais que
D(Z‘,A) _ Y ( )‘))\EA ( >‘)/\€A q
p(xx,v) = O e p(trzy,y) — O

Demonstra¢ao. A prova segue da Proposigao 1.3.4 e da Proposi¢ao 1.64 contida em [29]. O
Proposicao 3.3.12. Sejam x € X e A C S. Entao

1. D(z, A) é fechado.

2. Ax C D(x, A).
Demonstragao. Ver [35], Proposigao 14. ]

Para cada x € X, em razao da Proposicao 1.3.4 e também da Proposicao 1.65 contida em

[29] temos que:

J (e, F) y € X : para todo F' € F existem redes (x),c, em F e (vx),c, em X tais que
x, F) =
Ix —F 00, p(x)ux) —+0e p(t)\x)uy) -0

Também podemos caracterizar o primeiro J-conjunto limite progressivo tomando uma tinica

rede em S.
Proposicao 3.3.13. Dado x € X, entao

y € X : existem redes (1x),cp em S e (xx),cp em X tais que
J(x, F) =
tx —F 00, p(zy,x) = O e p(tyry,y) = O

Demonstracao. A prova segue da Proposi¢ao 1.3.4 e também da Proposicao 1.67 contida em

[29]. 0

Exemplo 3.3.2. Seja ® um fluzo continuo em um espago métrico (X,d). Para x € X, o pri-

meiro prolongamento é definido como DT (x) = ﬂ R+ B(z,€). Além disso, o primeiro conjunto
>0
limite positivo prolongacional € definido como J*(x) = ﬂD*(x). Por fim, considerando a

>0
familia F = {(t,4+00) : t > 0} ainda temos que J*(x) = J(z, F).
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Proposicao 3.3.14. Sejam x € X e s € S. Entao

1. J(x,F) C J(sx,F) se F satisfaz a hipitese Hs.

2. J(sx,F) C J(x,F) se a agio de S em X € aberta e além disso F satisfaz a hipdtese Hy.
Demonstracao. Ver |29], Proposigao 1.62. O

Vamos esclarecer em seguida a relagao existente entre o w-limite e o primeiro F-conjunto

limite progressivo prolongacional.

Proposicao 3.3.15. Dado x € X entao
J(x, F) = () w(Stz,U], F).
Ueo
Demonstragao. Tome y € J(x,F) e U € O. Em virtude da Proposi¢ao 3.3.13 considere
(tx)ren C S, tx —F 00 e (Ta)aea € X onde z)y — x e tyxy — y. Além do mais, a convergéncia
da rede (z))xen garante a existéncia de A\g € A tal que x) € St[z,U] para todo \g < A. Com
1880, (Z)a>r, C Stlz,U], (txzr)asr, — Y € (ta)r>r, —F 00 de onde se deduz, pela Proposigao

3.3.1, que y € w(St[x,U],F). Pela arbitrariedade de U € O tem-se y € ﬂ w(St[z, U], F). De
Ueo
outro modo, seja y € ﬂ w(St[x,U], F). Assim y € w(Stlx,U],F) para todo U € O, o que
Ueo
garante y € ASt[x,U] para todoU € O e A € F. Com isso, de modo idéntico & Proposigao

3.3.13 construimos a rede t(azyray) € AStlx, U] N Stly,U]. Nessas condigdes t(ay) —F 00,

T(ay) — T € tiauyay) — y. Portanto pela Proposigao 3.3.13 vale que y € J(z, F). ]

Proposicao 3.3.16. Seja x um elemento de X tal que J(x,F) € nao vazio. Entdao

1. J(z,F) € S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy.

2. J(x, F) € S-regressivamente invariante se S € um subsemigrupo de um grupo e F satisfaz

a hipotese Hy.
Demonstragao. Ver [29], Proposigao 1.61. ]

Tal como na Proposicao 3.3.10 decorre do item 2 da Proposicao 2.4.1 o seguinte resultado

em relagao ao A-prolongamento progressivo.

Proposicao 3.3.17. Seja X completo. Se (S, X) é F-limite compacta entao D(x, A) € nao
vazio, compacto e pg(ASt[x,U], D(x, A)) — O para todo x € X.
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Demonstragao. Assuma a rede (W)(AU) dirigida por (A, U) < (B,V)se BC AeV < U.
Mostremos que y(ASt[x,U]) — O. Para isto, fixe Uy € O. Na sequéncia, sejam U,V € O
tais que V < %L{. Uma vez que Stlx,Up| é limitado existe Ay € F tal que V € v(ApSt[z,Up])
e desse jeito U € v(AgSt[z,Up]) pela Proposicio 1.5.4 item 6. Além disso, como ASt[z,U] C
AoSt[z, Uy se (Ag,Uy) < (A, U) entdo y(AStz,U]) < ~v(Ay,St[x,Up]). Isto implica U €

v(ASt[z,U]) toda vez que (A,Uy) < (A,U). Em virtude do item 2 do Teorema 2.3.1 vale que

ﬂ ASt[z,U] = D(x, A) # 0, compacto e py(AStlx,U], D(z, A)) — O. O
Ueo

O lema abaixo nos sera util mais a frente (ver Teorema 3.5.1).

Lema 3.3.2. Se K C X € compacto e U C X € aberto entdo
w(K,F)cJ(K,F) e JIU,F)Cw(U,F).

Demonstracao. Ver |9], Proposigao 2.14. ]

3.4 Existéncia do atrator global

O resultado a seguir ¢ analogo ao Teorema 2.26 de [25] a menos da condi¢ao de invariancia do

conjunto w-limite para subconjuntos limitados.

Definigao 3.4.1. Uma agao de semigrupo (S, X) € dita F-eventualmente limitada se para todo

subconjunto limitado Y C X existe A € F tal que AY € limitado.

Teorema 3.4.1. Se (S, X) possui F-atrator global A entio (S, X) é F-eventualmente limitada,

F-limitada dissipativa, F-assintoticamente compacta e

A= Jw F)

YesB

onde B € a colecao de todos os subconjuntos limitados de X . A reciproca € vdlida se o conjunto

w-limite de todos os subconjuntos limitados de X sao invariantes.

Demonstracao. Visto que (S, X) possui um F-atrator global A entao (S, X) é F-limitada
dissipativa pela Proposi¢ao 3.2.2. Em seguida, seja Y C X limitado. Para U € O existe
A € F tal que AY C St[A,U]. Como A é limitado entdao St[A,U] também limitado e assim
AY ¢ limitado. Portanto (S, X) é F-eventualmente limitada. Mostremos agora que (S, X)

é F-assintoticamente compacta. Para isso, assuma (z))xea limitada e (ty\)aea C S tal que
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ty —x 00. O conjunto Y = {z) : A € A} é limitado e, como A é um atrator global, para cada
U € O existe Ay € F de modo que AyY C St[A,U]. Com isso, para todot € Ay e xy € Y
temos que U € p(txy, A). Dado que t), — 7 oo, para cadald € O e XA € A tome Ny > A tal que
ty, € Au e xy, € Y. Considerando a rede (t,zx,)uco temos que U € p(ty,zy,, A) e assim
U € p(ty,xx, ay) para algum a; € A. Como A é compacto admitimos que a;y — z. Considere
portanto W € O, V € O tal que V < %W Desde de que a;; — 2 existe W € O tal que
V € play, z) sed < W'. Por tltimo, tome U € O tal qued <V, W'. Desse modo V € p(ay, z)
e além disso por defini¢do U € p(ty,xy,,au) 0 que implica V € p(ty,x,,ay). Portanto vale
que W € p(ty, Ty, 2) se U <V, W' e assim t),x), — 2. Com isso provamos que (S5, X) é F-
assintoticamente compacta. Para finalizar, vamos mostrar que A = U%w (Y, F). Com efeito,
ve

dado Y € B temos pelo item 4 do Teorema 3.3.1 que w (Y, F) é o menor subconjunto fechado

que atrai Y e assim w(Y,F) C A para todo Y € B. Portanto U w(Y,F) C A. Por outro
Yen
lado, A é invariante e fechado logo A = w (A, F) e como A € B entdo A C U w (Y, F).

Yen
De modo reciproco, assuma w (Y, F) invariante para todo Y C X limitado e além disso

que (S, X)) é F-assintoticamente compacta, F-limitada dissipativa e F-eventualmente limitada.
Depois, considere B a colecao de todos so subconjuntos limitados nao vazios de X e defina
A= |Jw(Y,F). Pelo Teorema 3.3.1, w (Y, F) é nao vazio, compacto e atrai Y para todo
Y € Y%E.% Sendo assim, obviamente A é nao vazio e atrai todo subconjunto limitado de X.
Além do mais, A é invariante pois cada w (Y, F) ¢é invariante por hipotese. Dado que (S, X)
¢ F-limitada dissipativa existe limitado D C X que absorve Y para todo Y € B. Posto isto,
segue que w (Y, F) C D para todo Y € B. Entdo A C D e w(A,F) C w(D,F). Como A é
invariante segue que A C w (A, F) C w (D, F). Por outro lado, como D ¢ limitado segue que
w(D,F) C A. Portanto A = w (D, F). Por ultimo, em virtude do Teorema 3.3.1 temos que A

é compacto e fechado. Assim A é o F-atrator global para (S, X). ]

Proposicao 3.4.1. Assuma que F satisfaz a hipétese Hy. Se a agao do semigrupo (S, X)
¢ F-eventualmente compacta e F-eventualmente limitada entao (S, X) é F-assintoticamente

compacta.

Demonstragdao. Seja (xy),., uma rede limitada em X e (t)),c, uma rede em S com ¢y —x o0.
Existe portanto A € F para o qual AY é limitado visto que (S, X)) é F-eventualmente limitada
e o conjunto Y = {z,; A € A} é limitado. Além disso, como (S, X) é eventualmente compacta
existe também ¢ € S tal que u; : X — X é compacta. Por outro lado, a hipétese Hy garante

a existéncia de B € F de modo que B C tA. Depois, tome \g € A tal que t, € B sempre que
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A > Ag. Com isso, para cada A > \g escrevemos ty = ts, onde sy € A. Posteriormente, defina

Z ={sxrx: A >X}. Como Z C AY entdo Z é limitado. Dessa forma, o conjunto
pe (Z) = {tsxza; A > Ao} = {tama; A > Ao}

¢ relativamente compacto. Assim a rede (¢yx,) possui sub-rede convergente. Portanto (S, X)

¢ F-assintoticamente compacta. ]

Definigao 3.4.2. Uma a¢ao de semigrupo (S, X) é dita F-ponto limitada dissipativa se existe

um subconjunto limitado que absorve todo ponto x € X.

Observagao 3.4.1. Se a a¢ao do semigrupo € limitada e F € uma familia de subconjuntos de
S entao a agao € F-eventualmente limitada pois AY C SY para todo Y C X limitado e A em
F.

Ac¢oes ponto dissipativas, além do Teorema 3.4.1 e da Proposicao 3.4.1, garantem o seguinte

critério para existéncia do atrator global.

Teorema 3.4.2. Assuma w (Y, F) invariante para todo subconjunto limitado Y de X, F base
de filtro satisfazendo as hipdteses Hy e Hy, (S, X) eventualmente compacta, F-eventualmente

limitada e F-ponto dissipativa. Posto isto, (S, X) possui um F-atrator global.

Demonstragao. Devido & Proposigao 3.4.1 temos que (S, X) é F-assintoticamente compacta.
Na medida em que (S, X) é F-ponto dissipativa, seja um subconjunto limitado Dy de X que

absorve todo ponto x € X. Apoés isso, dado U € O, definimos o conjunto limitado
Dy = St[Dg,U] .

Em virtude de (S, X) ser F-eventualmente limitada existe A € F tal que o conjunto D = AD;
¢ limitado. Afirmamos que D absorve todo subconjunto limitado Y de X. Com efeito, visto
que a acio é eventualmente compacta, existe ¢t € S tal que K = tY é compacto. Além disso,

para cada x € K existe A, € F tal que
A,z C Dy C Dy.

Desse modo, para t, € A,, existe U, € O de modo que t,St [x,U,] C D;. Além do mais, pela

Hipotese Hs, tome A! € F com A! C At,. Por conseguinte

Al St [x,U,] C At,St[z,U,] € ADy = D.
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Na sequéncia, consideramos uma cobertura aberta K C |J, o, St [z,U,]. Uma vez que K &
compacto, existem pontos x1,...,xz, € K tais que K C U St [x],Z/{ ] Posteriormente, seja

B € F com B C ();_; 4;,, de onde segue que

BKCBOJ&%, ) UB&xﬁ IJASt%U]CD

Jj=1 Jj=1

Portanto BtY C D. Por tltimo, seja B’ € F tal que B’ C Bt. Nessas condicoes, vale que
B'Y C BtY c D,

e entdo D absorve Y. Dessa forma, tem-se que a a¢do do semigrupo (S, X) é F-limitada

dissipativa. Isso posto, o Teorema 3.4.1 assegura que (S, X) possui um F-atrator global. [

Passaremos a investigagao mais pormenorizada dos atratores locais.

Defini¢ao 3.4.3. Um subconjunto A de X se diz um F-atrator local para (S, X) se A é nao

vazio, fechado, compacto, invariante e atrai alguma U-vizinhanca de A.

Proposicao 3.4.2. Assuma X compacto, (S, X) uma acao de semigrupo e A C X compacto

e invariante. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. A é um F-atrator local.
2. Existe U € O tal que w(St[A,U], F) = A.

Demonstragcao. Se A é um F-atrator local entao pela Proposicao 3.2.1 existe U € O tal que
pa (trSt[A,U]) — O para toda rede ty —x oco. Suponha w(St[A,U],F]) # A. Como A é
fechado e invariante, pela Observagao 3.3.2 temos w(St[A, U], F) \ A # . Com isso, tome
y € w(St[A, U], F)\ A. Existem portanto redes (x)) C St[A,U] e t\ —x oo tais que thyz) — .
Como p(tazzy, A) < pa(trSt[A,U]) entao p(tyzy, A) — O. Assim pela Proposigao 2.1.4 segue
que y € A, o que é impossivel. De modo reciproco, suponha que A nao atrai St[A,U| para
todo U € O. Fixe U € O. Nesse caso existe Uy € O tal que ASt[A,U] & St[A,Uy] para todo
A€ F. Seja taxy € ASt[A,U] com taxa ¢ St[A,Up) para cada A € F. Depois, considere a
rede (t4r4)acr. Em virtude da compacidade de X podemos admitir t4z4 — y para algum
y € X. Por ultimo, como t4 —x 0o entao y € w(St[A,U], F) = A, o que é absurdo. Com isso,
A é um F-atrator local. O

Corolario 3.4.1. Assuma X compacto, (S, X) uma a¢io F-assintoticamente compacta satis-

fazendo as hipdteses Hy e Hy. Nessas condicoes, A € um F-atrator local se, e somente se,

eziste U € O tal que w(St[A U], F) = A.
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Nosso proximo passo é buscar condi¢oes que garantam a existéncia e caracterizacao de

atratores locais. Nesse sentido, vejamos a defini¢ao seguinte.

Definicao 3.4.4. Um subconjunto compacto B C X se diz localmente absorvente se absorve
alguma U-vizinhanca de B. Dito de outra maneira, deve exvistirid € O e A € F tais que

ASt[B,U] C B.

O teorema a seguir nos da, em uma situacao particular, uma caracterizagao do F-atrator

local.

Teorema 3.4.3. Suponha que (S, X) € F-assintoticamente compacta satisfazendo as hipdteses
Hy, e Hy. Além disso, admita B C X localmente absorvente, limitado e fechado. Nesse caso,

(S, X) possui um F-atrator local A C B dado por A = w(B,F).

Demonstracao. Devido ao Teorema 3.3.1 temos que A é nao vazio e compacto. Além disso, a
partir das hipoteses H; e Hy temos A invariante (ver Proposigao 3.3.7). Vamos mostrar entao
que A C B. Como B é localmente absorvente tome U € O, A € F tais que ASt[B,U] C B.
Nesse caso A = w(B,F) C W C B. Como A ¢é fechado s6 nos resta provar que A atrai
uma vizinhanga de si mesmo. Note primeiramente que A atrai B pelo Teorema 3.3.1. Dessa
forma, dado V € O seja B € F tal que BB C St[A,V]. Em seguida fixe s € B. Com o auxilio
da hipotese H; seja B’ € F tal que B’ C sA. Sendo assim B'St[B,U] C sASt[B,U] C St[A,V)].
Com isso B'St[A,U] C St[A,V)]. Portanto A é um atrator local para (5, X). O

3.5 Atratores uniformes globais

A presente secao aborda a nogao de atrator uniforme global. Vamos introduzir este conceito
discutindo sua relagao com os atratores globais. Ressaltamos aqui a importancia da compaci-
dade assintotica e das hipoteses de translacao sobre F durante o processo de busca de um elo
de ligacao entre essas duas classes de atratores.

O F-dominio de atragao uniforme de Y C X é definido por
AV, F)={zeX:J(x,F)#0e J(z,F)CY}.

Além do mais, Y é um F-atrator uniforme se existir U € O tal que St[Y,U] C A,(Y,F). Por
ultimo, Y é um F-atrator uniforme global se A, (Y, F) = X.
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Teorema 3.5.1. Assuma A C X nao vazio, fechado, compacto e invariante. Se A € um F-
atrator global para (S, X) entao A é um F-atrator uniforme global para (S,X). A reciproca
¢ vdlida se F satisfaz a hipdtese Hs, (S, X) € eventualmente compacta e F-assintoticamente

compacta.

Demonstracao. Sejax € X qualquer. Pelo Teorema 3.4.1 temos que (5, X)) é F-assintoticamente
compacta e o Teorema 3.3.1 garante que w(z, F) é ndo vazio. Como w (z, F) C J (z,F) entao
J(z,F) # (. Em seguida fixe Y € O. Como St [z,U] é limitado tem-se w (St [z,U],F) C A
pelo Teorema 3.4.1. Depois, pelo Lema 3.3.2 segue que J (St [x,U],F) C w (St [z, U], F) C A.
Portanto J (X, F) C A e assim A é um F-atrator uniforme global para (S5, X). Reciproca-
mente, seja Y C X limitado e tome t € S tal que tY é compacto. Pelo Lema 3.3.2 segue que
w (W, ]:) cJ (W, }") e portanto w (W, .7-") C A. Além do que, com o auxilio do Teorema
3.3.1 garantimos que w (t_Y, F ) atrai tY. Isto implica que A atrai tY. Desse modo, dadoUd € O
existe A € F tal que AtY C St[A,U]. Pela hipotese Hs, tome B € F para o qual B C At.
Com isso, temos que BY C AtY C St[A,U] de onde segue que A atrai Y. Portanto A é um
F-atrator global. O

Corolario 3.5.1. Assuma que a familia F satisfaz as hipdteses Hy e Hy e que além disso (S, X)
¢ F-eventualmente limitada e eventualmente compacta. Entao A C X ndo vazio fechado
compacto e invariante é um F-atrator uniforme global para (S, X) se, e somente se, A € o

F-atrator global para (S, X).

Demonstracao. Assuma A um F-atrator uniforme global nao vazio, fechado, compacto e in-
variante. Em razao do Teorema 3.3.1 temos que (S, X) é F-assintoticamente compacta. Com
isso, pelo Teorema 3.5.1 temos que A é um F-atrator global. Em contrapartida, suponha A
um F-atrator global. Entao A é nao vazio, compacto e invariante e pela primeira parte do

Teorema 3.5.1 segue que A é um F-atrator uniforme global. O]

3.6 Atratores em EF

Seja E/ um espaco vetorial normado munido da familia admissivel O4 conforme o Exemplo 1.1.2.
Para sequéncias finitas o = {xy, ...,z } em E e € = {U,, ...,U:, } em Oy defina a cobertura U,

de EF dada pelos conjuntos da forma [] U, onde U,, = B (a;,&;) €U, parai =1,....k e

z€R™
U, = E caso contrario. A familia O, = {U} é uma base para a uniformidade da convergéncia

pontual em E¥(ver [36], Corolario 37.13).
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Observacao 3.6.1. Seja E¥ com a topologia da convergéncia pontual. Entdo a aplicacdo
inclusio i : E < E¥, onde i(x) € a funcio constante i (x) = x € uma aplicagdo continua.
Além do mais, € bem conhecido que E¥ nao é metrizdvel com a topologia da convergéncia

pontual.

A seguir, vejamos um atrator uniforme global que nao é um atrator global. Isto mostra que

a existéncia de um atrator uniforme global nao a assegura compacidade assintética da acgao de

S.

Exemplo 3.6.1. Assuma E o n-espago vetorial euclidiano e tome a = (ay,...,a,) € (0,1)".

Depois, seja ji: B x E¥ — E¥ q acdo de E em E¥ dada por

N((tlthn):f) = (atllfla ---’a’;" n)

onde f = (f1,..., fn). Para cada k € N defina o conjunto Ay = {(t1,....t,) € E : t; > k}.
Em seguida, considere a base de filtro F = {Ay : k € N}. Se t, —7 oo entao € facil ver que
taf () = p(ty, f)(x) — 0 para todo f € E¥ ex € E, isto ¢, i(0) € w(f,F) para todo
f € EE. Isto implica que i (0) € J(f,F) para todo f € EE. Agora, suponha g € J(f,F).
Nesse caso existem redes ty, — 5 0o e fy — f tais que txfy — g. FEscrevendo t) = (t{‘, ...,t;\l),
o= (N f)) e f=(f,.. [ temos que a? — 0 e fA(z) — fi(x) para todo z € E.
Entao a?f;\ () — 0 e portanto tyfr(x) — 0 para todo v € E. Isto significa que g = i(0),
entao J (f, F) = {i(0)} para toda f € E¥. Assim A = {i(0)} é o F-atrator uniforme global
para (E7 E¥, ,u) . Em contrapartida, vamos provar que (E, EE, ,u) nao possui F-atrator global,
isto €, A ndo é o F-atrator global para (E,E¥ pn). Tome o = {(0,...,0)} e = {(1,...,1)}
em E, e = {U1} em Oq4 e defina Y = St[i(0),US]. Entao Y é um conjunto limitado por
defini¢ao. Para provar que A nao é o F-atrator global para (E, EE,,u) € suficiente mostrar
que nao existe k € N tal que AY C St [z (0) ,L[E}. De fato, note que se f € St [z (0) ,L[E] entao
f(1,..,1),0 € B(b,1) para algum b € B e dai || f (1,...,1)|| < 2. Para cada k € N, defina fi, €
E¥ por fi (x) =2 (a; "1, ...,a, x,) onde x = (z1,...,x,). Desse modo fy, (0) =0 logo f €Y.
Além do mais, ||(k,....k) fr (1,..., )] = [(2,...2)]] > 2 e assim (k,....,k) fr ¢ St [i(0),Us].
Com isso (k,....k) fr, € AY \ St [i(0),U5| para todo k € N e portanto A nao é F-atrator
global para (E,E®, p).

Exemplo 3.6.2. Seja N o semigrupo dos inteiros positivos com a multiplicacao e p @ N x
E¥ — EE a acio dada por u(n,f) = f*. Em sequida, considere a base de filtro F =

{{k € N: k >n}:n e N}. Nesse caso, temos que se ny —x oo em N entao ny — +oo. Além
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disso, seja K C E compacto e X C E¥ o subespaco de todas as contracoes de E com ponto fizo
em K e mesma constante de Lipschitz L < 1. Entao X € invariante e i (K) C X é um con-
junto compacto, fechado e invariante em X. Por fim, seja a restri¢ao da a¢do p: Nx X — X.
Afirmamos que 1 (K) é o F-atrator global para esta agdo. De fato, para cada f € X denote
por xy o ponto fixzo de f. Para sequéncias o = {z1,....,2m} em E e e = {U.,, ..., U, } em Oy
defina 6 =sup{||z; —zy|| : f € X,j=1,...,m}. Tomeng € N tal que L™§ < min{ey, ..., }.

Entao para qualquer f € X en > ng temos que
| " (z5) —xf|| < L"||zj — ¢]| < L™ < min{ey,...,em}

para todo j = 1,..,m. Desse modo f",i(xs) € [[,cgn Uz, onde U,; = B(xy,e;) para j =
1,...m e U, = E caso contrdrio, isto €, f* € St[i(xs),US] para todo f € X en > ng. Segue

que n > ng implica

pig) (nX) = () p(f" i (K)) < () p(f" i () < {US}

fex fex

Desse modo pyry (nX) — Op e portanto i (K) € o F-atrator global para (N, X, ). Além
do mais, pelo Teorema 3.5.1 vale que i (K) € o F-atrator global uniforme para (N, X, pu) e
J (X, F) =i(K).

Exemplo 3.6.3. Como um caso especial do Exemplo 3.6.2 seja X C E¥ o subespago de todas
as contragoes com mesma constante de Lipschtiz L < 1. Entao i (0) € o F-atrator global para

(N, X, ).

Exemplo 3.6.4. Para K >0 e 0 < L <1, seja X C E¥ o subespaco de todas as aplicacoes
Lipschitzianas de E com mesma constante de Lipschitz K e S C E¥ o semigrupo topolégico de
todos os operadores de contragao S = {T € L(E): ||T|| < L < 1}. Depois, considere a a¢ao
p:SxX — X deS em EY dada pela composicio (T, f) =T o f. Para um dado m € N,
defina o conjunto S,, = {T"’ T eS8 k> m} Para p,q € N temos que S,, = S, NS, onde
m =max {p,q}. Entao a familia F = {S,, : m € N} € uma base de filtro de S. Afirmamos que
A ={i(0)} é o F-atrator global para (S, X, u). De fato, para todo T € S e x € R" temos que
Toi(0)(x) =T(0)=0. Entio T 0oi(0) =i (0) para todo T € S e portanto A € invariante.
Agora, seja’Y C EF limitado. Nesse caso existem 3 = {x1,...,x,} em E e d = {Us,,....,Us, }
em Oq tais que Y C St [h,Uj] para algum h € EF. Disso seque que ||f (z;) — g ()| < 46;

para todo f,g €Y ei=1,...,n. Dando sequéncia, tome T\ —r 00, « = {z1,..., 2} em E e
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e={U,, ..U, } em Oq4. Para todo f,g €Y ej=1,..,m, temos que

1 (z) =g Il < Mf (z5) = f @)l + 1S (21) — g (@) + [lg (z1) — g (z)]
< 2K ||Z] — ZE1|| +4(51

Entao o conjunto {f (z;): f€Y,j=1,..,m} € limitado em E. Suponha que ||f (z;)|]| < M
para todo f € Y ej=1,...m. Como |T)|| < L <1, para um dado k € N existe Ao tal que

A > A implica

IT5 (@) = Ta ()| < L* [lo =yl

para todo x,y € E. Entao, para qualquer f € Y temos que
175 (f DI < LE | f (=)l < LFM

para todo j = 1,....,m e X > Xg. Por fim, tome k € N tal que L*M < min{ey,...,e,}. Entdo
existe N tal que A > Ao implica [|[T\f (z;)|| < min{ey,...,em} para todo j =1,...me f €Y.
Portanto Txf,i(0) € [[,cpn Uz onde U.; = B(0,¢;) para j =1,...,m e U, = E caso contrdrio,
ou seja, Thf € St[i(0),US]. Isto significa que U, € p(T2Y,i(0)) toda vez que X > Ao e dai
pa(1\Y) — O,. Portanto A € o F-atrator global para (S, EE, ,u). Além disso, A € o F-atrator
global uniforme para (S, X, p) e J (X, F) = A.

Observacao 3.6.2. O ezemplo acima pode se facilmente extendido tomando-se o semigrupo
topoldgico S C E¥ de todas as contragoes com mesmo ponto fixzo xy e mesma constante de

Lipschtiz L < 1. Neste caso, A = {i(x9)} € o F-atrator global para (S, X).

3.7 Aplicagoes conjunto Limite

O objetivo aqui é aplicar os resultados da Se¢ao 2.3 a dinamica topologica. Em suma, uti-
lizaremos as defini¢oes de excesso entre subconjuntos e convergéncia essencial para estudar a
continuidade de multifungoes com valores definidos por fecho da érbita, conjunto limite, pro-
longamento e conjunto limite prolongacional. Todo o desenvolvimento tedrico proposto a seguir
tem como base o artigo [27].

Antes de tudo, lembramos que uma fun¢do F' : X — H(X) que associa cada x € X a
um subconjunto fechado nao vazio F(z) de X é chamada de multifungao. Em seguida, dado

A C X definimos os conjuntos:
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Ft(A) = {ze€X:F(x)C A},
F7(A) = {zeX:Flx)nA#0}.

Definigao 3.7.1. Uma multifun¢ao F : X — H(X) € dita:

1. Hausdorff semicontinua superiormente (H-scs) em xog € X se para todo aberto V-.C X
tal que F (x) C V existe vizinhanga U de x tal que F (y) C V para todo y € U, isto €,
UcF (V).

2. Hausdorff semicontinua inferiormente (H-sci) em xo € X se para todo aberto V C X tal
que F (2) NV # 0 existe vizinhanga U de x tal que F (y) NV # 0 para todo y € U, isto
e, UcCF (V).

3. Hausdorff continua em xo € X (H-c) se for H-scs e H-sci em xy.

Observagao 3.7.1. Sejam F, Fy, Fy : X — H (X) multifungoes tais que F (z) = Fy (x)UF; (2)
para algum x € X. Se ambas, Fy e Fy sao H-scs em x entio F é H-scs em x. Além disso, se

Fy e Fy sao fungoes fechadas e H-sci em x entao F é H-sci em x.

Proposicao 3.7.1. Seja F' : X — H(X) uma multifuncao com F (x) compacto para todo

x € X. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
1. F € H-scs em x se, e somente se, pp(z) (F(xx)) = O para toda rede x) — .
2. F € H-sci em x se, e somente se, pp,) (F(x)) = O para toda x\ — .
3. F € H-c em x se, e somente se, pg (F(z)), F(x)) = O para toda rede x — x.

Demonstracao. 1. Suponha que F' é H-scs em z. Em seguida, tome x) — z e U € O. Nesse
caso, existe V € O tal que F (y) C St[F (z),U] para qualquer y € St[z,V]. Seja Ao tal
que x) € St[x,V] sempre que A > X¢. Sendo assim, F'(z)) C St[F (z),U] e com isso U €
pr() (F(zx)) para todo A > Xg. Portanto pp() (F'(zx)) — O. Por outro lado, suponha que
pr) (F(zx)) = O para toda rede xy — 2. Considere V' C X um conjunto aberto para o qual
F(xz) C V. Pela compacidade de F () existe V € O tal que St[F (x),V] C V. Suponha por
contradi¢do que para cada U € O existe ay € St [z, U] tal que F (zy) € V. Por hipotese, como

Ty — x entao pp (F(xy)) — O e portanto existe Uy € O tal que V € pp(r) (F(2y)) toda vez
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que U < Uy. Portanto F(xy) C St[F (z),V] C V parald < Uy, o que é impossivel. Concluimos
entao que F' é H-scs em .

2. Suponha que F é H-sci em x. Seja ), — z e U € O. Depois, tome V € O com V < zU.

>
Em razao da compacidade de F'(x) podemos considerar yi,...,y, € F (z) tais que F (x) C
Ui_; St [y;, V]. Como F & H-sci em z, existe uma vizinhanca U de z tal que F' (y) NSt [y;, V] # 0
para todoy € U e i = 1,...,n. Seja \g tal que =, € U toda vez que A > \g. Paray € F (x)
e A > )Xo temos que y € St [y;, V] para algum ¢ e assim F (z,) NSt [y;, V] # 0. Como V < 53U,

segue que U € p(y, F'(xy)). Desse modo U € ﬂ p (y, F(xy)) toda vez que A > \g e com isso
yeF(z)
Pr(zy) (F(2)) = O. Reciprocamente, assuma que pp(g,) (F(2)) — O para toda rede z), — z e

que além disso F' nao seja H-sci em x. Desse modo existe aberto V' C X tal que F (z) NV # ()
e F (x)\) NV = () para alguma rede x) — 2. Em seguida, escolha y € F () NV e tome U € O
para o qual St[y,U] C V. Pela hipotese pre,) (F(x)) = O, logo existe Ay tal que A > Xg
implica U € pp(z,) (F(x)). Entdo vale que U € p(y, F'(xy)) toda vez que A > A\ e com isso
0 # F(x)) NSt[y,U] C F(xx) NV, o que é uma contradi¢ao.

3. Basta aplicar o item 1. juntamente com o item 2.. O

Proposigao 3.7.2. Seja F' : X — H(X) uma multifuncio com F (z) compacto. Se F' é H-scs

em x entdo F(x)U U F(z)) € compacto para toda rede convergente x) — x.
AEA

Demonstragao. Seja (y,) uma rede em U F (z)). Assumay, € F (z,,). Como ppe) (F(zy,)) —
AEA
O entao p(y,, F'(z)) — O. Uma vez que F (z) é compacto, pela Proposi¢ao 2.1.5 podemos

encontrar uma sub-rede (y,, ) e y € F'(z) com y,, — y. Portanto U F (z)) é compacto. [
AEA

Dando sequéncia, definimos as aplicagbes K4 : X — H(X) e Ly : X — H(X) por:
Ky(z)=Az, ACS, Ly(x)=()Kalx)=w(=F).
AeF

Repare que se X for completo e (5, X) for F-limite compacta entdo pela Proposi¢ao 3.3.10
segue que (K 4)acr converge pontualmente para Lz.

Também definimos Dy : X — H(X) e Jr: X — H(X) por:

Da(z)= ((AStlzU], ACS,  Jr(x)=[)Dalz)

ueo AeF

Com isso, se X for completo e (S, X) for F-limite compacta entdo Jz(x) é ndo vazio, compacto

e além disso (ASt[z,U])au)erxo converge para Jr(z) para todo x € X (ver Proposigao 3.3.17).

88



A partir de agora vamos apresentar resultados de continuidade para as aplicacoes D4, L,
e Jr. Para isso assumiremos K4 (), Da (z), Lr (x) e Jr (x) ndo vazios e compactos para todo
x € X. Além do mais, vamos trabalhar com uma base de filtro F co-compacta, isto é, S\ A é

compacto em S para cada A € F.
Proposicao 3.7.3. A funcio K4 é H-sci.

Demonstragio. Seja v € X e U C X uma vizinhanca aberta de x. Considere y € K, (U).
Sendo assim, K4(y) NU # ) e portanto existe ty € AyNU com t € A. Por continuidade tome
U € O tal que tStly,U] C U. Dessa forma, para todo z € St[y,U] vale que tz € U N Az, logo
Ki(z)NU # 0. Portanto z € K, (U) e dai Stly,U] C K;(U). Com isso K (U) é aberto e

assim K4 é H-sci em =x. O

Pelo item 2. da Proposi¢ao 3.7.1 temos que pg,(z,)(Ka(z)) = O para toda rede tal que

)y — x. Além do mais, o proximo resultado é uma consequéncia imediata da proposicao 3.7.3.
Corolario 3.7.1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes.
1. K4 € H-sciemx € X.

2. Ky eéHcemzxe X.

Teorema 3.7.1. A aplicagio Dy é H-scs em x se, e somente se, D(x) U {U DA(w,\)} é

AEA
compacto para toda rede x — x.

Demonstrag¢ao. A condicao necessaria segue da Proposicao 3.7.2. Por outro lado, suponha
que Dy nao é H-scs em = € X. Existe entdo uma rede zy — z tal que pp,(z)(Da(zy))
nao converge 4 O. Em vista disso, considere U € O tal que para cada A existe X' > )\ tal
que U & pp,@)(Da(xy)). Depois, tome yy € Dy(zy) tal que U ¢ p(yx, Da(x)), ou seja,
yn & St[Da(x),U]. Como D(x) U UDA(x,\) ¢ compacto, assuma y, — y para algum
y € X. Como y) € X \ St[D4(x),U] seAgue que y € X \ St[Da(x),U]. Afirmamos que isso é
uma contradigdo. Com efeito, dados V, W € O podemos escolher A tal que x) € St[z,V] e
yx € St[y, W]. Logo apos, tome V' € O de modo que St[zy, V'] C St[x,V]. Como yy € Da(zy)
vale que St[y, W] N ASt[zy, V'] # 0 e portanto Stly, W] N ASt[x,V] # 0. Isto implica que
y € Da(x), o que contradiz y € X \ St[Da(x),U]. Assim D, é H-scs em z. O

Teorema 3.7.2. Assuma F uma base de filtro sobre os subconjuntos conexos de S. Se X €

Haudorff localmente compacto entao Jr é H-scs.
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Demonstragdo. Para cada U € O, pela compacidade local tome U C X aberto tal que U é
compacto e Jx(r) C U C U C St[Jx(x),U].

Afirmagao: Existe W € O e A € F tais que AStlx, W] C U. De fato, dado que U é
compacto existem Ay € F e Uy € O com OU N AySt]x,Up] = 0. Supondo o contrario, tomamos
tawTau) € OU N AStlx, U] para cada A € F, U € O. Assim (t(auyTaw)) auerxo C OU
e pela compacidade podemos considerar t(4:)T(au) — ¥ para algum y € OU. Por fim, como
tauy —F 00 € T(ayy — « concluimos que y € J(x, F), o que ¢ impossivel. Agora, dados t € Ay
ey € St[z,Up] temos duas possibilidades: ou ty € U, e nesse caso Agy C U pela conexidade de
Apy, ou ty € X \ U, o que implica dizer que Aoy C X \ U. Consequentemente, as igualdades
Sy = {y € Stla,Uy] : Ay C U} = Stla,Up) N (U) e Sy = {y € St[z,Uy] : Agy C
X\ U} = St[z,Up] N p1; (X \ U) sdo validas e assim os conjuntos Sy, S; sdo abertos. Suponha
que z € S; e em seguida tome V € O tal que St[xr,V] C S;. Assim 4yS; C X \ U e entdo
J(z, F) C AySt[z,V] € X \ U, o que contradiz a hipotese. Imediatamente, obtemos = ¢ S,
assim segue que tx ¢ X \ U. Isso significa que tz € U e em vista disso x € Sy. Na sequéncia,
considere Wy € O tal que St[z, Wy] C Sy. Isto implica que ApSt[z, Wy| C AgSy C U,
logo a afirmacdo estd demonstrada. Por ultimo, dado o’ € Stlx, W], seja W, € O com

St[x', Wy] C Stlx, Wy]. Assim:

J(2', F) C AgSt[x’, W}] C AgSt[x, Wo] C U C St[J(x, F),U).

Em outras palavras, p;, ) (J#(2")) < U se p(z’,2) < {Wy} e dessa forma concluimos que Jr é

H-scsem z € X. L]

Nas condigbes do Teorema 3.7.2 vale que pj,., (J#(2)) — O para toda rede xy — z. Além

disso, tomando em particular F = {A} teremos a seguinte equivaléncia.

Corolario 3.7.2. Se X € Hausdorff localmente compacto e A C S € nao vazio e conexo entao

Dy € H-scs. Ainda, Dy € H-C se, e somente se, Dy é H-sci.
A semicontinuidade superior da aplicacao K4 garante que o A-prolongamento é trivial.

Proposigao 3.7.4. Se K4 é H-scs entio Ka(x) = Du(z) para todo v € X. A reciproca é

valida se X for Hausdorff localmente compacto e A conexo.

Demonstragao. A inclusao Ka(x) C Dy(z) é imediata. Suponha entdo que K4 é H-scs em
x e tome y € Dy(z). Pela Proposigao 3.3.11 considere redes (ty)xean € A, (zx)aea C X com

Ty — x e tyry — y. Visto que trxy € Ka(2)) € pr o) (Ka(xy)) = O entdo pg,@)(hray) = O.
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Assim, a Proposigao 2.1.4 garante que y € Ka(z) e portanto K4(x) = Da(x). A reciproca
segue pelo Corolario 3.7.2. O

Decorre do Corolario 3.7.1 e da Proposigao 3.7.4 o seguinte resultado.

Corolario 3.7.3. Assuma X Hausdorff localmente compacto e A C S nao vazio e conexo. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. K4 € H-C.
2. K4 € H-scs.
3. Ky=Dj4.
Qualquer uma das trés condi¢oes acima garante que D, é H-C.

Prosseguindo, vamos provar que se as oOrbitas possuem prolongamentos triviais entao o

limite prolongacional se reduz ao w-limite.

Teorema 3.7.3. Se K, € H-scs para todo A € F entao Jr = Lz. A reciproca é vdlida se
X € Hausdorff localmente compacto, localmente conexo e além disso F € uma base de filtro

co-compacta de subconjuntos conexos de S.

Demonstracao. Suponha que K4 é H-scs para todo A € F. Pela Proposicao 3.7.4 temos que:
J(x,F) = () Da(z) = (| Ka(z) = w(z, F).
AeF AeF
De modo respectivo, suponha X localmente conexo, F uma base de filtros co-compacta de
subconjuntos conexos de S e Jr = Lx. Depois, tome A € F e x € X. Dada uma vizinhanca
U de K4 (z), considere V aberto tal que V é compacto e K4(z) C V C V C U. Afirmamos a
existéncia deU € O tal que ASt[z,U] C V. Paraisto, suponha por contradi¢do que ASt[z, U] €
V para todo U € O. Sendo assim, para cadaUd € O tome uma vizinhanga conexa N;; de x onde
Ny C St[x,U]. Desse modo ANy € V, visto que existe uma estrela centrada em x dentro de Ny.
Como Az C V e ANy, é conexo segue entao que AN;; NOV # (). Com isso, podemos considerar
tyxry € ANy N OV onde ty; € A e 1y € Nyy. Pela compacidade de 0V admitimos que ty;xy — v
para algum y € V. Agora, se ty —F 0o entao y € Jr(x) = Lr(x) C Ka(z), o que contradiz
Ka(x) C int(V). Portanto (t;) ndo F-diverge. Uma vez que F é co-compacta, podemos
assumir que t; — t com t € A, o que implica tyxy; — tz. Portanto y = tr € Az = Ka(x),

o que ¢ novamente uma contradicao. Sendo assim, a afirmacao estd provada. Finalmente,

91



tome U € O tal que ASt[z,U] C V. Em vista disso, para cada z € St[z,U| temos que
Ka(z) C AStlz,U] C V C U. Concluimos assim que K4 é H-scs em . O

Resulta dos Teoremas 3.7.2 e 3.7.3 o corolario abaixo.

Corolario 3.7.4. Assuma X Hausdorff localmente compacto, localmente conexo e além disso
F uma base de filtro formada por subconjuntos conexos de S. Se K4 € H-scs para todo A € F

entao Lr € H-scs.
Também temos a seguinte relacao entre a funcao K4 e o conjunto w-limite.

Corolario 3.7.5. Se K4 ¢é H-scs para todo A € F entdo w(K,F) U Lx(x) para todo

zeK
compacto K C X. A reciproca € valida se X é Hausdorff localmente compacto, localmente

conezo e além disso F € uma base de filtro co-compacta de subconjuntos conexos de S.

Demonstracao. Suponha K4 H-scs para todo A € F e K C X um subconjunto compacto.

Pelos Teorema 3.7.3 e Lema 3.3.2 segue que
U Lr(z) cw(K, F) c | Jrl2) = | Lr(2)
zeK zeK zeK

Como {x} é compacto, a reciproca é valida pela segunda parte do Teorema 3.7.3. O
As nogoes de estabilidade a seguir foram introduzidas em [12].

Definicao 3.7.2. Um subconjunto Y € dito estdvel se para toda vizinhangca U de Y ey € Y
existe U € O tal que SSt [y, U] C U. Além disso, Y € dito uniformemente estdvel se para toda
vizinhang¢a U de Y existe U € O tal que SSt[Y,U] C U.

Definicao 3.7.3. Seja F uma base de filtro de subconjuntos de S. Um subconjunto Y € dito
F-eventualmente estdvel se para toda vizinhanca U de Y existe uma vizinhanga V' de Y tal que

para cada x € V tem-se Ax C U para algum A € F.

Observacao 3.7.2. Todo conjunto uniformemente estdvel € estdvel e F-eventualmente estdvel.
Além do mais, qualquer conjunto compacto estdvel é uniformemente estdvel. Por fim, se Y €

compacto entao Y € estavel se, e somente se, para toda vizinhanca U de Y existe uma vizinhanca

VdeY tal que SV C U.

Teorema 3.7.4. Se Kg é H-scs entio Kg(x) é F-estdvel para todo x € X. A reciproca é

vdlida se x € Kg(x) para todo v € X.
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Demonstracao. Suponha que Kg é H-scs e tome x € X. Imediatamente, considere U C X
aberto tal que Kg(x) C U. Sey € Kg(x) entdo Kg (y) C Kg(z) C U. Sendo assim, existe
vizinhanga V' de y tal que Kg(z) C U para todo z € V. Segue que SV C U e portanto
Kg (z) ¢ F-estavel. Por outro lado, supondo que Kg (z) é F-estavel e x € Kg(x) para todo
x € X, tome U C X uma vizinhanga aberta de Kg (z). Como Kg (z) é compacto e estavel
existem vizinhancas V,W de Kg(x) tais que SV ¢ W c W C U. Com isso, vale que
Kg(y) € SV ¢ W C U para todo y € V. Uma vez que V é vizinhanca de z resulta que Kg é

H-scs em . 0
Como combinagao do Corolario 3.7.3 e do Teorema 3.7.4 garantimos o préoximo resultado.

Corolario 3.7.6. Assuma X Hausdorff localmente compacto, S conexo e x € Kg () para todo

x € X. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. Kg é H-C.
2. Kg € H-scs
3. Kg = Dg.
4. Kg () € F-estdvel para todo x € X .

Qualquer uma das quatro condi¢oes implica que Dg é H-C.

O lema a seguir desempenha um importante papel no desenrolar da secao. Em resumo,

este resultado sera utilizado na prova do Lema 3.7.2 e da Proposicao 3.7.5.

Lema 3.7.1. Sejam X Hausdorff localmente compacto e F uma base de filtro de subconjuntos

conexos de S. Para toda vizinhang¢a U de Lx(x) existe A € F tal que Az C U.

Demonstragao. Pela compacidade local de X tome W uma vizinhanca de Lx(x) com W C U
e W compacto. Vamos mostrar que Az C W para algum A € F. Caso contrario, se Ax W
para todo A € F, dado que W é uma vizinhanga de Lx(z) temos que Az N W # () para cada
A € F. Além do mais, a conexidade de Az implica Az N OW =# (). Com isto, para cada
A € F podemos considerar tqx € Az N OW. Como OW é compacto, (t4x)acx possui sub-rede
convergente, digamos tqx — y. Por fim, em razao de ¢ty —x oo segue que y € Lz(z). Isto é

impossivel. Portanto Az C W para algum A € F. H

Agora vamos relacionar continuidade com F-estabilidade eventual da aplicacagao Lz.
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Proposicao 3.7.5. Assuma X Hausdorff localmente compacto e F uma base de filtro de sub-
conjuntos conexos de S satisfazendo as hipoteses Hy e Hs. Nessas condigcoes, L € H-scs em

Lz (x) se, e somente se, Ly (x) é minimal e F-eventualmente estdvel.

Demonstracao. Suponha que Lx seja H-scs em Lz (z). Dado y € Lz (z), temos que Lz (y) C
Sy C Lz (z) visto que Lz () é progressivamente invariante pela hipétese H;. Para provar que
Ly (x) é minimal suponha por contradicio que Sy & Lr (z) e tome z € Lx(x)\ Sy. Com
isso existe vizinhanca U de Sy tal que z ¢ U. Como Lz ¢ H-scs em y existe V contendo y tal
que Lx (v) C U para todo v € V. Por outro lado, uma vez que y € Lz (x), existe s € S tal
que sz € V e assim Lx (sx) C U. Pela hipotese H3 segue que z € Lr(z) C Ly (sx) C U o
que é uma contradicdo. Portanto Lz (z) = Sy e desse modo L (x) é minimal pela Proposicao
3.1.2. Agora vamos provar que Lz () é F-eventualmente estavel. Com esse intuito, seja U
uma vizinhanga aberta de Lz (z). Para cada y € Lx () segue que Lr(y) C Lr(z) C U e
como Lz é H-scs em y existe ainda V, aberto contendo y tal que Lz (z) C U para todo z € V,.
Entdo V = |J V, é uma vizinhanca aberta de Lz (z). Mas repare que se z € V entao
Lr(z)CU eyleaf);égnto pelo Lema 3.7.1 existe A € F de modo que Az C U. Por isso, segue que
Lx (x) é F-eventualmente estavel. De modo reciproco, tome y € Lz (z) e U uma vizinhanga
de Lz (y). Como Lz (z) é minimal temos que L (x) = Lz (y). Na sequéncia, seja V aberto
onde Lz (y) CV eV C U. Uma vez que Lz (z) é F-eventualmente estavel, existe um aberto
W com Lz () C W de modo que para todo w € W vale que Aw C V para algum A € F. Em
vista disso, vale que Lr (w) C Aw C V C U e como W é uma vizinhanca de y concluimos que

Lz é H-scs em y. O]

Lema 3.7.2. Assuma X Hausdorff localmente compacto e F uma base de filtro de subconjuntos
conexos de S satisfazendo as hipoteses Hy e Hy. Entao Ly é H-scs em Lx (x) se, e somente

se, Ly é H-scs em A (Lr (x),F).

Demonstragao. Suponha que Lr é H-scs em Lz (). Fixe y € A (Lr (x),F) e U vizinhanga
de Lz (y). Em seguida tome V um aberto compacto contendo Lz (y) com V' C U. Pela
Proposi¢ao 3.7.5 temos Lz (z) minimal e F-eventualmente estavel. Como Lz (y) C Lz (x)
entdo Lr (y) = Lr (z). Seja W vizinhanga de Lx (y) tal que para todo w € W existe A € F
com Aw C V. Pelo Lema 3.7.1 considere B € F para o qual By C W. Dando sequéncia, fixe
s € B. Como sy € W, existe aberto V,, de y tal que sV, C W. Para um dado z € V,, existe
ainda A € F com Asz C V. Portanto Lr (2) C Lz (sz) C Asz C V C U. Entdo Lz é H-scs em

y e assim Lx é H-scs em A (Lz (z),F). A reciproca ¢ 6bvia pois Lr (z) C A (Lr (z),F). O
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Lema 3.7.3. Assuma que F satisfaz as hipoteses Hy e Hy. Se Lx(y) € F-eventualmente

estdvel para todo y € Lz (z) entdo Ly (x) € minimal.

Demonstra¢ao. Suponha que Lz () ndo é minimal. Uma vez que Lx (z) é compacto e pro-
gressivamente invariante, pelo Lema 3.1.1 existe um conjunto minimal M & Lz (x). Sendo
assim, tome y € Lz (z) \ M e em seguida considere U vizinhanga aberta de M tal que y ¢ U.
Dado z € M, temos que Lz (z) = M e como Lx(z) é F-eventualmente estavel seja aberto V
contendo M de modo que para todo v € V existe também A € F tal que Av C U. Por fim,
como M C Lz (x)NV, podemos encontrar s € S tal que sz € V e portanto existe ainda A € F

com Asz C U. Com isso, segue que y € Lx (x) C Lx (sx) C Asx C U, o que é impossivel. [

Proposigao 3.7.6. Assuma X Hausdorff localmente compacto e F uma base de filtro de sub-
conjuntos conexos de S satisfazendo as hipoteses Hy e Hy. Nessas condicoes, Lx é H-scs se, e

somente se, Lx (x) € F-eventualmente estdvel para todo x € X.

Demonstragao. Suponha que Lx (x) é F-eventualmente estavel para todo x € X. Pelo Lema
3.7.3 temos Lz () minimal e pela Proposigao 3.7.5 temos que Lx é H-scs em Lz (x). Além
disso, o Lema 3.7.2 implica que Lr é H-scs em A (Lx (z),F). Por fim, o Lema 3.7.1 garante
que z € A (Lx (x),F) e dai concluimos que Lz é H-scs em x. Portanto Lx é H-scs. A reciproca

decorre da Proposicao 3.7.5. O]

Proposicao 3.7.7. Assuma X Hausdorff localmente compacto e F uma base de filtro de sub-
conjuntos conezxos de S satisfazendo as hipoteses Hy e Hsy. Com isso, se X = A (A, F) entao

Lx € H-scs se, e somente se, € H-scs em A.

Demonstra¢ao. Uma vez que X = A (A, F) ={z € X : Lz (z) C A} a prova segue pelo Lema
3.7.2. 0

Nos proximos resultados vamos discutir a Hausdorff continuidade da funcao Lr. Antes,

vejamos um lema técnico.

Lema 3.7.4. Assuma X Hausdorff localmente compacto e F uma base de filtro de subconjuntos
conexos de S satisfazendo as hipoteses Hy e Hy. Se Ly € H-sci em Lg(x) entao para cada
y € Lx () e U vizinhanga de Lx (y) existe aberto V- com Lg (y) C V tal que AvNU # 0 para

todov eV e Ae F. A reciproca é vdlida se Lx (y) é minimal para todo y € Lx (x).

Demonstra¢ao. Suponha que Lr é H-sci em Lz (x) e tome y € Lx (x). Dada uma vizinhanga

Ude Lr(y)ez€ Lx(y) temos que Lz (z2) C Lr(y) C U. Como Lz ¢ H-sci em z, existe um
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aberto V, de z tal que UN Lz (v) # 0 paratodov € V,. Seja V= |J V.. Comisso, V é um
z€LF(y)
aberto de Lz (y) e UNLx (v) # () para todo v € V. Isto implica que UNAv # () paratodov € V

e A € F. Em contrapartida, assuma Lz (y) minimal para todo y € Lz (). Na sequéncia, seja
y € Lz (z) e U aberto com UN Lz (y) # (). Para 2 € Lz (y), temos que Lz (y) = Sz = Kg (2).
Desde que Kg é H-sci em z, existe aberto V, contendo z tal que U N Kg (v) # 0 para todo
v € V,. Tome uma vizinhanca W, de z para a qual W, é compacto e W, C V,. Assim temos

uma cobertura aberta Lr (y) C |J W.. Pela compacidade de L (y), podemos admitir uma
z€LF(y)
subcobertura finita digamos Lz (y) C |J;_, Ws,. Seja W = |J!_, W.,. Por outro lado, existe

também uma vizinhanga V de Lr (y) tal que Av N W # () para todo v € V and A € F.
Pelo Lema 3.7.1, seja Ag € F com Apy C V. Imediatamente, fixado s € Ay, tome N aberto
contendo y com sN C V. Sen € N entao Asn N W # () para todo A € F. Sendo assim,
para cada A € F, tome t4 € A tal que tasn € W. Uma vez que W é compacto, asssumimos
que tasn — w onde w € W. Como t4 —5 0o segue que w € Lz (sn). Além disso, uma vez
que w € W,, C V., para algum z; entdo U N Kg (w) # () e assim () # U N Sw C UN Lz (sn).
Por fim, pela hipotese Hy segue que Lz (sn) C Lz (n) e com isso U N Lz (n) # () toda vez que
n € N. Portanto Lz é H-sci em y. O

Combinando as hipdteses da Proposicao 3.7.5 e do Lema 3.7.4 temos o resultado a seguir.

Proposigao 3.7.8. Assuma X Hausdorff localmente compacto e F uma base de filtro de sub-
conjuntos conexos de S satisfazendo as hipoteses Hy, Hy e Hs. Entao Ly é H-C em Lz (x) se,

e somente se, Lx (v) € F-eventualmente estdavel e minimal.

Demonstra¢ao. Suponha que Lz (x) é F-eventualmente estavel e minimal. Pela Proposigao
3.7.5 vale que Lx ¢é H-scs em Lz (x). Assim, s6 nos resta mostrar que L é H-sci em Lz ().
De fato, dado y € Lz (x) temos que Lz (y) C Lz (x) e portanto Lr é H-scs em Lz (y). Com
isso, a Proposi¢ao 3.7.5 garante que Lz (y) é minimal e F-eventualmente estéavel. Agora,
considere U uma vizinhanga aberta de Lz (y). Sendo assim, existe V' aberto contendo Lz (y)
tal que para cada v € V existe Ay € F para o qual Agv C U. Finalmente, para cada A € F,
vale que AN Ay # () e portanto Av NU # (. Pelo Lema 3.7.4 segue que Lz é H-sci em L (z).

A reciproca decorre pela Proposic¢ao 3.7.5. O]
Segue um importante resultado sobre continuidade da fun¢ao omega limite.

Teorema 3.7.5. Assuma que X é Hausdorff localmente compacto e F é uma base de filtro de

subconjuntos conexos de S satisfazendo as hipoteses Hy, Hy e Hs. Entao Ly é H-C' continua
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se, e somente se, Lz (x) é F-eventualmente estdvel para todo v € X.

Demonstragao. Suponha que Lz(x) é F-eventualmente estavel para todo x € X. Pela Propo-
sicao 3.7.6 vale que Lz é H-scs. Entao s6 resta mostrar que Lz é H-sci. Para isso, fixe z € X
e tome U um aberto tal que U N Lz (z) # 0. Pelo Lema 3.7.3 temos Lz (z) minimal e pela
Proposigao 3.7.8 segue que Lx é H-sci em Lx (z). Além disso, para cada y € Lx (x) temos
que Lz (y) = Ly (x). Portanto U N Lz (y) # 0. Com isso, existe aberto V, contendo y tal que
UN Lz (v) # 0 para todo v € V,,. Considere entao V = J V. Nessas condi¢oes, V' ¢ uma

yeLx(x)
vizinhanga de Lz (z), logo pelo Lema 3.7.1 temos Az C V para algum A € F. Seja s € A.
Como sz € V, existe vizinhanca W de x tal que sW C V. Logo apés, dado w € W temos
que sw € V e assim U N Lz (sw) # (. Por fim, uma vez que Lx (sw) C Lz (w) segue que

UNLg(w)# 0. Portanto Lx é H-sci em z. A reciproca é valida pela Proposicao 3.7.8. n
A Proposigao 3.7.8 e o Teorema 3.7.5 implicam no seguinte resultado.

Teorema 3.7.6. Assuma que X € Hausdorff localmente compacto e F é uma base de filtro de
subconjuntos conexos de S satisfazendo as hipsteses Hy, Hy e Hy. Se X = A (A, F) entao Lx

¢ H-C se, e somente se, é H-C em A.

Um subconjunto Y C X é dito F-topologicamente transitivo se Y = w (y, F) para algum

y € Y. Uma consequéncia imediata do Teorema 3.7.6 pode ser vista no corolério abaixo.

Corolario 3.7.7. Assuma X Hausdorff localmente compacto e F uma base de filtro de subcon-
Juntos conexos de S satisfazendo as hipdteses Hy, Hy e Hz. Suponha ainda que X = A (A, F)

onde A € estdvel. Se A é F-topologicamente transitivo entao Lx é H-C.

Seja G um grupo topoldgico e V uma base de vizinhancas simétricas da identidade e de G.

Para cada V' € V defina a cobertura aberta de G dada por
Uy ={Vg:g9e€G}.

Seja O a familia de todas as coberturas abertas Uy, V € V. Esta familia é admissivel (veja
9, Secao 4) e ainda
St [g,Uy] = Vg, para todo g € G.

Observagao 3.7.3. De modo geral um grupo topoldgico nao é metrizdvel.

Seja S C G um subgrupo fechado e G/ S o conjunto de todas classes laterais ¢S. Entéao

G/ S é um subconjunto do hiperespago H (G). Agora considere a agao a esquerda de S em
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G. Defina Kg(g) = ¢gS para todo g € G. Com isso Kg : G — H (G) possui valores em
G/ S e corresponde a projegdo 7 : G — G/ S. Assuma G/ S munido da topologia quociente.
Nesse caso 7 : G — G/ S é uma aplicagao aberta continua. O proximo teorema mostra que a

topologia quociente e a topologia uniforme induzida de H (G) sao equivalentes.

Teorema 3.7.7. A topologia quociente G/ S coincide com a topologia uniforme induzida de

H (G) e além disso a aplicagio quociente m: G — G/ S € uniformemente continua.

Demonstragao. Observe que é suficiente comparar os abertos de G/ S e os conjuntos By (¢S, Uy )N
G/ S. Afirmamos que 7 (St [g,Uy]) = Br (95, Uy) N G/ S para todo g € G e Uy € O. De
inicio, considerando ¢S como um subconjunto de G temos St [gS,Uy] = V?gS. Depois, note
que 1S € m(St[g,Uy]) = 7 (V%) se, e somente se, 1.5 C V?gS. Pela simetria de V te-
mos ¢1.5 C V?¢S se, e somente se, gS C V2¢;S. Entao ¢S € 7 (St[g,Uy]) se, e somente
se, 15 € By (9S,Uy). Portanto 7 (St [g,Uy]) = By (¢S, Uy) N G/ S. Isto implica que 7 é
uniformemente continua com respeito a O e a uniformidade por coberturas induzida de H (G).
Como 7 é uma aplicagdo aberta entdao By (¢S,Uy) N G/ S é aberto na topologia quociente
em G/ S para todo g € G e Uy € O. Por outro lado, seja U C G/ S um conjunto aberto.
Entdao 7! (U) é aberto em G. Tome g € 7! (U) e Uy tal que St [g,Uy] C 7~ (U). Portanto
By (9S,Uy) NG/ S =7 (St[g,Uy]) C U. O

Assim a fun¢do Kg : G — H (G) é H-C. Isto implica que py (g5, 9S) — O toda vez que

gr — g. Além do mais, se S é compacto cada ¢S é estavel pelo Teorema 3.7.4.

Semigrupo de transformagoes no espacgo de fungoes

Exemplo 3.7.1. Considere a acio u : N x EF — EF dada por p(n,f) = f*, K C E
compacto e X C E¥ o subespago das contragoes de E com ponto fivro em K e mesma constante
de Lipschtiz L < 1. Pelo exemplo 3.6.2 temos X invariante e i (K) C X compacto, fechado e
invariante em X. Além disso, considerando a restricao v : N x X — X wvimos que Jr (X) =
i (K) e portanto i (K) é o F-atrator global (assintoticamente estdvel) para (N, X). Depois, note
que Lr (f) = {i(zs)} onde x¢ denota o ponto fixo de f. Em particular, Ly (i (x)) = {i(z)}
para todo x € K e portanto Ly é H-C em i (K). Infelizmente nao podemos aplicar o Teorema
3.7.6 para concluir que Ly é H-C' em X pois A,, € desconexo para todon € N. Entao precisamos
dar uma prova direta. Primeiro, note que a semicontinuidade superior e a semicontinuidade
inferior sao equivalentes desde que cada conjunto limite consista de um unico ponto. Sendo

assim, seja f € X eU, € Op com o = {xy,....,x1} e € = {Us,....,Us, }. Depois, defina
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e(l-1)

d = — onde € = min{ey,...,ex} e tome g € St [f,bl?i}] Entao g, f € [[,cp Uz com
U, =B (a,0) € Us e U, = E caso contrdrio. Desse modo
lzg — sl < llg(xg) —g(xp)ll + llg () = f ()]
< Lljzy — xf|| + 20
e assim ||z, — xf|| < % = ¢. Isto significa que

i (xg) (23) — xg]| = [Jzg —2y]| <e <&

para todo x; € «. Desse modo i(xy)(z;) € B(xy,e;) para todo x; € a e dai i(x,) €
St [i (zf) , U] para cada g € St [f,UF} }] Portanto Ly € H-C em f.
s

Sistemas dinAmicos multi-time

Um sistema dindmico n-time é a acao de um cone convexo S C R™ em um espago topologico

X. Dado um vetor nao nulo u € S, considere a familia de translacoes
F={S+tu:t>0}.

Entao F é uma base de filtro de subconjuntos conexos de S satisfazendo as hipdteses Hy, Hy e
Hs. Aqui, note que o comportamento limite com respeito a F é na verdade o comportamento

na direcao de u.

Exemplo 3.7.2. Seja (S,R?) o sistema dindmico 2-time onde S = {(s,t) € R* : s,t > 0} e
(s,t) (z,y) = (b°z,b'y) com b um nimero real fixo no intervalo (0,1). Considere a base de
filtro F = {S+tey :t >0} onde o vetor e; determina a dire¢io do eizo Ox. Neste caso,
(sx,tx) —F oo implica sy — +oo. Além disso, para todo (z,y) € R? temos Ly (z,y) =
{(0,2) : 0 < 2 <by}. Entao o eixo Oy é o F-atrator global de (S,R?). Pode ser facilmente
verificado que Lz (x,y) € estdvel e portanto F-eventualmente estdvel. Por fim, pelo Teorema

3.7.5 seque que Ly é H-C.

Sistemas de controle

Considere um sistema de controle & = X (x,u (t)) em uma C*-variedade riemanniana conexa
M onde U C R" e Uy, = {u: R — U : u constante por partes }. Admita que para cada u €

Uy, e x € M, o sistema possua unica solucao ¢ (t,z,u), t € R com ¢ (0,z,u) = x. Além
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disso, suponha os campos de vetores X (-,u), u € U, completos. Em seguida, seja F' =

{X (-,u): uweU}. O semigrupo de S ¢é definido como

S = {et”Y"et”*Y"*l...etOYO Y, e Fit; >0,n € N} .

A familia F' e o semigrupo S determinam as trajetérias do sistema de controle no seguinte
sentido Sz = {¢ (t,z,u) : t > 0,u € U,.} para todo x € M.
Depois, para t > 0 defina o conjunto
n
Suyp = {efnynetnlynl...etoyo Y, EFRL>0) t>tne N}
j=0
e tome a familia F = {S5;:¢ > 0}. Esta familia ¢ uma base de filtro de subconjuntos co-
nexos de S e satisfaz ambas as hipoteses H; e Hy mas nao satisfaz a hipétese Hs. Note que

¢ (tx, Ty, uy) —F oo implica que ty — +oo. Por fim, considere a distancia riemaninana d em

M munido da familia admissivel Oy.

Exemplo 3.7.3. Considere o sistema de controle
T = x(t), U=]0,1],

em R2. Para u = 0 o sistema se move em circulos centrados em 0; para u > 0 o sistema se

move em espirais centradas em 0. Para todo u € R? temos
Ks., (u) = Ks (u) = {v € R?: |Jv]| < |lull}

para todo t > 0 e entio Ly (u) = Kg(u) = {v € R*: ||v|| < ||lul|}. Sejae > 0 e tome w €
B (u,g). Com isso Ly (w) = {v € R*: ||v|| < ||lw|}. Sev € Lr(w), vale que ||v]| < ||w —u|| +
|ul| < e+ ||u|| e portanto v € B(Lx (u),¢€). Isto implica que Ly (w) C B(Lx (u),¢€) e portanto
Lz ¢ USC. Por fim, uma vez que Ly = Kg € LSC seque que Ly é H-C.
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Conclusao e problemas em aberto

Neste trabalho, em um primeiro momento, mostramos que a estrutura admissivel pode ser me-
lhorada com a defini¢do de uma fungao que amplia o conceito de distancia. A entdo chamada
funcao admissivel foi introduzida e, a partir dela, estendemos os conceitos de didmetro, medida
de nao-compacidade, médulo de continuidade e distancia de Hausdorff. Estas definicbes nao
haviam sidos discutidas ainda em espacos nao metrizaveis e portanto sao novas quando intro-
duzidas nessa generalidade. Com isso, apresentamos teoremas 1.3.1,1.4.1,[1.5.5] e [2.4.1] que
nao foram tratados previamente em espacos topologicos gerais.

O emprego da funcao admissivel também resultou em generalizacoes de teoremas classicos
como os teoremas da intersegdo de Cantor e Cantor-Kuratowski [3]. Esse ultimo teve papel
fundamental no estudo dos atratores globais para a¢oes de semigrupos em espagos uniformi-
zéveis 4], trabalho que estendeu e ampliou os resultados do artigo [25] discutindo condigoes
necessarias e suficientes para a existéncia do atrator global. Em um segundo momento repro-
duzimos a distancia de Hausdorff sobre o hiperespago de um espago uniformizavel e depois
interpretamos de forma alternativa a estrutura uniforme diagonal sobre H (X) (ver Teorema
2.2.1). Entao provamos no Teorema 2.2.3, que no caso de um espago Hausdorff compacto a to-
pologia induzida pela uniformidade diagonal coincide com a topologia instituida por E. Michael
em [21]. Além do mais, a distancia de Hausdorff contribuiu para o estudo de outros assun-
tos ligados a dindmica topolégica. Em especial, relacionamos em [5] as hiperconvergéncias de
Hausdorff e Kuratowski-Painlevé e ainda provamos resultados de estabilidade e continuidade
para as aplicagoes definidas por fecho da orbita, conjunto limite, prolongamento e conjunto
limite prolongacional.

A eficiéncia da fungao admissivel motiva a continuacao de seu emprego na solucao de outros
problemas de topologia geral e dinamica topologica. Sendo assim, vejamos algumas questoes

que ainda nao obtivemos resposta.
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Problema 1 - Ponto fixo para contracgoes

Seja X munido de uma familia admissivel de coberturas abertas @. Uma fungao f: X — X é

dita uma O-contracao se para quaisquer x,y € X distintos se tem

p(f(x), f(y) < plxy) comp(f(x),f(y)#p(xy).

Se X é um espago admissivel completo, seria interessante a discussao da existéncia e unicidade
do ponto fixo de f. A estratégia consistiria em mostrar que (f™(x)) é uma sequéncia de
Cauchy relativa a familia O, imitando a prova feita em espagos métricos. No caso de X ser
compacto Hausdorff, o plano seria mostrar que |J,.x p (2, f (z)) = O e que existe p € X
com p (o, f (20)) = U,ex o (2, f(2)). Esse problema envolve a discussao de uma topologia
em P (O) que torna a fun¢ao admissivel p : X x X — P (O) continua. FEstabelecida essa
topologia sobre P (O), outras questoes serdao evidentes, como as que envolvem as nogoes de

valores maximos e minimos de uma fungao h: X — P (O).

Problema 2 - Atratores e conjuntos transitivos por cadeias

Seja X um espaco compacto Hausdorff munido com a familia admissivel Oy de todas as co-
berturas abertas finitas de X e #H (X) o conjunto de todos os subconjuntos compactos e nao
vazios de X munido da topologia Hausdorff. Depois, considere S um semigrupo agindo sobre
X. Fixada uma base de filtro F sobre os subconjuntos de S, um conjunto A C X é um
F-atrator se existe uma vizinhanca U de A tal que

A=w(U,F)= () FU.

FeF

Além disso, R C X é dito um F-repulsor se existe uma vizinhanca U de R tal que

R=w"(UF)=()FU.

FeF

Dados F' € F, £ € P(Oy) e x,y € X, uma (&, F')-cadeia de x até y consiste de sequéncias
T =1,...,x, =y € X ety,...t,_1 € F tais que p (t;z;,r;11) < € para todo i = 0,....,n — 1.
Um conjunto £ C X é dito transitivo por cadeias se para quaisquer F' € F, £ € P (Oy) e
x,y € E, existe uma (€, F)-cadeia de z até y. Um ponto x € X é dito recorrente por cadeias
se para quaisquer F' € F e £ € P (Oy) existe uma (£, F')-cadeia de x até z. Por fim, se F
satisfaz uma certa condigao de translagao, o conjunto R de todos os pontos recorrentes por

cadeias é caracterizado por
R = ﬂ {AUA": A & um F-atrator}
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onde A* denota o repulsor complementar de A.

Isto posto, uma primeira questao que surge é a analise da convergéncia de uma rede (A,) de
F-atratores de (S, X) fazendo uso da func¢ao py no hiperespago H (X). Espera-se que o limite
de (A)) em H (X) é um F-atrator de (5, X). Em outras palavras, o conjunto dos F-atratores
de (S, X) é um subconjunto compacto do hiperespago H (X). Outro problema é baseado na
conjectura de que um conjunto transitivo por cadeias maximal é internamente transitivo por
cadeias, ou seja, restringindo a agao de S a um conjunto transitivo por cadeias maximal £ C X,
essa agao é transitiva por cadeias. Esse resultado é verdadeiro no caso de um sistema dinamico
sobre um espago métrico compacto, e sua prova faz uso da distancia de Hausdorff. Isso motiva

o uso da funcao py para a solucao do problema no caso geral.

Problema 3 - Equiestabilidade e fungao de Lyapunov generalizada

Seja S um semigrupo agindo sobre uma espaco X munido de uma familia admissivel O. Seja

C C X um subconjunto nao vazio e suponha que existe uma funcao ¢ : X — R satisfazendo:

1. ¢(x) =0 se, e somente se, x € C;

2. Para todo € > 0, existe U € O tal que ¢(z) < e sempre que x € St [C,U];
3. ¢ € semicontinua inferiormente;
4. ¢(sz) < ¢(x) para todo s € S ez € X.

Nessas condigoes, Braga Barros-Rocha-Souza [12, Teorema 3.9] provaram que C' é um con-
junto equiestavel para a acao de S. A reciproca desse resultado foi estabelecida assumindo
X metrizavel [12, Teorema 3.10]. No entanto, tendo em maos o recurso da fungao admissivel,
presumimos que a reciproca é verdadeira no caso geral. A questao decorre sobre o conjunto
de valores de uma funcao de Lyapunov. No caso geral de um espago admissivel, nao é de se
esperar que uma fun¢ao de Lyapunov para um conjunto equiestavel seja valorada no conjunto
dos niimeros reais. Esse é o ponto central da discussao.

A construcao usual de uma funcao de Lyapunov a valores reais estd muito ligada a uma
funcao distancia sobre o espaco. Na auséncia de uma métrica, uma funcao de Lyapunov parece
ser impossivel e sem sentido. Porém, todas as no¢oes de conjunto Lyapunov estével sao bem
estabelecidas em espagos admissiveis, mesmo sem metrizagao ([12],[15],[16],[13]). Dessa forma,
imaginamos que uma funcao de Lyapunov generalizada deve ser considerada na questao da

equiestabilidade em espagos admissiveis.
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No caso geral, pensamos em uma func¢ao de Lyapunov valorada em um monoéide comutativo
preordenado. Um conjunto A é chamado de mondide comutativo se possui uma operacao
binaria & associativa e comutativa com elemento neutro 0 € A. Se existir em A uma preordem
< compativel com @, ou seja, 0 < A, para todo A € A, e A\; < g e Ay < g implica Ay @ Ay <
f1 © pa, entao dizemos que (A, <, @) é um mondide comutativo preordenado.

Conjectura-se, portanto, que um conjunto C' C X é equiestével para a acao de S se, e
somente se, existe um mondide comutativo preordenado (A, <, @) e uma fungao ¢ : X — A

satisfazendo:

1. ¢(x) =0 se, e somente se, x € C;
2. Para todo A > 0, existe U € O tal que ¢(z) < A sempre que = € St [C,U];
3. Paratodox € X e A > 0, existe U € O tal que ¢(y) &\ > ¢(x) sempre que y € St [x,U];

4. ¢(sz) < ¢(x) para todo s € S ez € X.

Por ltimo, ressaltamos que os problemas acima foram escolhidos tendo em vista o desen-

volvimento de trabalhos futuros.
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