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RESUMO

Este trabalho diz respeito a controlabilidade exata interna de um sistema
de Bresse generalizado com coeficientes varidaveis, cujos mecanismos de controle agem em
um subintervalo arbitrariamente pequeno (I,l3) de (0, L). Nossos cédlculos sugerem um
tempo minimo de controle e uma regiao onde os controles se tornam mais eficientes. Os
coeficientes variaveis podem ser vistos como uma generalizacao do operador Laplaciano.
O principal resultado ¢é obtido aplicando o método HUM (Hilbert Uniqueness Method)
devido a Lions [32, 31|, sem fazer o uso do teorema da unicidade de Holmgren ou da
hipdtese de igualdade de velocidade de propagacao de ondas.

Também estudamos o sistema de termodifusao do tipo “second sound” em
um dominio unidimensional com a acao de mecanismos de dissipagao linear e nao linear
em uma regiao arbitrariamente pequena. Usamos técnicas envolvendo energias de pri-
meira e segunda ordem, multiplicadores e o método desenvolvido por Lasiecka e Tataru
[29] para obter taxas de decaimento. Um resultado de observabilidade interna também
foi mostrado para alcangar a estabilidade assintética mencionada acima.

Palavras chave: sistema de Bresse, método HUM, controlabilidade exata, regularidade
escondida, coeficientes variaveis, sistema de termodifusao, desigualdade de observabili-
dade, lei de Cattaneo.
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ABSTRACT

This work is concerned with the internal exact controllability of a gene-
ralized Bresse system with variable coefficients, which the control functions acts in an
arbitrarily small subinterval (I1,l5) of (0, L). Our computation suggests a minimal time
control and a region where the controls are more effective. The variable coefficients can
be viewed as a generalization of the Laplacian operator. The main result is obtained
applying HUM (Hilbert Uniqueness Method) due to Lions [32, 31|, without use the Holm-
gren’s Uniqueness Theorem or the hypothesis of equal-speed waves of propagation.

We also consider the thermodiffusion system with second sound in a boun-
ded one-dimensional domain with localized linear and nonlinear damping mechanisms
acting on an arbitrarily small region. Through a combination of first and second order
energy, multipliers technique and the method developed by Lasiecka and Tataru [29] de-
cay rates are obtained. A result of internal observability was also proved to reach the
asymptotic stability above.

Key words: Bresse system, Hilbert Uniqueness Method; exact controllability; hidden
regularity; variable coefficients, thermodiffusion system, observability inequality, Catta-
neo’s law.
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CapiTULO 1

Introducao

O presente trabalho trata da controlabilidade exata interna de um sistema
de Bresse generalizado e da estabilizacao de um sistema de termodifusao. No capitulo
seguinte, capitulo 2, apresentamos diversos resultados preliminares referente aos espacos
de Sobolev, a teoria das distribui¢oes e semigrupos os quais sao amplamente utilizados ao
longo do texto. Os resultados de controlabilidade e estabilizacao, ora mencionados, sao
obtidos nos capitulos posteriores. No que segue, uma breve introducao sobre os problemas
abordados.

1.1 O sistema de Bresse

No capitulo 3 consideramos o sistema de Bresse generalizado dado por

priow — k(a(@)ps + ¢ + lw)s — kollw, — lg] = fi
pathu — ( ()¥2)s + ’f(% +U+ilw) = fo (1.1)
prwy — ko[c(x)w, — lple + kl(z + ¢ +lw) = f3

em () = (0,L) x (0,7). Assumimos condigoes de fronteira do tipo Dirichlet, i.e.,

©(0,t) = o(L,t) =1(0,t) = ¢(L,t) = w(0,t) = w(L,t) =0, (1.2)

para t € (0,7), e condigbes iniciais

U(,0) = o, (-, 0) =1, (1.3)
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O problema da controlabilidade exata de (1.1)-(1.3) é formulado da seguinte
forma: dado T > 0, suficientemente grande, precisamos encontrar um espaco de Hilbert H
tal que para cada dado inicial {pyg, @1, Yo, U1, wo, w1} € H seja possivel encontrar controles
f1 = hi(z, t)x, fo = ho(z,t)x e f3 = hs(x,t)x, hi, he, hs € L*(I1,13), onde x é a fungao
caracteristica de (I1,1l3) x (0,7") com (I1,l3) C (0, L), de tal forma que a solugao {p, ¥, w}
de (3.1)-(3.3) satisfaga

o(x,T) = pi(x,T) =Y(2,T) = P2, T) = w(x,T) = wi(z,T) =0

Primeiramente, observamos que as funcoes a, b, ¢ estao sendo consideradas
de modo a satisfazer a(z) > 1, b(z) > by > 0 e c(x) > 1. Além disso, as constantes
consideradas, pi, p2, k, ko e [, sdo positivas. Desta forma, o sistema (1.1)-(1.3), é uma
generalizacao do sistema de Bresse usual, onde a(z) = ¢(z) =1 e b(x) = by > 0.

No sistema de Bresse as constantes pi, p2, k, ko, | e by estao relacionadas
com a composi¢ao do material. Ja as componentes w, ¢, ¥ da solucao deste sistema repre-
sentam os deslocamentos longitudinal, vertical e angulo de cisalhamento, respectivamente.
Algumas estruturas elasticas em forma de arcos e vibragoes de vigas sao modeladas por
(1.1) e s@o objeto de estudo em diversas dreas como matematica, fisica e engenharia. Mais
detalhes e aplica¢oes podem ser encontrados em [35, 52] assim como em suas referencias.

Existem alguns trabalhos ja tratando da existéncia e da estabilizacao do
sistema de Bresse como, por exemplo, [3, 15, 16, 21, 22, 35, 52] mas nao conhecemos
nenhum que trate de controlabilidade ou considere coeficientes variaveis.

Parte da motivagao deste trabalho vem de [48] onde o autor estudou a
controlabilidade do sistema

2ﬂtt - (a(xﬁ/}x)x + Pz + w = f7
ou — (b(2)pr)e + Ve + @ =g, (1.4)
a(x) > a9 >1, b(z)>by> 1

Vislumbramos que algumas idéias ali contidas poderiam ser estendidas e outras melhora-
das.

Com vistas a controlabilidade, o ponto chave é obter a desigualdade in-
versa, dada pelo teorema 3.2.6, para a qual se faz necessario provar uma desigualdade de
observabilidade (ver teorema 3.2.3). As maiores dificuldades surgem devido ao fato que
a presenca de coeficientes variaveis impossibilita o uso da continuagao unica dada pelo
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teorema de Holmgren o qual foi usado recentemente em [15, 16] para obter resultados
semelhantes. Para contornar isso, somos levados a provar um resultado de regularidade
escondida fazendo uma convolugdo com uma sequéncia de fungoes regularizantes (veja
lema 3.2.4). Para finalizar, a controlabilidade exata é obtida pela aplicacdo do método
HUM (Hilbert Uniqueness Method) proposto por Lions em [32, 31] e usado em diversos
trabalhos como, por exemplo, [2, 13, 19, 20, 26, 27, 28, 30, 38, 41].

E importante enfatizar que nenhuma restricao ¢é feita sobre os coeficientes,
a nao ser aquelas provenientes da modelagem ja mencionadas acima. Portanto, a hipdtese
da igualdade da velocidade de propagacao de ondas

&_k

=— e k=k
P2 bo ’

nao é exigida aqui. Essa relacao foi usada em diversos trabalhos, veja [3, 21, 22, 52], que
nos ajudaram a compreender melhor o sistema de Bresse e pode ser retiranda recente-
mente, em [15, 16], permitindo uma abrangéncia maior dos resultados obtidos a realidade
fisica do problema.

1.2 O sistema de termodifusao

Nos capitulos 4 e 5 passamos a estudar o problema de termodifusao

Py — (A + 20)Uge + Y1010 + V2w + a3(z)g3(us) = 0,
b + Vi + Mg + dfy =0,

nfs; + V' Doy + Yoty + dby; = 0,

g + o (2)g1(q1) + VEbr, = 0,

Togo + 2(7)g2(q2) + VDo, = 0,

\
com g;(s) = s no capitulo 4 e com caracteristicas nao lineares no capitulo 5.

O fenomeno da termodifusao esta presente em diversas areas da ciéncia
como: problemas de mistura, mecanica da fratura e delaminagao. O processo de difusao
de calor e de massa, em altas e baixas temperaturas desempenha papel fundamental em
muitos problemas envolvendo satélites, retorno de veiculos espaciais e aterrissagens em
agua e solo, e atualmente, companhias petroliferas tem demonstrado interesse em proces-
sos de termodifusao visando uma extracao mais eficiente destes recursos como pode ser
visto em [1]. Os avangos nesta teoria também vao de encontro a descoberta de novos ma-
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teriais, especialmente em materiais compostos, e também na influéncia que a termodifusao
exerce em ceramicas e polimeros, conforme [46].

Em 1971, Nowacki [44], apresentou as equagoes classicas da termodifusao

P — (A + 200)Uzy + Y1015 + Y202, = 0
cbiy — kbO1pp + ViU + dbyy = 0
nbo — DOsyy + Yoty + dbyy =0

que modelam este processo em um corpo sélido, como também pode ser visto em [37, 49].
Mais tarde, o mesmo Nowacki [45] expandiu a teoria da difusao termo-elastica explorando
o problema da dinamica da difusao em corpos sélidos por meio de um acoplamento com
um modelo termo-eléstico.

Além disso, em 2004, mais um passo foi dada no sentido de estender essa
teoria, desta vez por Sherief et al [51], permitindo velocidades de propagacao finita de
ondas. Para isso a lei de Fourier para propagacao de calor a uma velocidade infinita é
substituida pela lei de Cattaneo tornando o sistema 100% hiperbdlico e mais realista do
ponto de vista fisico. Na atualidade estes novos modelos hiperbdlicos tem sido aplicados
com sucesso na industria de eletronicos como, por exemplo, em processos envolvendo a
limpeza e remocgao de particulas em pequenos componentes (microchips, resisténcias, etc.)
de circuitos elétricos. Nestes casos o novo modelo tem-se comportado de forma satisfatoria
por dois motivos principais: a delicadeza dos materiais envolvidos e, fundamentalmente,
pelos pequenos espacos de tempo considerados para o modelo, que fazem com que o
paradoxo da propagacao infinita de sinais dado pelo modelo parabdlico (Lei de Fourier)
seja eliminado.

Concomitantemente, diversos novos modelos de termodifusao foram sur-
gindo o que levou Liu e Reissing [37] a propor uma classificagao para estes modelos alter-
nativos baseados na classificacao ja existente para os modelos termoelésticos, a saber: 1 -
modelo classico, 2 - ondas térmicas e 3 - amortecimento viscoeldstico ou modelo “second
sound”.

De acordo com esta classificacao, Aouadi [1] e Zhang e Qin [54] apresentaram
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e estudaram o seguinte modelo do tipo “second sound”

( Pl — ()\ + Q,U)uxm + 719193 + 7292:1: - 07

b1t + Vkque + i + dboy = 0,

s + V' Doy + yottyy + dby = 0, (1.5)
Tqu + @ + V01, =0,

[ T2Q2t + G2 + VDb, =0,

com diferentes condicoes de fronteira. Eles mostraram a existéncia de solucgao, via teoria
de semigrupos, e a estabiliza¢cao, com decaimento exponencial, via método de Lyapunov
combinado com técnicas dos multiplicadores e controle de termos de bordo como feito em
[50].

Observemos que os termos que provocam dissipacoes nos sistemas estudados
por Aouadi [1] e Zhang e Qin [54], e consequentemente decaimento da energia total, sao as
parcelas ¢; e ¢ presentes nas duas iltimas equacoes de (1.5). Portanto estas dissipagoes
sao efetivas em todo o dominio por eles considerado.

O nosso objetivo é obter taxas de decaimento para o modelo de termodi-
fusao do tipo “second sound” usando apenas dissipagoes localizadas em uma regiao ar-
bitrariamente pequena do dominio. Como ja mencionamos, no capitulo 4 consideramos
dissipacoes de caracter linear e no capitulo 5 dissipagoes com caracteristicas nao lineares.
Da forma como propomos, os resultados obtidos no capitulo 5 generalizam aqueles obtidos
no capitulo 4 e sao independentes. No entanto julgamos conveniente apresentar o capitulo
4, sobretudo pelas técnicas utilizadas para se trabalhar com energias de ordem superior,
dispensadas no capitulo 5. Em ambos os casos a existéncia é baseada na teoria de semi-
grupos, ora linear ora nao linear, e a estabilidade no método desenvolvido por Lasiecka
e Tataru [29], com suas devidas adaptagdes, o qual tem sido amplamente utilizado, ver
(14, 12, 5, 10, 15, 16].

A grande dificuldade enfrentada, comparada aos trabalhos de Aouadi, Racke,
Zhang e Qin [1, 50, 54|, surge devido ao fato que a caracteristica local das dissipagoes
impede o uso da desigualdade de Poincaré em diversas estimativas. Para contornar isso
utilizamos alguns multiplicadores muito particulares, um deles dado por Tébou [53] e
outro que nos introduzimos ao longo do texto. Também é importante enfatizar que,
com essas técnicas, os mecanismos de dissipagao podem ser considerados em uma regiao
arbitrariamente pequena do intervalo (0, L) dado.






CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Espacos Funcionais
2.1.1 Distribuicoes

Sejam x = (x1, T, ...,7,) pontos do R" e a = («ay, as..., @), n-uplas de
nimeros inteiros nao negativos. Considerando |a| = a3 + ag... + o, e a! = ajlag!...a,,!
denotaremos o operador derivacao em R™ por

olel

- aq a2 °
0x" 0x3?...0xon

Da

Seja 2 um aberto do R" e ¢ : 2 — R. Definimos o suporte da funcao ¢ em (2
e denotamos por supp(y) o fecho em © do conjunto {z € Q;¢(x) # 0}. Quando supp(p)
¢ compacto, dizemos que ¢ tem suporte compacto em 2. Denotaremos por C§°(Q2) o
conjunto das fungoes ¢ : {2 — R que sao infinitamente diferencidaveis em €2 e que possuem
suporte compacto.

O espago das fungoes testes de Q, D(2), é o espago C°(€2) munido da
seguinte nogao de convergéncia: Dada uma sucessao {¢,} de fungdes de C3°(Q2) e ¢ €
C° () dizemos que

v, — ¢ em D(Q) (2.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2 tal que

i) supp(w,) C K, Vv e supp(p) C K;

i) D%p, — D“p uniformemente sobre K, Va € N".
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Uma distribui¢ao sobre © ¢ uma forma linear sobre D(2) que é continua
no sentido da convergéncia dada em 2.1. Chamaremos por D’'(Q2) o espa¢o vetorial das
distribuigoes sobre . Diremos que {T,}, uma sucessao de elementos de D’'(€2) converge
para T' € D'(Q)) e escreveremos

T, — T em D'(Q)

quando

(T, 0) = (T,p), Vo € D(Q).

Dada uma distribuicao 7" sobre €2 e a € N" a derivada distribucional de
ordem « da distribuicao 7', denotada por DT, é dada por

<DaT7 ()0> = (_1)‘(1' <T7 Da@) ) \V/(,D € D(Q)

Com essa defini¢ao, uma distribui¢ao 7' € D'(2) possui derivada distribuci-
onal de todas as ordens e DT € D’'(12) e além disso a aplicacao

D> :D'(Q)
T

D(Q)

_>
— DT

é linear e continua.
2.1.2 Espacgos LP(Q)

Sejam 2 um subconjunto do R™ e p um nuimero real tal que 1 < p < oo.
Denotaremos por LP(£2) o espago vetorial das (classes de) fun¢oes mensuraveis u, definidas
em ) tais que |u|P é Lebesgue integréavel sobre €).

O espago LP(2) munido da norma
iy = ( [ Juo)va )

Se define por L*>°(2) o conjunto das fungoes u : 2 — R tais que u é mensu-

é um espaco de Banach.

ravel e existe uma constante C' tal que |u(z)| < C para quase todo z € . Uma norma
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em L>(Q2) é dada por
]| L0y = inf{C; Ju(z)| < C q.s. em Q}

a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, L*(2), com o produto interno

e a norma |u|?> = (u,u), é um espago de Hilbert.

1 1
Seja 1 < p < oco. Diz-se que p’ é o indice conjugado de p se 5 +—- =1

Proposicao 2.1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b sao nimeros reais nao negati-
v0s entao

a’ W
ab§—+—/
p p
1 1
sempre que 1 <p < oo e -+ — = 1.
p P

Demonstragao: Ver [7].

Proposicao 2.1.2 (Desigualdade de Hélder) Sejam v € LP(Q) e v € LY (Q) com
1 <p<oo. Entiouv € L*(Q) e

/Q fuv] < [l @10l e

Demonstragao: Ver [7].

Proposicao 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v € LP(2) e 1 < p < 00
entao

w4 v|ze@) < [Jullze@) + [Vl zr@)-



10 2 Preliminares

Demonstragao: Ver [40].

Proposicao 2.1.4 (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do R™, entao para
toda fungdo concova F e toda fungdo integrdvel g € L'(B) temos

F(ﬁ(B)/Bg(x)dx) > m/BF(g(:U))d:U.

Demonstragao: Ver [43].

Teorema 2.1.5 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Se uma sequéncia { [y}
de fungoes integrdveis a Lebesque num conjunto 2 converge quase sempre em §2 para um
fungao f, e se|fi|r1q) < ¥, quase sempre em Q, Vk € N, para um certa fungao 1) € LY(Q),

entao a integral | f existe e
Q

/f dr = hm fk dx

Demonstragao: Ver [23].
Denota-se por L} (Q), 1 < p < oo, o espago das (classes de) funcoes
u: Q — R tais que |u|P é lebesgue integrével sobre cada subconjunto compacto de €.

Proposigao 2.1.6 (Du Bois Raymond) Sejam u € L}, () tal que

/Qu(x)go(x) dx = 0,Vo € C° ()

entao u = 0 quase sempre em ).

Demonstragao: Ver [8].
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2.1.3 Espacgos de Sobolev

Sejam 2 um aberto do R", 1 < p < oo em > 1. O espaco de Sobolev
Wm™P(Q) é o espago vetorial de todas as fungoes de LP(Q2) tais que D*u € LP(Q2), para
todo a < m. Simbolicamente,

WmP(Q) ={u € LP(Q); D € LP(Q), V|a| < m}.

Uma norma em W™P(Q)) é dada por

ey = 3 [ 10wl de se 1< p< o

la|<m

[ —— Z sup ess |D%u(z)[P dz, se p = oo,

|<m

a qual o torna um espaco de Banach. No caso p = 2, escreve-se W™2(Q) = H™(Q) e
munindo-o com o produto interno

(U/, /U)Hm(Q) / Da Da ) d
|a| <m
temos um espaco de Hilbert.

Define-se o espago W;""(2) como sendo fecho de C§°(£2) em W™P(2), ou
seja,

WP (Q)

() = Wy ().

Quando €2 é limitado em alguma direcao x; de R e 1 < p < oo entao a
norma em Wy"*(Q2) dada por

] P = /\Da )P do
|a|=m

¢ equivalente a norma induzida por W™P(2).
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Representa-se por W~ () o dual topolégico de W;?(2), onde 1 < p <
oo e p' é o indice conjugado de p. Por H~(Q2) denota-se o dual topolégico de H*(Q2).

2.2 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Separa-
veis
Nesta secao temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca x,

assim como resultados de convergeéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a
separabilidade dos espagos.

Considerando E um espago de Banach, a topologia fraca o(E, E') sobre E
é a topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E'.

Seja {z,} uma sucessdo convergente para = na topologia fraca o(FE, E').
Quando nao houver possibilidade de confusao diremos apenas que {z,} converge fraco
para x e denotaremos por
T, —xremFE

Proposicao 2.2.1 Seja {x, tnen uma sucessio em E, entao

i) T, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € F';
it) Se x,, = x em E, entdo x, — v em E;
iii) Se x,, — x em E, entdo ||z||g € limitada e ||z||p < liminf ||z,||g;

) Sex, =~z emE e f, — femE' entio (f,,x,) — (f, x).

Demonstragao: Ver [7].

Sejam E um espaco de Banach e z € E fixo. Considere a aplicacao

J,: ' — R
fo= (k)= (f2)

que € linear e continua e portanto J, € E”, Vax € E. Deste modo, definamos a aplicacao
J: E — E" tal que J(z) = J,, a qual é chamada de inje¢ao canonica de E em E".
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A topologia fraca , ou o(E’, E), é a topologia menos fina sobre E’ que faz
continuas todas as aplicagoes .J,.

Seja {f,} uma sucessao convergente para f na topologia fraca x o(FE, E').
Com vistas a simplificagdo das notagoes escreveremos apenas que { f,,} converge fraco x*

para f, ou simbolicamente
fo = fem E'

quando nao houver possibilidade confusao.
Proposicao 2.2.2 Seja {f,}nen uma sucessao em E', entdio

i) fo— f em E' se, e somente se, {fn,x) — (f,x) Yo € E;
it) Se f, — [ forte, entao f, — f em o(E', E");
iii) Se f, — f em o(E',E"), entio f, = f em E';
w) Se f, = f em E', entio ||f,|| estd limitada e ||f||z < liminf||f,||g;

v) Se f, = f em E ex, — x em E, entio {f,,v,) — (f,z).
Demonstragao: Ver [7].
Dizemos que um espaco de Banach é reflerivo quando a injegao canonica

J : E — E" é sobrejetora. Um espaco métrico E é dito separdvel quando existe um
subconjunto M C E enumerével e denso em FE.

Teorema 2.2.3 Seja E um espaco de Banach tal que E' é separdvel. Entao E é separdvel.

Demonstragao: Ver [7].

Teorema 2.2.4 Seja E um espagco de Banach separdvel e seja {f,} wma sequéncia
limitada em E'. Entdo existe uma subsequéncia {f,.} que converge na topologia fraca

x (o(E',E)).
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Demonstragao: Ver [7].

Teorema 2.2.5 Seja E um espago de Banach reflexivo e seja {x,} um sequéncia limitada
em E. Entdo existe uma subsequéncia {x,, } que converge na topologia fraca (o(E,E")).

Demonstragao: Ver [7].

2.3 Espacos de Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago local-
mente convexo completo das fungoes vetoriais ¢ : (0,7") — X infinitamente diferencidveis
com suporte compacto em (0,T). Dizemos que uma sucessao

v, — p em D(0,T; X)

se

i) Existe um compacto K de (0,T) tal que supp(¢,) e supp(p) estao contidos em K,
para todo v;
k dkz
ii) Para cada k € N, %gpy(t) — e em X, uniformemente em t € (0,7).
O espago das aplicagoes lineares continuas de D(0,7) = D(0,7;R) em X
serd denotado por D'(0,T; X), ou seja, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X ¢é linear e se
0, — 6 em D(0,T) implicar que (S, 6,) — (S,0) em X. Diremos que

S, — S em D'(0,T; X)

se
(S,,0) — (S,0) em ,¥0 € D(0,T).

O espago D(0,T; X) equipado com a convergéncia acima é denominado espago das dis-
truibuigoes vetoriais de (0,7") com valores em X.
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Denota-se por L?(0,T; X) o espago das (classes de) funcoes vetoriais u :
(0,7) — X mensurdveis em (0,7), (0,7) dotado da medida de Lebesgue, tais que

T
/ lJu(t)||5dt < oo.
0

Em particular, se X é um espago de Hilbert, entao L*(0, T, X) munido do
produto interno

(1) 2(01,x) = / (u(t), 1))t

também é um espaco de Hilbert.

2.4 O Espago W(0,T; X,Y)

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, X C Y com imersao
continua e densa. Definimos um novo espaco de Hilbert

W(0,T;X,Y) = {ue L*0,T; X);u, € L*(0,T;Y)}

com a norma
||u||%/V(O,T;X,Y) = HUJH%Q(O,T;X) + ||ut||%2(0,T;Y)'

Para mais detalhes ver [18].

Considere o espago C'([0, T]; E') como sendo o conjunto das fungées continuas
de [0,7] em E, munido da norma

lulleqorie = sup [|u(®)]|e.
te[0,T

Com essas notagoes, temos o

Teorema 2.4.1 Seu € W(0,T;X,Y) entio u € C([0,T];[X,Y]
a interpolacao' entre os espacos X eY .

), onde [X,Y]s denota

1
2

Demonstragao: Ver teorema 3.1, p.19 de [34].

!Para mais detalhes sobre espacos interpolados veja [34].
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2.5 Integral de Bochner: definicao, convergéncia e
regularizacao

Consideremos f : A — X uma funcao com valores vetoriais definida em um
subconjunto mensuravel a Lebesgue A C R em um espaco de Banach, real ou complexo,
X de norma || - || x.

Definicao 2.5.1 Diz-se que f : A — X € simples se assume um niumero finito de valores.
Em outras palavras, f € simples se existem Ay, As, ..., A, subconjuntos mensurdveis de
A, dois a dois disjuntos, cada qual tendo medida finita e existem x1, %o, ..., T, pontos
nao nulos correspondentes em X tais que

10 =3 xa, (03, (22

onde X 4; € a fungao caracteristica de Aj. Assim, set € Aj,, para algum jo entao f(t) =

xj,, ou seja, f € constante em Aj,. Agora, set € A\ |J A; entdo f(t) =0.
j=1

Definicao 2.5.2 Diz-se que f : A — X ¢ fortemente mensuravel se existe uma sequéncia
de fungoes simples { fn}nen tal que:

lim || f,(¢t) — f(¢)|[x =0, quase sempre em A.
n—oo
Definicao 2.5.3 Define-se a integral da fun¢ao simples f: A — X dada em (2.2) por:
Z med(A;j)x;
j=1

e denota-se por

/A $(0) d = Y med(A,)z,

Definicao 2.5.4 Uma funcao f : A — X ¢é dita integravel a Bochner se existe uma
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sequencia de fungoes simples { fn}nen tal que
fu(t) = f(t) em X quase sempre em A

e além disso,
lim | fn(t) — f(t)]|x dt = 0.
n—o0 A

A integral de f sobre A, que denotaremos por fA ) dt € definida por

[ 1@ =t [ g
A

Teorema 2.5.5 (Bochner) Seja A C R um conjunto mensurdvel a Lebesque. Uma
funcao f : A — X fortemente mensurdvel é Bochner integrdvel se e somente se a aplica¢ao
numérica t € A || f(t)||x € integravel a Lebesgue.

Demonstragao: ver [9].

Designaremos por LP(A; X), 1 < p < oo, a classe das fungoes f fortemente
mensuraveis e tais que a func¢ao numérica:

te A—f(1)llx

pertence a LY (A).

Proposigao 2.5.6 Sejam f € L'(R) e g € LP(R; X) com 1 < p < co. Entao, para quase
todot € R a fungio s € R f(t — s)g(s) € X € Bochner integrdvel e pondo-se

(f * 0)(t /ft—s

tem-se (fxg) € LP(R; X) e

1 * glle@xy < \[fllor@llgllor@:x)-

Demonstragao: ver [9].
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Proposigao 2.5.7 Sejam f € CE(R) e g € L} (R; X), k € N*. Entao

loc
(f * g) € C*(R; X).

Além disso
dF d*f

%(f*g)ZW*g

Demonstracgao: ver [9].

Definigao 2.5.8 Denomina-se sucessao reqularizante a toda sucessio {p, }en de fungoes
reais tais que:

pv € C3°(R), supp(p,) C B1(0), /p,,(t) dt=1ep,>1emR.
i R

Proposigao 2.5.9 Seja f € C°(R; X). Entao p, * [ — f uniformemente sobre todo
compacto de R.

Demonstragao: ver [9].

Proposicao 2.5.10 Seja f € LP(R; X), com 1 < p < co. Entdo

pu* f— fem LP(R; X).

Demonstragao: ver [9].



2.6 Mais alguns Resultados 19

2.6 Mais alguns Resultados

Devido a dimensao do trabalho, enunciamos nesta secao mais alguns resul-
tados utilizados no texto.

Proposigao 2.6.1 (Lema de Gronwall) Sejam z € L=(0,T) e o € L'(0,T) tais que
z(x) >0, p(t) > 0 e seja ¢ > 0 uma constante. Se

o(t) < c+/0 2(s)p(s)ds, Vt € [0,T],

entao
t
o(t) < c.elo 2% i e [0, 7).

Demonstragao: Ver [39].

Teorema 2.6.2 (de Representacgdo de Riesz-Fréchet) Seja H um espaco de Hilbert.
Dada o € H', existe f € H unico tal que

(p,u) = (f,u), Yu € H.

Além disso,
Lf [l = 1lellar

Demonstragao: Ver [7].

Definigao 2.6.3 Seja H um espago de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(u,v) :
HxH—RE¢

i) continua se existe uma constante C' tal que

la(u,v)| < Clullv|, Yu,v € H e
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i) coerciva se erxiste uma constante oo > 0 tal que

a(v,v) > alv]?, Yo € H.

Teorema 2.6.4 (Lax-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva.
Entao para toda ¢ € H' existe uinico uw € H tal que

a(u,v) = (p,v), Yv € H.

Além disso, se a € simétrica entao u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u,v) _ {,v) = min {%a(v,v) _ (go,v)} |

veH

Demonstragao: Ver [7].

O seguinte resultado é uma consequéncia do teorema da aplicacao aberta

Teorema 2.6.5 Sejam E e F espacos de Banach e T : E — F um operador linear
continuo e bijetivo. Entao

i) T=! ¢ um operador linear e continuo de F sobre E.

ii) Ewzistem m, M > 0 tais que m||z||g < ||Tz||r < M||z||g, para todo x € E.

Demonstragao: ver corolario 2.21 p.75 em [11].

Teorema 2.6.6 (Prolongamento por Densidade) Sejam E e F espacos de Banach
e A: D(A) C E — F um operador linear e limitado. Se D(A) for denso em E, entio A
admite um unico prolongamento linear limitado A a todo espaco E. Além disso,

1Al zpa),ry = |All zz,p)-



2.6 Mais alguns Resultados 21

Demonstracao: ver teorema 2.42 p.88 de [11].

Teorema 2.6.7 (da Regularidade Elitica) Seja Q2 C R"™ um aberto de classe C* com
fronteira T limitada. Seja f € L*(Q) e u € H} () satisfazendo

/Vquo—l—/wp:/fgo, Vi € Hy(Q).
Q 0 Q

Entao, u € H*(Q) e ||ul|p2@) < ¢||f]|r2@) onde ¢ é uma constante que sé depende de Q.

Além disso, se Q € de classe C™ 2 e f € H™()), entdo
u € H™(Q) com |Jul|gmrz2qy < || f]|mm@)-

Em particular, se m > g entio u € C?(Q). Se Q € de classe C™ e f € C®(f), entdo

ue C®(Q).

Demonstragao: Ver [7].

Teorema 2.6.8 (de Awubin-Lions) Sejam By, B e By espacos de Banach tais que

comp cont

By — B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos
W ={u € L(0,T; By);us € L (0,T; B1)},
onde 1 < pg,p1 < 0o. Consideremos W munido da norma
[ullw = lul|ro 0.1:80) + |ullLor 0,7581),

a qual o torna um espago de Banach. Entao a imersao de W em L (0,T; B) € compacta.

Proposicao 2.6.9 (Lema de Lions) Seja {u,} uma sucessao de fungoes pertencentes
a LYQ) com1 < q<oo. Se

i) u, — u quase sempre em @ e
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i) ||un|| L) < ¢, para todo v € N,

entao u, — u fraco em L(Q).

2.7 Operador Definido por uma Terna

Desenvolvemos esta secao conforme [11]. Sejam V' e H espagos de Hilbert
complexos, cujos produtos internos e normas denotaremos, respectivamente, por ((-,-)),
-1 e(-), ||, com V tendo imersdo continua e densa em H.

Seja
a(,-): VxV — C
(u,v) — a(u,v)

uma forma sesquilinear continua.

Definamos

D(A) ={u € V; a forma antilinear v € V + a(u,v) é continua

com a topologia induzida por H} .
Em outras palavras, D(A) é o conjunto dos elementos u € V' tais que a forma antilinear

gV — C

v — gu(v) = alu,v) (2:3)

é continua quando induzimos em V' a topologia de H. Note que D(A) # () pois 0 € D(A).
Sendo V' denso em H, podemos estender a aplicagao (2.3) a uma aplicagao

gu:H—C
antilinear e continua tal que
Gu(v) = gu(v), Vv eV
Pelo teorema 2.6.2, existe tnico f, € H tal que

gu(v) = (fu,v), Yve H.
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Em particular,
a(u,v) = (fu,v), YveV.

Desta forma, temos definida a aplicacao

A:D(A
U

H

Au= i, (2.4)

L]

e, consequentemente, chegamos a uma nova caracterizagao para D(A), a saber,
D(A) ={u € V; existe f € H que verifica a(u,v) = (f,v), para todov € V'}.
Assim, D(A) é subespaco de H e fica definido um operador linear

A:DA) — H
u — Au

onde
(Au,v) = a(u,v) para todo u € D(A) e para todo v € V.

Neste contexto, diremos que o operador A é definido pela terna {V, H, a(u,v)} e denota-
remos tal fato escrevendo
A A{V,H, a(u,v)}.

Teorema 2.7.1 Sejam V e H espacos de Hilbert com V — H sendo V denso em H. Se
a(u,v) é uma forma sesquilinear, continua e coerciva em 'V e A € o operador definido pela
terna {V, H,a(-,)}, entao, para cada f € H, existe um unico u € D(A) tal que Au = f.

Demonstragao: ver teorema 5.126 em [11].

Sendo A o operador definido pela terna {V, H, a(u, v)}, verifiquemos o que
se pode dizer de uma possivel extensao deste. Sejam V'’ e H’ os antiduais de V e H,
respectivamente. Definamos

B:vV — V
u +—— Bu onde Bu:V —— C é definido por
v o (Bu,v)y = a(u,v).
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Observe que a aplicacao acima esta bem definida e é linear. Da continuidade
de a(-,-) seque que B é continua pois

|Bullys = sup  |(Bu,v)|= sup |a(w,v)| < sup Clluffv] < Cul,
veVilol<t veVilol<1 veVilol<t

ou seja, B € L(V,V'). Além disso, veja que
Bu = Au, para todo u € D(A),

ou seja, B é uma extensao de A a todo V.

No caso particular que
a(u,v) = ((u,v)) onde ((-,-)) é o produto interno de V,

entao, a extensao B do operador A dada acima é uma bijecao isométrica, onde a injetivi-
dade resulta do fato que B é isometria e a sobrejetividade é uma consequéncia do teorema
2.6.4 de Lax-Milgram.

2.8 Semigrupos e Grupos de Operadores Lineares em
Espacos de Banach

Definigao 2.8.1 Seja X um espago de Banach. Uma familia a uwm parametro S(t),
0 <t < o0, de operadores lineares limitados de X em X é um semigrupo de operador
linear limitado de X se

i) S(0)=1.

ii) S(t+s) = S(t)S(s) para todo t,s > 0

O operador linear A definido por

D(A) = {:U € X; lim w existe }

t—0+
‘ S(t dt
Az = lim Sr -z = —S(t)x para x € D(A)
t—0t t dt =0
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¢ o gerador infinitesimal do semigrupo S(¢), onde D(A) é o dominio de A.

Definigao 2.8.2 Um semigrupo S(t), 0 <t < oo, de operadores limitados de X ¢é forte-
mente continuo se
lim S(t)x =« para todo x € X.

t—0t

Um semigrupo de operadores limitados fortemente continuo de X serd chamado de semi-
grupo de classe Cj.

Definigao 2.8.3 Seja S um semigrupo de classe Cy e A o seu gerador infinitesimal.
Ponhamos A° = I, A = A e, supondo que A"~ ! esteja definido, vamos definir A™ pondo:

D(A") ={r e X;x € D(A" ") e A" 'z € D(A)}
Az =A (A" 'z), Vze D(A").

Proposicao 2.8.4 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo, S, de classe Cy,
entdo, para todo x € D(A™), S(t)z € C"7*([0,00]; D(A*)), k =0,1,...,n.

Demonstragao: ver proposicao 2.18, p. 23 de [24].

Para o espaco de Banach X consideremos seu dual X’. Denotamos por

xz* € X' aplicado em x € X por (z*,x) ou (z,z*). Para cada z € X definimos o conjunto
dualidade
F(z) = {z" € X; (2", 2) = [[z|* = [|="[|*} .

Do teorema de Hahn-Banach segue que F(z) # () para todo = € X.

Definigao 2.8.5 Um operador linear A € dissipativo se para cada x € D(A) existe um
z* € F(x) tal que Re (Az,z*) < 0. O operador linear A € dito m-dissipativo se for
dissipativo e Im(Ng — A) = X para algum Ay > 0.

Proposicao 2.8.6 Se A é m-dissipativo com Im(\g— A) = X, para algum \g > 0, entdo
Im(\— A) = X para todo A > 0.
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Demonstragao: ver proposicao 4.12, p.38 de [24].

Teorema 2.8.7 (Lumer-Phillips) O operador A é m-dissipativo se, e somente se, A €
o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cy em X.

Demonstragao: ver teorema 4.3, p.14 em [47].

Teorema 2.8.8 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe
Cy. Seja B um operador dissipativo com D(A) C D(B) satisfazendo

|Bz|| < al|Az|| + |||,  para todo x € D(A),

onde 0 < a<1ef >0. Entio A+ B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contracoes de classe Cy.

Demonstragao: ver coroldrio 3.3, p. 82, de [47].

Definigao 2.8.9 Uma familia a um parametro S(t), —oo < t < 0o, de operadores lineares
limitados de um espaco de Banach X € um grupo de operadores lineares de classe Cy se
satisfaz sequintes condigcoes

i) S(0) =1,
ii) S(t+s) = S(t)9(s) para —oo < t,s < o0,

iii) 151(1) S(t)r = x para x € X.

Definigao 2.8.10 O gerador infinitesimal A de um grupo S(t) € definido por

A — Ly 2 HT—2
t—0 t
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sempre que o limite existe. O dominio de A é o conjunto de todos os elementos x € X
para os quais o limite acima existe

Seja S(t) um grupo de operadores lineares limitados de classe Cy. Das
defini¢oes propostas segue que para t > 0, S(t) é um semigrupo de classe Cy cujo gerador
infinitesimal é o operador A. Além disso, para t > 0, S'(t) := S(—t) é também um
semigrupo de classe Cy de gerador infinitesimal —A. Assim, se S(t) é um grupo de
operadores limitados de classe Cy de X, tanto A como — A sao geradores infinitesimais de
semigrupos de classe Cj

Definicao 2.8.11 Um grupo S de operadores lineares limitados de um espaco de Hilbert
¢ dito grupo unitdrio se S(t)* = S(t)™*, Vt > 0

Note que ||S(t)z| = ||z|| para todo grupo unitério, o que implica que ||S(t)|| = 1.

Teorema 2.8.12 (Stone) Um operador linear A de um espaco de Hilbert, X, € o gerador
infinitesimal de um grupo unitdrio de classe Cy se, e somente se, A* = —A

Demonstragao: ver teorema 5.8, p.55 de [24].

Considere o problema de valor inicial

d
Eu(t) = Au(t) + f(t), t >0,

u(0) =z

onde f:[0,7T[— X.

Observagao 2.8.13 Se f ¢ identicamente nula e A € o gerador infinitesimal de um se-
migrupo de classe Cy, S(t), o problema de Cauchy (2.5) tem uma tnica solugdo e esta é
dada por u(t) = S(t)x, para todo x € D(A) (ver [47], p. 100). Como D(A™) C D(A),
n=1,2,..., a reqularidade da solu¢ao de (2.5) € dada pela proposi¢io 2.8.4.
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Definigao 2.8.14 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, S(t).
Sejax € X e fe LY0,T;X). A fungao u € C([0,T]; X) dada por

u(t) = S(t)a:%—/(fS(t— s)f(s)ds, 0<t<T,

¢ dita solugao fraca do problema de valor inicial (2.5) em [0,T].

Teorema 2.8.15 Se f € L'(0,T; X) entdo para cada x € X o problema de valor inicial
(2.5) tem uma unica solugao fraca.

Demonstragao: ver corolario 2.2, p.106 de [47].

Definicao 2.8.16 Uma fungao u que € diferencidvel quase sempre em [0,T] e com v’ €
LY(0,T; X) é dita solugao forte do problema de valor inicial (2.5) se u(0) = x e u/(t) =
Au(t) + f(t) g.s. em [0,T].

Teorema 2.8.17 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, S(t). Se
[ € diferencidvel quase sempre em [0,T] e f' € L'(0,T; X) entao, para cada v € D(A) o
problema de valor inicial (2.5) tem uma unica solugdao forte em [0,T].

Demonstragao: ver corolario 2.10, p.109 de [47].

2.9 Operadores Maximais Monétonos em Espacos de
Hilbert

Embora aplicaremos os resultados a seguir para operadores univocos, a te-
oria é mais geral, valendo para operadores plurivalentes como passamos a descrever base-
ados em [4, 6].

Seja H um espaco de Hilbert. Um operador plurivalente A sera uma apli-
cagdo de H em P(H), conjunto das partes de H. O dominio de A é dado por

D(A) ={x € H; Az # 0}
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e a imagem de A é o conjunto
Im(A) = U Az.

zeH

Se para cada x € H, o conjunto Az possui no maximo um elemento diremos que A é
univoco.

O operador A pode ser identificado com seu grafico em H x H, isto é,
{{z,y};y € Az}. Assim o conjunto dos operadores é ordenado pela inclusdo de seus
graficos, isto é, A C B < Ax C Bx, Vx € H.

Definigcao 2.9.1 Um operador A € dito mondtono se
(Axy — Azg, 21 — m9) >0, Vry, 29 € D(A),
ou mais precisamente,
(y1 —yo, 1 — x2) >0, Yy, € Azy e yo € Axo.

Diremos que A € mazimal mondtono se for maximal no conjunto dos operadores mono-
tonos.

Proposicao 2.9.2 Seja A um operador de H. Sao equivalentes as sequintes assercoes:

i) A € um operador maximal mondtono;

ii) A € mondtono e Im(I +A) = H.

Demonstragao: ver proposic¢ao 2.2, p.23 de [6].

Definigao 2.9.3 Um operador univoco A de H € dito hemicontinuo em H se A(x+ty) —
Ax fraco em H' quando t — 0 para cada x,y € H.

O seguinte resultado pode ser estabelecido também para espacos de Banach reflexivos

Teorema 2.9.4 Seja B ¢ um operador mondtono, hemicontinuo e limitado de H. Supo-
nha que A € um operador maximal mondtono de H. Entao A+ B € mazximal mondtono.
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Demonstragao: ver coroldrio 1.1, p.39 de [4].

Agora considere o seguinte problema de cauchy abstrato:

—u(t) + Au(t) 3 0, (2.6)

Teorema 2.9.5 Seja A um operador mazximal mondtono de um espaco de Hilbert H.
Para cada ug € D(A), existe uma unica funcao u(t) de [0,00) em H tal que

i) u(t) € D(A) para todo t > 0;
ii) u(t) € lipschitziana em [0,00), isto €, prids L>(0,00; H);

iii) w(t) satisfaz o problema de cauchy abstrato (2.6).

Demonstragao: ver teorema 3.1, p.54 de [6].

Definicao 2.9.6 A funcdo u dada pelo teorema acima é chamada de solucdo forte de

d
(2.6). Dizemos que u € C([0,T]; H) € solugdao fraca da equagao i + Au > 0 se existir

d
uma sequéncia u, € C([0,T]; H) de solugdes fortes de L + Au, 3 0 tal que u, — u

uniformemente em [0, T.

Teorema 2.9.7 Seja A um operador mazximal mondtono de um espaco de Hilbert H.

Para todo ug € D(A) existe uma inica solugao fraca de (2.6).

Demonstragao: ver teorema 3.4, p.65 de [6].
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2.10 Funcoes escalarmente continuas

Seja X um espago de Banach. Definimos o espaco das fungoes escalarmente
continuas (ou fracamente continuas) como o conjunto das fungées f € L>*(0,T; X) tais
que a aplicacao t — (z, f(t)) é continua sobre [0, T], para todo = € X', onde X’ é o dual
de X. Denotaremos tal espago por Cs(0,7; X).

Disto segue que
CH0,T; X) = {u e Cy(0,T; X);u' € Cs(0,T; X)},
onde v é a derivada distribucional de u. Da mesma forma

C20,T; X) = {u e C,0,T; X);u" € C,(0,T; X)} .
Observacgao 2.10.1 Seu € L>(0,7;X) eu € C([0,T]; X) entio u € Cs(0,T; X).

Proposicao 2.10.2 Sejam X e Y espacos de Banach, X — Y e X reflexivo. Entao
L>0,T; X)NCs(0,T,Y) = Cs(0,T; X).

Demonstragao: ver [34].






CAPITULO 3

Controlabilidade exata interna do
sistema de Bresse generalizado

Neste capitulo consideraremos o sistema de Bresse generalizado dado por

p1o — k(a(2)pr + 1 + lw)y — kollws — ] = f1
patb — (D(2)s), + k‘(% + U +lw) = fo (3.1)
prwie — kole(@)we — lple + kl(pe + 1 +lw) = f3

em @ = (0,L) x (0,7). Assumimos condigoes de fronteira do tipo Dirichlet, i.e.,

0(0,1) = p(L,t) = (0,) = (L, t) = w(0,) = w(L, t) = 0, (3.2)
para t € (0,7), e condigdes iniciais

80('70) =0, ¢i(-,0) = ¢,
Y(+,0) = o, Pu(-,0) =1y, (3.3)

w(+,0) =wp, wi(+,0) =ws.

Como ja mencionado, o problema da controlabilidade exata de (3.1)-(3.3) é
formulado da seguinte forma: Dado T" > 0, suficientemente grande, precisamos encontrar
um espago de Hilbert H tal que para cada dado inicial {¢g, ¥1, %0, V1, we, w1} € H seja
possivel encontrar controles f; = hy(x,t)x, fo = hao(x,t)x e f3 = hs(x,t)x, hi, ho, hs €
L*(l3,15), onde x ¢ a fungao caracteristica de (I, ly) x (0,7) com (I1,1l3) C (0, L), de tal
forma que a solugao {p, 1, w} de (3.1)-(3.3) satisfaga

oz, T) = p(x,T) =(z,T) = (2, T) = w(z,T) =w(z, T) =0
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Sendo o resultado de controlabilidade descrito acima nosso objetivo princi-
pal, organizamos este capitulo da seguinte maneira: na se¢ao 1 temos algumas definigoes,
hipoteses e a boa colocacao. A secao 2 é dedicada a encontrar uma desigualdade de obser-
vabilidade, dentro da qual se faz necessario provar um resultado de regularidade escondida.
Finalizamos esta secao mostrando uma desigualdade inversa. Na secao 3 o método HUM
(Hilbert Uniqueness Method) é aplicado para se obter o resultado de controlabilidade
descrito pelo Teorema 3.3.2.

3.1 Observacgoes iniciais e boa colocacgao

Primeiramente, observamos que as funcoes a, b, ¢ estao sendo consideradas
de modo a satisfazer as condicoes dadas pela hipotese 3.1.1 abaixo.

Hipotese 3.1.1

a,b,c € WhH=(0, L);

a(x) > 1, Vx e (0,L);

b(x) > by >0, Vre(0,L)comby €R,; e
c(z) >1, VYxe(0,L).

(3.4)

Além disso, todas as constantes consideradas, py, pa, k, ko € [, s@o positivas.
A solugao do sistema em questao sera denotada por w, ¢, 1.

Para os resultados de observabilidade e controlabilidade, sempre considera-
remos 1" > 2aR onde

.f PL P2 p1
= max{l, - bo,ko} (3.5)
e
R := max {ll, L — ZQ} s (36)

com (ly,(3) sendo o intervalo de agao dos mecanismos de controle atuam.

Também ¢é importante frizar que as intimeras constantes, C' > 0, utilizadas
ao longo do texto podem ser alteradas a cada passo.

Passemos a discorrer sobre a existéncia de solucao que é uma consequéncia
da teoria de semigrupos que pode ser encontrada em [47] e estd resumidamente descrita
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nas preliminares. Para isto, consideremos o espaco de Hilbert
H = [H}(0,L) x L*(0,L)]°
munido da norma

U1 = I @, 0, T
L
= [ o0 4 palUP 4 i Y + (a(a) = Dlaf? + b(a)
0

+ko(c(x) = 1)|wa|® + ke + ¢ + lw]? + Eolw, — lp|? dz

a qual é equivalente a norma usual de H (a demonstragao pode ser feita usando argumentos
de contradigao).

Se denotarmos V(t) = {907 Pt 77Z)7 1/}t7 W, wt} e F = {O’ f17 07 f27 07 f3} O pro-
blema de valor inicial (3.1)-(3.3) se torna equivalente a

d
V(D) = AV(H) + F

V(0) =W

(3.7)

onde Vo = {0, ¥1, %0, Y1, wp, w1 } € 0 operador A : D(A) C H — H é dado por

0 —1I 0 0 0 0
. kaz((l(x)az('))—kopl 0 _ﬁ@ O —Mla 0
P1 p1 % p1 x
0 0 0 -1 0 0
A= kg 0 %@kl K 0
P2 P2 P2
0 0 0 0 0 —1I
kotk ) 0 KT 0 _hoda(c(@)du() =KL
pL z p1 p1

com D(A) = [H2(0, L) N HE(0, L) x HL(0, L)),
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Note que A é m-dissipativo. Mostraremos primeiramente que A é dissipa-
tivo. De fato, seja U = {p, ®, ¢, V,w, T} € D(A). Entao

(-AUv U)?—L

L
= / k(a(z)er + 1+ 1w)e® + kollwy — 1] ® + (b(2)d2) ¥ — k(s + ¢ + lw) ¥
0
+kole(x)we — o] T — Kl(pr + 0 + lw)Y + k(a(x) — 1)p, P, + b(x)10, U,
+ko(c(x) — Dw, Yo + k(pe + 0 + lw)(Pp + ¥ +IT) + kolw, — lo][ Ty — D] dz
L
= [ hala)en + 6+ 1), — (o)) — ofelales — 1Y, + kla(o) — s,
0
+b(2), Y, + ko(c(x) — Dw, Lo + k(pz + ¥ + lw) ¥, + kolw, — Lo T, dx
+ [k(a(z)ps + 0 + 1) @)Y + [b()1, U1 + [ko(c(x)ws — lp) Y]E
= 0, UeD(A).
Portanto, (AU, U),, = 0 o que implica que A ¢ dissipativo.

Mostremos agora que A é m-dissipativo. Basta observar que Im(/—A) = H.
Com efeito, seja G = {g1, g2, 93, 94, 95, g6 } € H e portanto é suficiente provar que existe
U € D(A) satisfazendo o problema espectral

U— AU =G. (3.8)

Fazendo U = {¢, ®,¢, ¥, w, T}, a equacao (3.8) fica equivalente

o+ o =g em H)(0, L), (3.9a)

p1® + k(a(z)p, — Y + lw)y + kollwe — lp] = p1go em L*(0, L), (3.9b)
Y+ = gs em H)(0, L), (3.9¢)

pa¥ + (b(2)hs) e — k(pr + 0 + lw) = pagy em L*(0, L), (3.9d)

w4+ T =gs em H}(0, L), (3.9¢)

p1 Y + kole(x)we — lo]e — El(pz + 1 + lw) = p19s em L*(0, L). (3.9f)

Isolando @, ¥, T nas equagoes (3.9a),(3.9¢) e (3.9¢) e substituindo em (3.9b),(3.9d) e (3.9f)
obtemos

pro — k(a(x)ps — 1 +lw)y — kollw, —lp] = G1 em L*(0, L),
patb — (b(x)1e)r + k‘(gpx + 19+ lw) =Gy em L*(0, L), (3.10)
prw — kole(z)wy — o] + kl(pe + ¢ + lw) = G5 em L*(0, L).
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onde
G, = p1(91 - 92), Gy = p2(g3 - 94) e Gy = P1(95 - 96>' (3-11)

Assim definimos a forma bilinear
1 1 1 2
a: [Hy(0,L) x Hy(0,L) x Hy(0,L)]” — R

de forma que

a({e,,w} {u,v,2})
L
= / prou + potbv + prwz + (a(z) — 1)ppuy, + b(x) v, + ko(e(x) — 1wy zs
0

+ k(pr + ¥ + lw) (uy + v+ 12) + kolw, — lg) [z — lu] da.

Observe que a({p, ¥, w}, {p,1,w}) define uma norma, equivalente a usual,
em [HE(0,L)]>. Donde segue que a é continua e coerciva.

Multiplicando (3.10) por u, v e z e integrando em (0, L) obtemos que

L
Oé({gO,@ZJ,W},{U,,U,Z}) - / G1U+G2U ‘I‘GgZ dx
0

= ({G1, G2, G5}, {u7v7Z}>[H5(0,L)3]',H3(0,L)37 V{u,v,z} € Hy(0,L)*.

Pelo teorema de Lax-Milgram, o sistema (3.10) tem tnica solugao {p, ¥, w} €
H}(0,L)3. Disso, de (3.9) e de (3.11) obtemos U = {p, ®,v, ¥,w, T} em H satisfazendo
(3.8) provando assim que Im(I —.A) = H e, portanto, que A é m-dissipativo.

Pelo Teorema de Lumer-Phillips A é gerador infinitesimal de um semigrupo
de contragoes de classe Cy. Isto implica, em virtude dos teoremas 2.8.17 e 2.8.15, que o
problema (3.7) tem tunica solugao forte e tinica solugao fraca dependendo da escolha dos
dados iniciais e da nao homogeneidade. Equivalentemente, o problema de valor inicial
(3.1)-(3.3) tem tnicas solugoes forte e fraca.

Passemos agora a discussao sobre a solugao ultrafraca de (3.1)-(3.3).
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Definigao 3.1.2 Dizemos que {p,,w} é uma solucao ultrafraca de (3.1) se satisfaz

/ pg1 + ga +wygs dx dt — pi(o, u(0)) + p1 (1(0), u(0)) -1 1
Q

—p2(to, v4(0)) + p2 (1, 0(0)) -1 gz — p1(wo, 2(0)) + p1 {wi(0), 2(0)) -1 gy

- / (Folt), ult)) s gy b+ / (Fol0), 0() s g i+ / (Falt). 2(0)) v,y dt

onde {u,v, z} € solugao fraca de
([ pruy — k(a(@)u, +v 4 12), — kol[ze — lu] = g1,

pavse — (b(2)ve)e + K(uy + v +12) = ga,

P12 — kolc()ze — lul, + El(u, + v+ 12) = gs,

w(z,T) =u(x,T) =v(z,T) =v(x,T) = z(x,T) = z(x,T) =0,
uw(0,t) = u(L,t) = v(0,t) = v(L,t) = 2(0,t) = z(L,t) =0,

\

com g1, 9, g3 € L'(0,75 L*(0, L)).
Desta definicao temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.3 Dado T > 0, g, Yy,wo € L*(0,L), p1,¢1,w1 € HH0,L) e fi, fo, f3 €
LY0,T; H'(0, L)) existe tinica solugdo ultrafraca

{,0,w} € C([0,T]; L*(0, L)) N CH([0, T]; HH(0, L)),
de (3.1). Além disso, existe uma constante, C' > 0, tal que

[{e, ¥, w2002 + {0 Ve, wi bl pee 0,710,002
< C [IHeo, %o, wo 2o,y + H{e1, Y1, it -, + I f1s fo fs} w1 0.0)] -

Demonstracao: Considere a forma bilinear
a(-,-) : Hy(0,L) x Hy(0,L) — R

(u,v) — a(u,v) = /0 a(x)%% dx

Observe que af(-,-) é coerciva pois a(z) > 1 > 0.
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Seja A o operador definido pela terna {H}(0, L), L?*(0,L),a(-,-)}. Entao
A:D(A) C HY0,L) — L*(0,L) e

D(A) = {u € Hy(0,L); existe f € L*(0, L) que verifica a(u,v) = (f,v), Vv € Hy(0,L)} .

Assim, se u € D(A) entdo

(Au,v) = a(u,v) = /0 a(;v)%% dx. (3.12)

Pelo teorema 2.7.1 segue que A é uma bijecao.

Agora seja p € C5°(0, L). Como u € D(A) e Cg°(0, L) < H(0, L) vale que

L Ou Jv 0 ou
(g = [Ca@Zi St ar=— (5 (05 ) ) . ¥epo.D)
o que implica que

Au = 9 <a()%> , em D'(0,L).
Mas como Au € L*(0, L) vem que
0 ou 5
Au = ~ (a()%) , em L*(0,L).

como esta ultima vale para todo u € D(A), temos que
0 0
S e D(A).
A 0x(a<)8x)’em (A)

Considere também a extensao de A, ainda denotada por A,

A:H)(0,L) — H (0, L)
u— Au: Hy(0,L) — R
v — (Au,v) = a(u,v)
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Note que essa extensdo ainda é uma bijecao. De fato, seja u € H}(0, L)

L ou ou L Ou du
Il = [ Grge do < [ ale)GEgE do = atuw) = (Au) < Aula-son

(3.13)

isto é, [|u| < ||Aul/g-1(0,z), de onde segue a injetividade. A sobrejetividade ¢ uma con-
sequéncia do teorema 2.6.4 de Lax-Milgram.

Com tais informagoes, definimos o produto interno

((Qb ,lvb - <¢7 ’QZ)>, ¢7w € H_1(07L)'

Afirmagao: ((-,-))_, ¢ um produto interno em H~'(0, L).
De fato,

Simetria:

(¢, 9) a = ($, A~ 11/1> (AA” 1¢, ¢> = a(A™'g, A7)
( 17% - <A_1¢7AA_1¢> = <A_1¢7 ¢> - ((1/% ¢))—a~

Linearidade: imediata.
Positividade: note que

(@00 =ata0a70) = [ o) [ 2 (4t0)] e =0

Além disso,
((¢,0)a=0< ¢ =0em H(0,L).

Analogamente, obtemos operadores B e C', produtos internos ((+,-))_, e
((-))=c e normas [ - || e || - [|-c & partir de

b(-,-): H3(0,L) x H3(0,L) — R
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e
c(,): Hy(0,L) x Hy(0,L) — R
(u,v) — c(u,v) = /OL c(:v)%% dx
Mostremos que as normas ||« ||—a, ||-||=6, || -[|=c € [|- || r-1(0,2) 580 equivalentes.
Faremos para || - |4 e || - [[#-1(0,0)- As demais seguirdo de modo andlogo.

Como A : H}(0,L) — H7'(0,L) é continua, pelo teorema 2.6.5, A~! :
H'(0,L) — H}(0,L) ¢ continua. Logo

19]l-a = (¢, A7¢) = a(A™'0, A7'¢) < CIAT G5 0,0y < CllONE-1(0,1)-

Por outro lado, munindo H}(0, L) com o produto interno

segue que o operador
A: (Hé(()? L)? ((7 '))a) — (H_l(ov L)? ((7 '))—a)

é uma isometria. Além disso, quando H} (0, L) estd munido com a norma usual e H (0, L)

com a norma || - [|g-1(0,z) temos que A é continuo, pois
1 1 L L L
el = o [ e de < [ de =l < [ atond do =l
e portanto
|[(Auw, )| a(w )] [[ufallvfle

||Au||H*1(O7L) = sup

< CH”HH&(O,L}‘
v#0 ”UHHg(o,L) v£0 ”UHH&(O,L) v£0 |’vHH§(O,L)

Assim, considere ¢ € H (0, L). Como A ¢ bijegao existe u € Hg (0, L) tal
que Au= ¢ e

16115100,y = I Aull 10,0y < Cllullfpo.ry < Cllulla = CllAulZ, = Cli¢lI2,
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0 que prova a equivaléncia das normas || - ||—q € || - [[z-1(0,1)-
Pelas construgoes, as seguintes imersoes
D(A) < Hy(0,L) < L*(0, L) = [L*(0, L)) < H™Y(

D(B) < Hy(0,L) — L*(0,L) = [L*(0, L
D(C) — H}(0,L) — L*(0,L) = [L*(0, L

0,L) = [D(A)],
' H(0,L) — [D(B)] e
"> H7(0,L) = [D(C))

~— —

sao continuas e densas.

Agora, para cadan € N, considere {©on, Yon, won} € [Ha (0, L), {©1n, Y1n, win} €
[L2(0, L)]* € { fin: fon: fan} € [L'(0,T5 L?(0, L)) tais que

{900717 ¢On)w0n} — {9007¢07w0} €m [L2(07 L)]37
{@1n, Y1n, win} = {1, 91, w1} em [H~ (0, L)),
{fins fons fan} = {f1, fo, f3} em [L'(0,T; H-'(0, L))’

Logo, para cada n € N, o problema aproximado

(

P1Pnit — k(a(2)Pna + Un + lwn)e — kol [wWne — lon] = fin
P2Vt — (0(2)Vna)z + k(Pna + Vn + lwn) = fon

P1wntt — kolc(2)wnae — lon]z + El(@ne + Un + lwn) = fan
SOH(W O) = Pon; (Pnt('a O) = Pins

wn<'7 0) = 1/}07“ wnt(W 0) = wlm

\ wn('a O) = Won, Wnt('; 0) = W1in,

(3.14)

tem unica solugao fraca {¢,, ¥, w,} tal que
Oy Un,wy € C([0,T]; Hy (0, L)) N C*([0,T7]; L*(0, L)).
Assim, para cada n € N,

Oy Uy wy € L=(0,T; Hy (0, L
Onas Unas wWne € L°(0,T; L*(0, L

fin, fons fan € L*(0,T; L*(0, L

(@()ene)e, (b()¥na)a, (c(-)
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de onde segue que
Prtts it W € L0, T5; HH(0, L)).

Dai
P1Wntt — kO [C(x)wnx lgpn]x + kl((;pnx + wn + lwn) = fSn
se verifica para quase todo ¢ € (0,7) em H (0, L).

{ P1$ntt — ( (I’)QO»M; + r(/)n + lwn)x - kol[wnx - l@n] - fln

Estimativa 1:

Como (), Yne(t), wne(t) € L*(0, L) — H'(0, L) entdo ficam bem defini-
dos A7 (1), B~ "y (t) € Clw,(t) como elementos de H{ (0, L). Logo podemos compor
as equagoes do sistema (3.15) com A~ (1), B 1 (t) e C~rw,(t) e obter

(P1onte(t) = k(a(@)pna(t) + Yu(t) + lon(t))s — kollwns (t) — lon ()], A 0ne () g1 3

= (fin(0), A ot () 1 g (3.16)
(p2thnit(8) = (b(@) e (t))o + k(e (t) + Un(t) + lon(®), B~ e (1)) 1,13
= <f2n<t)7Bilwnt(t)>H717Hé (3.17)

(Pronu(t) = kole(@)wna (t) = lpn(t)]e + Fl(@na(t) + $n(t) + lwn(t)), C " wni(t)) g1, gz
= (fan(t), C™ wne(t)) 1 g1 (3.18)
Note que

prd

(P1pnu(t), A7 oni(1)) 1 gy = (rona(t), Pue(1))) o = T = llom (D)1,

(=k(a(z) one(t))z, AT ‘Pnt(t»H*l,Hg =k <A90n<t)7 A_1¢nt(t)>H717Hé
= k((AQDn(t% Qpnt(t)))—a - k((@nt@)? Aspn(t)))—a
k d

= (P, @u) 1y = Kty on(O)) 20y = 5 10Ol x00)

(ol ou(8). A a(8)) = Ko ((2u(8). () = 2 L, 012,
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Com um procedimento anélogo para os demais termos de (3.16), (3.17) e (3.18) e somando
essas equagoes obtemos

() =k ((on(t) + Lon(t))as A (1)) + kol {ona(£)s A 0na(0)) + (Frn(B) A e (1))

dt
—k <()0nm + lCU( )7 Bilwnt > + <f2n B Qpnt > - k(]l <90mc(t>7 Cilgont(t)>
- kl <‘;0mc( ) + ¢n(t), C_l(pnt > + <f3n C 190nt( )> (319)

onde

P1 P2 P1
K, (t) =5||90m(t)||2_a + 3|l¢nt(t)||3b + gllwnt(t)llac

k 1 k
+ Slen® 0. + 510n0 x0.0) + 2 ln @200
k012 k kI?
B lon @R+ SN2, + len (B

Agora vamos estimar cada termo do lado direito de (3.19). Note que

[((@n(t) + lwon(t))as A7 pua(t))] = B ((Ya () + lwn(t))2, 9ru(8))) -l
S k”(%(t) + lwn(t))a:H—aHQOnt(t)H—a

< CR[[(€n(t) + lwon(®)all 10,0 0ne (8) || —a

- %nwn(w FlaOell00) + el

< C {||¢n + lwn ()|l L2(0,2) + ||90nt(t)||—a}

Analogamente obtemos

kl

[k (ne(8), € Mne®)] < C5 {ln® a0,y + o (B2, }

kol
kol (e (6, A a(0))] < C {leon®) 320, + a2 }
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Além disso,

|(Fin(8); A7 0ne(1))| = [((fin (1), Pue(£)))al
< [ f1n (Ol -allnt ()] -a
< Cllfin@ Nl a-100.0 [ 0ne () | -a
(
(

< O frn®)lH=100,) 1/ [|£ne (£) |24
< Cllfin®) H-10,)V Kn (1),

e, de modo anélogo,

’<f2n(t)7B_1wnt(t)>‘ < CHf2n(t)||Hfl(0,L) V Kn(t)a
| (fan(t), C wone(8))] < Cll fan (Ol -1(0.0) vV K (8).

Para finalizar estas estimativas, observe ainda que

‘_k <90n:c + lu}nt( )7 B_lsont >} < k |<90nw B Qpnt >‘ + kl |<wm B_lsont(t)”

< €5 {lon(®)a0) + N 012, }

+c’j (e -0+ 101

=Kl (al) + 0 (0), O D) < O {u«pn(>||%2<0,T)+||wnt<t>||2_c}

A1 Ol + a2}

Destas estimativas e de (3.19) vem que

d
2K () < C{VE® + 1fin®ll 0,0 + 1 FonOllir0,0) + 10 Ollr-s0,0) f VD),

quase sempre em (0,77). De onde obtemos

d - K;(t) o i
<C {\/ )+ ||f1n ||H vo.0) T 1f2n Ol =10,y + | f3( )||H*1(0,L)}-
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Integrando de 0 a t, t < T, segue

VEa(t) = VE(0)
t t
SC/O' \ Kn(3> ds + C/O ”fln(S)”H—l(O’L) —+ ||f2n(8)||H*1(O,L) + ||f3n(8)||H*1(07L) ds

t
gC/ VK (s) ds + Cl| finllzror;m-10,0)) + Cll fanllzr o151 0,0)) + Cll fanllLr 0,151 0,2))
0

ou ainda,

t
\/Kn(t) < \/Kn(o) + CH{fln7 f2n7 f3n}HL1(0,T;H—1(O,L))3 +O/ V Kn(s) dS,
N d 0

limitada

e como ¢y, Yy, w, € C([0,T]; Hy(0,L)) N CH([0,T]; L*(0,L)) e L*(0,L) — H '(0,L)
resulta que ¢, ¥, w, € C1([0,T]; H1(0, L)) e portanto,

Ont, ¢nt7wnt S C([O, T]a H_1(07 L))

Observe ainda que pelas equivaléncias de normas, podemos considerar em
H='(0, L) a norma usual, || - ||_a, || - ||-5 ou || - ||_c e obtemos os mesmos resultados. De
onde obtemos que K,, é continua. Dai pela desigualdade de Gronwall vem que

VEL(t) < VEL(0) 4+ Cl{ fins fons Fan}lpr 000101

Tendo em vista a definicao de K, e a equivaléncia das normas, elevando ao quadrado a
ultima desigualdade, chegamos a

pullene N1,y + P2llne ) F-10,L) + Prllwne (Ol -1 0.1

+ k”@n@)”%%o,m + ||‘Pn<t)HL2(0,L) + ko lwn (t )HL2(0 L)

+ kol [l@n ()l 710,y + Bl O E-100,.1) + K lwn (Ol 7101
<pilleinllFi 1(0,L) + pall a7 1(0,L) +P1||Wln||H 1(0,L)

+ k?||900n||L2(0,L) + ||900n||L2(0,L) + k0||w0n||L2(O,L)

+ kOZQH(:DUn”%I—l(O,L) + k”%n”%—l(o,m + leHWONH%I—l(O,L)

+ Cll{ f1ns Fons Fan Y 2x 0 0 1-1.0,0)8 0 (3.20)

para todo t € [0,7] e n € N.
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Devido a linearidade do problema, fazemos a diferenca de Cauchy em m
e n obtendo assim uma estimativa andloga a (3.20) para todo ¢t € [0,7]. Usando a
convergéncia dos dados iniciais resulta que

(©n)nens (Un)nen € (Wn)nen s@o sequéncias de Cauchy em C([0,T7; LZ(O, L)),
(@nt)nen, (Vnt)nen € (Wnt)nen sdo sequéncias de Cauchy em C([0, T7; H’l(O, L)).

Portanto existem ¢, v, w € C([0,T]; L*(0, L)) tais que

{ ©On = @, U — 1, wp —w em C([0,T]; L*(0, L)) (3.21)

‘;Dnt — Spta wnt — 'th, Wnt — Wy €m O([Ov T]7 H_I(Oa L))

De (3.20), do fato que vVa+0b < a+ vb, a > 0,b > 0 e da imersio
L*(0,L) — H'(0, L), temos

Votlleallai0) = \Jorlenl i < VELD

3
<C {Kn(()) + [[{fins fon, f3n}”%1(0,T;H*1(07L))3}

< C{llewmllm-10.) + 191l r-10,0) + lwinllzr-1(0,1) + [l€0nll £2(0,1)
+wonllr2(0,2) + llwonllr2(0,2) + llponll z-10,2) + l[Ponll 10,1
Hlwon |l z-1(0,2) + [[{ fins fon, f3n}||L1(O,T;H*1(O,L))3}

< C{H@lnHH—l(O,L) + V1l a-1(0,0) + lwinlla-100,0) + l[¢onl 2200,1)
+lleonllz2(0,0) + llwonllr2(0,0) + I{f1ns fans fon M 101 (0,003 } -

Tomando o supremo essencial com ¢ € [0, 7], vem que

lontll Lo, s-1(0,1)) < C {ll1nllr-1(0,2) + 11l r-100,0) + llwinll-2(0,) + l€0nllz2(0,1)
+(leonllz2(0,L) + lwonllz2(0,L) + I{f1ns fans fan Ml 2101 (0,005 } -

Repetindo esse procedimento para g, Wnt, Pn, Vn, W, 0btemos
H {SOnt, Unt, wnt} HLOO(O,T;H—l(o,L))3 + H {Spm Un, Wn} ‘|L°°(0,T;L2(0,L))3

< C{llewllr-10.0) +
+||<P0nHL2(0,L) + ||w0n||L2(o,L) + ”{flm fon, f3n}HL1(0,T;H—1(O,L))3} , VneN.

V1l E-100,0) + lwinll#-1(0,2) + || €on|l £20,1)
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Em virtude das convergéncias dos dados iniciais e de (3.21), podemos tomar o limite
quando n — oo na expressao acima e chegar a

{1, wtaWt}HL"O(O,T;H—l(O,L))?’ + [{e, waw}HLw(O,T;L?(O,L))S
<C {HSOlHH—l(o,L) + ||¢1HH—1(0,L) + leHH—l(O,L) + HSDOHL?(O,L)
+lleollz2 0,0y + llwollz2o.zy + 1, fos f3}llLromm-1(0,0)5 } 5

uma vez que |[ullcqo.ry:z-1(0,2)) = l[wll oo (0,151 (0,)) quando uw € C([0,T]; H~'(0, L)), pro-
vando assim o desejado.
O

3.2 Desigualdades direta e inversa

Nesta segao consideraremos o sistema homogéneo associado a (3.1), a saber:

pripy — k(a(x)p, + ¥ + lw), — kollw, — lp] =0,
p2tbu — (b(x)hz)s + k(%: + 1+ lw) =0, (3.22)
prwy — kole(x)wy — lply + kl(py + ¢ + lw) = 0.

O funcional de energia associado a este sistema é definido por

1 L
E(t) = —/ p19; + paty + prwi + k(a(z) — 1)@2 + b(z)Y2
0

2
+(c(z) — Vw2 + k(pe + ¥ + lw)? + kolw, — lp)*dr.  (3.23)

Por argumentos de contradi¢gao obtemos que a norma induzida pela energia é equivalente
a norma usual de H = [L*(0, L) x H}(0,L)]>.

Lema 3.2.1 A solucao do problema homogéneo (3.22), {p,v,w}, satisfaz

d
—FE(t)=0
o Et) =
Demonstragao:[Prova do lema 3.2.1] Multiplicamos a primeira equacao de (3.22) por
¢, a segunda por ¢y e a terceira equagao por wy. Somando os resultados e integrando por
partes sobre o intervalo (0, L) obtemos o desejado.

O
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Uma consequéncia direta do lema 3.2.1 é a conservacao da energia do sistema (3.22), isto
¢,

E(t) = E(0), ¥t > 0. (3.24)

Agora, como uma consequéncia do teorema 3.1.3 que apresenta propriedades
da solucao ultrafraca, estamos em condicoes de estabelecer um importante resultado para
se obter a controlabilidade desejada, a saber, a desigualdade direta conforme passamos a
descrever:

Teorema 3.2.2 (desigualdade direta) DadoT > 0, g, %0, ws € L*(0,L) e p1,11,w; €
HY0, L), existe uma constante positiva, C > 0, tal que a solugao {p,V,w} de (3.22)
satisfaz

T
/ / p? + 0+ widadt < C [H{SOO,1/107000}”[2L2(0,L)]3 + {1, o1, i Mz 10 22
0o Ju

Demonstragao:[Prova do teorema 3.2.2] E uma consequéncia imediata do teorema 3.1.3
e da imersao L>(0,T; L*(0,L)) < L*(0,T; L*(l1, 12)).

O
Agora, vamos reunir nossos esforcos para obter a desigualdade inversa. O essencial, e
talvez mais dificil, é provar a seguinte desigualdade de observabilidade

Teorema 3.2.3 (desigualdade de observabilidade) Para T > 2aR, o ¢ R dados em
(3.5) e (3.6), existe uma constante positiva, C > 0, tal que a solu¢do fraca de (3.22)
satisfaz

T ol
||{%00;¢0,W0}”[2H3(0,L)}3 + {1, 1, i Hlfzo.nyp < 0/ /l or + 07 +wi da dt
0 1

Demonstragao:[Prova do teorema 3.2.3] Primeiramente, considere T € R tal que T >

Ty > 2aR. Entao, escolha ¢y € R satisfazendo 0 < gy < min {%, %} Para

simplificar a notagao, considere

O(x,t) = pile(x, )] + paltie(z, O + prlwi(a, )7 + b(w) ¢ (2, )P + ka(z) @z, t)]?
+koc(z) |we (@, 1) |2 + Kl (2, ) + lw(x, 1) |* + kol?|@(x, ). (3.25)

Considere as funcoes F¢ e F? definidas conforme segue.
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e ParaT >0e ¢ € (0,L) tal que T — 2¢¢ > 2a¢, defina

1 T—eo—(§—z)a
Fl(z) = -/ Oz, t)dt, € 0,€].
2 eo+(—a)a

e ParaT >0e& € (0,L) tal que T'— 29 > 2c(L — ), defina

Fg(m) =

N | —

T—eo— (-8
/ O (z,t)dt, x€[E, L]
eo+(z—8&)a

Para T" > 0 satisfazendo as condigoes ora mencionadas, segue que

T—eo
REO=-FO=5 [ oo

Derivando F; 51 em relacao a x vem que

d . T—eo—(§—2)x 1 ) k )
_Ff (l’) = P1PtPta + P2¢twm + P1wWWig + _bxwx + wa%:x + 0z P,
dr eot+(E—2)a 2 2

k
+kapprs + ?chwi + koCwewee + k(1 + 1) (Y + lw), + kol* 0 dt
(6% (0%
+ —P(x,t + —P(x,t : 3.26
2 ( ) t=T—eo—({—2) 2 ( ) t=eo+(§—z)a ( )

Integrando por partes as trés primeiras parcelas do lado direito da identidade acima resulta
em

T—é‘o—(f—:c)
/ P1P: Pz + P2Vee + Prwis
cot+(E—x)a

T—eo—(£—2)
= [p1010r + P2y + leth‘eﬁ(%f(f)a )

T—eo—(§—2)x
- / P1P1Pr + P2ty + prwgw, dt.  (3.27)
eot+(E—x)a
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Multiplicando a primeira, segunda e terceira equagao de (3.22) por ¢, 1,
e w,, respectivamente, e somando os resultados obtém-se

T—eo—(§—z)x
— / PP + patbuthy + prwyw, dt (3.28)
eot+(E—x)a
T—eo—(§—z)x
- / _k(a@x)x@x - k(@b + lw)x - kOl[wx - 190]90:(: - (b¢x)xwz + k%%

ot+(§—z)a
+k( + lw)hy — ko(cwy),we + kolpw, + klpzw, + kLY + lw)w, dt.

Combinando (3.26), (3.27) e (3.28) chegamos a

iFl(a:) —/T o K e? — kol + 2hol2opn — 1 V2 (3.29)
dx 13 = ot (-2 B zPr 0lWz Py ol PP 9 eV .
k
12k () + lw) (¥ + lw)y — Eocxwg + kolpw, | dt
+ Loz t)‘ + Loz t)‘ + + potbite + pruws|L oD
9 e P " ot (—a)a P1PtPx T P2PtP + P1Wt 3780+ —z)a

Provemos agora que a ultima linha de (3.29) é maior que zero. De fato, uma simples
estimativa associada a hipdtese 3.1.1 nos da

|proc(x, t)ou(x, t) + patdy(z, )b (2, 1) + prow(z, t)wy (2, )]
S% [ﬂup?(z,t) + pati (2, 1) + prwf (2, ) + %ka(a:)%%(l}t)

(@) (2, 1) + Pkoe(z)w(x, 1)
bo ko

} (2@, 8) + pa () + pres(a, 1)

t+ka(z)p2(x,t) + b(z)2 (2, t) + koc(x)w(z, t)}
:%@@:,t), Y(z,t) € (0, L) x (0,T),

1 P1 P2 P1
<= 1
—zmax{ &by ko

o que vem justificar a importante escolha de o em (3.5) e nos permite concluir que

« o E—x)o
§<I>(cc,T—50—(£—x)a)+§<b(x,60+(£— T)a)+[p1oeps + parbithe +p1wth|eo+(s o e > .
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Assim, levando em conta a definicio de F{, podemos estimar (3.29), desprezando sua
ultima linha, e obter

( ) T—eo—({—z)a k ) ) 1 )
—F(x) > / {——azgow — kolwywr + 2kol" 0, — =by10;
d.I' £ Eo-i-({—a?)oz 2 2

+2k(Y + lw) (¢ + lw), — %cmwi + kolypw, | dt

C T—eo—(§—2)

> —— O(x,t)dt
2 cot+(E—x)a

= —C’Fg(m),

onde C' > ( é uma constante positiva. Desta desigualdade segue que ( )+CF, 1( ) >0

o que implica, quando multiplicada por um fator integrante, que o [Fg (x)ecﬂ > 0.
x

Integrando esta tltima em [z, ] vem que
Fi(x) <CF(€), Vxel0,(], €€(0,L).

Integrando a desigualdade acima em [0, £] e usando a defini¢ao de F, 51 obtemos

T—eo—(E— :v)a T—eo
/ / v.1) dt dz < C / B¢, 1) dt. (3.30)
eo+(§—2)a €0

Usando argumentos analogos para Fg chegamos a
F¢(x) < CFE(E), Vrelg, L], &€ (0,L)

Integrando sobre [¢, L] resulta que

T—eo—(z—8&)a T—ego
/ / 1) dt de < C / (¢, 1) dt. (3.31)
cot+(z—8)a €0

Agora, fazendo l~1 =1, +ege ZNQ = ly — ¢ vem que (lNl,lNg) C (l1,13). Desta
forma podemos definir
R = max {ll,L — l2} )
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93

Observe que R=R+ go. Entao, devido a escolha de g, segue que Ty — 2¢g > 2aR. Logo,

existe g > 0 tal que Ty — 2eq — 2ady > 2aR. Mais ainda, considere ¢ € R tal que

0<(5<min{50,12;ll}

e observe que

el lh+0] = Ty—2e0—2a0> Ty — 250 — 28, > 2aR > 2al,
= T0—2€0>20é<l1+5>22@£

Eelly—061) = Ty—2e—2a0 > Ty — 20 — 2ady > 2aR > 2a(L — ly)
= Ty— 2e9 > ZOZ(L — (12 — 5)) > 20(([/ — 5)

As implicagoes acima juntamente com as relagoes (3.30) e (3.31) nos fornecem

To—eo—(&— x)oc To—¢o —
/ / )dtd:B<C/ D&, t) dt, se & € [ly, 11 + 4],

€0

To g0— To—eo ~ ~
/ / O(x,t) dt d:ch/ Q& ) dt, se & € [la —0,1s].
eot(z—8)a €0

Integrando as expressoes acima nos intervalos a que £ pertence, a saber, ora em [y, l; + ]

ora em [ls — 8, l], resulta em

l1+5 To—eo— :):)a 21+5 To—eo
/ / / O(x,t) dt do dE < C | / O£, 1) dt de,
5 €0
To g0— (x ) To—eo
/ // xt)dtdxd§<0/ / B¢, 1) dt dE.
l €0 lo—6

(3.32)

(3.33)
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Por outro lado, como & € [E,E + 4], podemos eliminar a dependéncia de &
e estimar o lado esquerdo de (3.32) conforme segue

1 +6 To—eo— L+6 h l1+6 &
/ / / (z,t) dt dz d¢ ﬁ / Fi(z) dx d§+ﬁ /~ Fi(z) dx d¢
l1 0 I l1

L+8  rh
/7 / Fi(z) do d¢
1
L+6 i pTo—eo—
= / / / O(x,t) dt do dE
l1+(5 l1 To—eo— (l1+(5 T)o
/ / / O(x,t) dt de d€
cot+(l1+6—z)a

L+6 .
= /11 / F+6 ) dz d§

=4 i Fllﬁa(x) da. (3.34)

Y

v

De forma analoga

Io L
/ / /+( ®(z,t) dt dv dE > 5/7 F2 () da. (3.35)

Combinando (3.32), (3.33), (3.34) e (3.35) e do fato que § < 72?71 segue
I . C L+6  pTo—eo C Io To—¢co
/0 Flyglo) < S : / B¢, 1) dt de < _4 / B(z,t) dt dr (3.36)
1 €0 1

L To—¢o l2 To—¢eo
[Fi ()da;<— / gtdtd§<—// O(x,t) dt dz. (3.37)
l2 l2 §

A escolha do Ty > 0 nos da Ty — 2g¢ — 26 — 2aR > 0. Da equivaléncia
das normas de [H}(0, L) x L*(0,L)]® induzida pela energia, E(t), e a norma dada por
fOL O (xz,t)dx, juntamente com a conservacao da energia (3.24),

To—EO—(E-i-(S)Oc

L
E(t) dt < C/ / O(x,t) dr dt
co+(R+6)a 0

_ To—eo—(R+6)a
(To - 280 — 26 — 20[R>E(0) = /
€0+(I§+6)a
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Da definicao de R temos que

cot+ (R+d)a>en+(h+8a>e+ (0 +6—2)a, ze€l0,L); and
co+ (R+8a>eco+(L—L+8a>ec+(x—(lo—8—2))a, zel0,L],

0 que, por sua vez, implica que
(50—1—(}N%+5)a,T0 — &g — (}N%+6)a> c (eo+(f1 +6— ), Ty — g — (l}+5—x)a)
e

(50+<§+5)Q,T0—50—(§+5>a) c (eo+(x—(z;—5))a,T0_50—<x—(2;—5))a).

Assim, aumentando o intervalo de integracao da ultima estimativa e trocando a ordem
das integrais chegamos a

I To—eo L
| / O(x,t) dt do + C’ﬁ F—i_(s(x) dx
l2

I £0

I
0) < c/o Rl (x) do+C

A desigualdade acima junto as estimativas (3.36) e (3.37), nos permitem escrever

To—eo lo— 60
)< C / / ) dx dt.
l1+e€0

Portanto, da definicao de ® e do fato que T' > T}, segue que

T—eo la—eo
)<C / / P16} + pat} + prwi + (a2
l1

+eo0

+ ka(z)p2 + koc(x)w? + kb + lw? + kol?¢? d dt. (3.38)

Nosso préximo passo € eliminar os termos que tem derivada em relagao a x
na estimativa acima, ou seja, queremos obter uma desigualdade do tipo

T—eo lo— 60
/ / 2)2 + ka(z)p2 + koc(z)w? da dt
5

+eo

T lo
SC/ / ©; + U +wp + 9"+ +w de dt. (3.39)
0 5
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Faremos isto considerando as fungoes “cut-oft” definidas a seguir

n € Cgo([0,T7);
0<n(t)<1, Vte|0,T];
n(0) = n(T) = 0; 340
n(t) =1, em (g9, T — €9).
) v € C*>([0, L]) tal que supp(y) C (0, L);
0<~v(x) <1, Vo el0,L];
v(z) =1 em (Iy +eg,lo — &9); (341)
v(z) =0, em [0, L]\ (I1,12).
Uma vez escolhidas as funcoes n e v defina
pla,t) = ~*(x)n(t) € C([0, L] x [0, T)).
E facil ver que
0 <p(x,t) <1, V(z,t) €[0,L] x[0,T];
p(x,t) =1, V(x,t) € (I1 + €0, lo — €0) X (€0, T — €0): (3.42)
p(z,t) = p(x,t) = pe(x,t) =0, V(z,t) € [[0, L]\ (l1,12)] x (0,T); '
p(z,0) = p(x,T) =0 Vz € [0, L]

Multiplicando a primeira, a segunda e a terceira equagao de (3.22) por pp,
1p, wp, respectivamente, e integrando por partes sobre (0, L) x (0,7), obtemos

T L
/ / (kag? + b2 + kocw?) p da dt
0 0
T L
< / / [p197 + patf + prw} + kol?¢® + ky® + kPw?] p da dt
0 0
T L
+/ / prlepep] + pa|ip)| 4 prlwipw| 4 2klplpw| da dt
0 0

T L
+/ / ka|p.p.o| + kplep| 4 klplw.o| + kolp|wa |
0 0

+0[0epa| + kplpetb| + koclwepew|kolplpew| + kiplp.w| dv dt.

Note que os termos com derivada em relacao a x do lado esquerdo da estimativa acima
podem ser absorvidos pelos termos da direita com uso de desigualdades do tipo ab <
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da? + %bQ, para d > 0 apropriado, e propriedades da func¢ao p dadas em (3.42), o que nos
permitem chegar a (3.39). Portanto, de (3.38), vem que

T lo
E(0) < C/ / OF + U+ wp + Y+ * + W’ da dt. (3.43)
0 5

Para finalizar a prova da desigualdade de observabilidade basta mostrar que

T L T lo
/ / p? + ¢+ rdr dt < O/ / ©; + Yf +wp do dt (3.44)
0 0 0 1

Demonstraremos este fato usando argumentos de contradi¢ao. De fato, suponha que (3.44)
nao se verifica. Entao, podemos encontrar uma sequéncia de solugoes nao nulas de (3.22),
denotada por {@n, ¥n, Wy, fnen, satisfazendo

T L _ Tl -~
//@3+¢3+w3dmdt>n/ / P2, + U2, + Q% de dt, YneN
o Jo 0o Ju
o que implica que

foT llf 63115 + @Zit + a}%t dx di
I [ 32 2+ 02 da dt

— 0, quando n —» <.

Denotando
_ Pn
o T L~y | 7o | ~9
fo o PntUn+wh dr dt
VI 232402 + 32 da dt
Wr,
Wy =

VI @2+ 02+ 32 da di

vemos facilmente que

T s 1
/ / @it + %Zn + wzt dx dt < — — 0 quando n — o0 (3.45)
0o Ju n
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e, além disso,

T L
/ / g0,21 + 2/}2 + wi dr dt = 1, para cadan € N (3.46)
o Jo

De (3.43), (3.46), (3.45) e da conservacao da energia, vem que E,(t) = E,(0) é limi-
tada, onde FE, ¢é o funcional de energia associado ao sistema normalizado de solucao
{“ns Un,wn, }. Entdo, por equivaléncia de normas, resulta que

{One}s {thnt}, {wne} € limitada em L2(0,T, L*(0, L))
{0}, {tn}, {wn} é limitada em L*(0,T, H)(0, L))

e consequentemente temos a convergéncia fraca de cada uma das sequéncias acima. Pelo
teorema de Aubin-Lions, passando a subsequéncias se necessario, temos

©n — ¢ forte em L*(0,T, L*(0, L)),
¥, — ¢ forte em L*(0,T, L*(0, L)),
wyp — w forte em L*(0,T, L*(0, L)). (3.47)

As convergéncias fortes acima juntamente com (3.46) implicam em

T L T L
1:hm/ / ¢i+wi+widxdt:/ / ©* + 1 + w? da dt. (3.48)
0 0 0 0

n—00

Por outro lado, as convergencias fracas de {¢n }, {tnt }, {wne } em L*(0, T, L*(0, L))
nos permitem obter

Tl T rla
/ / go§+w§+w§dxdt§hmmf/ / Py + iy + why do dt =0
0 l1 0 ll

n—oo

o que implica que
or =Y =w, =0, em (I1,15) x (0,7). (3.49)

derivando no sentido das distribuicoes

Ot — wtt = Wy = O, em (ll, lg) X (O, T) (350)
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No que segue, denotaremos z = ¢y, u = ¥, e v = w;. Note que {z, u, v} é solucao ultrafraca
de

prze — k(a(x)z, + u+ ), — kol[v, —1z] =0, em (0,L) x (0,7

paun — (b(x)uz)s + k’(zx +u+lv) =0, em (0, L) x (0,7) (3.51)
p1vg — kole(x)vy — 2], + kl(2, +u+lv) =0, em (0,L) x (0,7 '
z=u=v=0, em (ly,l) x (0,7

Antes de chegar a contradigao, precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.2.4 (Regularidade escondida dos dados iniciais) A solu¢do ultrafraca {z,u,v}
de (3.51) satisfaz

z(-,0),u(-,0),v(-,0) € Hy(0, L),
2(+,0),u(+,0), (-, 0) € L*(0, L).

Demonstragao:[Prova do lema 3.2.4] Considere a sequéncia de fungoes regularizantes p,
tais que

pv € C5°(R),

pu(t) >0, Vt € R,

supp(p,) C (—1,0),

0
/ pu(t)dt =1,
1

para cada v € N. Considere também as extensoes z, u e v dadas por

( z(z,t), sete|0,T]
Hat) = 2(x, T)[T+1—t], sete (T,T+1]
o z(x,0)[t+ 1], sete[-1,0)
0, seteR\[-1,T+1]

( u(z,t), setel0,T]
w(z, ) T+1—-t], sete(T,T+1]
u(z,0)[t+ 1], set e [-1,0)
0, seteR\[-1,T+1]

u(z,t) = <
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v(x,t), setel0,T]
v, T[T +1—t], sete(T,T+1]
v(x,0)[t+1], sete[-1,0)
0, seteR\[-1,T+1]

Note que Z,u, v sao elementos de C'(R; L*(0, L)) pois z,u,v € C([0,T]; L*(0,L)). Conse-

1
loc

o(x,t) =

quentemente z,u,v € L}, (R; L*(0,L)). Fazendo a convolucao com a sequéncia regulari-
zante p, definimos

Zy =2 X Py, Uy = U * Py, Vy 1=V * Py,

as quais, por sua vez, pertencem a C*(R; L*(0, L)), para cada v € N (veja proposigao
2.5.7). Portanto, suas derivadas
dr dr d* d* dk d*

s (z,) =z % %p,,, s (u,) = ux* %p,,, s (0,) =V %p,,,

ainda estao em C*°(R; L*(0, L)) para k =1,2,3,....

Agora, dado 0 < ¢ < T — Ty, considere v € N suficientemente grande de tal
forma que % < e. Isto nos permite definir as seguintes sequéncias:

2, (z,t) = / z(t — s)p,(s) ds, Vt € [0,T — €],

1

u,(x,t) = /1 u(t — s)pu(s) ds, ¥t € [0,T — ¢,

v, (z,t) = / v(t — $)pu(s) ds, YVt € [0, T — €.

_1
v
Das definicoes de z,,u,, v, € z,,u,,v,, acima, vem que

d* d& d* d& dk ¥
ﬁ (Zu) - ﬂ (Zl/> ) % (uu) - % (ul/> ) % (Uu) - % (U,,) ) (352)

em C([0,T —¢]; L*(0, L)), k =0,1,2,.... Desta forma, se t € [0,T —¢] e s € (—%,O)
temos que t — s € [0, T]. Assim, podemos reescrever o sistema (3.51) primeiro trocando ¢
por t — s, depois multiplicando essas novas equagcoes por p, e integrando com s variando
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em [—%, 0}, ou seja, chegamos a

12w — k(a(x) 2y, + uy + lvy)y — kol[vy, — 12,] =0
Pty — (D(2)Upg)w + k(2pe + uy +1v,) =0 (3.53)
P10 — kole(x)vye — 12,) + Kl(20e + uy + lv,) =0

o que implica, em vista das regularidades acima, que
(a()zve) e, (O()Una)es (c(-)V0a)e € C([0, T — €]; Hﬁl(oa L)),

e, consequentemente,

2y, Uy, vy, € C([0, T — €]; Hy (0, L)). (3.54)

De fato, faremos apenas para z,. Lembre que (a(-)z,.). = Az, e que A é uma isometria
de L*(0, L) em D(A)', extensdo da isometria de H}(0, L) — H'(0,L), e tem imagem
em H~'(0, L) para cada t € [0, — ¢]. De onde segue que

l2ulleqor—aimzory = sup |20l H3o.n)
te[0,T—¢]

= Ssup ||A_1AZV (t) ||Hg (0,L)
te[0,T—¢]

<[[A7 sup Az (B)llr-10.n)
te[0,7—¢]

= A71(a(*)2zve)a | c(o.7—2)s -1 (0,1
< o0,

provando que z, € C([0,T —¢]; H} (0, L)).
Logo, de 3.52 e 3.54 temos que
ZV('>0)7UV('70)7UV<'70) € HS(()?L)?

2,0(+,0), e (-, 0),v,(-,0) € L*(0, L).

Desta forma, {z,,u,,v,} ¢é solucdo fraca de (3.53) e por argumentos de
densidade satisfaz a estimativa (3.43), i.e.,

T—e¢ lo
E,(0) < C/ / 22 4, v 4 22 Ul 42 dr dt. (3.55)
0 I
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Observe que o termo da direita de (3.55) é igual a zero. De fato, de (3.49) vem que
z(x,t) = 0 quase sempre em (l1,l3) x (0,7) e da definicao de z, temos que

0
z(x,t) = / 2(z,t —s) pu(s) ds = 0, para todo (z,t) € [l1,15] x [0,T — €],
——

e consequentemente

2p(x,t) = 9 z,(z,t) = 0, para todo (z,t) € [l1,l3] x [0,T — ¢].
——

ot

=0

Analogamente, u, = u,; = v, = v,y = 0 em [l1, 5] x [0, T — £]. Substituindo isto em (3.55)
resulta que F,(0) = 0. Pela conservagao da energia,

E,(t)=0,Vte[0,T —¢], Vv eN
e, da definicao de F,, segue que

2, Uy, v, a0 limitadas em L™(0,T — ¢; Hy (0, L)), (3.56)
Zuty Uy, Uy 580 limitadas em L>°(0,T — &; L*(0, L)). (3.57)

Entao, existem z,u, v tais que

2, =%, em L®(0,T — & H3(0, L)) (3.58)
u, =1, em L>(0,T —&; HY(0, L)) (3.59)
v, =T, em L=(0,T —&; H}(0, L)) (3.60)
Z — Z,, em L°°(0 T —&;L*(0,L)) (3.61)
Uyy — Ty, em L>®(0,T — e; L*(0, L)) (3.62)
Uy — Ty, em L™ (0 T —&;L*(0,L)) (3.63)

Das propriedades de convolugao (ver proposigao 2.5.9) também sabemos que, para t €
0,T — ¢,

2, =pu ¥ 2= Z=2Zlor-c = %, (3.64)
Uy = Py *x U — U= Ulpr—q = U, (3.65)
Vy = Py ¥V =V =V|jg1— =7, (3.66)
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uniformemente para todo ¢t € [0,7 — €] na norma de L?(0,L) quando v — oo. Isto
implica que as convergéncias (3.64)-(3.66) ocorrem em L>(0,T —¢; L*(0, L)). Entdo, por
unicidade de limites, as convergéncias (3.58)-(3.66) nos permitem concluir que

(0,7} = {zu,v}, em [L¥(0,T — & HL(0,L))]°, (3.67)
(Znu, i}y = {z,u,v), em [L2(0,T — & L2(0,L))]°. (3.68)

Além disso, a partir do fato que {z,u,v} € [C([0,T — €]; L2(0, L))]*, de (3.67) e da pro-
posicao 2.10.2 obtemos que

{z,u,0} € [C4([0, T — €]; HL (0, L))]°,

resultando que
2(0),u(0),v(0) € Hy(0, L). (3.69)

Da limitacao (3.56) e das equagoes do sistema (3.53) vem que
Zutt, Upit, Upge 520 limitadas em L°(0,T — ¢; H (0, L)) (3.70)
e, portanto,

Zt — 2y em L=(0,T —e; H (0, L)),
Upir — g em L(0,T —e; H1(0, L)),
Vyir — vy em L(0,T — e; H (0, L)).

Estas convergéncias, associadas a (3.68), nos permitem concluir que
2, u, v € O5([0,T — €]; L*(0, L)),

ou seja,
2:(0),u4(0),v,(0) € L*(0, L). (3.71)

Portanto, de (3.69) e (3.71) concluimos a demonstragao do lema 3.2.4.

Retornemos agora a demonstragao do teorema 3.2.3. Pelo lema 3.2.4, vem
que {z,u,v} é, na verdade, uma solugao fraca do sistema (3.51). Em outras palavras,
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podemos usar a desigualdade (3.43) e juntamente com as equagoes (3.49)-(3.50) obtemos
Tl
£(0) < C/ / 4w o+ 2+t 0t de dt =0,
o Ju

onde £ denota a energia do sistema (3.51). Logo, 2 = u = v = 0 em (0,L) x (0,7).
Devido ao fato que z = ¢y, u = ¥y e v = wy, temos que

vy = Yy = wy = 0 quase sempre em (0, L) x (0,7),
ou seja, as fungdes ¢, ¥, w nao dependem de t € (0,7") e, portanto, satisfazem

—k(a(x)s + U + w)y — kol[wy — lp] =0
—(b(x)r)z + k(sox + 4 1w) =0
—kole(x)ws — lple + kl(pe +¢ +w) =0
©(0) = (L) = (0) = (L) = w(0) = w(L) =0

o que implica que

L
/0 k(a(x) = 1)@ + b(@)0? + ko(c(x) — 1)a? + k(e + 0 + lw)? + kolws — ]2 da = 0.

Agora note que o segundo termo da integral acima, junto com a desigualdade de Poincaré,
implica que ¥ = 0. Assim, os dois ultimos termos da integral acima nos fornecem

Y +lw=0
—lp=0
p,w e Hy(0,L)

implicando que ¢ = w = 0. Isto é, ¢ = ¥ = w = 0, 0 que contradiz (3.48). Em outras
palavras, esta provada a desigualdade (3.44).

De (3.43) e (3.44) concluimos a demonstragao do teorema 3.2.3.
O

Antes de estabelecer a desigualdade inversa, considere o seguinte resultado
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Lema 3.2.5 Dados v, u', 2t € H=Y(0, L), o problema estaciondrio

—k(a(z)py + ¥ + lw), — kol[w, lcp] =l em (0, L)
—(b(2)h) . + k(%c + 1+ lw) = u em (0, L) (3.72)
—kolc(z)wy — Loy + k(s + ¢ + w) =24 em (0, L) '
p(0) = SO(L) =9(0) =¢(L) =w(0) =w(L) =0 em (0,T)
tem uma unica solucao
{9, w} € [H (0, L),
Além disso, essa solucdo satisfaz
{oh, w2 Ml 0,nps < {5 9wl o,pe- (3.73)

Demonstracao:[Prova do lema 3.2.5] Defina
a: [Hy(0,0)]* x [Hy(0, L) — R
tal que
o ((p.v), (3.9,0))
L L L L L
::/ ka(z)p, 0. d:v—/ k.o dz—/ klw,p d.’r—/ kolw,p d:v+/ kol>03 dx
o A o . 0 A o . 0
—I—/ b(x) 1), d:zc—l—/ k@1 d:p+/ k) dx+/ klwy dx
oL - A " L L
+/ koc( 2w, dx—l—/ kol 00 dx—l—/ kl,w dx—l—/ ko dx+/ kl2wi da.
0 0 0 0 0

Note que a(+,-) é uma forma bilinear, simétrica e positiva. Assim, « define um produto
interno (-, ), := a(-,-) em [Hj (0, L)]* o qual induz uma norma | - ||, em [H;(0, L)]* dada
por

e, b, wHla = a({@, ¥, w0}, {, ¢, w})

= /0 k(a(z) — 1) + b(@)y; + ko(c(x) — Dw; + k(e + 9 + 1w)”* + kolws — Ig] da,

que, por sua vez, é equivalente a norma usual de [H](0,L)]*. As propriedades desse
produto interno implicam que «f(-,-) é continua e coerciva.
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Compondo a primeira, a segunda e a terceira equacao de (3.72) com @, 12 NBRS
H}(0, L), respectivamente, podemos ver que

o ({e. 0.0} 45,05}

_ /[yl 17 1~
= (0" @) pro ) mon T <“ ’¢>H1(O,L),H3(O,L) Lo mon:

Segue do teorema Lax-Milgram a existéncia de uma unica terna {¢, ¥, w} € [Hg(0, L)]?
satisfazendo a identidade acima. Portanto, {¢, 1, w} é a tnica solugao de (3.72). A con-
tinuidade de o implica na desigualdade (3.73).

O

Agora estamos em condi¢oes de provar a seguinte desigualdade inversa:

Teorema 3.2.6 (Desigualdade Inversa) Sejam T > 2aR, o e R definidos em (3.5) e
(3.6), @0, o, wo € L*(0,L) e 1,91, wy € H1(0,L). Entao existe uma constante positiva,
C >0, tal que a solugao ultrafraca {p,v,w} de (3.22) satisfaz

T lo
10,0 w0} a0z + [{n: 1,60 Py oy < C / / &P WP du dt
0 15

Demonstragao:[Prova do teorema 3.2.6] Sejam

©0, Yo, wo € L2(0>L) e
©1,%1, w1 € H (0, L).

Por argumentos de densidade, existem sequéncias

Pon> Yo, won € Hy(0,L) ¢
901717 wl’n; Win S L2<O, L)’

n € N, tais que

{SOOnawOnawOn} — {@0,'¢0,W0} €m [LZ(Ov L)]ga (374)
{@1n,¢1n,wln} — {@1,@[)1,&)1} em [H_I(O,L>]3. (375)
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sistema

<

Para cada n € N, considere {v",u™, 2"} € [HJ(0,L)]* a tinica solu¢do do

a(z)vl +u" 4+ 12"), — kol [zl — [v"] = p1p1n,

—k(
—(b(z)ul) + kvl +u™ + 12") = pothyy,
—ko

c(x)zl — "], + kl(v) + u” + 2") = prwin,

"(0) =

v"(L) = u"(0) =u"(L) = z"(0) = 2"(L) =0,

dada pelo lema 3.2.5. Além disso, este mesmo lema garante que

H{901n7w1n7w1n}H[H to,L)]3 < ”{U u”

Defina

D, (z,t) = —v"(x) +/0 on(x, 8)ds,

U, (x,t) = —u™(x) —I—/O U (x, s)ds,

\ T,(x,t) = —2"(z) +/O wn(x, s)ds,

onde {p,, ¥,,w,} é a solugao fraca de

[ prow — k(a(x)pe + 0+ lw), — kol|w, — lp] =0, em
pathe — ( (2)¢2)s + k(g&x + 1 +lw) =0, em
prwi — kole(x)wy — 1], + k(@ + 9 + w) =0, em
q #(0) =¢(L) = ¥(0) = ¢(L) = w(0) =w(L) =0, em
90( Z, ) %0 (-T)a Qot(aj O) Spln( ) x €
w@;? ) = o (I), wt(xu()) = wln@j)? T €
[ w(z,0) = won(z), wi(x,0) = w,(z), S

2" H [HL(0,L)]3>

Vn € N.
(0,L) x
(0,L) x (
(0,L) x (
(0,7)
(0,L)
(0,L)
(0,L)

(3.76)

(3.77)

(3.78)
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Da defini¢ao (3.78) temos que {®,, ¥, T, } é a solucao fraca de

([ 01Dy — k(a(z)®, + U + 1Y), — kol[T, — [D] =0, em (0,L) x (0,7)

P2y — (b(2)W,), + k(P + U + 1Y) =0, em (0,L) x (0,7)

p1 Y — kole(z)Y, — 1P, + Kl(P, + ¥ +7T) =0, em (0,L) x (0,7T)
®(0) = B(L) = (0) —W(L)="T(0)=T(L) =0 em (0,T)
O(z,0) = PV(z) = —v"(z), P(z,0) =PL(z) = pon(z), =€ (0,L)
U(z,0)=0(z) = —u(x), Uz,0)=Tl(z)="1o.(z), z€(0,L)
L T (2,0) =T%x) = —2"(x), Ti(x,0)=7T(x) =wo(x), =xe€(0,L)

Entao, a desigualdade de observabilidade dada pelo teorema 3.2.3 implica que
@, O, Yo o,y + P Vo, Lol 0,20
l2
< C’/ / 2, (2, t) + V2, (2,t) + Y2, (x,t) du dt.
I
A partir da estimativa (3.77) e usando novamente a definigao (3.78) obtemos que

{@ 15 Y1 Wi 10,052 + 1{%0ms Yons won HIFr2(0, 10

Tl
< C/ / 02 (2, 1) + V2 (2, t) + Wi (w,t) do dt.
0 I

A dependéncia da solucao ultrafraca com respeito aos dados iniciais e as convergencias
(3.74)-(3.75) juntamente com desigualdade acima nos remetem a

|’{901a1/}17w1}|| 1o,0)3 T ||{900=¢0,w0}|| [L2(0,L)]

l2
SC/ / O (7, t) + V% (2, 1) + w2, t) d dt,
0 A

o que conclui a demonstragao do teorema 3.2.6.
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3.3 Aplicagao do Método H.U.M. (Hilbert Unique-
ness Method)

Para chegar ao resultado de controlabilidade, considere o seguinte lema cuja
demonstracao nao sera apresentada aqui, mas se baseia em argumentos usuais de Andlise
Funcional.

Lema 3.3.1 Seja F um espaco de Hilbert e E um subespaco de F, tal que E = F. Se
AN: E — F' é uma aplicacdo linear satisfazendo

<Af7g>F’,F = (f7g>F7 vfug € E7
entdo podemos estendé-la a uma aplicacao linear A : F — F tal que

(M, 9 prp = (f,9)F, Vf,g€F.

Além disso, A € um isomorfismo linear que preserva normas.

Demonstragao:[Prova do lema 3.3.1] Use o teorema 2.6.6.

Agora estamos em condicoes de estabelecer o principal resultado deste ca-
pitulo.

Teorema 3.3.2 (Resultado Principal) Seja T > 2aR, a ¢ R dados em (3.5) e (3.6),
©o, %o, wo € HJ(0,L) € p1,v¢1,w1 € L*(0, L). Entao existem controles hy = hy(x,t), hy =
ho(z,t), hy = hz(z,t) € L*(0,T;L*(I1,15)) tal que a solugao {p,v,w} do sistema de
Bresse

( prow — k(a(x)pe + 0 + lw)y — kollw, — L] = hix, em (0,L) x (0,7
P2 — ( (@)Ys)z + k(% + ¢+ lw) = hax;, em (0,L) x (0,T)
P1e — [C($ Wz — ]a: + kjl(@x + ¢ + W) - h3X7 em (07 L) X (07 T)
¢(0) = (L) =v(0) =¢(L) =w(0) =w(L)=0  em (0,T) (3.79)
90(‘1'?0) = Yo (.1'), gOt(.T,O) :901(1')7 T e (O7L>
1/1(3370) = 1o <x> wt(xv()) = wl(x)a S <O7L>
L w(z,0) =wo(x), wi(z,0)=w(x), x € (0,L)
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onde x € a func¢do caracteristica do intervalo (1y,13), verifica

w(z,T) =0, w(z,T)=0

Demonstragao:[Prova do teorema 3.3.2] Considere {u, v, z} a solucao forte do seguinte
problema homogéneo

[ proy — k(a(z)ve +u+12) — kol[z, — lv] =0, em (0,L) x (0,7T)
pauy — (b(x)ug)y + k(ve +u+12) =0, em (0,L) x (0,T)
p1zu — kole(z)zy — ]y + kl(vy, +u+2) =0, em (0,L) x (0,7
v(0) =v(L) =u(0) =u(L) =2(0)=2(L) =0 em (0,7) (3.80)
v(z,0) =0%(z), vz, 0) =v(z), z € (0,L)
uw(x,0) = u(z), w(z,0)=u'(zx), z e (0,L)
[ 2(2,0) = 2%2),  2(x,0) = 2Y(x), re (0,L)

0

onde v?, v ul ul, 20 2! fungoes arbitrarias de C5°(0, L). Além disso, considere o sistema

retrogrado

( p10u — k(a(2)b, + ¢+ 19), — kol[9, — 1] = —vx, em (0,L) x (0,7)
p2Cit — (b(2)Cy)w + k(0 + ¢ + 1) = —uy, em (0,L) x (0,7)
P14 — kole(x)0, — 0], + Kl(0, + (+ V) = —zx, em (0,L) x (0,7)

< 6(0)=6(L)=<¢(0)=¢(L)=9(0)=3(L)=0 em (0,7) (3.81)
O(z, T) =0, 0i(x,T)=0, z e (0,L)
((z,T)=0, G(z,T)=0, ze(0,L)

L K2, T) =0, ¥(x,T)=0, z e (0,L)

o qual tem uma unica solugao forte {6,(,v}. Para encontrar os controles desejados,
consideramos o operador A,

A [0, D) —s [22(0, L) x HL(0, 1)]°
{onvlyuo, Ul, 207 Zl} — {plet('a O)a _1019(‘7 0)702@(" O)a —PZC('7 0)7p17~9t<'7 0)7 _plﬁ(.’ 0)}
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Observe que

<A{UO7 Ul? u07 u17 ZO? 21}7 {707 717 0-07 0-17 T07 7-1}>D/7D
= p1(0t<'7 0)7 70) + pQ(Ct('a 0)7 UO) + pl(ﬁt('u O)? TO)
- /01(0(7 O)? 71) - p2(C(7 0)7 01) - pl(ﬂ(> 0)7 7—1) (382)
para cada 7%, v, 0% o, 70, 71 € C5°(0, L).

Por outro lado, dados 7°,~v!,6% o', 7 7! € C§°(0, L), multiplicando a pri-
meira, segunda e terceira equacao de

( p1vee — k(a(x)y, + 0 +17), — kol[r, — 7] =0, em (0,L) x (0,7)
20 — (b(x)oy)e + k(v + 0+ 1) =0, em (0,L) x (0,7)
P1Te — kO[C(x)Tx - lﬂx + kl(')/x + o0+ T) = 07 em (07 L) X (O’ T)
v(0) =~(L) =0(0) =0(L) =7(0)=7(L) =0 em (0,7 (3.83)
'7(x70) :70(‘73)7 ’Yt(l’,()) :Vl(x)v T e <0=L)
o(z,0) =c"(x), o4(z,0)=0c'(x), z € (0,L)
L 7(2,0) =7%x), 7(z,0) =7 (), x € (0,L)

por @, ¢ e ¥, respectivamente, e integrando por partes sobre (0, L) x (0,7") obtemos, usando
(3.81), que

A
/ / YU+ ou+ Tz dr dt
o Ju

= pl(et('> 0)770) + pQ(Ct('v O)a 00) + pl(ﬁt(" 0)77—0)
- pl(e('7 0)771> - pQ(C('a 0)7 01) - P1<19('; O>’Tl)‘ (384)

Das equagoes (3.82) e (3.84) resulta que

T la
<A{v0,v1,u0,u1, 2021, {70,71,00,01,70,71}>D, D= / / yv+ou+ Tz dr dt. (3.85)
' 0 Ji

Considere também a aplicacao

(-,  [C5°(0, L)% x [Ce°(0,L)]" — R
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que a cada {{v%, 0!, u’, u', 2" 2"} {104, 00, 0, 70, 71} } € [C5°(0, L)]° x [C§°(0, L)]° as-
socia o numero real

Tl
({vo,vl,uo,ul, 2021, {70,71,00,01,70,71})F = / / Yo+ ou+ 7z dr dt  (3.86)
o Ju

Note que (-, )r define um produto interno em [C5°(0, L)]°. De fato, a si-
metria é obvia e a linearidade segue da linearidade e unicidade de solucao do sistema de
Bresse envolvido na definicao de A. A positividade é uma consequéncia da desigualdade
inversa apresentada no teorema 3.2.6. Com efeito, se {v° v!, u® u!, 2 2!} = 0 entdo
{v,u, z} = 0 e portanto

Tl
({vo,vl,uo,ul,zo,zl},{vo,vl,uo,ul,zo,zl})F :/ / v+t + 2% do dt = 0.
o Ji

Por outro lado se ({v%,v!, u% ut, 2% 2"}, {00, 0!, w0 ut, 20, 21 }) . = 0 entao fOT fllf viu?+

2% dx dt = 0. Pelo desigualdade inversa, dada no teorema 3.2.6,

HUOH%?(O,L) + HUOH%Q(O,L) + ||ZO||%2(O,L) + ”UIH?{—l(O,L) + ||U1||?{—1(0,L) + ||zl||?{—1(o,L) =0

e portanto
%0 w0 ut, 20,2 =0

o que prova o desejado.

Desta forma podemos introduzir em [C$°(0, L)]® a norma || - || dada por
|- Ilr = /(,-)r. Seja F' o completado de [C5°(0, L)]® com a norma || - || . Entdo F é um
espaco de Hilbert. Mostremos que

F =[L*0,L) x H*(0,L)]*. (3.87)
De fato, seja {v%, v, u® u', 2% 2!} = © € F. Entao existe uma sequéncia em [C5°(0, L)]®,
{00 vk ub ul 20 21 oy = {0, }nen, que converge para ©. Logo {O,},en é de cauchy
em F. Como [C§°(0,L)]® < [L*(0,L) x H~'(0, L)]* segue que {O,}nen C [L*(0,L) X
H=10,L)]3. Desta tltima contigéncia, do fato que {0, },en ¢ de Cauchy em F e do
teorema 3.2.6 segue que {0, },en é de Cauchy em [L?(0, L) x H~1(0, L)]*. Como [L*(0, L)X
H='(0,L)]* ¢ espago de Banach, vem que {0, },en converge em [L?(0,L) x H~(0, L)]?
para algum I' = {©" o' 00 ! W W'} € [L3(0,L) x H(0,L)]®. Pelo teorema 3.2.2
temos que ©,, — I' em F' quando n — oo. Da unicidade do limite resulta que © = T" e,
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portanto,
© € [L*(0,L) x H'(0,L)]*.

Por outro lado, seja © € [L*(0, L) x H~'(0, L)]*. Como [C§°(0, L)]® é denso
em [L*(0,L) x H~1(0, L)]? existe {O,},en C [C5(0, L)]° tal que ©,, — © na norma de
[L2(0,L) x H7'(0,L)]*. Logo {O,}nen é de Cauchy em [L*(0,L) x H~'(0,L)]®>. Pela
desigualdade direta apresentada no teorema 3.2.2 vem que {©,},en é de Cauchy em F.
Como F é completo ©,, — I' na norma de F' para algum I' € F'. Pelo teorema 3.2.6 temos
que O,, — I’ na norma de [L*(0, L) x H~'(0,L)]*. Por unicidade de limites © =T € F
provando a afirmagao (3.87).

De (3.85)-(3.86) e do lema 3.3.1, tendo em vista a densidade de [C5°(0, L)]°
em F', temos que

<A{UO7 Ul? u07 ul? 207 Zl}) {,70’ 717 007 017 7—07 7-1}>F/7F
= ({U()? /Ul7 uoﬂ ul? ZO? Zl}’ {707 ’yl’ 0-0’ 0-1’ TO? Tl})F Y

para todo {v%, v',u® ul, 20 2}, {741, 0% 0!, 70,71} € F, onde A : FF — F’ é a isome-
tria dada pelo lema 3.3.1. Assim, dados {¢q, 1, Yo, ¥1,wo, w1} € [H3(0, L) x L*(0, L)}d,
existem tnicos {00, v!, 1%, ul, 2, 2} € [L2(0, L) x H™1(0, L))’ tais que

A% vt u® 20 2 Y = {prer, —pigo, patr, —patho, prwr, —p1wo }-

Da definigao de A e da identidade acima vem que

0(0) = wo, 0:(0) = o1,
C(0) =vo, ¢(0) =1, (3.88)
9(0) = wp, U4(0) = wy.

Entao, escolhemos os controles

onde {u, v, z} ¢é solucao (3.80). Isto implica que o sistema (3.79) tem uma tunica solugao
{¢,¥,w}. Entretanto, observe que a solucao {6, (, 9} de (3.81) satisfaz (3.88) que sao as
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mesmas condigoes impostas em (3.79). Por unicidade de solugao destes sistemas,

=20, em (0,L) x (0,7,
Y=, em (0,L) x (0,7),
w=1, em (0,L) x (0,7).

o(x, T)=0(x,T) =0, Vze(0,L),
Y(x, T)=C((x,T) =0, Vxe(0,L),
w(z, T) =49z, T)=0, Vxe(0,L),
(-, T) =0,(-,T) =0, em L*(0,L),
V(. T) = ¢(,T) =0, em L*(0, L),
wi(,T) =9;(-,T) =0, em L*(0, L),

0 que completa a prova do teorema 3.3.2.

Observacao 3.3.3 Os cdlculos desenvolvidos ao longo deste capitulo nos mostram que,
independente da escolha do intervalo nao vazio (ly,ls) C (0,L) onde os controles agem,
o sistema (3.1)-(3.3) pode sempre ser controlado para qualquer que seja o tempo T satis-
fazendo T > 2aL. Por outro lado, a definicao de R nos permite concluir que controles
agindo no centro do intervalo (0, L) sdo mais eficientes. O aumento do comprimento de
(I1,13) também reduz o tempo de controle do sistema. O infimo dos tempos de controle
encontrado € oL — (I3 — 1y)].



CApiTULO 4

Decaimento exponencial para o
sistema de termodifusao

Neste capitulo consideramos o sistema de termodifusao linear dado por

/

P — (XN 4 200Uy + 11612 + V2boo + ag(x)uy = 0,

by + VEqie + Mty + dfy = 0,

o + V' Doy + Yoty + dbyy = 0, (4.1)
Tiqu + oa(z)qr + VEbr, =0,

Togor + a(2)ga + v/ Db, = 0,

\

em (0,1) x (0,00), com condicoes iniciais

w(z,0) = up(x), w(x,0)=u(z),
91(1’7 0) = (910($), 92(%, O) = 920<I), (42)
q1(7,0) = quo(x), qa2(2,0) = gao(7),

e ainda sujeito as condigoes de fronteira

onde u, 01, q; denotam o deslocamento, a temperatura e o fluxo de calor. As fungoes 05 e ¢
representam o potencial quimico e o fluxo associado. Os coeficientes A e p sao constantes
relacionadas a composi¢ao do material, p é a densidade, 1, ¥2 sao a dilatacao térmica e
difusao, k e D sao a condutividade térmica. Além disso, n, ¢ e d sao os coeficientes de
termodifusao e 7 e 1 se referem ao tempo de relaxamento. Todos os coeficientes descritos
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acima sao positivos e satisfazem a seguinte relacao de termodifusao:

ne —d* > 0. (4.4)

Este capitulo esta estruturado conforme segue: Na secao 1 sao feitas algumas
consideracoes sobre as fungoes localizadoras aq, as e as, energia e existencia de solucoes. A
secao 2 é dedicada a obter uma desigualdade observabilidade para o sistema conservativo
associado usando a técnica dos multiplicadores. Na secao 3, usando argumentos por
contradicao, estendemos a desigualdade de observabilidade para o sistema dissipativo e
mostramos o decaimento exponencial.

4.1 Consideracoes iniciais e boa colocacao

Tendo em vista a estabilidade assintética do sistema de termodifusao linear
(4.1)-(4.3), fazemos a seguinte hip6tese sobre as fungoes localizadoras:

Hipdtese 4.1.1 Assuma que a; € L>(0,1), i = 1,2,3, sdo fungdes nao negativas tais
que
a;(x) > a;p >0 em algum intervalo J; C (0,1), i =1,2,3

0 # (a1,a0) =1 := ﬂJi C (0,1).
i=1

Como veremos a seguir (lema 4.1.2), essas fungoes localizam os mecanismos de “damping”
em regioes arbitrariamente pequenas.

Suponha que {u, 61,02, q1,q } ¢ uma solugao de (4.1)-(4.3). Entao a energia
associada, denotada por E(t), t > 0, é dada por

E(t) = Ei(t) + Ex(t) (4.5)

onde a energia de primeira ordem, F(t), é definida por

1 1
Ey(t) = 3 /0 pui 4+ (N + 2u)uZ + e + nbs + 1145 + 125 + 2d0,0ydx
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e a energia de segunda ordem por

1 /1
Ex(t) = 3 / puft + (A + 2#)“3;15 + c@ft + n@%t + quft + qugt + 2d0,,091dx
0

Note que a condicao (4.4) implica que E(t) > 0. De fato, basta observar que
o termo cb? + nb3 + 2d6,0, presente em E;(t) e o termo cb?, + nb3, + 2db,:0-; presente em
Es(t) sdo nao negativos. Faremos para o primeiro e o segundo seguird de forma anéloga.
Com efeito, considere o polinomio P, na variavel 6, dado por

que representa uma parabola de concavidade voltada para cima. Agora observe que a
equacao
chF + 2d0y0, + nb; = 0,

na variavel 0, tem discriminate A menor ou igual a zero. Com efeito

A = (2d6,)* — 4cnb?
=405(d* — nc)
<0
<0.

Portanto P(0;) > 0 o que implica que E(t) > 0. De modo anédlogo Es(t) > 0 e, portanto,
E(t) > 0.

Lema 4.1.2 O funcional de energia, E, definido por (4.5), satisfaz

d

1
GEO = = [ @) + ax@)ad + ooyt
0

1
— / (e%1 (x)(ﬁt + 042(I)Q§t + oz3(:v)u?tdx
0
< 0, Vt >0.

Demonstragao: Multiplique a primeira equagao de (4.1) por u;, a segunda por 6y, a ter-
ceira por 6y, a quarta por ¢; e a quinta por ¢s, e faga integragao por partes com x € (0, 1).
Fazendo calculos andlogos para o problema derivado em relagao a ¢, somando os resultados
e usando a hipdtese 4.1.1 obtemos o desejado.
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O

Para a existéncia de solugao, considere o espaco de Hilbert
H = H;(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1)
munido da norma

||U||3-[ = ||{u17u27u3au47u57u6}“3-[

1
= / pus 4+ (X 4 2u)ul, + cul + nut + mul 4 ug + 2dusuy dx
0

induzida pelo produto interno

(Uv V)’}-[ = ({Ul,UQ,Ug,U4,U5,U6},{Ul,UQ,Ug,U4,U5,’U6})H
= (A +20)(wia, V1z) + p(ug, va) + c(uz, vs) + d(us, vy)

+n(ug, vy) + d(ug, v3) + 71 (us, vs5) + T2(ug, v6)

onde (-, -) denota o produto interno usual de L*(0,1).

Observe que podemos isolar 0y, e 0y na segunda e terceira equagoes de (4.1)

e, portanto, o sistema (4.1) pode ser reescrito como

puse =(A + 20) Uy — V1012 — Y2b2r — as3()uy
(nc — d*)0y, = — nVkque + dVDgye — (ny1 — dy2) s
(nc — d*)fy = — ¢V Doy + dVkque — (ey2 — dy )use

Tiqre = — aq(T)q1 — \/Eelz

ToGar = — () g — \/59235

Entao, denotando Y (t) = {uw,us, 61,02,q1,¢}, segue que o sistema (4.1)-
(4.2) é equivalente a

d
EY(t) +AY (1) =0 7
Y(0) =Y
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onde Y (0) = {ug,u1, 60,020, q10,q20} € 0 operador A : D(A) € H — H é dado por
A = —(A; + Ay) cujos dominios sao

D(A;) =H;(0,1) " H?(0,1) x H}(0,1) x H}(0,1) x H3(0,1) x H'(0,1) x H'(0, 1),

e as componentes A; e Ay sao definidas por

0 1 0 0 0 0
At2u 0 0 1 N 0 0
R I B g 1
L 0 B 03120:2;/1 e 0 0 ncé\—/§2 O — ncc —22 D ,
0 0 —Ykg, 0 0 0
0 0 0 —{—fax 0 0
e
0O 0 00 0 0
0 —“3;” 00 0 0
O 0 00 0 0
A, =
2 0O 0 00 0 0
0 0 00 -2 g
o o0 00 o0 —2@

Note que D(A) = D(A;) e A; é anti-adjunto, isto é, (AU, V )y = (U, —A1V )y
para todo U,V € D(A;). De fato, como

Uz
A+2p ol 2
P uilxx - 7“31‘ - 7u4x
_ nm—dy2 _ nVvk d
AU = ne—a® W2z ne—d2 dse + ne—d2 46z
v = _C’YQ—d’Ylu + dv'k Us. — YD o
\}Lc—d2 T ne—dz2 oT ne—dz2 eér
k
o U3z
VD
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segue que

A+2
(AU, Vg =(\ + 201) (g, v1z) + p ( ; e — %u - %uu,vz)

c( ny, — dvys vk dv'D

U2y Usy
nc — d? nc — d? nc — d?

o que implica que

(A1U7 V)H = ()\ + 2”) (u27 le:v) - (/\ + 2[1') (ulxa UQac)
nyr — dvys

+ T (Ug, '1)233> + 72(”47 v2z> +c e — d2 (UQ, ng)
—cn\/E cdv'D cy2 — dm
ne — d2 (U5; U3m) - m(w;, ng) + dm (u27 U3m)
d2\/E dC\/B cyg — d’71
_ —nc — (U57 U3a:) + m(ﬂﬁ, U3x> -+ HW(UQ’ U4m)
—nd\/E nev'D ny — dys
_ e — 2 (U57 U4a:) + m(ﬂﬁ, U4x> -+ dm(uz7 U4x)
dnv/k d>v/D
ne — d2? (U5, U4az) - TL—C — 2 (Uﬁ, U4x)

+ VE(us, vsy) + VD(us, vey),
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ou seja,

—d —d
(AU, Vg = — (A + 200) (g, Vo) + | e 002 4 gER 7O () 0s,)

nc— d? nc—d?
=
ey —dy | oy —dy
* TL ne — d? d ne—d? (2, vaz) + (w2, — (A + 20)V142)

=72
+ (u3, Y1024 + \/EU&I;) + (ua, Y2v2, + \/511675)
+ (us, \/E’USx) + (ug, \/5114x)

e portanto

(AlU? V)'H :(ulxa _()‘ + 2”)?}233) + (u27 _(/\ + Qﬂ)lem + NV + ’721}490)
+ (u?n Y1V24 + \/E?)Eyz) + (U4, Y2U24 + \/BUGI>
+ (u57 \/EU&’E) + (u67 \/EU4:B> (46)

Por outro lado, veja que
(U, =A1V )y =(A + 2p) (U1, —V2z)

A+2
+p <U2, - lexm + ﬂvi’)x + EUM))
p p p

( ny, — dvys 'k dv D )
+c | us, Ugg + Usg —
ne ne
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0 que nos leva a

(U, — A1V )y = (u12, — (N + 2p)vae) + (ug, — (X = 20) V120 + Y1032 + Y2Vaz)

<U3, V1V2z + \/E?Jsmc) + <U4, V2V2z + \/Ev6x>
+ <u5, \/Ev3x> + (uG, \/51)433) ) (4.7)

De (4.6) e (4.7) vem que (AU, V) = (U,—A,V) o que mostra que A} = —A;.

Pelo Teorema 2.8.12 (de Stone) A; ¢é o gerador infinitesimal de um grupo
unitario de classe Cy, em particular, A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contracoes de classe Cj.

Por outro lado,
1
(=AU, U)y = / oy (z)ul + ao(z)ug + as(z)us >0
0
o que implica que A, é dissipativo. Da definicao de Ay vem que

2 ! () ?
| — AU|3 = 4 —Us| + T
0

71
<C||U|[3-

T2

043(33) 2 2
—us| 47 ug| dx

Pelo teorema 2.8.8 vem que —A = A; + Ay é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contracoes de classe Cyy. Da observagao 2.8.13 temos o seguinte resultado de existéncia e
regularidade de solugao

Teorema 4.1.3 Dado Yy = {ug, u1, 610, 020, q10, g0} € D(A), o problema (4.1)-(4.3) tem
uma tinica solugio Y € C([0,00); D(A)) N C([0,00); H).

Além disso, se o dado inicial Yo = {ug,u1, 610, 020, q10,q20} € D(A"), n €
N, a solugio, Y, do problema (4.1)-(4.3) pertence a classe C"7%([0,00); D(A¥)), k =
1,2,...,n.

4.2 Desigualdade de observabilidade

Nesta se¢ao, consideraremos o sistema conservativo
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pust — (A + 20) Uy + Y1610 + Yol = 0 (4.8)
by + Vg + MU + by =0 (4.9)
2 + V' Dga, + Volley + dbhy = 0 (4.10)
T1q1: + V01, = 0 (4.11)
ToGat + VDb, = 0 (4.12)

em (0,1) x (0,00) com as mesmas condigoes iniciais e de fronteira de (4.2)-(4.3). Afim
de evitar confusao, lembramos que a energia do sistema dissipativo e do conservativo é
definida pela mesma expressao.

Teorema 4.2.1 Seja I = (ay,as) um intervalo aberto contido em (0,1). Para T > 0 sufi-

cientemente grande, existe uma constante positiva Cy tal que qualquer solugao {u, 01,65, q1, g2}
de (4.8)-(4.12) satisfaz

T as
E(O)SC’O/ / G +ab + @+ G+ uf 4 uy do dt.
0 al

Demonstragao:[Prova do teorema 4.2.1) Dado gy > 0 suficientemente pequeno, satisfa-

zendo
a2 — aq

2 )

go <
escolhemos de forma recursiva

= % para i =1,2,3. (4.13)

Denotemos por I; o intervalo (a; + €;, a2 — €;). Consideremos g, uma funcdo continua e
C"! por partes dada por

(n—1)z, if x € [0,a1 + €9),
gn(z) = ¢ n(x —ay —eo) + (a1 — ag + 22¢) (a1 + €0), if z € [a1 + €9, a2 — 0],  (4.14)
(n—1)(z—1), if z € (ag — €p,1).

com 1 :=1— (ay —a; — 2¢p) € [0,1). Esta fungao foi introduzida por Ho em [25].
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Multiplicando a equagao (4.8) por u,g,, fazendo integragdo por partes e
usando as equagoes (4.11) e (4.12) obtemos que

d [ 1 N Yo
0 = — Up Uy dx—/ Uiy Gy + (A 4 200) U Uy —{ -+ Uy | gpdx
gt J, Petadn | Py ( 1) In = |~ e \/EQZt 9y
d [ tp A+ 2p d ["ym
= 7 putuzgnd$+/o 5“?97/74“ 5 u, gy d 7 kqwxg,,dm
’Yl 1 d ! V2T2

+ 1z Grdr — G2z G dx—l—/ Q2Usz Gndx
0 \/Elt n \/—2 n \/—Qt n

Desta ultima relagao e das equagoes (4.9) e (4.10) chegamos a

p oo AF2u d [! NTL V272
d 7. x__ x__ xr d
/0 [2 (e 5 x} :U—l—dt PULU \/quu \/quu gpdx

d (' T
= — ! —q1 (cbh +dbs) g, + 2 —=q2 (nhy + db) g,dz

dt Jo Vk VD
1 - 1
_ /0 \/—%Cht (cOy + dbs) g, + \/—%q% (nby + dby) g, dx + /0 T 129y + T2q2q229ndT

—911 _921

O que nos fornece

2 2 2

d ! T
= E/o PULUL Gy + \/—IE (—091 — NUg — d92) 419y

A+2
/0[g§+ i “2+ 62+ 62 quf+722+d6192} gyda

T2
+ —— (—nby — You, — db dr. (4.15
\/E( 2 72 1) Qan ( )

Derivando (4.8) em relacao a t, depois multiplicando por uy,g, e integrando
com z € (0, 1), semelhantemente ao que foi feita acima, obtemos

A+ 2 7' T
/ B ot o e T 9 Dk + S+ A0l g
0
d ! T
= i PU Ut Gy + \/—1% (—091t — V1Utz — d92t) q1t9n
0

T2

+ (—nboy — Yoty — dbyy) qugpdz. (4.16)

S|
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Como

b n, ifzel
977(”3)_{ n—1, ifzel0,1]\ 1L

as identidades (4.15) e (4.16) nos remetem a

d
(1= mE() =~ ()
P A+ 2u c n T1 T2
+ /Io auf + Tui + 59% + 593 + 5@% + §Q§ + d6,0y dx

A+2 c n T T
+ / Pug 202 L Zge Rz T2 L B2t 49,0, da (4.17)
1 2 2 21t T 7Ty 2

onde

T1

1
-
M(t) = /0 PULU Gy + N (—cb1 — u, — dbs) i gy, + \/—% (—nby — you, — dby) gag,dx

d ! T
+ %/0 PU Utz Gy + \/—1% (—ctiy — Mg — dOot) qiegy

T2

+ (—n92t — VoUty — delt) Q2t9nd$~

S|

Note que fOT LM (t)dt < CE(0).

Para estimar a tltima parte de (4.17) consideremos as fungoes “cut-off”
& € C5°(0,1), i =1,2,3, satisfazendo

0<¢&(x) <1, Vore(0,1)

&(x) =0, em (0,1)\ ; (4.18)
fz(.%) = 17 em [i—l

Multiplicando (4.8) por u,,&; e integrando sobre (0, 1) vem que

1
0= / PUttumgl - (>\ + 2:“’)”926151 + Vleluzmél + 7262uzz£1dx7
0
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o que implica em

1 d 1
(A +2p) / u? &dr + 7 {/ PUzUZEL + puﬂmﬂdw}
0 0

1 1 1
= p/ ul & dr — g/ uré)dw +/ (71012 + Y2b2z) Ugp&rdx.
0 0 0

Pela desigualdade de Young e das equagoes (4.11) e (4.12) obtemos

A2 d[ [
(J;—/L)/uimgldx + o {/ Pl € + putumﬂda:] (4.19)
0

1 1" 2.2 2,2
P& [l oo / 2 7T / 2 12T / 2

< u? &dr + 22 | P de + — L dr + —==— dz.

N ,0/0 it 2 no (A+2p)k Ji, = (A+2p)k Ji, &
Multiplicando (4.9) e (4.10) por u&; e integrando por partes vem que

1 1 1
(w7 [ hgads = (et d) [ ubuads+ ubuidn +lntd) [ ubands + udugds
0 0 0

1 1
+ \/E/ QIutxwgl + qlutxgidx + v D/ q2utgmc€1 + Q2Utm§1d$ (420)
0 0

A regra do produto combinada com as equagoes (4.8), (4.11) e (4.12) nos fornece

d T 1
Hlta:ut - E (_\/_%Chtut) - ;le (()\ + 2M)u$l’ - ’7191m - 720230) ) (421)
Oniptty = i(—i u)—le (A + 20)Uay — 11612 — Y2b22) (4.22)
2tx Wt dt \/56121: t P 2 M) Uy Y1012 YoUoz ), .
d 1 Y171 V2T2
q1Uy i {)\ n QMQ1 (Putt \/E q1¢ \/EQQt)] q1t ( )
d 1 Y171 V2T2
qauUt di {)\ I QMQQ (Putt \/E q1t \/EQQt)] g2t ( )

Substituindo (4.21)-(4.24) em (4.20) e usando a desigualdade de Young chegamos a

! d A+ 2u) (3 + '
(ntm) [dade < EN 0+ O ) [ s (4.25)
0 0

+5/ 07, + 05.dx + / uidw + C’E/ uldr + C’/ qi, + qa,de,

I I I Iy
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onde

V0= [ (et a) (- Teanss ) + ) (- T

1 V171 V2T2
k v D - —
+ A+ 2 (\/_Q1 + C]2> (putt NG Qe — PQQt)

(‘h + Q2)ux€1dx

Fazendo uma soma ponderada das estimativas (4.19)

A4+ 2
(A+ H;(% + 72) / W2 Ede + M +72/ W26y
0 0

e (4.25) segue que

p 2

d

< —Ni(t) + 07, + 05.dx + / uide +C. | uidz+C | qi, + ¢ dx, (4.26)

dt I I I Iy

onde
4 1
Ni(t) = N ) = 07 [ s+ wsglde
0

De (4.8),(4.11) e (4.12) é obtido que

1 2 [l 2.2 1 2.2 rl
P 3(A+2p) 3T 3757,
5/0 ug&ydr < T . ur Srdz + 2/1)k1 . ¢i&ide + Z;DZ ; Gxérde,

o implica, juntamente com a estimativa (4.26), em

! d
g / ulédr < OENI(t) +eC / 07, + 05,dx
0 I

+ C'E/ urdr + C/ qh + o +uidr. (4.27)

Il Il

Lembre que as equagoes (4.9) e (4.10) podem ser reescritas como

(ne — d*)0y, = —nVkqiy + dV'Dgo, — (n71 — dro)us, (4.2

(nc — d*)fy = —C\/_QQJ; + d\/_QM (cye — dyy )y (4.29)
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Multiplicando (4.28) por 61,&; obtemos que

1 1
(nc— d2)/ 02,6 dr = —n\/E/ Q1z0161dx
0 0

1 1
+dVD | quubr€rde — (nyy — dy) / UgpbriE1dz. (4.30)
0 0

Os termos do lado direito de (4.30) sao estimados conforme segue

! d
—n\/E/ Qzbu&rdr <— [
0

dt / —TLqulqltfl + n\/quelfidxl + C/ q%t + G%d(%, (431)

I Iy

d\/_/ Qo 01&1dr <— {d\/_ qgﬁlgi} +C | ¢+ g5+ 0dr, (4.32)
I

Iy

Q2Q1t§1
\/_

nc — d? d [ (ny1 — dys)? Ny (8)
( 1

1
_ _d OErdr < 0%.¢.d
(nmn 72)/0 U0 &rde < 9 /I 1§1dr 4 — dt | (71 +72)(nc — d?)

+ 60/ 03, + 03,dz + CE/ uldr + C’/ a4+ Gy +uide. (4.33)

I n I
As expressoes (4.30)-(4.33), e calculos andlogos para 6y, nos permitem concluir que

! d
/ 0%1&51 + 9§t§1d$ < ENQ(IS) + EC/ Q%t + Hgtdx
0

Iy

+C% / uidr + C'/ a + o + 07 + 05 +uldr,  (4.34)

11 Il

onde Ny(t) é tal que fo No(t)dt < CE(0).

A partir de agora trabalharemos para obter estimativas para os termos da
energia de primeira ordem, isto é, para 6,0, e u,. Comecemos com #;. Para obter a
estimativa desejada, usaremos o multiplicador

/ §201dy. (4.35)
0
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Note que as derivadas, espacial e temporal, deste multiplicador satisfazem

8%5 /0m §abhdy = & ()01 (2, t)

/’5201dy—/ &2(y)0u(y, 1)

Multiplicando (4.11) por (4.35) e integrando com x € [0, 1] obtemos,

1 d 1 T
\/E/ 9%£2d$— E |:/ qul/ fgéldydx}
0 0 0
€ 1 1 1 x 2
< _/ le(ﬁdx"‘_/ / &bpdy ) dx. (4.36)
2 Jo 2¢ Jo 0

O ponto chave nestes calculos é estimar o iltimo termo da desigualdade acima, o que sera
possivel ao usarmos (4.28), integragao por partes, desigualdade de Holder e o fato que x
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pertence a um intervalo limitado, a saber,

[([fons) s

1 T —1 ?
:/ (/ ne — d? [n\/E‘hy — dVDagoy + (ny1 — dvg)uw} §2dy) e
0 0 -

:m /01 ([(n\/Ech — dVDg + (ny1 — dy)ug)éa z
_ /0 [nﬁql —dV'Dgy + (ny — d’yg)ut] %@)dy)Q .
2

E /01 [n\/Em — dVDgy + (ny1 — d’yg)ut] i &2(z)dx

“(nc—d?

92 2

My S

2 | [ = VB + (s = g s

< Z
~(nc—d?

+ ﬁ /0 1 ( /0 m 1%@:) ( /0 ) [n\/qu —dVDgy + (ny1 — dvg)utr gf@)@) dx
2 E /01 [n\/qu —dVDgy + (ny; — dvg)utrﬁ%(x)d:p

= (nc —d?
1
+ #)2/0 [n\/E(h —dVDg + (nmn — d72)ut} i &5 (y)dy

(nc —d?

60 +]I2)

(ne — @) / n’kq; + d*Dq; + (e — dye)*uidz. (4.37)

Iz

Combinando (4.37) com (4.36) chegamos a

1 1 d 1 x
0 0 Iy 0 0

Semelhantemente, para 6, obtemos

1 1 d 1 x
/ 03dr < C / Gdr +C. | ¢+ ¢+ uldr + pr / Tog / Ebydydr.  (4.39)
0 0 Is 0 0

T d 1 T
/ % / T1q1 / 52«91dydxdt
0 0 0

Observe que tanto
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/ dt/ 7_2q2/ 5202dydmdt

podem ser estimados por C'E(0) usando a desigualdade de Holder.

como

Para estimar u,, multiplicamos (4.8) por u; chegando a

1
(A +2u) / uadz
0
d [ ' A+2 !
= - {/ pUtUJ£2d$:| / pui&oda —|—/ ; H W2l dx _/ (71012 + Y209.) uadx
0 0
d 1
< T dt {/ putU€2d$:| +C qft + qgt + u? + ude. (4.40)
Ip)

Para completar nosso objetivo, precisamos uma estimativa para u. Encontramos uma
maneira olhando para o trabalho de Tébou [53] e adaptando para o nosso caso. Assim
considere o multiplicador z(t) € H}(0, 1) solugio de

—Zzx = fgu n (O’ 1)
{ (0,t) ==2(1,t)=0 (4.41)

Nao ¢ dificil de ver que z(t) € Hy(0,1) e é solugao de

{ —Rtgx = £3ut in <Oa 1) . (442)

2(0,1) = z(1,t) =0

Multiplicando (4.41) por z e usando as de desigualdades de Poincaré e Young chegamos a

1 1 [t
/ 22dr < P/ Eyulda. (4.43)
0 0

Semelhantemente, a partir de (4.42) obtemos

1 1
1
/ zfxdxg—Q/ Eyulda. (4.44)
0 ™ Jo

A multiplicacao de (4.41) por u nos fornece

1 1
/ 2pUgdT = / Eu’da. (4.45)
0 0
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Entao, compondo (4.8) com z e usando (4.45) deduzimos que

di Jo \""* " VE" VD

1 1
711
—p | wzdr + (A +2u §u2dx—|—/( q)zdx.
[ e+ e [ 6 R+ ) 5

Aplicando as desigualdades de Young e Poincaré obtemos

1 1
d
| (put—L;ql—%@)zdx}
0
1 2.2 1
3 VT V5T, 1
+§/D puz + 2 lk q — QDqudx+ﬁ/o 22 dr.

Esta tltima estimativa combinada com (4.44) nos fornece

1 d 1 1
/ wryda < ENg(t) + 60/ ul + q; + godr + C. / urésdr, (4.46)
0 0 0

de tal forma que o termo fo N;(t)dt pode ser estimado por C'E(0) usando (4.43).
De (4.17), (4.26), (4.27), (4.34), (4.38), (4.40) e (4.46) vem que

d
(1-mE®) < %N(t) +eCE(t) + C. Q1 + Q1t + Q2 + Q2t + utdx
I3
Escolhendo ¢ = i 5o implica que (1 —n —eC) > 0 e, portanto,
2 d
B(t) < ———=Nt)+C [ ¢ +dqi, + ¢ + g5 +ujdz.
L —mndt I

Integrando com t € [0, 7], T > Tj suficientemente grande, usando o fato que fOT LN (t)dt <
CE(0), E(t) = E(0), para todo t > 0, e que I3 C (a1, as) obtemos

T as
O)SC/ / G+ qiy + @ + g3+ uf da dt,
0 al

o que conclui a demonstragao do teorema 4.2.1.
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4.3 Decaimento exponencial

Nosso principal resultado é obter taxas de decaimento exponencial para
o sistema dissipativo (4.1)-(4.3). Portanto, o préximo passo ¢ estender o resultado da
desigualdade de observabilidade para para o sistema de Termo-difusao com “damping”
conforme segue:

Teorema 4.3.1 Dados T' > Ty e M > 0 € possivel encontrar uma constante positiva
C > 0 tais que

T 1
BO)<C [ [ o) [+ @] + ax(o) [+ 8] + aale) [ +ud] do . (4.47)
o Jo
para toda solugao {u, 0,05, q1,q2} de (4.1)-(4.3) satisfazendo 0 < E(0) < M.

Demonstragao: Argumentaremos por contradi¢do. Suponha que o teorema 4.3.1 nao é
vélido. Logo existe uma sequéncia de solugoes {u,, 01, 0a,, 1., G2 } de (4.1) associada a
uma sequencia de dados iniciais

{uow: wiv, 0100, 0200, G100, G20 } (4.48)

satisfazendo 0 < E,(0) < M e

S b an (@) (a3, + @) + an(@) (@, + o) + as(2) [ul, + 1) do dt 1
E(O) <;, Vv € N.

(4.49)

Em outras palavras, existe uma sequeéncia de problemas

PUpte — (A 4 20 Upa + V10100 + V2b200 + 3(2)t = 0 (4.50)
b1t + VEGive + Nty + dbzy = 0 (4.51)
020 + V Doy + Yollyiy + d1ye = 0 (4.52)
Tiqive + o (@) gy + VEb1,, =0 ( )
ToGout + (7)o, + VDOsyp = 0 (4.54)
u,(0,t) = u,(1,t) = 61,(0,¢ (4.55)
u,(x,0) = up, (), un(z,0 (4.56)
O (2,0) = 67, (x), o ( (4.57)
01,(7,0) = a7, (7),  qa(a, (4.58)
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satisfazendo (4.49). Como (E,(0)),en € limitado, a desigualdade (4.49) implica que

;

T 1
lim / / ay(x) (41, + 47 dedt = 0
1% (o] 0 0
T 1
lim / / () (g5, + @5, dwdt =0 (4.59)
0T 01
\ Vh_}rgo/o /0 az(x) [ur, +upy, | dedt =0

Da hipétese 4.1.1, obtemos

T T T
0= lim/ / o q;, drdt = lim/ / Qaqs, drdt = lim/ / azul,drdt  (4.60)
v—o0 J 7 v—oo Jq I v—oo Jq J3

e também que a familia dos funcionais de energia (E,),cy €é uniformemente limitada em
(0,T). E, portanto, as seguintes convergéncias ocorrem em L>(0,T; L?(0,1)):

7
Uyt - Uy Uy gz - Ugy

Orve = O1x Ozpp — Oop
O — O Oz — Oy (4.61)
Qve — Nz G2ve — G2
Qe — qut Gt — Q2

\ Upty — Uty

Pelo teorema de Aubin Lions segue que

u,e — ug in L2(0,T; L*(0,1))
¢, — q1 in L*(0,T; L*(0,1)) . (4.62)
qov — q2 in L2(07T7 L2<07 1))

Devido as convergéncias (4.60) e (4.61) podemos tomar o limite em (4.50)-(4.54) quando
v — oo chegamos a

Py — (A 4 20)Upy + Y1012 + Y202, = 0 (4.63)
by + Vg, + YUy + dfyy =0 (4.64)
By + VDo, + Yolgz + dby =0 (4.65)
Tique + VEb, =0 (4.66)
Toqor + V' DOy = 0 (4.67)

(4.68)

G = Gt = @2 = g2 = Uy = uy = 0 quase sempre em (ay,as) x (0,7).
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Do teorema 4.2.1 e de (4.68) vem que

T as
OSE@SO/Q/«ﬁ+ﬁ+£+@+ﬁ=&
0 ay
e juntamente com a desigualdade de Poincaré obtemos

u=~0; =0 =q = g =0 quase sempre em (0,1) x (0,7).

Agora, considerando k, := 1/ F,(0), definimos

~ Uy,
Uy = 773
k

=tz 0

9 y = _V7 v = _V7 469
1 s 02 i (4.69)
~ _ Qv o~ Qw

qiv - kf,, y Qo - kf,,

Nao é dificil ver que {u,, 511,, 51,, Qv Gou } € solugao de

pﬁutt - <)\ + zﬂ)ﬁz/xx + ’Vlé/lux + 72521/33 + a3(x)ﬁut =0
Cell/t + \/Ealmc + /Ylﬂl/t:c + d92ut =0

(4.70)
(4.71)
n‘92yt + \/Ezjﬁxm + 726111&2: + d‘glyt =0 (472)
TGt + 1 (2) G + VEOie = 0 (4.73)
ToGovt + 02(2) Gy + VDO2s = 0 (4.74)
U (0,8) = Ty (1,8) = 01,,(0,) = 1, (1,1) = 02,(0,8) = O3, (1,1) =0 (4.75)
_ v(2,0) vt(z, 0
i, (o,0) = 2400 G (g g) = e D) (4.76)
~ 01,(x,0 ~ 0o, (2,0
011,(37,0) = . g{; )7 QQV('IuO) - %7 (477)
~ v x7 0 ~ v :C, O
qlu($70) = n 5{ )7 QZV(xao) = %a (478)

cuja energia associada é denotada por El,(t). Olhando para a desigualdade (4.49), também
concluimos que

T
0= lim / / ar(z) (@1, + @) + o2(2) (@5, + @3] + os(@) [0, + Uy ] dadt.  (4.79)
o Jo

V—r00
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E,(0)=1, Vv eN, (4.80)
o que implica, juntamente com o fato de F,(t) < E,(0), que

B (t) = ];E((é; <1, (4.81)

em outras palavras, E,,(t) ¢ uniformemente limitada por 1, paratodor € Net > 0. Entao,
cada termo de F,(t) ¢ limitado em L>(0,T; L*(0,1)) e, passando a uma subsequéncia se
necessdrio, chegamos as seguintes convergéncias fracas-* em L>(0,T; L*(0,1))

( *

aVt = at au$ - az
511/ N 51 521/ = 52
Y
elyt = elt 02Vt = 0215
(7114 = a/lt (721/15 = (}/Qt
* o~
— U

~ ~ * ~
[ Uit tt Uty — Uty

(4.82)

Destas convergéncias e de (4.79) deduzimos todas as convergéncias necessarias para tomar
o limite em (4.70)-(4.74) e obter

Pl — (N + 200) Uy + 1015 + Y20, = 0
oy + Vi, + YUtz + s, = 0

10t + V' Doy + Yol + dby; = 0

Tiq1t + \/Ean =0

Toqot + \/Egm =0

U =q =qu =0 =qgx=0ae. in (a,a2) x (0,7).

Aplicando novamente o teorema 4.2.1 segue que

u =01 =0, =q = ¢ =0, quase sempre em (0,1) x (0,7).
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Para chegar a uma contradigao, considere {@,,61,,02,,G,,,q, }, & solugao
do sistema conservativo

Pl — (N =+ 200Uz + 110102 + 120200 = 0 ( )
Dt + VEGy,, + V1Tt + dBayy = 0 (4.84)
nfay; + \/562” + Yolytz + df1e = 0 (4.85)
T1q1 + \/Eglms =0 ( )
ooy, + VDOayy = 0 (4.87)
1,(0,t) =1, (1,t) = 01,(0,t) = 01,(1,t) = 02,(0,t) = O3, (1,£) =0 (4.88)
u,(2,0) = u,(z,0), Uy(x,0) = uu(z,0), (4.89)
01,(2,0) = 01, (2,0), Ba(z,0) = b, (z,0), (4.90)
71,(2,0) = q1u(2,0),  Gs,(2,0) = G2 (2,0), (4.91)

com energia denotada por E,,(t).

Para prosseguir na demonstragao do teorema 4.3.1, precisaremos do seguinte
resultado:

Lema 4.3.2 Usando as notagoes precedentes, existem constantes positivas Cy e Csy, in-
dependentes de v, tais que

C1E,(0) < E,(0) < C,E,(0), Yv €N, (4.92)

Demonstragao:[Prova do lema 4.3.2] De (4.89) vem que
Uye(2,0) = Uyy(z,0). (4.93)

Esta tltima relacio associada a (4.89)-(4.91) e as expressoes de B, (0) e E, (0) nos levam

Elu(o) = Eh/(o)- (4.94)

Assim, s6 nos resta examinar os termos da energia de segunda ordem, a saber,

— I _ —2 =2
Bas(0) = 5 [ 0520 (0) + (04 2000+ 1,0 (0) + 3,00

+ 71G1,(0) + 72G3,4(0) + 2d014(0)0211(0)da.
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As expressoes (4.83), (4.89), (4.90) e (4.70) nos fornecem

. — 2
/02u12/tt(0> = ( )‘ + 2,“ ul/:m: ) ’Ylelz/:r( ) 72021/1(0))
~ 2
= (4 20)7220) = 1F102(0) = 1820 (0))
= (pUuu(0) + 311, (0))°
< 2075, (0) + 20312,(0). (4.95)

De modo semelhante, ou de forma ainda mais simples, deduzimos que

Utz (0) iZVtx(O) (4.96)
01,6(0) = 61,.(0) (4.97)
02,4(0) = 62,4(0) (4.98)
T (0) < C(@(0) + 71,(0)) (4.99)
Tt (0) < C(Be(0) + 35,(0)) (4.100)

As estimativas (4.95) a (4.100) implicam que Es,(0) < C'E,(0). Juntado esta desigual-
dade a (4.94) resulta que E,(0) < CE,(0). Escolhendo Cy := & provamos a primeira
desigualdade de (4.92). A outra desigualdade se prova de forma anédloga, donde se conclui
a prova do lema 4.3.2.

O
Retornemos a prova do teorema 4.3.1. Defina
(U, =1, — Ty,
O, =0, — 911/’
@2,, = 82,, — 52,/, (4101)

Qlu = aly - qlw
\ QQV = aQV - 621/'

Note que {U,, O1,, O, Q1,,Q2,} é solugdo do seguinte problema nao homogéneo

(

PUvtt — (A 4 20)Upgz + 7109100 + 120200 = — 3,

Ot + VEkQuw + 11 Upiz + O3 = 0,

102 + VDQay + 12Uty + dO1,, = 0, (4.102)
T1Q1ut + VO, = —1G1y,

[ Qa2 + VDO, = —asqu,
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com condigoes iniciais e de fronteira dadas por

U,(0,t) =U,(1,t) = ©1,(0,t) = O1,(1,t) = O9,(0,t) = Og,(1,¢) =0
U,(x,0) = Uy(z,0) = O1,(x,0) = Oy, (2,0) = Q1,(,0) = Q2,(x,0) =0, (4.103)

e cuja energia denotaremos por &,(t). Para prosseguir considere a afirmacao dada pelo
seguinte resultado:

Lema 4.3.3 A familia de funcionais de energia &,(t) satisfaz

lim &,(0) = 0.

V—00

Demonstragao:[Prova do lema 4.3.3] Relembre que

£,(0) =€1,(0) + ,(0)
= [ PR+ O 200U 0708, 0) + 13,0
471G (0) + 7aQ3,(0) + 2001,(0)824(0) d
3 PURO) Ok 2000002003, + 63,0
+ 11Q7,,(0) + 12Q3,,(0) + 2dO1,:(0)05,,(0) d.

As condigoes iniciais (4.103) nos remetem a &;,(0) = 0 para todo v € N. Além disso, esta
mesma condigdo juntamente com a segunda e terceira equagoes de (4.102) implica que

UutCt(O) = Qlut(o) = QQVt(O) = 0. Assim

1 1
E0) = 5 [ PUZ0)+ M@Rl0) + Q. (0)d (1104)
A primeira, a quarta e a quinta equagao de (4.102) e as condigoes iniciais (4.103) nos
levam a
pUZ,(0) = —ast(0), (4.105)
TlQ%Vt(()) = —0412711/(0)7 (4106)

T2Q§l/t(0) - _052521/(0)- (4107)
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Agora note que as identidades (4.104)-(4.107) implicam em

1
£,(0)<C / 0572, (0) + an @, (0) + s, (0)dz.
0

Como E,(0) = 1, juntamente com as equacdes (4.70)-(4.74), vem que

U,¢(0), 51,,(0), 52,,(0) sao limitadas em H; (0, 1),
1,2(0), G1,(0), G2,(0) sdo limitadas em H'(0,1).

(4.108)

Estas limitacoes e a imersao compacta H'(0,1) <> C/([0,1]) garantem a existéncia de

fungoes T, T, &1, o, Uy, Uy € C([0, 1]) tais que

u,(0) — T, forte em C(]0,1]) (4.109)
U, (0) — T, forte em C([0,1]) (4.110)
¢1,(0) — @4, forte em C([0, 1]) (4.111)
Gor(0) — @y, forte em C([0,1]) (4.112)
01,(0) — Uy, forte em C([0,1]) (4.113)
02,(0) — Wy, forte em C([0,1]) (4.114)
Fazendo a diferenga de Cauchy dos problemas (4.70)-(4.74) em v, € N, obtemos
( p(uu - ub)tt - ()‘ + 2#) (UV ZNLL)M _ _
7101 — 01)0 + 72(02 — 0,)a + () (Une — ) = 0
(91u - 91L) + VE@Gw — @u)s + (U — T + d(ea/ - 9%)15 =0 (4.115)
(sz - 92L) + VD (G — @) + 72(au~— ﬂL)Eg + d(6h, — 01,): =0 ‘
71 (G — qu)e + 1 (2) (G — qu) + \/E(th - gu)z =0
L T2(Gow — Q)i + 02(2)(Gor — @) + VE(B2y — 03,)r = 0
cuja energia é denotada por E,,(t). Multiplicando as equagdes de (4.115) por (&, — 1, ),
(01, — 61,), (B — 03,), (G — G1.) € (Gaw — ) € integrando sobre (0,t) x (0,1), t € (0,T),

obtemos a seguinte estimativa

T
EV,L(t) S EI/,L(O) + C/ / Oéla?y + Oflai + 042a§u + O‘/QE.IEL + a3a12/t + O{gﬁidl’dt.
0 0



4.3 Decaimento exponencial 101

A imersao continua C([0,1]) < L2(0, 1) nos permite estimar Ey,,,(0) na norma das funcdes
continuas e obter

By, () < C{[[1,(0) — @ (0)1E0,17) + 802 (0) = @ (0) E0,17) + 10102 (0) = 0122 (0) 210,17

+[10202:(0) = 0202 (0) 130,17 + 1102 (0) = Gz (0) [ Z0.17) + G202 (0) — G2 (0) [ E0.1y)

T 1
e / / (@ + B+ n(@y + B) + s, + 7).
0 0

Consequentemente, as convergéncias (4.79) e (4.109)-(4.114) implicam que Elw(t) — 0
quando v,t — oo, para todo t > 0. Em outras palavras, t,, ¢1,, 2, 880 sequéncias de
Cauchy em C'(0,7; L?(0,1)). Assim, existem fungoes wy, q1, g2 tais que

Vi, — y/aaq em C([0, T]; L*(0,1)) < L*(0,T; L*(0, 1)),
2 — /a3 em C([0,T]; L2(0,1)) < L(0, T L*(0, 1)), (4.116)
a3t — Jazt; em C([0, T]; L2(0, 1)) = L2(0,T; L2(0,1)).

De (4.116), (4.79) e da unicidade do limite vem que

\/a_lz]vlu — 0 iIl C([Ov T]; L2(07 1))7
\/04_2521/ — 0 iIl C([Ov T]; L2(07 1))7
Vast,, — 0 in C([0,T]; L*(0,1)),

e, portanto,
Va1q1,(0) — 0 in L*(0, 1),
V@2,(0) — 0 in L2(0, 1),
V31,:(0) = 0 in L(0,1),

o que implica, juntamente com (4.108), que &,(0) — 0 quando v — oo, completando a

prova do lema 4.3.3.
O

Agora retornamos para finalizar a demonstragao do teorema 4.3.1. Note
que

28,(t) > /prt + TlQ%,, + TlQi,t + Tgng + TQngtdI.
I
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Usando (4.101) vem que

2,0)> [ g+ i+ i+ i, + e
1
b [ P+ ki e
1
—2 /Pﬁytﬂut + T1q1w Q1 + T1qwtQ1 + T2G20Go, + T2GouiGaedr. (4.117)
I

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, a ultima linha da desigualdade acima pode ser
estimada conforme segue:

/ PUyi Uyt + 7'161:@11/ + Tlalz/t(_hut + 7'2&21@% + Tﬁzutﬁmdl’
I

N\ : : : : :
< (/pui) (/pﬂﬁt) - (/ﬁffi) (/ Tﬁf,,) + (/ Tla%ut) </ Tﬁ?m)
I I I I I I

1 1 1 1
- ( / Tzag,,) ( / @3,,) + ( / Tga’gyt> < / 7'2§§Vt) . (4.118)
I I I I

Do lema 4.3.2 e da identidade (4.80) temos
E,(t) < HE,,(O) = —. (4.119)
Com esta estimativa podemos escrever

(/Ipﬂit)é < (/01 pﬂitf < (2B,(1)* = (%)1 (4.120)

O mesmo argumento nos permite concluir que os termos

2
/ T, / iy, / To3,, / 723, 830 limitados por —. (4.121)
I I I 1 =
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Desta forma, as desigualdades (4.117), (4.118), (4.120) e (4.121) implicam
[ ot 4 T e < 26,0
I

ATV ) : : :
+ 2 (5) (/Puit) + (/ﬁfffy) + (/n&?m) + (/Tﬁgy) + (/7'261314) ] :
1 I I I I I

Como &,(t) < sup &,(t), integrando a desigualdade acima em [0, 7] obtemos
te[0,T]

T
/ / Py + T1qsy, + Tihye + T2y + Tolo,dadt
0 I

N|—=

T 2 2 N 2 é ;
< 2T sup &,(t) +/ 2 <5> [(/Puit> + </Tlgﬁy> + (/Tlafut>
te[0,7) 0 1 I I I
+ (/7-221311> + </7’2§§yt> ] dt. (4.122)
I I

Calculos analogos aqueles da prova do lema 4.1.2 podem ser realizados para
se obter a seguinte identidade

d L. . _
Egu(t) = - / 051q1VQ11/ + QQQQVQQV + QBthUutdx
0

1
— / a1 Qi Qv + @2q21 Qo + a3ty Uypdx.
0

Integrando esta sobre (0,t), t € (0,7], a desigualdade de Holder nos remete a

¢ 1 3 1 i 1 1 1 i
e < ao+c [ ([ai) ([we) «([as) ([ )
0 0 0 0 0
1 3 1 3 1 3 1
+ (/ 0‘37712/75) (/ a3Uu2t> + </ Oéla)fut) (/ alQ%l/t)
0 0 0 0
1 3 1 3 1 3 1 3
+ (/ agagyt> </ OéQngt) + (/ Oégﬂ?/tt) (/ a3U3tt) dt. (4123)
0 0 0 0

N[
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Assim, estendendo o intervalo de integracao com ¢ € [0, 7] em (4.123), tomando o supremo
e usando a limitacdo de E,(t) e de E, (t) resulta que

T 1 i 1
s &0 <60 +0 [ ([ai) + ([ o)
t€[0,7] 0 0 0
1 1 1 3 1 i 1 i
+ (/ QSﬁZt) + (/ ala?ut) + (/ O‘ZZ]gut) + (/ O‘?ﬁitt) - (4124
0 0 0 0

Devido a (4.79), (4.124) e ao lema 4.3.3 chegamos a

N

V=0 1el0,T)

lim [sup El,(t)] = 0. (4.125)

De (4.122), (4.79) e (4.125) concluimos que

vV—00

T
lim / / U, + TG, + TiGhy: + Tolsy + ToGaydadt = 0. (4.126)
0 1

Mas, de (4.80), do lema 4.3.2 e do teorema 4.2.1 obtemos

T
1=FE,0)<CE,(0) < C,C / / P2, + TQs, + TIGs,, + ToGa, + ToGayddt.
0 I

Tomando o limite na expressao acima quando v tende ao infinito e usando (4.126) resulta
que
1 <0,

o que é um absurdo. Donde se conclui a demonstragao do teorema 4.3.1.
O

Observacao 4.3.4 E importante observar que a constante C' do teorema 4.3.1 nao de-
pende da solugdo ou dos dados iniciais do problema (4.1)-(4.3). Entdo, usando a propri-
edade do semigrupo e teorema 4.3.1 obtemos que

(n+1)T  p1
E(nT)<C / / ai(z) [¢f + ] +ae(@) (@ + @3] +as(x) [uf + ufy] do dt, Vn € N
nT 0

(4.127)
onde C' € a mesma constante apresentada no teorema 4.3.1, para todo n € N.
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Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o decaimento exponencial con-
forme segue.

Teorema 4.3.5 Seja {u, 01,05, ¢1,q2} a solu¢ao de (4.1)-(4.3). Entao existe Co > 0 e
1o > 0 tais que
E(t) < Coe ™ E(0), V t > 0. (4.128)

Demonstracao:[Prova do teorema 4.3.5] Do lema 4.1.2, integrando com t € [0, Ty], vem
que

E(Ty) — /O/ ay(2)q; + ag(2)g; + as(x)uf dx
/0 (@) + ()@, + s dr b, (4.129)

A observagao 4.3.4 juntamente com o fato que o funcional de energia, F, é nao crescente
resulta em

Ty 1
E(Ty) < E(0) < C’/ / a1 (2)q} + ao(7)g5 + az(x)u?l dx
o Jo
1
+/ a1 (2)q, + (1) g5, + az(x)u, do dt. (4.130)
0

A desigualdade (4.130) implica

Ty 1
C/ / a1 (2)q} + ao(7)g5 + az(x)u? dx
o Jo
1
+/ a1 (2)q}, + ao(r)gs, + az(@)uy, de dt < —E(Ty). (4.131)
0
De (4.129) e (4.131) vem que C [E(Ty) — E(0)] < —E(T}) e, portanto,

C
B(Ty) < & E(0) (4.132)

Analogamente, integrando a equagao do lema 4.1.2 em [T, 27 e usando a
observacao 4.3.4, para n = 1, obtemos

E(2T) <

¢ CE(T). (4.133)
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Substituindo (4.132) em (4.133) chegamos a

BE(2Ty) < (CLH)QE(O).

Repetindo este procedimento n vezes resulta em
ety < (=) Eo) (4.134)
n e : .
Y =\C+1

Agora, considere t > 0. Entao existe n € N e r € R satisfazendo 0 < r < Tj
tais que t = nTy 4+ r. Como t —r < t, de (4.134) segue que

B < Blt—) = BTy < (55 ) EO)

_t=r _ 1 _
€ Como n = 7= = 7 i

o< (S5 (5] e 195

CHI\T; « C+1 1 C+1 . CH1
- ) o < =Z= e escolhendo ng 1= ln( ) e Oy =

de (4.135) concluimos a demonstragao do teorema 4.3.5.

deduzimos que

Tendo em consideracao que (



CAPITULO 5

Taxas de decaimento para o sistema
de termodifusao nao linear

Neste capitulo vamos considerar o sistema de termodifusao nao linear dado
por
.
Pl — ()\ + ZIU)UWC + "Ylelx + "}/292;,; -+ Oég(l’){]g(ﬂt) = O,
b1 + VEgrs + 1ue + dboy = 0,
bz + V' Daay + Yoty + by = 0, (5.1)
Tiqu + a1(2)g1(q1) + VEb1, =0,

Toqor + 2 () g2(qa) + \/59% =0,

em (0, L) x (0,00), com condigoes iniciais

\

u(z,0) = up(x), u(z,0)=u(x),
91([[‘, 0) = 010(1’), 02(1‘, 0) = 020(1’), (52)
(),  qa(r,0) = qao(),

de modo que na fronteira se verifique
w(0,t) = u(L,t) = 01(0,t) = O1(L,t) = 02(0,t) = O(L,t) =0 (5.3)

e as fungoes o; e g;, 1 = 1,2, 3, satisfacam as hipéteses 5.1.1 e 5.1.2.

Conforme descrito no capitulo anterior, as fungoes u, 6; e ¢; denotam o
deslocamento, a temperatura e o fluxo de calor. As fungoes 6, e ¢; representam o potencial
quimico e o fluxo associado. Os coeficientes A e i1 sao constantes relacionadas a composicao
do material, p é a densidade, v; e ¥, sdo a dilatacao térmica e difusao, k e D representam
a condutividade térmica. Além disso, n, ¢ e d sao os coeficientes de termodifusao e 7 e 7
se referem ao tempo de relaxamento. Todos os coeficientes descritos acima sao positivos
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e satisfazem a seguinte relagao de termodifusao

nc—d* > 0. (5.4)

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: na segao 1 sao feitas
algumas consideragoes sobre a fungoes localizadoras, tipo da nao linearidade, energia e
existéncia de solucao. A secao 2 é dedicada a obtencao da desigualdade de observabilidade,
primeiramente para o sistema conservativo por meio da técnica dos multiplicadores e
depois estendida para o sistema nao conservativo via argumentos por contradi¢gao. A
secao 4 é destinada a apresentar as taxas de decaimento para o sistema de termodifusao
nao linear.

5.1 Observacoes iniciais e boa colocacao

Tendo em vista a estabilizacao do sistema de termodifusao, as seguintes
hipdteses sao consideradas

Hipdtese 5.1.1 Assumimos que o; € L>(0, L), i = 1,2,3 sao fungoes nao negativas tais
que
a;(z) > ajo > 0 em algum intervalo J; C (0,L), i =1,2,3

e, além disso,

3
0+ (a1,a2) = 1:=(")Ji C (0, L).

Como veremos no texto, essas funcoes podem localizar os mecanismos dissipativos em
regioes arbitrariamente pequenas.

Hipotese 5.1.2 As fungoes g;, i = 1,2,3, sao continuas e mondtonas crescentes e, além
disso satisfazem:

e gi(s)s >0 para s # 0,

o kis < gi(s) < K;s, para |s| > 1, onde k; e K; sao constantes positivas.
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Se {u, 61,05, q1,q1} é uma solugao de (5.1)-(5.3), a energia associada, E(t),
t > 0 é definida por

1 L
E(t) = 5/0 pui 4+ (N + 2u)uZ + e + nbs + 11q; + Toqs + 2d0,0zdx (5.5)

De modo semelhante ao apresentado no capitulo anterior, a condi¢ao (5.4)
implica que E(t) > 0.

Lema 5.1.3 O funcional de energia, E, definido em (5.5), verifica:

iE@) = —/0 041(@91(@11)% + Oé2($)92(Q2)Q2 +Oé3(I)93(Ut)Utd$

dt
< 0, Vt>0.

Demonstragao: Basta multiplicar a primeira equacao de (5.1) por u;, a segunda por
01, a terceira por 5, a quarta por ¢; e a quinta por ¢o. Em seguida, some os resultados,
integre por partes sobre (0, L) e use as hipdteses 5.1.1 e 5.1.2 para obter a ultima desi-

gualdade.
O

Para a existéncia de solucao, considere o espaco de Hilbert
H = Hy(0,L) x L*(0, L) x L*(0,L) x L*(0, L) x L*(0, L) x L*(0, L)
munido da norma

HUH% = H{U1>U2,U3,U4,U5,U6}H3{

1
= / pus + (N +2u)ui, + cuz + nuj + Tui + moug + 2dusuy dr
0
a qual é induzida pelo produto interno

(U7 V)’H = ({U1,UQ,U3,U4,U5,U6},{’Z}l,vg,vg,v4,v5,1}6})H
= (A +2p)(uia, V1z) + plug, v2) + c(us, v3) + d(usz, vy)
+n(ug, vg) + d(uy, v3) + 71 (us, v5) + T2(ug, v6)
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onde (-, -) denota o produto interno usual de L*(0, L).

Observe que podemos isolar 01; e 6, a partir da segunda e terceira equagoes
de (5.1) e, portanto, (5.1) pode ser reescrito da seguinte forma

puy = (A +20)upy — 11012 — Y202 — a3(T)wy

(nc —d*)by, = —nVkq1y + dVDgsy — (ny1 — dya)ugy
(nc —d*)fy = —eV Doy + dVEqr, — (cye — dy1)ugy
Tiqur = —a1($)fh - \/Eelx
T2q2t = —a2($)Q2 - \/5922:

Entao, denotando Y (t) = {u, uy, 01, 62, q1,q2}, vem que o sistema (5.1)-(5.2)

é equivalente a

d
aY(t) +AY (1) =0

Y(0) = Yo

: (5.6)

quando Yy = {ug, u1, 610, 020, q10,q20} € 0 operador A : D(A) € H — H é dado por
A = —(A; + Ay) cujas dominios sdo

D(A;) =Hy(0,1) N H?(0,1) x Hy(0,1) x Hy(0,1) x Hy(0,1) x H'(0,1) x H'(0, 1),
D(Ay) =H

e as componentes A; e Ay sao definidas por

0 1 0 0 0 0
A2 0 L9, —29, 0 0
4 "0 —m=2)), 0 0 — kg, Do,
0 -9ty 0 ko —2Dg, |7
0 0 —Ykg, 0 0 0
0 0 0 -2y, 0 0
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(S
0 0 00 0 0
0 —2g() 0 0 0 0
0 0 00 0 0
A, —
2 0 0 0 0 0 0
a1 ()

0 0 0 0 —2lg () 0
0 0 00 0 0

Note que D(A) = D(A;) e A; é anti-adjunto, isto é, (AU, V)y = (U, —A1V )y
para todo U,V € D(A;), ou seja, A* = —A;. A demonstragao deste fato é tal qual feita
no capitulo anterior.

Pelo Teorema 2.8.12 (de Stone) A; é o gerador infinitesimal de um grupo
unitario de classe Cy, em particular, A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes de classe Cy. Pelo teorema (2.8.7) (de Lumer-Phillips) segue que A; é m-
dissipativo e, portanto,

para algum A > 0. As afirmativas (5.7) implicam em

(—AlU,U)ZOGIm(I—Al) H

culminando no fato que

—A; é um operador maximal mondétono.

Agora mostraremos que —A; é mondtono, hemicontinuo e leva conjuntos
limitados em conjuntos limitados. De fato

e —A, é mondtono: com efeito, note que

as(x)

P [93(u2) — g5(v2)]

—AQU -+ AQV -
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U—V = (u1 —v1,ug — v2, U3 — V3, Uy — Vg, Us — Vs, Ug — Vg).

Portanto

(=AU + AV, U - V) = »p <O¢3£$) [g5(u2) — g3(ve)], ug — v2)

1 (2 gy 00) = o] s = )

T1

+72 (aQ(x) [92(u6) — g2(ve)] , us — U6>

T2

- A<m@n%wa—%wmam—w>m
+Acmwmmm—mwmmywaw

+/0 as(x) [g2(ue) — g2(ve)] (ug — vg) dx
> 0,

onde a tltima desigualdade se deve ao fato que g; crescente implica que [g;(u;) — ¢i(v;)]
tem o mesmo sinal de (u; — v;). Logo [g;(u;) — gi(v;)] (u; — v;) é ndo negativo. Desta
desigualdade segue que — A, é monotono.

v

e —A, é hemicontinuo: com efeito, considere também
W = (wy, we, w3, wy, ws, we) € H et>0. Entao

(—A(U+tV), W)y, =p (asga;)gg(uz + tvy), wg)

+r (0‘17(“‘) g1 (us + tvs), w5) + 1 (0‘2<”’> g2 (g + tvg), wﬁ) .

1 T2

Queremos mostrar que

(—Ao(U +tV), W)y — (=AU, W)y, quando t — 07,
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Entao é suficiente provar que

Jim (o (2)g1(us + tvs), ws) = (e (2)g1(us), ws), (5.8)
Jim (az(2)ga(us + tvs), we) = (az(x)ga(us), ws),
Jim (a3(2)gs(uz + tvz), wn) = (a3(w)gs(uz), wa) .

Mostraremos que (5.8) se verifica. As demais seguirdao de forma andloga. Para isso
considere a fungao integravel

e defina a sequéncia

Dai, f.(z) — f(x) quase sempre em (0, L). Além disso, f, é integravel e dominada. De
fato,

/0 ") de = /0 S (@) (US(@ * %“"’(x)) vl de

< Hall\oo/o max { K, K (Jus(@)| + [vs ()]} [ws ()] de

€L2(0,L) €L2(0,L)

< o0

e, consequentemente,
f(@) < lon oo max { Ky, Ky (Jus ()] + [vs(2)[) } [ws ()]
Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, vem que

L L
/ fo(z)dr — / f(z)dz, quando n — oo,
0 0

isto é, (5.8) se verifica. Assim —A, é hemicontinuo.
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e — A5 leva conjunto limitado em conjunto limitado: com efeito, seja U €
D(Ay) = H tal que ||U||2, < M,. Ento,
L 2 2 2
as(x aq(x ao(x
1=l = [ o2 S tuaon] + 1| ontusta| + 7.2 gfuaton| ao
0 1 2

L
<c / max { K2 + K2 + K2, (K2 + K2 + K2) (id(2) + 2(x) +2(x)) )
0

<C+O|U|3
§M27

onde

Y

P 1 T2

CAZHMXFMﬂiJMﬂé|mﬂé}7

provando assim que — A, leva limitados em limitados.

v

Como —A; é maximal mondtono e —Ay é mondtono, hemicontinuo e limi-
tado vem, pelo teorema 2.9.4, que A é maximal monétono. Entao, dos teoremas 2.9.5 e
2.9.7 temos o seguinte resultado de existéncia

Teorema 5.1.4 Considere que as hipdteses 5.1.1 e 5.1.2 se verificam. Dado Yy € D(A)
existe unica solugao forte de (5.6). Além disso, se Yy € H entdo (5.6) admite uma tinica
solucao fraca.

5.2 Desigualdade de Observabilidade

Nesta secao, primeiramente provaremos uma desigualdade de observabili-
dade para o sistema conservativo

puse — (A + 2p) gz + 71015 + 7202, = 0 (5.9)
ey + Vs + Mg + dfoy = 0 (5.10)
0o + VDaay + Yatigs + dfyy = 0 (5.11)
g1t + VO, =0 (5.12)
Tagor + VDO, = 0 (5.13)

em (0,L) x (0,00) com as mesmas condigoes iniciais e de fronteira de (5.2)-(5.3) e em
seguida estenderemos este resultado para o problema nao conservativo (5.1)-(5.3). Ob-
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servamos que a energia dos sistemas dissipativo e conservativo sao dadas pela mesma
expressao. As estimativas aqui sao muito semelhantes com aquelas apresentadas no ca-
pitulo 4, no entanto, aqui estamos considerando um intervalo (0, L) com L podendo ser
diferente de 1, diferenciado do capitulo anterior. Também menos estimativas sao necessa-
rias umas vez que somente energia de primeira ordem ¢é considerada, entretanto, isto nos
obriga a estimar cada termo em funcao de u;, q; e g2, nao permitindo derivadas destes
termos, gerando alguma dificuldade adicional.

Teorema 5.2.1 Seja I = (ay,as) o intervalo aberto contido em (0,L). Para T > 0
suficitentemente grande, existe uma constante positiva, C' > 0, tal que qualquer solucao

{u,01,02,q1,q} de (5.9)-(5.13) satisfaz

T a2
E(O)SC’/ / q + ¢ +u dx dt.
0 al

Demonstragao:[Prova do teorema 5.2.1] Dado gy > 0 suficientemente pequeno, satisfa-

zendo
a2 — aq

2 )

eo <

de forma recorrente, escolha
€i—1

g = , fori=1,2. (5.14)

Denote por I; o intervalo (a; + &;, as — ¢;). Defina a funcao continua e C'* por partes

(n—1)z, se x € [0,a1 + &),
gn(x) = 77(17 — a1 — 50) + w(al + 80), se T € [Cbl + €9, 2 — 50], (515)
(n—1)(z - L), se x € (ay — €o, L.

. L—(az—a1—2ep)
com 7 1= T EHI0

usada em [10, 15].

€ [0,1). Esta fungao foi introduzida por Ho [25] e recentemente
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Multiplicando a equagao (5.9) por u,g,, integrando por partes e usando as
equagoes (5.12) e (5.13) obtemos

A ci+/% + (A +2p) d /Lpﬁl L d
- Ut Uy G AT Ut Uty g UggUg GnaAX — —F— qQ1tUy T — =2t Uy | GnQT
o PUUg Gy . PU Utz Gy H n NG 1t VD 2t n

d o p A+ 2p d ["nm
% PUUgndT + /0 §ut2g + ) ul g, dx b 3 = Uy gpdT

d ’727'2

/ \/— lutmgndx dt D 2urgnd$+/ \/— 2utmgnd‘r

Dessa identidade e das equagoes (5.10) e (5.11) chegamos a

Py A+2u d/L 1T YoTo
d .’E__ $__ xX d
/o {2 Uy + 5 } +dt pULYU \/quu \/quu gpdx
L

L
d Bl

_Blz
2ot (1B + d6:) d+/L +
— =42t \NU2 1) gnaT 71919129y T T2424229
VD n . n n
N——
_021
que nos remete a
P oo A+2u w2 2 2 72 9 /
9 9 — d6,0 d 5.16
/0{2,5-0— 5 o+ =07+ 2 +2q2+ 102 | gpax (5.16)

d L 1 D)
= t/o PULUL Gy + \/E< cth —nu 2) 19y + —= (—nby — Yu 1) Q2gndx

Como

/ B 7, se x € I,
gn($)_{ /,7_17 SGIEE[()?L]\IO’

da identidade (5.16) vem que
(1= n)B(t) = — 5 M)
! Cdt

A+2
+/ [g u? + 2“ + 92+ 92 §q1+§qz+d9192 dz (5.17)
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onde
L 1 T2
M(t) = /0 PUUL Gy + ﬁ (—cty — yu, — db2) grg, + \/_5 (—nby — you, — dby) gag,dz.

Note que fOT LM (t)dt < CE(0). Para estimar a ultima parte de (5.17) consideremos as
fungdes “cut-oft” & € C§°(0, L), i = 1,2, satisfazendo

0<¢&(x) <1, Vee(0,L),
&(x) =0, em (0,L)\ I, (5.18)
gz(l') = 1, em Ii—l-

Para obter a observabilidade desejada precisamos estimar 61, 05 e u, em termos de u;, q; e
g2. Comecemos por ;. Com vistas a alcancar o nosso objetivo, considere o multiplicador

0

Veja que as derivadas deste multiplicador satisfazem
ﬁfxfﬁd =& (2)01(x,t) e
oz J, 1hay = q1 1\Z,

5 | tndn= [ &t

Multiplicando (5.12) por (5.19) e integrando com x variando em [0, L] resulta em

L d L x
\/E/ 9%510535 - {/ 7'16]1/ 5191dyd9ﬁ]
0 dt [ Jo 0

e L 1 L T 2
< _/ 7—12Q%dx+ _/ / &0y dy | dx (5.20)
2 Jo 2¢ Jo 0

A beleza deste multiplicador pode ser contemplada ao estimar o tltimo termo da desi-
gualdade acima. Primeiramente, veja que as equagoes (5.10) e (5.11) podem ser reescritas
como

(nc — d*)0y, = —n\/E(hx + d\/ﬁq% — (ny1 — dye)ugy (5.21)
(nc — d*)0y = —cV Dgoy + d\/thc — (e — dyp) g (5.22)
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Em seguida, substituindo (5.21) em (5.20), integrando por partes, usando a desigualdade
de Holder e o fato que x pertence a um intervalo limitado, obtemos

[/ ([

L T 2
:/0 (/0 —1 [n\/quy — d\/ﬁqu + (ny — d’yg)uty} fldy> dx

nc — d?
:(nTlcp)z /OL <[(n\/Eq1 —dVDgy + (71 — dye)ur)éa :
— /OI [n\/qu - d\/ﬁfh + (nn — d%)ut} fi(y)dy)z dx
2

2 /OL [n\/E% —dV'Dgs + (ny — dvg)utrff(x)dx

~(nc—d?

e M R R e

<=
~(nc—d?

* oo /OL (/0 12‘“”) ( [ [En - VD -+ o = ] 512(y>dy) iz

2 L 5
(e — @) | [2ha = avDas + (n — drajus] o)
B 0
2 2 L 2 9
CTT / [nVkay — dVDags + (n — dy)ue | €2(y)dy
0
6 1—|—L2 / go a2—¢&q
= ((nc—‘!i%y : / n’kqt + d* D3 + (e — dy) ujdz. (5.23)
a1+e€o

Associando (5.23) com (5.20) conseguimos que

L L as—eq d L x
/ 01¢1dr < 60/ qidx + C'g/ qi + ¢ +uide + %/ 7'1Q1/ &101dydz. (5.24)
0 0 a 0 0

1+€o0

Calculos analogos para 5 nos remetem

L L as—eq d L x
0 0 a1+e€o dt 0 0
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Observe que fOT 4 fOL niq [y &01dydadt e OT 4 fOL 7202 [ &102dydadt também podem ser

estimadas por C'E(0) usando para isso a desigualdade de Holder.

Para estimar u, multiplicamos (5.9) por u&; obtendo

L
(A +2p) / w2 da
0

d L L
= —= {/ putuﬁlda:] +/ puréida
0 0

LA 2 -
-|-/O 5 e i’dx—l—/o (101 + 7202) (uay + uy)da

d L L a2—¢&o
< % [/ putuﬁldx] + 50/ 07 + O3dx + C’E/ uj + u’dr
0 0 ai+teo

L )\ 2 L
/ﬁﬁg+%@m+ z/i/ukﬂx
0 0

1
A2

+

Usando (5.24) e (5.25) na estimativa acima, chegamos a

A2u [F d [ [* 1 v @
de < — — 0.&d 0-&dy | d
5 /0 u,&1dr < 7 /0 puiuéy + Nt o qul/o 161 ?/+726_I2/0 2{1dy | dx

a2—eq

L
4%9/%+%+ﬁ+ﬁ%+@/) ¢+ g3 +ul +uldr. (5.26)
0 a

1+€o

Desta forma, resta estimar apenas u em termos de u;, ¢; € ¢2. Entao lem-
bramos o trabalho de Tébou [53] e adaptamos ao nosso caso. Ou seja, considere o multi-
plicador 2(t) € H}(0, L), solugao de

—Zpe = &u em (0, L),

5.27

{ Z(O,t):Z(L,t):(], ( )
e além disso, sua derivada z,(t) € Hg (0, L) é solugao de
—Zize = Eouy em (0, L),

5.28

{ Zt(o,t) == Zt<L,t> =0. ( )



120 5 Taxas de decaimento para o sistema de termodifusao nao linear

Multiplicando (5.27) por z e usando as desigualdade de Poincaré e de Young conseguimos

/ 22dr < —/ &uid. (5.29)

Analogamente, de (5.28) obtemos

L L2 L
/ Zpdr < = / Eoulda. (5.30)
0 ™ Jo

Multiplicando (5.27) por u resulta em

L L
/ zxuxd:v:/ Eulda. (5.31)
0 0

Entao, compondo (5.9) com z e usando (5.31) vem que

dt [ Jo CVk vD

t~t 2 \/E 1 — Y42 t

ver que

Da desigualdade de Young e de Poincaré resulta que

L d L
(A + 2#)/ Euide < — [/ (put — %—\/T—I% — %—\/E%) z dﬂ?}
0 0
L 2 2T
+§/o pui + Q%kT a+ 2D dx + —/ 2t dx

Associando esta tltima estimativa a (5.30) obtemos

L L
d 1 Y171 Y2 T2
Wedr < — [ / (— Us + + > z dx}
/0 §2 = dt )\_|_ 2M 0 p t \/—(.h \/EQ2

L L
+ec/ uj +qi + g5 dr + Og/ upéy dr. (5.32)
0 0

Observe ainda que fOT % [ﬁ fOL (—put + W\I/T—lq + ?}9(&) z d:v} dt pode ser estimado
por C'E(0) usando (5.29).
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Integrando (5.17), com ¢ € [0,T], usando (5.24), (5.25), (5.26), (5.32) e as
estimativas dos termos de “bracketing” fOT L] dt < CE(0), obtemos

T T T as
(1- n)/ E(t) dt < CE(0) + 50/ E(t) dt + CE/ / @+ ¢2 +u? dx dt.
0 0 0 al

Escolhendo € = 1{—g resulta que (1 —n —eC') > 0 e, portanto,

T T raz
/ E(t) dt < CE(0) + C/ / qi + ¢ +u; dx dt.
0 0 ai

Para T > Ty, Ty suficientemente grande, juntamente com a conservacao da energia segue
que

T as
E(O)gc/ / @G+ g +u? do dt, YT > Ty,
0 ay

o que completa a prova do teorema 5.2.1.

Como nosso principal resultado estd relacionado a obter taxas de decai-
mento para o sistema dissipativo (5.1)-(5.3), o préximo passo ¢é extender o resultado da
desigualdade de observabilidade para o sistema de termodifusdo nao conservativo (5.1)
conforme segue

Teorema 5.2.2 Sejam T > Ty, Ty suficientemente grande, e M > 0. Entao existe uma
constante C > 0 tal que

E(0)<T / / 0a(z) [ + g2 a)] + aa(e) [ + Ba)] + n(e) [ + ()] e dt

(5.33)
para toda solugao {u, 01,05, q1,q:} de (5.1)-(5.3).

Demonstracao:[Prova do teorema 5.2.2] Se os dados iniciais sdo nulos, ndo hd nada o
que provar. Entao, suponha que os dados iniciais sao nao nulos e, por argumentos de
contradic¢ao, suponha que o teorema 5.2.2 é falso. Logo, existe uma sequéncia de solucoes,

{Uua 811/7 921/7 Qv QQV}V€N7
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de (5.1) associada a uma sequéncia de dados iniciais nao nulos

{UOIM Uy, O10v, 0200, Q100+ Q20u}ueN

satisfazendo

S an(@) (@, + g3 (qu)] + as(@) (g3, + 63 (q)] + as(x) [u, + g3(us)] do dt 1
EZI(O) 1%

para todo v € N. Em outras palavras, existe uma sequéncia de problemas

;

Pt — (A + 20) Uz + 110100 + V2b20e + a3(7)g3(u) =0

bive + VEGie + Ntwe + die =0

102y + V' Doye + Yolpe + day = 0

T1quoe + 01(2)91(q1s) + VEb1e = 0

Toqovt + 2(2) g2 (qa) + VDO, = 0 (5.35)
U,,,(O,t) = uV<1’ t) = 91,/(0,15) = 91V(17t) = QQV(Ovt) - 02u(1at) =0

uy(x,0) = upy (),  up(z,0) = uy,(x),

01,(2,0) = bho,(x), O (x,0) = b0, (),

L 70(2,0) = quou (), q2u(2,0) = goou (),

satisfazendo (5.34).

Defina k, := /E,(0) e

E,
~ Uy ~ Uty
Uy = %7 Uty = 9]{:_1/:
Oy = =2 Oy = =2, (5.36)
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Nao é dificil ver que {u,, 511,, 52,,, Givs Gov } € a solucao de

( - ~ ~ o3(x) g3 (uyek,
Pl — (>‘ + 2:“’)“1&35 + '71011/95 + /VZQQVLL’ + 3( )g]:< ! ) - 07
C%Vﬁ + \/Ezjll/x + ’Vlatux + dé]}\z]/t = 07
n‘921/t + \/5213111 + 7255151/2 + d‘92ut = 07
~ o1 () g1 (qruky ~
T1q1ve + i )g/:;(q1 ) + \/Eelum =0,
- ooz V~,,kl, ~
i+ 22 )glj(% ) 4 /Db, =0, (5.37)
U,(0,8) = Uy (L, t) = 61,(0,8) = 01, (L, t) = 02,(0,¢) = 0o, (L, 1) = 0,
ay(x70> _ ul/(];/f)O)? ayt(m,()) _ uutg{:m70)’
Y 9 zxu ) 5y 9 V” )
ot 0) = 2400 g (0,0 = P40
N J2,0) (2,0
L QIu(m70) - n E{: ) q21/(1‘70) - E E{: )

Da desigualdade (5.34) obtemos que

T L 2(7
. ~ 91 (qky)
Vh_{EO/O /0 Oél(ZE) |:QI1/ + klgl :|

3 Nuku 3 auku
‘|‘ CYQ(.T) [agy + %} + (13(1‘) |:ﬁ§u + %} dl‘dt = 0 (538)

Pondo E,(t) := 1];2:((8)) vem que

E,(0)=1, Vv eN, (5.39)

e juntamente com o fato que F, é nao crescente resulta que

B,(t)<1, Vt>0. (5.40)
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Para obter a contradigao, considere {@,, 61,,602,,G,,,Gs,} & solugdo do sis-

tema conservativo

;

\

Pl — (A + 20)Tper + 110100 + V20200 = 0,

b1t + VEGy,, + V1Ttwe + b1y = 0

10201 + VDG, + Vallwe + A0 = 0

T1q1e T \/Eglz/x =0,

Toqoy + VDO, = 0,

,(0,t) =, (L,t) = 0,,(0,t) = 01,(L,t) = 05,(0,t) = 0,(L,t) = 0,
u,(r,0) = u,(2,0),  Uy(x,0) =u,(z,0),

1, (x,0) = 01,(2,0), B3(x,0) = ,,(x,0),

GIV(ZL“,O) :gll/($70)> qu(f,o) 2521/(3770)’

cuja energia serd denotada por £, (). Observemos que

Defina

Também
mogeéeneo

;

E,(t)=E,0)=E,0), Vt>0. (5.41)
( UI/ = /ZZV - aua
O, = by, — 511/7
@2V = 921/ - a21/7 (542)

Qlu = &/11/ - 611/7
\ QQV = 621/ - 621/'

é facil ver que {U,,01,,04,, Q1,,Qs,} é a solucao do seguinte sistema nao ho-

Uk,
pUutt - <)\ + 2,U>Uumc + 71611/96 + 72621/96 = —a3<l‘>%,
C(—)lut + \/EQluaz + ’YlUum + d@lut =0
n®21/t + \/EQQVQS + ’YZUutx + d@2ut = 07

Nukz/
TlQth + \/E@lux == _Oél(x)%7

ToQout + \/E@mv = —QQ(QU)%VKVX
U0, 8) = Uy (L, 1) = ©1,(0,1) = O1(L, ) = O, (0, 1) = On (L, 1)

= 0
Uy(2,0) = Up(2,0) = O1,(2,0) = Oy, (7,0) = Q1,(,0) = Q2(x,0) =
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de energia denotada por &,(t) que satisfaz
£,(0)=0, VYreNlN

Além disso,a partir da definigao de energia do sistema de termodifusao, se verifica que

az
26,(t) = / pUs, + 1 Q7, + 7Q3, dx.

ai
Usando (5.42) na expressao acima resulta em

a2

a
25V(t) > / pu’“ﬁtl/ + Tla%u + TQ&%V dr +/ pﬂ?y + 7—16%1/ + T26§l/ dx
al ai

>0

a2
9 / Pt + TG0, + Toind, do. (5.43)

ai

A dltima integral da estimativa acima pode ser estimada usando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz como segue

a2
/ pavtﬂut + 7—1511/611/ + 7_25211621/ dx

al

az % a2 % ag ao %
< ([Toma) ([omtar)  ([Craar) ([T nda)
ay ay ai ai
az 3 as i
+ </ TQE[SVda:) (/ Tgagydx) (5.44)

e cada um dos termos
a2 az az
(/ pﬂ?xt) ) (/ qu%u) ) (/ Tzqu) )
al al ay

N

(SIS
[SIE
=
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=

(SIS
SIS

pode ser estimado por (2E,(t))

= (2E,(0))* = (2@,,(0))2 = /2. Entdo, de (5.43) e

(5.44) chegamos a

a2
/ Pz, + TGy, + 205, d

ai

< 25V(t)+2\/§[(/ pu“”ﬁt> +</ nfffy) +(/ 726@”) ]

Como &,(t) < sup &,(t), integrando a expressao acima sobre [0, 7], obtemos
te[0,T]

T az
/ / pUs, + T1qy, + ToGay, dxdt (5.45)
0 al

1 as % a2
< 2T sup &,(t) + 2\/_/ </ pu3t> + (/ ﬁ&’fy) + (/ TQZ]gu) dt.
t€[0,T7 ay ai

Célculos analogos aqueles da prova do lema 5.1.3 nos fornecem a identidade

N[

d L a1k, Qv ks Uik,
%5,,(15) = —/ al(x)%chu + 0&2(3:)%@21/ + ag(az)%Uyt dx
0 v v v

que uma vez integrada em (0,t), t € (0,7 e aplicada a desigualdade de Holder, acarreta
em

e <see [ ([ ofB) (["aa) 5.0

L o~ 2 L 2 L o~ 2 L 2
+ (/ Oz2'g2 (q]:;ky)) (/ 042ng> + (/ 06393(221275%)) (/ OZ3U3t) ds.
0 v 0 0 v 0

Assim, estendendo o intervalo de integragao com s € [0, 7] em (5.46), tomando o supremo
e usando a limitacdo de FE,(t) e F,(t) dadas por (5.40) e (5.41) conseguimos

1 1 1
sup &,(t) < C’/ (/ o 422 )> I (/ a292(q]§2 )) i </ a393(k2t )>
t€[0,T] 0 b 0 2
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Devido a (5.38) e a estimativa acima segue que

V=00 | ¢ef0,T]

lim [sup Sl,(t)] = 0.

Logo, de (5.38), (5.45), (5.46) e da identidade acima podemos concluir que

V—00

T az
lim / / Pz, + T1q3, + TG, dxdt = 0. (5.47)
0 al

Mas, de (5.39), (5.41) e do teorema 5.2.1, temos que

T as
1=FE,0)=FE,(0)<C / / Pz, + TIqs, + ToGa, ddt.
0 al

Tomando o limite na expressao acima quando v tende ao infinito e usando (5.47) resulta
que
1<0

Y

o que é um absurdo. Assim encerramos a prova do teorema 5.2.2.

5.3 Taxas de Decaimento

Nesta segao utilizaremos o método desenvolvido por Lasiecka and Tataru
[29] para obter taxas de decaimento para o sistema de termodifusao (5.1)-(5.3). Entao,
defina
h(z) = hi(z) + ha(z) + hs(z)

com h;(0) =0, 7= 1,2,3, onde h; sdo fungoes concavas e estritamente crescentes satisfa-
zendo
hi(sgi(s)) > s>+ g7(s), para|s| < 1. (5.48)

Estas funcoes podem ser construidas a partir das hipdteses sobre as funcoes ¢g;, i = 1,2, 3.

O proximo passo € considerar

r(z)=h (IiE_T> )
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Como 7 é mondtona crescente, vem que C'I + r é invertivel para qualquer que seja a
constante C’ > 0. Entao, dado M > 0, defina

p(z) = (C'T+r)" ' (M)

a qual é uma funcao positiva, continua e estritamente crescente com p(0) = 0.

Finalmente, considere

g(z) =z — (I +p)~'(2). (5.49)

O seguinte resultado é devido a Lasiecka and Tataru [29].

Lema 5.3.1 Considere as fungdes p e g como definidas acima. Se (s,) € uma sequéncia
de numeros positivos satisfazendo

Sm41 + D(Smt1) < Sm,

entao s, < S(m) onde S(t) é a solugcdo da equagao diferencial

d
ES<t) + Q(S(t)) =0, (550)
S(O) = Sp-

Além disso, como p(z) > 0, para = > 0, temos que

lim S(t) = 0.

t—o0

As taxas de decaimento sao dadas pelo seguinte teorema

Teorema 5.3.2 Considerando as hipoteses 5.1.2 e 5.1.1, se os dados iniciais sao limita-
dos, entao existe Ty > 0 tal que a energia E(t) de (5.1)-(5.3) satisfaz

E(t)gS(%—l), V> T,

0
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com lim S(t) = 0, onde S(t) € a solugao da sequinte equagao diferencial

t—00
d
C5(1) +a(5(1) =0,
S(0) = E(0)
e q € dada em (5.49).
Observagao 5.3.3 Se g;(s) = s a taxa de decaimento é exponencial, isto €, existem

constantes C' > 0 e v > 0 tais que
E(t) < Ce " E(0).

Demonstragao:[Prova do teorema 5.3.2] Considere {u, 6,6, 1,2} a solugao de (5.1)-
(5.3) com dados iniciais limitados {ug, u1, 010, 020, G10, 20} Defina

I, = {(x,t) € (0,L) x (0,T); |qi(z,8)| > 1} e Ty = (0,L) x (0,7) \ I,
I, = {(z,) € (0,L) x (0,T); |ga(, )| > 1} e Ty = (0, L) x (0, T) \ IL,

Ty = {(2,t) € (0, L) x (0,T); |ug(w,t)| > 1} e Ty = (0, L) x (0,T) \ L.

Tendo em mente a desigualdade de observabilidade dada pelo teorema 5.2.2,
estimaremos o lado direito de (5.33). Primeiramente, observe que

T L
| [ i@+ glandnt = [ i)+ a))dode+ [ ao)(a? + 8 an)dads
o Jo i r
1 1 (5.51)
A Primeira integral do lado direito de (5.51) é estimada por

/H 0a(2)( + g2 a))dedt < (k' + K) / (@) pgi(g)dedt,  (5.52)

II;
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e a segunda, utilizando as propriedade da funcao h, estimamos conforme segue

/F 01 () + g3 dadt < / a1 (2) s (qug () dodt

I

< [+l (1248 — ) ) o

T+ onll
< (14 [laaoo) / b (0 (2) g1 () derdt

Iy

1 T L
< (14 oo LT / / by (e (2)qrg (qn) dadt
LT J, Jo

<+ oot (3 [ [ et ayisat)
(5.53)

onde o ultimo passo é devido a desigualdade de Jensen. Entao, (5.51), (5.52) e (5.53)
implicam

/OT /OL ay(z) (g} + g5 (qn))dedt
< (ky '+ Ky) /OT /OL a1 (2)qrg (g1 dadt

+ (14 [Jau]|o) LTy (% /OT/OLal(x)qlgl(ql)dmdt). (5.54)

Analogamente, obtemos

/oT /OL as(2) (g5 + g5 (g2))dwdt
< (ky' 4 K») /OT /OL s (2)go2(go) ddt

+ (14 [Jas||o) LThs (% /O ' /0 L&g(x)qggg(qg)dxdt> (5.55)
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/0 : /0 ’ as(@)(uf + g3 (uq))dudt
< (k3! + K3) /0 ' /O ’ s (2)uygs (ug ) dadt
+ (14 las]lo) L Ths (% /0 ' /0 Lozg(x)utgg(ut)dxdt). (5.56)

Do teorema 5.2.2 e das estimativas (5.54), (5.55) e (5.56) chegamos a
8 T L
E(T)<CY (k' + Ki)/ / a1(2)q191(q1) + @2(2)qaga(g2) + as(w)urgs(ug)dadt
i=1 0 Jo
T L
M~ 'r (/ / a1 (2)q191(q1) + a2(7)qaga(ga) + a3($)ut93(ut)d$dt) ;
o Jo

d
onde 1

M= = :
C’LTiI:nla?X?){(l + [Jeilloo) }

Fixando 3 1
o — Zi:l (ki + K)
LT max {(1+ [|aifl)}

e usando o lema 5.1.3 chegamos a

vEm) < ¢ [ [ awnne) + o) + o
+r (/OT /OL a1(z)q191(q1) + a2(7)g292(q2) + a3($)ut93(ut)d$dt)
— (CI+7) ( / ) / o (@)1 (@) + () aanlan) + a3<x>utgs<ut>dxdt)

= (C'I+7) (/OT —%E(t)dt)

= (C'I+7r)(E0)—E(T)).

As propriedades da fungao p apresentadas no inicio desta secao combinadas
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a ultima estimativa nos fornecem
E(T) + p(E(T)) < E(0)
Trocando T" e 0 por (m + 1)T" e mT, respectivamente, na desigualdade acima obtemos
E(m+1T)+p(E(m+1)T)) < E(mT), m=0,1,2,...
Aplicando o lema 5.3.1 para s, = F(mT') resulta que
E(mT)<S(m), m=0,1,2,...

Dai, para t = mT + 7, 7 € [0,7), devido ao lema 5.1.3 e o fato que S(-) é dissipativo
chegamos a

E(t) < E(T) < S(m) < s(t;T) < s(%q),

o que completa a prova do teorema 5.3.2.

Observagao 5.3.4 Exemplos para as ndo linearidades g.s com suas respectivas taxas
explicitas para o decaimento podem ser encontrados em [12].
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