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2.3 Espaços de Funcionais à Valores Vetoriais . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4 O Espaço W (0, T ;X, Y ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.5 Integral de Bochner: definição, convergência e regularização . . . . . . . . 16

2.6 Mais alguns Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

- xiii -



Conteúdo
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Resumo

Este trabalho diz respeito a controlabilidade exata interna de um sistema

de Bresse generalizado com coeficientes variáveis, cujos mecanismos de controle agem em

um subintervalo arbitrariamente pequeno (l1, l2) de (0, L). Nossos cálculos sugerem um

tempo mı́nimo de controle e uma região onde os controles se tornam mais eficientes. Os

coeficientes variáveis podem ser vistos como uma generalização do operador Laplaciano.

O principal resultado é obtido aplicando o método HUM (Hilbert Uniqueness Method)

devido a Lions [32, 31], sem fazer o uso do teorema da unicidade de Holmgren ou da

hipótese de igualdade de velocidade de propagação de ondas.

Também estudamos o sistema de termodifusão do tipo “second sound” em

um domı́nio unidimensional com a ação de mecanismos de dissipação linear e não linear

em uma região arbitrariamente pequena. Usamos técnicas envolvendo energias de pri-

meira e segunda ordem, multiplicadores e o método desenvolvido por Lasiecka e Tataru

[29] para obter taxas de decaimento. Um resultado de observabilidade interna também

foi mostrado para alcançar a estabilidade assintótica mencionada acima.

Palavras chave: sistema de Bresse, método HUM, controlabilidade exata, regularidade

escondida, coeficientes variáveis, sistema de termodifusão, desigualdade de observabili-

dade, lei de Cattaneo.
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Abstract

This work is concerned with the internal exact controllability of a gene-
ralized Bresse system with variable coefficients, which the control functions acts in an
arbitrarily small subinterval (l1, l2) of (0, L). Our computation suggests a minimal time
control and a region where the controls are more effective. The variable coefficients can
be viewed as a generalization of the Laplacian operator. The main result is obtained
applying HUM (Hilbert Uniqueness Method) due to Lions [32, 31], without use the Holm-
gren’s Uniqueness Theorem or the hypothesis of equal-speed waves of propagation.

We also consider the thermodiffusion system with second sound in a boun-
ded one-dimensional domain with localized linear and nonlinear damping mechanisms
acting on an arbitrarily small region. Through a combination of first and second order
energy, multipliers technique and the method developed by Lasiecka and Tataru [29] de-
cay rates are obtained. A result of internal observability was also proved to reach the
asymptotic stability above.

Key words: Bresse system, Hilbert Uniqueness Method; exact controllability; hidden
regularity; variable coefficients, thermodiffusion system, observability inequality, Catta-
neo’s law.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O presente trabalho trata da controlabilidade exata interna de um sistema

de Bresse generalizado e da estabilização de um sistema de termodifusão. No caṕıtulo

seguinte, caṕıtulo 2, apresentamos diversos resultados preliminares referente aos espaços

de Sobolev, à teoria das distribuições e semigrupos os quais são amplamente utilizados ao

longo do texto. Os resultados de controlabilidade e estabilização, ora mencionados, são

obtidos nos caṕıtulos posteriores. No que segue, uma breve introdução sobre os problemas

abordados.

1.1 O sistema de Bresse

No caṕıtulo 3 consideramos o sistema de Bresse generalizado dado por





ρ1ϕtt − k(a(x)ϕx + ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ] = f1

ρ2ψtt − (b(x)ψx)x + k(ϕx + ψ + lω) = f2

ρ1ωtt − k0[c(x)ωx − lϕ]x + kl(ϕx + ψ + lω) = f3

(1.1)

em Q = (0, L)× (0, T ). Assumimos condições de fronteira do tipo Dirichlet, i.e.,

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = ω(0, t) = ω(L, t) = 0, (1.2)

para t ∈ (0, T ), e condições iniciais




ϕ(·, 0) = ϕ0, ϕt(·, 0) = ϕ1,

ψ(·, 0) = ψ0, ψt(·, 0) = ψ1,

ω(·, 0) = ω0, ωt(·, 0) = ω1.

(1.3)
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O problema da controlabilidade exata de (1.1)-(1.3) é formulado da seguinte

forma: dado T > 0, suficientemente grande, precisamos encontrar um espaço de Hilbert H
tal que para cada dado inicial {ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1} ∈ H seja posśıvel encontrar controles

f1 = h1(x, t)χ, f2 = h2(x, t)χ e f3 = h3(x, t)χ, h1, h2, h3 ∈ L2(l1, l2), onde χ é a função

caracteŕıstica de (l1, l2)× (0, T ) com (l1, l2) ⊂ (0, L), de tal forma que a solução {ϕ, ψ, ω}
de (3.1)-(3.3) satisfaça

ϕ(x, T ) = ϕt(x, T ) = ψ(x, T ) = ψt(x, T ) = ω(x, T ) = ωt(x, T ) = 0

Primeiramente, observamos que as funções a, b, c estão sendo consideradas

de modo a satisfazer a(x) ≥ 1, b(x) ≥ b0 > 0 e c(x) ≥ 1. Além disso, as constantes

consideradas, ρ1, ρ2, k, k0 e l, são positivas. Desta forma, o sistema (1.1)-(1.3), é uma

generalização do sistema de Bresse usual, onde a(x) = c(x) = 1 e b(x) = b0 > 0.

No sistema de Bresse as constantes ρ1, ρ2, k, k0, l e b0 estão relacionadas

com a composição do material. Já as componentes ω, ϕ, ψ da solução deste sistema repre-

sentam os deslocamentos longitudinal, vertical e ângulo de cisalhamento, respectivamente.

Algumas estruturas elásticas em forma de arcos e vibrações de vigas são modeladas por

(1.1) e são objeto de estudo em diversas áreas como matemática, f́ısica e engenharia. Mais

detalhes e aplicações podem ser encontrados em [35, 52] assim como em suas referencias.

Existem alguns trabalhos já tratando da existência e da estabilização do

sistema de Bresse como, por exemplo, [3, 15, 16, 21, 22, 35, 52] mas não conhecemos

nenhum que trate de controlabilidade ou considere coeficientes variáveis.

Parte da motivação deste trabalho vem de [48] onde o autor estudou a

controlabilidade do sistema





ψtt − (a(x)ψx)x + ϕx + ψ = f,

ϕtt − (b(x)ϕx)x + ψx + ϕ = g,

a(x) ≥ a0 > 1, b(x) ≥ b0 > 1.

(1.4)

Vislumbramos que algumas idéias ali contidas poderiam ser estendidas e outras melhora-

das.

Com vistas a controlabilidade, o ponto chave é obter a desigualdade in-

versa, dada pelo teorema 3.2.6, para a qual se faz necessário provar uma desigualdade de

observabilidade (ver teorema 3.2.3). As maiores dificuldades surgem devido ao fato que

a presença de coeficientes variáveis impossibilita o uso da continuação única dada pelo
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teorema de Holmgren o qual foi usado recentemente em [15, 16] para obter resultados

semelhantes. Para contornar isso, somos levados a provar um resultado de regularidade

escondida fazendo uma convolução com uma sequência de funções regularizantes (veja

lema 3.2.4). Para finalizar, a controlabilidade exata é obtida pela aplicação do método

HUM (Hilbert Uniqueness Method) proposto por Lions em [32, 31] e usado em diversos

trabalhos como, por exemplo, [2, 13, 19, 20, 26, 27, 28, 30, 38, 41].

É importante enfatizar que nenhuma restrição é feita sobre os coeficientes,

a não ser aquelas provenientes da modelagem já mencionadas acima. Portanto, a hipótese

da igualdade da velocidade de propagação de ondas

ρ1

ρ2
=

k

b0
e k = k0

não é exigida aqui. Essa relação foi usada em diversos trabalhos, veja [3, 21, 22, 52], que

nos ajudaram a compreender melhor o sistema de Bresse e pôde ser retiranda recente-

mente, em [15, 16], permitindo uma abrangência maior dos resultados obtidos à realidade

f́ısica do problema.

1.2 O sistema de termodifusão

Nos caṕıtulos 4 e 5 passamos a estudar o problema de termodifusão





ρutt − (λ+ 2µ)uxx + γ1θ1x + γ2θ2x + α3(x)g3(ut) = 0,

cθ1t +
√
kq1x + γ1utx + dθ2t = 0,

nθ2t +
√
Dq2x + γ2utx + dθ1t = 0,

τ1q1t + α1(x)g1(q1) +
√
kθ1x = 0,

τ2q2t + α2(x)g2(q2) +
√
Dθ2x = 0,

com gi(s) = s no caṕıtulo 4 e com caracteŕısticas não lineares no caṕıtulo 5.

O fenômeno da termodifusão está presente em diversas áreas da ciência

como: problemas de mistura, mecânica da fratura e delaminação. O processo de difusão

de calor e de massa, em altas e baixas temperaturas desempenha papel fundamental em

muitos problemas envolvendo satélites, retorno de véıculos espaciais e aterrissagens em

água e solo, e atualmente, companhias petroĺıferas tem demonstrado interesse em proces-

sos de termodifusão visando uma extração mais eficiente destes recursos como pode ser

visto em [1]. Os avanços nesta teoria também vão de encontro a descoberta de novos ma-
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teriais, especialmente em materiais compostos, e também na influência que a termodifusão

exerce em cerâmicas e poĺımeros, conforme [46].

Em 1971, Nowacki [44], apresentou as equações clássicas da termodifusão





ρutt − (λ+ 2µ)uxx + γ1θ1x + γ2θ2x = 0

cθ1t − kθ1xx + γ1utx + dθ2t = 0

nθ2t −Dθ2xx + γ2utx + dθ1t = 0

que modelam este processo em um corpo sólido, como também pode ser visto em [37, 49].

Mais tarde, o mesmo Nowacki [45] expandiu a teoria da difusão termo-elástica explorando

o problema da dinâmica da difusão em corpos sólidos por meio de um acoplamento com

um modelo termo-elástico.

Além disso, em 2004, mais um passo foi dada no sentido de estender essa

teoria, desta vez por Sherief et al [51], permitindo velocidades de propagação finita de

ondas. Para isso a lei de Fourier para propagação de calor a uma velocidade infinita é

substitúıda pela lei de Cattaneo tornando o sistema 100% hiperbólico e mais realista do

ponto de vista f́ısico. Na atualidade estes novos modelos hiperbólicos tem sido aplicados

com sucesso na indústria de eletrônicos como, por exemplo, em processos envolvendo a

limpeza e remoção de part́ıculas em pequenos componentes (microchips, resistências, etc.)

de circuitos elétricos. Nestes casos o novo modelo tem-se comportado de forma satisfatória

por dois motivos principais: a delicadeza dos materiais envolvidos e, fundamentalmente,

pelos pequenos espaços de tempo considerados para o modelo, que fazem com que o

paradoxo da propagação infinita de sinais dado pelo modelo parabólico (Lei de Fourier)

seja eliminado.

Concomitantemente, diversos novos modelos de termodifusão foram sur-

gindo o que levou Liu e Reissing [37] a propor uma classificação para estes modelos alter-

nativos baseados na classificação já existente para os modelos termoelásticos, a saber: 1 -

modelo clássico, 2 - ondas térmicas e 3 - amortecimento viscoelástico ou modelo “second

sound”.

De acordo com esta classificação, Aouadi [1] e Zhang e Qin [54] apresentaram
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e estudaram o seguinte modelo do tipo “second sound”





ρutt − (λ+ 2µ)uxx + γ1θ1x + γ2θ2x = 0,

cθ1t +
√
kq1x + γ1utx + dθ2t = 0,

nθ2t +
√
Dq2x + γ2utx + dθ1t = 0,

τ1q1t + q1 +
√
kθ1x = 0,

τ2q2t + q2 +
√
Dθ2x = 0,

(1.5)

com diferentes condições de fronteira. Eles mostraram a existência de solução, via teoria

de semigrupos, e a estabilização, com decaimento exponencial, via método de Lyapunov

combinado com técnicas dos multiplicadores e controle de termos de bordo como feito em

[50].

Observemos que os termos que provocam dissipações nos sistemas estudados

por Aouadi [1] e Zhang e Qin [54], e consequentemente decaimento da energia total, são as

parcelas q1 e q2 presentes nas duas últimas equações de (1.5). Portanto estas dissipações

são efetivas em todo o domı́nio por eles considerado.

O nosso objetivo é obter taxas de decaimento para o modelo de termodi-

fusão do tipo “second sound” usando apenas dissipações localizadas em uma região ar-

bitrariamente pequena do domı́nio. Como já mencionamos, no caṕıtulo 4 consideramos

dissipações de caracter linear e no caṕıtulo 5 dissipações com caracteŕısticas não lineares.

Da forma como propomos, os resultados obtidos no caṕıtulo 5 generalizam aqueles obtidos

no caṕıtulo 4 e são independentes. No entanto julgamos conveniente apresentar o caṕıtulo

4, sobretudo pelas técnicas utilizadas para se trabalhar com energias de ordem superior,

dispensadas no caṕıtulo 5. Em ambos os casos a existência é baseada na teoria de semi-

grupos, ora linear ora não linear, e a estabilidade no método desenvolvido por Lasiecka

e Tataru [29], com suas devidas adaptações, o qual tem sido amplamente utilizado, ver

[14, 12, 5, 10, 15, 16].

A grande dificuldade enfrentada, comparada aos trabalhos de Aouadi, Racke,

Zhang e Qin [1, 50, 54], surge devido ao fato que a caracteŕıstica local das dissipações

impede o uso da desigualdade de Poincaré em diversas estimativas. Para contornar isso

utilizamos alguns multiplicadores muito particulares, um deles dado por Tébou [53] e

outro que nós introduzimos ao longo do texto. Também é importante enfatizar que,

com essas técnicas, os mecanismos de dissipação podem ser considerados em uma região

arbitrariamente pequena do intervalo (0, L) dado.





Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Espaços Funcionais

2.1.1 Distribuições

Sejam x = (x1, x2, ..., xn) pontos do R
n e α = (α1, α2..., αn), n-uplas de

números inteiros não negativos. Considerando |α| = α1 + α2... + αn e α! = α1!α2!...αn!

denotaremos o operador derivação em R
n por

Dα =
∂|α|

∂xα1

1 ∂x
α2

2 ...∂x
αn
n

.

Seja Ω um aberto do Rn e ϕ : Ω→ R. Definimos o suporte da função ϕ em Ω

e denotamos por supp(ϕ) o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}. Quando supp(ϕ)
é compacto, dizemos que ϕ tem suporte compacto em Ω. Denotaremos por C∞0 (Ω) o

conjunto das funções ϕ : Ω→ R que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que possuem

suporte compacto.

O espaço das funções testes de Ω, D(Ω), é o espaço C∞0 (Ω) munido da

seguinte noção de convergência: Dada uma sucessão {ϕν} de funções de C∞0 (Ω) e ϕ ∈
C∞0 (Ω) dizemos que

ϕν → ϕ em D(Ω) (2.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω tal que

i) supp(ϕν) ⊂ K, ∀ν e supp(ϕ) ⊂ K;

ii) Dαϕν → Dαϕ uniformemente sobre K, ∀α ∈ N
n.
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Uma distribuição sobre Ω é uma forma linear sobre D(Ω) que é cont́ınua
no sentido da convergência dada em 2.1. Chamaremos por D′(Ω) o espaço vetorial das

distribuições sobre Ω. Diremos que {Tν}, uma sucessão de elementos de D′(Ω) converge
para T ∈ D′(Ω) e escreveremos

Tν → T em D′(Ω)

quando

〈Tν , ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Dada uma distribuição T sobre Ω e α ∈ N
n, a derivada distribucional de

ordem α da distribuição T , denotada por DαT , é dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Com essa definição, uma distribuição T ∈ D′(Ω) possui derivada distribuci-
onal de todas as ordens e DαT ∈ D′(Ω) e além disso a aplicação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)
T 7→ DαT

é linear e cont́ınua.

2.1.2 Espaços Lp(Ω)

Sejam Ω um subconjunto do R
n e p um número real tal que 1 ≤ p < ∞.

Denotaremos por Lp(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções mensuráveis u, definidas

em Ω tais que |u|p é Lebesgue integrável sobre Ω.

O espaço Lp(Ω) munido da norma

||u||Lp(Ω) =

(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

é um espaço de Banach.

Se define por L∞(Ω) o conjunto das funções u : Ω→ R tais que u é mensu-

rável e existe uma constante C tal que |u(x)| ≤ C para quase todo x ∈ Ω. Uma norma
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em L∞(Ω) é dada por

||u||L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ≤ C q.s. em Ω}

a qual o torna um espaço de Banach.

Em particular, L2(Ω), com o produto interno

(u, v) =

∫

Ω

u(x)v(x) dx

e a norma |u|2 = (u, u), é um espaço de Hilbert.

Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Diz-se que p′ é o ı́ndice conjugado de p se
1

p
+
1

p′
= 1.

Proposição 2.1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b são números reais não negati-

vos então

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′

sempre que 1 < p <∞ e
1

p
+
1

p′
= 1.

Demonstração: Ver [7].

✷

Proposição 2.1.2 (Desigualdade de Hölder) Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lp′(Ω) com

1 < p <∞. Então uv ∈ L1(Ω) e
∫

Ω

|uv| ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lp′ (Ω)

Demonstração: Ver [7].

✷

Proposição 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v ∈ Lp(Ω) e 1 ≤ p <∞
então

||u+ v||Lp(Ω) ≤ ||u||Lp(Ω) + ||v||Lp(Ω).
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Demonstração: Ver [40].

✷

Proposição 2.1.4 (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do R
n, então para

toda função côncova F e toda função integrável g ∈ L1(B) temos

F

(
1

med(B)

∫

B

g(x)dx

)
≥ 1

med(B)

∫

B

F (g(x))dx.

Demonstração: Ver [43].

✷

Teorema 2.1.5 (Convergência Dominada de Lebesgue) Se uma sequência {fk}
de funções integráveis a Lebesgue num conjunto Ω converge quase sempre em Ω para um

função f, e se |fk|L1(Ω) ≤ ψ, quase sempre em Ω, ∀k ∈ N, para um certa função ψ ∈ L1(Ω),
então a integral

∫

Ω

f existe e

∫

Ω

f dx = lim
k→∞

∫

Ω

fk dx

Demonstração: Ver [23].

✷

Denota-se por Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das (classes de) funções

u : Ω→ R tais que |u|p é lebesgue integrável sobre cada subconjunto compacto de Ω.

Proposição 2.1.6 (Du Bois Raymond) Sejam u ∈ L1loc(Ω) tal que
∫

Ω

u(x)ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

então u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver [8].
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✷

2.1.3 Espaços de Sobolev

Sejam Ω um aberto do R
n, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ≥ 1. O espaço de Sobolev

Wm,p(Ω) é o espaço vetorial de todas as funções de Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para

todo α ≤ m. Simbolicamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀|α| ≤ m} .

Uma norma em Wm,p(Ω) é dada por

||u||p
Wm,p(Ω) =

∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|p dx, se 1 ≤ p <∞,

e

||u||p
Wm,∞(Ω) =

∑

|α|≤m
sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|p dx, se p =∞,

a qual o torna um espaço de Banach. No caso p = 2, escreve-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) e

munindo-o com o produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|≤m

∫

Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx

temos um espaço de Hilbert.

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω), ou

seja,

C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

= W
m,p
0 (Ω).

Quando Ω é limitado em alguma direção xi de R
n e 1 ≤ p < ∞ então a

norma em W
m,p
0 (Ω) dada por

||u||p =
∑

|α|=m

∫

Ω

|Dαu(x)|p dx

é equivalente a norma induzida por Wm,p(Ω).
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Representa-se por W−m,p′(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω), onde 1 ≤ p <

∞ e p′ é o ı́ndice conjugado de p. Por H−m(Ω) denota-se o dual topológico de Hm
0 (Ω).

2.2 Topologias Fracas, Espaços Reflexivos e Separá-

veis

Nesta seção temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca ∗,
assim como resultados de convergência nestas topologias envolvendo a reflexividade e a

separabilidade dos espaços.

Considerando E um espaço de Banach, a topologia fraca σ(E,E ′) sobre E

é a topologia menos fina sobre E que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ E ′.

Seja {xn} uma sucessão convergente para x na topologia fraca σ(E,E ′).

Quando não houver possibilidade de confusão diremos apenas que {xn} converge fraco
para x e denotaremos por

xn ⇀ x em E

Proposição 2.2.1 Seja {xn}n∈N uma sucessão em E, então

i) xn ⇀ x em E se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 , ∀f ∈ E ′;

ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ x em E;

iii) Se xn ⇀ x em E, então ||x||E é limitada e ||x||E ≤ lim inf ||xn||E;

iv) Se xn ⇀ x em E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [7].

✷

Sejam E um espaço de Banach e x ∈ E fixo. Considere a aplicação

Jx : E
′ −→ R

f 7→ 〈Jx, f〉 = 〈f, x〉

que é linear e cont́ınua e portanto Jx ∈ E ′′, ∀x ∈ E. Deste modo, definamos a aplicação
J : E → E ′′ tal que J(x) = Jx, a qual é chamada de injeção canônica de E em E ′′.
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A topologia fraca ∗, ou σ(E ′, E), é a topologia menos fina sobre E ′ que faz
cont́ınuas todas as aplicações Jx.

Seja {fn} uma sucessão convergente para f na topologia fraca ∗ σ(E,E ′).
Com vistas a simplificação das notações escreveremos apenas que {fn} converge fraco ∗
para f , ou simbolicamente

fn
∗
⇀ f em E ′

quando não houver possibilidade confusão.

Proposição 2.2.2 Seja {fn}n∈N uma sucessão em E ′, então

i) fn
∗
⇀ f em E ′ se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉 ∀x ∈ E;

ii) Se fn → f forte, então fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′);

iii) Se fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′), então fn
∗
⇀ f em E ′;

iv) Se fn
∗
⇀ f em E ′, então ||fn||E′ está limitada e ||f ||E′ ≤ lim inf ||fn||E′;

v) Se fn
∗
⇀ f em E ′ e xn → x em E, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [7].

✷

Dizemos que um espaço de Banach é reflexivo quando a injeção canônica

J : E → E ′′ é sobrejetora. Um espaço métrico E é dito separável quando existe um

subconjunto M ⊂ E enumerável e denso em E.

Teorema 2.2.3 Seja E um espaço de Banach tal que E ′ é separável. Então E é separável.

Demonstração: Ver [7].

✷

Teorema 2.2.4 Seja E um espaço de Banach separável e seja {fn} uma sequência

limitada em E ′. Então existe uma subsequência {fnk
} que converge na topologia fraca

∗ (σ(E ′, E)).
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Demonstração: Ver [7].

✷

Teorema 2.2.5 Seja E um espaço de Banach reflexivo e seja {xn} um sequência limitada

em E. Então existe uma subsequência {xnk
} que converge na topologia fraca (σ(E,E ′)).

Demonstração: Ver [7].

✷

2.3 Espaços de Funcionais à Valores Vetoriais

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por D(0, T ;X) o espaço local-
mente convexo completo das funções vetoriais ϕ : (0, T )→ X infinitamente diferenciáveis

com suporte compacto em (0,T). Dizemos que uma sucessão

ϕν −→ ϕ em D(0, T ;X)

se

i) Existe um compacto K de (0,T) tal que supp(ϕν) e supp(ϕ) estão contidos em K,

para todo ν;

ii) Para cada k ∈ N,
dk

dtk
ϕν(t)→

dk

dtk
ϕ em X, uniformemente em t ∈ (0, T ).

O espaço das aplicações lineares cont́ınuas de D(0, T ) = D(0, T ;R) em X

será denotado por D′(0, T ;X), ou seja, S ∈ D′(0, T ;X) se S : D(0, T ) → X é linear e se

θν → θ em D(0, T ) implicar que 〈S, θν〉 → 〈S, θ〉 em X. Diremos que

Sν −→ S em D′(0, T ;X)

se

〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉 em , ∀θ ∈ D(0, T ).
O espaço D(0, T ;X) equipado com a convergência acima é denominado espaço das dis-

truibuições vetoriais de (0, T ) com valores em X.
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Denota-se por L2(0, T ;X) o espaço das (classes de) funções vetoriais u :

(0, T )→ X mensuráveis em (0, T ), (0, T ) dotado da medida de Lebesgue, tais que

∫ T

0

||u(t)||2Xdt <∞.

Em particular, se X é um espaço de Hilbert, então L2(0, T,X) munido do

produto interno

(u, v)L2(0,T,X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt

também é um espaço de Hilbert.

2.4 O Espaço W (0, T ;X, Y )

Sejam X e Y dois espaços de Hilbert separáveis, X ⊂ Y com imersão

cont́ınua e densa. Definimos um novo espaço de Hilbert

W (0, T ;X, Y ) =
{
u ∈ L2(0, T ;X); ut ∈ L2(0, T ;Y )

}

com a norma

||u||2W (0,T ;X,Y ) = ||u||2L2(0,T ;X) + ||ut||2L2(0,T ;Y ).

Para mais detalhes ver [18].

Considere o espaço C([0, T ];E) como sendo o conjunto das funções cont́ınuas

de [0, T ] em E, munido da norma

||u||C([0,T ];E) = sup
t∈[0,T ]

||u(t)||E.

Com essas notações, temos o

Teorema 2.4.1 Se u ∈ W (0, T ;X, Y ) então u ∈ C([0, T ]; [X, Y ] 1
2

), onde [X, Y ]θ denota

a interpolação1 entre os espaços X e Y .

Demonstração: Ver teorema 3.1, p.19 de [34].

✷

1Para mais detalhes sobre espaços interpolados veja [34].
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2.5 Integral de Bochner: definição, convergência e

regularização

Consideremos f : A→ X uma função com valores vetoriais definida em um

subconjunto mensurável a Lebesgue A ⊂ R em um espaço de Banach, real ou complexo,

X de norma ‖ · ‖X .

Definição 2.5.1 Diz-se que f : A→ X é simples se assume um número finito de valores.

Em outras palavras, f é simples se existem A1, A2, . . . , Am subconjuntos mensuráveis de

A, dois a dois disjuntos, cada qual tendo medida finita e existem x1, x2, . . . , xm pontos

não nulos correspondentes em X tais que

f(t) =
m∑

j=1

χAj
(t)xj (2.2)

onde χAj
é a função caracteŕıstica de Aj. Assim, se t ∈ Aj0, para algum j0 então f(t) =

xj0, ou seja, f é constante em Aj0. Agora, se t ∈ A \
m⋃
j=1

Aj então f(t) = 0.

Definição 2.5.2 Diz-se que f : A→ X é fortemente mensurável se existe uma sequência

de funções simples {fn}n∈N tal que:

lim
n→∞

‖fn(t)− f(t)‖X = 0, quase sempre em A.

Definição 2.5.3 Define-se a integral da função simples f : A→ X dada em (2.2) por:

m∑

j=1

med(Aj)xj

e denota-se por ∫

A

f(t) dt =
m∑

j=1

med(Aj)xj

Definição 2.5.4 Uma função f : A → X é dita integrável à Bochner se existe uma
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sequencia de funções simples {fn}n∈N tal que

fn(t)→ f(t) em X quase sempre em A

e além disso,

lim
n→∞

∫

A

‖fn(t)− f(t)‖X dt = 0.

A integral de f sobre A, que denotaremos por
∫
A
f(t) dt é definida por

∫

A

f(t) dt = lim
n→∞

∫

A

fn(t) dt.

Teorema 2.5.5 (Bochner) Seja A ⊂ R um conjunto mensurável a Lebesgue. Uma

função f : A→ X fortemente mensurável é Bochner integrável se e somente se a aplicação

numérica t ∈ A 7→ ‖f(t)‖X é integrável a Lebesgue.

Demonstração: ver [9].

✷

Designaremos por Lp(A;X), 1 ≤ p ≤ ∞, a classe das funções f fortemente

mensuráveis e tais que a função numérica:

t ∈ A 7−→ ‖f(t)‖X

pertence a LP (A).

Proposição 2.5.6 Sejam f ∈ L1(R) e g ∈ Lp(R;X) com 1 ≤ p ≤ ∞. Então, para quase

todo t ∈ R a função s ∈ R 7→ f(t− s)g(s) ∈ X é Bochner integrável e pondo-se

(f ∗ g)(t) =
∫

R

f(t− s)g(s) ds

tem-se (f ∗ g) ∈ Lp(R;X) e

‖f ∗ g‖Lp(R;X) ≤ ‖f‖L1(R)‖g‖Lp(R;X).

Demonstração: ver [9].

✷
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Proposição 2.5.7 Sejam f ∈ Ck
0 (R) e g ∈ L1loc(R;X), k ∈ N

∗. Então

(f ∗ g) ∈ Ck(R;X).

Além disso
dk

dtk
(f ∗ g) = dkf

dtk
∗ g

Demonstração: ver [9].

✷

Definição 2.5.8 Denomina-se sucessão regularizante a toda sucessão {ρν}ν∈N de funções

reais tais que:

ρν ∈ C∞0 (R), supp(ρν) ⊂ B 1

ν
(0),

∫

R

ρν(t) dt = 1 e ρν ≥ 1 em R.

Proposição 2.5.9 Seja f ∈ C0(R;X). Então ρν ∗ f → f uniformemente sobre todo

compacto de R.

Demonstração: ver [9].

✷

Proposição 2.5.10 Seja f ∈ Lp(R;X), com 1 ≤ p <∞. Então

ρν ∗ f → f em Lp(R;X).

Demonstração: ver [9].

✷
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2.6 Mais alguns Resultados

Devido a dimensão do trabalho, enunciamos nesta seção mais alguns resul-

tados utilizados no texto.

Proposição 2.6.1 (Lema de Gronwall) Sejam z ∈ L∞(0, T ) e ϕ ∈ L1(0, T ) tais que

z(x) ≥ 0, ϕ(t) ≥ 0 e seja c ≥ 0 uma constante. Se

ϕ(t) ≤ c+

∫ t

0

z(s)ϕ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

então

ϕ(t) ≤ c.e
∫ t

0
z(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Ver [39].

✷

Teorema 2.6.2 (de Representação de Riesz-Fréchet) Seja H um espaço de Hilbert.

Dada ϕ ∈ H ′, existe f ∈ H único tal que

〈ϕ, u〉 = (f, u) , ∀u ∈ H.

Além disso,

||f ||H = ||ϕ||H′

Demonstração: Ver [7].

✷

Definição 2.6.3 Seja H um espaço de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(u, v) :

H ×H → R é

i) cont́ınua se existe uma constante C tal que

|a(u, v)| ≤ C|u||v|, ∀u, v ∈ H e
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ii) coerciva se existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α|v|2, ∀v ∈ H.

Teorema 2.6.4 (Lax-Milgram) Seja a(u, v) uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva.

Então para toda ϕ ∈ H ′ existe único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 , ∀v ∈ H.

Além disso, se a é simétrica então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉 = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Demonstração: Ver [7].

✷

O seguinte resultado é uma consequência do teorema da aplicação aberta

Teorema 2.6.5 Sejam E e F espaços de Banach e T : E −→ F um operador linear

cont́ınuo e bijetivo. Então

i) T−1 é um operador linear e cont́ınuo de F sobre E.

ii) Existem m,M > 0 tais que m‖x‖E ≤ ‖Tx‖F ≤M‖x‖E, para todo x ∈ E.

Demonstração: ver corolário 2.21 p.75 em [11].

✷

Teorema 2.6.6 (Prolongamento por Densidade) Sejam E e F espaços de Banach

e A : D(A) ⊂ E → F um operador linear e limitado. Se D(A) for denso em E, então A

admite um único prolongamento linear limitado Ã a todo espaço E. Além disso,

‖A‖L(D(A),F ) = ‖Ã‖L(E,F ).
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Demonstração: ver teorema 2.42 p.88 de [11].

✷

Teorema 2.6.7 (da Regularidade Eĺıtica) Seja Ω ⊂ R
n um aberto de classe C2 com

fronteira Γ limitada. Seja f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) satisfazendo

∫

Ω

∇u∇ϕ+
∫

Ω

uϕ =

∫

Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Então, u ∈ H2(Ω) e ||u||H2(Ω) ≤ c||f ||L2(Ω) onde c é uma constante que só depende de Ω.

Além disso, se Ω é de classe Cm+2 e f ∈ Hm(Ω), então

u ∈ Hm+2(Ω) com ||u||Hm+2(Ω) ≤ c||f ||Hm(Ω).

Em particular, se m >
n

2
então u ∈ C2(Ω̄). Se Ω é de classe C∞ e f ∈ C∞(Ω̄), então

u ∈ C∞(Ω̄).

Demonstração: Ver [7].

✷

Teorema 2.6.8 (de Aubin-Lions) Sejam B0, B e B1 espaços de Banach tais que

B0

comp→֒ B
cont→֒ B1, onde B0 e B1 são reflexivos. Definamos

W = {u ∈ Lp0(0, T ;B0); ut ∈ Lp1(0, T ;B1)} ,

onde 1 < p0, p1 <∞. Consideremos W munido da norma

||u||W = ||u||Lp0 (0,T ;B0) + ||u||Lp1 (0,T ;B1),

a qual o torna um espaço de Banach. Então a imersão de W em Lp0(0, T ;B) é compacta.

Proposição 2.6.9 (Lema de Lions) Seja {uν} uma sucessão de funções pertencentes

a Lq(Q) com 1 < q <∞. Se

i) uν → u quase sempre em Q e
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ii) ||uν ||Lq(Q) ≤ c, para todo ν ∈ N,

então uν ⇀ u fraco em Lq(Q).

2.7 Operador Definido por uma Terna

Desenvolvemos esta seção conforme [11]. Sejam V e H espaços de Hilbert

complexos, cujos produtos internos e normas denotaremos, respectivamente, por ((·, ·)),
‖ · ‖ e (·, ·), | · |, com V tendo imersão cont́ınua e densa em H.

Seja
a(·, ·) : V × V −→ C

(u, v) 7−→ a(u, v)

uma forma sesquilinear cont́ınua.

Definamos

D(A) = {u ∈ V ; a forma antilinear v ∈ V 7→ a(u, v) é cont́ınua

com a topologia induzida por H} .

Em outras palavras, D(A) é o conjunto dos elementos u ∈ V tais que a forma antilinear

gu : V −→ C

v 7−→ gu(v) = a(u, v)
(2.3)

é cont́ınua quando induzimos em V a topologia de H. Note que D(A) 6= ∅ pois 0 ∈ D(A).
Sendo V denso em H, podemos estender a aplicação (2.3) a uma aplicação

g̃u : H −→ C

antilinear e cont́ınua tal que

g̃u(v) = gu(v), ∀v ∈ V.

Pelo teorema 2.6.2, existe único fu ∈ H tal que

g̃u(v) = (fu, v), ∀v ∈ H.
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Em particular,

a(u, v) = (fu, v), ∀v ∈ V.
Desta forma, temos definida a aplicação

A : D(A) −→ H

u 7−→ Au = fu
(2.4)

e, consequentemente, chegamos a uma nova caracterização para D(A), a saber,

D(A) = {u ∈ V ; existe f ∈ H que verifica a(u, v) = (f, v), para todo v ∈ V } .

Assim, D(A) é subespaço de H e fica definido um operador linear

A : D(A) −→ H

u 7−→ Au

onde

(Au, v) = a(u, v) para todo u ∈ D(A) e para todo v ∈ V.
Neste contexto, diremos que o operador A é definido pela terna {V,H, a(u, v)} e denota-
remos tal fato escrevendo

A↔ {V,H, a(u, v)}.

Teorema 2.7.1 Sejam V e H espaços de Hilbert com V →֒ H sendo V denso em H. Se

a(u, v) é uma forma sesquilinear, cont́ınua e coerciva em V e A é o operador definido pela

terna {V,H, a(·, ·)}, então, para cada f ∈ H, existe um único u ∈ D(A) tal que Au = f .

Demonstração: ver teorema 5.126 em [11].

✷

Sendo A o operador definido pela terna {V,H, a(u, v)}, verifiquemos o que
se pode dizer de uma posśıvel extensão deste. Sejam V ′ e H ′ os antiduais de V e H,

respectivamente. Definamos

B : V −→ V ′

u 7−→ Bu onde Bu : V −→ C é definido por

v 7−→ 〈Bu, v〉V ′,V = a(u, v).
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Observe que a aplicação acima está bem definida e é linear. Da continuidade

de a(·, ·) seque que B é cont́ınua pois

‖Bu‖V ′ = sup
v∈V ;‖v‖≤1

| 〈Bu, v〉 | = sup
v∈V ;‖v‖≤1

|a(u, v)| ≤ sup
v∈V ;‖v‖≤1

C‖u‖‖v‖ ≤ C‖u‖,

ou seja, B ∈ L(V, V ′). Além disso, veja que

Bu = Au, para todo u ∈ D(A),

ou seja, B é uma extensão de A a todo V .

No caso particular que

a(u, v) = ((u, v)) onde ((·, ·)) é o produto interno de V,

então, a extensão B do operador A dada acima é uma bijeção isométrica, onde a injetivi-

dade resulta do fato que B é isometria e a sobrejetividade é uma consequência do teorema

2.6.4 de Lax-Milgram.

2.8 Semigrupos e Grupos de Operadores Lineares em

Espaços de Banach

Definição 2.8.1 Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia a um parâmetro S(t),

0 ≤ t < ∞, de operadores lineares limitados de X em X é um semigrupo de operador

linear limitado de X se

i) S(0) = I.

ii) S(t+ s) = S(t)S(s) para todo t, s ≥ 0

O operador linear A definido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

S(t)x− x

t
existe

}

e

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x

t
=
d+

dt
S(t)x

∣∣∣∣
t=0

para x ∈ D(A)
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é o gerador infinitesimal do semigrupo S(t), onde D(A) é o domı́nio de A.

Definição 2.8.2 Um semigrupo S(t), 0 ≤ t <∞, de operadores limitados de X é forte-

mente cont́ınuo se

lim
t→0+

S(t)x = x para todo x ∈ X.

Um semigrupo de operadores limitados fortemente cont́ınuo de X será chamado de semi-

grupo de classe C0.

Definição 2.8.3 Seja S um semigrupo de classe C0 e A o seu gerador infinitesimal.

Ponhamos A0 = I, A1 = A e, supondo que An−1 esteja definido, vamos definir An pondo:

D(An) =
{
x ∈ X; x ∈ D(An−1) e An−1x ∈ D(A)

}

Anx = A
(
An−1x

)
, ∀x ∈ D(An).

Proposição 2.8.4 Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo, S, de classe C0,

então, para todo x ∈ D(An), S(t)x ∈ Cn−k([0,∞];D(Ak)), k = 0, 1, . . . , n.

Demonstração: ver proposição 2.18, p. 23 de [24].

✷

Para o espaço de Banach X consideremos seu dual X ′. Denotamos por

x∗ ∈ X ′ aplicado em x ∈ X por 〈x∗, x〉 ou 〈x, x∗〉. Para cada x ∈ X definimos o conjunto

dualidade

F (x) =
{
x∗ ∈ X; 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2

}
.

Do teorema de Hahn-Banach segue que F (x) 6= ∅ para todo x ∈ X.

Definição 2.8.5 Um operador linear A é dissipativo se para cada x ∈ D(A) existe um

x∗ ∈ F (x) tal que Re 〈Ax, x∗〉 ≤ 0. O operador linear A é dito m-dissipativo se for

dissipativo e Im(λ0 − A) = X para algum λ0 > 0.

Proposição 2.8.6 Se A é m-dissipativo com Im(λ0−A) = X, para algum λ0 > 0, então

Im(λ− A) = X para todo λ > 0.
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Demonstração: ver proposição 4.12, p.38 de [24].

✷

Teorema 2.8.7 (Lumer-Phillips) O operador A é m-dissipativo se, e somente se, A é

o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em X.

Demonstração: ver teorema 4.3, p.14 em [47].

✷

Teorema 2.8.8 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe

C0. Seja B um operador dissipativo com D(A) ⊂ D(B) satisfazendo

‖Bx‖ ≤ α‖Ax‖+ β‖x‖, para todo x ∈ D(A),

onde 0 ≤ α < 1 e β ≥ 0. Então A + B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0.

Demonstração: ver corolário 3.3, p. 82, de [47].

✷

Definição 2.8.9 Uma famı́lia a um parâmetro S(t), −∞ < t <∞, de operadores lineares

limitados de um espaço de Banach X é um grupo de operadores lineares de classe C0 se

satisfaz seguintes condições

i) S(0) = I,

ii) S(t+ s) = S(t)S(s) para −∞ < t, s <∞,

iii) lim
t→0

S(t)x = x para x ∈ X.

Definição 2.8.10 O gerador infinitesimal A de um grupo S(t) é definido por

Ax = lim
t→0

S(t)x− x

t
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sempre que o limite existe. O domı́nio de A é o conjunto de todos os elementos x ∈ X

para os quais o limite acima existe

Seja S(t) um grupo de operadores lineares limitados de classe C0. Das

definições propostas segue que para t ≥ 0, S(t) é um semigrupo de classe C0 cujo gerador

infinitesimal é o operador A. Além disso, para t ≥ 0, S ′(t) := S(−t) é também um

semigrupo de classe C0 de gerador infinitesimal −A. Assim, se S(t) é um grupo de

operadores limitados de classe C0 de X, tanto A como −A são geradores infinitesimais de

semigrupos de classe C0

Definição 2.8.11 Um grupo S de operadores lineares limitados de um espaço de Hilbert

é dito grupo unitário se S(t)∗ = S(t)−1, ∀t ≥ 0

Note que ‖S(t)x‖ = ‖x‖ para todo grupo unitário, o que implica que ‖S(t)‖ = 1.

Teorema 2.8.12 (Stone) Um operador linear A de um espaço de Hilbert, X, é o gerador

infinitesimal de um grupo unitário de classe C0 se, e somente se, A∗ = −A

Demonstração: ver teorema 5.8, p.55 de [24].

✷

Considere o problema de valor inicial





d

dt
u(t) = Au(t) + f(t), t > 0,

u(0) = x
(2.5)

onde f : [0, T [→ X.

Observação 2.8.13 Se f é identicamente nula e A é o gerador infinitesimal de um se-

migrupo de classe C0, S(t), o problema de Cauchy (2.5) tem uma única solução e esta é

dada por u(t) = S(t)x, para todo x ∈ D(A) (ver [47], p. 100). Como D(An) ⊂ D(A),

n = 1, 2, . . ., a regularidade da solução de (2.5) é dada pela proposição 2.8.4.
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Definição 2.8.14 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0, S(t).

Seja x ∈ X e f ∈ L1(0, T ;X). A função u ∈ C([0, T ];X) dada por

u(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

é dita solução fraca do problema de valor inicial (2.5) em [0, T ].

Teorema 2.8.15 Se f ∈ L1(0, T ;X) então para cada x ∈ X o problema de valor inicial

(2.5) tem uma única solução fraca.

Demonstração: ver corolário 2.2, p.106 de [47].

✷

Definição 2.8.16 Uma função u que é diferenciável quase sempre em [0, T ] e com u′ ∈
L1(0, T ;X) é dita solução forte do problema de valor inicial (2.5) se u(0) = x e u′(t) =

Au(t) + f(t) q.s. em [0, T ].

Teorema 2.8.17 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0, S(t). Se

f é diferenciável quase sempre em [0, T ] e f ′ ∈ L1(0, T ;X) então, para cada x ∈ D(A) o
problema de valor inicial (2.5) tem uma única solução forte em [0, T ].

Demonstração: ver corolário 2.10, p.109 de [47].

✷

2.9 Operadores Maximais Monótonos em Espaços de

Hilbert

Embora aplicaremos os resultados a seguir para operadores uńıvocos, a te-

oria é mais geral, valendo para operadores plurivalentes como passamos a descrever base-

ados em [4, 6].

Seja H um espaço de Hilbert. Um operador plurivalente A será uma apli-

cação de H em P(H), conjunto das partes de H. O domı́nio de A é dado por

D(A) = {x ∈ H;Ax 6= ∅}
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e a imagem de A é o conjunto

Im(A) =
⋃

x∈H
Ax.

Se para cada x ∈ H, o conjunto Ax possui no máximo um elemento diremos que A é

uńıvoco.

O operador A pode ser identificado com seu gráfico em H × H, isto é,

{{x, y}; y ∈ Ax}. Assim o conjunto dos operadores é ordenado pela inclusão de seus

gráficos, isto é, A ⊂ B ⇔ Ax ⊂ Bx, ∀x ∈ H.

Definição 2.9.1 Um operador A é dito monótono se

〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0, ∀x1, x2 ∈ D(A),

ou mais precisamente,

〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0, ∀y1 ∈ Ax1 e y2 ∈ Ax2.

Diremos que A é maximal monótono se for maximal no conjunto dos operadores monó-

tonos.

Proposição 2.9.2 Seja A um operador de H. São equivalentes as seguintes asserções:

i) A é um operador maximal monótono;

ii) A é monótono e Im(I + A) = H.

Demonstração: ver proposição 2.2, p.23 de [6].

✷

Definição 2.9.3 Um operador uńıvoco A de H é dito hemicont́ınuo em H se A(x+ty)⇀

Ax fraco em H ′ quando t→ 0 para cada x, y ∈ H.

O seguinte resultado pode ser estabelecido também para espaços de Banach reflexivos

Teorema 2.9.4 Seja B é um operador monótono, hemicont́ınuo e limitado de H. Supo-

nha que A é um operador maximal monótono de H. Então A+B é maximal monótono.
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Demonstração: ver corolário 1.1, p.39 de [4].

✷

Agora considere o seguinte problema de cauchy abstrato:





d

dt
u(t) + Au(t) ∋ 0,

u(0) = u0

(2.6)

Teorema 2.9.5 Seja A um operador maximal monótono de um espaço de Hilbert H.

Para cada u0 ∈ D(A), existe uma única função u(t) de [0,∞) em H tal que

i) u(t) ∈ D(A) para todo t > 0;

ii) u(t) é lipschitziana em [0,∞), isto é,
d

dt
u ∈ L∞(0,∞;H);

iii) u(t) satisfaz o problema de cauchy abstrato (2.6).

Demonstração: ver teorema 3.1, p.54 de [6].

✷

Definição 2.9.6 A função u dada pelo teorema acima é chamada de solução forte de

(2.6). Dizemos que u ∈ C([0, T ];H) é solução fraca da equação
d

dt
u + Au ∋ 0 se existir

uma sequência un ∈ C([0, T ];H) de soluções fortes de
d

dt
un + Aun ∋ 0 tal que un → u

uniformemente em [0, T ].

Teorema 2.9.7 Seja A um operador maximal monótono de um espaço de Hilbert H.

Para todo u0 ∈ D(A) existe uma única solução fraca de (2.6).

Demonstração: ver teorema 3.4, p.65 de [6].

✷
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2.10 Funções escalarmente cont́ınuas

Seja X um espaço de Banach. Definimos o espaço das funções escalarmente

cont́ınuas (ou fracamente cont́ınuas) como o conjunto das funções f ∈ L∞(0, T ;X) tais

que a aplicação t 7→ 〈x, f(t)〉 é cont́ınua sobre [0, T ], para todo x ∈ X ′, onde X ′ é o dual

de X. Denotaremos tal espaço por Cs(0, T ;X).

Disto segue que

C1
s (0, T ;X) = {u ∈ Cs(0, T ;X); u

′ ∈ Cs(0, T ;X)} ,

onde u′ é a derivada distribucional de u. Da mesma forma

C2
s (0, T ;X) = {u ∈ Cs(0, T ;X); u

′′ ∈ Cs(0, T ;X)} .

Observação 2.10.1 Se u ∈ L∞(0, T ;X) e u ∈ C([0, T ];X) então u ∈ Cs(0, T ;X).

Proposição 2.10.2 Sejam X e Y espaços de Banach, X →֒ Y e X reflexivo. Então

L∞(0, T ;X) ∩ Cs(0, T ;Y ) = Cs(0, T ;X).

Demonstração: ver [34].

✷





Caṕıtulo 3

Controlabilidade exata interna do

sistema de Bresse generalizado

Neste caṕıtulo consideraremos o sistema de Bresse generalizado dado por





ρ1ϕtt − k(a(x)ϕx + ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ] = f1

ρ2ψtt − (b(x)ψx)x + k(ϕx + ψ + lω) = f2

ρ1ωtt − k0[c(x)ωx − lϕ]x + kl(ϕx + ψ + lω) = f3

(3.1)

em Q = (0, L)× (0, T ). Assumimos condições de fronteira do tipo Dirichlet, i.e.,

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = ω(0, t) = ω(L, t) = 0, (3.2)

para t ∈ (0, T ), e condições iniciais




ϕ(·, 0) = ϕ0, ϕt(·, 0) = ϕ1,

ψ(·, 0) = ψ0, ψt(·, 0) = ψ1,

ω(·, 0) = ω0, ωt(·, 0) = ω1.

(3.3)

Como já mencionado, o problema da controlabilidade exata de (3.1)-(3.3) é

formulado da seguinte forma: Dado T > 0, suficientemente grande, precisamos encontrar

um espaço de Hilbert H tal que para cada dado inicial {ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1} ∈ H seja

posśıvel encontrar controles f1 = h1(x, t)χ, f2 = h2(x, t)χ e f3 = h3(x, t)χ, h1, h2, h3 ∈
L2(l1, l2), onde χ é a função caracteŕıstica de (l1, l2) × (0, T ) com (l1, l2) ⊂ (0, L), de tal

forma que a solução {ϕ, ψ, ω} de (3.1)-(3.3) satisfaça

ϕ(x, T ) = ϕt(x, T ) = ψ(x, T ) = ψt(x, T ) = ω(x, T ) = ωt(x, T ) = 0
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Sendo o resultado de controlabilidade descrito acima nosso objetivo princi-

pal, organizamos este caṕıtulo da seguinte maneira: na seção 1 temos algumas definições,

hipóteses e a boa colocação. A seção 2 é dedicada a encontrar uma desigualdade de obser-

vabilidade, dentro da qual se faz necessário provar um resultado de regularidade escondida.

Finalizamos esta seção mostrando uma desigualdade inversa. Na seção 3 o método HUM

(Hilbert Uniqueness Method) é aplicado para se obter o resultado de controlabilidade

descrito pelo Teorema 3.3.2.

3.1 Observações iniciais e boa colocação

Primeiramente, observamos que as funções a, b, c estão sendo consideradas

de modo a satisfazer as condições dadas pela hipótese 3.1.1 abaixo.

Hipótese 3.1.1





a, b, c ∈ W 1,∞(0, L);

a(x) ≥ 1, ∀x ∈ (0, L);
b(x) ≥ b0 > 0, ∀x ∈ (0, L) com b0 ∈ R; e

c(x) ≥ 1, ∀x ∈ (0, L).

(3.4)

Além disso, todas as constantes consideradas, ρ1, ρ2, k, k0 e l, são positivas.

A solução do sistema em questão será denotada por ω, ϕ, ψ.

Para os resultados de observabilidade e controlabilidade, sempre considera-

remos T > 2αR onde

α := max

{
1,
ρ1

k
,
ρ2

b0
,
ρ1

k0

}
(3.5)

e

R := max {l1, L− l2} , (3.6)

com (l1, l2) sendo o intervalo de ação dos mecanismos de controle atuam.

Também é importante frizar que as inúmeras constantes, C > 0, utilizadas

ao longo do texto podem ser alteradas a cada passo.

Passemos a discorrer sobre a existência de solução que é uma consequência

da teoria de semigrupos que pode ser encontrada em [47] e está resumidamente descrita
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nas preliminares. Para isto, consideremos o espaço de Hilbert

H =
[
H1
0 (0, L)× L2(0, L)

]3

munido da norma

‖U‖2H = ‖{ϕ,Φ, ψ,Ψ, ω,Υ}‖2H
=

∫ L

0

ρ1|Φ|2 + ρ2|Ψ|2 + ρ1|Υ|2 + k(a(x)− 1)|ϕx|2 + b(x)|ψx|2

+k0(c(x)− 1)|ωx|2 + k|ϕx + ψ + lω|2 + k0|ωx − lϕ|2 dx

a qual é equivalente a norma usual deH (a demonstração pode ser feita usando argumentos

de contradição).

Se denotarmos V (t) = {ϕ, ϕt, ψ, ψt, ω, ωt} e F = {0, f1, 0, f2, 0, f3} o pro-
blema de valor inicial (3.1)-(3.3) se torna equivalente a





d

dt
V (t) = AV (t) + F

V (0) = V0

(3.7)

onde V0 = {ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1} e o operador A : D(A) ⊂ H −→ H é dado por

A =




0 −I 0 0 0 0

−k∂x(a(x)∂x(·))−k0l2I
ρ1

0 − k
ρ1
∂x 0 −k+k0

ρ1
l∂x 0

0 0 0 −I 0 0
k
ρ2
∂x 0 −∂x(b(x)∂x(·))−kI

ρ2
0 kl

ρ2
I 0

0 0 0 0 0 −I
k0+k
ρ1

l∂x 0 kl
ρ1
I 0 −k0∂x(c(x)∂x(·))−kl2I

ρ1
0




com D(A) = [H2(0, L) ∩H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L)]
3
.
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Note que A é m-dissipativo. Mostraremos primeiramente que A é dissipa-

tivo. De fato, seja U = {ϕ,Φ, ψ,Ψ, ω,Υ} ∈ D(A). Então

(AU,U)H
=

∫ L

0

k(a(x)ϕx + ψ + lω)xΦ + k0l[ωx − lϕ]Φ + (b(x)φx)xΨ− k(ϕx + ψ + lω)Ψ

+k0[c(x)ωx − lϕ]xΥ− kl(ϕx + ψ + lω)Υ + k(a(x)− 1)ϕxΦx + b(x)ψxΨx

+k0(c(x)− 1)ωxΥx + k(ϕx + ψ + lω)(Φx +Ψ+ lΥ) + k0[ωx − lϕ][Υx − lΦ] dx

=

∫ L

0

−k(a(x)ϕx + ψ + lω)Φx − (b(x)φx)Ψx − k0[c(x)ωx − lϕ]Υx + k(a(x)− 1)ϕxΦx

+b(x)ψxΨx + k0(c(x)− 1)ωxΥx + k(ϕx + ψ + lω)Ψx + k0[ωx − lϕ]Υx dx

+ [k(a(x)ϕx + ψ + lω)Φ]L0 + [b(x)ψxΨ]
L

0 + [k0(c(x)ωx − lϕ)Υ]L0

= 0, U ∈ D(A).

Portanto, (AU,U)H = 0 o que implica que A é dissipativo.

Mostremos agora queA é m-dissipativo. Basta observar que Im(I−A) = H.
Com efeito, seja G = {g1, g2, g3, g4, g5, g6} ∈ H e portanto é suficiente provar que existe

U ∈ D(A) satisfazendo o problema espectral

U −AU = G. (3.8)

Fazendo U = {ϕ,Φ, ψ,Ψ, ω,Υ}, a equação (3.8) fica equivalente

ϕ+ Φ = g1 em H1
0 (0, L), (3.9a)

ρ1Φ + k(a(x)ϕx − ψ + lω)x + k0l[ωx − lϕ] = ρ1g2 em L2(0, L), (3.9b)

ψ +Ψ = g3 em H1
0 (0, L), (3.9c)

ρ2Ψ+ (b(x)ψx)x − k(ϕx + ψ + lω) = ρ2g4 em L2(0, L), (3.9d)

ω +Υ = g5 em H1
0 (0, L), (3.9e)

ρ1Υ+ k0[c(x)ωx − lϕ]x − kl(ϕx + ψ + lω) = ρ1g6 em L2(0, L). (3.9f)

Isolando Φ,Ψ,Υ nas equações (3.9a),(3.9c) e (3.9e) e substituindo em (3.9b),(3.9d) e (3.9f)

obtemos





ρ1ϕ− k(a(x)ϕx − ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ] = G1 em L2(0, L),

ρ2ψ − (b(x)ψx)x + k(ϕx + ψ + lω) = G2 em L2(0, L),

ρ1ω − k0[c(x)ωx − lϕ]x + kl(ϕx + ψ + lω) = G3 em L2(0, L).

(3.10)
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onde

G1 = ρ1(g1 − g2), G2 = ρ2(g3 − g4) e G3 = ρ1(g5 − g6). (3.11)

Assim definimos a forma bilinear

α :
[
H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L)×H1
0 (0, L)

]2 −→ R

de forma que

α({ϕ, ψ, ω}, {u, v, z})

=

∫ L

0

ρ1ϕu+ ρ2ψv + ρ1ωz + (a(x)− 1)ϕxux + b(x)ψxvx + k0(c(x)− 1)ωxzx

+ k(ϕx + ψ + lω)(ux + v + lz) + k0[ωx − lϕ][zx − lu] dx.

Observe que α({ϕ, ψ, ω}, {ϕ, ψ, ω}) define uma norma, equivalente a usual,
em [H1

0 (0, L)]
3
. Donde segue que α é cont́ınua e coerciva.

Multiplicando (3.10) por u, v e z e integrando em (0, L) obtemos que

α({ϕ, ψ, ω}, {u, v, z}) =
∫ L

0

G1u+G2v +G3z dx

= 〈{G1, G2, G3}, {u, v, z}〉[H1
0
(0,L)3]′,H1

0
(0,L)3 , ∀{u, v, z} ∈ H1

0 (0, L)
3.

Pelo teorema de Lax-Milgram, o sistema (3.10) tem única solução {ϕ, ψ, ω} ∈
H1
0 (0, L)

3. Disso, de (3.9) e de (3.11) obtemos U = {ϕ,Φ, ψ,Ψ, ω,Υ} em H satisfazendo

(3.8) provando assim que Im(I −A) = H e, portanto, que A é m-dissipativo.

Pelo Teorema de Lumer-Phillips A é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0. Isto implica, em virtude dos teoremas 2.8.17 e 2.8.15, que o

problema (3.7) tem única solução forte e única solução fraca dependendo da escolha dos

dados iniciais e da não homogeneidade. Equivalentemente, o problema de valor inicial

(3.1)-(3.3) tem únicas soluções forte e fraca.

Passemos agora a discussão sobre a solução ultrafraca de (3.1)-(3.3).
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Definição 3.1.2 Dizemos que {ϕ, ψ, ω} é uma solução ultrafraca de (3.1) se satisfaz

∫

Q

ϕg1 + ψg2 + ωg3 dx dt− ρ1(ϕ0, ut(0)) + ρ1 〈ϕ1(0), u(0)〉H−1,H1
0

−ρ2(ψ0, vt(0)) + ρ2 〈ψ1, v(0)〉H−1,H1
0

− ρ1(ω0, zt(0)) + ρ1 〈ω1(0), z(0)〉H−1,H1
0

=

∫ T

0

〈f1(t), u(t)〉H−1,H1
0

dt+

∫ T

0

〈f2(t), v(t)〉H−1,H1
0

dt+

∫ T

0

〈f3(t), z(t)〉H−1,H1
0

dt

onde {u, v, z} é solução fraca de





ρ1utt − k(a(x)ux + v + lz)x − k0l[zx − lu] = g1,

ρ2vtt − (b(x)vx)x + k(ux + v + lz) = g2,

ρ1ztt − k0[c(x)zx − lu]x + kl(ux + v + lz) = g3,

u(x, T ) = ut(x, T ) = v(x, T ) = vt(x, T ) = z(x, T ) = zt(x, T ) = 0,

u(0, t) = u(L, t) = v(0, t) = v(L, t) = z(0, t) = z(L, t) = 0,

com g1, g2, g3 ∈ L1(0, T ;L2(0, L)).

Desta definição temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.3 Dado T > 0, ϕ0, ψ0, ω0 ∈ L2(0, L), ϕ1, ψ1, ω1 ∈ H−1(0, L) e f1, f2, f3 ∈
L1(0, T ;H−1(0, L)) existe única solução ultrafraca

{ϕ, ψ, ω} ∈ C([0, T ];L2(0, L)) ∩ C1([0, T ];H−1(0, L)),

de (3.1). Além disso, existe uma constante, C > 0, tal que

‖{ϕ, ψ, ω}‖[L∞(0,T ;L2(0,L))]3 + ‖{ϕt, ψt, ωt}‖[L∞(0,T ;H−1(0,L))]3

≤ C
[
‖{ϕ0, ψ0, ω0}‖[L2(0,L)]3 + ‖{ϕ1, ψ1, ω1}‖[H−1(0,L)]3 + ‖{f1, f2, f3}‖[L1(0,T ;H−1(0,L))]3

]
.

Demonstração: Considere a forma bilinear

a(·, ·) : H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L) −→ R

(u, v) 7−→ a(u, v) =

∫ L

0

a(x)
∂u

∂x

∂v

∂x
dx

Observe que a(·, ·) é coerciva pois a(x) ≥ 1 > 0.
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Seja A o operador definido pela terna {H1
0 (0, L), L

2(0, L), a(·, ·)}. Então

A : D(A) ⊂ H1
0 (0, L) −→ L2(0, L) e

D(A) =
{
u ∈ H1

0 (0, L); existe f ∈ L2(0, L) que verifica a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H1
0 (0, L)

}
.

Assim, se u ∈ D(A) então

(Au, v) = a(u, v) =

∫ L

0

a(x)
∂u

∂x

∂v

∂x
dx. (3.12)

Pelo teorema 2.7.1 segue que A é uma bijeção.

Agora seja ϕ ∈ C∞0 (0, L). Como u ∈ D(A) e C∞0 (0, L) →֒ H1
0 (0, L) vale que

(Au, ϕ) =

∫ L

0

a(x)
∂u

∂x

∂v

∂x
dx = −

〈
∂

∂x

(
a(·)∂u

∂x

)
, ϕ

〉

D′,D

, ∀ϕD(0, L)

o que implica que

Au = − ∂

∂x

(
a(·)∂u

∂x

)
, em D′(0, L).

Mas como Au ∈ L2(0, L) vem que

Au = − ∂

∂x

(
a(·)∂u

∂x

)
, em L2(0, L).

como esta última vale para todo u ∈ D(A), temos que

A = − ∂

∂x

(
a(·) ∂

∂x

)
, em D(A).

Considere também a extensão de A, ainda denotada por A,

A : H1
0 (0, L) −→ H−1(0, L)

u 7−→ Au : H1
0 (0, L) −→ R

v 7−→ 〈Au, v〉 = a(u, v)
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Note que essa extensão ainda é uma bijeção. De fato, seja u ∈ H1
0 (0, L)

então

‖u‖2 =
∫ L

0

∂u

∂x

∂u

∂x
dx ≤

∫ L

0

a(x)
∂u

∂x

∂u

∂x
dx = a(u, u) = 〈Au, u〉 ≤ ‖Au‖H−1(0,L)‖u‖,

(3.13)

isto é, ‖u‖ ≤ ‖Au‖H−1(0,L), de onde segue a injetividade. A sobrejetividade é uma con-

sequência do teorema 2.6.4 de Lax-Milgram.

Com tais informações, definimos o produto interno

((φ, ψ))−a =
〈
φ,A−1ψ

〉
, φ, ψ ∈ H−1(0, L).

Afirmação: ((·, ·))−a é um produto interno em H−1(0, L).

De fato,

Simetria:

((φ, ψ))−a =
〈
φ,A−1ψ

〉
=

〈
AA−1φ,A−1ψ

〉
= a(A−1φ,A−1ψ)

= a(A−1ψ,A−1φ) =
〈
A−1ψ,AA−1φ

〉
=

〈
A−1ψ, φ

〉
= ((ψ, φ))−a.

Linearidade: imediata.

Positividade: note que

((φ, φ))−a = a(A−1φ,A−1φ) =

∫ L

0

a(x)

[
∂

∂x

(
A−1φ(x)

)]2
dx ≥ 0.

Além disso,

((φ, φ))−a = 0⇔ φ = 0 em H−1(0, L).

Analogamente, obtemos operadores B e C, produtos internos ((·, ·))−b e
((·, ·))−c e normas ‖ · ‖−b e ‖ · ‖−c a partir de

b(·, ·) : H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L) −→ R

(u, v) 7−→ b(u, v) =

∫ L

0

b(x)
∂u

∂x

∂v

∂x
dx
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e

c(·, ·) : H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L) −→ R

(u, v) 7−→ c(u, v) =

∫ L

0

c(x)
∂u

∂x

∂v

∂x
dx

Mostremos que as normas ‖·‖−a, ‖·‖−b, ‖·‖−c e ‖·‖H−1(0,L) são equivalentes.

Faremos para ‖ · ‖−a e ‖ · ‖H−1(0,L). As demais seguirão de modo análogo.

Como A : H1
0 (0, L) −→ H−1(0, L) é cont́ınua, pelo teorema 2.6.5, A−1 :

H−1(0, L) −→ H1
0 (0, L) é cont́ınua. Logo

‖φ‖−a =
〈
φ,A−1φ

〉
= a(A−1φ,A−1φ) ≤ C‖A−1φ‖2H1

0
(0,L) ≤ C‖φ‖2H−1(0,L).

Por outro lado, munindo H1
0 (0, L) com o produto interno

((u, v))a =

∫ L

0

a(x)
∂u

∂x

∂v

∂x
dx,

segue que o operador

A :
(
H1
0 (0, L), ((·, ·))a

)
−→

(
H−1(0, L), ((·, ·))−a

)

é uma isometria. Além disso, quandoH1
0 (0, L) está munido com a norma usual eH−1(0, L)

com a norma ‖ · ‖H−1(0,L) temos que A é cont́ınuo, pois

1

‖a‖∞
‖u‖2a =

1

‖a‖∞

∫ L

0

a(x)u2x dx ≤
∫ L

0

u2x dx = ‖u‖2H1
0
(0,L) ≤

∫ L

0

a(x)u2x dx = ‖u‖2a.

e portanto

‖Au‖H−1(0,L) = sup
v 6=0

| 〈Au, v〉 |
‖v‖H1

0
(0,L)

= sup
v 6=0

|a(u, v)|
‖v‖H1

0
(0,L)

= sup
v 6=0

‖u‖a‖v‖a
‖v‖H1

0
(0,L)

≤ C‖u‖H1
0
(0,L).

Assim, considere φ ∈ H−1(0, L). Como A é bijeção existe u ∈ H1
0 (0, L) tal

que Au = φ e

‖φ‖2H−1(0,L) = ‖Au‖2H−1(0,L) ≤ C‖u‖2H1
0
(0,L) ≤ C‖u‖2a = C‖Au‖2−a = C‖φ‖2−a
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o que prova a equivalência das normas ‖ · ‖−a e ‖ · ‖H−1(0,L).

Pelas construções, as seguintes imersões

D(A) →֒ H1
0 (0, L) →֒ L2(0, L) ≡ [L2(0, L)]′ →֒ H−1(0, L) →֒ [D(A)]′,

D(B) →֒ H1
0 (0, L) →֒ L2(0, L) ≡ [L2(0, L)]′ →֒ H−1(0, L) →֒ [D(B)]′ e

D(C) →֒ H1
0 (0, L) →֒ L2(0, L) ≡ [L2(0, L)]′ →֒ H−1(0, L) →֒ [D(C)]′

são cont́ınuas e densas.

Agora, para cada n ∈ N, considere {ϕ0n, ψ0n, ω0n} ∈ [H1
0 (0, L)]

3, {ϕ1n, ψ1n, ω1n} ∈
[L2(0, L)]3 e {f1n, f2n, f3n} ∈ [L1(0, T ;L2(0, L))]3 tais que

{ϕ0n, ψ0n, ω0n} → {ϕ0, ψ0, ω0} em [L2(0, L)]3,

{ϕ1n, ψ1n, ω1n} → {ϕ1, ψ1, ω1} em [H−1(0, L)]3,

{f1n, f2n, f3n} → {f1, f2, f3} em [L1(0, T ;H−1(0, L))]3

Logo, para cada n ∈ N, o problema aproximado





ρ1ϕntt − k(a(x)ϕnx + ψn + lωn)x − k0l[ωnx − lϕn] = f1n

ρ2ψntt − (b(x)ψnx)x + k(ϕnx + ψn + lωn) = f2n

ρ1ωntt − k0[c(x)ωnx − lϕn]x + kl(ϕnx + ψn + lωn) = f3n

ϕn(·, 0) = ϕ0n, ϕnt(·, 0) = ϕ1n,

ψn(·, 0) = ψ0n, ψnt(·, 0) = ψ1n,

ωn(·, 0) = ω0n, ωnt(·, 0) = ω1n,

(3.14)

tem única solução fraca {ϕn, ψn, ωn} tal que

ϕn, ψn, ωn ∈ C([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)).

Assim, para cada n ∈ N,

ϕn, ψn, ωn ∈ L∞(0, T ;H1
0 (0, L)) →֒L1(0, T ;H−1(0, L)),

ϕnx, ψnx, ωnx ∈ L∞(0, T ;L2(0, L)) →֒L1(0, T ;H−1(0, L)),

f1n, f2n, f3n ∈ L1(0, T ;L2(0, L)) →֒L1(0, T ;H−1(0, L)),

(a(·)ϕnx)x, (b(·)ψnx)x, (c(·)ωnx)x ∈L1(0, T ;H−1(0, L)),
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de onde segue que

ϕntt, ψntt, ωntt ∈ L1(0, T ;H−1(0, L)).

Dáı 



ρ1ϕntt − k(a(x)ϕnx + ψn + lωn)x − k0l[ωnx − lϕn] = f1n

ρ2ψntt − (b(x)ψnx)x + k(ϕnx + ψn + lωn) = f2n

ρ1ωntt − k0[c(x)ωnx − lϕn]x + kl(ϕnx + ψn + lωn) = f3n

(3.15)

se verifica para quase todo t ∈ (0, T ) em H−1(0, L).

Estimativa 1:

Como ϕnt(t), ψnt(t), ωnt(t) ∈ L2(0, L) →֒ H−1(0, L) então ficam bem defini-
dos A−1ϕnt(t), B

−1ψnt(t) e C
−1ωnt(t) como elementos de H

1
0 (0, L). Logo podemos compor

as equações do sistema (3.15) com A−1ϕnt(t), B
−1ψnt(t) e C

−1ωnt(t) e obter

〈
ρ1ϕntt(t)− k(a(x)ϕnx(t) + ψn(t) + lωn(t))x − k0l[ωnx(t)− lϕn(t)], A

−1ϕnt(t)
〉
H−1,H1

0

=
〈
f1n(t), A

−1ϕnt(t)
〉
H−1,H1

0

(3.16)
〈
ρ2ψntt(t)− (b(x)ψnx(t))x + k(ϕnx(t) + ψn(t) + lωn(t)), B

−1ψnt(t)
〉
H−1,H1

0

=
〈
f2n(t), B

−1ψnt(t)
〉
H−1,H1

0

(3.17)
〈
ρ1ωntt(t)− k0[c(x)ωnx(t)− lϕn(t)]x + kl(ϕnx(t) + ψn(t) + lωn(t)), C

−1ωnt(t)
〉
H−1,H1

0

=
〈
f3n(t), C

−1ωnt(t)
〉
H−1,H1

0

(3.18)

Note que

〈
ρ1ϕntt(t), A

−1ϕnt(t)
〉
H−1,H1

0

= ((ρ1ϕntt(t), ϕnt(t)))−a =
ρ1

2

d

dt
‖ϕnt(t)‖2−a,

〈−k(a(x)ϕnx(t))x, A
−1 ϕnt(t)〉H−1,H1

0

= k
〈
Aϕn(t), A

−1ϕnt(t)
〉
H−1,H1

0

= k((Aϕn(t), ϕnt(t)))−a = k((ϕnt(t), Aϕn(t)))−a

= k 〈ϕnt(t), ϕn(t)〉H−1,H1
0

= k((ϕnt(t), ϕn(t)))L2(0,L) =
k

2

d

dt
‖ϕn(t)‖2L2(0,L),

e

〈
k0l

2ϕn(t), A
−1ϕnt(t)

〉
= k0l

2((ϕn(t), ϕnt(t)))−a =
k0l

2

2

d

dt
‖ϕn(t)‖2−a.
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Com um procedimento análogo para os demais termos de (3.16), (3.17) e (3.18) e somando

essas equações obtemos

d

dt
Kn(t) =k

〈
(ϕn(t) + lωn(t))x, A

−1ϕnt(t)
〉
+ k0l

〈
ωnx(t), A

−1ϕnt(t)
〉
+

〈
f1n(t)A

−1ϕnt(t)
〉

− k
〈
ϕnx(t) + lω(t), B−1ψnt(t)

〉
+

〈
f2n(t), B

−1ϕnt(t)
〉
− k0l

〈
ϕnx(t), C

−1ϕnt(t)
〉

− kl
〈
ϕnx(t) + ψn(t), C

−1ϕnt(t)
〉
+

〈
f3n(t), C

−1ϕnt(t)
〉

(3.19)

onde

Kn(t) =
ρ1

2
‖ϕnt(t)‖2−a +

ρ2

2
‖ψnt(t)‖2−b +

ρ1

2
‖ωnt(t)‖2−c

+
k

2
‖ϕn(t)‖2L2(0,L) +

1

2
‖ϕn(t)‖2L2(0,L) +

k0

2
‖ωn(t)‖2L2(0,L)

+
k0l

2

2
‖ϕn(t)‖2−a +

k

2
‖ψn(t)‖2−b +

kl2

2
‖ωn(t)‖2−c.

Agora vamos estimar cada termo do lado direito de (3.19). Note que

∣∣〈(ψn(t) + lωn(t))x, A
−1ϕnt(t)

〉∣∣ = k |(((ψn(t) + lωn(t))x, ϕnt(t)))−a|
≤ k‖(ψn(t) + lωn(t))x‖−a‖ϕnt(t)‖−a
≤ Ck‖(ψn(t) + lωn(t))x‖H−1(0,L)‖ϕnt(t)‖−a

≤ Ck

2
‖(ψn(t) + lωn(t))x‖H−1(0,L) +

Ck

2
‖ϕnt(t)‖−a

≤ C
k

2

{
‖ψn(t) + lωn(t)‖L2(0,L) + ‖ϕnt(t)‖−a

}

Analogamente obtemos

∣∣kl
〈
ϕnx(t), C

−1ωnt(t)
〉∣∣ ≤ C

kl

2

{
‖ϕn(t)‖2L2(0,L) + ‖ωnt(t)‖2−c

}

∣∣k0l
〈
ωnx(t), A

−1ϕnt(t)
〉∣∣ ≤ C

k0l

2

{
‖ωn(t)‖2L2(0,L) + ‖ϕnt(t)‖2−a

}
.
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Além disso,

∣∣〈f1n(t), A−1ϕnt(t)
〉∣∣ = |((f1n(t), ϕnt(t)))−a|
≤ ‖f1n(t)‖−a‖ϕnt(t)‖−a
≤ C‖f1n(t)‖H−1(0,L)‖ϕnt(t)‖−a
≤ C‖f1n(t)‖H−1(0,L)

√
‖ϕnt(t)‖2−a

≤ C‖f1n(t)‖H−1(0,L)
√
Kn(t),

e, de modo análogo,

∣∣〈f2n(t), B−1ψnt(t)
〉∣∣ ≤ C‖f2n(t)‖H−1(0,L)

√
Kn(t),

∣∣〈f3n(t), C−1ωnt(t)
〉∣∣ ≤ C‖f3n(t)‖H−1(0,L)

√
Kn(t).

Para finalizar estas estimativas, observe ainda que

∣∣−k
〈
ϕnx(t) + lωnt(t), B

−1ϕnt(t)
〉∣∣ ≤ k

∣∣〈ϕnx(t), B
−1ϕnt(t)

〉∣∣+ kl
∣∣〈ωn, B

−1ϕnt(t)
〉∣∣

≤ C
k

2

{
‖ϕn(t)‖2L2(0,L) + ‖ψnt(t)‖2−b

}

+ C
kl

2

{
‖ωn(t)‖2H−1(0,L) + ‖ψn(t)‖2−b

}

e

∣∣−kl
〈
ϕnx(t) + ψn(t), C

−1ωnt(t)
〉∣∣ ≤ C

kl

2

{
‖ϕn(t)‖2L2(0,T ) + ‖ωnt(t)‖2−c

}

+ C
kl

2

{
‖ψn(t)‖2H−1(0,L) + ‖ωn(t)‖2−c

}

Destas estimativas e de (3.19) vem que

d

dt
Kn(t) ≤ C

{√
Kn(t) + ‖f1n(t)‖H−1(0,L) + ‖f2n(t)‖H−1(0,L) + ‖f3n(t)‖H−1(0,L)

}√
Kn(t),

quase sempre em (0, T ). De onde obtemos

d

dt

√
Kn(t) =

K ′
n(t)

2
√
Kn(t)

=
1

2
√
Kn(t)

d

dt
Kn(t)

≤ C
{√

Kn(t) + ‖f1n(t)‖H−1(0,L) + ‖f2n(t)‖H−1(0,L) + ‖f3n(t)‖H−1(0,L)

}
.
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Integrando de 0 a t, t ≤ T , segue

√
Kn(t)−

√
Kn(0)

≤C
∫ t

0

√
Kn(s) ds+ C

∫ t

0

‖f1n(s)‖H−1(0,L) + ‖f2n(s)‖H−1(0,L) + ‖f3n(s)‖H−1(0,L) ds

≤C
∫ t

0

√
Kn(s) ds+ C‖f1n‖L1(0,T ;H−1(0,L)) + C‖f2n‖L1(0,T ;H−1(0,L)) + C‖f3n‖L1(0,T ;H−1(0,L)),

ou ainda,

√
Kn(t) ≤

√
Kn(0) + C‖{f1n, f2n, f3n}‖L1(0,T ;H−1(0,L))3︸ ︷︷ ︸

limitada

+C

∫ t

0

√
Kn(s) ds,

e como ϕn, ψn, ωn ∈ C([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)) e L2(0, L) →֒ H−1(0, L)

resulta que ϕn, ψn, ωn ∈ C1([0, T ];H−1(0, L)) e portanto,

ϕnt, ψnt, ωnt ∈ C([0, T ];H−1(0, L)).

Observe ainda que pelas equivalências de normas, podemos considerar em

H−1(0, L) a norma usual, ‖ · ‖−a, ‖ · ‖−b ou ‖ · ‖−c e obtemos os mesmos resultados. De
onde obtemos que Kn é cont́ınua. Dáı pela desigualdade de Gronwall vem que

√
Kn(t) ≤

√
Kn(0) + C‖{f1n, f2n, f3n}‖L1(0,T ;H−1(0,L))3 .

Tendo em vista a definição de Kn e a equivalência das normas, elevando ao quadrado a

última desigualdade, chegamos a

ρ1‖ϕnt(t)‖2H−1(0,L) + ρ2‖ψnt(t)‖2H−1(0,L) + ρ1‖ωnt(t)‖2H−1(0,L)

+ k‖ϕn(t)‖2L2(0,L) + ‖ϕn(t)‖2L2(0,L) + k0‖ωn(t)‖2L2(0,L)

+ k0l
2‖ϕn(t)‖2H−1(0,L) + k‖ψn(t)‖2H−1(0,L) + kl2‖ωn(t)‖2H−1(0,L)

≤ρ1‖ϕ1n‖2H−1(0,L) + ρ2‖ψ1n‖2H−1(0,L) + ρ1‖ω1n‖2H−1(0,L)

+ k‖ϕ0n‖2L2(0,L) + ‖ϕ0n‖2L2(0,L) + k0‖ω0n‖2L2(0,L)

+ k0l
2‖ϕ0n‖2H−1(0,L) + k‖ψ0n‖2H−1(0,L) + kl2‖ω0n‖2H−1(0,L)

+ C‖{f1n, f2n, f3n}‖2L1(0,T ;H−1(0,L))3 , (3.20)

para todo t ∈ [0, T ] e n ∈ N.
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Devido a linearidade do problema, fazemos a diferença de Cauchy em m

e n obtendo assim uma estimativa análoga a (3.20) para todo t ∈ [0, T ]. Usando a

convergência dos dados iniciais resulta que

(ϕn)n∈N, (ψn)n∈N e (ωn)n∈N são sequências de Cauchy em C([0, T ];L2(0, L)),

(ϕnt)n∈N, (ψnt)n∈N e (ωnt)n∈N são sequências de Cauchy em C([0, T ];H−1(0, L)).

Portanto existem ϕ, ψ, ω ∈ C([0, T ];L2(0, L)) tais que
{

ϕn → ϕ, ψn → ψ, ωn → ω em C([0, T ];L2(0, L))

ϕnt → ϕt, ψnt → ψt, ωnt → ωt em C([0, T ];H−1(0, L)).
(3.21)

De (3.20), do fato que
√
a+ b ≤ √

a +
√
b, a ≥ 0, b ≥ 0 e da imersão

L2(0, L) →֒ H−1(0, L), temos

√
ρ1‖ϕnt‖H−1(0,L) =

√
ρ1‖ϕnt‖2H−1(0,L) ≤

√
Kn(t)

≤ C
{
Kn(0) + ‖{f1n, f2n, f3n}‖2L1(0,T ;H−1(0,L))3

} 1

2

≤ C
{
‖ϕ1n‖H−1(0,L) + ‖ψ1n‖H−1(0,L) + ‖ω1n‖H−1(0,L) + ‖ϕ0n‖L2(0,L)

+‖ϕ0n‖L2(0,L) + ‖ω0n‖L2(0,L) + ‖ϕ0n‖H−1(0,L) + ‖ψ0n‖H−1(0,L)

+‖ω0n‖H−1(0,L) + ‖{f1n, f2n, f3n}‖L1(0,T ;H−1(0,L))3
}

≤ C
{
‖ϕ1n‖H−1(0,L) + ‖ψ1n‖H−1(0,L) + ‖ω1n‖H−1(0,L) + ‖ϕ0n‖L2(0,L)

+‖ϕ0n‖L2(0,L) + ‖ω0n‖L2(0,L) + ‖{f1n, f2n, f3n}‖L1(0,T ;H−1(0,L))3
}
.

Tomando o supremo essencial com t ∈ [0, T ], vem que

‖ϕnt‖L∞(0,T ;H−1(0,L)) ≤ C
{
‖ϕ1n‖H−1(0,L) + ‖ψ1n‖H−1(0,L) + ‖ω1n‖H−1(0,L) + ‖ϕ0n‖L2(0,L)

+‖ϕ0n‖L2(0,L) + ‖ω0n‖L2(0,L) + ‖{f1n, f2n, f3n}‖L1(0,T ;H−1(0,L))3
}
.

Repetindo esse procedimento para ψnt, ωnt, ϕn, ψn, ωn obtemos

‖{ϕnt, ψnt, ωnt}‖L∞(0,T ;H−1(0,L))3 + ‖{ϕn, ψn, ωn}‖L∞(0,T ;L2(0,L))3

≤ C
{
‖ϕ1n‖H−1(0,L) + ‖ψ1n‖H−1(0,L) + ‖ω1n‖H−1(0,L) + ‖ϕ0n‖L2(0,L)

+‖ϕ0n‖L2(0,L) + ‖ω0n‖L2(0,L) + ‖{f1n, f2n, f3n}‖L1(0,T ;H−1(0,L))3
}
, ∀n ∈ N.
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Em virtude das convergências dos dados iniciais e de (3.21), podemos tomar o limite

quando n→∞ na expressão acima e chegar a

‖{ϕt, ψt, ωt}‖L∞(0,T ;H−1(0,L))3 + ‖{ϕ, ψ, ω}‖L∞(0,T ;L2(0,L))3

≤ C
{
‖ϕ1‖H−1(0,L) + ‖ψ1‖H−1(0,L) + ‖ω1‖H−1(0,L) + ‖ϕ0‖L2(0,L)

+‖ϕ0‖L2(0,L) + ‖ω0‖L2(0,L) + ‖{f1, f2, f3}‖L1(0,T ;H−1(0,L))3
}
,

uma vez que ‖u‖C([0,T ];H−1(0,L)) = ‖u‖L∞(0,T ;H−1(0,L)) quando u ∈ C([0, T ];H−1(0, L)), pro-

vando assim o desejado.

✷

3.2 Desigualdades direta e inversa

Nesta seção consideraremos o sistema homogêneo associado a (3.1), a saber:





ρ1ϕtt − k(a(x)ϕx + ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ] = 0,

ρ2ψtt − (b(x)ψx)x + k(ϕx + ψ + lω) = 0,

ρ1ωtt − k0[c(x)ωx − lϕ]x + kl(ϕx + ψ + lω) = 0.

(3.22)

O funcional de energia associado a este sistema é definido por

E(t) =
1

2

∫ L

0

ρ1ϕ
2
t + ρ2ψ

2
t + ρ1ω

2
t + k(a(x)− 1)ϕ2x + b(x)ψ2x

+(c(x)− 1)ω2x + k(ϕx + ψ + lω)2 + k0[ωx − lϕ]2dx. (3.23)

Por argumentos de contradição obtemos que a norma induzida pela energia é equivalente

a norma usual de H = [L2(0, L)×H1
0 (0, L)]

3.

Lema 3.2.1 A solução do problema homogêneo (3.22), {ϕ, ψ, ω}, satisfaz

d

dt
E(t) = 0

Demonstração:[Prova do lema 3.2.1] Multiplicamos a primeira equação de (3.22) por

ϕt, a segunda por ψt e a terceira equação por ωt. Somando os resultados e integrando por

partes sobre o intervalo (0, L) obtemos o desejado.

✷
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Uma consequência direta do lema 3.2.1 é a conservação da energia do sistema (3.22), isto

é,

E(t) = E(0), ∀t ≥ 0. (3.24)

Agora, como uma consequência do teorema 3.1.3 que apresenta propriedades

da solução ultrafraca, estamos em condições de estabelecer um importante resultado para

se obter a controlabilidade desejada, a saber, a desigualdade direta conforme passamos a

descrever:

Teorema 3.2.2 (desigualdade direta) Dado T > 0, ϕ0, ψ0, ω0 ∈ L2(0, L) e ϕ1, ψ1, ω1 ∈
H−1(0, L), existe uma constante positiva, C > 0, tal que a solução {ϕ, ψ, ω} de (3.22)

satisfaz

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2 + ψ2 + ω2dxdt ≤ C
[
‖{ϕ0, ψ0, ω0}‖2[L2(0,L)]3 + ‖{ϕ1, ψ1, ω1}‖2[H−1(0,L)]3

]

Demonstração:[Prova do teorema 3.2.2] É uma consequência imediata do teorema 3.1.3

e da imersão L∞(0, T ;L2(0, L)) →֒ L2(0, T ;L2(l1, l2)).

✷

Agora, vamos reunir nossos esforços para obter a desigualdade inversa. O essencial, e

talvez mais dif́ıcil, é provar a seguinte desigualdade de observabilidade

Teorema 3.2.3 (desigualdade de observabilidade) Para T > 2αR, α e R dados em

(3.5) e (3.6), existe uma constante positiva, C > 0, tal que a solução fraca de (3.22)

satisfaz

‖{ϕ0, ψ0, ω0}‖2[H1
0
(0,L)]3 + ‖{ϕ1, ψ1, ω1}‖2[L2(0,L)]3 ≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2t + ψ2t + ω2t dx dt

Demonstração:[Prova do teorema 3.2.3] Primeiramente, considere T0 ∈ R tal que T >

T0 > 2αR. Então, escolha ε0 ∈ R satisfazendo 0 < ε0 < min
{

l2−l1
2
, T0−2αR
2(α+1)

}
. Para

simplificar a notação, considere

Φ(x, t) := ρ1|ϕt(x, t)|2 + ρ2|ψt(x, t)|2 + ρ1|ωt(x, t)|2 + b(x)|ψx(x, t)|2 + ka(x)|ϕx(x, t)|2

+k0c(x)|ωx(x, t)|2 + k|ψ(x, t) + lω(x, t)|2 + k0l
2|ϕ(x, t)|2. (3.25)

Considere as funções F 1
ξ e F 2

ξ definidas conforme segue.
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• Para T > 0 e ξ ∈ (0, L) tal que T − 2ε0 > 2αξ, defina

F 1
ξ (x) :=

1

2

∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
Φ(x, t)dt, x ∈ [0, ξ].

• Para T > 0 e ξ ∈ (0, L) tal que T − 2ε0 > 2α(L− ξ), defina

F 2
ξ (x) :=

1

2

∫ T−ε0−(x−ξ)α

ε0+(x−ξ)α
Φ(x, t)dt, x ∈ [ξ, L].

Para T > 0 satisfazendo as condições ora mencionadas, segue que

F 1
ξ (ξ) = F 2

ξ (ξ) =
1

2

∫ T−ε0

ε0

Φ(ξ, t)dt.

Derivando F 1
ξ em relação a x vem que

d

dx
F 1
ξ (x) =

∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
ρ1ϕtϕtx + ρ2ψtψtx + ρ1ωtωtx +

1

2
bxψ

2
x + bψxψxx +

k

2
axϕ

2
x

+kaϕxϕxx +
k0

2
cxω

2
x + k0cωxωxx + k(ψ + lω)(ψ + lω)x + k0l

2ϕϕxdt

+
α

2
Φ(x, t)

∣∣∣
t=T−ε0−(ξ−x)α

+
α

2
Φ(x, t)

∣∣∣
t=ε0+(ξ−x)α

. (3.26)

Integrando por partes as três primeiras parcelas do lado direito da identidade acima resulta

em

∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
ρ1ϕtϕtx + ρ2ψtψtx + ρ1ωtωtx

= [ρ1ϕtϕx + ρ2ψtψx + ρ1ωtωx|T−ε0−(ξ−x)αε0+(ξ−x)α

−
∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
ρ1ϕttϕx + ρ2ψttψx + ρ1ωttωx dt. (3.27)
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Multiplicando a primeira, segunda e terceira equação de (3.22) por ϕx, ψx

e ωx, respectivamente, e somando os resultados obtém-se

−
∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
ρ1ϕttϕx + ρ2ψttψx + ρ1ωttωx dt (3.28)

=

∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
−k(aϕx)xϕx − k(ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ]ϕx − (bψx)xψx + kϕxψx

+k(ψ + lω)ψx − k0(cωx)xωx + k0lϕωx + klϕxωx + kl(ψ + lω)ωx dt.

Combinando (3.26), (3.27) e (3.28) chegamos a

d

dx
F 1
ξ (x) =

∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α

[
−k
2
axϕ

2
x − k0lωxϕx + 2k0l

2ϕϕx −
1

2
bxψ

2
x (3.29)

+2k(ψ + lω)(ψ + lω)x −
k0

2
cxω

2
x + k0lϕωx

]
dt

+
α

2
Φ(x, t)

∣∣∣
t=T−ε0−(ξ−x)α

+
α

2
Φ(x, t)

∣∣∣
t=ε0+(ξ−x)α

+ [ρ1ϕtϕx + ρ2ψtψx + ρ1ωtωx|T−ε0−(ξ−x)αε0+(ξ−x)α .

Provemos agora que a última linha de (3.29) é maior que zero. De fato, uma simples

estimativa associada a hipótese 3.1.1 nos dá

|ρ1ϕt(x, t)ϕx(x, t) + ρ2ψt(x, t)ψx(x, t) + ρ1ωt(x, t)ωx(x, t)|

≤1
2

[
ρ1ϕ

2
t (x, t) + ρ2ψ

2
t (x, t) + ρ1ω

2
t (x, t) +

ρ1

k
ka(x)ϕ2x(x, t)

+
ρ2

b0
b(x)ψ2x(x, t) +

ρ1

k0
k0c(x)ω

2
x(x, t)

]

≤1
2
max

{
1,
ρ1

k
,
ρ2

b0
,
ρ1

k0

}[
ρ1ϕ

2
t (x, t) + ρ2ψ

2
t (x, t) + ρ1ω

2
t (x, t)

+ka(x)ϕ2x(x, t) + b(x)ψ2x(x, t) + k0c(x)ω
2
x(x, t)

]

=
α

2
Φ(x, t), ∀(x, t) ∈ (0, L)× (0, T ),

o que vem justificar a importante escolha de α em (3.5) e nos permite concluir que

α

2
Φ(x, T−ε0−(ξ−x)α)+

α

2
Φ(x, ε0+(ξ−x)α)+[ρ1ϕtϕx + ρ2ψtψx + ρ1ωtωx|T−ε0−(ξ−x)αε0+(ξ−x)α ≥ 0.
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Assim, levando em conta a definição de F 1
ξ , podemos estimar (3.29), desprezando sua

última linha, e obter

d

dx
F 1
ξ (x) ≥

∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α

[
−k
2
axϕ

2
x − k0lωxϕx + 2k0l

2ϕϕx −
1

2
bxψ

2
x

+2k(ψ + lω)(ψ + lω)x −
k0

2
cxω

2
x + k0lϕωx

]
dt

≥ −C
2

∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
Φ(x, t)dt

= −CF 1
ξ (x),

onde C > 0 é uma constante positiva. Desta desigualdade segue que d
dx
F 1
ξ (x)+CF

1
ξ (x) ≥ 0

o que implica, quando multiplicada por um fator integrante, que
d

dx

[
F 1
ξ (x)e

Cx
]
≥ 0.

Integrando esta última em [x, ξ] vem que

F 1
ξ (x) ≤ CF 1

ξ (ξ), ∀x ∈ [0, ξ], ξ ∈ (0, L).

Integrando a desigualdade acima em [0, ξ] e usando a definição de F 1
ξ obtemos

∫ ξ

0

∫ T−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
Φ(x, t) dt dx ≤ C

∫ T−ε0

ε0

Φ(ξ, t) dt. (3.30)

Usando argumentos análogos para F 2
ξ chegamos a

F 2
ξ (x) ≤ CF 2

ξ (ξ), ∀x ∈ [ξ, L], ξ ∈ (0, L).

Integrando sobre [ξ, L] resulta que

∫ L

ξ

∫ T−ε0−(x−ξ)α

ε0+(x−ξ)α
Φ(x, t) dt dx ≤ C

∫ T−ε0

ε0

Φ(ξ, t) dt. (3.31)

Agora, fazendo l̃1 := l1 + ε0 e l̃2 := l2 − ε0 vem que (l̃1, l̃2) ⊂ (l1, l2). Desta

forma podemos definir

R̃ := max
{
l̃1, L− l̃2

}
.
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Observe que R̃ = R+ ε0. Então, devido a escolha de ε0, segue que T0− 2ε0 > 2αR̃. Logo,

existe δ0 > 0 tal que T0 − 2ε0 − 2αδ0 > 2αR̃. Mais ainda, considere δ ∈ R tal que

0 < δ < min

{
δ0,

l̃2 − l̃1

2

}

e observe que

ξ ∈ [l̃1, l̃1 + δ] ⇒ T0 − 2ε0 − 2αδ > T0 − 2ε0 − 2αδ0 > 2αR̃ ≥ 2αl̃1
⇒ T0 − 2ε0 > 2α(l̃1 + δ) ≥ 2αξ

e
ξ ∈ [l̃2 − δ, l̃2] ⇒ T0 − 2ε0 − 2αδ > T0 − 2ε0 − 2αδ0 > 2αR̃ ≥ 2α(L− l̃2)

⇒ T0 − 2ε0 > 2α(L− (l̃2 − δ)) ≥ 2α(L− ξ).

As implicações acima juntamente com as relações (3.30) e (3.31) nos fornecem

∫ ξ

0

∫ T0−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
Φ(x, t) dt dx ≤ C

∫ T0−ε0

ε0

Φ(ξ, t) dt, se ξ ∈ [l̃1, l̃1 + δ],

∫ L

ξ

∫ T0−ε0−(x−ξ)α

ε0+(x−ξ)α
Φ(x, t) dt dx ≤ C

∫ T0−ε0

ε0

Φ(ξ, t) dt, se ξ ∈ [l̃2 − δ, l̃2].

Integrando as expressões acima nos intervalos a que ξ pertence, a saber, ora em [l̃1, l̃1+ δ]

ora em [l̃2 − δ, l̃2], resulta em

∫ l̃1+δ

l̃1

∫ ξ

0

∫ T0−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
Φ(x, t) dt dx dξ ≤ C

∫ l̃1+δ

l̃1

∫ T0−ε0

ε0

Φ(ξ, t) dt dξ, (3.32)

∫ l̃2

l̃2−δ

∫ L

ξ

∫ T0−ε0−(x−ξ)α

ε0+(x−ξ)α
Φ(x, t) dt dx dξ ≤ C

∫ l̃2

l̃2−δ

∫ T0−ε0

ε0

Φ(ξ, t) dt dξ. (3.33)
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Por outro lado, como ξ ∈ [l̃1, l̃1 + δ], podemos eliminar a dependência de ξ
e estimar o lado esquerdo de (3.32) conforme segue

∫ l̃1+δ

l̃1

∫ ξ

0

∫ T0−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
Φ(x, t) dt dx dξ =

∫ l̃1+δ

l̃1

∫ l̃1

0
F 1
ξ (x) dx dξ +

∫ l̃1+δ

l̃1

∫ ξ

l̃1

F 1
ξ (x) dx dξ

︸ ︷︷ ︸
≥0

≥
∫ l̃1+δ

l̃1

∫ l̃1

0
F 1
ξ (x) dx dξ

=

∫ l̃1+δ

l̃1

∫ l̃1

0

∫ T0−ε0−(ξ−x)α

ε0+(ξ−x)α
Φ(x, t) dt dx dξ

≥
∫ l̃1+δ

l̃1

∫ l̃1

0

∫ T0−ε0−(l̃1+δ−x)α

ε0+(l̃1+δ−x)α
Φ(x, t) dt dx dξ

=

∫ l̃1+δ

l̃1

∫ l̃1

0
F 1
l̃1+δ

(x) dx dξ

= δ

∫ l̃1

0
F 1
l̃1+δ

(x) dx. (3.34)

De forma análoga

∫ l̃2

l̃2−δ

∫ L

ξ

∫ T0−ε0−(x−ξ)α

ε0+(x−ξ)α
Φ(x, t) dt dx dξ ≥ δ

∫ L

l̃2

F 2
l̃2−δ(x) dx. (3.35)

Combinando (3.32), (3.33), (3.34) e (3.35) e do fato que δ < l̃2−l̃1
2

segue

∫ l̃1

0

F 1
l̃1+δ

(x) dx ≤ C

δ

∫ l̃1+δ

l̃1

∫ T0−ε0

ε0

Φ(ξ, t) dt dξ ≤ C

δ

∫ l̃2

l̃1

∫ T0−ε0

ε0

Φ(x, t) dt dx (3.36)

∫ L

l̃2

F 2
l̃2−δ(x) dx ≤

C

δ

∫ l̃2

l̃2−δ

∫ T0−ε0

ε0

Φ(ξ, t) dt dξ ≤ C

δ

∫ l̃2

l̃1

∫ T0−ε0

ε0

Φ(x, t) dt dx. (3.37)

A escolha do T0 > 0 nos dá T0 − 2ε0 − 2αδ − 2αR̃ > 0. Da equivalência

das normas de [H1
0 (0, L) × L2(0, L)]3 induzida pela energia, E(t), e a norma dada por∫ L

0
Φ(x, t)dx, juntamente com a conservação da energia (3.24),

(T0 − 2ε0 − 2αδ − 2αR̃)E(0) =

∫ T0−ε0−(R̃+δ)α

ε0+(R̃+δ)α

E(t) dt ≤ C

∫ T0−ε0−(R̃+δ)α

ε0+(R̃+δ)α

∫ L

0

Φ(x, t) dx dt
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Da definição de R̃ temos que

ε0 + (R̃ + δ)α ≥ ε0 + (l̃1 + δ)α ≥ ε0 + (l̃1 + δ − x)α, x ∈ [0, L]; and

ε0 + (R̃ + δ)α ≥ ε0 + (L− l̃2 + δ)α ≥ ε0 + (x− (l̃2 − δ − x))α, x ∈ [0, L],

o que, por sua vez, implica que

(
ε0 + (R̃ + δ)α, T0 − ε0 − (R̃ + δ)α

)
⊂

(
ε0 + (l̃1 + δ − x)α, T0 − ε0 − (l̃1 + δ − x)α

)

e
(
ε0 + (R̃ + δ)α, T0 − ε0 − (R̃ + δ)α

)
⊂

(
ε0 + (x− (l̃2 − δ))α, T0 − ε0 − (x− (l̃2 − δ))α

)
.

Assim, aumentando o intervalo de integração da última estimativa e trocando a ordem

das integrais chegamos a

E(0) ≤ C

∫ l̃1

0

F 1
l̃1+δ

(x) dx+ C

∫ l̃2

l̃1

∫ T0−ε0

ε0

Φ(x, t) dt dx+ C

∫ L

l̃2

F 2
l̃2−δ(x) dx

A desigualdade acima junto as estimativas (3.36) e (3.37), nos permitem escrever

E(0) ≤ C

∫ T0−ε0

ε0

∫ l2−ε0

l1+ε0

Φ(x, t) dx dt.

Portanto, da definição de Φ e do fato que T > T0 segue que

E(0) ≤ C

∫ T−ε0

ε0

∫ l2−ε0

l1+ε0

ρ1ϕ
2
t + ρ2ψ

2
t + ρ1ω

2
t + b(x)ψ2x

+ ka(x)ϕ2x + k0c(x)ω
2
x + kψ2 + lω2 + k0l

2ϕ2 dx dt. (3.38)

Nosso próximo passo é eliminar os termos que tem derivada em relação a x

na estimativa acima, ou seja, queremos obter uma desigualdade do tipo

∫ T−ε0

ε0

∫ l2−ε0

l1+ε0

b(x)ψ2x + ka(x)ϕ2x + k0c(x)ω
2
x dx dt

≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2t + ψ2t + ω2t + ϕ2 + ψ2 + ω2 dx dt. (3.39)
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Faremos isto considerando as funções “cut-off” definidas a seguir

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

η ∈ C∞0 ([0, T ]);
0 ≤ η(t) ≤ 1, ∀t ∈ [0, T ];
η(0) = η(T ) = 0;

η(t) = 1, em (ε0, T − ε0).

(3.40)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ ∈ C∞([0, L]) tal que supp(γ) ⊂ (0, L);

0 ≤ γ(x) ≤ 1, ∀x ∈ [0, L];
γ(x) = 1 em (l1 + ε0, l2 − ε0);

γ(x) = 0, em [0, L] \ (l1, l2).

(3.41)

Uma vez escolhidas as funções η e γ defina

p(x, t) = γ2(x)η(t) ∈ C∞([0, L]× [0, T ]).

É fácil ver que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ p(x, t) ≤ 1, ∀(x, t) ∈ [0, L]× [0, T ];

p(x, t) = 1, ∀(x, t) ∈ (l1 + ε0, l2 − ε0)× (ε0, T − ε0);

p(x, t) = pt(x, t) = px(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ [[0, L] \ (l1, l2)]× (0, T );

p(x, 0) = p(x, T ) = 0 ∀x ∈ [0, L].

(3.42)

Multiplicando a primeira, a segunda e a terceira equação de (3.22) por ϕp,

ψp, ωp, respectivamente, e integrando por partes sobre (0, L)× (0, T ), obtemos

∫ T

0

∫ L

0

(
kaϕ2x + bψ2x + k0cω

2
x

)
p dx dt

≤
∫ T

0

∫ L

0

[
ρ1ϕ

2
t + ρ2ψ

2
t + ρ1ω

2
t + k0l

2ϕ2 + kψ2 + kl2ω2
]
p dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

ρ1|ϕtptϕ|+ ρ2|ψtptψ|+ ρ1|ωtptω|+ 2klp|ψω| dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

ka|ϕxpxϕ|+ kp|ψxϕ|+ klp|ωxϕ|+ k0lp|ωxϕ|

+b|ψxpxψ|+ kp|ϕxψ|+ k0c|ωxpxω|k0lp|ϕxω|+ klp|ϕxω| dx dt.

Note que os termos com derivada em relação a x do lado esquerdo da estimativa acima

podem ser absorvidos pelos termos da direita com uso de desigualdades do tipo ab ≤



3.2 Desigualdades direta e inversa 57

δa2+ 1
4δ
b2, para δ > 0 apropriado, e propriedades da função p dadas em (3.42), o que nos

permitem chegar a (3.39). Portanto, de (3.38), vem que

E(0) ≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2t + ψ2t + ω2t + ψ2 + ϕ2 + ω2 dx dt. (3.43)

Para finalizar a prova da desigualdade de observabilidade basta mostrar que

∫ T

0

∫ L

0

ϕ2 + ψ2 + ω2dx dt ≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2t + ψ2t + ω2t dx dt (3.44)

Demonstraremos este fato usando argumentos de contradição. De fato, suponha que (3.44)

não se verifica. Então, podemos encontrar uma sequência de soluções não nulas de (3.22),

denotada por {ϕ̃n, ψ̃n, ω̃n}n∈N, satisfazendo
∫ T

0

∫ L

0

ϕ̃2n + ψ̃2n + ω̃2n dx dt > n

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ̃2nt + ψ̃2nt + ω̃2nt dx dt, ∀n ∈ N

o que implica que

∫ T

0

∫ l2

l1
ϕ̃2nt + ψ̃2nt + ω̃2nt dx dt∫ T

0

∫ L

0
ϕ̃2n + ψ̃2n + ω̃2n dx dt

−→ 0, quando n −→∞.

Denotando

ϕn :=
ϕ̃n√∫ T

0

∫ L

0
ϕ̃2n + ψ̃2n + ω̃2n dx dt

ψn :=
ψ̃n√∫ T

0

∫ L

0
ϕ̃2n + ψ̃2n + ω̃2n dx dt

ωn :=
ω̃n√∫ T

0

∫ L

0
ϕ̃2n + ψ̃2n + ω̃2n dx dt

vemos facilmente que

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2nt + ψ2nt + ω2nt dx dt <
1

n
−→ 0 quando n −→∞ (3.45)
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e, além disso, ∫ T

0

∫ L

0

ϕ2n + ψ2n + ω2n dx dt = 1, para cada n ∈ N (3.46)

De (3.43), (3.46), (3.45) e da conservação da energia, vem que En(t) = En(0) é limi-

tada, onde En é o funcional de energia associado ao sistema normalizado de solução

{ϕn, ψn, ωn, }. Então, por equivalência de normas, resulta que

{ϕnt}, {ψnt}, {ωnt} é limitada em L2(0, T, L2(0, L))

{ϕn}, {ψn}, {ωn} é limitada em L2(0, T,H1
0 (0, L))

e consequentemente temos a convergência fraca de cada uma das sequências acima. Pelo

teorema de Aubin-Lions, passando a subsequências se necessário, temos

ϕn → ϕ forte em L2(0, T, L2(0, L)),

ψn → ψ forte em L2(0, T, L2(0, L)),

ωn → ω forte em L2(0, T, L2(0, L)). (3.47)

As convergências fortes acima juntamente com (3.46) implicam em

1 = lim
n→∞

∫ T

0

∫ L

0

ϕ2n + ψ2n + ω2n dx dt =

∫ T

0

∫ L

0

ϕ2 + ψ2 + ω2 dx dt. (3.48)

Por outro lado, as convergencias fracas de {ϕnt}, {ψnt}, {ωnt} em L2(0, T, L2(0, L))

nos permitem obter

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2t + ψ2t + ω2t dx dt ≤ lim inf
n→∞

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2nt + ψ2nt + ω2nt dx dt = 0

o que implica que

ϕt = ψt = ωt = 0, em (l1, l2)× (0, T ). (3.49)

derivando no sentido das distribuições

ϕtt = ψtt = ωtt = 0, em (l1, l2)× (0, T ). (3.50)
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No que segue, denotaremos z = ϕt, u = ψt e v = ωt. Note que {z, u, v} é solução ultrafraca
de





ρ1ztt − k(a(x)zx + u+ lv)x − k0l[vx − lz] = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ2utt − (b(x)ux)x + k(zx + u+ lv) = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ1vtt − k0[c(x)vx − lz]x + kl(zx + u+ lv) = 0, em (0, L)× (0, T )

z = u = v = 0, em (l1, l2)× (0, T )

(3.51)

Antes de chegar a contradição, precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.2.4 (Regularidade escondida dos dados iniciais) A solução ultrafraca {z, u, v}
de (3.51) satisfaz

z(·, 0), u(·, 0), v(·, 0) ∈ H1
0 (0, L),

zt(·, 0), ut(·, 0), vt(·, 0) ∈ L2(0, L).

Demonstração:[Prova do lema 3.2.4] Considere a sequência de funções regularizantes ρν
tais que ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρν ∈ C∞0 (R),
ρν(t) ≥ 0, ∀t ∈ R,

supp(ρν) ⊂
(
− 1

ν
, 0

)
,∫ 0

− 1

ν

ρν(t)dt = 1,

para cada ν ∈ N. Considere também as extensões z, u e v dadas por

z̃(x, t) =





z(x, t), se t ∈ [0, T ]
z(x, T )[T + 1− t], se t ∈ (T, T + 1]

z(x, 0)[t+ 1], se t ∈ [−1, 0)
0, se t ∈ R \ [−1, T + 1]

ũ(x, t) =





u(x, t), se t ∈ [0, T ]
u(x, T )[T + 1− t], se t ∈ (T, T + 1]

u(x, 0)[t+ 1], se t ∈ [−1, 0)
0, se t ∈ R \ [−1, T + 1]
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ṽ(x, t) =





v(x, t), se t ∈ [0, T ]
v(x, T )[T + 1− t], se t ∈ (T, T + 1]

v(x, 0)[t+ 1], se t ∈ [−1, 0)
0, se t ∈ R \ [−1, T + 1]

Note que z̃, ũ, ṽ são elementos de C(R;L2(0, L)) pois z, u, v ∈ C([0, T ];L2(0, L)). Conse-
quentemente z̃, ũ, ṽ ∈ L1loc(R;L

2(0, L)). Fazendo a convolução com a sequência regulari-

zante ρν definimos

z̃ν := z̃ ∗ ρν , ũν := ũ ∗ ρν , ṽν := ṽ ∗ ρν ,
as quais, por sua vez, pertencem a C∞(R;L2(0, L)), para cada ν ∈ N (veja proposição

2.5.7). Portanto, suas derivadas

dk

dtk
(z̃ν) = z̃ ∗ dk

dtk
ρν ,

dk

dtk
(ũν) = ũ ∗ dk

dtk
ρν ,

dk

dtk
(ṽν) = ṽ ∗ dk

dtk
ρν ,

ainda estão em C∞(R;L2(0, L)) para k = 1, 2, 3, . . . .

Agora, dado 0 < ε < T − T0, considere ν ∈ N suficientemente grande de tal

forma que 1
ν
< ε. Isto nos permite definir as seguintes sequências:

zν(x, t) =

∫ 0

− 1

ν

z(t− s)ρν(s) ds, ∀t ∈ [0, T − ε],

uν(x, t) =

∫ 0

− 1

ν

u(t− s)ρν(s) ds, ∀t ∈ [0, T − ε],

vν(x, t) =

∫ 0

− 1

ν

v(t− s)ρν(s) ds, ∀t ∈ [0, T − ε].

Das definições de z̃ν , ũν , ṽν e zν , uν , vν , acima, vem que

dk

dtk
(zν) =

dk

dtk
(z̃ν) ,

dk

dtk
(uν) =

dk

dtk
(ũν) ,

dk

dtk
(vν) =

dk

dtk
(ṽν) , (3.52)

em C∞([0, T − ε];L2(0, L)), k = 0, 1, 2, . . . . Desta forma, se t ∈ [0, T − ε] e s ∈
(
− 1

ν
, 0

)

temos que t− s ∈ [0, T ]. Assim, podemos reescrever o sistema (3.51) primeiro trocando t
por t− s, depois multiplicando essas novas equações por ρν e integrando com s variando
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em
[
− 1

ν
, 0

]
, ou seja, chegamos a

∣∣∣∣∣∣

ρ1zνtt − k(a(x)zνx + uν + lvν)x − k0l[vνx − lzν ] = 0

ρ2uνtt − (b(x)uνx)x + k(zνx + uν + lvν) = 0

ρ1vνtt − k0[c(x)vνx − lzν ]x + kl(zνx + uν + lvν) = 0

(3.53)

o que implica, em vista das regularidades acima, que

(a(·)zνx)x, (b(·)uνx)x, (c(·)vνx)x ∈ C([0, T − ε];H−1(0, L)),

e, consequentemente,

zν , uν , vν ∈ C([0, T − ε];H1
0 (0, L)). (3.54)

De fato, faremos apenas para zν . Lembre que (a(·)zνx)x = Azν e que A é uma isometria

de L2(0, L) em D(A)′, extensão da isometria de H1
0 (0, L) −→ H−1(0, L), e tem imagem

em H−1(0, L) para cada t ∈ [0, T − ε]. De onde segue que

‖zν‖C([0,T−ε];H1
0
(0,L)) = sup

t∈[0,T−ε]
‖zν(t)‖H1

0
(0,L)

= sup
t∈[0,T−ε]

‖A−1Azν(t)‖H1
0
(0,L)

≤ ‖A−1‖ sup
t∈[0,T−ε]

‖Azν(t)‖H−1(0,L)

= ‖A−1‖‖(a(·)zνx)x‖C([0,T−ε];H−1(0,L))

<∞,

provando que zν ∈ C([0, T − ε];H1
0 (0, L)).

Logo, de 3.52 e 3.54 temos que

zν(·, 0), uν(·, 0), vν(·, 0) ∈ H1
0 (0, L),

zνt(·, 0), uνt(·, 0), vνt(·, 0) ∈ L2(0, L).

Desta forma, {zν , uν , vν} é solução fraca de (3.53) e por argumentos de

densidade satisfaz a estimativa (3.43), i.e.,

Eν(0) ≤ C

∫ T−ε

0

∫ l2

l1

z2νt + u2νt + v2νt + z2ν + u2ν + v2ν dx dt. (3.55)
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Observe que o termo da direita de (3.55) é igual a zero. De fato, de (3.49) vem que

z(x, t) = 0 quase sempre em (l1, l2)× (0, T ) e da definição de zν temos que

zν(x, t) =

∫ 0

− 1

ν

z(x, t− s)︸ ︷︷ ︸
=0

ρν(s) ds = 0, para todo (x, t) ∈ [l1, l2]× [0, T − ε],

e consequentemente

zνt(x, t) =
∂

∂t
zν(x, t)︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, para todo (x, t) ∈ [l1, l2]× [0, T − ε].

Analogamente, uν = uνt = vν = vνt = 0 em [l1, l2]× [0, T − ε]. Substituindo isto em (3.55)

resulta que Eν(0) = 0. Pela conservação da energia,

Eν(t) = 0, ∀t ∈ [0, T − ε], ∀ν ∈ N

e, da definição de Eν , segue que

zν , uν , vν são limitadas em L∞(0, T − ε;H1
0 (0, L)), (3.56)

zνt, uνt, vνt são limitadas em L∞(0, T − ε;L2(0, L)). (3.57)

Então, existem z, u, v tais que

zν
∗
⇀ z, em L∞(0, T − ε;H1

0 (0, L)) (3.58)

uν
∗
⇀ u, em L∞(0, T − ε;H1

0 (0, L)) (3.59)

vν
∗
⇀ v, em L∞(0, T − ε;H1

0 (0, L)) (3.60)

zνt
∗
⇀ zt, em L∞(0, T − ε;L2(0, L)) (3.61)

uνt
∗
⇀ ut, em L∞(0, T − ε;L2(0, L)) (3.62)

vνt
∗
⇀ vt, em L∞(0, T − ε;L2(0, L)) (3.63)

Das propriedades de convolução (ver proposição 2.5.9) também sabemos que, para t ∈
[0, T − ε],

zν = ρν ∗ z̃ → z̃ = z̃|[0,T−ε] = z, (3.64)

uν = ρν ∗ ũ→ ũ = ũ|[0,T−ε] = u, (3.65)

vν = ρν ∗ ṽ → ṽ = ṽ|[0,T−ε] = v, (3.66)
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uniformemente para todo t ∈ [0, T − ε] na norma de L2(0, L) quando ν → ∞. Isto

implica que as convergências (3.64)-(3.66) ocorrem em L∞(0, T − ε;L2(0, L)). Então, por
unicidade de limites, as convergências (3.58)-(3.66) nos permitem concluir que

{z, u, v} = {z, u, v}, em
[
L∞(0, T − ε;H1

0 (0, L))
]3
, (3.67)

{zt, ut, vt} = {zt, ut, vt}, em
[
L∞(0, T − ε;L2(0, L))

]3
. (3.68)

Além disso, a partir do fato que {z, u, v} ∈ [C([0, T − ε];L2(0, L))]
3
, de (3.67) e da pro-

posição 2.10.2 obtemos que

{z, u, v} ∈
[
Cs([0, T − ε];H1

0 (0, L))
]3
,

resultando que

z(0), u(0), v(0) ∈ H1
0 (0, L). (3.69)

Da limitação (3.56) e das equações do sistema (3.53) vem que

zνtt, uνtt, vνtt são limitadas em L∞(0, T − ε;H−1(0, L)) (3.70)

e, portanto,

zνtt
∗
⇀ ztt em L∞(0, T − ε;H−1(0, L)),

uνtt
∗
⇀ utt em L∞(0, T − ε;H−1(0, L)),

vνtt
∗
⇀ vtt em L∞(0, T − ε;H−1(0, L)).

Estas convergências, associadas a (3.68), nos permitem concluir que

zt, ut, vt ∈ Cs([0, T − ε];L2(0, L)),

ou seja,

zt(0), ut(0), vt(0) ∈ L2(0, L). (3.71)

Portanto, de (3.69) e (3.71) conclúımos a demonstração do lema 3.2.4.

✷

Retornemos agora a demonstração do teorema 3.2.3. Pelo lema 3.2.4, vem

que {z, u, v} é, na verdade, uma solução fraca do sistema (3.51). Em outras palavras,
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podemos usar a desigualdade (3.43) e juntamente com as equações (3.49)-(3.50) obtemos

E(0) ≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

z2t + u2t + v2t + z2 + u2 + v2 dx dt = 0,

onde E denota a energia do sistema (3.51). Logo, z = u = v = 0 em (0, L) × (0, T ).

Devido ao fato que z = ϕt, u = ψt e v = ωt, temos que

ϕt = ψt = ωt = 0 quase sempre em (0, L)× (0, T ),

ou seja, as funções ϕ, ψ, ω não dependem de t ∈ (0, T ) e, portanto, satisfazem




−k(a(x)ϕx + ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ] = 0

−(b(x)ψx)x + k(ϕx + ψ + lω) = 0

−k0[c(x)ωx − lϕ]x + kl(ϕx + ψ + ω) = 0

ϕ(0) = ϕ(L) = ψ(0) = ψ(L) = ω(0) = ω(L) = 0

o que implica que

∫ L

0

k(a(x)− 1)ϕ2x + b(x)ψ2x + k0(c(x)− 1)ω2x + k(ϕx + ψ + lω)2 + k0[ωx − lϕ]2 dx = 0.

Agora note que o segundo termo da integral acima, junto com a desigualdade de Poincaré,

implica que ψ = 0. Assim, os dois últimos termos da integral acima nos fornecem





ϕx + lω = 0

ωx − lϕ = 0

ϕ, ω ∈ H1
0 (0, L)

implicando que ϕ = ω = 0. Isto é, ϕ = ψ = ω = 0, o que contradiz (3.48). Em outras

palavras, está provada a desigualdade (3.44).

De (3.43) e (3.44) conclúımos a demonstração do teorema 3.2.3.

✷

Antes de estabelecer a desigualdade inversa, considere o seguinte resultado
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Lema 3.2.5 Dados v1, u1, z1 ∈ H−1(0, L), o problema estacionário





−k(a(x)ϕx + ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ] = v1, em (0, L)

−(b(x)ψx)x + k(ϕx + ψ + lω) = u1, em (0, L)

−k0[c(x)ωx − lϕ]x + kl(ϕx + ψ + ω) = z1, em (0, L)

ϕ(0) = ϕ(L) = ψ(0) = ψ(L) = ω(0) = ω(L) = 0 em (0, T )

(3.72)

tem uma única solução

{ϕ, ψ, ω} ∈ [H1
0 (0, L)]

3.

Além disso, essa solução satisfaz

‖{v1, u1, z1}‖[H−1(0,L)]3 ≤ ‖{ϕ, ψ, ω}‖[H1
0
(0,L)]3 . (3.73)

Demonstração:[Prova do lema 3.2.5] Defina

α : [H1
0 (0, L)]

3 × [H1
0 (0, L)]

3 −→ R

tal que

α
(
(ϕ, ψ, ω), (ϕ̂, ψ̂, ω̂)

)

:=

∫ L

0

ka(x)ϕxϕ̂x dx−
∫ L

0

kψxϕ̂ dx−
∫ L

0

klωxϕ̂ dx−
∫ L

0

k0lωxϕ̂ dx+

∫ L

0

k0l
2ϕϕ̂ dx

+

∫ L

0

b(x)ψxψ̂x dx+

∫ L

0

kϕxψ̂ dx+

∫ L

0

kψψ̂ dx+

∫ L

0

klωψ̂ dx

+

∫ L

0

k0c(x)ωxω̂x dx+

∫ L

0

k0lϕxω̂ dx+

∫ L

0

klψxω̂ dx+

∫ L

0

klψω̂ dx+

∫ L

0

kl2ωω̂ dx.

Note que α(·, ·) é uma forma bilinear, simétrica e positiva. Assim, α define um produto

interno (·, ·)α := α(·, ·) em [H1
0 (0, L)]

3 o qual induz uma norma ‖ · ‖α em [H1
0 (0, L)]

3 dada

por

‖{ϕ, ψ, ω}‖α = α ({ϕ, ψ, ω}, {ϕ, ψ, ω})

=

∫ L

0

k(a(x)− 1)ϕ2x + b(x)ψ2x + k0(c(x)− 1)ω2x + k(ϕx + ψ + lω)2 + k0[ωx − lϕ] dx,

que, por sua vez, é equivalente a norma usual de [H1
0 (0, L)]

3. As propriedades desse

produto interno implicam que α(·, ·) é cont́ınua e coerciva.
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Compondo a primeira, a segunda e a terceira equação de (3.72) com ϕ̂, ψ̂, ω̂ ∈
H1
0 (0, L), respectivamente, podemos ver que

α
(
{ϕ, ψ, ω}, {ϕ̂, ψ̂, ω̂}

)

=
〈
v1, ϕ̂

〉
H−1(0,L),H1

0
(0,L)

+
〈
u1, ψ̂

〉
H−1(0,L),H1

0
(0,L)

+
〈
z1, ω̂

〉
H−1(0,L),H1

0
(0,L)

.

Segue do teorema Lax-Milgram a existência de uma única terna {ϕ, ψ, ω} ∈ [H1
0 (0, L)]

3

satisfazendo a identidade acima. Portanto, {ϕ, ψ, ω} é a única solução de (3.72). A con-

tinuidade de α implica na desigualdade (3.73).

✷

Agora estamos em condições de provar a seguinte desigualdade inversa:

Teorema 3.2.6 (Desigualdade Inversa) Sejam T > 2αR, α e R definidos em (3.5) e

(3.6), ϕ0, ψ0, ω0 ∈ L2(0, L) e ϕ1, ψ1, ω1 ∈ H−1(0, L). Então existe uma constante positiva,

C > 0, tal que a solução ultrafraca {ϕ, ψ, ω} de (3.22) satisfaz

‖{ϕ0, ψ0, ω0}‖2[L2(0,L)]3 + ‖{ϕ1, ψ1, ω1}‖2[H−1(0,L)]3 ≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2 + ψ2 + ω2 dx dt

Demonstração:[Prova do teorema 3.2.6] Sejam

ϕ0, ψ0, ω0 ∈ L2(0, L) e
ϕ1, ψ1, ω1 ∈ H−1(0, L).

Por argumentos de densidade, existem sequências

ϕ0n, ψ0n, ω0n ∈ H1
0 (0, L) e

ϕ1n, ψ1n, ω1n ∈ L2(0, L),

n ∈ N, tais que

{ϕ0n, ψ0n, ω0n} −→ {ϕ0, ψ0, ω0} em [L2(0, L)]3, (3.74)

{ϕ1n, ψ1n, ω1n} −→ {ϕ1, ψ1, ω1} em [H−1(0, L)]3. (3.75)
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Para cada n ∈ N, considere {vn, un, zn} ∈ [H1
0 (0, L)]

3 a única solução do

sistema




−k(a(x)vnx + un + lzn)x − k0l[z
n
x − lvn] = ρ1ϕ1n, em (0, L)

−(b(x)unx)x + k(vnx + un + lzn) = ρ2ψ1n, em (0, L)

−k0[c(x)znx − lvn]x + kl(vnx + un + zn) = ρ1ω1n, em (0, L)

vn(0) = vn(L) = un(0) = un(L) = zn(0) = zn(L) = 0, em (0, T )

(3.76)

dada pelo lema 3.2.5. Além disso, este mesmo lema garante que

‖{ϕ1n, ψ1n, ω1n}‖[H−1(0,L)]3 ≤ ‖{vn, un, zn}‖[H1
0
(0,L)]3 , ∀n ∈ N. (3.77)

Defina




Φn(x, t) = −vn(x) +
∫ t

0

ϕn(x, s)ds,

Ψn(x, t) = −un(x) +
∫ t

0

ψn(x, s)ds,

Υn(x, t) = −zn(x) +
∫ t

0

ωn(x, s)ds,

(3.78)

onde {ϕn, ψn, ωn} é a solução fraca de




ρ1ϕtt − k(a(x)ϕx + ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ] = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ2ψtt − (b(x)ψx)x + k(ϕx + ψ + lω) = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ1ωtt − k0[c(x)ωx − lϕ]x + kl(ϕx + ψ + ω) = 0, em (0, L)× (0, T )

ϕ(0) = ϕ(L) = ψ(0) = ψ(L) = ω(0) = ω(L) = 0, em (0, T )

ϕ(x, 0) = ϕ0n(x), ϕt(x, 0) = ϕ1n(x), x ∈ (0, L)
ψ(x, 0) = ψ0n(x), ψt(x, 0) = ψ1n(x), x ∈ (0, L)
ω(x, 0) = ω0n(x), ωt(x, 0) = ω1n(x), x ∈ (0, L)
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Da definição (3.78) temos que {Φn,Ψn,Υn} é a solução fraca de




ρ1Φtt − k(a(x)Φx +Ψ+ lΥ)x − k0l[Υx − lΦ] = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ2Ψtt − (b(x)Ψx)x + k(Φx +Ψ+ lΥ) = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ1Υtt − k0[c(x)Υx − lΦ]x + kl(Φx +Ψ+Υ) = 0, em (0, L)× (0, T )

Φ(0) = Φ(L) = Ψ(0) = Ψ(L) = Υ(0) = Υ(L) = 0 em (0, T )

Φ(x, 0) = Φ0
n(x) = −vn(x), Φt(x, 0) = Φ1

n(x) = ϕ0n(x), x ∈ (0, L)
Ψ(x, 0) = Ψ0

n(x) = −un(x), Ψt(x, 0) = Ψ1
n(x) = ψ0n(x), x ∈ (0, L)

Υ(x, 0) = Υ0
n(x) = −zn(x), Υt(x, 0) = Υ1

n(x) = ω0n(x), x ∈ (0, L)

Então, a desigualdade de observabilidade dada pelo teorema 3.2.3 implica que

‖{Φ0
n,Ψ

0
n,Υ

0
n}‖2[H1

0
(0,L)]3 + ‖{Φ1

n,Ψ
1
n,Υ

1
n}‖2[L2(0,L)]3

≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

Φ2
nt(x, t) + Ψ2

nt(x, t) + Υ2
nt(x, t) dx dt.

A partir da estimativa (3.77) e usando novamente a definição (3.78) obtemos que

‖{ϕ1n, ψ1n, ω1n}‖2[H−1(0,L)]3 + ‖{ϕ0n, ψ0n, ω0n}‖2[L2(0,L)]3

≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2n(x, t) + ψ2n(x, t) + ω2n(x, t) dx dt.

A dependência da solução ultrafraca com respeito aos dados iniciais e as convergências

(3.74)-(3.75) juntamente com desigualdade acima nos remetem a

‖{ϕ1, ψ1, ω1}‖2[H−1(0,L)]3 + ‖{ϕ0, ψ0, ω0}‖2[L2(0,L)]3

≤ C

∫ T

0

∫ l2

l1

ϕ2(x, t) + ψ2(x, t) + ω2(x, t) dx dt,

o que conclui a demonstração do teorema 3.2.6.

✷
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3.3 Aplicação do Método H.U.M. (Hilbert Unique-

ness Method)

Para chegar ao resultado de controlabilidade, considere o seguinte lema cuja

demonstração não será apresentada aqui, mas se baseia em argumentos usuais de Análise

Funcional.

Lema 3.3.1 Seja F um espaço de Hilbert e E um subespaço de F , tal que E = F . Se

Λ : E −→ F ′ é uma aplicação linear satisfazendo

〈Λf, g〉F ′,F = (f, g)F , ∀f, g ∈ E,

então podemos estendê-la a uma aplicação linear Λ : F −→ F ′ tal que

〈Λf, g〉F ′,F = (f, g)F , ∀f, g ∈ F.

Além disso, Λ é um isomorfismo linear que preserva normas.

Demonstração:[Prova do lema 3.3.1] Use o teorema 2.6.6.

✷

Agora estamos em condições de estabelecer o principal resultado deste ca-

ṕıtulo.

Teorema 3.3.2 (Resultado Principal) Seja T > 2αR, α e R dados em (3.5) e (3.6),

ϕ0, ψ0, ω0 ∈ H1
0 (0, L) e ϕ1, ψ1, ω1 ∈ L2(0, L). Então existem controles h1 = h1(x, t), h2 =

h2(x, t), h3 = h3(x, t) ∈ L2(0, T ;L2(l1, l2)) tal que a solução {ϕ, ψ, ω} do sistema de

Bresse





ρ1ϕtt − k(a(x)ϕx + ψ + lω)x − k0l[ωx − lϕ] = h1χ, em (0, L)× (0, T )

ρ2ψtt − (b(x)ψx)x + k(ϕx + ψ + lω) = h2χ, em (0, L)× (0, T )

ρ1ωtt − k0[c(x)ωx − lϕ]x + kl(ϕx + ψ + ω) = h3χ, em (0, L)× (0, T )

ϕ(0) = ϕ(L) = ψ(0) = ψ(L) = ω(0) = ω(L) = 0 em (0, T )

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0, L)
ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, L)
ω(x, 0) = ω0(x), ωt(x, 0) = ω1(x), x ∈ (0, L)

(3.79)
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onde χ é a função caracteŕıstica do intervalo (l1, l2), verifica

ϕ(x, T ) = 0, ϕt(x, T ) = 0,

ψ(x, T ) = 0, ψt(x, T ) = 0,

ω(x, T ) = 0, ωt(x, T ) = 0.

Demonstração:[Prova do teorema 3.3.2] Considere {u, v, z} a solução forte do seguinte
problema homogêneo





ρ1vtt − k(a(x)vx + u+ lz)x − k0l[zx − lv] = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ2utt − (b(x)ux)x + k(vx + u+ lz) = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ1ztt − k0[c(x)zx − lv]x + kl(vx + u+ z) = 0, em (0, L)× (0, T )

v(0) = v(L) = u(0) = u(L) = z(0) = z(L) = 0 em (0, T )

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈ (0, L)
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, L)
z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x), x ∈ (0, L)

(3.80)

onde v0, v1, u0, u1, z0, z1 funções arbitrarias de C∞0 (0, L). Além disso, considere o sistema

retrógrado





ρ1θtt − k(a(x)θx + ζ + lϑ)x − k0l[ϑx − lθ] = −vχ, em (0, L)× (0, T )

ρ2ζtt − (b(x)ζx)x + k(θx + ζ + lϑ) = −uχ, em (0, L)× (0, T )

ρ1ϑtt − k0[c(x)ϑx − lθ]x + kl(θx + ζ + ϑ) = −zχ, em (0, L)× (0, T )

θ(0) = θ(L) = ζ(0) = ζ(L) = ϑ(0) = ϑ(L) = 0 em (0, T )

θ(x, T ) = 0, θt(x, T ) = 0, x ∈ (0, L)
ζ(x, T ) = 0, ζt(x, T ) = 0, x ∈ (0, L)
ϑ(x, T ) = 0, ϑt(x, T ) = 0, x ∈ (0, L)

(3.81)

o qual tem uma única solução forte {θ, ζ, ϑ}. Para encontrar os controles desejados,

consideramos o operador Λ,

Λ : [C∞0 (0, L)]
6 −→

[
L2(0, L)×H1

0 (0, L)
]3

{
v0, v1, u0, u1, z0, z1

}
7−→ {ρ1θt(·, 0),−ρ1θ(·, 0), ρ2ζt(·, 0),−ρ2ζ(·, 0), ρ1ϑt(·, 0),−ρ1ϑ(·, 0)}
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Observe que

〈
Λ{v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1}

〉
D′,D

= ρ1(θt(·, 0), γ0) + ρ2(ζt(·, 0), σ0) + ρ1(ϑt(·, 0), τ 0)
− ρ1(θ(·, 0), γ1)− ρ2(ζ(·, 0), σ1)− ρ1(ϑ(·, 0), τ 1) (3.82)

para cada γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1 ∈ C∞0 (0, L).

Por outro lado, dados γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1 ∈ C∞0 (0, L), multiplicando a pri-
meira, segunda e terceira equação de





ρ1γtt − k(a(x)γx + σ + lτ)x − k0l[τx − lγ] = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ2σtt − (b(x)σx)x + k(γx + σ + lτ) = 0, em (0, L)× (0, T )

ρ1τtt − k0[c(x)τx − lγ]x + kl(γx + σ + τ) = 0, em (0, L)× (0, T )

γ(0) = γ(L) = σ(0) = σ(L) = τ(0) = τ(L) = 0 em (0, T )

γ(x, 0) = γ0(x), γt(x, 0) = γ1(x), x ∈ (0, L)
σ(x, 0) = σ0(x), σt(x, 0) = σ1(x), x ∈ (0, L)
τ(x, 0) = τ 0(x), τt(x, 0) = τ 1(x), x ∈ (0, L)

(3.83)

por θ, ζ e ϑ, respectivamente, e integrando por partes sobre (0, L)×(0, T ) obtemos, usando
(3.81), que

∫ T

0

∫ l2

l1

γv + σu+ τz dx dt

= ρ1(θt(·, 0), γ0) + ρ2(ζt(·, 0), σ0) + ρ1(ϑt(·, 0), τ 0)
− ρ1(θ(·, 0), γ1)− ρ2(ζ(·, 0), σ1)− ρ1(ϑ(·, 0), τ 1). (3.84)

Das equações (3.82) e (3.84) resulta que

〈
Λ{v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1}

〉
D′,D

=

∫ T

0

∫ l2

l1

γv+ σu+ τz dx dt. (3.85)

Considere também a aplicação

(·, ·)F : [C∞0 (0, L)]
6 × [C∞0 (0, L)]

6 −→ R



72 3 Controlabilidade exata interna do sistema de Bresse generalizado

que a cada {{v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1}} ∈ [C∞0 (0, L)]
6 × [C∞0 (0, L)]

6 as-

socia o número real

(
{v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1}

)
F
=

∫ T

0

∫ l2

l1

γv + σu+ τz dx dt (3.86)

Note que (·, ·)F define um produto interno em [C∞0 (0, L)]
6. De fato, a si-

metria é obvia e a linearidade segue da linearidade e unicidade de solução do sistema de

Bresse envolvido na definição de Λ. A positividade é uma consequência da desigualdade

inversa apresentada no teorema 3.2.6. Com efeito, se {v0, v1, u0, u1, z0, z1} = 0 então

{v, u, z} = 0 e portanto

(
{v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {v0, v1, u0, u1, z0, z1}

)
F
=

∫ T

0

∫ l2

l1

v2 + u2 + z2 dx dt = 0.

Por outro lado se ({v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {v0, v1, u0, u1, z0, z1})F = 0 então
∫ T

0

∫ l2

l1
v2+u2+

z2 dx dt = 0. Pelo desigualdade inversa, dada no teorema 3.2.6,

‖v0‖2L2(0,L) + ‖u0‖2L2(0,L) + ‖z0‖2L2(0,L) + ‖v1‖2H−1(0,L) + ‖u1‖2H−1(0,L) + ‖z1‖2H−1(0,L) = 0

e portanto

{v0, v1, u0, u1, z0, z1} = 0

o que prova o desejado.

Desta forma podemos introduzir em [C∞0 (0, L)]
6 a norma ‖ · ‖F dada por

‖ · ‖F =
√
(·, ·)F . Seja F o completado de [C∞0 (0, L)]

6 com a norma ‖ · ‖F . Então F é um

espaço de Hilbert. Mostremos que

F = [L2(0, L)×H−1(0, L)]3. (3.87)

De fato, seja {v0, v1, u0, u1, z0, z1} = Θ ∈ F . Então existe uma sequência em [C∞0 (0, L)]
6,

{v0n, v1n, u0n, u1n, z0n, z1n}n∈N = {Θn}n∈N, que converge para Θ. Logo {Θn}n∈N é de cauchy

em F . Como [C∞0 (0, L)]
6 →֒ [L2(0, L) × H−1(0, L)]3 segue que {Θn}n∈N ⊂ [L2(0, L) ×

H−1(0, L)]3. Desta última contigência, do fato que {Θn}n∈N é de Cauchy em F e do

teorema 3.2.6 segue que {Θn}n∈N é de Cauchy em [L2(0, L)×H−1(0, L)]3. Como [L2(0, L)×
H−1(0, L)]3 é espaço de Banach, vem que {Θn}n∈N converge em [L2(0, L) × H−1(0, L)]3

para algum Γ = {ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1} ∈ [L2(0, L) × H−1(0, L)]3. Pelo teorema 3.2.2

temos que Θn → Γ em F quando n → ∞. Da unicidade do limite resulta que Θ = Γ e,
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portanto,

Θ ∈ [L2(0, L)×H−1(0, L)]3.

Por outro lado, seja Θ ∈ [L2(0, L)×H−1(0, L)]3. Como [C∞0 (0, L)]
6 é denso

em [L2(0, L) × H−1(0, L)]3 existe {Θn}n∈N ⊂ [C∞0 (0, L)]
6 tal que Θn → Θ na norma de

[L2(0, L) × H−1(0, L)]3. Logo {Θn}n∈N é de Cauchy em [L2(0, L) × H−1(0, L)]3. Pela

desigualdade direta apresentada no teorema 3.2.2 vem que {Θn}n∈N é de Cauchy em F .

Como F é completo Θn → Γ na norma de F para algum Γ ∈ F . Pelo teorema 3.2.6 temos
que Θn → Γ na norma de [L2(0, L) × H−1(0, L)]3. Por unicidade de limites Θ = Γ ∈ F

provando a afirmação (3.87).

De (3.85)-(3.86) e do lema 3.3.1, tendo em vista a densidade de [C∞0 (0, L)]
6

em F , temos que

〈
Λ{v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1}

〉
F ′,F

=
(
{v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1}

)
F
,

para todo {v0, v1, u0, u1, z0, z1}, {γ0, γ1, σ0, σ1, τ 0, τ 1} ∈ F , onde Λ : F −→ F ′ é a isome-

tria dada pelo lema 3.3.1. Assim, dados {ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1} ∈ [H1
0 (0, L)× L2(0, L)]

3
,

existem únicos {v0, v1, u0, u1, z0, z1} ∈ [L2(0, L)×H−1(0, L)]
3
tais que

Λ{v0, v1, u0, u1, z0, z1} = {ρ1ϕ1,−ρ1ϕ0, ρ2ψ1,−ρ2ψ0, ρ1ω1,−ρ1ω0}.

Da definição de Λ e da identidade acima vem que





θ(0) = ϕ0, θt(0) = ϕ1,

ζ(0) = ψ0, ζt(0) = ψ1,

ϑ(0) = ω0, ϑt(0) = ω1.

(3.88)

Então, escolhemos os controles

h1 := −v, h2 := −u, h3 := −z

onde {u, v, z} é solução (3.80). Isto implica que o sistema (3.79) tem uma única solução

{ϕ, ψ, ω}. Entretanto, observe que a solução {θ, ζ, ϑ} de (3.81) satisfaz (3.88) que são as
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mesmas condições impostas em (3.79). Por unicidade de solução destes sistemas,

ϕ = θ, em (0, L)× (0, T ),

ψ = ζ, em (0, L)× (0, T ),

ω = ϑ, em (0, L)× (0, T ).

Portanto, {ϕ, ψ, ω} satisfaz as mesmas condições finais de {θ, ζ, ϑ}, a saber,

ϕ(x, T ) = θ(x, T ) = 0, ∀x ∈ (0, L),
ψ(x, T ) = ζ(x, T ) = 0, ∀x ∈ (0, L),
ω(x, T ) = ϑ(x, T ) = 0, ∀x ∈ (0, L),
ϕt(·, T ) = θt(·, T ) = 0, em L2(0, L),

ψt(·, T ) = ζt(·, T ) = 0, em L2(0, L),

ωt(·, T ) = ϑt(·, T ) = 0, em L2(0, L),

o que completa a prova do teorema 3.3.2.

✷

Observação 3.3.3 Os cálculos desenvolvidos ao longo deste caṕıtulo nos mostram que,

independente da escolha do intervalo não vazio (l1, l2) ⊂ (0, L) onde os controles agem,

o sistema (3.1)-(3.3) pode sempre ser controlado para qualquer que seja o tempo T satis-

fazendo T > 2αL. Por outro lado, a definição de R nos permite concluir que controles

agindo no centro do intervalo (0, L) são mais eficientes. O aumento do comprimento de

(l1, l2) também reduz o tempo de controle do sistema. O ı́nfimo dos tempos de controle

encontrado é α[L− (l2 − l1)].



Caṕıtulo 4

Decaimento exponencial para o

sistema de termodifusão

Neste caṕıtulo consideramos o sistema de termodifusão linear dado por





ρutt − (λ+ 2µ)uxx + γ1θ1x + γ2θ2x + α3(x)ut = 0,

cθ1t +
√
kq1x + γ1utx + dθ2t = 0,

nθ2t +
√
Dq2x + γ2utx + dθ1t = 0,

τ1q1t + α1(x)q1 +
√
kθ1x = 0,

τ2q2t + α2(x)q2 +
√
Dθ2x = 0,

(4.1)

em (0, 1)× (0,∞), com condições iniciais





u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),

θ1(x, 0) = θ10(x), θ2(x, 0) = θ20(x),

q1(x, 0) = q10(x), q2(x, 0) = q20(x),

(4.2)

e ainda sujeito as condições de fronteira

u(0, t) = u(1, t) = θ1(0, t) = θ1(1, t) = θ2(0, t) = θ2(1, t) = 0. (4.3)

onde u, θ1, q1 denotam o deslocamento, a temperatura e o fluxo de calor. As funções θ2 e q2
representam o potencial qúımico e o fluxo associado. Os coeficientes λ e µ são constantes

relacionadas a composição do material, ρ é a densidade, γ1, γ2 são a dilatação térmica e

difusão, k e D são a condutividade térmica. Além disso, n, c e d são os coeficientes de

termodifusão e τ1 e τ2 se referem ao tempo de relaxamento. Todos os coeficientes descritos
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acima são positivos e satisfazem a seguinte relação de termodifusão:

nc− d2 > 0. (4.4)

Este caṕıtulo está estruturado conforme segue: Na seção 1 são feitas algumas

considerações sobre as funções localizadoras α1, α2 e α3, energia e existencia de soluções. A

seção 2 é dedicada a obter uma desigualdade observabilidade para o sistema conservativo

associado usando a técnica dos multiplicadores. Na seção 3, usando argumentos por

contradição, estendemos a desigualdade de observabilidade para o sistema dissipativo e

mostramos o decaimento exponencial.

4.1 Considerações iniciais e boa colocação

Tendo em vista a estabilidade assintótica do sistema de termodifusão linear

(4.1)-(4.3), fazemos a seguinte hipótese sobre as funções localizadoras:

Hipótese 4.1.1 Assuma que αi ∈ L∞(0, 1), i = 1, 2, 3, são funções não negativas tais

que

αi(x) ≥ αi0 > 0 em algum intervalo Ji ⊂ (0, 1), i = 1, 2, 3

e

∅ 6= (a1, a2) = I :=
3⋂

i=1

Ji ⊂ (0, 1).

Como veremos a seguir (lema 4.1.2), essas funções localizam os mecanismos de “damping”

em regiões arbitrariamente pequenas.

Suponha que {u, θ1, θ2, q1, q1} é uma solução de (4.1)-(4.3). Então a energia
associada, denotada por E(t), t ≥ 0, é dada por

E(t) = E1(t) + E2(t) (4.5)

onde a energia de primeira ordem, E1(t), é definida por

E1(t) =
1

2

∫ 1

0

ρu2t + (λ+ 2µ)u2x + cθ21 + nθ22 + τ1q
2
1 + τ2q

2
2 + 2dθ1θ2dx
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e a energia de segunda ordem por

E2(t) =
1

2

∫ 1

0

ρu2tt + (λ+ 2µ)u2xt + cθ21t + nθ22t + τ1q
2
1t + τ2q

2
2t + 2dθ1tθ2tdx

Note que a condição (4.4) implica que E(t) ≥ 0. De fato, basta observar que

o termo cθ21 + nθ
2
2 +2dθ1θ2 presente em E1(t) e o termo cθ

2
1t+ nθ

2
2t+2dθ1tθ2t presente em

E2(t) são não negativos. Faremos para o primeiro e o segundo seguirá de forma análoga.

Com efeito, considere o polinômio P , na variável θ1, dado por

P (θ1) = cθ21 + nθ22 + 2dθ1θ2

que representa uma parábola de concavidade voltada para cima. Agora observe que a

equação

cθ21 + 2dθ2θ1 + nθ22 = 0,

na variável θ1, tem discriminate ∆ menor ou igual a zero. Com efeito

∆ = (2dθ2)
2 − 4cnθ22

=4θ22(d
2 − nc︸ ︷︷ ︸
<0

)

≤0.

Portanto P (θ1) ≥ 0 o que implica que E1(t) ≥ 0. De modo análogo E2(t) ≥ 0 e, portanto,

E(t) ≥ 0.

Lema 4.1.2 O funcional de energia, E, definido por (4.5), satisfaz

d

dt
E(t) = −

∫ 1

0

α1(x)q
2
1 + α2(x)q

2
2 + α3(x)u

2
tdx

−
∫ 1

0

α1(x)q
2
1t + α2(x)q

2
2t + α3(x)u

2
ttdx

≤ 0, ∀t ≥ 0.

Demonstração: Multiplique a primeira equação de (4.1) por ut, a segunda por θ1, a ter-

ceira por θ2, a quarta por q1 e a quinta por q2, e faça integração por partes com x ∈ (0, 1).
Fazendo cálculos análogos para o problema derivado em relação a t, somando os resultados

e usando a hipótese 4.1.1 obtemos o desejado.
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✷

Para a existência de solução, considere o espaço de Hilbert

H = H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1)

munido da norma

‖U‖2H := ‖{u1, u2, u3, u4, u5, u6}‖2H
≡

∫ 1

0

ρu22 + (λ+ 2µ)u21x + cu23 + nu24 + τ1u
2
5 + τ2u

2
6 + 2du3u4 dx

induzida pelo produto interno

(U, V )H := ({u1, u2, u3, u4, u5, u6}, {v1, v2, v3, v4, v5, v6})H
≡ (λ+ 2µ)(u1x, v1x) + ρ(u2, v2) + c(u3, v3) + d(u3, v4)

+n(u4, v4) + d(u4, v3) + τ1(u5, v5) + τ2(u6, v6)

onde (·, ·) denota o produto interno usual de L2(0, 1).

Observe que podemos isolar θ1t e θ2t na segunda e terceira equações de (4.1)

e, portanto, o sistema (4.1) pode ser reescrito como

ρutt =(λ+ 2µ)uxx − γ1θ1x − γ2θ2x − α3(x)ut

(nc− d2)θ1t =− n
√
kq1x + d

√
Dq2x − (nγ1 − dγ2)utx

(nc− d2)θ2t =− c
√
Dq2x + d

√
kq1x − (cγ2 − dγ1)utx

τ1q1t =− α1(x)q1 −
√
kθ1x

τ2q2t =− α2(x)q2 −
√
Dθ2x

Então, denotando Y (t) = {u, ut, θ1, θ2, q1, q2}, segue que o sistema (4.1)-

(4.2) é equivalente a 



d

dt
Y (t) +AY (t) = 0

Y (0) = Y0

,
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onde Y (0) = {u0, u1, θ10, θ20, q10, q20} e o operador A : D(A) ⊂ H → H é dado por

A = −(A1 + A2) cujos domı́nios são

D(A1) =H
1
0 (0, 1) ∩H2(0, 1)×H1

0 (0, 1)×H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)×H1(0, 1)×H1(0, 1),

D(A2) =H

e as componentes A1 e A2 são definidas por

A1 =




0 1 0 0 0 0
λ+2µ

ρ
∂xx 0 −γ1

ρ
∂x −γ2

ρ
∂x 0 0

0 −nγ1−dγ2
nc−d2 ∂x 0 0 − n

√
k

nc−d2∂x
d
√
D

nc−d2∂x

0 − cγ2−dγ1
nc−d2 ∂x 0 0 d

√
k

nc−d2∂x − c
√
D

nc−d2∂x

0 0 −
√
k

τ1
∂x 0 0 0

0 0 0 −
√
D
τ2
∂x 0 0




,

e

A2 =




0 0 0 0 0 0

0 −α3(x)
ρ

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −α1(x)
τ1

0

0 0 0 0 0 −α2(x)
τ2




.

Note queD(A) = D(A1) eA1 é anti-adjunto, isto é, (A1U, V )H = (U,−A1V )H
para todo U, V ∈ D(A1). De fato, como

A1U =




u2
λ+2µ

ρ
u1xx − γ1

ρ
u3x − γ2

ρ
u4x

−nγ1−dγ2
nc−d2 u2x − n

√
k

nc−d2u5x +
d
√
D

nc−d2u6x

− cγ2−dγ1
nc−d2 u2x +

d
√
k

nc−d2u5x − c
√
D

nc−d2u6x

−
√
k

τ1
u3x

−
√
D
τ2
u4x
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segue que

(A1U, V )H =(λ+ 2µ)(u2x, v1x) + ρ

(
λ+ 2µ

ρ
u1xx −

γ1

ρ
u3x −

γ2

ρ
u4x, v2

)

+ c

(
−nγ1 − dγ2

nc− d2
u2x −

n
√
k

nc− d2
u5x +

d
√
D

nc− d2
u6x, v3

)

+ d

(
−cγ2 − dγ1

nc− d2
u2x +

d
√
k

nc− d2
u5x −

c
√
D

nc− d2
u6x, v3

)

+ n

(
−cγ2 − dγ1

nc− d2
u2x +

d
√
k

nc− d2
u5x −

c
√
D

nc− d2
u6x, v4

)

+ d

(
−nγ1 − dγ2

nc− d2
u2x −

n
√
k

nc− d2
u5x +

d
√
D

nc− d2
u6x, v4

)

+ τ1

(
−
√
k

τ1
u3x, v5

)
+ τ2

(
−
√
D

τ2
u4x, v6

)

o que implica que

(A1U, V )H =− (λ+ 2µ)(u2, v1xx)− (λ+ 2µ)(u1x, v2x)

+ γ1(u3, v2x) + γ2(u4, v2x) + c
nγ1 − dγ2

nc− d2
(u2, v3x)

+
cn
√
k

nc− d2
(u5, v3x)−

cd
√
D

nc− d2
(u6, v3x) + d

cγ2 − dγ1

nc− d2
(u2, v3x)

− d2
√
k

nc− d2
(u5, v3x) +

dc
√
D

nc− d2
(u6, v3x) + n

cγ2 − dγ1

nc− d2
(u2, v4x)

− nd
√
k

nc− d2
(u5, v4x) +

nc
√
D

nc− d2
(u6, v4x) + d

nγ1 − dγ2

nc− d2
(u2, v4x)

+
dn
√
k

nc− d2
(u5, v4x)−

d2
√
D

nc− d2
(u6, v4x)

+
√
k(u3, v5x) +

√
D(u4, v6x),
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ou seja,

(A1U, V )H =− (λ+ 2µ)(u1x, v2x) +


c
nγ1 − dγ2

nc− d2
+ d

cγ2 − dγ1

nc− d2︸ ︷︷ ︸
=γ1


 (u2, v3x)

+


n

cγ2 − dγ1

nc− d2
+ d

nγ1 − dγ2

nc− d2︸ ︷︷ ︸
=γ2


 (u2, v4x) + (u2,−(λ+ 2µ)v1xx)

+ (u3, γ1v2x +
√
kv5x) + (u4, γ2v2x +

√
Dv6x)

+ (u5,
√
kv3x) + (u6,

√
Dv4x)

e portanto

(A1U, V )H =(u1x,−(λ+ 2µ)v2x) + (u2,−(λ+ 2µ)v1xx + γ1v3x + γ2v4x)

+ (u3, γ1v2x +
√
kv5x) + (u4, γ2v2x +

√
Dv6x)

+ (u5,
√
kv3x) + (u6,

√
Dv4x) (4.6)

Por outro lado, veja que

(U,−A1V )H =(λ+ 2µ)(u1x,−v2x)

+ ρ

(
u2,−

λ+ 2µ

ρ
v1xx +

γ1

ρ
v3x +

γ2

ρ
v4x

)

+ c

(
u3,

nγ1 − dγ2

nc− d2
v2x +

n
√
k

nc− d2
v5x −

d
√
D

nc− d2
v6x

)

+ d

(
u3,

cγ2 − dγ1

nc− d2
v2x −

d
√
k

nc− d2
v5x +

c
√
D

nc− d2
v6x

)

+ n

(
u4,

cγ2 − dγ1

nc− d2
v2x −

d
√
k

nc− d2
v5x +

c
√
D

nc− d2
v6x

)

+ d

(
u4,

nγ1 − dγ2

nc− d2
v2x +

n
√
k

nc− d2
v5x −

d
√
D

nc− d2
v6x

)

+ τ1

(
u5,

√
k

τ1
v3x

)
+ τ2

(
u6,

√
D

τ2
v4x

)
,
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o que nos leva a

(U,−A1V )H =(u1x,−(λ+ 2µ)v2x) + (u2,−(λ− 2µ)v1xx + γ1v3x + γ2v4x)(
u3, γ1v2x +

√
kv5x

)
+
(
u4, γ2v2x +

√
Dv6x

)

+
(
u5,
√
kv3x

)
+
(
u6,
√
Dv4x

)
. (4.7)

De (4.6) e (4.7) vem que (A1U, V ) = (U,−A1V ) o que mostra que A
∗
1 = −A1.

Pelo Teorema 2.8.12 (de Stone) A1 é o gerador infinitesimal de um grupo

unitário de classe C0, em particular, A1 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0.

Por outro lado,

(−A2U,U)H =

∫ 1

0

α1(x)u
2
5 + α2(x)u

2
6 + α3(x)u

2
2 ≥ 0

o que implica que A2 é dissipativo. Da definição de A2 vem que

‖ − A2U‖2H =

∫ 1

0

ρ

∣∣∣∣
α3(x)

ρ
u2

∣∣∣∣
2

+ τ1

∣∣∣∣
α1(x)

τ1
u5

∣∣∣∣
2

+ τ2

∣∣∣∣
α2(x)

τ2
u6

∣∣∣∣
2

dx

≤C‖U‖H.

Pelo teorema 2.8.8 vem que −A = A1 +A2 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0. Da observação 2.8.13 temos o seguinte resultado de existência e

regularidade de solução

Teorema 4.1.3 Dado Y0 = {u0, u1, θ10, θ20, q10, q20} ∈ D(A), o problema (4.1)-(4.3) tem

uma única solução Y ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1([0,∞);H).

Além disso, se o dado inicial Y0 = {u0, u1, θ10, θ20, q10, q20} ∈ D(An), n ∈
N, a solução, Y , do problema (4.1)-(4.3) pertence a classe Cn−k([0,∞);D(Ak)), k =

1, 2, . . . , n.

4.2 Desigualdade de observabilidade

Nesta seção, consideraremos o sistema conservativo
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ρutt − (λ+ 2µ)uxx + γ1θ1x + γ2θ2x = 0 (4.8)

cθ1t +
√
kq1x + γ1utx + dθ2t = 0 (4.9)

nθ2t +
√
Dq2x + γ2utx + dθ1t = 0 (4.10)

τ1q1t +
√
kθ1x = 0 (4.11)

τ2q2t +
√
Dθ2x = 0 (4.12)

em (0, 1) × (0,∞) com as mesmas condições iniciais e de fronteira de (4.2)-(4.3). Afim

de evitar confusão, lembramos que a energia do sistema dissipativo e do conservativo é

definida pela mesma expressão.

Teorema 4.2.1 Seja I = (a1, a2) um intervalo aberto contido em (0, 1). Para T > 0 sufi-

cientemente grande, existe uma constante positiva C0 tal que qualquer solução {u, θ1, θ2, q1, q2}
de (4.8)-(4.12) satisfaz

E(0) ≤ C0

∫ T

0

∫ a2

a1

q21 + q21t + q22 + q22t + u2t + u2tt dx dt.

Demonstração:[Prova do teorema 4.2.1] Dado ε0 > 0 suficientemente pequeno, satisfa-

zendo

ε0 <
a2 − a1

2
,

escolhemos de forma recursiva

εi =
εi−1
2
, para i = 1, 2, 3. (4.13)

Denotemos por Ii o intervalo (a1 + εi, a2 − εi). Consideremos gη uma função cont́ınua e

C1 por partes dada por

gη(x) =





(η − 1)x, if x ∈ [0, a1 + ε0),

η(x− a1 − ε0) + (a1 − a2 + 2ε0)(a1 + ε0), if x ∈ [a1 + ε0, a2 − ε0],

(η − 1)(x− 1), if x ∈ (a2 − ε0, 1).

(4.14)

com η := 1− (a2 − a1 − 2ε0) ∈ [0, 1). Esta função foi introduzida por Ho em [25].



84 4 Decaimento exponencial para o sistema de termodifusão

Multiplicando a equação (4.8) por uxgη, fazendo integração por partes e

usando as equações (4.11) e (4.12) obtemos que

0 =
d

dt

∫ 1

0

ρutuxgηdx−
∫ 1

0

ρututxgη + (λ+ 2µ)uxxuxgη −
[
γ1τ1√
k
q1tux +

γ2τ2√
D
q2tux

]
gηdx

=
d

dt

∫ 1

0

ρutuxgηdx+

∫ 1

0

ρ

2
u2t g

′
η +

λ+ 2µ

2
u1xg

′
ηdx−

d

dt

∫ 1

0

γ1τ1√
k
q1uxgηdx

+

∫ 1

0

γ1τ1√
k
q1utxgηdx−

d

dt

∫ 1

0

γ2τ2√
D
q2uxgηdx+

∫ 1

0

γ2τ2√
D
q2utxgηdx

Desta última relação e das equações (4.9) e (4.10) chegamos a

∫ 1

0

[
ρ

2
u2t +

λ+ 2µ

2
u1x

]
g′ηdx+

d

dt

∫ 1

0

[
ρutux −

γ1τ1√
k
q1ux −

γ2τ2√
D
q2ux

]
gηdx

=
d

dt

∫ 1

0

τ1√
k
q1 (cθ1 + dθ2) gη +

τ2√
D
q2 (nθ2 + dθ1) gηdx

−
∫ 1

0

τ1√
k
q1t

︸ ︷︷ ︸
−θ1x

(cθ1 + dθ2) gη +
τ2√
D
q2t

︸ ︷︷ ︸
−θ2x

(nθ2 + dθ1) gηdx+

∫ 1

0

τ1q1q1xgη + τ2q2q2xgηdx

o que nos fornece

∫ 1

0

[
ρ

2
u2t +

λ+ 2µ

2
u2x +

c

2
θ21 +

n

2
θ22 +

τ1

2
q21 +

τ2

2
q22 + dθ1θ2

]
g′ηdx

=
d

dt

∫ 1

0

ρutuxgη +
τ1√
k
(−cθ1 − γ1ux − dθ2) q1gη

+
τ2√
D
(−nθ2 − γ2ux − dθ1) q2gηdx. (4.15)

Derivando (4.8) em relação a t, depois multiplicando por utxgη e integrando

com x ∈ (0, 1), semelhantemente ao que foi feita acima, obtemos
∫ 1

0

[
ρ

2
u2tt +

λ+ 2µ

2
u2tx +

c

2
θ21t +

n

2
θ22t +

τ1

2
q21t +

τ2

2
q22t + dθ1tθ2t

]
g′ηdx

=
d

dt

∫ 1

0

ρuttutxgη +
τ1√
k
(−cθ1t − γ1utx − dθ2t) q1tgη

+
τ2√
D
(−nθ2t − γ2utx − dθ1t) q2tgηdx. (4.16)
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Como

g′η(x) =

{
η, if x ∈ I0

η − 1, if x ∈ [0, 1] \ I0
as identidades (4.15) e (4.16) nos remetem a

(1− η)E(t) = − d

dt
M(t)

+

∫

I0

ρ

2
u2t +

λ+ 2µ

2
u2x +

c

2
θ21 +

n

2
θ22 +

τ1

2
q21 +

τ2

2
q22 + dθ1θ2 dx

+

∫

I0

ρ

2
u2tt +

λ+ 2µ

2
u2tx +

c

2
θ21t +

n

2
θ22t +

τ1

2
q21t +

τ2

2
q22t + dθ1tθ2t dx (4.17)

onde

M(t) =

∫ 1

0

ρutuxgη +
τ1√
k
(−cθ1 − γ1ux − dθ2) q1gη +

τ2√
D
(−nθ2 − γ2ux − dθ1) q2gηdx

+
d

dt

∫ 1

0

ρuttutxgη +
τ1√
k
(−cθ1t − γ1utx − dθ2t) q1tgη

+
τ2√
D
(−nθ2t − γ2utx − dθ1t) q2tgηdx.

Note que
∫ T

0
d
dt
M(t)dt ≤ CE(0).

Para estimar a última parte de (4.17) consideremos as funções “cut-off”

ξi ∈ C∞0 (0, 1), i = 1, 2, 3, satisfazendo

∣∣∣∣∣∣

0 ≤ ξi(x) ≤ 1, ∀x ∈ (0, 1)
ξi(x) = 0, em (0, 1) \ Ii
ξi(x) = 1, em Ii−1

(4.18)

Multiplicando (4.8) por uxxξ1 e integrando sobre (0, 1) vem que

0 =

∫ 1

0

ρuttuxxξ1 − (λ+ 2µ)u2xxξ1 + γ1θ1uxxξ1 + γ2θ2uxxξ1dx,
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o que implica em

(λ+ 2µ)

∫ 1

0

u2xxξ1dx+
d

dt

[∫ 1

0

ρutxuxξ1 + ρutuxξ
′
1dx

]

= ρ

∫ 1

0

u2txξ1dx−
ρ

2

∫ 1

0

u2t ξ
′′
1dx+

∫ 1

0

(γ1θ1x + γ2θ2x) uxxξ1dx.

Pela desigualdade de Young e das equações (4.11) e (4.12) obtemos

(λ+ 2µ)

2

∫
u2xxξ1dx+

d

dt

[∫ 1

0

ρutxuxξ1 + ρutuxξ
′
1dx

]
(4.19)

≤ ρ

∫ 1

0

u2txξ1dx+
ρ‖ξ′′1‖∞

2

∫

I1

u2tdx+
γ21τ

2
1

(λ+ 2µ)k

∫

I1

q21tdx+
γ22τ

2
2

(λ+ 2µ)k

∫

I1

q22tdx.

Multiplicando (4.9) e (4.10) por utxξ1 e integrando por partes vem que

(γ1 + γ2)

∫ 1

0

u2txξ1dx = −[c+ d]
∫ 1

0

utθ1txξ1+ utθ1tξ
′
1dx+ [n+ d]

∫ 1

0

utθ2txξ1+ utθ2tξ
′
1dx

+
√
k

∫ 1

0

q1utxxξ1 + q1utxξ
′
1dx+

√
D

∫ 1

0

q2utxxξ1 + q2utxξ
′
1dx. (4.20)

A regra do produto combinada com as equações (4.8), (4.11) e (4.12) nos fornece

θ1txut =
d

dt

(
− τ1√

k
q1tut

)
− 1

ρ
θ1x ((λ+ 2µ)uxx − γ1θ1x − γ2θ2x) , (4.21)

θ2txut =
d

dt

(
− τ2√

D
q2tut

)
− 1

ρ
θ2x ((λ+ 2µ)uxx − γ1θ1x − γ2θ2x) , (4.22)

q1utxx =
d

dt

[
1

λ+ 2µ
q1

(
ρutt −

γ1τ1√
k
q1t −

γ2τ2√
D
q2t

)]
− q1tuxx, (4.23)

q2utxx =
d

dt

[
1

λ+ 2µ
q2

(
ρutt −

γ1τ1√
k
q1t −

γ2τ2√
D
q2t

)]
− q2tuxx. (4.24)

Substituindo (4.21)-(4.24) em (4.20) e usando a desigualdade de Young chegamos a

(γ1 + γ2)

∫ 1

0

u2txξ1dx ≤ d

dt
Nutx

(t) +
(λ+ 2µ)(γ1 + γ2)

8ρ

∫ 1

0

u2xxξ1dx (4.25)

+ε

∫

I1

θ21t + θ22tdx+

∫

I1

u2xdx+ Cε

∫

I1

u2tdx+ C

∫

I1

q21t + q22tdx,
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onde

Nutx
(t) :=

∫ 1

0

(c+ d)

(
− τ1√

k
q1tutξ1

)
+ (n+ d)

(
− τ2√

D
q2tutξ1

)

+
1

λ+ 2µ

(√
kq1 +

√
Dq2

)(
ρutt −

γ1τ1√
k
q1t −

γ2τ2√
D
q2t

)
ξ1 + (q1 + q2)uxξ

′
1dx.

Fazendo uma soma ponderada das estimativas (4.19) e (4.25) segue que

(λ+ 2µ)(γ1 + γ2)

8ρ

∫ 1

0

u2xxξ1dx+
γ1 + γ2

2

∫ 1

0

u2txξ1dx

≤ d

dt
N1(t) + ε

∫

I1

θ21t + θ22tdx+

∫

I1

u2xdx+ Cε

∫

I1

u2tdx+ C

∫

I1

q21t + q22tdx, (4.26)

onde

N1(t) := Nutx
(t)− γ1 + γ2

2

∫ 1

0

utxuxξ1 + utuxξ
′
1dx.

De (4.8),(4.11) e (4.12) é obtido que

ρ

2

∫ 1

0

u2ttξ1dx ≤
3(λ+ 2µ)2

2ρ

∫ 1

0

u2xxξ1dx+
3γ21τ

2
1

2ρk

∫ 1

0

q21tξ1dx+
3γ22τ

2
2

2ρD

∫ 1

0

q22tξ1dx,

o implica, juntamente com a estimativa (4.26), em

ρ

2

∫ 1

0

u2ttξ1dx ≤ C
d

dt
N1(t) + εC

∫

I1

θ21t + θ22tdx

+ Cε

∫

I1

u2tdx+ C

∫

I1

q21t + q22t + u2xdx. (4.27)

Lembre que as equações (4.9) e (4.10) podem ser reescritas como

(nc− d2)θ1t = −n
√
kq1x + d

√
Dq2x − (nγ1 − dγ2)utx (4.28)

(nc− d2)θ2t = −c
√
Dq2x + d

√
kq1x − (cγ2 − dγ1)utx. (4.29)
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Multiplicando (4.28) por θ1tξ1 obtemos que

(nc− d2)

∫ 1

0

θ21tξ1dx = −n
√
k

∫ 1

0

q1xθ1tξ1dx

+ d
√
D

∫ 1

0

q2xθ1tξ1dx− (nγ1 − dγ2)

∫ 1

0

utxθ1tξ1dx. (4.30)

Os termos do lado direito de (4.30) são estimados conforme segue

−n
√
k

∫ 1

0

q1xθ1tξ1dx ≤
d

dt

[∫

I1

−nτ1q1q1tξ1 + n
√
kq1θ1ξ

′
1dx

]
+ C

∫

I1

q21t + θ21dx, (4.31)

d
√
D

∫ 1

0

q2xθ1tξ1dx ≤
d

dt

[
d
√
D

∫

I1

τ1√
k
q2q1tξ1 − q2θ1ξ

′
1

]
+ C

∫

I1

q21t + q22t + θ21dx, (4.32)

− (nγ1 − dγ2)

∫ 1

0

utxθ1tξ1dx ≤
nc− d2

2

∫

I1

θ21tξ1dx+
d

dt

[
(nγ1 − dγ2)

2

(γ1 + γ2)(nc− d2)
N1(t)

]

+ εC

∫

I1

θ21t + θ22tdx+ Cε

∫

I1

u2tdx+ C

∫

I1

q21t + q22t + u2xdx. (4.33)

As expressões (4.30)-(4.33), e cálculos análogos para θ2t, nos permitem concluir que

∫ 1

0

θ21tξ1 + θ22tξ1dx ≤ d

dt
N2(t) + εC

∫

I1

θ21t + θ22tdx

+Cε

∫

I1

u2tdx+ C

∫

I1

q21t + q22t + θ21 + θ22 + u2xdx, (4.34)

onde N2(t) é tal que
∫ T

0
N2(t)dt ≤ CE(0).

A partir de agora trabalharemos para obter estimativas para os termos da

energia de primeira ordem, isto é, para θ1, θ2 e ux. Comecemos com θ1. Para obter a

estimativa desejada, usaremos o multiplicador

∫ x

0

ξ2θ1dy. (4.35)
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Note que as derivadas, espacial e temporal, deste multiplicador satisfazem

∂

∂x

∫ x

0

ξ2θ1dy = ξ2(x)θ1(x, t)

e
∂

∂t

∫ x

0

ξ2θ1dy =

∫ x

0

ξ2(y)θ1t(y, t)dy.

Multiplicando (4.11) por (4.35) e integrando com x ∈ [0, 1] obtemos,

√
k

∫ 1

0

θ21ξ2dx−
d

dt

[∫ 1

0

τ1q1

∫ x

0

ξ2θ1dydx

]

≤ ε

2

∫ 1

0

τ 21 q
2
1dx+

1

2ε

∫ 1

0

(∫ x

0

ξ2θ1tdy

)2
dx. (4.36)

O ponto chave nestes cálculos é estimar o último termo da desigualdade acima, o que será

posśıvel ao usarmos (4.28), integração por partes, desigualdade de Hölder e o fato que x
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pertence a um intervalo limitado, a saber,

∫ 1

0

(∫ x

0

ξ2θ1tdy

)2
dx

=

∫ 1

0

(∫ x

0

−1
nc− d2

[
n
√
kq1y − d

√
Dq2y + (nγ1 − dγ2)uty

]
ξ2dy

)2
dx

=
1

(nc− d2)2

∫ 1

0

([
(n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut)ξ2

∣∣∣
x

0

−
∫ x

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]
ξ′2(y)dy

)2
dx

≤ 2

(nc− d2)2

∫ 1

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ22(x)dx

+
2

(nc− d2)2

∫ 1

0

(∫ x

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]
ξ′2(y)dy

)2
dx

≤ 2

(nc− d2)2

∫ 1

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ22(x)dx

+
2

(nc− d2)2

∫ 1

0

(∫ x

0

12dx

)(∫ x

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ′22 (y)dy

)
dx

≤ 2

(nc− d2)2

∫ 1

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ22(x)dx

+
2

(nc− d2)2

∫ 1

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ′22 (y)dy

≤6 (1 + ‖ξ
′
2‖2∞)

(nc− d2)2

∫

I2

n2kq21 + d2Dq22 + (cγ1 − dγ2)
2u2tdx. (4.37)

Combinando (4.37) com (4.36) chegamos a

∫ 1

0

θ21ξ2dx ≤ εC

∫ 1

0

q21dx+ Cε

∫

I2

q21 + q22 + u2tdx+
d

dt

∫ 1

0

τ1q1

∫ x

0

ξ2θ1dydx. (4.38)

Semelhantemente, para θ2, obtemos

∫ 1

0

θ22ξ2dx ≤ εC

∫ 1

0

q22dx+ Cε

∫

I2

q21 + q22 + u2tdx+
d

dt

∫ 1

0

τ2q2

∫ x

0

ξ2θ2dydx. (4.39)

Observe que tanto ∫ T

0

d

dt

∫ 1

0

τ1q1

∫ x

0

ξ2θ1dydxdt
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como ∫ T

0

d

dt

∫ 1

0

τ2q2

∫ x

0

ξ2θ2dydxdt

podem ser estimados por CE(0) usando a desigualdade de Hölder.

Para estimar ux, multiplicamos (4.8) por uξ2 chegando a

(λ+ 2µ)

∫ 1

0

u2xξ2dx

= − d

dt

[∫ 1

0

ρutuξ2dx

]
+

∫ 1

0

ρu2t ξ2dx+

∫ 1

0

λ+ 2µ

2
u2ξ′′2dx−

∫ 1

0

(γ1θ1x + γ2θ2x) uξ2dx

≤ − d

dt

[∫ 1

0

ρutuξ2dx

]
+ C

∫

I2

q21t + q22t + u2t + u2dx. (4.40)

Para completar nosso objetivo, precisamos uma estimativa para u. Encontramos uma

maneira olhando para o trabalho de Tébou [53] e adaptando para o nosso caso. Assim

considere o multiplicador z(t) ∈ H1
0 (0, 1) solução de

{ −zxx = ξ3u in (0, 1)

z(0, t) = z(1, t) = 0
. (4.41)

Não é dif́ıcil de ver que zt(t) ∈ H1
0 (0, 1) e é solução de

{ −ztxx = ξ3ut in (0, 1)

zt(0, t) = zt(1, t) = 0
. (4.42)

Multiplicando (4.41) por z e usando as de desigualdades de Poincaré e Young chegamos a

∫ 1

0

z2xdx ≤
1

π2

∫ 1

0

ξ3u
2dx. (4.43)

Semelhantemente, a partir de (4.42) obtemos

∫ 1

0

z2txdx ≤
1

π2

∫ 1

0

ξ3u
2
tdx. (4.44)

A multiplicação de (4.41) por u nos fornece

∫ 1

0

zxuxdx =

∫ 1

0

ξ3u
2dx. (4.45)
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Então, compondo (4.8) com z e usando (4.45) deduzimos que

0 =
d

dt

[∫ 1

0

(
ρut −

γ1τ1√
k
q1 −

γ2τ2√
D
q2

)
z dx

]

−ρ
∫ 1

0

utztdx+ (λ+ 2µ)

∫ 1

0

ξ3u
2dx+

∫ 1

0

(
γ1τ1√
k
q1 +

γ2τ2√
D
q2

)
ztdx.

Aplicando as desigualdades de Young e Poincaré obtemos

(λ+ 2µ)

∫ 1

0

ξ3u
2dx ≤ − d

dt

[∫ 1

0

(
ρut −

γ1τ1√
k
q1 −

γ2τ2√
D
q2

)
z dx

]

+
ε

2

∫ 1

0

ρu2t + 2
γ21τ

2
1

k
q21 −

γ22τ
2
2

D
q22dx+

1

επ2

∫ 1

0

z2txdx.

Esta última estimativa combinada com (4.44) nos fornece

∫ 1

0

u2ξ3dx ≤
d

dt
N3(t) + εC

∫ 1

0

u2t + q21 + q22dx+ Cε

∫ 1

0

u2t ξ3dx, (4.46)

de tal forma que o termo
∫ T

0
d
dt
N3(t)dt pode ser estimado por CE(0) usando (4.43).

De (4.17), (4.26), (4.27), (4.34), (4.38), (4.40) e (4.46) vem que

(1− η)E(t) ≤ d

dt
N(t) + εCE(t) + Cε

∫

I3

q21 + q21t + q22 + q22t + u2tdx.

Escolhendo ε = 1−η
2C

implica que (1− η − εC) > 0 e, portanto,

E(t) ≤ 2

1− η

d

dt
N(t) + C

∫

I3

q21 + q21t + q22 + q22t + u2tdx.

Integrando com t ∈ [0, T ], T ≥ T0 suficientemente grande, usando o fato que
∫ T

0
d
dt
N(t)dt ≤

CE(0), E(t) = E(0), para todo t ≥ 0, e que I3 ⊂ (a1, a2) obtemos

E(0) ≤ C

∫ T

0

∫ a2

a1

q21 + q21t + q22 + q22t + u2t dx dt,

o que conclui a demonstração do teorema 4.2.1.

✷
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4.3 Decaimento exponencial

Nosso principal resultado é obter taxas de decaimento exponencial para

o sistema dissipativo (4.1)-(4.3). Portanto, o próximo passo é estender o resultado da

desigualdade de observabilidade para para o sistema de Termo-difusão com “damping”

conforme segue:

Teorema 4.3.1 Dados T ≥ T0 e M > 0 é posśıvel encontrar uma constante positiva

C > 0 tais que

E(0) ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0

α1(x)
[
q21 + q21t

]
+ α2(x)

[
q22 + q22t

]
+ α3(x)

[
u2t + u2tt

]
dx dt, (4.47)

para toda solução {u, θ1, θ2, q1, q2} de (4.1)-(4.3) satisfazendo 0 < E(0) ≤M .

Demonstração: Argumentaremos por contradição. Suponha que o teorema 4.3.1 não é

válido. Logo existe uma sequência de soluções {uν , θ1ν , θ2ν , q1ν , q2ν} de (4.1) associada a
uma sequência de dados iniciais

{u0ν , u1ν , θ10ν , θ20ν , q10ν , q20ν} (4.48)

satisfazendo 0 < Eν(0) ≤M e

∫ T

0

∫ 1
0
α1(x) [q

2
1ν + q21νt] + α2(x) [q

2
2ν + q22νt] + α3(x) [u

2
νt + u2νtt] dx dt

Eν(0)
<
1

ν
, ∀ν ∈ N.

(4.49)

Em outras palavras, existe uma sequência de problemas

ρuνtt − (λ+ 2µ)uνxx + γ1θ1νx + γ2θ2νx + α3(x)uνt = 0 (4.50)

cθ1νt +
√
kq1νx + γ1uνtx + dθ2νt = 0 (4.51)

nθ2νt +
√
Dq2νx + γ2uνtx + dθ1νt = 0 (4.52)

τ1q1νt + α1(x)q1ν +
√
kθ1νx = 0 (4.53)

τ2q2νt + α2(x)q2ν +
√
Dθ2νx = 0 (4.54)

uν(0, t) = uν(1, t) = θ1ν(0, t) = θ1ν(1, t) = θ2ν(0, t) = θ2ν(1, t) = 0 (4.55)

uν(x, 0) = u0ν(x), uνt(x, 0) = u1ν(x), (4.56)

θ1ν(x, 0) = θ01ν(x), θ2ν(x, 0) = θ02ν(x), (4.57)

q1ν(x, 0) = q01ν(x), q2ν(x, 0) = q02ν(x), (4.58)
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satisfazendo (4.49). Como (Eν(0))ν∈N é limitado, a desigualdade (4.49) implica que





lim
ν→∞

∫ T

0

∫ 1

0

α1(x)
[
q21ν + q21νt

]
dxdt = 0

lim
ν→∞

∫ T

0

∫ 1

0

α2(x)
[
q22ν + q22νt

]
dxdt = 0

lim
ν→∞

∫ T

0

∫ 1

0

α3(x)
[
u2νt + u2νtt

]
dxdt = 0

. (4.59)

Da hipótese 4.1.1, obtemos

0 = lim
ν→∞

∫ T

0

∫

J1

α1q
2
1νdxdt = lim

ν→∞

∫ T

0

∫

J2

α2q
2
2νdxdt = lim

ν→∞

∫ T

0

∫

J3

α3u
2
νtdxdt (4.60)

e também que a famı́lia dos funcionais de energia (Eν)ν∈N é uniformemente limitada em

(0, T ). E, portanto, as seguintes convergências ocorrem em L∞(0, T ;L2(0, 1)):





uνtt ⇀ utt uνxx ⇀ uxx

θ1νx ⇀ θ1x θ2νx ⇀ θ2x

θ1νt ⇀ θ1t θ2νt ⇀ θ2t

q1νx ⇀ q1x q2νx ⇀ q2x

q1νt ⇀ q1t q2νt ⇀ q2t

uνtx ⇀ utx

. (4.61)

Pelo teorema de Aubin Lions segue que





uνt → ut in L
2(0, T ;L2(0, 1))

q1ν → q1 in L
2(0, T ;L2(0, 1))

q2ν → q2 in L
2(0, T ;L2(0, 1))

. (4.62)

Devido as convergências (4.60) e (4.61) podemos tomar o limite em (4.50)-(4.54) quando

ν →∞ chegamos a

ρutt − (λ+ 2µ)uxx + γ1θ1x + γ2θ2x = 0 (4.63)

cθ1t +
√
kq1x + γ1utx + dθ2t = 0 (4.64)

nθ2t +
√
Dq2x + γ2utx + dθ1t = 0 (4.65)

τ1q1t +
√
kθ1x = 0 (4.66)

τ2q2t +
√
Dθ2x = 0 (4.67)

q1 = q1t = q2 = q2t = ut = utt = 0 quase sempre em (a1, a2)× (0, T ). (4.68)
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Do teorema 4.2.1 e de (4.68) vem que

0 ≤ E(t) ≤ C

∫ T

0

∫ a2

a1

q21 + q21t + q22 + q22t + u2t = 0,

e juntamente com a desigualdade de Poincaré obtemos

u = θ1 = θ2 = q1 = q2 = 0 quase sempre em (0, 1)× (0, T ).

Agora, considerando kν :=
√
Eν(0), definimos





ũν :=
uν

kν
;

θ̃1ν :=
θ1ν

kν
; θ̃2ν :=

θ2ν

kν
;

q̃1ν :=
q1ν

kν
; q̃2ν :=

q2ν

kν
.

(4.69)

Não é dif́ıcil ver que {ũν , θ̃1ν , θ̃ν , q̃1ν , q̃2ν} é solução de

ρũνtt − (λ+ 2µ)ũνxx + γ1θ̃1νx + γ2θ̃2νx + α3(x)ũνt = 0 (4.70)

cθ̃1νt +
√
kq̃1νx + γ1ũνtx + dθ̃2νt = 0 (4.71)

nθ̃2νt +
√
Dq̃2νx + γ2ũνtx + dθ̃1νt = 0 (4.72)

τ1q̃1νt + α1(x)q̃1ν +
√
kθ̃1νx = 0 (4.73)

τ2q̃2νt + α2(x)q̃2ν +
√
Dθ̃2νx = 0 (4.74)

ũν(0, t) = ũν(1, t) = θ̃1ν(0, t) = θ̃1ν(1, t) = θ̃2ν(0, t) = θ̃2ν(1, t) = 0 (4.75)

ũν(x, 0) =
uν(x, 0)

kν
, ũνt(x, 0) =

uνt(x, 0)

kν
, (4.76)

θ̃1ν(x, 0) =
θ1ν(x, 0)

kν
, θ̃2ν(x, 0) =

θ2ν(x, 0)

kν
, (4.77)

q̃1ν(x, 0) =
q1ν(x, 0)

kν
, q̃2ν(x, 0) =

q2ν(x, 0)

kν
, (4.78)

cuja energia associada é denotada por Ẽν(t). Olhando para a desigualdade (4.49), também

conclúımos que

0 = lim
ν→∞

∫ T

0

∫ 1

0

α1(x)
[
q̃21ν + q̃21νt

]
+ α2(x)

[
q̃22ν + q̃22νt

]
+ α3(x)

[
ũ2νt + ũ2νtt

]
dxdt. (4.79)



96 4 Decaimento exponencial para o sistema de termodifusão

Como Ẽν(t) =
Eν(t)

Eν(0)
obtemos

Ẽν(0) = 1, ∀ν ∈ N, (4.80)

o que implica, juntamente com o fato de Eν(t) ≤ Eν(0), que

Ẽν(t) =
Eν(t)

Eν(0)
≤ 1, (4.81)

em outras palavras, Ẽν(t) é uniformemente limitada por 1, para todo ν ∈ N e t ≥ 0. Então,

cada termo de Ẽν(t) é limitado em L∞(0, T ;L2(0, 1)) e, passando a uma subsequência se

necessário, chegamos as seguintes convergências fracas-∗ em L∞(0, T ;L2(0, 1))





ũνt
∗
⇀ ũt ũνx

∗
⇀ ũx

θ̃1ν
∗
⇀ θ̃1 θ̃2ν

∗
⇀ θ̃2

q̃1ν
∗
⇀ q̃1 q̃2ν

∗
⇀ q̃2

θ̃1νt
∗
⇀ θ̃1t θ̃2νt

∗
⇀ θ̃2t

q̃1νt
∗
⇀ q̃1t q̃2νt

∗
⇀ q̃2t

ũνtt
∗
⇀ ũtt ũνtx

∗
⇀ ũtx

(4.82)

Destas convergências e de (4.79) deduzimos todas as convergências necessárias para tomar

o limite em (4.70)-(4.74) e obter

ρũtt − (λ+ 2µ)ũxx + γ1θ̃1x + γ2θ̃2x = 0

cθ̃1t +
√
kq̃1x + γ1ũtx + dθ̃2t = 0

nθ̃2t +
√
Dq̃2x + γ2ũtx + dθ̃1t = 0

τ1q̃1t +
√
kθ̃1x = 0

τ2q̃2t +
√
Dθ̃2x = 0

ũt = q̃1 = q̃1t = q̃2 = q̃2t = 0 a.e. in (a1, a2)× (0, T ).

Aplicando novamente o teorema 4.2.1 segue que

ũt = θ̃1 = θ̃2 = q̃1 = q̃2 = 0, quase sempre em (0, 1)× (0, T ).
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Para chegar a uma contradição, considere {uν , θ1ν , θ2ν , q1ν , q2ν}, a solução
do sistema conservativo

ρuνtt − (λ+ 2µ)uνxx + γ1θ1νx + γ2θ2νx = 0 (4.83)

cθ1νt +
√
kq1νx + γ1uνtx + dθ2νt = 0 (4.84)

nθ2νt +
√
Dq2νx + γ2uνtx + dθ1νt = 0 (4.85)

τ1q1νt +
√
kθ1νx = 0 (4.86)

τ2q2νt +
√
Dθ2νx = 0 (4.87)

uν(0, t) = uν(1, t) = θ1ν(0, t) = θ1ν(1, t) = θ2ν(0, t) = θ2ν(1, t) = 0 (4.88)

uν(x, 0) = ũν(x, 0), uνt(x, 0) = ũνt(x, 0), (4.89)

θ1ν(x, 0) = θ̃1ν(x, 0), θ2ν(x, 0) = θ̃2ν(x, 0), (4.90)

q1ν(x, 0) = q̃1ν(x, 0), q2ν(x, 0) = q̃2ν(x, 0), (4.91)

com energia denotada por Eν(t).

Para prosseguir na demonstração do teorema 4.3.1, precisaremos do seguinte

resultado:

Lema 4.3.2 Usando as notações precedentes, existem constantes positivas C1 e C2, in-

dependentes de ν, tais que

C1Eν(0) ≤ Ẽν(0) ≤ C2Eν(0), ∀ν ∈ N, (4.92)

Demonstração:[Prova do lema 4.3.2] De (4.89) vem que

uνx(x, 0) = ũνx(x, 0). (4.93)

Esta última relação associada a (4.89)-(4.91) e as expressões de Eν(0) e Ẽν(0) nos levam

a

E1ν(0) = Ẽ1ν(0). (4.94)

Assim, só nos resta examinar os termos da energia de segunda ordem, a saber,

E2ν(0) =
1

2

∫ 1

0
ρu2νtt(0) + (λ+ 2µ)uνxt(0)

2 + cθ
2
1νt(0) + nθ

2
2νt(0)

+ τ1q
2
1νt(0) + τ2q

2
2νt(0) + 2dθ1νt(0)θ2νt(0)dx.



98 4 Decaimento exponencial para o sistema de termodifusão

As expressões (4.83), (4.89), (4.90) e (4.70) nos fornecem

ρ2u2νtt(0) =
(
(λ+ 2µ)uνxx(0)− γ1θ1νx(0)− γ2θ2νx(0)

)2

=
(
(λ+ 2µ)ũνxx(0)− γ1θ̃1νx(0)− γ2θ̃2νx(0)

)2

= (ρũνtt(0) + α3ũνt(0))
2

≤ 2ρ2ũ2νtt(0) + 2α23ũ
2
νt(0). (4.95)

De modo semelhante, ou de forma ainda mais simples, deduzimos que

uνtx(0) = ũνtx(0) (4.96)

θ1νt(0) = θ̃1νt(0) (4.97)

θ2νt(0) = θ̃2νt(0) (4.98)

q21νt(0) ≤ C
(
q̃21νt(0) + q̃21ν(0)

)
(4.99)

q22νt(0) ≤ C
(
q̃22νt(0) + q̃22ν(0)

)
. (4.100)

As estimativas (4.95) a (4.100) implicam que E2ν(0) ≤ CẼν(0). Juntado esta desigual-

dade a (4.94) resulta que Eν(0) ≤ CẼν(0). Escolhendo C1 :=
1
C
provamos a primeira

desigualdade de (4.92). A outra desigualdade se prova de forma análoga, donde se conclui

a prova do lema 4.3.2.

✷

Retornemos a prova do teorema 4.3.1. Defina





Uν := ũν − uν ,

Θ1ν := θ̃1ν − θ1ν ,

Θ2ν := θ̃2ν − θ2ν ,

Q1ν := q̃1ν − q1ν ,

Q2ν := q̃2ν − q2ν .

(4.101)

Note que {Uν ,Θ1ν ,Θ2ν , Q1ν , Q2ν} é solução do seguinte problema não homogêneo




ρUνtt − (λ+ 2µ)Uνxx + γ1Θ1νx + γ2Θ2νx = −α3ũνt,
cΘ1νt +

√
kQ1νx + γ1Uνtx + dΘ2νt = 0,

nΘ2νt +
√
DQ2νx + γ2Uνtx + dΘ1νt = 0,

τ1Q1νt +
√
kΘ1νx = −α1q̃1ν ,

τ2Q2νt +
√
DΘ2νx = −α2q̃1ν ,

(4.102)
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com condições iniciais e de fronteira dadas por

Uν(0, t) = Uν(1, t) = Θ1ν(0, t) = Θ1ν(1, t) = Θ2ν(0, t) = Θ2ν(1, t) = 0

Uν(x, 0) = Uνt(x, 0) = Θ1ν(x, 0) = Θ2ν(x, 0) = Q1ν(x, 0) = Q2ν(x, 0) = 0, (4.103)

e cuja energia denotaremos por Eν(t). Para prosseguir considere a afirmação dada pelo
seguinte resultado:

Lema 4.3.3 A famı́lia de funcionais de energia Eν(t) satisfaz

lim
ν→∞

Eν(0) = 0.

Demonstração:[Prova do lema 4.3.3] Relembre que

Eν(0) =E1ν(0) + E2ν(0)

=
1

2

∫ 1

0

ρU2
νt(0) + (λ+ 2µ)Uνx(0)

2cΘ2
1ν(0) + nΘ2

2ν(0)

+ τ1Q
2
1ν(0) + τ2Q

2
2ν(0) + 2dΘ1ν(0)Θ2ν(0) dx

+
1

2

∫ 1

0

ρU2
νtt(0) + (λ+ 2µ)Uνxt(0)

2cΘ2
1νt(0) + nΘ2

2νt(0)

+ τ1Q
2
1νt(0) + τ2Q

2
2νt(0) + 2dΘ1νt(0)Θ2νt(0) dx.

As condições iniciais (4.103) nos remetem a E1ν(0) = 0 para todo ν ∈ N. Além disso, esta

mesma condição juntamente com a segunda e terceira equações de (4.102) implica que

Uνtx(0) = Q1νt(0) = Q2νt(0) = 0. Assim

Eν(0) =
1

2

∫ 1

0

ρU2
νtt(0) + τ1Q

2
1νt(0) + τ2Q

2
2νt(0)dx. (4.104)

A primeira, a quarta e a quinta equação de (4.102) e as condições iniciais (4.103) nos

levam a

ρU2
νtt(0) = −α3ũνt(0), (4.105)

τ1Q
2
1νt(0) = −α1q̃1ν(0), (4.106)

τ2Q
2
2νt(0) = −α2q̃2ν(0). (4.107)
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Agora note que as identidades (4.104)-(4.107) implicam em

Eν(0) ≤ C

∫ 1

0

α3ũ
2
νt(0) + α1q̃

2
1ν(0) + α2q̃

2
2ν(0)dx. (4.108)

Como Ẽν(0) = 1, juntamente com as equações (4.70)-(4.74), vem que

ũνt(0), θ̃1ν(0), θ̃2ν(0) são limitadas em H1
0 (0, 1),

ũνx(0), q̃1ν(0), q̃2ν(0) são limitadas em H1(0, 1).

Estas limitações e a imersão compacta H1(0, 1)
c→֒ C([0, 1]) garantem a existência de

funções Γ,Υ,Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2 ∈ C([0, 1]) tais que

ũν(0) −→ Γ, forte em C([0, 1]) (4.109)

ũνx(0) −→ Υ, forte em C([0, 1]) (4.110)

q̃1ν(0) −→ Φ1, forte em C([0, 1]) (4.111)

q̃2ν(0) −→ Φ2, forte em C([0, 1]) (4.112)

θ̃1ν(0) −→ Ψ1, forte em C([0, 1]) (4.113)

θ̃2ν(0) −→ Ψ2, forte em C([0, 1]) (4.114)

Fazendo a diferença de Cauchy dos problemas (4.70)-(4.74) em ν, ι ∈ N, obtemos





ρ(ũν − ũι)tt − (λ+ 2µ)(ũν − ũι)xx
+γ1(θ̃1ν − θ̃1ι)x + γ2(θ̃2ν − θ̃2ι)x + α3(x)(ũνt − ũιt) = 0

c(θ̃1ν − θ̃1ι)t +
√
k(q̃1ν − q̃1ι)x + γ1(ũν − ũι)tx + d(θ̃2ν − θ̃2ι)t = 0

n(θ̃2ν − θ̃2ι)t +
√
D(q̃2ν − q̃2ι)x + γ2(ũν − ũι)tx + d(θ̃1ν − θ̃1ι)t = 0

τ1(q̃1ν − q̃1ι)t + α1(x)(q̃1ν − q̃1ι) +
√
k(θ̃1ν − θ̃1ι)x = 0

τ2(q̃2ν − q̃2ι)t + α2(x)(q̃2ν − q̃2ι) +
√
k(θ̃2ν − θ̃2ι)x = 0

(4.115)

cuja energia é denotada por Ẽν,ι(t). Multiplicando as equações de (4.115) por (ũν − ũι)t,

(θ̃1ν − θ̃1ι), (θ̃2ν − θ̃2ι), (q̃1ν − q̃1ι) e (q̃2ν − q̃2ι) e integrando sobre (0, t)× (0, 1), t ∈ (0, T ),
obtemos a seguinte estimativa

Ẽν,ι(t) ≤ Ẽν,ι(0) + C

∫ T

0

∫ 1

0

α1q̃
2
1ν + α1q̃

2
1ι + α2q̃

2
2ν + α2q̃

2
2ι + α3ũ

2
νt + α3ũ

2
ιtdxdt.
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A imersão cont́ınua C([0, 1]) →֒ L2(0, 1) nos permite estimar Ẽ1ν,ι(0) na norma das funções

cont́ınuas e obter

Ẽ1ν,ι(t) ≤ C
[
‖ũν(0)− ũι(0)‖2C([0,1]) + ‖ũνx(0)− ũιx(0)‖2C([0,1]) + ‖θ̃1νx(0)− θ̃1ιx(0)‖2C([0,1])

+‖θ̃2νx(0)− θ̃2ιx(0)‖2C([0,1]) + ‖q̃1νx(0)− q̃1ιx(0)‖2C([0,1]) + ‖q̃2νx(0)− q̃2ιx(0)‖2C([0,1])
]

+ C

∫ T

0

∫ 1

0

α1(q̃
2
1ν + q̃21ι) + α2(q̃

2
2ν + q̃22ι) + α3(ũ

2
νt + ũ2ιt).

Consequentemente, as convergências (4.79) e (4.109)-(4.114) implicam que Ẽ1ν,ι(t) → 0

quando ν, ι → ∞, para todo t ≥ 0. Em outras palavras, ũνt, q̃1ν , q̃2ν são sequências de

Cauchy em C(0, T ;L2(0, 1)). Assim, existem funções ũt, q̃1, q̃2 tais que





√
α1q̃1ν →

√
α1q̃1 em C([0, T ];L2(0, 1)) →֒ L2(0, T ;L2(0, 1)),√

α2q̃2ν →
√
α2q̃2 em C([0, T ];L2(0, 1)) →֒ L2(0, T ;L2(0, 1)),√

α3ũνt →
√
α3ũt em C([0, T ];L2(0, 1)) →֒ L2(0, T ;L2(0, 1)).

(4.116)

De (4.116), (4.79) e da unicidade do limite vem que





√
α1q̃1ν → 0 in C([0, T ];L2(0, 1)),√
α2q̃2ν → 0 in C([0, T ];L2(0, 1)),√
α3ũνt → 0 in C([0, T ];L2(0, 1)),

e, portanto, 



√
α1q̃1ν(0)→ 0 in L2(0, 1),√
α2q̃2ν(0)→ 0 in L2(0, 1),√
α3ũνt(0)→ 0 in L2(0, 1),

o que implica, juntamente com (4.108), que Eν(0) → 0 quando ν → ∞, completando a

prova do lema 4.3.3.

✷

Agora retornamos para finalizar a demonstração do teorema 4.3.1. Note

que

2Eν(t) ≥
∫

I

ρU2
νt + τ1Q

2
1ν + τ1Q

2
1νt + τ2Q

2
2ν + τ2Q

2
2νtdx.
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Usando (4.101) vem que

2Eν(t) ≥
∫

I

ρũ2νt + τ1q̃
2
1ν + τ1q̃

2
1νt + τ2q̃

2
2ν + τ2q̃

2
2νtdx

+

∫

I

ρu2νt + τ1q
2
1ν + τ1q

2
1νt + τ2q

2
2ν + τ2q

2
2νtdx

− 2

∫

I

ρũνtuνt + τ1q̃1νq1ν + τ1q̃1νtq1νt + τ2q̃2νq2ν + τ2q̃2νtq2νtdx. (4.117)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, a última linha da desigualdade acima pode ser

estimada conforme segue:

∫

I

ρũνtuνt + τ1q̃1νq1ν + τ1q̃1νtq1νt + τ2q̃2νq2ν + τ2q̃2νtq2νtdx

≤
(∫

I

ρũ2νt

) 1

2
(∫

I

ρu2νt

) 1

2

+

(∫

I

τ1q̃
2
1ν

) 1

2
(∫

I

τ1q
2
1ν

) 1

2

+

(∫

I

τ1q̃
2
1νt

) 1

2
(∫

I

τ1q
2
1νt

) 1

2

+

(∫

I

τ2q̃
2
2ν

) 1

2
(∫

I

τ2q
2
2ν

) 1

2

+

(∫

I

τ2q̃
2
2νt

) 1

2
(∫

I

τ2q
2
2νt

) 1

2

. (4.118)

Do lema 4.3.2 e da identidade (4.80) temos

Eν(t) ≤
1

C1
Ẽν(0) =

1

C1
. (4.119)

Com esta estimativa podemos escrever

(∫

I

ρu2νt

) 1

2

≤
(∫ 1

0

ρu2νt

) 1

2

≤
(
2Eν(t)

) 1

2 =

(
2

C1

) 1

2

. (4.120)

O mesmo argumento nos permite concluir que os termos

∫

I

τ1q
2
1ν ,

∫

I

τ1q
2
1νt,

∫

I

τ2q
2
2ν ,

∫

I

τ2q
2
2νt são limitados por

2

C1
. (4.121)
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Desta forma, as desigualdades (4.117), (4.118), (4.120) e (4.121) implicam

∫

I

ρu2νt + τ1q
2
1ν + τ1q

2
1νt + τ2q

2
2ν + τ2q

2
2νtdx ≤ 2Eν(t)

+ 2

(
2

C1

) 1

2

[(∫

I

ρũ2νt

) 1

2

+

(∫

I

τ1q̃
2
1ν

) 1

2

+

(∫

I

τ1q̃
2
1νt

) 1

2

+

(∫

I

τ2q̃
2
2ν

) 1

2

+

(∫

I

τ2q̃
2
2νt

) 1

2

]
.

Como Eν(t) ≤ sup
t∈[0,T ]

Eν(t), integrando a desigualdade acima em [0, T ] obtemos

∫ T

0

∫

I

ρu2νt + τ1q
2
1ν + τ1q

2
1νt + τ2q

2
2ν + τ2q

2
2νtdxdt

≤ 2T sup
t∈[0,T ]

Eν(t) +
∫ T

0

2

(
2

C1

) 1

2

[(∫

I

ρũ2νt

) 1

2

+

(∫

I

τ1q̃
2
1ν

) 1

2

+

(∫

I

τ1q̃
2
1νt

) 1

2

+

(∫

I

τ2q̃
2
2ν

) 1

2

+

(∫

I

τ2q̃
2
2νt

) 1

2

]
dt. (4.122)

Cálculos análogos aqueles da prova do lema 4.1.2 podem ser realizados para

se obter a seguinte identidade

d

dt
Eν(t) = −

∫ 1

0

α1q̃1νQ1ν + α2q̃2νQ2ν + α3ũνtUνtdx

−
∫ 1

0

α1q̃1νtQ1νt + α2q̃2νtQ2νt + α3ũνttUνttdx.

Integrando esta sobre (0, t), t ∈ (0, T ], a desigualdade de Hölder nos remete a

Eν(t) ≤ Eν(0) + C

∫ t

0

(∫ 1

0

α1q̃
2
1ν

) 1

2
(∫ 1

0

α1Q
2
1ν

) 1

2

+

(∫ 1

0

α2q̃
2
2ν

) 1

2
(∫ 1

0

α2Q
2
2ν

) 1

2

+

(∫ 1

0

α3ũ
2
νt

) 1

2
(∫ 1

0

α3U
2
νt

) 1

2

+

(∫ 1

0

α1q̃
2
1νt

) 1

2
(∫ 1

0

α1Q
2
1νt

) 1

2

+

(∫ 1

0

α2q̃
2
2νt

) 1

2
(∫ 1

0

α2Q
2
2νt

) 1

2

+

(∫ 1

0

α3ũ
2
νtt

) 1

2
(∫ 1

0

α3U
2
νtt

) 1

2

dt. (4.123)
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Assim, estendendo o intervalo de integração com t ∈ [0, T ] em (4.123), tomando o supremo

e usando a limitação de Ẽν(t) e de Eν(t) resulta que

sup
t∈[0,T ]

Eν(t) ≤ Eν(0) + C

∫ T

0

(∫ 1

0

α1q̃
2
1ν

) 1

2

+

(∫ 1

0

α2q̃
2
2ν

) 1

2

+

(∫ 1

0

α3ũ
2
νt

) 1

2

+

(∫ 1

0

α1q̃
2
1νt

) 1

2

+

(∫ 1

0

α2q̃
2
2νt

) 1

2

+

(∫ 1

0

α3ũ
2
νtt

) 1

2

. (4.124)

Devido a (4.79), (4.124) e ao lema 4.3.3 chegamos a

lim
ν→∞

[
sup

t∈[0,T ]
Eν(t)

]
= 0. (4.125)

De (4.122), (4.79) e (4.125) conclúımos que

lim
ν→∞

∫ T

0

∫

I

ρu2νt + τ1q
2
1ν + τ1q

2
1νt + τ2q

2
2ν + τ2q

2
2νtdxdt = 0. (4.126)

Mas, de (4.80), do lema 4.3.2 e do teorema 4.2.1 obtemos

1 = Ẽν(0) ≤ C2Eν(0) ≤ C2C

∫ T

0

∫

I

ρu2νt + τ1q
2
1ν + τ1q

2
1νt + τ2q

2
2ν + τ2q

2
2νtdxdt.

Tomando o limite na expressão acima quando ν tende ao infinito e usando (4.126) resulta

que

1 ≤ 0,

o que é um absurdo. Donde se conclui a demonstração do teorema 4.3.1.

✷

Observação 4.3.4 É importante observar que a constante C do teorema 4.3.1 não de-

pende da solução ou dos dados iniciais do problema (4.1)-(4.3). Então, usando a propri-

edade do semigrupo e teorema 4.3.1 obtemos que

E(nT ) ≤ C

∫ (n+1)T

nT

∫ 1

0

α1(x)
[
q21 + q21t

]
+α2(x)

[
q22 + q22t

]
+α3(x)

[
u2t + u2tt

]
dx dt, ∀n ∈ N

(4.127)

onde C é a mesma constante apresentada no teorema 4.3.1, para todo n ∈ N.
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Agora estamos em condições de demonstrar o decaimento exponencial con-

forme segue.

Teorema 4.3.5 Seja {u, θ1, θ2, q1, q2} a solução de (4.1)-(4.3). Então existe C0 > 0 e

η0 > 0 tais que

E(t) ≤ C0e
−η0tE(0), ∀ t ≥ 0. (4.128)

Demonstração:[Prova do teorema 4.3.5] Do lema 4.1.2, integrando com t ∈ [0, T0], vem
que

E(T0)− E(0) = −
∫ T0

0

∫ 1

0

α1(x)q
2
1 + α2(x)q

2
2 + α3(x)u

2
t dx

+

∫ 1

0

α1(x)q
2
1t + α2(x)q

2
2t + α3(x)u

2
tt dx dt. (4.129)

A observação 4.3.4 juntamente com o fato que o funcional de energia, E, é não crescente

resulta em

E(T0) ≤ E(0) ≤ C

∫ T0

0

∫ 1

0

α1(x)q
2
1 + α2(x)q

2
2 + α3(x)u

2
t dx

+

∫ 1

0

α1(x)q
2
1t + α2(x)q

2
2t + α3(x)u

2
tt dx dt. (4.130)

A desigualdade (4.130) implica

C

∫ T0

0

∫ 1

0

α1(x)q
2
1 + α2(x)q

2
2 + α3(x)u

2
t dx

+

∫ 1

0

α1(x)q
2
1t + α2(x)q

2
2t + α3(x)u

2
tt dx dt ≤ −E(T0). (4.131)

De (4.129) e (4.131) vem que C [E(T0)− E(0)] ≤ −E(T0) e, portanto,

E(T0) ≤
C

C + 1
E(0). (4.132)

Analogamente, integrando a equação do lema 4.1.2 em [T, 2T ] e usando a

observação 4.3.4, para n = 1, obtemos

E(2T0) ≤
C

C + 1
E(T0). (4.133)
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Substituindo (4.132) em (4.133) chegamos a

E(2T0) ≤
(

C

C + 1

)2
E(0).

Repetindo este procedimento n vezes resulta em

E(nT0) ≤
(

C

C + 1

)n

E(0). (4.134)

Agora, considere t ≥ 0. Então existe n ∈ N e r ∈ R satisfazendo 0 ≤ r < T0

tais que t = nT0 + r. Como t− r ≤ t, de (4.134) segue que

E(t) ≤ E(t− r) = E(nT0) ≤
(

C

C + 1

)n

E(0)

e como n = t−r
T0

= 1
T0
− r

T0
deduzimos que

E(t) ≤
(
C + 1

C

) r
T0

[(
C + 1

C

) 1

T0

]−t
E(0). (4.135)

Tendo em consideração que
(
C+1
C

) r
T0 ≤ C+1

C
e escolhendo η0 :=

1
T0
ln

(
C+1
C

)
e C0 :=

C+1
C
,

de (4.135) conclúımos a demonstração do teorema 4.3.5.

✷



Caṕıtulo 5

Taxas de decaimento para o sistema

de termodifusão não linear

Neste caṕıtulo vamos considerar o sistema de termodifusão não linear dado

por 



ρutt − (λ+ 2µ)uxx + γ1θ1x + γ2θ2x + α3(x)g3(ut) = 0,

cθ1t +
√
kq1x + γ1utx + dθ2t = 0,

nθ2t +
√
Dq2x + γ2utx + dθ1t = 0,

τ1q1t + α1(x)g1(q1) +
√
kθ1x = 0,

τ2q2t + α2(x)g2(q2) +
√
Dθ2x = 0,

(5.1)

em (0, L)× (0,∞), com condições iniciais





u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),

θ1(x, 0) = θ10(x), θ2(x, 0) = θ20(x),

q1(x, 0) = q10(x), q2(x, 0) = q20(x),

(5.2)

de modo que na fronteira se verifique

u(0, t) = u(L, t) = θ1(0, t) = θ1(L, t) = θ2(0, t) = θ2(L, t) = 0 (5.3)

e as funções αi e gi, i = 1, 2, 3, satisfaçam as hipóteses 5.1.1 e 5.1.2.

Conforme descrito no caṕıtulo anterior, as funções u, θ1 e q1 denotam o

deslocamento, a temperatura e o fluxo de calor. As funções θ2 e q2 representam o potencial

qúımico e o fluxo associado. Os coeficientes λ e µ são constantes relacionadas a composição

do material, ρ é a densidade, γ1 e γ2 são a dilatação térmica e difusão, k e D representam

a condutividade térmica. Além disso, n, c e d são os coeficientes de termodifusão e τ1 e τ2
se referem ao tempo de relaxamento. Todos os coeficientes descritos acima são positivos
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e satisfazem a seguinte relação de termodifusão

nc− d2 > 0. (5.4)

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira: na seção 1 são feitas

algumas considerações sobre a funções localizadoras, tipo da não linearidade, energia e

existência de solução. A seção 2 é dedicada a obtenção da desigualdade de observabilidade,

primeiramente para o sistema conservativo por meio da técnica dos multiplicadores e

depois estendida para o sistema não conservativo via argumentos por contradição. A

seção 4 é destinada a apresentar as taxas de decaimento para o sistema de termodifusão

não linear.

5.1 Observações iniciais e boa colocação

Tendo em vista a estabilização do sistema de termodifusão, as seguintes

hipóteses são consideradas

Hipótese 5.1.1 Assumimos que αi ∈ L∞(0, L), i = 1, 2, 3 são funções não negativas tais

que

αi(x) ≥ αi0 > 0 em algum intervalo Ji ⊂ (0, L), i = 1, 2, 3

e, além disso,

∅ 6= (a1, a2) = I :=
3⋂

i=1

Ji ⊂ (0, L).

Como veremos no texto, essas funções podem localizar os mecanismos dissipativos em

regiões arbitrariamente pequenas.

Hipótese 5.1.2 As funções gi, i = 1, 2, 3, são cont́ınuas e monótonas crescentes e, além

disso satisfazem:

• gi(s)s > 0 para s 6= 0,

• kis ≤ gi(s) ≤ Kis, para |s| > 1, onde ki e Ki são constantes positivas.
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Se {u, θ1, θ2, q1, q1} é uma solução de (5.1)-(5.3), a energia associada, E(t),
t ≥ 0 é definida por

E(t) =
1

2

∫ L

0

ρu2t + (λ+ 2µ)u2x + cθ21 + nθ22 + τ1q
2
1 + τ2q

2
2 + 2dθ1θ2dx (5.5)

De modo semelhante ao apresentado no caṕıtulo anterior, a condição (5.4)

implica que E(t) ≥ 0.

Lema 5.1.3 O funcional de energia, E, definido em (5.5), verifica:

d

dt
E(t) = −

∫ L

0

α1(x)g1(q1)q1 + α2(x)g2(q2)q2 + α3(x)g3(ut)utdx

≤ 0, ∀t ≥ 0.

Demonstração: Basta multiplicar a primeira equação de (5.1) por ut, a segunda por

θ1, a terceira por θ2, a quarta por q1 e a quinta por q2. Em seguida, some os resultados,

integre por partes sobre (0, L) e use as hipóteses 5.1.1 e 5.1.2 para obter a última desi-

gualdade.

✷

Para a existência de solução, considere o espaço de Hilbert

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)× L2(0, L)× L2(0, L)× L2(0, L)× L2(0, L)

munido da norma

‖U‖2H := ‖{u1, u2, u3, u4, u5, u6}‖2H
≡

∫ 1

0

ρu22 + (λ+ 2µ)u21x + cu23 + nu24 + τ1u
2
5 + τ2u

2
6 + 2du3u4 dx

a qual é induzida pelo produto interno

(U, V )H := ({u1, u2, u3, u4, u5, u6}, {v1, v2, v3, v4, v5, v6})H
≡ (λ+ 2µ)(u1x, v1x) + ρ(u2, v2) + c(u3, v3) + d(u3, v4)

+n(u4, v4) + d(u4, v3) + τ1(u5, v5) + τ2(u6, v6)
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onde (·, ·) denota o produto interno usual de L2(0, L).

Observe que podemos isolar θ1t e θ2t a partir da segunda e terceira equações

de (5.1) e, portanto, (5.1) pode ser reescrito da seguinte forma

ρutt = (λ+ 2µ)uxx − γ1θ1x − γ2θ2x − α3(x)ut

(nc− d2)θ1t = −n
√
kq1x + d

√
Dq2x − (nγ1 − dγ2)utx

(nc− d2)θ2t = −c
√
Dq2x + d

√
kq1x − (cγ2 − dγ1)utx

τ1q1t = −α1(x)q1 −
√
kθ1x

τ2q2t = −α2(x)q2 −
√
Dθ2x

Então, denotando Y (t) = {u, ut, θ1, θ2, q1, q2}, vem que o sistema (5.1)-(5.2)

é equivalente a 



d

dt
Y (t) +AY (t) = 0

Y (0) = Y0

, (5.6)

quando Y0 = {u0, u1, θ10, θ20, q10, q20} e o operador A : D(A) ⊂ H → H é dado por

A = −(A1 + A2) cujas domı́nios são

D(A1) =H
1
0 (0, 1) ∩H2(0, 1)×H1

0 (0, 1)×H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)×H1(0, 1)×H1(0, 1),

D(A2) =H

e as componentes A1 e A2 são definidas por

A1 =




0 1 0 0 0 0
λ+2µ

ρ
∂xx 0 −γ1

ρ
∂x −γ2

ρ
∂x 0 0

0 −nγ1−dγ2
nc−d2 ∂x 0 0 − n

√
k

nc−d2∂x
d
√
D

nc−d2∂x

0 − cγ2−dγ1
nc−d2 ∂x 0 0 d

√
k

nc−d2∂x − c
√
D

nc−d2∂x

0 0 −
√
k

τ1
∂x 0 0 0

0 0 0 −
√
D
τ2
∂x 0 0




,
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e

A2 =




0 0 0 0 0 0

0 −α3(x)
ρ
g3(·) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −α1(x)
τ1

g1(·) 0

0 0 0 0 0 −α2(x)
τ2

g2(·)




.

Note queD(A) = D(A1) eA1 é anti-adjunto, isto é, (A1U, V )H = (U,−A1V )H
para todo U, V ∈ D(A1), ou seja, A

∗ = −A1. A demonstração deste fato é tal qual feita

no caṕıtulo anterior.

Pelo Teorema 2.8.12 (de Stone) A1 é o gerador infinitesimal de um grupo

unitário de classe C0, em particular, A1 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0. Pelo teorema (2.8.7) (de Lumer-Phillips) segue que A1 é m-

dissipativo e, portanto,

(A1U,U) ≤ 0 e Im(λI − A1) = H (5.7)

para algum λ > 0. As afirmativas (5.7) implicam em

(−A1U,U) ≥ 0 e Im(I − A1) = H

culminando no fato que

−A1 é um operador maximal monótono.

Agora mostraremos que −A2 é monótono, hemicont́ınuo e leva conjuntos

limitados em conjuntos limitados. De fato

• −A2 é monótono: com efeito, note que

−A2U + A2V =




0
α3(x)

ρ
[g3(u2)− g3(v2)]

0

0
α1(x)
τ1

[g1(u5)− g1(v5)]
α2(x)
τ2

[g2(u6)− g2(v6)]






112 5 Taxas de decaimento para o sistema de termodifusão não linear

e

U − V = (u1 − v1, u2 − v2, u3 − v3, u4 − v4, u5 − v5, u6 − v6).

Portanto

(−A2U + A2V, U − V )H = ρ

(
α3(x)

ρ
[g3(u2)− g3(v2)] , u2 − v2

)

+τ1

(
α1(x)

τ1
[g1(u5)− g1(v5)] , u5 − v5

)

+τ2

(
α2(x)

τ2
[g2(u6)− g2(v6)] , u6 − v6

)

=

∫ L

0

α3(x) [g3(u2)− g3(v2)] (u2 − v2) dx

+

∫ L

0

α1(x) [g1(u5)− g1(v5)] (u5 − v5) dx

+

∫ L

0

α2(x) [g2(u6)− g2(v6)] (u6 − v6) dx

≥ 0,

onde a última desigualdade se deve ao fato que gi crescente implica que [gi(uj)− gi(vj)]

tem o mesmo sinal de (uj − vj). Logo [gi(uj)− gi(vj)] (uj − vj) é não negativo. Desta

desigualdade segue que −A2 é monótono.

X

• −A2 é hemicont́ınuo: com efeito, considere também

W = (w1, w2, w3, w4, w5, w6) ∈ H e t > 0. Então

(−A2(U + tV ),W )H = ρ

(
α3(x)

ρ
g3(u2 + tv2), w2

)

+ τ1

(
α1(x)

τ1
g1(u5 + tv5), w5

)
+ τ2

(
α2(x)

τ2
g2(u6 + tv6), w6

)
.

Queremos mostrar que

(−A2(U + tV ),W )H → (−A2U,W )H, quando t→ 0+.
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Então é suficiente provar que

lim
t→0+

(α1(x)g1(u5 + tv5), w5) = (α1(x)g1(u5), w5) , (5.8)

lim
t→0+

(α2(x)g2(u6 + tv6), w6) = (α2(x)g2(u6), w6) ,

lim
t→0+

(α3(x)g3(u2 + tv2), w2) = (α3(x)g3(u2), w2) .

Mostraremos que (5.8) se verifica. As demais seguirão de forma análoga. Para isso

considere a função integrável

f(x) = α1(x)g1(u5(x))w5(x)

e defina a sequência

fn(x) = α1(x)g1

(
u5(x) +

1

n
v5(x)

)
w5(x).

Dáı, fn(x) → f(x) quase sempre em (0, L). Além disso, fn é integrável e dominada. De

fato,

∫ L

0

fn(x) dx =

∫ L

0

α1(x)g1

(
u5(x) +

1

n
v5(x)

)
w5(x) dx

≤ ‖α1‖∞
∫ L

0

max {K1, K1 (|u5(x)|+ |v5(x)|)}︸ ︷︷ ︸
∈L2(0,L)

|w5(x)|︸ ︷︷ ︸
∈L2(0,L)

dx

<∞

e, consequentemente,

f(x) ≤ ‖α1‖∞max {K1, K1 (|u5(x)|+ |v5(x)|)} |w5(x)|.

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, vem que

∫ L

0

fn(x)dx→
∫ L

0

f(x)dx, quando n→∞,

isto é, (5.8) se verifica. Assim −A2 é hemicont́ınuo.

X
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• −A2 leva conjunto limitado em conjunto limitado: com efeito, seja U ∈
D(A2) = H tal que ‖U‖2H ≤M1. Então,

‖ − A2U‖2H =

∫ L

0

ρ

∣∣∣∣
α3(x)

ρ
g3(u2(x))

∣∣∣∣
2

+ τ1

∣∣∣∣
α1(x)

τ1
g1(u5(x))

∣∣∣∣
2

+ τ2

∣∣∣∣
α2(x)

τ2
g2(u6(x))

∣∣∣∣
2

dx

≤ C1

∫ L

0

max
{
K2
3 +K2

1 +K2
2 ,
(
K2
3 +K2

1 +K2
2

) (
u22(x) + u25(x) + u26(x)

)}

≤ C + C‖U‖2H
≤M2,

onde

C1 = max

{‖α3‖2∞
ρ

,
‖α1‖2∞
τ1

,
‖α2‖2∞
τ2

}
,

provando assim que −A2 leva limitados em limitados.

X

Como −A1 é maximal monótono e −A2 é monótono, hemicont́ınuo e limi-

tado vem, pelo teorema 2.9.4, que A é maximal monótono. Então, dos teoremas 2.9.5 e

2.9.7 temos o seguinte resultado de existência

Teorema 5.1.4 Considere que as hipóteses 5.1.1 e 5.1.2 se verificam. Dado Y0 ∈ D(A)
existe única solução forte de (5.6). Além disso, se Y0 ∈ H então (5.6) admite uma única

solução fraca.

5.2 Desigualdade de Observabilidade

Nesta seção, primeiramente provaremos uma desigualdade de observabili-

dade para o sistema conservativo

ρutt − (λ+ 2µ)uxx + γ1θ1x + γ2θ2x = 0 (5.9)

cθ1t +
√
kq1x + γ1utx + dθ2t = 0 (5.10)

nθ2t +
√
Dq2x + γ2utx + dθ1t = 0 (5.11)

τ1q1t +
√
kθ1x = 0 (5.12)

τ2q2t +
√
Dθ2x = 0 (5.13)

em (0, L) × (0,∞) com as mesmas condições iniciais e de fronteira de (5.2)-(5.3) e em

seguida estenderemos este resultado para o problema não conservativo (5.1)-(5.3). Ob-
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servamos que a energia dos sistemas dissipativo e conservativo são dadas pela mesma

expressão. As estimativas aqui são muito semelhantes com aquelas apresentadas no ca-

ṕıtulo 4, no entanto, aqui estamos considerando um intervalo (0, L) com L podendo ser

diferente de 1, diferenciado do caṕıtulo anterior. Também menos estimativas são necessá-

rias umas vez que somente energia de primeira ordem é considerada, entretanto, isto nos

obriga a estimar cada termo em função de ut, q1 e q2, não permitindo derivadas destes

termos, gerando alguma dificuldade adicional.

Teorema 5.2.1 Seja I = (a1, a2) o intervalo aberto contido em (0, L). Para T > 0

suficientemente grande, existe uma constante positiva, C > 0, tal que qualquer solução

{u, θ1, θ2, q1, q2} de (5.9)-(5.13) satisfaz

E(0) ≤ C

∫ T

0

∫ a2

a1

q21 + q22 + u2t dx dt.

Demonstração:[Prova do teorema 5.2.1] Dado ε0 > 0 suficientemente pequeno, satisfa-

zendo

ε0 <
a2 − a1

2
,

de forma recorrente, escolha

εi =
εi−1
2
, for i = 1, 2. (5.14)

Denote por Ii o intervalo (a1 + εi, a2 − εi). Defina a função cont́ınua e C
1 por partes

gη(x) =





(η − 1)x, se x ∈ [0, a1 + ε0),

η(x− a1 − ε0) +
(a1−a2+2ε0)

L
(a1 + ε0), se x ∈ [a1 + ε0, a2 − ε0],

(η − 1)(x− L), se x ∈ (a2 − ε0, L].

(5.15)

com η := L−(a2−a1−2ε0)
L

∈ [0, 1). Esta função foi introduzida por Ho [25] e recentemente

usada em [10, 15].
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Multiplicando a equação (5.9) por uxgη, integrando por partes e usando as

equações (5.12) e (5.13) obtemos

0 =
d

dt

∫ L

0

ρutuxgηdx+

∫ L

0

ρututxgη + (λ+ 2µ)uxxuxgηdx−
∫ L

0

[
γ1τ1√
k
q1tux +

γ2τ2√
D
q2tux

]
gηdx

=
d

dt

∫ L

0

ρutuxgηdx+

∫ L

0

ρ

2
u2t g

′
η +

λ+ 2µ

2
u1xg

′
ηdx−

d

dt

∫ L

0

γ1τ1√
k
q1uxgηdx

+

∫ L

0

γ1τ1√
k
q1utxgηdx−

d

dt

∫ L

0

γ2τ2√
D
q2uxgηdx+

∫ L

0

γ2τ2√
D
q2utxgηdx.

Dessa identidade e das equações (5.10) e (5.11) chegamos a

∫ L

0

[
ρ

2
u2t +

λ+ 2µ

2
u1x

]
g′ηdx+

d

dt

∫ L

0

[
ρutux −

γ1τ1√
k
q1ux −

γ2τ2√
D
q2ux

]
gηdx

=
d

dt

∫ L

0

τ1√
k
q1 (cθ1 + dθ2) gη +

τ2√
D
q2 (nθ2 + dθ1) gηdx−

∫ L

0

τ1√
k
q1t

︸ ︷︷ ︸
−θ1x

(cθ1 + dθ2) gη

− τ2√
D
q2t

︸ ︷︷ ︸
−θ2x

(nθ2 + dθ1) gηdx+

∫ L

0

τ1q1q1xgη + τ2q2q2xgη

que nos remete a

∫ L

0

[
ρ

2
u2t +

λ+ 2µ

2
u2x +

c

2
θ21 +

n

2
θ22 +

τ1

2
q21 +

τ2

2
q22 + dθ1θ2

]
g′ηdx (5.16)

=
d

dt

∫ L

0

ρutuxgη +
τ1√
k
(−cθ1 − γ1ux − dθ2) q1gη +

τ2√
D
(−nθ2 − γ2ux − dθ1) q2gηdx.

Como

g′η(x) =

{
η, se x ∈ I0,

η − 1, se x ∈ [0, L] \ I0,
da identidade (5.16) vem que

(1− η)E(t) = − d

dt
M(t)

+

∫

I0

[
ρ

2
u2t +

λ+ 2µ

2
u2x +

c

2
θ21 +

n

2
θ22 +

τ1

2
q21 +

τ2

2
q22 + dθ1θ2

]
dx (5.17)
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onde

M(t) =

∫ L

0

ρutuxgη +
τ1√
k
(−cθ1 − γ1ux − dθ2) q1gη +

τ2√
D
(−nθ2 − γ2ux − dθ1) q2gηdx.

Note que
∫ T

0
d
dt
M(t)dt ≤ CE(0). Para estimar a última parte de (5.17) consideremos as

funções “cut-off” ξi ∈ C∞0 (0, L), i = 1, 2, satisfazendo

∣∣∣∣∣∣

0 ≤ ξi(x) ≤ 1, ∀x ∈ (0, L),
ξi(x) = 0, em (0, L) \ Ii,
ξi(x) = 1, em Ii−1.

(5.18)

Para obter a observabilidade desejada precisamos estimar θ1, θ2 e ux em termos de ut, q1 e

q2. Comecemos por θ1. Com vistas a alcançar o nosso objetivo, considere o multiplicador

∫ x

0

ξ1θ1dy. (5.19)

Veja que as derivadas deste multiplicador satisfazem

∂

∂x

∫ x

0

ξ1θ1dy = ξ1(x)θ1(x, t) e

∂

∂t

∫ x

0

ξ1θ1dy =

∫ x

0

ξ1(y)θ1t(y, t)dy.

Multiplicando (5.12) por (5.19) e integrando com x variando em [0, L] resulta em

√
k

∫ L

0

θ21ξ1dx−
d

dt

[∫ L

0

τ1q1

∫ x

0

ξ1θ1dydx

]

≤ ε

2

∫ L

0

τ 21 q
2
1dx+

1

2ε

∫ L

0

(∫ x

0

ξ1θ1tdy

)2
dx (5.20)

A beleza deste multiplicador pode ser contemplada ao estimar o último termo da desi-

gualdade acima. Primeiramente, veja que as equações (5.10) e (5.11) podem ser reescritas

como

(nc− d2)θ1t = −n
√
kq1x + d

√
Dq2x − (nγ1 − dγ2)utx (5.21)

(nc− d2)θ2t = −c
√
Dq2x + d

√
kq1x − (cγ2 − dγ1)utx. (5.22)
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Em seguida, substituindo (5.21) em (5.20), integrando por partes, usando a desigualdade

de Hölder e o fato que x pertence a um intervalo limitado, obtemos

∫ L

0

(∫ x

0

ξ1θ1tdy

)2
dx

=

∫ L

0

(∫ x

0

−1
nc− d2

[
n
√
kq1y − d

√
Dq2y + (nγ1 − dγ2)uty

]
ξ1dy

)2
dx

=
1

(nc− d2)2

∫ L

0

([
(n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut)ξ1

∣∣∣
x

0

−
∫ x

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]
ξ′1(y)dy

)2
dx

≤ 2

(nc− d2)2

∫ L

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ21(x)dx

+
2

(nc− d2)2

∫ L

0

(∫ x

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]
ξ′1(y)dy

)2
dx

≤ 2

(nc− d2)2

∫ L

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ21(x)dx

+
2

(nc− d2)2

∫ L

0

(∫ x

0

12dx

)(∫ x

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ′21 (y)dy

)
dx

≤ 2

(nc− d2)2

∫ L

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ21(x)dx

+
2

(nc− d2)2
L2
∫ L

0

[
n
√
kq1 − d

√
Dq2 + (nγ1 − dγ2)ut

]2
ξ′21 (y)dy

≤6 (1 + L2‖ξ′1‖2∞)
(nc− d2)2

∫ a2−ε0

a1+ε0

n2kq21 + d2Dq22 + (cγ1 − dγ2)
2u2tdx. (5.23)

Associando (5.23) com (5.20) conseguimos que

∫ L

0

θ21ξ1dx ≤ εC

∫ L

0

q21dx+ Cε

∫ a2−ε0

a1+ε0

q21 + q22 + u2tdx+
d

dt

∫ L

0

τ1q1

∫ x

0

ξ1θ1dydx. (5.24)

Cálculos análogos para θ2 nos remetem

∫ L

0

θ22ξ1dx ≤ εC

∫ L

0

q22dx+ Cε

∫ a2−ε0

a1+ε0

q21 + q22 + u2tdx+
d

dt

∫ L

0

τ2q2

∫ x

0

ξ1θ2dydx. (5.25)
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Observe que
∫ T

0
d
dt

∫ L

0
τ1q1

∫ x

0
ξ1θ1dydxdt e

∫ T

0
d
dt

∫ L

0
τ2q2

∫ x

0
ξ1θ2dydxdt também podem ser

estimadas por CE(0) usando para isso a desigualdade de Hölder.

Para estimar ux multiplicamos (5.9) por uξ1 obtendo

(λ+ 2µ)

∫ L

0

u2xξ1dx

= − d

dt

[∫ L

0

ρutuξ1dx

]
+

∫ L

0

ρu2t ξ1dx

+

∫ L

0

λ+ 2µ

2
u2ξ′′1dx+

∫ L

0

(γ1θ1 + γ2θ2) (uxξ1 + uξ′1)dx

≤ − d

dt

[∫ L

0

ρutuξ1dx

]
+ εC

∫ L

0

θ21 + θ22dx+ Cε

∫ a2−ε0

a1+ε0

u2t + u2dx

+
1

λ+ 2µ

∫ L

0

θ21ξ1 + θ22ξ1dx+
λ+ 2µ

2

∫ L

0

u2xξ1dx

Usando (5.24) e (5.25) na estimativa acima, chegamos a

λ+ 2µ

2

∫ L

0

u2xξ1dx ≤
d

dt

[∫ L

0

−ρutuξ1 +
1

λ+ 2µ

(
τ1q1

∫ x

0

θ1ξ1dy + τ2q2

∫ x

0

θ2ξ1dy

)
dx

]

+ εC

∫ L

0

θ21 + θ22 + q21 + q22dx+ Cε

∫ a2−ε0

a1+ε0

q21 + q22 + u2t + u2dx. (5.26)

Desta forma, resta estimar apenas u em termos de ut, q1 e q2. Então lem-

bramos o trabalho de Tébou [53] e adaptamos ao nosso caso. Ou seja, considere o multi-

plicador z(t) ∈ H1
0 (0, L), solução de

{ −zxx = ξ2u em (0, L),

z(0, t) = z(L, t) = 0,
(5.27)

e além disso, sua derivada zt(t) ∈ H1
0 (0, L) é solução de

{ −ztxx = ξ2ut em (0, L),

zt(0, t) = zt(L, t) = 0.
(5.28)
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Multiplicando (5.27) por z e usando as desigualdade de Poincaré e de Young conseguimos

ver que ∫ L

0

z2xdx ≤
L2

π2

∫ L

0

ξ2u
2dx. (5.29)

Analogamente, de (5.28) obtemos

∫ L

0

z2txdx ≤
L2

π2

∫ L

0

ξ2u
2
tdx. (5.30)

Multiplicando (5.27) por u resulta em

∫ L

0

zxuxdx =

∫ L

0

ξ2u
2dx. (5.31)

Então, compondo (5.9) com z e usando (5.31) vem que

0 =
d

dt

[∫ L

0

(
ρut −

γ1τ1√
k
q1 −

γ2τ2√
D
q2

)
z dx

]

−ρ
∫ L

0

utztdx+ (λ+ 2µ)

∫ L

0

ξ2u
2dx+

∫ L

0

(
γ1τ1√
k
q1 +

γ2τ2√
D
q2

)
ztdx

Da desigualdade de Young e de Poincaré resulta que

(λ+ 2µ)

∫ L

0

ξ2u
2dx ≤ − d

dt

[∫ L

0

(
ρut −

γ1τ1√
k
q1 −

γ2τ2√
D
q2

)
z dx

]

+
ε

2

∫ L

0

ρu2t + 2
γ21τ

2
1

k
q21 +

γ22τ
2
2

D
q22 dx+

L2

επ2

∫ L

0

z2tx dx

Associando esta última estimativa a (5.30) obtemos

∫ L

0

u2ξ2dx ≤ d

dt

[
1

λ+ 2µ

∫ L

0

(
−ρut +

γ1τ1√
k
q1 +

γ2τ2√
D
q2

)
z dx

]

+εC

∫ L

0

u2t + q21 + q22 dx+ Cε

∫ L

0

u2t ξ2 dx. (5.32)

Observe ainda que
∫ T

0
d
dt

[
1

λ+2µ

∫ L

0

(
−ρut + γ1τ1√

k
q1 +

γ2τ2√
D
q2

)
z dx

]
dt pode ser estimado

por CE(0) usando (5.29).
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Integrando (5.17), com t ∈ [0, T ], usando (5.24), (5.25), (5.26), (5.32) e as

estimativas dos termos de “bracketing”
∫ T

0
d
dt
[ · ] dt ≤ CE(0), obtemos

(1− η)

∫ T

0

E(t) dt ≤ CE(0) + εC

∫ T

0

E(t) dt+ Cε

∫ T

0

∫ a2

a1

q21 + q22 + u2t dx dt.

Escolhendo ε = 1−η
2C

resulta que (1− η − εC) > 0 e, portanto,

∫ T

0

E(t) dt ≤ CE(0) + C

∫ T

0

∫ a2

a1

q21 + q22 + u2t dx dt.

Para T ≥ T0, T0 suficientemente grande, juntamente com a conservação da energia segue

que

E(0) ≤ C

∫ T

0

∫ a2

a1

q21 + q22 + u2t dx dt, ∀T ≥ T0,

o que completa a prova do teorema 5.2.1.

✷

Como nosso principal resultado está relacionado a obter taxas de decai-

mento para o sistema dissipativo (5.1)-(5.3), o próximo passo é extender o resultado da

desigualdade de observabilidade para o sistema de termodifusão não conservativo (5.1)

conforme segue

Teorema 5.2.2 Sejam T ≥ T0, T0 suficientemente grande, e M > 0. Então existe uma

constante C > 0 tal que

E(0) ≤ C

∫ T

0

∫ L

0

α1(x)
[
q21 + g21(q1)

]
+ α2(x)

[
q22 + g22(q2)

]
+ α3(x)

[
u2t + g23(ut)

]
dx dt

(5.33)

para toda solução {u, θ1, θ2, q1, q2} de (5.1)-(5.3).

Demonstração:[Prova do teorema 5.2.2] Se os dados iniciais são nulos, não há nada o

que provar. Então, suponha que os dados iniciais são não nulos e, por argumentos de

contradição, suponha que o teorema 5.2.2 é falso. Logo, existe uma sequência de soluções,

{uν , θ1ν , θ2ν , q1ν , q2ν}ν∈N,
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de (5.1) associada a uma sequência de dados iniciais não nulos

{u0ν , u1ν , θ10ν , θ20ν , q10ν , q20ν}ν∈N

satisfazendo

∫ T

0

∫ L

0
α1(x) [q

2
1ν + g21(q1ν)] + α2(x) [q

2
2ν + g22(q2ν)] + α3(x) [u

2
tν + g23(utν)] dx dt

Eν(0)
<
1

ν
,

(5.34)

para todo ν ∈ N. Em outras palavras, existe uma sequência de problemas





ρutνt − (λ+ 2µ)uνxx + γ1θ1νx + γ2θ2νx + α3(x)g3(uνt) = 0

cθ1νt +
√
kq1νx + γ1utνx + dθ1νt = 0

nθ2νt +
√
Dq2νx + γ2utνx + dθ2νt = 0

τ1q1νt + α1(x)g1(q1ν) +
√
kθ1νx = 0

τ2q2νt + α2(x)g2(q2ν) +
√
Dθ2νx = 0

uν(0, t) = uν(1, t) = θ1ν(0, t) = θ1ν(1, t) = θ2ν(0, t) = θ2ν(1, t) = 0

uν(x, 0) = u0ν(x), uνt(x, 0) = u1ν(x),

θ1ν(x, 0) = θ10ν(x), θ2ν(x, 0) = θ20ν(x),

q1ν(x, 0) = q10ν(x), q2ν(x, 0) = q20ν(x),

(5.35)

satisfazendo (5.34).

Defina kν :=
√
Eν(0) e





ũν :=
uν

kν
, ũtν :=

utν

kν
,

θ̃1ν :=
θ1ν

kν
, θ̃2ν :=

θ2ν

kν
,

q̃1ν :=
q1ν

kν
, q̃2ν :=

q2ν

kν
.

(5.36)
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Não é dif́ıcil ver que {ũν , θ̃1ν , θ̃2ν , q̃1ν , q̃2ν} é a solução de




ρũtνt − (λ+ 2µ)ũνxx + γ1θ̃1νx + γ2θ̃2νx +
α3(x)g3(ũνtkν)

kν
= 0,

cθ̃1νt +
√
kq̃1νx + γ1ũtνx + dθ̃1νt = 0,

nθ̃2νt +
√
Dq̃2νx + γ2ũtνx + dθ̃2νt = 0,

τ1q̃1νt +
α1(x)g1(q̃1νkν)

kν
+
√
kθ̃1νx = 0,

τ2q̃2νt +
α2(x)g2(q̃2νkν)

kν
+
√
Dθ̃2νx = 0,

ũν(0, t) = ũν(L, t) = θ̃1ν(0, t) = θ̃1ν(L, t) = θ̃2ν(0, t) = θ̃2ν(L, t) = 0,

ũν(x, 0) =
uν(x, 0)

kν
, ũνt(x, 0) =

uνt(x, 0)

kν
,

θ̃1ν(x, 0) =
θ1ν(x, 0)

kν
, θ̃2ν(x, 0) =

θ2ν(x, 0)

kν
,

q̃1ν(x, 0) =
q1ν(x, 0)

kν
, q̃2ν(x, 0) =

q2ν(x, 0)

kν
.

(5.37)

Da desigualdade (5.34) obtemos que

lim
ν→∞

∫ T

0

∫ L

0

α1(x)

[
q̃21ν +

g21(q̃1νkν)

k2ν

]

+ α2(x)

[
q̃22ν +

g22(q̃2νkν)

k2ν

]
+ α3(x)

[
ũ2tν +

g23(ũtνkν)

k2ν

]
dxdt = 0. (5.38)

Pondo Ẽν(t) :=
Eν(t)
Eν(0)

vem que

Ẽν(0) = 1, ∀ν ∈ N, (5.39)

e juntamente com o fato que Eν é não crescente resulta que

Ẽν(t) ≤ 1, ∀t ≥ 0. (5.40)
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Para obter a contradição, considere {uν , θ1ν , θ2ν , q1ν , q2ν} a solução do sis-
tema conservativo





ρutνt − (λ+ 2µ)uνxx + γ1θ1νx + γ2θ2νx = 0,

cθ1νt +
√
kq1νx + γ1utνx + dθ1νt = 0,

nθ2νt +
√
Dq2νx + γ2utνx + dθ2νt = 0,

τ1q1νt +
√
kθ1νx = 0,

τ2q2νt +
√
Dθ2νx = 0,

uν(0, t) = uν(L, t) = θ1ν(0, t) = θ1ν(L, t) = θ2ν(0, t) = θ2ν(L, t) = 0,

uν(x, 0) = ũν(x, 0), uνt(x, 0) = ũνt(x, 0),

θ1ν(x, 0) = θ̃1ν(x, 0), θ2ν(x, 0) = θ̃2ν(x, 0),

q1ν(x, 0) = q̃1ν(x, 0), q2ν(x, 0) = q̃2ν(x, 0),

cuja energia será denotada por Eν(t). Observemos que

Eν(t) = Eν(0) = Ẽν(0), ∀t ≥ 0. (5.41)

Defina 



Uν := ũν − uν ,

Θ1ν := θ̃1ν − θ1ν ,

Θ2ν := θ̃2ν − θ2ν ,

Q1ν := q̃1ν − q1ν ,

Q2ν := q̃2ν − q2ν .

(5.42)

Também é fácil ver que {Uν ,Θ1ν ,Θ2ν , Q1ν , Q2ν} é a solução do seguinte sistema não ho-
mogêneo





ρUνtt − (λ+ 2µ)Uνxx + γ1Θ1νx + γ2Θ2νx = −α3(x)
g3(ũνtkν)

kν
,

cΘ1νt +
√
kQ1νx + γ1Uνtx + dΘ1νt = 0,

nΘ2νt +
√
DQ2νx + γ2Uνtx + dΘ2νt = 0,

τ1Q1νt +
√
kΘ1νx = −α1(x)

g1(q̃1νkν)

kν
,

τ2Q2νt +
√
DΘ2νx = −α2(x)

g1(q̃1νkν)

kν
,

Uν(0, t) = Uν(L, t) = Θ1ν(0, t) = Θ1ν(L, t) = Θ2ν(0, t) = Θ2ν(L, t) = 0,

Uν(x, 0) = Uνt(x, 0) = Θ1ν(x, 0) = Θ2ν(x, 0) = Q1ν(x, 0) = Q2ν(x, 0) = 0,
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de energia denotada por Eν(t) que satisfaz

Eν(0) = 0, ∀ν ∈ N.

Além disso,a partir da definição de energia do sistema de termodifusão, se verifica que

2Eν(t) ≥
∫ a2

a1

ρU2
tν + τ1Q

2
1ν + τ2Q

2
2νdx.

Usando (5.42) na expressão acima resulta em

2Eν(t) ≥
∫ a2

a1

ρũ2tν + τ1q̃
2
1ν + τ2q̃

2
2ν dx

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫ a2

a1

ρu2tν + τ1q
2
1ν + τ2q

2
2ν dx

− 2

∫ a2

a1

ρũνtutν + τ1q̃1νq1ν + τ2q̃2νq2ν dx. (5.43)

A última integral da estimativa acima pode ser estimada usando a desigualdade de

Cauchy-Schwarz como segue

∫ a2

a1

ρũνtuνt + τ1q̃1νq1ν + τ2q̃2νq2ν dx

≤
(∫ a2

a1

ρũ2tνdx

) 1

2
(∫ a2

a1

ρu2νtdx

) 1

2

+

(∫ a2

a1

τ1q̃
2
1νdx

) 1

2
(∫ a2

a1

τ1q
2
1νdx

) 1

2

+

(∫ a2

a1

τ2q̃
2
2νdx

) 1

2
(∫ a2

a1

τ2q
2
2νdx

) 1

2

(5.44)

e cada um dos termos

(∫ a2

a1

ρu2νt

) 1

2

,

(∫ a2

a1

τ1q
2
1ν

) 1

2

,

(∫ a2

a1

τ2q
2
2ν

) 1

2

,
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pode ser estimado por
(
2Eν(t)

) 1

2 =
(
2Eν(0)

) 1

2 =
(
2Ẽν(0)

) 1

2

=
√
2. Então, de (5.43) e

(5.44) chegamos a

∫ a2

a1

ρu2tν + τ1q
2
1ν + τ2q

2
2νdx

≤ 2Eν(t) + 2
√
2

[(∫ a2

a1

ρũ2νt

) 1

2

+

(∫ a2

a1

τ1q̃
2
1ν

) 1

2

+

(∫ a2

a1

τ2q̃
2
2ν

) 1

2

]
.

Como Eν(t) ≤ sup
t∈[0,T ]

Eν(t), integrando a expressão acima sobre [0, T ], obtemos

∫ T

0

∫ a2

a1

ρu2tν + τ1q
2
1ν + τ2q

2
2νdxdt (5.45)

≤ 2T sup
t∈[0,T ]

Eν(t) + 2
√
2

∫ T

0

[(∫ a2

a1

ρũ2νt

) 1

2

+

(∫ a2

a1

τ1q̃
2
1ν

) 1

2

+

(∫ a2

a1

τ2q̃
2
2ν

) 1

2

]
dt.

Cálculos análogos aqueles da prova do lema 5.1.3 nos fornecem a identidade

d

dt
Eν(t) = −

∫ L

0

α1(x)
g1(q̃1νkν)

kν
Q1ν + α2(x)

g2(q̃2νkν)

kν
Q2ν + α3(x)

g3(ũνtkν)

kν
Uνt dx

que uma vez integrada em (0, t), t ∈ (0, T ] e aplicada a desigualdade de Hölder, acarreta
em

Eν(t) ≤ Eν(0)︸ ︷︷ ︸
=0

+C

∫ t

0

(∫ L

0

α1
g21(q̃1νkν)

k2ν

) 1

2
(∫ L

0

α1Q
2
1ν

) 1

2

(5.46)

+

(∫ L

0

α2
g22(q̃2νkν)

k2ν

) 1

2
(∫ L

0

α2Q
2
2ν

) 1

2

+

(∫ L

0

α3
g23(ũνtkν)

k2ν

) 1

2
(∫ L

0

α3U
2
νt

) 1

2

ds.

Assim, estendendo o intervalo de integração com s ∈ [0, T ] em (5.46), tomando o supremo

e usando a limitação de Ẽν(t) e Eν(t) dadas por (5.40) e (5.41) conseguimos

sup
t∈[0,T ]

Eν(t) ≤ C

∫ T

0

(∫ L

0

α1
g21(q̃1νkν)

k2ν

) 1

2

+

(∫ L

0

α2
g22(q̃2νkν)

k2ν

) 1

2

+

(∫ L

0

α3
g23(ũνtkν)

k2ν

) 1

2
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Devido a (5.38) e a estimativa acima segue que

lim
ν→∞

[
sup

t∈[0,T ]
Eν(t)

]
= 0.

Logo, de (5.38), (5.45), (5.46) e da identidade acima podemos concluir que

lim
ν→∞

∫ T

0

∫ a2

a1

ρu2νt + τ1q
2
1ν + τ2q

2
2νdxdt = 0. (5.47)

Mas, de (5.39), (5.41) e do teorema 5.2.1, temos que

1 = Ẽν(0) = Eν(0) ≤ C

∫ T

0

∫ a2

a1

ρu2tν + τ1q
2
1ν + τ2q

2
2νdxdt.

Tomando o limite na expressão acima quando ν tende ao infinito e usando (5.47) resulta

que

1 ≤ 0,

o que é um absurdo. Assim encerramos a prova do teorema 5.2.2.

✷

5.3 Taxas de Decaimento

Nesta seção utilizaremos o método desenvolvido por Lasiecka and Tataru

[29] para obter taxas de decaimento para o sistema de termodifusão (5.1)-(5.3). Então,

defina

h(x) = h1(x) + h2(x) + h3(x)

com hi(0) = 0, i = 1, 2, 3, onde hi são funções côncavas e estritamente crescentes satisfa-

zendo

hi(sgi(s)) ≥ s2 + g2i (s), para |s| ≤ 1. (5.48)

Estas funções podem ser constrúıdas a partir das hipóteses sobre as funções gi, i = 1, 2, 3.

O próximo passo é considerar

r(x) = h
( x

LT

)
.
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Como r é monótona crescente, vem que C ′I + r é invert́ıvel para qualquer que seja a

constante C ′ ≥ 0. Então, dado M > 0, defina

p(x) = (C ′I + r)−1(Mx)

a qual é uma função positiva, cont́ınua e estritamente crescente com p(0) = 0.

Finalmente, considere

q(x) = x− (I + p)−1(x). (5.49)

O seguinte resultado é devido a Lasiecka and Tataru [29].

Lema 5.3.1 Considere as funções p e q como definidas acima. Se (sn) é uma sequência

de números positivos satisfazendo

sm+1 + p(sm+1) ≤ sm,

então sm ≤ S(m) onde S(t) é a solução da equação diferencial





d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0,

S(0) = s0.
(5.50)

Além disso, como p(x) > 0, para x > 0, temos que

lim
t→∞

S(t) = 0.

As taxas de decaimento são dadas pelo seguinte teorema

Teorema 5.3.2 Considerando as hipóteses 5.1.2 e 5.1.1, se os dados iniciais são limita-

dos, então existe T0 > 0 tal que a energia E(t) de (5.1)-(5.3) satisfaz

E(t) ≤ S

(
t

T0
− 1

)
, ∀t > T0,
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com lim
t→∞

S(t) = 0, onde S(t) é a solução da seguinte equação diferencial





d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0,

S(0) = E(0).

e q é dada em (5.49).

Observação 5.3.3 Se gi(s) = s a taxa de decaimento é exponencial, isto é, existem

constantes C > 0 e γ > 0 tais que

E(t) ≤ Ce−γtE(0).

Demonstração:[Prova do teorema 5.3.2] Considere {u, θ1, θ2, q1, q2} a solução de (5.1)-
(5.3) com dados iniciais limitados {u0, u1, θ10, θ20, q10, q20}. Defina

Π1 = {(x, t) ∈ (0, L)× (0, T ); |q1(x, t)| > 1} e Γ1 = (0, L)× (0, T ) \ Π1,

Π2 = {(x, t) ∈ (0, L)× (0, T ); |q2(x, t)| > 1} e Γ2 = (0, L)× (0, T ) \ Π2,

Π3 = {(x, t) ∈ (0, L)× (0, T ); |ut(x, t)| > 1} e Γ3 = (0, L)× (0, T ) \ Π3.

Tendo em mente a desigualdade de observabilidade dada pelo teorema 5.2.2,

estimaremos o lado direito de (5.33). Primeiramente, observe que

∫ T

0

∫ L

0

α1(x)(q
2
1 + g21(q1))dxdt =

∫

Π1

α1(x)(q
2
1 + g21(q1))dxdt+

∫

Γ1

α1(x)(q
2
1 + g21(q1))dxdt

(5.51)

A Primeira integral do lado direito de (5.51) é estimada por

∫

Π1

α1(x)(q
2
1 + g21(q1))dxdt ≤ (k−11 +K1)

∫

Π1

α1(x)q1g1(q1)dxdt, (5.52)
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e a segunda, utilizando as propriedade da função h1, estimamos conforme segue

∫

Γ1

α1(x)(q
2
1 + g21(q1))dxdt ≤

∫

Γ1

α1(x)h1(q1g1(q1))dxdt

≤
∫

Γ1

(1 + ‖α1‖∞)h1
(

α1(x)

1 + ‖α1‖∞
q1g1(q1)

)
dxdt

≤ (1 + ‖α1‖∞)
∫

Γ1

h1 (α1(x)q1g1(q1)) dxdt

≤ (1 + ‖α1‖∞)LT
1

LT

∫ T

0

∫ L

0

h1 (α1(x)q1g1(q1)) dxdt

≤ (1 + ‖α1‖∞)LTh1
(

1

LT

∫ T

0

∫ L

0

α1(x)q1g1(q1)dxdt

)
,

(5.53)

onde o último passo é devido a desigualdade de Jensen. Então, (5.51), (5.52) e (5.53)

implicam

∫ T

0

∫ L

0

α1(x)(q
2
1 + g21(q1))dxdt

≤ (k−11 +K1)

∫ T

0

∫ L

0

α1(x)q1g1(q1)dxdt

+ (1 + ‖α1‖∞)LTh1
(

1

LT

∫ T

0

∫ L

0

α1(x)q1g1(q1)dxdt

)
. (5.54)

Analogamente, obtemos

∫ T

0

∫ L

0

α2(x)(q
2
2 + g22(q2))dxdt

≤ (k−12 +K2)

∫ T

0

∫ L

0

α2(x)q2g2(q2)dxdt

+ (1 + ‖α2‖∞)LTh2
(

1

LT

∫ T

0

∫ L

0

α2(x)q2g2(q2)dxdt

)
(5.55)
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e

∫ T

0

∫ L

0

α3(x)(u
2
t + g23(ut))dxdt

≤ (k−13 +K3)

∫ T

0

∫ L

0

α3(x)utg3(ut)dxdt

+ (1 + ‖α3‖∞)LTh3
(

1

LT

∫ T

0

∫ L

0

α3(x)utg3(ut)dxdt

)
. (5.56)

Do teorema 5.2.2 e das estimativas (5.54), (5.55) e (5.56) chegamos a

E(T ) ≤ C

3∑

i=1

(k−1i +Ki)

∫ T

0

∫ L

0

α1(x)q1g1(q1) + α2(x)q2g2(q2) + α3(x)utg3(ut)dxdt

M−1r

(∫ T

0

∫ L

0

α1(x)q1g1(q1) + α2(x)q2g2(q2) + α3(x)utg3(ut)dxdt

)
,

onde

M =
1

CLT max
i=1,2,3

{(1 + ‖αi‖∞)}
.

Fixando

C ′ :=

∑3
i=1(k

−1
i +Ki)

LT max
i=1,2,3

{(1 + ‖αi‖∞)}

e usando o lema 5.1.3 chegamos a

ME(T ) ≤ C ′
∫ T

0

∫ L

0

α1(x)q1g1(q1) + α2(x)q2g2(q2) + α3(x)utg3(ut)dxdt

+r

(∫ T

0

∫ L

0

α1(x)q1g1(q1) + α2(x)q2g2(q2) + α3(x)utg3(ut)dxdt

)

= (C ′I + r)

(∫ T

0

∫ L

0

α1(x)q1g1(q1) + α2(x)q2g2(q2) + α3(x)utg3(ut)dxdt

)

= (C ′I + r)

(∫ T

0

− d

dt
E(t)dt

)

= (C ′I + r) (E(0)− E(T )).

As propriedades da função p apresentadas no ińıcio desta seção combinadas
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a última estimativa nos fornecem

E(T ) + p(E(T )) ≤ E(0)

Trocando T e 0 por (m+ 1)T e mT , respectivamente, na desigualdade acima obtemos

E((m+ 1)T ) + p(E((m+ 1)T )) ≤ E(mT ), m = 0, 1, 2, . . .

Aplicando o lema 5.3.1 para sm = E(mT ) resulta que

E(mT ) ≤ S(m), m = 0, 1, 2, . . .

Dáı, para t = mT + τ , τ ∈ [0, T ), devido ao lema 5.1.3 e o fato que S(·) é dissipativo
chegamos a

E(t) ≤ E(T ) ≤ S(m) ≤ S

(
t− τ

T

)
≤ S

(
t

T
− 1

)
,

o que completa a prova do teorema 5.3.2.

✷

Observação 5.3.4 Exemplos para as não linearidades g′is com suas respectivas taxas

expĺıcitas para o decaimento podem ser encontrados em [12].
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[12] M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti, I. Lasiecka, Well-posedness and op-

timal decay rates for the wave equation with nonlinear boundary damping-source

interaction, J. Differential Equations, 236, 2007, no. 2, 407-459.

[13] M. M. Cavalcanti, V. N. Domingos Cavalcanti, A. Rocha, e J. A. Soriano, Exact

controllability of a second-order integro-differential equation with a pressure term.

Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ., 1998, no. 9, 18 pp.

[14] M. M. Cavalcanti, A. Khemmoudj e M. Medjden, Uniform stabilization of the damped

Cauchy-Ventcel problem with variable coefficients and dynamic boundary conditions.

J.Math.Anal.Appl., 328, 2007, no. 2, 900-930.

[15] W. Charles, J. A. Soriano, F. A. Falcão Nascimento, e J. H. Rodrigues, Decay rates

for Bresse system with arbitrary nonlinear localized damping. Journal of Differential

Equations, 255, 2013, no. 8, 2267-2290.

[16] W. Charles, J. A. Soriano e R. A. Schulz, Asymptotic stability for Bresse system J.

Math. Anal. Appl., 412, 2014, no. 1, 369-380.

[17] E. Coddington e N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations, Mac Graw-

Hill, New York, 1955.

[18] R. Dautray e J. L. Lions,Analyse Mathématique et Calcul Numérique Pour les Sci-
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