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do grau de Doutor em Matemática.
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2 E te lembrarás de todo o caminho pelo qual o SENHOR, teu Deus, te guiou no

deserto estes quarenta anos, para te humilhar, para te provar, para saber o que estava no teu

coração, se guardarias os seus mandamentos ou não. 3 E te humilhou, e te deixou ter fome,

e te sustentou com o maná, que tu não conheceste, nem teus pais o conheceram, para te dar a

entender que o homem não viverá só de pão, mas que de tudo o que sai da boca do SENHOR

viverá o homem. 5 Sabes, pois, no teu coração que, como um homem castiga a seu filho,

assim te castiga o SENHOR, teu Deus. 6 E guarda os mandamentos do SENHOR, teu Deus,

para andares nos seus caminhos e para o temeres. 11 Guarda-te que não te esqueças do

SENHOR, teu Deus, deixando de guardar os seus mandamentos, e os seus júızos, e os seus

estatutos que hoje te ordeno, 12 para não suceder que, havendo tu comido e estando farto,

e havendo edificado boas casas e habitando-as, 13 e se tiverem aumentado os teus gados e

os teus rebanhos, e se acrescentar a prata e o ouro, e se multiplicar tudo quanto tens, 14

se não eleve o teu coração e te esqueças do SENHOR, teu Deus, que te tirou da terra do

Egito, da casa da servidão, 15 que te guiou por aquele grande e terŕıvel deserto de serpentes

ardentes, e de escorpiões, e de terra seca, em que não havia água, e tirou água para ti da

rocha do seixal, 16 que no deserto te sustentou com maná, que teus pais não conheceram,

para te humilhar e para te provar, para no fim te fazer bem, 17 e digas no teu coração: a

minha força e a fortaleza da minha mão me adquiriram este poder. 18 Antes, te lembrarás

do SENHOR, teu Deus, que ele é o que te dá força para adquirires poder, para confirmar a

sua aliança que jurou a teus pais, como se vê neste dia.

Trecho do Caṕıtulo 8 do livro de Deuteronômio, Bı́blia Sagrada





A minha famı́lia.
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados sobre estabilidade de Lyapunov para ações de

semigrupos em fibrados principais e associados. Introduzimos o conceito de aplicação que

preserva órbitas e estudamos o comportamento de conjuntos estáveis e atratores por essas

aplicações. Os resultados obtidos para aplicações que preservam órbitas são aplicados para

estudar conjuntos estáveis e atratores no contexto de fibrados principais e associados. Apre-

sentamos também alguns resultados que relacionam conjuntos estáveis e atratores no espaço

total de um fibrado associado com os respectivos conceitos nas fibras. Por fim, relacionamos

os conceitos de conjuntos estáveis e atratores para a seção zero de um fibrado vetorial no

contexto de semifluxos n-dimensionais e sistemas de controle.

Palavras-chave: Estabilidade de Lyapunov, atração, ações de semigrupos, aplicações que

preservam órbitas, fibrados principais e associados.





Abstract

In this work, we present some results on Lyapunov stability for semigroup actions on prin-

cipal and associated bundles. We introduce the concept of orbit preserving map and study

the behavior of stable sets and attractors under such maps. We use the results obtained

for orbit preserving maps to study stable sets and attractors in the setting of principal and

associated bundles. In addition, we present some result that relate stable sets and attractors

in the total space of an associated bundle to the corresponding concepts in the fibers. Finally,

we relate the concepts of stable sets and attractors for the zero section of a vector bundle in

the context of n-time semiflows and control systems.

Key-words: Lyapunov stability, attraction, semigroup actions, orbit preserving maps, prin-

cipal and associated bundles.
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Introdução

Em 1892, o matemático russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) defendeu

sua tese de doutorado intitulada “A general task about the stability of motion”. Com uma

notação um pouco diferente da atual, ele introduziu os conceitos de estabilidade que hoje

conhecemos por estabilidade de Lyapunov. A teoria de estabilidade de Lyapunov tornou-se

clássica na literatura. Em [5, 6], Bhatia e Szegö apresentam um estudo aprofundado sobre

estabilidade de Lyapunov para fluxos cont́ınuos em espaços métricos. Essa teoria também foi

largamente estudada no contexto de semifluxos cont́ınuos e discretos em espaços topológicos

([4, 23]). Recentemente, Braga Barros, Souza e Rocha em [16] desenvolveram uma teoria de

estabilidade de Lyapunov para ações de semigrupos em espaços topológicos que generaliza e

unifica as teorias de estabilidade de Lyapunov para fluxos e semifluxos.

Uma vez que a teoria de estabilidade de Lyapunov está posta no contexto de ações

de semigrupos em espaços topológicos, surge a possibilidade de se relacionar essa teoria com

outras questões já consideradas nesse contexto. Em [53], Souza, Tozatti e Rocha estudam

a relação entre estabilidade de Poisson, controlabilidade e estabilidade de Lyapunov no con-

texto de ações de semigrupos. Já em [19], Braga Barros, Souza e Rocha relacionam a teoria

de atratores de Conley para ações de semigrupos em espaços topológicos (veja [12]) com a

teoria de estabilidade de Lyapunov.

Fibrados principais e associados aparecem frequentemente como espaços de fase de

ações de semigrupos. Por exemplo, se G é um grupo de Lie e L é um subgrupo fechado de

G, então a projeção π : G −→ G/L pode ser vista como um fibrado principal. Além disso,

se L1 ⊂ L2 são dois subgrupos fechados de G tais que L1 é normal em L2, então a fibração

equivariante ρ : G/L1 −→ G/L2 dada por ρ(gL1) = gL2 pode ser vista como um fibrado

associado. Esses fibrados são considerados no estudo de ações de subsemigrupos de grupos
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de Lie (veja [41]). Outros exemplos nesse sentido são fibrados vetoriais e fibrados flag (veja

[10, 44, 38, 42]). Questões relativas à dinâmica da ação de um semigrupo, tais como controla-

bilidade, recorrência e transitividade por cadeias e decomposições de Morse, foram estudadas

no contexto de ações de semigrupos em fibrados principais e associados (veja [11, 14, 15, 49]).

Neste trabalho, apresentamos um estudo de estabilidade de Lyapunov para ações de

semigrupos em fibrados principais e associados. Consideramos fibrados principais e asso-

ciados que admitem famı́lias admisśıveis de coberturas abertas. Espaços topológicos que

admitem famı́lias admisśıveis de coberturas abertas (veja a Seção 1.2) formam uma classe

de espaços topológicos que possuem propriedades semelhantes às propriedades dos espaços

métricos, de modo que o estudo da dinâmica da ação de um semigrupo em um espaço que

admite uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas pode ser desenvolvido.

No primeiro caṕıtulo, elucidamos, de maneira detalhada, os elementos da teoria de

ações de semigrupos que são necessários ao entendimento desta tese. Na primeira seção, fixa-

mos a notação empregada ao longo desta tese e apresentamos os conceitos básicos da teoria,

tais como órbitas, conjuntos invariantes e subsemigrupos. Apresentamos também diversos

exemplos de objetos matemáticos que são, na verdade, definidos em termos da ação de um

semigrupo. A segunda seção trata dos espaços de Tychonoff, que são os espaços de Haus-

dorff que admitem famı́lias admisśıveis de coberturas abertas. Nessa seção, apresentamos os

conceitos e os resultados básicos da teoria de espaços que admitem famı́lias admisśıveis de

coberturas abertas e apresentamos alguns exemplos. Apresentamos ainda alguns resultados

envolvendo redes em espaços de Tychonoff que são decorrentes da existência de uma famı́lia

admisśıvel de coberturas abertas. Na terceira seção, apresentamos os conceitos de conjuntos

limite, prolongamentos e conjuntos limite prolongacionais para ações de semigrupos. Esses

objetos dinâmicos são as ferramentas básicas do estudo da dinâmica da ação de um semi-

grupo. Começamos apresentando a definição de conjuntos limite para a ação de um semigrupo

em um espaço de Tychonoff. A definição é ilustrada com diversos exemplos. Os conjuntos

limite para ações de semigrupos dependem de uma famı́lia de subconjuntos do semigrupo em

questão. Alguns resultados precisam de hipóteses adicionais sobre a famı́lia de subconjuntos

do semigrupo para serem obtidos. Apresentamos as hipóteses adicionais que são utilizadas

ao longo desta tese e mostramos exemplos de famı́lias de subconjuntos de semigrupos que
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satisfazem tais hipóteses. Apresentamos também condições suficientes para a invariância dos

conjuntos limite. Na sequência, apresentamos as definições de prolongamentos e conjuntos

limite prolongacionais para ações de semigrupos. Esses conceitos dependem de uma famı́lia

admisśıvel de coberturas abertas fixada e os conjuntos limite prolongacionais dependem ainda

de uma famı́lia de subconjuntos do semigrupo em questão. Apresentamos também alguns

exemplos concretos e condições suficientes para a invariância dos prolongamentos e conjun-

tos limite prolongacionais. Em seguida, demonstramos alguns resultados que caracterizam os

conjuntos limite, os prolongamentos e os conjuntos limite prolongacionais em termos de re-

des. Aqui, os resultados sobre redes em espaços de Tychonoff demonstrados na seção anterior

são fundamentais. Encerramos essa seção apresentando um resultado que relaciona conjun-

tos limite, prolongamentos e conjuntos limite prolongacionais para conjuntos compactos e

conjuntos abertos. A quarta seção apresenta as definições e algumas propriedades básicas

das regiões de atração, dos domı́nios de atração e dos atratores para ações de semigrupos.

Começamos apresentando a definição de regiões de atração para ações de semigrupos. Em

seguida, apresentamos exemplos concretos desse conceito e demonstramos um resultado so-

bre a invariância das regiões de atração. Em seguida, fazemos o mesmo para os domı́nios de

atração. Um resultado que relaciona regiões e domı́nios de atração também é apresentado.

Por fim, apresentamos diversas noções de semiatratores e atratores para ações de semigrupos.

Depois de apresentar alguns exemplos, elencamos alguns resultados sobre atratores que são

úteis ao longo desta tese. A quinta e última seção do primeiro caṕıtulo dedica-se à estabi-

lidade de Lyapunov para ações de semigrupos. Apresentamos diversas noções de conjuntos

estáveis nesse contexto. Apresentamos também alguns exemplos e alguns resultados sobre

conjuntos estáveis e atratores que são utilizados nesta tese.

O segundo caṕıtulo trata das aplicações que preservam órbitas. Essa classe de aplicações

constitui uma das principais ferramentas no estudo da dinâmica de ações de semigrupos em

fibrados principais e associados, aparecendo de forma abundante nesse contexto. Na pri-

meira seção, introduzimos o conceito de aplicações que preservam órbitas. Se M e N são

espaços topológicos e S e T são semigrupos que agem em M e em N , respectivamente, então

uma aplicação p : M −→ N preserva as órbitas da ação de S com relação à ação de T

se p leva órbitas da ação de S em órbitas da ação de T , isto é, se p(Sx) = T p(x), para
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todo x ∈ M . Essa propriedade de “levar órbitas em órbitas”é o que permite relacionar con-

juntos estáveis e atratores referentes à ação de S em M com os mesmos conceitos para a

ação de T em N . Ainda na primeira seção, apresentamos diversos exemplos de aplicações

que preservam órbitas e provamos algumas propriedades básicas dessas aplicações. As ou-

tras duas seções deste caṕıtulo contém os resultados sobre o comportamento de conjuntos

estáveis e atratores por aplicações que preservam órbitas. Os resultados nelas apresentados

são generalizações dos resultados obtidos por Braga Barros, Souza e Rocha em [18], onde

estudou-se o comportamento de conjuntos estáveis e atratores por aplicações equivariantes,

que são um caso particular de aplicações que preservam órbitas (veja o Exemplo 2.3). Na

segunda seção, estuda-se o comportamento de conjuntos estáveis e atratores por aplicações

cont́ınuas que preservam órbitas. Para isso, é necessário obter informações sobre o compor-

tamento dos conjuntos limite, dos prolongamentos, dos conjuntos limite prolongacionais, das

regiões de atração e dos domı́nios de atração. Por esse motivo, a segunda seção começa apre-

sentando resultados nessa direção. Depois, são apresentados os resultados sobre a relação

entre conjuntos estáveis e atratores referentes às ações de S em M e de T em N . A terceira

seção trata do comportamento de conjuntos estáveis e atratores por aplicações uniforme-

mente cont́ınuas que preservam órbitas. Ocorre que alguns resultados envolvendo aplicações

cont́ınuas que preservam órbitas exigem a compacidade do conjunto em questão. Em alguns

casos, a compacidade do conjunto em questão pode ser retirada se considerarmos aplicações

uniformemente cont́ınuas que preservam órbitas. Assim, alguns resultados adicionais são

apresentados nessa seção. Eles se aplicam a fibrados cuja projeção é uma aplicação unifor-

memente cont́ınua (veja o Exemplo 3.13).

Os Caṕıtulos 3 e 4 contém os principais resultados desta tese. No Caṕıtulo 3, aplica-

mos todos os resultados obtidos no Caṕıtulo 2 para estudar o comportamento de conjuntos

estáveis e atratores no contexto de ações de semigrupos principais e associados. Na primeira

seção, estabelecemos a notação básica da teoria de ações de semigrupos em fibrados e pro-

vamos alguns resultados básicos necessários à seção subsequente. Consideramos um fibrado

principal ξ e um fibrado associado a ξ, ξ[F ]. Consideramos ainda um semigrupo S que age

no espaço total de ξ e, através dessa ação, induzimos ações de S no espaço base de ξ e no

espaço total de ξ[F ]. Através dessa última ação, induzimos ações de semigrupos nas fibras de



Introdução xxiii

ξ[F ] e na fibra t́ıpica F . Os semigrupos Sq, que agem na fibra t́ıpica F , foram introduzidos

por Braga Barros e San Martin em [11], onde são utilizados para estudar controlabilidade

em fibrados. Já os semigrupos Hq, que são semigrupos que agem nas fibras de ξ[F ], fo-

ram introduzidos em [17]. As ações desses semigrupos são duais, no sentido que suas ações

“coincidem”através de uma certa relação de equivalência (veja 3.6). Ainda nessa seção, apre-

sentamos condições suficientes para que os semigrupos Sq e Hq sejam isomorfos. Na segunda

seção, apresentamos os resultados sobre o comportamento de conjuntos estáveis e atratores

no contexto de fibrados principais e associados. Obtemos resultados sobre conjuntos estáveis

e atratores para ação de S no espaço total de ξ em termos do grupo estrutural de ξ. Es-

tudamos o comportamento de conjuntos estáveis e atratores com respeito às projeções dos

fibrados ξ e ξ[F ]. Relacionamos os conceitos de conjuntos estáveis e atratores referentes às

ações dos semigrupos Sq e Hq e, por fim, relacionamos os conceitos de conjuntos estáveis e

atratores no espaço total de ξ[F ] com os mesmos conceitos nas fibras de ξ[F ].

No Caṕıtulo 4, particularizamos o estudo de estabilidade de Lyapunov em fibrados

aos fibrados vetoriais, que são casos particulares de fibrados associados (veja a Seção A.5).

Considerando um fibrado vetorial cujo espaço base é compacto, estudamos a relação entre

os conceitos de conjuntos estáveis e atratores para semifluxos n-dimensionais e sistemas de

controle. A primeira seção apresenta o Lema de Fenichel no contexto de fluxos lineares em

fibrados vetoriais. Obter versões desse resultado para semifluxos n-dimensionais e sistemas

de controle é a chave para a obtenção dos resultados principais. Na segunda seção, provamos,

de maneira direta, uma versão do Lema de Fenichel para semifluxos n-dimensionais (veja o

Teorema 4.4). Tal resultado permite obter uma relação entre conjuntos estáveis e atratores

para a seção zero do fibrado vetorial em questão (veja o Corolário 4.6). Na terceira seção,

consideramos um sistema de controle definido no espaço total de um fibrado vetorial. Defi-

nimos os conceitos de região de atração exponencial e de atrator exponencial com respeito

à seção zero do fibrado vetorial em questão. Através desses conceitos, provamos, sob certas

hipóteses, uma versão do Lema de Fenichel no contexto de sistemas de controle em fibrados

vetoriais (veja o Corolário 4.13 e o Teorema 4.14). Tal resultado fornece uma relação entre

os conceitos de conjuntos estáveis e atratores com relação à seção zero do fibrado vetorial

em questão (veja o Teorema 4.15). Os resultados obtidos nessa seção compõem o artigo [8].
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A obtenção de resultados como o Corolário 4.6 e o Teorema 4.15 no contexto geral de ações

lineares em fibrados vetoriais continua sendo um problema em aberto.

Por fim, o Apêndice A tem o objetivo de fornecer aos leitores os pré-requisitos da

teoria de fibrados principais e associados necessários ao entendimento dos Caṕıtulos 3 e 4. A

primeira seção trata de notações e conceitos básicos comuns a qualquer fibrado. Na segunda

seção, apresentamos as definições básicas da teoria de fibrados principais. Apresentamos al-

guns exemplos e demonstramos que a fibra de um fibrado principal é o seu grupo estrutural.

Na terceira seção, apresentamos os conceitos básicos e alguns exemplos de fibrados associa-

dos. Demonstramos que a fibra de um fibrado associado é a sua fibra t́ıpica. Na quarta seção,

nos restringimos aos fibrados principais e associados localmente triviais. Na quinta seção,

nos restringimos aos fibrados vetoriais. Demonstramos que todo fibrado vetorial pode ser

visto como um fibrado associado a algum fibrado principal. Apresentamos também algumas

propriedades de fibrados vetoriais cujo espaço base é compacto que são úteis no Caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 1

Ações de semigrupos

A teoria de ações de semigrupos engloba diversas áreas da Matemática, tais como sis-

temas dinâmicos cont́ınuos e discretos, semifluxos cont́ınuos e discretos, sistemas de controle

cujas funções de controle são constantes por partes, ações de subsemigrupos de grupos de Lie,

entre outras. O presente caṕıtulo tem por objetivo apresentar alguns resultados da teoria

de ações de semigrupos necessários ao estudo de estabilidade de Lyapunov. Apresentamos

as definições de órbitas, conjuntos invariantes, conjuntos limite, prolongamentos e conjuntos

limite prolongacionais para ações de semigrupos e algumas de suas propriedades. Apresen-

tamos também diversos tipos de estabilidade de Lyapunov e algumas de suas propriedades

básicas. A teoria apresentada aqui é ilustrada com diversos exemplos. Este caṕıtulo tem

como principais referências [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 37, 47, 48, 49, 51, 54, 55].

1.1 Conceitos básicos

Nesta seção, apresentamos as notações e os conceitos básicos da teoria de ações de

semigrupos utilizados ao longo desta tese. Nos referimos a [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 37,

47, 48, 49, 51, 54, 55] para a teoria de ações de semigrupos e a [32, 40] para a teoria de ações

de grupos.

1.1.1 Órbitas e conjuntos invariantes

No que segue, S denota um semigrupo e M denota um espaço topológico.
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Definição 1.1. Uma ação à esquerda de S em M é uma aplicação

µ : S ×M −→M

(s, x) 7−→ µ(s, x) = sx

que satisfaz s(tx) = (st)x, para quaisquer x ∈ M e s, t ∈ S. Neste caso, dizemos que S age

à esquerda em M . Analogamente, uma ação à direita de S em M é uma aplicação

µ : M × S −→M

(x, s) 7−→ µ(x, s) = xs

que satisfaz (xs)t = x(st), para quaisquer x ∈ M e s, t ∈ S. Neste caso, dizemos que S age

à direita em M .

Daqui em diante, a palavra “ação”, a menos de menção expĺıcita em contrário, sempre

significa “ação à esquerda”.

Uma ação µ de S em M induz as seguintes aplicações:

µx : S −→ M

s 7−→ µx(s) = µ(s, x)

µs : M −→ M

x 7−→ µs(x) = µ(s, x)

Uma ação µ de S em M também é indicada por (S,M, µ). Neste caso, dizemos que

(S,M, µ) é um semigrupo de transformações de M . Essa nomenclatura vem do fato que

a ação do semigrupo S pode ser identificada com a ação do semigrupo S = {µs : s ∈ S}

munido da composição de aplicações.

Se µ é uma ação de S em M , dizemos que M é o espaço de fase de µ. Além disso, é

usual omitir a aplicação µ sempre que não houver risco de confusão e simplesmente referir-se

a µ como sendo “a ação de S em M” ou “o semigrupo de transformações (S,M)”.

A hipótese mais básica a ser assumida sobre uma ação µ de um semigrupo S em um

espaço topológico M é que µs é uma aplicação cont́ınua, para todo s ∈ S. Em toda esta tese,

assumimos pelo menos essa hipótese, isto é, para qualquer ação (à esquerda ou à direita)

µ considerada, assumimos que as aplicações µs são cont́ınuas. As duas hipóteses a seguir

também aparecem com frequência:
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1. (Ação cont́ınua) Dizemos que uma ação µ é cont́ınua se S é um semigrupo topológico

e a aplicação µ : S ×M −→M é cont́ınua quando se considera em S ×M a topologia

produto.

2. (Ação aberta) Dizemos que uma ação µ é aberta se µs é uma aplicação aberta, para

todo s ∈ S.

Note que se µ é uma ação cont́ınua, então as aplicações µs, com s ∈ S, e µx, com

x ∈M , são cont́ınuas.

A topologia de S nem sempre é importante para a obtenção dos resultados. Por isso,

a menos de menção expĺıcita em contrário, ao longo desta tese, não assumimos que S é um

semigrupo topológico. Na verdade, isso é equivalente a considerar em S a topologia discreta.

Neste caso, toda ação µ de S em M é cont́ınua.

No que segue, assumimos que o semigrupo S age em M . Sejam A e X subconjuntos

de S e M , respectivamente. Definimos

AX = {y ∈M : existem s ∈ A e x ∈ X tais que sx = y} e

A∗X = {y ∈M : existem s ∈ A e x ∈ X tais que sy = x}.

Dado x ∈M , os conjuntos

Sx = {y ∈M : existe s ∈ S tal que sx = y} e

S∗x = {y ∈M : existe s ∈ S tal que sy = x}

são chamados, respectivamente, S-órbita e S-órbita regressiva de x em M . Num contexto

onde está claro o semigrupo em questão, os conjuntos Sx e S∗x são chamados, respectiva-

mente, de órbita e órbita regressiva de x em M . Em alguns casos, a órbita e a órbita

regressiva de um ponto x ∈ M são também denotadas por S · x e S∗ · x, respectivamente.

Agora, seja X um subconjunto de M . Dizemos que X é S-progressivamente invariante

(ou progressivamente invariante por S) se SX ⊂ X, S-regressivamente invariante

(ou regressivamente invariante por S) se S∗X ⊂ X e S-invariante (ou invariante por

S) se SX ⊂ X e S∗X ⊂ X. Por fim, dizemos que X é S-invariante isolado (ou invari-

ante isolado por S) se X é S-invariante e existe uma vizinhança V de X em M , chamada

vizinhança isolante de X, tal que se x ∈ V e Sx ∪ S∗x ⊂ V , então x ∈ X.
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Observação 1.2. Todos os conceitos definidos até aqui para ações à esquerda tem seus

análogos para ações à direita, bastando adaptar as notações: se A ⊂ S e X ⊂M , então

XA = {y ∈M : existem s ∈ A e x ∈ X tais que xs = y} e

XA∗ = {y ∈M : existem s ∈ A e x ∈ X tais que ys = x}.

A seguir, destacamos algumas propriedades das órbitas e de seus fechos.

Proposição 1.3. Seja X um subconjunto de M e suponha que S∗X é não-vazio1. Então,

1. SX =
⋃
x∈X

Sx e S∗X =
⋃
x∈X

S∗x.

2. SX e SX são S-progressivamente invariantes.

3. S∗X é S-regressivamente invariante.

4. S∗X é S-regressivamente invariante se a ação de S em M é aberta.

Demonstração: Veja [37, Proposição 3.4]. 2

1.1.2 Ações de grupos e subsemigrupos

Os grupos constituem uma classe muito importante de semigrupos. Naturalmente,

ações de grupos tem mais propriedades que ações de semigrupos que não são grupos. De

fato, seja G um grupo e denote por 1 o elemento neutro de G. No caso de ações de grupos,

acrescentamos à definição de ação a exigência de que 1x = x, para todo x ∈ M . Logo, uma

ação de G em M satisfaz as seguintes propriedades:

1. 1x = x, para todo x ∈M , e

2. g(hx) = (gh)x, para quaisquer g, h ∈ G e x ∈M .

A propriedade “1x = x, para todo x ∈M” significa que o elemento neutro 1 de G fixa

todos os pontos x ∈ M . Se g1, g2 ∈ G são dois elementos de G que fixam um certo x ∈ M ,

1Pode acontecer de S∗X ser vazio. Veja [54, Exemplo 2.6].
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não é dif́ıcil verificar que g1(g2)−1 também fixa x. Logo, o subconjunto Gx ⊂ G de todos

os elementos de G que fixam x é um subgrupo de G, chamado subgrupo de isotropia ou

estabilizador de x.

As órbitas da ação de um grupo G em M determinam uma relação de equivalência

em M dada por

x ∼ y se e somente se existe g ∈ G tal que gx = y. (1.1)

Logo, as órbitas da ação de um grupo G em M particionam o espaço de fase M (o

que não acontece para ações de semigrupos em geral). Desse fato, segue que

GX = G∗X, para todo subconjunto X ⊂M.

Uma ação de G em M é livre se, para cada x ∈ M , a aplicação g 7−→ xg é injetora,

ou seja, se xg = xh implica g = h, para quaisquer x ∈ M e g, h ∈ G. Observe que isso é

equivalente a dizer que xg = x implica g = 1, para quaisquer x ∈ M e g ∈ G. Assim, uma

ação de um grupo G em M é livre se e somente se seus subgrupos de isotropia se reduzem

ao elemento neutro de G.

Uma ação de G em M é transitiva se M é uma órbita da ação de G em M , ou seja,

se existe x ∈M tal que Gx = M . É fácil demonstrar que as seguintes afirmações sobre uma

ação de G em M são equivalentes:

1. a ação de G em M é transitiva.

2. Gx = M , para todo x ∈M .

3. para quaisquer x, y ∈M , existe g ∈ G tal que gx = y.

No caso de ações de grupos, é usual denotar a aplicação µg simplesmente por g, para

todo g ∈ G, ou seja,

g(x) = µg(x) = gx, para todo g ∈ G. (1.2)

Note que a inversa da aplicação g é a aplicação g−1, para todo g ∈ G. Como ambas

são cont́ınuas, segue que as aplicações g, com g ∈ G, são homeomorfismos de M .

Um subsemigrupo de um grupo G é um subconjunto S ⊂ G tal que SS ⊂ S, isto

é, um subsemigrupo de G é um subconjunto de G que é fechado pela operação de G. Note
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que todo elemento s de um subsemigrupo S ⊂ G possui um elemento inverso s−1 ∈ G que

não necessariamente pertence a S. O conjunto de todos os elementos inversos dos elementos

de um subsemigrupo S de G,

S−1 = {s−1 : s ∈ S},

também é um subsemigrupo deG. No estudo se ações de subsemigrupos, as órbitas regressivas

da ação de S coincidem com as órbitas de ação de S−1. Com efeito, suponha que S é um

subsemigrupo de um grupo G que age em M . Restringindo a ação de G a S e S−1, obtemos

ações de S e S−1 em M . Então, não é dif́ıcil verificar que

S∗X = S−1X, para todo subconjunto X ⊂M.

Para cada g ∈ G, a aplicação g : M −→ M , g(x) = gx, é um homeomorfismo de M .

Note que, como a ação de S provém da restrição da ação de G, então, para cada s ∈ S, a

aplicação s : M −→ M , s(x) = sx, é um homeomorfismo de M , e o mesmo vale ao conside-

rarmos os elementos s−1 ∈ S−1. Por isso, ações de subsemigrupos também são chamadas de

ações de semigrupos de homeomorfismos (veja, por exemplo, [13]).

1.1.3 Exemplos

A seguir, apresentamos diversos exemplos de contextos nos quais os objetos ma-

temáticos estudados são definidos em termos da ação de um semigrupo. Em cada caso,

deixamos claro quais são os semigrupos envolvidos e apresentamos exemplos concretos.

Fluxos cont́ınuos e discretos

Seja M um espaço topológico e denote por T = R ou Z. Um fluxo ou sistema

dinâmico em M é uma aplicação cont́ınua φ : T×M −→M satisfazendo:

1. φ(0, x) = x, para todo x ∈M , e

2. φ(t+ s, x) = φ(t, φ(s, x)), para quaisquer t, s ∈ T e x ∈M .
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Em outras palavras, um fluxo em M é uma ação do grupo aditivo dos reais ou do

grupo aditivo dos inteiros em M . Dizemos que um fluxo φ em M é um fluxo cont́ınuo se

T = R. Por sua vez, dizemos que um fluxo φ em M é um fluxo discreto se T = Z.

Para mais detalhes da teoria de fluxos, veja [4, 5, 6, 7, 23, 28, 37, 50].

Semifluxos cont́ınuos e discretos

Assim como na seção anterior, seja T = R ou Z e denote por T+ = {t ∈ T : t > 0}.

Seja também M um espaço topológico. Um semifluxo em M é uma aplicação cont́ınua

φ : T+ ×M −→M que satisfaz:

1. φ(0, x) = x, para todo x ∈M , e

2. φ(t+ s, x) = φ(t, φ(s, x)), para quaisquer t, s ∈ T+ e x ∈M .

Portanto, um semifluxo em M é uma ação do semigrupo aditivo dos reais, R+, ou

do semigrupo aditivo dos inteiros, Z+, em M . Dizemos que um semifluxo φ em M é um

semifluxo cont́ınuo se T = R e dizemos que um semifluxo φ em M é um semifluxo

discreto se T = Z.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.4. ([55, Exemplo 12]) Seja M uma variedade diferenciável de classe C∞ e seja

BM o conjunto dos referenciais de M (veja o Exemplo A.23). Então, a aplicação

φ : R+ ×BM −→ BM

(t, σx) 7−→ φ(t, σx) = e−tσx

é um semifluxo cont́ınuo em BM . 3

Exemplo 1.5. ([22, Definição 1.20], [36, Definição 2.1]) Seja X um espaço de Banach e seja

L(X) a álgebra dos operadores lineares e limitados de X. Então, uma aplicação S : R+ −→

L(X) é um semigrupo de operadores limitados de X se

1. S(0) = idX e

2. S(t+ s) = S(t)S(s), para quaisquer t, s ∈ R+.
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Considere

φ : R+ ×X −→ X

(t, x) 7−→ φ(t, x) = S(t)x.

Segue imediatamente dos itens 1 e 2 acima que φ é um semifluxo em X. Portanto,

semigrupos de operadores limitados em espaços de Banach podem ser vistos como semifluxos

em espaços de Banach. 3

Fluxos e semifluxos n-dimensionais

Seja M um espaço topológico. Um fluxo n-dimensional em M é uma ação do

grupo aditivo Rn em M . Se Ψ um fluxo n-dimensional em M , é usual utilizar-se a notação

(t1, . . . , tn) · x = Ψ((t1, . . . , tn), x), para quaisquer (t1, . . . , tn) ∈ Rn e x ∈M .

Fluxos n-dimensionais aparecem naturalmente na teoria de ações de grupos de Lie.

Exemplo 1.6. Seja G um grupo de Lie real de dimensão finita e de classe C∞ com álgebra

de Lie g e suponha que M é uma variedade diferenciável de classe C∞. Seja α : M×G −→M

uma ação diferenciável à direita de G em M e sejam

X1, . . . , Xn ∈ z(g) = {X ∈ g : [X, Y ] = 0, para todo Y ∈ g}

campos de vetores invariantes à direita. Para cada i = 1, . . . , n, defina

X i(x) =
d

dt
(x exp(tXi))

∣∣∣∣
t=0

, com x ∈M.

A trajetória de X i através de x é dada por X i
t = x exp(tXi). Então, temos que

X i
t ◦Xj

s = Xj
s ◦X i

t , para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n} e t, s ∈ R.

Dessa forma,

(t1, . . . , tn) · x = X1
t1
◦ · · · ◦Xn

tn(x), com (t1, . . . , tn) ∈ Rn e x ∈M

define um fluxo n-dimensional em M . 3
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Note que um fluxo n-dimensional em M é a ação de um grupo de Lie conexo e abeliano

em M , a saber, Rn.

Um semifluxo n-dimensional em M é a ação de um subsemigrupo de Rn da forma

Si = {(t1, . . . , tn) : ti > 0}, para algum i = 1, . . . , n.

Note que a ação de Si em M é simplesmente a restrição da ação de Rn a Si.

Podemos considerar ainda a ação do semigrupo dado pela interseção dos semigrupos

Si, isto é, a ação de

S =
n⋂
i=1

Si.

Novamente, a ação de S em M é a restrição da ação de Rn a S.

Sistemas de controle

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão finita e classe C∞.

Definição 1.7. Sejam U um subconjunto de Rn, U um conjunto de funções de R em U e

X : M × Rn −→ TM uma aplicação de classe C∞. Denote por D a famı́lia das equações

diferenciais ordinárias da forma x′(t) = X(x(t), u(t)), com u ∈ U . Então, a quádrupla

(M,U,U ,D) é chamada sistema de controle sobre M . A variedade M é chamada espaço

de fase do sistema, o conjunto U é chamado conjunto de controle do sistema, o conjunto

U é chamado conjunto das funções de controle do sistema e a famı́lia D é chamada

dinâmica do sistema.

Por simplicidade, denotamos um sistema de controle apenas por Σ, ficando subenten-

didos todos os elementos da Definição 1.7.

Assumimos que, num sistema de controle Σ, fixado v ∈ U , a aplicação Xv : M −→ TM

dada por Xv(p) = X(p, v) é um campo de vetores completo de classe C∞ em M . Assumimos

também que, fixados x(0) = x0 ∈M e u ∈ U , o problema de valor inicial x′(t) = X(x(t), u(t))

x(0) = x0
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possui uma única solução ϕ(t, x0, u) definida em todo tempo t ∈ R. Por solução, entendemos

uma aplicação de classe C∞ por partes (ou suave por partes) ϕ(·, x0, u) : R −→ M tal que

ϕ(0, x0, u) = x0 e que satisfaz

d

dt
ϕ(t, x0, u) = X(ϕ(t, x0, u), u(t))

em todo t ∈ R no qual ϕ(·, x0, u) é diferenciável. Logo, se duas curvas suaves por partes

satisfazem o mesmo problema de valor inicial, elas coincidem (veja [30, Capitulo 1] para

alguns resultados de existência e unicidade de soluções para sistemas de controle).

Dois conceitos fundamentais na teoria de sistemas de controle são os conceitos de

translação e concatenação de funções de controle.

Definição 1.8. Seja Σ um sistema de controle.

1. Dados u ∈ U e s ∈ R, a s-translação de u é a função u(· + s) : R −→ U dada por

u(·+ s)(t) = u(t+ s), para todo t ∈ R.

2. Dados u1, u2 ∈ U e s ∈ R, a s-concatenação de u1 e u2 é a função u : R −→ U dada

por

u(t) =

 u1(t), se t 6 s

u2(t− s), se t > s.

Com relação ao conjunto das funções de controle U de um sistema de controle Σ,

assumimos que:

1. as funções de controle u ∈ U são localmente integráveis, ou seja, são integráveis em

cada subconjunto de R cujo fecho é compacto.

2. dados u ∈ U e s ∈ R, a s-translação de u pertence a U .

3. dados u1, u2 ∈ U e s ∈ R, a s-concatenação de u1 e u2 pertence a U .

A escolha do conjunto das funções de controle é determinante para um sistema de

controle. Na literatura, aparecem com mais frequência os conjuntos de funções de controle

dados a seguir.
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1. Ucp: conjunto das funções u : R −→ U ⊂ Rn que são constantes por partes;

2. Ub: subconjunto das funções de Ucp cujas coordenadas assumem somente os valores 1 e

−1. Esse conjunto é conhecido como o conjunto das funções de controle “bang-bang”;

3. Ul: conjunto das funções limitadas e mensuráveis com valores em Rn, chamado conjunto

das funções de controle irrestritas;

4. Ur: subconjunto das funções de Ul que assumem valores no cubo

{x ∈ Rn : −1 6 |xi| 6 1, i = 1, . . . , n},

chamado conjunto das funções de controle restritas.

O próximo resultado apresenta a propriedade do cociclo para sistemas de controle.

Proposição 1.9. Seja Σ um sistema de controle e fixe u ∈ U e t, s ∈ R. As soluções que

dependem das funções de controle u e u(·+ s) satisfazem

ϕ(t+ s, x, u) = ϕ(t, ϕ(s, x, u), u(·+ s)),

para todo x ∈M .

Demonstração: Veja [30, Proposição 1.2.8] ou [50, Proposição 2.3]. 2

Geometricamente, a propriedade do cociclo significa que atingir um ponto y a partir

de x usando uma função de controle u no tempo t + s é equivalente a atingir y a partir de

ϕ(s, x, u) usando a função de controle u(·+ s) no tempo t.

Vejamos alguns exemplos de sistemas de controle.

Exemplo 1.10. Sejam A uma matriz real m ×m e B uma matriz real m × n. Note que,

dados x ∈ Rm e u ∈ Rn, Ax + Bu ∈ Rm. Assim, fixando conjuntos de controle U e U , a

famı́lia de equações diferenciais

x′(t) = Ax(t) +Bu(t), u ∈ U ,

determina um sistema de controle em Rm. Um sistema desse tipo é chamado sistema de

controle linear. 3
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Exemplo 1.11. Sejam A0, A1, . . . , An matrizes reais m ×m e u = (u1, . . . , un) ∈ Rn. Note

que a aplicação X : Rm × Rn −→ Rm dada por

X(x, u) = A0x+
n∑
i=1

uiAix

é diferenciável. Assim, escolhendo conjuntos de controle U e U , a equação diferencial

x′(t) = A0x(t) +
n∑
i=1

ui(t)Aix(t)

define um sistema de controle em Rm, chamado sistema de controle bilinear. 3

Exemplo 1.12. Sejam X0, X1, . . . , Xn : M −→ TM campos de vetores completos de classe

C∞ sobre uma variedade diferenciável M de classe C∞. Tome U = Rn e fixe um conjunto

de funções de controle. O sistema de controle definido por

x′ = X0(x) +
n∑
i=1

ui(t)Xi(x),

com u(t) = (u1(t), . . . , un(t)) ∈ Rn, é chamado sistema de controle afim (ou bilinear). 3

A seguir, apresentamos as definições de órbita positiva e órbita negativa de um sistema

de controle Σ.

Definição 1.13. Seja Σ um sistema de controle. A órbita positiva de Σ e a órbita

negativa de Σ são, respectivamente, definidas por

O+
Σ(x) = {y ∈M : existem u ∈ U e t > 0 tais que ϕ(t, x, u) = y} e

O−Σ(x) = {y ∈M : existem u ∈ U e t > 0 tais que ϕ(t, y, u) = x}.

No que segue, apresentamos condições suficientes para que as órbitas positiva e nega-

tiva de um sistema de controle Σ sejam descritas em termos da ação de um semigrupo.

Seja Σ um sistema de controle. Fixado u0 ∈ U , temos que Xu0 é um campo de vetores

completo de classe C∞ em M . Logo, do teorema de existência e unicidade de soluções para

equações diferenciais autônomas, dado x ∈M , existe uma única solução ϕu0
x (t) (definida em

todo t real) do problema de valor inicial x′ = Xu0(x)

x(0) = x
(1.3)
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de modo que o fluxo definido por Xu0 , a saber, ϕu0(t, x) = ϕu0
x (t), t ∈ R, x ∈M , está definido

em R×M . Para cada t ∈ R, o fluxo ϕu0 define o difeomorfismo ϕu0
t (x) = ϕu0(t, x). Seja

GΣ = {ϕuntn ◦ ϕ
un−1

tn−1
◦ · · · ◦ ϕu1

t1 : ui ∈ U, ti ∈ R, n ∈ N} (1.4)

o conjunto de todas as composições finitas de difeomorfismos da forma ϕut , com t ∈ R e

u ∈ U . Temos que GΣ é um grupo quando munido da composição de aplicações. Agora, seja

SΣ = {ϕuntn ◦ ϕ
un−1

tn−1
◦ · · · ◦ ϕu1

t1 : ui ∈ U, ti > 0, n ∈ N} (1.5)

o conjunto de todas as composições finitas de difeomorfismos da forma ϕut para tempos

positivos. Temos que SΣ é um semigrupo quando munido da composição de aplicações. Na

verdade, SΣ é um subsemigrupo de GΣ.

Sendo assim, está bem posta a próxima definição.

Definição 1.14. Seja Σ um sistema de controle. O grupo do sistema Σ e o semigrupo

do sistema Σ são, respectivamente, os conjuntos GΣ e SΣ definidos em (1.4) e (1.5).

O grupo do sistema GΣ age naturalmente em M através das composições dos difeo-

morfismos ϕut , ou seja, a aplicação

µΣ : GΣ ×M −→M

(φ, x) 7−→ µΣ(φ, x) = φ(x)

é uma ação de GΣ em M . Dado x ∈ M , dizemos que a GΣ-órbita de x, GΣx, é a órbita do

grupo do sistema a partir de x (ou através de x). Podemos restringir a ação µΣ a SΣ×M

e, assim, considerar somente a ação de SΣ em M . Dado x ∈ M , dizemos que a SΣ-órbita

de x, SΣx, é a órbita do semigrupo do sistema a partir de x (ou através de x). Para

todo x ∈ M , as órbitas SΣx e S−1
Σ x = S∗Σx também são chamadas, respectivamente, órbita

positiva do semigrupo do sistema Σ e órbita negativa do semigrupo do sistema Σ.

No caso de um sistema de controle Σ em que U = Ucp, as órbitas positiva e negativa

do sistema Σ possuem uma caracterização em termos de SΣ e S−1
Σ , respectivamente. Tal

caracterização depende do seguinte resultado.

Proposição 1.15. Seja Σ um sistema de controle tal que U = Ucp. Dados t1, . . . , tn > 0 e

u1, . . . , un ∈ U , existe u ∈ U tal que

ϕuntn ◦ ϕ
un−1

tn−1
◦ · · · ◦ ϕu1

t1 = ϕutn+···+t1 .
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Demonstração: Veja [50, Corolário 2.9]. 2

Como consequência, temos o

Corolário 1.16. Seja Σ um sistema de controle tal que U = Ucp. Então, dado x ∈M ,

SΣx = {y ∈M : existem u ∈ Ucp e t > 0 tais que ϕ(t, x, u) = y} = O+
Σ(x) e

S−1
Σ x = {y ∈M : existem u ∈ Ucp e t > 0 tais que ϕ(t, y, u) = x} = O−Σ(x).

Demonstração: Fixe x ∈ M . Se y ∈ SΣx, existem t1, . . . , tn > 0 e u1, . . . , un ∈ U tais que

y = ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 (x). Pela Proposição 1.15, existe u ∈ U tal que y = ϕut1+···+tn(x). Fazendo

t = t1 + · · · + tn, temos que y = ϕut (x) = ϕ(t, x, v), onde v ∈ Ucp é constante igual a u em

algum intervalo de R que contém t. Logo, y ∈ O+
Σ(x). Por outro lado, se y ∈ O+

Σ(x), então

existem t > 0 e u ∈ Ucp tais que y = ϕ(t, x, u). Como u é uma função constante por partes,

existe u0 ∈ U tal que u é constante igual a u0 em algum intervalo de R que contém t, de

modo que y = ϕ(t, x, u) = ϕut (x) e, portanto, y ∈ SΣx. 2

Portanto, as órbitas positiva e negativa de um sistema de controle Σ cujo conjunto

das funções de controle é U = Ucp coincidem com as órbitas positiva e negativa do semigrupo

do sistema Σ, respectivamente.

Para mais detalhes da teoria de sistemas de controle, veja [20, 24, 50].

Polissistemas dinâmicos

Seja P = {φi}i∈I um polissistema dinâmico, isto é, uma famı́lia de sistemas

dinâmicos, todos definidos em um mesmo espaço topológico M . Denote por Homeo(M)

o conjunto de todos os homeomorfismos de M . Seja

GP = 〈{(t, φt) : φ ∈ P, t ∈ R}〉

o subgrupo de R× Homeo(M) gerado por {(t, φt) : φ ∈ P, t ∈ R} e

SP = 〈{(t, φt) : φ ∈ P, t > 0}〉
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o subsemigrupo de GP gerado por {(t, φt) : φ ∈ P, t > 0}.

Um elemento de GP é da forma

g = (t1 + · · ·+ tk, φ
1
t1
◦ · · · ◦ φktk),

com ti ∈ R e φi ∈ P, com 0 6 i 6 k, e um elemento de SP é da forma

s = (t1 + · · ·+ tk, φ
1
t1
◦ · · · ◦ φktk),

com ti > 0 e φi ∈ P, com 0 6 i 6 k.

O grupo GP age em M de uma forma natural:

µP : GP ×M −→M

((t, h), x) 7−→ µ((t, h), x) = h(x).

Restringindo a ação de GP a SP, obtemos uma ação de SP em M . Observe que,

se Σ é um sistema de controle sobre (uma variedade diferenciável de classe C∞) M , então

PΣ = {ϕut : u ∈ Ucp e t ∈ R} é um polissistema dinâmico em M tal que µPΣ
= µΣ. Logo,

se Σ é um sistema de controle tal que U = Ucp, então a dinâmica de Σ fica completamente

determinada por µPΣ
. Portanto, a teoria de polissistemas dinâmicos generaliza a teoria de

sistemas de controle com funções de controle constantes por partes.

Nos referimos a [21, 56] para a teoria de polissistemas dinâmicos.

Semigrupos de bitransformações

Um semigrupo de bitransformações é um par de semigrupos de transformações

(S,M) e (M, T ) com o mesmo espaço de fase M tais que s(xt) = (sx)t, para quaisquer

x ∈ M , s ∈ S e t ∈ T . Denotamos por (S,M, T ) o semigrupo de bitransformações cons-

titúıdo pelo par de semigrupos de transformações (S,M) e (M, T ).

Semigrupos de bitransformações aparecem naturalmente na teoria de sistemas de con-

trole em grupos de Lie, como vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.17. (Veja [47, Seção 2.3]) Seja G um grupo de Lie de dimensão finita com

álgebra de Lie g e elemento neutro 1. Identifique g com o conjunto dos campos de vetores
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invariantes à direita de G. Seja Σ um sistema de controle em G dado pela famı́lia de equações

diferenciais

g′(t) = X(g(t), u(t))

com um conjunto de controle U ⊂ Rn e com o conjunto das funções de controle Ucp. Denote

por Xu o campo de vetores Xu(·) = X(·, u), com u ∈ U , e suponha que F = {Xu : u ∈ U} ⊂

g. Esse fato implica que

ϕ(t, g, u) = ϕ(t, 1, u)g, para quaisquer t ∈ R, g ∈ G e u ∈ Ucp, (1.6)

de modo que (SΣ, G,G) é um semigrupo de bitransformações.

Agora, seja H um subgrupo normal e fechado de G e considere o grupo quociente

G/H com projeção canônica π : G −→ G/H. Seja α : G × G/H −→ G/H a ação de

G em G/H dada por α(g, π(h)) = π(gh) ou, numa notação mais resumida, α(g, x) = gx.

Considere

X̃ : G/H × Rn −→ T (G/H)

(x, u) 7−→ X̃(x, u) = d(αx)1(X(1, u)) =
d

dt
ϕ(t, 1, u)x

∣∣∣∣
t=0

e denote por Σ̃ o sistema de controle em G/H dado pela famı́lia de equações diferenciais

x′(t) = X̃(x(t), u(t))

com o mesmo conjunto de controle e o mesmo conjunto das funções de controle de Σ, a

saber, U e Ucp, respectivamente. Para cada x ∈ G/H, a função t ∈ R 7−→ ϕ(t, 1, u)x =

α(ϕ(t, 1, u), x) ∈ G/H é a solução do problema de valor inicial x′(t) = X̃(x(t), u(t))

x(0) = x

em G/H. Para cada t ∈ R e u ∈ U , denote por ϕ̃ut o difeomorfismo de G/H dado por

ϕ̃ut (x) = ϕ(t, 1, u)x. Então,

SΣ̃ = {ϕ̃untn ◦ · · · ◦ ϕ̃
u1
t1 : ui ∈ U, ti > 0, n ∈ N}

é o semigrupo do sistema Σ̃. Agora, seja β : G/H ×G −→ G/H a ação à direita de G em

G/H dada por β(π(h), g) = π(hg) ou simplesmente β(x, g) = xg. Para quaisquer x ∈ G/H,



1.2 Espaços de Tychonoff 17

ϕ̃ut ∈ SΣ̃ e g ∈ G, temos que

ϕ̃ut (x)g = (ϕ(t, 1, u)x)g = ϕ(t, 1, u)(xg) = ϕ(t, xg, u) = ϕ̃ut (xg).

Portanto, (SΣ̃, G/H,G) é um semigrupo de bitransformações. 3

Semigrupos de bitransformações também aparecem no estudo de ações de semigrupos

em fibrados principais e associados (veja a Seção 3.1).

Nos referimos a [47] para a teoria de semigrupos de bitranformações.

1.2 Espaços de Tychonoff

Os espaços métricos são fundamentais na teoria clássica de sistemas dinâmicos. As propri-

edades decorrentes da métrica em um espaço métrico proporcionam ferramentas que facilitam

o trabalho. Os espaços de Tychonoff são espaços topológicos que, apesar de não serem ne-

cessariamente metrizáveis, possuem propriedades análogas aos espaços métricos de modo a

ser posśıvel o estudo de ações de semigrupos nessa classe de espaço. Essas propriedades são

decorrentes da existência de famı́lias admisśıveis de coberturas abertas. Nesta seção, apre-

sentamos a definição de famı́lia admisśıvel de coberturas abertas. Apresentamos também

o conceito de U -vizinhança de um conjunto referente a uma cobertura aberta U e o rela-

cionamos com a definição de famı́lia admisśıvel. Mostramos que um espaço de Hausdorff

admite uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas se e somente se ele é um espaço de

Tychonoff. Algumas propriedades e exemplos de espaços que admitem famı́lias admisśıveis

são estudados, incluindo resultados que tratam de convergência de redes. Nos referimos a

[1, 2, 16, 35, 37, 46, 54, 55] para a teoria de espaços que admitem famı́lias admisśıveis de

coberturas abertas. Para os leitores que nunca tiveram contato com a teoria de famı́lias

admisśıveis de coberturas abertas, a referência [2] é especialmente indicada.

1.2.1 Famı́lias admisśıveis de coberturas abertas

O conceito de famı́lia admisśıvel de coberturas abertas foi introduzido por Patrão

e San Martin em [35] para estudar transitividade por cadeias no contexto de semifluxos
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em espaços topológicos. A partir dáı, esse conceito tem sido usado no estudo de diversos

aspectos da dinâmica de um semigrupo, tais como estabilidade de Lyapunov, estabilidade

de Poisson, transitividade e recorrência por cadeias, atratores, repulsores, entre outros (veja

[12, 14, 15, 16, 47, 48]). Na sequência, apresentamos os conceitos e resultados básicos da

teoria de famı́lias admisśıveis de coberturas abertas.

Seja M um espaço topológico. Dadas duas coberturas abertas U e V de M , escrevemos

V 6 U se V é um refinamento de U , isto é, se dado V ∈ V , existe U ∈ U tal que V ⊂ U .

Além disso, escrevemos V 6 1
2
U se, para quaisquer V, V ′ ∈ V , com V ∩V ′ 6= ∅, existe U ∈ U

tal que V ∪ V ′ ⊂ U. É claro que 6 é uma pré-ordem no conjunto das coberturas abertas de

M , isto é, 6 é uma relação reflexiva e transitiva. Dado um subconjunto compacto K ⊂ M ,

escrevemos

[U , K] = {U ∈ U : K ∩ U 6= ∅}.

Seja V um subconjunto aberto de M e seja K um subconjunto compacto de M contido

em V . Dizemos que uma cobertura aberta U de M é K-subordinada a V se todo elemento

de U que intersepta K está contido em V , ou seja, se U ∈ [U , K], então U ⊂ V .

Tendo estabelecido estas notações, podemos apresentar a definição de famı́lia ad-

misśıvel de coberturas abertas.

Definição 1.18. Uma famı́lia O de coberturas abertas de M é admisśıvel se satisfaz as

seguintes propriedades:

1. para cada U ∈ O, existe V ∈ O tal que V 6 1
2
U ;

2. se V é um subconjunto aberto de M e se K é um subconjunto compacto de M contido

em V , então existe uma cobertura aberta U ∈ O que é K-subordinada a V .

3. dadas U ,V ∈ O, existe W ∈ O que refina U e V simultaneamente.

Se existe uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas em M , dizemos que (M,O) é um

espaço admisśıvel.

Originalmente, a Definição 1.18 não apresentava o item 3 (ver [35], Definição 3.1).

Essa condição foi acrescentada por Braga Barros e Souza em [12, 14] para que a famı́lia
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O pudesse ser usada para indexar redes em M . A nomenclatura “espaço admisśıvel” foi

introduzida por Souza em [46, Definição 2]. Quando não houver confusão sobre a famı́lia

admisśıvel em questão, um espaço admisśıvel (M,O) é indicado simplesmente por M .

Antes de apresentar algumas propriedades de espaços admisśıveis, precisamos intro-

duzir o conceito de U -vizinhança.

Definição 1.19. Seja U uma cobertura aberta de M . A U-vizinhança de X ⊂ M é o

conjunto

B(X,U) = {y ∈M : existem x ∈ X e U ∈ U tais que x, y ∈ U}

=
⋃
{U ∈ U : U ∩X 6= ∅}.

Note que B(X,U) é um conjunto aberto por se tratar de uma união de conjuntos

abertos de M . Dado x ∈M , é usual denotar B({x},U) por B(x,U). Em algumas referências

(por exemplo, [1, 46]), a U -vizinhança de um subconjunto X ⊂ M é também chamada de

estrela de X com respeito a U é denotada por St(X,U).

É imediato que o segundo item da Definição 1.18 pode ser reescrito em termos de

U -vizinhanças, da seguinte forma:

2’. se V é um subconjunto aberto de M e se K é um subconjunto compacto de M contido

em V , então existe uma cobertura aberta U ∈ O tal que B(K,U) ⊂ V .

Daqui em diante, quando nos referirmos ao item 2 da Definição 1.18, estaremos nos

referindo ao item 2’.

Não é dif́ıcil verificar que a coleção de todas as U -vizinhanças B(x,U), com x ∈ M e

U ∈ O, forma uma base para a topologia de M . Consequentemente, um subconjunto U de

M é aberto em M se e somente se, para cada x ∈ U , existe V ∈ O tal que B(x,V) ⊂ U .

Esse fato se assemelha ao fato que, num espaço métrico (N, d), a coleção de todas as ε-

bolas B(x, ε), com x ∈ N e ε > 0, forma uma base para a topologia de (N, d). Ao longo

desta seção ficará claro que as U -vizinhanças de um espaço admisśıvel (M,O), com U ∈ O,

se comportam de maneira análoga às ε-vizinhanças2 de um espaço métrico e, portanto, as

2Para cada ε > 0, a ε-vizinhança de um subconjunto X de um espaço métrico (M,d) é o subconjunto

de M dado por B(X, ε) = {y ∈M : d(y,X) < ε}.
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técnicas e a argumentação que são próprias dos espaços métricos podem ser “traduzidas”

em termos de U -vizinhanças, permitindo a obtenção dos resultados no estudo de ações de

semigrupos.

A seguir, apresentamos algumas propriedades dos espaços admisśıveis.

Proposição 1.20. Seja (M,O) um espaço admisśıvel. Se M é um espaço T0
3, então M é

um espaço de Hausdorff.

Demonstração: Veja [46, Proposição 1]. 2

Segue da Proposição 1.20 que espaços admisśıveis que não são Hausdorff são espaços

considerados “patológicos”, no sentido em que eles não possuem as mais básicas propriedades

de separação. Logo, não há nenhuma perda de generalidade em trabalhar-se com espaços de

Hausdorff admisśıveis.

A existência de uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas em um espaço topológico

está relacionada com o fato desse espaço satisfazer um axioma de separação, a saber, o axioma

de espaço completamente regular. Dizemos que M é um espaço completamente regular

se um ponto pode ser separado de um conjunto fechado que não o contém por uma função

cont́ınua, no sentido que se F é um subconjunto fechado de M e x ∈ M não pertence a F ,

então existe uma função cont́ınua f : M → [0, 1] tal que f(x) = 1 e f(F ) = 0. Um espaço

de Hausdorff completamente regular é chamado espaço de Tychonoff (ou espaço T3 1
2
).

Unindo [58, Teorema 38.2] (M é uniformizável se e somente se M é completamente regular)

com [1, Teorema 1] (M é admiśıvel se e somente se M é uniformizável), conclúımos que um

espaço topológico M é admisśıvel se e somente se M é completamente regular. Portanto, M

é um espaço de Hausdorff admisśıvel se e somente se M é um espaço de Tychonoff. Temos,

assim, o seguinte resultado.

Teorema 1.21. Seja M um espaço de Hausdorff. Então, M é um espaço admisśıvel se e

somente se M é um espaço de Tychonoff.

3Dizemos que M é um espaço de Kolmogorov (ou espaço T0) se quaisquer dois pontos distintos

x, y ∈ M são topologicamente distingúıveis, isto é, se existe uma vizinhança U de x em M que não

contém y.
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Não é dif́ıcil verificar que B(x,V) ⊂ B(x,U) se V 6 U , para todo x ∈M . No caso em

que V 6 1
2
U , temos o seguinte resultado.

Proposição 1.22. Sejam U e V duas coberturas abertas de M tais que V 6 1
2
U e seja X um

subconjunto de M . Então, B(X,V) ⊂ B(X,U).

Demonstração: Veja [16, Proposição 2.5] (ou [37, Lema 2.4]). 2

A seguir, relacionamos famı́lias admisśıveis de coberturas abertas e funções cont́ınuas.

Proposição 1.23. Sejam M e N espaços topológicos, f : M −→ N um homeomorfismo, X

um subconjunto de M e U uma cobertura aberta de M . Então,

f(B(X,U)) = B(f(X), f(U)), (1.7)

onde f(U) = {f(U) : U ∈ U}. Além disso, se O é uma famı́lia admisśıvel de coberturas

abertas de M , então f(O) = {f(U) : U ∈ O} é uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas

de N .

Demonstração: O fato de f ser um homeomorfismo implica imediatamente que f(U) é uma

cobertura aberta de N . Agora, seja y ∈ B(X,U). Tome x ∈ X e U ∈ U tais que y, x ∈ U .

Temos que f(y), f(x) ∈ f(U) e, assim, f(y) ∈ B(f(X), f(U)). Reciprocamente, tome y ∈

B(f(X), f(U)). Então, existem x ∈ X e U ∈ U tais que y, f(x) ∈ f(U). Dáı, segue que

f−1(y), x ∈ U , de modo que f−1(y) ∈ B(X,U). Portanto, y ∈ f(B(X,U)).

Agora, mostremos que f(O) é uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de N .

Fixe f(U) ∈ f(O). Tome V ∈ O tal que V 6 1
2
U . Se f(V ), f(V ′) ∈ f(V) são tais que

f(V ) ∩ f(V ′) 6= ∅, então V ∩ V ′ 6= ∅, pois f(V ) ∩ f(V ′) = f(V ∩ V ′). Tome U ∈ U tal

que V ∪ V ′ ⊂ U . Então, f(V ) ∩ f(V ′) = f(V ∩ V ′) ⊂ f(U), de modo que f(V) 6 1
2
f(U).

Agora, seja K um subconjunto compacto de N e seja V um subconjunto aberto de N tais

que K ⊂ V . Tome uma cobertura aberta U ∈ O tal que B(f−1(K),U) ⊂ f−1(V ). Segue que

B(K, f(U)) = f(B(f−1(K),U)) ⊂ f(f−1(V )) = V.

Por fim, sejam f(U), f(V) ∈ f(O). Existe W ∈ O tal que W 6 U e W 6 V . Para

cada f(W ) ∈ f(W), podemos escolher U ∈ U e V ∈ V tais que W ⊂ U e W ⊂ V . Logo,



22 1 Ações de semigrupos

f(W ) ⊂ f(U) e f(W ) ⊂ f(V ), mostrando que f(W) 6 f(U) e f(W) 6 f(V). 2

O conceito de aplicação uniformemente cont́ınua pode ser naturalmente estendido para

o contexto de espaços admisśıveis.

Definição 1.24. Sejam (M,OM) e (N,ON) dois espaços admisśıveis. Dizemos que uma

aplicação f : M −→ N é uniformemente cont́ınua se para qualquer cobertura aberta

U ∈ ON , existe uma cobertura aberta V ∈ OM tal que f(B(x,V)) ⊂ B(f(x),U), para todo

x ∈ M . Uma aplicação uniformemente cont́ınua f : M −→ N é um homeomorfismo

uniforme se f−1 é uma aplicação uniformemente cont́ınua.

O seguinte resultado nos diz que aplicações uniformemente cont́ınuas “levam” U -

vizinhanças em U -vizinhanças.

Proposição 1.25. Sejam (M,OM) e (N,ON) dois espaços admisśıveis e f : M −→ N uma

aplicação uniformemente cont́ınua. Então, para qualquer cobertura aberta U ∈ ON , existe

uma cobertura aberta V ∈ OM tal que f(B(X,V)) ⊂ B(f(X),U), para todo X ⊂M .

Demonstração: Fixe uma cobertura aberta U ∈ ON e X ⊂ M . Como f é uniformemente

cont́ınua, existe uma cobertura aberta V ∈ OM tal que f(B(x,V)) ⊂ B(f(x),U), para todo

x ∈M . Portanto,

f(B(X,V)) = f(
⋃
x∈X

B(x,V)) =
⋃
x∈X

f(B(x,V)) ⊂
⋃
x∈X

B(f(x),U) = B(f(X),U).

2

O conceito de aplicação uniformemente cont́ınua apresentado na Definição 1.24 coin-

cide com o conceito de aplicação uniformemente cont́ınua para espaços uniformizáveis (veja

[46, Teorema 7]). Para mais propriedades de aplicações uniformemente cont́ınuas, veja [46,

Subseção 4.1] e [58, Caṕıtulo 9].

A seguinte proposição nos diz que subespaços topológicos de espaços admisśıveis são

espaços admisśıveis.

Proposição 1.26. Sejam Y ⊂ X ⊂M e U uma cobertura aberta de M . Então,

B(Y,UX) = B(Y,U) ∩X, (1.8)
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onde UX = {U ∩ X : U ∈ U}. Além disso, se O é uma famı́lia admisśıvel de coberturas

abertas de M , então OX = {UX : U ∈ O} é uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de

X.

Demonstração: É claro que UX é uma cobertura aberta de X. Se z ∈ B(Y,UX), existem y ∈ Y

e U ∈ U tais que z, y ∈ U ∩X. Logo, z ∈ B(Y,U)∩X. Reciprocamente, se z ∈ B(Y,U)∩X,

existem y ∈ Y e U ∈ U tais que z, y ∈ U . Segue que z, y ∈ U ∩X e, portanto, z ∈ B(Y,UX).

Agora, mostremos que OX é uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de X.

Seja UX ∈ OX . Tome V ∈ O tal que V 6 1
2
U . Se V ∩ X, V ′ ∩ X ∈ VX são tais que

(V ∩X)∩ (V ′ ∩X) 6= ∅, então V ∩V ′ 6= ∅, pois (V ∩X)∩ (V ′ ∩X) = (V ∩V ′)∩X. Assim,

existe U ∈ U tal que V ∪V ′ ⊂ U , de modo que (V ∩X)∪(V ′∩X) = (V ∪V ′)∩X ⊂ U∩X. Isso

mostra que VX 6 1
2
UX . Agora, seja K um subconjunto compacto de X e V um subconjunto

aberto de X tais que K ⊂ V . Seja U um subconjunto aberto de M tal que V = U ∩ X e

seja U ∈ O tal que B(K,U) ⊂ U . Então,

B(K,UX) = B(K,U) ∩X ⊂ U ∩X = V.

Por fim, fixe UX ,VX ∈ OX e tome W ∈ O tal que W 6 U e W 6 V . Dado

W ∩X ∈ WX , existem U ∈ U e V ∈ V tais que W ⊂ U e W ⊂ V . Logo, W ∩X ⊂ U ∩X e

W ∩X ⊂ V ∩X e, portanto, WX 6 UX e WX 6 VX . 2

Apresentamos agora alguns exemplos de espaços admisśıveis.

Exemplo 1.27. (Espaços métricos) Espaços métricos admitem famı́lias admisśıveis de co-

berturas abertas. Com efeito, suponha que (M,d) é um espaço métrico. Para cada ε > 0,

seja

Uε = {B(x, ε) : x ∈M}

a cobertura aberta de M dada por todas as ε-bolas de M e considere a seguinte famı́lia de

coberturas abertas de M :

O = {Uε : ε > 0}.

Em [37, Lema 2.8] (veja também [16, Proposição 2.2]), prova-se que, para quaisquer

ε > 0 e X ⊂M ,

B(X,U ε
2
) ⊂ B(X, ε) ⊂ B(X,Uε). (1.9)
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Com essas inclusões estabelecidas, pode-se provar que a famı́lia O é admisśıvel. De

fato, se ε > 0, resulta da desigualdade triangular que U ε
2
6 1

2
Uε. Se V é um subconjunto

aberto de M e K é um subconjunto compacto de M contido em V , então existe δ > 0 tal

que B(K, δ) ⊂ V .4 Logo, segue de (1.9) que B(K,U δ
2
) ⊂ V . Por fim, dadas Uε,Uδ ∈ O, a

cobertura Uξ ∈ O, com ξ = min{ε, δ}, satisfaz Uξ 6 Uε e Uξ 6 Uδ. Para os detalhes, veja [37,

Teorema 2.9]. 3

Exemplo 1.28. (Espaços de Hausdorff paracompactos) Se M é um espaço de Hausdorff

paracompacto, então a famı́lia de todas as coberturas abertas deM é admisśıvel ([46, Teorema

2]). Em particular, a famı́lia de todas as coberturas abertas de um espaço de Hausdorff

compacto é admisśıvel. Um outro exemplo de famı́lia admisśıvel em espaços de Hausdorff

compactos é a famı́lia de todas as coberturas abertas finitas ([46, Exemplo 1]). 3

Exemplo 1.29. (Grupos topológicos e espaços homogêneos [48, Subseção 4.1]) Seja V um

sistema de vizinhanças simétricas da identidade em um grupo topológico de Hausdorff G com

elemento neutro 1. Para cada V ∈ V, considere a cobertura aberta UV = {V g : g ∈ G} de

G. A famı́lia de todas as coberturas abertas dadas dessa forma,

OV = {UV : V ∈ V}

é admisśıvel. Agora, assuma que G é localmente compacto e que H é um subgrupo fechado

de G. Seja π : G −→ G/H a projeção. Para cada V ∈ V, considere a cobertura aberta de

G/H dada por π(UV ) = {π(V g) : g ∈ G}. Então, famı́lia de coberturas abertas de G/H

dada por

Oπ = {π(UV ) : V ∈ V}

é admisśıvel. 3

1.2.2 Redes em espaços de Tychonoff

O fato de um espaço topológico admitir uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas

permite descrever sua topologia em termos de redes indexadas pela famı́lia admisśıvel, as-

sim como a topologia de um espaço métrico é caracterizada por sequências. Nesta seção,

4Esse é um exerćıcio usual na teoria de espaços métricos. Veja [33, Seção 27, Exerćıcio 2].
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apresentamos algumas definições, notações e resultados sobre redes e subredes em espaços de

Tychonoff.

Para começar, estabeleçamos algumas notações. Seja Λ um conjunto e < uma pré-

ordem em Λ. Dizemos que (Λ, <) é um conjunto dirigido se, para quaisquer λ1, λ2 ∈ Λ,

existe λ ∈ Λ tal que λ > λ1 e λ > λ2. Neste caso, dizemos que < é uma direção em

(Λ, <). Em geral, um conjunto dirigido (Λ, <) é apenas denotado por Λ, ficando subenten-

dida a direção com a qual Λ está munido. Uma rede em um conjunto M é uma aplicação

x : Λ→M . Denotamos uma rede x : Λ→M por (xλ)λ∈Λ, onde x(λ) = xλ, para todo λ ∈ Λ.

Uma subrede de x : Λ → M é uma rede da forma x ◦ φ : Σ → M , onde Σ é um conjunto

dirigido e φ : Σ→ Λ é uma aplicação crescente e cofinal, isto é,

1. dados σ1, σ2 ∈ Σ, com σ1 < σ2, então φ(σ1) < φ(σ2) (φ é crescente) e

2. dado λ ∈ Λ, existe σ ∈ Σ tal que λ < φ(σ) (φ é cofinal).

Se x ◦ φ : Σ → M é uma subrede de uma rede x : Λ → M , então usamos a notação

φ(σ) = λσ, para todo σ ∈ Σ, e denotamos a subrede x ◦ φ por (xλσ)σ∈Σ. Nessa notação, as

propriedades de subredes podem ser reescritas da seguinte forma:

1’. dados σ1, σ2 ∈ Σ, com σ1 < σ2, então λσ1 < λσ2 e

2’. dado λ ∈ Λ, existe σ ∈ Σ tal que λ < λσ.

Agora, sejaO uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de um espaço de Tychonoff

M . Dizemos que uma rede (xλ)λ∈Λ converge a x ∈ M , e indicamos esse fato por xλ −→ x,

se, para qualquer vizinhança U de x em M , existe λ0 ∈ Λ tal que, se λ > λ0, então xλ ∈ U .

Uma consequência imediata da Definição 1.18 é que uma rede (xλ)λ∈Λ em M converge para

x ∈ M se e somente se, para qualquer cobertura aberta U ∈ O, existe λ0 ∈ Λ tal que, se

λ > λ0, então xλ ∈ B(x,U). Além disso, não é dif́ıcil demonstrar que se X é um subconjunto

de M , então x ∈ X se e somente se existe uma rede (xV)V∈O ⊂ X tal que xV → x.

Toda famı́lia admisśıvel admite uma direção natural induzida pelos refinamentos de

suas coberturas abertas. Tal direção é a ordem contrária a dada por refinamentos, isto é,

U < V se e somente se V 6 U , com U ,V ∈ O. (1.10)
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Em toda esta tese, sempre que trabalharmos com redes indexadas por uma famı́lia

admisśıvel de coberturas abertas, consideraremos a direção dada em (1.10).

A proposição a seguir é muito utilizada no estudo da estabilidade de Lyapunov de

conjuntos compactos.

Proposição 1.30. Seja K um subconjunto compacto de M . Para cada V ∈ O, tome xV ∈

B(K,V). Então, existe uma subrede (xVλ)λ∈Λ de (xV)V∈O que converge a algum ponto de K.

Demonstração: Veja [16, Proposição 2.6] (ou [37, Lema 2.7]). 2

Como consequência, temos o seguinte resultado.

Corolário 1.31. Seja x ∈ M . Suponha que, para cada V ∈ O, existe xV ∈ B(x,V). Então,

xV −→ x.

O próximo resultado é sobre a convergência de subredes de redes indexadas por uma

famı́lia admisśıvel de coberturas abertas.

Proposição 1.32. Sejam (xV)V∈O e (yV)V∈O redes em M tais que yV ∈ B(xV ,V), para

toda cobertura aberta V ∈ O. Suponha que existe uma subrede (xVλ)λ∈Λ de (xV)V∈O tal que

xVλ −→ x em M . Então, yVλ −→ x em M .

Demonstração: Sejam U ,W ∈ O coberturas abertas tais que W 6 1
2
U . Tome λ0 ∈ Λ tal

que xVλ ∈ B(x,W) se λ > λ0. Agora, seja λ1 ∈ Λ tal que λ1 > λ0 e Vλ1 6 W . Se λ > λ1,

então existe W1 ∈ W tal que xVλ , x ∈ W1 e existe Vλ ∈ Vλ tal que yVλ , xVλ ∈ Vλ. Como

Vλ 6 Vλ1 6 W , existe W2 ∈ W tal que yVλ , xVλ ∈ Vλ ⊂ W2 e, como W 6 1
2
U , existe U ∈ U

tal que W1 ∪W2 ⊂ U . Logo, yVλ , x ∈ U , ou seja, yVλ ∈ B(x,U). Portanto, yVλ −→ x. 2

No resultado a seguir, apresentamos condições suficientes para a convergência de redes

cujo conjunto dirigido envolve famı́lias admisśıveis de coberturas abertas.

Proposição 1.33. Seja (Λ, <) um conjunto dirigido. Considere a seguinte direção em Λ×O:

(µ,U) < (λ,V) se µ < λ e U < V . (1.11)
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Sejam (x(λ,V))(λ,V)∈Λ×O e (y(λ,V))(λ,V)∈Λ×O duas redes em M tais que y(λ,V) ∈ B(x(λ,V),V),

para toda cobertura aberta V ∈ O. Suponha que x(λ,V) −→ x em M . Então, y(λ,V) −→ x.

Demonstração: Seja U ∈ O uma cobertura aberta e escolha uma cobertura aberta W ∈ O

tal que W 6 1
2
U . Como x(λ,V) −→ x, existe (λ0,V0) ∈ Λ × O tal que x(λ,V) ∈ B(x,W) se

(λ,V) > (λ0,V0). Agora, tome uma cobertura aberta V1 ∈ O tal que V1 6 V0 e V1 6 W .

Então, se (λ,V) > (λ0,V1), temos que x(λ,V) ∈ B(x,W) e y(λ,V) ∈ B(x(λ,V),V) ⊂ B(x(λ,V),W).

Isto significa que existem W1,W2 ∈ W tais que x(λ,V), x ∈ W1 e y(λ,V), x(λ,V) ∈ W2. Como

W 6 1
2
U , existe U ∈ U tal que W1 ∪W2 ∈ U . Dáı, y(λ,V), x ∈ U , ou seja, y(λ,V) ∈ B(x,U).

Portanto, y(λ,V) −→ x, como queŕıamos demonstrar. 2

A Proposição 1.33 implica o seguinte resultado.

Corolário 1.34. Seja (Λ, <) um conjunto dirigido e considere em Λ×O a direção dada em

(1.11). Seja (y(λ,V))(λ,V)∈Λ×O uma rede em M tal que y(λ,V) ∈ B(x,V), para toda cobertura

aberta V ∈ V, com x ∈M . Então, y(λ,V) −→ x.

Demonstração: Para cada (λ,V) ∈ Λ × O, seja x(λ,V) = x. Temos que y(λ,V) ∈ B(x(λ,V),V),

para toda cobertura aberta V ∈ O, e que x(λ,V) −→ x. Segue da Proposição 1.33 que

y(λ,V) −→ x. 2

1.3 Conjuntos limite e prolongamentos

Nesta seção, apresentamos os objetos dinâmicos básicos que são necessários ao estudo

do comportamento assintótico da ação de um semigrupo em um espaço de Tychonoff: os con-

juntos limite, os prolongamentos e os conjuntos limite prolongacionais. Elencamos também

alguns resultados necessários aos demais caṕıtulos desta tese. Toda a teoria é ilustrada com

diversos exemplos.

Ao longo desta seção, S denota um semigrupo que age em um espaço de Tychonoff

M . Além disso, O denota uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de M e F denota

uma famı́lia de subconjuntos de S.



28 1 Ações de semigrupos

Os conjuntos limite para ações de semigrupos foram introduzidos em [12, 14]. A seguir,

apresentamos a definição de conjuntos limite para ações de semigrupos.

Definição 1.35. Seja F uma famı́lia de subconjuntos de S e seja X um subconjunto de M .

Os conjuntos

ω(X,F) =
⋂
A∈F

AX e ω∗(X,F) =
⋂
A∈F

A∗X

são chamados, respectivamente, conjunto ω-limite e conjunto ω∗-limite de X por F .

Esses dois conjuntos são chamados conjuntos limite de X por F .

Note que cada famı́lia de subconjuntos de S determina um comportamento assintótico

para ação de S em M .

A seguir, apresentamos alguns exemplos de conjuntos limite.

Exemplo 1.36. Seja φ um fluxo cont́ınuo em um espaço métrico (M,d) e seja X ⊂M . Para

quaisquer t ∈ R e x ∈ M , seja tx = φ(t, x). O conjunto ω-limite e o conjunto ω∗-limite

(ou conjunto α-limite) de um subconjunto X ⊂ M são definidos, respectivamente, como

sendo

ω(X) =
⋂
t>0

(t,+∞)X e ω∗(X) =
⋂
t>0

(−∞,−t)X. (1.12)

Grosso modo, enquanto as órbitas positivas de φ partindo de um subconjunto X ⊂M

descrevem exatamente o “caminho percorrido” pelos pontos x ∈ X sob a ação de φ, o conjunto

ω-limite de X indica “para onde vão” as órbitas positivas de φ partindo de X quando se

avança arbitrariamente no “futuro”. Semelhantemente, enquanto as órbitas negativas de

φ referentes a X descrevem exatamente o “caminho” dos pontos de M que atingem X, o

conjunto ω∗-limite de X indica “a origem” dos pontos de M que atingem X, indicando,

portanto, o “passado” de tais pontos.

Considere a famı́lia

F = {(t,+∞) : t > 0}.

É imediato verificar que ω(X,F) = ω(X). Além disso, como

(t,+∞)∗X = {y ∈M : existem s > t e x ∈ X tal que sy = x}

= {y ∈M : existem s > t e x ∈ X tal que − sx = y}

= (−∞,−t)X,
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para todo t > 0, segue que ω∗(X,F) = ω∗(X). Portanto, os conjuntos limite para fluxos

dados em (1.12) são casos particulares da Definição 1.35.

O mesmo ocorre no caso de fluxos discretos: se φ é um fluxo discreto em um espaço

métrico (M,d), os conjuntos limite usuais são os conjuntos limite da ação de Z em M (in-

duzida pelo fluxo φ) considerando a famı́lia FZ = {(t,+∞) ∩ Z : t > 0}. Para mais detalhes

sobre conjuntos limite de fluxos, veja [5, 6, 7, 23, 25, 26, 28, 37]. 3

Exemplo 1.37. Seja φ um semifluxo cont́ınuo em um espaço topológico M . Para quaisquer

t ∈ R+ e x ∈ M , seja tx = φ(t, x). Os conjuntos limite de um subconjunto X ⊂ M pelo

semifluxo φ são definidos5 como sendo

ω(X) =
⋂
t>0

(t,+∞)X e ω∗(X) =
⋂
t>0

(t,+∞)∗X.

Não é dif́ıcil verificar que os conjuntos limite de X pelo semifluxo φ coincidem com

os conjuntos limite da ação de R+ em M (induzida por φ) considerando a famı́lia F =

{(t,+∞) : t > 0}. O mesmo acontece no caso de semifluxos discretos. Para mais detalhes

sobre conjuntos limite de semifluxos, veja [7, 23, 28, 34, 35, 55]. 3

Exemplo 1.38. Seja Ψ um fluxo n-dimensional em M . Fixe i ∈ {1, . . . , n} e considere o

semifluxo n-dimensional em M definido por Si. Para cada t > 0, seja

Ai(t) = {(t1, . . . , tn) : ti > t}

e considere a seguinte famı́lia de subconjuntos de Si:

Fi = {Ai(t) : t > 0}.

A famı́lia Fi é considerada em [12, Exemplo 2.6] para o estudo do comportamento

assintótico do semifluxo n-dimensional determinado por Si. Além disso, a famı́lia

F = {A(t) : t > 0}, onde A(t) =
n⋂
i=1

Ai(t), com t > 0,

é uma famı́lia de subconjuntos do semigrupo S =
⋂n
i=1 Si. 3

5Veja [34, 35].
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Exemplo 1.39. Em [24], Colonius e Kliemann apresentam o conceito de fluxo de controle

([24, Seção 4.3]). Para um sistema de controle Σ cujo conjunto das funções de controle é

denotado por U , o fluxo de controle é um fluxo cont́ınuo em U × M definido em termos

de Σ. Através da projeção πM : U ×M −→ M , pode-se obter propriedades do sistema de

controle Σ em termos do seu fluxo de controle associado. Esse fato relaciona as teorias de

sistemas dinâmicos e de sistemas de controle. Com o advento da definição de conjuntos limite

para ações de semigrupos, pode-se estudar a dinâmica de um sistema de controle pensando

no próprio sistema como sendo o “sistema dinâmico” em questão. Mais precisamente, seja

Σ um sistema de controle em uma variedade diferenciável M de classe C∞ cujo conjunto

das funções de controle é U = Ucp. Então, segue do Corolário 1.16 que SΣx = O+
Σ(x) e

S−1
Σ x = O−Σ(x). Dessa forma, o estudo da dinâmica do sistema de controle Σ se resume ao

estudo da dinâmica da ação do semigrupo do sistema SΣ em M . Em [9], introduziu-se a

seguinte famı́lia de subconjuntos de SΣ: dado t > 0, seja

S>t = {ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 : ti > 0,

n∑
i=1

ti > t, ui ∈ U, n ∈ N}.

Então,

Fctr = {S>t : t > 0}.

Em [12, 13], Braga Barros e Souza utilizaram a famı́lia Fctr para definir conjuntos

limite para ações de semigrupos. O conjunto ω-limite ω(X) e o conjunto ω∗-limite

ω∗(X) de um subconjunto X ⊂M pelo sistema de controle Σ são definidos, respectivamente,

por ω(X) = ω(X,Fctr) e ω∗(X) = ω∗(X,Fctr). Os conjuntos limite para sistemas de controle

foram utilizados em [13, 45, 49, 51, 52, 55] para estudar diversas propriedades de sistemas

de controle. 3

Exemplo 1.40. Seja P = {φi}i∈I um polissistema dinâmico em um espaço topológico M e

seja SP o semigrupo associado a P. Em [21, página 21], considera-se a seguinte famı́lia de

subconjuntos de SP: para cada t > 0, denote por

(SP)>t = {(tn + · · ·+ t1, φ
n
tn ◦ · · · ◦ φ

1
t1

) : ti > 0,
n∑
i=1

ti > t, n ∈ N}

e considere

FP = {(SP)>t : t > 0}.
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Os conjuntos limite de um subconjunto X ⊂M referentes ao polissistema dinâmico

P são definidos como sendo os conjuntos limite de X pela ação de SP em M referente a

famı́lia FP. 3

Exemplo 1.41. ([12, Exemplo 2.7]) Suponha que S é um semigrupo topológico agindo em

M . Seja F∞ a famı́lia das vizinhanças de ∞ na compactificação a um ponto de S, isto é,

F∞ = {S \K : K ⊂ S é compacto}. Dados A = (S \K) ∈ F e X ⊂M , temos que

AX = {y ∈M : existem s ∈ (S \K) e x ∈ X tais que sx = y}.

Logo, ω(X,F∞) mede o comportamento limite da ação de S em M no “infinito” do

semigrupo partindo de X. 3

Exemplo 1.42. ([12, Exemplo 2.8]) Para um semigrupo arbitrário S que age em M , pode-se

considerar as seguintes famı́lias: Fte = {sS : s ∈ S}, Ftd = {Ss : s ∈ S} e Ft = {sSs : s ∈

S}. Note que se S é um semigrupo cêntrico, ou seja, se sS = Ss, para todo s ∈ S, então

Fte = Ftd = Ft e, portanto, os conjuntos limite determinados por elas coincidem. 3

Exemplo 1.43. Suponha que S é um subsemigrupo de um grupo G que age em M e considere

uma famı́lia F de subconjuntos de S. Note que F−1 = {A−1 : A ∈ F} é uma famı́lia de

subconjuntos do subsemigrupo S−1 = {s−1 : s ∈ S}. Uma vez que G age em M , podemos

considerar as ações de S e S−1 em M induzidas da ação de G em M . Além disso, tendo

fixado a famı́lia F , temos a famı́lia F−1. Os comportamentos assintóticos determinados pelas

famı́lias F e F−1 se relacionam da seguinte maneira: para quaisquer X ⊂ M e A ∈ F , vale

que A∗X = A−1X. Então,

ω(X,F) = ω∗(X,F−1) e ω∗(X,F) = ω(X,F−1). (1.13)

3

Em muitas situações, é necessário acrescentar algumas hipóteses sobre a famı́lia F (ou

sobre objetos que envolvem a famı́lia F). As seguintes hipóteses são utilizadas ao longo desta

tese:

1. (Base de filtro) Dizemos que F é uma base de filtro de subconjuntos de S se

∅ /∈ F e se dados A,B ∈ F , existe F ∈ F tal que F ⊂ A ∩B. (1.14)
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2. (Base de filtro livre) Seja F uma base de filtro de subconjuntos de S. Dizemos que F

é livre se ⋂
A∈F

A = ∅. (1.15)

3. (Hipóteses de translação) Dizemos que F satisfaz a

hipótese H1 se dados A ∈ F e s ∈ S, existe B ∈ F tal que sB ⊂ A.

hipótese H2 se dados A ∈ F e s ∈ S, existe B ∈ F tal que Bs ⊂ A.

hipótese H3 se dados A ∈ F e s ∈ S, existe B ∈ F tal que B ⊂ As.

hipótese H4 se dados A ∈ F e s ∈ S, existe B ∈ F tal que B ⊂ sA.

(1.16)

4. (Divergência de redes) Dizemos que uma rede (tλ)λ∈Λ em S é F -divergente, e indica-

mos este fato por tλ −→F ∞, se

para todo A ∈ F , existe λ0 ∈ Λ tal que tλ ∈ A sempre que λ > λ0. (1.17)

A seguir, ilustramos esses conceitos com alguns exemplos.

Exemplo 1.44. É fácil verificar que as famı́lias consideradas nos Exemplos 1.36 e 1.37

satisfazem as quatro hipóteses de translação e são bases de filtro livres. Além disso, para a

famı́lia F considerada no caso de fluxos e semifluxos cont́ınuos, o conceito de F -divengência

de sequências coincide com o conceito usual de sequência divergente. 3

Exemplo 1.45. Seja Φ um fluxo n-dimensional em M . Dado i ∈ {1, . . . , n}, considere o

semifluxo n-dimensional determinado por Si e a famı́lia Fi como no Exemplo 1.38. Considere

também o semigrupo S =
⋂n
i=1 Si e a famı́lia F como no Exemplo 1.38. Temos que as famı́lias

Fi e F satisfazem as hipóteses de translação e são bases de filtro livres. 3

Exemplo 1.46. As famı́lias consideradas nos Exemplos 1.39 e 1.40 satisfazem as hipóteses

H1 e H2 e são bases de filtro livres (veja [12, Seção 5]). Além disso, se a famı́lia Fctr referente

a um sistema de controle Σ satisfaz a hipótese H3 (respectivamente H4), dizemos que o

sistema Σ satisfaz a hipótese H3 (respectivamente H4). 3

Exemplo 1.47. ([13, Exemplo 3]) Seja Σ um sistema de controle. O conjunto

G+
Σ = {ϕuntn ◦ ϕ

un−1

tn−1
◦ · · · ◦ ϕu1

t1 : ui ∈ U, ti ∈ R,
n∑
i=1

ti > 0, n ∈ N} (1.18)
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é um subsemigrupo do grupo do sistema GΣ. Suponha que SΣ = G+
Σ . Então, o sistema Σ

satisfaz as hipóteses H3 e H4. 3

Exemplo 1.48. ([13, Exemplo 4]) Seja G um grupo de Lie conexo com centro não-trivial e

seja g a álgebra de Lie de G. Denote por z(g) o centro de g e considere um subespaço (vetorial)

a ⊂ z(g). Fixe um campo de vetores (não-nulo) X ∈ g. Seja ΣF o sistema de controle definido

pelas concatenações dos campos de vetores do conjunto F = {X + Y : Y ∈ a}. O semigrupo

do sistema SΣF é dado por

SΣF = {expt(X + Y ) : t > 0, Y ∈ a}.

Então, o sistema Σ satisfaz as hipóteses H3 e H4. 3

Exemplo 1.49. (Veja [51, Exemplo 4]) Seja Gl(n,R)+ o grupo das matrizes reais n×n com

determinate positivo. Dado r > 0, seja Ar = {g ∈ Gl(n,R)+ : det g > r}. Então, a famı́lia

F = {Ar : r > 0} é uma base de filtro de subconjuntos de Gl(n,R)+ e tλ −→F ∞ significa

que det tλ −→ +∞. Além disso, F satisfaz as hipóteses H1, H2, H3 e H4. 3

Exemplo 1.50. ([12, página 728]) Voltemos ao Exemplo 1.42. Em geral, a famı́lia Ftd

satisfaz as hipóteses H1 e H3. Além disso, a famı́lia Fte satisfaz a hipótese H2 e a famı́lia Ft

satisfaz a hipótese H3. Se S é um semigrupo reverśıvel à esquerda, isto é, se sS ∩ tS 6= ∅,

para quaisquer s, t ∈ S, então as famı́lias Fte e Ft satisfazem a hipótese H1. Se S é um

semigrupo reverśıvel à direita, isto é, se Ss ∩ St 6= ∅, para quaisquer s, t ∈ S, então as

famı́lias Ftd e Ft satisfazem a hipótese H2. 3

Exemplo 1.51. Suponha que F é uma base de filtro. Então, F torna-se um conjunto dirigido

com a seguinte direção:

A < B se B ⊂ A. (1.19)

Agora, seja (Λ, <) um conjunto dirigido e considere em F × Λ a direção dada por

(A, λ) < (B, µ) se A < B e λ < µ. (1.20)

Se (t(A,λ))(A,λ)∈F×Λ é uma rede em S tal que t(A,λ) ∈ A, para todo A ∈ F , então

t(A,λ) −→F ∞. De fato, para cada A ∈ F , existe (A, λ0) ∈ F × Λ, onde λ0 ∈ Λ é fixado
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arbitrariamente, tal que, se (F, λ) > (A, λ0), então t(F,λ) ∈ F ⊂ A.

Em particular, se (t(A,V))(A,V)∈F×O é uma rede em S tal que t(A,V) ∈ A, para todo

A ∈ F , então t(A,V) −→F ∞. 3

Exemplo 1.52. Seja S um subsemigrupo de um grupo G que age em M e considere uma

famı́lia F de subconjuntos de S. Então, F−1 = {A−1 : A ∈ F} é uma famı́lia de subconjuntos

de S−1. Temos que a famı́lia F satisfaz a hipótese H1 (respectivamente, H2, H3 e H4) se e

somente se a famı́lia F−1 satisfaz a hipótese H2 (respectivamente, H1, H4 e H3) e F é uma

base de filtro de subconjuntos de S se e somente se F−1 é uma base de filtro de subconjuntos

de S−1. 3

É imediato a partir da Definição 1.35 que os conjuntos limite de um subconjunto

X ⊂ M pela famı́lia F são conjuntos fechados. Além disso, se X é S-progressivamente

invariante e fechado, então ω(X,F) ⊂ X e se X é S-regressivamente invariante e fechado,

então ω∗(X,F) ⊂ X.

A seguinte proposição apresenta condições suficientes para a existência de conjuntos

ω-limite.

Proposição 1.53. 1. Seja X um subconjunto de M tal que SX é compacto. Suponha que

F é uma base de filtro de subconjuntos de S. Então, ω(X,F) é não-vazio.

2. Seja Σ um sistema de controle sobre uma variedade diferenciável M de classe C∞ cujo

conjunto de controle U ⊂ Rn é compacto e convexo e cujo conjunto das funções de

controle é Ucp. Então, SΣx é compacto se e somente se ω(x) é não-vazio e compacto,

para todo x ∈M .

Demonstração: Veja [12, Seção 3] e [52, Teorema 2.1]. 2

Com relação à invariância dos conjuntos limite, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.54. Seja X um subconjunto de M tal que ω(X,F) e ω∗(X,F) são não-vazios.

Então,

1. ω(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H1.
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2. ω(X,F) é S-regressivamente invariante se S é um subsemigrupo de um grupo e F

satisfaz a hipótese H4.

3. ω∗(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H3.

4. ω∗(X,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H2 e a ação de S em

M é aberta.

Demonstração: As Proposições 2.10, 2.12 e 2.13 de [12] são, respectivamente, os itens 1, 3

e 4. O item 2 é uma consequência do item 3 e do Exemplo 1.43: se F satisfaz a hipótese

H4, então F−1 satisfaz a hipótese H3, de modo que ω∗(X,F−1) é S−1-progressivamente in-

variante, ou seja, S−1ω∗(X,F−1) ⊂ ω∗(X,F−1). Portanto, S∗ω(X,F) ⊂ ω(X,F), isto é,

ω(X,F) é S-regressivamente invariante. 2

O próximo resultado apresenta outras propriedades dos conjuntos limite.

Proposição 1.55. Sejam x ∈M e s ∈ S. Então,

1. ω(x,F) ⊂ ω(sx,F) se F satisfaz a hipótese H3.

2. ω(sx,F) ⊂ ω(x,F) se F satisfaz a hipótese H2.

Demonstração: Veja [16, Proposição 2.1]. 2

Os prolongamentos e os conjuntos limite prolongacionais para ações de semigrupos em

espaços de Tychonoff foram introduzidos em [16, 37] para estudar estabilidade de Lyapunov

nesse contexto. A seguir, apresentamos as definições desses conceitos e algumas de suas

propriedades.

Definição 1.56. Sejam x ∈ M e A ⊂ S. O primeiro A-prolongamento progressivo e

o primeiro A-prolongamento regressivo de x são, respectivamente, os conjuntos

D(x,A) =
⋂
U∈O

AB(x,U) e D∗(x,A) =
⋂
U∈O

A∗B(x,U)
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Agora, seja F uma famı́lia de subconjuntos de S. O primeiro F-conjunto limite

progressivo prolongacional e o primeiro F-conjunto limite regressivo prolonga-

cional de x são definidos, respectivamente, como sendo

J(x,F) =
⋂
A∈F

D(x,A) e J∗(x,F) =
⋂
A∈F

D∗(x,A).

O primeiro A-prolongamento progressivo, o primeiro A-prolongamento re-

gressivo, o primeiro F-conjunto limite progressivo prolongacional e o primeiro

F-conjunto limite regressivo prolongacional de um subconjunto X ⊂ M são, respec-

tivamente, os conjuntos

D(X,A) =
⋃
x∈X

D(x,A), D∗(X,A) =
⋃
x∈X

D∗(x,A)

J(X,F) =
⋃
x∈X

J(x,F) e J∗(X,F) =
⋃
x∈X

J∗(x,F)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.57. Seja φ um fluxo cont́ınuo em um espaço métrico (M,d). Dados t ∈ R e

x ∈M , seja tx = φ(t, x). Dado x ∈M , o primeiro prolongamento positivo e o primeiro

prolongamento negativo de x são, respectivamente, os conjuntos

D+(x) =
⋂
ε>0

R+B(x, ε) e D−(x) =
⋂
ε>0

R−B(x, ε).

A órbita positiva de um ponto x ∈ M nos dá informação a respeito da ação de φ em

x para tempos positivos. Contudo, ela não nos diz nada a respeito dos pontos “ao redor”

de x. Logo, ao estudarmos questões que envolvam vizinhanças de x, a órbita de x não nos

dá informação suficiente. O primeiro prolongamento positivo de x, por sua vez, nos dá tal

informação, pois é definido em termos das vizinhanças de x. Intuitivamente falando, D+(x)

“capta” a informação comum a todas as órbitas positivas de todas as vizinhanças de x.

De forma análoga, o primeiro prolongamento negativo de x nos dá informação para tempos

negativos.

O primeiro conjunto limite positivo prolongacional e o primeiro conjunto

limite negativo prolongacional de x são, respectivamente, definidos como sendo

J+(x) =
⋂
t>0

D+(tx) e J−(x) =
⋂
t>0

D−(tx).
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O primeiro conjunto limite positivo prolongacional de x ∈M “capta” a informação de

todos os primeiros prolongamentos positivos dos pontos tx da órbita positiva de x, indicando

o comportamento assintótico “ao redor” de x. Note que isso é exatamente o que o conjunto

ω-limite faz, só que sem considerar vizinhanças de x. De fato, para quaisquer t > 0 e x ∈M ,

temos que (t,+∞)x = R+tx. Dessa forma, ω(x) =
⋂
t>0 R+tx, que é a mesma expressão

para o primeiro conjunto limite positivo prolongacional de x considerando R+tx ao invés de

D+(tx), para todo t > 0. Portanto, J+(x) está para D+(x) assim como o conjunto ω(x) está

para R+x. O mesmo vale para tempos negativos.

Temos que D+(x) = D(x,R+) e que D−(x) = D∗(x,R+), para qualquer x ∈M . Além

disso, considerando a famı́lia F = {(t,+∞) : t > 0}, temos que J+(x) = J(x,F) e que

J−(x) = J∗(x,F), para todo x ∈M (para os detalhes, veja [16, Seção 4]).

O mesmo vale para fluxos discretos e semifluxos cont́ınuos e discretos. 3

Exemplo 1.58. Seja Φ um fluxo n-dimensional em M . Dado i ∈ {1, . . . , n}, considere o

semifluxo n-dimensional induzido por Si e a famı́lia Fi como no Exemplo 1.38. Os prolon-

gamentos e os conjuntos limite prolongacionais de um elemento x ∈M pelo semifluxo

n-dimensional definido por Si são definidos, respectivamente, como sendo os prolongamentos

e os conjuntos limite prolongacionais da ação de Si em M . 3

Exemplo 1.59. (Veja [52]) Seja Σ um sistema de controle em uma variedade diferenciável

metrizável M de classe C∞ com métrica d cujo conjunto das funções de controle é U =

Ucp. Dados x ∈ M e t > 0, o primeiro t-prolongamento positivo e o primeiro t-

prolongamento negativo de x são respectivamente os conjuntos

D+(x, t) =
⋂
ε>0

(SΣ)>tB(x, ε) e D−(x, t) =
⋂
ε>0

((SΣ)>t)−1B(x, ε),

onde B(x, ε) denota a bola de centro em x ∈M e raio ε > 0 com respeito à métrica d. Para

t = 0, usamos as notações D+(x) = D+(x, 0) e D−(x) = D−(x, 0), para todo x ∈M .

Dado x ∈M , o primeiro conjunto limite positivo prolongacional e o primeiro

conjunto limite negativo prolongacional de x são, respectivamente, dados por

J+(x) =
⋂
t>0

D+(x, t) e J−(x) =
⋂
t>0

D−(x, t).



38 1 Ações de semigrupos

É imediato verificar que D+(x, t) = D(x, (SΣ)>t), D
−(x, t) = D∗(x, (SΣ)>t), J

+(x) =

J(x,Fctr) e J−(x) = J∗(x,Fctr), para todo x ∈M . 3

Exemplo 1.60. Seja S um subsemigrupo de um grupo G que age em M e seja F uma

famı́lia de subconjuntos de S. Sabemos que o comportamento assintótico de S determinado

pela famı́lia F está relacionado com o comportamento assintótico de S−1 determinado pela

famı́lia F−1. No caso de prolongamentos e conjuntos limite prolongacionais, temos que

D(x,A) = D∗(x,A−1) e D∗(x,A) = D(x,A−1), para quaisquer x ∈M e A ⊂ S

e

J(x,F) = J∗(x,F−1) e J∗(x,F) = J(x,F−1), para todo x ∈M.

3

Para quaisquer x ∈M e A ⊂ S, temos que D(x,A) e D∗(x,A) são fechados, por serem

interseções de conjuntos fechados. Pelo mesmo motivo, J(x,F) e J∗(x,F) também são fecha-

dos. Além disso, temos que AX ⊂ D(x,A), A∗X ⊂ D∗(x,A), D(x,S) é S-progressivamente

invariante e, se a ação de S em M é aberta, D∗(x,S) é S-regressivamente invariante ([16,

Proposição 2.7]). Já a invariância dos conjuntos limite prolongacionais depende de algumas

hipóteses sobre a famı́lia F , como vemos a seguir.

Proposição 1.61. Seja x um elemento de M tal que J(x,F) e J∗(x,F) são não-vazios.

Então,

1. J(x,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H1.

2. J(x,F) é S-regressivamente invariante se S é um subsemigrupo de um grupo e F

satisfaz a hipótese H4.

3. J∗(x,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H3.

4. J∗(x,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H2 e a ação de S em

M é aberta.
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Demonstração: Os itens 1, 3 e 4 são exatamente a Proposição 2.10 de [16]. Para pro-

var o item 2, suponha que a famı́lia F satisfaz a hipótese H4. Segue do Exemplo 1.43

que F−1 satisfaz a hipótese H3. Logo, J∗(x,F−1) é S−1-progressivamente invariante, ou

seja, S−1J∗(x,F−1) ⊂ J∗(x,F−1). Portanto, S∗J(x,F) ⊂ J(x,F), ou seja, J(x,F) é S-

regressivamente invariante. 2

O seguinte resultado é uma versão da Proposição 1.55 para conjuntos limite prolon-

gacionais.

Proposição 1.62. Sejam x ∈M e s ∈ S. Então,

1. J(x,F) ⊂ J(sx,F) se F satisfaz a hipótese H3.

2. J(sx,F) ⊂ J(x,F) se F satisfaz a hipótese H2 e a ação de S em M é aberta.

Demonstração: Suponha que F satisfaz a hipótese H3 e tome y ∈ J(x,F), A ∈ F e uma

cobertura aberta U ∈ O. Da continuidade da aplicação µs, segue que existe uma cobertura

aberta V ∈ O tal que sB(x,V) ⊂ B(sx,U). Por outro lado, segue da hipótese H3 que existe

F ∈ F tal que F ⊂ As. Logo, temos que

y ∈ FB(x,V) ⊂ AsB(x,V) ⊂ AB(sx,U)

e, portanto, y ∈ J(sx,F). Para provar o item 2, suponha que a ação de S em M é aberta

e que F satisfaz a hipótese H2. Fixe y ∈ J(sx,F), A ∈ F e uma cobertura aberta U ∈ O.

Segue das hipóteses que existe uma cobertura aberta V ∈ O tal que B(sx,V) ⊂ sB(x,U) e

que existe F ∈ F tal que Fs ⊂ A. Dáı,

y ∈ FB(sx,V) ⊂ FsB(x,U) ⊂ AB(x,U),

mostrando que y ∈ J(x,F), como queŕıamos. 2

Os conjuntos limite, os prolongamentos e os conjuntos limite prolongacionais podem

ser caracterizados em termos de redes, como vemos nos resultados a seguir.
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Proposição 1.63. Seja X ⊂M . Então,

ω(X,F) =

y ∈M :
para todo F ∈ F , existem redes (tV)V∈O ⊂ F e (xV)V∈O ⊂ X

tais que tVxV −→ y


=

y ∈M :
para todo F ∈ F , existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ F e (xλ)λ∈Λ ⊂ X

tais que tλxλ −→ y


e

ω∗(X,F) =

y ∈M :
para todo F ∈ F , existem redes (tV)V∈O ⊂ F e (xV)V∈O ⊂M

tais que (tVxV)V∈O ⊂ X e xV −→ y


=

y ∈M :
para todo F ∈ F , existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ F e (xλ)λ∈Λ ⊂M

tais que (tλxλ)λ∈Λ ⊂ X e xλ −→ y

 .

Demonstração: Mostremos as igualdades envolvendo ω(X,F). Se y ∈ ω(X,F), então

y ∈ FX, para todo F ∈ F . Fixe F ∈ F . Para cada V ∈ O, podemos escolher tV ∈ F

e xV ∈ X de modo que tVxV ∈ B(y,V). Do Corolário 1.31, segue que tVxV −→ y, o que

mostra a primeira inclusão6 referente a primeira igualdade. A primeira inclusão referente

a segunda igualdade é imediata. Agora, seja y ∈ M tal que para cada F ∈ F , existem

redes (tλ)λ∈Λ ⊂ F e (xλ)λ∈Λ ⊂ X tais que tλxλ −→ y. Fixando F ∈ F , podemos escolher

redes (tλ)λ∈Λ ⊂ F e (xλ)λ∈Λ ⊂ X tais que tλxλ −→ y. Como xλ ∈ X, para todo λ ∈ Λ,

segue que tλxλ ∈ FX, para todo λ ∈ Λ. Como tλxλ −→ y, conclúımos que y ∈ FX.

A arbitrariedade na escolha de F garante que y ∈ ω(X,F) e, portanto, ficam demonstra-

das as duas igualdades referentes a ω(X,F). Mostremos, agora, as igualdades envolvendo

ω∗(X,F). Sejam y ∈ ω∗(X,F) e F ∈ F . Para cada V ∈ O, existe xV ∈ B(y,V) ∩ F ∗X.

Logo, para cada V ∈ O, existem tV ∈ F e xV ∈ M tais que xV ∈ B(y,V) e tVxV ∈ X.

Do Corolário 1.31, segue que xV −→ y, de modo que vale a primeira inclusão referente a

primeira igualdade. Por fim, seja y um elemento de M tal que para cada F ∈ F , existem

(tλ)λ∈Λ ⊂ F e (xλ)λ∈Λ ⊂ M tais que (tλxλ)λ∈Λ ⊂ X e xλ −→ y. Tome F ∈ F e escolha

redes (tλ)λ∈Λ ⊂ F e (xλ)λ∈Λ ⊂ M tais que (tλxλ)λ∈Λ ⊂ X e xλ −→ y. Note que xλ ∈ F ∗X,

para todo λ ∈ Λ. Dáı, como xλ −→ y, conclúımos que y ∈ F ∗X e, portanto, y ∈ ω∗(X,F). 2

6Por primeira inclusão, queremos dizer a inclusão da esquerda para a direita.
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Proposição 1.64. Sejam x ∈M e A ⊂ S. Então,

D(x,A) =

y ∈M :
existem redes (tV)V∈O ⊂ A e (xV)V∈O ⊂M tais que

xV −→ x e tVxV −→ y


=

y ∈M :
existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ A e (xλ)λ∈Λ ⊂M tais que

xλ −→ x e tλxλ −→ y

 .

e

D∗(x,A) =

y ∈M :
existem redes (tV)V∈O ⊂ A e (xV)V∈O ⊂M tais que

xV −→ y e tVxV −→ x


=

y ∈M :
existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ A e (xλ)λ∈Λ ⊂M tais que

xλ −→ y e tλxλ −→ x

 .

Demonstração: As primeiras igualdades de ambos os casos constituem a Proposição 2.8 de

[16]. Logo, para demonstrar o resultado, basta demonstrar as segundas inclusões7 referen-

tes às segundas igualdades em ambos os casos. Sejam y ∈ M para o qual existem redes

(tλ)λ∈Λ ⊂ A e (xλ)λ∈Λ ⊂ M tais que xλ −→ x e tλxλ −→ y e U ∈ O uma cobertura aberta

de M . Seja λ0 ∈ Λ tal que xλ ∈ B(x,U) se λ > λ0. Então, tλxλ ∈ AB(x,U) se λ > λ0. Como

tλxλ −→ y, segue que y ∈ AB(x,U) e, portanto, y ∈ D(x,A). Por fim, seja y ∈ M para o

qual existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ A e (xλ)λ∈Λ ⊂ M tais que xλ −→ y e tλxλ −→ x e fixe uma

cobertura aberta U ∈ O. Tome λ0, λ1 ∈ Λ tal que xλ ∈ B(y,U) se λ > λ0 e tλxλ ∈ B(x,U)

se λ > λ1. Note que xλ ∈ A∗B(x,U) se λ > λ1. Seja λ2 ∈ Λ tal que λ2 > λ0 e λ2 > λ1.

Como a subrede (xλ)λ>λ2 converge a y, segue que y ∈ A∗B(x,U) e, portanto, y ∈ D∗(x,A). 2

Proposição 1.65. Seja x ∈M . Então,

J(x,F) =

y ∈M :
para todo F ∈ F , existem redes (tV)V∈O ⊂ F e (xV)V∈O ⊂M

tais que xV −→ x e tVxV −→ y


=

y ∈M :
para todo F ∈ F , existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ F e (xλ)λ∈Λ ⊂M

tais que xλ −→ x e tλxλ −→ y


7Por segunda inclusão, queremos dizer a inclusão da direita para a esquerda.
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e

J∗(x,F) =

y ∈M :
para todo F ∈ F , existem redes (tV)V∈O ⊂ F e (xV)V∈O ⊂M

tais que xV −→ y e tVxV −→ x


=

y ∈M :
para todo F ∈ F , existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ F e (xλ)λ∈Λ ⊂M

tais que xλ −→ y e tλxλ −→ x

 .

Demonstração: A Proposição 2.11 de [16] é exatamente a junção das duas primeiras igual-

dades. A demonstração das segundas igualdades é análoga à demonstração das segundas

igualdades da Proposição 1.64. 2

Se a famı́lia F é um base de filtro, as Proposições 1.63 e 1.65 podem ser simplificadas

da seguinte forma.

Proposição 1.66. Suponha que F é uma base de filtro. Seja X ⊂M . Então,

ω(X,F) =

y ∈M :
existem redes (t(A,V))(A,V)∈F×O ⊂ S e (x(A,V))(A,V)∈F×O ⊂ X

tais que t(A,V) −→F ∞ e t(A,V)x(A,V) −→ y


=

y ∈M :
existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ S e (xλ)λ∈Λ ⊂ X tais que

tλ −→F ∞ e tλxλ −→ y


e

ω∗(X,F) =

y ∈M :
existem redes (t(A,V))(A,V)∈F×O ⊂ S e (x(A,V))(A,V)∈F×O ⊂M

tais que t(A,V) −→F ∞, (t(A,V)x(A,V))(A,V)∈F×O ⊂ X e x(A,V) −→ y


=

y ∈M :
existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ S e (xλ)λ∈Λ ⊂M tais que

tλ −→F ∞, (tλxλ)λ∈Λ ⊂ X e xλ −→ y

 .

Demonstração: Comecemos por ω(X,F). Seja y ∈ ω(X,F). Então, para quaisquer A ∈ F

e V ∈ O, podemos escolher t(A,V) ∈ A e x(A,V) ∈ X tais que t(A,V)x(A,V) ∈ B(y,V). Segue do

Exemplo 1.51 que t(A,V) −→F ∞ e do Corolário 1.34 que t(A,V)x(A,V) −→ y. Por outro lado,

se y é um elemento de M para o qual existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ S e (xλ)λ∈Λ ⊂ X tais que

tλ −→F ∞ e tλxλ −→ y e se A ∈ F , então existe λ0 ∈ Λ tal que tλ ∈ A se λ > λ0. Logo,

tλxλ ∈ AX se λ > λ0. Como a subrede (tλxλ)λ>λ0 de (tλxλ)λ∈Λ converge a y, conclúımos
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que y ∈ AX. Portanto, y ∈ ω(X,F). Agora, mostremos as igualdades para ω∗(X,F). Tome

y ∈ ω∗(X,F). Dados A ∈ F e V ∈ O, escolha x(A,V) ∈ B(y,V) ∩ A∗X e escolha t(A,V) ∈ A

tal que t(A,V)x(A,V) ∈ X. Segue do Exemplo 1.51 que t(A,V) −→F ∞ e do Corolário 1.34 que

x(A,V) −→ y. Por fim, seja y ∈ M tal que existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ S e (xλ)λ∈Λ ⊂ M tais

que tλ −→F ∞, (tλxλ)λ∈Λ ⊂ X e xλ −→ y. Para cada A ∈ F e V ∈ O, existem λ0, λ1 ∈ Λ

tais que tλ ∈ A se λ > λ0 e xλ ∈ B(y,V) se λ > λ1. Agora, tome λ2 ∈ Λ tal que λ2 > λ0 e

λ2 > λ1. Se λ > λ2, então tλ ∈ A, xλ ∈ B(y,V) e tλxλ ∈ X, de modo que xλ ∈ B(y,V)∩A∗X.

Logo, y ∈ A∗X e, portanto, y ∈ ω∗(X,F), como queŕıamos demonstrar. 2

Proposição 1.67. Suponha que F é uma base de filtro. Seja x ∈M . Então,

J(x,F) =

y ∈M :
existem redes (t(A,V))(A,V)∈F×O ⊂ S e (x(A,V))(A,V)∈F×O ⊂M

tais que t(A,V) −→F ∞, x(A,V) −→ x e t(A,V)x(A,V) −→ y


=

y ∈M :
existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ S e (xλ)λ∈Λ ⊂M tais que

tλ −→F ∞, xλ −→ x e tλxλ −→ y


e

J∗(x,F) =

y ∈M :
existem redes (t(A,V))(A,V)∈F×O ⊂ S e (x(A,V))(A,V)∈F×O ⊂M

tais que t(A,V) −→F ∞, x(A,V) −→ y e t(A,V)x(A,V) −→ x


=

y ∈M :
existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ S e (xλ)λ∈Λ ⊂M tais que

tλ −→F ∞, xλ −→ y e tλxλ −→ x

 .

Demonstração: Primeiramente, mostremos as igualdades referentes a J(x,F). Fixe y ∈

J(x,F). Para quaisquer A ∈ F e U ,V ∈ O, existem t(A,U ,V) ∈ A e x(A,U ,V) ∈ B(x,U)

tais que t(A,U ,V)x(A,U ,V) ∈ B(y,V). Para cada A ∈ F e V ∈ O, sejam t(A,V) = t(A,V,V) e

x(A,V) = x(A,V,V). Temos que t(A,V) ∈ A, x(A,V) ∈ B(x,V) e t(A,V)x(A,V) ∈ B(y,V), para

quaisquer A ∈ F e V ∈ O. Logo, segue do Exemplo 1.51 que t(A,V) −→F ∞ e do Corolário

1.34 que x(A,V) −→ x e t(A,V)x(A,V) −→ y. Agora, seja y ∈ M para o qual existem redes

(tλ)λ∈Λ ⊂ S e (xλ)λ∈Λ ⊂ M tais que tλ −→F ∞, xλ −→ x e tλxλ −→ y e fixe A ∈ F e

U ,V ∈ O. Segue que existem λ0, λ1, λ2 ∈ Λ tais que tλ ∈ A se λ > λ0, xλ ∈ B(x,U) se λ > λ1

e tλxλ ∈ B(y,V) se λ > λ2. Seja λ3 ∈ Λ tal que se λ3 > λ0, λ3 > λ1 e λ3 > λ2. Então, se

λ > λ3, temos que tλ ∈ A, xλ ∈ B(x,U) e tλxλ ∈ B(y,V). Logo, tλxλ ∈ B(y,V) ∩ AB(x,U)
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se λ > λ3, de modo que y ∈ AB(x,U). Portanto, y ∈ J(x,F). Mostremos, agora, as igual-

dades referentes a J∗(x,F). Se y ∈ J∗(x,F), A ∈ F e U ,V ∈ O, então podemos escolher

x(A,U ,V) ∈ B(y,V) ∩ A∗B(x,U) e t(A,U ,V) ∈ A tais que t(A,U ,V)x(A,U ,V) ∈ B(x,U). Denotando

por t(A,V) = t(A,V,V) e x(A,V) = x(A,V,V), com A ∈ F e V ∈ O, conclúımos a partir do Exem-

plo 1.51 que t(A,V) −→F ∞ e do Corolário 1.34 que x(A,V) −→ y e t(A,V)x(A,V) −→ x. Por

fim, se y é um elemento de M tal que existem redes (tλ)λ∈Λ ⊂ S e (xλ)λ∈Λ ⊂ M tais que

tλ −→F ∞, xλ −→ y e tλxλ −→ x e se a ∈ F e U ,V ∈ O, então existe λ0 ∈ Λ tal que tλ ∈ A,

xλ ∈ B(y,V) e tλxλ ∈ B(x,U) se λ > λ0. Logo, se λ > λ0, então xλ ∈ B(y,V) ∩ A∗B(x,U).

Logo, y ∈ A∗B(x,U) e, portanto, y ∈ J∗(x,F), como queŕıamos demonstrar. 2

Na sequência, apresentamos mais um resultado envolvendo conjuntos limite, prolon-

gamentos e conjuntos limite prolongacionais.

Proposição 1.68. Sejam K um subconjunto compacto de M , U um subconjunto aberto de

M e A um subconjunto de S. Então,

D(K,A) =
⋂
U∈O

AB(K,U), ω(K,F) ⊂ J(K,F) e J(U,F) ⊂ ω(U,F).

Além disso, se F é uma base de filtro, então

J(K,F) =
⋂
F∈F

D(K,F ).

Demonstração: Dado k ∈ K, temos que

D(k,A) =
⋂
U∈O

AB(k,U) ⊂
⋂
U∈O

AB(K,U)

Logo,

D(K,A) =
⋃
k∈K

D(k,A) ⊂
⋂
U∈O

AB(K,U)

Reciprocamente, fixe y ∈ ∩U∈OAB(K,U). Para cada cobertura aberta V ∈ O, existem

tV ∈ A e xV ∈ B(K,V) tais que

tVxV ∈ B(y,V) ∩ AB(K,V)
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Segue da Proposição 1.30 que existem subredes (tVλ)λ∈Λ e (xVλ)λ∈Λ de (tV)V∈O e

(xV)V∈O, respectivamente, tais que xVλ −→ k, para algum k ∈ K, e tVλxVλ −→ y. Por-

tanto, segue da Proposição 1.64 que y ∈ D(k,A) ⊂ D(K,A).

Mostremos, agora, que ω(K,F) ⊂ J(K,F). Sejam y ∈ ω(K,F) e F ∈ F . Segue da

Proposição 1.63 que existem redes (tV)V∈O ⊂ F e (xV)V∈O ⊂ K tais que tVxV −→ y. Como

K é compacto, segue que existe uma subrede (xVλ)λ∈Λ de (xV)V∈O tal que xVλ −→ x, para

algum x ∈ K. Como tVλxVλ −→ y, segue da Proposição 1.65 que y ∈ J(x,F) ⊂ J(K,F).

Agora, sejam y ∈ J(U,F) e F ∈ F . Então, y ∈ J(z,F), para algum z ∈ U . Da

Proposição 1.65, segue que existem redes (tV)V∈O ⊂ F e (xV)V∈O ⊂ M tais que xV −→ z

e tVxV −→ y. Como U é aberto, existe V0 ∈ O tal que xV ∈ U se V > V0, ou seja,

(xV)V>V0 ⊂ U . Como a subrede (tVxV)V>V0 ⊂ FU de (tVxV)V∈O converge a y, conclúımos

que y ∈ FU , de modo que y ∈ ω(U,F). Portanto, J(U,F) ⊂ ω(U,F).

Por fim, suponha que F é uma base de filtro e tome y ∈ J(K,F). Então, existe z ∈ K

tal que y ∈ J(z,F). Assim,

y ∈ J(z,F) =
⋂
F∈F

D(z, F ) ⊂
⋂
F∈F

D(K,F ).

Reciprocamente, suponha que y ∈ D(K,F ), para todo F ∈ F . Então, para cada

F ∈ F , existe kF ∈ K tal que y ∈ D(kF , F ). Como K é compacto, existe uma subrede

(kFλ)λ∈Λ de (kF )F∈F tal que kFλ −→ k, para algum k ∈ K. Mostremos que y ∈ J(k,F). Fixe

F ∈ F e U ∈ O. Tome λ0 ∈ Λ tal que Fλ0 ⊂ F . Então, Fλ ⊂ Fλ0 ⊂ F se λ > λ0. Tome

ainda λ1 ∈ Λ tal que kFλ ∈ B(k,U) se λ > λ1. Tomando λ2 ∈ Λ tal que λ2 > λ0 e λ2 > λ1,

temos que Fλ ⊂ F e kFλ ∈ B(k,U) se λ > λ2. Fixado λ > λ2, tome uma cobertura aberta

Vλ ∈ O tal que B(kFλ ,Vλ) ⊂ B(k,U). Segue que y ∈ FλB(kFλ ,Vλ) ⊂ FB(k,U). Portanto,

y ∈ J(k,F), como queŕıamos demonstrar. 2

1.4 Regiões e domı́nios de atração. Atratores

Nesta seção, apresentamos as definições e os conceitos básicos das regiões de atração,

dos domı́nios de atração e dos atratores para ações de semigrupos.
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Seja S um semigrupo. Suponha que S age em um espaço de Tychonoff M . Sejam F

uma famı́lia de subconjuntos de S e O uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de M .

Começamos apresentando os conceitos de regiões de atração para ações de semigrupos

introduzidos em [18].

Definição 1.69. Seja X um subconjunto de M .

1. A região de F-atração fraca de X é definida por

Aw(X,F) = {x ∈M : Ax ∩ B(X,U) 6= ∅, para quaisquer A ∈ F e U ∈ O}.

2. A região de F-atração de X é definida por

A(X,F) = {x ∈M : para cada U ∈ O, existe A ∈ F tal que Ax ⊂ B(X,U)}.

3. A região de F-atração uniforme fraca de X é definida por

Awu(X,F) = {x ∈M : AB(x,V) ∩ B(X,U) 6= ∅, para quaisquer A ∈ F e U ,V ∈ O}.

4. A região de F-atração uniforme de X é definida por

Au(X,F) =

x ∈M :
para cada U ∈ O, existem A ∈ F e V ∈ O tais que

AB(x,V) ⊂ B(X,U)

 .

A seguir, apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 1.70. (Ações de semigrupos em espaços métricos) Suponha que S age em um

espaço métrico (M,d) e fixe um subconjunto X ⊂M . Devido a (1.9), temos que

Aw(X,F) = {x ∈M : Ax ∩ B(X, ε) 6= ∅, para quaisquer A ∈ F e ε > 0}

A(X,F) = {x ∈M : para cada ε > 0, existe A ∈ F tal que Ax ⊂ B(X, ε)}

Awu(X,F) = {x ∈M : AB(x, δ) ∩ B(X, ε) 6= ∅, para quaisquer A ∈ F e ε, δ > 0}

Au(X,F) =

x ∈M :
para cada ε > 0, existem A ∈ F e δ > 0 tais que

AB(x, δ) ⊂ B(X, ε)

 .

3
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Exemplo 1.71. Seja φ um fluxo cont́ınuo (semifluxo cont́ınuo) em um espaço métrico (M,d).

Para quaisquer t ∈ R (t ∈ R+) e x ∈ M , seja tx = φ(t, x). A região de atração fraca,

a região de atração, a região de atração uniforme fraca e a região de atração

uniforme de X ⊂M com respeito ao fluxo φ são, respectivamente, os conjuntos

Aw(X) =

x ∈M :
existe uma sequência (tn)n∈N ⊂ R+ tal que tn −→ +∞

e lim
n→+∞

d(tnx,X) = 0

 ,

A(X) =

{
x ∈M : lim

t→+∞
d(tx,X) = 0

}
,

Awu(X) =

x ∈M :
existem sequências (tn)n∈N ⊂ R+ e (xn)n∈N ⊂M tais que

tn −→ +∞, xn −→ x e lim
n→+∞

d(tnxn, X) = 0

 ,

Au(X) =

x ∈M :
para todo ε > 0, existem T > 0 e δ > 0 tais que

(T,+∞)B(x, δ) ⊂ B(X, ε)

 .

Seja F = {(t,+∞) : t > 0}. Não é dif́ıcil verificar que Aw(X) = Aw(X,F), A(X) =

A(X,F), Awu(X) = Awu(X,F) e Au(X) = Au(X,F).8 3

Exemplo 1.72. Seja Φ um fluxo n-dimensional em um espaço métrico (M,d). Dado i ∈

{1, . . . , n}, considere o subsemigrupo Si de Rn e a famı́lia Fi de subconjuntos de Si como no

Exemplo 1.38 e denote por (t1, . . . , tn) · x = Φ((t1, . . . , tn), x), com (t1, . . . , tn) ∈ Si e x ∈M ,

o semifluxo n-dimensional em M definido por Si. As regiões de atração de um subconjunto

X ⊂ M referentes ao semifluxo n-dimensional definido por Si com respeito à famı́lia Fi são

8Em [5, 6], Bathia e Szegö não consideram a região de atração uniforme fraca. Esse tipo de região de

atração foi introduzido em [53] para estudar conjuntos controláveis prolongacionais.
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dadas por

Aw(X,Fi) =

x ∈M :
existe uma sequência ((tm1 , . . . , t

m
n ))m∈N ⊂ Si tal que

tmi −→ +∞ e lim
m→+∞

d((tm1 , . . . , t
m
n ) · x,X) = 0

 ,

A(X,Fi) =

{
x ∈M : lim

ti→+∞
d((t1, . . . , tn) · x,X) = 0

}
,

Awu(X,Fi) =

x ∈M :
existem sequências ((tm1 , . . . , t

m
n ))m∈N ⊂ Si e (xm)m∈N tais que

tmi −→ +∞, xm −→ x e lim
m→+∞

d((tm1 , . . . , t
m
n ) · xm, X) = 0

 ,

Au(X,Fi) =

x ∈M :
para todo ε > 0, existem T, δ > 0 tais que

Ai(T )B(x, δ) ⊂ B(X, ε)

 .

Agora, considere o semigrupo S e a famı́lia S de subconjuntos de S como no Exemplo

1.38. As regiões de atração de um subconjunto X ⊂ M referentes à ação de S em M com

respeito à famı́lia F são dadas por

Aw(X,F) =

x ∈M :

existe uma sequência ((tm1 , . . . , t
m
n ))m∈N ⊂ S tal que

tmi −→ +∞, para todo i = 1, . . . , n, e

lim
m→+∞

d((tm1 , . . . , t
m
n ) · x,X) = 0

 ,

A(X,F) =

{
x ∈M : lim

ti→+∞
d((t1, . . . , tn) · x,X) = 0, para todo i = 1, . . . , n,

}
,

Awu(X,F) =

x ∈M :

existem sequências ((tm1 , . . . , t
m
n ))m∈N ⊂ S e (xm)m∈N tais que

tmi −→ +∞, para todo i = 1, . . . , n, xm −→ x e

lim
m→+∞

d((tm1 , . . . , t
m
n ) · xm, X) = 0

 ,

Au(X,F) =

x ∈M :
para todo ε > 0, existem T, δ > 0 tais que

A(T )B(x, δ) ⊂ B(X, ε)

 .

3

Exemplo 1.73. Seja Σ um sistema de controle em uma variedade diferenciável metrizável

M de classe C∞ com métrica d. As regiões de atração Aw(X), A(X), Awu(X) e Au(X)

de X ⊂ M com respeito ao sistema Σ são definidas como sendo as Fctr-regiões de atração

Aw(X,Fctr), A(X,Fctr), Awu(X,Fctr) e Au(X,Fctr) com respeito a ação de SΣ considerando
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a famı́lia Fctr, respectivamente. Não é dif́ıcil verificar que, para qualquer X ⊂M ,

Aw(X) =

x ∈M :
existem sequências (tn)n∈N ⊂ R+ e un ∈ Ucp tais que tn −→ +∞

e lim
n→+∞

d(ϕ(tn, x, un), X) = 0

 ,

A(X) =

{
x ∈M : lim

t→+∞
d(ϕ(t, x, u), X) = 0, para qualquer u ∈ Ucp

}
,

Awu(X) =

x ∈M :
existem sequências (tn)n∈N ⊂ R+, (xn)n∈N ⊂M e un ∈ Ucp

tais que tn −→ +∞, xn −→ x e lim
n→+∞

d(ϕ(tn, xn, un), X) = 0

 ,

Au(X) =

x ∈M :
para todo ε > 0, existem t > 0 e δ > 0 tais que

(SΣ)>tB(x, δ) ⊂ B(X, ε)

 .

3

A próxima proposição apresenta condições suficientes para a invariância das regiões

de atração.

Proposição 1.74. Seja X um subconjunto de M . Suponha que as regiões de atração de X

são não-vazias. Então,

1. Aw(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H3.

2. Aw(X,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H2.

3. A(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H2.

4. A(X,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H3.

5. Awu(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H3.

6. Awu(X,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H2 e a ação de S

em M é aberta.

7. Au(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H2 e a ação de S

em M é aberta.

8. Au(X,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H3.

Demonstração:
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1. Sejam s ∈ S, z ∈ Aw(X,F), A ∈ F e U ∈ O. Pela hipótese H3, temos que existe

B ∈ F tal que B ⊂ As e, assim, Bz ⊂ Asz. Como Bz ∩ B(X,U) 6= ∅, segue que

Asz ∩ B(X,U) 6= ∅ e, portanto, sz ∈ Aw(X,F).

2. Tome y ∈ S∗Aw(X,F), A ∈ F e U ∈ O. Então, existe s ∈ S tal que sy ∈ Aw(X,F).

Por outro lado, segue da hipótese H2 que existe B ∈ F tal que Bs ⊂ A. Logo,

Bsy ⊂ Ay. Como Bsy ∩ B(X,U) 6= ∅, temos que Ay ∩ B(X,U) 6= ∅. Portanto,

y ∈ Aw(X,F).

3. Fixe s ∈ S, z ∈ A(X,F) e U ∈ O. Segue que existe A ∈ F tal que Az ⊂ B(X,U). A

hipótese H2 implica a existência de um B ∈ F tal que Bs ⊂ A. Assim, Bsz ⊂ Az ⊂

B(X,U). Portanto, sz ∈ A(X,F).

4. Se y ∈ S∗A(X,F), então existe s ∈ S tal que sy ∈ A(X,F). Logo, se U ∈ O, existe

A ∈ F tal que Asy ⊂ B(X,U). Por outro lado, segue da hipótese H3 que existe B ∈ F

tal que B ⊂ As. Logo, By ⊂ Asy ⊂ B(X,U) e, portanto, y ∈ A(X,F).

5. Sejam s ∈ S, z ∈ Awu(X,F), A ∈ F e U ,V ∈ O. Pela continuidade da aplicação

µs, existe uma cobertura aberta W ∈ O tal que sB(z,W) ⊂ B(sz,V). Pela hipótese

H3, existe B ∈ F tal que B ⊂ As. Como BB(z,W) ∩ B(X,U) 6= ∅, conclúımos que

AsB(z,W) ∩ B(X,U) 6= ∅ e, assim, AB(sz,V) ∩ B(X,U) 6= ∅. Portanto, temos que

sz ∈ Awu(X,F).

6. Tome y ∈ S∗Awu(X,F), A ∈ F e U ,V ∈ O. Segue das hipóteses que existem s ∈

S, B ∈ F e W ∈ O tais que sy ∈ Awu(X,F), Bs ⊂ A e B(sy,W) ⊂ sB(y,V).

Como BB(sy,W) ∩ B(X,U) 6= ∅, temos que BsB(y,V) ∩ B(X,U) 6= ∅ e, portanto,

AB(y,W) ∩ B(X,U) 6= ∅, ou seja, y ∈ Awu(X,F).

7. Se s ∈ S, z ∈ Au(X,F) e U ∈ O, então existem A ∈ F e W ∈ O tais que AB(z,W) ⊂

B(X,U). Da hipótese H2 e do fato de que a ação de S em M é aberta, segue que

existem B ∈ F e V ∈ O tais que Bs ⊂ A e B(sz,V) ⊂ sB(z,W). Logo, BB(sz,V) ⊂

BsB(z,W) ⊂ AB(z,W) ⊂ B(X,U) e, portanto, sz ∈ Au(X,F).
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8. Fixe y ∈ S∗Au(X,F) e U ∈ O e escolha s ∈ S tal que sy ∈ Au(X,F). Então, existem

A ∈ F e W ∈ O tais que AB(sy,W) ⊂ B(X,U). Segue da continuidade da aplicação

µs que existe uma cobertura aberta V ∈ O tal que sB(y,V) ⊂ B(sy,W) e da hipótese

H3 que existe B ∈ F tal que B ⊂ As. Logo, BB(y,V) ⊂ AsB(y,V) ⊂ AB(sy,W) ⊂

B(X,U). Portanto, y ∈ Au(X,F).

2

A seguir, apresentamos os conceitos de domı́nios de atração para ações de semigrupos

introduzidos em [16, 18].

Definição 1.75. Seja X um subconjunto de M .

1. O domı́nio de F-atração fraca de X é definido por

Atrw(X,F) = {x ∈M : ω(x,F) ∩X 6= ∅}.

2. O domı́nio de F-atração de X é definido por

Atr(X,F) = {x ∈M : ω(x,F) 6= ∅ e ω(x,F) ⊂ X}.

3. O domı́nio de F-atração uniforme fraca de X é definido por

Atrwu(X,F) = {x ∈M : J(x,F) ∩X 6= ∅}.

4. O domı́nio de F-atração uniforme de X é definido por

Atru(X,F) = {x ∈M : J(x,F) 6= ∅ e J(x,F) ⊂ X} .

No que segue, exibimos alguns exemplos.

Exemplo 1.76. Seja φ um fluxo cont́ınuo (semifluxo cont́ınuo) em um espaço métrico (M,d).

Para quaisquer t ∈ R (t ∈ R+) e x ∈M , seja tx = φ(t, x). O domı́nio de atração fraca, o
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domı́nio de atração, o domı́nio de atração uniforme fraca e o domı́nio de atração

uniforme de X ⊂M com respeito ao fluxo φ são, respectivamente, os conjuntos

Atrw(X) = {x ∈M : ω(x) ∩X 6= ∅},

Atr(X) = {x ∈M : ω(x) 6= ∅ e ω(x) ⊂ X},

Atrwu(X) = {x ∈M : J(x) ∩X 6= ∅},

Atru(X) = {x ∈M : J(x) 6= ∅ e J(x) ⊂ X},

É imediato verificar que Atrw(X) = Atrw(X,F), Atr(X) = Atr(X,F), Atrwu(X) =

Atrwu(X,F) e Atru(X) = Atru(X,F), onde F = {(t,+∞) : t > 0}. 3

Exemplo 1.77. Seja Σ um sistema de controle em uma variedade diferenciável metrizável

M de classe C∞ com métrica d. Os domı́nios de atração Atrw(X), Atr(X), Atrwu(X) e

Atru(X) de X ⊂ M com respeito ao sistema Σ são definidas como sendo os Fctr-domı́nios

de atração Atrw(X,Fctr), Atr(X,Fctr), Atrwu(X,Fctr) e Atru(X,Fctr) com respeito a ação de

SΣ considerando a famı́lia Fctr, respectivamente. 3

Com relação à invariância dos domı́nios de atração, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.78. Seja X um subconjunto de M cujos domı́nios de atração são não-vazios.

Então,

1. Atrw(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H3.

2. Atrw(X,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H2.

3. Atr(X,F) é S-invariante se F satisfaz as hipóteses H2 e H3.

4. Atrwu(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H3.

5. Atrwu(X,F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipótese H2 e a ação de S

em M é aberta.

6. Atru(X,F) é S-invariante se F satisfaz as hipóteses H2 e H3 e a ação de S em M é

aberta.
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Demonstração: Para a demonstração dos itens 1, 2 e 3, veja [16, Proposição 2.15]. Provemos

os demais itens. Sejam s ∈ S e z ∈ Atrwu(X,F). Segue que J(z,F) ∩X 6= ∅. A Proposição

1.62 implica que J(sz,F) ∩ X 6= ∅ e, portanto, sz ∈ Atrwu(X,F), o que mostra o item 4.

Para ver o item 5, fixe y ∈ S∗Atrwu(X,F) Então existe s ∈ S tal que sy ∈ Atrwu(X,F).

Isso significa que J(sy,F) ∩ X 6= ∅. Segue da Proposição 1.62 que J(y,F) ∩ X 6= ∅.

Portanto, y ∈ Atrwu(X,F). Por fim, tome s ∈ S e z ∈ Atru(X,F). Então, J(z,F) 6= ∅ e

J(z,F) ⊂ X. Da Proposição 1.62, segue que J(z,F) = J(sz,F), de modo que J(sz,F) 6= ∅

e J(sz,F) ⊂ X. Portanto, sz ∈ Atru(X,F). agora, se y ∈ S∗Atru(X,F), então existe s ∈ S

tal que sy ∈ Atru(X,F). Logo, J(sy,F) 6= ∅ e J(sy,F) ⊂ X. A Proposição 1.62 nos diz que

J(sy,F) = J(y,F). Assim, J(y,F) 6= ∅ e J(y,F) ⊂ X e, portanto, y ∈ Atru(X,F).

2

O próximo resultado nos dá uma relação entre as regiões e os domı́nios de atração de

conjuntos compactos.

Proposição 1.79. Suponha que F é uma base de filtro e que K é um subconjunto compacto

de M . Então, Aw(K,F) = Atrw(K,F), A(K,F) ⊂ Atr(K,F), Awu(K,F) = Atrwu(K,F)

e Au(K,F) ⊂ Atru(K,F). Além disso, se M é localmente compacto e Ax é conexo, para

quaisquer x ∈M e A ∈ F , então A(K,F) = Atr(K,F) e Au(K,F) = Atru(K,F).

Demonstração: Veja [18, Teoremas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8]. 2

Na sequência, apresentamos os conceitos de atratores para ações de semigrupos intro-

duzidos em [12, 16, 18].

Definição 1.80. Seja X um subconjunto de M . Dizemos que X é um

1. F-semiatrator fraco se Aw(X,F) é uma vizinhança de X em M .

2. F-atrator fraco se existe U ∈ O tal que B(X,U) ⊂ Aw(X,F).

3. F-semiatrator se A(X,F) é uma vizinhança de X em M .

4. F-atrator se existe U ∈ O tal que B(X,U) ⊂ A(X,F).
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5. F-semiatrator uniforme fraco se Awu(X,F) é uma vizinhança de X em M .

6. F-atrator uniforme fraco se existe U ∈ O tal que B(X,U) ⊂ Awu(X,F).

7. F-semiatrator uniforme se Au(X,F) é uma vizinhança de X em M .

8. F-atrator uniforme se existe U ∈ O tal que B(X,U) ⊂ Au(X,F).

9. F-atrator fraco global se Aw(X,F) = M .

10. F-atrator global se A(X,F) = M .

11. F-atrator uniforme fraco global se Awu(X,F) = M .

12. F-atrator uniforme global se Au(X,F) = M .

13. F-atrator de Conley se existe uma vizinhança V de X em M tal que ω(V,F) = X.

Alguns esclarecimentos com relação à nomenclatura dos domı́nios e regiões de atração

e dos atratores devem ser feitos. Em [16, 17], os domı́nios de atração são utilizados para

definir atratores e não as regiões de atração. Já em [18], as regiões de atração são utilizadas

para definir os atratores, sendo, contudo, chamadas de domı́nios de atração. Nesta tese,

seguimos a nomenclatura de [37] e utilizamos os termos “região de atração” e “domı́nio

de atração”. Além disso, os conceitos de atratores utilizados em [17] correspondem aos

conceitos de semiatratores da Definição 1.80. O uso da nomenclatura “semiatrator” ainda

não havia sido utilizado no contexto de ações de semigrupos em espaços topológicos, apesar

de ser empregado no caso de fluxos em espaços métricos (veja [5, 6]). Por fim, o conceito de

“atrator de Conley” da Definição 1.80 é conhecido simplesmente como “atrator” na teoria de

Conley (veja [12, 13, 14, 25, 26]). Nesta tese, seguimos a nomenclatura de [8, 19] e utilizamos

o termo “atrator de Conley” para diferenciar os atratores da teoria de Conley dos atratores

da teoria clássica de sistemas dinâmicos em espaços métricos.

Seja X um subconjunto de M . É claro que se existe uma cobertura aberta U ∈ O tal

que B(X,U) ⊂ Aw(X,F), então Aw(X,F) é uma vizinhança de X, ou seja, é claro que X é

um semiatrator fraco se ele é um atrator fraco. A rećıproca desse fato vale para conjuntos

compactos: se K é um subconjunto compacto de M e Aw(K,F) é uma vizinhança de K em
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M , segue do item 2 da Definição 1.18 que existe U ∈ O tal que B(K,U) ⊂ Aw(K,F), ou

seja, K é um atrator fraco se ele é um semiatrator fraco. O mesmo vale para os demais tipos

de atratores.

A seguir, apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 1.81. Seja φ um fluxo cont́ınuo (semifluxo cont́ınuo) em um espaço métrico (M,d).

Para quaisquer t ∈ R (t ∈ R+) e x ∈ M , seja tx = φ(t, x). Seja ainda F a famı́lia de

subconjuntos de R (R+) dada no Exemplo 1.36. A partir dos Exemplos 1.36, 1.57, 1.71

e 1.76, é imediato verificar que os diversos tipos de atratores para o fluxo (semifluxo) φ

coincidem com os respectivos conceitos de F -atratores para a ação de R (R+) em M com

respeito à famı́lia F . 3

Exemplo 1.82. Seja Σ um sistema de controle sobre uma variedade diferenciável M de

classe C∞ cujo conjunto das funções de controle é U = Ucp. Um subconjunto X ⊂ M é

um semiatrator fraco para o sistema Σ (respectivamente um semiatrator para o sistema

Σ, um semiatrator uniforme fraco para o sistema Σ, um semiatrator uniforme para

o sistema Σ) se X é um Fctr-semiatrator fraco (respectivamente um Fctr-semiatrator, um

Fctr-semiatrator uniforme fraco, um Fctr-semiatrator uniforme) para a ação de SΣ em M . Da

mesma forma, X é um atrator fraco para o sistema Σ (respectivamente um atrator para

o sistema Σ, um atrator uniforme fraco para o sistema Σ, um atrator uniforme para o

sistema Σ) se X é um Fctr-atrator fraco (respectivamente um Fctr-atrator, um Fctr-atrator

uniforme fraco, um Fctr-atrator uniforme) para a ação de SΣ em M . Por fim, X é um atrator

de Conley para o sistema Σ se X é um Fctr-atrator de Conley para a ação de SΣ em M . 3

Os seguintes resultados são utilizados ao longo desta tese.

Proposição 1.83. Seja X um subconjunto de M . Então,

1. X é um F-atrator uniforme fraco se X é um F-atrator uniforme.

2. X é um F-atrator se X é um F-atrator uniforme.

3. X é um F-atrator fraco se X é um F-atrator.
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Demonstração: O resultado segue imediatamente das definições de região de atração. 2

Proposição 1.84. Assuma que S é um subsemigrupo de um grupo. Suponha que X é um

F-atrator de Conley que é S-invariante. Então, X é S-invariante isolado.

Demonstração: Veja [19, Proposição 3.9]. 2

1.5 Estabilidade de Lyapunov

Nesta seção, apresentamos os conceitos e os resultados de estabilidade de Lyapunov para

ações de semigrupos necessários aos demais caṕıtulos desta tese. Começamos apresentando

as conceitos de conjuntos estáveis e de conjunto assintoticamente estável (no sentido de

Lyapunov). Em seguida, apresentamos alguns exemplos e resultados que são utilizados nos

demais caṕıtulos desta tese.

Assim como nas seções anteriores, seja S um semigrupo que age em um espaço de

Tychonoff M . Sejam O uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de M e F uma famı́lia

de subconjuntos de S.

Definição 1.85. Seja X um subconjunto de M . Dizemos que X é

1. S-estável se para quaisquer U ∈ O e x ∈ X, existe uma cobertura aberta V ∈ O tal

que SB(x,V) ⊂ B(X,U).

2. S-uniformemente estável se para toda cobertura aberta U ∈ O, existe V ∈ O tal

que SB(X,V) ⊂ B(X,U).

3. S-equiestável se para todo ponto z /∈ X, existe uma cobertura aberta U ∈ O tal que

z /∈ SB(X,U).

4. S-orbitalmente estável se para toda vizinhança U de X em M , existe uma vizinhança

V de X em M tal que SV ⊂ V ⊂ U .

5. F-assintoticamente estável se X é um F-atrator que é S-uniformemente estável.
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Apresentamos na sequência alguns exemplos de conjuntos estáveis.

Exemplo 1.86. (Ações de semigrupos em espaços métricos) Suponha que S age em um

espaço métrico (M,d) e fixe um subconjunto X ⊂ M . É posśıvel reescrever as definições

de conjuntos estáveis, uniformemente estáveis e equiestáveis em termos das ε-vizinhanças de

(M,d). De fato, devido a (1.9), temos que

1. X é S-estável se e somente se para quaisquer ε > 0 e x ∈ X, existe δ > 0 tal que

SB(x, δ) ⊂ B(X, ε).

2. X é S-uniformemente estável se e somente se para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

SB(X, δ) ⊂ B(X, ε).

3. X é S-equiestável se e somente se para todo ponto z /∈ X, existe ε > 0 tal que

z /∈ SB(X, ε). 3

Exemplo 1.87. (Veja [5, 6] e [16, Seção 4]) Seja φ um fluxo cont́ınuo (semifluxo cont́ınuo)

em um espaço métrico (M,d). Para quaisquer t ∈ R (t ∈ R+) e x ∈ M , seja tx = φ(t, x).

Seja ainda F a famı́lia de subconjuntos de R (R+) dada no Exemplo 1.36. Um subconjunto

X ⊂M é

1. estável pelo fluxo (semifluxo) φ se para quaisquer ε > 0 e x ∈ X, existe δ > 0 tal que

R+B(x, δ) ⊂ B(X, ε).

2. uniformemente estável pelo fluxo (semifluxo) φ se para todo ε > 0, existe δ > 0 tal

que R+B(X, δ) ⊂ B(X, ε).

3. equiestável pelo fluxo (semifluxo) φ se para todo z /∈ X, existe ε > 0 tal que z /∈

R+B(X, ε).

4. orbitalmente estável pelo fluxo (semifluxo) φ se para toda vizinhança U de X em

M , existe uma vizinhança V de X em M tal que R+V ⊂ V ⊂ U .

5. assintoticamente estável pelo fluxo (semifluxo) φ se X é um atrator que é estável

pelo fluxo (semifluxo) φ.
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Não é dif́ıcil verificar que os conceitos de conjuntos estáveis definidos para o fluxo

(semifluxo) φ coincidem com os conceitos de conjuntos R+-estáveis para a ação de R+ em

M9 com respeito à famı́lia F . 3

Exemplo 1.88. Seja Σ um sistema de controle sobre uma variedade diferenciável de classe

C∞ cujo conjunto das funções de controle é U = Ucp. Um subconjunto X de M é estável

para o sistema Σ (respectivamente uniformemente estável para o sistema Σ, equiestável

para o sistema Σ, orbitalmente estável para o sistema Σ, assintoticamente estável para

o sistema Σ) se X é SΣ-estável (respectivamente SΣ-uniformemente estável, SΣ-equiestável,

SΣ-orbitalmente estável, Fctr-assintoticamente estável). 3

O seguinte resultado apresenta algumas propriedades básicas de conjuntos estáveis.

Proposição 1.89. 1. Seja X um subconjunto de M . Então, X é S-progressivamente

invariante se X é S-estável e fechado ou S-equiestável.

2. Suponha que K é um subconjunto compacto de M tal que x ∈ Sx, para todo x ∈ K.

Então, K é S-equiestável se e somente se D(K,S) = K.

Demonstração: Veja [16, Proposição 3.1 e Corolário 3.1]. 2

Em [5, 6], Bhatia e Szegö apresentam resultados que relacionam os diversos tipos de

estabilidade de Lyapunov no contexto de fluxos em espaços métricos. No contexto de ações

de semigrupos, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.90. Seja X um subconjunto de M .

1. Suponha que X é compacto. Então, X é S-estável se e somente se X é S-uniformemente

estável.

2. Se X é fechado e S-uniformemente estável, então X é S-equiestável.

9Observe que, mesmo na teoria de fluxos, os conceitos clássicos de estabilidade de Lyapunov são definidos

em termos da ação de R+ em M . Essa ação é obviamente a ação obtida por meio da restrição da ação de R

em M induzida pelo fluxo φ.
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3. Suponha que M é localmente compacto, que X é compacto, que x ∈ Sx, para todo

x ∈ X e que Sx é conexo, para todo x ∈ M . Então, X é S-uniformemente estável se

X é S-equiestável.

4. Suponha que X é compacto. Então, X é S-estável se X é S-orbitalmente estável. A

rećıproca é válida se a ação de S em M é aberta e x ∈ Sx, para todo x ∈ X.

Demonstração: Veja [16, Teoremas 3.2, 3.3 e 3.4] e [37, Proposição 4.15]. 2

Conjuntos estáveis e assintoticamente estáveis também podem ser relacionados com

atratores, como vemos no resultado a seguir.

Proposição 1.91. Seja K um subconjunto compacto de M .

1. Suponha que M é localmente compacto, que Ax é conexo, para quaisquer A ∈ F e

x ∈M , e que F é uma base de filtro de subconjuntos de S que satisfaz a hipótese H3.

(a) Suponha que K é um F-atrator fraco que é S-estável. Então, K é um F-atrator

(e, portanto, K é F-assintoticamente estável).

(b) Suponha que K é F-assintoticamente estável. Então, K é um F-atrator uniforme.

2. Assuma que S é um semigrupo topológico tal que S \ A é compacto, para todo A ∈ F .

Suponha que x ∈ Sx e que Sx é conexo, para todo x ∈ M . Suponha ainda que F é

uma base de filtro livre de subconjuntos de S e que K é S-progressivamente invariante.

(a) Assuma que K é um F-atrator de Conley. Então, K é um F-atrator uniforme

que é S-estável (e, portanto, K é F-assintoticamente estável).

(b) Assuma que K é um F-atrator uniforme. Então, K é F-assintoticamente estável.

Demonstração: Veja [16, Teoremas 3.5 e 3.6] e [19, Proposições 3.3, 3.4 e 3.6]. 2

Por fim, apresentamos uma caracterização de atratores de Conley no contexto de

sistemas de controle.
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Proposição 1.92. Seja Σ um sistema de controle sobre uma variedade diferenciável M de

classe C∞ cujo conjunto de controle U ⊂ Rn é compacto e convexo e cujo conjunto das

funções de controle é Ucp. Suponha que a famı́lia Fctr referente a Σ satisfaz as hipóteses H3

e H4. Então, um subconjunto compacto K ⊂M é um atrator de Conley para o sistema Σ se

e somente se K é um conjunto invariante isolado que é estável para o sistema Σ.

Demonstração: Veja [19, Teorema 4.3]. 2



Caṕıtulo 2

Aplicações que preservam órbitas

Neste caṕıtulo, estudamos o comportamento de conjuntos limite, prolongamentos,

conjuntos limite prolongacionais, atratores e conjuntos estáveis por aplicações que preservam

órbitas. Num primeiro momento, introduzimos o conceito de aplicação que preserva órbitas

e apresentamos algumas de suas propriedades. São apresentados também diversos exemplos

de aplicações que preservam órbitas. Depois, apresentamos os resultados referentes ao com-

portamento de conjuntos limite, prolongamentos, conjuntos limite prolongacionais, atratores

e conjuntos estáveis por aplicações que preservam órbitas, dividindo os resultados em duas

seções: primeiramente, tratando de aplicações cont́ınuas e, depois, tratando de aplicações

uniformemente cont́ınuas. Os resultados apresentados ao longo deste caṕıtulo generalizam

os resultados de [18].

2.1 Conceitos básicos

Nesta seção, introduzimos o conceito de aplicação que preserva órbitas. Apresentamos

as propriedades básicas e exemplos de tais aplicações.

Sejam M e N espaços de Tychonoff munidos de famı́lias admisśıveis de coberturas

abertas OM e ON , respectivamente. Sejam S e T semigrupos tais que S age em M e T age

em N . Seja ainda F uma famı́lia de subconjuntos de S, isto é, F ⊂ P(S), onde P(S) denota

o conjunto das partes de S.

Definição 2.1. Seja p : M −→ N uma aplicação. Dizemos que p preserva as órbitas da

ação de S com relação à ação de T ou simplesmente que p preserva órbitas (quando
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não houver risco de confusão com os semigrupos em questão) se

p(Sx) = T p(x), para todo x ∈M.

Se p preserva órbitas, dizemos que p é uma

1. semiconjugação orbital se p é cont́ınua e sobrejetora.

2. conjugação orbital se p é um homeomorfismo.

3. semiconjugação orbital uniforme se p é uniformemente cont́ınua e sobrejetora.

4. conjugação orbital uniforme se p é um homeomorfismo uniforme.

Note que, se p : M −→ N é uma conjugação orbital, então p−1 preserva as órbitas da

ação de T com relação à ação de S, pois, dado y = p(x) ∈ N ,

p−1(T y) = p−1(T p(x)) = p−1(p(Sx)) = Sx = Sp−1(y).

A seguir, destacamos um tipo especial de aplicação que preserva órbitas.

Definição 2.2. Seja p : M −→ N uma aplicação que preserva órbitas. Seja também ϕ :

P(S) −→ P(T ) uma aplicação. Dizemos que p preserva F com relação à ϕ se

p(Ax) = ϕ(A)p(x), para quaisquer A ∈ F e x ∈M.

Se p preserva F com relação à ϕ, então

1. a famı́lia

Fϕp = {ϕ(A) : A ∈ F}

é chamada famı́lia induzida por ϕ, p e F em T .

2. dizemos que p é uma F-semiconjugação com relação à ϕ se p é cont́ınua e sobre-

jetora.

3. dizemos que p é uma F-conjugação com relação à ϕ se p é um homeomorfismo e

ϕ é bijetora.
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4. dizemos que p é uma F-semiconjugação uniforme com relação à ϕ se p é uni-

formemente cont́ınua e sobrejetora.

5. dizemos que p é uma F-conjugação uniforme com relação à ϕ se p é um homeo-

morfismo uniforme e ϕ é bijetora.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3. (Aplicações S-equivariantes) Seja p : M −→ N uma aplicação. Dizemos que

p é S-equivariante se S = T e

p(sx) = sp(x), para quaisquer s ∈ S e x ∈M.

Dizemos que p é uma

1. S-semiconjugação topológica se p é cont́ınua e sobrejetora.

2. S-conjugação topológica se p é um homeomorfismo.

3. S-semiconjugação topológica uniforme se p é uniformemente cont́ınua e sobreje-

tora.

4. S-conjugação topológica uniforme se p é um homeomorfismo uniforme.

Assuma que p é S-equivariante. É imediato verificar que p preserva as órbitas da ação

de S (em M) com relação à ação de S (em N). Além disso, considerando ϕ = idP(S), isto é,

ϕ : P(S) −→ P(S)

A 7−→ ϕ(A) = A

temos que p preserva F com relação a ϕ e Fϕp = F . 3

Exemplo 2.4. (Translações à direita em grupos topológicos) Seja G um grupo topológico de

Hausdorff com elemento neutro 1. Para cada g ∈ G, a translação à direita por g é a aplicação

Dg : G −→ G definida por Dg(h) = hg, para todo h ∈ G. Para quaisquer g, g′, h ∈ G, temos

que

Dg(g
′h) = (g′h)g = g′(hg) = g′Dg(h).



64 2 Aplicações que preservam órbitas

Considerando em G a ação dada pela multiplicação, temos que Dg é uma G-conjugação

topológica, para todo g ∈ G.

Agora, considere em G a famı́lia admisśıvel de coberturas abertas OV como no Exem-

plo 1.29. Mostremos que, para quaisquer g ∈ G e V ∈ V,

B(x,UV )g ⊂ B(xg,UV ), para todo x ∈ G.

Fixe x, g ∈ G e V ∈ V. Se y ∈ B(x,UV )g, então yg−1 ∈ B(x,UV ). Dáı, existe h ∈ G

tal que yg−1, x ∈ V h. Logo, y, xg ∈ V hg e, dessa forma, y ∈ B(xg,UV ).

Isso significa que as translações à direita Dg, com g ∈ G, são aplicações uniformemente

cont́ınuas. Portanto, considerando em G a ação dada pela multiplicação, as translações à

direita Dg, com g ∈ G, são G-conjugações topológicas uniformes. 3

Exemplo 2.5. (Fluxos invariantes à direita em espaços homogêneos) Seja G um grupo

topológico de Hausdorff. Um fluxo invariante à direita em G é um fluxo cont́ınuo φ

definido em G que comuta com as translações à direita de G, isto é,

φt(hg) = φt(h)g, para quaisquer t ∈ R e g, h ∈ G.

Fluxos invariantes à direita aparecem naturalmente na teoria de Lie (se G é um grupo

de Lie e X é um campo de vetores invariante à direita em G, então o fluxo Xt, com t ∈ R,

associado a X satisfaz Xt(hg) = Xt(h)g, para quaisquer t ∈ R e g, h ∈ G).

Seja φ um fluxo invariante à direita em G. Seja também H um subgrupo fechado de

G e considere o espaço homogêneo G/H com projeção canônica π : G −→ G/H. Então,

φH : R× G/H −→ G/H

(t, π(g)) 7−→ φH(t, π(g)) = π(φ(t, g))

é um fluxo cont́ınuo em G/H. Por construção, segue que π é uma aplicação R-equivariante.

Como π é cont́ınua e aberta, segue que π é uma R-semiconjugação topológica aberta. Agora,

dado g ∈ G, a aplicação

g : G/H −→ G/H (2.1)

π(h) 7−→ g(π(h)) = π(hg)
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é a aplicação induzida em G/H pela translação à direita Dg em G e pela projeção canônica

π. Dessa forma, g é um homeomorfismo de G/H e g ◦ π = π ◦Dg. O fluxo φH comuta com

os homeomorfismos g, ou seja, (φH)t(xg) = (φH)t(x)g, para quaisquer t ∈ R, x ∈ G/H e

g ∈ G. Portanto, os homeomorfismos g são R-conjugações topológicas. 3

Exemplo 2.6. (Ações de subsemigrupos em espaços homogêneos) Seja G um grupo to-

pológico de Hausdorff e seja H um subgrupo fechado de G. Considere o espaço homogêneo

G/H com projeção canônica π : G −→ G/H. Seja S ⊂ G um subsemigrupo de G e

considere a ação natural de S em G/H:

sπ(g) = π(sg), para quaisquer s ∈ S e π(g) ∈ G/H. (2.2)

Note que (2.2) significa que π é uma aplicação S-equivariante. Logo, π é uma S-

semiconjugação topológica aberta. Agora, para cada g ∈ G, considere a aplicação g :

G/H −→ G/H definida em (2.1). Não é dif́ıcil verificar que

g(sπ(h)) = sg(π(h)), para quaisquer s ∈ S e g, h ∈ G.

Portanto, cada aplicação g é uma S-conjugação topológica. 3

Exemplo 2.7. (Fibração equivariante) SejamG um grupo topológico de Hausdorff eH1, H2 ⊂

G dois subgrupos fechados de G tais que H1 é um subgrupo normal de H2. Sejam π1 e π2 as

respectivas projeções canônicas e considere a fibração equivariante

ρ : G/H1 −→ G/H2

π1(g) 7−→ ρ(π1(g)) = π2(g).

1. Seja φ um fluxo invariante à direita em G e considere os fluxos φH1 e φH2 induzidos em

G/H1 e G/H2, respectivamente, como no Exemplo 2.5. Como ρ ◦ π1 = π2, segue que

ρ((φH1)t(π1(g)) = (φH2)t(ρ(π1(g))), para quaisquer t ∈ R e g ∈ G,

de modo que ρ é uma R-semiconjugação topológica aberta.

2. Seja S um subsemigrupo de G e considere as ações naturais de S em G/H1 e G/H2

definidas como em (2.2). Como ρ ◦ π1 = π2, temos que

ρ(sπ1(g)) = sρ(π1(g)), para quaisquer s ∈ S e g ∈ G.
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Portanto, ρ é uma S-semiconjugação topológica aberta. 3

Exemplo 2.8. (Semigrupos de bitransformações) Seja (S,M, T ) um semigrupo de bitrans-

formações. Para cada t ∈ T , a aplicação t : M −→ M definida por t(x) = xt é uma

aplicação S-equivariante cont́ınua. Logo, se T é um grupo, temos que cada aplicação t é uma

S-conjugação topológica. 3

Exemplo 2.9. (Gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0) Seja (X, ‖ · ‖) um

espaço de Banach e seja L(X) a álgebra dos operadores lineares e limitados de X. Seja

S : R+ −→ L(X) um semigrupo de operadores limitados como no Exemplo 1.5. Dizemos

que o semigrupo S é de classe C0 se

lim
t→0+
‖(S(t)− I)x‖ = 0, para todo x ∈ X.

Suponha que S é um semigrupo de classe C0. O operador linear A : D(A) −→ X

definido por

D(A) =

{
x ∈ X : lim

h→0

(
S(h)− I

h

)
x existe

}
e

Ax = lim
h→0

(
S(h)− I

h

)
x, para todo x ∈ D(A),

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo S (veja [22, Definição 1.27]). Em [22,

Proposição 1.29], prova-se que S(t)x ∈ D(A) se x ∈ D(A) e t ∈ R+ e que

AS(t)x = S(t)Ax, para quaisquer x ∈ D(A) e t ∈ R+.

Agora, considere o semifluxo induzido em D(A) pelo semigrupo S, isto é, tx = S(t)x,

para quaisquer x ∈ D(A) e t ∈ R+. Temos que

Atx = tAx, para quaisquer x ∈ D(A) e t ∈ R+.

Portanto, o operador linear A é R+-equivariante. 3

Exemplo 2.10. (Aplicações f -equivariantes) Seja f : S −→ T um homomorfismo sobrejetor

de semigrupos1 e seja p : M −→ N uma aplicação. Dizemos que p é f -equivariante se

p(sx) = f(s)p(x), para quaisquer s ∈ S e x ∈M.

1Como a imagem direta de um semigrupo por um homomorfismo de semigrupos é um semigrupo, não há

perda de generalidade em considerar-se um homomorfismo sobrejetor de semigrupos.
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Dizemos que p é uma

1. f -semiconjugação topológica se p é cont́ınua e sobrejetora.

2. f -conjugação topológica se p é um homeomorfismo e f é um isomorfismo de semi-

grupos.

3. f -semiconjugação topológica uniforme se p é uniformemente cont́ınua e sobreje-

tora.

4. f -conjugação topológica uniforme se p é um homeomorfismo uniforme e f é um

isomorfismo de semigrupos.

Suponha que p é f -equivariante. Não é dif́ıcil provar que

p(Sx) = T p(x), para todo x ∈M.

Ou seja, temos que p preserva as órbitas da ação de S com relação à ação de T . Agora,

seja

ϕ : P(S) −→ P(T )

A 7−→ ϕ(A) = f(A).

Temos que

p(Ax) = f(A)p(x) = ϕ(A)p(x), para quaisquer A ∈ F e x ∈M.

Logo, p preserva F com relação à ϕ e Fϕp = f(F). Além disso, se f é bijetora, então

ϕ é bijetora. Portanto, se p é uma f -conjugação topológica, então p é uma F -conjugação

com relação à ϕ. 3

Exemplo 2.11. Aplicações S-equivariantes podem ser vistas como aplicações f -equivariantes.

De fato, seja p : M −→ N uma aplicação S-equivarinate. Não é dif́ıcil ver que p é uma

aplicação idS-equivariante. 3

Exemplo 2.12. Sejam G um grupo de Lie de dimensão finita com elemento neutro 1 e H

um subgrupo fechado e normal de G e considere sistemas de controle Σ e Σ̃ em G e G/H
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como no Exemplo 1.17.

Considere a seguinte função sobrejetora:

f : SΣ −→ SΣ̃

ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 7−→ f(ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ

u1
t1 ) = ϕ̃untn ◦ · · · ◦ ϕ̃

u1
t1 .

Mostremos que f é um homomorfismo de semigrupos. Para quaisquer u1, u2 ∈ U e

t1, t2 > 0, temos que

f(ϕu2
t2 ◦ ϕ

u1
t1 ) = ϕ̃u2

t2 ◦ ϕ̃
u1
t1 = f(ϕu2

t2 ) ◦ f(ϕu1
t1 ).

Agora, sejam ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 , ϕ

vm
sm ◦ · · · ◦ ϕ

v1
s1
∈ SΣ. Como o conjunto das funções de

controle de Σ é Ucp, segue da Proposição 1.15 que existem u, v ∈ U tais que

ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 = ϕutn+···+t1 e ϕvmsm ◦ · · · ◦ ϕ

v1
s1

= ϕvsn+···+s1 .

Dáı,

f((ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 ) ◦ (ϕvmsm ◦ · · · ◦ ϕ

v1
s1

)) = f(ϕutn+···+t1 ◦ ϕ
v
sn+···+s1)

= f(ϕutn+···+t1) ◦ f(ϕvsn+···+s1)

= f(ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 ) ◦ f(ϕvmsm ◦ · · · ◦ ϕ

v1
s1

),

mostrando que f é um homomorfismo sobrejetor de semigrupos.

Agora, mostremos que π : G −→ G/H é f -equivariante. De (1.6), seque que, para

quaisquer u ∈ U , t ∈ R e gH ∈ G/H,

ϕ̃ut (gH) = ϕ(t, 1, u)gH = ϕ(t, g, u)H.

Logo, para quaisquer u ∈ U , t ∈ R e g ∈ G,

π(ϕut (g)) = ϕ(t, g, u)H = ϕ̃ut (gH) = ϕ̃ut (π(g))

Portanto, para quaisquer g ∈ G e ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 ∈ SΣ,

π(ϕuntn ◦ · · · ◦ ϕ
u1
t1 (g)) = ϕ̃untn ◦ · · · ◦ ϕ̃

u1
t1 (π(g)),

o que significa que π é f -equivariante. 3
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Exemplo 2.13. (Fibrados principais e associados) Aplicações que preservam órbitas apare-

cem de maneira abundante no contexto de fibrados principais e associados. Para ver exemplos

de aplicações cont́ınuas e uniformemente cont́ınuas que preservam órbitas nesse contexto, veja

o Caṕıtulo 3. 3

No que segue, apresentamos alguns resultados básicos que são utilizados ao longo das

demais seções deste caṕıtulo.

Proposição 2.14. Sejam p : M −→ N e ϕ : P(S) −→ P(T ) aplicações. Suponha que p

preserva F com relação à ϕ. Então,

1. p(AX) = ϕ(A)p(X), para quaisquer A ∈ F e X ⊂M .

2. p(A∗X) ⊂ ϕ(A)∗p(X), para quaisquer A ∈ F e X ⊂M .

Demonstração: Sejam A ∈ F e X ⊂M . Então,

p(AX) = p

(⋃
x∈X

Ax

)
=
⋃
x∈X

p(Ax) =
⋃
x∈X

ϕ(A)p(x) = ϕ(A)p(X).

Agora, provemos que p(A∗x) ⊂ ϕ(A)∗p(x), para quaisquer A ∈ F e x ∈ M . Fixe

A ∈ F e x ∈ M e tome y ∈ p(A∗x). Então, y = p(z), com z ∈ A∗x. Seja s ∈ A tal que

sz = x. Logo,

p(x) = p(sz) ∈ p(Az) = ϕ(A)p(z) = ϕ(A)y,

de modo que y ∈ ϕ(A)∗p(x) e p(A∗x) ⊂ ϕ(A)∗p(x). Assim, para quaisquer A ∈ F e X ⊂M ,

temos que

p(A∗X) = p

(⋃
x∈X

A∗x

)
=
⋃
x∈X

p(A∗x) ⊂
⋃
x∈X

ϕ(A)∗p(x) = ϕ(A)∗p(X),

como queŕıamos demonstrar. 2

Com relação a F -conjugações, temos o seguinte resultado.

Proposição 2.15. Sejam p : M −→ N e ϕ : P(S) −→ P(T ) aplicações. Suponha que p é

uma F-conjugação com relação à ϕ. Então, p−1 preserva a famı́lia Fϕp com relação a ϕ−1 e

(Fϕp)ϕ−1p−1 = F .
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Demonstração: Para quaisquer B = ϕ(A) ∈ Fϕp, com A ∈ F , e y = p(x) ∈ N , com x ∈M ,

p−1(By) = p−1(ϕ(A)p(x)) = p−1(p(Ax)) = Ax = ϕ−1(B)p−1(y).

Esse fato conclui a prova. 2

2.2 Aplicações cont́ınuas que preservam órbitas

Nesta seção, apresentamos condições suficientes para que conjuntos limite, prolonga-

mentos, conjuntos limite prolongacionais, domı́nios e regiões de atração, atratores e conjun-

tos estáveis sejam preservados por aplicações cont́ınuas que preservam órbitas. Os resultados

apresentados generalizam os resultados de [18, Seção 4.3].

Aqui, M e N denotam espaços de Tychonoff munidos de famı́lias admisśıveis de co-

berturas abertas OM e ON , respectivamente, S e T denotam semigrupos tais que S age em

M e T age em N , F denota uma famı́lia de subconjuntos de S e ϕ : P(S) −→ P(T ) denota

uma aplicação entre os conjuntos das partes de S e T , respectivamente.

Começamos estudando o comportamento de conjuntos limite, prolongamentos e con-

juntos limite prolongacionais.

Teorema 2.16. Suponha que p : M −→ N é uma aplicação cont́ınua que preserva F com

relação à ϕ. Então, para todo subconjunto X ⊂M ,

1. p(ω(X,F)) ⊂ ω(p(X),Fϕp) e p(ω∗(X,F)) ⊂ ω∗(p(X),Fϕp).

2. p(J(X,F)) ⊂ J(p(X),Fϕp) e p(J∗(X,F)) ⊂ J∗(p(X),Fϕp).

3. p(D(X,A)) ⊂ D(p(X), ϕ(A)) e p(D∗(X,A)) ⊂ D∗(p(X), ϕ(A)), para todo subconjunto

não-vazio A ⊂ S.

Demonstração: Segue da Proposição 2.14 que

p(ω(X,F)) = p

(⋂
A∈F

AX

)
⊂
⋂
A∈F

p(AX) =
⋂
A∈F

p(AX) =
⋂
A∈F

ϕ(A)p(X)

= ω(p(X),Fϕp).
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e que

p(ω∗(X,F)) = p

(⋂
A∈F

A∗X

)
⊂
⋂
A∈F

p(A∗X) =
⋂
A∈F

p(A∗X) ⊂
⋂
A∈F

ϕ(A)∗p(X)

= ω∗(p(X),Fϕp).

Isso prova o item 1. Agora, sejam z ∈ J(X,F), ϕ(A) ∈ Fϕp e U ∈ ON . Tome

x ∈ X de modo que z ∈ J(x,F). Segue da continuidade de p que existe V ∈ OM tal que

p(B(x,V)) ⊂ B(p(x),U). Logo,

p(z) ∈ p(AB(x,V)) ⊂ p(AB(x,V)) = ϕ(A)p(B(x,V)) ⊂ ϕ(A)B(p(x),U).

Portanto, p(z) ∈ J(p(x),Fϕp) ⊂ J(p(X),Fϕp). Analogamente, prova-se a inclusão

para o conjunto limite regressivo prolongacional. Por fim, o item 3 é consequência imediata

do item 2, uma vez que D(X,A) = J(X, {A}) e D∗(X,A) = J∗(X, {A}). 2

Na sequência, apresentamos condições suficientes para que se verifiquem as igualdades

no Teorema 2.16.

Corolário 2.17. Suponha que p : M −→ N é uma F-conjugação com relação à ϕ. Então,

para todo subconjunto X ⊂M ,

1. p(ω(X,F)) = ω(p(X),Fϕp) e p(ω∗(X,F)) = ω∗(p(X),Fϕp).

2. p(J(X,F)) = J(p(X),Fϕp) e p(J∗(X,F)) = J∗(p(X),Fϕp).

3. p(D(X,A)) = D(p(X), ϕ(A)) e p(D∗(X,A)) = D∗(p(X), ϕ(A)), para todo A ⊂ S.

Demonstração: Como p é uma F -conjugação com relação à ϕ, segue da Proposição 2.15 que

p−1 preserva Fϕp com relação à ϕ−1 e que (Fϕp)ϕ−1p−1 = F . Logo, segue do Teorema 2.16

que

p−1(ω(p(X),Fϕp)) ⊂ ω(p−1(p(X)), (Fϕp)ϕ−1p−1) ⊂ ω(X,F).

Portanto, ω(p(X),Fϕp) ⊂ p(ω(X,F)). De maneira análoga prova-se as demais igual-

dades. 2
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Teorema 2.18. Suponha que M é compacto e que F é uma base de filtro. Seja p : M −→ N

uma aplicação cont́ınua que preserva F com relação à ϕ e seja X um subconjunto de M .

Então,

p(ω(X,F)) = ω(p(X),Fϕp).

Além disso, se p é aberta, então

p(J(X,F)) = J(p(X),Fϕp).

Demonstração: Inicialmente, note que

ω(p(X),Fϕp) =
⋂
A∈F

ϕ(A)p(X) =
⋂
A∈F

p(AX). (2.3)

Logo, dado y ∈ ω(p(X),Fϕp), então, para cada A ∈ F ,

y = p(xA), com xA ∈ AX.

Como M é compacto e F é uma base de filtro de subconjuntos de S, existe uma

subrede (xAλ)λ∈Λ de (xA)A∈F em M tal que xAλ −→ x em M . Agora, fixe A ∈ F . Tome

λ0 ∈ Λ tal que Aλ0 ⊂ A. Assim, se λ > λ0,

xAλ ∈ AλX ⊂ Aλ0X ⊂ AX.

Dessa forma, x ∈ AX. Pela arbitrariedade de A, segue que x ∈ ω(X,F). Como

p(xAλ) = y, para todo λ ∈ Λ, e p é cont́ınua, segue que

y = p(x) ∈ p(ω(X,F))

e ω(p(X),Fϕp) ⊂ p(ω(X,F)). Como a outra inclusão já foi demonstrada, segue a igualdade.

Agora, suponha que p é aberta. Mostremos que p(J(X,F)) = J(p(X),Fϕp). Note que

só resta mostrar que J(p(X),Fϕp) ⊂ p(J(X,F)). Para isso, seja x ∈ X. Afirmamos que

J(p(x),Fϕp) =
⋂
U∈OM

⋂
A∈F

ϕ(A)p(B(x,U)) =
⋂
U∈OM

⋂
A∈F

p(AB(x,U)). (2.4)

Com efeito, a segunda igualdade em (2.4) ocorre devido as hipóteses sobre a aplicação

p, da mesma forma como em (2.3). Agora, tome y ∈ J(p(x),Fϕp) e fixe A ∈ F e U ∈ OM .
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Como p é uma aplicação aberta, existe uma cobertura aberta V ∈ ON tal que B(p(x),V) ⊂

p(B(x,U)). Assim,

y ∈ ϕ(A)B(p(x),V) ⊂ ϕ(A)p(B(x,U)).

Por outro lado, seja y ∈ M tal que y ∈ ϕ(A)p(B(x,U)), para quaisquer A ∈ F e

U ∈ OM . Fixe A ∈ F e W ∈ ON . Da continuidade de p, segue que existe uma cobertura

aberta V ∈ OM tal que p(B(x,V)) ⊂ B(p(x),W). Portanto,

y ∈ ϕ(A)p(B(x,V)) ⊂ ϕ(A)B(p(x),W),

de modo que y ∈ J(p(x),Fϕp). Agora, mostremos que J(p(x),Fϕp) ⊂ p(J(x,F)). Seja

y ∈ J(p(x),Fϕp). Para cada A ∈ F e U ∈ OM , temos de (2.4) que

y = p(z(A,U))(A,U)∈F×OM , com z(A,U) ∈ AB(x,U).

Como M é compacto, existe uma subrede (z(Aλ,Uλ))λ∈Λ de (z(A,U))(A,U)∈F×OM em M

tal que z(Aλ,Uλ) −→ z em M . Agora, fixe A ∈ F e U ∈ OM e tome λ0 ∈ Λ tal que Aλ ⊂ A e

Uλ 6 U , se λ > λ0. Então, se λ > λ0,

z(Aλ,Uλ) ∈ AλB(x,Uλ) ⊂ AB(x,U),

de maneira que z ∈ AB(x,U) e, assim, z ∈ J(x,F). Como p(z(Aλ,Uλ)) = y, para todo λ ∈ Λ,

e p é cont́ınua, segue que p(z) = y. Dáı,

y = p(z) ∈ p(J(x,F)),

de modo que J(p(x),Fϕp) ⊂ p(J(x,F)). Dessa forma, temos que

J(p(X),Fϕp) =
⋃
x∈X

J(p(x),Fϕp) ⊂
⋃
x∈X

p(J(x,F)) = p(J(X,F)),

como queŕıamos demonstrar. 2

Como consequência, temos o seguinte resultado para prolongamentos.

Corolário 2.19. Suponha que M é compacto. Seja p : M −→ N uma aplicação cont́ınua e

aberta que preserva F com relação à ϕ, seja X um subconjunto de M e seja A um subconjunto

não-vazio de S. Então,

p(D(X,A)) = D(p(X), ϕ(A)).
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Demonstração: Basta ver que D(X,A) = J(X, {A}) e que a famı́lia {A} é uma base de filtro

e aplicar o Teorema 2.18. 2

Agora, apresentamos resultados sobre o comportamento de domı́nios e regiões de

atração por aplicações que preservam órbitas.

Teorema 2.20. Seja p : M −→ N uma aplicação cont́ınua que preserva F com relação à ϕ

e seja X um subconjunto de M . Então,

1. p(Atrw(X,F)) ⊂ Atrw(p(X),Fϕp) e p(Atrwu(X,F)) ⊂ Atrwu(p(X),Fϕp).

2. p(Atr(X,F)) ⊂ Atr(p(X),Fϕp) se M é compacto.

3. p(Atru(X,F)) ⊂ Atru(p(X),Fϕp) se M é compacto e p é aberta.

Demonstração: Seja z ∈ Atrw(X,F). Então, ω(z,F) ∩ X 6= ∅ e p(ω(z,F) ∩ X) 6= ∅. Por

outro lado, segue do Teorema 2.16 que

p(ω(z,F) ∩X) ⊂ p(ω(z,F)) ∩ p(X) ⊂ ω(p(z),Fϕp) ∩ p(X).

Logo, ω(p(z),Fϕp)∩ p(X) 6= ∅ e p(z) ∈ Atrw(p(X),Fϕp). Portanto, p(Atrw(X,F)) ⊂

Atrw(p(X),Fϕp). O caso uniforme fraco é análogo.

Agora, suponha que M é compacto e tome z ∈ Atr(X,F). Então, ω(z,F) 6= ∅

e ω(z,F) ⊂ X. Dáı, p(ω(z,F)) 6= ∅ e p(ω(z,F)) ⊂ p(X). Logo, o Teorema 2.18 im-

plica que ω(p(z),Fϕp) 6= ∅ e ω(p(z),Fϕp) ⊂ p(X), de maneira que p(z) ∈ Atr(p(X),Fϕp)

e p(Atr(X,F)) ⊂ Atr(p(X),Fϕp). Assumindo que p é aberta, uma argumentação análoga

permite demonstrar o caso uniforme. 2

Teorema 2.21. Seja p : M −→ N uma F-conjugação com relação à ϕ e seja X um subcon-

junto de M . Então,

p(Atrw(X,F)) = Atrw(p(X),Fϕp), p(Atrwu(X,F)) = Atrwu(p(X),Fϕp)

p(Atr(X,F)) = Atr(p(X),Fϕp) e p(Atru(X,F)) = Atru(p(X),Fϕp).
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Demonstração: Como p é um homeomorfismo, temos que

ω(z,F) ∩X 6= ∅ se e somente se p(ω(z,F)) ∩ p(X) 6= ∅, para todo z ∈M.

Além disso, segue do Corolário 2.17 que

p(ω(z,F)) ∩ p(X) 6= ∅ se e somente se ω(p(z),Fϕp) ∩ p(X), para todo z ∈M.

Logo,

ω(z,F) ∩X 6= ∅ se e somente se ω(p(z),Fϕp) ∩ p(X), para todo z ∈M.

Isso implica que p(Atrw(X,F)) = Atrw(p(X),Fϕp). Os demais casos podem ser veri-

ficados de maneira análoga. 2

Com relação as regiões de atração, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.22. Seja p : M −→ N uma aplicação cont́ınua que preserva F com relação à ϕ

e seja K um subconjunto compacto de M . Então,

p(Aw(K,F)) ⊂ Aw(p(K),Fϕp), p(A(K,F)) ⊂ A(p(K),Fϕp)

e p(Awu(K,F)) ⊂ Awu(p(K),Fϕp).

Além disso, se p é aberta, então p(Au(K,F)) ⊂ Au(p(K),Fϕp).

Demonstração: Fixe z ∈ Aw(K,F), U ∈ ON e ϕ(A) ∈ Fϕp. Temos que p−1(B(p(K),U)) é

uma vizinhança de K em M . Como K é compacto, existe uma cobertura aberta V ∈ OM tal

que B(K,V) ⊂ p−1(B(p(K),U)), de maneira que p(B(K,V)) ⊂ B(p(K),U). Por outro lado,

como z ∈ Aw(K,F), temos que Az ∩ B(K,V) 6= ∅. Dáı,

∅ 6= p(Az ∩ B(K,V)) ⊂ p(Az) ∩ p(B(K,V)) ⊂ ϕ(A)p(z) ∩ B(p(K),U).

Logo, p(z) ∈ Aw(p(K),Fϕp) e p(Aw(X,F)) ⊂ Aw(p(K),Fϕp). Agora, fixe z ∈ A(K,F)

e U ∈ ON . Tome uma cobertura aberta V ∈ OM tal que p(B(K,V)) ⊂ B(p(K),U). Uma vez

que z ∈ A(K,F), existe A ∈ F tal que Az ⊂ B(K,V). Logo,

ϕ(A)p(z) = p(Az) ⊂ p(B(K,V)) ⊂ B(p(K),U),
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de modo que p(z) ∈ A(p(K),Fϕp) e p(A(K,F)) ⊂ A(p(K),Fϕp). Para mostrar que p(Awu(K,F)) ⊂

Awu(p(K),Fϕp), fixe z ∈ Awu(K,F), U ,V ∈ ON e ϕ(A) ∈ Fϕp. Segue da continui-

dade de p que existem coberturas abertas U ′,V ′ ∈ OM tais que p(B(z,V ′)) ⊂ B(p(z),V)

e p(B(K,U ′)) ⊂ B(p(K),U). Então,

∅ 6= p(AB(z,V ′) ∩ B(K,U ′)) ⊂ p(AB(z,V ′)) ∩ p(B(K,U ′))

⊂ ϕ(A)p(B(z,V ′)) ∩ p(B(K,U ′)) ⊂ ϕ(A)B(p(z),V) ∩ B(p(K),U),

mostrando que p(z) ∈ Awu(p(K),Fϕp) e, portanto, p(Awu(K,F)) ⊂ Awu(p(K),Fϕp). Por fim,

suponha que p é aberta e fixe z ∈ Au(K,F) e U ∈ ON . Sejam A ∈ F e U ′,V ′ ∈ OM tais que

p(B(K,U ′)) ⊂ B(p(K),U) e AB(z,V ′) ⊂ B(K,U ′) e V ∈ ON tal que B(p(z),V) ⊂ p(B(z,V ′)).

Então,

ϕ(A)B(p(z),V) ⊂ ϕ(A)p(B(z,V ′)) = p(AB(z,V ′)) ⊂ p(B(K,U ′)) ⊂ B(p(K),U).

Portanto, p(Au(K,F)) ⊂ Au(p(K),Fϕp). 2

O seguinte resultado é uma consequência do Teorema 2.22.

Corolário 2.23. Seja p : M −→ N uma F-conjugação com relação à ϕ e K um subconjunto

compacto de M . Então,

p(Aw(K,F)) = Aw(p(K),Fϕp), p(A(K,F)) = A(p(K),Fϕp),

p(Awu(K,F)) = Awu(p(K),Fϕp) e p(Au(K,F)) = Au(p(K),Fϕp).

Demonstração: Segue da Proposição (2.15) e do Teorema 2.22 que

p−1(Aw(p(K),Fϕp)) ⊂ Aw(p−1(p(K)), (Fϕp)ϕ−1p−1) = Aw(K,F).

Logo, Aw(p(K),Fϕp) ⊂ p(Aw(K,F)). Como a outra inclusão já foi demonstrada,

segue que p(Aw(K,F)) = Aw(p(K),Fϕp). A demonstração das igualdades para as demais

regiões de atração é análoga. 2

O próximo teorema descreve o comportamento de atratores por aplicações que preser-

vam órbitas.
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Teorema 2.24. Seja p : M −→ N uma aplicação cont́ınua e aberta que preserva F com

relação à ϕ e seja K um subconjunto compacto de M . Então,

1. p(K) é um Fϕp-atrator fraco se K é um F-atrator fraco.

2. p(K) é um Fϕp-atrator se K é um F-atrator.

3. p(K) é um Fϕp-atrator uniforme fraco se K é um F-atrator uniforme fraco.

4. p(K) é um Fϕp-atrator uniforme se K é um F-atrator uniforme.

Demonstração: Vamos demonstrar somente o item 1, pois os demais itens seguem de maneira

análoga. Se K é um F -atrator fraco, então existe uma cobertura aberta U ∈ OM tal que

B(K,U) ⊂ Aw(K,F). Como p(K) é compacto, existe uma cobertura aberta V ∈ ON tal que

B(p(K),V) ⊂ p(B(K,U)). Logo, segue do Teorema 2.22 que

B(p(K),V) ⊂ p(B(K,U)) ⊂ p(Aw(K,F)) ⊂ Aw(p(K),Fϕp),

e, portanto, p(K) é um Fϕp-atrator fraco. 2

Para uma F -conjugação com relação à ϕ, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.25. Seja p : M −→ N uma F-conjugação com relação à ϕ e K um subconjunto

compacto de M . Então,

1. K é um F-atrator fraco se e somente se p(K) é um Fϕp-atrator fraco.

2. K é um F-atrator se e somente se p(K) é um Fϕp-atrator.

3. K é um F-atrator uniforme fraco se e somente se p(K) é um Fϕp-atrator uniforme

fraco.

4. K é um F-atrator uniforme se e somente se p(K) é um Fϕp-atrator uniforme.

Demonstração: Novamente, vamos demonstrar somente o item 1, visto que os demais itens

podem ser demonstrados de maneira semelhante. Se p(K) é um Fϕp-atrator fraco, segue da

Proposição 2.15 e do Teorema 2.24 que p−1(p(K)) = K é um (Fϕp)ϕ−1p−1 = F -atrator fraco.
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Portanto, K é um F -atrator fraco se e somente se p(K) é um Fϕp-atrator fraco. 2

Por fim, apresentamos resultados envolvendo o comportamento de conjuntos estáveis

por aplicações que preservam órbitas.

Teorema 2.26. Seja p : M −→ N uma aplicação cont́ınua e aberta que preserva F com

relação à ϕ e seja K um subconjunto compacto de M . Suponha que M é compacto, que

ϕ(S) = T , que x ∈ Sx, para todo x ∈ K, e que K é S-equiestável. Então, p(K) é T -

equiestável.

Demonstração: Como K é S-equiestável, segue da Proposição 1.89 que D(K,S) = K. Logo,

do Corolário 2.19, temos que

D(p(K), T ) = D(p(K), ϕ(S)) = p(D(K,S)) = p(K).

Utilizando novamente a Proposição 1.89, conclúımos que p(K) é T -equiestável. 2

Teorema 2.27. Seja p : M −→ N uma conjugação orbital e seja K um subconjunto compacto

de M . Então, K é S-equiestável se e somente se p(K) é T -equiestável.

Demonstração: Suponha que K é S-equiestável e tome y /∈ p(K). Seja x ∈ M tal que

p(x) = y. Segue que x /∈ K. Da S-equiestabilidade de K, segue que existe uma cobertura

aberta U ∈ OM tal que x /∈ SB(K,U). Logo, y /∈ p(SB(K,U)). Assim,

y /∈ p(SB(K,U)) = p(SB(K,U)) = T p(B(K,U)) = T B(p(K), p(U)),

onde p(U) = {p(U) : U ∈ U} (veja a Proposição 1.23). Como p(K) é compacto, existe

uma cobertura aberta V ∈ ON tal que B(p(K),V) ⊂ B(p(K), p(U)). Logo, T B(p(K),V) ⊂

T B(p(K), p(U)), de modo que y /∈ T B(p(K),V), ou seja, p(K) é T -equiestável.

Reciprocamente, suponha que p(K) é T -equiestável. Como p é uma conjugação orbi-

tal, segue que p−1 também o é. Sendo p(K) compacto, um racioćınio semelhante ao anterior

mostra que p−1(p(K)) = K é S-equiestável. 2
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Teorema 2.28. Seja p : M −→ N uma aplicação cont́ınua e aberta que preserva órbitas e

sejam X e K subconjuntos de M , com K compacto. Então,

1. p(X) é T -orbitalmente estável se K é S-orbitalmente estável.

2. p(K) é T -estável se K é S-estável.

Além disso, se p preserva F com relação à ϕ, então

3. p(K) é Fϕp-assintoticamente estável se K e F-assintoticamente estável.

Demonstração: Seja U uma vizinhança de p(X) em N . Então, p−1(U) é uma vizinhança de

X em M . Como X é S-orbitalmente estável, existe uma vizinhança V de X em M tal que

SV ⊂ V ⊂ p−1(U). Logo,

T p(V ) = p(SV ) ⊂ p(V ) ⊂ p(p−1(U)) ⊂ U.

Como p é aberta, segue que p(V ) é uma vizinhança de p(X) em N e, portanto, p(X) é

T -orbitalmente estável. Para provar o item 2, suponha queK é S-estável e fixe uma cobertura

aberta U ∈ ON . Tome uma cobertura aberta U ′ ∈ OM tal que p(B(K,U ′)) ⊂ B(p(K),U).

Como K é S-estável, existe uma cobertura aberta U ′′ ∈ OM tal que SB(K,U ′′) ⊂ B(K,U ′),

de forma que

T p(B(K,U ′′)) = p(SB(K,U ′′)) ⊂ p(B(K,U ′)) ⊂ B(p(K),U).

Agora, seja V ∈ ON tal que B(p(K),V) ⊂ p(B(K,U ′′)). Então,

T B(p(K),V) ⊂ T p(B(K,U ′′)) ⊂ B(p(K),U),

o que mostra que p(K) é T -estável. Por fim, o item 3 é uma consequência imediata do item

2 e do item 2 do Teorema 2.24. 2

No caso de uma conjugação orbital, o comportamento de conjuntos orbitalmente

estáveis, estáveis e assintoticamente estáveis é descrito pelo resultado a seguir.

Corolário 2.29. Seja p : M −→ N uma conjugação orbital e sejam X e K subconjuntos de

M , com K compacto. Então,
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1. X é S-orbitalmente estável se e somente se p(X) é T -orbitalmente estável.

2. K é S-estável se e somente se p(K) é T -estável.

Além disso, se p é uma F-conjugação com relação à ϕ, então

3. K é F-assintoticamente estável se e somente se p(K) é Fϕp-assintoticamente estável.

Demonstração: Temos que p−1 é uma conjugação orbital. Logo, segue do Teorema 2.28 que

p−1(p(X)) = X é T -orbitalmente estável se X é S-orbitalmente estável. Isso prova o item 1.

Os demais itens podem ser demonstrados de forma análoga. 2

2.3 Aplicações uniformemente cont́ınuas que preservam

órbitas

Na seção anterior, analisamos o comportamento de conjuntos limite, prolongamentos,

conjuntos limite prolongacionais, domı́nios e regiões de atração, atratores e conjuntos estáveis

por aplicações cont́ınuas que preservam órbitas. É posśıvel melhorar alguns desses resultados

considerando aplicações uniformemente cont́ınuas. A seguir, apresentamos resultados nessa

direção. Os resultados apresentados generalizam os resultados de [18, Seção 4.2].

Assim como na seção anterior, M e N denotam espaços de Tychonoff munidos de

famı́lias admisśıveis de coberturas abertas OM e ON , respectivamente, S e T denotam semi-

grupos tais que S age em M e T age em N , F denota uma famı́lia de subconjuntos de S e

ϕ : P(S) −→ P(T ) denota uma aplicação entre os conjuntos das partes de S e T , respecti-

vamente.

Nos Teoremas 2.22 e 2.28, apresentamos resultados sobre o comportamento das regiões

de atração e de conjuntos estáveis por aplicações que preservam órbitas. Um elemento chave

na argumentação foi que, se p : M −→ N é uma aplicação cont́ınua e K é um subconjunto

compacto de M , então para cada cobertura aberta U ∈ ON , existe uma cobertura aberta

V ∈ OM tal que

p(B(K,V)) ⊂ B(p(K),U). (2.5)
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De fato, para uma cobertura aberta U ∈ ON , temos que p−1(B(p(K),U)) é uma

vizinhança de K em M . Dáı, a compacidade de K e a continuidade de p implicam a

existência de uma cobertura aberta V ∈ OM tal que B(K,V) ⊂ p−1(B(p(K),U)), de modo

que p(B(K,V)) ⊂ B(p(K),U).

No caso de aplicações uniformemente cont́ınuas, podemos obter uma expressão seme-

lhante a (2.5) sem precisar assumir que K é um conjunto compacto. De fato, foi provado na

Proposição 1.25 que para qualquer cobertura aberta U ∈ ON , existe uma cobertura aberta

V ∈ OM tal que f(B(X,V)) ⊂ B(f(X),U), para todo X ⊂M .

Logo, seguindo uma argumentação análoga à utilizada nos Teoremas 2.22 e 2.28 e

considerando a Proposição 1.25, podemos obter os seguintes resultados.

Teorema 2.30. Seja p : M −→ N uma aplicação uniformemente cont́ınua que preserva F

com relação à ϕ e seja X ⊂M . Então,

p(Aw(X,F)) ⊂ Aw(p(X),Fϕp), p(A(X,F)) ⊂ A(p(X),Fϕp)

e p(Awu(X,F)) ⊂ Awu(p(X),Fϕp).

Além disso, se p é aberta, então p(Au(X,F)) ⊂ Au(p(X),Fϕp).

Teorema 2.31. Seja p : M −→ N uma aplicação uniformemente cont́ınua e aberta que

preserva órbitas e seja X um subconjunto S-estável de M . Então, p(X) é T -estável.

Teorema 2.32. Seja p : M −→ N uma aplicação uniformemente cont́ınua e aberta que

preserva órbitas e seja X um subconjunto S-uniformemente estável de M tal que p(X) é

compacto em N . Então, p(X) é T -uniformemente estável.

Teorema 2.33. Seja p : M −→ N uma conjugação orbital uniforme e seja X um subconjunto

de M . Então, X é S-uniformemente estável se e somente se p(X) é T -uniformemente

estável.

Como consequência, temos os seguintes resultados sobre regiões de atração e atratores.

Corolário 2.34. Seja p : M −→ N uma F-conjugação uniforme com relação à ϕ e X um

subconjunto de M . Então,

p(Aw(X,F)) = Aw(p(X),Fϕp), p(A(X,F)) = A(p(X),Fϕp),

p(Awu(X,F)) = Awu(p(X),Fϕp) e p(Au(X,F)) = Au(p(X),Fϕp).
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Demonstração: Tendo em vista o Teorema 2.30, a demonstração deste resultado é análoga à

demonstração do Corolário 2.23. 2

Teorema 2.35. Seja p : M −→ N uma aplicação uniformemente cont́ınua que preserva F

com relação à ϕ e seja X um subconjunto de M tal que p(X) é compacto em N . Então,

1. p(X) é um Fϕp-atrator fraco se X é um F-atrator fraco.

2. p(X) é um Fϕp-atrator se X é um F-atrator.

3. p(X) é um Fϕp-atrator uniforme fraco se X é um F-atrator uniforme fraco.

4. p(X) é um Fϕp-atrator uniforme se X é um F-atrator uniforme.

Demonstração: A demonstração deste resultado é análoga à demonstração do Teorema 2.24,

uma vez que é válido o Teorema 2.30. 2

Por fim, o Teorema 2.31 implica o seguinte resultado sobre conjuntos estáveis.

Corolário 2.36. Seja p : M −→ N uma conjugação orbital uniforme e seja X um subcon-

junto de M . Então, X é S-estável se e somente se p(X) é T -estável.



Caṕıtulo 3

Estabilidade de Lyapunov em fibrados

principais e associados

Neste caṕıtulo, apresentamos resultados sobre estabilidade de Lyapunov para ações de

semigrupos em fibrados principais e associados. Na primeira seção, fixamos a notação básica

da teoria de ações de semigrupos em fibrados principais e associados, demonstramos alguns

resultados básicos que são úteis ao estudo de estabilidade de Lyapunov e atração em fibrados

principais e associados e introduzimos o conceito dos semigrupos Hq, mostrando como esses

semigrupos se relacionam com os semigrupos Sq que já são conhecidos na literatura. Na

segunda seção, os resultados mais importantes são apresentados. Começamos com resultados

sobre estabilidade de Lyapunov e atração em um fibrado principal. Depois, consideramos

um fibrado associado e apresentamos resultados sobre estabilidade de Lyapunov e atração no

espaço total, na fibra t́ıpica e nas fibras do fibrado associado em questão.

As notações e os conceitos básicos de fibrados principais e associados utilizadas neste

caṕıtulo podem ser encontrados no Apêndice A.

3.1 Ações de semigrupos em fibrados

Nesta seção, consideramos a ação de um semigrupo no espaço total de um fibrado

principal e, a partir dela, constrúımos ações no espaço base e nos fibrados associados ao

fibrado principal em questão.

Seja ξ = (Q, π,B) um G-fibrado principal e seja ξ[F ] = (E, πE, B) um fibrado associ-
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ado a ξ com fibra t́ıpica F . Seja S um semigrupo que age em Q tal que

s(qg) = (sq)g, para quaisquer s ∈ S, q ∈ Q e g ∈ G.1 (3.1)

A condição (3.1) permite definir uma ação de S em B a partir da ação de S em Q.

De fato, dados s ∈ S e b ∈ B, defina

sb = π(sq), onde b = π(q), com q ∈ Q. (3.2)

Se π(q1) = π(q2), existe g ∈ G tal que q2 = q1g e, assim,

sq2 = s(q1g) = (sq1)g,

de modo que π(sq1) = π(sq1), ou seja, sπ(q1) = sπ(q2), o que significa que a ação de S em B

dada em (3.2) está bem definida.

Devido a (3.1), temos também que a ação de S em Q induz uma ação de S em E, da

seguinte forma:

s[q, v] = [sq, v], onde s ∈ S e [q, v] ∈ E. (3.3)

Se [q1, v1] = [q2, v2], então existe g ∈ G tal que q2 = q1g e v2 = g−1v1. Dáı, dado s ∈ S,

sq2 = s(q1g) = (sq1)g,

de forma que (sq1, v1) ∼ (sq2, v2) e, assim,

s[q1, v1] = [sq1, v1] = [sq2, v2] = s[q2, v2],

ou seja, a ação de S em E dada em (3.3) está bem definida.

Através da ação de S em Q, podemos ainda construir ações nas fibras π−1
E (b), com

b ∈ B, e na fibra t́ıpica F . Sejam q ∈ Q e b ∈ B tais que π(q) = b. Em [11], considera-se o

conjunto

Sq = Sq ∩ π−1(b).

Através da identificação de G com π−1(b) via o homeomorfismo dado em (A.11), Sq
pode ser visto como o seguinte subconjunto de G:

Sq = {g ∈ G : existe s = s(g) ∈ S tal que sq = qg}.

Não é dif́ıcil verificar que Sq é um subsemigrupo de G sempre que Sq 6= ∅2. Por

1Note que (3.1) significa que (S, Q,G) é um semigrupo de bitransformações.
2Para mais detalhes sobre o semigrupo Sq, veja [11].
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exemplo, o semigrupo Sq é não-vazio sempre que S é um monoide, isto é, sempre que S admite

um elemento neutro3. Isso inclui fluxos, fluxos lineares (veja a Definição 4.1), semifluxos,

fluxos n-dimensionais e sistemas de controle.

A partir de agora, assumimos que Sq 6= ∅. Neste caso, Sq age à esquerda em F pela

restrição da ação de G em F a Sq.

Agora, introduzimos um semigrupo que, ao invés de agir na fibra t́ıpica F , age na

fibra π−1
E (b). Tal semigrupo é dado por

Hq = {s ∈ S : existe g = g(s) ∈ G tal que sq = qg}.

Note que Hq 6= ∅ se e somente se Sq 6= ∅. Como estamos assumindo que Sq 6= ∅,

segue que Hq 6= ∅. Nesse caso, não é dif́ıcil mostrar que Hq é um semigrupo contido em S

quando munido da mesma operação de S.

Segue imediatamente da definição do semigrupo Hq que sπ(q) = π(q) se e somente se

s ∈ Hq. Logo, Hq é o semigrupo de isotropia de π(q) com respeito à ação de S em B.

Os diferentes semigrupos Hq obtidos a partir das fibras de ξ[F ] se relacionam da

seguinte forma:

Proposição 3.1. Suponha que S é um subsemigrupo de um grupo. Então, para quaisquer

s ∈ S e q ∈ Q, Hsq = sHqs
−1.

Demonstração: Seja t ∈ Hsq. Então, existe g ∈ G tal que t(sq) = (sq)g. Logo, (ts)q = s(qg)

e, assim, (s−1ts)q = qg. Dáı, s−1ts ∈ Hq, de modo que t ∈ sHqs
−1. Para a rećıproca, basta

ver que

sHqs
−1 = sHs−1(sq)s

−1 ⊂ s(s−1Hsqs)s
−1 = Hsq.

2

Existe um homomorfismo natural entre os semigrupos Hq e Sq, como vemos no resul-

tado a seguir.

3Se existe um elemento neutro 1 ∈ S, então acrescenta-se à Definição 1.1 a seguinte propriedade: 1x = x,

para todo x ∈M .
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Proposição 3.2. A aplicação

f : Hq −→ Sq

s 7−→ f(s) = g(s)

é um homomorfismo sobrejetor de semigrupos.

Demonstração: Mostremos, inicialmente, que f está bem definida. Seja s ∈ Hq e suponha

que existem g1, g2 ∈ G tais que sq = qg1 = qg2. Então, g1 = g2, pois a ação de G em Q

é livre. Isso mostra que f está bem definida. A sobrejetividade de f é imediata. Agora,

para mostrar que f é um homomorfismo de semigrupos, fixe s1, s2 ∈ Hq. Então, existem

g1 = g(s1), g2 = g(s2) ∈ Sq tais que s1q = qg1 e s2q = qg2. Logo,

(s1s2)q = s1(s2q) = s1(qg2) = (s1q)g2 = (qg1)g2 = q(g1g2),

de modo que g(s1s2) = g1g2. Portanto,

f(s1s2) = g(s1s2) = g1g2 = f(s1)f(s2),

como queŕıamos demonstrar. 2

Nem sempre o homomorfismo f da Proposição 3.2 é um isomorfismo. A seguir, apre-

sentamos uma condição necessária e suficiente para que isso aconteça.

Proposição 3.3. O homomorfismo f entre Hq e Sq da Proposição 3.2 é injetor (e, portanto,

f é um isomorfismo de semigrupos) se e somente se a ação de Hq em Q é livre em q.4

Demonstração: Suponha que f é injetor. Dados s1, s2 ∈ Hq tais que s1q = s2q, tome

g1, g2 ∈ Sq tais que s1q = qg1 e s2q = qg2. Então,

qg1 = s1q = s2q = qg2.

Como a ação de G em Q é livre, segue que g1 = g2, ou seja, f(s1) = f(s2). A injeti-

vidade de f garante que s1 = s2. Reciprocamente, suponha que a ação de Hq em Q é livre

4A ação de Hq em Q é livre em q se s1q = s2q implica que s1 = s2.
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em q e tome s1, s2 ∈ Hq tais que f(s1) = f(s2). Então, existe g ∈ G tal que s1q = qg = s2q.

Segue da hipótese que s1 = s2. Portanto, f é injetor. 2

Ou seja, a Proposição 3.3 significa que a aplicação inversa de f ,

f−1 : Sq −→ Hq (3.4)

g 7−→ f−1(g) = s(g)

está bem definida (e, consequentemente, é um homomorfismo de semigrupos) se e somente

se a ação de Hq em Q é livre em q.

O semigrupo Hq age em Q, B e E através das restrições das ações de S em Q, B e E

a Hq, respectivamente. Além disso, através da restrição da ação de S em E a Hq, segue que

Hq também age em π−1
E (b), pois π−1

E (b) é Hq-progressivamente invariante. Com efeito, sejam

s ∈ Hq e [q, v] ∈ π−1
E (b). Tome g ∈ G de modo que sq = qg. Como sq = qg e v = g−1(gv),

segue que

(sq, v) ∼ (q, gv), ou seja, [sq, v] = [q, gv] (3.5)

e, assim, s[q, v] = [sq, v] = [q, gv] ∈ π−1
E (b), ou seja, π−1

E (b) é Hq-progressivamente invariante.

Em alguns casos, π−1
E (b) é também Hq-regressivamente invariante, como vemos no

resultado a seguir.

Proposição 3.4. Denote por µ a ação de Hq em E. Se µs é injetora, para todo s ∈ Hq,

então π−1
E (b) é Hq-invariante.

Demonstração: Resta mostrar que π−1
E (b) é Hq-regressivamente invariante. Para isso, tome

[q′, v] ∈ E tal que [q′, v] ∈ (Hq)
∗π−1

E (b). Então, existe s ∈ Hq tal que s[q′, v] ∈ π−1
E (b). Segue

que [sq′, v] ∈ π−1
E (b), ou seja, πE([sq′, v]) = b. Logo, π(sq′) = b = π(q) e, portanto, existe

g ∈ G tal que sq′ = qg. Por outro lado, como s ∈ Hq, existe g′ ∈ G tal que sq = qg′. Dessa

forma,

sq′ = qg = (qg′)((g′)−1g) = (sq)((g′)−1g) = s(q(g′)−1g)

de modo que q′ = q(g′)−1g, uma vez que µs é injetora. Portanto, π(q′) = π(q) = b,

πE([q′, v]) = πE([q, v]) = b e

[q′, v] ∈ π−1
E (b),
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o que mostra que π−1
E (b) é Hq-regressivamente invariante. 2

As ações de Sq em F e de Hq em π−1
E (b) são “duais”, no sentido que

[Hqq, Y ] = [q,SqY ], para todo subconjunto Y ⊂ F, (3.6)

o que pode ser verificado, sem maior dificuldade, utilizando um argumento análogo ao de

(3.5). É essa dualidade que permite identificar as ações de Sq em F e de Hq em π−1
E (b), como

foi feito, por exemplo, em [11], onde se estuda a ação de Sq em π−1
E (b).

Agora, seja F ⊂ P(S) uma famı́lia de subconjuntos de S. Para cada A ∈ F , sejam

Aq = {g ∈ G : existe s ∈ A tal que sq = qg} e A′q = A ∩Hq

A famı́lia F determina, portanto, as famı́lias

Fq = {Aq : A ∈ F} ⊂ P(Sq) e F ′q = {A′q : A ∈ F} ⊂ P(Hq). (3.7)

A famı́lia Fq é dual à famı́lia F ′q, no sentido que Aq 6= ∅ se e somente se A′q 6= ∅ e

[A′qq, Y ] = [q, AqY ], para quaisquer A ∈ F e Y ⊂ F. (3.8)

Em todo este caṕıtulo, são considerados somente os elementos q ∈ Q e b ∈ B, com

π(q) = b, tais que Aq 6= ∅, para todo A ∈ F .

Lembremos, agora, que a identificação entre a fibra π−1
E (b) e a fibra t́ıpica F é estabe-

lecida (na Proposição A.14) através do homeomorfismo

p : F −→ π−1
E (b) (3.9)

v 7−→ p(v) = [q, v].

O homeomorfismo inverso de p é dado por

p−1 : π−1
E (b) −→ F (3.10)

[q′, v] 7−→ p−1([q′, v]) = τ(q, q′)v,

onde τ é a função de translação de ξ.

Agora, seja

ϕ : P(Sq) −→ P(Hq) (3.11)

B 7−→ ϕ(B) = {s ∈ Hq : existe g ∈ B tal que sq = qg}.
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Temos que ϕ(A) = f−1(A), para todo A ⊂ P(Sq). Dessa forma, temos que ϕ é bijetora

se f−1 é bijetora. Assim, segue da Proposição 3.3 que ϕ é bijetora se a ação de Hq em Q é

livre em q.

Assim sendo, o seguinte resultado se verifica.

Proposição 3.5. A aplicação p dada em (3.9) preserva as órbitas da ação de Sq com relação

à ação de Hq. Além disso, p é uma f−1-conjugação topológica se e somente se a ação de Hq

em Q é livre em q (e, portanto, p é uma Fq-conjugação com relação à ϕ se e somente se a

ação de Hq em Q é livre em q).

Demonstração: De (3.6), temos que

p(Sqv) = [q,Sqv] = [Hqq, v] = Hq[q, v] = Hqp(v).

para todo v ∈ F . Logo, p preserva as órbitas da ação de Sq com relação à ação de Hq. Agora,

suponha que a ação de Hq em Q é livre em q. De (3.5), temos que

p(gv) = [q, gv] = [s(g)q, v] = [f−1(g)q, v] = f 1(g)[q, v] = f−1(g)p(v),

para quaisquer g ∈ Sq e v ∈ F . Portanto, p é f−1-conjugação topológica. 2

O seguinte resultado discute condições necessárias e suficientes para que p−1 preserve

órbitas.

Proposição 3.6. Seja f o homomorfismo sobrejetor de semigrupos da Proposição 3.2. A

aplicação p−1 é uma f -semiconjugação topológica. Além disso, p−1 é uma f -conjugação

topológica se e somente se a ação de Hq em Q é livre em q.

Demonstração: Seja τ a função de translação de ξ e fixe s ∈ Hq e [q′, v] ∈ π−1
E (b). Então,

sq′ = s(qτ(q, q′)) = (sq)τ(q, q′) = (qg(s))τ(q, q′)

= (qτ(q, q′)τ(q′, q)g(s))τ(q, q′)

= q′τ(q′, q)g(s)τ(q, q′).

Isso implica que

[sq′, v] = [q′, τ(q′, q)g(s)τ(q, q′)v].
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Portanto,

p−1(s[q′, v]) = p−1([sq′, v]) = p−1([q′, τ(q′, q)g(s)τ(q, q′)v])

= τ(q, q′)τ(q′, q)g(s)τ(q, q′)v = g(s)τ(q, q′)v

= f(s)p−1([q′, v]),

mostrando que p−1 é f -equivariante. Uma vez que p−1 é um homeomorfismo, segue ime-

diatamente que p−1 é uma f -semiconjugação topológica. Além disso, segue da Proposição

3.3 que p−1 é uma f -conjugação topológica se e somente se a ação de Hq em Q é livre em q. 2

Suponha, agora, que E admite uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas, digamos,

OE. A partir de OE, podemos construir famı́lias admisśıveis de coberturas abertas em π−1
E (b)

e F . De fato, seja U ∈ OE. Defina Ub = {Ub : U ∈ U}, onde Ub = U ∩ π−1
E (b). Segue da

Proposição 1.26 que

Ob = {Ub : U ∈ OE} (3.12)

é uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de π−1
E (b). Por sua vez, a famı́lia Ob induz

uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas na fibra t́ıpica F . Com efeito, como vimos,

a aplicação p dada em (3.9) é um homeomorfismo. Logo, segue da Proposição 1.23 que a

famı́lia p−1(Ob) é uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de F .

Ao longo deste caṕıtulo, utilizamos as seguintes notações: dada Ub ∈ Ob e Ub ∈ Ub,

então Uq = p−1(Ub), Uq = {Uq : Ub ∈ Ub} e

Oq = {Uq : U ∈ OE} = p−1(Ob). (3.13)

É natural que as Ub-vizinhanças em π−1
E (b) estejam relacionadas com as Uq-vizinhanças

em F , uma vez que a famı́lia Oq foi obtida da famı́lia Ob através do homeomorfismo p.

Especificamente, segue de (1.7) que

B([q, Y ],Ub) = [q,B(Y,Uq)], para quaisquer Y ⊂ F e U ∈ OE. (3.14)

Além disso, segue de (1.8) que

B([q, Y ],Ub) = B([q, Y ],U) ∩ π−1
E (b), para quaisquer Y ⊂ F e U ∈ OE. (3.15)
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Uma outra relação entre as U -vizinhanças em E e as Ub-vizinhanças em π−1
E (b) é dada

no lema a seguir.

Lema 3.7. Sejam Y ⊂ F e K ⊂ E, onde K é um subconjunto compacto de E, tais que

K ∩ π−1
E (b) = [q, Y ]. Então, para toda vizinhança aberta U de Y em F , existe uma cobertura

aberta U ∈ OE tal que B(K,U) ∩ π−1
E (b) ⊂ [q, U ].

Demonstração: Suponha por absurdo que existe uma vizinhança aberta U de Y em F tal

que, para cada cobertura aberta U ∈ OE, é posśıvel escolher [q, xU ] ∈ π−1
E (b) de modo que

[q, xU ] ∈ B(K,U) \ [q, U ]. Seja N um conjunto aberto de E tal que N ∩ π−1
E (b) = [q, U ].

Então, [q, xU ] ∈ B(K,U) \ N , para toda cobertura aberta U ∈ OE. Agora, para cada co-

bertura aberta U ∈ OE, tome kU ∈ K tal que [q, xU ] ∈ B(kU ,U). Segue da Proposição

1.30 que existe uma subrede (kUλ)λ∈Λ de (kU)U∈OE tal que kUλ −→ k, para algum k ∈ K.

Logo, segue da Proposição 1.32 que [q, xUλ ] −→ k. Como a fibra π−1
E (b) é fechada, temos que

k ∈ K ∩π−1
E (b) = [q, Y ] ⊂ N , de modo que existe λ2 ∈ Λ tal que [q, xUλ ] ∈ N se λ > λ2. Esse

absurdo encerra a prova. 2

Todas as considerações anteriores sobre famı́lias admisśıveis de coberturas abertas

podem ser resumidas no resultado a seguir.

Teorema 3.8. Seja ξ um G-fibrado principal e seja ξ[F ] um fibrado associado a ξ com fibra

t́ıpica F . Suponha que o espaço total de ξ[F ] é um espaço admisśıvel. Então, a fibra t́ıpica e

as fibras de ξ[F ] são espaços admisśıveis. Além disso, as U-vizinhanças desses espaços são

compat́ıveis, no sentido que elas satisfazem (3.14) e (3.15) e o Lema 3.7.

O Teorema 3.8 se aplica ao fibrado associado considerado no Exemplo 3.13.

3.2 Estabilidade de Lyapunov e atração

Nesta seção, estudamos estabilidade de Lyapunov e atração para ações de semigrupos

em fibrados principais e associados. Inicialmente, apresentamos resultados sobre conjuntos

estáveis e atratores definidos no espaço total de um fibrado principal. Depois, considera-

mos um fibrado associado a um fibrado principal e apresentamos resultados sobre conjuntos
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estáveis e atratores em seu espaço total e em suas fibras.

Seja ξ = (Q, π,B) um G-fibrado principal e seja S um semigrupo agindo em Q que

satisfaz (3.1). Ao longo desta seção, assumimos que Q e B são espaços de Tychonoff munidos

de famı́lias admisśıveis OQ e OB, respectivamente. Assumimos ainda que F é uma famı́lia

de subconjuntos de S.

Para cada g ∈ G, temos o homeomorfismo

g : Q −→ Q

q 7−→ g(q) = qg.

Para um subconjunto X de Q, utilizamos a notação g(X) = Xg, para todo g ∈ G.

Note que, para quaisquer g ∈ G, s ∈ S e q ∈ Q, vale que

g(sq) = (sq)g = s(qg) = sg(q),

de modo que as aplicações g são S-conjugações topológicas. Dessa forma, temos o resultado

a seguir.

Teorema 3.9. Sejam X e K subconjuntos de Q. Assuma que K é compacto. Então,

1. ω(X,F)g = ω(Xg,F) e ω∗(X,F)g = ω∗(Xg,F), para todo g ∈ G.

2. J(X,F)g = J(Xg,F) e J∗(X,F)g = J∗(Xg,F), para todo g ∈ G.

3. D(X,A)g = D(Xg,A) e D∗(X,A)g = D∗(Xg,A), para quaisquer g ∈ G e A ⊂ S.

4. Atrw(X,F)g = Atrw(Xg,F), Atr(X,F)g = Atr(Xg,F), Atrwu(X,F)g = Atrwu(Xg,F)

e Atru(X,F)g = Atru(Xg,F), para todo g ∈ G.

5. Aw(X,F)g = Aw(Xg,F), A(X,F)g = A(Xg,F), Awu(X,F)g = Awu(Xg,F) e Au(X,F)g =

Au(Xg,F), para todo g ∈ G.

6. O conjunto X é um F-atrator fraco (respectivamente um F-atrator, um F-atrator

uniforme fraco, um F-atrator uniforme) se e somente se Xg é um F-atrator fraco

(respectivamente um F-atrator, um F-atrator uniforme fraco, um F-atrator uniforme),

para todo g ∈ G.
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7. O conjunto X é S-orbitalmente estável se e somente se Xg é S-orbitalmente estável,

para todo g ∈ G.

8. O conjunto K é S-estável se e somente se Kg é S-estável, para todo g ∈ G.

9. O conjunto K é S-equiestável se e somente se Kg é S-equiestável, para todo g ∈ G.

10. O conjunto K é F- assintoticamente estável se e somente se Kg é F-assintoticamente

estável, para todo g ∈ G.

Demonstração: Uma vez que as aplicações g são S-conjugações topológicas, o resultado segue

dos Corolários 2.17, 2.23, 2.25 e 2.29 e dos Teoremas 2.21 e 2.27. 2

Agora, considere a ação induzida de S em B dada em (3.2):

sπ(q) = π(sq), para quaisquer s ∈ S e q ∈ Q. (3.16)

Como a projeção π do G-fibrado principal ξ é uma aplicação cont́ınua, sobrejetora e

aberta, segue de (3.16) que π é uma S-semiconjugação topológica aberta. Assim, se verificam

os seguintes resultados.

Teorema 3.10. Sejam X e K subconjuntos de Q. Assuma que K é compacto. Então,

1. π(ω(X,F)) ⊂ ω(π(X),F) e π(ω∗(X,F)) ⊂ ω∗(π(X),F).

2. π(J(X,F)) ⊂ J(π(X),F) e π(J∗(X,F)) ⊂ J∗(π(X),F).

3. π(D(X,A)) ⊂ D(π(X), A) e π(D∗(X,A)) ⊂ D∗(π(X), A), para todo A ⊂ S.

4. π(Atrw(X,F)) ⊂ Atrw(π(X),F) e π(Atrwu(X,F)) ⊂ Atrwu(π(X),F).

5. π(Aw(K,F)) ⊂ Aw(π(K),F), π(A(K,F)) ⊂ A(π(K),F), π(Awu(K,F)) ⊂ Awu(π(K),F)

e π(Au(K,F)) ⊂ Au(π(K),F).

6. π(K) é um F-atrator fraco (respectivamente um F-atrator, um F-atrator uniforme

fraco, um F-atrator uniforme) se K é um F-atrator fraco (respectivamente um F-

atrator, um F-atrator uniforme fraco, um F-atrator uniforme).
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7. π(X) é S-orbitalmente estável se X é S-orbitalmente estável.

8. π(K) é S-estável se K é S-estável.

9. π(K) é F-assintoticamente estável se K é F-assintoticamente estável.

Demonstração: Como vimos, a projeção π é uma S-semiconjugação orbital aberta. Logo, o

resultado segue do Corolário 2.16 e dos Teoremas 2.20, 2.22, 2.24 e 2.28. 2

Para um fibrado principal cujo espaço total é compacto, temos o teorema a seguir.

Teorema 3.11. Sejam X e K subconjuntos de Q. Suponha que Q e K são compactos e que

F é uma base de filtro de subconjuntos de S. Então,

1. π(ω(X,F)) = ω(π(X),F) e π(ω∗(X,F)) = ω∗(π(X),F).

2. π(J(X,F)) = J(π(X),F) e π(J∗(X,F)) = J∗(π(X),F).

3. π(D(X,A)) = D(π(X), A) e π(D∗(X,A)) = D∗(π(X), A), para todo A ⊂ S.

4. π(Atr(X,F)) ⊂ Atr(π(X),F) e π(Atru(X,F)) ⊂ Atru(π(X),F).

5. π(K) é S-equiestável se K é S-equiestável e q ∈ Sq, para todo q ∈ K.

Demonstração: Da mesma forma como no Teorema 3.10, uma vez que π é uma S-semiconjugação

topológica aberta, o resultado segue do Corolário 2.19 e dos Teoremas 2.18, 2.20 e 2.26. 2

Agora, seja ξ[F ] = (E, πE, B) um fibrado associado ao G-fibrado principal ξ com fibra

t́ıpica F . Suponha que E é um espaço de Tychonoff com famı́lia admisśıvel OE. Considere

a ação induzida de S em E dada em (3.3). Note que, para quaisquer s ∈ S e [q, v] ∈ E,

πE(s[q, v]) = πE([sq, v]) = π(sq) = sπ(q) = sπE([q, v]),

ou seja, a projeção πE do fibrado associado ξ[F ] é uma aplicação S-equivariante e, portanto, é

uma S-semiconjugação topológica aberta. Logo, os Teoremas 3.10 e 3.11 também são válidos

para πE.
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Teorema 3.12. Os Teoremas 3.10 e 3.11 também são válidos se considerarmos a projeção

πE : E −→ B do fibrado associado ξ[F ].

Há fibrados associados cuja projeção é uma aplicação uniformemente cont́ınua. Para

esses fibrados, se aplicam os resultados da Seção 2.3. A seguir, apresentamos uma classe de

fibrados associados cuja projeção é uniformemente cont́ınua.

Exemplo 3.13. (Fibrados cuja projeção é uma semiconjugação topológica uniforme) Seja

ξ = (Q, π,B) um G-fibrado principal localmente trivial (veja a Seção A.4). Seja {Ui}i∈I
uma cobertura aberta do espaço base B tal que, para cada i ∈ I, existe um homeomorfismo

ψi : π−1(Ui) −→ Ui×G, ψi = (π, ui), onde ui : π−1(Ui) −→ G é uma aplicação G-equivariante

cont́ınua (ou seja, ui(qg) = ui(q)g, para quaisquer q ∈ π−1(Ui) e g ∈ G). O conjunto

Ψ = {Ui, ψi}i∈I é chamado atlas de ξ.

Agora, assuma que B é um espaço de Hausdorff paracompacto. Seja ξ[F ] = (E, πE, B)

um fibrado associado a ξ com fibra t́ıpica metrizável F . Para cada i ∈ I, a aplicação

uEi : π−1
E (Ui) −→ F dada por uEi ([q, v]) = ui(q)v é aberta e ψEi : π−1

E (Ui) −→ Ui × F dada

por ψEi = (πE, u
E
i ) é um homeomorfismo. Como ξ[F ] é localmente trivial e F é compacto,

temos que E é localmente compacto. Seja O a famı́lia de todas as coberturas abertas de B.

Como B é paracompacto Hausdorff, temos que O é admisśıvel.

Agora, fixe ε > 0 e U ∈ O. A cobertura Ψ-adaptada de E com respeito a ε e U é

a cobertura aberta Uε de E definida por

Uε =
{

(ψE)−1((U ∩ Ui)×B(v, ε)) : U ∈ U , v ∈ F, i ∈ I
}
.

Seja OΨ(E) a famı́lia de todas as coberturas Ψ-adaptadas de E. A famı́lia OΨ(E) é

uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de E (veja [34, Seção 3.2]). Considere agora

um semigrupo S que age em Q satisfazendo (3.1). Considere a ação de S em E como em

(3.3). Mostremos que πE : E −→ B é uma aplicação uniformemente cont́ınua com respeito a

OΨ(E) e O. Dada uma cobertura aberta U ∈ O, tome qualquer ε > 0 e considere a cobertura

Ψ-adaptada Uε. Se [q, v], [q′, v′] ∈ (ψE)−1((U ∩ Ui)×B(v′′, ε)), então ψEi ([q, v]), ψEi ([q′, v′]) ∈

(U ∩ Ui) × B(u, ε). Mas isso implica que πE([q, v]), πE([q′, v′]) ∈ U . Ou seja, temos que

para toda cobertura aberta U ∈ O, existe uma cobertura aberta Uε ∈ OΨ(E) tal que se
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[q′, v′] ∈ B([q, v],Uε), então πE([q′, v′]) ∈ B(πE([q, v]),U), para quaisquer [q, v], [q′, v′] ∈ E,

o que significa que πE é uniformemente cont́ınua. Portanto, πE é uma S-semiconjugação

topológica uniforme aberta. 3

Agora, sejam q ∈ Q e b ∈ B tais que π(q) = b e considere as ações dos semigrupos

Sq e Hq na fibra t́ıpica F e na fibra π−1
E (b), respectivamente. Considere também as famı́lias

admisśıveis Ob e Oq em π−1
E (b) e F dadas em (3.12) e (3.13), respectivamente.

No que segue, apresentamos resultados que relacionam conjuntos estáveis e atratores

referentes as ações de S, Sq e Hq.

Começamos relacionando os conjuntos limite, prolongamentos e conjuntos limite pro-

longacionais das ações de Sq e Hq com respeito as famı́lias Fq e F ′q dadas em (3.7).

Teorema 3.14. Seja Y um subconjunto de F . Então,

[q, ω(Y,Fq)] = ω([q, Y ],F ′q) e [q, J(Y,Fq)] = J([q, Y ],F ′q)

Além disso, para todo Aq ⊂ Sq, com A 6= ∅,

[q,D(Y,Aq)] = D([q, Y ], ϕ(Aq)),

onde ϕ é a aplicação dada em (3.11).

Demonstração: Lembrando que a identificação de F com π−1
E (b), a aplicação p dada em (3.9),

é um homeomorfismo, e que os elementos das famı́lias Fq e F ′q satisfazem (3.8), temos que

[q, ω(Y,Fq)] =

q, ⋂
Aq∈Fq

AqY

 =
⋂

Aq∈Fq

[q, AqY ] =
⋂

Aq∈Fq

[q, AqY ]

=
⋂

A′q∈F ′q

[A′qq, Y ] =
⋂

A′q∈F ′q

A′q[q, Y ]

= ω([q, Y ],F ′q).
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Agora, fixe v ∈ Y . Então, segue de (3.14) que

[q, J(v,Fq)] =

q, ⋂
Uq∈Oq

⋂
Aq∈Fq

AqB(v,Uq)

 =
⋂
Uq∈Oq

⋂
Aq∈Fq

[q, AqB(v,Uq)]

=
⋂
Uq∈Oq

⋂
Aq∈Fq

[q, AqB(v,Uq)] =
⋂
Uq∈Oq

⋂
A′q∈F ′q

[A′qq,B(v,Uq)]

=
⋂
Uq∈Oq

⋂
A′q∈F ′q

A′q[q,B(v,Uq)] =
⋂
Uq∈Oq

⋂
A′q∈F ′q

A′qB([q, v],Ub)

= J([q, v],F ′q).

Dáı,

[q, J(Y,Fq)] =

[
q,
⋃
v∈Y

J(v,Fq)

]
=
⋃
v∈Y

[q, J(v,Fq)] =
⋃
v∈Y

J([q, v],F ′q) = J([q, Y ],F ′q).

Por fim, dado Aq ⊂ S, com Aq 6= ∅, temos que

[q,D(Y,Aq)] = [q, J(Y, {Aq})] = J([q, Y ], {ϕ(Aq)}) = D([q, Y ], ϕ(Aq)),

como queŕıamos demonstrar. 2

Os próximos resultados demonstram que a dualidade entre os semigrupos Sq e Hq

também ocorre no que diz respeito a atração e estabilidade de Lyapunov.

Teorema 3.15. Seja Y um subconjunto de F . Então,

1. [q,Atrw(Y,Fq)] = Atrw([q, Y ],F ′q), [q,Atr(Y,Fq)] = Atr([q, Y ],F ′q), [q,Atrwu(Y,Fq)] =

Atrwu([q, Y ],F ′q) e [q,Atru(Y,Fq)] = Atru([q, Y ],F ′q).

2. [q,Aw(Y,Fq)] = Aw([q, Y ],F ′q), [q,A(Y,Fq)] = A([q, Y ],F ′q), [q,Awu(Y,Fq)] = Awu([q, Y ],F ′q)

e [q,Au(Y,Fq)] = Au([q, Y ],F ′q).

3. o conjunto Y é um Fq-semiatrator fraco (respectivamente um Fq-semiatrator, um Fq-

semiatrator uniforme fraco, um Fq-semiatrator uniforme) se e somente se [q, Y ] é um

F ′q-semiatrator fraco (respectivamente um F ′q-semiatrator, um F ′q-semiatrator uniforme

fraco, um F ′q-semiatrator uniforme).
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4. o conjunto Y é um Fq-atrator fraco (respectivamente um Fq-atrator, um Fq-atrator

uniforme fraco, um Fq-atrator uniforme) se e somente se [q, Y ] é um F ′q-atrator fraco

(respectivamente um F ′q-atrator, um F ′q-atrator uniforme fraco, um F ′q-atrator uni-

forme).

Demonstração: Mostremos que [q,Atrw(Y,Fq)] = Atrw([q, Y ],F ′q). Dado v ∈ Atrw(Y,Fq),

então ω(v,Fq) ∩ Y 6= ∅. Como a aplicação p dada em (3.9) é um homeomorfismo, segue

que [q, ω(v,Fq)] ∩ [q, Y ] 6= ∅. Do Teorema 3.14, temos que ω([q, v],F ′q) ∩ [q, Y ] 6= ∅, de

modo que [q, v] ∈ Atrw([q, Y ],F ′q) e, portanto, [q,Atrw(Y,Fq)] ⊂ Atrw([q, Y ],F ′q). A inclusão

contrária é análoga. As igualdades dos demais domı́nios de atração podem ser provadas de

modo análogo.

Agora, sejam v ∈ Aw(Y,Fq), A ∈ F e U ∈ OE. Como p é um homeomorfismo, segue

que Aqv∩B(Y,Uq) 6= ∅ se e somente se [q, Aqv]∩[q,B(Y,Uq)] 6= ∅. Devido a (3.8) e (3.14), essa

expressão é equivalente a A′q[q, v] ∩ B([q, Y ],Ub) 6= ∅. Logo, temos que [q, v] ∈ [q,Aw(Y,Fq)]

se e somente se [q, v] ∈ Aw([q, Y ],F ′q), e, portanto, [q,Aw(Y,Fq)] = Aw([q, Y ],F ′q). Agora,

mostremos que [q,A(Y,Fq)] = A([q, Y ],F ′q). Sejam v ∈ A(Y,Fq) e Ub ∈ Ob. Existe Aq ∈ Fq
tal que Aqv ⊂ B(Y,Uq). De (3.8) e (3.14), segue que A′q[q, v] ⊂ B([q, Y ],Ub), de modo que

[q, v] ∈ A([q, Y ],F ′q) e [q,A(Y,Fq)] ⊂ A([q, Y ],F ′q). A outra inclusão é análoga. A igualdade

para o domı́nio de atração uniforme fraca é análoga à igualdade para o domı́nio de atração

fraca e a igualdade para o domı́nio de atração uniforme é análoga à igualdade para o domı́nio

de atração.

Mostremos, agora, o item 3. Se Y é um Fq-semiatrator fraco, então Aw(Y,Fq) é

uma vizinhança de Y em F . Segue do item 2 e do fato de p ser um homeomorfismo que

Aw([q, Y ],F ′q) é uma vizinhança de [q, Y ] em π−1
E (b). Portanto, [q, Y ] é um F ′q-semiatrator

fraco. A rećıproca é provada analogamente. Tendo em vista o item 2, as demonstrações para

os demais tipos de atratores é análoga.

Por fim, mostremos o item 4. Se Y é um Fq-atrator fraco, existe uma cobertura

aberta Uq ∈ Oq tal que B(Y,Uq) ⊂ Aw(Y,Fq). Segue de (3.14) e do item 2 que B([q, Y ],Ub) ⊂

Aw([q, Y ],F ′q), o que significa que [q, Y ] é um F ′q-atrator fraco. A rećıproca é obtida a partir

de uma argumentação análoga. Uma argumentação análoga também permite obter o resul-

tado para os demais tipos de atratores. 2
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Teorema 3.16. Seja Y um subconjunto de F . Então,

1. Y é Sq-estável se e somente se [q, Y ] é Hq-estável.

2. Y é Sq-uniformemente estável se e somente se [q, Y ] é Hq-uniformemente estável.

3. Y é Sq-equiestável se e somente se [q, Y ] é Hq-equiestável.

4. Y é Sq-orbitalmente estável se e somente se [q, Y ] é Hq-orbitalmente estável.

5. Y é Fq-assintoticamente estável se e somente se [q, Y ] é F ′q-assintoticamente estável.

Demonstração: Suponha que Y é Sq-estável e fixe v ∈ F e Ub ∈ Ob. Como Y é Sq-estável,

existe uma cobertura aberta Vq ∈ Oq satisfazendo SqB(v,Vq) ⊂ B(Y,Uq). Logo, segue de

(3.6) e (3.14) que HqB([q, v],Vb) ⊂ B([q, Y ],Ub). Portanto, [q, Y ] é Hq-estável. Analoga-

mente, prova-se a rećıproca. O item 2 é análogo ao item 1.

Agora, suponha que Y é Sq-equiestável. Se v /∈ F , existe uma cobertura aberta

Uq ∈ Oq tal que v /∈ SqB(Y,Uq). Tendo em vista (3.6) e (3.14), conclúımos que [q, v] /∈

HqB([q, Y ],Ub), de modo que [q, Y ] é Hq-equiestável. A rećıproca segue de (3.6) e (3.14).

Suponha, agora, que Y é Sq-orbitalmente estável e fixe uma vizinhança U de [q, Y ] em

π−1
E (b). Tome uma vizinhança UF de Y em F tal que [q, UF ] = U . Como Y é Sq-orbitalmente

estável, existe uma vizinhança VF de Y em F tal que SqVF ⊂ VF ⊂ UF . De (3.6), segue

que Hq[q, VF ] ⊂ [q, VF ] ⊂ U , mostrando que [q, Y ] é Hq-orbitalmente estável. Analogamente,

mostra-se que Y é Sq-orbitalmente estável se [q, Y ] é Hq-orbitalmente estável.

Por fim, o item 5 é uma consequência imediata do item 2 deste teorema e do item 4

do Teorema 3.15. 2

Observação 3.17. Se a ação de Hq em Q é livre em q, então segue da Proposição 3.5 que

a aplicação p dada em (3.9) é uma f−1-conjugação topológica, onde f−1 é o homomorfismo

de semigrupos dado em (3.4). Neste caso, os Teoremas 3.14, 3.15 e 3.16 podem ser obtidos

imediatamente a partir dos resultados da Seção 2.2 do Caṕıtulo 2.
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Agora, sejam X ⊂ E e Y ⊂ F tais que que X ∩ π−1
E (b) = [q, Y ]. Note que

A′q ⊂ A, para todo A ∈ F . (3.17)

Além disso, temos de (3.15) que, para toda cobertura aberta U ∈ OE,

B([q, Y ],Ub) = B([q, Y ],U) ∩ π−1
E (b) ⊂ B(X,U) ∩ π−1

E (b). (3.18)

Esses fatos nos permitem demonstrar os seguintes resultados.

Teorema 3.18. Sejam X ⊂ E e Y ⊂ F tais que que X ∩ π−1
E (b) = [q, Y ]. Então,

ω([q, Y ],F ′q) ⊂ ω(X,F) ∩ π−1
E (b), J([q, Y ],F ′q) ⊂ J(X,F) ∩ π−1

E (b)

e D([q, Y ], ϕ(Aq)) ⊂ D(X,A) ∩ π−1
E (b), para todo A ⊂ S.

Demonstração: De (3.17), temos que

ω([q, Y ],F ′q) =
⋂

A′q∈F ′q

A′q[q, Y ] ⊂

(⋂
A∈F

AX

)
∩ π−1

E (b) = ω(X,F) ∩ π−1
E (b).

Agora, dado v ∈ F , temos, de (3.17) e (3.18), que

J([q, v],F ′q) =
⋂
Ub∈Ob

⋂
A′q∈F ′q

A′qB([q, v],Ub)

⊂

(⋂
U∈O

⋂
A∈F

AB([q, v],U)

)
∩ π−1

E (b)

= J([q, v],F) ∩ π−1
E (b)

⊂ J(X,F) ∩ π−1
E (b).

Dáı,

J([q, Y ],F ′q) =
⋃
v∈Y

J([q, v],F ′q) ⊂ J(X,F) ∩ π−1
E (b). (3.19)

Por fim, uma vez que, para todo A ⊂ S não-vazio,

D([q, Y ], ϕ(Aq)) = J([q, Y ], {ϕ(Aq)}) e D(X,A) = J(X, {A}),

o resultado para os prolongamentos segue imediatamente de (3.19). 2

Com relação à domı́nios e regiões de atração e atratores, temos os teoremas a seguir.
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Teorema 3.19. Sejam X ⊂ E e Y ⊂ F tais que X ∩ π−1
E (b) = [q, Y ]. Então,

1. Atrw([q, Y ],F ′q) ⊂ Atrw(X,F) ∩ π−1
E (b) e Atrwu([q, Y ],F ′q) ⊂ Atrwu(X,F) ∩ π−1

E (b).

2. Aw([q, Y ],F ′q) ⊂ Aw(X,F) ∩ π−1
E (b) e Awu([q, Y ],F ′q) ⊂ Awu(X,F) ∩ π−1

E (b).

Demonstração: Para provar o item 1, seja [q, v] ∈ Atrw([q, Y ],F ′q). Então, ω([q, v],F ′q) ∩

[q, Y ] 6= ∅. Isso implica que ω([q, v],F ′q) ∩ X 6= ∅. Como ω([q, v],F ′q) ⊂ ω([q, v],F), con-

clúımos que ω([q, v],F) ∩ X 6= ∅. Portanto, [q, v] ∈ Atrw(X,F) ∩ π−1
E (b). Analogamente

mostra-se que Atrwu([q, Y ],F ′q) ⊂ Atrwu(X,F) ∩ π−1
E (b).

Agora, tome [q, v] ∈ Aw([q, Y ],F ′q). Então, A′q[q, v] ∩ B([q, Y ],Ub) 6= ∅, para quais-

quer A′q ∈ F ′q e Ub ∈ Ob. Segue de (3.17) e (3.18) que A[q, v] ∩ B(X,U) 6= ∅, para

quaisquer A ∈ F e U ∈ OE. Isso significa que [q, v] ∈ Aw(X,F) ∩ π−1
E (b) e, portanto,

Aw([q, Y ],F ′q) ⊂ Aw(X,F) ∩ π−1
E (b). A inclusão Awu([q, Y ],F ′q) ⊂ Awu(X,F) ∩ π−1

E (b) pode

ser demonstrada de maneira análoga. 2

Teorema 3.20. Suponha que a fibra t́ıpica F de ξ[F ] é compacta e que F é uma base de

filtro de subconjuntos de S. Sejam X ⊂ E e Y ⊂ F tais que X ∩ π−1
E (b) = [q, Y ]. Então,

Atr(X,F) ∩ π−1
E (b) ⊂ Atr([q, Y ],F ′q) e Atru(X,F) ∩ π−1

E (b) ⊂ Atru([q, Y ],F ′q).

Demonstração: Inicialmente, mostremos que F ′q é uma base de filtro de subconjuntos de Hq.

Segue das hipóteses sobre F ′q assumidas na Seção 3.1 que A′q 6= ∅, para todo A ∈ F . Além

disso, dados A′q, B
′
q ∈ F ′q, existe C ∈ F tal que C ⊂ A ∩ B. Assim, C ′q ⊂ A′q ∩ B′q, de modo

que F ′q é uma base de filtro de subconjuntos de Hq. Esse fato, somado ao fato de que F

é compacto, nos permite concluir, a partir da Proposição 1.53, que ω([q, v],F ′q) 6= ∅, para

todo [q, v] ∈ π−1
E (b). Como ω([q, v],F ′q) ⊂ J([q, v],F ′q), para todo [q, v] ∈ π−1

E (b), temos que

J([q, v],F ′q) 6= ∅, para todo [q, v] ∈ π−1
E (b). Agora, tome [q, v] ∈ Atr(X,F) ∩ π−1

E (b). Então,

ω([q, v],F ′q) ⊂ X. Dáı, segue do Teorema 3.18 que

ω([q, v],F ′q) ⊂ ω([q, v],F) ∩ π−1
E (b) ⊂ X ∩ π−1

E (b) = [q, Y ],

mostrando que [q, v] ∈ Atr([q, Y ],F ′q). Portanto, Atr(X,F) ∩ π−1
E (b) ⊂ Atr([q, Y ],F ′q). Ana-

logamente mostra-se que Atru(X,F) ∩ π−1
E (b) ⊂ Atru([q, Y ],F ′q). 2
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Teorema 3.21. Sejam K ⊂ E e Y ⊂ F , com K compacto, tais que K ∩ π−1
E (b) = [q, Y ].

Então,

1. A(K,F) ∩ π−1
E (b) ⊂ A([q, Y ],F ′q) e Au(K,F) ∩ π−1

E (b) ⊂ Au([q, Y ],F ′q).

2. [q, Y ] é um F ′q-atrator (respectivamente um F ′q-atrator uniforme) se K é um F-atrator

(respectivamente um F-atrator uniforme).

Demonstração: Seja [q, v] ∈ A(K,F)∩ π−1
E (b) e fixe Ub ∈ Ob. Do Lema 3.7, temos que existe

uma cobertura aberta W ∈ OE tal que

B(K,W) ∩ π−1
E (b) ⊂ [q,B(Y,Uq)] = B([q, Y ],Ub).

Como [q, v] ∈ A(K,F), existe A ∈ F tal que A[q, v] ⊂ B(K,W). Logo,

A′q[q, v] ⊂ A[q, v] ∩ π−1
E (b) ⊂ B(K,W) ∩ π−1

E (b) ⊂ B([q, Y ],Ub),

de modo que [q, v] ∈ A([q, Y ],F ′q) e A(K,F) ∩ π−1
E (b) ⊂ A([q, Y ],F ′q). Agora, se K é um

F -atrator, existe uma cobertura aberta U ∈ OE tal que B(K,U) ⊂ A(K,F). Note que

B(K,U) ∩ π−1
E (b) é uma vizinhança de [q, Y ] em π−1

E (b). Uma vez que Y é compacto, existe

uma cobertura aberta Wb ∈ Ob tal que B([q, Y ],Wb) ⊂ B(K,U) ∩ π−1
E (b). Logo,

B([q, Y ],Wb) ⊂ B(K,U) ∩ π−1
E (b) ⊂ A(K,F) ∩ π−1

E (b) ⊂ A([q, Y ],F ′q),

o que mostra que [q, Y ] é um F ′q-atrator. O caso uniforme é análogo. 2

Por fim, apresentamos alguns resultados sobre conjuntos estáveis no espaço total e nas

fibras de ξ[F ].

Teorema 3.22. Sejam X ⊂ E e Y ⊂ F tais que X ∩ π−1
E (b) = [q, Y ]. Então, [q, Y ] é

Hq-equiestável se X é S-equiestável.

Demonstração: Suponha que X é S-equiestável e fixe [q, v] ∈ π−1
E (b) tal que [q, v] /∈ [q, Y ].

Então, [q, v] /∈ X. Logo, existe uma cobertura aberta U ∈ OE de modo que [q, v] /∈ SB(X,U).

Por outro lado, temos, de (3.15), que

HqB([q, Y ],Ub) = Hq

(
B([q, Y ],U) ∩ π−1

E (b)
)
⊂ HqB([q, Y ],U) ∩Hqπ

−1
E (b)

⊂ HqB([q, Y ],U) ∩ π−1
E (b) ⊂ SB(X,U).
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Dáı, resulta que [q, v] /∈ HqB([q, Y ],Ub) e [q, Y ] é Hq-equiestável. 2

Teorema 3.23. Sejam K ⊂ E e Y ⊂ F , com K compacto, tais que K ∩ π−1
E (b) = [q, Y ].

Então,

1. [q, Y ] é Hq-orbitalmente estável se K é S-orbitalmente estável.

2. [q, Y ] é Hq-estável se K é S-estável.

3. [q, Y ] é F ′q-assintoticamente estável se K é F-assintoticamente estável.

Demonstração: Suponha que K é S-orbitalmente estável. Seja U uma vizinhança de Y em

F . Do Lema 3.7, temos que existe uma cobertura aberta U ∈ OE tal que B(K,U)∩π−1
E (b) ⊂

[q, U ]. Como K é S-orbitalmente estável, existe uma vizinhança V de K em E tal que

SV ⊂ V ⊂ B(K,U). Assim, V ∩ π−1
E (b) é uma vizinhança de [q, Y ] em π−1

E (b) tal que

Hq

(
V ∩ π−1

E (b)
)
⊂ HqV ∩Hqπ

−1
E (b) ⊂ HqV ∩ π−1

E (b)

⊂ SV ∩ π−1
E (b) ⊂ V ∩ π−1

E (b)

⊂ B(K,U) ∩ π−1
E (b) ⊂ [q, U ],

de modo que [q, Y ] é Hq-orbitalmente estável.

Para mostrar o item 2, suponha queK é S-estável e fixe uma cobertura aberta Ub ∈ Ob.

O Lema 3.7 garante a existência de uma cobertura abertaW ∈ OE tal que B(K,W)∩π−1
E (b) ⊂

[q,B(Y,Uq)] = B([q, Y ],Ub). Por sua vez, a S-estabilidade de K implica a existência de uma

cobertura aberta V ∈ OE tal que SB(K,V) ⊂ B(K,W). Dáı, segue de (3.18) que

HqB([q, Y ],Vb) ⊂ SB(K,V) ∩ π−1
E (b) ⊂ B(K,W) ∩ π−1

E (b) ⊂ B([q, Y ],Ub),

o que mostra que [q, Y ] é Hq-estável.

O item 3 é uma consequência imediata do item 2 e do item 2 do Teorema 3.21. 2

Os resultados obtidos neste caṕıtulo podem ser aplicados nos exemplos de fibrados

principais, associados e vetoriais apresentados no Exemplo 4.7 e no Apêndice A.
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Caṕıtulo 4

Lema da uniformidade de Fenichel

Em [5, 6], Bhatia e Szegö apresentam um estudo detalhado sobre estabilidade de Lya-

punov no contexto de fluxos em espaços métricos. Parte desse estudo consiste em relacionar

os diversos conceitos de conjuntos estáveis e atratores. Em [19], Braga Barros, Souza e Rocha

apresentam generalizações desses resultados no contexto de ações de semigrupos e sistemas

de controle. Além disso, são apresentados também resultados que relacionam estabilidade de

Lyapunov e atração com os atratores da teoria de Conley.

Neste caṕıtulo, apresentamos alguns resultados que complementam os resultados obti-

dos em [19]. Tendo como espaço de fase o espaço total de um fibrado vetorial, apresentamos

resultados sobre a relação entre os conceitos de conjuntos estáveis e atratores para semifluxos

n-dimensionais e sistemas de controle. Em ambos os casos, os resultados são obtidos para a

seção zero do fibrado vetorial em questão.

Os resultados são obtidos em fibrados vetoriais cujo espaço base é compacto. A

notação e os resultados básicos sobre essa classe de fibrados vetoriais podem ser encontrados

na Subseção A.5.2.

4.1 Introdução

É natural, no contexto de fibrados vetoriais, estudar fluxos φ cujas aplicações φt, com

t ∈ R, são lineares. Tais fluxos são chamados fluxos lineares.

Definição 4.1. ([24, Definição 5.1.1]) Seja π : E −→ B um fibrado vetorial de dimensão

finita. Um fluxo linear em E é um fluxo cont́ınuo φ em E tal que, para quaisquer λ, t ∈ R



106 4 Lema da uniformidade de Fenichel

e e1, e2 ∈ E, com π(e1) = π(e2), π(φ(t, e1)) = π(φ(t, e2))

φ(t, λe1 + e2) = λφ(t, e1) + φ(t, e2).

O Lema da uniformidade de Fenichel para fluxos lineares em fibrados vetoriais relaci-

ona atração com estabilidade exponencial.

Teorema 4.2. ([24, Lema 5.2.7]) Seja π : E −→ B um fibrado vetorial de dimensão finita

cujo espaço base é compacto e seja φ um fluxo linear em E. Suponha que

lim sup
t→+∞

‖φ(t, e)‖ = 0, para todo e ∈ E,

Então, existem constantes C, µ > 0 tais que

‖φ(t, e)‖ 6 C exp(−µt)‖e‖, para quaisquer t > 0 e e ∈ E.

Neste caṕıtulo, apresentamos versões do Lema da uniformidade de Fenichel nos con-

textos de semifluxos n-dimensionais e sistemas de controle. Em ambos os casos, o Lema da

uniformidade de Fenichel nos permite provar que os conceitos de atratores e de estabilidade

assintótica são equivalentes para a seção zero Z de E.

4.2 Semifluxos n-dimensionais

Seja π : E −→ B um fibrado vetorial de dimensão finita cujo espaço base é compacto

e metrizável como na Subseção A.5.2. Seja Φ um fluxo n-dimensional em E. Denote por

(t1, . . . , tn) · e = Φ((t1, . . . , tn), e), onde (t1, . . . , tn) ∈ Rn e e ∈ E.

Ao longo desta seção, assumimos que, para quaisquer (t1, . . . , tn) ∈ Rn, λ ∈ R e

e1, e2 ∈ E tais que π(e1) = π(e2), π((t1, . . . , tn) · e1) = π((t1, . . . , tn) · e2)

(t1, . . . , tn) · (λe1 + e2) = λ(t1, . . . , tn) · e1 + (t1, . . . , tn) · e2.
(4.1)
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Note que (4.1) implica que, para quaisquer (t1, . . . , tn) ∈ Rn e e ∈ E e b ∈ B tais que

π(e) = b, a aplicação

(t1, . . . , tn)|Eb : Eb −→ Eπ((t1,...,tn)·e)

e′ 7−→ (t1, . . . , tn)|Eb e
′ = (t1, . . . , tn) · e′

está bem definida e é linear.

Fixe i ∈ {1, . . . , n} e considere o subsemigrupo de Rn dado por

Si = {(t1, . . . , tn) : ti > 0}.

A interseção de todos os subsemigrupos Sj, com j ∈ {1, . . . , n},

S =
n⋂
j=1

Sj,

também é um subsemigrupo de Rn. A restrição de Φ a cada subsemigrupo Sj determina

um semifluxo n-dimensional em E. Logo, a ação de S em E é a “interseção”dos semifluxos

n-dimensionais determinados pelos subsemigrupos Sj.

Agora, para cada t > 0, denote por

Ai(t) = {(t1, . . . , tn) : ti > t}.

Temos, assim, uma famı́lia de subconjuntos de Si, a saber,

Fi = {Ai(t) : t > 0}.

Temos ainda a famı́lia F = {A(t) : t > 0} de subconjuntos de S, onde

A(t) =
n⋂
j=1

Aj(t), com t > 0.

Agora, seja Z a seção zero de E. Como Z é um conjunto compacto e os conjuntos

Bε definidos em (A.23) formam uma base de vizinhanças para Z, podemos trocar as ε-

vizinhanças B(Z, ε) de Z pelos conjuntos Bε nas definições de atratores e conjuntos estáveis
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para Z. Dessa forma, as F -regiões de atração da seção zero Z são dados por

Aw(Z,F) =

e ∈ E :
para quaisquer t, ε > 0, existem t1, . . . , tn > t

tais que ‖(t1, . . . , tn) · e‖ 6 ε

 ,

A(Z,F) =

e ∈ E :
para todo ε > 0, existe t > 0 tal que

‖(t1, . . . , tn) · e‖ 6 ε, para quaisquer t1, . . . , tn > t

 ,

Awu(Z,F) =

e ∈ E :
para quaisquer t, ε, δ > 0, existem t1, . . . , tn > t e x ∈ Bδ

tais que ‖(t1, . . . , tn) · x‖ 6 ε

 ,

Au(Z,F) =

e ∈ E :
para todo ε > 0, existem t, δ > 0 tais que ‖(t1, . . . , tn) · x‖ 6 ε,

para quaisquer t1, . . . , tn > t e x ∈ Bδ

 .

Logo, segue de maneira imediata que

e ∈ A(Z,F) se e somente se lim
ti→+∞

‖(t1, . . . , tn) · e‖ = 0, para todo i = 1, . . . , n. (4.2)

Com relação à S-estabilidade, temos que Z é S-estável se e somente se para todo

ε > 0, existe δ > 0 tal que ‖(t1, . . . , tn) · e‖ 6 ε, para quaisquer t1, . . . , tn > 0 e e ∈ Bδ.

O seguinte resultado é uma útil consequência da condição de linearidade (4.1).

Proposição 4.3. Suponha que a seção zero Z ⊂ E é um F-atrator fraco. Então, Z é um

F-atrator fraco global. O mesmo vale se Z é um F-atrator, um F-atrator uniforme fraco ou

um F-atrator uniforme.

Demonstração: Se Z é um F -atrator fraco, existe ε0 > 0 tal que Bε0 ⊂ Aw(Z,F). Fixando

um elemento e ∈ E\Z, considere α = ε0
‖e‖ . Como αe ∈ Bε0 , segue que, para quaisquer

t, ε > 0, existem t1, . . . , tn > t tais que ‖(t1, . . . , tn) · αe‖ 6 αε. Logo,

‖(t1, . . . , tn) · e‖ =
1

α
‖(t1, . . . , tn) · αe‖ 6 ε.

Portanto, Aw(Z,F) = E. Se Z é um F -atrator, um F -atrator uniforme fraco ou um

F -atrator uniforme, a demonstração é análoga. 2
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Tendo estabelecido os conceitos e os resultados básicos da teoria de semifluxos n-

dimensionais em fibrados vetoriais, podemos estudar estabilidade de Lyapunov e atração

nesse contexto. Começamos demonstrando a seguinte generalização do Teorema 4.2.

Teorema 4.4. Suponha que existe i ∈ {1, . . . , n} tal que

lim sup
ti−→+∞

‖(t1, . . . , tn) · e‖ = 0, para quaisquer tj > 0, com j 6= i, e e ∈ E.

Então, existe p ∈ {1, . . . , n} e existem constantes C, µ > 0 tais que

‖(t1, . . . , tn) · e‖ 6 C exp(−µtp)‖e‖, para quaisquer tl > 0, com l ∈ {1, . . . , n}, e e ∈ E.

Demonstração: Por hipótese, dado e ∈ S(E) = {e ∈ E : ‖e‖ = 1}, existe (T1(e), ..., Tn(e)) ∈

Si tal que ∥∥(T1(e), ..., Tn(e))|Eb e
∥∥ < 1

2
.

Por continuidade, existe uma vizinhança N = N(e, (T1(e), ..., Tn(e))) de e em S(E) tal

que ∥∥(T1(e), ..., Tn(e))|Eb w
∥∥ < 1

2
, para todo w ∈ N.

Como S(E) é compacto, existe uma cobertura aberta finita {N1, ..., Nm} de S(E) e

existem n-uplas (T k1 , ..., T
k
n ) ∈ Si, com k ∈ {1, ...,m}, tais que∥∥∥(T k1 , ..., T
k
n )
∣∣
Eb
w
∥∥∥ < 1

2
, para todo w ∈ Nk, com k ∈ {1, ...,m}.

De (4.1), segue que∥∥∥(T k1 , ..., T
k
n )
∣∣
Eb
w
∥∥∥ < 1

2
‖w‖, para todo w ∈ E tal que

w

‖w‖
∈ Nk, com k ∈ {1, ...,m}.

Agora, seja w ∈ S(Eb), onde b = π(w) ∈ B. Escolha inteiros positivos ik tais que

w ∈ Ni1

(T
i1
1 ,...,T

i1
n )|

Eb
w∥∥∥∥ (T

i1
1 ,...,T

i1
n )|

Eb
w

∥∥∥∥ ∈ Ni2

...

(T
i1
1 +···+T

ik−1
1 ,...,T

i1
n +···+T

ik−1
n )

∣∣∣
Eb

w∥∥∥∥ (T
i1
1 +···+T

ik−1
1 ,...,T

i1
n +···+T

ik−1
n )

∣∣∣
Eb

w

∥∥∥∥ ∈ Nik
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Dados j ∈ {1, ..., n} e k ∈ {1, ...,m}, seja

τ kj =
k∑
l=1

T ilj .

Dados t1, ..., tn > 0 e j ∈ {1, ..., n}, existe kj > 0 tal que

tj = rj + τ
kj
j , com 0 6 rj 6 T = maxT ilj .

Então, denotando por p = min{kj}, resulta que

tj = sj + τ pj ,

onde

sj = rj + (τ
kj
j − τ

p
j ) 6 qjT, para algum qj ∈ N suficientemente grande.

Dáı,∥∥(t1, ..., tn)|Eb w
∥∥ =

∥∥(s1, ..., sn)(τ p1 , ..., τ
p
n)|Eb w

∥∥ (4.3)

6

∥∥∥∥(s1, ..., sn)|E
π((τ

p
1 ,...,τ

p
n)w)

∥∥∥∥∥∥(τ p1 , ..., τ
p
n)|Eb w

∥∥
=

∥∥∥∥(s1, ..., sn)|E
π((τ

p
1 ,...,τ

p
n)w)

∥∥∥∥∥∥∥∥(T
ip
1 , ..., T

ip
n )(τ

ip−1
1 , ..., τ ip−1

n )
∣∣∣
Eb
w

∥∥∥∥
6

∥∥∥∥(s1, ..., sn)|E
π((τ

p
1 ,...,τ

p
n)w)

∥∥∥∥ 1

2

∥∥∥∥(τ
ip−1
1 , ..., τ ip−1

n )
∣∣∣
Eb
w

∥∥∥∥
...

6

∥∥∥∥(s1, ..., sn)|E
π((τ

p
1 ,...,τ

p
n)w)

∥∥∥∥(1

2

)p
‖w‖.

Por outro lado, note que tp = rp + τ
kp
p 6 rp + pT implica que p > (tp−rp)

T
. Logo,(

1

2

)p
= exp(−p ln 2) 6 exp(−p) (4.4)

6 exp

(
−(tp − rp)

T

)
= exp

(
−tp
T

)
exp

(rp
T

)
6 e exp

(
−tp
T

)
De (4.3) e (4.4), segue que∥∥(t1, ..., tn)|Eb w

∥∥ 6 ∥∥∥∥(s1, ..., sn)|E
π((τ

p
1 ,...,τ

p
n)w)

∥∥∥∥ e exp(−tp
T

)‖w‖,
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para todo w ∈ S(Eb), com b = π(w) ∈ B. Dáı, para todo w ∈ S(E), vale que∥∥∥(t1, ..., tn)|Eπ(w)
w
∥∥∥ 6 C exp(−µtp)‖w‖, para quaisquer tl > 0, com l ∈ {1, . . . , n},

onde µ = 1
T

e C = e max−qT6s1,...,sn6qT maxb∈B
∥∥(s1, ..., sn)|Eb

∥∥ , com q = max qj.

Dessa forma,∥∥∥(t1, ..., tn)|Eπ(e)
e
∥∥∥ 6 C exp(−µtp)‖e‖, para quaisquer tl > 0, com l ∈ {1, . . . , n}, e e ∈ E.

2

O Teorema 4.4 tem os seguintes corolários.

Corolário 4.5. Suponha que a seção zero Z ⊂ E é um F-atrator. Então, Z é F-assintoticamente

estável.

Demonstração: Basta mostrar que Z é S-estável. Segue da Proposição 4.3 que Z é um

F -atrator global. Assim, temos de (4.2) que, para todo i ∈ {1, . . . , n},

lim
ti−→+∞

‖(t1, . . . , tn)e‖ = 0, para quaisquer tj > 0, com j 6= i, e e ∈ E.

Logo, segue do Teorema 4.4 que existe p ∈ {1, . . . , n} e existem constantes C, µ > 0

tais que

‖(t1, . . . , tn) · e‖ 6 C exp(−µtp)‖e‖, para quaisquer tl > 0, com l ∈ {1, . . . , n}, e e ∈ E.

Assim, dado ε > 0, existe δ = ε
C
> 0 tal que, se ‖e‖ < δ e (t1, . . . , tn) ∈ S, então

‖(t1, . . . , tn) · e‖ 6 C‖e‖ 6 C
ε

C
= ε.

Portanto, Z é S-estável. 2

Corolário 4.6. As seguintes afirmações sobre a seção zero Z de E são equivalentes:

1. Z é um F-atrator.
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2. Z é um F-atrator global.

3. Z é um F-atrator uniforme.

4. Z é F-assintoticamente estável.

Demonstração: Segue do item 1b da Proposição 1.91 que o item 4 implica o item 3 e do item

2 da Proposição 1.83 que o item 3 implica o item 1. Pelo Corolário 4.5, temos que o item 1

implica o item 4. Por fim, segue da Proposição 4.3 que o item 1 é equivalente ao item 2. 2

4.3 Sistemas de controle

Seja π : E −→ B um fibrado vetorial de dimensão finita cujo espaço base é compacto

como na Subseção A.5.2. Nesta seção, assumimos que π : E −→ B é um fibrado vetorial

de classe C∞, ou seja, π : E −→ B é um fibrado vetorial tal que E e B são variedades

diferenciáveis de classe C∞, π : E −→ B é uma submersão de classe C∞ e as demais

aplicações envolvendo π : E −→ B são de classe C∞.

Considere um sistema de controle bilinear Σ em E cuja dinâmica é dada por uma

famı́lia de equações diferenciais da forma

e′(t) = X0(e(t)) +
n∑
i=1

ui(t)Xi(e(t)), com u = (u1, . . . , un) ∈ Ucp,

onde X0, . . . , Xn são campos de vetores completos de classe C∞ em E. Assumimos que o

conjunto de controle U de Σ é um subconjunto compacto e convexo de Rn. Assim, o fecho

de Upc com respeito à topologia fraca* de L∞(R,Rn), o qual denotamos por U = Upc, é um

espaço de Hausdorff compacto e a função solução

ϕ : R×M × U −→M, (t, x, u) 7−→ ϕ (t, x, u)

é cont́ınua, onde ϕ(t, x, u) é a solução única do sistema Σ com respeito à condição inicial

x(0) = x e à função u ∈ U no tempo t (veja [24, Seções 4.2 e 4.3]).

Assumimos também que a função solução ϕ satisfaz a seguinte condição de linearidade:
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para quaisquer e1, e2 ∈ E tais que π(e1) = π(e2), λ, t ∈ R e u ∈ Ucp, π(ϕ(t, e1, u)) = π(ϕ(t, e2, u))

ϕ(t, λe1 + e2, u) = λϕ(t, e1, u) + ϕ(t, e2, u).
(4.5)

Exemplo 4.7. ([24, Caṕıtulo 6]). O exemplo mais simples de sistema de controle bilinear

satisfazendo (4.5) é um sistema de controle bilinear em E = Rn da forma

e′(t) =

(
A0 +

n∑
i=1

ui(t)Ai

)
e(t),

onde A0, . . . , An são matrizes constantes n×n. Note que, se U = {0}, obtemos uma equação

diferencial linear

e′(t) = A0e(t).

Outro exemplo é um sistema obtido por linearização: seja M uma variedade dife-

renciável de dimensão finita e classe C∞ e considere um sistema de controle em M dado

por

y′(t) = Y0(y(t)) +
n∑
i=1

ui(t)Yi(y(t)), com u = (u1, . . . , un) ∈ Ucp,

onde Y0, . . . , Yn são campos de vetores completos de classe C∞ em M . Fazendo a linearização

das trajetórias, obtemos um sistema de controle bilinear no fibrado tangente π : TM −→M

descrito por

d

dt
Ty(t) = TY0(Ty(t)) +

n∑
i=1

ui(t)TYi(Ty(t)), com u = (u1, . . . , un) ∈ Ucp,

onde TYi denota a linearização do campo de vetores Yi, para cada i = 1, . . . , n. 3

A condição de linearidade (4.5) implica que

ϕ(t, ·, u)|Eb : Eb −→ Eπ(ϕ(t,e,u))

é uma aplicação linear, para quaisquer t ∈ R, b = π(e) ∈ B e u ∈ Ucp. Assim, segue que Z

é um conjunto invariante, pois todo elemento de Z é o elemento neutro de alguma fibra Eb,

com b ∈ B. Temos também que e ∈ Z se e somente se ce ∈ Z, para toda constante c > 0,

uma vez que e ∈ Z se e somente se ‖e‖ = 0. Além disso, como Z é um conjunto compacto

e os conjuntos Bε definidos em (A.23) formam uma base de vizinhanças para Z, podemos
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substituir as ε-vizinhanças B(Z, ε) de Z pelos conjuntos Bε nas definições de atratores e

conjuntos estáveis para Z. Logo, as regiões de atração da seção zero são dadas por

Aw(Z) =

e ∈ E :
para quaisquer ε > 0 e t > 0, existem s > t e u ∈ Ucp

tais que ‖ϕ(s, e, u)‖ 6 ε

 ,

A(Z) =

e ∈ E :
para todo ε > 0, existe t > 0 tal que ‖ϕ(s, e, u)‖ 6 ε,

para quaisquer s > t e u ∈ Ucp

 ,

Awu(Z) =

e ∈ E :
para quaisquer t > 0 e ε, δ > 0, existem s > t, x ∈ Bδ e u ∈ Ucp

tais que ‖ϕ(s, x, u)‖ 6 ε

 ,

Au(Z) =

e ∈ E :
para todo ε > 0, existem t > 0 e δ > 0 tais que ‖ϕ(s, x, u)‖ 6 ε,

para quaisquer s > t, x ∈ Bδ e u ∈ Ucp

 .

Um argumento semelhante ao empregado na Proposição 4.9 mostra que os elementos

da região de atração fraca tem a seguinte propriedade: e ∈ Aw(Z) se e somente se ce ∈ Aw(Z),

para toda constante c > 0. O mesmo é válido para A(Z), Awu(Z) e Au(Z). Temos ainda que

e ∈ A(Z) se e somente se lim
t→+∞

‖ϕ(t, e, u)‖ = 0, para qualquer u ∈ Ucp. (4.6)

Com relação à estabilidade, temos que Z é estável se e somente se para todo ε > 0,

existe δ > 0 tal que ‖ϕ(t, e, u)‖ 6 ε, para quaisquer t > 0, u ∈ Ucp e e ∈ Bδ.

Na sequência, introduzimos os conceitos de região de atração exponencial e atrator

exponencial para a seção zero Z.

Definição 4.8. Sejam K, ε > 0. A (K, ε)-região de atração exponencial da seção zero

Z ⊂ E é definida como sendo

Ae(Z,K, ε) = {e ∈ E : ‖ϕ(t, e, u)‖ 6 K exp(−εt)‖e‖, para quaisquer t > 0 e u ∈ Ucp} .

Dizemos que Z é um atrator exponencial para o sistema Σ se existem K, ε, δ > 0

tais que Bδ ⊂ Ae(Z,K, ε). Além disso, dizemos que Z é um atrator exponencial global

para o sistema Σ se existem K, ε > 0 tais que Ae(Z,K, ε) = E.
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O próximo resultado é uma útil propriedade da seção zero que segue de (4.5).

Proposição 4.9. Suponha que a seção zero Z ⊂ E é um atrator fraco (respectivamente um

atrator, um atrator uniforme fraco, um atrator uniforme, um atrator exponencial). Então,

Z é um atrator fraco global (respectivamente um atrator global, um atrator uniforme fraco

global, um atrator uniforme global, um atrator exponencial global).

Demonstração: Suponha que Z é um atrator fraco. Então, existe ε0 > 0 tal que Bε0 ⊂ Aw(Z).

Tendo fixado um elemento e ∈ E\Z, tome α = ε0
‖e‖ . Como αe ∈ Bε0 , segue que, para

quaisquer ε > 0 e t > 0, existe s > t tal que ‖ϕ(s, αe, u)‖ 6 αε, para todo u ∈ Ucp. Assim,

para u ∈ Ucp, obtemos

‖ϕ(s, e, u)‖ =
1

α
‖ϕ(s, αe, u)‖ 6 ε.

Portanto, Aw(Z) = E. As demonstrações dos casos em que Z é um atrator, um atra-

tor uniforme fraco, um atrator uniforme ou um atrator exponencial são análogas. 2

A próxima proposição relaciona atração exponencial e estabilidade assintótica para a

seção zero.

Proposição 4.10. Suponha que a seção zero Z ⊂ E é um atrator exponencial. Então, Z é

um atrator uniforme que é estável (e, portanto, é assintoticamente estável).

Demonstração: Tome K, ε, δ > 0 tais que Bδ ⊂ Ae(Z,K, ε). Fixando arbitrariamente α > 0,

escolha η > 0 tal que η 6 α
K

e η < δ. Então, para quaisquer t > 0, e ∈ Bη e u ∈ Ucp, temos

que

‖ϕ(t, e, u)‖ 6 K exp(−εt)‖e‖ 6 K‖e‖

6 Kη 6 α.

Dessa desigualdade, segue que Bη ⊂ Au(Z) e SΣBη ⊂ Bα. Portanto, Z é um atrator

uniforme que é estável. 2

Os lemas apresentados a seguir são utilizados na demonstração do Lema da uniformi-

dade de Fenichel para sistemas de controle. Eles generalizam os Lema 2.4 e 2.5 de [38].
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Lema 4.11. Assuma que a seção zero Z ⊂ E é um conjunto invariante isolado. Então,

1. sup {‖ϕ(t, e, u)‖ : t ∈ R e u ∈ Ucp} <∞ se e somente se e ∈ Z.

2. Suponha que o sistema Σ satisfaz a hipótese H4. Então,

sup {‖ϕ(t, e, u)‖ : t > 0 e u ∈ Ucp} <∞

se e somente se e ∈ A(Z).

Demonstração: Seja N uma vizinhança isolada compacta de Z e tome ε > 0 tais que Bε ⊂ N .

1. Suponha que existe uma constante K > 0 tal que ‖ϕ(t, e, u)‖ 6 K, para quaisquer

t ∈ R e u ∈ Ucp. Tome t ∈ R e u ∈ Ucp. Para c = ε
K
> 0, temos que

‖ϕ(t, ce, u)‖ = c ‖ϕ(t, e, u)‖ 6 ε.

Dessa forma, conclúımos que SΣce∪S−1
Σ ce ⊂ N . Como N é uma vizinhança isolada de

Z, segue que ce ∈ Z e, portanto, e ∈ Z.

2. Assuma que existe uma constante K > 0 tal que ‖ϕ(t, e, u)‖ 6 K, para quaisquer t > 0

e u ∈ Ucp. Prova-se, assim como no item anterior, que, para c = ε
K
> 0, SΣce ⊂ N .

Logo, cl(SΣce) ⊂ N e cl(SΣce) é compacto. Assim, segue da Proposição 1.53 que

ω(ce) 6= ∅. Como é válida a hipótese H4, temos ainda pela Proposição 1.54 que ω(ce)

é invariante. A escolha de N implica que ω(ce) ⊂ Z. Logo, ce ∈ A(Z) e, portanto,

e ∈ A(Z). Reciprocamente, segue da Proposição 1.53 que cl(SΣe) é limitado em E se

∅ 6= ω(e) ⊂ Z. Portanto, sup {‖ϕ(t, e, u)‖ : t > 0 e u ∈ Ucp} <∞.

2

Lema 4.12. Suponha que o sistema Σ satisfaz a hipótese H4. Assuma que a seção zero

Z ⊂ E é um conjunto invariante isolado. Então, existem constantes K, ε > 0 tais que

A(Z) ⊂ Ae(Z,K, ε), ou seja,

‖ϕ(t, e, u)‖ 6 K exp(−εt)‖e‖,

para quaisquer e ∈ A(Z), t > 0 e u ∈ Ucp.
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Demonstração: Inicialmente, mostremos que existe uma constante K > 0 tal que

‖ϕ(t, e, u)‖ 6 K‖e‖, (4.7)

para quaisquer e ∈ A(Z), t > 0 e u ∈ Ucp. Suponha por absurdo que, para cada k ∈ N

existem tk > 0, ek ∈ A(Z) e uk ∈ Ucp tais que ‖ϕ(tk, ek, uk)‖ > k‖ek‖. De (4.5) e do Lema

4.11, segue que podemos assumir, sem perda de generalidade, que ‖ek‖ = 1, para todo k ∈ N,

e

‖ϕ(tk, ek, uk)‖ > ‖ϕ(t, ek, u)‖ , (4.8)

para quaisquer t > 0 e u ∈ Upc, respectivamente. Além disso, temos que ‖ϕ(tk, ek, uk)‖ −→ ∞

quando k → +∞. Agora, considere a sequência(
ϕ(tk, ek, uk)

‖ϕ(tk, ek, uk)‖

)
k∈N
⊂ S(E).

Como S(E) é compacto, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

ϕ(tk, ek, uk)

‖ϕ(tk, ek, uk)‖
−→ x, para algum x ∈ S(E). (4.9)

Temos duas possibilidades: se (tk)k∈N é limitada, podemos assumir que tk −→ s, com

s > 0. Logo, para todo v ∈ Ucp,

‖ϕ(−s, x, v)‖ = lim
k→∞

∥∥∥∥ϕ(−tk, ϕ(tk, ek, uk)

‖ϕ(tk, ek, uk)‖
, v

)∥∥∥∥
= lim

k→∞

1

‖ϕ(tk, ek, uk)‖
= 0

e, portanto, ϕ(−s, x, v) ∈ Z. Esse fato implica que x ∈ Z, o que contradiz (4.9). Por outro

lado, se (tk)k∈N não é limitada, então afirmamos que

‖ϕ(t, x, u)‖ 6 1, para quaisquer t ∈ R e u ∈ Ucp. (4.10)

De fato, suponha por absurdo que existem t′ ∈ R e u′ ∈ Ucp tais que ‖ϕ(t′, x, u′)‖ > 1.

Se t′ > 0, então

1 < lim
k→∞

‖ϕ(t′, ϕ (tk, ek, uk) , u
′)‖

‖ϕ(tk, ek, uk)‖

= lim
k→∞

‖ϕ(t′ + tk, ek, u
′
k)‖

‖ϕ(tk, ek, uk)‖
,
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onde u′k ∈ Ucp, para todo k ∈ N. Então, segue que existe k′ ∈ N tal que t′ + tk′ > 0 e

‖ϕ(t′ + tk′ , ek′ , u
′
k′)‖ > ‖ϕ(tk, ek, uk)‖ . (4.11)

De (4.8) e (4.11), obtemos

‖ϕ(t′ + tk′ , ek′ , u
′
k′)‖ > ‖ϕ(t′ + tk′ , ek′ , u

′
k′)‖ . (4.12)

o que é uma contradição. Se t′ 6 0, segue da hipótese H4 que existe τ > 0 tal que

ϕ(t′, ·, u′(·+ t))S>τ ⊂ SΣ.

Assuma, sem perda de generalidade, que tk > τ , para todo k ∈ N. Então, para cada

k ∈ N, existem τk > 0 e u′k ∈ Ucp tais que

ϕ(t′, ϕ(tk, ek, uk), u
′(·+ t)) = ϕ(τk, ek, u

′
k).

Assim,

1 < lim
k→∞

‖ϕ(t′, ϕ(tk, ek, uk), u
′(·+ t))‖

‖ϕ(tk, ek, uk)‖

= lim
k→∞

‖ϕ(τk, ek, u
′
k)‖

‖ϕ(tk, ek, uk)‖
,

Logo, existe k′ ∈ N tal que τk′ > 0 e

‖ϕ(τk′ , ek′ , u
′
k′)‖ > ‖ϕ(tk, ek, uk)‖ . (4.13)

De (4.8) e (4.13), obtemos

‖ϕ(τk′ , ek′ , u
′
k′)‖ > ‖ϕ(τk′ , ek′ , u

′
k′)‖ , (4.14)

o que é uma contradição. Isso mostra que (4.10) vale. Portanto,

sup {‖ϕ(t, x, u)‖ : t ∈ R e u ∈ Ucp} <∞

e o Lema 4.11 implica que x ∈ Z, o que contradiz (4.9). Portanto, (4.7) é válido.

Agora, mostremos que, para cada α > 0, existe T > 0 tal que

‖ϕ(t, e, u)‖ 6 α‖e‖, (4.15)
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para quaisquer e ∈ A(Z), t > T e u ∈ Ucp. Suponha por absurdo que existe α > 0 tal que,

para cada k ∈ N, podemos escolher ek ∈ A(Z), tk > k e uk ∈ Ucp de modo que

‖ϕ(tk, ek, uk)‖ > α‖ek‖. (4.16)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que

ϕ(tk, ek, uk)

‖ϕ(tk, ek, uk)‖
−→ x, para algum x ∈ S(E).

Fixe t ∈ R e u ∈ Ucp. Se t > 0, segue de (4.16) que

‖ϕ(t, x, u)‖ = lim
k→∞

‖ϕ(t+ tk, ek, u
′
k)‖

‖ϕ(tk, ek, uk)‖

< lim
k→∞

‖ϕ(t+ tk, ek, u
′
k)‖

α‖ek‖

6
K

α
.

Se t 6 0, segue da hipótese H4 que existe τ > 0 tal que

ϕ(t, ·, u(·+ t))S>τ ⊂ SΣ.

Assuma, sem perda de generalidade, que tk > τ , para todo k ∈ N. Então, para cada

k ∈ N, existem τk > 0 e u′k ∈ Ucp tais que

ϕ(t, ϕ(tk, ek, uk), u(·+ t)) = ϕ(τk, ek, u
′
k).

Dáı, segue de (4.16) que

‖ϕ(t, x, u)‖ = lim
k→∞

‖ϕ(t, ϕ(tk, ek, uk), u(·+ t))‖
‖ϕ(tk, ek, uk)‖

= lim
k→∞

‖ϕ(τk, ek, u
′
k)‖

‖ϕ(tk, ek, uk)‖

< lim
k→∞

‖ϕ(τk, ek, u
′
k)‖

α‖ek‖

6
K

α
.

Assim, obtemos do Lema 4.11 que

sup {‖ϕ(t, x, u)‖ : t ∈ R e u ∈ Ucp}
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existe e, portanto, x ∈ Z. Essa contradição mostra que (4.15) se verifica.

Agora, tome α < 1 e T > 0 tais que ‖ϕ(t, e, u)‖ 6 α‖e‖, para quaisquer e ∈ A(Z),

t > T e u ∈ Ucp. Seja

ε =
−(lnα)

T
> 0. (4.17)

Então, α = exp(−εT ). Agora, fixe k ∈ N e tome t de modo que kT 6 t 6 (k + 1)T .

Temos que t = r+ kT , para algum r > 0. Assim, se e ∈ A(Z) e u ∈ Ucp, então segue de (4.7)

e (4.15) que

‖ϕ(t, e, u)‖ = ‖ϕ(r, ϕ(kT, e, u), u′)‖ (4.18)

6 K ‖ϕ(kT, e, u)‖

6 Kαk‖e‖.

Como t 6 (k + 1)T , temos que

exp(−ε(k + 1)T ) 6 exp(−εt).

Além disso, temos que αk+1 = exp(−ε(k + 1)T ). Logo, (4.18) implica que

‖ϕ(t, e, u)‖ 6 Kα−1αk+1‖e‖

= Kα−1 exp(−ε(k + 1)T )‖e‖

6 Kα−1 exp(−εt)‖e‖.

Portanto, considerando K ′ = Kα−1 e ε com em (4.17), temos que

‖ϕ(t, e, u)‖ 6 K ′ exp(−εt)‖e‖, (4.19)

para quaisquer e ∈ A(Z), t > 0 e u ∈ Ucp. 2

Como uma consequência, temos o seguinte resultado.

Corolário 4.13. Suponha que o sistema Σ satisfaz a hipótese H4 e assuma que a seção

zero Z ⊂ E é um conjunto invariante isolado que é um atrator. Então, Z é um atrator

exponencial global.
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Demonstração: Segue da Proposição 4.9 que A(Z) = E. Logo, temos do Lema 4.12 que

existem constantes K, ε > 0 tais que Ae(Z,K, ε) = E. Portanto, Z é um atrator exponencial

global. 2

O seguinte resultado, que é uma consequência imediata de (4.6) e do Corolário 4.13,

é uma versão do Lema da uniformidade de Fenichel para sistemas de controle.

Teorema 4.14. Suponha que o sistema Σ satisfaz a hipótese H4 e assuma que a seção zero

Z ⊂ E é um conjunto invariante isolado. Assuma também que

lim
t→∞
‖ϕ(t, e, u)‖ = 0, para quaisquer e ∈ E e u ∈ Ucp.

Então, existem constantes K, ε > 0 tais que

‖ϕ(t, e, u)‖ 6 K exp(−εt)‖e‖,

para quaisquer e ∈ E, t > 0 e u ∈ Ucp.

Por fim, apresentamos uma equivalência entre os conceitos de atratores e conjuntos

estáveis para a seção zero.

Teorema 4.15. Suponha que o sistema Σ satisfaz as hipóteses H3 e H4 e assuma que a seção

zero Z ⊂ E é um conjunto invariante isolado. Então, as seguintes afirmações sobre Z são

equivalentes:

1. Z é um atrator de Conley.

2. Z é um atrator uniforme.

3. Z é um atrator exponencial.

4. Z é um atrator.

5. Z é um atrator fraco que é estável.

6. Z é assintoticamente estável.
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7. Z é estável.

Demonstração: Segue do item 1a da Proposição 1.91 que os itens 5 e 6 são equivalentes. Pelo

mesmo motivo, o item 5 implica o item 4. O item 1b da Proposição 1.91 mostra que o item 6

implica o item 2. O item 2 da Proposição 1.83 mostra que o item 2 implica o item 4. O item

2b da Proposição 1.91 garante que o item 2 implica o item 6. Além disso, temos do Corolário

4.13 que o item 4 implica o item 3, temos da Proposição 4.10 que o item 3 implica o item 6 e

temos do item 2b da Proposição 1.91 que o item 1 implica o item 6. Por fim, as Proposições

1.84, 1.92 e 4.10 implicam que o item 3 implica o item 1 e a Proposição 1.92 garante que o

item 1 é equivalente ao item 7. 2



Apêndice A

Fibrados topológicos

Neste apêndice, apresentamos os conceitos básicos da teoria de fibrados principais e as-

sociados que são necessários para o entendimento desta tese. Nos referimos a [29] e [31] para

a teoria de fibrados principais e associados. Começamos fixando algumas notações da teoria

de fibrados topológicos, que englobam tanto fibrados principais quanto associados. Depois,

estudamos os fibrados principais a partir do estudo dos G-espaços. Por fim, apresentamos o

conceito de fibrado associado a um fibrado principal, dando ênfase aos fibrados vetoriais.

A.1 Generalidades

Esta seção tem o objetivo de estabelecer as notações e nomenclaturas básicas que são

comuns a fibrados principais e associados. Neste sentido, trabalhamos com o conceito de

fibrado topológico, que engloba tanto fibrados principais quanto associados.

Um fibrado topológico é uma terna ξ = (E, π,B), onde E e B são espaços to-

pológicos e π : E −→ B é uma aplicação cont́ınua. Os espaços E e B são chamados,

respectivamente, espaço total e espaço base do fibrado topológico ξ. A aplicação π é

chamada projeção do fibrado topológico ξ. A menos de menção expĺıcita em contrário,

ao longo desta seção, ξ denota um fibrado topológico com espaço total E, espaço base B e

projeção π : E −→ B. Além disso, por simplicidade, dizemos apenas que ξ é um fibrado,

ficando subentendido que ξ é um fibrado topológico.

Sejam ξ1 = (E1, π1, B1) e ξ2 = (E2, π2, B2) dois fibrados. Dizemos que ξ2 é um

subfibrado de ξ1 se E2 ⊂ E1, B2 ⊂ B1 e π2 = π1|E2
: E2 −→ B2. Um homomorfismo de

fibrados é um par de aplicações cont́ınuas (u, f), com u : E1 −→ E2 e f : B1 −→ B2, tais
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que π2 ◦u = f ◦π1. Um homomorfismo entre os fibrados ξ1 e ξ2 torna comutativo o diagrama

a seguir:

E1
u−→ E2

π1 ↓ 	 ↓ π2

B1
f−→ B2

(A.1)

Homomorfismos de fibrados “levam fibras em fibras”, isto é,

u((π1)−1(b)) ⊂ (π2)−1(f(b)), para todo b ∈ B. (A.2)

De fato, se x ∈ u((π1)−1(b)), existe y ∈ (π1)−1(b) tal que x = u(y). Dáı, π2(x) =

π2(u(y)) = f(π1(y)) = f(b), de modo que x ∈ (π2)−1(f(b)).

Um homomorfismo de fibrados (u, f) também é indicado por (u, f) : ξ1 −→ ξ2. Se

existe um homomorfismo de fibrados (v, g) : ξ2 −→ ξ1 tal que v = u−1 e g = f−1, dizemos

que (u, f) é um isomorfismo de fibrados e que os fibrados ξ1 e ξ2 são isomorfos.

Se B1 = B2 = B e f = idB, dizemos que u = (u, idB) : ξ1 −→ ξ2 é um B-

homomorfismo de fibrados. Neste caso, temos que π1 = π2 ◦ u e, portanto, o seguinte

diagrama comuta:

E1
u−→ E2

π1 ↘ 	 ↙ π2

B

(A.3)

Para um B-homomorfismo de fibrados u : ξ1 −→ ξ2, a inclusão (A.2) se resume a

u((π1)−1(b)) ⊂ (π2)−1(b), para todo b ∈ B.

Se ξ é um fibrado, então idξ = (idE, idB) é claramente um B-homomorfismo de fibrados.

Um outro exemplo envolve o conceito de seção de um fibrado. Uma seção (ou seção global)

de ξ é uma aplicação cont́ınua s : B −→ E tal que π(s(b)) = b, para todo b ∈ B, ou seja,

π ◦ s = idB. Em outras palavras, s é uma seção de ξ se s(b) ∈ π−1(b), para todo b ∈ B. Note

que as seções de ξ são exatamente os B-homomorfismos da forma s : (B, idB,B) −→ ξ.

Dado b ∈ B, o conjunto π−1(b) é chamado fibra de E sobre b. Também usamos a

notação Eb = π−1(b). Se todas as fibras π−1(b) são homeomorfas a um espaço topológico

F , dizemos que F é a fibra t́ıpica do fibrado ξ. O exemplo mais simples de fibrado é

(B × F, π1, B), onde B e F são espaços topológicos e π1 : B × F −→ B é a projeção na
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primeira coordenada. Tal fibrado é chamado de fibrado produto. Um fibrado ξ é um

fibrado trivial com fibra F se ξ é B-isomorfo ao fibrado produto (B × F, π1, B).

Agora, tome um subconjunto A ⊂ B. A restrição de ξ a A, denotada por ξ|A, é

o fibrado (E ′, π′, A), onde E ′ = π−1(A) e π′ = π|E′ . É imediato verificar que ξ|B = ξ,

(idξ)|A = id ξ|A e que, se A1 ⊂ A ⊂ B, então ξ|A1
= (ξ|A)|A1

. Também não é dif́ıcil ver que,

para o fibrado trivial ξ = (B × F, π1, B), tem-se que ξ|A = (A× F, π1, A).

Dois fibrados ξ1 = (E1, π1, B) e ξ2 = (E2, π2, B) com mesmo espaço base B são

localmente isomorfos se, para cada b ∈ B, existe uma vizinhança U de b em B tal que os

fibrados ξ1|U e ξ2|U são U -isomorfos. Em outras palavras, os fibrados ξ1 e ξ2 são localmente

isomorfos se dado b ∈ B, existe uma vizinhança U de b em B e existe um U -isomorfismo

de fibrados u : ((π1)−1(U), (π1)|U , U) −→ ((π2)−1(U), (π2)|U , U). É claro que dois fibrados

isomorfos são localmente isomorfos. Um fibrado ξ com espaço base B é localmente trivial

com fibra F se ξ é localmente isomorfo ao fibrado produto (B × F, π1, B).

Na classe de todos os fibrados sobre B, considere a seguinte relação:

ξ1 ∼ ξ2 se e somente se ξ1 e ξ2 são localmente isomorfos. (A.4)

Se ξ é um fibrado sobre B, é claro que ξ é localmente isomorfo a si mesmo. Se ξ1 é

localmente isomorfo a ξ2, segue imediatamente da definição que ξ2 é localmente isomorfo a

ξ1. Por fim, se ξ1 ∼ ξ2 e ξ2 ∼ ξ3, então, dado b ∈ B, existem vizinhanças U e V de b em B

tais que ξ1|U é U -isomorfo a ξ2|U e ξ2|V é V -isomorfo a ξ3|V . Logo, ξ1|U∩V é U ∩V -isomorfo

a ξ3|U∩V , o que mostra que ξ1 ∼ ξ3. Portanto, (A.4) é uma relação de equivalência na classe

de todos os fibrados sobre B. Como consequência, fibrados localmente isomorfos a fibrados

localmente triviais são localmente triviais.

A.2 Fibrados principais

Nesta seção, apresentamos os conceitos básicos sobre fibrados principais que são uti-

lizados nesta tese.

Seja G um grupo topológico com elemento neutro 1.
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Definição A.1. Um G-espaço à direita é um espaço topológico M munido de uma ação

à direita de G que é cont́ınua.

Analogamente, define-se G-espaço à esquerda. No que segue, vamos sempre trabalhar

com G-espaços à direita, aos quais nos referiremos apenas como G-espaços.

Seja M um G-espaço. As órbitas da ação de G em M determinam uma relação de

equivalência em M dada por

x ∼ y se e somente se existe g ∈ G tal que xg = y. (A.5)

Denotamos por M/G o espaço das órbitas xG, x ∈M , munido da topologia quociente

dada pela projeção canônica π : M −→ M/G. A projeção canônica é claramente uma

aplicação sobrejetora e cont́ınua. Ela é também uma aplicação aberta. De fato, seja W um

aberto de M . Afirmamos que

π−1(π(W )) = WG =
⋃
g∈G

Wg.

Com efeito, se x ∈
⋃
g∈GWg, existe g ∈ G tal que x ∈ Wg e, assim, x = wg,

para algum w ∈ W . Logo, x ∈ wG e π(x) = π(w) ∈ π(W ). Portanto, x ∈ π−1(π(W )).

Reciprocamente, tome x ∈ π−1(π(W )). Então, π(x) ∈ π(W ) e podemos escolher um elemento

w ∈ W tal que π(x) = π(w). Assim, x ∈ wG e existe g ∈ G tal que x = wg, de modo que

x ∈ Wg. Portanto, x ∈
⋃
g∈GWg, como queŕıamos demonstrar.

Agora, seja M um G-espaço livre e considere

M∗ = {(x, xg) : x ∈M, g ∈ G}. (A.6)

Dado (x, x′) ∈M∗, existe um único τ(x, x′) ∈ G tal que xτ(x, x′) = x′. De fato, dado

(x, x′) ∈M∗, então x′ = xg, para algum g ∈ G. Logo, basta fazer g = τ(x, x′). Tal g é único,

uma vez que M é um G-espaço livre. Desta forma, está bem definida a aplicação

τ : M∗ −→ G (A.7)

(x, x′) 7−→ τ(x, x′)

A função τ dada em (A.7) é chamada função de translação do G-espaço M . A

função de translação tem as seguintes propriedades:
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1. τ(x, x) = 1, para todo x ∈M .

2. τ(x, x′)τ(x′, x′′) = τ(x, x′′), para quaisquer x, x′, x′′ ∈M .

3. τ(x′, x) = τ(x, x′)−1, para quaisquer x, x′ ∈M .

A função de translação de um G-espaço dada em (A.7) não necessariamente é cont́ınua.

Dizemos que M é um G-espaço principal se a função de translação de M é cont́ınua.

A próxima definição apresenta o conceito de homomorfismo entre G-espaços.

Definição A.2. Sejam M e N dois G-espaços. Uma aplicação cont́ınua p : M −→ N é um

G-homomorfismo se p(xg) = p(x)g, para quaisquer x ∈ M e g ∈ G. Além disso, se p é

um homeomorfismo, dizemos que p é um G-isomorfismo.

Ou seja, osG-homomorfismos entreM eN são exatamente as aplicaçõesG-equivariantes

entre M e N e os G-isomorfismos entre M e N são exatamente as G-conjugações topológicas

entre M e N .

Se p : M −→ N é um G-homomorfismo entre dois G-espaços, então p(xG) ⊂ p(x)G,

para todo x ∈ M , ou seja, um G-homomorfismo “preserva órbitas”. Além disso, p induz

a aplicação f : M/G −→ N/G dada por f(xG) = p(x)G, que é a aplicação que torna

comutativo o diagrama a seguir:

M
p−→ N

πM ↓ 	 ↓ πN
M/G

f−→ N/G

(A.8)

Na sequência, apresentamos o conceito de G-fibrado.

Definição A.3. Seja ξ = (Q, π,B) um fibrado. Dizemos que ξ é um G-fibrado se existe

uma estrutura de G-espaço em Q e existe um homeomorfismo f : Q/G −→ B de modo que

(idQ, f) : (Q, πQ, Q/G) −→ ξ é um isomorfismo de fibrados (ou seja, π = f ◦ πQ).

Q

πQ ↙ 	 ↘π

Q/G
f−→ B

(A.9)
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Dizemos que ξ é um G-fibrado principal se ξ é um G-fibrado cujo espaço total é um G-

espaço principal. Neste caso, também dizemos que G é o grupo estrutural do G-fibrado

principal ξ.

Note que todo G-espaço Q determina um G-fibrado α(Q) = (Q, π, Q/G). A projeção

πQ de α(Q) também é indicada por π sempre que não houver risco de confusão. Se Q é um

G-espaço principal, então o G-fibrado α(Q) determinado por Q é obviamente um G-fibrado

principal. Outros exemplos são dados a seguir.

Exemplo A.4. O G-espaço produto Q = B×G, onde a ação de G em Q é (b, g)h = (b, gh),

com b ∈ B e g, h ∈ G, é um G-fibrado principal. De fato, não é dif́ıcil verificar que a

ação de G em Q é livre. Observe também que ((b, g), (b′, g′)) pertence a Q∗ se e somente se

(b′, g′) = (b, gh), para algum h ∈ G. Isso, por sua vez, é equivalente a b′ = b e h = g−1g′.

Assim, a função de translação τ : Q∗ −→ G é dada por τ((b, g), (b′, g′)) = g−1g′, que é

cont́ınua. Agora, seja α(Q) = (Q, π, Q/G). Neste caso, temos que Q/G = {b×G : b ∈ B}

e a aplicação f : b×G ∈ Q/G 7−→ b ∈ B é um homeomorfismo. Além disso, temos que

f(π(b, g)) = f(b×G) = b = π1(b, g), para todo (b, g) ∈ Q.

Portanto, (B × G, π1, B) é um G-fibrado principal, chamado G-fibrado principal

produto. 3

Exemplo A.5. Seja H um subgrupo fechado de um grupo topológico G. Então, H age à

direita em G através do produto de G (essa ação é claramente livre). Note que (x, x′) ∈ G∗

se e somente se x′ = xg, para algum g ∈ G e, assim, g = x−1x′. Logo, τ(x, x′) = x−1x′

é cont́ınua e G é um H-espaço principal. Portanto, α(G) = (G, π, G/H) é um H-fibrado

principal, onde G/H = {gH : g ∈ G} e π(g) = gH. 3

Exemplo A.6. Este exemplo é uma generalização do anterior. Sejam L1 e L2 dois subgrupos

fechados de G tais que L1 é normal em L2. Então, L2/L1 é um grupo topológico com a

multiplicação usual de grupo quociente (veja [40, Subseção 2.7.1]). Considere a aplicação

π : G/L1 −→ G/L2

gL1 7−→ gL2
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Afirmamos que (G/L1, π, G/L2, L2/L1) é um L2/L1-fibrado principal. Com efeito,

µ : G/L1 × L2/L1 −→ G/L1

(gL1, hL1) 7−→ ghL1 (A.10)

é uma ação livre de L2/L1 em G/L1. Além disso, temos que

(G/L1)∗ = {(gL1, gL1hL1) : gL1 ∈ G/L1 e hL1 ∈ L2/L1}

e que (gL1, g
′L1) ∈ (G/L1)∗ se e somente se existe h ∈ L2 tal que g−1g′L1 = hL1. Logo, está

bem definida e é cont́ınua a aplicação

τ : (G/L1)∗ −→ L2/L1

(gL1, g
′L1) 7−→ τ(gL1, g

′L1) = g−1g′L1.

Por fim, denotando por πL2/L1 a projeção canônica relativa a ação (A.10) e conside-

rando o homeomorfismo

f : (G/L1)/ (L2/L1) −→ G/L2

gL1(L2/L1) 7−→ gL2,

temos que f ◦ πL2/L1 = π. 3

Exemplo A.7. Seja G = Z2 = {−1, 1} munido da multiplicação. Considere em Sn a

estrutura de Z2-espaço na qual a ação é dada por x(±1) = ±x. Então, os elementos de (Sn)∗

são da forma (x,±x), com x ∈ Sn, e a função de translação é τ(x,±x) = ±1, que é cont́ınua.

Logo, Sn é um Z2-espaço principal, cujo Z2-fibrado principal é α(Sn) = (Sn, π,Pn).

Exemplo A.8. O fibrado dos referenciais de um fibrado vetorial ξ = (E, π,B) é um fibrado

principal (veja a Seção A.5). 3

A seguir, mostramos que a fibra de um G-fibrado principal é o grupo estrutural G.

Proposição A.9. Seja ξ = (Q, π,B) um G-fibrado principal. Então, o grupo estrutural G é

a fibra de ξ.
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Demonstração: Seja b ∈ B. Se q ∈ π−1(b), então qg ∈ π−1(b), para todo g ∈ G, uma vez que

π(qg) = f(πQ(qg)) = f(πQ(q)) = π(q), para todo g ∈ G, onde f : Q/G −→ B é a aplicação

que faz o diagarama (A.9) comutar. Dessa forma, podemos definir a seguinte aplicação:

u : G −→ π−1(b) (A.11)

g 7−→ u(g) = qg

Considerando em π−1(b) a topologia induzida de Q, resulta que u é cont́ınua. A inversa

de u é a aplicação

v : π−1(b) −→ G

q′ 7−→ v(q′) = τ(q, q′)

Como ξ é um G-fibrado principal, a função de translação τ de ξ é cont́ınua e, assim,

v é cont́ınua. Portanto, u é um homeomorfismo. ut

A próxima definição apresenta o conceito de homomorfismo de G-fibrados principais.

Definição A.10. Sejam ξ1 = (Q1, π1, B1) e ξ2 = (Q2, π2, B2) dois G-fibrados principais. Um

homomorfismo de fibrados principais é um homomorfismo de fibrados (u, f) : ξ1 −→ ξ2

no qual a aplicação u : Q1 −→ Q2 é um G-homomorfismo entre os G-espaços Q1 e Q2, isto

é, u(xg) = u(x)g, para quaisquer x ∈ Q1 e g ∈ G.

Q1
u−→ Q2

π1 ↓ 	 ↓ π2

B1
f−→ B2

(A.12)

Se B1 = B2 = B e f = idB, dizemos que u é um B-homomorfismo principal.

Seja (u, f) : ξ1 −→ ξ2 um homomorfismo de G-fibrados principais que é inverśıvel

enquanto homomorfismo de fibrados. Se (v, g) é o homomorfismo inverso de (u, f), então é

imediato verificar que a aplicação v : Q2 −→ Q1 é um G-homomorfismo entre os G-espaços

Q2 e Q1, uma vez que u o é. Portanto, (v, g) também é um homomorfismo de G-fibrados

principais. Neste caso, dizemos que (u, f) é um isomorfismo de fibrados principais.
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Ao longo desta tese, as palavras homomorfismo e isomorfismo, no contexto de fibrados

principais, sempre significarão homomorfismo e isomorfismo de fibrados principais, respecti-

vamente.

Note que o diagrama (A.12) se reduz ao diagrama (A.8) a menos das aplicações f1 e

f2 referentes a ξ1 e ξ2 como em (A.9).

A.3 Fibrados associados

Nesta seção, apresentamos alguns elementos básicos da teoria dos fibrados associados

a fibrados principais. Assim como na seção anterior, G denota um grupo topológico com

elemento neutro 1.

Inicialmente, estabeleçamos algumas notações. Sejam ξ = (Q, π,B) um G-fibrado

principal e F um G-espaço à esquerda. Considere a seguinte ação de G em Q× F :

(Q× F )×G −→ Q× F

((q, v), g) 7−→ (q, v)g = (qg, g−1v)
(A.13)

Com essa ação, Q×F se torna um G-espaço à direita. Se ∼ é a relação de equivalência

em Q× F dada pela ação (A.13), temos que

(q1, v1) ∼ (q2, v2) se e somente se existe g ∈ G tal que q2 = q1g e v2 = g−1v1. (A.14)

Denotamos as órbitas (q, v)G da ação (A.13) por [q, v], ou seja, [q, v] = (q, v)G, para

quaisquer q ∈ Q e v ∈ F . Denotamos o espaço de todas estas órbitas por E = (Q× F )/G.

Denotamos também por Π : Q× F −→ E, Π(q, v) = [q, v], a projeção canônica do G-espaço

Q× F . Agora, considere a aplicação

πE : E −→ B

[q, v] 7−→ πE([q, v]) = π(q)

A aplicação πE é a aplicação que faz o seguinte diagrama ser comutativo:

Q× F π1−→ Q

Π ↓ 	 ↓ π

E
πE−→ B

(A.15)
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A partir da comutatividade do diagrama (A.15), pode-se demonstrar que πE é uma

aplicação sobrejetora, cont́ınua e aberta.

Tendo estabelecido estas notações, podemos apresentar a definição de fibrado associ-

ado a um fibrado principal.

Definição A.11. Sejam ξ = (Q, π,B) um G-fibrado principal e F um G-espaço à esquerda.

Com as notações das considerações anteriores, o fibrado ξ[F ] = (E, πE, B) é chamado fi-

brado associado a ξ com fibra t́ıpica F . O grupo G é chamado grupo estrutural de

ξ[F ].

Vejamos alguns exemplos de fibrados associados.

Exemplo A.12. Todo fibrado vetorial ξ = (E, π,B) pode ser visto como um fibrado associ-

ado ao seu fibrado dos referenciais (veja a Seção A.5). 3

Exemplo A.13. Sejam G um grupo topológico de Hausdorff e L1, L2 ⊂ G dois subgrupos

fechados de G tais que L1 é um subgrupo normal de L2. Sejam π1 e π2 as respectivas projeções

canônicas e considere a fibração equivariante

ρ : G/L1 −→ G/L2

π1(g) 7−→ ρ(π1(g)) = π2(g).

Temos que ξ[L2/L1] = (G/L1, ρ, G/L2) é um fibrado associado ao L2-fibrado prin-

cipal ξ = (G, π2, G/L2) com fibra t́ıpica L2/L1 (veja [14, Exemplo 2.1]). 3

No que segue, mostramos que a fibra de um fibrado associado ξ[F ] é o espaço F (isto

é, F é homeomorfo a todas as fibras (πE)−1(b) de ξ[F ]).

Proposição A.14. Sejam ξ = (Q, π,B) um G-fibrado principal e ξ[F ] = (E, πE, B) um

fibrado associado a ξ com fibra t́ıpica F . Então, F é a fibra de ξ[F ].

Demonstração: Sejam b ∈ B e q0 ∈ Q tais que π(q0) = b. Considere a aplicação

f : F −→ (πE)−1(b)

v 7−→ f(v) = [q0, v]
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Temos que f está bem definida, pois

πE(f(v)) = πE([q0, v]) = π(q0) = b, para todo v ∈ F.

Note também que f é cont́ınua, uma vez que f = Π ◦ ϕ, onde ϕ : v ∈ F 7−→ (q0, v) ∈

Q× F . Agora, considere

k1 : π−1(b)× F −→ F

(q, v) 7−→ k1(q, v) = τ(q0, q)v

onde τ é a função de translação do G-espaço principal Q. Observe que, se (q, v) ∈ π−1(b)×F ,

então π(q) = b e πE([q, v]) = π(q) = b, de forma que [q, v] ∈ (πE)−1(b). Isso significa que

Π(π−1(b)×F ) ⊂ (πE)−1(b). Reciprocamente, se [q, v] ∈ (πE)−1(b), então πE([q, v]) = b. Logo,

π(q) = b e, consequentemente, (q, v) ∈ π−1(b) × F . Assim, [q, v] = Π(q, v) ∈ Π(π−1(b) × F )

e, portanto, Π(π−1(b) × F ) = (πE)−1(b). Por outro lado, temos que k1 é sobrejetora e que,

dados g ∈ G, (q, v) ∈ π−1(b)× F e h ∈ G tal que q = q0h,

k1(xg, g−1v) = τ(q0, xg)g−1v = τ(q0, q0(hg))g−1v = (hg)g−1v (A.16)

= hy = τ(q0, q0h)v = τ(q0, q)v = k1(q, v).

Agora, seja

k : (πE)−1(b) −→ F

[q, v] 7−→ k([q, v]) = τ(q0, q)v

Observe que k está bem definida, pois, se [q, v] = [q′, v′], temos de (A.16) que k1(q, v) =

k1(q′, v′) e, assim,

k([q, v]) = τ(q0, q)v = k1(q, v) = k1(q′, v′) = τ(q0, q
′)v′ = k([q′, v′]).

Além disso, k é cont́ınua, uma vez que k1 o é1. Com efeito, k1 pode ser vista como a

composição das seguintes funções cont́ınuas:

π−1(b)× F −→ q0 × π−1(b)× F −→ G× F −→ F

(q, v) 7−→ (q0, q, v) 7−→ (τ(q0, q), v) 7−→ τ(q0, q)v

1A continuidade de k segue da continuidade de k1 a partir do diagrama comutativo em (A.17).
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A construção da aplicação k pode ser resumida nos seguintes passos:

Q× F

Π ↓

E

restringir à fibra→
π−1(b)× F

Π ↓

(πE)−1(b)

passar ao quociente→
π−1(b)× F

Π ↙ 	 ↘k1

(πE)−1(b)
k−→ F

(A.17)

Tal função k é a inversa de f . De fato, temos que

f ◦ k([q, v]) = f(τ(q0, q)v) = [q0, τ(q0, q)v] = [qτ(q, q0), τ(q0, q)v]

= [qτ(q, q0), τ(q, q0)−1v] = [q, v],

para todo [q, v] ∈ (πE)−1(b), e

k ◦ f(v) = k([q0, v]) = τ(q0, q0)v = v,

para todo v ∈ F . Portanto, f é um homeomorfismo. ut

Observação A.15. Sejam ξ = (Q, π,B) um G-fibrado principal e ξ[F ] = (E, πE, B) um

fibrado associado a ξ com fibra t́ıpica F . Fixe q0 ∈ Q e b ∈ B tais que π(q0) = b. Se q = q0g,

com g ∈ G, então π(q) = π(q0) = b e, assim, πE([q, v]) = b, para todo v ∈ F , ou seja,

[q, v] ∈ π−1
E (b), para todo v ∈ F . Logo, dado um elemento z ∈ π−1

E (b), então z pode ser

expresso como z = [q0, v], com v ∈ F , ou z = [q0g, v], com g ∈ G e v ∈ F .

No que segue, apresentamos o conceito de homomorfismo entre fibrados associados.

Sejam ξ1 = (Q1, π1, B1) e ξ2 = (Q2, π2, B2) dois G-fibrados principais, F um G-espaço à

esquerda e (u, f) : ξ1 −→ ξ2 um homomorfismo de G-fibrados principais. Este homomorfismo

define o G-homomorfismo (entre G-espaços) u× idF : Q1×F −→ Q2×F . Agora, considere os

fibrados ξ1[F ] = (E1, (π1)E1 , B1) e ξ2[F ] = (E2, (π2)E2 , B2) associados aos fibrados principais

ξ1 e ξ2, respectivamente, e defina

uF : E1 −→ E2

[q, v] 7−→ uF ([q, v]) = [u(q), v]
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A aplicação uF está bem definida e torna comutativo o diagrama a seguir:

Q1 × F
u×idF−→ Q2 × F

Π1 ↓ 	 ↓ Π2

E1
uF−→ E2

(A.18)

Ela também é um homomorfismo entre os fibrados ξ1[F ] e ξ2[F ], pois

f ◦ (π1)E1([q, v]) = f(π1(q)) = π2(u(q)) = (π2)E2([u(q), v]) = (π2)E2 ◦ uF ([q, v]),

para todo [q, v] ∈ E1, ou seja, f ◦ (π1)E1 = (π2)E2 ◦ uF . Em outras palavras, é comutativo o

diagrama a seguir:

E1
uF−→ E2

(π1)E1 ↓ 	 ↓ (π2)E2

B1
f−→ B2

(A.19)

Definição A.16. Sejam ξ1 = (Q1, π1, B1) e ξ2 = (Q2, π2, B2) dois G-fibrados principais e

F um G-espaço à esquerda. Um homomorfismo de fibrados associados entre ξ1[F ]

e ξ2[F ] é um homomorfismo de fibrados da forma (uF , f) : ξ1[F ] −→ ξ2[F ], para algum

homomorfismo de G-fibrados principais (u, f) : ξ1 −→ ξ1. Se existe um homomorfismo de

fibrados associados (vF , h) : ξ2[F ] −→ ξ1[F ] tal que vF = (uF )−1 e h = f−1, dizemos que

(uF , f) é um isomorfismo de fibrados associados. Se B1 = B2 = B e f = idB, dizemos

que uF é um B-homomorfismo de fibrados associados.

Assim como para fibrados principais, as palavras homomorfismo e isomorfismo, no

contexto de fibrados associados, sempre significarão homomorfismo e isomorfismo de fibrados

associados, respectivamente.

O próximo resultado será útil no estudo de fibrados associados localmente triviais.

Proposição A.17. Sejam ξ[F ] um fibrado associado a um G-fibrado principal ξ com base B

e A ⊂ B. Então, os fibrados ξ[F ]|A e (ξ|A)[F ] são A-isomorfos.

Demonstração: Veja [29, Corolário 6.4 do Caṕıtulo 4]. 2
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A.4 Fibrados localmente triviais

Na Seção A.1, vimos o conceito geral de fibrado localmente trivial. Nesta seção, nos

restringimos aos fibrados principais e associados localmente triviais.

Seja G um grupo topológico com elemento neutro 1.

Definição A.18. Sejam ξ e η dois G-fibrados principais com o mesmo espaço base B. Di-

zemos que os G-fibrados principais ξ e η são localmente isomorfos se, para cada b ∈ B,

existe uma vizinhança U de b em B tal que ξ|U e η|U são U-isomorfos como G-fibrados

principais.

Em outras palavras, dois G-fibrados principais ξ e η com o mesmo espaço base B são

localmente isomorfos se, para cada b ∈ B, existe uma vizinhança U de b em B e existe uma

aplicação G-equivariante u : π−1
ξ (U) −→ π−1

η (U)2 tal que πη ◦ u = πξ em π−1
ξ (U).

π−1
ξ (U)

u−→ π−1
η (U)

πξ ↘ 	 ↙ πη

U

(A.20)

Agora, sejam ξ e η dois G-fibrados principais e F um G-espaço à esquerda. Suponha

que ξ e η são localmente isomorfos. Então, para um b ∈ B fixado, existe uma vizinhança U de

b em B e existe uma aplicação G-equivariante u : π−1
ξ (U) −→ π−1

η (U) tal que πη ◦ u = πξ em

π−1
ξ (U). Sejam E1 e E2 os espaços totais dos fibrados (ξ|U)[F ] e (η|U)[F ], respectivamente.

Considere a aplicação uF : E1 −→ E2 dada por uF ([q, v]) = [u(q), v], com [q, v] ∈ E1. Note

que uF está bem definida e torna comutativo o seguinte diagrama:

π−1
ξ (U)× F u×idF−→ π−1

η (U)× F

Πξ ↓ 	 ↓ Πη

E1
uF−→ E2

(A.21)

A aplicação uf assim obtida é um U -isomorfismo de fibrados associados. De fato, para

2Observe que π−1
ξ (U) e π−1

η (U) devem ser G-invariantes para que u seja G-equivariante.
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cada [q, v] ∈ E1, temos que

(πη)E1(uF ([q, v])) = (πη)E1(uF (Πξ(q, v)))

= (πη)E1(Πη(u× idF (q, v)))

= (πη)E1([u(q), v])

= πη(u(q))

= πξ(q)

= (πξ)E2([q, v]).

Além disso, se v é o U -isomorfismo inverso de u, então repetindo essa argumentação

para v, obtém-se um U -homomorfismo de fibrados associados vF : E2 −→ E1 tal que uF ◦vF =

idE2 e vF ◦ uF = idE1 .

Logo, segue da Proposição A.17 que, se ξ e η são dois G-fibrados principais localmente

isomorfos, então, para cada b ∈ B, existe uma vizinhança U de b em B tal que os fibrados

ξ[F ]|U = (ξ|U)[F ] e η[F ]|U = (η|U)[F ] são U -isomorfos como fibrados associados.

Essa construção justifica a seguinte definição.

Definição A.19. Sejam ξ e η dois G-fibrados principais com o mesmo espaço base B e F

um G-espaço à esquerda. Dizemos que os fibrados associados ξ[F ] e η[F ] são localmente

isomorfos se ξ e η são localmente isomorfos como G-fibrados principais.

Como caso particular das Definições A.18 e A.19, temos os conceitos de fibrados

principais e associados localmente triviais e triviais.

Definição A.20. Sejam ξ um G-fibrado principal com espaço base B e F um G-espaço à

esquerda. Dizemos que

1. ξ é localmente trivial se ξ é localmente isomorfo ao G-fibrado principal produto

(B ×G, π1, B).

2. ξ[F ] é localmente trivial se ξ é localmente trivial.

3. ξ é trivial se ξ é isomorfo ao G-fibrado principal produto (B ×G, π1, B).
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4. ξ[F ] é trivial se ξ é trivial.

Seja ξ um G-fibrado principal com base B e suponha que ξ é localmente trivial. Então,

dado b ∈ B, existe uma vizinhança U de b em B e existe uma aplicação G-equivariante

u : π−1
ξ (U) −→ U ×G tal que π1 ◦ u = πξ em π−1

ξ (U).

π−1
ξ (U)

u−→ U ×G

πξ ↘ 	 ↙ π1

U

(A.22)

Sejam u1 : π−1
ξ (U) −→ U e u2 : π−1

ξ (U) −→ G tais que u = (u1, u2). Do diagrama

(A.22), segue que u1 = πξ. Além disso, dados q ∈ π−1
ξ (U) e g ∈ G, temos que

(u1(qg), u2(qg)) = u(qg) = u(q)g = (u1(q), u2(q))g = (u1(q), u2(q)g),

de modo que u2(qg) = u2(q)g, ou seja, u2 é G-equivariante. Portanto, a aplicação u é da

forma u = (πξ, u2), com u2 G-equivariante.

Agora, seja F um G-espaço à esquerda. Pode-se construir para ξ[F ] um diagrama

semelhante ao diagrama (A.21), da seguinte forma:

π−1
ξ (U)× F u×idF−→ (U ×G)× F

Πξ ↓ 	 ↓ Πη

E1
uF−→ U × F

Neste caso, E2 é o fibrado associado ao G-fibrado principal ξ|U = (U ×G, π1, U). Tal

fibrado é U -isomorfo ao fibrado (U × F, πF1 , U). De fato, denotando por Y o espaço total

de ξ|U [F ], temos que [(w, g), v] ∈ Y 7−→ (w, gv) ∈ U × F é um U -isomorfismo de fibrados

associados.

A aplicação uF : E1 −→ U × F definida por uF ([q, v]) = (u(q), v), com [q, v] ∈ E1, é

um U -isomorfismo de fibrados associados, isto é, o diagrama

E1
uF−→ U × F

(πξ)E1 ↘ 	 ↙ πF1

U

é comutativo, onde πF1 : U × F −→ U é a projeção na primeira coordenada.
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A.5 Fibrados vetoriais

Esta seção dedica-se ao estudo dos fibrados vetoriais. Aqui, apresentamos os conceitos

sobre fibrados vetoriais necessários a esta tese. O principal fato a respeito de fibrados vetoriais

demonstrado aqui é que todo fibrado vetorial pode ser visto como um fibrado associado ao

seu fibrado dos referenciais. Deste modo, toda a teoria sobre fibrados associados desenvolvida

nesta tese pode ser aplicada aos fibrados vetoriais. Nos referimos a [24] e [29] para a teoria

de fibrados vetoriais.

A.5.1 Conceitos gerais

Começamos com a definição de fibrado vetorial.

Definição A.21. Um fibrado vetorial de dimensão k sobre R é um fibrado (E, π,B) que

satisfaz as seguintes propriedades:

1. cada fibra Eb, b ∈ B, é um espaço vetorial de dimensão k sobre R.

2. para cada b ∈ B, existe uma vizinhança U de b em B e existe um U-isomorfismo

h : U × Rk −→ π−1(U) (chamado carta local de (E, π,B) em b) tal que as restrições

h : {b} × Rk −→ Ex, com x ∈ U , são isomorfismos lineares.

A menos de isomorfismo, cada fibra Eb de um fibrado vetorial ξ = (E, π,B) de di-

mensão k sobre R possui uma única estrutura de espaço vetorial real de dimensão k. Tal estru-

tura é determinada da seguinte forma: dados b ∈ B e uma carta local h : U ×Rk −→ π−1(U)

de ξ em b, tomando e, e′ ∈ Eb e x, x′ ∈ Rk de modo que v = h(b, x) e v′ = h(b, x′), então

e+ e′ = h(b, x+ x′) e ce = h(b, cx), com c ∈ R.

Não é dif́ıcil verificar que estas operações independem da escolha da carta local.

A seção zero de um fibrado vetorial ξ = (E, π,B) de dimensão k sobre R é definida

como sendo

Z = {e ∈ E : h−1(e) = (π(e), 0), se π(e) ∈ U}.
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Também não é dif́ıcil verificar que a definição de Z independe da carta local escolhida.

A seção zero Z de um fibrado vetorial ξ = (E, π,B) de dimensão k sobre R é a imagem

da seção s : B −→ E definida por s(b) = 0b ∈ Eb.

Todo fibrado vetorial pode ser visto como um fibrado associado a algum fibrado prin-

cipal. Mais precisamente, seja ξ = (E, π,B) um fibrado vetorial de dimensão k sobre R. Um

referencial de ξ em x ∈ B é um isomorfismo linear σx : Rk −→ Ex. Denote por BE o

conjunto de todos os referenciais de ξ, isto é,

BE = {σx : Rk −→ Ex : σx é um isomorfismo linear, com x ∈ B}.

O conjunto BE está em bijeção com o conjunto de todas as bases das fibras Ex,

com x ∈ B. De fato, se {e1, . . . , ek} é a base canônica de Rk e σx : Rk −→ Ex, x ∈ B,

é um referencial de E, então {σx(e1), . . . , σx(ek)} é uma base de Ex. Reciprocamente, se

{f1, . . . , fk} é uma base de Ex, para algum x ∈ B, então existe um único isomorfismo linear

σ : Rk −→ Ex tal que σ(ei) = fi, para todo i = 1, . . . , k.

Agora, mostremos que BE possui uma estrutura de Gl(k,R)-fibrado principal com

espaço base B. Seja

µ : BE ×Gl(k,R) −→ BE

(σ, g) 7−→ σ ◦ g.

Temos que µ é uma ação livre à direita de Gl(k,R) em BE. Com efeito, sejam σ ∈ BE

e g ∈ Gl(k,R) tais que σ ◦ g = σ. Então, σ(g(v)) = σ(v), para todo v ∈ Rk. Como σ é

injetora, resulta que g(v) = v, para todo v ∈ Rk e, portanto, g = Idk.

Agora, sejam x ∈ B e σ1, σ2 : Rk −→ Ex dois referenciais de ξ em x. Dado j = 1, . . . , k,

temos que σ2(ej) ∈ Ex. Então, existe vj ∈ Rk tal que σ1(vj) = σ2(ej). Como σ1 e σ2 são dois

isomorfismos lineares, segue que {v1, . . . , vk} é uma base de Rk. Seja g ∈ Gl(k,R) tal que

g(ei) = vi, para todo i = 1, . . . , k. Temos que

σ1 ◦ g(ei) = σ1(vi) = σ2(ei), para todo i = 1, . . . , k,

ou seja, σ2 = σ1 ◦ g. Logo, a Gl(k,R)-órbita de um referencial σ de ξ em x ∈ B é dada por

σGl(k,R) = {α : α é um referencial de ξ em x}.
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A aplicação

πref : BE −→ B

σx 7−→ πref(σx) = x

é sobrejetora, cont́ınua e, para cada x ∈ B, a fibra BEx = π−1
ref (x) coincide com σxGl(k,R),

para todo referencial σx de ξ em x. Deste fato, segue que B = BE/Gl(k,R). Agora, seja

BE∗ = {(σ, σ ◦ g) : σ ∈ BE e g ∈ Gl(k,R)}.

Temos que (σ1, σ2) ∈ BE∗ se e somente se existe g ∈ Gl(k,R) tal que g = σ−1
1 ◦ σ2.

Logo, a função de transição

τ : BE∗ −→ Gl(k,R)

(σ1, σ2) 7−→ σ−1
1 ◦ σ2

é cont́ınua e, portanto, ξref = (BE, πref , B) é um Gl(k,R)-fibrado principal.

Agora, considerando a ação canônica de Gl(k,R) em Rk, obtemos o fibrado associado

ξref [Rk]. Denote por BE ×Gl(k,R) Rk o espaço total de ξref [Rk]. Então, a aplicação

ϕ : BE ×Gl(k,R) Rk −→ E

[σ, v] 7−→ σ(v)

é um B-isomorfismo de fibrados associados.

Portanto, ξ identifica-se com ξref [Rk], que é um fibrado associado ao Gl(k,R)-fibrado

principal ξref .

No que segue, apresentamos alguns exemplos de fibrados vetoriais.

Exemplo A.22. Seja B um espaço topológico. Não é dif́ıcil ver que o fibrado produto

ξ = (B×Rk, π1, B) é um fibrado vetorial de dimensão k, chamado fibrado vetorial trivial

de dimensão k. 3

Exemplo A.23. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão k e denote por TM o

fibrado tangente deM . Considere a projeção natural π : TM −→M que, a cada (p, v) ∈ TM ,

associa o ponto π(p, v) = p. Então, (TM, π,M) é um fibrado vetorial de dimensão k. 3
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A.5.2 Fibrados vetoriais com espaço base compacto

Um fibrado vetorial ξ = (E, π,B) cujo espaço base é compacto possui propriedades

que são úteis no estudo da dinâmica de fluxos lineares, semifluxos n-dimensionais e sistemas

de controle definidos em E. No que segue, elencamos, sem maiores detalhes, as propriedades

utilizadas nesta tese. Nos referimos a [3, 24, 38, 42, 44] para os detalhes sobre fibrados

vetoriais com base compacta.

Seja ξ = (E, π,B) um fibrado vetorial de dimensão k sobre R cujo espaço base B é

compacto. Então, a Definição A.21 é equivalente às seguintes condições:

1. existe uma cobertura aberta finita {Uα : α ∈ A} e existem homeomorfismos ϕα :

π−1(Uα) −→ Uα × Rk tais que π1 ◦ ϕα = π.

2. as aplicações Lβα : Rk −→ Rk dadas por ϕα ◦ ϕ−1
α (b, v) = (b,Lβα(v)) são lineares, para

todo b ∈ Uα ∩ Uβ.

Neste caso, a seção zero Z ⊂ E é compacta e é caracterizada em termos dos homeo-

morfismos ϕα da seguinte forma:

Z = {e ∈ E : ϕα(e) = (π(e), 0), se π(e) ∈ Uα}.

Além disso, o fibrado esfera de E,

S(E) = {e ∈ E : ‖e‖ = 1},

também é compacto.

Considere agora um produto interno 〈·, ·〉 em Rk (poderia-se considerar, na Definição

A.21, um espaço de Hilbert de dimensão k ao invés de Rk). Uma forma bilinear positiva

definida (nas fibras) e cont́ınua em E é dada por

〈e, e′〉 =
∑
α∈A

d(π(e), B \ Uα)〈e, e′〉α,

onde

〈e, e′〉α =

 〈x, x′〉, se e = ϕ−1
α (b, x), e′ = ϕ−1

α (b, x′) e π(e) = π(e′) ∈ Uα
0, se π(e) = π(e′) /∈ Uα
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Assim, definindo ‖e‖ =
√
〈e, e〉, para todo e ∈ E, resulta que os conjuntos compactos

Bε = {e ∈ E : ‖e‖ 6 ε}, com ε > 0, (A.23)

formam uma base de vizinhanças para a seção zero Z ⊂ E.

Além disso, como o espaço base B é compacto, pode-se construir uma métrica em E

compat́ıvel coma topologia inicial de E, ou seja, o espaço total de um fibrado vetorial cujo

espaço base é compacto e metrizável (veja [24, Lema B.1.12]).
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[39] San Martin, L.A.B.: Álgebras de Lie. Editora da Unicamp, (1999).

[40] San Martin, L.A.B.: Grupos de Lie. Editora da Unicamp, (2016).

[41] San Martin, L.A.B. e Tonelli, P.A.: Semigroup actions on homogeneous spaces.

Semigroup Forum, 50, 59–88 (1995).

[42] Selgrade, J.: Isolated invariant sets for flows on vector bundles. Trans. Am.

Math. Soc., 203, 259–390 (1975).
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