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2 F te lembrards de todo o caminho pelo qual o SENHOR, teu Deus, te guiou no
deserto estes quarenta anos, para te humilhar, para te provar, para saber o que estava no teu
coragao, se guardarias os seus mandamentos ou nao. 3 E te humilhou, e te deizou ter fome,
e te sustentou com o mand, que tu nao conheceste, nem teus pais o conheceram, para te dar a
entender que o homem nao viverd so de pao, mas que de tudo o que sai da boca do SENHOR
viverd o homem. 5 Sabes, pois, no teu coragdo que, como um homem castiga a seu filho,
assim te castiga 0 SENHOR, teu Deus. 6 E guarda os mandamentos do SENHOR, teu Deus,
para andares nos seus caminhos e para o temeres. 11 Guarda-te que nao te esquecgas do
SENHOR, teu Deus, deixando de guardar os seus mandamentos, e 0s seus juizos, e 0s Seus
estatutos que hoje te ordeno, 12 para nao suceder que, havendo tu comido e estando farto,
e havendo edificado boas casas e habitando-as, 13 e se tiverem aumentado os teus gados e
os teus rebanhos, e se acrescentar a prata e o ouro, e se multiplicar tudo quanto tens, 14
se nao eleve o teu coracao e te esquecas do SENHOR, teu Deus, que te tirou da terra do
Egito, da casa da servidao, 15 que te guiou por aquele grande e terrivel deserto de serpentes
ardentes, e de escorpioes, e de terra seca, em que nao havia dgua, e tirou dgua para ti da
rocha do seixal, 16 que no deserto te sustentou com mand, que teus pais nao conheceram,
para te humilhar e para te provar, para no fim te fazer bem, 17 e digas no teu coragao: a
minha forca e a fortaleza da minha mdao me adquiriram este poder. 18 Antes, te lembrards
do SENHOR, teu Deus, que ele é o que te da forca para adquirires poder, para confirmar a

sua alian¢a que jurou a teus pais, como se vé neste dia.

Trecho do Capitulo 8 do livro de Deuteronomio, Biblia Sagrada






A minha familia.
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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos resultados sobre estabilidade de Lyapunov para acoes de
semigrupos em fibrados principais e associados. Introduzimos o conceito de aplicacao que
preserva oOrbitas e estudamos o comportamento de conjuntos estaveis e atratores por essas
aplicagoes. Os resultados obtidos para aplicagoes que preservam Orbitas sao aplicados para
estudar conjuntos estaveis e atratores no contexto de fibrados principais e associados. Apre-
sentamos também alguns resultados que relacionam conjuntos estaveis e atratores no espaco
total de um fibrado associado com os respectivos conceitos nas fibras. Por fim, relacionamos
os conceitos de conjuntos estaveis e atratores para a secao zero de um fibrado vetorial no

contexto de semifluxos n-dimensionais e sistemas de controle.

Palavras-chave: Estabilidade de Lyapunov, atracao, agoes de semigrupos, aplicacoes que

preservam Orbitas, fibrados principais e associados.






ABSTRACT

In this work, we present some results on Lyapunov stability for semigroup actions on prin-
cipal and associated bundles. We introduce the concept of orbit preserving map and study
the behavior of stable sets and attractors under such maps. We use the results obtained
for orbit preserving maps to study stable sets and attractors in the setting of principal and
associated bundles. In addition, we present some result that relate stable sets and attractors
in the total space of an associated bundle to the corresponding concepts in the fibers. Finally,
we relate the concepts of stable sets and attractors for the zero section of a vector bundle in

the context of n-time semiflows and control systems.

Key-words: Lyapunov stability, attraction, semigroup actions, orbit preserving maps, prin-

cipal and associated bundles.
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INTRODUCAO

Em 1892, o matematico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) defendeu
sua tese de doutorado intitulada “A general task about the stability of motion”. Com uma
notacao um pouco diferente da atual, ele introduziu os conceitos de estabilidade que hoje
conhecemos por estabilidade de Lyapunov. A teoria de estabilidade de Lyapunov tornou-se
classica na literatura. Em [5] [6], Bhatia e Szego apresentam um estudo aprofundado sobre
estabilidade de Lyapunov para fluxos continuos em espacos métricos. Essa teoria também foi
largamente estudada no contexto de semifluxos continuos e discretos em espacos topolégicos
([, 23]). Recentemente, Braga Barros, Souza e Rocha em [16] desenvolveram uma teoria de
estabilidade de Lyapunov para agoes de semigrupos em espagos topologicos que generaliza e
unifica as teorias de estabilidade de Lyapunov para fluxos e semifluxos.

Uma vez que a teoria de estabilidade de Lyapunov esta posta no contexto de acoes
de semigrupos em espacos topoldgicos, surge a possibilidade de se relacionar essa teoria com
outras questoes ja consideradas nesse contexto. Em [53], Souza, Tozatti e Rocha estudam
a relacao entre estabilidade de Poisson, controlabilidade e estabilidade de Lyapunov no con-
texto de acoes de semigrupos. J& em [19], Braga Barros, Souza e Rocha relacionam a teoria
de atratores de Conley para agoes de semigrupos em espacos topolégicos (veja [12]) com a
teoria de estabilidade de Lyapunov.

Fibrados principais e associados aparecem frequentemente como espacgos de fase de
agoes de semigrupos. Por exemplo, se G é um grupo de Lie e L é um subgrupo fechado de
G, entao a projecao m : G — G/ L pode ser vista como um fibrado principal. Além disso,
se Ly C Lo sao dois subgrupos fechados de G tais que L; é normal em Ly, entao a fibracao
equivariante p : G/ Ly — G/ Ly dada por p(gL;) = gL pode ser vista como um fibrado

associado. Esses fibrados sao considerados no estudo de agoes de subsemigrupos de grupos
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de Lie (veja [41]). Outros exemplos nesse sentido sao fibrados vetoriais e fibrados flag (veja
[10], [44], 38| [42]). Questoes relativas a dindmica da agdo de um semigrupo, tais como controla-
bilidade, recorréncia e transitividade por cadeias e decomposicoes de Morse, foram estudadas
no contexto de agoes de semigrupos em fibrados principais e associados (veja [11], 14 [15], 49]).

Neste trabalho, apresentamos um estudo de estabilidade de Lyapunov para acoes de
semigrupos em fibrados principais e associados. Consideramos fibrados principais e asso-
ciados que admitem familias admissiveis de coberturas abertas. Espagos topolégicos que
admitem familias admissiveis de coberturas abertas (veja a Secao formam uma classe
de espacos topologicos que possuem propriedades semelhantes as propriedades dos espacos
métricos, de modo que o estudo da dinamica da agao de um semigrupo em um espago que
admite uma familia admissivel de coberturas abertas pode ser desenvolvido.

No primeiro capitulo, elucidamos, de maneira detalhada, os elementos da teoria de
acoes de semigrupos que sao necessarios ao entendimento desta tese. Na primeira sec¢ao, fixa-
mos a notagao empregada ao longo desta tese e apresentamos os conceitos basicos da teoria,
tais como érbitas, conjuntos invariantes e subsemigrupos. Apresentamos também diversos
exemplos de objetos matematicos que sao, na verdade, definidos em termos da acao de um
semigrupo. A segunda secao trata dos espacos de Tychonoff, que sao os espagos de Haus-
dorff que admitem familias admissiveis de coberturas abertas. Nessa secao, apresentamos os
conceitos e os resultados basicos da teoria de espacos que admitem familias admissiveis de
coberturas abertas e apresentamos alguns exemplos. Apresentamos ainda alguns resultados
envolvendo redes em espacos de Tychonoff que sao decorrentes da existéncia de uma familia
admissivel de coberturas abertas. Na terceira secao, apresentamos os conceitos de conjuntos
limite, prolongamentos e conjuntos limite prolongacionais para acgoes de semigrupos. Esses
objetos dinamicos sao as ferramentas bésicas do estudo da dinamica da agao de um semi-
grupo. Comecamos apresentando a definicao de conjuntos limite para a acao de um semigrupo
em um espac¢o de Tychonoff. A definigdo é ilustrada com diversos exemplos. Os conjuntos
limite para agoes de semigrupos dependem de uma familia de subconjuntos do semigrupo em
questao. Alguns resultados precisam de hipdteses adicionais sobre a familia de subconjuntos
do semigrupo para serem obtidos. Apresentamos as hipéteses adicionais que sao utilizadas

ao longo desta tese e mostramos exemplos de familias de subconjuntos de semigrupos que
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satisfazem tais hipéteses. Apresentamos também condicOes suficientes para a invariancia dos
conjuntos limite. Na sequéncia, apresentamos as defini¢oes de prolongamentos e conjuntos
limite prolongacionais para agoes de semigrupos. Esses conceitos dependem de uma familia
admissivel de coberturas abertas fixada e os conjuntos limite prolongacionais dependem ainda
de uma familia de subconjuntos do semigrupo em questao. Apresentamos também alguns
exemplos concretos e condigoes suficientes para a invariancia dos prolongamentos e conjun-
tos limite prolongacionais. Em seguida, demonstramos alguns resultados que caracterizam os
conjuntos limite, os prolongamentos e os conjuntos limite prolongacionais em termos de re-
des. Aqui, os resultados sobre redes em espagos de Tychonoff demonstrados na se¢ao anterior
sao fundamentais. Encerramos essa se¢cao apresentando um resultado que relaciona conjun-
tos limite, prolongamentos e conjuntos limite prolongacionais para conjuntos compactos e
conjuntos abertos. A quarta secao apresenta as defini¢oes e algumas propriedades béasicas
das regioes de atracao, dos dominios de atracao e dos atratores para acoes de semigrupos.
Comecamos apresentando a definicao de regioes de atracao para acoes de semigrupos. Em
seguida, apresentamos exemplos concretos desse conceito e demonstramos um resultado so-
bre a invariancia das regioes de atracao. Em seguida, fazemos o mesmo para os dominios de
atracao. Um resultado que relaciona regioes e dominios de atragao também é apresentado.
Por fim, apresentamos diversas nogoes de semiatratores e atratores para agoes de semigrupos.
Depois de apresentar alguns exemplos, elencamos alguns resultados sobre atratores que sao
uteis ao longo desta tese. A quinta e tltima secao do primeiro capitulo dedica-se a estabi-
lidade de Lyapunov para acoes de semigrupos. Apresentamos diversas nocoes de conjuntos
estdaveis nesse contexto. Apresentamos também alguns exemplos e alguns resultados sobre
conjuntos estaveis e atratores que sao utilizados nesta tese.

O segundo capitulo trata das aplicagoes que preservam Orbitas. Essa classe de aplicagoes
constitui uma das principais ferramentas no estudo da dinamica de agoes de semigrupos em
fibrados principais e associados, aparecendo de forma abundante nesse contexto. Na pri-
meira sec¢ao, introduzimos o conceito de aplicacoes que preservam orbitas. Se M e N sao
espagos topoldgicos e S e T sao semigrupos que agem em M e em N, respectivamente, entao
uma aplicagdo p : M — N preserva as orbitas da acao de S com relagdo a agdo de T

se p leva drbitas da agdo de S em 6rbitas da agao de T, isto é, se p(Sz) = Tp(z), para
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todo x € M. Essa propriedade de “levar érbitas em érbitas”é o que permite relacionar con-
juntos estaveis e atratores referentes a acao de S em M com os mesmos conceitos para a
acao de 7 em N. Ainda na primeira se¢ao, apresentamos diversos exemplos de aplicagoes
que preservam Orbitas e provamos algumas propriedades basicas dessas aplicagoes. As ou-
tras duas secoes deste capitulo contém os resultados sobre o comportamento de conjuntos
estaveis e atratores por aplicagoes que preservam orbitas. Os resultados nelas apresentados
sao generalizagoes dos resultados obtidos por Braga Barros, Souza e Rocha em [I§], onde
estudou-se o comportamento de conjuntos estaveis e atratores por aplicagoes equivariantes,
que sdo um caso particular de aplicagdes que preservam érbitas (veja o Exemplo . Na
segunda se¢ao, estuda-se o comportamento de conjuntos estaveis e atratores por aplicagoes
continuas que preservam érbitas. Para isso, é necessario obter informagoes sobre o compor-
tamento dos conjuntos limite, dos prolongamentos, dos conjuntos limite prolongacionais, das
regioes de atracao e dos dominios de atragao. Por esse motivo, a segunda secao comeca apre-
sentando resultados nessa direcao. Depois, sao apresentados os resultados sobre a relacao
entre conjuntos estaveis e atratores referentes as acoes de S em M e de 7 em N. A terceira
secao trata do comportamento de conjuntos estaveis e atratores por aplicacoes uniforme-
mente continuas que preservam érbitas. Ocorre que alguns resultados envolvendo aplicagoes
continuas que preservam érbitas exigem a compacidade do conjunto em questao. Em alguns
casos, a compacidade do conjunto em questao pode ser retirada se considerarmos aplicacoes
uniformemente continuas que preservam Orbitas. Assim, alguns resultados adicionais sao
apresentados nessa secao. Eles se aplicam a fibrados cuja projecao é uma aplicagao unifor-
memente continua (veja o Exemplo .

Os Capitulos 3 e 4 contém os principais resultados desta tese. No Capitulo 3, aplica-
mos todos os resultados obtidos no Capitulo 2 para estudar o comportamento de conjuntos
estaveis e atratores no contexto de agoes de semigrupos principais e associados. Na primeira
secao, estabelecemos a notagao basica da teoria de agoes de semigrupos em fibrados e pro-
vamos alguns resultados basicos necessarios a secao subsequente. Consideramos um fibrado
principal £ e um fibrado associado a &, {[F|. Consideramos ainda um semigrupo S que age
no espago total de £ e, através dessa acao, induzimos agoes de & no espaco base de £ e no

espago total de {[F]. Através dessa ultima agao, induzimos agoes de semigrupos nas fibras de
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¢[F] e na fibra tipica F. Os semigrupos S,, que agem na fibra tipica F, foram introduzidos
por Braga Barros e San Martin em [I1], onde sdo utilizados para estudar controlabilidade
em fibrados. Ja os semigrupos #H,, que s@o semigrupos que agem nas fibras de {[F], fo-
ram introduzidos em [I7]. As agoes desses semigrupos sao duais, no sentido que suas agoes
“coincidem” através de uma certa relagao de equivaléncia (Veja. Ainda nessa secao, apre-
sentamos condicoes suficientes para que os semigrupos S, e H, sejam isomorfos. Na segunda
secao, apresentamos os resultados sobre o comportamento de conjuntos estaveis e atratores
no contexto de fibrados principais e associados. Obtemos resultados sobre conjuntos estaveis
e atratores para acao de S no espaco total de & em termos do grupo estrutural de . Es-
tudamos o comportamento de conjuntos estaveis e atratores com respeito as projegoes dos
fibrados £ e [F]. Relacionamos os conceitos de conjuntos estaveis e atratores referentes as
acgoes dos semigrupos S, e ‘H, e, por fim, relacionamos os conceitos de conjuntos estaveis e
atratores no espago total de £[F] com os mesmos conceitos nas fibras de £[F.

No Capitulo 4, particularizamos o estudo de estabilidade de Lyapunov em fibrados
aos fibrados vetoriais, que sao casos particulares de fibrados associados (veja a Segao |A.5)).
Considerando um fibrado vetorial cujo espaco base é compacto, estudamos a relacao entre
os conceitos de conjuntos estaveis e atratores para semifluxos n-dimensionais e sistemas de
controle. A primeira secao apresenta o Lema de Fenichel no contexto de fluxos lineares em
fibrados vetoriais. Obter versoes desse resultado para semifluxos n-dimensionais e sistemas
de controle ¢ a chave para a obtencao dos resultados principais. Na segunda se¢ao, provamos,
de maneira direta, uma versao do Lema de Fenichel para semifluxos n-dimensionais (veja o
Teorema . Tal resultado permite obter uma relacao entre conjuntos estaveis e atratores
para a secao zero do fibrado vetorial em questdao (veja o Corolario . Na terceira secao,
consideramos um sistema de controle definido no espaco total de um fibrado vetorial. Defi-
nimos os conceitos de regiao de atracao exponencial e de atrator exponencial com respeito
a secao zero do fibrado vetorial em questao. Através desses conceitos, provamos, sob certas
hipéteses, uma versao do Lema de Fenichel no contexto de sistemas de controle em fibrados
vetoriais (veja o Corolario e o Teorema . Tal resultado fornece uma relacao entre
os conceitos de conjuntos estdveis e atratores com relagao a secao zero do fibrado vetorial

em questao (veja o Teorema [4.15)). Os resultados obtidos nessa segdo compoem o artigo [§].



Xxiv SUMARIO

A obtencao de resultados como o Corolario e o Teorema no contexto geral de acoes
lineares em fibrados vetoriais continua sendo um problema em aberto.

Por fim, o Apéndice A tem o objetivo de fornecer aos leitores os pré-requisitos da
teoria de fibrados principais e associados necesséarios ao entendimento dos Capitulos 3 e 4. A
primeira secao trata de notagoes e conceitos basicos comuns a qualquer fibrado. Na segunda
secao, apresentamos as definicoes bésicas da teoria de fibrados principais. Apresentamos al-
guns exemplos e demonstramos que a fibra de um fibrado principal é o seu grupo estrutural.
Na terceira segao, apresentamos os conceitos basicos e alguns exemplos de fibrados associa-
dos. Demonstramos que a fibra de um fibrado associado é a sua fibra tipica. Na quarta secao,
nos restringimos aos fibrados principais e associados localmente triviais. Na quinta secao,
nos restringimos aos fibrados vetoriais. Demonstramos que todo fibrado vetorial pode ser
visto como um fibrado associado a algum fibrado principal. Apresentamos também algumas

propriedades de fibrados vetoriais cujo espago base é compacto que sao uteis no Capitulo 4.



CapiTULO 1

Acoes de semigrupos

A teoria de acoes de semigrupos engloba diversas areas da Matemadtica, tais como sis-
temas dinamicos continuos e discretos, semifluxos continuos e discretos, sistemas de controle
cujas funcoes de controle sao constantes por partes, acoes de subsemigrupos de grupos de Lie,
entre outras. O presente capitulo tem por objetivo apresentar alguns resultados da teoria
de acOes de semigrupos necessarios ao estudo de estabilidade de Lyapunov. Apresentamos
as defini¢oes de orbitas, conjuntos invariantes, conjuntos limite, prolongamentos e conjuntos
limite prolongacionais para agoes de semigrupos e algumas de suas propriedades. Apresen-
tamos também diversos tipos de estabilidade de Lyapunov e algumas de suas propriedades
basicas. A teoria apresentada aqui é ilustrada com diversos exemplos. Este capitulo tem

como principais referéncias [12], 13 14, [15] 16l 17, 18| 19 37, 47, 48| 49| 51, 54, [55].

1.1 Conceitos basicos

Nesta secao, apresentamos as notacoes e os conceitos basicos da teoria de agoes de
semigrupos utilizados ao longo desta tese. Nos referimos a [12, 13, 14} 15| 16], 17, 18, 19} 37,
A7, 48, 149, 51, 54], 53] para a teoria de agoes de semigrupos e a [32, [40] para a teoria de agdes

de grupos.

1.1.1 Orbitas e conjuntos invariantes

No que segue, S denota um semigrupo e M denota um espaco topoldgico.



2 1 Acgoes de semigrupos

Definicao 1.1. Uma ag¢ao a esquerda de § em M ¢é uma aplicacao

w o SXM—M

(s,z) +— p(s,x)=sx

que satisfaz s(tx) = (st)x, para quaisquer x € M e s,t € S. Neste caso, dizemos que S age

a esquerda em M. Analogamente, uma ag¢ao a direita de S em M € uma aplicacao

w o MxS—M

(x,s) — plx,s)=xs

que satisfaz (xs)t = x(st), para quaisquer x € M e s,t € S. Neste caso, dizemos que S age

a direita em M.

Daqui em diante, a palavra “acao”, a menos de mencgao explicita em contréario, sempre
Y ) )
significa “acao a esquerda’.

Uma acao p de § em M induz as seguintes aplicacoes:

e § — M s M — M

s — (s) = pls,x) v (@) = pls,a)

Uma agao p de S em M também é indicada por (S, M, u). Neste caso, dizemos que
(S, M, 1) é um semigrupo de transformacgoes de M. Essa nomenclatura vem do fato que
a agao do semigrupo S pode ser identificada com a acdo do semigrupo S = {u, : s € S}
munido da composicao de aplicacoes.

Se 1 é uma agao de S em M, dizemos que M é o espago de fase de u. Além disso, é
usual omitir a aplicacao p sempre que nao houver risco de confusao e simplesmente referir-se
a p como sendo “a a¢do de S em M” ou “o semigrupo de transformagoes (S, M)”.

A hipdtese mais bésica a ser assumida sobre uma ac¢ao p de um semigrupo S em um
espaco topologico M é que us é¢ uma aplicacao continua, para todo s € S. Em toda esta tese,
assumimos pelo menos essa hipétese, isto é, para qualquer acdo (& esquerda ou a direita)
i considerada, assumimos que as aplicagoes g sao continuas. As duas hipoteses a seguir

também aparecem com frequéncia:
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1. (A¢ao continua) Dizemos que uma agao p é continua se S é um semigrupo topoldgico
e a aplicagao p : & x M — M é continua quando se considera em S x M a topologia

produto.

2. (Ac¢ao aberta) Dizemos que uma agao p é aberta se ug é uma aplicagdo aberta, para

todo s € S.

Note que se p é uma agao continua, entao as aplicagoes s, com s € S, e [, com
x € M, sao continuas.

A topologia de § nem sempre é importante para a obtengao dos resultados. Por isso,
a menos de mencao explicita em contrario, ao longo desta tese, nao assumimos que S é um
semigrupo topologico. Na verdade, isso é equivalente a considerar em S a topologia discreta.
Neste caso, toda agao p de § em M é continua.

No que segue, assumimos que o semigrupo S age em M. Sejam A e X subconjuntos

de § e M, respectivamente. Definimos

AX ={y e M :existem s € A e x € X tais que st =y} ¢
A*X ={y e M :existem s € A ez € X tais que sy = z}.

Dado = € M, os conjuntos

Sx={y € M : existe s €S tal que szt =y} e
S*r={y € M : existe s € S tal que sy =z}

sao chamados, respectivamente, S-6rbita e S-6rbita regressiva de z em M. Num contexto
onde esta claro o semigrupo em questao, os conjuntos Sz e S*x sao chamados, respectiva-
mente, de orbita e dérbita regressiva de x em M. Em alguns casos, a orbita e a dérbita
regressiva de um ponto z € M sao também denotadas por S - x e §* - x, respectivamente.
Agora, seja X um subconjunto de M. Dizemos que X é S-progressivamente invariante
(ou progressivamente invariante por S) se SX C X, S-regressivamente invariante
(ou regressivamente invariante por S) se S*X C X e S-invariante (ou invariante por
S)se SX C X e §*X C X. Por fim, dizemos que X é S-invariante isolado (ou invari-
ante isolado por S) se X é S-invariante e existe uma vizinhanga V' de X em M, chamada

vizinhanga isolante de X, tal quese x € V e St US*x C V, entao z € X.
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Observacao 1.2. Todos os conceitos definidos até aqui para acoes a esquerda tem seus

andlogos para agoes a direita, bastando adaptar as notacoes: se AC S e X C M, entao

XA={y € M : existem s € A ex € X tais que s =y} e
XA*={y e M : existem s € A e x € X tais que ys = x}.

A seguir, destacamos algumas propriedades das érbitas e de seus fechos.

Proposicao 1.3. Seja X um subconjunto de M e suponha que S*X € n&o—vaziﬂ. Entao,

1. 8X = USmeS*X: US*x.

zeX zeX

2. §X e §X sao S-progressivamente invariantes.
3. §*X é S-regressivamente invariante.

4. §*X € S-regressivamente invariante se a acao de S em M ¢é aberta.

Demonstracao: Veja [37, Proposigao 3.4]. O

1.1.2 Acoes de grupos e subsemigrupos

Os grupos constituem uma classe muito importante de semigrupos. Naturalmente,
acoes de grupos tem mais propriedades que agoes de semigrupos que nao sao grupos. De
fato, seja G um grupo e denote por 1 o elemento neutro de G. No caso de agoes de grupos,
acrescentamos a definicao de agao a exigéncia de que lx = x, para todo x € M. Logo, uma

acao de G em M satisfaz as seguintes propriedades:

1. 1z = x, para todo x € M, e
2. g(hz) = (gh)z, para quaisquer g,h € Gex € M.

A propriedade “lz = x, para todo x € M” significa que o elemento neutro 1 de G fixa

todos os pontos x € M. Se g1, 92 € G sao dois elementos de G que fixam um certo x € M,

Pode acontecer de S* X ser vazio. Veja [54, Exemplo 2.6].
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nao ¢ dificil verificar que g,(g2)~!' também fixa x. Logo, o subconjunto G, C G de todos
os elementos de GG que fixam z é um subgrupo de GG, chamado subgrupo de isotropia ou
estabilizador de .

As orbitas da acao de um grupo G em M determinam uma relagdo de equivaléncia
em M dada por

x ~ g se e somente se existe g € G tal que gxr = y. (1.1)

Logo, as drbitas da acdo de um grupo G em M particionam o espaco de fase M (o

que nao acontece para agoes de semigrupos em geral). Desse fato, segue que

GX = G" X, para todo subconjunto X C M.

Uma agao de G em M ¢é livre se, para cada x € M, a aplicacdo g — xg ¢ injetora,
ou seja, se xg = xh implica g = h, para quaisquer x € M e g,h € GG. Observe que isso é
equivalente a dizer que xg = x implica g = 1, para quaisquer x € M e g € G. Assim, uma
acao de um grupo G em M é livre se e somente se seus subgrupos de isotropia se reduzem
ao elemento neutro de G.

Uma acgao de G em M é transitiva se M é uma érbita da acao de G em M, ou seja,
se existe x € M tal que Gx = M. E facil demonstrar que as seguintes afirmacoes sobre uma

agao de G' em M sao equivalentes:
1. a acao de G em M ¢ transitiva.
2. Gx = M, para todo x € M.
3. para quaisquer z,y € M, existe g € G tal que gz = y.

No caso de agoes de grupos, ¢ usual denotar a aplicagao p, simplesmente por g, para
todo g € G, ou seja,

g(x) = py(z) = gz, para todo g € G. (1.2)

Note que a inversa da aplicacdo g é a aplicacdo ¢g~!, para todo g € G. Como ambas
sao continuas, segue que as aplicagoes g, com g € GG, sao homeomorfismos de M.
Um subsemigrupo de um grupo G é um subconjunto & C G tal que §S§ C S, isto

é, um subsemigrupo de G' é um subconjunto de GG que é fechado pela operacao de GG. Note
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que todo elemento s de um subsemigrupo S C G possui um elemento inverso s~! € G que
nao necessariamente pertence a §. O conjunto de todos os elementos inversos dos elementos

de um subsemigrupo S de G,

St={s':5€8}

também é um subsemigrupo de G. No estudo se acoes de subsemigrupos, as érbitas regressivas
da acdo de S coincidem com as 6rbitas de acdao de S~!. Com efeito, suponha que S é um
subsemigrupo de um grupo G que age em M. Restringindo a acao de G a S e S~!, obtemos

acoes de S e S7! em M. Entao, nao é dificil verificar que
S*X = S7'X, para todo subconjunto X C M.

Para cada g € G, a aplicagao g : M — M, g(x) = gx, é um homeomorfismo de M.
Note que, como a agao de S provém da restricao da acao de G, entao, para cada s € S, a
aplicacdo s : M — M, s(z) = sz, ¢ um homeomorfismo de M, e o mesmo vale ao conside-
rarmos os elementos s~ € S~1. Por isso, acoes de subsemigrupos também sao chamadas de

acoes de semigrupos de homeomorfismos (veja, por exemplo, [13]).

1.1.3 Exemplos

A seguir, apresentamos diversos exemplos de contextos nos quais os objetos ma-
tematicos estudados sao definidos em termos da agao de um semigrupo. Em cada caso,

deixamos claro quais sao os semigrupos envolvidos e apresentamos exemplos concretos.

Fluxos continuos e discretos

Seja M um espago topolégico e denote por T = R ou Z. Um fluxo ou sistema

dinamico em M ¢é uma aplicacao continua ¢ : T x M — M satisfazendo:
1. ¢(0,z) = x, para todo x € M, e

2. ¢(t+ s,x) = o(t,o(s,x)), para quaisquer t,s € T e x € M.
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Em outras palavras, um fluxo em M é uma acao do grupo aditivo dos reais ou do
grupo aditivo dos inteiros em M. Dizemos que um fluxo ¢ em M é um fluxo continuo se
T = R. Por sua vez, dizemos que um fluxo ¢ em M é um fluxo discreto se T = Z.

Para mais detalhes da teoria de fluxos, veja [4, [5l 6] [7, 23, 28] 37, 50].

Semifluxos continuos e discretos

Assim como na segao anterior, seja T = R ou Z e denote por TT = {t € T : t > 0}.
Seja também M um espaco topoldgico. Um semifluxo em M é uma aplicacao continua

¢ : Tt x M — M que satisfaz:
1. ¢(0,z) = x, para todo x € M, e
2. o(t+ s,x) = ¢(t, ¢(s, ), para quaisquer t,s € TT e x € M.

Portanto, um semifluxo em M é uma acdo do semigrupo aditivo dos reais, R*, ou
do semigrupo aditivo dos inteiros, Z", em M. Dizemos que um semifluxo ¢ em M é um
semifluxo continuo se T = R e dizemos que um semifluxo ¢ em M é um semifluxo

discreto se T = Z.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.4. ([55, Exemplo 12]) Seja M uma variedade diferencidvel de classe C™ e seja

BM o conjunto dos referenciais de M (veja o Exemplo [A.23)). Entao, a aplicacao

¢ : R, xBM — BM
(t,0,) — o(t,0,) =elo,
é um semifluxo continuo em BM. &

Exemplo 1.5. ([22], Defini¢ao 1.20], [36, Defini¢ao 2.1]) Seja X um espago de Banach e seja
L(X) a algebra dos operadores lineares e limitados de X. Entao, uma aplicagdo S : R —

L(X) é um semigrupo de operadores limitados de X se
1. S(0) =idy e

2. S(t+s)=5(t)S(s), para quaisquer ¢, s € R;.
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Considere

p + R xX — X

(t,x) — o(t,z) = S(t)x.

Segue imediatamente dos itens 1 e 2 acima que ¢ é um semifluxo em X. Portanto,
semigrupos de operadores limitados em espacos de Banach podem ser vistos como semifluxos
em espacos de Banach. &

Fluxos e semifluxos n-dimensionais

Seja M um espago topolégico. Um fluxo n-dimensional em M é uma acao do
grupo aditivo R" em M. Se ¥ um fluxo n-dimensional em M, é usual utilizar-se a notacao
(t1,...,tn) -z =VY((t1,...,t,),x), para quaisquer (ty,...,t,) € R" e x € M.

Fluxos n-dimensionais aparecem naturalmente na teoria de agoes de grupos de Lie.

Exemplo 1.6. Seja G um grupo de Lie real de dimensao finita e de classe C* com algebra
de Lie g e suponha que M é uma variedade diferenciavel de classe C*°. Seja v : M x G — M

uma acao diferenciavel a direita de G em M e sejam
Xi,...,X,€3(g) ={X €g:[X,Y] =0, para todo Y € g}
campos de vetores invariantes a direita. Para cada i = 1,...,n, defina
; d
X'(r) = —(zexp(tX;))| , comx € M.
dt =0
A trajetdria de X* através de x é dada por X} = zexp(tX;). Entao, temos que
X! o X! = XJo X}, para quaisquer 4,5 € {1,...,n} et s € R.
Dessa forma,

(t1,....ty) 2 =X} 0o -0 X/ (x), com (t,...,t,) ER" ez € M

define um fluxo n-dimensional em M. &
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Note que um fluxo n-dimensional em M é a acao de um grupo de Lie conexo e abeliano
em M, a saber, R".

Um semifluxo n-dimensional em M é a acao de um subsemigrupo de R" da forma
Si={(t1,...,ty) : t; 2 0}, para algumi=1,... n.

Note que a acao de S; em M é simplesmente a restricao da acao de R a S;.
Podemos considerar ainda a ag¢ao do semigrupo dado pela intersecao dos semigrupos

S;, isto é, a acao de

Novamente, a acao de S em M é a restricao da acao de R" a S.

Sistemas de controle
Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao finita e classe C'*°.

Definicao 1.7. Sejam U um subconjunto de R™, U um conjunto de funcoes de R em U e
X : M xR" — TM uma aplicagao de classe C*°. Denote por ® a familia das equagoes
diferenciais ordindrias da forma z'(t) = X(z(t),u(t)), com uw € U. Entao, a quddrupla
(M,U,U,D) é chamada sistema de controle sobre M. A variedade M é chamada espago
de fase do sistema, o conjunto U é chamado conjunto de controle do sistema, o conjunto
U é chamado conjunto das funcoes de controle do sistema e a familia ® é chamada

dinamica do sistema.

Por simplicidade, denotamos um sistema de controle apenas por ¥, ficando subenten-
didos todos os elementos da Definigao [L.7]

Assumimos que, num sistema de controle ¥, fixado v € U, a aplicacao X, : M — T'M
dada por X,(p) = X(p,v) é um campo de vetores completo de classe C* em M. Assumimos

também que, fixados z(0) = o € M e u € U, o problema de valor inicial
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possui uma unica solucao ¢(t, zo, u) definida em todo tempo ¢ € R. Por solu¢do, entendemos
uma aplicagao de classe C™ por partes (ou suave por partes) ¢(-, zg,u) : R — M tal que
(0, g, u) = o € que satisfaz

%@(t, xo,u) = X (@(t, o, u),u(t))

em todo t € R no qual ¢(-,z,u) é diferencidvel. Logo, se duas curvas suaves por partes
satisfazem o mesmo problema de valor inicial, elas coincidem (veja [30, Capitulo 1] para
alguns resultados de existéncia e unicidade de solugoes para sistemas de controle).

Dois conceitos fundamentais na teoria de sistemas de controle sao os conceitos de

translacao e concatenacao de fungoes de controle.

Definicao 1.8. Seja X um sistema de controle.

1. Dados uw € U e s € R, a s-translagao de u € a fun¢io u(-+ s) : R — U dada por
u(-+ s)(t) = u(t + s), para todo t € R.

2. Dados uj,us €U e s € R, a s-concatenagao de u; e us € a funcao u: R — U dada

por

ui(t), set <s
us(t —s), set>s.

Com relagao ao conjunto das fungoes de controle U de um sistema de controle ¥,

assumimos que:

1. as funcoes de controle u € U sao localmente integraveis, ou seja, sao integraveis em

cada subconjunto de R cujo fecho é compacto.
2. dados u € U e s € R, a s-translacao de u pertence a U.

3. dados ui,us € U e s € R, a s-concatenacao de u; e us pertence a U.

A escolha do conjunto das fungdes de controle é determinante para um sistema de
controle. Na literatura, aparecem com mais frequéncia os conjuntos de fungoes de controle

dados a seguir.
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1. Uep: conjunto das funcoes u : R — U C R"™ que sao constantes por partes;

2. Uy: subconjunto das funcoes de U, cujas coordenadas assumem somente os valores 1 e

—1. Esse conjunto é conhecido como o conjunto das fungoes de controle “bang-bang”;

3. U;: conjunto das fungoes limitadas e mensuraveis com valores em R", chamado conjunto

das fungoes de controle irrestritas;

4. U,: subconjunto das fungoes de U; que assumem valores no cubo
{r eR": =1 < |zg| < 1,i=1,...,n},

chamado conjunto das fungoes de controle restritas.

O proximo resultado apresenta a propriedade do cociclo para sistemas de controle.

Proposicao 1.9. Seja X um sistema de controle e fite u € U e t,s € R. As solugoes que

dependem das fungoes de controle u e u(- + s) satisfazem

o(t+s,z,u) = @(t, (s, z,u),u(- + s)),

para todo x € M.

Demonstragao: Veja [30, Proposigao 1.2.8] ou [50, Proposi¢ao 2.3]. O

Geometricamente, a propriedade do cociclo significa que atingir um ponto y a partir
de x usando uma func¢ao de controle u no tempo t + s é equivalente a atingir y a partir de
©(s,x,u) usando a fungao de controle u(- 4+ s) no tempo t.

Vejamos alguns exemplos de sistemas de controle.

Exemplo 1.10. Sejam A uma matriz real m x m e B uma matriz real m x n. Note que,
dados x € R™ e u € R", Ax + Bu € R™. Assim, fixando conjuntos de controle U e U, a

familia de equacoes diferenciais
2'(t) = Az(t) + Bu(t), vel,

determina um sistema de controle em R™. Um sistema desse tipo é chamado sistema de

controle linear. O
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Exemplo 1.11. Sejam Ag, Ay, ..., A, matrizes reais m x m e u = (uy,...,u,) € R". Note
que a aplicagao X : R™ x R" — R™ dada por
X(z,u) = Agz + Z w; Ax
i=1

é diferenciavel. Assim, escolhendo conjuntos de controle U e U, a equacao diferencial
() = Ao (t) + ) ui(t)Aa(t)
i=1

define um sistema de controle em R, chamado sistema de controle bilinear. &

Exemplo 1.12. Sejam X, Xy,...,X,, : M — T'M campos de vetores completos de classe
C* sobre uma variedade diferenciavel M de classe C*°. Tome U = R" e fixe um conjunto

de funcoes de controle. O sistema de controle definido por
¥ = Xo(x) + > wi(t)Xi(x),
i=1
com u(t) = (u1(t),...,u,(t)) € R", é chamado sistema de controle afim (ou bilinear). ¢

A seguir, apresentamos as defini¢oes de orbita positiva e orbita negativa de um sistema

de controle Y.

Definicao 1.13. Seja X um sistema de controle. A orbita positiva de X e a orbita

negativa de X sao, respectivamente, definidas por

Of(x)={ye M: eristemucl et tais que p(t,z,u) =y} e

>0
Os(z)={ye M: existemuecl et >0 tais que o(t,y,u) = z}.

No que segue, apresentamos condigoes suficientes para que as érbitas positiva e nega-
tiva de um sistema de controle X sejam descritas em termos da agao de um semigrupo.

Seja ¥ um sistema de controle. Fixado ug € U, temos que X,,, ¢ um campo de vetores
completo de classe C*° em M. Logo, do teorema de existéncia e unicidade de solugoes para
equagoes diferenciais autonomas, dado = € M, existe uma unica soluc¢ao ¢ (t) (definida em

todo t real) do problema de valor inicial

(1.3)
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de modo que o fluxo definido por X,,, a saber, p"0(t,x) = p¥o(t), t € R, z € M, esta definido

em R x M. Para cada t € R, o fluxo 9" define o difeomorfismo ¢;°(x) = " (t,z). Seja
Ge = {girowy ooyl tu; €Ut €Rn € N} (1.4)

o conjunto de todas as composigoes finitas de difeomorfismos da forma ¢}, com ¢t € R e

u € U. Temos que Gy, é um grupo quando munido da composicao de aplicagoes. Agora, seja
S ={pimop oot iy €Uty > 0,n € N} (1.5)

o conjunto de todas as composicoes finitas de difeomorfismos da forma ¢} para tempos
positivos. Temos que Sy, é um semigrupo quando munido da composicao de aplicagoes. Na

verdade, Sy, é um subsemigrupo de Gs.
Sendo assim, estd bem posta a proxima definicao.

Definicao 1.14. Seja ¥ um sistema de controle. O grupo do sistema X e o semigrupo

do sistema Y sdao, respectivamente, os conjuntos Gs, e Sy, definidos em e .

O grupo do sistema Gy, age naturalmente em M através das composigoes dos difeo-

morfismos ¢y, ou seja, a aplicacao
ps G X M — M
(¢,7) — ps(d,z) = ¢(2)

é uma acao de Gy, em M. Dado x € M, dizemos que a Gx-érbita de =, Gyx, é a 6rbita do
grupo do sistema a partir de z (ou através de x). Podemos restringir a agao pus a Sg x M
e, assim, considerar somente a acao de Sy, em M. Dado z € M, dizemos que a Sy-érbita
de x, Sgz, é a 6rbita do semigrupo do sistema a partir de = (ou através de z). Para
todo x € M, as érbitas Syz e Sg'r = S também sdo chamadas, respectivamente, érbita
positiva do semigrupo do sistema ¥ e 6rbita negativa do semigrupo do sistema ..

No caso de um sistema de controle ¥ em que U = U,,, as érbitas positiva e negativa
do sistema ¥ possuem uma caracterizacao em termos de Sy e Sy ! respectivamente. Tal

caracterizagao depende do seguinte resultado.

Proposicao 1.15. Seja X um sistema de controle tal que U = Ue,. Dados tq,...,t, > 0 e
Uy, ..., U, € U, existe u € U tal que

Un—1

Un o e ur u
Pt, © Ptp_q © O Pty = Plptetty-
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Demonstracao: Veja [50), Coroldrio 2.9]. O

Como consequéncia, temos o
Corolario 1.16. Seja X um sistema de controle tal que U = U,,. Entao, dado x € M,

Ssx={y € M: existem u €U, et >0 tais que p(t,z,u) =y} = O (x) e
Ss'ex={y € M : existem u €Uy, et >0 tais que o(t,y,u) = 2} = Ox ().

Demonstracao: Fixe x € M. Se y € Ssz, existem t1,...,t, > 0 e uq,...,u, € U tais que
y =" o--- 0@ (x). Pela Proposigao existe u € U tal que y = ¢}, .., (v). Fazendo
t =t + - +t,, temos que y = ¢i'(r) = ¢(t,z,v), onde v € U, é constante igual a u em
algum intervalo de R que contém ¢t. Logo, y € Of(x). Por outro lado, se y € Of(x), entdo
existem ¢ > 0 e u € U,, tais que y = ¢(t, z,u). Como u é uma func¢do constante por partes,
existe ug € U tal que u é constante igual a uy em algum intervalo de R que contém ¢, de

modo que y = p(t,x,u) = ¢} () e, portanto, y € Syz. O

Portanto, as orbitas positiva e negativa de um sistema de controle Y cujo conjunto
das fungoes de controle é U = U, coincidem com as dérbitas positiva e negativa do semigrupo
do sistema >3, respectivamente.

Para mais detalhes da teoria de sistemas de controle, veja [20, 24], 50].

Polissistemas dinamicos

Seja P = {¢'}ic;r um polissistema dinamico, isto é, uma familia de sistemas
dindmicos, todos definidos em um mesmo espago topolégico M. Denote por Homeo(M)

o conjunto de todos os homeomorfismos de M. Seja
Gp = ({(t,0) : ¢ € P, 1 €RY)
o subgrupo de R x Homeo(M) gerado por {(t,¢;) : ¢ € P,t € R} e

Sp = ({(t,¢r) : o € P, t > 0})
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o subsemigrupo de Gy gerado por {(t,¢:) : ¢ € B, ¢t > 0}.

Um elemento de Gy é da forma

g:(tl—f—..._i_tk’gb%lo...oqbfk)?

comt; €Re ¢ € P, com 0 < i<k, e um elemento de Sy é da forma
_ 1 k
S_(t1+...+tk7¢tlo...o¢tk>’

comt; >0e ¢ €, com0<i<k.

O grupo Gy age em M de uma forma natural:

J2 I Q(I;XM—>M

((t,h),I) — M((tah)wr):h(x)'

Restringindo a acao de Gy a Sy, obtemos uma acao de Sy em M. Observe que,
se ¥ é um sistema de controle sobre (uma variedade diferencidvel de classe C*°) M, entao
Ps = {¢} : u € Uy et € R} é um polissistema dinamico em M tal que pg,, = px. Logo,
se X é um sistema de controle tal que U = U,,, entao a dinamica de ¥ fica completamente
determinada por psp,,. Portanto, a teoria de polissistemas dinamicos generaliza a teoria de
sistemas de controle com fungoes de controle constantes por partes.

Nos referimos a [21], (56] para a teoria de polissistemas dinamicos.

Semigrupos de bitransformacoes

Um semigrupo de bitransformacoes ¢ um par de semigrupos de transformagoes
(S, M) e (M, T) com o mesmo espago de fase M tais que s(xt) = (sz)t, para quaisquer
r € M,seSeteT. Denotamos por (S, M,7T) o semigrupo de bitransformacoes cons-
tituido pelo par de semigrupos de transformagoes (S, M) e (M, T).

Semigrupos de bitransformagoes aparecem naturalmente na teoria de sistemas de con-

trole em grupos de Lie, como vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.17. (Veja [47, Segao 2.3]) Seja G um grupo de Lie de dimensao finita com

algebra de Lie g e elemento neutro 1. Identifique g com o conjunto dos campos de vetores
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invariantes a direita de G. Seja X um sistema de controle em G dado pela familia de equacoes

diferenciais

com um conjunto de controle U C R" e com o conjunto das funcoes de controle U,. Denote
por X, o campo de vetores X, (-) = X (-,u), com u € U, e suponha que F' = {X,, :ue€ U} C

g. Esse fato implica que
o(t,g,u) = ¢(t,1,u)g, para quaisquer t € R, g € G e u € U, (1.6)

de modo que (Sy, G, G) é um semigrupo de bitransformagoes.

Agora, seja H um subgrupo normal e fechado de GG e considere o grupo quociente
G/ H com projegao candnica 7 : G — G/ H. Seja a : G x G/H — G/ H a acao de
G em G/ H dada por a(g,7(h)) = m(gh) ou, numa notagdo mais resumida, a(g,x) = gz.

Considere

X : G/HxR"— T(G/H)

(z,u) — )?(x,u):d(ax)l(X(l,u)):%gp(t,l,u)x

t=0

e denote por 3 o sistema de controle em G / H dado pela familia de equagoes diferenciais

com o mesmo conjunto de controle e o mesmo conjunto das fungoes de controle de ¥, a
saber, U e U, respectivamente. Para cada x € G/ H, a fungdo t € R —— o(t,1,u)z =

alp(t,1,u),z) € G/ H é a solugao do problema de valor inicial

em G/H. Para cadat € R e u € U, denote por ¢ o difeomorfismo de G/ H dado por
o (x) = p(t, 1,u)z. Entao,

SFXVJ:{SZ?:O"'OSZZIIUZ'GU,ti>O,n€N}

é o semigrupo do sistema 3. Agora, seja f: G/ H x G — G/ H a agao a direita de G em
G/ H dada por S(m(h),g) = m(hg) ou simplesmente ((z, g) = zg. Para quaisquer x € G/ H,
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oy € Sg e g € G, temos que

Gi(x)g = (p(t. 1, u)x)g = o(t, 1,u)(zg) = @(t, 29, u) = &} (x9).
Portanto, (Sg, G/ H,G) é um semigrupo de bitransformagdes. &

Semigrupos de bitransformacgoes também aparecem no estudo de agoes de semigrupos
em fibrados principais e associados (veja a Secao [3.1)).

Nos referimos a [47] para a teoria de semigrupos de bitranformagoes.

1.2 Espacos de Tychonoft

Os espagos métricos sao fundamentais na teoria classica de sistemas dinamicos. As propri-
edades decorrentes da métrica em um espago métrico proporcionam ferramentas que facilitam
o trabalho. Os espacos de Tychonoff sao espacgos topoldgicos que, apesar de nao serem ne-
cessariamente metrizaveis, possuem propriedades analogas aos espagos métricos de modo a
ser possivel o estudo de acoes de semigrupos nessa classe de espaco. Essas propriedades sao
decorrentes da existéncia de familias admissiveis de coberturas abertas. Nesta secao, apre-
sentamos a definicao de familia admissivel de coberturas abertas. Apresentamos também
o conceito de U-vizinhanca de um conjunto referente a uma cobertura aberta U e o rela-
cionamos com a definicao de familia admissivel. Mostramos que um espaco de Hausdorff
admite uma familia admissivel de coberturas abertas se e somente se ele é um espago de
Tychonoff. Algumas propriedades e exemplos de espacos que admitem familias admissiveis
sao estudados, incluindo resultados que tratam de convergéncia de redes. Nos referimos a
[T, 2, 16l 35, B7, 46, 54, 55] para a teoria de espagos que admitem familias admissiveis de
coberturas abertas. Para os leitores que nunca tiveram contato com a teoria de familias

admissiveis de coberturas abertas, a referéncia [2] é especialmente indicada.

1.2.1 Familias admissiveis de coberturas abertas

O conceito de familia admissivel de coberturas abertas foi introduzido por Patrao

e San Martin em [35] para estudar transitividade por cadeias no contexto de semifluxos
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em espacos topoldgicos. A partir dai, esse conceito tem sido usado no estudo de diversos
aspectos da dinamica de um semigrupo, tais como estabilidade de Lyapunov, estabilidade
de Poisson, transitividade e recorréncia por cadeias, atratores, repulsores, entre outros (veja
[12, 14, 15, [16) 47, 48]). Na sequéncia, apresentamos os conceitos e resultados basicos da
teoria de familias admissiveis de coberturas abertas.

Seja M um espago topologico. Dadas duas coberturas abertas U e V de M, escrevemos
Y < U se V é um refinamento de U, isto ¢, se dado V € V, existe U € U tal que V C U.
Além disso, escrevemos )V < %L{ se, para quaisquer V, V' € V, com VNV’ #£ &, existe U € U
tal que VUV’ C U. E claro que < é uma pré-ordem no conjunto das coberturas abertas de
M, isto é, < é uma relagao reflexiva e transitiva. Dado um subconjunto compacto K C M,
escrevemos

UK ={UecU:KnU + ).

Seja V um subconjunto aberto de M e seja K um subconjunto compacto de M contido
em V. Dizemos que uma cobertura aberta & de M é K-subordinada a V' se todo elemento
de U que intersepta K esta contido em V', ou seja, se U € [U, K], entdao U C V.

Tendo estabelecido estas notacoes, podemos apresentar a definicao de familia ad-

missivel de coberturas abertas.

Definicao 1.18. Uma familia O de coberturas abertas de M é admassivel se satisfaz as

sequintes propriedades:

1. para cada U € O, existe V € O tal que V < %U;

2. se V é um subconjunto aberto de M e se K é um subconjunto compacto de M contido

em V', entao existe uma cobertura aberta U € O que é K-subordinada a V.

3. dadas U,V € O, existe W € O que refinald eV simultaneamente.

Se existe uma familia admissivel de coberturas abertas em M, dizemos que (M, Q) é um

espaco admaissivel.

Originalmente, a Defini¢ao nao apresentava o item 3 (ver [35], Definigao 3.1).

Essa condicao foi acrescentada por Braga Barros e Souza em [12], [14] para que a familia
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O pudesse ser usada para indexar redes em M. A nomenclatura “espaco admissivel” foi

introduzida por Souza em [46, Definigao 2]. Quando nao houver confusdo sobre a familia

admissivel em questao, um espago admissivel (M, Q) é indicado simplesmente por M.
Antes de apresentar algumas propriedades de espacos admissiveis, precisamos intro-

duzir o conceito de U-vizinhanga.

Definigao 1.19. Seja U uma cobertura aberta de M. A U-vizinhan¢a de X C M € o

conjunto

B(X,U) = {yeM:ezistemzxec X eU €U tais que x,y € U}

= (J{veu:unx +£o}.

Note que B(X,U) é um conjunto aberto por se tratar de uma uniao de conjuntos
abertos de M. Dado « € M, é usual denotar B({z},U) por B(z,U). Em algumas referéncias
(por exemplo, [II, 46]), a U-vizinhanca de um subconjunto X C M é também chamada de
estrela de X com respeito a U é denotada por St(X,U).

E imediato que o segundo item da Defini¢ao pode ser reescrito em termos de

U-vizinhancas, da seguinte forma:

2’. se V é um subconjunto aberto de M e se K é um subconjunto compacto de M contido

em V, entdo existe uma cobertura aberta U € O tal que B(K,U) C V.

Daqui em diante, quando nos referirmos ao item 2 da Definicao [1.18] estaremos nos
referindo ao item 2’.

Nao é dificil verificar que a colegao de todas as U-vizinhancas B(z,U), com x € M e
U € O, forma uma base para a topologia de M. Consequentemente, um subconjunto U de
M é aberto em M se e somente se, para cada x € U, existe V € O tal que B(z,V) C U.
Esse fato se assemelha ao fato que, num espago métrico (N, d), a colegdo de todas as e-
bolas B(z,¢), com « € N e ¢ > 0, forma uma base para a topologia de (N, d). Ao longo
desta secao ficard claro que as U-vizinhangas de um espaco admissivel (M, O), com U € O,

se comportam de maneira andloga as g—vizinhangasﬂ de um espago métrico e, portanto, as

2Para cada ¢ > 0, a e-vizinhanga de um subconjunto X de um espaco métrico (M,d) é o subconjunto

de M dado por B(X,e) ={y € M :d(y,X) < €}.
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técnicas e a argumentagao que sao proprias dos espacos métricos podem ser “traduzidas”
em termos de U-vizinhancas, permitindo a obtencao dos resultados no estudo de agoes de
semigrupos.

A seguir, apresentamos algumas propriedades dos espacos admissiveis.

Proposicao 1.20. Seja (M, Q) um espaco admissivel. Se M é um espago T(ﬂ entio M é
um espaco de Hausdorff.

Demonstragao: Veja [46l, Proposigao 1]. O

Segue da Proposicao [1.20| que espagos admissiveis que nao sao Hausdorff sao espagos
considerados “patoldgicos”, no sentido em que eles nao possuem as mais béasicas propriedades
de separagao. Logo, nao ha nenhuma perda de generalidade em trabalhar-se com espacgos de
Hausdorff admissiveis.

A existéncia de uma familia admissivel de coberturas abertas em um espago topolégico
estd relacionada com o fato desse espaco satisfazer um axioma de separagao, a saber, o axioma
de espago completamente regular. Dizemos que M é um espaco completamente regular
se um ponto pode ser separado de um conjunto fechado que nao o contém por uma funcao
continua, no sentido que se F' é um subconjunto fechado de M e x € M nao pertence a F,
entao existe uma fungao continua f : M — [0,1] tal que f(z) =1 e f(F) = 0. Um espaco
de Hausdorff completamente regular é chamado espago de Tychonoff (ou espago T} %).
Unindo [58, Teorema 38.2] (M ¢é uniformizdvel se e somente se M é completamente regular)
com [I, Teorema 1] (M ¢é admisivel se e somente se M ¢ uniformizavel), concluimos que um
espago topolégico M é admissivel se e somente se M é completamente regular. Portanto, M
¢ um espaco de Hausdorff admissivel se e somente se M é um espago de Tychonoff. Temos,

assim, o seguinte resultado.

Teorema 1.21. Seja M um espaco de Hausdorff. Entao, M ¢é um espago admissivel se e

somente se M ¢ um espaco de Tychonoff.

3Dizemos que M é um espago de Kolmogorov (ou espago Tg) se quaisquer dois pontos distintos
z,y € M sao topologicamente distinguiveis, isto é, se existe uma vizinhanga U de x em M que nao

contém y.
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Nao é dificil verificar que B(z,V) C B(z,U) se V < U, para todo = € M. No caso em

que V < %U , temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.22. Sejam U eV duas coberturas abertas de M tais que V < %L{ e seja X um

subcongunto de M. Entdo, B(X,V) C B(X,U).

Demonstracao: Veja [16, Proposicao 2.5] (ou [37, Lema 2.4]). O

A seguir, relacionamos familias admissiveis de coberturas abertas e fungoes continuas.

Proposicao 1.23. Sejam M e N espacos topologicos, f: M — N um homeomorfismo, X

um subconjunto de M e U uma cobertura aberta de M. FEntao,

FBX,U)) = B(f(X), fU)), (1.7)

onde f(U) = {f(U) : U € U}. Além disso, se O é uma familia admissivel de coberturas
abertas de M, entio f(O) ={f(U):U € O} € uma familia admissivel de coberturas abertas
de N.

Demonstragao: O fato de f ser um homeomorfismo implica imediatamente que f(U) é uma
cobertura aberta de N. Agora, seja y € B(X,U). Tome z € X e U € U tais que y,x € U.
Temos que f(y), f(xz) € f(U) e, assim, f(y) € B(f(X), f(UU)). Reciprocamente, tome y €
B(f(X), f(U)). Entao, existem = € X e U € U tais que y, f(z) € f(U). Dali, segue que
fHy),z € U, de modo que f~!(y) € B(X,U). Portanto, y € f(B(X,U)).

Agora, mostremos que f(Q) é uma familia admissivel de coberturas abertas de N.
Fixe f(U) € f(O). Tome V € O tal que V < sU. Se f(V), f(V') € f(V) sdo tais que
fW)yn f(V') # @, entao VNV' # @, pois f(V)N f(V') = f(VNV'). Tome U € U tal
que VUV’ C U. Entao, f(V)N f(V') = f(VNV’') C f(U), de modo que f(V) < 1 f(U).
Agora, seja K um subconjunto compacto de N e seja V' um subconjunto aberto de IV tais

que K C V. Tome uma cobertura aberta U € O tal que B(f'(K),U) C f~1(V). Segue que

B(K, fU)) = fB(f(K).U) C f(f (V) =V.

Por fim, sejam f(U), f(V) € f(O). Existe W € O tal que W < U e W < V. Para
cada f(W) € f(W), podemos escolher U € U e V € V tais que W C U e W C V. Logo,
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JW) C f(U) e f(W) C f(V), mostrando que f(W) < f(U) e fWV) < f(V). =

O conceito de aplicagao uniformemente continua pode ser naturalmente estendido para

o contexto de espacos admissiveis.

Definigao 1.24. Sejam (M,0Oy) e (N,On) dois espagos admissiveis. Dizemos que uma
aplicagcao f : M — N € uniformemente continua se para qualquer cobertura aberta
U € Oy, existe uma cobertura aberta V € Oy tal que f(B(z,V)) C B(f(x),U), para todo
x € M. Uma aplicagao uniformemente continua f : M — N é um homeomorfismo

uniforme se f~! é uma aplicacdo uniformemente continua.

O seguinte resultado nos diz que aplicagoes uniformemente continuas “levam” U-

vizinhancgas em U-vizinhancas.

Proposicao 1.25. Sejam (M, Oy) e (N,On) dois espagos admissiveis e f : M — N uma
aplicagao uniformemente continua. FEntao, para qualquer cobertura aberta U € Oy, existe

uma cobertura aberta V € Oy tal que f(B(X,V)) C B(f(X),U), para todo X C M.

Demonstracao: Fixe uma cobertura aberta f € Oy e X € M. Como f é uniformemente
continua, existe uma cobertura aberta V € Oy tal que f(B(z,V)) C B(f(x),U), para todo
x € M. Portanto,

FBX, V) = f(|JB@ V) = B V) c | B(f(2).U) =B(f(X).U).

zeX zeX reX
O

O conceito de aplicacao uniformemente continua apresentado na Definicao coin-
cide com o conceito de aplicagao uniformemente continua para espagos uniformizaveis (veja
[46, Teorema 7]). Para mais propriedades de aplicagoes uniformemente continuas, veja [46],
Subsecgao 4.1] e [58, Capitulo 9].

A seguinte proposicao nos diz que subespacos topolégicos de espagos admissiveis sao

espacos admissiveis.
Proposigao 1.26. Sejam Y C X C M e U uma cobertura aberta de M. Entao,

B(Y,Ux) = B(Y,U) N X, (1.8)
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onde Uy = {UNX : U € U}. Além disso, se O é uma familia admissivel de coberturas

abertas de M, entao Ox = {Ux : U € O} € uma familia admissivel de coberturas abertas de

X.

Demonstracao: E claro que Ux é uma cobertura aberta de X. Se z € B(Y,Ux), existemy € Y
e U € U tais que z,y € UN X. Logo, z € B(Y,U) N X. Reciprocamente, se z € B(Y,U)N X,
existem y € Y e U € U tais que z,y € U. Segue que z,y € UN X e, portanto, z € B(Y,Ux).

Agora, mostremos que Ox é uma familia admissivel de coberturas abertas de X.
Seja Uy € Ox. Tome V € O tal que V < %L{. Se VNX, V' NX € Vx sao tais que
(VnX)N(V'NX)# @, entao VNV’ # @, pois (VNX)N(V'NX)=(VNV')NX. Assim,
existe U € U tal que VUV’ C U, de modo que (VNX)U(V'NX) = (VUV)INX C UNX. Isso
mostra que Vy < %L{X. Agora, seja K um subconjunto compacto de X e V um subconjunto
aberto de X tais que K C V. Seja U um subconjunto aberto de M tal que V. =UN X e
seja U € O tal que B(K,U) C U. Entdo,

B(K,Uy) =BK,U)nX CcUNX=V.

Por fim, fixe Ux,Vx € Ox e tome W € O tal que W < U e W < V. Dado
WNXeWy,existemUelUeV eVitaisque W CUeW CV. Logo, WNXCcUNXe
WNX cVnX e, portanto, Wx < Ux e Wx < Vx. O

Apresentamos agora alguns exemplos de espacos admissiveis.

Exemplo 1.27. (Espagos métricos) Espagos métricos admitem familias admissiveis de co-
berturas abertas. Com efeito, suponha que (M,d) é um espago métrico. Para cada ¢ > 0,
seja
U. = {B(z,e):x € M}
a cobertura aberta de M dada por todas as e-bolas de M e considere a seguinte familia de
coberturas abertas de M:
O={U.:e>0}.

Em [37, Lema 2.8] (veja também [16, Proposicao 2.2]), prova-se que, para quaisquer

e>0e X CM,
B(X,Us) C B(X,¢e) C B(X,Ue). (1.9)
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Com essas inclusoes estabelecidas, pode-se provar que a familia O é admissivel. De
fato, se ¢ > 0, resulta da desigualdade triangular que Us < %Z/{g. Se V' é um subconjunto
aberto de M e K é um subconjunto compacto de M contido em V', entao existe o > 0 tal
que B(K,J) C V.ﬁ Logo, segue de {) que B(K,L{g) C V. Por fim, dadas U.,Us € O, a
cobertura Ue € O, com = min{e, §}, satisfaz Ue < U. e U < Us. Para os detalhes, veja [37,
Teorema 2.9]. &

Exemplo 1.28. (Espagos de Hausdorff paracompactos) Se M é um espaco de Hausdorff
paracompacto, entdo a familia de todas as coberturas abertas de M ¢é admissivel ([46, Teorema
2]). Em particular, a familia de todas as coberturas abertas de um espago de Hausdorff
compacto ¢ admissivel. Um outro exemplo de familia admissivel em espagos de Hausdorff

compactos ¢ a familia de todas as coberturas abertas finitas ([46, Exemplo 1]). &

Exemplo 1.29. (Grupos topoldgicos e espacos homogeéneos [48, Subsegao 4.1]) Seja U um
sistema de vizinhancas simétricas da identidade em um grupo topolégico de Hausdorff G com
elemento neutro 1. Para cada V € U, considere a cobertura aberta Uy = {Vg: g € G} de

G. A familia de todas as coberturas abertas dadas dessa forma,
Oy ={Uy : V € T}

é admissivel. Agora, assuma que G é localmente compacto e que H é um subgrupo fechado
de G. Seja m : G — G/ H a projecao. Para cada V' € U, considere a cobertura aberta de
G/ H dada por m(Uy) = {m(Vg) : g € G}. Entao, familia de coberturas abertas de G/ H
dada por

O ={n(Uy) : V € T}

¢ admissivel. O

1.2.2 Redes em espacgos de Tychonoff

O fato de um espaco topoldgico admitir uma familia admissivel de coberturas abertas
permite descrever sua topologia em termos de redes indexadas pela familia admissivel, as-

sim como a topologia de um espago métrico é caracterizada por sequéncias. Nesta secao,

“Esse é um exercicio usual na teoria de espacos métricos. Veja [33, Se¢ao 27, Exercicio 2].
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apresentamos algumas defini¢oes, notagoes e resultados sobre redes e subredes em espacos de
Tychonoff.

Para comecar, estabelecamos algumas notagoes. Seja A um conjunto e < uma pré-
ordem em A. Dizemos que (A, <) é um conjunto dirigido se, para quaisquer A, Ag € A,
existe A € A tal que A > A\ e A > Ay. Neste caso, dizemos que < é uma diregao em
(A, <). Em geral, um conjunto dirigido (A, <) é apenas denotado por A, ficando subenten-
dida a diregdo com a qual A estda munido. Uma rede em um conjunto M ¢é uma aplicagao
x: A — M. Denotamos uma rede x : A — M por (z))rea, onde z(\) = x), para todo A € A.
Uma subrede de z : A — M ¢é uma rede da forma z o ¢ : ¥ — M, onde ¥ é um conjunto

dirigido e ¢ : ¥ — A é uma aplicagao crescente e cofinal, isto é,

1. dados 0,09 € 3, com 01 < 09, entao ¢(o1) < ¢(o2) (¢ é crescente) e

2. dado X € A, existe 0 € ¥ tal que A < ¢(0) (¢ é cofinal).

Se xo¢: Y — M é uma subrede de uma rede z : A — M, entao usamos a notacao
(o) = Ay, para todo o € X, e denotamos a subrede x o ¢ por (z,,)sex. Nessa notacao, as

propriedades de subredes podem ser reescritas da seguinte forma:
1. dados 01,09 € X, com 01 < 09, entao Ay, < Ay, €
2’. dado X\ € A, existe o € X tal que A < A,.

Agora, seja O uma familia admissivel de coberturas abertas de um espago de Tychonoff
M. Dizemos que uma rede (z))xep converge a x € M, e indicamos esse fato por xy — =z,
se, para qualquer vizinhanca U de x em M, existe Ao € A tal que, se A > Ay, entao z, € U.
Uma consequéncia imediata da Defini¢cao é que uma rede (z))xep em M converge para
x € M se e somente se, para qualquer cobertura aberta U € O, existe A\g € A tal que, se
A > A, entao x, € B(z,U). Além disso, nao é dificil demonstrar que se X é um subconjunto
de M, entdo x € X se e somente se existe uma rede (zy)yeo C X tal que 2y — 2.

Toda familia admissivel admite uma direcao natural induzida pelos refinamentos de

suas coberturas abertas. Tal direcao é a ordem contraria a dada por refinamentos, isto é,

U <V se e somente se V <U, comU,V e O. (1.10)
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Em toda esta tese, sempre que trabalharmos com redes indexadas por uma familia
admissivel de coberturas abertas, consideraremos a direcao dada em ([1.10)).
A proposicao a seguir é muito utilizada no estudo da estabilidade de Lyapunov de

conjuntos compactos.

Proposicao 1.30. Seja K um subconjunto compacto de M. Para cadaV € O, tome xy €

B(K,V). Entao, existe uma subrede (zy,)ren de (xy)veo que converge a algum ponto de K.

Demonstragao: Veja [16, Proposigao 2.6 (ou [37, Lema 2.7]). O

Como consequeéncia, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.31. Seja x € M. Suponha que, para cada V € O, eziste xy € B(z,V). Entao,

Ty —» X.

O préximo resultado é sobre a convergéncia de subredes de redes indexadas por uma

familia admissivel de coberturas abertas.

Proposicao 1.32. Sejam (zy)veo € (Yy)veo redes em M tais que yy € B(xy,V), para
toda cobertura aberta V € O. Suponha que existe uma subrede (xy,)ren de (Ty)yeo tal que

xy, —r x em M. Entao, yy, — x em M.

Demonstracao: Sejam U, W € O coberturas abertas tais que W < %L{. Tome Ay € A tal
que zy, € B(z, W) se A > Xg. Agora, seja A\; € A tal que Ay > Ag e V), < W. Se A > Ay,
entao existe Wy € W tal que zy,,x € W) e existe V), € V, tal que yy,, 2y, € V). Como
Vi < V), < W, existe Wy € W tal que yy,,zy, € Vy C Ws e, como W < %L{, existe U e U

tal que Wy, U W, C U. Logo, yy,,x € U, ou seja, yy, € B(z,U). Portanto, yy, — . O

No resultado a seguir, apresentamos condigoes suficientes para a convergéncia de redes

cujo conjunto dirigido envolve familias admissiveis de coberturas abertas.

Proposicao 1.33. Seja (A, <) um congunto dirigido. Considere a sequinte dire¢cao em Ax O:

(e, U) < (N, V) sep < Aeld <V. (1.11)
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Sejam (x(xvy) aveaxo € (Yo))aweaxo duas redes em M tais que yo vy € By, V),

para toda cobertura aberta V € O. Suponha que x(xyy — x em M. Entdo, yo vy — .

Demonstracao: Seja U € O uma cobertura aberta e escolha uma cobertura aberta W € O
tal que W < sU. Como z(yy) — z, existe (Ao, Vo) € A x O tal que z(,y) € B(z, W) se
(A, V) > (Ao, Vo). Agora, tome uma cobertura aberta V; € O tal que V; < Vye V; < W.
Entao, se (A, V) = (Ao, V1), temos que z(»y) € B(z, W) e yiv) € Bzny), V) C Bzpy), W).
Isto significa que existem Wi, Wy € W tais que x(\ vy, ® € Wi e yoyv), v € We. Como
W < %L{, existe U € U tal que Wy UW, € U. Dai, yo vy, x € U, ou seja, ynv) € B(z,U).

Portanto, y(,y) — x, como querfamos demonstrar. O

A Proposigao [1.33] implica o seguinte resultado.

Corolario 1.34. Seja (A, <) um conjunto dirigido e considere em A x O a dire¢ao dada em

. Seja (Yyov)) wvyeaxo uma rede em M tal que yoyy € B(x,V), para toda cobertura

aberta V € V, com x € M. Entao, yoy) — @.

Demonstragdo: Para cada (A, V) € A x O, seja x(ny) = x. Temos que yv) € B(zpyy, V),
para toda cobertura aberta V € O, e que w(»y) — z. Segue da Proposicao [[.33] que

Yyv) — Z. O

1.3 Conjuntos limite e prolongamentos

Nesta secao, apresentamos os objetos dinamicos basicos que sao necessarios ao estudo
do comportamento assintético da agao de um semigrupo em um espaco de Tychonoff: os con-
juntos limite, os prolongamentos e os conjuntos limite prolongacionais. Elencamos também
alguns resultados necesséarios aos demais capitulos desta tese. Toda a teoria ¢ ilustrada com
diversos exemplos.

Ao longo desta secao, S denota um semigrupo que age em um espaco de Tychonoff
M. Além disso, O denota uma familia admissivel de coberturas abertas de M e F denota

uma familia de subconjuntos de S.
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Os conjuntos limite para agoes de semigrupos foram introduzidos em [12,[14]. A seguir,

apresentamos a definicao de conjuntos limite para agoes de semigrupos.

Definigcao 1.35. Seja F uma familia de subconjuntos de S e seja X um subconjunto de M.

Os conjuntos

WX, F)= 14X e w'(X,F)=[)AX
AeF AeF
sao chamados, respectivamente, conjunto w-limite e conjunto w*-limite de X por F.

Esses dois conjuntos sao chamados conjuntos limite de X por F.

Note que cada familia de subconjuntos de S determina um comportamento assintético
para agao de § em M.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de conjuntos limite.

Exemplo 1.36. Seja ¢ um fluxo continuo em um espago métrico (M, d) e seja X C M. Para
quaisquer t € R e x € M, seja tx = ¢(t,x). O conjunto w-limite e o conjunto w*-limite
(ou conjunto a-limite) de um subconjunto X C M sao definidos, respectivamente, como

sendo
wX) =t +0)X e w(X)=[)(-00,—1)X. (1.12)

t=>0 t=>0

Grosso modo, enquanto as orbitas positivas de ¢ partindo de um subconjunto X C M
descrevem exatamente o “caminho percorrido” pelos pontos x € X sob a acao de ¢, o conjunto
w-limite de X indica “para onde vao” as drbitas positivas de ¢ partindo de X quando se
avanca arbitrariamente no “futuro”. Semelhantemente, enquanto as Orbitas negativas de
¢ referentes a X descrevem exatamente o “caminho” dos pontos de M que atingem X, o
conjunto w*-limite de X indica “a origem” dos pontos de M que atingem X, indicando,
portanto, o “passado” de tais pontos.

Considere a familia

F ={(t,4+00) : t > 0}.
E imediato verificar que w(X, F) = w(X). Além disso, como
(t,400)*X = {ye M: existem s >tex € X tal que sy =z}

= {ye M: existem s >tex € X tal que — sx =y}

= (_007 _t)Xa
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para todo t > 0, segue que w*(X,F) = w*(X). Portanto, os conjuntos limite para fluxos
dados em sao casos particulares da Definicao m

O mesmo ocorre no caso de fluxos discretos: se ¢ é um fluxo discreto em um espaco
métrico (M, d), os conjuntos limite usuais sao os conjuntos limite da agdo de Z em M (in-
duzida pelo fluxo ¢) considerando a familia Fz = {(t,+00) NZ : t > 0}. Para mais detalhes
sobre conjuntos limite de fluxos, veja [5, 6] [7, 23, 25, 26] 28] 37]. O

Exemplo 1.37. Seja ¢ um semifluxo continuo em um espacgo topoldgico M. Para quaisquer
t € RT ex € M, seja tz = ¢(t,x). Os conjuntos limite de um subconjunto X C M pelo
semifluxo ¢ sao deﬁnidosﬁ como sendo

wX)=[t+0)X e w (X)=[)({t+0)X.

£0 20

Nao é dificil verificar que os conjuntos limite de X pelo semifluxo ¢ coincidem com

os conjuntos limite da agdo de R em M (induzida por ¢) considerando a familia F =
{(t,4+00) : t = 0}. O mesmo acontece no caso de semifluxos discretos. Para mais detalhes

sobre conjuntos limite de semifluxos, veja [7, 23] 28| 34] 35, [55]. O

Exemplo 1.38. Seja ¥ um fluxo n-dimensional em M. Fixe i € {1,...,n} e considere o

semifluxo n-dimensional em M definido por §;. Para cada t > 0, seja

e considere a seguinte familia de subconjuntos de S;:

A familia F; é considerada em [12, Exemplo 2.6] para o estudo do comportamento
assintotico do semifluxo n-dimensional determinado por S;. Além disso, a familia

F ={A(t):t >0}, onde A(t) = () Ai(t), com t >0,

i=1

¢ uma familia de subconjuntos do semigrupo S = (.., S;. <&

SVeja [34] [35)].
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Exemplo 1.39. Em [24], Colonius e Kliemann apresentam o conceito de fluxo de controle
([24, Secao 4.3]). Para um sistema de controle ¥ cujo conjunto das funcoes de controle é
denotado por U, o fluxo de controle é um fluxo continuo em U x M definido em termos
de X. Através da projecao my; : U x M — M, pode-se obter propriedades do sistema de
controle Y em termos do seu fluxo de controle associado. Esse fato relaciona as teorias de
sistemas dinamicos e de sistemas de controle. Com o advento da defini¢ao de conjuntos limite
para acoes de semigrupos, pode-se estudar a dinamica de um sistema de controle pensando
no proprio sistema como sendo o “sistema dinamico” em questao. Mais precisamente, seja
> um sistema de controle em uma variedade diferencidavel M de classe C'*° cujo conjunto
das fungoes de controle ¢ U = U,,. Entao, segue do Coroldrio que Ssx = Of(z) e
Ss'z = Og(z). Dessa forma, o estudo da dinamica do sistema de controle ¥ se resume ao
estudo da dinamica da a¢do do semigrupo do sistema Sy, em M. Em [9], introduziu-se a

seguinte familia de subconjuntos de Sx: dado t > 0, seja
S;t = {()0?: O---OQOZ1 tz 2 O,Ztl > t,ui € U,n € N}
i=1

Entao,

fctr:{82tit>0}.

Em [12, 13], Braga Barros e Souza utilizaram a familia Fg, para definir conjuntos
limite para acoes de semigrupos. O conjunto w-limite w(X) e o conjunto w*-limite
w*(X) de um subconjunto X C M pelo sistema de controle ¥ sdo definidos, respectivamente,
por w(X) = w(X, Ferr) € w*(X) = w*(X, Ferr). Os conjuntos limite para sistemas de controle
foram utilizados em [13, 45], 49| [51), 52, B5] para estudar diversas propriedades de sistemas

de controle. &

Exemplo 1.40. Seja P = {¢'}ic; um polissistema dindmico em um espaco topolégico M e
seja Sy o semigrupo associado a B. Em [2I], pdgina 21], considera-se a seguinte familia de

subconjuntos de Sy: para cada ¢t > 0, denote por

n

(Sp)ot = {(ta+ -+ 11,0}, 0 00}) : t; 20, t;>1,n €N}
=1

e considere

Fp ={(Sp)>t: t > 0}
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Os conjuntos limite de um subconjunto X C M referentes ao polissistema dinamico
B sao definidos como sendo os conjuntos limite de X pela acao de Sy em M referente a

familia Fy. &

Exemplo 1.41. ([12, Exemplo 2.7]) Suponha que S é um semigrupo topoldgico agindo em
M. Seja F, a familia das vizinhancas de co na compactificacao a um ponto de §, isto é,

Foo ={S\ K : K C S é compacto}. Dados A= (S\ K) € Fe X C M, temos que
AX ={ye M: existem s € (§\ K) e x € X tais que sz = y}.

Logo, w(X, Fw) mede o comportamento limite da acdo de S em M no “infinito” do

semigrupo partindo de X. O

Exemplo 1.42. ([12, Exemplo 2.8]) Para um semigrupo arbitrario S que age em M, pode-se
considerar as seguintes familias: Fio = {sS:s€ S}, Fla ={Ss:s€ St e Fy ={sSs:s €
S}. Note que se § é um semigrupo céntrico, ou seja, se sS = Ss, para todo s € S, entao

Fie = Fta = Fi €, portanto, os conjuntos limite determinados por elas coincidem. O

Exemplo 1.43. Suponha que § é um subsemigrupo de um grupo GG que age em M e considere
uma familia F de subconjuntos de S. Note que F~! = {47! : A € F} ¢ uma familia de

subconjuntos do subsemigrupo 7! = {s7!

: s € §}. Uma vez que G age em M, podemos
considerar as acoes de S e S™! em M induzidas da acdao de G em M. Além disso, tendo
fixado a familia F, temos a familia 7. Os comportamentos assintéticos determinados pelas
familias F e F~! se relacionam da seguinte maneira: para quaisquer X C M e A € F, vale

que A*X = A71X. Entao,
wX,F)=w (X, F ") e w(X,F)=wXF"). (1.13)
&

Em muitas situagoes, é necessario acrescentar algumas hipé6teses sobre a familia F (ou
sobre objetos que envolvem a familia F). As seguintes hip6teses sao utilizadas ao longo desta

tese:

1. (Base de filtro) Dizemos que F é uma base de filtro de subconjuntos de S se

@ ¢ F esedados A, B € F, existe F' € F tal que FF C AN B. (1.14)
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2. (Base de filtro livre) Seja F uma base de filtro de subconjuntos de §. Dizemos que F

é livre se

NA=2. (1.15)

AeF

3. (Hipdteses de transla¢ao) Dizemos que F satisfaz a

hipotese Hy se dados A € F e s € S, existe B € F tal que sB C A.
hipotese H; se dados A € F e s € S, existe B € F tal que Bs C A. (1.16)
hipotese H3 se dados A € F e s €S, existe B € F tal que B C As. .

hipotese Hy se dados A € Fes € S, existe B € F tal que B C sA.

4. (Divergéncia de redes) Dizemos que uma rede (t))rca em S é F-divergente, e indica-

mos este fato por ty, — 00, se

para todo A € F, existe A\g € A tal que t\, € A sempre que A > . (1.17)

A seguir, ilustramos esses conceitos com alguns exemplos.

Exemplo 1.44. E facil verificar que as familias consideradas nos Exemplos e
satisfazem as quatro hipdteses de translacao e sao bases de filtro livres. Além disso, para a
familia F considerada no caso de fluxos e semifluxos continuos, o conceito de F-divengéncia

de sequéncias coincide com o conceito usual de sequéncia divergente. O

Exemplo 1.45. Seja ¢ um fluxo n-dimensional em M. Dado i € {1,...,n}, considere o
semifluxo n-dimensional determinado por S; e a familia F; como no Exemplo[1.38] Considere
também o semigrupo & = (._; S; e a familia F como no Exemplo m Temos que as familias

F;i e F satisfazem as hipdteses de translacao e sao bases de filtro livres. &

Exemplo 1.46. As familias consideradas nos Exemplos e satisfazem as hipdteses
H; e Hy e s@o bases de filtro livres (veja [12), Segao 5]). Além disso, se a familia F, referente
a um sistema de controle ¥ satisfaz a hipdtese Hz (respectivamente Hy), dizemos que o

sistema Y. satisfaz a hipétese Hj (respectivamente Hy). &

Exemplo 1.47. ([13, Exemplo 3]) Seja ¥ um sistema de controle. O conjunto

G ={gimop o oplt i, €UL ER Y t;>0,n €N} (1.18)

=1
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é um subsemigrupo do grupo do sistema Gx. Suponha que Sx = G5f. Entao, o sistema X

satisfaz as hipoteses Hs e Hy. &

Exemplo 1.48. ([I3, Exemplo 4]) Seja G um grupo de Lie conexo com centro nao-trivial e
seja g a algebra de Lie de G. Denote por 3(g) o centro de g e considere um subespago (vetorial)
a C 3(g). Fixe um campo de vetores (ndo-nulo) X € g. Seja X o sistema de controle definido
pelas concatenagoes dos campos de vetores do conjunto F' = {X +Y : Y € a}. O semigrupo

do sistema Sy,,. é dado por
Sy, ={expt(X +Y):t>0,Y € a}.
Entao, o sistema 3 satisfaz as hipdoteses Hz e Hy. &

Exemplo 1.49. (Veja [51, Exemplo 4]) Seja Gl(n,R)* o grupo das matrizes reais n X n com
determinate positivo. Dado r > 0, seja A, = {g € Gl(n,R)" : det g > r}. Entao, a familia
F ={A, : r > 0} é uma base de filtro de subconjuntos de Gl(n,R)" e t, — 7 oo significa

que detty — +oo. Além disso, F satisfaz as hipdoteses Hy, Ho, H3 e Hy. &

Exemplo 1.50. ([I2, pdgina 728]) Voltemos ao Exemplo [1.42] Em geral, a familia Fq
satisfaz as hipoteses Hy e Hs. Além disso, a familia Fi. satisfaz a hipétese Hy e a familia F;
satisfaz a hipétese Hs. Se S é um semigrupo reversivel a esquerda, isto é, se sSNtS # &,
para quaisquer s,t € S, entao as familias Fi. e JF; satisfazem a hipdtese H;. Se & é um
semigrupo reversivel a direita, isto é, se Ss N St # &, para quaisquer s,t € S, entao as

familias Fiq e JF; satisfazem a hipdtese H,. &

Exemplo 1.51. Suponha que F é uma base de filtro. Entao, F torna-se um conjunto dirigido
com a seguinte direcao:

A< Bse BCA. (1.19)

Agora, seja (A, <) um conjunto dirigido e considere em F x A a dire¢ao dada por
(A,N) < (B,u)se A< Be\<p. (1.20)

Se (tan)anerxa ¢ uma rede em S tal que t4) € A, para todo A € F, entao

tan) —F 00. De fato, para cada A € F, existe (A,\g) € F x A, onde Ay € A é fixado



34 1 Agbes de semigrupos

arbitrariamente, tal que, se (F,\) > (A, \o), entdo ¢y € F C A.
Em particular, se (t41))4,v)erxo ¢ uma rede em S tal que t(4,) € A, para todo

A€ F, entao t(4y) —F 00. &

Exemplo 1.52. Seja S um subsemigrupo de um grupo G que age em M e considere uma
familia F de subconjuntos de S. Entao, F~! = {A™!: A € F} é uma familia de subconjuntos
de S71. Temos que a familia F satisfaz a hipétese H; (respectivamente, Hy, Hs e Hy) se e
somente se a familia F~! satisfaz a hipétese Hy (respectivamente, Hy, Hy e H3) e F é uma
base de filtro de subconjuntos de S se e somente se F~! é uma base de filtro de subconjuntos

de S~ 1. O

E imediato a partir da Definicao m que os conjuntos limite de um subconjunto
X C M pela familia F sao conjuntos fechados. Além disso, se X é S-progressivamente
invariante e fechado, entdao w(X,F) C X e se X é S-regressivamente invariante e fechado,
entao w*(X,F) C X.

A seguinte proposigao apresenta condigoes suficientes para a existéncia de conjuntos

w-limite.

Proposicao 1.53. 1. Seja X um subconjunto de M tal que SX é compacto. Suponha que

F € uma base de filtro de subconjuntos de S. Entao, w(X,F) é nao-vazio.

2. Seja X um sistema de controle sobre uma variedade diferenciavel M de classe C'* cujo
conjunto de controle U C R™ € compacto e convexo e cujo conjunto das funcoes de
controle € U,,. Entio, Sxx € compacto se e somente se w(x) € ndo-vazio e compacto,

para todo x € M.

Demonstragao: Veja [12], Secao 3] e [52], Teorema 2.1]. O

Com relagao a invariancia dos conjuntos limite, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.54. Seja X um subconjunto de M tal que w(X,F) e w*(X,F) sdo nao-vazios.

Entao,

1. w(X,F) € S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipotese Hy.



1.3 Conjuntos limite e prolongamentos 35

2. w(X,F) € S-regressivamente invariante se S € um subsemigrupo de um grupo e F

satisfaz a hipotese Hy.
3. w*(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hs.

4. w*(X,F) € S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy € a agcdo de S em

M ¢ aberta.

Demonstragao: As Proposigoes 2.10, 2.12 e 2.13 de [12] sao, respectivamente, os itens 1, 3
e 4. O item 2 é uma consequéncia do item 3 e do Exemplo [1.43} se F satisfaz a hipdtese
Hy, entao F~! satisfaz a hipétese Hz, de modo que w*(X, F~!) é S~'-progressivamente in-
variante, ou seja, S~ w*(X, F 1) C w*(X,F1). Portanto, S*w(X,F) C w(X,F), isto &,

w(X,F) é S-regressivamente invariante. O

O préximo resultado apresenta outras propriedades dos conjuntos limite.

Proposicao 1.55. Sejam x € M e s € S. Entao,
1. w(z, F) Cw(sz, F) se F satisfaz a hipotese Hs.
2. w(sx,F) Cw(x,F) se F satisfaz a hipdtese Hy.

Demonstracao: Veja [16, Proposigao 2.1]. O

Os prolongamentos e os conjuntos limite prolongacionais para a¢oes de semigrupos em
espagos de Tychonoff foram introduzidos em [16], [37] para estudar estabilidade de Lyapunov
nesse contexto. A seguir, apresentamos as defini¢oes desses conceitos e algumas de suas

propriedades.

Definicao 1.56. Sejam x € M ¢ A C S. O primeiro A-prolongamento progressivo e

o primeiro A-prolongamento regressivo de x sao, respectivamente, 0s conjuntos

D(z,A)= [ AB(z.U) e D*(z,A)= () AB(z,U)

UeO UeO
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Agora, seja F uma familia de subconjuntos de S. O primeiro F-conjunto limite
progressivo prolongacional e o primeiro F-conjunto limite regressivo prolonga-
cional de x sdo definidos, respectivamente, como sendo

Jz, F)= (] D(x,A) e J(x,F)= () Dz A).
AeF AeF

O primeiro A-prolongamento progressivo, o primeiro A-prolongamento re-
gressivo, o primeiro F-conjunto limite progressivo prolongacional e o primeiro
F-conjunto limite regressivo prolongacional de um subconjunto X C M sao, respec-

tivamente, os conjuntos

D(X,A) = | D(x, A4), D*(X, A) = | ] D*(x, A)
IX.F)=leF) e FXF)=]IxF

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.57. Seja ¢ um fluxo continuo em um espago métrico (M,d). Dados t € R e
r € M, sejate = ¢(t,z). Dado x € M, o primeiro prolongamento positivo e o primeiro
prolongamento negativo de x sao, respectivamente, os conjuntos
Do) = (\FBwa ¢ D(o) = (\F B2
e>0 e>0

A orbita positiva de um ponto x € M nos da informagao a respeito da acao de ¢ em
x para tempos positivos. Contudo, ela nao nos diz nada a respeito dos pontos “ao redor”
de x. Logo, ao estudarmos questoes que envolvam vizinhancas de z, a érbita de x nao nos
déa informagao suficiente. O primeiro prolongamento positivo de x, por sua vez, nos da tal
informagao, pois é definido em termos das vizinhangas de x. Intuitivamente falando, DT (x)
“capta” a informacao comum a todas as drbitas positivas de todas as vizinhancas de =x.
De forma andaloga, o primeiro prolongamento negativo de x nos dé informacao para tempos

negativos.

O primeiro conjunto limite positivo prolongacional e o primeiro conjunto

limite negativo prolongacional de = sao, respectivamente, definidos como sendo

JH(x)=(\D*(tz) e J(x)=()D (tx).

t=0 0
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O primeiro conjunto limite positivo prolongacional de x € M “capta” a informacao de
todos os primeiros prolongamentos positivos dos pontos tz da érbita positiva de x, indicando
o comportamento assintético “ao redor” de z. Note que isso é exatamente o que o conjunto
w-limite faz, sé que sem considerar vizinhancas de x. De fato, para quaisquer t > 0e x € M,
temos que (f,+o0o)r = R¥tx. Dessa forma, w(x) = 5, R¥tx, que é a mesma expressio
para o primeiro conjunto limite positivo prolongacional de z considerando Rtz ao invés de
D™ (tz), para todo ¢t > 0. Portanto, J*(x) esta para D (z) assim como o conjunto w(z) estd
para RTz. O mesmo vale para tempos negativos.

Temos que DT (z) = D(z,R") e que D~ (x) = D*(x, R"), para qualquer x € M. Além
disso, considerando a familia F = {(t,+o00) : t > 0}, temos que J(z) = J(z, F) e que
J~(z) = J*(z, F), para todo x € M (para os detalhes, veja [16, Secao 4]).

O mesmo vale para fluxos discretos e semifluxos continuos e discretos. &

Exemplo 1.58. Seja & um fluxo n-dimensional em M. Dado i € {1,...,n}, considere o
semifluxo n-dimensional induzido por S; e a familia F; como no Exemplo [1.38 Os prolon-
gamentos e os conjuntos limite prolongacionais de um elemento z € M pelo semifluxo
n-dimensional definido por §; sao definidos, respectivamente, como sendo os prolongamentos

e os conjuntos limite prolongacionais da acao de S; em M. &

Exemplo 1.59. (Veja [52]) Seja ¥ um sistema de controle em uma variedade diferencidvel
metrizavel M de classe C* com métrica d cujo conjunto das fungoes de controle ¢ U =
U,p. Dados v € M et > 0, o primeiro t-prolongamento positivo e o primeiro t-

prolongamento negativo de = sao respectivamente os conjuntos

D+(I7t) = ﬂ (SE)>tB(x76) e D_(x=t> = ﬂ ((82>>t)_lB(x75)7

e>0 e>0
onde B(x,¢) denota a bola de centro em = € M e raio € > 0 com respeito a métrica d. Para
t = 0, usamos as notagdes DV (z) = D*(z,0) e D~ (x) = D~ (x,0), para todo = € M.
Dado x € M, o primeiro conjunto limite positivo prolongacional e o primeiro
conjunto limite negativo prolongacional de = sao, respectivamente, dados por

JH(x) =DV (x,t) e J(z)=()D (1)

=0 0



38 1 Agbes de semigrupos

E imediato verificar que D*(z,t) = D(x, (Sx)s¢), D~ (2,t) = D*(z, (Sg)s¢), JH(z) =
J(z, Fetr) € J7(x) = J*(x, Fetr), para todo x € M.

Exemplo 1.60. Seja S um subsemigrupo de um grupo G que age em M e seja F uma
familia de subconjuntos de §. Sabemos que o comportamento assintético de S determinado
pela familia F est4 relacionado com o comportamento assintético de S~ determinado pela

familia F~!. No caso de prolongamentos e conjuntos limite prolongacionais, temos que

D(z,A) = D*(z,A™") e D*(2, A) = D(z, A™"), para quaisquer z € M e AC S

Jz, F) =Tz, F Y eJ(x,F) = J(x,F '), para todo x € M.

<&

Para quaisquer x € M e A C S, temos que D(z, A) e D*(z, A) sdo fechados, por serem
intersegoes de conjuntos fechados. Pelo mesmo motivo, J(x, F) e J*(z, F) também sao fecha-
dos. Além disso, temos que AX C D(x, A), A*X C D*(w, A), D(,S) é S-progressivamente
invariante e, se a acdo de S em M ¢ aberta, D*(z,S) é S-regressivamente invariante ([16],
Proposigao 2.7]). Ja a invariancia dos conjuntos limite prolongacionais depende de algumas

hipoteses sobre a familia F, como vemos a seguir.

Proposicao 1.61. Seja © um elemento de M tal que J(z, F) e J*(x,F) sdo nao-vazios.

Entao,
1. J(z, F) € S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy.

2. J(x, F) € S-regressivamente invariante se S € um subsemigrupo de um grupo e F

satisfaz a hipotese Hy.
3. J*(x, F) € S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipotese Hs.

4. J*(x, F) € S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy € a agcdo de S em

M ¢ aberta.
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Demonstragao: Os itens 1, 3 e 4 sao exatamente a Proposi¢ao 2.10 de [I6]. Para pro-
var o item 2, suponha que a familia F satisfaz a hipdtese Hy. Segue do Exemplo [1.43
que F~! satisfaz a hipétese Hs. Logo, J*(x, F~1) é S~!l-progressivamente invariante, ou
seja, ST J*(z, F~ 1) € J*(z,F'). Portanto, S*J(z,F) C J(x,F), ou seja, J(z,F) é S-

regressivamente invariante. g
O seguinte resultado é uma versao da Proposicao [1.55| para conjuntos limite prolon-
gacionais.

Proposicao 1.62. Sejam z € M e s € §. Entao,
1. J(x, F) C J(sz, F) se F satisfaz a hipotese Hs.
2. J(sx, F) C J(x, F) se F satisfaz a hipdtese Hy e a ag¢io de S em M € aberta.

Demonstragao: Suponha que F satisfaz a hipétese Hs e tome y € J(x, F), A € F e uma
cobertura aberta U € . Da continuidade da aplicacao s, segue que existe uma cobertura
aberta V € O tal que sB(z,V) C B(sz,U). Por outro lado, segue da hipdtese Hz que existe
F € F tal que F' C As. Logo, temos que

y € FB(z,V) C AsB(z,V) C AB(sz,U)

e, portanto, y € J(sx,F). Para provar o item 2, suponha que a agdo de S em M é aberta
e que F satisfaz a hipdtese Hy. Fixe y € J(sz, F), A € F e uma cobertura aberta U € O.
Segue das hipéteses que existe uma cobertura aberta V € O tal que B(sx,V) C sB(x,U) e
que existe F' € F tal que F's C A. Dali,

y € FB(sx,V) C FsB(z,U) C AB(z,U),

mostrando que y € J(z, F), como queriamos. O

Os conjuntos limite, os prolongamentos e os conjuntos limite prolongacionais podem

ser caracterizados em termos de redes, como vemos nos resultados a seguir.
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Proposicao 1.63. Seja X C M. Entao,

para todo F € F, existem redes (ty)yeo C F e (xy)peo C X

wX,F) = qyeM
tais que tyxry — Y
v para todo F € F, existem redes (ty)xen C F € (2))aen € X
= (VNS :
tais que thxxy — Y
e
ara todo F' € F, existem redes (t CFel(x cM
(X, F) = yeM: p (ty)veo (zy)veo
tais que (tyxy)yeo C X exy — y
\ para todo F € F, existem redes (tx)xen C F € (xx\)aen C M
= Y E :

tais que (txxx)ren C X exy — ¥y

Demonstragao: Mostremos as igualdades envolvendo w(X,F). Se y € w(X,F), entao
y € FX, para todo F € F. Fixe F € F. Para cada V € O, podemos escolher t, € F
e ry € X de modo que tyxy € B(y,V). Do Corolédrio segue que tyry — Y, 0 que
mostra a primeira inclusé(ﬁ referente a primeira igualdade. A primeira inclusao referente
a segunda igualdade é imediata. Agora, seja y € M tal que para cada F € F, existem
redes (fx)aea C F e (za)aen C X tais que tyxy —> y. Fixando F € F, podemos escolher
redes (ta)xen C F e (z))rea C X tais que tyzy — y. Como z, € X, para todo A € A,
segue que tyry € FX, para todo A € A. Como tyzy — ¥y, concluimos que y € FX.
A arbitrariedade na escolha de F' garante que y € w(X,F) e, portanto, ficam demonstra-
das as duas igualdades referentes a w(X,F). Mostremos, agora, as igualdades envolvendo
w*(X,F). Sejam y € w*(X,F)e F € F. Para cada V € O, existe zy € B(y,V) N F*X.
Logo, para cada V € O, existem ty € F e xy € M tais que zy € B(y,V) e tyry, € X.
Do Corolario [1.31] segue que xy — y, de modo que vale a primeira inclusao referente a
primeira igualdade. Por fim, seja y um elemento de M tal que para cada F' € F, existem
(tx)ren C F e (zx)ren € M tais que (trxy)ren € X e zy —> y. Tome F' € F e escolha
redes (tx)aea C F e (zx)aea C M tais que (6 xy)ren € X e £y —> y. Note que z) € F*X,

para todo A € A. Dai, como x5 — vy, concluimos que y € F*X e, portanto, y € w*(X,F). O

5Por primeira inclusdo, queremos dizer a inclusdo da esquerda para a direita.
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Proposigao 1.64. Sejam x € M e A C S. Entao,

existem redes (ty)yeo C A e (xy)yeo C M tais que

D(z,A) = qyeM:
Ty — T elyxry — Y
existem redes (tx)aea C A € (zx)aea C M tais que
= qyeM:
Ty —> T etrry — Y
e
existem redes (t CAel(zx C M tais que
D* (2, A) — yeM: (ty)veo (zy)veo q
Ty — Yy etyry — T
existem redes (tx)aen C A € (zx)aea C M tais que
= JyeM:

Ty —— Y etr\Ty —

Demonstracao: As primeiras igualdades de ambos os casos constituem a Proposicao 2.8 de
[16]. Logo, para demonstrar o resultado, basta demonstrar as segundas inclus()esﬂ referen-
tes as segundas igualdades em ambos os casos. Sejam y € M para o qual existem redes
(tx)rer € A e (z))ren € M tais que zy — x e tyxy — y e U € O uma cobertura aberta
de M. Seja \g € A tal que x) € B(x,U) se A > X\g. Entao, tyx) € AB(z,U) se A > \g. Como
tary — Y, segue que y € W e, portanto, y € D(z, A). Por fim, seja y € M para o
qual existem redes (ty)xen C A e (xx)rea C M tais que ) — y e tyry —> = e fixe uma
cobertura aberta U € O. Tome A\, \; € A tal que z) € B(y,U) se A > X\ e tyz) € B(z,U)
se A > A;. Note que z), € A*B(z,U) se A > A;. Seja Ay € A tal que Ay > N\g e Ay > Ap.

Como a subrede (z))x>», converge a y, segue que y € A*B(z,U) e, portanto, y € D*(z, A). O

Proposicao 1.65. Seja x € M. Entao,

para todo F' € F, existem redes (t o CFel(x oCM
JeF) = dyen: (tv)ve (zv)ve
tars que vy — x e tyry — Y

u para todo F € F, existem redes (ty)ren C F e (zx)aen C M
= y (- :
tais que Ty —> T e thary — Y

"Por segunda inclusdo, queremos dizer a inclusio da direita para a esquerda.
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para todo F' € F, existem redes (ty)yeo C F e (xy)peo C M
(@, F) = qyeM: (Bv)ve (@vhve
tais que Ty — Yy etyry — T
para todo F € F, existem redes (ty)xen C F € (xx)aen C M

= qyeM
tats que TNy —> Yy ety — T

Demonstra¢ao: A Proposi¢ao 2.11 de [16] é exatamente a juncdo das duas primeiras igual-
dades. A demonstragao das segundas igualdades é andloga a demonstragao das segundas

igualdades da Proposicao [1.64} a

Se a familia F é um base de filtro, as Proposicoes e podem ser simplificadas

da seguinte forma.
Proposicao 1.66. Suponha que F é uma base de filtro. Seja X C M. Entao,

existem redes (t(av))avierxo C S € (Tay))(avyerxo C X

wX,F) = qyeM: .
tais que tayy —>F 00 e lav)T(ay) — Y
existem redes (t\)aea C S € (xx)ren C X tais que
= yeM
thx —>r 00 ethTy — Y
e
X F) = ye il existem redes (tay))averxo C S e (L) verxo C M

tais que t(ay) —F 00, (tav)Tay))ayierxo C X e Ty — Y

existem redes (tx)xen C S e (zx)aea C M tais que
= yeM
th —F 00, (bama)aea C X exy — y
Demonstra¢ao: Comecemos por w(X,F). Seja y € w(X,F). Entao, para quaisquer A € F
e V € O, podemos escolher t(ay) € A e xay) € X tais que tayyxay) € By, V). Segue do
Exemplo que t(ay) —F 00 e do Corolario que t(a)xa,y) — y. Por outro lado,
se y é¢ um elemento de M para o qual existem redes (ty)xen C S e (zy)rean C X tais que

ta —rFooetyry, — yese Ae F, entao existe \g € A tal que t), € A se A > \g. Logo,

thary € AX se A > \g. Como a subrede (t\z))asa, de (£azx)rea converge a y, concluimos



1.3 Conjuntos limite e prolongamentos 43

que y € AX. Portanto, y € w(X,F). Agora, mostremos as igualdades para w*(X, F). Tome
y € w(X,F). Dados A € FeV € O, escolha x4y € B(y,V) N A*X e escolha t(4y) € A
tal que t(41)7(a,) € X. Segue do Exemplo que t(a,y) —F o0 e do Coroldrio que
T(ay) — y. Por fim, seja y € M tal que existem redes (ty)xea C S e (r)rea C M tais
que ty —F 00, (txrr)aen C X e xy —> y. Paracada A € F eV € O, existem \g, \; € A
tais que ty € Ase A > Mg exy € B(y,V) se A > A\;. Agora, tome \y € A tal que Ay > A\g e
Ao > A Se A > Ay, entaoty € A, x) € B(y,V) ethxy € X, de modo que x, € By, V)NA*X.

Logo, y € A*X e, portanto, y € w*(X,F), como querfamos demonstrar. O

Proposigao 1.67. Suponha que F € uma base de filtro. Seja x € M. Entao,

existem redes (t(av))av)erxo C S € (Tay))(av)erxo C M

J(z,F) = SyeM
tais que t(ayy —rF 00, T(ay) —> T € LAy Tay) —> Y
existem redes (tx)aen C S € (xx)ren C M tais que
= yeM
thx —>r 00, L) —> T el — Y
e
J*({L‘,f> _ y € M existem redes (t(A,V))(A,V)G]:XO CcSe (x(A,V))(A,V)E]-—X(’) cM
tais que t(ay) —>F 00, T(ay) — Y € tan)Tay) — T
existem redes (tx)aen C S € (xx)ren C M tais que
= ye M

th —F 00, Ty — Y et\T\ — T

Demonstra¢ao: Primeiramente, mostremos as igualdades referentes a J(z, F). Fixe y €
J(x,F). Para quaisquer A € F e U,V € O, existem tayy) € A e xauy € B(r,U)
tais que tauwTiauy) € B(y,V). Para cada A € F eV € O, sejam t(ay) = tayy) €
T(ay) = Teayy). Temos que tay) € A, zay) € B(z,V) e tavyray € B(y,V), para
quaisquer A € F e V € O. Logo, segue do Exemplo que t(4,y) —r oo e do Coroldrio
1.34) que z(ay) — = e tay)yr,y) — y. Agora, seja y € M para o qual existem redes
(ta)rer € S e (za)aea C M tais que ty —F 00, Ty —> x e tyry —> y e fixe A € Fe
U,V € O. Segue que existem Ao, A1, Ay € A tais que ty € Ase A > Ao, x) € B(z,U) se A > \;
e thry € B(y,V) se A > Ao, Seja A3 € A tal que se A3 > Ao, A3 > A; e A3 > \y. Entdo, se
A > A3, temos que t) € A, z)\ € B(z,U) e thzy € B(y,V). Logo, tyzy € B(y,V) N AB(z,U)



44 1 Acgoes de semigrupos

se A > A3, de modo que y € m Portanto, y € J(z, F). Mostremos, agora, as igual-
dades referentes a J*(z, F). Sey € J*(z,F), A € Feld,V € O, entao podemos escolher
rauyy € By, V) N A*B(z,U) e tiay,y) € A tais que taywTawu,y) € B(z,U). Denotando
por t(ayy = tav,y) € T(ay) = T(ayy), com A€ Fe)V € O, concluimos a partir do Exem-
plo que tay) —rF o0 e do Corolario que Tay) — ¥ € tay)ra,y — x. Por
fim, se y é um elemento de M tal que existem redes (ty\)xen C S € (Zx)aea € M tais que
tx —r00, 2y —yetwry—zesea € Fel,V e, entao existe \g € A tal que ty € A,
zy € B(y,V) e tazy € B(z,U) se A > N\g. Logo, se A > Xy, entdo z) € B(y,V) N A*B(z,U).

Logo, y € A*B(x,U) e, portanto, y € J*(x, F), como querfamos demonstrar. O

Na sequéncia, apresentamos mais um resultado envolvendo conjuntos limite, prolon-

gamentos e conjuntos limite prolongacionais.

Proposicao 1.68. Sejam K um subconjunto compacto de M, U um subconjunto aberto de

M e A um subconjunto de S. Entao,
D(K,A) = ﬂ AB(K,U), w(K,F)CJK,F) e JUF) Cw(U,F).
UeO
Além disso, se F é uma base de filtro, entao

J(K,F)= (] D(K,F).

Demonstracao: Dado k € K, temos que
D(k,A) = (] AB(k,U) C (] AB(K,U)
UcoO UeO
Logo,
D(K, A) = | J D(k,A) c (] AB(K,U)

keK UeO
Reciprocamente, fixe y € Ny AB(K,U). Para cada cobertura aberta V € O, existem
ty € Aexy € B(K,V) tais que

tyxy € B(y, V) N AB(K, V)
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Segue da Proposicao que existem subredes (ty, )xen € (Zy,)rea de (ty)yeo €
(xy)veo, respectivamente, tais que xy, — k, para algum k € K, e ty,xy, — y. Por-
tanto, segue da Proposi¢ao [1.64] que y € D(k, A) C D(K, A).

Mostremos, agora, que w(K,F) C J(K,F). Sejam y € w(K,F) e F € F. Segue da
Proposicao que existem redes (ty)yeo C F e (zy)peo C K tais que tyzy, — y. Como
K é compacto, segue que existe uma subrede (zy, )rea de (zy)yeo tal que zy, —> z, para
algum = € K. Como ty, xy, — ¥, segue da Proposigao que y € J(z, F) C J(K, F).

Agora, sejam y € J({U,F) e F € F. Entao, y € J(z, F), para algum z € U. Da
Proposicao , segue que existem redes (ty)yeo C F e (xy)yeo C M tais que xy — 2
e tyry — y. Como U é aberto, existe Vy € O tal que zy, € U se V > V,, ou seja,
(xy)ysy, C U. Como a subrede (tyxy)ysy, C FU de (tyry)peo converge a y, concluimos
que y € FU, de modo que y € w(U, F). Portanto, J(U, F) C w(U, F).

Por fim, suponha que F é uma base de filtro e tome y € J(K, F). Entao, existe z € K
tal que y € J(z, F). Assim,

y€l(zF)=()D(z,F)cC ()| DK F).

FeF FeF

Reciprocamente, suponha que y € D(K, F), para todo F' € F. Entao, para cada
F € F, existe kp € K tal que y € D(kp,F'). Como K é compacto, existe uma subrede
(kr, )rena de (kr)per tal que kp, — k, para algum k € K. Mostremos que y € J(k, F). Fixe
FeFeldeO. Tome \g € A tal que F), C F. Entao, F)\ C F), C F'se A > \g. Tome
ainda A\; € A tal que kp, € B(k,U) se A > A\;. Tomando Ay € A tal que Ay > Ag e Ag > Ay,
temos que F\ C F e kp, € B(k,U) se A > X\y. Fixado A > Ay, tome uma cobertura aberta
V) € O tal que B(kr,,V\) C B(k,U). Segue que y € F)\B(kp,,Vy) C FB(k,U). Portanto,

y € J(k, F), como queriamos demonstrar. a

1.4 Regioes e dominios de atracao. Atratores

Nesta secao, apresentamos as defini¢goes e os conceitos basicos das regioes de atragao,

dos dominios de atracao e dos atratores para agoes de semigrupos.
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Seja § um semigrupo. Suponha que § age em um espaco de Tychonoftf M. Sejam F
uma familia de subconjuntos de § e O uma familia admissivel de coberturas abertas de M.
Comecamos apresentando os conceitos de regioes de atragao para agoes de semigrupos

introduzidos em [1§].

Definicao 1.69. Seja X um subconjunto de M.
1. A regiao de F-atragcao fraca de X ¢ definida por
W, (X, F)={x e M: Az NB(X,U) # &, para quaisquer A € F eU € O}.
2. A regiao de F-atracao de X ¢ definida por
WX, F)={zeM: para cada U € O, eziste A € F tal que Ax C B(X,U)}.
3. A regiao de F-atracao uniforme fraca de X € definida por
W (X, F) ={x € M : AB(x,V) N B(X,U) # &, para quaisquer A € F eU,V € O}.

4. A regiao de F-atracao uniforme de X € definida por

para cada U € O, existem A€ F eV € O tais que
AB(z,V) C B(X,U)

A (X, F)=qzxeM

A seguir, apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 1.70. (Agoes de semigrupos em espacos métricos) Suponha que & age em um

espaco métrico (M, d) e fixe um subconjunto X C M. Devido a (1.9), temos que

Ay (X, F)={x e M: Az NB(X,¢) # @, para quaisquer A € F e ¢ > 0}
A(X,F) ={xr € M : para cada e > 0, existe A € F tal que Ax C B(X,¢)}
Wpu(X, F) ={z € M : AB(z,0) N B(X,¢) # &, para quaisquer A € F ee,0 >0}

para cada ¢ > 0, existem A € F e § > 0 tais que
AB(z,6) C B(X,¢)

(X, F)={xeM:
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Exemplo 1.71. Seja ¢ um fluxo continuo (semifluxo continuo) em um espago métrico (M, d).
Para quaisquer t € R (t € Rt) e x € M, seja tx = ¢(t,x). A regidao de atragao fraca,
a regiao de atragao, a regiao de atragao uniforme fraca e a regiao de atracao

uniforme de X C M com respeito ao fluxo ¢ sao, respectivamente, os conjuntos

existe uma sequéncia (t,)n,en C Ry tal que ¢, — 400
Ap(X)=qx e M: )
e lim d(t,z,X)=0
n—-+00
AX) = {:1: e M: lim d(tz,X) = 0},
t——+00
existem sequeéncias (£, )neny C Ry € (2)nen C M tais que
Ap(X) =<z e M: :
t, — +oo,z, — x e lim d(t,z,,X)=0
n—-+o0o
para todo € > 0, existem 7" > 0 e § > 0 tais que
AuX)=<Kxe€
(T, 4+00)B(z,9) C B(X,¢)

Seja F = {(t,+00) : t > 0}. Nao é dificil verificar que A, (X) = A, (X, F), A(X) =
(X, F), Apu(X) = Apu( X, F) e Au(X) = A (X, F)F O

Exemplo 1.72. Seja & um fluxo n-dimensional em um espago métrico (M, d). Dado i €
{1,...,n}, considere o subsemigrupo S; de R" e a familia F; de subconjuntos de S; como no
Exemplo e denote por (t1,...,t,) -x = ®((t1,...,t,), ), com (t1,...,t,) € S;ex € M,
o semifluxo n-dimensional em M definido por S;. As regides de atracao de um subconjunto

X C M referentes ao semifluxo n-dimensional definido por S; com respeito a familia F; sao

8Em [5] 6], Bathia e Szegd nao consideram a regido de atragdo uniforme fraca. Esse tipo de regido de

atracao foi introduzido em [53] para estudar conjuntos controldveis prolongacionais.
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dadas por

existe uma sequéncia ((¢7*,...,t7"))men C S; tal que

Ay (X, F)=qxeM:
t" — 400 e lm d((t7,...,t0") 2, X)=0
m—r+00
AX, F) = {ZL‘ e M: lim d((ty,...,tn) x,X)= O} :
t;—+o00

existem sequéncias ((7", ..., t7))men C Si € () men tais que

N (X, Fi) =z € M:
th" — +00,2, —> T € lirJrrl a((tf, ...t -z, X) =0
m—-+0o0

para todo € > 0, existem 7,4 > 0 tais que

A (X, F)=_azeM
A{(T)B(x,8) C B(X,e)

Agora, considere o semigrupo S e a familia S de subconjuntos de S como no Exemplo
1.38, As regioes de atracao de um subconjunto X C M referentes a acao de S em M com

respeito a familia F sao dadas por

existe uma sequéncia ((¢7*,...,t7"))men C S tal que
A, ( X, F)=cxeM: 1" — +oo, paratodoi=1,...,n, e ,
ml_lglood((tl st 2, X) =0
{x eM: tlirf d((t1,...,ty) -2, X) =0, para todo i = 1,...,n,},
—>+00
existem sequéncias ((t7*,...,t7"))men C S € (Tm)men tais que
W (X, F) = 1" — 400, paratodot=1,...,n,z, — x e ,
1 moEm) =
771_1)rJ1rlood((t1 ooyt gy, X) =0
para todo € > 0, existem T, > 0 tais que
A(T)B(z,0) C B(X,¢)

&

Exemplo 1.73. Seja X um sistema de controle em uma variedade diferencidvel metrizavel
M de classe C*° com métrica d. As regioes de atragao A, (X), A(X), Auu(X) e Au(X)
de X C M com respeito ao sistema 3 sao definidas como sendo as JF,-regides de atracao

Ao (X, Fetr), (X, Ferr)s Wu( X, Ferr) € Ao (X, Ferr) com respeito a agao de Sy, considerando
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a familia F.,, respectivamente. Nao é dificil verificar que, para qualquer X C M,

existem sequeéncias (t,)neny C Ry € u, € Uy, tais que ¢, — +00
x
e lim d(p(tn,z,u,), X) =0

n—-+oo

x € lim d(p(t,z,u), X) =0, para qualquer u € L{Cp} ,

t——+o0

existem sequéncias (¢,)nen C Ry, (@n)neny C M € uy, € Uy

eM:
M

reM: 7

tais que t,, — +00, 1, —> T € lirf d(o(tn, Tn,up), X) =0

n—-+0oo

para todo € > 0, existem ¢t > 0 e § > 0 tais que

xeM:
(Sx)s:B(x,d) C B(X,¢)

Aw(X) = {
A(X) = {

&

A préxima proposicao apresenta condicoes suficientes para a invariancia das regioes

de atracao.

Proposicao 1.74. Seja X um subconjunto de M. Suponha que as regioes de atracao de X

sao nao-vazias. Entao,
1. Ay (X, F) € S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hs.
2. WUy(X, F) € S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Ha.
3. (X, F) éS-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdotese Hs.
4. UA(X, F) € S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipotese Hs.
5. (X, F) € S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hs.

6. Apu (X, F) é S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy e a agdo de S

em M ¢ aberta.

7. A (X, F) € S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy e a agdo de S

em M € aberta.
8. A, (X, F) € S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipotese Hs.

Demonstracao:
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. Sejam s € §, z € AW (X, F), A € Feld € O. Pela hipdtese H3, temos que existe

B € F tal que B C As e, assim, Bz C Asz. Como Bz N B(X,U) # @, segue que
AszNB(X,U) # O e, portanto, sz € Ay, (X, F).

. Tome y € S*A, (X, F), Ae Feld € O. Entao, existe s € S tal que sy € A, (X, F).

Por outro lado, segue da hipdtese Hy que existe B € F tal que Bs C A. Logo,
Bsy C Ay. Como Bsy N B(X,U) # @, temos que Ay N B(X,U) # @. Portanto,
y € Ay (X, F).

. Fixese S, 2z € A(X, F) eld € O. Segue que existe A € F tal que Az C B(X,U). A

hipétese Hy implica a existéncia de um B € F tal que Bs C A. Assim, Bsz C Az C
B(X,U). Portanto, sz € A(X, F).

. Se y € S*A(X, F), entao existe s € S tal que sy € A(X, F). Logo, se U € O, existe

A € F tal que Asy C B(X,U). Por outro lado, segue da hipétese Hs que existe B € F
tal que B C As. Logo, By C Asy C B(X,U) e, portanto, y € A(X, F).

. Sejam s € S, 2z € WA (X, F), A € Fel,V € O. Pela continuidade da aplicacao

s, existe uma cobertura aberta W € O tal que sB(z, W) C B(sz,V). Pela hipétese
Hj, existe B € F tal que B C As. Como BB(z, W) N B(X,U) # &, concluimos que
AsB(z, W) N B(X,U) # @ e, assim, AB(sz, V) N B(X,U) # @. Portanto, temos que
sz € Upu (X, F).

. Tome y € S A (X, F), A € Fel,V € O. Segue das hipiteses que existem s €

S, B e FeW € O tais que sy € Au(X,F), Bs C A e B(sy, W) C sB(y,V).
Como BB(sy, W) N B(X,U) # @, temos que BsB(y,V) N B(X,U) # & e, portanto,
AB(y, W) NB(X,U) # @, ou seja, y € (X, F).

. SeseS, ze U (X, F)eld € O, entao existem A € F e W € O tais que AB(z, W) C

B(X,U). Da hipdtese Hy e do fato de que a acdo de S em M é aberta, segue que
existem B € F eV € O tais que Bs C A e B(sz,V) C sB(z,W). Logo, BB(sz,V) C
BsB(z,W) C AB(z,W) C B(X,U) e, portanto, sz € A, (X, F).
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8. Fixe y € S*A, (X, F) el € O e escolha s € S tal que sy € A, (X, F). Entao, existem
Ae FeW e O tais que AB(sy, W) C B(X,U). Segue da continuidade da aplicagao
s que existe uma cobertura aberta V € O tal que sB(y, V) C B(sy, W) e da hipétese
Hs que existe B € F tal que B C As. Logo, BB(y,V) C AsB(y,V) C AB(sy, W) C
B(X,U). Portanto, y € A, (X, F).

A seguir, apresentamos os conceitos de dominios de atracao para agoes de semigrupos

introduzidos em [16], [18].
Definicao 1.75. Seja X um subconjunto de M.

1. O dominio de F-atracao fraca de X ¢é definido por
Atr, (X, F)={r e M :w(z,F)NX # o}

2. O dominio de F-atracao de X ¢é definido por

Atr( X, F)={z e M :w(x,F)# 2 ew(x,F) C X}.

3. O dominio de F-atracao uniforme fraca de X € definido por

Atry (X, F)={x e M : J(z, F)NX # o}.

4. O dominio de F-atragcao uniforme de X é definido por

Atr, (X, F)={zeM:J(z,F)# 2 e J(x,F) C X}.

No que segue, exibimos alguns exemplos.

Exemplo 1.76. Seja ¢ um fluxo continuo (semifluxo continuo) em um espago métrico (M, d).

Para quaisquer t € R (t € R") e x € M, seja tx = ¢(t,z). O dominio de atragao fraca, o
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dominio de atragao, o dominio de atracao uniforme fraca e o dominio de atracao

uniforme de X C M com respeito ao fluxo ¢ sao, respectivamente, os conjuntos

Atry(X)={x e M :w(z)N X # &},
Atr(X)={z € M :w(z) # @ e w(z) C X},

Atryo(X)={z e M : J(z)NX # 2},
Atry(X)={z e M : J(x)# @ e J(z) C X},

E imediato verificar que Atr,(X) = Atr, (X, F), Atr(X) = Atr(X, F), Atry(X) =
Atr,, (X, F) e Atr,(X) = Atr, (X, F), onde F = {(t,+00) : t = 0}. &

Exemplo 1.77. Seja > um sistema de controle em uma variedade diferenciavel metrizavel
M de classe C*° com métrica d. Os dominios de atragao Atr,,(X), Atr(X), Atr,.(X) e
Atr,(X) de X C M com respeito ao sistema ¥ sdo definidas como sendo os F,-dominios
de atracao Atr, (X, Fetr), Atr(X, Fer), Aty (X, Ferr) € Atr, (X, Ferr) com respeito a agao de

Sy, considerando a familia F.,, respectivamente. o

Com relagao a invariancia dos dominios de atragao, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.78. Seja X um subconjunto de M cujos dominios de atra¢ao sao nao-vazios.

Entao,

1. Atry,(X,F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hs.
2. Atr, (X, F) € S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy.
3. Atr(X, F) € S-invariante se F satisfaz as hipoteses Hy e Hs.

4. Atry. (X, F) é S-progressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hs.

5. Atry. (X, F) € S-regressivamente invariante se F satisfaz a hipdtese Hy e a agdao de S

em M € aberta.

6. Atr,(X,F) é S-invariante se F satisfaz as hipdteses Hy e Hy e a a¢do de S em M é

aberta.
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Demonstragao: Para a demonstracao dos itens 1, 2 e 3, veja [16, Proposi¢ao 2.15]. Provemos
os demais itens. Sejam s € S e z € Atry, (X, F). Segue que J(z, F) N X # &. A Proposicao
1.62| implica que J(sz, F) N X # & e, portanto, sz € Atr,,(X,F), o que mostra o item 4.
Para ver o item 5, fixe y € S*Atr,,, (X, F) Entao existe s € S tal que sy € Atr,,(X,F).
Isso significa que J(sy, F) N X # @. Segue da Proposicao que J(y, F) N X # @.
Portanto, y € Atry,,(X,F). Por fim, tome s € S e z € Atr, (X, F). Entao, J(z,F) # @ e
J(z,F) C X. Da Proposicao [1.62] segue que J(z,F) = J(sz, F), de modo que J(sz, F) # &
e J(sz,F) C X. Portanto, sz € Atr, (X, F). agora, se y € S*Atr, (X, F), entao existe s € S
tal que sy € Atr, (X, F). Logo, J(sy, F) # @ e J(sy, F) C X. A Proposicao|[L.62nos diz que
J(sy, F) = J(y, F). Assim, J(y,F) # @ ¢ J(y,F) C X e, portanto, y € Atr, (X, F).

O préximo resultado nos déd uma relagao entre as regides e os dominios de atracao de

conjuntos compactos.

Proposicao 1.79. Suponha que F é uma base de filtro e que K é um subconjunto compacto
de M. Entao, UA,(K,F) = Atr, (K, F), A(K,F) C Atr(K, F), Apu (K, F) = Atry, (K, F)
e A, (K, F) C Atr, (K, F). Além disso, se M € localmente compacto e Ax € conexo, para
quaisquer x € M e A € F, entao A(K, F) = Atr(K, F) e A, (K, F) = Atr, (K, F).

Demonstragao: Veja [I8, Teoremas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8]. O

Na sequéncia, apresentamos os conceitos de atratores para agoes de semigrupos intro-

duzidos em [12], 16}, [18].

Definicao 1.80. Seja X um subconjunto de M. Dizemos que X é um
1. F-semiatrator fraco se A, (X, F) € uma vizinhanca de X em M.
2. F-atrator fraco se existe U € O tal que B(X,U) C A, (X, F).
3. F-semiatrator se (X, F) é uma vizinhanga de X em M.

4. F-atrator se existe U € O tal que B(X,U) C A(X, F).
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5. F-semiatrator uniforme fraco se A, (X, F) € uma vizinhang¢a de X em M.
6. F-atrator uniforme fraco se existe U € O tal que B(X,U) C Apu(X, F).
7. F-semiatrator uniforme se A, (X, F) € uma vizinhanga de X em M.
8. F-atrator uniforme se existe U € O tal que B(X,U) C A, (X, F).
9. F-atrator fraco global se A,,(X,F) =M.
10. F-atrator global se A(X,F) = M.
11. F-atrator uniforme fraco global se U, (X, F) = M.
12. F-atrator uniforme global se 2,(X,F) = M.

13. F-atrator de Conley se existe uma vizinhanca V de X em M tal que w(V,F) = X.

Alguns esclarecimentos com relagdo a nomenclatura dos dominios e regioes de atragao
e dos atratores devem ser feitos. Em [I6], [I7], os dominios de atragao sdo utilizados para
definir atratores e nao as regioes de atracao. Ja em [18], as regices de atracao sao utilizadas
para definir os atratores, sendo, contudo, chamadas de dominios de atragao. Nesta tese,
seguimos a nomenclatura de [37] e utilizamos os termos “regido de atragao” e “dominio
de atracao”. Além disso, os conceitos de atratores utilizados em [I7] correspondem aos
conceitos de semiatratores da Defini¢ao [I.80] O uso da nomenclatura “semiatrator” ainda
nao havia sido utilizado no contexto de agoes de semigrupos em espagos topolégicos, apesar
de ser empregado no caso de fluxos em espagos métricos (veja [5, [6]). Por fim, o conceito de
“atrator de Conley” da Definigao [1.80|é conhecido simplesmente como “atrator” na teoria de
Conley (veja [12, 13|, 14, 25|, 26]). Nesta tese, seguimos a nomenclatura de [8, [19] e utilizamos
o termo “atrator de Conley” para diferenciar os atratores da teoria de Conley dos atratores
da teoria classica de sistemas dinamicos em espacos métricos.

Seja X um subconjunto de M. E claro que se existe uma cobertura aberta U € O tal
que B(X,U) C A, (X, F), entao A, (X, F) é uma vizinhanga de X, ou seja, é claro que X é
um semiatrator fraco se ele é um atrator fraco. A reciproca desse fato vale para conjuntos

compactos: se K é um subconjunto compacto de M e 2, (K, F) é uma vizinhanca de K em
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M, segue do item 2 da Defini¢ao que existe U € O tal que B(K,U) C A, (K, F), ou
seja, K é um atrator fraco se ele é um semiatrator fraco. O mesmo vale para os demais tipos
de atratores.

A seguir, apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 1.81. Seja ¢ um fluxo continuo (semifluxo continuo) em um espago métrico (M, d).
Para quaisquer t € R (t € RT) e x € M, seja tx = ¢(t,z). Seja ainda F a familia de
subconjuntos de R (R*) dada no Exemplo [1.36] A partir dos Exemplos [1.36] [1.57] [1.71]

e [L.76] é imediato verificar que os diversos tipos de atratores para o fluxo (semifluxo) ¢
coincidem com os respectivos conceitos de F-atratores para a a¢ao de R (R*) em M com

respeito a familia F. &

Exemplo 1.82. Seja X um sistema de controle sobre uma variedade diferencidavel M de
classe C'° cujo conjunto das fungoes de controle é U = U.,. Um subconjunto X C M ¢
um semiatrator fraco para o sistema X (respectivamente um semiatrator para o sistema
Y., um semiatrator uniforme fraco para o sistema Y, um semiatrator uniforme para
o sistema X)) se X é um Fg,-semiatrator fraco (respectivamente um Fe-semiatrator, um
Fer-semiatrator uniforme fraco, um F,-semiatrator uniforme) para a acao de Ss, em M. Da
mesma forma, X é um atrator fraco para o sistema > (respectivamente um atrator para
o sistema Y, um atrator uniforme fraco para o sistema >, um atrator uniforme para o
sistema X)) se X é um F,-atrator fraco (respectivamente um Fy-atrator, um Fey-atrator
uniforme fraco, um F,-atrator uniforme) para a agao de Sy, em M. Por fim, X é um atrator

de Conley para o sistema Y se X é um F-atrator de Conley para a acao de Sy, em M. <
Os seguintes resultados sao utilizados ao longo desta tese.
Proposicao 1.83. Seja X um subconjunto de M. Entao,
1. X € um F-atrator uniforme fraco se X € um F-atrator uniforme.
2. X ¢ um F-atrator se X € um F-atrator uniforme.

3. X € um F-atrator fraco se X é um F-atrator.
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Demonstragao: O resultado segue imediatamente das definicoes de regiao de atracao. O

Proposicao 1.84. Assuma que S é um subsemigrupo de um grupo. Suponha que X € um

F-atrator de Conley que € S-invariante. Entao, X € S-invariante isolado.

Demonstracao: Veja [19, Proposigao 3.9]. O

1.5 Estabilidade de Lyapunov

Nesta se¢ao, apresentamos os conceitos e os resultados de estabilidade de Lyapunov para
acoes de semigrupos necessarios aos demais capitulos desta tese. Comegamos apresentando
as conceitos de conjuntos estaveis e de conjunto assintoticamente estdvel (no sentido de
Lyapunov). Em seguida, apresentamos alguns exemplos e resultados que sao utilizados nos
demais capitulos desta tese.

Assim como nas segoOes anteriores, seja S um semigrupo que age em um espago de
Tychonoff M. Sejam O uma familia admissivel de coberturas abertas de M e F uma familia

de subconjuntos de S.

Definicao 1.85. Seja X um subconjunto de M. Dizemos que X €

1. S-estdvel se para quaisquer U € O e x € X, existe uma cobertura aberta ¥V € O tal

que SB(z,V) C B(X,U).

2. S-uniformemente estdvel se para toda cobertura aberta U € O, existe V € O tal

que SB(X,V) C B(X,U).

3. S-equiestdvel se para todo ponto z ¢ X, existe uma cobertura aberta U € O tal que

2 ¢ SB(X,U).

4. S-orbitalmente estdvel se para toda vizinhanca U de X em M, existe uma vizinhanca

Vde X em M tal gque SV CV CU.

5. F-assintoticamente estdvel se X ¢ um F-atrator que é S-uniformemente estavel.
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Apresentamos na sequéncia alguns exemplos de conjuntos estaveis.

Exemplo 1.86. (A¢oes de semigrupos em espagos métricos) Suponha que S age em um
espago métrico (M,d) e fixe um subconjunto X C M. E possivel reescrever as definigoes

de conjuntos estaveis, uniformemente estaveis e equiestaveis em termos das e-vizinhancas de

(M, d). De fato, devido a (1.9)), temos que

1. X é S-estavel se e somente se para quaisquer ¢ > 0 e x € X, existe § > 0 tal que

SB(z,6) € B(X,¢).

2. X é S-uniformemente estavel se e somente se para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

SB(X, ) C B(X,e).

3. X é S-equiestavel se e somente se para todo ponto z ¢ X, existe ¢ > 0 tal que

> ¢ SB(X, ¢). o
Exemplo 1.87. (Veja [3, 6] e [I6, Secao 4]) Seja ¢ um fluxo continuo (semifluxo continuo)
em um espaco métrico (M, d). Para quaisquer t € R (t € RT) e x € M, seja tx = ¢(t,x).
Seja ainda F a familia de subconjuntos de R (R*) dada no Exemplo |1.36, Um subconjunto
XCMé

1. estével pelo fluxo (semifluxo) ¢ se para quaisquer e > 0 e x € X, existe 6 > 0 tal que

R*B(z,8) C B(X,e).

2. uniformemente estavel pelo fluxo (semifluxo) ¢ se para todo € > 0, existe § > 0 tal

que R*B(X,0) C B(X,¢).

3. equiestavel pelo fluxo (semifluxo) ¢ se para todo z ¢ X, existe € > 0 tal que z ¢

RYB(X,¢).

4. orbitalmente estavel pelo fluxo (semifluxo) ¢ se para toda vizinhanca U de X em

M, existe uma vizinhanca V de X em M tal que R*V c V C U.

5. assintoticamente estavel pelo fluxo (semifluxo) ¢ se X é um atrator que é estével

pelo fluxo (semifluxo) ¢.
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Nao é dificil verificar que os conceitos de conjuntos estaveis definidos para o fluxo
(semifluxo) ¢ coincidem com os conceitos de conjuntos RT-estdveis para a acao de RT em

MP] com respeito & familia F. &

Exemplo 1.88. Seja > um sistema de controle sobre uma variedade diferenciavel de classe
C* cujo conjunto das funcoes de controle é U = U.,. Um subconjunto X de M ¢é estavel
para o sistema Y (respectivamente uniformemente estével para o sistema ¥, equiestavel
para o sistema Y, orbitalmente estavel para o sistema X, assintoticamente estavel para
o sistema X)) se X é Sy-estavel (respectivamente Sy-uniformemente estével, Sy-equiestavel,

Ss-orbitalmente estavel, F.,-assintoticamente estével). O

O seguinte resultado apresenta algumas propriedades basicas de conjuntos estaveis.

Proposicao 1.89. 1. Seja X wum subconjunto de M. FEntdo, X ¢ S-progressivamente

mvariante se X € S-estdvel e fechado ou S-equiestdvel.

2. Suponha que K €é um subconjunto compacto de M tal que x € Sz, para todo v € K.
Entao, K € S-equiestdvel se e somente se D(K,S) = K.

Demonstragao: Veja [16, Proposigao 3.1 e Corolério 3.1]. O

Em [5, 6], Bhatia e Szegd apresentam resultados que relacionam os diversos tipos de
estabilidade de Lyapunov no contexto de fluxos em espagos métricos. No contexto de agoes

de semigrupos, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.90. Seja X um subconjunto de M.

1. Suponha que X € compacto. Entao, X € S-estavel se e somente se X é S-uniformemente

estavel.

2. Se X € fechado e S-uniformemente estdvel, entao X ¢ S-equiestdvel.

90bserve que, mesmo na teoria de fluxos, os conceitos classicos de estabilidade de Lyapunov sao definidos
em termos da acao de RT em M. Essa acao é obviamente a acao obtida por meio da restricio da acao de R

em M induzida pelo fluxo ¢.
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3. Suponha que M € localmente compacto, que X € compacto, que x € Sz, para todo
z € X e que St € conexo, para todo x € M. Entdo, X € S-uniformemente estdvel se

X € S-equiestdvel.

4. Suponha que X € compacto. Entao, X € S-estdvel se X € S-orbitalmente estdvel. A

reciproca € valida se a agcao de S em M ¢é aberta e x € Sz, para todo z € X.

Demonstracao: Veja [16, Teoremas 3.2, 3.3 e 3.4] e [37, Proposicao 4.15]. a

Conjuntos estaveis e assintoticamente estaveis também podem ser relacionados com

atratores, como vemos no resultado a seguir.

Proposicao 1.91. Seja K um subconjunto compacto de M.

1. Suponha que M € localmente compacto, que Ax € conexo, para quaisquer A € F e

x € M, e que F é uma base de filtro de subconjuntos de S que satisfaz a hipotese Hs.
(a) Suponha que K é um F-atrator fraco que é S-estavel. Entao, K é um F-atrator
(e, portanto, K € F-assintoticamente estdvel).
(b) Suponha que K é F-assintoticamente estavel. Entao, K é um F-atrator uniforme.
2. Assuma que S8 € um semigrupo topolégico tal que S \ A € compacto, para todo A € F.

Suponha que x € Sz e que Sx € conexo, para todo x € M. Suponha ainda que F é

uma base de filtro livre de subconjuntos de S e que K € S-progressivamente invariante.

(a) Assuma que K é um F-atrator de Conley. Entdo, K é um F-atrator uniforme

que € S-estdvel (e, portanto, K € F-assintoticamente estdvel).

(b) Assuma que K € um F-atrator uniforme. Entio, K € F-assintoticamente estdvel.

Demonstragao: Veja [16, Teoremas 3.5 e 3.6] e [19, Proposicoes 3.3, 3.4 e 3.6]. a

Por fim, apresentamos uma caracterizagao de atratores de Conley no contexto de

sistemas de controle.
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Proposicao 1.92. Seja ¥ um sistema de controle sobre uma variedade diferencidvel M de
classe C* cujo conjunto de controle U C R™ é compacto e convexo e cujo conjunto das
fungoes de controle é Ue,. Suponha que a familia Fe, referente a X satisfaz as hipoteses Hs
e Hy. Entao, um subconjunto compacto K C M € um atrator de Conley para o sistema ¥ se

e somente se K é um conjunto invariante isolado que € estdavel para o sistema .

Demonstracao: Veja [19, Teorema 4.3]. 0



CapriTULO 2

Aplicacoes que preservam orbitas

Neste capitulo, estudamos o comportamento de conjuntos limite, prolongamentos,
conjuntos limite prolongacionais, atratores e conjuntos estaveis por aplicagoes que preservam
6rbitas. Num primeiro momento, introduzimos o conceito de aplicacao que preserva orbitas
e apresentamos algumas de suas propriedades. Sao apresentados também diversos exemplos
de aplicagoes que preservam érbitas. Depois, apresentamos os resultados referentes ao com-
portamento de conjuntos limite, prolongamentos, conjuntos limite prolongacionais, atratores
e conjuntos estaveis por aplicagoes que preservam 6rbitas, dividindo os resultados em duas
secoes: primeiramente, tratando de aplicagoes continuas e, depois, tratando de aplicagoes
uniformemente continuas. Os resultados apresentados ao longo deste capitulo generalizam

os resultados de [18].

2.1 Conceitos basicos

Nesta secao, introduzimos o conceito de aplicagdao que preserva Orbitas. Apresentamos
as propriedades basicas e exemplos de tais aplicagoes.

Sejam M e N espacos de Tychonoff munidos de familias admissiveis de coberturas
abertas Oy e Oy, respectivamente. Sejam S e T semigrupos tais que S age em M e T age
em N. Seja ainda F uma familia de subconjuntos de S, isto é, F C P(S), onde P(S) denota

o conjunto das partes de S.

Definicao 2.1. Seja p: M — N uma aplicagao. Dizemos que p preserva as orbitas da

acdo de S com relagao a agdo de T ou simplesmente que p preserva orbitas (quando
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nao houver risco de confusio com os semigrupos em questio) se
p(Sx) = Tp(x), para todo x € M.
Se p preserva orbitas, dizemos que p € uma

1. semiconjugacao orbital se p é continua e sobrejetora.
2. congugacao orbital se p é um homeomorfismo.
3. semiconjugacao orbital uniforme se p ¢ uniformemente continua e sobrejetora.

4. conjugagao orbital uniforme se p é um homeomorfismo uniforme.

Note que, se p: M — N é uma conjugacao orbital, entdo p~! preserva as érbitas da

agao de T com relagao a acao de S, pois, dado y = p(x) € N,
p(Ty) =p (Tp(x)) =p~ " (p(Sz)) = Sz = Sp™'(y).
A seguir, destacamos um tipo especial de aplicagao que preserva orbitas.

Definicao 2.2. Seja p : M — N uma aplicacdo que preserva orbitas. Seja também ¢ :

P(S) — P(T) uma aplicagio. Dizemos que p preserva F com relagdo a ¢ se
p(Az) = p(A)p(x), para quaisquer A € F e x € M.
Se p preserva F com relagao a p, entao

1. a familia

Fop={o(4): A€ F)

¢ chamada familia induzida por ¢, p e F em T.

2. dizemos que p é uma F-semiconjugacao com relacao a p se p é continua e sobre-

jetora.

3. dizemos que p € uma F-conjugacao com relagao a ¢ se p é um homeomorfismo e

@ € bijetora.
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4. dizemos que p € uma F-semiconjugacao uniforme com relacao a p se p é uni-

formemente continua e sobrejetora.

5. dizemos que p € uma F-conjugacao uniforme com relacao a ¢ se p é um homeo-

morfismo uniforme e ¢ € bijetora.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3. (Aplicagdes S-equivariantes) Seja p : M — N uma aplica¢ao. Dizemos que

p é S-equivariante se S =T e
p(sx) = sp(x), para quaisquer s € S e x € M.
Dizemos que p é uma
1. S-semiconjugacao topoldgica se p é continua e sobrejetora.
2. S-conjugacao topoldgica se p ¢ um homeomorfismo.

3. S-semiconjugacgao topoldgica uniforme se p é uniformemente continua e sobreje-

tora.

4. S-conjugacao topoldgica uniforme se p é um homeomorfismo uniforme.

Assuma que p é S-equivariante. E imediato verificar que p preserva as érbitas da acao

de S (em M) com relagao a agao de S (em N). Além disso, considerando ¢ = idp(s), isto é,

o PS) — PS)
A — p(A) =4

temos que p preserva J com relagao a ¢ e F, = F. &

Exemplo 2.4. (Translagoes a direita em grupos topolégicos) Seja G um grupo topolégico de
Hausdorff com elemento neutro 1. Para cada g € GG, a translagao a direita por g é a aplicagao
D, : G — G definida por D,(h) = hg, para todo h € G. Para quaisquer g¢,¢’, h € G, temos

que

Dy(g'h) = (g'h)g = ¢'(hg) = g'Dy(h).
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Considerando em G a agao dada pela multiplicagao, temos que Dy ¢ uma G-conjugacao
topoldgica, para todo g € G.
Agora, considere em G a familia admissivel de coberturas abertas Oy como no Exem-

plo[1.29 Mostremos que, para quaisquer g € G e V € U,

B(z,Uy)g C B(zg,Uy), para todo x € G.

Fixe 7,9 € GeV € 0. Se y € B(x,Uy)g, entao yg~' € B(x,Uy). Dai, existe h € G
tal que yg~', 2 € Vh. Logo, y,xg € Vhg e, dessa forma, y € B(xg, Uy ).

Isso significa que as translagoes a direita D, com g € G, sao aplicacoes uniformemente
continuas. Portanto, considerando em G a agao dada pela multiplicagdo, as translagoes a

direita D,, com g € G, sao G-conjugacoes topologicas uniformes. &

Exemplo 2.5. (Fluxos invariantes a direita em espagos homogéneos) Seja G um grupo
topoldégico de Hausdorff. Um fluxo invariante a direita em G é um fluxo continuo ¢

definido em G que comuta com as translagoes a direita de G, isto é,
oi(hg) = ¢i(h)g, para quaisquer t € Re g, h € G.

Fluxos invariantes a direita aparecem naturalmente na teoria de Lie (se G é um grupo
de Lie e X é um campo de vetores invariante a direita em G, entao o fluxo X;, com t € R,
associado a X satisfaz X;(hg) = X;(h)g, para quaisquer t € R e g,h € G).

Seja ¢ um fluxo invariante a direita em G. Seja também H um subgrupo fechado de

G e considere o espa¢o homogéneo GG/ H com projecao canonica w : G — G/ H. Entao,

og @ Rx G/H— G/H

(t,7(9)) — ou(t,m(g)) =n(o(t,9))

é um fluxo continuo em G/ H. Por construcao, segue que 7 é uma aplicagdo R-equivariante.
Como 7 é continua e aberta, segue que 7 é uma R-semiconjugacao topologica aberta. Agora,
dado g € G, a aplicacao

g : G/H— G/H (2.1)

m(h) = g(m(h)) = m(hg)
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¢ a aplicacao induzida em G/ H pela translagao a direita D, em G e pela projecao canonica
7. Dessa forma, g é um homeomorfismo de G/ H e gonm =mo D,. O fluxo ¢y comuta com
os homeomorfismos g, ou seja, (¢p)i(xg) = (¢n)i(z)g, para quaisquer t € R, x € G/ H e

g € G. Portanto, os homeomorfismos g sao R-conjugacgoes topoldgicas. &

Exemplo 2.6. (Agoes de subsemigrupos em espagos homogéneos) Seja G um grupo to-
poldgico de Hausdorff e seja H um subgrupo fechado de GG. Considere o espaco homogéneo
G/ H com projecao canénica 7 : G — G/ H. Seja & C G um subsemigrupo de G e

considere a agao natural de S em G/ H:
st(g) = 7(sg), para quaisquer s € S e w(g) € G/ H. (2.2)

Note que (2.2) significa que m é uma aplicacdo S-equivariante. Logo, m é uma S-
semiconjugacao topoldgica aberta. Agora, para cada g € G, considere a aplicacdo g :

G/ H — G/ H definida em ({2.1)). Nao ¢ dificil verificar que
g(sm(h)) = sg(mw(h)), para quaisquer s € S e g,h € G.
Portanto, cada aplicagao g ¢ uma S-conjugacao topoldgica. &

Exemplo 2.7. (Fibracao equivariante) Sejam G um grupo topolégico de Hausdorff e Hy, Hy C
G dois subgrupos fechados de G tais que H; é um subgrupo normal de H,. Sejam 7 e 7 as

respectivas projecoes canodnicas e considere a fibragao equivariante
P G/ H1 — G/ H2
m(g) — p(m(g)) = m(g).

1. Seja ¢ um fluxo invariante a direita em G e considere os fluxos ¢y, e ¢p, induzidos em

G/ Hy e G/ Ha, respectivamente, como no Exemplo 2.5 Como p o 7 = m, segue que

p((¢m)i(m1(9)) = (6m,)e(p(m1(g))), para quaisquer t € Re g € G,

de modo que p ¢ uma R-semiconjugacao topoldgica aberta.

2. Seja S um subsemigrupo de G e considere as ag¢oes naturais de S em G/ H; e G/ Hy

definidas como em (2.2)). Como p o m = 7y, temos que

p(smi(g)) = sp(mi(g)), para quaisquer s € S e g € G.
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Portanto, p é uma S-semiconjugacao topologica aberta. &

Exemplo 2.8. (Semigrupos de bitransformagoes) Seja (S, M,T) um semigrupo de bitrans-
formagoes. Para cada t € T, a aplicagdo t : M — M definida por t(z) = xt é uma
aplicacao S-equivariante continua. Logo, se 7 é um grupo, temos que cada aplicacao t é uma
S-conjugacao topoldgica. &
Exemplo 2.9. (Gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cp) Seja (X, || - ||) um
espago de Banach e seja L£(X) a élgebra dos operadores lineares e limitados de X. Seja

S : Rt — L£(X) um semigrupo de operadores limitados como no Exemplo . Dizemos

que o semigrupo S é de classe () se

lim ||(S(t) — I)z| = 0, para todo = € X.

t—0t+

Suponha que S é um semigrupo de classe Cy. O operador linear A : D(A) — X

D(A) = {x € X : lim (%) x existe}

Az = lim (M) x, para todo x € D(A),

definido por

h—0 h

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo S (veja [22, Definicao 1.27]). Em [22]

Proposigao 1.29], prova-se que S(t)x € D(A) se x € D(A) et € Rt e que
AS(t)x = S(t)Az, para quaisquer z € D(A) et € R*.

Agora, considere o semifluxo induzido em D(A) pelo semigrupo S, isto é, tx = S(t)z,

para quaisquer x € D(A) e t € RT. Temos que
Atz = tAz, para quaisquer v € D(A) et € R*.
Portanto, o operador linear A é R*-equivariante. O

Exemplo 2.10. (Aplicagoes f-equivariantes) Seja f : S — 7 um homomorfismo sobrejetor

de semigruposﬂ e seja p: M — N uma aplicacao. Dizemos que p é f-equivariante se

p(sz) = f(s)p(x), para quaisquer s € S e x € M.

1Como a imagem direta de um semigrupo por um homomorfismo de semigrupos é um semigrupo, nao ha

perda de generalidade em considerar-se um homomorfismo sobrejetor de semigrupos.
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Dizemos que p é uma

1. f-semiconjugacao topoldgica se p é continua e sobrejetora.

2. f-conjugagao topoldgica se p é um homeomorfismo e f é um isomorfismo de semi-

grupos.

3. f-semiconjugacgao topoldgica uniforme se p é uniformemente continua e sobreje-

tora.

4. f-conjugagao topoldgica uniforme se p é um homeomorfismo uniforme e f é um

isomorfismo de semigrupos.
Suponha que p é f-equivariante. Nao é dificil provar que
p(Sz) = Tp(x), para todo = € M.

Ou seja, temos que p preserva as orbitas da acao de S com relagao a agao de 7. Agora,
seja
v o PS) —P(T)
A p(A) = f(4).
Temos que

p(Ax) = f(A)p(z) = p(A)p(x), para quaisquer A € F e x € M.

Logo, p preserva F com relagao a ¢ e F,, = f(F). Além disso, se f é bijetora, entao
@ ¢ bijetora. Portanto, se p é uma f-conjugacao topolédgica, entao p é uma JF-conjugacao

com relagao a ¢. &

Exemplo 2.11. Aplica¢oes S-equivariantes podem ser vistas como aplicagoes f-equivariantes.
De fato, seja p : M — N uma aplicacao S-equivarinate. Nao ¢é dificil ver que p é uma

aplicacao ids-equivariante. &

Exemplo 2.12. Sejam G um grupo de Lie de dimensao finita com elemento neutro 1 e H

um subgrupo fechado e normal de G e considere sistemas de controle ¥ e ¥ em G e G /H
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como no Exemplo [I.17}

Considere a seguinte funcao sobrejetora:
f Sy — Si
P oop = flpgronropll) =¢pr oo gl

Mostremos que f é um homomorfismo de semigrupos. Para quaisquer u,,us € U e

t1,to = 0, temos que
f((p?; ° 90?11) = 8’5}:22 o @?11 = f(gpgzz) © f(gp?ll)

Agora, sejam ;" o -0 @il pimo -0t € Sy. Como o conjunto das fungoes de

Sm

controle de ¥ ¢ U, segue da Proposicao que existem u,v € U tais que

Un .« e ur u Um o e 5 — v
Pt, O O Pt = Ploptetty © Ps,, O O Ps) = Psppovpsy -

Dai,
f(piro---opil)o(pemo---0p)) = flQL fst, ©Po sts,)

= f(SDZLJr---Hl) © f(SOZnJr---Jrsl)

= Jlppro-opi)o flegnoowl),

mostrando que f é um homomorfismo sobrejetor de semigrupos.
Agora, mostremos que 7 : G — G/ H é f-equivariante. De ([1.6]), seque que, para
quaisquer u € U, t e Re gH € G/ H,

vi(gH) = ¢(t,1,u)gH = o(t, g, u)H.
Logo, para quaisquer u € U, t e Re g € G,
m(pi(9)) = ¢(t, g, u)H = ¢ (gH) = &} (w(g))
Portanto, para quaisquer g € G e ;" o ---0 ¢} € Sy,
m(pir o0 @il(g)) = @it oo gy (m(g)),

o que significa que 7 é f-equivariante. &



2.1 Conceitos basicos 69

Exemplo 2.13. (Fibrados principais e associados) Aplicagoes que preservam oOrbitas apare-
cem de maneira abundante no contexto de fibrados principais e associados. Para ver exemplos

de aplicagoes continuas e uniformemente continuas que preservam orbitas nesse contexto, veja

o Capitulo [ &

No que segue, apresentamos alguns resultados basicos que sao utilizados ao longo das

demais secoes deste capitulo.

Proposicao 2.14. Sejam p : M — N e ¢ : P(S) — P(T) aplicagées. Suponha que p

preserva F com relacao a . Entao,
1. p(AX) = o(A)p(X), para quaisquer A € F e X C M.
2. p(A*X) C p(A)*'p(X), para quaisquer A€ F e X C M.

Demonstracao: Sejam A € F e X C M. Entao,
p(AX) =p (U Aw) = U pA2) = [ v(A)p(z) = (A)p(X).
zeX weX veX
Agora, provemos que p(A*z) C p(A)*p(x), para quaisquer A € F e x € M. Fixe
Ae Fex e Metomey € p(A*z). Entdo, y = p(z), com z € A*x. Seja s € A tal que
sz = x. Logo,
p(x) = p(sz) € p(Az) = p(A)p(2) = p(A)y,
de modo que y € p(A)*p(x) e p(A*z) C o(A)*p(x). Assim, para quaisquer A € F e X C M,
temos que
p(A*X) =p (U A*f@) = [J pA2) c | o(A)p(x) = o(A)"p(X),
reX veX reX

como queriamos demonstrar. O

Com relagao a F-conjugagoes, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.15. Sejamp: M — N e ¢ : P(S) — P(T) aplicagées. Suponha que p €
uma F-conjugagao com relagao a p. Entao, p~' preserva a familia F,, com relagio a o' e

(‘F@p>w‘1p‘1 = F.



70 2 Aplicagoes que preservam oOrbitas

Demonstragao: Para quaisquer B = p(A) € F,,, com A€ F,ey=p(x) € N, com x € M,

p ' (By) =p (e(A)p(z)) = p (p(Az)) = Az = o (B)p~ ' (y).

Esse fato conclui a prova. O

2.2 Aplicacoes continuas que preservam Orbitas

Nesta secao, apresentamos condicoes suficientes para que conjuntos limite, prolonga-
mentos, conjuntos limite prolongacionais, dominios e regides de atracao, atratores e conjun-
tos estaveis sejam preservados por aplicagoes continuas que preservam érbitas. Os resultados
apresentados generalizam os resultados de [I8] Segao 4.3].

Aqui, M e N denotam espacos de Tychonoff munidos de familias admissiveis de co-
berturas abertas Oy e Oy, respectivamente, S e 7T denotam semigrupos tais que S age em
M e T age em N, F denota uma familia de subconjuntos de S e ¢ : P(S) — P(T) denota
uma aplicacao entre os conjuntos das partes de S e T, respectivamente.

Comecamos estudando o comportamento de conjuntos limite, prolongamentos e con-

juntos limite prolongacionais.

Teorema 2.16. Suponha que p : M — N € uma aplicacao continua que preserva F com

relagao a . Entao, para todo subconjunto X C M,
1. p(w(X, F)) Cw(p(X), Fep) € p(w*(X, F)) Cw(p(X), Fyp).
2. p(J(X,F)) CIp(X), Fyp) e p(J*(X,F)) C J* (p(X), Fpp)-

3. p(D(X,A)) € D(p(X),¢(A)) e p(D*(X,A)) C D*(p(X), ¢(A)), para todo subconjunto

nao-vazio A C S.

Demonstragao: Segue da Proposigao que

pW(X,F) = p (ﬂ ﬁ) C () p(AX) = () p(AX) = [ e(A)p(X)

AeF AeF AeF AeF
= W(p(X), Fep)-
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e que

pW (X, F)) = p (ﬂ W) C () pAX) = () p(AX) C [ w(A)p(X)

AeF AeF AeF AeF
= W (p(X), Fep)-
Isso prova o item 1. Agora, sejam z € J(X,F), p(A) € F,p e d € Oy. Tome
z € X de modo que z € J(z,F). Segue da continuidade de p que existe V € Oy, tal que
p(B(z,V)) C B(p(x),U). Logo,

p(2) € p(AB(z,V)) C p(AB(z,V)) = o(A)p(B(z,V)) C ¢(A)B(p(x), U).

Portanto, p(z) € J(p(x), Fyp) C J(p(X),Fsp). Analogamente, prova-se a inclusao
para o conjunto limite regressivo prolongacional. Por fim, o item 3 é consequéncia imediata

do item 2, uma vez que D(X, A) = J(X,{A}) e D*(X, A) = J*(X, {A}). O

Na sequéncia, apresentamos condigoes suficientes para que se verifiquem as igualdades

no Teorema 2.16]

Corolario 2.17. Suponha que p : M — N é uma F-conjugacao com relagao a ¢. Entao,

para todo subconjunto X C M,
1 p(w(X, F)) = w(p(X), Fep) € pw*(X, F)) = w*(p(X), Fp).
2. p(J(X, F)) = J(p(X), Fup) € p(J*(X, F)) = J*(p(X), Fpp).
3. p(D(X, A)) = D(p(X), ¢(4)) e p(D*(X, A)) = D*(p(X), p(A)), para todo A C S.

Demonstrag¢ao: Como p é uma F-conjugacao com relacao a ¢, segue da Proposicao que
p~! preserva F,, com relagao a ¢! e que (Fep)p-1p-1 = F. Logo, segue do Teorema
que

p_l(w(p(X),fW)) - w(p_l(p(X)), (‘pr)wlp*l) C w(X,F).

Portanto, w(p(X), F,p) C p(w(X,F)). De maneira andloga prova-se as demais igual-

dades. O
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Teorema 2.18. Suponha que M é compacto e que F é uma base de filtro. Sejap: M — N
uma aplicagao continua que preserva F com relacao a ¢ e seja X um subconjunto de M.
Entao,

p(w(X,F)) = W(l’(X)a}:Pp)-

Além disso, se p € aberta, entdo
pUJ(X, F)) = J(p(X), Fep)-
Demonstracao: Inicialmente, note que

wp(X), Fop) = [ e(Ap(X) = () p(AX). (2.3)

AeF AeF

Logo, dado y € w(p(X), F,,), entdo, para cada A € F,
y=p(ry), com xy € AX.

Como M é compacto e F é uma base de filtro de subconjuntos de S, existe uma
subrede (z4,)rea de (xa)acr em M tal que x4, — x em M. Agora, fixe A € F. Tome

Ao € A tal que Ay, C A. Assim, se A > A,

T Ay € A)\X C A)\OX C AX.

Dessa forma, 2 € AX. Pela arbitrariedade de A, segue que z € w(X,F). Como

p(xa,) =y, para todo A € A, e p é continua, segue que

y = p(z) € p(w(X,F))

e w(p(X), Fup) C p(w(X,F)). Como a outra inclusao ja foi demonstrada, segue a igualdade.
Agora, suponha que p é aberta. Mostremos que p(J(X, F)) = J(p(X), Fyp). Note que
s6 resta mostrar que J(p(X), Fyp) C p(J(X, F)). Para isso, seja x € X. Afirmamos que

Jp@), Fop) = () ) e(ApB(z,U)) = () ) p(AB(z.U)). (2.4)

UeO ) AEF UecOy AeF

Com efeito, a segunda igualdade em (2.4)) ocorre devido as hipdteses sobre a aplicacao
p, da mesma forma como em ((2.3). Agora, tome y € J(p(z),F,p) e fixe A€ Feld € Oy.
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Como p é uma aplicacao aberta, existe uma cobertura aberta V € Oy tal que B(p(x),V) C

p(B(x,U)). Assim,

y € p(A)B(p(z),V) C p(A)p(B(z,U)).

Por outro lado, seja y € M tal que y € ¢(A)p(B(z,U)), para quaisquer A € F e
U e Oy. Fixe A e FeW € Oy. Da continuidade de p, segue que existe uma cobertura
aberta V € Oy tal que p(B(z,V)) C B(p(z),W). Portanto,

y € p(A)p(B(x,V)) C p(A)B(p(x), W),
de modo que y € J(p(x), Fyp). Agora, mostremos que J(p(x), Fyp) C p(J(z, F)). Seja
y € J(p(z), F,p). Para cada A € F eld € Oy, temos de (2.4) que

Y = D(2Au)) (AU eFx0y, COM Z(ayy € AB(z,U).

Como M é compacto, existe uma subrede (24, 1,))rea de (2(aw))(aperxo, em M
tal que z(a, 4,) — z em M. Agora, fixe Ac Feld € Oy etome \g € Atal que Ay C Ae

Uy, < U, se A > \g. Entao, se A > Ao,

Z(Ayuy) € AAB(:L',U)\) C AB([E,U),

de maneira que z € AB(z,U) e, assim, z € J(x, F). Como p(z(a,u,)) =y, para todo A € A,

e p é continua, segue que p(z) = y. Dal,

y = p(2) € p(J(x, F)),

de modo que J(p(x), Fyp) C p(J(x, F)). Dessa forma, temos que

J(p(X), Fp) = U J(p(x), Fop) C U p(J(z, F)) = p(J(X, F)),

reX zeX

como queriamos demonstrar. O

Como consequéncia, temos o seguinte resultado para prolongamentos.

Corolario 2.19. Suponha que M € compacto. Seja p: M —> N wuma aplica¢do continua e
aberta que preserva F com relagdo a p, seja X um subconjunto de M e seja A um subconjunto

nao-vazio de S. Entao,

p(D(X, A)) = D(p(X), p(A)).
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Demonstracao: Basta ver que D(X, A) = J(X,{A}) e que a familia {A} é uma base de filtro

e aplicar o Teorema [2.18| O

Agora, apresentamos resultados sobre o comportamento de dominios e regioes de

atracao por aplicacoes que preservam orbitas.

Teorema 2.20. Seja p: M — N uma aplicagao continua que preserva F com relacdo a

e seja X um subconjunto de M. Entao,

1. p(Atry, (X, F)) C Atry,(p(X), Fup) € P(Atry (X, F)) C Aty (p(X), Fop)-
2. p(Atr(X, F)) C Atr(p(X), F,p) se M € compacto.

3. p(Atr, (X, F)) C Atr,(p(X), Fyp) se M € compacto e p € aberta.

Demonstracao: Seja z € Atr,(X,F). Entao, w(z, F) N X # & e p(w(z,F)NX) # &. Por
outro lado, segue do Teorema que

p(w(z, F) N X) Cpw(z,F)) Np(X) Cwp(z), Fop) Np(X).

Logo, w(p(z), Fup) Np(X) # @ e p(z) € Atr,(p(X), Fyp). Portanto, p(Atr, (X, F)) C
Atr, (p(X), Fyp). O caso uniforme fraco é andlogo.

Agora, suponha que M é compacto e tome z € Atr(X,F). Entdo, w(z,F) # @
e w(z, F) C X. Dal, p(w(z,F)) # @ e p(w(z,F)) C p(X). Logo, o Teorema [2.18 im-
plica que w(p(2), Fop) # B ¢ 0(p(2), Frp) C p(X), de maneira que p(z) € Atr(p(X), Frp)
e p(Atr(X, F)) C Atr(p(X), F,p). Assumindo que p é aberta, uma argumentagao analoga

permite demonstrar o caso uniforme. O

Teorema 2.21. Sejap: M — N uma F-conjugacao com relagao a ¢ e seja X um subcon-

Junto de M. Entao,

p(Atr, (X, F)) = Atr, (p(X), Fop), P(Atry,, (X, F)) = Atryu (p(X), Fup)
p(Atr(X, F)) = Atr(p(X), Fop) e p(Atr, (X, F)) = Atr, (p(X), Fyp).
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Demonstracao: Como p é um homeomorfismo, temos que

w(z, F) N X # & se e somente se p(w(z, F)) Np(X) # &, para todo z € M.

Além disso, segue do Corolario que
p(w(z, F)) Np(X) # & se e somente se w(p(z), Fyp) Np(X), para todo z € M.
Logo,

w(z, F) N X # @ se e somente se w(p(z), Fyp) Np(X), para todo z € M.

Isso implica que p(Atr, (X, F)) = Atr,(p(X), F,p). Os demais casos podem ser veri-

ficados de maneira analoga. a

Com relagao as regioes de atragao, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.22. Seja p: M — N uma aplicagao continua que preserva F com relacdo a ¢

e seja K um subconjunto compacto de M. Entao,
p(mw(Ka‘F)) - Qlw<p(K)7"r‘PP)7 p<m(K7‘F)) C Ql(p<K)7JT_;0p)
e p(Auwul(K, F)) C Auu(p(K), Fop).
Além disso, se p € aberta, entao p(A,(K,F)) C Au(p(K), Fpp)-

Demonstragio: Fixe z € A, (K, F), U € Oy e p(A) € F,p. Temos que p 1 (B(p(K),U)) é
uma vizinhanca de K em M. Como K é compacto, existe uma cobertura aberta V € O, tal
que B(K,V) C p~Y(B(p(K),U)), de maneira que p(B(K,V)) C B(p(K),U). Por outro lado,
como z € 2, (K, F), temos que Az N B(K,V) # @. Dali,

@ # p(AzNB(K,V)) C p(Az) Np(B(K,V)) C o(A)p(z) N B(p(K),U).

Logo, p(2) € 2w (p(K), Fop) € p(Au (X, F)) C A (p(K), Fop). Agora, fixe z € A(K, F)
e U € Oy. Tome uma cobertura aberta V € Oy, tal que p(B(K,V)) C B(p(K),U). Uma vez
que z € A(K, F), existe A € F tal que Az C B(K,V). Logo,

p(A)p(z) = p(Az) C p(B(K,V)) C B(p(K),U),



76 2 Aplicagoes que preservam oOrbitas

de modo que p(z) € A(p(K), Fyp) e p(A(K, F)) C A(p(K), Fyp). Paramostrar que p(Ay,, (K, F)) C
W (p(K), Fop), fixe z € Ay (K, F), U,V € On e p(A) € F,p. Segue da continui-

dade de p que existem coberturas abertas U’, V" € Oy tais que p(B(z,V')) C B(p(2),V)

e p(B(K,U")) C B(p(K),U). Entao,

@ # p(AB(z, V') N B(K,U")) C p(AB(2,V")) N p(B(K,U"))
C e(A)p(B(z, V) Np(B(K,U") C p(A)B(p(2),V) N B(p(K),U),

mostrando que p(z) € Wy (p(K), Fyp) €, portanto, p(Ay, (K, F)) C wu(p(K), F,p). Por fim,
suponha que p é aberta e fixe z € A, (K, F) elUd € Oy. Sejam A € Fel', V' € Oy tais que
p(B(K,U")) C B(p(K),U) e AB(z,V') C B(K,U') eV € Oy tal que B(p(2),V) C p(B(z,V)).

Entao,
©(A)B(p(2),V) C p(A)p(B(2,V")) = p(AB(2,V")) C p(B(K,U")) C B(p(K),U).

Portanto, p(2, (K, F)) C Au(p(K), Fpp)- H

O seguinte resultado é uma consequéncia do Teorema [2.22]

Corolario 2.23. Seja p: M — N uma F-conjugagdo com relacao a ¢ e K um subconjunto

compacto de M. Entao,

P (K, F)) = Ay (p(K), Fop) p(RAK, F)) = A(p(K), Foup),
p(mwu(Ka F)) = Qlwu(]?(K)?‘/—-lﬂp) € p(Q[u<K7 ‘F)) = Qlu(p(K)vf@p)

Demonstragao: Segue da Proposicao (2.15) e do Teorema que
p_l(glw(p(K)a'Fapp)) C ﬂw(p_l(p(K)), (‘/—_-sap)sflpfl) = Qlw(K—7 ‘F)

Logo, 2, (p(K), F,p) C p(Ay(K,F)). Como a outra inclusao ja foi demonstrada,
segue que p(A, (K, F)) = Ayp(p(K), F,p). A demonstracao das igualdades para as demais

regioes de atracao é analoga. a

O préximo teorema descreve o comportamento de atratores por aplicagoes que preser-

vam Orbitas.
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Teorema 2.24. Seja p : M — N uma aplica¢ao continua e aberta que preserva F com

relagao a p e seja K um subconjunto compacto de M. Entao,

1. p(K) € um F,,-atrator fraco se K € um F-atrator fraco.
2. p(K) é um Fyp-atrator se K é um F-atrator.
3. p(K) € um F,p-atrator uniforme fraco se K € um F-atrator uniforme fraco.

4. p(K) € um Fp-atrator uniforme se K é um F-atrator uniforme.

Demonstracao: Vamos demonstrar somente o item 1, pois os demais itens seguem de maneira
analoga. Se K é um F-atrator fraco, entao existe uma cobertura aberta U € O,; tal que
B(K,U) C A, (K, F). Como p(K) é compacto, existe uma cobertura aberta V € Oy tal que
B(p(K),V) C p(B(K,U)). Logo, segue do Teorema [2.22] que

B(p(K),V) C p(B(K,U)) C p(Au (K, F)) C Au(p(K), Fp),

e, portanto, p(K') é um F,,-atrator fraco. a

Para uma JF-conjugacao com relacao a ¢, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.25. Sejap: M — N uma F-conjugagao com relagao a ¢ e K um subconjunto

compacto de M. Entao,

1. K é um F-atrator fraco se e somente se p(K) € um Fp-atrator fraco.
2. K € um F-atrator se e somente se p(K) € um F,,-atrator.

3. K é um F-atrator uniforme fraco se e somente se p(K) € um Fp-atrator uniforme

fraco.

4. K é um F-atrator uniforme se e somente se p(K) € um F,,-atrator uniforme.

emonstracao: Novamente, vamos demonstrar somente o item 1, visto que os demais itens
D ¢ N te, d t te o item 1, vist d t
podem ser demonstrados de maneira semelhante. Se p(K') é um F,,-atrator fraco, segue da

Proposigao e do Teorema que p'(p(K)) = K é um (Fp),-1,-1 = F-atrator fraco.
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Portanto, K é um F-atrator fraco se e somente se p(K) é um Fp-atrator fraco. a

Por fim, apresentamos resultados envolvendo o comportamento de conjuntos estaveis

por aplicagoes que preservam orbitas.

Teorema 2.26. Seja p : M — N uma aplicagdo continua e aberta que preserva F com
relacdo a ¢ e seja K um subconjunto compacto de M. Suponha que M € compacto, que
©(S) = T, que x € Sz, para todo x € K, e que K é S-equiestdvel. Entdo, p(K) é T-

equiestdavel.

Demonstracao: Como K é S-equiestavel, segue da Proposicao que D(K,S) = K. Logo,
do Corolario [2.19] temos que

D(p(K),T) = D(p(K),¢(S)) = p(D(K,S)) = p(K).

Utilizando novamente a Proposigao [1.89, concluimos que p(K') é T-equiestavel. O

Teorema 2.27. Sejap : M — N uma conjugacao orbital e seja K um subconjunto compacto

de M. Entao, K € S-equiestdvel se e somente se p(K) é T -equiestdvel.

Demonstra¢ao: Suponha que K é S-equiestavel e tome y ¢ p(K). Seja x € M tal que
p(z) = y. Segue que z ¢ K. Da S-equiestabilidade de K, segue que existe uma cobertura

aberta U € Oy tal que z ¢ SB(K,U). Logo, y ¢ p(SB(K,U)). Assim,

y & p(SB(K,U)) = p(SB(K,U)) = Tp(B(K,U)) = TB(p(K),pl)),

onde p(UU) = {p(U) : U € U} (veja a Proposicao [L.23). Como p(K) é compacto, existe
uma cobertura aberta V € Oy tal que B(p(K),V) C B(p(K),p(U)). Logo, TB(p(K),V) C
TB(p(K),pU)), de modo que y ¢ TB(p(K), V), ou seja, p(K) é T-equiestavel.
Reciprocamente, suponha que p(K) é T-equiestavel. Como p é uma conjugagao orbi-
tal, segue que p~! também o é. Sendo p(K) compacto, um raciocinio semelhante ao anterior

mostra que p~!(p(K)) = K é S-equiestavel. 0
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Teorema 2.28. Seja p: M — N wuma aplicagao continua e aberta que preserva orbitas e

sejam X e K subconjuntos de M, com K compacto. Entao,
1. p(X) é T-orbitalmente estdvel se K é S-orbitalmente estdvel.
2. p(K) € T-estivel se K é S-estdvel.
Além disso, se p preserva F com relagdo a p, entdo
3. p(K) € Fyp-assintoticamente estdvel se K e F-assintoticamente estdvel.

Demonstragdo: Seja U uma vizinhanca de p(X) em N. Entao, p~!(U) é uma vizinhanga de
X em M. Como X é S-orbitalmente estavel, existe uma vizinhanca V' de X em M tal que

SV cV cp ! (U). Logo,
Tp(V) =p(SV) Cp(V) Cp(p~'(V)) CU.
Como p é aberta, segue que p(V') é uma vizinhanga de p(X) em N e, portanto, p(X) é
T-orbitalmente estavel. Para provar o item 2, suponha que K é S-estavel e fixe uma cobertura
aberta U € Oy. Tome uma cobertura aberta U’ € Oy tal que p(B(K,U')) C B(p(K),U).

Como K é S-estével, existe uma cobertura aberta U” € Oy tal que SB(K,U") C B(K,U’),

de forma que
Tp(B(K,U")) = p(SB(K,U")) C p(B(K,U")) C B(p(K),U).
Agora, seja V € Oy tal que B(p(K),V) C p(B(K,U")). Entdo,
TB(p(K),V) € Tp(B(K,U")) C B(p(K),U),

o que mostra que p(K) é T-estavel. Por fim, o item 3 é uma consequéncia imediata do item

2 e do item 2 do Teorema 2.24] O

No caso de uma conjugacao orbital, o comportamento de conjuntos orbitalmente

estaveis, estaveis e assintoticamente estaveis é descrito pelo resultado a seguir.

Corolario 2.29. Seja p: M — N uma conjugacao orbital e sejam X e K subconjuntos de

M, com K compacto. Entao,
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1. X é S-orbitalmente estdvel se e somente se p(X) é T -orbitalmente estavel.
2. K é S-estavel se e somente se p(K) € T -estavel.
Além disso, se p € uma F-conjugacdo com relagdo a @, entao
3. K € F-assintoticamente estdvel se e somente se p(K) € F,p-assintoticamente estdvel.

Demonstracao: Temos que p~! é uma conjugacao orbital. Logo, segue do Teorema que
p1(p(X)) = X é T-orbitalmente estdvel se X é S-orbitalmente estdvel. Isso prova o item 1.

Os demais itens podem ser demonstrados de forma analoga. a

2.3 Aplicacgoes uniformemente continuas que preservam
orbitas

Na secao anterior, analisamos o comportamento de conjuntos limite, prolongamentos,
conjuntos limite prolongacionais, dominios e regioes de atragao, atratores e conjuntos estaveis
por aplicacoes continuas que preservam Orbitas. E possivel melhorar alguns desses resultados
considerando aplicagoes uniformemente continuas. A seguir, apresentamos resultados nessa
dire¢do. Os resultados apresentados generalizam os resultados de [I8, Secao 4.2].

Assim como na secao anterior, M e N denotam espacos de Tychonoff munidos de
familias admissiveis de coberturas abertas Oy, e Oy, respectivamente, S e 7 denotam semi-
grupos tais que S age em M e T age em N, F denota uma familia de subconjuntos de S e
¢ : P(S) — P(T) denota uma aplicagao entre os conjuntos das partes de S e T, respecti-
vamente.

Nos Teoremas e[2.28] apresentamos resultados sobre o comportamento das regioes
de atragao e de conjuntos estaveis por aplicacoes que preservam orbitas. Um elemento chave
na argumentacao foi que, se p : M — N é uma aplicacao continua e K é um subconjunto
compacto de M, entao para cada cobertura aberta U € Oy, existe uma cobertura aberta
Y € Oy tal que

p(B(K,V)) C B(p(K),U). (2.5)
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De fato, para uma cobertura aberta U € Oy, temos que p~'(B(p(K),U)) é uma
vizinhanca de K em M. Dai, a compacidade de K e a continuidade de p implicam a
existéncia de uma cobertura aberta V € Oy tal que B(K,V) C p ' (B(p(K),U)), de modo
que p(B(K,V)) C B(p(K),U).

No caso de aplicagoes uniformemente continuas, podemos obter uma expressao seme-
lhante a sem precisar assumir que K é um conjunto compacto. De fato, foi provado na
Proposicao que para qualquer cobertura aberta U € Oy, existe uma cobertura aberta
V € Oy tal que f(B(X,V)) C B(f(X),U), para todo X C M.

Logo, seguindo uma argumentacao analoga a utilizada nos Teoremas e e

considerando a Proposicao [1.25) podemos obter os seguintes resultados.
Teorema 2.30. Seja p : M — N uma aplicagao uniformemente continua que preserva JF
com relacao a ¢ e seja X C M. Entao,
PRL(X, F)) CAu(p(X), Fp),  p(AX, F)) CAp(X), Fop)
e p(Awu(X, F)) C Auu(p(X), Fop)-
Além disso, se p € aberta, entao p(2, (X, F)) C Au(p(X), Fopp)-
Teorema 2.31. Seja p : M — N uma aplicacio uniformemente continua e aberta que
preserva orbitas e seja X um subconjunto S-estdvel de M. Entao, p(X) é T -estdvel.

Teorema 2.32. Seja p : M — N uma aplicacio uniformemente continua e aberta que
preserva orbitas e seja X um subconjunto S-uniformemente estivel de M tal que p(X) €

compacto em N. Entao, p(X) é T-uniformemente estdvel.

Teorema 2.33. Sejap: M — N uma conjugacgao orbital uniforme e seja X um subconjunto
de M. Entao, X é S-uniformemente estdvel se e somente se p(X) é T-uniformemente

estdvel.

Como consequéncia, temos os seguintes resultados sobre regioes de atracao e atratores.

Corolario 2.34. Seja p : M — N uma F-conjugacdao uniforme com relagao a ¢ e X um
subconjunto de M. Entao,

p(Qlw(X, "r)) = Qlw(p(X)aftpp)> p(Ql(X, ‘F)) = Ql(p(X)a]:sDP)»

P(RAwu(X, F)) = me(p(X>7f¢p) e pRl(X,F)) = Q[u(p(X),pr).
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Demonstragao: Tendo em vista o Teorema [2.30] a demonstracao deste resultado é andloga a

demonstracao do Corolario [2.23] O

Teorema 2.35. Seja p : M — N uma aplicacao uniformemente continua que preserva JF

com relagao a ¢ e seja X um subconjunto de M tal que p(X) é compacto em N. Entao,

1. p(X) € um Fp-atrator fraco se X € um F-atrator fraco.
2. p(X) € um Fyp-atrator se X € um F-atrator.
3. p(X) € um Fp-atrator uniforme fraco se X € um F-atrator uniforme fraco.

4. p(X) € um F,,-atrator uniforme se X é um F-atrator uniforme.

Demonstracao: A demonstragao deste resultado é andloga a demonstracao do Teorema [2.24]

uma vez que é valido o Teorema [2.30} a

Por fim, o Teorema [2.31] implica o seguinte resultado sobre conjuntos estaveis.

Corolario 2.36. Seja p: M — N uma conjugacao orbital uniforme e seja X um subcon-

gunto de M. Entio, X € S-estdvel se e somente se p(X) € T -estdvel.



CapriTULO 3

Estabilidade de Lyapunov em fibrados

principais e associados

Neste capitulo, apresentamos resultados sobre estabilidade de Lyapunov para acoes de
semigrupos em fibrados principais e associados. Na primeira se¢ao, fixamos a notacao bésica
da teoria de acoes de semigrupos em fibrados principais e associados, demonstramos alguns
resultados basicos que sao tteis ao estudo de estabilidade de Lyapunov e atragao em fibrados
principais e associados e introduzimos o conceito dos semigrupos H,, mostrando como esses
semigrupos se relacionam com os semigrupos S, que ja sao conhecidos na literatura. Na
segunda sec¢ao, os resultados mais importantes sao apresentados. Comecamos com resultados
sobre estabilidade de Lyapunov e atracao em um fibrado principal. Depois, consideramos
um fibrado associado e apresentamos resultados sobre estabilidade de Lyapunov e atracao no
espaco total, na fibra tipica e nas fibras do fibrado associado em questao.

As notacoes e os conceitos basicos de fibrados principais e associados utilizadas neste

capitulo podem ser encontrados no Apéndice [A]

3.1 Acoes de semigrupos em fibrados

Nesta secao, consideramos a acao de um semigrupo no espago total de um fibrado
principal e, a partir dela, construimos agoes no espaco base e nos fibrados associados ao
fibrado principal em questao.

Seja & = (Q, 7, B) um G-fibrado principal e seja {[F] = (E, mg, B) um fibrado associ-
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ado a £ com fibra tipica F. Seja § um semigrupo que age em () tal que
s(qg) = (sq)g, para quaisquer s € S,q € Q e g € G.E| (3.1)

A condicao (3.1) permite definir uma agdo de S em B a partir da a¢ao de S em Q.
De fato, dados s € S e b € B, defina

sb=m(sq), onde b =m(q), com q € Q. (3.2)
Se m(q1) = 7m(q2), existe g € G tal que g2 = q1 g e, assim,

s¢2 = s(q19) = (sq1)g,
de modo que 7(sq1) = 7(sq1), ou seja, sm(q1) = sm(ga), 0 que significa que a agdo de S em B
dada em esta bem definida.
Devido a , temos também que a acao de S em () induz uma acgao de S em FE, da
seguinte forma:

slg,v] = [sq,v], onde s € S e [¢q,v] € E. (3.3)
Se [q1,v1] = [q2, vo], entdo existe g € G tal que o = q1g e v, = g~ 'v;. Dai, dado s € S,
sq2 = s(q19) = (sq1)g,
de forma que (sqi,v1) ~ (8qa, v2) €, assim,
slav, vi] = [squ, v1] = [sq2, v2] = s[q2, 2],

ou seja, a agao de S em E dada em ({3.3)) estd bem definida.
Através da acio de S em @, podemos ainda construir agdes nas fibras 7' (b), com
b € B, e na fibra tipica F. Sejam ¢ € Q e b € B tais que 7(q) = b. Em [I1], considera-se o

conjunto

S, =Sqnm(b).

Através da identificagio de G com 7~!(b) via o homeomorfismo dado em (A.11)), S,

pode ser visto como o seguinte subconjunto de G:
. = {9 € G : existe s = s(g) € S tal que sq = qg}.

Nao ¢ dificil verificar que S; é um subsemigrupo de G sempre que S, # ®E| Por

I'Note que 1} significa que (S, @, G) é um semigrupo de bitransformagoes.
2Para mais detalhes sobre o semigrupo S, veja [L1].
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exemplo, o semigrupo S, ¢ nao-vazio sempre que S ¢ um monoide, isto é, sempre que S admite
um elemento neutroﬂ. Isso inclui fluxos, fluxos lineares (veja a Definigao , semifluxos,
fluxos n-dimensionais e sistemas de controle.

A partir de agora, assumimos que S, # &. Neste caso, S, age a esquerda em F' pela
restricao da acao de G em F' a §,.

Agora, introduzimos um semigrupo que, ao invés de agir na fibra tipica F', age na

fibra 75! (b). Tal semigrupo é dado por
H, = {s €S :existe g = g(s) € G tal que sq¢ = qg}.

Note que H, # @ se e somente se S; # &. Como estamos assumindo que S, # &,
segue que H, # @. Nesse caso, nao é dificil mostrar que H, é um semigrupo contido em &
quando munido da mesma operacao de S.

Segue imediatamente da definicao do semigrupo H, que sw(q) = m(q) se e somente se
s € H,. Logo, H, é o semigrupo de isotropia de m(gq) com respeito a agdo de S em B.

Os diferentes semigrupos H, obtidos a partir das fibras de £[F] se relacionam da

seguinte forma:

Proposicao 3.1. Suponha que & é um subsemigrupo de um grupo. Entdo, para quaisquer

s€ESeqeQ, Hey=sHys .

Demonstracao: Seja t € H,,. Entdo, existe g € G tal que t(sq) = (sq)g. Logo, (ts)q = s(qg)

1

e, assim, (s~'ts)q = qg. Dai, s 'ts € H,, de modo que t € sH,s~'. Para a reciproca, basta

ver que

SHes ™ = sHo1(s5 " C S(s  Hegs)s " = Mg

O
Existe um homomorfismo natural entre os semigrupos H, e S;, como vemos no resul-

tado a seguir.

3Se existe um elemento neutro 1 € S, entdo acrescenta-se & Defini¢ao a seguinte propriedade: 1z = x,

para todo x € M.
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Proposigao 3.2. A aplicagio
f i+ Hi— S
s > f(s)=g(s)
¢ um homomorfismo sobrejetor de semigrupos.

Demonstracao: Mostremos, inicialmente, que f estd bem definida. Seja s € H, e suponha
que existem g¢1,¢9o € G tais que sq = qg1 = qgo. Entao, g1 = ¢o, pois a acao de G em @)
é livre. Isso mostra que f estd bem definida. A sobrejetividade de f é imediata. Agora,

para mostrar que f é um homomorfismo de semigrupos, fixe s;,s, € H,. Entao, existem

91 =g(s1), 92 = g(s2) € S, tais que s1¢ = qg1 e s2q = qga. Logo,
(s152)q = s1(s2q) = 51(q92) = (519)92 = (991)92 = @(9192),
de modo que g(s1s2) = g192. Portanto,
f(s182) = g(s182) = 9192 = f(s1)f(s2),
como queriamos demonstrar. O

Nem sempre o homomorfismo f da Proposi¢ao [3.2|é um isomorfismo. A seguir, apre-

sentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que isso aconteca.

Proposicao 3.3. O homomorfismo f entre H, e S, da Proposi@do ¢ ingetor (e, portanto,

f € um isomorfismo de semigrupos) se e somente se a ag¢do de H, em Q) € livre em qﬁ

Demonstracao: Suponha que f ¢ injetor. Dados si,s; € H, tais que s1¢ = s2q, tome

g1, 92 € 8, tais que 519 = qg1 e s2q = qg2. Entao,
491 = 519 = S24 = 4g2.

Como a acao de G em @ é livre, segue que g; = g, ou seja, f(s1) = f(s2). A injeti-

vidade de f garante que s; = sy. Reciprocamente, suponha que a acao de H, em @ é livre

1A agdo de H, em Q ¢ livre em ¢ se s1q = s2q implica que s; = so.
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em ¢ e tome sy, 59 € H, tais que f(s1) = f(s2). Entao, existe g € G tal que s1¢ = qg = S2q.

Segue da hipdtese que s; = so. Portanto, f é injetor. O

Ou seja, a Proposicao significa que a aplicacao inversa de f,
7t S, —H, (3.4)
g — [THg)=s(9)

estd bem definida (e, consequentemente, é um homomorfismo de semigrupos) se e somente
se a acao de H, em () € livre em gq.
O semigrupo H, age em @), B e E através das restricoes das acoes de S em ), B e E
a H,, respectivamente. Além disso, através da restricao da acao de S em E a H,, segue que
H, também age em 75" (b), pois 7" (b) é H,-progressivamente invariante. Com efeito, sejam
s € H, e [g,v] € 7 (b). Tome g € G de modo que sq = qg. Como sq = qg e v = g~1(gv),
segue que
(sq,v) ~ (q,9v), ou seja, [sq,v] = [¢, gv] (3.5)
e, assim, s[q,v] = [sq,v] = [g, gv] € 7" (b), ou seja, w5' (b) é H,-progressivamente invariante.
Em alguns casos, ng(b) ¢ também H,-regressivamente invariante, como vemos no

resultado a seguir.

Proposicao 3.4. Denote por i a acao de H, em E. Se js € injetora, para todo s € H,,

entdo 75" (b) é H,-invariante.

Demonstracao: Resta mostrar que ng(b) ¢ H,-regressivamente invariante. Para isso, tome
[¢,v] € E tal que [¢,v] € (H,)*75 (b). Entdo, existe s € H, tal que s[¢’,v] € 75" (b). Segue
que [sq’,v] € 75 (b), ou seja, mg([sq’,v]) = b. Logo, m(sq’) = b = 7w(q) e, portanto, existe
g € G tal que s¢’ = qg. Por outro lado, como s € H,, existe ¢’ € G tal que sq¢ = gg’. Dessa
forma,

sq' =qg9=(a9)((¢") ") = (sa)((g)""9) = s(alg’)'9)
de modo que ¢ = q(¢')"'g, uma vez que u, é injetora. Portanto, 7(¢’) = 7(q) = b,
me(ldv]) = me(lgv]) =be

[, v] € 7' (b),
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0 que mostra que ﬂgl(b) ¢ H,-regressivamente invariante. O

As agoes de S, em F e de H, em 7' (b) sdo “duais”, no sentido que
[H,q,Y] = lqg,S,Y], para todo subconjunto Y C F, (3.6)

o que pode ser verificado, sem maior dificuldade, utilizando um argumento andlogo ao de
(3.5). E essa dualidade que permite identificar as acoes de S, em F e de H, em 75" (b), como
foi feito, por exemplo, em [I1], onde se estuda a acio de S, em 75" (b).

Agora, seja F C P(S) uma familia de subconjuntos de S. Para cada A € F, sejam
A;={9€G: existes € Atal que sg=qg} e A, =ANH,
A familia F determina, portanto, as familias
Fo={A:AcF}CPS,) e Fi={A:AcF}CPH,) (3.7)
A familia F; é dual a familia 7, no sentido que A, # & se e somente se A, # @ e
[A,q, Y] = [q, AY], para quaisquer A€ FeY C F. (3.8)
Em todo este capitulo, sao considerados somente os elementos ¢ € () e b € B, com
7(q) = b, tais que A, # @, para todo A € F.

Lembremos, agora, que a identificagdo entre a fibra 7' (b) e a fibra tipica F' é estabe-

lecida (na Proposicao através do homeomorfismo
p  F—7;'(b) (3.9)
v— p(v) = [g, v].
O homeomorfismo inverso de p é dado por
pt o oagl(b) — F (3.10)
[, v] — p7([d v]) = 7(q,d ),

onde 7 é a funcao de translagao de &.

Agora, seja
©  P(S,) — P(H,) (3.11)

B+— ¢(B) = {s € H, : existe g € B tal que sq = qg}.
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Temos que (A) = f~1(A), para todo A C P(S,). Dessa forma, temos que ¢ é bijetora
se f~! é bijetora. Assim, segue da Proposicao que @ é bijetora se a agao de H, em (@ é
livre em q.

Assim sendo, o seguinte resultado se verifica.

Proposicao 3.5. A aplicacao p dada em preserva as orbitas da acao de S, com relagao
a agdo de H,. Além disso, p é uma f~'-conjugagdo topoldgica se e somente se a agao de H,
em Q € livre em q (e, portanto, p é uma Fy-conjugacdo com relagdo a ¢ se e somente se a

agdo de H, em Q) € livre em q).
Demonstragao: De (3.6), temos que
p(Sqv) = lg, Sqv] = [Hyq, v] = Hy[g, v] = Hyp(v).

para todo v € F'. Logo, p preserva as érbitas da agao de S, com relacao a acao de ‘H,. Agora,

suponha que a agao de H, em ) ¢é livre em ¢. De (3.5)), temos que

p(gv) = [q,9v] = [s(9)q,v] = [f " (9)a,v] = f1(9)g,v] = f ' (9)p(v),

para quaisquer g € S, e v € F. Portanto, p é f~!-conjugagio topoldgica. a

O seguinte resultado discute condicoes necessarias e suficientes para que p~! preserve

orbitas.

Proposicao 3.6. Seja f o homomorfismo sobrejetor de semigrupos da Proposicao [3.3. A
aplicacio p~* é uma f-semiconjugacio topoldgica. Além disso, p~* € uma f-conjugacio

topoldgica se e somente se a agao de Hy em ) € livre em q.
Demonstracio: Seja T a fungdo de translagao de € e fixe s € H, e [¢,v] € 75" (b). Entao,

sq = s(q7(q,q)) = (sa)7(q,4") = (q9(s))7(q,q)
= (¢7(¢.4")7(d' . @)9(s))7(q.¢')

=q'7(¢,9)9(s)7(q,¢).

Isso implica que

[s¢,v] = ¢, 7(d, 0)g(s)7(q, ¢')v].



90 3 Estabilidade de Lyapunov em fibrados principais e associados

Portanto,

p ' (sld v]) = p~ (s, v]) = p (¢ 7(d, @) g(s)7(q. ¢')v])
=7(q,¢)7(d",0)9(s)7(q,q4")v = g(s)7(q, ¢ )v
= f(s)p~([d,v]),

1 1

mostrando que p~' é f-equivariante. Uma vez que p~' é um homeomorfismo, segue ime-
diatamente que p~! é uma f-semiconjugacao topoldgica. Além disso, segue da Proposicao

3.3/ que p~! é uma f-conjugagao topoldgica se e somente se a agao de H, em Q é livre em ¢. O

Suponha, agora, que F admite uma familia admissivel de coberturas abertas, digamos,

Op. A partir de O, podemos construir familias admissiveis de coberturas abertas em 75" (b)

e F'. De fato, seja U € Op. Defina Uy, = {U, : U € U}, onde U, = U N ng(b). Segue da
Proposigao [1.26] que

Op={Uy : U € Og} (3.12)

é uma familia admissfvel de coberturas abertas de 7' (b). Por sua vez, a familia O, induz
uma familia admissivel de coberturas abertas na fibra tipica F. Com efeito, como vimos,
a aplicacao p dada em é um homeomorfismo. Logo, segue da Proposicao que a
familia p~!(O,) é uma familia admissivel de coberturas abertas de F'.

Ao longo deste capitulo, utilizamos as seguintes notagoes: dada U, € Oy e U, € Uy,

entao U, = p(U,), U, = {U, : Uy € Uy} e
O,={U, U O} =p 0. (3.13)

E natural que as Uy-vizinhangas em 75" (b) estejam relacionadas com as U,-vizinhangas
em F', uma vez que a familia O, foi obtida da familia O, através do homeomorfismo p.

Especificamente, segue de ((1.7) que

B(lg, Y], Uy) = [¢,B(Y,U,)], para quaisquer Y C F e € Op. (3.14)

Além disso, segue de (|1.8)) que

B([g,Y],Uy) = B([g, Y], U) N 75" (b), para quaisquer Y C F elU € Op. (3.15)
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Uma outra relacdo entre as U-vizinhancas em E e as Uj-vizinhancas em 75" (b) é dada

no lema a seguir.

Lema 3.7. Sejam Y C F e K C E, onde K ¢ um subconjunto compacto de FE, tais que
Knrg'(b) = [q,Y]. Entdo, para toda vizinhanca aberta U de'Y em F, existe uma cobertura

aberta U € O tal que B(K,U) N7, (b) C [q,U].

Demonstracao: Suponha por absurdo que existe uma vizinhanca aberta U de Y em F tal
que, para cada cobertura aberta U € Op, é possivel escolher [q,zy] € 75" (h) de modo que
(¢, 7] € B(K,U) \ [¢,U]. Seja N um conjunto aberto de E tal que N N 7' (b) = [g,U].
Entao, [q,zy] € B(K,U) \ N, para toda cobertura aberta U € Op. Agora, para cada co-
bertura aberta U € Op, tome ky € K tal que [q,zy] € B(ky,U). Segue da Proposicao
que existe uma subrede (ky, )ren de (ku)ueco, tal que ky, — k, para algum k € K.
Logo, segue da Proposicao que [q, 2y, ] — k. Como a fibra 7' (b) é fechada, temos que
ke KNnmy'(b) = [q,Y] C N, de modo que existe Ay € A tal que [g, 771,] € N se A > \y. Esse

absurdo encerra a prova. a

Todas as consideracoes anteriores sobre familias admissiveis de coberturas abertas

podem ser resumidas no resultado a seguir.

Teorema 3.8. Seja & um G-fibrado principal e seja E[F| um fibrado associado a & com fibra
tipica F'. Suponha que o espago total de {[F] é um espago admissivel. Entao, a fibra tipica e

as fibras de E[F) sao espagos admissiveis. Além disso, as U-vizinhancas desses espagos $ao

compativeis, no sentido que elas satisfazem 2 e o Lema .

O Teorema (3.8 se aplica ao fibrado associado considerado no Exemplo [3.13]

3.2 Estabilidade de Lyapunov e atracao

Nesta secao, estudamos estabilidade de Lyapunov e atragao para agoes de semigrupos
em fibrados principais e associados. Inicialmente, apresentamos resultados sobre conjuntos
estaveis e atratores definidos no espacgo total de um fibrado principal. Depois, considera-

mos um fibrado associado a um fibrado principal e apresentamos resultados sobre conjuntos
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estaveis e atratores em seu espaco total e em suas fibras.

Seja & = (Q,m, B) um G-fibrado principal e seja S um semigrupo agindo em @ que
satisfaz . Ao longo desta secao, assumimos que () e B sao espagos de Tychonoff munidos
de familias admissiveis Og e Op, respectivamente. Assumimos ainda que F ¢ uma familia
de subconjuntos de S.

Para cada g € GG, temos o homeomorfismo
g @ Q@ —0
q—9(q) = q9.

Para um subconjunto X de @), utilizamos a notagao g(X) = Xg, para todo g € G.

Note que, para quaisquer g € G, s € S e q € (), vale que

9(sq) = (sq)g = s(qg) = s9(q),

de modo que as aplicagoes g sao S-conjugacoes topoldgicas. Dessa forma, temos o resultado

a seguir.

Teorema 3.9. Sejam X e K subconjuntos de Q. Assuma que K € compacto. Entao,
1. w(X, F)g=w(Xg,F) e w"(X,F)g =w*(Xg,F), para todo g € G.
2. J(X, F)g=J(Xg,F) e JN(X,F)g = J(Xg,F), para todo g € G.
3. D(X,A)g=D(Xg,A) e D*(X,A)g = D*(Xg, A), para quaisquer g € G e ACS.

4. Atry, (X, F)g = Atry,(X g, F), Atr(X, F)g = Atr(Xg, F), Atry, (X, F)g = Atry.(X g, F)
e Atr, (X, F)g = Atr, (X g, F), para todo g € G.

A,(Xg,F), para todo g € G.

6. O conjunto X € um F-atrator fraco (respectivamente um JF-atrator, um JF-atrator
uniforme fraco, um F-atrator uniforme) se e somente se Xg € um F-atrator fraco
(respectivamente um F-atrator, um F-atrator uniforme fraco, um F-atrator uniforme),

para todo g € G.
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7. O conjunto X € S-orbitalmente estavel se e somente se Xg é S-orbitalmente estdvel,

para todo g € G.
8. O conjunto K € S-estavel se e somente se Kg ¢ S-estdvel, para todo g € G.
9. O conjunto K € S-equiestavel se e somente se Kg é S-equiestdvel, para todo g € G.

10. O conjunto K € F- assintoticamente estdvel se e somente se Kg é F-assintoticamente

estdvel, para todo g € G.

Demonstracao: Uma vez que as aplicagoes g sao S-conjugagoes topoldgicas, o resultado segue

dos Corolarios [2.17], [2.23] [2.25] e [2.29| e dos Teoremas e2.27, O

Agora, considere a ac¢ao induzida de S em B dada em (3.2)):
sm(q) = 7(sq), para quaisquer s € S e q € Q. (3.16)

Como a projecao m do G-fibrado principal £ é uma aplicacao continua, sobrejetora e
aberta, segue de (3.16]) que 7 é uma S-semiconjugagao topolégica aberta. Assim, se verificam

os seguintes resultados.
Teorema 3.10. Sejam X e K subconjuntos de Q. Assuma que K € compacto. Entao,
1. m1(w(X,F)) Cw(n(X),F) en(w"(X,F)) Cw(n(X),F).
2. n(J(X, F)) C J(n(X),F) en(J(X,F)) C J*(n(X),F).
3. m(D(X,A)) Cc D(n(X),A) en(D*(X,A)) C D*(n(X),A), para todo A C S.
4. m(Atry, (X, F)) C Atry,(m(X), F) € m(Atry, (X, F)) C Atry,(7(X), F).

5. (A (K, F)) CUp(m(K), F), m(AK, F)) C AU (K),F), 7(Awu (K, F)) C Apu(m(K),F)
e (A, (K, F)) C Au(n(K),F).

6. m(K) é um F-atrator fraco (respectivamente um F-atrator, um F-atrator uniforme
fraco, um F-atrator uniforme) se K €é um JF-atrator fraco (respectivamente um JF-

atrator, um F-atrator uniforme fraco, um F-atrator uniforme).
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7. w(X) € S-orbitalmente estdvel se X é S-orbitalmente estdvel.
8. m(K) € S-estdvel se K é S-estdvel.

9. n(K) é F-assintoticamente estdvel se K € F-assintoticamente estdvel.

Demonstrac¢ao: Como vimos, a projecao m é uma S-semiconjugacao orbital aberta. Logo, o

resultado segue do Corolério e dos Teoremas [2.20] 2.22] [2.24] e 2.28] O

Para um fibrado principal cujo espago total é compacto, temos o teorema a seguir.

Teorema 3.11. Sejam X e K subconjuntos de (). Suponha que QQ e K sao compactos e que

F € uma base de filtro de subconjuntos de S. Entdo,
L m(w(X, F)) = w(m(X), F) e m(w"(X, F)) = w(7(X), F).
2. 7(J(X,F)) = I(n(X), F) e n(J*(X, F)) = J*(n(X), F).
3. 7(D(X, A)) = D(n(X), A) e 7(D*(X, A)) = D*(n(X), A), para todo A C S.
4. m(Atr(X, F)) C Atr(n(X), F) e m(Atr, (X, F)) C Atr,(7(X), F).

5. m(K) é S-equiestdvel se K é S-equiestdvel e q € Sq, para todo q € K.

Demonstra¢ao: Da mesma forma como no Teoremal3.10, uma vez que 7 é uma S-semiconjugacao

topoldgica aberta, o resultado segue do Corolario [2.19 e dos Teoremas [2.18| [2.20[ e [2.26 O

Agora, seja {[F] = (E,mg, B) um fibrado associado ao G-fibrado principal £ com fibra
tipica F'. Suponha que F é um espago de Tychonoff com familia admissivel Og. Considere

a agao induzida de § em E dada em (3.3)). Note que, para quaisquer s € S e [¢,v] € E,
mu(slg,v]) = me([sq, v]) = m(sq) = s7(q) = smu(lg, v]),

ou seja, a projecao mg do fibrado associado £[F] é uma aplicagao S-equivariante e, portanto, é
uma S-semiconjugagao topologica aberta. Logo, os Teoremas e também sao validos

para mg.
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Teorema 3.12. Os Teoremas e também sao vdlidos se considerarmos a proje¢do

g B — B do fibrado associado &[F).

Ha fibrados associados cuja projecao é uma aplicacao uniformemente continua. Para
esses fibrados, se aplicam os resultados da Secao A seguir, apresentamos uma classe de

fibrados associados cuja projecao é uniformemente continua.

Exemplo 3.13. (Fibrados cuja projecdo é uma semiconjugagao topoldgica uniforme) Seja
¢ = (Q,m, B) um G-fibrado principal localmente trivial (veja a Secao [A.4)). Seja {U;}ies
uma cobertura aberta do espaco base B tal que, para cada ¢ € I, existe um homeomorfismo
v Y U) — Uy x G, 9y = (m,u;), onde u; : 7 1(U;) — G é uma aplicagao G-equivariante
continua (ou seja, u;(qg) = w;(q)g, para quaisquer ¢ € 7 1(U;) e g € G). O conjunto
U = {U;,1;}ier é chamado atlas de &.

Agora, assuma que B é um espaco de Hausdorff paracompacto. Seja [F] = (E, g, B)
um fibrado associado a £ com fibra tipica metrizavel F'. Para cada ¢ € I, a aplicacao
uf . ;' (U;)) — F dada por uZ([q,v]) = ui(q)v é aberta e F : 7' (U;) — U; x F dada
por YF = (mp,u¥f) é um homeomorfismo. Como ¢[F] é localmente trivial e F' é compacto,
temos que E é localmente compacto. Seja O a familia de todas as coberturas abertas de B.
Como B é paracompacto Hausdorff, temos que O é admissivel.

Agora, fixe e > 0 el € O. A cobertura V-adaptada de E' com respeito a e eld é
a cobertura aberta U. de E definida por

U = {W")"((UNU;) x B(v,e)): UeU,ve Fiel}.

Seja Oy (E) a familia de todas as coberturas W-adaptadas de E. A familia Oy (F) é
uma familia admissivel de coberturas abertas de E (veja [34, Segao 3.2]). Considere agora
um semigrupo S§ que age em @ satisfazendo . Considere a acao de § em E como em
. Mostremos que 7g : £ — B é uma aplicacao uniformemente continua com respeito a
Oy (E) e O. Dada uma cobertura abertad € O, tome qualquer € > 0 e considere a cobertura
U-adaptada U.. Se [q,], [¢,v'] € (WE)"L((UNU;) x B(v",¢)), entao ¥E([q,v]), vE([¢,v']) €
(UNVU;) x B(u,e). Mas isso implica que mg([g,v]), 7g([¢,v']) € U. Ou seja, temos que

para toda cobertura aberta U € O, existe uma cobertura aberta U. € Oy(FE) tal que se
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[, 7] € B([g,v],Ue), entdo mp([¢',v]) € B(me([g, v]),U), para quaisquer [¢,v], [¢',v'] € E,
o que significa que mg é uniformemente continua. Portanto, 7z é uma S-semiconjugacao

topoldgica uniforme aberta. &

Agora, sejam ¢ € ) e b € B tais que 7(q) = b e considere as agdes dos semigrupos

S, e H, na fibra tipica F' e na fibra w3'(b), respectivamente. Considere também as familias

admissfveis O, e O, em 7' (b) e F dadas em (3.12) e (3.13)), respectivamente.

No que segue, apresentamos resultados que relacionam conjuntos estaveis e atratores
referentes as acoes de S, S, e H,.
Comecamos relacionando os conjuntos limite, prolongamentos e conjuntos limite pro-

longacionais das agoes de S, e H, com respeito as familias F, e F; dadas em (3.7).
Teorema 3.14. Seja Y um subconjunto de F. Entdo,

g, w (Y, Fo)l = w(lg, Y], Fp) e g, J(Y, Fy)l = (g, Y], )

q

Além disso, para todo A, C S,, com A # O,

4, DY, Ag)] = D([g, Y], p(Ay)),

onde ¢ € a aplicagao dada em .

Demonstragio: Lembrando que a identificacio de F' com 7' (b), a aplicacdo p dada em (3.9)),

¢ um homeomorfismo, e que os elementos das familias F, e .7-"; satisfazem (3.8), temos que

g0 F)l = |a. () AY| = () 0. 4Y]= ] g 4Y]

AqeFy AqeFy AqeFy
= () A YT= ) Ale.Y]
ALeF, ALeF,

=w(lq, Y], Fp).

q
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Agora, fixe v € Y. Entao, segue de ([3.14]) que

g, I (v, Fo)] = | g, m ﬂ AB(v,Uy) | = ﬂ ﬂ g, AgB(v, Uy)]

U, €04 AgEF, U €04 AgEF,
= ) &ABwU) = () ) [A0.B,Uy)
U €04 AgEF, U0, ALEF),
= ) AleBw.U)= () [ AB(g 0] U)
U €04 AYEF) Uy €04 AYEF),
= J([q.v], ).

Dai,

= Ule I, 7)) = J W0, ) = W(a. Y], 7).

veY veY

¢, (Y, Fy)] = [q, U J(v, Fy)

veY

Por fim, dado A, C S, com A, # &, temos que
[0, DY, Ag)] = [0, (V. {AH] = I([a. Y], {#(Ag)}) = D([a. Y], p(A,)),

como queriamos demonstrar.

Os préximos resultados demonstram que a dualidade entre os semigrupos S, e H,

também ocorre no que diz respeito a atragao e estabilidade de Lyapunov.

Teorema 3.15. Seja Y um subconjunto de F. Entado,

1 (g Atry (Y. F)] = Aty (0. Y], 7)), [g. Atx(Y. F,)] = Ate([q, Y], 7)), g, Atryu (Y, F,)] =
Atr(g. Y], 7)) ¢ [q. Aty (Y. F,)] = Atr, (g, Y], 7).

2. g, 2w (Y, Fo)l = Au(le, Y1, F7), la, A, Fo)l = (g, Y1, FY), 1 Awa (Y, Fo)] = 2w, Y], F7)
e g, 2Au(Y, Fo)] = Au(lg, Y], 7).

3. 0 conjunto Y € um F,-semiatrator fraco (respectivamente um F,-semiatrator, um F,-
semiatrator uniforme fraco, um F,-semiatrator uniforme) se e somente se [q,Y| € um

fé—semiatmtor fraco (respectivamente um .7-"(; -semiatrator, um .7-"(; -semiatrator uniforme

fraco, um F}-semiatrator uniforme).
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4. 0 conjunto Y € um F,-atrator fraco (respectivamente um F,-atrator, um F,-atrator
uniforme fraco, wm JFy-atrator uniforme) se e somente se [q,Y] € um F,-atrator fraco
(respectivamente um f;—atmtor, um }";—atmtor uniforme fraco, um fé—atmtor UNG-

forme).

Demonstragdo: Mostremos que [q, Atr, (Y, Fy)] = Atry([q, Y], F;). Dado v € Atr, (Y, Fy),
entdao w(v, F,) NY # &. Como a aplicacao p dada em ¢ um homeomorfismo, segue
que [¢,w(v,F,)] N g, Y] # @. Do Teorema M’ temos que w([q,v], F,) N[q,Y] # @, de
modo que [q,v] € Atr,([q, Y], F;) e, portanto, [q, Atr, (Y, F,)] C Atry([g, Y], F;). A inclusao
contraria é andloga. As igualdades dos demais dominios de atragao podem ser provadas de
modo analogo.

Agora, sejam v € A, (Y, F,), A€ F el € Op. Como p é um homeomorfismo, segue
que A,uNB(Y,U,) # @ se e somente se [q, A,v]N[g, B(Y,U,)] # @. Devido a e (3.14)), essa
expressao é equivalente a A} [q, v] N B([q,Y],Uy) # @. Logo, temos que [q,v] € [q, A (Y, Fy)]
se e somente se [q,v] € ™Ay,([q, Y], F,), e, portanto, [q,2,(Y,F,)] = Au([g, Y], F;). Agora,
mostremos que [¢, 2A(Y, F,)] = Ql([ Y] f’). Sejam v € A(Y, F,) e U, € Oy. Existe A, € F,
tal que Ao C B(Y,U,). De ( e , segue que A [q,v] C B([q,Y],Uy), de modo que
[q,v] € A([q, Y], F}) e [q, (Y, ]-"q)] C 91([(1, Y], F,). A outra inclusdo é andloga. A igualdade
para o dominio de atracao uniforme fraca é analoga a igualdade para o dominio de atracao
fraca e a igualdade para o dominio de atragao uniforme é andloga a igualdade para o dominio
de atracao.

Mostremos, agora, o item 3. Se Y ¢é um F,-semiatrator fraco, entao 2, (Y,F,) é
uma vizinhanca de Y em F. Segue do item 2 e do fato de p ser um homeomorfismo que
Au([g. Y], F,) ¢ uma vizinhanca de [¢,Y] em 7' (b). Portanto, [¢,Y] ¢ um F,-semiatrator
fraco. A reciproca é provada analogamente. Tendo em vista o item 2, as demonstracoes para
os demais tipos de atratores é andloga.

Por fim, mostremos o item 4. Se Y é um JFj-atrator fraco, existe uma cobertura
aberta U, € O, tal que B(Y,U,) C A, (Y, F,). Segue de e do item 2 que B([q,Y],U;) C
2, (lg, Y], F,), o que significa que [g, Y] é um F -atrator fraco. A reciproca é obtida a partir

de uma argumentacao andloga. Uma argumentacao analoga também permite obter o resul-

tado para os demais tipos de atratores. O
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Teorema 3.16. Seja Y um subconjunto de F. Entao,

1. Y € S,-estdvel se e somente se [q,Y] € H,-estdvel.

2.Y ¢éS,-uniformemente estdvel se e somente se [q,Y] € H,-uniformemente estdvel.
3. Y €S,-equiestdvel se e somente se [q,Y] é H,-equiestdvel.

4. Y é S,-orbitalmente estdvel se e somente se [q,Y] é H,-orbitalmente estdvel.

5. Y ¢ Fy-assintoticamente estdvel se e somente se [q,Y] € F,-assintoticamente estdvel.

Demonstracao: Suponha que Y é Sg-estavel e fixe v € F e Uy, € O,. Como Y é S;-estdvel,
existe uma cobertura aberta V, € O, satisfazendo S,B(v,V,) C B(Y,U,). Logo, segue de
e que H,B([g,v],Vs) C B(lg,Y],Uy). Portanto, [¢,Y] é H,-estdvel. Analoga-
mente, prova-se a reciproca. O item 2 é analogo ao item 1.

Agora, suponha que Y é S,-equiestavel. Se v ¢ F, existe uma cobertura aberta
U, € O, tal que v ¢ m. Tendo em vista e , concluimos que [g,v] ¢
H,B([q,Y],Uy), de modo que [q,Y] é H,-equiestavel. A reciproca segue de e .

Suponha, agora, que Y é S;-orbitalmente estével e fixe uma vizinhanca U de [¢, Y] em

7" (b). Tome uma vizinhanca Ur de Y em F tal que [q, Ur] = U. Como Y é S,-orbitalmente
estavel, existe uma vizinhanca Vp de Y em F' tal que S§;Vr C Vi C Up. De , segue
que H,lq, Vr] C ¢, Vr] C U, mostrando que [q, Y] é H,-orbitalmente estdvel. Analogamente,
mostra-se que Y é S,-orbitalmente estavel se [q, Y] é H,-orbitalmente estédvel.

Por fim, o item 5 é uma consequéncia imediata do item 2 deste teorema e do item 4

do Teorema [3.15] O

Observacao 3.17. Se a acdo de H, em Q) € livre em q, entao seque da Proposicao que
a aplicagao p dada em ¢ uma f~t-conjugacao topoldgica, onde f=* é o homomorfismo
de semigrupos dado em (3.4)). Neste caso, os Teoremas|3.1j, [3.15 e[3.16 podem ser obtidos
imediatamente a partir dos resultados da Se¢ao do Capitulo 3.
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Agora, sejam X C E e Y C F tais que que X N7, (b) = [¢,Y]. Note que
A, C A, para todo A € F. (3.17)

Além disso, temos de que, para toda cobertura aberta U € O,
B(lg, Y],U) = B([q. Y],U) N 75 (b) C B(X,U) N (b). (3.18)
Esses fatos nos permitem demonstrar os seguintes resultados.
Teorema 3.18. Sejam X C E e Y C F tais que que X Nw'(b) = [q,Y]. Entdo,
w(lg. Y], 7)) Cw(X, F)Nag (), Jg. Y], Fy) CIX, F)Nmy'(b)
e D([q,Y],0(A,)) € D(X, A) N7 (b), para todo A C S.

Demonstragao: De (3.17)), temos que
w(lg. Y, F) = [ Afa.Y]C (ﬂ E) Nag'(b) = w(X, F) Nag' ().
ALEF, AeF

Agora, dado v € F, temos, de (3.17)) e (3.18)), que
Jgo, F) = () ) AB(g. 0] U)

UpeOy, A/q G]‘—(lz

C (ﬂ N AB([q,v],L{)) Nyt (b)

UeO AeF
= J([g, ], F) N 75" ()
C J(X, F)nng'(b).
Dai,
I(a.Y), 7)) = | I 0], F)) € J(X, F)nag'(b). (3.19)

veY

Por fim, uma vez que, para todo A C S nao-vazio,

D(lg, Y], (Ag)) = (g, Y], {p(Ag)}) e D(X,A) = J(X, {4}),

o resultado para os prolongamentos segue imediatamente de (3.19)). a

Com relacao a dominios e regides de atracao e atratores, temos os teoremas a seguir.
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Teorema 3.19. Sejam X C E e Y C F tais que X N7 (b) = [q,Y]. Entdo,
1. Atry([q, Y], F)) C Atry (X, F) Nwg' (b) e Atryu(lq, Y], F) C Atryu (X, F) Ny’ (b).
2. (g, Y], F}) C (X, F) Nt (b) e W[, Y], F) C Aupu(X, F) Nt ().

Demonstragdo: Para provar o item 1, seja [¢,v] € Atr,([g, Y], F;). Entao, w([g,v], F;) N
[q,Y] # @. Isso implica que w([g,v], F;) N X # @. Como w([q,v],F;) C w([g,v],F), con-
clufmos que w([g,v], F) N X # @. Portanto, [¢,v] € Atr,(X,F) N 75" (b). Analogamente
mostra-se que Atryy([q, Y], F)) C Atryu(X, F) N7y (b).

Agora, tome [q,v] € ,([q,Y], F). Entao, Al[q,v] NB([g,Y],Uy) # @, para quais-
quer A, € F, e Uy, € Op. Segue de e que Alg,v] N B(X,U) # @, para
quaisquer A € F e U € Op. Isso significa que [g,v] € A, (X, F) N 75" (b) e, portanto,
Au([q, Y], F)) C (X, F) N7y (h). A inclusdo Ayu([g, Y], F,) C Awu(X, F) N7y' (b) pode

ser demonstrada de maneira analoga. a

Teorema 3.20. Suponha que a fibra tipica F de &[F] é compacta e que F é uma base de
filtro de subconjuntos de S. Sejam X C E eY C F tais que X N7y, (b) = [q,Y]. Entdo,
Atr(X, F) Nrpt(b) € Atr([g, Y], F) e Atr, (X, F) Nagl(b) C Atry([q, Y], F,).

q

Demonstragao: Inicialmente, mostremos que F; é uma base de filtro de subconjuntos de H,.
Segue das hipdteses sobre F assumidas na Secao que A # @, para todo A € F. Além
disso, dados Ay, B; € F,, existe C' € F tal que C C AN B. Assim, C; C A, N B}, de modo
que JF, ¢ uma base de filtro de subconjuntos de H,. Esse fato, somado ao fato de que F
é compacto, nos permite concluir, a partir da Proposicao m que w([q,v], F,) # @, para
todo [q,v] € w5 (b). Como w(lg,v], F,) C J([g,v], F,), para todo [g,v] € 75" (b), temos que
J([g,v], F,) # @, para todo [q,v] € 7 '(b). Agora, tome [g,v] € Atr(X, F) N 7' (). Entdo,
w(lg,v], F;) C X. Dai, segue do Teorema m que

w(lg, ], ) € wlg,v], F) Nwg'(b) € X N (b) = [¢,Y],

mostrando que [q,v] € Atr([q, Y], F,). Portanto, Atr(X,F) N w5 (b) C Atr([q, Y], F). Ana-
logamente mostra-se que Atr, (X, F) Nwy'(b) C Atr,([q, Y], F}). O
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Teorema 3.21. Sejam K C E e Y C F, com K compacto, tais que K N7zt (b) = [q,Y].

Entao,

1. UK, F)ynrg'(b) c Wlq, Y], F)) e Au(K, F) Nyl (b) € Aullg, Y], F)).

q
2. [q,Y] € um F,-atrator (respectivamente um F,-atrator uniforme) se K ¢ um JF-atrator

(respectivamente um F-atrator uniforme).

Demonstracdo: Seja [q,v] € A(K, F)Nrg'(b) e fixe U, € Oy. Do Lema , temos que existe

uma cobertura aberta W € Op tal que
B(K, W) Nmgt(b) C g, BY.Uy)] = B([a, Y].Uy).
Como [gq,v] € A(K, F), existe A € F tal que A[g,v] C B(K,W). Logo,
Allg,v] € Alg,v] N 75 (b) C B(K,W) N7 (b) € B(lg, Y], Uy),

de modo que [¢,v] € A([q, Y], F)) e A(K,F) nwg'(b) € A(lg,Y], F,). Agora, se K é um

q
F-atrator, existe uma cobertura aberta U € Op tal que B(K,U) C A(K,F). Note que

B(K,U) N7y (b) é uma vizinhanga de [g,Y] em 75" (b). Uma vez que Y é compacto, existe
uma cobertura aberta W, € O, tal que B([g, Y], W,) C B(K,U) N 7' (b). Logo,
B(lg, Y], Ws) C B(K,U) Ny (b) € UK, F) Nyt (b) € Allg, Y], F),

o que mostra que [¢,Y] é um F;-atrator. O caso uniforme é andlogo. O

Por fim, apresentamos alguns resultados sobre conjuntos estaveis no espaco total e nas

fibras de £[F.
Teorema 3.22. Sejam X C E eY C F tais que X N7, (b) = [¢,Y]. Entdo, [¢,Y] €

H,-equiestdvel se X é S-equiestduvel.

Demonstragio: Suponha que X é S-equiestavel e fixe [¢,v] € 75 (b) tal que [g,v] ¢ [q,Y].
Entao, [q,v] ¢ X. Logo, existe uma cobertura abertad € O de modo que [¢q,v] ¢ SB(X,U).
Por outro lado, temos, de (3.15)), que
HQB([Qu Y]?“b) = Hq (B([Q7 Y]?“) ﬂ Wg'l(b>) C HQB([Q7 Y]7U) m Hqﬂ—g'l(b>
C HB(lg, Y],.U) N7g' (b) € SB(X,U).
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Dali, resulta que [¢,v] ¢ H,B([q,Y],Us) € [q,Y] é H,-equiestével. 0

Teorema 3.23. Sejam K C E e Y C F, com K compacto, tais que K N 7' (b) = [q,Y].

Entao,

1. [q.Y] € H,-orbitalmente estdvel se K é S-orbitalmente estdvel.
2. [q,Y] € Hy-estivel se K € S-estdvel.

8. [q,Y] € F;-assintoticamente estdvel se K ¢ F-assintoticamente estdvel.

Demonstracao: Suponha que K é S-orbitalmente estavel. Seja U uma vizinhanca de Y em
F. Do Lema temos que existe uma cobertura aberta U € O tal que B(K,U) N7y (b) C
l[q,U]. Como K ¢é S-orbitalmente estével, existe uma vizinhanga V de K em E tal que

SV C V C B(K,U). Assim, V N7, (b) é uma vizinhanca de [¢,Y] em 7' (b) tal que

Hy (VNrg' (b)) € HV N Herp' () C HgV Nyt ()
CcSVNnryt(b) Cc VNnrgl(b)
C B(K.U) Ny (b) C [q,U],

de modo que [¢, Y] é H,-orbitalmente estavel.

Para mostrar o item 2, suponha que K é S-estavel e fixe uma cobertura aberta U, € O,.
O Lemagarante a existéncia de uma cobertura aberta W € Op tal que B(K, W)Nr ' (b) C
l¢. B(Y,U,)] = B([¢, Y], Us). Por sua vez, a S-estabilidade de K implica a existéncia de uma
cobertura aberta V € Op tal que SB(K,V) C B(K,W). Dali, segue de (3.18]) que

H,B([q,Y], V) C SB(K,V)Nngz'(b) C B(K,W)nx'(b) C B([g,Y],Us),
o que mostra que [q, Y] é H -estavel.

O item 3 é uma consequéncia imediata do item 2 e do item 2 do Teorema [3.21] a

Os resultados obtidos neste capitulo podem ser aplicados nos exemplos de fibrados

principais, associados e vetoriais apresentados no Exemplo [£.7] e no Apéndice [A]
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CapriTULO 4

Lema da uniformidade de Fenichel

Em [5] 6], Bhatia e Szegd apresentam um estudo detalhado sobre estabilidade de Lya-
punov no contexto de fluxos em espacos métricos. Parte desse estudo consiste em relacionar
os diversos conceitos de conjuntos estaveis e atratores. Em [19], Braga Barros, Souza e Rocha
apresentam generalizacoes desses resultados no contexto de acoes de semigrupos e sistemas
de controle. Além disso, sao apresentados também resultados que relacionam estabilidade de
Lyapunov e atracao com os atratores da teoria de Conley.

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados que complementam os resultados obti-
dos em [19]. Tendo como espago de fase o espaco total de um fibrado vetorial, apresentamos
resultados sobre a relacao entre os conceitos de conjuntos estaveis e atratores para semifluxos
n-dimensionais e sistemas de controle. Em ambos os casos, os resultados sao obtidos para a
secao zero do fibrado vetorial em questao.

Os resultados sao obtidos em fibrados vetoriais cujo espago base é compacto. A

notacao e os resultados basicos sobre essa classe de fibrados vetoriais podem ser encontrados

na Subsegao [A.5.2]

4.1 Introducao

E natural, no contexto de fibrados vetoriais, estudar fluxos ¢ cujas aplicacoes ¢;, com

t € R, sao lineares. Tais fluxos sao chamados fluzos lineares.

Definicao 4.1. ([24, Defini¢do 5.1.1)) Seja m : E — B um fibrado vetorial de dimensdo

finita. Um fluxo linear em E € um fluro continuo ¢ em E tal que, para quaisquer \,t € R
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ee, e € E, comm(er) =m(eq),

T(9(t,e1)) = (Bt e2))
d(t, Ae1 + e2) = Ag(t, e1) + @(t, e2).

O Lema da uniformidade de Fenichel para fluxos lineares em fibrados vetoriais relaci-

ona atragao com estabilidade exponencial.

Teorema 4.2. ([24, Lema 5.2.7]) Seja m : E — B um fibrado vetorial de dimensdo finita

cujo espago base é compacto e seja ¢ um fluzo linear em E. Suponha que

limsup ||¢(¢,e)|| = 0, para todo e € E,

t—+00

Entao, existem constantes C, > 0 tais que

lo(t,e)|| < Cexp(—ut)|ell, para quaisquert >0 ee € E.

Neste capitulo, apresentamos versoes do Lema da uniformidade de Fenichel nos con-
textos de semifluxos n-dimensionais e sistemas de controle. Em ambos os casos, o Lema da
uniformidade de Fenichel nos permite provar que os conceitos de atratores e de estabilidade

assintotica sao equivalentes para a secao zero Z de F.

4.2 Semifluxos n-dimensionais

Seja m: E — B um fibrado vetorial de dimensao finita cujo espago base é compacto

e metrizdvel como na Subse¢ao [A.5.2] Seja ® um fluxo n-dimensional em E. Denote por
(t1,...,tn) e =P((t1,...,tn),€), onde (t1,...,t,) E R" ee € E.

Ao longo desta se¢do, assumimos que, para quaisquer (ty,...,t,) € R", A € R e

e, 69 € E tais que m(ey) = m(ea),

T((t1, ... tn) -e1) =7((t1, ..., tn) - €2)

(4.1)
(tl,. .. ,tn) . ()\61 +€2) = )\(tl, Ce ,tn> - el + (tl, Ce 7tn> * €9.
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Note que (4.1)) implica que, para quaisquer (tq,...,t,) E R e e € E e b € B tais que

m(e) = b, a aplicacao

(1 ta)lg, 0 BEo = Ex(trta)e)

e = (ty,..tn)|g € = (1) €

estd bem definida e é linear.

Fixe i € {1,...,n} e considere o subsemigrupo de R" dado por

A