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Resumo

O presente trabalho concerne a existéncia e taxas de decaimento uniforme associadas a
equacao de Schrodinger em trés momentos. Primeiramente, sobre uma variedade Rieman-
niana compacta n — dimensional (M, g), estabeleceremos taxa de decaimento uniforme para
a equacao de Schrodinger sujeita a dissipagao interna nao — linear localmente distribuida
sobre a variedade. Assumiremos que a desigualdade inversa para o modelo linear deste
problema acontece. Taxas de decaimento uniforme como as de Lasiecka e Tataru [65] serao
obtidas. Mostraremos ainda que, quando comparamos o método de multiplicadores com
a andlise microlocal para a equagao da onda, acreditamos que assumir a desigualdade de
observabilidade para o nosso modelo ainda seja a melhor escolha. Tal método também é
vélido para as equagoes de onda, placa, etc. Posteriormente, estudamos a existéncia bem
como a estabilidade exponencial em nivel de H' para a equacio de Schrodinger damped
(dissipada) em um dominio exterior bidimensional €2 com fronteira regular 9. Ela é assim
chamada por causa do termo dissipativo, que é o mesmo usado em Dehman, Gérard e Le-
beau [48] e Laurent [74]. A prova da existéncia é baseada em propriedades de operadores
pseudo — diferenciais introduzidas por Dehman, Gérard e Lebeau [48]. Um procedimento
de ponto fixo e a desigualdade de Brézis — Gallouet [20] serao requeridos ao obter a boa —
colocacao de solucdes sobre o espaco H2(f2). No que diz respeito a obtencdo de solugoes
fracas em HE (), temos os seguintes resultados: utilizando o método de Ozsan, Kalan-
tarov e Lasiecka [98], obtemos a existéncia para N = 2,3, o qual é baseado na teoria de
operadores mondtonos. Além disso, obtemos a existéncia de solugdes H{ () N LP2(Q)
independentemente da dimensao do dominio 2. O outro resultado com respeito & solucao
fraca H&(Q) ¢é a boa — colocacao via método do ponto fixo quando N = 2, cujo ingrediente
principal é o uso de uma estimativa de Strichartz provada por Anton, [6] para N = 2. A
estabilidade exponencial é conseguida combinando argumentos primeiramente considerados
por Zuazua [122] para a equagao de onda adaptado ao presente contexto e um teorema de
continuacao unica global. Por fim, estudamos em dimensoes 2 e 3, a equacao de Schrodinger
nao — linear sobre dominios limitados sujeita a condicao de fronteira Wentzell. Provamos
a existéncia local e unicidade sobre o espago de Sobolev H?(f2), donde obtemos a boa —
colocagao global quando N = 2. O primeiro resultado baseia — se provando a boa — co-
locacao do modelo linear tratando o problema como um problema Wentzell, [118], para o
qual, métodos de semigrupos serao aplicados. A obtencao da boa — colocagao do modelo
nao — linear requer reformular o problema tendo uma condi¢ao de contorno dinamica, de
modo que um argumento ponto fixo é aplicado. Quando N = 3, somos capazes de provar
a existéncia global de solugoes fracas no espaco de Sobolev V = H%O(Q) (espago este a ser
definido posteriormente) via método de Faedo — Galerkin, mas, nao conseguimos obter a
unicidade ou a dependéncia continua sobre os dados iniciais, exceto quando substituimos
a nao — linearidade |y|?y por uma funcio globalmente Lipschitz de V em V. A estabili-
dade exponencial do modelo linear foi estabelecida anteriormente na literatura. Além disso,
adaptamos técnicas do modelo linear para alcancar a estabilidade exponencial do modelo
nao — linear em nivel de H'.

Palavras — chave: Equacao de Schrodinger. Existéncia. Taxas de decaimento uniforme.



Abstract

The present work concerns the existence and uniform decay rates associated with
the Schrodinger equation in three moments. At first, on a compact n — dimensional
Riemannian manifold (M, g), we establish uniform decay rate estimates for the linear
Schrodinger equation subject to an internal nonlinear damping locally distributed on
the manifold. We shall assume that the inverse inequality for the linear model of
this problem occurs. Uniform decay rate as considered in Lasiecka and Tataru [65]
will be obtained. Also show that when we compare the method of multipliers with
the microlocal analysis for the wave equation, make us believe that assuming the
observability inequality is still the best choice. This method is also valid for the
wave equations, plate, etc. Posteriorly, we study the well-posedness as well as the
exponential stability in H!'— level for the damped defocusing Schrodinger equation
posed in a two dimensional exterior domain 2 with smooth boundary 9. It is so
called because of the dissipative term, which is the same used in Dehman, Gérard
and Lebeau, [48] and Laurent, [74]. The proof of the existence is based on properties
of pseudo — differential operators introduced in Dehman, Gérard and Lebeau [48]. A
fixed point procedure and the Brézis — Gallouet inequality will be required to obtain
the well — posedness for solution in the space H?(§2). With regard the existence of weak
solutions on the space HJ(f2), we have the following results: employing the method
used by Ozsar1, Kalantarov and Lasiecka [98], we proved the existence for N = 2,3,
which is based in monotone operator theory. Moreover, we obtained the existence of
the solutions H}(Q) N LP™2(Q) independent of the dimension of the domain €. The
other result regarding to the weak solution HJ () is the well — posedness making
use of fixed point procedure and Strichartz estimates proved by Anton, [6]. The
exponential stability is achieved combining arguments firstly considered by Zuazua
[122] for the wave equation adapted to the present context and a global uniqueness
theorem. Finally, in dimensions 2 and 3 we study the nonlinear Schrodinger equation
on bounded domains subject to a Wentzell (dynamic) boundary condition. We prove
the local well — posedness on the Sobolev space H?(2), where we obtain the global
well — posedness when N = 2. The former result relies on first proving the well —
posedness of the linear model through treating the problem as a Wentzell problem,
[118], to which semigroup methods are applied. Obtaining well — posedness of the
nonlinear model requires reformulating the problem as having a dynamic boundary
condition, to which a fixed point argument is applied. In three dimensions we are able
to prove global existence of weak solutions on the Sobolev space H'(2) by the Galerkin
approach, but we are not able to obtain uniqueness or continuous dependence on the
initial data, except when substituting the nonlinearity |y|*y by a globally Lipschitz
function on V' (this space to be set later). The exponential stability of the linear model
has been established previously in the literature. Moreover, we adapt techniques from
the linear model to achieve exponential stability of the nonlinear model in H* — level.
Keywords: Schrodinger equation. Existence of solution. Uniform decay rates.
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Introducao

A presente tese tem como objeto de estudo a equacao de Schrodinger abordando a
existéncia de solucao, bem como taxas de decaimento uniforme associada.

1.1.Equacao de Schrodinger

Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (Viena — Erdberg, 12 de Agosto de
1887 — Viena, 4 de Janeiro de 1961) foi um fisico tedrico austriaco famoso por suas
contribuicoes a Mecanica Quantica, especialmente a Equacao de Schrodinger, pela
qual recebeu o Nobel de Fisica em 1933. Ele deixou a Austria depois da invasao de
Hitler e se tornou professor em Dublin, Irlanda. Uma personalidade com interesses
extremamente amplos. Ele foi um dedicado estudante de pintura no estilo italiano,
botanica e quimica. No final da sua carreira, ele se tornou um pioneiro no campo
conhecido hoje como biofisica e escreveu um popular livro chamado “What is Life?”
Propos o experimento mental conhecido como o Gato de Schrodinger.

-

Figura 1.1: Erwin Schrodinger

Antes de estudar o modelo matemaético da equacao de Schrodinger, faremos uma
breve introducao fisica desta equagao.
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1.1.1. Introducdo ao Modelo

A descricao fisica da dinamica de uma particula é dada pela equacao de autovalores

HJp) = E|y), (1.1.1)

onde H é o operador Hamiltoniano, dado pela soma dos operadores que representam
- PO
a energia cinética cldssica e potencial (H = 2~ + V). O autovalor E é a energia do
sistema e [¢) é o vetor de estado da particula. Quando os operadores sao aplicados
num vetor de estado com bases nas posi¢ao da particula, uma fungao de onda ¥ (7, t) é
obtida e a equacgao de Schrodinger é utilizada para descrever sua dinamica, na forma
h? oY (T,t)
— — V(7 t) + V(7 t) = ih———2, 1.1.2
S V) + VO E) = i (112)
onde ¥ (7,t) é uma funcao de onda que detem todas as informagoes da particula,
descrita nas coordenadas espaciais 7 e tempo t. Aqui, V? é o Laplaciano, dado pelas
derivadas segundas parciais nas posi¢oes e m ¢ a massa da particula.

Uma funcao de onda possui informacoes temporais sobre sua posicao e energia,
como dado na equacgao abaixo para uma particula submetida a um potencial inde-
pendente do tempo e em estados estacionarios

(7, t) = (e BN, (1.1.3)
Como a funcao de onda é complexa por natureza, a informacao fisica esta contida em
(7, 1), (1.1.4)

que representa a probabilidade de encontrar a particula em determinadas regioes do
espaco. Outras grandezas fisicas importantes, como a energia e posicao, sao obtidas
dos valores esperados (E) e (r).

Grandes avancos foram obtidos com a elaboracao desta area, como lasers, dispo-
sitivos eletronicos e na informacao dita quantica.

- 12 -
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1.1.2. Estudo Matematico

Seja 2 um dominio limitado do R™. Consideremos abaixo, a equagao de Schrodinger
nao — linear:
iy +Ay+AyPy=0 emQ
y=20 sobre 02 =T (1.1.5)
y(0) = o em {2
Procede — se de forma heuristica. Formalmente, multiplicando a equagao (1.1.5) por
7 e integrando em €2, obtemos:

i/@tyyda:—/|Vy|2dx+)\/|y|4d:v:0. (1.1.6)
Q Q Q

Tomando a parte imaginaria de (1.1.6), resulta que

1 d 2 _
§E/Q|y] dr = Re /Qatyyd:E—O,
donde,
1 , 1 , i
Ey(t) = 3 ly|* de = 3 lyo|“ dz  (Conservagao de massa) . (1.1.7)
Q Q

Por outro lado, ao multiplicar a equacao (1.1.6) por 0,g, integrando em (2, chega-
mos a

i/|8ty|2dx—/VyVytdaz+)\/|y|2yytdx:O.
Q Q Q

Tomando a parte real da equagao acima, decorre que

d 1 ) A
Z = de — 2 4de| =
o {2 /QIV?A T =7 /Q!y| x] 0,

o que nos fornece que

1 A
Bi(t) =5 / VP de— / | de

X \ (1.1.8)
== / IV yol*dor — = / lyo|*dz  (Conservagdo de energia) .
2 Jo 4 Ja

A seguir, apresentaremos alguns conceitos utilizados no decorrer deste manuscrito.
A seguinte defini¢ao, pedimos emprestado de Linares e Ponce, [78], pagina 90.

- 13 -
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Definicao 1.1.1

Considere a equacao de Schrodinger

i0y+Ay+Mylfy=0.

Quando A\ > 0, dizemos que a equacao de Schrodinger é chamada focusing.
Por outro lado, se A < 0, dizemos que a equacao de Schrédinger é defocusing.

Aqui, usaremos o mesmo conceito empregado por Cazenave, [[41], observagao 3.63,
pégina 80]:

Definigcao 1.1.2

Consideremos a equagao de Schrédinger em geral (nao necessariamente (1.1.5) ou
os modelos apresentados nesta tese). Dizemos que a solugao y é dita solu¢ao H?,
se y é uma solucgao com valor em H}(Q) N H*(Q).

Suponha agora que dada equagao de Schrodinger admita decaimento exponencial (por
exemplo, os modelos (1.2.1), (1.3.1) e (1.4.1) nesta tese). Temos a seguinte definigao:

Definigao 1.1.3

Dizemos que uma solucao y da equacao de Schrodinger é uma solucao em nivel de
L? se o decaimento exponencial obtido é da forma

Eo(t) < Ce " lyolliz

onde a energia Ey(t) é dada em (1.1.7).
Analogamente, uma solucao em nivel de H' é assim chamada, se o decaimento
exponencial é

Ei(t) < Ce |yl o)
onde a energia F;(t) é dada em (1.1.8).

A equacao de Schrédinger nao — linear possui numerosas aplicagoes fisicas como
modelos nao — lineares em fisica de plasma e fibra épticas, conforme Ozsari, [98].
No contexto unidimensional, Linares e Ponce [78], apontam que quando a ndo —
linearidade é cubica, isto é, possui a forma |y|?y, a equagao de Schrodinger nao —
linear modela a propagacao de pacotes de ondas na teoria de ondas de dgua (water
waves).

Para uma leitura aprofundada sobre o estudo da equagao de Schrodinger em

dominios limitados e nao — limitados, as seguintes bibliografias sao sugeridas: Brézis,
[17], Cazenave [41] e Linares e Ponce [78].

- 14 -



& ) i
N - 15 - Capitulo 1. Introdugdo

O objetivo desta tese é estabelecer a boa — colocacao e o decaimento exponencial
dos seguintes modelos:

1.2.Equacao de Schrodinger e Placa com Dissipacao
N3o — Linear Localmente Distribuida

Considere (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n com
fronteira regular e as equacoes de Schrodinger e placa, respectivamente:

10y + Ay +ia(x) g(y) =0 em M x (0,00)
y=0 sobre OM x (0, 00) (1.2.1)

Oy + A%y +ia(x) g(y;) =0 em M x (0,00)
y=Ay=0 sobre M x (0, c0) (1.2.2)
y(0) = yo, v:(0) =y, em M.

A funcao a(+), responsavel pelo efeito de dissipagao localizada, satisfaz a seguinte
condigao:

a€ L®(M);a(x) >ay>0emw C M, (1.2.3)

onde w é um subconjunto aberto de M propriamente contido em M.

Considerando g = 0, isto é, quando (1.2.1) e (1.2.2) sao lineares, assumiremos a
hipotese principal:

Hipétese 1.2.1 (Hipé6tese Principal)

Existe (w,Ty), To > 0,w CC M, tal que as seguintes desigualdades de
observabilidade acontecem:

T
ol l72(an SC/O /Iy(m,t)l2dxdt, (1.2.4)

para o problema (1.2.1),

T
1yl lZ2 ) + 11 A0l 7200 < C/ / |0y, 1) | da dt, (1.2.5)
0 w

para o problema (1.2.2)

para algum C' = C(w,Tp) e para todo T' > Tj.

- 15 -
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Discutiremos no que segue, alguns exemplos onde as condigoes (1.2.4) e (1.2.5)
ocorrem. Uma condi¢do suficiente para (1.2.4) ou (1.2.5) ser satisfeita foi obtida
por Lebeau [75] (veja também Dehman, Gérard e Lebeau [48]). E bem conhecida
a Condigao de Controle Geométrico (CCG) devido a Bardos, Lebeau e Rauch [9], a
saber:

Condicao de Controle Geométrico - CCG

Assuma que as geodésicas de M ndo tém contato de ordem infinita com OM.
Seja w um subconjunto aberto de M e suponha que exista Ty > 0 tal que toda
geodésica de tal forma que cada geodésica viajando na velocidade 1 e emitido no
t =0 encontra w em um tempo t < 1j.

Contudo, a condigao CCG ndao € necessdaria, em geral, como segue dos trabalhos de
Jaffard [61] ou Burq e Zworski [28]. Por exemplo, quando M = T? é o toro flat de
dimensao dois equipado com a métrica flat, Jaffard [61] provou o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1

Seja (M, g) = (T?, flat). Dado T > 0 e qualquer conjunto aberto w C T? existe
uma constante C' > 0 tal que a estimativa da desigualdade de observabilidade
(1.2.4) (ou (1.2.5)) acontece.

A prova do teorema acima contida em Jaffard [61] depende sobre resultados sobre
funcoes pseudo-periddicas devidas a Kahane. Posteriormente, uma nova prova para o
teorema (1.2.1) foi provada por Macia [86] fazendo uso de argumentos microlocais e
sua prova é baseada sobre o resultado de estrutura para medidas semi-classicas para
fluxo de Schrodinger sobre o toro.

O teorema de Jafard mostra que embora nao esteja satisfeita a CCG para o toro
flat, a desigualdade inversa acontece. A figura 1.2, a seguir, ilustra um exemplo onde
a CCG nao é satisfeita. A geodésica v nao encontra w.

O teorema de Jafard assegura que para a equacao de Schrodinger ou placa existe
algumas variedades (M, g) onde (CCG) nado é uma condi¢do necessdria e suficiente
para estabelecer a estimativa da desigualdade de observabilidade. No entanto, Macia
[86], provou que a CCG é equivalente a desigualdade de observabilidade (1.2.4) quando
(M, g) tem fluxo periddico (também conhecida como variedades Zoll).

- 16 -
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Figura 1.2: Exemplo onde a GCC nao acontece. A geodésica v nao encontra w

Hipotese 1.2.2

As seguintes hipoteses sao feitas sobre a funcao g foram emprestadas de Lasiecka
e Triggiani [67]:

(Hy) (i) g: C — C é continua , g(0) = 0.

(ii)) g é a subdiferencial de J,, isto é, g(z) = 0Ji(z), onde J; : C —
R = (—o00,400] é uma fungao propria, convexa e semicontinua inferi-
ormente.

(iii) Re{(g(z) —g(v))(zZ—v)} >0, Vz,v € C.
(iv) Im{g(2)z} = 0. Note que para v = 0, temos que de (iii) que

Re{g(z)z} =2 0,
que implica, em vista de (iv), que
Re{g(2)z} = g(2)2 2 0

e, consequentemente,

9(2)z =19(2)z|.

(Hs) Existem m,c > 0 tal que

(a) m|z|]? < g(2) 7, se |z| < 1.
(b) lg(2)| < clz], se |z = 1.

Na secao 3.3, pagina 103, estao alguns exemplos de uma funcao g que satisfaz a
hipotese acima.
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H&a uma razoavel literatura com respeito a questao do controle e estabilizacao das
equagoes de Schrodinger e Placa. Entre numerosos trabalhos realizados, gostariamos
de mencionar os seguintes: Beauchard e Laurent [10], Burq, Gérard e Tzvetkov [27],
Burq [26], Cavalcanti et al. [33] e [39], Dehman, Gérard e Lebeau [48], Laurent
(73] e [74], Jaffard [61] , Lasiecka e Triggiani [66], [67] e [68], Lasiecka, Triggiani e
Zhang [64], [70], [71] e [72], Lebeau [75], Linares e Pazoto [77], Machtyngier e Zuazua
[85], Machtyngier [84], Ozsar1[98], Rosier e Zhang [101], [102] e [103], Triggiani [113],
Triggiani e Yao [115], dentre outras contidas nas referéncias bibliogréficas. A maioria
dos trabalhos encontrados na literatura no tocante a estabilizacao da equacao de
Schrodinger (ou placa) sujeita a dissipagao localmente distribuida trata o caso linear
ou nao — linear (equagao focusing ou defocusing), mas a dissipagao local possui um
cardter linear, isto é, g(z) = z. Quando g é nao — linear, temos ciéncia dos trabalho
de Charao et al. [44] onde os autores provam o decaimento polinomial para a energia
de solucoes de uma equacao de placa do tipo Euler — Bernoulli com um termo de
dissipagao nao — linear localizado.

1.2.1. Metodologia e Resultado Principal

O objetivo principal desta proposta é fornecer um método para tratar da estabilidade
assintOtica para certas equagoes lineares sujeitas a dissipagdo nao — linear a(-)g(+).
Apesar de a prova ser simples, é muito eficaz para o tratamento de equacoes lineares
sujeitos a dissipacoes nao — lineares. No que segue, vamos dar-lhe a ideia principal
para o caso especifico do modelo de Schrodinger. Contudo, este método funciona bem
para placas, ondas, etc...

Note que a solugao y do problema (1.2.1), isto é,

10wy + Ay +ia(z) gy) =0 em M x (0,00)
y=0 sobre OM x (0, 00) (1.2.6)
y(0) = yo em M

pode ser escrita como a soma y = ¢ + 2z, de modo que ¢ z sao solugoes dos seguintes
problemas lineares:

0o+ Ap =0 em M x (0,00)

=0 sobre OM x (0, 00)
»(0) = wo em M
e
10z + Az = —ia(x) g(y) em M x (0,00)
z2=0 sobre OM x (0, c0)
2(0) =0 em M.
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Com efeito, denotando w = ¢ + z, entao, w satisfaz

0w + Aw = —ia(z)g(y) em M x (0,00)
w=0 sobre OM x (0, c0)
w(0) = yo em M.

Pondo v = y — w, temos que v é solucao do problema

0w+ Av =10 em M x (0, 00)
v=>0 sobre OM x (0, 00)
v(0) =0 em M,

o que implica que v = 0, ou, em outras palavras, que y = w, como desejado. Tendo
em mente o exposto acima, vamos assumir que a desigualdade de observabilidade
para o problema linear acontece, isto €,

T
ol <€ [ [ leta 0P dod (127)
para algum C' > 0 e para todo T" > Ty. Definindo

1
By(t) 1= 5 ly(0) Bacua

nossa principal tarefa é provar a seguinte desigualdade:

B <Cr [ [ a@) ol + 1)) de i (1.2.8)

Assumindo que (1.2.8) ocorre e procedendo do mesmo modo que em Lasiecka e
Triggiani [67], a solu¢ao do problema (1.2.1) satisfaz a seguinte taxa de decaimento

1
E,(t)< S <T> E,(0) \, 0, para todo t > T, t — oo, (1.2.9)
0
onde a funcao escalar S(t) (contragao nao — linear) é a solugao da seguinte EDO:
d
L S(t)+q(S(1) =0, S(0) = E,(0), (1.2.10)

dt

de modo que a fun¢io ¢ é definida em Lasiecka e Triggiani [67] (veja (2.12) na pagina
492 de [67]). Outra questao importante é a identidade da energia para o problema
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(1.2.1):

t) + Q/t/Mg(y)ydxdt =E,(s); E(t) < E(s),t > s>0. (1.2.11)

A 1ltima importante etapa na prova é o conhecido resultado que estabelece que a
aplicagao {zo, f} — 2 que associa o dado inicial {zy, f} € L*(M) x L'(0,T; L*(M))
para a unica solugao do problema linear

10z +Az=f em M x (0,00)
z2=0 sobre OM x (0, 00)
2(0) = 2o em M,

¢ linear e continua, isto é,

|12]| oo, 2200y) < 20|22y + |1 f 1|22 0,1322(00) - (1.2.12)

Entao, combinando (1.2.3), (1.2.7), (1.2.11) e (1.2.12) e tendo em mente que zy = 0
e f = —ia(x)g(y), deduzimos que

1 1 r
Ey(T) = Slly(M) 200 < 5llwollZ2n < C o, t)]? daedt
2 2
0 w

< é/T/a(x)|g0(x,t)|2dxdt

< C’// ) [ly(z, 6)]7 + |2(x, )] dadt
< // ) [ly D + gy, )] dud,

o qual estabelece o desejado em (1.2.8).

Da explanacao acima, os ingredientes principais para estabelecer estimativas de
taxas de decaimento uniforme para o problema (1.2.1) (ou (1.2.2)) sao a desigualdade
de observabilidade para o problema linear ¢ acima mencionada e a boa — colocacao
para o problema (1.2.1) (ou (1.2.2)). Contudo, a desigualdade de observabilidade tem
sido estabelecida em alguns importantes trabalhos (veja Jaffard [61], Lebeau [75], Ma-
chtyngier e Zuazua [85], Macia [86]).

Consequentemente, resta provar a boa — colocagao do problema (1.2.1) (ou (1.2.2)),

que nao é uma tarefa facil. Para este propdsito, usaremos a teoria de semigrupo nao
— linear. Do exposto, estamos em condigoes para delinear nosso resultado principal.
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Teorema 1.2.2

Assuma que (1.2.3) e as hipdteses 1.2.1 e 1.2.2 estao satisfeitas. Entao, o pro-
blema (1.2.1) (respectivamente (1.2.2)) possui uma tinica solu¢ao generalizada que
satisfaz a taxa de decaimento dada em (1.2.9).

1.3.Equacdo de Schrodinger Defocusing Dissipada em
um Dominio Exterior

Nesta segao, apresentaremos o segundo problema proposto para essa tese, a saber,
o estudo da existéncia bem como exibir taxas de decaimento exponencial da energia
em nivel de H!— relacionada com a equacao de Schrodinger defocusing dissipada em
um dominio exterior:

i0ru+ Au— |[uffu—Au—a(r)(1-A)ta(z)ru=0 em Qx(0,00),
u=0 sobre T x (0,00), (1.3.1)
u(0) = ug em (,

onde A > 0 e  um dominio exterior star — shaped de R?, isto é, Q = R2\();, onde
Q; é um conjunto aberto, limitado e conexo de R? com fronteira regular 9, := I'.
Dizemos que 5 é um obstéculo de R2.

Neste problema, a dissipagao localizada a(-), satisfaz as seguintes propriedades:

a € C(Q) N WH*(Q) é uma funcdo ndo — negativa. (1.3.2)

a(z) > ag > 0 em w,

de modo que w C Q) é definido como segue: Seja R > 0 tal que 0Q C Br = {z €
R?% ||z|| < R}. Disto, definamos w = Q\ Bpg (veja figura 1.3).

Assumiremos que 2; é um dominio star — shaped o que implica que €2 é “non —
trapping” (veja, por exemplo, Ivanovici et al. [60] e Stoyanov [106]), isto é, qualquer
raio refletindo sobre a fronteira de €2 de acordo com as leis da dptica geométrica deixa
qualquer conjunto compacto em um tempo finito, de acordo com a figura 1.4 (a).

A inspiragao para considerar uma dissipacao pseudo — diferential veio do artigo de
Dehman, Gérard and Lebeau [48]. Vale ressaltar que, em [48] os autores consideram o
problema de uma variedade Riemanniana compacta de dimensiao dois, sem fronteira,
enquanto que, no presente problema, considera-se colocado em um dominio exterior
bidimensional, o que traz dificuldades novas e diferentes a serem superadas. A fim
de estudar a existéncia do problema (1.3.1), consideremos A > 0. Contudo, de modo
a estabelecer o decaimento exponencial em nivel de H', somos forcados a considerar
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Figura 1.3: A regido destacada em cinza escuro caracteriza onde os efeitos dissipativos
sao efetivos.

R? R2

(a) Um exemplo de regido “non — trapping”. (b) Um exemplo de regiao “trapping”.

Figura 1.4: Regioces “non — trapping” e “trapping’.

A > 0. Isto sera clarificado durante a prova.

Um termo de dissipa¢ao mais relevante e interessante fisicamente seria i a(z) u.
No entanto, a dissipagao em (1.3.1) é especialmente utilizada para obter a energia em
nivel de H', que é a regularidade na qual vamos resolver a equacao.

1.3.1. Objetivo Principal, Metodologia

Como ja comentamos, o objetivo principal deste problema é provar a existéncia de
solugoes regulares (neste caso, também a unicidade) e fracas para o problema (1.3.1)
e, além disso, que tais solucoes decaem exponencialmente e uniformemente para zero
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na norma de H'. Dito de outro modo, existe constantes positivas C,~, tais que
E(T) < Ce "E(0), Vt > Ty, (1.3.4)

onde E(t) é dada por
1 2 1 4 A 2
E(t)=< [ |Vu(z,t)|*de+ - | |u(z,t)]"de+ = [ |u(z,t)|"de (1.3.5)
2 Ja 4 Jo 2 Ja

para toda solugao H? (regular) para o problema (1.3.1) provido que os dados iniciais
up sao tomados em conjuntos limitados de HJ(12).

A seguir, empregaremos a seguinte definigao variacional de solugao fraca:
Definicao 1.3.1
Dado ug € H} (), u é chamada solucgao fraca do problema (1.3.1) se

L®(0,T; Hy () N C([0,T]; L*(2)) (1.3.6)

e satisfaz
/OT —(u(t), 0 (1)) 12 +1 /OT(V u(t), Vo(t)) 2o dt (1.3.7)
v [ () Puto.e0)
+i /OT <a(x) (1— A)Ya(z) 8, ult), go(t)> dt =0

T
dt +1i A t),o(t dt
LA/3(Q), L4 (Q) o /0 (ulE), ¢ ey

H=1(), Hj(Q)

para toda p € C$°(0,T; H} (Q)) e para quase todo t € [0,T].

Para esta finalidade, as seguintes ferramentas sao consideradas:

1. A fim de provar a existéncia de solucoes regulares e fracas para o problema
(1.3.1), nés pedimos emprestados as ideias de Dehman, Gérard e Lebeau, [48],
(veja também em Laurent [74]) baseadas em propriedades de operadores pseudo
— diferenciais. No caso de solugoes H?, um argumento de ponto fixo e a desi-
gualdade de Brézis — Gallouet [20] serao usados, no qual serd possivel obter a
unicidade. Com respeito & solucao H', estudaremos dois métodos:

(a) o procedimento empregado por Ozsar1, Kalantarov e Lasiecka, 98] serd uti-
lizado. O trunfo deste método é recorrer a teoria de operadores monotonos,
motivado pelos recentes estudos no contexto de equagoes de Ginzburg —
Landau (veja por exemplo, Okazawa [90] e Okazawa e Yokota, [91], [92]
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e [93]). No que segue, para N = 2,3, disponibilizaremos uma descrigao
qualitativa para a estratégia utilizada na obtencao de solugoes fracas.

e FEtapa 1: Como feito em Dehman, Gérard e Lebeau, [48], o problema
(1.3.1) pode ser reescrito como

Ov—iAv—Ryv+ilJ "It o+idJ to=0
v=Ju (1.3.8)
v(0) = vy = Jug € Hy(Q) N H*(Q)

onde onde Ry é um operador pseudo — diferencial de ordem zero defi-
nido por

Royv=(—iA+iAJ o, (1.3.9)

de modo que J é um isomorfismo sobre H*(£2), s € R, assim caracte-
rizado

Jv=(1+ia(x)(1—-A)"a(z))v. (1.3.10)

e Ftapa 2: Procuraremos por uma solucao u da seguinte forma v :=
2z +w onde z é a solucao da equagao de Schrodinger linear com dado
inicial ug e w satisfaz o seguinte problema com termo nao — linear
dependendo sobre z:

Ow—iAw+ F,(w) =0 em € x (0,00)
w =20 sobre I' x (0, 00) (1.3.11)
w(0) =0 em

onde
F.(w)=iXJ Yz +w)+id J ez +w) PT Hz+w) — Ro(z +w).

e Ftapa 3: Em seguida, consideremos uma aproximacao do problema
(1.3.11), definida por w, com F,(w) substituida por uma conveni-
ente F, (w,). O termo nao — linear F, (w,) é caracterizado pela apro-
ximagao de Yosida e uma aproximante regular z, do problema linear,
construfda tomando dado inicial u® regular.

e [ltlapa 4: Para cada valor do parametro n e escolhido v, obteremos
Unica solucao regular da solucao w,, gracas a ajuda de um resultado
provado por Ozsar1, Kalantarov e Lasiescka, [98] (Lema 2.4.1, pagina
66), levando em conta a forga da propriedade Lipschitz da aproximagao
de Yosida, a regularidade de v, e o fato que Ry e J sao operadores
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pseudo — diferenciais de ordem zero.

e FEtapa 5: Definamos v, := z, +w,. Esta é a aproximacao procurada
para o problema (1.3.8) e pela equivaléncia com o problema original,
obtemos uma aproximagao regular u, (no espago Hj(Q) N H?(Q2)) do
problema (1.3.1).

e Ftapa 6: Provaremos estimativas apropriadas a priori, ao qual obte-
remos limites fracos das correspondentes subsequéncias e mostraremos
que estes limites satisfazem (1.3.7).

(b) O outro método utilizado é um procedimento de ponto fixo, inspirado no
trabalho de Ozsar1 [97]. Definamos o espago

X =C([0,T]; Hy(2)) N LP(0,T; L=(Q)), p > 3. (1.3.12)

Nesta situacao, a ferramenta chave é uma estimativa de Strichartz provada
por Anton, [6] para N = 2, ao qual nds obteremos a boa — colocagao de
solugoes locais em X7 para o problema (1.3.1). Além disso, provaremos
que toda solucdo u € Xp do problema (1.3.1) pode ser aproximada por
solugoes regulares. Com isso, podemos estabelecer a identidade de energia
(1.3.5), o que garantird que nossa solugao é, de fato, global.

2. Para provar a estabilizacao exponencial, usamos técnicas encontradas em Zu-
azua [122] ou, mais recentemente em Cavalcanti et al., [31] combinadas com
um teorema de continuagao tunica para solugoes regulares. Sobre estas cir-
cunstancias, o termo —Au é crucial para manipular a energia em nivel de H'.
De fato, ao assumir que A > 0, este desempenha um papel fundamental na esta-
bilizagao, o qual ajuda nos a recuperar parcialmente a energia E(t), em Q\ Bg.
Para recuperar a energia remanescente em Br\(); (e consequentemente, a ener-
gia total em ), nés fazemos uso de multiplicadores radiais, mas, um termo de
ordem menor ainda necessita ser absorvido. Para este proposito, como em Deh-
man, Gérard and Lebeau [48], precisaremos pagar um tributo, a saber, assumir
a seguinte hipotese principal:

Hipotese 1.3.1

Para todo T > 0, a tnica solu¢ao pertencendo ao espaco C(|0,T[, H*(f2)), para
o sistema

{ZatU+AU+bl(x7t),U+b2(x7t)6:0 em {2 X (O’T)’ (13 13)

v=20 sobre w,

onde as fungoes by (t, x) e bo(t, z) pertencem a L>(]0,T[, L?(2)) para algum p > 0
suficientemente grande, é a solucao trivial v = 0.
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Uma das principais dificuldades na prova das taxas de decaimento (1.3.4) acima
mencionada é, como considerado em [48], o uso da propriedade de continuagao tnica.
Nos explicaremos no que segue. Com o intuito de absorver um termo de ordem menor
que aparece na estimativa de energia, vamos raciocionar por contradicao de modo a
obter, para um certo 7' > 0, uma sequéncia de problemas como em (1.3.1) e depois
ao passar o limite, obtemos uma funcio u no espago C([0,T]; Hi(€2)) solugio de

iOu+ Au—u—|ufu=0 em Q x (0,7),
u=0 sobre 00 x (0,7),

u(0) = u" € Hy(9),

Ou=0emw x (0,7).

(1.3.14)

Consequentemente, é cabal provar que a unica solugao do problema (1.3.14) verifi-
cando dyu = 0 em w X (0,7) é a trivial w = 0. A maneira natural de fazer isso é tomar
a derivada no tempo, no sentido de distribuigao da equacao (1.3.14) e considerar o
sistema, abaixo satisfeito pela nova funcao desconhecida v = 0,u, a saber,

1.3.15
v=0emw x (0,7), ( )

{ 10w+ Av+ by (z, t)v+ by(z,t)v =0 em Q x (0,7),
onde by (z,t) = —(2[ul* + A) e by(z,t) = u?.

Infelizmente, resultard que v = du € C([0,T]; H1(R2)) e, por conseguinte, tal
funcao nao é suficiente regular para empregar o argumento continuagao tinica acima
mencionado. Para superar esta dificuldade, vamos provar, como considerado em
Dehman, Gérard e Lebeau, [48], que as solugdes do problema defocusing (1.3.14) sao
na verdade, regulares. Gostariamos de enfatizar que ocorreu um problema semelhante
na estabilizagdo da equagao de onda semilinear (veja Dehman, Lebeau e Zuazua [49)]).
Neste trabalho, os autores tiveram que estabelecer a propriedade de continuagao tinica
para o seguinte sistema

{8t2u—Au+f(u):O em R® x (0,7), (1.3.16)

Ou =0 para ||z|| > R,

onde u € L>(]0,T[; H'(R?)). O mesmo procedimento acima mencionado (uma mu-
danga de fungao desconhecida v = d,u) leva — nos a uma equagao linear onda com
potencial f'(u) o que ndo é suficiente integravel e nao permite a utilizagao de re-
sultados classicos de continuacgao tnica. Aproveitando-se das estimativas Strichartz
satisfeitas pela solugdo u, os autores provaram que o termo semilinear f(u) (o qual
é, por hipdtese, assumido ser subcritico) estd em L'(]0, T, H,.(R?)) para um certo

g > 0. Assim, foi possivel por um resultado de propagacao e um argumento de boot
—strap para melhorar a regularidade da solucao e para chegar a um nivel admissivel
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de integrabilidade para o potencial f’(u).

E importante referir que, a fim de atingir a estabilidade uniforme, os autores [48]
provaram a seguinte estimativa de observabilidade:

B(0) < C /0 (1= )™ 2a()0u(8)| |22y, (1.3.17)

para um certo C' > 0, onde M ¢é variedade Riemanniana compacta e desde que os
dados iniciais sao tomados em conjuntos limitados de H'(M) enquanto em Dehman,
Lebeau e Zuazua, [49], os autores estabeleceram uma estimativa observabilidade se-
melhante:

E(0) < C/O la(-)0u(t)][72gs) dt, (1.3.18)

onde E(t) = 3 [os [[0wu(x,t))? + |Vu(z,)[?] dz+ [us F(u(z,t)) dz, com a nio — linea-
ridade F'(u) = fou f(s)ds, é a energia de primeira ordem associada com a equagao de
onda, desde que a energia inicial E (0) é tomada em conjuntos limitados de H* x LZ.

Infelizmente, nao podemos usar a mesma estratégia acima mencionada em ambos
os artigos Dehman, Gerard e Lebeau [48] e Dehman, Lebeau e Zuazua [49] em nosso
contexto. Na verdade, ndo podemos obter uma desigualdade semelhante a (1.3.17),
j& que nao podemos repetir os argumentos de compacidade utilizados em [48] (veja
proposigoes 9 e 10 em [48]). Na mesma forma que ndo podemos deduzir uma desi-
gualdade semelhante como em (1.3.18) porque na prova do teorema 1 em [49] (ver
final da pégina 537) os autores consideram uma identidade cldssica que garante a
equiparticao de energia que parece funcionar apenas para a equagao de onda, isto é,
falha para a equacao de Schrodinger. Por esta razao, temos de procurar um outro
método para superar esta dificuldade. A inspiracao foi um artigo devido a Zuazua
[122] para a equagao de onda adaptado ao contexto atual. Nosso principal objetivo é
provar que a seguinte estimativa de energia:

/OE@)dtchO |\(1_A)1/za(.)atu(t)”;(mdt+/o Hu(t)Hi?(EE)dt], (1.3.19)

onde B := B\ O e Bj, ¢ uma bola aberta que contém a bola Bp estritamente.

A estratégia para provar (1.3.19) fica a cerca do seguinte:

e Ftapa 1: Considerar uma funcdo auxiliar para recuperar a energia E(t) em
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R\ B, a saber:
! 1 2, A 2 1 4
—|Vu(z, t)]* + = |u(z, )] + - |u(x, t)|*| dxdt (1.3.20)
o e | 2 2 4
0 \Bj,

<o [ [ 0= 820000l gy e+ [ 1Oy ]

A fim de alcangar a desigualdade (1.3.20) vamos assumir A > 0 (veja as estima-
tivas (4.3.13) — (4.3.16), paginas 167 e 168).

FEtapa 2: Considerar multiplicadores radiais para recuperar a energia F(t)
dentro da bola B}, a saber,

T 1 1
[ [t or + Jute f + ] et asar s
0o JB

<C UOTWI —A)*l/Qa(.)ﬁtu(t)H;(Q) dt+/ [|u(t )|\L2 By }

Com o intuito de obter a estimativa (1.3.20) e (1.3.21) consideremos os mul-
tiplicadores radiais (z — %) - Va, por isso, somos forcados a trabalhar com
solugoes regulares, com u(t) € H?*(Q) N H}(Q), para quase todo t € (0,T). Por
essa razao, a fim de se obter a estimativa principal (1.3.19), trabalharemos com
solugoes regulares e a estabilidade exponencial de solugoes fracas permanece
verdadeira por argumentos de densidade.

Ftapa 3: Absorver o termo de ordem menor remanescente, isto é,
T T s )
/0 [|u(t )HL2 B dt < C {/0 H(l —A) a(')ﬁtu(t)HLQ(Q) dt|. (1.3.22)

Vale ressaltar que, a fim de provar a estimativa (1.3.22), a propriedade de con-
tinuacao unica dada na hipotese 1.3.1 desempenha um papel essencial. Como
mencionado outrora, semelhantes resultados de propagacao de regularidade de-
vem ser provados. Se Q é todo o R?, as demonstracoes sao literalmente as
mesmas como aquelas consideradas em Dehman, Gérard e Lebeau, [48]. Veja,
Teoremas 3 e 4, Proposigao 13 e Corolario 14 de [48]. Todavia, desde que 2
é um dominio exterior, uma nova prova para a Proposicao 13 deve ser feita
por causa das interferéncias de fronteira, ao qual foi mediante contribuigao de
Nicolas Burq, estabelecido no apéndice do presente manuscrito (ver Proposigao
4.4.1). Assim, resultados semelhantes como Corolario 14 (Coroldrio 4.4.1 na
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presente tese) e, consequentemente, Teoremas 3 e 4 (respectivamente Teoremas
1.3.5 e 1.3.6 no presente manuscrito) devido a [48] permanecem verdadeiro no
presente contexto. Por conveniéncia, iremos anuncia-los na subsegao 1.3.2.

A seguir, gostariamos de mencionar alguns trabalhos importantes em conexao com
o tema do presente problema. Inicialmente, vamos considerar o seguinte problema de
Schrodinger defocusing:

i0y+Ay—|yPy=0  em Q x (0,00)
y=0 sobre 09 x (0, 00) (1.3.23)
y(0) =4’ em Q)

onde € é um subconjunto aberto do RY. Quanto & sua solvabilidade, o problema
acima tem sido extensivamente estudado. Neste sentido e para dominios exteriores,
¢ importante mencionar os trabalhos pioneiros de Brézis — Gallouet [20] para N = 2
e Y. Tsutsumi [117] para N = 2. Por outro lado, no que diz respeito a estabilizacao
de um dominio exterior, M. Tsutsumi [116] estudou o caso linear N > 3 assumindo
uma especial condigao non — trapping (condigdo A, pagina 99) para o dominio €. E
importante citar alguns trabalhos importantes que melhoraram ou complementaram
consideravelmente os anteriores acima mencionados, a saber: Aloui e Khenissi [3],
Aloui [2], Bronski e Jerrard [21], Bourgain [14] e [15], Burq, Gerédrd e Tzvetkov [23],
[24], Burq [26], Carles e Miller [29].

No que diz respeito a equagdo de Schrodinger dissipada, Aloui et al., [4], pro-
varam estimativas uniformes de energia local de solucoes associadas para o seguinte
problema:

iy — Ay +ia(z)y =0em Q2 x (0,00), QCR" n> 2.
y(0) = f € L*(Q)

sob a hipdtese do Controle Geométrico Exterior, eles obtiveram a seguinte decaimento
uniforme (polinomial) da energia local:

c
ly()] 220 Br) < W”f”L?(Q)th > 1,Vf e Ly(Q) ={g € L*(Q); Suppg C Br}.

Laurent, [74], estudou a estabilizagdo do problema (1.3.1) com A = 1 sobre varie-
dades compactas de dimensao 3. Neste artigo, o autor prova uma taxa de decaimento
exponencial semelhante como em (1.3.27) para solugdes periddicas, desde que os dados
iniciais sao tomados em conjuntos limitados de H' e para as solucoes que pertencem
aos espagos de Bourgain (ver Bourgain [14], [15]). Para este propdsito, a propagacao
de compacidade e regularidade combinada com a medida de defeito microlocal intro-
duzida por P. Gérard [53] desempenham um papel essencial na prova. Além disso, o
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autor também precisa assumir a conhecida condi¢ao de controle geométrico, uma pro-

priedade de continuacao tnica e uma hipdtese técnica para garantir a boa — colocacao
1

no H-.

Em relacao a estabilidade exponencial em nivel de L? para a equacio de Schrodin-
ger defocusing sujeita a dissipacao localmente distribuida e posta em dominios nao
limitados, ou seja,

10y + Ay — |y|*y +ia(z)y =0 em RY x (0,00), N =1,2, (1.3.24)

(aqui a(z) > ag > 0 para ||z|| > R > 0), gostarfamos de mencionar os trabalhos
de Cavalcanti et. al. [33], [39]. A fim de alcancar o desejado, ou seja, estimativas
de taxa de decaimento exponencial, os autores fazem uso de dois ingredientes princi-
pais na prova: (i) Estabelecer uma propriedade de continuagao tnica associada com
solucoes regulares e generalizadas do problema nao — dissipado 0,y + Ay — |y|*y = 0
restrito a uma bola de raio fixado r > R; (ii) Empregar um efeito regularizante como
estabelecido, por exemplo, em Constantin e Saut [47].

Para finalizar, gostariamos de mencionar o trabalho devido a Dehman, Gérard e
Lebeau [48], ao qual foi a inspiragao do presente trabalho:

10y + Ay — y)*y — a(z)(1 — A)ta(z)0y =0, em M x (0,00), (1.3.25)

onde M é uma variedade Riemanniana compacta de dimensao 2, sem fronteira. Neste
artigo, os autores estabelecem estimativas de taxa de decaimento para a energia de
primeira ordem E\(t) := 3 [, |[Vy(z,t)|*dx + 1 [, |y(2,t)|* dz para solugdes H'. Eles
provaram, em particular, que o sistema é semi-global exatamente controlavel e semi-
global exponencialmente estabilizdvel no espaco H'(M) assumindo que, ambas, uma
condicao de controle geométrico e uma condigao de continuagao tinica estao satisfeitas.
As provas sao baseadas sobre um resultado de propagacao de singularidades e nas
estimativas de dispersao (tipo de desigualdades Strichartz) devido a N. Burq, P.
Gérard e N. Tzvetkov [24].

Finalmente, gostariamos de mencionar algumas obras relevantes em conexao com
o assunto da presente tese, dentre as quais, destacamos: Bortot e Cavalcanti [12],
Bortot et al. [13], Cavalcanti et al. [32], Lasiecka e Triggiani [66] e [67], Lasiecka,
Triggiani e Zhang [71] e [72], Linares e Pazoto [77], Rosier e Zhang [101], Machtyngier
e Zuazua [85] e Triggiani e Xu [114].
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1.3.2.  Principais Resultados

Do exposto na subsecao anterior, somos capazes de apresentar nossos principais resul-
tados para o problema (1.3.1). O primeiro deles, nos diz respeito a solugoes regulares,
uma vez que usaremos a técnica de multiplicadores para a estabiliza¢ao (localmente).

Teorema 1.3.1

Para todo dado inicial uy € H*(Q2) N H}(Q), A > 0. Entao, existe uma tinica
solugao (1.3.1) na classe u € C ([0, 00); H*(Q) N H}(Q)) .

Nos que diz respeito as solucoes fracas, primeiramente, pela teoria de operadores
mondtonos, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.3.2

Considere uy € H} (), > 0. Entao, existe uma solucao fraca u dada na de-
finigao 1.3.1 para o problema (1.3.1).

Agora, recorrendo ao método de ponto fixo, temos o seguinte:
Teorema 1.3.3

Considere ug € H} (Q),\ > 0. Entao, existe uma tnica solugao fraca u perten-
cente a classe C([0,00); H}(Q)) para o problema (1.3.1) .

A fim de obter a estabilidade exponencial para problema (1.3.1), assumiremos que
o obstdculo ©; é um dominio star — shaped, a saber, para um x, € R? fixo, temos que

(x —xg) - v(z) < 0 sobre I'=0Q;. (1.3.26)

Em seguida, temos o seguinte teorema no que diz respeito a estabilizacao do
problema (1.3.1).
Teorema 1.3.4

Vamos supor que (1.3.26) e a Hipdtese 1.3.1 estao satisfeitas. Seja u uma solugao
na classe C(]|0,00); H}(Q2)) para o problema (1.3.1) de acordo com o Teorema
1.3.3 com X > 0 e, seja E(t) a energia definida como em (1.3.5). Entao, existem
constantes positivas Ty, C e \g tais que

E(t) < C1e ™ E(0); WVt > Ty, (1.3.27)

desde que os dados iniciais sejam tomados em conjuntos limitados de H} ().

O teorema abaixo é uma consequéncia de um resultado de propagacao para a
equagao de Schrodinger linear que pode ser encontrado no Apéndice, secao 4.4, pagina
192.
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Teorema 1.3.5

Sejaw = Q\ Bpg como considerado anteriormente. Sejam T > 0 e u uma solugao
para o sistema da equac¢ao de Schrodinger nao — linear

PO+ Au—du— |uffPu=0 em Q x (0,7),
u=0 sobre  0Q x (0,7,
u(0) = u’ € H}(Q),

em C(]0,T[; H (), r > 1, tal que u € L*(|0,T[, H""(w)) para algum p > 0.
Entao, u € C(]0,T[, H™*?(Q2)). Em particular, se u é da classe C* sobre wx|0,T1,
entao u é C* em todo lugar em Q x (0,7T).

Em seguida, vamos mencionar o seguinte resultado de continuagao tnica.
Teorema 1.3.6

Seja w = Q\ Bpg e assuma que a Hipdtese 1.3.1 esteja satisfeita. Entao, para
todo T > 0, as tinicas solugoes no espago C([0,T], H} () para o sistema

i+ Au—u—|uPu=0 em Q x (0,7),
Ou =0 em wx]0,T7,

sao independentes de t, isto é, Oyu = 0. Adicionalmente, u = 0.

1.4. Boa — Colocacgao e Estabilizacao Uniforme para
Equacdo de Schrodinger Nao — Linear com Condicdes
de Fronteira Dindmica / Wentzell

Seja © C RY um aberto limitado em dimensao N = 2,3. A fronteira de € é
composta de duas partes regulares, fechadas, disjuntas I'y e I';, ambas com interior
nao — vazio.

ye = iAy —ily)*y  em Q x (0, 00)

y=0 sobre I'g x (0, 00) (1.4.1)
8y = —g(ys) sobre I'; x (0, 00)
y(0) = yo em 2

H4 uma vasta literatura sobre o assunto, no caso quando £ = R¥ ou condicoes
de contorno correspondem as cléssicas condi¢oes de Dirichlet ou Neumann.

A novidade do problema em consideracao é a presenca de condicoes de contorno
dinamicas. Neste caso, o modelo nao cai em um cenario semigrupo no qual estamos
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habituados. As subjacentes dificuldades sao em ambos os niveis: teoria linear e
nao — linear. De fato, a analise ja é um desafio no caso linear, onde para nosso
melhor conhecimento, nao hé resultados na literatura. Um dos obstaculos 6bvios
¢ a falta de conservacio da energia em nivel de L? (que é um dispositivo cldssico
quando estudamos equagoes de Schrodinger nao — lineares). Acontece que a dinamica
de (1.4.1) estd associada a condigdes de contorno, chamadas condi¢oes Wentzell. E
esta serd a abordagem adotada neste trabalho. A concretizacao de uma teoria linear
completa na topologia H' para o problema nao — homogéneo, incluindo teoria que
trata da regularidade de solugoes, é o primeiro passo da andlise realizada. Isto ira
permitir que a construcao de um ponto fixo adequado para uma aplicagao nao — linear.
As dificuldades encontradas estao relacionadas com a existéncia de dois efeitos que
impedem a regularidade:

1. ando — linearidade ctibica ( f(y) = —i |y|* y) que é supercritica em H' (é limitada
de H' em L?) .

2. Os efeitos das condigoes de contorno dinamicas que impedem abordagens a
teoria padrao de semigrupo (como em Brézis-Gallouet [20]).

Por outro lado, alguns dos novos efeitos benéficos gerados pela estrutura Wentzell
— a assim chamada regularidade escondida na fronteira, proporcionara meios essenciais
para as estimativas. Os resultados obtidos permitem:

e Teoria linear completa — incluindo teoria que trata da regularidade da solucao.
e Existéncia e unicidade de solugoes nos casos monétono ou quasi — mondotono.
e Existéncia local e unicidade de solucoes regulares H?2.

e Existéncia global de solugoes regulares no caso N = 2.

e Existéncia global de solugoes H' nos casos quando g(s) = s, f(y) = —i|y|*y
ou quando f é globalmente Lipschitz de V = H} (Q) == {v € H'(Q); v =
0 sobre 'y} e g assume certas hipéteses declaradas posteriormente. Neste caso,
obtemos a unicidade.

e Decaimento uniforme da energia.

Para estudar o modelo nao — linear, primeiro, estabeleceremos a boa — colocacao
do seguinte modelo linear:

y = iy em 2 x (0,00)
y=0 sobre I'g x (0, 00) (1.4.2)
O,y =—y, sobreI'; x (0,00) a

y(0)=y  emQ
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A chave para solvabilidade de tal problema! ¢é tratar o problema acima como um
problema de Wentzell (veja também Venttsel), isto é, pela substituicdo do termo
1 Ay por y, sobre a fronteira. Enquanto que as condi¢oes de fronteira Wentzell tém
sido bem estudadas no contexto da equacao do calor e onda, nao temos ciéncia de
qualquer tratamento pertinente para equacoes de Schrodinger. Deste modo, nossa
tarefa nimero 1 é destinada a tal propdsito. A vantagem da formulacao dada por
Wentzell é que esta fornece um semigrupo na variavel y. Notemos que o argumento
para a boa — colocagao do modelo linear acima ¢ independente da dimensao do espaco.

1.4.1. Condicoes de Fronteira Wentzell

Wentzell estava interessado no estudo de condigoes de fronteira mais gerais ao qual
restringem um operador eliptico difusivo de segunda ordem para um gerador infini-
tesimal de um semigrupo positivo de contracgoes sobre o espaco de funcoes continuas
sobre o dominio. Seja © uma regido limitada em R com fronteira regular I'. O
resultado do trabalho de Wentzell [118] foi a descoberta da condigao de fronteira
generalizada

alAy + B0,y + vy = 0 sobre I' (1.4.3)

satisfazendo a propriedade desejada para o > 0,8 > 0,7 > 0 . Aqui, A sobre a
fronteira seria interpretado como o Laplaciano vindo do interior:
92y N-1 92y
— 4+ 0, y(di + — = Ay sobre I 1.4.4
ang y( v n) ZZI aTiQ y r ( )
onde {7;}'=""" é uma base ortonormal de vetores tangentes & T' (como visto em
Lasiecka — Triggiani [68] na pédgina 305).

Definicao 1.4.1

Quando o problema satistaz (1.4.3), dizemos que o problema é de condi¢ao de
fronteira Wentzell.

Fisicamente, esta condicao de fronteira pode ser interpretada como uma oscilagao
harmonica dissipada agindo em cada ponto sobre a fronteira. No caso da equagao
do calor, isto significa que a fronteira pode agir como uma fonte de calor ou um
dissipador, dependendo das condigoes fisicas. Estas condigoes de fronteira também
surgem no estudo da equacgao da onda.

Em particular, condi¢oes de fronteira Wentzell generalizada podem ser pensadas
como uma subclasse fechada de condigbes de fronteira acusticas (conforme Lefler,

!Problemas do tipo (1.4.1) e (1.4.2) sio chamados de problemas de condi¢io de fronteira
dinamicas.
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[76]). Nesta tese, usaremos as condigdes de fronteira Wentzell no estudo da equagao
de Schrodinger.

1.4.2. Resumo da Literatura

Primeiramente, apresentaremos uma abordagem geral da literatura relacionada com
nosso problema.

1.4.2.1. Panorama Geral

Devido a natureza dispersiva da equacao de Schrodinger, a pesquisa separa natural-
mente em duas categorias distintas: resultados em RY e resultados para dominios
limitados. O primeiro tem sido bem estudado. No R¥, a equacao de Schrodinger é
auto — regularizante. Na verdade, ¢ bem sabido que quando ha o componente nao-
linear k|y|Py, com p > 0, o problema é globalmente bem — posto em RY para solugdes

4
e, no caso de focusing, enquanto p < —
N3 J g, enq P<y
( veja Cazenave, [42]). Estudos recentes tém estendido a boa — colocagao para fungoes
L"(RY). Grande parte da teoria para problemas em dominios ilimitados depende da
utilizagdo de estimativas de Strichartz de acordo com Strichartz, [108], que sao da

forma geral

H*', no caso defocusing, enquanto p <

ly@llrzz < cllyollzr- (1.4.5)

Estes resultados ja foram generalizados para problemas nao — homogéneos por Yajima
[120] e por Cazenave e Weissler [43]. Na segao 2.9, pagina 81, apresentaremos mais
detalhes sobre as estimativas de Strichartz.

Imaginando que haja um abismo entre problemas de Schrodinger em dominios
nao — limitados e problemas de Schrodinger em dominios limitados, ha poucos re-
sultados que podem ser considerados “pontes” entre esses dois ambientes. Somente
na ultima década, as estimativas Strichartz tém encontrado aplicagoes para dominios
limitados. Para o conhecimento do autor, o primeiro resultado provado por Burq,
Gerard e Tzvetkov [25] foi obtido para variedades compactas sem fronteira e este
veio com uma certa perda de derivadas, por exemplo, usando limitacoes da forma
Yo s (ar). Provou-se que em algumas geometrias esta perda é inevitdvel. As de-
sigualdades Strichartz foram estendidas a dominios com fronteira por Anton [6] e
mais recentemente por Ozsari [97]. Fornecendo uma complica¢ao adicional, a natu-
reza dindmica do tempo da condigao de contorno em (1.4.1) impede a consideragao de
classicas estimativas Strichartz, embora algumas estimativas variacionais semelhante
ao caso nao homogeéeneo serao aplicadas.
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Vérios resultados adicionais sao discutidos abaixo com riqueza de detalhe. Os
préximos resultados tém desempenhado um papel essencial na direcao da pesquisa
deste problema.

1.4.2.2. Equacao de Schrodinger Nao — Linear em 2 D

O primeiro resultado conhecido para equagoes de Schrodinger nao — linear sobre um
dominio limitado é devido a Brézis e Gallouet [20].

Considere € um dominio limitado em R? com fronteira suave I'. Entao, para dado
inicial yo € H*(2) N Hy (), existe uma tnica solugao para a equagao

d
id—i—Ay+k|y\2y:0 em  x [0, 00)
y(w, t) =0 sobre T" x [(), oo) (1.4.6)
y(0,t) = yo(x) em €

tal que y € C(]0,00), H*(22)) N C*(]0, 00), L*(€2)) provido também que:
a) k>0

b)k<0e |k;|/|y0|2dx<4
Varios lemas fundamentais sao usados para provar esse resultado, que por sua vez

serao primordiais na aquisi¢ao de existéncia global de solucoes fortes para o problema
(1.4.1) em dimensao N = 2.

O primeiro lema decorre de desigualdades da teoria de espaco de Sobolev:

Lema 1.4.1
Para todo y € H?*(),

ly Pyl < Cllyl vl

A ferramenta mais importante para o problema (1.4.1) é a conhecida desigualdade
de Brézis — Gallouet:
Lema 1.4.2

Seja Q C R%. Para todo y € H*(Q) tal que ||yl ) <1,
Q)

9l < C1+ (flog(1+ [lyllm2(e)))- (1.4.7)
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Recentemente, Ozawa e Visciglia [94] obtiveram um ganho na técnica usada por
Brézis — Gallouet.
Considere o problema

d
id—i+Ay:)\|y|3y:0 em ) x [0,00)

y(r,t) =0 sobre T" x [0, o0) (1.4.8)
y(0,t) = yo(z) € H2(2) N HY{(Q) em Q

onde A = £1 e Q C R? é um aberto e satisfaz as seguintes hipdteses:

a)Existe o operador linear L € L(H?*(Q), H*(R*) N L(H'(Q), H'(R?), tal que
Lu|, = u quase sempre em (2.

b) O operador A := A : H}(Q) N H*(Q) — L*(Q) ¢é auto — adjunto.

Os autores provaram a existéncia e unicidade de solugoes globais regulares, isto é, u
pertence a classe C'([0,00); Hi(€2) N H%(S2)) (no caso A = —1, os autores necessitam
impor certas condigoes sobre o dado inicial).

Se substituirmos a nao — linearidade k |y|?y por f(|y|*)y em (1.4.6), onde f :
R, — R é uma fungdo C? sobre (0, 00) satisfazendo

0< f(S) < C’lsp/2
[f'(s) 2] < Cp st/
[f"(s)s] < CasP72/2

para todo s > 0,p € [1,00) e C;, i = 1,2,3 sdo contantes positivas, M. Tsutsumi
[116] provou que para 2 < p < 3 e todo dado inicial yo € X = {y : y € H}(Q) N
H3(Q); Ay € H(Q)}, existe uma tnica solugao y tal que

y € L=(0,T;X),y. € L™(0,T; Hy(2))
para uma constante 7' > 0 arbitraria. Além disso,

sup [ly(®)ll a1 @) < Cllyollzr o))
0<t<oo
para algum C; >0 e

sup ||y(t)|| 30y < C(T).

0<t<oo

Em nossa andlise da existéncia global, vamos recorrer a desigualdade de Brézis —
Gallouet (1.4.7). No entanto, esta abordagem requer uma sequéncia de estimativas
preliminares que nao sao necessarias no caso das condigoes de fronteira homogéneas.
Um papel critico em nossos argumentos sera interpretado pela chamada “reqularidade
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”»

escondida” descoberta para o modelo em questao.

1.4.2.3. Complicagdes que Surgem em Dimensoes Maiores

As complicagoes sao em ambos os niveis, a saber, a existéncia local e global. Considere
Q c RY um aberto limitado, ou nao limitado, tal que a fronteira I' (se de fato,
existir) é regular de classe C'™°. Entao, podemos considerar o seguinte problema nao

homogeéneo:

d
Zd—?; =Ay—m|y"ly em Q

y(t,z) = Qt, ) sobre I’

(1.4.9)

Strauss e Bu [107] provaram a existéncia e unicidade de solugoes para este problema
quando m > 0 com dado inicial yo € H'() e a condigao de fronteira nao homogénea
Q € C*((—00,00),00).

O argumento chave para a prova deste resultado é o uso de fungdes truncadas
(método conhecido como truncamento) sobre o termo nao — linear k|y[P~'y. O trun-
camento tomado é da forma

~mlylPTlys lyl <k
i) = { mkPy; Jyl >k

Contudo, enquanto estes truncamentos sao Lipschitz em L?(2), eles nao sao Lipschitz
em H'(Q).

A dificuldade de trabalhar com fun¢oes truncadas desempenhou um papel critico
no estudo do problema (1.4.1). Nossa intencao original era adaptar as técnicas pi-
oneiras de Lasiecka e Tataru [65] destinadas & equacao da onda para a equacao de
Schrodinger. Mas, como sera visto na subsegao seguinte, bem como no capitulo 5, o
espaco natural para considerar a equacao de Schrodinger com condigoes de fronteira
Wentzell ¢ H().

Cipolatti, Machtyngier e Siqueira [45] estudaram o seguinte problema:

iy + Ay =0 em Q2 x (0,00)
d,y+g(y) =0 sobre 'y x (0,00)

1.4.10
y=0 sobre T'; x (0, 00) ( )

y(0) = wo em €

onde  C RY ¢ um dominio limitado com fronteira 9 =Ty U I'y (I; # @,i =0, 1)
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e g deve satisfazer algumas hipdteses técnicas. A solvabilidade deste problema foi ob-
tida recorrendo a teoria de semigrupos nao — lineares. Em contrapartida, tal método
parece, até o momento, nao funcionar quando h4 a presenca da nao — linearidade |y|? y.

Diante do exposto, tal cenario nos obriga a considerar diferentes métodos para o
estudo do problema e, conforme dito nesta subsubsecao, serao discutidos na proxima
subsecao.

1.4.2.4. Resultados Conhecidos em Dominios Limitados em 3D

A boa — colocagao da equacao de Schrédinger em uma ou duas dimensoes tem sido
bem estudadas; contudo, nao ha uma teoria de boa — colocacao sobre dominios limi-
tados em trés dimensoes. O resultado mais antigo que temos ciéncia para condicoes
de fronteira tipo Dirichlet homogénea dado por Vladimirov [119]. A existéncia e
unicidade de solucoes é provada sobre hipdteses na limitacao da dissipagao.

O estudo da existéncia de solucoes globais para os modelos nao — lineares da
equagao de Schrodinger em dimensao N > 3 sobre dominios limitados com condicoes
de fronteira nao — homogéneas é mais recente. A maior parte da literatura sobre
esses modelos tem-se centrada em torno de condicoes de contorno Dirichlet nao ho-
mogeéneas. Atualmente, a existéncia global de solugoes fracas H'(Q2) em qualquer
dimensao foi provada para a equagao de Schrodinger defocusing com condigoes de Diri-
chlet nao — homogéneas por Ozsar1, Kalantarov e Lasiecka, [98]. Existéncia de solugoes
globais H' para o modelo focusing foi alcancado por Ozsarl [95] usando regularidade
escondida do trago para nao — linearidades |y[Py no caso onde p € (0,4/(n +2)). A
existéncia de solucoes com condigoes Neumann de fronteira foi obtida pelo mesmo
autor [96], no caso defocusing para p > 0 e no caso focusing para p € (0,4/(n + 2))
. A unicidade e a dependéncia continua sobre os dados iniciais nao sao bem compre-
endidas em dominios limitados em dimensao N = 3 ou dimensoes mais altas.

1.4.2.5. Decaimento para a Energia no Modelo Linear

A estabilizacao de equacoes de Schrodinger é menos delicada em comparacao as
técnicas desenvolvidas para a equagao da onda (veja por exemplo?, Araruna e Maciel
[7], Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Martinez [38], Cavalcanti, Domingos Caval-
canti e Soriano [40], Cavalcanti et al. [36] e Lasiecka e Tataru [65]). Cipolatti, Ma-
chtyngier e Siqueira [45] provaram o decaimento exponencial / polinomial em nivel de

2Citamos alguns trabalhos referentes & equacao da onda envolvendo a fronteira I' = T’y U T'y.
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H' do problema (1.4.10) impondo algumas hipéteses sobre g. Também, Machtyngier
[83], [85] mostrou que o modelo linear

yr = 1Ay em ) x (0, 00)
y=0 sobre I’y x (0, 00) (1.4.11)
Oyy=—(m(x) v(x))y, sobreI; x (0,00)

é exponencialmente estavel, isto é, para todo C' > 1, existe v > 0 tal que a energia
decai exponencialmente:

E(t) < CE(0)e ™. (1.4.12)

Esta prova segue o conhecido método de multiplicadores (o multiplicador usado é
q(z) - Vy). Isto requer uma hipdtese adicional, a saber, que Q2 é um dominio star —
shaped. Este resultado de Machtyngier é estendido para a equacao de Schrodinger
nao — linear na segao 5.5, pagina 265.

1.4.3. Resumo dos resultados
Iniciemos esta subsecao com a teoria a respeito do problema linear.

1.4.3.1. Teoria Linear

Consideremos neste momento, o seguinte modelo com condigoes de fronteira dinamicas

Y = 1Ay em  x (0,00)
y=20 sobre T’y x (0, 00) (1.4.13)
O,y =—y; sobre 1 x (0,00)

para Q limitado em RY (onde N = 2,3). E evidente notar que (1.4.13) nio esté
associado com um semigrupo. Enquanto este método é bem sucedido para os opera-
dores de calor e de onda, o problema Schrédinger nao acomoda tal estrutura. Nao ha
nenhuma propriedade de boa conservacao evoluindo no tempo. Em vista disso, vamos
perseguir uma ideia diferente pela reformulacao do problema de fronteira dinamica
Wentzell. Isto é exposto no que segue.

Seja V' = Hp, (). Introduzimos o operador A : V' — V dado por A = iA com
dominio

D(A) = {y € V> Ay € V) al/y - _ZA’I‘ly sobre Fl} .

Provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 1.4.1

O operador (A, D(A)) gera um semigrupo de contragoes Cy sobre o espago V' =
H}, (Q).

Como se observa, o operador introduzido reformula o problema linear acima, com
condicao de contorno dinamica como um problema Wentzell com condigao de fron-
teira Wentzell dada por iAy + 0,y = 0 sobre I'y. Enquanto condigoes de fronteira
Wentzell tém sido amplamente estudadas para os operadores de calor e de onda (veja
Goldstein [50]), nao temos conhecimento de quaisquer resultados referentes ao ope-
rador Schrédinger?. E provado que o operador A ¢ dissipativo em H'(£2), mas nao
em L?(Q2). A maximalidade nao é uma questao trivial que nao segue diretamente de
resultados classicos.

O espago de Banach
Z={yeV,AyeL*Q),d,ye L*(T)}
o qual nés munimos com a norma
lullz = llully + |Aullr2@) + 100 yll 2,

sobre o qual é demonstrado que o operador A é continuo e coercivo, permitindo assim,
a obtencao de um semigrupo gerado via resultados conhecidos.

A fim de tratar o problema nao — linear, o primeiro passo € o de estudar a equagao
nao homogeénea apropriada, onde a nao — homogeneidade é, tanto na fronteira e no
interior. Isto conduz ao seguinte modelo.

Yy — 1Ay = f em  x (0,00)

y=0 sobre Ty x (0, 00) (1.4.14)
ayy + lAy =g SObre Fl X (07 OO)
y(0) =yo em .

Do exposto, somos capazes de provar o seguinte resultado:

3De fato, a falta de um mecanismo regularizante presente em problemas (dinamicos) parabélicos
e a falta de uma boa estrutura Hamiltoniana cria um desafio para o problema. Isto fica evidenciado
no momento de provar a propriedade de maximal dissipatividade.
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Teorema 1.4.2

Sejam f € L'(0,00;V) e g € L*(0,00; L*(T'y)). Entao, para cada yo € V existe
uma tinica solugao y € C'(0,00; V') para (1.4.14). Além disso, a seguinte regulari-
dade “escondida” na fronteira acontece:

A,y € L*(0,00; L*(T)) (1.4.15)

Observacao 1.4.1

Observe que a estrutura Wentzell supre a regularidade “escondida” dos tracos
de fronteira. Na verdade, tomando — se g € L?*(0,00; L*(T'y)), tal fungao propicia
solucées H' no interior que, por sua vez fornece derivada normal com regularidade
L? na fronteira. Isto destaca — se em relacao a equacao de Schrédinger cldssica,
com fronteira Neumann, de modo que ao considerar a regularidade L? na fronteira,
resulta em solucoes L? no interior. Essa regularidade escondida vai ser fortemente
aproveitada quando se estuda o modelo nao — linear.

Tomando g = f|r,, podemos fazer a identificacao do problema de Wentzell dado
acima com o problema dinamico nao — homogéneo

ye —iAy=f em

=0 bre T
Y SOBIE 1o (1.4.16)
d,y+1y, =0 sobre I
y(0) = yo em €.

Entao, obtemos o seguinte resultado:
Teorema 1.4.3
Sejam f € L'(0,00;V) e flr, € L*(0,00;L*(T"y)). Entao para cada yo € V
existe uma tunica solugao y € C(0,00;V) to (1.4.16). E ainda, temos a seguinte
regularidade escondida: y|r, € L*(0,00; L*(T'y))

Como uma consequéncia, deduzimos

Corolario 1.4.1

Considere f € L?*(0,00;V). Entao para cada y, € V existe uma tinica solu¢ao
y € C(0,00; V) para (1.4.16). Ademais, obtemos a regularidade escondida: y|r, €
L2(07 Q35 L2(F1))

A fim de estudar problemas dinamicos nao — lineares, sao necessarias solugoes
mais regulares. Estas, sao fornecidas pelo seguinte teorema de regularidade.
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Teorema 1.4.4

Sejam yo € V , Ay € V, f € H'(0,00,V) e suponha que a seguinte Condigao
de Compatibilidade é satisfeita:

0vyo + iAyo + f(yo) = 0 sobre I'y (1.4.17)
Entao, a solugao de (1.4.16) possui a seguinte regularidade

y € C(0, 00, H2(Q)) N €0, 00, V)

No que segue, serao apresentadas duas situagoes nas quais exploraremos a teoria
nao — linear.

1.4.3.2. Teoria Nao — Linear |

Podemos, de fato, estender a teoria linear para incluir perturbagées Lipschitz (tanto
no interior e na fronteira) com dissipagao de fronteira ndo — linear:

y = 1Ay + f(y) em 2 x (0,00)
y=0 sobre T’y x (0, 00)
0,y = —g(y:) + h(y) sobre I'y x (0,00)
Yo €V = Hfl‘o(Q)

(1.4.18)

Aqui, assumimos que f(y) : V — V e h(y) : V — L*T) sdo fungoes globalmente
Lipschitz e ainda, faremos as seguintes hipdéteses sobre a dissipacao na fronteira:

Hipotese 1.4.1

Assuma que g(z) é uma fungao continua sobre C tal que ambas g(z) e sua inversa
g7 1(2) satisfazem:

(i) Re(g(z) — g(v))(% = ©) = m|z — v|? (iii) Im(g(2)z) = 0
(ii) Re(g(2) 2) = m|z|* (iv) l9(2)] < M|z|

para algumas constantes m, M € R,.

O termo de fronteira nao — linear desta forma aparece na literatura para as equacoes
da onda e Schrodinger, por exemplo em Lasiecka e Tataru [65] e Lasiecka e Triggi-
ani [66], respectivamente. Em particular, as hipdteses (i) e (iii) caracterizam uma
situacao no ambito complexo andlogo para a hipdtese de monotocidade que surge no
estudo da equacao da onda.
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Este problema ¢ resolvido usando a mesma aproximacgao empregada no modelo
linear. Definamos o operador A; por

Ay =iAy + f(y) (1.4.19)
acompanhado do dominio
D(Af) ={y € V,Ay € V.0, y = —g(iA[r,y + h(y)) sobre T'1} (1.4.20)

para o qual nés aplicamos os mesmos métodos usados anteriormente para o obter o
resultado abaixo:

Teorema 1.4.5

O operador (A, D(Ay)) gera um semigrupo fortemente continuo sobre V.

Ao contrario do modelo linear, a w-maximal dissipatividade é obtida para alguns
valores de w suficientemente grandes. Deste modo, nao podemos mais caracterizar o
semigrupo como um semigrupo de contragoes.

Quando se traduz esses resultados para condicoes de fronteira dinamicas, obtém-
se:
Corolario 1.4.2

No que diz respeito ao problema (1.4.18), para qualquer dado inicial yo € V existe
uma tnica solugao y € C(0,00; V).

1.4.3.3. Teoria Nao — Linear |l

Retornamos para a equagao de Schrodinger nao — linear de interesse:

Yy —iAy = F(y) = —ilyl*’y em Q
y=0 sobre I'y (1.4.21)
Oy +uy: =0 sobre I'y.

Denotando z = y,;, definamos os espagos
Xo=A{(yo,20) € VXV, Ay € V, 2o = iAyo + F(yo), Yo + 20 = 0 sobre I'1 }

COIm norma
1w M, = Il + =l (@)
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XT = {(y,Z) 'Yy € C[OvTa H2(Q> N V]7Z € C<07T7 H%O(Q))vyt = z,y(O) = yO}

CcOoIm norma
162l = sup Iyl + sup =1z o

) )

Observacao 1.4.2

Note que os elementos Ay € V e 0,y = z|r, € HY*(T';) automaticamente impli-
cam que y é um elemento de H*(Q) .

Entao, temos o seguinte resultado de boa — colocagao local:

Teorema 1.4.6

Para todo subconjunto limitado B C X, existe T' > 0 tal que para todo (yo, z0) €
B, existe uma tinica solu¢ao y de (1.4.21) com derivada temporal y; = z tal que o
par (y,z) € Xr.

Dada a associagao z = y;, podemos reescrever o resultado (y, z) € X7 como
y(a,t) € C([0, T]; HA(Q) N HY (Q)) N CH0,T; 1}, (). (1.4.22)

Este resultado segue por meio de argumento de ponto fixo. Argumentos recor-
rentes ao método de ponto fixo sao comumente usados no estudo de equagoes de
Schrodinger semilineares no qual sao frequentemente acompanhados por estimativas
de Strichartz. Devido a natureza nao — homogénea da condi¢ao de fronteira sobre
I'1, estes tipos de estimativas nao podem ser aplicadas. A nossa abordagem, em vez
disso, baseia-se em associacao com o contexto de Wentzell que permite desenvolver
estimativas com regularidade adequadas para a condi¢ao dinamica na equacao sobre
a fronteira. Estas estimativas sao realizadas tanto para a norma ||y||g2(q) como para
|1z|lv. O uso das estimativas sobre ||z||y é exclusivo para este problema e destaca um
dos desafios desta pesquisa.

A fim de obter solugoes globais, recorremos a desigualdade de Brézis-Gallouet
apresentada em (1.4.7), o qual é valida em dimensao dois. A ideia é que a nao
— linearidade ctibica |y|?y ¢ “praticamente”em Lipschitz H?(€2). Isso nos permite
encontrar uma limitacao na taxa de crescimento da forma M e que por sua vez
permite obter o seguinte teorema:

Teorema 1.4.7

Suponha N = 2. Para todo (yo,20) € Xo e para todo T > 0, existe uma tnica
solugao y de (1.4.21) com derivada temporal y; = z tal que o par (y, z) € Xr.
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Observacao 1.4.3

A questao de saber se as solugoes sao globais em 3D permanece, para 0 nosso
melhor conhecimento, aberta.

1.4.3.4. Solucdes Fracas

O problema de nao conseguir obter uma teoria de boa — colocacao global, quando
N = 3 é tipico na literatura. Em particular, nao existe teoria de boa colocacao global
na literatura para equacoes de Schrodinger semilineares, mesmo para condigoes de
fronteira Dirichlet e Neumann homogéneas em dominios limitados. Atualmente, a
literatura estd focada em resultados globais de existéncia de solugoes fracas. Somos
capazes de fornecer um resultado semelhante existéncia global usando o conhecido
método de Faedo — Galerkin (veja por exemplo J. L. Lions [79]). Estudaremos este
problema via Galerkin em duas situagoes, a saber,

e caso 1: quando g(s) =se f(y) = |y]*y;

e caso 2: quando f é globalmente Lipschitz de V em V, sua primitiva G satisfaz
certas condicoes que apresentaremos oportunamente e g, contempla as condigoes
dadas na hipotese 1.4.1.

Definamos uma solugao fraca de (1.4.21) como uma solucao
iy, v) ) — (VY Vo) 2 + (9 v) 2wy — (F(©)v) 120y = 0,V € [0,00). (1.4.23)

Note-se que, uma vez que obtemos este resultado através da resolucao de um pro-
blema aproximado de dimensao finita para y,, € V,,, C V = H}: ,(€), a condigao de
fronteira 0,y + y; = 0 nao é preservada. Isso nos impede de buscar solucoes fortes,
como foi feito pelo argumento de ponto fixo. Em vez disso, obtemos um resultado
final de existéncia:

Teorema 1.4.8

Seja N < 3. Dado yy € V, existe uma solugao fraca y de (1.4.1) na classe
y e L*(0,00;V); vy € L>(0,00; V). (1.4.24)
e a seguinte regularidade na fronteira toma lugar:

9(y:)|ry, 00y € L*(0,00; L*(Ty)) .

A prova do caso 1 é mais simples que no caso 2, uma vez que no segundo caso,
pelas estimativas a priori, obtemos que ¢(y,,) converge fraco para uma funcao x em
L?(0,T; L*(Ty)) e somente temos que {1/ } é limitada em L>(0,T;V’). Para mostrar
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que x = ¢(y), onde y é uma solugao fraca dada em (1.4.23), é necessério obter a
identidade de energia do problema (1.4.1) para solugoes fracas, no qual o método via
convolugao encontrado no livro de J. L. Lions [79] é bastante ttil.

1.4.3.5. Taxas de Decaimento Uniforme da Energia

Como foi mencionado anteriormente, a estabilizacdo do modelo linear foi provada
em dimensoes N = 2,3 por Machtyngier utilizando o método de integracao usando
o multiplicador ¢(z) - Vy. Nés somos capazes de provar um resultado similar pelo
mesmo método, contudo, atualmente a existéncia de solugoes globais para regulares
(1.4.21) tem sido somente provada em dimensao N = 2 como visto acima. Provamos
o seguinte resultado de estabilizacdo em nivel de H!:

Teorema 1.4.9 (Estabiliza¢do)

Assuma que ) é um dominio star — shaped e considere y uma solucao regular
do problema (1.4.1). Entao, existem constantes positivas v e C' tal que a energia
H'— associada ao problema (1.4.1) decai exponencialmente, isto é,

E(t) < Ce "E(0), para todot > Ty, Ty > 0 suficientemente grande.

1.5.Orientacao
Este trabalho de tese é composto do seguinte modo:
e No capitulo 2, se concentra as preliminares dos resultados usados nesta tese.

e No capitulo 3, se apresenta a existéncia e unicidade de solucao e taxas de de-
caimento uniforme para os problemas (1.2.1) e (1.2.2).

e No capitulo seguinte, se encontra as provas da existéncia e estabilidade expo-
nencial do problema (1.3.1) e os resultados de propagacao para a equagao de
Schrodinger.

e Por fim, o capitulo 5 trata do estudo do problema (1.4.1) caracterizando o
mesmo como um problema Wentzell, discorrendo em dimensoes 2 e 3, expondo
a teoria linear e nao — linear, no qual sao obtidos resultados de existencia local,
global e o decaimento exponencial, conforme expostos na secao 1.4.

Para uma maior conveniéncia ao leitor, enunciaremos novamente os resultados de
existéncia de solugao e estabilizacao no decorrer dos capitulos 3, 4 e 5.
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Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados que serao usados no decorrer
deste manuscrito.

2.1.Espacos de Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago localmente
convexo completo das fungdes vetoriais ¢ : (0,7) — X infinitamente diferenciaveis
com suporte compacto em (0,T). Dizemos que uma sucessao

v, — pem D(0,T; X)
se:

i) Existe um compacto K de (0,T) tal que supp(p,) e supp(p) estao contidos em
K, para todo v;
d" d*
ii) Para cada k € N, ﬁcp,,(t) = g em X, uniformemente em ¢ € (0, 7).

O espago das aplicagoes lineares continuas de D(0,7) = D(0,7;R) em X sera
denotado por D’(0,T; X), ou seja, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X é linear e se
0, — 0 em D(0,T) implicar que (S,6,) — (S,0) em X. Diremos que

S, — S em D'(0,T; X)

se
(S,,0) — (S,0) em ,V0 € D(0,T).

O espaco D(0,T; X) equipado com a convergéncia acima é denominado espaco das
distruibuigoes vetoriais' de (0,T) com valores em X.

!Para mais detalhes sobre distribuicdes vetoriais veja Zeidler, [121]
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Denota-se por L?(0,T; X) o espaco das (classes de) fungoes vetoriais u : (0,7) —
X mensurdveis em (0,7, com (0,7) dotado da medida de Lebesgue, tais que

T
/ u(t)| 2 dt < oo.
0

O espago L*(0,T, X) munido do produto interno

(u, v) 22(0,1,x) :/o (u(t), v(t))xdt

é um espaco de Hilbert.

A seguir, apresentaremos o conceito de fung¢oes escalarmente continuas

Seja X um espago de Banach. Definimos o espaco das fungoes escalarmente
continuas (ou fracamente continuas) como o conjunto das fungdes f € L>(0,T; X)
tais que a aplicagao t — (f(¢),x) é continua sobre [0,7], Vo € X', onde X' é dual de
X. Denotaremos tal espaco por Cs(0,7"; X).

Disto segue que CH0,7;X) = {ue Cs0,T;X);u € Cs(0,T; X)}, onde o
¢ a derivada de u no sentido das distribui¢coes. Da mesma forma temos que
C2(0,T; X) = {u € Cy(0,T; X);u" € C,(0,T; X)}.

Observacao 2.1.1
Seu e L>*(0,T;X) eue C([0,T]; X) entao u € Cs(0,T; X).

Lema 2.1.1
Sejam X e Y dois espacos de Banach, X — Y e X um espaco reflexivo. Entao,

L0, T; X)NCs(0,T,Y) = Cs(0, T X).

Demonstracao: Ver Lions — Magenes [81].

2.2.Um repasso a Geometria Riemanniana

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional ndo compacta, n >
2, orientavel, simplesmente conexa e sem bordo munida de uma métrica Riemanniana
g(-,+) = (-, ) completa, de classe C*°. Denotaremos por (g;;)nxn & matriz nxn relativa
a métrica g. O espaco tangente a M em p € M ¢é denotado por T, M e a norma em
T,M é dada por | |* = (-,).
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Seja f € C?(M), definimos o operador Laplace — Beltrame de f como
Af =div(Vf), (2.2.1)

onde Vf denota o gradiente de f na métrica g, isto é, para todo campo de vetores
X em M
(Vf,X)=X(f), (2.2.2)

e div denota o divergente, ou seja, se X é um campo de vetores em M, divX (p) :=

trago da aplicacao linear Y (p) — Vy X (p), p € M.

De posse de tais defini¢oes e notacoes, enunciamos o seguinte lema.

Lema 2.2.1

Seja p € M. Considere f € C'(M) e H um campo de vetores em M. Entao é
valida a seguinte identidade :

(VI,VH(f)) =VH(V, V) + %[div(IVfIQH) — |VfPdivH],  (2.2.3)

onde VH ¢ a diferencial covariante definida por VH(X,Y) = (VxH.,Y).

Demonstragao: Ver Lasiecka, Triggiani e Yao, [69].
Q

Finalmente definimos a Hessiana de f € C?(M) como o tensor simétrico do tipo
(0,2) em M, isto é,

Hess(f)(X,Y) = V*f(X,Y) = V(VI(X,Y) = (Vy(Vf), X), (2.2.4)

para quaisquer X e Y campos de vetores em M.

Observacgao 2.2.1

Para simplificar a notacao, denotaremos a norma em L? sem fazer distincao sobre
o argumento, seja ele uma fungao ou um campo de tensores do tipo (0,m).

Seja k € N e p > 1. Definimos o espago C} (M) por
CPM) = {u e C‘X’(M);/ ViUl dM < 00, — 0,1, ..k}, (2.2.5)
M

onde V’u denota a j — ésima diferencial covariante de u (Vu = u, V'u = Vu).
Assim definimos os espago de Sobolev Hy (M) como o completado de C¥ (M) com
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respeito a norma
k
il = S /M Vul dM. (2.2.6)
5=0

Desta forma segue que:

(i) L*(M) := HE(M) é o completado de CZ(M) com respeito a norma

sy = [ 1uf am. (227)
M

(i) HY (M) := H3(M) é o completado de C?(M) com respeito a norma

[ull3 gy = / |Vul* dM +/ lul* dM. (2.2.8)
M M

(iii) H*(M) := H3(M) é o completado de C3(M) com respeito a norma

il = / V2ul? dM +/ Vuf? dM +/ WP AM. (2.2.9)
M M M

Observacao 2.2.2

De acordo com as defini¢oes anteriores, temos a seguinte cadeia de imersoes
continuas:

H*(M) = H' (M) — L*(M). (2.2.10)

Proposicao 2.2.1

O espaco das funcoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto, denotado
por D(M) ou C§°(M), é denso em H'(M), ou seja, H}(M) = H'(M), onde

7Y(M) =DM M.

Demonstracao:Ver Herbey, [58].
3

Por argumentos de densidade podemos estender as formulas apresentadas anteri-
ormente aos espagos de Sobolev.
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Teorema 2.2.1

Seja (M", g) uma variedade Riemanniana n — dimensional nao compacta, n > 2,
simplesmente conexa, orientavel e sem bordo munida de uma métrica Riemanniana
g(-,-) = (-,-) completa, de classe C*°.

Sejam u € HY(M) tal que Au € L* (M) e v € H' (M), entao é vdlida a
seguinte identidade:

/ (Vu, Vv) dM :/ —Au v dM. (2.2.11)
M M

Demonstragao:Ver Taylor, [109].

Teorema 2.2.2 (Teorema da Divergéncia de Gauss)

Sejam M"™ uma variedade Riemanniana orientavel, 2 C M aberto, limitado e
conexo com bordo ) bem regular, X € [H'(Q)]" um campo de vetores e v o
campo vetorial normal unitario exterior a 0f), entao

/ divX dM = [ (X, v)dr. (2.2.12)
Q [o9)

Demonstragao:Ver Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Soriano, [35].
J

Teorema 2.2.3 (Teorema de Green 1)

Sejam M"™ uma variedade Riemanniana orientavel, ) C M aberto, limitado e
conexo com bordo 9 bem regular, X € [H'(Q)]" um campo de vetores, ¢ € H*(Q)
e v o campo vetorial normal unitario exterior a 0S), entao

/(de)qu = —/<X, Vq) dM +/ ((X,v))qdT. (2.2.13)

Demonstragao:Ver Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Soriano, [35].
J
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Teorema 2.2.4 ( Teorema de Green 2)

Sejam M™ uma variedade Riemanniana orientavel, 2 C M aberto, limitado e
conexo com bordo OQ bem regular, f € H*(Q), ¢ € H' () e v 0 campo vetorial
normal unitario exterior a OS2, entao

[@ngam=- [ ©rvgams [ @paar (2:2.14)
Q M o0

Demonstragao:Ver Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Soriano, [35].

J

Proposicao 2.2.2

Sejam M™ uma variedade Riemanniana orientavel, Q) C M aberto, limitado e
1
conexo com bordo 9Q bem regular. Se u € W?(Q) entao u‘ € W' »P(I'), onde

I =00, )

Demonstracao:Ver Brézis, [16].

Corolario 2.2.1

Sob as hipoteses da Proposicao 2.2.2 é valida a seguinte identidade de Green
gereralizada:

/Q<Vw,w> dM:/QAwde+/maywwdr,

para todo w € WH(Q) e v € C®(M).

Demonstracao: A demonstracao é baseada em dois argumentos: 1. Na Proposicao
2.2.2, donde faz sentido falar em W) e L'(09Q);

oQ

2.Na imersdo continua e densa D(Q) — W!(Q), onde D(Q) = {w|s ;w € C{*(M)}.

Q
Corolario 2.2.2
Sob as hipéteses da Proposicao 2.2.2 é valida a seguinte identidade:
/(divX)w dM = —/(X, Vw) dM —i—/ (X, v))wdl, (2.2.15)
0 Q B
para todo w € WY1(Q) e para todo X campo de vetores sobre Q) de classe C*.
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Demonstracao: A argumentacao é analoga a apresentada no Corolario 2.2.1.
J

Proposicao 2.2.3

Seja (M, g) uma variedade Riemmanniana n-dimensional completa munida com
uma métrica Riemanniana g de classe C'*°. Suponha que a curvatura seccional
K é limitada superiormente em todo ponto de M. As seguintes afirmacoes sao
verdadeiras:

(i) Se K > 0, entdo d(z) = idist*(z,xo) é uma fungao estritamente convexa

em M quando dist(z,zq) < #f, YV xg € M.
(ii) Se K < 0 e M é simplesmente conexa, entdo d(z) = idist*(x,zy) é uma
funcao estritamente convexa em M.

Demonstragao:Ver Triggiani e Xu, [114].

Observacao 2.2.3

E importante ressaltar alguns conceitos e notagoes a respeito de fungoes a valores
complexos.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e u : M — C uma fungao regular.
Entao temos que Re v : M — R e Im u : M — R, consequentemente podemos
falar em V(Re u) and V(Im u), definidos intrinsicamente como em (2.2.2).

Seja X um campo de vetores complexo sobre M, isto é, X =Y +iZ, onde Y
e Z sao campos de vetores reais. Denotaremos por

(Vu, X) =(V(Re u),Y)s — (Im u), Z)g +i((V(Re u), Z)g + (V(Im u),Y),)
Logo,

(Vu, V) = (V(Re u), V(Re u))g + (V(Im u), V(Im u))g = |Vul*.
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2.3.Resultados Auxiliares

Proposicao 2.3.1 (Desigualdade de Young)

Sejam p,q > 1 com 1/p+1/q = 1. Temos que
a-b<na +C,t?

de modo que a,b,n >0 e C, = (np)P1qt.

Proposicao 2.3.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Sejam z,y € R", entao
|z -yl < fxflyl.

Proposicao 2.3.3 (Ponto de Lebesgue)

Seja v € LY(0,T). Dizemos que s € (0,T) é um ponto de Lebesgue de v, se para
h>0,(s—h,s+h) C (0,T), entao,

Proposicao 2.3.4 (Formula Integral de Leibniz)

Seja f(x,0) uma funcao tal que fy(x, ) existe, e é continua. Entao,

b(9) b(0)
d% < f(z,0) d@) = O f(x,0)dl + f(b(6),0)0(0) — f(a(8),0)d'(0).

a(9) a(9)

Corolario 2.3.1

Sejam E um espaco vetorial normado e ' um subespaco vetorial de E. Se para
toda forma f € E' tal que (f,z) = 0, paratodox € F setem f =0 (i.é. (f,x) =0
para todo x € E), entao I é denso em E (ou seja, F' = E).

Demonstracao: Ver Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], corolédrio
1.29, pagina 31.
A

Definicao 2.3.1

Seja X um espago de Banach. A topologia fraca o(X, X') sobre X é a topologia
menos fina sobre X que torna continuas todas as aplicacoes [ € X'.
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Seja (z,,)neny uma sequéncia de X a qual converge para  em X na topologia fraca
o(X, X’). Utilizamos, neste caso, a seguinte notacao:

T, — rem X.

Proposicao 2.3.5

Seja (x,)nen uma sequéncia em X, entao:
(i) z, — x em X se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vf € X"
(ii) Se x, — = em X, entao x,, — rem X.
(iii) Se x,, — x em X, entdo ||x,||x ¢ limitada e ||z||x < lim inf||z,| x.

(iv) Se x,, = x em X e f, — f em X', entao (f,,z,) — (f,x).

Demonstragao: Ver Cavalcanti e Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], proposi¢ao
3.12, pagina 112.
a

Seja X um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : X’ — R por

(Jo, ) = ([, 2).

As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € X", Vo € X.
Definamos, agora, J : X — X" tal que J(z) = J,.
Definicao 2.3.2

A topologia fraca x, também designada por o(X', X), é a topologia menos fina
sobre X' que torna continuas todas as aplicacoes .J,.

Proposicao 2.3.6

Seja (fn)nen uma sequéncia em X', entao:
(i) fn = [ fraco estrela em X' se, e somente se, (f,,z) — (f,x), V z € X.
(ii) Se f, — f forte em X', entao f, — f fraco em X'.

(iii) Se f, — [ fraco em X', entao f,, = f fraco estrela em X'.

Demonstragao: Ver Cavalcanti e Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], proposi¢ao
3.30, pagina 123.
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J

Lema 2.3.1

Sejam X um espaco de Banach reflexivo e (x,),en uma sequéncia
limitada em X, entao existe uma subsequéncia (x,, )reny de (Tp)nen € x € X,
tal que
— x fracamente em X.

Ty,

Demonstracao: Consulte Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], teo-
rema 3.63, pagina 153.
Q

Lema 2.3.2

Sejam X um espago de Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada em
X', entao existe uma subsequéncia (f,, )ren € f € X', tal que

fn, = f fraco estrela em X'.

Demonstracao: Para uma prova, veja Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Komor-
nik, [37], corolario 3.60, pagina 152.
J

Teorema 2.3.1 (Teorema do Grdfico Fechado)

Sejam E e F' espacos de Banach e'T' : E — F um operador linear. Se o grafico de
T é fechado em E x F, entao T é continuo.

Demonstracao: Consulte Cavalcanti e Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], teo-
rema 2.26, pagina 77.
J

Corolario 2.3.2

Sejam M um subespaco vetorial fechado de um espaco de Hilbert H e f € H.
Entao, u = Py, f se caracteriza por

Existe tinico uw € M tal que
(f —u,v)=0,Yve M.

Além disso, Py é um operador linear.
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Demonstracao: Veja Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], coroldrio

4.9, pagina 169.
A

Proposicao 2.3.7
Seja K um subconjunto convexo, fechado e nao — vazio de um espaco de Hilbert

H. Entao,
|Px fi = P fo|| < ||fr = foll, Y fr, fo € H.

Em outras palavras, a projecao Py : H — K é uniformemente continua.

Demonstragao: Veja Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], proposigao

4.8, pagina 168.
3

Teorema 2.3.2 (Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet)
Seja H um espaco de Hilbert. Dada ¢ € H', existe f € H tinico tal que

<907u> - (f7u>, Yu e H.

Além disso,
Lf 1l = llellar

Demonstracao: Ver Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Komornik [37], teorema
4.10, pagina 171.
J

Seja H um espago de Hilbert. Uma forma bilinear a(u,v): H x H - R é

1. continua se existe uma constante C' tal que

la(u,v)| < Clulv|, Yu,v € H e

2. coerciva se existe uma constante K > 0 tal que

a(v,v) > K|v|, Vv € H.
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Lema 2.3.3 (Lema de Laxz — Milgram)

Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva. Entao para toda ¢ € H'
existe tinico u € H tal que

a(u,v) = (p,v), Yv € H.

Além disso, se a é simétrica entao u se caracteriza pela propriedade

we H e %a(u,v) — (o) = ggg{%a(v,v) - (gp,v}}.

Demonstragao: Ver Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], coroldrio
4.15, pagina 181.
a

Teorema 2.3.3 (Teorema de Minty — Browder)

Seja E um espaco de Banach reflexivo. Considere A : E — E’ uma aplicacao nao
— linear continua e coerciva tal que

Re(Avy — Avg, vy — ve)pr g > 0, Vuy, v € E.

Entao, para todo f € FE', existe uma unica solu¢ao u € E de modo que Au = f.

Demonstracao: Ver Brézis, [18], teorema 5.16, pdgina 145.

Teorema 2.3.4 (Ponto Firo de Banach)

Sejam X um espago métrico completo nao — vazio e S : X — X uma contragao,
isto é,

d(Swvy,Svy) < kd(vy,v9),Vv1,09 € X com k < 1.

Entao, S tem um 1tinico ponto fixo u = Su.

Demonstracao: Veja Brézis, 18], Teorema 5.7, pagina 138.
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Teorema 2.3.5 (Convergéncia Dominada de Lebesgue)

Se uma sequéncia {fi.} de fungées integraveis a Lebesgue em um conjunto (2
converge quase sempre em ) para uma funcao f e, se |fi| < ¢ quase sempre em
Q,Vk € N, para uma certa funcao ¢» € L'(2), entao a integral fQ f dx existe e

lim /fkdx:/fdx.
k—+oo Jo Q

Demonstracao: Ver Medeiros, [87], Teorema 2.17, pagina 49.

Proposicao 2.3.8 (Desigualdade de Poincaré)

Suponha que 1 < p < oo e 2 C R é um aberto limitado. Entao existe uma
constante C(dependendo de ) e p) tal que

Hu||Lp(Q) < CHVU/HLF(Q), Yu € Wol’p(Q).

Demonstragao: Ver Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Komornik, [37], proposicao
6.22, pagina 441.
a

Proposicao 2.3.9 (Lema de Gronwall)

Sejam z € L>=(0,T) e ¢ € L'(0,T) tais que z(x) > 0, p(t) > 0 e seja ¢ > 0 uma
constante. Se

o(t) < c+/0 z(s)p(s)ds, ¥t € [0,T],

entao )
o(t) < celo % i ¢ [0,T7].

Demonstracao: Ver Gomes, [57], lema 8.22, pagina 83.
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Teorema 2.3.6 (Desigualdade de Gagliardo — Nirenberg)

Sejam 1 < p,q,r < oo e considere 5, m dois inteiros tais que 0 < 7 < m. Se
1 1 m (1—a)
p N (7" N ) q

para algum a € [j/m,1] (a < 1ser >1em—j— — = 0), entdo existe uma
r

constante C'(N,m, j,p,q,r) tal que

a

DD ullny < C | Y D ullr@y | [l g,

laf=j laj=m

O resultado ainda é valido quando ) é um dominio com fronteira regular (aqui
usa-se operador prolongamento), isto é,

> D )l ooy < C llullfymr o [l pafeys Yu € D(RY)
|la]=3

para todo u € W™ () N L"(Q), contanto que q,7 < oo oug=o00e N <mr <
0.

Demonstracao: Ver Brézis — Cazenave [19], Teorema A. 3. 42, pagina 193.
A

Teorema 2.3.7 (Teorema da Regularidade Eliptica)

Seja 0 C R"™ um aberto de classe C* com fronteira ' limitada. Seja f € L*(Q) e
u € H}(Q) satisfazendo

/Vquo—l—/ugo:/fcp, Yo € Hy ().
Q Q Q

Entaou € H*(Q) e ||ul|p2) < c||f]|r2@@), onde ¢ é uma constante que sé depende
de Q. Além disso, se Q é de classe C"™% e f € H™(Q) entao

w € H™(Q) com [[ull[mnsaey < |l o).

Em particular, se m > g temos u € C%(Q). Se Q é de classe C* e f € C=(Q),

temos u € C*(1Q).

Demonstragao: Ver Brézis, [18], Teorema 9.25, pagina 298.
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Teorema 2.3.8

Seja Q C R™ um aberto limitado com fronteira I regular. Considere o seguinte
problema
—Au=f em¢(
u=0 sobre I'y (2.3.1)
o, u=nh sobre I'y

Considere f € L*(Q) e h € HY*(T'1). Entao o problema (2.3.1) possui uma tinica
solugao u € H*(Q) N H{ (), onde HE () = {u € H'(Q);u = 0 sobre Ty}
Além disso,

lull 2y < C (If 2@ + 1Al vz, (2.3.2)

e, a aplicacao linear

{f.h} € L*(Q) x HY*(T) — ue H*Q),

sendo u solugao de (2.3.1) é continua.

Demonstracao: Veja Lopes, [82], Lema 1.7.1. e Proposigao 1.7.2, paginas 22 — 24.
Q

Teorema 2.3.9 (Teorema da compacidade de Aubin-Lions)

Sejam By, B e B; espacos de Banach tais que B, T g By, onde By e B
sao reflexivos. Definamos
W = {U € LPO(O, T, Bo), U € LA (O, T, Bl)} ,

onde 1 < pg, p1 < 00. Consideremos W munido da norma

ullw = [|ullLro0,.7:80) + [|tel| Lo (0.7:81)

a qual o torna um espago de Banach. Entao a imersao de W em LP(0,T;B) é
compacta.

Demonstracao: Ver Lions [79], lema 5.2 na pégina 57.
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Proposicao 2.3.10 (Lema de Lions)

Seja (u,) uma sucessao de fungées pertencentes a L1(Q)) com 1 < g < co. Se
(i) u, — u quase sempre em Q;
(ﬁ) Hu,,HLq(Q) < C, Vv eN;

entao u, — u fraco em L(Q).

Demonstragao: Veja Lions [79], lema 1.3 na pagina 12.

Lema 2.3.4

Sejam H e V espacos de Banach, tais que H — V. Se u € LY(0,T;H) e
u' € LY0,T;V) entao u € C°([0,T); V).

Demonstracao: Ver Ravier e Thomas, [100].

Teorema 2.3.10 (Derivagcao de um Produto)

Seja Q2 C R™ aberto e consideremos u,v € WP(Q) N L>*(Q) com 1 < p < +oo.
Entao, uv € WhH(Q) N L=(Q) e

0 ou ov
= =1,...,n.
8331(1“}) 8$iv+u8$i’ vi ’ "

Demonstragao: Cavalcanti e Domingos Cavalcanti, [30], proposi¢ao 2, pagina 112.
a

Considere Q = (0,7) x Q um aberto do R**! (t,z) € Q tal que t € (0,T) ez € Q,
a funcao f : Q — R" e o problema de valor inicial

a'(t) = f(t z(t)) (2.3.3)

x(to) = xo
Diz-se que a funcao f satisfaz as condi¢oes de Carathéodory se
1. f(z,t) é mensuravel em t para cada x fixado;
2. f(x,t) é continua em = para todo t fixo; e

3. para todo compacto K C @) existe uma funcao real integravel my(t), de modo
que ||f(t,z)||gn < mx(t), para todo par (t,x) € K.
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Teorema 2.3.11 (Teorema de Carathéodory)

Seja f : () — R™ satisfazendo as condicoes de Carathéodory. Entao o problema
(2.3.3) tem uma solugao x(t) em algum intervalo |t — to| < 3, com > 0.

Demonstracao: Ver Coddington e Levinson, [46].

Corolario 2.3.3

Sejam Q) = [0, T[xB comT >0, B ={zx € R"; |z| <b},ondeb>0ef:Q —R"
nas condigoes de Carathédory. Suponhamos que x(t) é uma solugao de (2.3.3) tal
que |xg| < b e que em qualquer intervalo I, onde z(t) esta definida, se tenha
|z(t)] < M, para todo t € I, M independente de I e M < b. Entao x(t) possui
um prolongamento a todo [0, T.

Agora, recordemos o conhecido Teorema de Holmgren que pode ser encontrado
por exemplo em Tréves, [112], Teorema 21.2, pagina 183:

Teorema 2.3.12 (Teorema de Holmgren)

Seja P um operador diferencial com coeficientes constantes, R". Seja u uma
solucao de Pu = 0 em (), onde (); é um aberto de R™. Suponha que u = 0
em @)y onde () é um subconjunto aberto de (). Entao, u = 0 em (3, onde
Q3 € um aberto de ()1 que contém () e de tal modo que qualquer hiperplano
caracteristico do operador P que intersecta ()3 também intersecta ().

No caso em que P = i, + A, é um operador diferencial em R""! e sua parte
principal é P, = A,. Um hiperplano de R™*! é caracteristico se seu vetor normal

n
(t,z) € R x R™ é um zero de P, isto ¢é, de P,(t,z) = Z |z:]* = |z
i=1

Assim os vetores normais sao da forma (+£1,0) € R x R” e os e os hiperplanos
caracteristicos sao definidos por

II;, = {(to,z); z € R"}, para cada ty € R.

Proposicao 2.3.11

Seja V' um espaco de Banach denso e continuamente imerso no espaco de Hilbert

H. Por meio da identificacao H = H' de modo que V- — H < V', temos que o
espaco de Banach W,(0,T) := {u € LP(0,T;V); u € LY (0,T;V")} estd contido
em C([0,T]; H).

Demonstracao: Veja Showalter, [105], Proposigao 1.2, pagina 106.
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2.4.Semigrupos Lineares

Seja X um espaco de Banach e X’ o seu espaco dual.
Definicao 2.4.1

Diz — se que uma aplicagao S : R, — L(X) é um semigrupo de operadores lineares
limitados de X, se:

(i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X);

(ii)) S(t+s) = S(t) o S(s), para todo s,t € R. Diz —se ainda que o semigrupo
S é de classe Cy se

(iii) lim ||(S(t) — I)z|| = 0, para todo x € X.
t—0+

Proposicao 2.4.1

Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de S.
(1) Se x € D(A), entao S(t)x € D(A), para todo t > 0, S(t)x é diferencidvel e

d
7Stz = AS(t)r = S(t) Ax. (2.4.1)

(17) Se x € D(A), entao

S(t)xr — S(s)x = /t AS(&)zxdE = /tS(ﬁ)Aa:df, 0<s<t. (2.4.2)

(iii) Se x € X, entdo [ S(€)xdE € D(A) e

t
A / S(€)z de = S(t)e — . (2.4.3)
0
Demonstragao: Ver Pazy, [99], Teorema 2.4, pagina 4.
a
A seguir, temos a definicao de operador anti - adjunto.
Definicao 2.4.2
Dizemos que um operador A é anti - adjunto (Skew — adjoint) se A* = —A.

Proposicao 2.4.2

O operador A é anti — adjunto se, e somente se, A e —A sao maximais monétonos.
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Demonstracao: Consulte Brézis, [17], proposicao 1, pagina 13.
J

Teorema 2.4.1 (Teorema de Lumer — Phillips)

Se A € G(1,0), isto é, A é o gerador infinitesimal de um semigrupo S de contragoes,
entao:

(1) A é dissipativo relativamente a qualquer aplica¢ao dualidade.

(13) Im(AN — A) = X, para todo A > 0.

Reciprocamente, se:

(1ii) D(A) é denso em X .

(iv) A é dissipativo relativamente a alguma aplica¢ao dualidade.

(v) Im(Xl — A) = X, para algum \g > 0.

Entao A € G(1,0).

Demonstracao: Ver Pazy, [99], Teorema 4.3, pagina 14.

J
Lema 2.4.1
Considere a equagao de evolugao
W 4 Aw+ L(t,w) =0
ai +Aw+ Lt w) =0, (2.4.4)
w(0) = wy

sobre o espaco complexo L2(), onde
(i) A= —iA:D(A) C L¥(Q) — L¥(Q);
(ii) D(A) = H*(2) N Hy(Q);
(iii) L(t,w) = F(v+w)(t), F: L*(Q) — L*() é Lipschitz;
(iv) v e C([0,T); H2(Q)) n CY([0, T); L))

)
Além disso, seja wy € D(A). Entao, o problema (2.4.4) possui uma tinica solu¢ao
w que pertence & classe C([0,T7; H2( ) N H(Q)) N CY([0,T); L*(Q)).

Demonstragio: Veja Ozsar1, Kalantarov e Lasiecka, (98], Lema 1, pagina 1847.
EI

A seguir, veremos a definicao de grupos de classe Cj.
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Definicao 2.4.3

Diz — se que uma aplicacao S : Ry — L(X) é um grupo de operadores lineares
limitados de X, se:

(i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X);

(ii) S(t+s) = S(t) o S(s), para todo s,t € R,. Diz —se ainda que o grupo S é
de classe C se

(iii) lim |[(S(t) — I)z|| = 0, para todo x € X.
t—0t

Definigao 2.4.4 (Grupo Unitdrio)

Um grupo S de operadores lineares limitados de um espago de Hilbert H é dito
grupo unitdrio se S(t)* = S(t)~!, para todo t > 0.

Teorema 2.4.2 (Stone)

Um operador linear A, de um espago de Hilbert H é o gerador infinitesimal de
um grupo unitario de classe Cy se, e somente se, A é anti — adjunto.

Demonstracao: Veja Gomes, [56], Teorema 5.8, pagina 55.

2.5.Semigrupos Nao Lineares

Seja X um espaco de Banach e X’ o seu espago dual. Denote também por F' :
X — X’ a aplicagao dualidade de X.

Diz — se operador com dominio em um conjunto X e imagem em um conjunto Y,
a toda aplicacdo A : X — 2, onde 2" representa o conjunto das partes de Y. Diz —

se que o grafico de A é o conjunto de pontos (x,y) € X x Y tais que y € Ax, para
algum xr € X.

Um operador A : X — X é dito dissipativo se

V(x1,91), (x2,92) € A, If € F(x1 —x2); (31 — y2, f) 0.

Seja C C X. Diz-se que uma funcao S de [0,00) na familia das aplicagoes de C
em C é um semigrupo sobre C se:

1. S(0) = I, onde I é o operador identidade em X;
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2. S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s > 0 (propriedade de semigrupo).

Diz-se que o semigrupo S é continuo se
3. lim S(t)xr ==z, Vz €C.
t—04

E diz-se que S continuo é do tipo w , com w € R, se

4 [S@)x = Syl < e[z —y]|.

Quando w < 0, diz-se que S é um semigrupo de contragoes.

Estudaremos nessa se¢ao os operadores monotonos que sao uma generalizagao das
fungbes mondtonas, conforme apresentado em Gomes, [57].

Seja f : R — R uma fung¢ao mondtona nao decrescente, ou seja, se

v,y € D(f)ex <y= f(z) < f(y),

ou equivalentemente,

(z —y)(f(x) = fy)) = 0;Va,y € D(f).
Seja H um espaco de Hilbert. Um operador linear T" de H é dito positivo se
(:L',TJ;)H >0; Ve € H,
e um operador A de H ¢é dito mondtono se

($1 — T2,Y1 — y2)H > 0; V($1,y1)a ($27y2) €A

Assim a definicao de operador monétono em um espago de Hilbert é uma genera-
lizacao natural da definicao de fungao mondtona crescente. Em geral temos:

Definicao 2.5.1

Seja X um espaco vetorial topoldgico real, X’ o seu dual e A : X — X’ um
operador. Dizemos que A é monotono se

<91; —y, 7 — y’> >0, V(x,2"), (y,y) € A.

Observamos que se A é um operador univoco e linear de um espaco de Hilbert entao
A é monotono se, e somente se, A é positivo.

Para generalizar ainda mais a nocao de fun¢gao mondtona nao decrescente, obser-
vemos que se H é um espaco de Hilbert, entao seu dual H' pode ser a ele identificado

- 68 -



A - 69 - Capitulo 2. Preliminares

e, assim, os operadores mondétonos? de H podem ser considerados como operadores
A: H — H'. Sendo assim, o produto interno pode ser encarado como a dualidade
(-, ) . Neste caso a monotonia é caracterizada pela norma, como vemos a seguir.

Proposicao 2.5.1

A é um operador mondétono de H se, e somente se,
Iz =22 + M — o) | = [la1 = 2],

para todo (z1,v1), (z2,92) € A e para todo A > 0.

Demonstragao: Ver Brézis, [16], proposicao 2.1.

N
Dizemos que um operador monétono A é maximal mondtono se nao admitir extensao
mondétona propria, em outras palavras, se ele nao esté propriamente contido em algum
outro subconjunto monétono.

Definicao 2.5.2

Sejam H um espaco de Hilbert real e A : H — H um operador. Dizemos que A é
um operador monotono de H se

(x —y, Ar — Ay)g >0, V x,y € D(A).

Além disso, A é dito maximal mondtono se A é mondtono e Im(I + A) = H.

Definigao 2.5.3

Sejam H um espago de Hilbert real e A : H — H um operador. Dizemos que
A é um operador dissipativo de H se —A é mondtono. Além disso, A é dito
m-dissipativo se A é dissipativo e Im(I — A) = H.

Quando A é linear, conhecemos o teorema a seguir como Teorema de Hille — Yosida
( veja por exemplo, Gomes [56], Teorema 4.4, pagina 32).

2Em alguns livros, o termo mondétono é substituido por acretivo.
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Teorema 2.5.1

Seja A um operador maximal monétono de H. Para todo ug € D(A), existe uma
tinica funcao u(t) : [0, co[— H, tal que

(i) u(t) € D(A), ¥t > 0;
(ii) u(t) € lipschitziana em [0, 0o, isto é, % € L>=(0,00, H);

(iii) w(t) satisfaz o seguinte problema de Cauchy abstrato

du

—+ A
dt+ u>30
u(0) = ug

Demonstracao: Ver Brézis, [16], teorema 3.1, pagina 54.

Para todo ¢ > 0 definamos
S(t)z = ug(t),

e denotemos novamente por S(t) a extensao de S(t) sobre D(A). Pelo teorema an-
terior, verifica-se que S(t) é um semigrupo de contragoes nao-lineares sobre D(A).
Portanto, S(t) é o semigrupo gerado por —A.

Considerando o Teorema (2.5.1), podemos definir solugao forte. Seja X um espago
de Banach e A : X — X. Diremos que uma funcao u(t) : [0,00[— X é uma solugao
forte do problema

du
— + A 0
dt+ (=)

u(0) = z € D(A)

se satisfizer:
(i) u(t) € D(A) parat € (0,00);

(ii) wu(t) é lipschitziana em [0, 00);

d
(iii) —d—ztt € Au quase sempre, para t € (0,00).

Necessitaremos ainda do seguinte conceito:
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Definicao 2.5.4

Seja H um espago de Hilbert real e A : H — H um operador tal que D(A) = H;
Dizemos que A é hemicontinuo em H se

lim(A(u + tv), w)g = (Au,v)g (2.5.1)

t—0

Teorema 2.5.2

Seja X reflexivo, e seja B um operador monétono, hemicontinuo e limitado de
X em X*. Seja A um operador maximal monétono em X x X*. Entao A+ B é
maximal mondtono.

Demonstragao: Ver Barbu, [8], capitulo 2, corolario 1.1, pagina 39.
Q

Em particular, segue que qualquer operador monétono, hemicontinuo, e ainda,
limitado de X em X* é maximal mondtono em X x X*.

Considere o seguinte problema

{ w(t) = Tu(t) + Su(t)  t€(0,00) (2.5.2)

u(0) = g
em um espaco de Banach X. Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5.3

Sejam H um espaco de Hilbert real, T : H — H um operador m — dissipativo
e seja S : H — H continuo e dissipativo tal que D(S) = H. Entao para cada
up € D(T') existe uma tnica fun¢ao u : [0,00) — H continua do problema (2.5.2).

Demonstragao: Ver Barbu [8], teorema 3.1, pagina 152.
a

A seguir, um resultado crucial para a obtengao de solugdes fracas do problema (1.3.1).
Lema 2.5.1
Seja Q um dominio limitado ou nao — limitado em RY com fronteira compacta C?

denotada por I' (incluindo o caso Q = R¥Y ). Considere o operador nao — linear B
em L? (Q) definido por

D(B) = {ye L*(Q); lylPye L*(Q)},
By = |yl’y, Yy € D(B).

Entao, B é m—acretivo.
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Demonstragao: Veja Okazawa e Yokota, [92], Lema 3.1, pagina 258.
a

2.6. Teoria de Operadores Monétonos

Definicao 2.6.1

Seja X um espago topoldgico e f : X — [—00, 0] uma fungao. Dizemos que uma
fungao é semi — continua inferiormente (s.c.i.) se

f(zo) < liminf f(x), zo € X.

T—x0

Definicao 2.6.2

Sejam X um conjunto e ¢ : X — (—00, 00| uma fungao. Dizemos dominio efetivo
de f, o conjunto D.(f) := {x € X; f(x) < +o0}. Diz — se que f é uma fungao
propria se D (f) # &.

Definigcao 2.6.3

Considere X um espago de Banach e ¢ : X — (—o00,00] uma fungao prdpria,
convexa e semi — continua inferiormente. A subdiferencial de ) em y € D.(f),
denotada por 0 (y) é definida como o conjunto de todos g € X tal que

o(v) —@(u) > Re(g,v —u)x, Vve X. (2.6.1)

Definicao 2.6.4

Seja X um espacgo vetorial e A um subconjunto convexo de X. Dizemos que f :
A — [—00,400| é uma fungao convexa se para cada t € [0,1], temos

f(t‘r+(1_t)y)Stf(‘T)—i_(l_t)f(y)?vxaye A7

desde que o segundo membro tenha sentido.
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Definicao 2.6.5

Sejam X um espaco de Banach, o operador A : X — X e A € R. Para todo
A # 0, o operador resolvente [J é definido como

Tni=(I+XA)
A aproximacao de Yosida A, é definida por

1
A/\Zx<l—\7)\)

Proposicao 2.6.1

Seja H um espaco de Hilbert e A um operador m — acretivo. Entao, J, é uma
contragao e A, é Lipschitz continua de constante 2/\.

Demonstracao: Veja Gomes, [57], Proposi¢ao 3.9, pagina 121.

Proposicao 2.6.2 (Moreau)

Seja ¢ : H — (—o00, 00] uma fun¢ao propria, convexa e semi — continua inferior-
mente. Considere ainda, A = 0 ¢. Definamos para cada \ > 0

i 1
ole) = min { Sl = alfy + )y e HY o€ B

Entao,
A
ox(z) = EHAAH% +o(Tny) -

Demonstracao: Consulte Showalter, [105], Proposi¢ao 1.8, pagina 162.
J
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Lema 2.6.1

Seja ¢ : H — (—00, 00| uma fun¢ao prépria, convexa e semi — continua inferior-
mente sobre o espaco de Hilbert H com subgradiente O . Se u,0;u € L*(0,T; H)
e existe uma fungao g € L*(0,T; H) com g € 0 ¢(u) quase sempre sobre [0,T],
entdo a fungao ¢ o u é absolutamente continua sobre [0,T] e

d
a’

(u(t)) = Re (h(t), %(t)) quase sempre em t € [0,T]

para qualquer funcao h € dp(u) quase sempre sobre [0, T].

Demonstragao: Veja Showalter, [105], Lema 4.3, pagina 186.
a

Considere agora X um espago de Banach. Para qualquer subconjunto nao — vazio
C de X, definamos
|C| = inf{||z]|; x € C}.

Proposicao 2.6.3

Seja A um operador acretivo e A > 0. Entao,

A 2] < |Az|, ¥z € D(A) N Im(I + X A).

Demonstracao: Uma prova deste resultado se encontra em Showalter, [105], Pro-
posicao 7.1, item (d), pagina 211.
a

2.7.0s Espagos H,(2)

Denotemos, H3(Q), para s > 0, o dominio de (1 — A)*/2, onde A representa o
Laplaciano Dirichlet sobre €. Observemos, também que H}(Q2) = H*(Q2) o espago
usual de Sobolev para s € [0,1]. O espaco H,*(€2) é o dual de H}(Q).

E notério que

Hp,(Q) = Hy ().

Além disso, temos a seguinte identidade:
19l ) = 11 = 8)2yll 120y, Yy € Hy(€). (2.7.1)

Além disso, no que diz respeito ao operador (1 — A)™%/2, temos também a 1itil
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identidade :

Nyl s = [|(1 — A)’S/zyHLz(Q),Vy € H=(Q), Vs e [0,1]. (2.7.2)

Proposicao 2.7.1

Seja Q C RY,d > 2 um dominio regular. Entao, as seguintes imersoes continuas
sao satisfeitas.
() HyQ) o 17Q), 2 — L 25 sc 0.1
D ) 9 P - d’ y + L
(i) H5M(Q) — WHP(Q) Lol s € [0,1].
D ) 2 p da ’
1 d d
(i) H3'VP(Q) — WP(Q), = — - = 5 P> 2 s€01]
p P

Demonstracao: Veja proposicao 2.1, pagina 299 em Burq, Gérard and Tzvetkov
[24].
a

2.8.Operadores Pseudo — Diferenciais

No capitulo 4, focaremos nossa atencao no operador pseudo — diferencial Ry e
para tanto, é oportuno apresentar alguns fatos sobre este assunto relacionados com
nossos objetivos. A teoria de operadores pseudo — diferenciais iniciou — se por volta

de 1964 e tal teoria, tornou — se uma ferramenta essencial na teoria moderna de
equagoes diferenciais. Para um tratamento completo do assunto, sugerimos que o
leitor consulte por exemplo, Folland [51], Hormander [59], Taylor [110] e Tréves [111].
Nesta secao, adotaremos as seguintes convencoes:

1

1 1
0,16 Dj=5—0;e D" = - 0.

b= 27 i)l

T

A conveniéncia para tanto reside na férmula da Transformada de Fourier (D u)(§) =
£*u(€). Operadores pseudo — diferenciais sao a extensao de operadores diferenciais.

Qualquer operador linear diferencial com coeficientes C'* sobre um aberto 2 C R"
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pode ser escrito na forma

L= Z ao(z) D a, € C™(Q). (2.8.1)

o] <k

Se nos substituirmos D por £ € R, obtemos o entao — chamado simbolo do operador

diferencial

oL(,8) = an(r)E”. (2.8.2)

o] <k

Este pode ser usado para representar o operador L como uma integral de Fourier,

a saber, aplicando o Teorema de inversao de Fourier para a férmula (5074) &) =
Eru(€),u € CX(Q), obtemos

(Lu)(@) =D aa(r) / ST Ee(e)de = | FT oy (a,6) () dE (2.8.3)

N N
la| <k R R

onde &(x) é qualquer fungao no espaco de Schwartz S ao qual é o conjunto de todas as

fungoes C*°, que juntamente com suas derivadas decrescem rapidamente no infinito
e () é a transformada de Fourier de u definida por

u(§) = W /n e T u(x) du .

Vamos reformular (2.8.3) da seguinte forma: operadores diferenciais com coeficientes

C* sobre 2 sao operadores da forma
Lu(x) = / ™ Ep(x, &) a(€) dé,u € C(Q), (2.8.4)

onde p(x, &) é um polindémio em & com coeficientes que sao fungoes C™ de = € (.

A ideia da teoria operadores pseudo — diferenciais, entao, é considerar operadores
da forma (2.8.4) onde p é um tipo mais geral de funcao. Na verdade, se considerarmos
fungbes mais gerais ou distribuigoes p em (2.8.4), obtém — se uma enorme familia de
operadores que é muito mais diversa e que da suporte a uma interessante teoria.
Temos a seguinte defini¢ao:
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Definicao 2.8.1

Suponha ) um aberto em R"™ (nao necessariamente limitado) e m um nimero
real. Definamos o conjunto de simbolos de ordem m, denotado por S™ é o espaco
de funcoes p(z,£) € C®(2 x RY) tal que para qualquer dois multi — indices « e
B e todo compacto K C (2, existe uma constante positiva C,, 3, tal que

sup | (D2 D¢ p(a. )| < Co s (14 €)1, (2.85)

Um operador pseudo — diferencial ou (OWD para simplificar) de ordem m é uma
aplicagao linear de C2°(€2) em C*°(£2) da forma (2.8.4) onde p é um simbolo de ordem
m sobre €. Denotaremos de forma geral a aplicagdo em (2.8.4) por p(z, D), isto é,

ple, Dyulz) = / A7 p(a, €) A(E) d, (2.8.6)

n

e denotamos o conjunto dos operadores pseudo — diferenciais de ordem m sobre €2 por

(Q) = {p(z,D);p € S™(Q)}.
Observacao 2.8.1

Nossa colocagao do fator 27 em (2.8.6) vai de encontro com a convengao apre-
sentada no inicio. E muito mais comum na literatura sobre operadores pseudo —
diferenciais definir a transformada de Fourier sem a quantidade 2 7 no expoente e
com o intuito de modificar (2.8.6) pela omissao do valor 27 do expoente, inserindo
um fator (27)~™ na frente da integral. Em particular, isto implica definir D como
(1/i)0 ao invés de (1/2mi)0.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos:
Exemplo 1.
Se p(z,€) = > 4<k Calr) €%, entaop € S*(Q). Em outras palavras, todo operador
diferencial com coeficientes C'* sobre €2 é um OWD sobre (2.
Exemplo 2.

Dizemos que uma fungao p € C*(Q2 x R™) é homogénea de grau m para valores
de ¢ grandes se existe ¢ > 0 tal que p(x,t§) = t™ p(z,§) sempre quando t > 1 e
€] > c. Se p é homogénea de grau m para valores de & grandes, entdo D? Dgp é
homogénea de grau m — || para & grande, e segue que p € S™(Q2). De modo geral,

J
se p = Y pj, onde p; é homogénea de grau m; para £ grande, entdo, p € S™(Q2) de
j=1
modo que m = max m;.

1<5<J
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Exemplo 3.

Seja p(z, &) = (14|¢]2)*/2. Entéao, p € S*(R™). O operador (Asf) = (1+|¢[2)*/2f(€)
desempenha um papel essencial na teoria de espagos de Sobolev, pertence a W(R™).

Sepe€ S™(Q)eqec S™(Q), éevidente que p+q € Sm@{mum2t(Q)) e um simples
célculo com a regra do produto nos mostra que pg € S™*T™2(Q)). Além disso, se
my < mg, claramente temos que S™ (€2) C S™2(2).

Nesta teoria, é possivel relaxar a hipdtese que u seja regular e com suporte com-
pacto. Para tratar completamente desta questao, consulte por exemplo Folland [51].

Observacao 2.8.2

Existem outras classes de simbolos mais gerais. Por exemplos, as classes de
Hormander S;5(Q2),m € R,0 < § < p < 1, de modo que sao definidos como
S™(Q) exceto que a condigao (2.8.5) é substituida por

sup | (D2 D¢ p(2,8))| < Ca, g, (1 + |¢[)mPleltolol,
ze K

Disto, temos que S™(2) = S7(2). O leitor pode encontrar essa caracterizagao
em Hormander [59].

Com respeito a composicao de O¥D’s, temos o seguinte resultado:
Teorema 2.8.1

Sejam p; € S™(Q) e po € S™(R). Entao, existe algum simbolo ¢ € S™T™2())
tal que

Q(x7D) :pl(va) © pQ(I’D)'

Demonstracao: Veja Ruzhansky e Turunen, [104], Teorema 2.5.1, pagina 271.

J
Entre todos os operadores pseudo — diferenciais, existe uma classe de operadores que
costumamos lidar com uma grande variedade de aplicagoes e particularmente facil
trabalhar com estes. Eles sao os chamados operadores elipticos.

Definicao 2.8.2

Um simbolo p € S™(2) ou seu correspondente operador p(x, D) € W™ (Q) é dito
eliptico, se para cada compacto A C €) existem constantes positivas C'y e c4 tais
que

Ip(x, D)| > cal&|™, parax € Ae ¢ > Cy.

Se L é um operador diferencial sobre 2, uma parametriz a esquerda (respect.
a direita) de L é geralmente definido como um operador (nao necessariamente um

- 78 -



A - 79 - Capitulo 2. Preliminares

OWD) definido sobre algum espago conveniente de fungoes ou distribuigoes sobre €2,
tal que T'L — I (respect. LT — I) é um operador regular. Em nosso contexto,
definamos a parametriz para um O¥D P € ¥>(Q), um OUD @ devidamente com
suporte @ € ¥ (Q) tal que PQ —1 € V=°(Q) e QP —1 € U~>°(Q), que é a inversa
aproximada.

Teorema 2.8.2

Suponha que P € W™(Q) é eliptico. Entao, P possui uma parametriz () €
U= (0).

Demonstracao: Veja Folland, [51], Teorema 8.42, pagina 298.
a

Como mencionamos anteriormente, os operadores pseudo — diferenciais sao ex-
tensao dos operadores diferenciais. Assim, espera-se que eles tenham propriedades
de mapeamento semelhantes aos operadores diferenciais entre os espacos de Sobolev.
Isto é geralmente verdadeiro. Na verdade, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.8.3

Seja p € S™(RY). Entao, o operador pseudo — diferencial p(x, D) é um operador
continuo de H*(R"™) para H*~™(R™) para todo s € R™.

Demonstracao: Veja Hérmander [59], teorema 18.1.13, pagina 76.
J

A préxima observacao é plausivel no que concerne o estudo do problema de
Schrodinger no capitulo 4 em um dominio exterior.

Observacao 2.8.3

De acordo com Adams [1], pagina 84, o cdssico teorema de prolongamento para
um conjunto aberto limitado €2 pode ser usado para o caso quando €) é um dominio
exterior, uma vez que sua fronteira é limitada e suave. Essa construcao requer o
uso de particao subordinada da unidade a cobertura aberta 0€) escolhido de tal
forma que as fungoes na particao tem derivadas uniformemente limitadas.

Uma das principais aplicagoes dos O¥D’s é em fazer uma andlise detalhada de
singularidades de funcoes e distribuicoes, donde consideramos nao somente os lugares
onde a distribuicao é singular, mas as dire¢oes nas quais tal distribuicao é singular.
Por exemplo, f(z,y) = |y| é perfeitamente regular na direcao x, mas nao é C! na
diregao y sobre a reta y = 0. A ideia de examinar coisas localmente ambas na posigao
espaco e na diregao de espago recebe o nome de Analise microlocal . A seguir, daremos
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uma nocao introdutéria de uma técnica da andlise microlocal, a nocao de frente de
onda de uma distribuigao.

Observacao 2.8.4

Grosseiramente falando, o conjunto frente de onda de uma distribuicao u é o
conjunto de todos os (x,&) tal que u deixa de ser suave em x na dire¢ao £. Para
ser mais preciso, suponha por um momento que u tem suporte compacto, entao
@ é uma funcao regular. Consideramos a afirmacao “u é regular na direcao &g,”
de modo que 0 # & € R", significa que u(t§) é rapidamente decrescente quando
t — 400 para todo ¢ em alguma vizinhanca de &,. Para uma distribuicao u
qualquer, entao, a afirmagao “u é regular (smooth) na direcao &,,” significa que
para algum ¢ €,C° com ¢ = 1 préximo de xy, ¢pu é regular na diregao &. O
Teorema 2.8.6 caracterizara tal fato.

Antes de definir matematicamente o conjunto frente de onda, precisamos de algumas
definicoes:

Definicao 2.8.3

Um subconjunto U de R"\ {0} é chamado cénicoset & € U para todot > 0 sempre
que (z,€) € V, e um subconjunto V' de T°Q (aqui, T°Q) é o fibrado cotangente
de Q) é chamada cénica se (z,t§) € V para todo t nao — negativo sempre que
(2.6 € V.

Definicao 2.8.4

Um OUD P = p(z,D) € ¥™(Q) é chamado eliptico de ordem m em (x,&y) €
T°Q) se existem constantes positivas ¢ e C' e uma vizinhanca conica V de (xq, &)
tal que

p(x, )| = c[¢]™ para todo (x,§) € V com [¢] = C.

Definicao 2.8.5

A variedade caracteristica de P, denotada por char P é o complementar do con-
junto sobre o qual P é eliptico:

char P = {(z,£) € T°Q : P ndo é eliptico em(x, &)} .

Por fim, apresentemos a defini¢cao do conjunto frente de onda:
Definicao 2.8.6

Definamos o conjunto frente de onda de uma distribuicao v € D'(2) como

WF(u) =(){charP: P € ¥°(Q) e Pue C*}.
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A intuicao por tras disto é uma versao microlocal do teorema de regularidade eliptica
ao qual serd enunciado no Teorema 2.8.5: se P é eliptico em (z¢,&) e P u é regular,
entao u deve ser regular em (xg, &), entao, W F(u) consiste dos pontos xq e diregoes
& onde u deixa de ser C°.

Teorema 2.8.4

Seja m : T'Q — Q a projecao definida por m(x,£) = x. Se u € D'(R), entao,
7w [WF(u)] = sing supp u, onde sing supp, chamado de suporte singular de u, é
o conjunto dos pontos ao qual u nao é C*°.

Demonstragao: Consulte Folland, [51], corolario 8.55, pagina 307.
a

Agora, nés obtemos um refinamento microlocal do teorema de regularidade C* para
operadores elipticos.

Teorema 2.8.5

Se P € U™(Q) é eliptico, entao, W F(Pu) = W F(u) para qualquer u € D'(Q).

Demonstracao: Veja Folland, [51], coroldrio 8.55, pagina 308.

Teorema 2.8.6

Suponha que u € D'(QQ). Entao, (xo,&) ¢ WFEF(u) se, e somente se, existe
¢ € C=(Q) tal que ¢p(xy) = 1 e uma vizinhanga conica V' de & em R" \ {0} tal
que

sup(1 + &)™ |@(§)| < 00, para todo M > 0.
eV

2.9.Estimativas de Strichartz

Inicialmente, recordemos alguns fatos que serao tuteis ao estudar as estimativas de
Strichartz.

Considere o problema

{&gu:iAu, re RN te R (2.0.1)

u(z,0) = ug(x).
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A solugio do problema (2.9.1) é da forma u(z,t) = €' uy. A seguir, descreveremos

algumas propriedades da familia de operadores e**%.

Proposicao 2.9.1

Com respeito familia de operadores e't®, temos as seguintes afirmacoes:
1. Para todo t € R, o operador e'*? : L2(RY) — L?(RY) é uma isometria, o
qual implica que
HeltA fllz@yy = [1f | 22wy -

2 pitA it A i(t+t) A om (eitA)—l — eitA — ((ez‘tA))*_

=e

3. et0A =1,

Demonstracao: Veja Linares e Ponce, [78], Proposicao 4.3, pagina 61.

a
Gracas a precedente proposicao, temos que €*2 é um grupo unitdrio. Pelo Teorema
de Stone, Teorema 2.4.2, pagina 67, com respeito ao problema (2.9.1), o operador
A=A com D(A) = H*(R") é o gerador infinitesimal do grupo unitério e*2.

A

Definicao 2.9.1
itA

O operador e com respeito ao problema (2.9.1) é chamado fluxo linear .

Lema 2.9.1 (Conservagao do Fluxo de Schrodinger)

Temos que .
€72 fllis @y = |1 f]

Hs(RN),

para todo s € R.

Demonstragao: De fato, conforme Linares e Ponce, [78], recordemos que e''2 é

um grupo unitério sobre os espacos de Sobolev® H*(RY), para todo s € R. Deste
modo, temos que

HeitAfHHs(RN) = HAS(e“Af)HLQ(RN) = ||€itA(As f)||L2(RN) = ||AsfHL2(RN) = HfHHS(RN)7

0 que prova a afirmagcao.
Q

3Note que || ||~y = [|A® fllz2(any, onde ASF(€) = (1+ [¢[2)*/2 f(€) € L*(RY).
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Observacgao 2.9.1

O lema acima continua vélido se RN é substituido por um dominio exterior ou
um dominio limitado, ambos com fronteira regular. Para tanto, veja os trabalhos
de Anton, [6] e Ozsar1, [97].

Na sequeéncia, temos a definicao de par admissivel.
Definigao 2.9.2 (Par Admissivel)

Um par (p,q) é chamado admissivel em dimensao d se p > 2, (p,q,d) # (2,00,2)
e

2 d d

p q 2

Do exposto, enfim, apresentamos o tema desta secao, a saber, as estimativas de
Strichartz.

As estimativas de Strichartz sdao uma ferramenta poderosa no estudo de equagoes
de Schrodinger ndo — lineares. Em R?, as estimativas de Strichartz sao assim ca-
racterizadas: para (p,q) um par admissivel em dimensdo d e ug € L2(RY), temos
que

e wo | Loqes aqry) < € lluoll2ma) -

Strichartz, [108], provou o caso particular p = g,

itA
e’ Uoll 244 g gy < 0l 2y -

Isto foi generalizado por Ginibre e Velo, [54] para a norma de L} L% com p e g que
satisfazem a defini¢ao 2.9.2 para p > 2 e por Keel e Tao, [62] para o extremo p =2 e
g = 2% . Uma extensdo para a equacao nao — homogénea foi obtida por Yajima [120]

e Cazenave e Weissler, [43].

Para Q # R? existem poucos resultados conhecidos. No caso de uma variedade
compacta sem fronteira, Burq, Gérard e Tzvetkov, [25] provaram estimativas de Stri-
chartz com perca de derivadas e mostraram que tais percas sao em algumas geometrias
especificas, inevitaveis.

Blair, Smith e Sogge, [11], provaram que para qualquer par (p, q), a estimativa de
Strichartz

e fllo.rszacany < NS (2.9.2)

4
H3p (M)
¢ verdadeira em uma variedade compacta com fronteira de dimensao d > 2. Aqui, A,
¢é o operador Laplace — Beltrame com métrica g.
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No que diz respeito a um dominio geral, Anton, [6], provou a seguinte estimativa
de Strichartz onde M é um dominio regular compacto do R? d = 2,3 :
it A
e 2 Flleroizaon) S M ge (2.9.3)
de modo que € > 0 é um numero positivo arbitrariamente pequeno. Além disso,
Anton provou (Coroldrio 1.3, pagina 4) que para d = 2, usando imersao de Sobolev,
é possivel melhorar (2.9.3) para o caso ¢ = oo, donde temos:

€2 fll ooy S Ifman - (2.9.4)

Observacao 2.9.2

De acordo com Anton, [6] e Blair, Smith e Sogge, [11], as estimativas (2.9.2),
(2.9.3) e (2.9.4) permanecem validas se §) é o exterior de um dominio regular limi-
tado com fronteira compacta, com a ressalva que no trabalho de [11], é necessério
ainda supor que o obstaculo é non — trapping.

A estimativa de Strichartz (2.9.4) terd papel fundamental no capitulo 4, na ob-
tencao da boa — colocacao e decaimento exponencial de solucoes fracas H' do pro-
blema (1.3.1).
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Equacao de Schrodinger e Placa com

Dissipacao Nao — Linear Localmente
Distribuida

Este capitulo, realizado em parceira com César Augusto Bortot, Marcelo Moreira
Cavalcanti e Valéria Neves Domingos Cavalcanti foi publicado em [13].

Sobre uma variedade Riemanniana compacta n—dimensional (M, g), estabelece-
remos a taxa de decaimento uniforme para a equacao de Schrodinger e placa linear
sujeitas a dissipacao interna nao — linear localmente distribuida sobre a variedade.
Nossa aproximacao também pode ser usada para outras equagoes de modo que a
desigualdade inversa para o modelo linear acontece. No caso particular da equacao
da onda, onde a conhecida condigao de controle geométrico (CCG) é equivalente a
desigualdade de observabilidade, nosso método generaliza os resultados de Cavalcanti
et. al. [34] e [35], em relagao a escolha ideal de regides dissipativas.

Antes de apresentar os problemas que levam titulo a este capitulo, apresentaremos
as hipdteses comuns aos mesmos.

No que segue, consideraremos a fungao a(-), responsavel pelo efeito de dissipagao
localizada, satisfaz a seguinte condicao:

ae L®(M);a(x) >ay>0emw C M, (3.0.1)

onde w é um subconjunto aberto de M propriamente contido em M.
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Hipodtese 3.0.1
As seguintes hipéteses sao feitas sobre a funcao g, foram emprestadas de Lasiecka
e Triggiani [67]:

(Hy) (i) g: C — C é continua , g(0) = 0.

(ii) g é a subdiferencial de Jy, isto 6, g(z) = 0Ji(z), onde J; : C —
R = (—o00,400| é uma fungao propria, convexa e semicontinua inferi-

ormente.
(iii) Re{(g(z) —g(v))(zZ—v)} >0, Vz,v € C.
(iv) Im {g(2)z} = 0. Note que para v = 0, temos que de (iii) que
Re{g(2)z} > 0,
que implica em vista de (iv) que
Re{g(2)7} = 9(2)z 2 0,

e, consequentemente,

I
KQ
—~

N
~—

I\

9(2)z

(Hs) Existem m,c > 0 tal que

(a) m|z|? < g(2) 7z, se |z| < 1.
(b) lg(2)| < clz], se |z = 1.

3.1.Equacdo de Schrodinger

Nesta secao, estudaremos o problema

0y + Ay +ia(r)g(y) =0 em M x (0,00)
y=0 sobre OM x (0, 00) (3.1.1)
y(0) = o em M,

3.1.1. Notacao

Consideremos L?(M) de fungoes de varidvel complexa sobre M. Este é um espaco
de Hilbert real quando munido com o produto interno

(9, ) paan) = Re /Mycx)z(a:) du
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com a correspondente norma

HQH%?(Q) = (¥, Y)m

Também consideremos o espago de Sobolev H} (M) munido com o seguinte pro-
duto escalar

(¥, 2) iy = (VY, V2) 12 0m)

Em seguida, vamos escrever o problema (3.1.1) como um problema de Cauchy em
L*(M) da seguinte forma:

(3.1.2)

Oy+ Ay+ By =0
y(0) = vo,

onde A : D(A) = Hy(M) N H*(M) C L*(M) — L*(M) é definido por Ay = —iAy,
para y € D(A) (com D(A) denso em L?*(M)) e B : L*(M) — L*(M) é definido em
By = a(-) g(y), para y € L*(M). Provaremos que A + B ¢ um operador maximal
mondtono tal que o problema (3.1.1) é bem — posto e, além disso, a energia é dada
por

1 2
= 5//\/1 ly(z,t)] dx. (3.1.3)

satisfaz a identidade de energia dada em (1.2.11), ou seja,

E,(t) + 2/t/ g(y)ydxdt = Ey(s); E(t) < E(s),t > s> 0. (3.1.4)
s JM

3.1.2. Boa — Colocacdo de Solucdes Regulares

De antemao, consideraremos o problema (3.1.1) com dado inicial em y, € D(A).
Observemos que (A, D(A)) é um operador maximal monétono em M.

De fato, A é anti — adjunto se, e somente se, 1A é auto — adjunto. Notemos que
1A = A, logo i A é auto — adjunto, consequentemente, A é anti — adjunto e, portanto,
pela proposigao 2.4.2, temos que A é maximal mondtono.

Na sequéncia, provaremos que B é bem definido. De fato, temos que

/|a |2dx<||a||Loo /|g |2dx (3.1.5)

E, se |y(z)| < 1, desde que g é continua, obtemos que |g(y(x))|* < K?. Se |y(z)| > 1,
levando em conta o item (b) e a hipStese Hs, decorre que |g(y(z)]?> < C?|y(x)]>.
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Consequentemente,

l9(y(@)* < K* + C* |y(2)*, Yo € M. (3.1.6)

Substituindo (3.1.6) em (3.1.5), gragas a compacidade de M, resulta que

/ a(2) gy(@)Pdz < [lal e r / 9(y(@))P de

< JlalBogun /M K2 i+ C2[[al2 e oun 19112200
2 2 2 2 2
< NalBoeiry | K2 med(M) + C?[[aliqu 9] g < o0,
M

o que prova que B é bem definido e ainda, B ¢ limitado (isto é, leva conjuntos
limitados em conjuntos limitados).

Nosso principal escopo, no que segue, é provar que A + B é maximal mondtono.

Para tanto, de inicio, provaremos que B é hemicontinuo. De fato, precisamos mostrar
que dados u,v,w € L?*(M),

lg%(B(u—i-tv),w)Lz(M) = (BU,U})LQ(M), (317)
ou equivalentemente,
ILm (B(u+ znv), w) 20y = (Bu, w) r2(m), (3.1.8)

para toda sequéncia (z,), C R tal que x,, — 0, quando n — oc.

Seja f,, := ag(u+ z,v)w, n € N, entdo, (f,), C L'(M). De fato,

|fn ()]

la(@)g(u(z) + zpv(@))| [0(2)]
la(@)[ [k + clu(z) + zpo(2)]] [0 (2)]
kla(@)] [w(z)] + cla(@)] lu(z)| [@(2)] + cla(@)] |za] [v(z)] |0 (2)]

quase sempre em M. Desde que a € L®(M) e |z,| < ¢; Vn € N, temos direito
em afirmar que f, € L'(M), Yn € N. Além disso, se g(z) = k|a(x)||w(z)] +

cla(z)] |Ju(z)| |0 (x)|+c|a(z)| |v(z)| |@0(x)|, onde ¢y = c;c, entdo, g € LY (M) e | fo(z)] <
g(x) quase sempre em M.

IAINA

Na sequéncia, observemos que

lim a(z)g(u(z) +zpo(z))w(z) = alz)g(u(z))w(z),

n—o0

quase sempre em M, desde que g é continua. Consequentemente, fazendo uso do
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Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema 2.3.5, deduzimos que

/M la(z)g(u(z) + zpv(@))w(r) — a(z)g(u(z))w(z)| de — 0.

Deste modo,

— 0.

‘ / (a()g(u(@) + av(@)() — a(@)g(u(z))d(z))dz
M

o que podemos afirmar que

Re /M la(2)g(u(x) + 2nv(x))i(z)dz — Re /M o(2)g(u(z)) ()] da.

o qual prova (3.1.8) e, doravante, a hemicontinuidade de B.

Nosso préximo passo é mostrar que B ¢ mondtono. De fato, dado y € L*(M),
inferimos que

(By— Bz y—2)yany = Re /M a(z) (9(y) — 9(2)) (7 — 2) de

— | a@) Rel(o) = g(2) (5= )] do > 0
M~~~

~
>0 >0, de Hy, item (iii)

o que estabelece o desejado.

Recordemos nosso progresso até o momento: provamos que A é um operador
maximal monétono e B é mondtono, hemicontinuo e limitado. Entao, de acordo
com o teorema 2.5.2, pagina 71, resulta que A + B é maximal monétono. Entéao,
o problema (3.1.1) pode ser escrito como um problema de Cauchy (3.1.2). Se uy €
D(A+ B) = H}(M) N H*(M), entdo, recorrendo ao teorema 2.5.1, pagina 70, existe
uma unica solu¢do y para o problema (3.1.2) tal que y(t) € D(A+ B),Vt>0,e

y € C([0,400); L*(M)); y € L=(0,+00; L*(M)).

A identidade de energia (3.1.4) segue diretamente da classe acima obtida para a
solugdo y multiplicando a equacao (3.1.1) by g, integrando em M e considerando a
parte imagindria resultante.
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3.1.3. Existéncia e Unicidade de Solucdes Fracas

Consideremos o seguinte problema:

Oy=Ty+ Sy; 0 <t <
{ty vy > (3.1.9)

y(O) = Yo

onde T': D(T) C X — X é um operador m — dissipativo e S : D(S) C X — X é
um operador continuo e dissipativo sendo X um espaco de Banach. Faremos uso do
teorema 2.5.3, pagina 71. No presente caso, definamos

T:D(A+ B) C L*(Q) — L*(Q)
S=0:L%Q) — L*(Q),

onde A e B foram definidas na subsecao anterior. Convém recordar que ja provamos
que T'= A + B é maximal monoténo, logo —T is m — dissipativo. Obviamente, S é
continuo e dissipativo. Deste modo, o problema (3.1.1) pode ser escrito da seguinte
forma:

oy=-Ty+Sy; 0<t<oo
y(0) =yo

ou, em outras palavras, o problema de Cauchy (1.3.23) satisfaz as hip6teses do pre-
cedente resultado dado por Barbu [8], que é o teorema 2.5.3. Entao, para todo yo €

D(A+ B) = H{(M)N H2(M) = L*(M), existe uma tinica y € C([0, +00); L*(M))
que é uma solugao generalizada do problema (3.1.2).

A identidade de energia (3.1.4) segue de argumentos usuais de densidade.

3.1.4. Taxas de Decaimento Uniforme

Consideremos os seguintes problemas:

P10+ Ay +ia(z)g(y) =0 em M x (0,00)
y=0 sobre OM x (0, 00) (3.1.10)
y(0) = yo em M

10+ Ap =0 em M x (0,00)
0 =0 sobre M x (0, 00) (3.1.11)
©(0) = yo em M,
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e
10w+ Av = —ia(x) g(y) em M x (0,00)
v=0 sobre M x (0, 00) (3.1.12)
v(0) =0 em M,

Assumiremos que a desigualdade de observabilidade satisfaz (1.2.4), isto é,

T
||3/0H3:2(M) <c /0 / lo|* dx dt, para todo T > Ty (3.1.13)

onde w C M é um conjunto aberto contido propriamente em M e a fungao af(-)
satisfaz a hipétese (3.0.1).

Observemos que y = ¢ + v é a solu¢ao de (3.1.10), onde ¢ provém de (3.1.11)
and v é a solucao de (3.1.12). Além disso, y = ¢ +v = 0 em OM X (0,00) e

y(0) = ¢(0) + v(0) = wo.
Agora, multiplicando (3.1.10) por i e integrando sobre M, resulta

/ 8tyydx—z/ |Vy|2dx—i—/ a(x) g(y)ydx = 0.

Tomando a parte real e face a propriedade (H;), item (iii), nés deduzimos que

Re/ Oy ydr + Re/ a(x) g(y)ydx =0,
M M

ou, em outras palavras,

1d

y(8)] 20y = — Re / o) g(y)7 dz < 0.
2dt LA (M) ™

Tendo em mente que a energia é dada em (3.1.3), inferimos que

d

d >
%E(t) I ||y(t)||L2(M) <0,

o que nos diz que E(t) é uma fun¢do nao — crescente com respeito ao parametro t.

No que segue, provaremos que

% / / yl® + 1g()I*] da dt (3.1.14)

para todo T' > T > 0, para algum 7j.
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Desde que a energia é nao — crescente, de (3.1.13), deduzimos que
1 2
S BT = 5 B(0) =5 llvollzacm (3.1.15)

< ¢ || d dt

IN
N

IN
A
\O\H
e
2
S
~
<
|
=
[N}
QU
S
QL
~

/ a(z) (Jyf? + [vf?) de dt

o [ [ @l +lo)Pldrar v / ) [ sl

~~
=I

IA

Estimativa para I.
Definamos a seguinte forma linear e continua

T:L*(M)x L0, T; L*(M)) — L>(0,T; L*(M))
(20, f) = T(20,f) =2

onde z é a solucao do problema

10z +Az=f em M x (0,00)
z2=0 sobre M x (0, 00) (3.1.16)
2(0) = 29 € LA(M),

Veja que claramente T' ¢é linear. Provaremos que 7' é continua.

Com efeito, z é solucao de (3.1.16), temos que z satisfaz a equagao integral

z(t) = S(t)zo +/0 S(t—s) f(s)ds

onde S(t) é o semigrupo gerado pelo operador maximal monétono A. Assim, tendo
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em mente que |[S(?)[| 2 v < M, chegamos a seguinte estimativa:

t 2
0 L2 (M)
2

L2 (M)

[ stt=) 760

¢ 2
2 2
C1 ||ZO||L2(M) + co (/ ||f(8)||L2(M) dS)
0

2
< Clllzollz gy + 1L 0 1:2200) = Cll(20, Dl T2p) w2 0158200,

2
< cllS()z0ll2 ) + ¢

IN

o que nos garante o almejado.

Desta forma, uma vez que L*(0,T; L*(M)) < L*(0,T; L*(M)) e denotando
f(t) = a(z) g(y(t)), z0 = 0, decorre da desigualdade de Holder e da continuidade de

T que
I = // x)|v|? dz dt (3.1.17)

< Nlall ooy 0] 2200 222 (00

< Nal|peeay 01100 (01522000

< Nlall ooy lal@) 92 0,222 000
T 1 2

< o (/ [/ () gy >|2d4)

< 03// (y)|* dz

< / / W)+ aa) lyl?] de

Finalmente, combinando (3.1.15) e (3.1.17), nds alcangamos a estimativa desejada
de energia dada em (3.1.14).

Deste modo, sendo garantida a estimativa (3.1.14) e, procedendo de maneira
andloga feita em Lasiecka e Triggiani [67], a solugdo do problema (3.1.1) contem-
pla a seguinte taxa de decaimento:

1
E,(t)< S (T) E,(0) 0, para todo t > T, t — oo, (3.1.18)
0

onde a funcao S foi apresentada na pagina 19. Em outras palavras, provamos o

seguinte:
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Teorema 3.1.1

Assuma que (3.0.1) e a hipéteses 3.0.1 e 3.1.13 estao satisfeitas. Entao, o problema
(3.1.1) possui uma unica solu¢ao generalizada que satisfaz a taxa de decaimento
dada em (3.1.18).

3.2.Equacao da Placa

Nesta secao, estudaremos o problema

Oy + A%y +ia(x) g(y;) =0 em M x (0, 00)
y=Ay =0 sobre M x (0, 00) (3.2.1)
y(O) = Yo, yt(o) = Y1, €m Ma

de modo que as hipdteses sobre as fungoes a e g sao as mesmas apresentadas no inicio
deste capitulo.

3.2.1. Notacao

Consideremos L%*(M) o espago de fungoes de varidvel complexa sobre M. Este ¢ um
espaco de Hilbert real quando munido com o produto interno

(y’ Z)LQ(M) = Re /My(x)z(x) dz.

Denotemos V = Hj (M) N H*(M) com a seguinte norma em V' como
2
HQH%/ = HAZJHL2(M) )
que ¢ uma norma equivalente em H?*(M).

Seja Y = < , assim, escrevamos o problema abaixo como um problema de
z

Cauchy em L*(M) da forma:

(3.2.2)

oY +AY + FY =0
Y(0) = Yo,

onde A: D(A) CH — H, D(A) = {u € HY(M) N HY(M); Au = 0 sobre IM} x V,

- 94 -



ol Capitulo 3. Fquacao de Schrodinger e Placa com Dissipagao Nao — Linear
) - 95 - Localmente Distribuida

o espago de Hilbert H é definido por V' x L?*(2) e o operador A é definido por

() (5) (ems

Note que o produto interno e a norma em D(A) e H sao respectivamente

2
Y115 = Il + N2llzen + 21 + 1A%l 2 Y115 = IR+ 21122 0)-

O operador F' : H — H é definido por

P(2) = (aroie))

Provaremos que A + F' ¢ um operador maximal monétono tal que o problema (3.2.1)
¢ bem posto e, ademais, a energia ¢ dada por

E(t) := %/M [ye(z, 0)]* + |Ay(z, )] da, (3.2.3)

que satisfaz a identidade de energia

E(t)+2 /tg(y)@da:dt = F(s), entdao E(t) < E(s), t > s> 0. (3.2.4)

3.2.2. Boa Colocacao de Solucoes Regulares

Inicialmente, considerando o problema (3.2.1) e fazendo uso da mudanga de variaveis

Y = (y)’ vem que
Yt

ay
dt

obtendo o problema de Cauchy (3.2.2).
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Perceba que A é mondtono, desde que

OO, - GO

= (=Az, AY) 2 +Re/ A*yvdzx
M

= Re/ —AzA_ydx—i—Re/ Ay Azdx
M M

= / Re(—Az Ay) dx—l—/ Re(Ay Az) dx = 0,
M M

de modo que usamos o fato que Re(—z; 22) + Re(Z1 22) = 0.

Provemos a seguir que A é maximal.

De fato, gostariamos de mostrar que dado (f) € H, existe uma unica (y) € D(A)
g 2

y —2z f
= 3.2.5
(2) ! (Ny) (g) 329
De (3.2.5), extraimos o seguinte sistema:
y—z=1f
2+ Ay =g

Denotando z = y — f e substituindo na segunda equagao do sistema acima, chegamos
a

tal que

y—f+ANy=9g o y+Ay=rFf+g. (3.2.6)

Neste momento, tomando formalmente o produto interno em L?*(M) da equagao
(3.2.6) com ¢ € HZ(M), obtemos

(yu @)LQ(M) + (A2Z/; SO)LQ(M) = (f +gu gp)[ﬁ(/\/{)a VQD € V7

Re/ y@da:—l—Re/ AyApdr = Re/ (f+9) pde, VYoe V. (3.2.7)
M M M
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Sejam
b: HY(M) x H} (M) — C

(y, )

1
<
<
|
.
]
+
_—
>
<
>
AN
&
]

P:H}(M) — C
odx
© = /M(f+g)<p

Repare que b é uma forma sesquilinear e, além disso, P e b sao continuas, pela
desigualdade de Holder. Em virtude que a norma HZ(M) é equivalente para a norma
usual em H?(M), juntamente com a cadeia de imersoes HZ(M) — H?*(M) <
L?*(M), obtemos

(P, )| /M|f+g| | de

||f+gHL2(M) ||<P||L2(M)
CIf + gll2omy llellmzmy

INIAIA

pul < [ lollelde+ [ |8y][5do

M M
Yl 2 ol 2oy T 1A 20 1A L2y
< (C+1) (Illmao lellmw) -

Por outro lado,

b@w:/mwm+/WWm;/mwm=M%wy
M M M

o que mostra que b é coerciva. Consequentemente, pelo lema de Lax-Milgram, Lema
2.3.3, pagina 59, existe uma tnica y € H3(M) tal que b(y, p) = (P, ¢), para toda
© € HZ(M), ou seja, a equacao (3.2.7) possui uma tinica solucao y € HZ(M).

Caracterizando o nosso problema agora em D’(M), garantimos que y+A%y = f+g¢
em D'(M). Deste modo,

/AyA_godx+/ y@dx:/ fopdx, V€ Hg(/\/l).
M M M
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Recorrendo a regularidade eliptica, resulta que v € H*(M), de modo que a equagao
—A%y +y = f tem uma tnica solugao y € D(A), o que prova que A é maximal.

Na sequéncia, provaremos que a funcao F' é bem — definida, mondtona, hemi-
continua e limitada de # em H. A luz das computacoes que noés fizemos para a
equacao de Schrodinger, garantimos tais propriedades mencionadas para o operador
F, tendo em vista que F' ~ B onde B foi definida por :

B:L*(M) — L*M)
z = a(z)g(z)
Entao, de acordo com o Teorema 2.5.2, pagina 71, resulta que A+ F =: D(A+ F) C

H — H ¢ maximal moné6tono (note que D(A + F) = {u € H} (M) N HY(M); Au =
0 sobre OM} x V).

Consequentemente, o problema (3.2.1) pode ser escrito como um problema de
Cauchy (3.2.2). Se Yy € D(A+ F), isto é, yo € {u € H}(M) N HY(M); Au =
0 sobre OM} e y; € V, entdo, recorrendo ao Teorema 2.5.1, pagina 70, existe uma
tunica solugdo Y de (3.2.2) tal que Y(t) € D(A+ F),Vt>0,e

Y € O([0,+00); H); Y; € L(0, +00; H).
Dito de outro modo,

y € O([0,400); V) N CH([0, +00); L*(M))
ye € L(0,+00; V)N W(0, +o0; L*(M)).

3.2.3. Existéncia e Unicidade de Solucdes Fracas

Consideremos o seguinte problema:

Oy=Ty+ Sy;0 <t <
{ty vy > (3.2.8)

y(0) = yo
onde T': D(S) C H — H é um operador m — dissipativo, S : D(S) C H — H é

continuo e dissipativo e H é um espaco de Banach. Aqui, faremos uso do Teorema
2.5.3.

No nosso caso, definamos
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onde A e F' estao definidos na subsecao anterior. Nés ja vimos que T'= A+ F ¢é
um operador maximal mondétono, donde —7T" é m — dissipativo. Evidentemente, S é
continuo e dissipativo.

Por conseguinte, o problema (3.2.2) pode ser reescrito da seguinte forma:

Y =-TY+S8Y; 0<t<o
Y(0) =Y

e satisfaz as hipoteses do resultado do Teorema 2.5.3 mencionado anteriormente.

Entao, para todo Yy € D(A + F) = H, existe uma tinica Y € C([0, +00); H) solugao

de (3.2.2). Assim, existe uma tnica y € C([0,+00); V)NC*((0, +00); L*(M)) solugao
de (3.2.1).

3.2.4. Taxas de Decaimento Uniforme
Tal como foi feito no caso da equacao de Schrodinger, consideremos os problemas:
Oy + A%y +ia(x) g(y:) =0 em M x (0,00)
y=Ay=0 sobre OM x (0, 00) (3.2.9)
y(O) = Yo, ?Jt(o) = Y1, €m Ma

O + A% =0 em M x (0,00)
0=Ap=0 sobre OM x (0, 00) , (3.2.10)
©(0) = yo em M

Oyv + A% = —a(x) g(dy) em M x (0,00)
v=Av=0 sobre OM x (0, 00) (3.2.11)
v(0) =0 em M

Assumiremos que a desigualdade de observabilidade acontece:

T
/ [10:(0)]> + |Ap(0)*] dz < ¢ / / |:|* dw dt, para todo T > Ty (3.2.12)
M 0 w

onde w C M é um conjunto aberto contido propriamente em M e a fungao a(-)
satisfaz (3.0.1).
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Note que y = ¢ + v é a solugao de (3.2.9), tal que ¢ provém de (3.2.10) e v é a
solugdo de (3.2.11).

E ainda, y = ¢+ v =0 em M x (0,00) e y(0) = ¢©(0) + v(0) = yo.
Multiplicando (3.2.9) por 7; e integrando sobre M, inferimos que

/ yttﬁdxjt/ AQydejL/ a(x) g(y)ye dz = 0.
M M M

Tomando a parte real e fazendo uso de (H;), item (iii), temos que

Re/ ytt@d:c—i-Re/ AyA_ytdx—l—/ a(x) Re[g(y)w;] dx = 0.
M M M —

>0

Em outras palavras,
1d 2 2 —
5 [ ItliEz ) + 189132 0| = = | a(a) Relg(u07] dar < 0.
M

A luz da identidade de energia dada em (3.2.4), deduzimos que

d .. 1d

2 2
%E(t) =57 [Hyt(t)HL?(.M) + HAy(t)HLQ(M)] =0,

que implica que E(t) é ndo — crescente com respeito ao parametro t.

Nosso anseio é mostrar que que

PO <e®) [ [ @l + ool deas (3:213)

para todo T' > Tj.
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Uma vez que a energia é nao — crescente, de (3.2.12), deduzimos que

ZE(T) < (3.2.14)

=
—~
=
S—

I
DO — N
R

[ly:(0)* + [Ay(0)[*] de

T
/ | |* d dt

a(x) |y — ve|? da dt

IN
o
o\..

IN
Q
N

a(x) (|yel* + [ve|*) do dt

IN
S

I
o\%o\ﬂo\»
e e

T
al@) [lyel? + 19(ye) ) de dt + e / / a(@)|wn[? de dt
Jo Jm

J/

-~

=TI
Estimativa para 1.
Definamos neste instante, a seguinte forma o operador linear e continuo
T:H x LYN0,T; L*(Q)) — L>(0,T; L*())
((z0,21), f) = T(20,f) =2

onde z é a solucao do problema

2+ A2z = f em M x (0,00)
z2=Az=0 sobre OM x (0, 00) , (3.2.15)
2(0) =29 € V; 2(0) = 2, € L3 (M)

Perceba que T é linear. Ainda resta provar a continuidade de T. De fato, uma
vez que Z = (;) ¢ uma solucao do problema

0 -1 0 . S
onde A = Az o )¢ F= ) temos que Z satisfaz a equacao integral

t
Z(t) = S(t)Zy +/ S(t—s)F(s)ds
0
de modo que S(t) é o semigrupo gerado pelo operador maximal monétono A. Assim,
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tendo em mente que ||S(t)||z) < M, vem que

2
el 20y <

IN

IN

IN

Portanto,

1Z ()]l

2

dwamzmugmami+c%45@—ﬁ(ﬁ)w

€1 H(Zo,Zl)Hi[ +c (/0 (?) y ds>

2
es (110, 2015, + €5 11 B0 razcany))

Cq ||(Zo, f)HgﬂxLl(o,T;Lz(M))

H

zelloo < call(zo, A Fixrr 0.r:22()):

de modo que ¢4 = max {cy, c3}, o que prova a continuidade de 7.
Neste sentido, desde que L>(0,T;L*(Q)) — L*(0,T : L*(Q)) e assumindo que
f(t) = a(z) g(y(t)),20 = 21 = 0, assegura que f € L'(0,T;L*(Q)), visto que pela

desigualdade de Holder,

/OTHa(-)g(yt)lle(M) dt = /OT </M|a(1‘)|2 l9(ye(z, 1) dw>§ &t

IN

T 3
||a\|L°°<M>/ (/ lg(yt(x,t)\Qdfc) dt

0 M

[T 3
||a||L°°(M)T2/ (/ [k2+c§|yt|2]d:v) dt
N——— JO M

i=cq

T 2
< o (k:Qmed(/\/l)T—l—c%/ /|yt|2da:dt)
0 M

1
< ea (es(T) + co vl |2 .mizzy) * < 400,

IN

contanto que y; € C([0,+00); L*(M), entao y; € L=(0,T; M) — L*(0,T; M).
Assim, pela continuidade de T' e, novamente, pela desigualdade de Holder, chega-

- 102 -



ol Capitulo 3. Fquacao de Schrodinger e Placa com Dissipagao Nao — Linear
A\ - 103 - Localmente Distribuida

I = c2/ / (z)|ve|? d dt (3.2.16)

mos que

< cg// x)|ve|? da dt

< o llall Loy el 720,222 0y

< esllaf| ooy Vel [T 0 222 a0y

< allal[pemy lla(z) g(%)“%l(o,T;L?(M))

1\ 2

T 2

< o (/ U <>rg<yt>\2dx}>

< // (y)|? dx

< / / ) g + a@) [y l?) do

Finalmente, combinando (3.2.14) e (3.2.16), obtemos a estimativa de energia de-
sejada dada em (3.2.13). Em suma, obtemos:

Teorema 3.2.1

Assuma que (3.0.1) e as hipdteses 3.0.1 e 3.2.12 estao satisfeitas. Entao, o pro-
blema (3.2.1) possui uma tinica solugao generalizada que satisfaz a taxa de decai-
mento dada em (3.1.18).

3.3.Exemplos

Nesta secao, apresentaremos alguns bons exemplos, diferente do decaimento ex-
ponencial, que nés pedimos emprestados de Lasiecka e Triggiani [67].

e Exemplo 1: Caso g(z) = |z|"z perto da origem, r > 0.

Neste caso, a taxa de decaimento é dada por

T

(@) Ty §r<t 1)

T

parat >1T.

E(t) < C(E(0))

?

e Exemplo 2: Caso g(z) = |z[%¢ FL , perto da origem.
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Nesta situacao, a taxa de decaimento é caracterizada por
4

E(t) < C(E(0)) {m (6E<0> + %(t - T)>] U paatsT

e Exemplo 3: Caso g(z) = #z, 0 <r <1, perto da origem.

A taxa de decaimento neste exemplo é dada por

(E?O)Y_l + Le—m)

1-m

1 1
=211 f >T.
,m 2<+1—7“>’ ort>

E(t) < C(E(0))

3.4. A equagao da onda — Multiplicadores versus Andlise
Microlocal

Nesta secao, gostariamos de apresentar, para a equacao da onda, uma comparacao
entre a precisa analise microlocal contra a técnica obtida por multiplicadores. Deste
modo, consideremos a equacgao da onda linear sujeita a um termo dissipativo nao —
linear localizado dado por

uy — Au+ a(z)g(uy) =0 em M x ]0,00[,
u=0 sobre OM x 10, 00|, (3.4.1)
u(z,0) =u’(z), w(x,0)=u(z) =ze€M.

E bem conhecido que quando g = 0, a condi¢do de controle geométrico (CCQG)
é equivalente a desigualdade de observabilidade. Consequentemente, o método apre-
sentado na segao anterior “generaliza”(em um certo sentido) os resultados devidos a
Cavalcanti et. al. [34] e [35], em relac@o a a escolha ideal de regides dissipativas. De
fato, os resultados nos trabalhos de [34] e [35], sdo obtidos utilizando multiplicadores
de primeira ordem. Provou-se em Miller [89] que o uso de multiplicadores de primeira
ordem nunca chegard a precisao da andlise microlocal. A fim de facilitar esta com-
paracao no presente contexto, consideremos a propagacao de ondas em superficies
compactas regulares sem fronteira.

E notério que os multiplicadores trabalham bem com a equacao da onda semili-
near:

gy — Au+ f(u) + a(x)g(u;) =0 em M x (0,00).

Assim, multiplicadores combinados com estimativas integrais de energia (como
em Lasiecka e Tataru [65]) mais um bom principio de continuac¢ao unica (como em

- 104 -



ol Capitulo 3. Fquacao de Schrodinger e Placa com Dissipagao Nao — Linear
A\ - 105 - Localmente Distribuida

Triggiani e Yao [115]) sdo os principais ingredientes para derivar estimativas gerais
de taxa de decaimento da energia evitando colocar dissipacao em regioes estratégicas
na superficie, no qual apresentaremos nas subsecoes e subsubsecoes a seguir:

3.4.1. Visao Externa - Multiplicadores Radiais

Observemos que no caso particular quando m(z) =z — 2°, z € R3 e 2° € R3 é um
ponto fixo em R?, nés temos

divm =3, divpmy =2+ (m-v)T'rB. (3.4.2)

onde B é a segunda forma fundamental M (operador forma) e Tr é o trago. Seja
¢ : M — R3 uma funcao suave e m o campo de vetores definidos acima. Nés também
temos,

VTQD . vaT . VTQO = |VT<,D|2 + (m . I/) (VTQO -B- VTQD). (343)

3.4.1.1. Operador Forma ( Shape Operator)

O sinal de B pode mudar na literatura. No nosso caso, lembremos que B = —dN,
onde N ¢ a aplicacao Gaussiana referente a v.

As férmulas (3.4.2) podem ser reescritas como
divm =3, divpmr=2+2H (m-v). (3.4.4)
onde H = ”B é a curvatura média de M.

3.4.2. Estimativas de Decaimento Uniforme

Noés trabalharemos com solugoes regulares e por uso de argumentos de densidade, nés
podemos estender nossos resultados para solugoes fracas. Nossa tarefa principal é
obter a seguinte estimativa:

/E ydt < C1E +Cg// ) +up) dMadt,

para algumas constantes positivas C; > 0, i = 1,2, onde C; nao podem depender
sobre T', mas (5 eventualmente pode depender. Desta estimativa, deduzimos a taxa
de decaimento uniforme seguindo (literalmente) as ideias primeiramente introduzidas
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por Lasiecka and Tataru [65]. Deste propdsito, necessitaremos de duas fundamentais
identidades que serao provadas na sequéncia.

3.4.2.1. Primeira ldentidade

Lema 3.4.1

Seja M C R?® uma superficie compacta regular, orientada sem fronteira e q um
campo de vetores regulares com q¢ = qr+ (q-v)v. Entao, para toda solucao regular
ude (3.4.1) temos a seguinte identidade

T

{/ U g7 - Vru d/\/ll
M 0

1 T
L / / (divrgr) {Jud® — [Vrul?} dMdt (3.4.5)
/ / VTU VTQT VTUdet

/ / ut qT VTu)det = 0.

Recorrendo & (3.4.5) com ¢(x) = m(z) = z —z° para algum z° € R? fixado e tomando
(3.4.2) e (3.4.3) em conta, inferimos que

T T
|:/ g my - Vou d./\/l‘| +/ / {‘utF _ ‘VTU’Q} dMdt
M 0 0 M

+/ / |IVrul*+ (m-v)(Vru - B - Vyu)| dMdt (3.4.6)

T
+/ (m-v) H{|ut| — |Voul? }dMdt
0 M

T
—i—/ / a(x) g(uy)(my - Vyou)dMdt = 0.
0

M

3.4.2.2. Segunda ldentidade

A segunda identidade é traduzida no seguinte lema:
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Lema 3.4.2

Seja u uma solugao fraca do problema (3.4.1) e ¢ € C*(M). Entao,

{/M utfudM]OT —/OT /M &|ug|PdMdt — /oT /M €|V pul2dMdt

- / ' / (Vru - Vré)udMdt (3.4.7)

/ / g(ug) EudMdt.

Substituindo £ = 5 em (3.4.7) e combinando o resultado obtido com a identidade
(3.4.6), deduzimos que

T T
[/ us mp - Voru d./\/l} + E {/ utud./\/l} (3.4.8)
M 2 [Jm 0
+/ dt+/ / )(mp - Voyu)dMdt

/ / g(ugyu dMdt
__/O /M(m.y)]{{|ut|2—|VTu|2}d/\/ldt.
_ /0 ' /M(m-v)(VTu-B-VTu) dMt.

Observe que alguns termos em (3.4.8) sao facilmente manipulados pelo uso das
desigualdades de Cauchy — Schwarz e Poincaré, bem como a identidade ab < =a®+¢b?
e explorando a identidade de energia

E(T) / / g(uy)uy dMdt.

3.4.2.3. Analise dos termos que envolvem o operador forma B

Focaremos nossa atencao no operador forma B : T,M — T, M. Existe uma base
ortonormal {eq,es} de T, M tal que Be; = kie; e Bey = koey € ki e ko sdo as
curvaturas principais de M em z. A matriz de B com respeito a base {ej, es} é dada

por
(k0
B = ( 0k ) . (3.4.9)
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Denotando Vyu = (§,n) as coordenadas de Vru na base {e1, es}, para cada z € M,
deduzimos que

Vru- B-Vru= k& + kyn’. (3.4.10)

Entao, de (3.4.10), chegamos que

(m - v) [(vTu B Viu) — %Tr(B)WTu\Q} (3.4.11)

S [CELS PSR

Observacao 3.4.1

Observe que este é o preciso momento que as propriedades intrinsecas da variedade
M aparecem.

3.4.2.4. Necessidade de regides umbilicas n3o dissipativas (por partes)

Nés fortemente precisamos que o termo — fOT S (mv)Hui d M dt encontra-se em uma

regiao onde o termo de dissipacao é efetivo. Lembremos que o termo de dissipacao é
k

efetivo sobre um conjunto aberto M, ao qual contém M\ U My;. Assim, assumindo
i=1
que H <0 e desde m(x) - v(z) < 0 sobre My, decorre que

T
—/ / (m - v)H |u|> dMdt < 0.
0 Mo

Além disso, supondo que My; € umbilico para todoi =1,...,k, entdo, tendo (3.4.11)
em mente, nos também temos que

T

/ / (m-v) [H|Vru]* = (Vru- B-Vyu)] dMdt =0,
0 Mo;

i=1,... k.

Observe que se M, é um pedago da superficie conica M, isto é, m(x) - v(x) = 0,
para todo x € M, nés também deduzimos que

T
—/ / (m - v)H [ug|> dMdt = 0.
0 Mo
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/T/ (m-v) [HVru|* = (Vru- B Vyu)| dMdt = 0.
0 Mo

3.4.2.5.  Superficies constituidas por partes umbilicas:
H <0,k — ko] <¢, (x—x) - v(z) <O0.

Veja a figura 3.1 abaixo:

Figura 3.1: O observador estd em xy. O subconjunto Mg é a parte “visivel” de M e M,
é seu complementar. O subconjunto M, é um conjunto aberto que contém M\ My e a
dissipagao é efetiva nesta regiao.

3.4.2.6. Superficies constituidas por partes conicas: (r — zg) - v(x) = 0.

Veja figura abaixo:

Figura 3.2: M/ é uma area nao — dissipativa (em branco) que pode ser considerada tao
grande quanto possivel, enquanto que a drea demarcada (em cinza) contém efeitos dissipa-
tivos.
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3.4.2.7. Desigualdade Inversa

Note que se a = 0, ou seja, quando tivermos a equacgao da onda linear

uy — Apu =0 em M x (0,00)
u(z,0) = ug(x); u(x,0) =uy(z), ©€ M.

entdo, E(T) = E(0) para todo T > 0 e de (3.4.8), nds facilmente deduzimos a
desigualdade inversa

T
Ey < C/ / [uj + [Vrul] dM dt, (3.4.12)
0 Mo

k
onde C' é uma constante positiva e My = M\ U M. A desigualdade inversa (3.4.12)

i=1
k

diz que se u é zero em U./\/l()i, entao, © = 0 no todo M. Em outras palavras, este
i=1
¢ um principio de continuacao unica para qualquer unido finita de conjuntos conicos,

umbilicos e disjuntos.

Retornando a (3.4.8), agora considerando, novamente, o termo de dissipagao
a(x)g(uy) e as consideragdes geométricas acima mencionadas em conta, deduzimos
que

%/0 E(t)dt < |x|+01/0 /Ma(ﬂf) (9(ur))*dMdt (3.4.13)

T
+ Cl/ / [[Vrul* + a(x) u?] dMdt
0 Mz

onde
T 1 T
X =— {/ utmT.VTudM} - = {/ utud/\/l}
M 0 2 M 0
Oy = max {|[al|u[2 A" + 8 B, |[B||R + |H|R, R|Hlay"},
||B|| = sup |B,| e |B,| = sup | B,v|.
zeM {veTe M; |v|=1}
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3.4.2.8. “Cut-off” intrinseco

Resta estimar fOT 1) Mo |Vrul* dMdt em termos da quantidade que envolve a dissipagao

fo Jula(z) [g(u) P +a(x) |[ue]*] dMdt. Para este propésito, teremos que construir uma
funcao * cut oftf” n. sobre uma especifica vizinhanca de M. Primeiro de tudo, defina
7: R — R tal que

1 se <0
n(z) = (x—1)% se x€[1/2,1]
0 se r>1

e este ¢ definido sobre (0,1/2) de tal forma que 7 é uma fungdo ndo — crescente de
classe C'. Para € > 0, defina 7.(x) := 7(z/¢).
Pode - se mostrar que existe uma constante M que nao depende sobre ¢ tal que
L) _ M
Ne(z) g2
para todo x < €.
Agora, seja ¢ > 0 tal que

e = {:):EM d(x UaMm }

é uma vizinhanca tubular de Ule OMy; e w, := 0. U My é contido em M,. Defina
7. : M — R como

1 se T € M,y
ne(z) = Ne(d(z, M3)) se T € w\Ms
0 caso contrario.

Também pode - se provar que 7. é uma funcao de classe C' sobre M devido ao
carater suave de OM; e dw,. Veja também que

Vrne(@)® _ |i(d(z, M) _ M (3.4.14)

775(*7;) ﬁ€<d(l’,/\/l2)) — el

para todo x € w.\.Ms. Em particular, Wf?ns' € L®(w.).
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Tomando & = 7. na identidade (3.4.7), nds obtemos

T
/ / | Voru|* dMdt (3.4.15)
0 We

= —{/ utungd/\/l} / /77€|ut| dM
/ / (Vru - Vone) dMdt — / / g(ug)un. dMdt.

Depois de algumas estimativas, chegamos a seguinte desigualdade

1 T
—/ /nEIVTu\2det (3.4.16)

A o
Sl ) I IR
+2a/ dt+—/ / [u|? dM dt,
+ag // z)uf dM dt,

onde o > 0 é um numero arbitrdrio e
T

Vi=— Uw wun) d/\/l} . (3.4.17)

0

Entao, combinando (3.4.13) e (3.4.16), tendo em mente que

1 e
—/ / \Vrul? dMdt < —/ / | Vrul? dMdt
2 0 Mo 2 0 We

e escolhendo oo = 1/16C", deduzimos que
1 [T
—/ E(t)dt < |x|+2C|Y] (3.4.18)

4
/ / ) |g(ue)[* + a(w) [u]*] dMat

MC
+ 521/ / |ul? dM dt,
0 We

onde Cy = max{Cy,8CEA|al| ey, 2C1ag ™ }-
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Por outro lado, a seguinte estimativa assegura que

|+ 20| < C(E(0) + (3.4.19)

- chame | [ ]

onde C' é uma constante positiva que depende sobre R. Entao,
T
TE(T) < / B(t) dt (3.4.20)

< CE(T +CV / z) |lg(us)|? + a(x )|ut|2]det]

+ C/ / lu|? dM dt,
0 We

de modo que C' é uma constante positiva ao qual depende sobre a, ||a||o0, A1, R, |H],
1Bl e %

Nosso objetivo é estimar o tltimo termo no lado direito de (3.4.20). A fim de
fazer isso, vamos considerar o seguinte lema, onde T é uma constante positiva que é
suficientemente grande para o nosso propdsito.

Lema 3.4.3

Existe uma constante positiva C'(FE(0)) tal que se u solugao de (3.4.1) com dado
inicial fraco, nos temos

/T/ lu|? dM dt (3.4.21)
s { [ [ (a2t + oty amaar}.

para todo T > Tj.

Para provar o lema acima, argumentamos por contradicao e é essencial para fazer
uso do resultado unicidade que vem da desigualdade inversa ou, mais genericamente,
podemos também empregar o resultado continuagao tnica de Triggiani e Yao (veja
[115]) na prova. Os detalhes da prova do lema 3.4.3 podem ser encontrados em
Cavalcanti et. al. [34] e [35] e omitiremos aqui.

As desigualdades (3.4.20) e (3.4.21) nos conduzem ao seguinte resultado.
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Proposicao 3.4.1

Para T' > 0 suficientemente grande, a solugao u de (3.4.1) satisfaz

E(T)<C /0 /M [a() Jue® + a(2) |g (us) "] dMdt (3.4.22)

onde a constante C = C(T, E(0), ag, A1, R, || B||, 6M2)

Deste ponto, nés somos capazes de recorrer ao método de Lasiecka e Tataru [65]
a fim de obter estimativas de taxas de decaimento desejadas (1.2.9).

3.4.2.9. Generalizacdo de superficies conicas e umbilicas
— Novas regioes

Invocando a segunda identidade fundamental mais uma vez, agora com § = (m-v)H,
deduzimos

T/ (m-v)H [Jw|* = [Vrul*] dMdt (3.4.23)
M

S—

T

= /M(m -V)H utud./\/l}
/OT
+/OT

0

_|_

(Vru -V (m-v)H)udMdt

a(x) g(ug) (m - v)H udMadt.

J,
J,
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Substituindo (3.4.23) em (3.4.8), inferimos

T T
[/ usmy - Voyu d./\/l} + E [/ utud./\/l} (3.4.24)
M 2 [/m 0
—I—/ dt + / / mT VTU)det
T
/ / g(up)udMdt = {/ (m - I/)Hutud./\/l]
M 0

_/ /(VTu-VT(m-V)H)Udet

/ / (m - v)H udMdt.

— /0 /M(m -v)(Vyu- B - Voyu) dMdt.

. . . . - . T
E conveniente observar que a novidade acima sao os dois termos [; = — fo f M(V;pu-

Vr(m-v)H)udMdt e Iy = — fOT Jy(m - v)(Vou- B - Vou)dMdt. A anilise dos
termos restantes em (3.4.24) continua ser a mesma que considerada outrora.

Andlise de I} = — fOT S (Vru -V (m-v)H)udMdt.
Temos, para um arbitrario € > 0,

T T
|11\gg/ E(t)dt+C€/ / (2 dMat.
0 0 M

O termo remanescente C; fOT 1) M |u|* dMdt pode ser absorvido pelo uso da proprie-
dade de continuagao tnica devido a Triggiani e Yao [115], que é vélida para variedades
compactas gerais com fronteira. Resta analisar o termo [, onde as novas e melhores
imposicoes geométricas hao de aparecer.

Andlise de Iy = — fOT S (m-v)(Vru- B - Vou) dMdt.

Denotemos Vyu = (£,n) as coordenadas de Vru na base {ej,es}, para cada
x € M, deduzimos que

VTU - B- VT’LL == k1§2 + k?2772.

3.4.2.10. Novas Condicoes Geométricas

A sub — superficie My sem dissipagao deve ter curvatura Gaussiana nao — negativa,
isto é, K = kiky > 0, com ky,ky < 0 conexo, e o fecho da aplicacao de Gauss deve
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estar contida em uma semi — esfera aberta (a ultima condigdo é requerida afim de
garantir que z — 2%(x) - v(z) < 0 para todo z € M. A condi¢do geométrica acima,
em termos da curvatura Gaussiana K = kjky ao invés da curvatura meédia
H = % nos permite generalizar nossos resultados anteriores. Contudo, observe
que nos fortemente precisamos de uma Propriedade de Continuagdo Unica baseada
nas estimativas de Carleman ao qual foi provada por Triggiani and Yao [115] para
propagacao da onda sobre variedades compactas. Note que sub — superficies umbilicas
conicas satisfazem a condicao acima. Além disso, podemos considerar novas sub —
superficies sem dissipacao. Veja as sub — subsecoes abaixo.

3.4.2.11. Superficies cilindricas (K =0, onde (z —z) -» <0)
podem ser também consideradas sem dissipacao.

V(X)

Figura 3.3: Superficies cilindricas (K = 0, onde (z — xg) - v < 0) podem ser também
consideradas sem dissipagao.

3.4.2.12. Toro: a dissipacao pode ser evitada onde m(z) v(z) <0 e K > 0.

Figura 3.4: Dissipagao onde m(z) -v(z) <0e K >0
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E importante ser mencionado que as técnicas desenvolvidas baseada sobre multi-
plicadores podem ser naturalmente estendidas para um ntmero finito de observadores
xy,- -, T, em conexao com um numero finito de regioes disjuntas satisfazendo nossas
imposigoes geométricas Uy, - - - , U, (veja figuras 3.5 e 3.7). De fato, por uma questao
de simplicidade vamos considerar o caso simples, onde temos apenas dois observado-
res situados em 1 e x5 e Uy e Uy sao umbilicos. Deste modo, é suficiente fazer uso
do multiplicador ¢ - Vyru de modo que ¢ é definida por

r—x; se xeU, i=12,

alx) = { suavemente extendida em M\ (U; U Usy) (34.25)

em conformidade com a figura 3.5.

Figura 3.5: O caso da dissipagao efetiva em uma vizinhanga arbitrariamente pequena da
esfera.

Observe que se considerarmos x; e x5 opostos com respeito ao centro da esfera e
suficientemente distante um do outro, a dissipacao pode ser efetiva em uma vizinhanca
arbitrariamente pequena do meridiano. Isto quase alcanca o notavel resultado para
o caso linear devido a Bardos, Lebeau e Rauch [9]. Contudo, note que temos a
dissipacao localizada e nao — linear. Além disso, podemos estender nossos resultados
para a equacgao da onda semilinear, também tendo em mente uma propriedade de
continuagao unica baseada em estimativas de Carleman.

- 117 -



b Capitulo 3. FEquagdao de Schriodinger e Placa com Dissipagao Nao — Linear
A - 118 - Localmente Distribuida

3.4.2.13. Precisdo da Condi¢cdo de Controle Geométrico

Veja a figura abaixo:

Figura 3.6: Uma das regioes da condigao de controle geométrico (em preto) intercepta
todos os circulos maximos da esfera, ou seja, todas as geodésicas sobre a esfera.

3.4.2.14. Se A e A’ sdo pontos antipodas, a dissipacdo pode ser
reduzida quando A e A’ v3o para o infinito.

Visualize as figuras 3.7 e 3.8.
AI

A

Figura 3.7: Note que se considerarmos A e A’ observadores opostos com respeito ao centro
do Toro e suficientemente distantes um do outro, a area sem dissipagdo pode ser efetiva
em uma grande regiao (em cinza claro).

3.4.2.15. Precisao da Anélise Microlocal quando comparada com
Multiplicadores Radiais

Das consideragoes acima, nao ha divida em relacao a precisao da andlise microlocal
(para a propagacao da onda) quando comparada com a técnica de multiplicadores
(compare as figuras 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8), mesmo para o caso onde hd uma nao — linear
de dissipacao distribuida:

u — Au+ a(z)g(uy) =0, em M x (0, 00).
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Figura 3.8: Um exemplo de uma regiao de condi¢ao de controle geométrico condigao é
dada (em preto). Note-se que ela intercepta todas as geodésicas do Toro (curvas negras).

Por outro lado, o método de multiplicador é ainda uma ferramenta poderosa
para o tratamento de equagoes nao-lineares. Para este fim, gostariamos de comentar
brevemente na préxima segao os resultados contidos em Cavalcanti et. al. [35]. Neste
trabalho, os autores desenvolveram um multiplicador intrinseco como se segue. O
objetivo principal deste multiplicador intrinseco é melhorar consideravelmente o seu
resultado dado anteriormente reduzindo arbitrariamente o volume da regiao onde o
efeito dissipativo se encontra.

3.4.3. Multiplicadores Intrinsecos

Denotando por g a métrica the Riemanniana induzida por M por R3, os autores em
[35] provam que para cada € > 0, existe um subconjunto aberto V' C M e uma fungao
suficientemente regular f : M — R tal que

meas(V) > meas(M) — ¢, Hessf =~ g

sobre V' e inf ey |V f(x)| > 0. Este novo multiplicador intrinseco V f(z), ao invés
do anterior m(x) = x — z°, ird desempenhar um papel crucial no estabelecimento da
precisao das taxas de decaimento uniformes desejados da energia.
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O primeiro passo é considerar uma identidade ja apresentada, a saber

Proposicao 3.4.2

Seja M C R3 uma superficie regular orientada compacta sem fronteira e ¢ um
campo de vetores de classe C'. Entao, para toda solucao regular ude (3.4.1)
temos a seguinte identidade:

T
[/ U q - VTudM}
M 0
1 T
_/ / (divrq) {|ut|2 - |VTu|2} dMdt

/ / Vru-Vrq- VyoudMdt

/ / g(u)(q - Vyu)dMdt = 0.

A prova é baseada na multiplicagao da equacao por g - Vyu and integragao por
partes.

Empregando a identidade acima com ¢(z) = V¢ f onde f : M — R é uma funcao
C? a ser determinada posteriormente, inferimos

T

[/ Uy VTf-VTudM]

M 0
1T

w5 | [ Al = 9} v

+/T/ (Vru- Hess(f) - Vou) dMdt

/ / 9(w) (Vo f - Vou)dMdt = 0.
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Lema 3.4.4

Seja u uma solugao fraca referente ao problema (3.4.1) e £ € C'(M). Entao,

[/MutfudMLT:/OT/Mﬂuth/\/ldt
—/OT /M EIVrulPdMadt

— / ' / (Vru - Vo&)udMdt

/ / g(ug) & uwdMdt.

A prova é baseada na multiplicacao da equacao por £ u e fazendo uso de integracao
por partes.

Substituindo £ = a > 0 na ultima identidade e combinando o resultado obtido
com a identidade anterior, deduzimos

//M—a|ut|2d/\/ldt.
+/ / {(VTU-Hess(f)-VTu)%— (a—M) \Vru |2] dMdt
0 JM
T T
:—{/ uy Vof - VTud./\/l} —oz[/ utud./\/l}
0 M 0
—a// g(uy)u dMdt

/ / g(u)(Vrf - Vyu)dMdt.

Este é o preciso momento onde as propriedades da funcao f desempenham um pa-
pel importante. Note-se que o que nds apenas precisamos ¢ encontrar um subconjunto

V de M tal que

T
C/ /[u§+|vTu|2] dMdt
/ / AMf o) |ug|* dMat

+/O /V{(VTU-HGSS(f)-VTu)—i- (a— %) |vTu|2} dMadt,
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para alguma constante positiva C, provida que « é adequadamente escolhida.

Assumindo, por um momento, que a ultima desigualdade ocorre, obtemos

T T
20/ Et)dt < C/ / [uj + |Vrul?] dMdt (3.4.26)
0 0o JM\V

[ ]

T

+ |:/ Ut va VTU d./\/l:| + «
0

+ / / g(uy ud/\/ldt‘

+ // g(u)(Vrf - VTU)det‘

A desigualdade acima é controlada considerando um procedimento padrao. A
idéia principal por tras deste procedimento é a de considerar a area de dissipagao,
isto é, M, contendo o conjunto M\V. E importante observar que M, é tao pe-
quena quanto o grande V pode ser. De (3.4.26) concluimos as estimativas de taxa
de decaimento desejados como considerado anteriormente. Assim, é suficiente para
provar a desigualdade principal (3.4.26) para V' tao grande quanto possivel. A prova
completa pode ser encontrada em Cavalcanti et. al. [34] e [35].

Os proximos passos sao dedicados a construcao de uma funcao f, bem como um
subconjunto V' de M de tal modo que a desejada desigualdade é satisfeita.

3.4.3.1. Construcdo da funcdo f localmente

Seja M uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional (sem fronteira) com
métrica Riemanniana g de classe C?. Aqui V denota a conexao de Levi-Civita . Fixe
p € M. Nosso objetivo é construir uma fungao f : V,, = R tal que Hessf ~ g e
infyey, [V f(x)| > 0, onde V,, é uma vizinhanca de p e a Hessiana de f é vista como
uma forma bilinear definida sobre o espaco tangente 7, M de M em p.

Nés comegamos com uma base ortonormal (e, . .., e,) de T, M. Define um sistema
de coordenadas normal (xy,...,2,) em uma vizinhanca ‘7,, de p tal que 9/0x;(p) =
ei(p) paratodoi =1,...,n. E bem conhecido que neste sistema de coordenadas, te-
mos que I'};(p) = 0, onde Fk sao os simbolos de Christoffel com respeito a (z1, ..., z,).

A Hessiana com respelto a(zy,...,x,) é dada por

Hessf( 0 9 ) = Of — P’?.ﬁ,
dx;’ Oz O0x;0x; p I 0x
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O Laplaciano de f é o trago da Hessiana com respeito a métrica g. Se g;; denota
os componentes da métrica Riemanniana com respeito a (zi,...,x,) e g sao os
componentes da matriz inversa de g;;, entao, o Laplaciano de f ¢ dado por

0
Af = Zg”H@ssf (0 3x)

Considere a fungao f : \7;, — R definida por

1 n

E imediato que Af(p) = n e |[Vf(p)| = 1. Além do mais, Hessf(p) = g(p), o que
implica que

Hessf(p)(v,v) = |U‘]23.

No6s estamos interessados em encontrar uma vizinhanga V, C V, de p e uma
constante estritamente positiva C' tal que

T
C/ / (IVul® + u}) dMdt
0o JV,

< /OT /Vp {Hessf(Vu, Vu) + (a - %) |Vul* + (% — a> uf] dM dt, (3.4.27)

para algum « € R.
Afirmamos que se considerarmos o = 5 — % e C' = 1/4 nés obtemos a desigualdade

desejada, o que significa que ¢ suficiente provar que existe V,, C 17p verificando

T
/ Hessf(Vu, Vu) + (— - — ) |Vul?dMdt > 0
o Jv,

/ / (————i—i)u?d/\/ldtZO.

A fim de provar a existéncia de um subconjunto V,, C V,, onde a primeira desi-
gualdade ¢é satisfeita, seja ¢; um campo suave da forma bilinear simétrica sobre V,,
definida como

0,(X,Y) = Hessf(X,Y) + (— - —) g(X,Y)
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onde X e Y sao campo de vetores sobre ‘71,.

Esta é claramente, uma forma bilinear definida positiva sobre p, desde que temos
Hessf(p)(X,Y) =g(p)(X,Y) e

1
Portanto, existe uma vizinhanca XA/p tal que #; é positiva definida e

T
/0 ' Hessf(Vu, Vu) + 5 1 3

Vo

) |Vul?dMdt > 0.

Para provar a existéncia de ‘V/p C 171, tal que a desigualdade desejada é mais fécil.
E suficiente notar que em p temos que

(240-5-3) -

e a existéncia de f/p C ‘71, ¢ imediata. Além disso, podemos eventualmente escolher
um menor V, tal que in‘g IV f(xz)] > 0. Portanto, a existéncia de V,, C V,, tal que
xreVp

in‘ﬁ |V f(x)] >0 e (3.4.27) estao assegurados estd resolvida.
reVp

~ No que segue, V denota o fecho de V e 9V denota a fronteira de V. Quando
V' C W é limitado, dizemos que V esta compactamente contido em W e o denotamos
por Ve W.

Teorema 3.4.1

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao dois. Entao, para todo
e > 0, existe uma familia finita {V;};—1_  de conjuntos abertos com fronteira
regular, fungoes regulares f; : V; — R e uma constante C > 0 tal que

1. Os subconjuntos V; sao disjuntos dois a dois;

2. vol <U V;) > vol(M) — —¢;

i=1
3. A desigualdade (3.4.27) é satisfeita para todo f;;

4. in‘£|Vf(ac)\ > 0 para todoi=1,--- k.
zEVp

Para provar este teorema, vamos considerar os seguintes passos:
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Primeiro de tudo, é possivel conseguir subconjuntos abertos {%}j217..,,s com fron-
teira regulares e uma familia de fungdes regulares {f; : W; — R}, tal que
{W;};=1,.s € uma cobertura de M e cada f; satisfaz a desigualdade (3.4.27). E

ainda, podemos escolher W; de tal maneira que as suas fronteiras interceptam-se
transversalmente e trés ou mais fronteiras e, nao interceptam-se no mesmo ponto.

S
Denote por A = U OW;. Entao, M\A é a unido disjunta de conjuntos abertos
j=1
cONexos Ule W; tal que OW; é uma curva suave definida por partes.

Cada W; esta contida em algum Wj. Portanto, para cada W;, escolha uma funcao
fi == filw,. Os subconjuntos abertos V;, i = 1,..., k que estamos procurando sdo os

subconjuntos de W;. Podemos escolhé-los de tal forma que
L. Vi e W
2. 0V; é regular;
3. vol(W;) — vol(V;) < €/k.

Finalmente, se definirmos f; = f;|y., nés provamos o teorema.

Teorema 3.4.2

Considere (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao dois. Fixe ¢ > 0.
Entao, existe uma funcao regular f : M — R tal que a desigualdade (3.4.27)
e a condi¢ao inf,cy, |V f(x)] > 0 ocorre em um subconjunto V' com vol(V) >

vol(M) —e.

Para dar uma ideia da prova, considere Teorema 3.4.1 e as construcoes feitas em

sua prova. Denotemos A := rr;ém dist(V;,V;) > 0. Considere um vizinhanca tubular
i#]

V% de V = UF,V; dos pontos dos quais a distancia é menor ou igual a § < A\/4. Em
seguida, é possivel definir um suave fungao (cut-off) dado por n: M — R tal que

1l; se x eV
n(x) = 0; se x € M\V?®

entre 0 e 1; caso contrario.

Agora, observe que f: M — R definida por

flz) = { filz)n(x) se x € Wy

0 caso contrario

¢ regular e satisfaz a desigualdade (3.4.27) e a condicao inf,ey |V f(z)] > 0. Além
disso, a desigualdade vol(V') > vol(M) — e satisfeita, o qual estabelece o teorema.
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meas(V) > meas(M) — ¢, Hessf = g

sobre V' e inf,ey |V f(z)] > 0. Este novo multiplicador intrinseco V f(z), no lugar
do anterior considerado, a saber, m(z) = x — 2°, desempenham um papel crucial no
estabelecimento das desejadas taxas de decaimento uniformes da energia.

Embora o resultado intrinseco é preciso em relagao ao volume em que a dissipagao
age, nao temos qualquer controle sobre as regioes que podem ser deixadas livres
de dissipagao. As componentes disjuntas e conexas de V podem ser extremamente

pequenas. Veja a figura abaixo.

y

T T
L L~

K

Vi

Ty

L1

Figura 3.9: My é uma area nao — dissipativa (em branco) arbitrariamente grande, en-
quanto que a area demarcada (em preto) contém efeitos dissipativos e pode ser considerada
arbitrariamente pequena, ambas totalmente distribuidas sobre M.

Em outra direcao, a visdo externa afirma que alguns dominios umbilicos de su-
perficies em R? podem ser deixados livre de dissipacdo. Portanto, o préximo passo

¢ o de combinar as ideias das duas técnicas e tentar colocar a dissipacao em um
dominio arbitrariamente pequeno, mas em tal maneira que os dominios com proprie-
dades interessantes podem ser deixados livres de dissipagao. Combinando as técnicas
desenvolvidas em Cavalcanti et al., [34] e [35], podemos reduzir arbitrariamente a
medida superficial da area dissipativa. Aqui o campo vetorial ¢ é definido como

x—x; sex el i=1,2,
q(z) =< Vf(z), Hess(f) = g, se x estd em algum pequeno dominio em branco

D regularmente extendida, caso contrario

onde g ¢ a métrica Riemanniana sobre M (veja Figura 3.10).

Finalmente, gostariamos de enfatizar que em Cavalcanti et. al [35] os autores tém
generalizado (em algum sentido) e apenas para a equagao de onda, os resultados apre-
sentados anteriormente para variedades Riemannianas n-dimensionais (M, g) com ou
sem fronteira. Eles procederam do seguinte modo:
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Figura 3.10: Uma superficie compacta M sem fronteira é considerada tal que U; U Us U D
contém M. FEnquanto regides U; e Us sao umbilicas e livre de dissipacao, a regiao D
contém efeitos dissipativos, mas a medida superficial da parte branca pode ser considerada
arbitrariamente grande e sua parte complementar (em preto) possui medida superficial
arbitrariamente pequena. Isto pode sempre ser feito para um nimero finito de observadores
localizados em x1, ..., x, com correspondentes regices disjuntas umbilicas Uy, ..., U, e uma

n
area dissipativa D tal que a uniao U U; U D; cobre toda a superficie M.

=1

1. Os autores provaram que para todo = € M (incluindo o caso = € OM), existe
uma vizinhanca que pode ser deixada sem dissipacao;

2. Eles provaram que uma porg¢ao muito precisa de dominios radialmente simétricos
pode ser deixada sem dissipagao (veja figura 3.11);

Uma regido (2 radialmente simétrica

Figura 3.11: A regidao demarcada M \ V (em preto) ilustra a regido dissipada sobre a
variedade compacta M com fronteira 0 M, o qual pode ser considerada tao pequena quanto
desejarmos. O conjunto 2 é uma regiao radialmente simétrica sem dissipacao. A medida
de 9M N (M \ V) pode ser também arbitrariamente pequena.

3. Sejae > 0e V...,V dominios como em (i) e (ii) cujos fechos sao disjuntos
dois a dois. Provamos que existe um V' O UV, que pode ser deixado sem
dissipacao e tal que med(V') > med(M) — e e med(V NOM) > med(OM) — «.
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3.4.4. Conclusao Final

A hipotese da regiao de dissipacdo em termos dos raios do Otica geométrica tem
estreita relacao quando é comparada com a hipdtese da existéncia de um “compor-
tado” campo de vetores q. Por um lado, os resultados em termos do raio da éptica
geométrica ou condi¢ao controle geométrico (CCG) sao mais gerais para a equagao
da onda linear com um termo de dissipacao nao linear localmente distribuida:

Otu — Au+ a(x)g(u) =0, em M x (0,00).

No entanto, os resultados explorando os multiplicadores também consideram a
equacao de onda semilinear sujeita a um mecanismo de dissipacao nao — linear e
localizada e fornece explicitamente exemplos de regioes que podem ser deixadas sem
dissipagao, que pode ser uma tarefa dificil, se usarmos a hipotese sobre o raio de 6ptica
geométrica em uma variedade Riemanniana compacta geral. Em nossa opiniao, ha
uma profusao de espaco deixado para futuros estudos sobre as relagoes entre estes
dois tipos diferentes de hipdtese.

Por outro lado, para outras equacoes como equacoes de placas, Schrodinger, etc.
A Condicao de Controle Geométrico nao nos da resultados precisos em termos da
redugao de forma arbitraria da regiao onde a dissipacao age. Para estas equagoes,
mesmo se considerarmos uma dissipacao nao — linear e localizada na variedade Ri-
emanniana, assumir que a desigualdade de observabilidade ¢é vélida para a equacao
linear, parece para ser ainda, a melhor escolha.
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Equacao de Schrodinger Defocusing
Dissipada em um Dominio Exterior

Este capitulo foi fruto da pesquisa de doutorado em parceria com Nicolas Burq,
Marcelo Moreira Cavalcanti, Valéria Neves Domingos Cavalcanti e Flavio Roberto
Dias Silva.

Neste momento, estudaremos a existéncia bem como a estabilidade exponencial
em nivel de H' para a equagao de Schrodinger damped (dissipada) em um dominio
exterior bidimensional {2 com fronteira regular 0€2. Usaremos propriedades de ope-
radores pseudo — diferenciais introduzidos no Dehman, Gérard e Lebeau [48]. A boa
colocacao de solugoes regulares é obtida argumento de ponto fixo e a desigualdade de
Brézis — Gallouet, enquanto que a existéncia de solucao fraca é alcancada por dois
procedimentos: o primeiro, inspirado em Ozsar1, Kalantarov e Lasiecka, [98], obtere-
mos a existéncia de solucao. O outro procedimento baseado em um método de ponto
fixo cujo ingrediente principal é a estimativa de Strichartz provada por Anton, [6], no
qual também obtemos a unicidade. A estabilidade exponencial de solucées regulares
é conseguida combinando argumentos primeiramente considerados por Zuazua [122]
para a equacao de onda adaptado ao presente contexto e um teorema de continuacao
Unica global.

A equacao que leva titulo a este capitulo é a seguinte:

i0;u+ Au— Jul?u—Au—a(r) (1 —-A) " a(x)dyu=0 em Q x(0,00),
u=0 sobre T' x (0,00),
u(0) = ug em €
(4.0.1)
onde A > 0 e Q é um dominio exterior de R?, isto ¢, Q = R?\Q;, onde Q; é um
conjunto aberto, limitado e conexo de R? com fronteira regular 9€; := I'. Dizemos
que ; é um obstéculo em R2.
A funcao a, responséavel pela dissipacao localizada, satisfaz as seguintes proprie-
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dades:

a € C®(Q) N WhH*(Q) é uma fungdo ndo — negativa. (4.0.2)

a(x) > ag > 0 em w,

onde w C Q é definido como segue: Seja R > 0 tal que 0Q) C Br = {z € R? |jz|] <
R}. Disto, definimos w = '\ Bg.

Assumiremos que €y é star — shaped o que implica que 2y é “non — trapping” (veja,
por exemplo, Ivanovici et al. [60] e Stoyanov [106]).

4.1.Notacgoes Utilizadas

Consideremos o espago L%(€2) das funcdes complexas sobre 2 dotado com o pro-
duto interno

(Y, 2)r2) = / y(x)z(z) dx
Q
com a correspondente norma
HyH%Z(Q) = (?J,y)m(sz)-

Também consideremos o espaco de Sobolev HJ(2) munido do seguinte produto
escalar

(¥, 2)mr) = (¥, 2)r2@) + (VY, V2)12(0).

Neste momento, nés definimos a energia associada ao problema (4.0.1):

E(t):%A[Vu(x,t)\de—i-;l/g\u(:v,t)\‘ldxjtg/Q]u(x,t)Ide. (4.1.1)

4.2.Existéncia de Solucdo

Nesta segao, mostraremos a existéncia de solugoes H? ¢ H' do problema (4.0.1).

4.2.1. Solucdes Regulares
Inicialmente, apresentaremos as etapas necessarias para alcancar nossos objetivos.

e Ktapa 1. Provaremos por argumentos de contracao que o problema auxiliar
(4.2.2) é bem — posto para solugoes H?.

e [tapa 2: Usando o passo 1 e novamente argumentos de contragao, provaremos
a existéncia de solucao regular local.
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e [tapa 3. Recorrendo ao multiplicador usual 0;u, obteremos a identidade de
energia do problema (4.0.1).

e Ftapa 4: Por fim, mostraremos na verdade que nossa solugao é global, obtendo
o Teorema abaixo:

Teorema 4.2.1

Para todo dado inicial ug € H*(Q) N Hi(Q) e X > 0, existe uma tnica solugao
(4.0.1) na classe u € C ([0, 00); H*(Q) N Hy()) .

Etapa 1

Inicialmente, lembramos o fato apontado por Dehman et al. [48], pdgina 737 ou
Laurent [74], pagina 794: o operador J dado por

Jv=(1+ia(x)(1—-A) " a(z))v. (4.2.1)

¢ um isomorfismo sobre H*(f2), para todo s € R.

Ao longo da prova, denotamos o espaco X := Hj(Q) N H*(Q) e v por Ju. Con-
sideremos o problema

iy u+ Au—alr)(1—A)la(z)dhu=g em Qx(0,00),
u=0 sobre I' x (0, 00), (4.2.2)
u(0) = g em (2,

onde g € C([0,T]; X) com dados iniciais uy € X. Note que o problema acima pode
ser reescrito como

v—i1Av—Ryv=g
v=Ju (4.2.3)
v(0) =vy = Jup € X

tal que o operador Ry ¢é caracterizado como

Rov = (—iA+iAJ . (4.2.4)

Pelo Teorema 2.8.3 juntamente com a observacao 2.8.3, pagina 79, existe um
operador de prolongamento (linear e limitado) E : H*(Q2) — H*(R?), tal que

E(u(z)) =u(z) q.s em (.
1E(u) |2z < € lull i) -
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Deste modo, combinando as propriedades do operador £ com o Teorema 2.8.3,
pagina 79 e considerando o operador pseudo — diferencial p of ordem m = 0, obtemos

lp E(u)||g2@) (propriedade (4.2.5)) (4.2.7)
I ) e

|E(u)| g2r2y (Teorema 2.8.3)

Cllullm2)  (propriedade (4.2.6)),

I ull 2 (@)

IA A IA

onde a constante ¢ provém da continuidade do operador de prolongamento.

Em contrapartida, devido & Dehman et al. [48], pagina 737, temos que Ry é um
operador pseudo — diferencial de ordem m = 0. Com efeito, a chave para provar este

fato é observar
J=1+1ia(l— A)*la

é um operador pseudo — diferencial de ordem 0 (veja Laurent [74], pdgina 794 e ob-
servacao 2.4). Como J é inversivel, temos que J~* é um operador pseudo — diferencial
de ordem 0. E ainda, como 1 — A é um operador pseudo - diferencial de ordem 2,
temos que (1 — A)~! tem ordem —2 e assim,

J—1=jda(l - A)"a
é um operador pseudo — diferencial de ordem —2. Por outro lado, como
Jl—1=J" o(1-J)

pelo Teorema 2.8.1, pagina 78, temos que este é um operador pseudo — diferencial de
ordem 0+ (—2) = —2.

Consequentemente, recorrendo novamente ao Teorema citado acima, resulta que
Ry =iA(J ' =1)

¢ um operador pseudo — diferencial de ordem 2 + (—2) = 0.

Logo, a luz deste fato e da desigualdade (4.2.7), temos que o operador Ry :
H?*(Q) — H?*(Q), é continuo, isto é,

[ Rou(t) |2 < ¢ llu)]m2@) - (4.2.8)

Agora, a partir dessas consideracoes, seja o funcional
U C((0. T H*(Q) — C([0,T]; H* ()

v o= U)(t) = e Py + /Ot A [Roh (1) 4 g(1)] dr
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que serd o candidato a solucio do problema, devido ao grupo de Schrédinger €% .

Com relagao a este funcional, notamos que é univoco. De fato, se v; = vy, entao,
Ju; = v; = vy = Jusy e sendo J um isomorfismo, vem que u; = us, ou seja, J v =
J~v,. Disto, temos Rgvy = Ryvy e portanto, ¥(v1) = ¥(vs), 0 que prova o desejado.
Além disso, de (4.2.8) e o fato que g € C([0,T]; X), decorre que a aplicagao ¥ estd
bem definida.

Provaremos que o Teorema do ponto fixo de Banach, Teorema 2.3.4, pagina 59,
pode ser aplicado a ¥ : B — Bpr onde

Br ={v e C(0,T]; X); |lvllcqomm2) < R}

de modo que é R é adequadamente grande e T' é adequadamente pequeno, de modo
que ¥ possui um ponto fixo em Bpg. Nossa estratégia nesta etapa, bem como na
seguinte, ¢ baseada no trabalho de Alves e Cavalcanti, [5].

Observacao 4.2.1

Uma vez que as normas || - |2 e || - ||x sao equivalentes em X, trabalharemos
todo o tempo com a norma em H?().

Na sequéncia, vamos mostrar que W aplica Br em si mesmo para R suficientemente
grande e T pequeno suficiente, ou em outras palavras, vamos provar que para R grande
o bastante e T suficientemente pequeno, temos

1V (V)| o a2@) < R (4.2.9)

contanto que ||v||cqo,r;m2)) < R-

De fato, seja v € Bp e levando em conta (4.2.8), inferimos

t
V() (O)|la2@) : = et +/0 elt=m A [Rov (1) + g(7)] dr

H?(Q)

IN

T T
||U0||H2(Q)+C/ |v(t)]] z2(02) dT+/ 19(T) |20 d7
0 0

< lvollaz@y + T Cllvlleqomsmze)y + Tl 9l o, m2@)
< Ro+T (CR+ lgllcqommzw)) -

A nossa intencao é escolher a quantidade T' pequena o bastante de modo que
tenhamos Ry + T (¢ R + ||gllc(o.r:m2(0))) < R. Isso é possivel se escolhermos 0 <
T < (R—TRo)(¢ R+ |9llcqom:m2@)) ", na condi¢do que R > Ry. Portanto, tal fato
comprova (4.2.9).
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Agora, provaremos que W é uma contragdo em Bp, isto é, existe a € (0,1) tal que

H‘If<1}1) — ‘P(UQ)HC([(LT];H?(Q)) S (6% HU1 — 'UQHC([(LT];H2(Q)); Vvl,vg € BR. (4.2.10)

De fato, sejam vy, vy € Bg. Novamente, por (4.2.8), temos a estimativa

t
V(1) = ¥(v2)l2() < / [ Ro(v1 — v2)(7) | 2y dT (4.2.11)
0
< T ¢llvr = valloqo,rmz@) -

Esta estimativa implica que se T' < (7!, a partir da ultima desigualdade, obtemos
o desejado como indicado em (4.2.10). Isto demonstra que existe uma unica solugao
para a equacao de Duhamel, isto é,

v(t) := e Py +/0 A [Ryw (1) + g(1)] dr, (4.2.12)

e, portanto, existe uma solugao unica para o problema (4.2.3).

Agora, consideramos o sistema satisfeito por duas solugoes v e v

at(v:@)—iA(v—ﬂ)—Ro(v—@'):() (4.2.13)
(v—2)(0)=0
Da definicao do funcional W, e repetindo argumentos anteriores, temos
t
Jo(6) = Ol < € [ Io(r) =30 g . (4.2.14)

Empregando o Lema de Gronwall, Lema 2.3.9, pagina 60, obtemos a unicidade da
solugdo v do sistema (4.2.3) para t € [0, Tihax) - No que segue almejamos provar que

a solucao é global, isto é, Ti,.x = 00. Para tanto, recorramos a conhecida alternativa
de blow — up, isto é, uma, e apenas uma, das alternativa ¢é valida:

<1> Tmax = 005

(ii) Thmax < 00 €, neste caso, lim ||v(t)||m2) = oo

max

- 134 -



ol Capitulo 4. FEquacao de Schrodinger Defocusing Dissipada em um Dominio
) - 135 - Eaxterior

Tendo isso em mente, se considerarmos Tp.x < +00, por (4.2.12), chegamos a

t
ut [N [Row (7) 4 g(r) dr

[l =

0 H2(Q)
t t
< Noollo + | ol +¢ [ o) loy dr
0 0
t
< ||Uo||H2(Q)+T||9||C([0,T];H2<Q))+C/ [o(m) ]| 2@ d7 -
0

Assim, novamente pelo Lema de Gronwall, Lema 2.3.9, temos

o)l 20 < ([voll 20y + T lglleqorym @) - (4.2.15)

Além disso,

lo(®)|l r2@) < (llvollrz@) + T llgllcqommay) € < oo (4.2.16)

o que contradiz a alternativa de blow — up e entao, podemos estender as solugoes para
todo o intervalo [0, +00).

Portanto, existe uma tunica v e, consequentemente, tnica solucao u na classe
C ([0,00); HY N H*(Q)) para o problema (4.2.2), uma vez que J 'v = w.

Etapa 2

Neste momento, tomamos g = —i |u|*u — i Au no problema (4.2.2). Segundo Brézis
— Gallouet, [20], lema 3, pagina 678, temos que

lul ulliee) < € Nl lullmmy, Y € HA(9). (12.17)

Assim, para u € X, a desigualdade acima permite-nos concluir que —i |[u*u —
iAu € H?*(Q), tendo em mente a imersao H?(Q2) — L>(Q), desde que N = 2.

Em seguida, para cada u € X, consideremos um novo problema
O —iAv— Ryv=—i|ufPu—ilu

v=Ju (4.2.18)
v(0) =vg = Jug € X

de tal modo que o operador Ry foi caracterizado anteriormente.
O problema (4.2.18) nos permite definir a aplicagao ® : C([0,T]; H*(Q)) —
C([0,T]; H*(Q)), tal que u + ®(u) := v. Como feito para problema (4.2.2), pro-
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vemos que o teorema do ponto — fixo de Banach pode ser aplicado para ® : B — Bp
onde a bola Br agora é definida como

Br = {u € C([O, T]; X); ||JU||C([07T];H2(Q)) < R} (4.2.19)

contanto que R é suficientemente grande e T' é pequeno, o bastante, assim ® possui
um ponto fixo em Bg. Note que Br # @ para R > Ry, onde Ry := || Jug| g2(q). Em
contrapartida, para alcancar nosso objetivo, precisaremos do seguinte lema:

Lema 4.2.1

Seja v = Ju dado anteriormente. Entao, temos que

[u(®)]

me() < allo®)|m@) < cafu®)]ms(0), Vs € R.

Demonstracao: De fato, primeiramente, recordemos que J é um isomorfismo sobre
H*(§) e um operador pseudo — diferencial de ordem zero (logo, pelo Teorema 2.8.1,
pégina 78, resulta que J~! também é um operador pseudo — diferencial de ordem
zero). Assim, novamente de acordo com o Teorema 2.8.3 e a observagao 2.8.3, pagina
79, temos

lu@llae@ : = 177 00 lax@ < allo@llae@ (4.2.20)
ol : = 17u®le < callul®) e, (4.2.21)

onde ¢; e ¢y sao constantes provenientes da continuidade referida no Teorema 2.8.3.
Assim, a partir de (4.2.20) e (4.2.21), conseguimos o almejado.
A

Na sequéncia, vamos comprovar que se u € Bpg, entdo ®(u) € Bpg para R sufici-
entemente grande e T' suficientemente pequeno.

Com efeito, seja u € Bpg. Pela definicdo de Br dada em (4.2.19), vem que
|J u(t)||cqo,m:a2) < R. Tendo em vista a primeira desigualdade do Lema (4.2.1),
concluimos que ||u(t)||c(o,m;m20) < ¢ R.

Sendo assim, usando a conclusdo acima, recordando a estimativa (4.2.17) e a
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imersao H?(Q) < L>(f)), observemos que
Hul? ulloqorym)y = nax Il ull 220 (4.2.22)

2
e [0.T) {ulZoe (e lullz2en ¥

IN

IN

t 3
C Jnax w720

CllullE o 11220
ClCRg = COR3'

IN

Assim, tendo em mente a substitui¢ao g = —i |u|*u — ¢ Au em (4.2.15) e, combi-
nando com (4.2.22), deduzimos que

ol a2y < (lvoll a2y + T 1| Jul? ulleqomae@y + T A l|ulloqoraz@y) €
< (Muollmzy + T R[Co R* + A]) €T (4.2.23)
= (Ro+TR[CoR*+ A]) e

Neste momento, o nosso desejo é escolher T" suficientemente pequeno e R suficiente
grande de tal forma que

FR(T) = (Ro + TR[C() R? + )\]) €<T < R.
Vamos assumir que R > Ry e T' < 1. Deste modo,
Ro+T R[CoR* 4+ Ne¢T < (Ro+T R[Co R* + \]) ¢,

e, a partir da ultima desigualdade é suficiente para escolher T' de tal modo que

R-Rq
0<T < zRiGo PN -

Doravante, de (4.2.23), temos concluido que

. R—R
v lcqommzey < R se 0<T < mm{ 0 }

1
" R[Co B2 + N

contanto que R > Ry, o qual prova o desejado, isto é, ®(u) € Bg, quando u € Bpg.

Agora, provaremos que ® é uma contracao em Bpg. De fato, sejam uy,us € Bp,
tais que ®(u;) = v1 e ®(ug) = vy de modo que v; = Ju;, i = 1,2. Pondo z := v; — vg,
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entao z ¢ a unica solugao do problema

2 —iAz— Ryz=—i(Jui]Pus — [ug|?uz) — i A (ug —uz) em Q x (0,00)
z2=0 sobre I' x (0, 00)
2(00=0 ze€Q

(4.2.24)

Repetindo os passos feitos na obtencao da desigualdade (4.2.15), agora para z,
temos

2@ |2y < (/0 [ Taa (7)1 a () = Jua ()P uz(7)]| o ) d - (4:2.25)

T
b0 [ ) = el dr ) 7
0

Na sequéncia, vamos provar o seguinte lema:
Lema 4.2.2

Para todo uy,us € Bgr, obtemos

| a2y — |uQ|2uQ||H2(Q) < C(R) flur = sl 2y - (4.2.26)

Demonstragao: Com efeito, D é denotado como qualquer operador diferencial de
primeira ordem. Para u,us € H?(Q), vem que

|D?(Jur|* ug — |uo|? us)| 1D (|ur|*)| w1 — ua| + [wa|* | D*(uy — us)|
|D?(Jur|* = Jua*)| o] + | Jur | — Jua|® | | D?usl
2(|Dur]* + [ur | |[D*wa]) [ur — wz| + |ua [* | D* (w1 — uo)]

|D?(Jur|* = Jua|*)| ua| + [ur — us| (Jur] + |ua]) [D?us] .

+ IN + IA

A partir disso, obtemos,
1D (Jua [* ur = [uz|* w2) |2 g < 4/Q|Du1\4 |uy — ug*da (4.2.27)
+ 4/Q|u1\2 D2 |2 |us — wa[2dz + 2/Q|u1\4 D2 (4 — )%
42 [ fuaf (D% = fuaf*) P

+ 2/(|u1]2 + Jug|?) | D?ug|? |uy — ug|*dz .
Q

Estimativa para I := 4 [, |Duy|* |uy — us|* dz.
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Inicialmente, utilizando a desigualdade de Gagliardo — Nirenberg!, Teorema 2.3.6,

pagina 61, inferimos:
1/2 1/2
1D Yllse) < C lyllgag Il ) Yy € HX(Q).

Gragas a (4.2.28) e a imersdao H?(Q) < L>®(f2), vem que

L : 4/ | Dy |* [y — ug)? do
Q

< Al - sl [ |Dunftds
Q

< Cillur = uall Bz 1520

< Cy Ry — ug|| 2

Estimativa para Iy =4 [ |u1|* [D?us|? Juy — us]? da .

Observemos que

]2 4/ |U1|2|D2U1|2|U1 —U2|2dl'
Q

< Affurleey s — vl / D*u P de
< Collu|[52ay lur — uallF2q)
< Gy R ur — a7

Estimativa para I3 := 2 fQ |ug|* | D?(uy — up)|? d.
Notemos que

2/ wa[ D (s — w)Pde < CoR*|ur — uallieoy
Q

Estimativa para Iy := 2 [, |ug|* |D*(Jug|* — |uz|?)|? dax .

I Considere p=4,m=r=N=2,g=o00,j = 1.
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Somando e subtraindo termos convenientes, temos que

L < Juzl[Fe oy 1D (Jur|* = Juz]?)| 72y (4.2.32)
< Culluz|fr2 ) |1D?[(ur — u2) (w1 Fuz) — (w12 — Wrug)]||72(q)
< CuR? [||D2[(U1 —uz) (ur + u2)|[72(0) + 107 [ (w1 — uz) — m(ﬂ)]”%?(m}
< G5B ([l gy + N2l gy ) 1D%(ur = u2)l 220y
+ 205 (1020 + 1020l By ) 1D (1 = w2)|22(c
+ CsR? [(I|D2u1||3:2(9) + \|D2u2||%2(9)> [lur — u2||2Loo(Q) + [Jua || ooy llur — u2|\§{2(9)}
< (CG R+ ¢4 R3) |1 —uQH%IQ(Q).

Estimativa para I := 2 [, (Ju1]* + [ug]?) |D?ua|? [ug — ug|? d .

Como feito anteriormente para I, obtemos
2 /Q(]ul|2 + [ug|?) |D*ug|? |ug — us|* do < Cy R* ||uy — u2||§{2(9) . (4.2.33)
Finalmente, combinando (4.2.29) — (4.2.33), decorre que
H |y |? uy — |u2|2u2||H2(Q) < (07 R? 4 (Cy + Cy) R4) ||ug — u2||H2(Q) (4.2.34)

o qual prova o lema.
a

Assim, de (4.2.25) e (4.2.34), resulta que

12|l 2@ < (C7 R’ + (Co+ Cs) R+ X) GCT/OT [ur(7) — w2 (7| g2 d7(4.2.35)
< (G R+ (Co+ Cg) R 4+ A) Tet T [lua () = wa(t) | o 220
donde,
[@(u1)(t) — P(u2)(®)llcqorym2(0) (4.2.36)

= llz2®)lleqo,rym2 @)
< (Cr R+ (Coy+ Cg) RY + A) Te ™ [luy — walloo.07.02(0) -

A desigualdade acima implica que, se escolhermos T suficientemente pequeno de

tal modo que (C7 R + (Cy + Cg) R* + \) Te¢T < 1, obtemos que ® é uma contragao
em Bpg. A unicidade segue diretamente da primeira desigualdade de (4.2.35) e o Lema
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de Gronwall, Lema 2.3.9, pagina 60. Portanto, existe tnica v € C([0,T]; H*(2) N
Hy (42)).

Etapa 3

Vamos obter no que se segue, a identidade de energia para o problema (4.0.1). Com
efeito, se multiplicarmos a primeira equagao de (4.0.1) por —0,u, integrando em € e
tomando a parte real, chegamos a seguinte identidade energia:

d

B =1~ AN)2a()8; u(t)|[72(q) - (4.2.37)

e, por conseguinte, a energia E(t) é uma fungao nao crescente na variavel tempo t.
Além disso,

t2
E(ts) — E(t) = —/ 1(1 = A)2a()0, u(t) 22y dt, Vs > 1 > 0. (4.2.38)

t1

Etapa 4

Neste momento, nosso intuito é estender toda solugao regular ao intervalo [0, c0). De
fato, suponhamos Tjax < 00. De (4.2.12), com g = —i |u|? u — i A u, obtemos:

t
o)l r2@) < llvoll 20 +/0 [HRO ()l a2(0) + [[uls)? uls)l m2(o) +>\HU(S)HH2(Q)}d5~
(4.2.39)
Agora, recorrendo a (4.2.8) e (4.2.17), podemos reescrever a desigualdade acima da
seguinte forma:

t
o) lr2@) < llvoll 2o +/0 [CHU(S)\|H2<Q> + (A uls)z @) HU(S)HH2<Q>]d8-
(4.2.40)

Fazendo ty =t e t; = 0 em (4.2.38), tendo em mente a imersao H'(Q) — L*(Q),
vem que

[u(®) | 1 0) < C(HUOHHol(Q))' (4.2.41)

Assim, de (4.2.41) e uma vez que N = 2, podemos recorrer a conhecida desigualdade
de Brézis — Gallouet, [20]:

Ju(t) ey < € [1 +flog (14 lu®llae@) |+ @) gy <M. (4:2.42)
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Combinando (4.2.40), (4.2.42) e o Lema 4.2.1, inferimos que

t
ol 2(2) < llvoll (o) + C/O [CHU(S)HHQ(Q) + (14 A +log (1+ [[u(s)ll m2())) u(s) | 2| ds

t
< ool + € [ [14 €+ 2 Tom (14 o5 re) )l s
(4.2.43)

Vamos denotar por G o lado direito da ultima desigualdade de (4.2.43). Observe-
mos que

g'(t) = [1 + ¢+ A+1log (1 + [[v(®) i) ] [v(t) || 20

(4.2.44)
< [14 ¢+ A+10g (14190l ) | (1+6(1) .
Em contrapartida, recorrendo a (4.2.44), decorre que
d 1 1 /
%log[l—i-C—l—)\Jrlog(l—l—g(t))] = TTCr ATl 100 1460 g'(t)
< ol FO(0) T+
=6 [1+C+ +G(1))]
logo,

%log 1+ ¢+ A+log(1+G(t)] < C.

Portanto, tendo em mente novamente o Lema 4.2.1, a desigualdade acima nos permite
dizer que ,
t
[u(®)l2@) < o)z < e < C(Thax),

o que é uma contradicao. Assim, Tp,., = 00 e a solucao regular é na verdade, global.
Por fim, obtemos a prova do Teorema 4.2.1.

4.2.2. Solucdes Fracas

4.2.2.1. Teoria de Operadores Monétonos

Neste momento, inspiraremos no trabalho de Ozsari, Kalantarov e Lasiecka, [98],
recorrendo a teoria de operadores mondtonos. Vale ressaltar, que neste caso, a solucao
fraca é obtida para N = 2, 3. Inicialmente, apresentemos a definicao de solucao fraca
para o problema (4.0.1):
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Definicao 4.2.1

Dado ug € H} (), u é chamada solucgao fraca do problema (4.0.1) se
L0, T HY () N C([0, T L2(9) (4.2.45)

e satisfaz
| w0000 +i [ (T, Tel0) 120 (4.2.46)
s [ (Pt e)

i /OT (ae) (1= A)" a() B, u(t) (1) dt = 0

H=1(2), Hj(2)

T
dt +1i A t),o(t)) 2 dt
oy 1 [ 0o

para toda p € C3°(0,T; H} (Q)) e para quase todo t € [0,T].

Via teoria de semigrupos lineares, é notoério o seguinte resultado:

Teorema 4.2.2

O problema

10 z+Az=0 em € x (0,00)
z2=0 sobre I' x (0, 00) (4.2.47)
2(0) = wg em ()

admite uma tinica solucao z na classe
z € O([0,00); H* () N Hy () N C*([0,00); L? (Q)) (4.2.48)

com dado inicial ug € H*(Q) N H}(Q).

Como exposto na introdugao, subsecao 1.3.1, no que segue, a prova da existéncia
de solugoes fracas ¢ obtida por meio de varias etapas:
A seguir, considere o operador nao — linear B em L? (Q) definido por

D(B) = {ye L*(); lyl*ye L*(Q)}, (4.2.49)
By = l|y|*y, Yy € D(B). (4.2.50)
Como ja comentado, fazendo uso do Lema 2.5.1, pagina 71, temos que B é um ope-

rador m — acretivo. Sendo assim, pela proposicao 2.6.1, pagina 73, podemos definir
as aproximagoes de Yosida (que sado Lipschitz continuas) B, de B em termos dos
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resolventes 7, a saber,

-1
T = (1 41 B) (4.2.51)
n
€
By:=n(I—-J,)=B8J,. (4.2.52)

Por meio da teoria geral de operadores mondtonos (veja por exemplo, Okazawa, [90],
pagina 271), nés podemos representar os operadores B e B, respectivamente pelas
subdiferenciais de ¢ e v, dadas por

1
llto paray e I'(@)

Dly) = (4.2.53)
00 caso contrario
e (pela Proposigao 2.6.2, pagina 73)
R - o a2
) : = min {510 —yllEae +va0)} (4:2.54)
1
= 5 [1Baulizg +¥(Jny) y € L2(Q)
de modo que
B = a% B, = a¢n
¢,
U(Tn(y)) < ¥nly) <d(y). (4.2.55)
o o
Etapa 1

De forma andloga ao feito em (4.2.3), nés podemos reescrever o problema (4.0.1)
da seguinte forma:
Ov—iAv—Ryv+i|lJ TP T to+idT to=0
v=Ju (4.2.56)
v(0) = vy = Jug € Hy(Q) N H*(Q)

onde Ry e J sao os operadores pseudo — diferenciais de ordem zero definidos respec-
tivamente, em (4.2.1) e (4.2.4).
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Etapa 2

Nos procuraremos por uma solugao v descrita como v := z + w onde z é solugao
de (4.2.47) e w satisfaz o seguinte problema:

Ow—iAw+ F,(w) =0 em € x (0,00)
w =0 sobre I' x (0, 00) (4.2.57)
w(0) =0 em ()

onde
F(w)=iXJ (z+w)+i|J ' (z+w) > Tz +w) — Ro(z +w).

Observacao 4.2.2

Veja em (4.2.57) que como na funcao F,(w), o termo nao — linear |z + w|? (z + w)
nao é Lipschitz em L*(§)), nés nao podemos empregar o Lema (2.4.1), pdgina 66.
Para driblar tal obstaculo, vamos usar a mesma estratégia em Ozsar1, Kalantarov
e Lasiecka, [98], que é a seguinte: nds substituiremos tal nao — linearidade por sua
aproximagao de Yosida. Isto é possivel, pois pelo Lema 2.5.1, |u|? u é mondtona

em L?(Q).

o O

Etapa 3

Com tal representacao apresentada na etapa 2 em mente, consideremos o seguinte
problema aproximado:

Oy wy, — i Aw, + F ., (w,) =0 em € x (0,00)
wy, =0 sobre T" x (0, 00) (4.2.58)
w,(0) =0 em

onde

Fo., (wn) =i Bu(J (20 +w,)) — Ro(zn +wyn) +i AT 2z, +wy) .

sZn

Por outro lado, uy ¢ substituido por uma sequéncia de dados iniciais {ud} C
H?(Q) N H{ () de modo que

ud — uy  em Hy(€). (4.2.59)
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Etapa 4

De acordo com o Teorema (4.2.2), pagina 143, o problema linear

10,20 + N2z, =0 em € x (0,00)
2, =0 sobre I' x (0, 00)
2 (0) = uy € Hy () N H*(Q)

admite uma tunica solugao z, para cada n tal que
2 € C(0,00); H? () N HY(Q)) N C1([0,00); L* ().

Além disso,
2, — 2z em C([0,00); Hy(€2))

dz, dz i
7 T om C([0,T7; L7 (Q2)).

Agora, recorrendo ao Teorema 2.8.3 e a observagao 2.8.3, pagina 79 para s = 0,
vem que
| Royll2) < Cllyll 2
1T yll2@) < Cllyllc2),
uma vez que Ry e J~! sao operadores pseudo — diferenciais de ordem zero. Logo,

agregando tais informacgoes juntamente com o fato que B, é Lipschitz com constante
L,, temos que F}, ., é Lipschitz continua. De fato, sejam a,b € L?(2). Entao,

H% (Bn(J_l(a + Zn)) - Bn(J_1<b + ZN))) ||L2(Q)
AT Ha = b)|l 2 + [[Rola = b) |20

A+ LI (@ =)l r2(@) + [[Ro(a = b) | 12«
C(Ln, A C) [la = bl 20,

| .z (@) — F . (b)||L2(Q)

ININ + A

0 que prova o afirmado.

Deste modo, pelo Lema 2.4.4, pagina 66, o problema (4.2.58) possui uma solugao
w, para cada n na classe

C([0, 00); H* () N Hy(€2)) N C*([0,00); L* ().
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Etapa b5

Definindo v,, := z, + w,, entao pela etapa anterior, resulta que
v, € C([0,00); H* () N H(2)) N CH([0,00); L* (Q)) (4.2.60)
e resolve o problema
Opvn —iAvy +iNJ Yo, +iB,(J  v,) — Ryvy, =0 em Q x (0,00)

v, =0 sobre I' x (0,00) (4.2.61)

’Un(O) = 'U2 em Q

Sendo obtida a solvabilidade do problema acima para v,, vamos reescrever este
problema em termos de u, pela mudanca de variavel v,, = Ju, e a definicao de Ry
dada em (4.2.4), de modo a obter

i O Uy + Aty — Ay — Bi(uy) —a(z)(1 — A)a(x) dyu, =0 em 2 x (0,00)
U, =0 sobre T" x (0, 00)

u,(0) = Ug em €
(4.2.62)

Portanto, para cada n, existe u, na classe (4.2.60), uma vez que J ! v, = u,,. Notemos
que o problema acima ¢ uma aproximagao para o nosso problema original.

o O

Etapa 6

O nosso préoximo intento é obter estimativas convenientes sobre as solugoes apro-
ximantes {u,}, de modo a passar o limite para uma subsequéncia ao qual converge
para a solucao de nosso problema original.

Para isso, multiplicando a primeira equagao de (4.2.62) por 0, u,, integrando sobre
) e olhando a parte real, temos:

1d _
337 [V o0y + Mlla )] + Fe [ B de (4269

= —[I(1 = A) 724 (") O un(t) 220 -

Agora, desde que ¥, u, e 0; u, satisfazem as condicoes do Lema 2.6.1, pagina 74,
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juntamente com 0V, (u,) = B, u,, inferimos que
d _
— U (uy) = Re/ B, u,,0; U, dz. (4.2.64)
dt 5

Assim, usando (4.2.64), podemos reescrever (4.2.63) como

1d

5 IVl + A lun (Dl + 24 (un) | = =111 = 2)720() B un(®)[F2(0)

(4.2.65)

Em seguida, integrando (4.2.65) de 0 a t, tendo em mente (4.2.55) e (4.2.59) e a
imersao H'(Q) — L*(Q), resulta que

||Un(t)||§101(sz) + | Tn un||‘i4(ﬂ) <C [HU?LH?{(}(Q) + ||Ug||i4(9) <Ci. (4.2.66)

Da desigualdade acima, podemos concluir que

{u,} ¢élimitada em L>(0,T; H; () (4.2.67)
{TJpu,} élimitada em L*0,T;L*(Q)). (4.2.68)

Como B, tun = B Tty = | Tn tn|? Tn tin, temos que
{Byu,} ¢ limitada em L*3(0,T; LY (Q)). (4.2.69)

Portanto, existem subsequéncias de {u,}nen, {Jn Un}nen € {Bntntnen que ainda
vamos persistir em manter a notacao tais que

u, — wu fraco-xem L*(0,T;H}(Q)). (4.2.70)
Tntt, — Y fraco em L*0,T;L*(Q)). (4.2.71)
B,u, — Z fraco em LY3(0,T;LY3(Q)). (4.2.72)

Em contrapartida, precisamos exibir uma limitacao para {0, u,}. Para tanto, deve-
mos uma vez mais explorar a propriedade do operador J dado no Lema 4.2.1.

Com efeito, primeiramente, note que por (4.2.1), podemos reescrever a primeira
equagao de (4.2.62) como

1J O u, =1 [1 +ia(x)(1—A)™ a(x)} Oty = —Auy, + By uy + Ay, (4.2.73)

Logo, combinando (4.2.67), (4.2.69), (4.2.73) e, levando em considera¢ao a imersao
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H'(Q) < L*(Q), observemos que para ¢ € H}(Q),

‘(Jat um@)p(g)‘ = ‘i(AUm@)m(Q) =i (Bntn, ©) pas3(q), Lr) — t A (Uns ©)12(0)
< IV nll 2@ IV @llz2(e) + 1Ba inllpasaqey Il sy + A llunll 20y Il 22y
< C{llunll gy + 1Bawnll sy } Il
<M |loll g1

donde,

Agora, usando o Lema 4.2.1
{0yu,} ¢ limitadaem LY (0,73 H (), (4.2.74)

ou ainda,
Oyt — Oyu fraco em LY3(0,T; H-1(Q)). (4.2.75)

Nossa préxima tarefa é mostrar que Y =y e Z = |y|?y. De fato, seja Q C B, de
modo que
B; = {x € R* ||z| < i}, i€ N.
Veja que Q C |J
conseguir que

.en Bi- Entao, como fizemos para obter (4.2.67) e (4.2.74), podemos

{u,} élimitada em L*(0,T; Hy(B;))
{Oyun} ¢ limitada em L*3(0,T; H-Y(B,)).

Sendo assim, pelo Teorema de Aubin — Lions, Teorema 2.3.9, pagina 62, chegamos
que
u, — u; forteem L*(0,T;L*(B;)), Vi€ N. (4.2.76)

Por outro lado, disto e de (4.2.70), face a unicidade do limite do limite fraco em
L2(0,T; L?*(Q)), inferimos que u; = u quase sempre em B; x [0,T], para todo i € N.
Logo, novamente por (4.2.76), vem que
u, — u forteem L*(0,T;L*(B;)), Vi€ N.
Consequentemente,
u, — u quase sempre em B; x (0,7),Vie N. (4.2.77)
Neste momento, tendo em mente que o operador B é também acretivo (pensando

no espago C), temos em virtude da Proposicao 2.6.1, pagina 73 que J, é uma con-
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tragao em C. Disto, juntamente com (4.2.52) e (4.2.77) e a Proposigao 2.6.3, pagina
74, obtemos

1
< up —ul + = By ul
n
1
< |up —u|+ —|Bu] — 0 quando n — +oo.
n

Logo, conseguimos que

Tntly, — U quase sempre em  B; x (0,7),Vie€ N, (4.2.78)
B,u, — Bu quasesempreem B; x (0,7),Vie N (4.2.79)

onde a tltima convergéncia provém de (4.2.78) e o fato que a aplicacdo z — Bz é
continua.

Do mesmo modo que foram alcancados (4.2.68) e (4.2.69), temos que {7, u,} é
limitada em L*(0,7T; L*(B;)) e {B,u,} ¢ limitada em L*3(0,T; L*?(B;)), para todo
1€ N.

Assim, pelas convergéncias (4.2.78) e (4.2.79) e as limitagoes acima, gracas ao
Lema de Lions, Lema 2.3.10, pagina 63, vem que

Tty — u em L'0,T;L%(B;)),Vi € N (4.2.80)

Bou, — |uf*u em LY3(0,T;L*?(B;)),Vi € N. (4.2.81)

Das convergéncias acima e de (4.2.71) e (4.2.72) (aqui, como feito antes, substi-

tuindo Q por B;), concluimos que Y =y e Z = By quase sempre em B; x (0,7"), para

todo i € N. Disto, inferimos que Y =y e Z = |y|*y quase sempre em Q x (0,7).
Logo,

Jpty — u em L*0,T;L*(Q)). (4.2.82)

Bou, — |ul*u em LY3(0,T;L*3(Q)). (4.2.83)

Recorrendo a (4.0.1), (4.2.62) e as convergéncias (4.2.70), (4.2.75), (4.2.82) e
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(4.2.83), veja que
<a(x)(1 — A a(2)d un — a(z) (1 — A)La(z)d, u, g0>

:i<8tun—8tu,g0>

LA/3(0,T:H1(Q)), L*(0,T; Hg ()

—(Vu, —Vu, )
LA/3(0,T3H=1(2)), L4(0,T;HY () (Vu wP)raoirar@)

—_— JE— 2 — p—
<B"u" [ul U7SO>L4/3(O,T§L4/3(Q))7L4(O,T;L4(Q)) A (n =, SO)L‘*(QT;LQ(Q)) — 0

quando n — +00, ou seja,

a(z)(1 — A)ra(z) 0y un — a(z)(1 — A)Ya(z)d,u fraco em LY3(0,T; H1(Q)).
(4.2.84)
Por outro lado, de (4.2.70), podemos dizer que

u € L>(0,T; Hy(Q)). (4.2.85)

Além disso, seja p € C5°([0,T); Hy (). Assim, temos de (4.2.62) a identidade:

/0 _(un(t)7 at (p(t))LQ(Q) +1 /0 (V Un(t), V@(t))L2(Q) dt

i /0 ' <Bnun(t),go(t)>L4/3(Q)’L4(Q) dt + i A /0 (un (1), (1)) 120y dt
+i /OT <a(z) (1— A) () 8, un(t), go(t)> dt=0.

H=1(Q), Hj (9)

Tendo em mente (4.2.70), (4.2.75), (4.2.83) e (4.2.84), face a passagem ao limite
quando n — oo na identidade acima, obtemos a férmula variacional dada em (4.2.46).

Finalmente, de (4.2.46), segue que u pertence ao espaco
Wi(0,T) = {u € L*0,T; H}(Q)) tal que d,u € LY3(0,T; H*(Q))}.

Deste modo, empregando a Proposicao 2.3.11, pagina 64, temos que Wy(0,T") pode
ser continuamente imerso no espaco C([0,T]; L*(©2)) e, combinando este fato com
(4.2.85), obtemos que u possui a regularidade dada em (4.2.45) e, portanto, a prova
do Teorema (1.3.2), estd concluida, no qual novamente enunciamos:

Teorema 4.2.3

Considere N = 2,3 e ug € Hj (Q) e a fungao a satisfazendo (4.0.2) e (4.0.3).
Entao, existe uma solugao fraca u dada na defini¢ao 4.2.1 para o problema (4.0.1) .

Se substituirmos a nao — linearidade |u|*u por |u[Pu com p > 0 e o dado inicial
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ug € HI () por ug € HE(QY) N LPT2(Q), repetindo o procedimento feito para ob-
tengao do precedente teorema, temos um resultado andlogo (veja o trabalho de Ozsar,
Kalantarov e Lasiecka, [98] para as devidas adequagoes) independente da dimensao
do dominio Q C R¥, a saber:

Teorema 4.2.4
Seja 0 C RY N > 1 nas condi¢oes anteriores. Considere ug € Hg (2) N LPT2(Q)

e a func¢ao a satisfazendo (4.0.2) e (4.0.3). Entao, existe uma solugao fraca u dada
na defini¢ao 4.2.1 para o problema (4.0.1) agora, definida na classe

L0, T; HY(Q) N LP2(Q)) N C([0,T]; L)) .

42272 Meétodo do Ponto Fixo

Considere N = 2. O objetivo neste momento é obter a boa colocagao de solucoes
fracas no espago C([0,00); Hi(€2)) para o problema (4.0.1).

Com efeito, inspirados em Ozsar1, [97], definamos o espaco:

X =C([0,T); Hy () N LF(0,T; L®(Q)), p > 3 (4.2.86)
munido da norma
[ullxp == sup (HU(t)HHg(Q) + HUHLP(O,T;LOO(Q))> : (4.2.87)
te (0,7

Uma importante ferramenta que sera usada no decorrer desta prova conhecida
como estimativa de Strichartz, a saber, a estimativa (2.9.4), na pagina 84, no qual
reescrevemos novamente a seguir:

e 2 wol| oo, () < (p, T) ol 3o, (4.2.88)

para todo ug € H}(Q) com 2 <p<ooe N =2.

Também, temos a chamada conservagao do fluxo de Schrodinger:

Gl flare) = 1@ - (4.2.89)
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o O

Boa — Colocacao

No intuito de obter solugoes locais, usaremos o método de ponto fixo. Na sequéncia,
definamos a aplicacao ¥ por

[T (0))(t) = e 2 vy + /0 ARy w(s) — i fu(s)Puls) —idu(s)]ds.  (4.2.90)

O nosso escopo é mostrar que W é uma contracao de Xp para T suficientemente
pequeno, do qual seguird que esta aplicacao tera um ponto fixo, em outras palavras,
uma solucao local.

De fato, de antemao, sera preciso o seguinte resultado adaptado de Ozsarl, [97):
Lema 4.2.3
Sejam N =2,u € Xr ep > 3. Entao,

r 2 3 =2 3
| R a gy s < ¢ (7+37) ol

Demonstragao: Com efeito, pelo Lema 4.2.1 e a imersao H'(Q) < L5(€2), inferimos
que

T T
| )P (o) gy ds < [ (i + 3 ull iy [ 9l1200)
0 0

3 3
< C1T||U||C([0,T];H5(Q))

T 2/p T
+ 3ellvlleqom;mi @) </0 Hquoo(Q)> (/0 dt)

p—2 . .
< AT|oll%, +3aT > (vl e e ulLor o)

p—2
p

—2 .

< AT olky + 3T [[ollxp e ul3 )
p—2

= ATk, + 3T [vllxlull? g

< (T+37%) ol
(4.2.91)
onde na quarta desigualdade, usamos a estimativa de Strichartz (4.2.88); na igualdade

acima, recorremos a conservagao do fluxo de Schrédinger dado em (4.2.89) e por fim,
a ultima desigualdade provém do Lema 4.2.1.

J

A seguir, adaptamos o seguinte lema encontrado em Ozsar, [97]:
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Lema 4.2.4

Sejam uy,uy € H(Q) N L>°(Q). Entao,

[ ua [ uy — Jug|? UQH?{&(Q)
< Cllur — 2|3 ) (luall Loy + [lusl o))

+ Cllur = wal[7oe @) (Il 2o + uallzoe@)® (luallag @) + luzllmy@)® -

Demonstracao: Veja Lema 3.3 em Ozsari, [97]. O autor prova este lema em um
dominio limitado. Nés adaptamos esta prova para um dominio exterior, uma vez que

ulls o) = IV ullZ2@) + lullZq)

Agora, ao denotar
Br ={z € Xr;[]z|x, < R},

mostraremos que ¥ aplica Bg na bola Bg para R suficientemente grande e T' pequeno
o suficiente. Em outras palavras, provaremos que para R grande o suficiente e T
suficientemente pequeno, temos:

W (0)llx, <R (4.2.92)
desde que [[v][x, < Re R >R = 2|voll gy (o) -
Com efeito, pela estimativa de Strichartz (4.2.88), chegamos a:

N ()| e 0,72 (2
t
A vy + / e D2 Row(s) — i u(s)|*u(s) — i Au(s)] ds
0

Lr(0,T;L> (%))

T
< HeltAUOHLP(O,T;LOO(Q)) +/0 Hel(t_S)AROU(S)HLP(O,T;LOO(Q)) ds
T T
+/0 Hei(t_S)A‘u(s)PU(S)HLP(O,T;LOO(Q)) d3+>‘/0 e %u(s) dSHLp(o,T;Loo(Q)) ds
T

T
< o0l sy + / [Ro0(8)l| 3oy s + / () (s 3 s

T
A )y .
(4.2.93)
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Por outro lado, de (4.2.89), obtemos

t
N ()] 2 (2) = e”AvoJr/ IR Ry v(s) — i fuls)|® uls) — i Au(s)] ds

0

Hg ()

T
< He”AUO||H(}(Q)+/O HQZ(t—s)ARov(S)HHé(Q) ds
T

T
+/0 Hez(t_sm|u(3)|2U(S)Hgg(g) d3+/\/0 Hez(t_smu(s) ds”zfg(ﬂ)
T T
= lollg + | Vo v gy ds+ [ [l(s) P u(s) |

T
A6 g s
(4.2.94)
Combinando (4.2.93) e (4.2.94), resulta que

1 () |52 ) + 1Y ()] o 0,120 0))

T T
<2 (HUOHH(}(Q) +/0 | Ro U(S)HHg(m d5+/0 H|u<s)|2u(8)HHé(Q) ds (4.2.95)

T
3 [0l g )

Uma vez que Ry é um operador pseudo — diferencial de zero, tendo em mente o Lema
4.2.1, substituindo J por Ry, vem que

10 ) ey < €2 100y - (4:2.96)
Assim, de (4.2.94) e (4.2.96), segue de (4.2.95) que

p—2
19 @)y + 1) o=@ < Ro+2 (Tlez + Mlollx, + ¢ (T+3T" ) ol )
(4.2.97)
Vamos assumir que 7' < 1. Como ||v||x, < R, temos que

1P (v)|lxy <Ro+2(T(c2 + AR+ 4TR?) . (4.2.98)
Queremos escolher T suficientemente pequeno tal que
Ro+2(T(ci + AR+ 4¢iTR*) < R.
Isto é possivel, se escolhermos

0<T <2 (R—Ry)[(c1 + R+ 4TRY ™,
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desde que R > Ry. Portanto, resulta o desejado, isto é, (4.2.92).

Agora, almejamos obter uma contracao para W. Sejam vy, v9 € Xp. Entao, nova-
mente pela estimativa de Strichartz (4.2.88), temos:

W (01) = W (v2)ll (0,752 (52))

< /0 =92 Ry (01(5) — 0a(5))
+AAT
+AT

T

T
SA\WMM®—W®Mm w+/<wwwm@—uwww@mmmw

ds
Lr(0,T;L°° (%))

ds
Lr(0,T;L°° (%))

e (Jur ()% ur(s) — [ua(s) P ua(s))

e =92 (4 (s) — ua(s)) ds

LP(0,T;L> (1))

T
A [l (s) = a9 gy

T T
<eo(l+ )\)/0 [v1(s) = va(s)ll g () s +/0 [ (5) 1% ua (s) — |U2(3)|2U2(3)HH3(Q) ds.
(4.2.99)
Observemos, agora que por (4.2.89), obtemos
[V (v1) = Y (v2)] g1
T i—s)a T i—s)a
< i(t—s o i(t—s o
/O IR Ry () =) ds+)\/0 I (5) (o) s,

ds
Hg ()

A (luy ()P ur () — Jua(s)|? “2(3»’

T
+/
0

T T
/HRO (v1(5) = v2(3)) | 3 ds+/ (|1 (s) % wi(s) — Juz(s)]* uz(s HH1 ds

+A/ Jus(s) — wa(8)l g s
T
§@0+MAHMU—W(Mp st [ R uns) = o) P a (o) gy o -
(4.2.100)
Combinando (4.2.99) e (4.2.100), resulta que
W (v1) = W (v2)l e 0,300 (0)) + 1 (v1) = ¥ (v2) |l 112 02)
T T
<2 (a0 [ 106 = @)l ds-+ [ NP ur(s) = [l ua(o) |y )
0 0
(4.2.101)
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Fazendo uso do Lema 4.2.4, obtemos:

T
[ 60 an(5) = fa6) P (5
T
<C [ = el (Folmay + almods

T
+C/O lur = vl oo (@) (| oo () + luallzee @) ([l g @) + lluzll i) ds

= Il + ]2 .
(4.2.102)
Tendo em mente que uy,us € Bp, pela desigualdade de Holder, veja que

T 2 T
11s0||u1—u2||yT[(/ ||ul||poo(mdt) +(/ ||u2||”w(mdt)
0 0

=COT"% |uy — 2 2

= 1 — Uzlly; U|UIHLP(O,T;L°°(Q)) + HUQHLP(O,T;LOO(Q))}
p—2

SCT 7 flur —wallx, [lluall, + lluall%, ]

=2 9
SCT r R ||U1—U2||XT.

p—2

[([#)

hSAIN]

(4.2.103)
Agora, como %—k % + ’%2 = 1, recorrendo a desigualdade de Holder generalizada, segue
que

p—2

T v T g T v
0 0 0

-2

1 1 =
T » P T p P T P
+ C ([luallxp + lluzllxg) (/0 | = w2l g dt) </0 lwallzoe @) dt> (/0 dt)

p—2

=CRT 7 |ur — gl zeo.r;2000)) [l1utllzeo.r;ze () + lullLeo. 1z )]
p—2

<SCRT v |lur — uzllxyp [llurllxy + lluzl x;]

p—2
<SCT 7 R*|luy — ug xy -
(4.2.104)
Combinando (4.2.103) e (4.2.104), de (4.2.102) chegamos a seguinte estimativa:

T -
/ || luy(s) ]2 ur(s) — |ua(s)]? ug(s)HHé(Q) ds <CT 7 R*|uy — upl|x,. (4.2.105)
0
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Deste modo, de (4.2.101) e (4.2.105), inferimos que

W (v1) = W(02) || Loo,rsm00(0)) + [P (v1) = ¥ (v2) || 20
p—2
< 2¢1 (14 NT [lor = vol ., ds + 267 CT 7 [l = vl xp (a5, + llval%,)
<T [2¢(14 X)) + 26 C] [lor — valxp
(4.2.106)
A desigualdade acima implica que se escolhermos T suficientemente pequeno tal que

T [2¢1(14+ ) + 260 C] <1,

resulta que ® é uma contracao em Bp.

o O

Unicidade

Sejam vy, vy € Xr, solugdes do problema (4.2.3). Consequentemente, u; e uy sao
solugdes de (4.0.1) também em Xp. Entdo, do Lema 4.2.1, (4.2.89), (4.2.96) ¢ o fato
que J é um isomorfismo sobre H* temos:

Jur () = w2 ()|l 30
S Cl||1}1(8) - U2(8>||H&(Q)

< e (0 — )|l 3o
T ) A T ) A
+cl/0 Hez(t_s) Ry (Ul(S)—UQ(S))“Hé(Q)dS+Cl)\/O Hel(t_s) (ul(s)—u2(s))HHé(Q) ds
T
Fer [ 1 ) 0 5) = o))y
T
=l = oSlgor +er [ I1Ro (01(5) = vals)lye s
T T
+c1/0 s () (5) = lua()[* 12(5)]| g ds+cl)\/0 Jua(s) — wa(3) gy oy

T
< ereallud — ey + €1 (c2 + A) / Jua(s) — wa(3) gy oy

+c /0 (| Jur (s)? wi () — Jua(s)]? ug(s)HH&(Q) ds.
(4.2.107)
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Por outro lado, pelo Lema 4.2.4, observemos que
T
| P was) = fua(o) wals) | s
" T
<C [ = walyon (i) + el s
OT
+ C/O [ur = wall L) (luall o) + lluzllze@) (luallmg o) + lluzllmy @) ds

T
= C/ lur = w2l ) (Juall () + uall (@) *ds + K.
0
(4.2.108)

. . T
Estimativa para K = C [y [[ur—uz| 1o () (lutll Lo (@) Hlluzll Lo @) (1wl g o) +Hluell i o))ds -

Note que por (4.2.88), (4.2.89), juntamente com a desigualdade de Holder, levando
em conta a hipdtese que p > 3 em (4.2.86) e, o fato que uy,us € Bpg, temos:

T 1/p T p_ %1 T _p_ %1

e T
<CR,T)T 7 {l|urllpeo,rroe () + ’u2||LP(0,T;L°°(Q))}/O lur — 2|l e (0,100 (2)) dt

T
<CRT) [ e =) Ollycoy

T
= CRT) [l = ua) Oy

(4.2.109)
Em seguida, combinando (4.2.108) e (4.2.109), inferimos
g 2 2
| @) P uss) = lua(o) ua(s) |y
0 . (4.2.110)
<C (Hu(l)”Hé(Q)7 HU3||H3(Q)>T) /0 L(t)]Jur — u2”H&(Q)d$7
onde
Tendo em mente (4.2.107) e (4.2.110), resulta que
T
[ur(s) = ua(s)ll g ) < C(er, 2, A R, T)/ L({O)[ur = uz|| gy ) ds - (4.2.112)
0
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Deste modo, fazendo uso do Lema de Gronwall, Proposicao 2.3.9, pagina 60 na
precedente desigualdade, concluimos que u; = uy em Hy(2) (o que é possivel, pois,
posteriormente, mostraremos que a quantidade L£(t) é finita).

Assim, como u; = uy em HJ(€2), novamente por (4.2.88) e (4.2.89), vem que

A [B_imm - U2} ||Lp(o,T;L°°(Q))

llur = w2|[Leo/rizo(0)) = lle
< |le” ™2 (uy — u2) ()|l a2 ()
= [[(u1 — u2)(s)ll ()
=0

(4.2.113)

e, portanto, segue que u; = us em X .
Do exposto, alcancamos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.5

Para todo dado inicial ug € H} () e A > 0, existe uma tnica solu¢ao u € Xz do
problema (4.0.1).

o O

Solucdo Global

Inicialmente, mostraremos que toda solucao em X7 pode ser aproximada por uma
sequencia de solucoes regulares.

Para tanto, é oportuno recordar que na subsecao 4.2.1, pagina 130, o problema

dv—i1Av—Ryv=g
v=Ju (4.2.114)
v(0) =vy = Jup € X

possui uma tunica solugao regular v na classe:
C([0,T); Hy(Q) N H*(Q)) (4.2.115)
e, pela substituicao u = J v, resulta que
u€ C([0,T]; Hy(2) N H*(Q)). (4.2.116)

Por outro lado, pela identidade de energia dada em (4.2.38) e a imersao H'(Q)) —
LA(9), segue que

[ull o) < € (lluollugioy) - (12.117)
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Levando em conta o fato que N = 2, temos a imersao H*(Q)) — L>*(2), o qual
implica que
u,v € C([0,T]; L=(Q)),

donde, u,v € Xr.

Assim, de (4.2.88), (4.2.89) e (4.2.117), com respeito ao grupo unitdrio ¢4, ob-

temos: ) )
ztA[e—ztA u} |

1wl e o, )) = lle | Lr (0,71 (92))

< lle™™ 2 ut)|l o) (4.2.118)
— l[u(®) lmyce < € (Iolliyen )

entdo, gragas a (4.2.117) e (4.2.118), concluimos que

ey < € (lluollmyey) - (4.2.119)

Agora, seja ug € H} (), entao, existe uma sequéncia v) € H(2) N H*(Q), tal
que
u® — v’ em H} (), quando v — +oo. (4.2.120)

Para cada v € N, consideremos os problemas

10w, + Auy, — |u, [ u, — Au, —a(x) (1 — A)ra(x) dyu, =0 em Q x (0,00),
u, =0 sobre T x (0,00),
u,(0) = u em (),

(4.2.121)

10y uy + Auy — ) uy — Auy, —a(z) (1 — A)la(@) Qu, =0 em Q x (0, 00),
u, =0 sobre T' x (0, 00),
u,(0) = u) em €,
(4.2.122)
Repetindo o mesmo procedimento realizado na unicidade, agora, para as solucoes

regulares u, e u,, tendo em mente a estimativa (4.2.119), obtemos:
[ (s) = wu(s)l xz

T
| [erteas 0+ (e ladlgon Il 7) £00)]
eJ0

(4.2.123)

< 0102”“8 - UZHH(%(Q) :
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Em contrapartida, novamente pela desigualdade de Holder e (4.2.118), chegamos a

T
[ [erteas 0 +.0 (er 1oy Iy 7) £

-/ enter+ 0+ € (ens Il e 1l T) (14 € (I By + By

=T |er (ea+2) +C (1, [y ey, ey s )|

+C1 C (617 ||U3||H3(Q)a ||u2||H(}(Q)vT) [/OT ||Uu||%oo(9) + ||uu||%oo(sz)] dt

< C (1, e0 A 6 sy, 1 s T ) s o mizomay + ItullEmo ey §

< C (o1, e\ 1Sl g s s g s T) {1200 ) + sl

= C ey ez, A S sy 1y T) -

Deste modo, combinando (4.2.123) e (4.2.124), temos que R
Juy — upllx, < C(A 1, e, ||ug||H3(Q)7 ||U2||H3(Q)a T)uy — u2||Hg(Q) — 0, (4.2.125)

quando v, u — 400, 0 que nos permite dizer que existe u € Xr tal que

u, — u em Xrp, (4.2.126)

o que prova que toda solucao em Xp pode ser aproximada por uma sequéncia de
solucoes regulares.

Do exposto, seja {u, } uma solugao regular do problema (4.0.1). Logo, a identidade
de energia (4.2.38) é satisfeita e fazendo uso da convergéncia (4.2.126), resulta que

lu®ll ey < € (luollmycey) -

donde, ao supor que T« < +00, chegaremos a uma contradicao pela alternativa de
blow — up. Portanto, a nossa solugao é global e assim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.6

Dado ug € H3(Q) e A > 0, existe uma tinica solugao u pertencente a classe
C([0,00); H}(2)) do problema (4.0.1).

Agradecimentos: Os autores gostariam de agradecer aos professores Patrick Gérard,
Camille Laurent e Tiirker Ozsar1 por frutiferas discussdes durante a preparacio deste
manuscrito, no qual os dois primeiros nos ajudaram no esclarecimento de algumas
propriedades do operador pseudo — diferencial Ry, enquanto o iltimo nos ajudou no
entendimento das estimativas de Strichartz para dominios exteriores.
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4.3. Estabilizacao

Nesta secao, vamos considerar uma bola aberta centrada em zero e raio R > 0,
Bg, tal que €2, C Bgr. No que segue, iremos seguir as ideias pioneiras introduzidas por
Zuazua, [122] para a equacao de onda adaptadas ao nosso contexto. Nossa intencao
¢ obter uma estimativa da energia relativamente ao termo da dissipagao acrescida
de um “TOM” (onde TOM significa “Termo de Ordem Menor”). Em um primeiro
momento, nossa tarefa sera recuperar a energia fora da bola, e, em seguida, iremos
estimar a parte restante da energia dentro da bola, a fim de recuperar a energia total.
No entanto, apds alguns calculos um TOM serd obtido o mesmo sera absorvido por
contradicao, explorando um resultado de continuacao unica. Para tanto, conforme
dito na introducao, vamos assumir nossa hipotese principal:

Hipotese 4.3.1

Para todo T > 0, a iinica solugao pertencendo ao espaco C(]0,T[, H'(2)), para
o sistema

(4.3.1)

10w + Av + by (z, t) v+ be(z,t) =0 em Q x (0,7,
v=20 sobre w,

onde as fungoes by (t, z) e bo(t, ) pertencem a L>(]0,T[, L*(Q2)) para algum p > 0
suficientemente grande, é a solucao trivial v = 0.

Além disso, sera necessario supor que €2; é Star — shaped, em outras palavras,
dado xy € R?, fixo temos que

(x —x) - v(z) < 0 sobre I =00Q;. (4.3.2)
Os principal resultados desta secao é o seguinte:

Teorema 4.3.1 (Solugoes Fracas)

Vamos supor que (4.3.2) e a Hipétese 4.3.1 estao satisfeitas. Seja u uma solugao
na classe C(]0,00); H}(Q2)) para o problema (4.0.1) de acordo com o Teorema
4.2.6 com X > 0 e, seja E(t) a energia definida como em (4.1.1). Entao, existem
constantes positivas Ty, C e \g tais que

E(t) < C1e ™ E(0); Vt > Ty, (4.3.3)

desde que os dados iniciais sejam tomados em conjuntos limitados de H} ().

A partir de agora, trabalharemos com solugoes regulares (isto é, com solugoes H?).
Gragas a (4.2.126), a estabilidade exponencial permanece verdadeira para solugoes fra-

- 163 -



ol Capitulo 4. FEquacao de Schrodinger Defocusing Dissipada em um Dominio
) - 164 - Eaxterior

cas no espago C([0,00); H}(2)) por argumentos de densidade.

Para provar o decaimento exponencial, vamos inicialmente obter uma estimativa
para a energia fora da bola. Para tanto, iniciemos com o seguinte lema:

Lema 4.3.1

Seja o € C*(R?*) N W2>*(R?) e u uma solugao regular para o problema (4.0.1).
Temos a seguinte identidade:

/ / ) [IVal? + Jul* + Auf?] de dt (4.3.4)

—Rez/ / x)O vt dz dt + - / / Ap(x)|ul? dr dt
R? R?
—Re/ / o(@)a(z)(1 — A) ta(x)0, uudx dt .

o Jr?

Demonstracgao:
Multiplicando a primeira equagao de (4.0.1) por ¢(z)u, tomando a parte real e
integrando sobre R? x (0,7, deduzimos que

0= Re/o /RQ{iatu + Au— Mu — [u]*u — a(z)(1 — A)a(z)du}p(z)udedt.  (4.3.5)

Uma vez que

(4.3.6)

2Re[ au} O

8xk 8xk

e tendo em vista que pu € H'(R?), [u> € WH(R?) (pois 22 € L*(R?), para todo
J
Jj =1,2), segue que

T T
Re/ / (Au)pudzrdt = —Re/ Vu-V(pu)dzdt (4.3.7)
0 Jr2

= —Re/ (Vu - V) uda:dt—/ / (z)|Vul|? dz dt
R2 R2
- —Re/ / @a—‘pudxdt—/ / 2)|Vul? dz dt
R2 axk Tk R2
= / / Aplul* dx dt — / / (z)|Vul|® dz dt.
R2
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Em seguida, a combinagao de (4.3.5) e (4.3.8), nos fornece que
T
/ / (@) [Vul + [uf* + Muf?] dedt
0o Jr2

T
:Rez’/ / o(x)0y uu dz dt
o Jr?

—Re/OT /R o(z)a(z) (1 — A)a(z)d, u de dt

I >
+= Ap(x)|u|” dz dt.
2 0 R2

e sendo assim, o lema esta provado.

Vamos considerar, agora ¢ € C*°(R?) N W2%>(R?) tal que
0<¢<1 em B\ Bg, p=0em By, p=1em R?\ Bj. (4.3.8)

onde Br CC Bjy, tal como ilustrado na figura 4.1:

Bg

Sy
Sy *

Figura 4.1: Caracterizacao de By e B}, .
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Definamos Bp = Br\ Qe E}; = By \ ;. Assim, substituindo a funcao definida
m (4.3.8) na identidade (4.3.4), inferimos

// 2) [[Vaf? + Jul* + Aluf] dedt (4.3.9)
R2\BR

1 (T
:Rei/ / o(x)0, uﬂdmdt—i——/ / Ap(z)|ul? dx dt
R2\ B 2 Jo B

—Re/ / Y1 — A) ta(x)d vude dt .
R2\BR

Agora, identificando L? com seu dual, considerando a identidade (2.7.2) e a desi-

gualdade ab < 2%&2 + %bQ, para todo £ > 0, e, tendo em mente que a(z) > ag > 0

quase sempre em w, em particular a(x) > ag > 0 quase sempre em R?\ Bg, chegamos
a

T
Rez’/ / p(x)Opa d dt (4.3.10)
0 JR2\Bg

T
= Rei/ (O, @(I)U>H*1(R2\§R)’H&(RZER) B
0

T
< 100 s IO g

1 T ) o [T
>~ 201(2)5/0' Haoatu(t)”H*l(ﬂ@\ER) dt+ 5/0 ||gp() ( )HHl(RQ\BR)
1 T P
=52 J, lla(-)Opu(t)|1%,- L@\ B Ut 5/0 (- )ult )||H1 o 1 (4.3.11)
1 ! 1/2 2
S 5o 1 — A)"2a()0,ul(t dt
= %02 J, I( )" Fa(-)0u(t) [ 72q)

Slelen el [ [ N s 5 el Wi [ [ @l ara
RQ\BR R2\BR

//|Vg0 )|?|ul® dz dt .

- 166 -



o Capitulo 4. Equacao de Schrodinger Defocusing Dissipada em um Dominio
N - 167 - Exterior

Observacgao 4.3.1

Para justificar (4.3.11), seja 9, u uma distribuiio em D(R2 \ Bg). De (4.0.2),
temos que a(z) p(x) € H(Q), para todo p € HJ(Q).
Assim, fazendo uso de (4.0.3), obtemos

<a08tU,QO>H—1(R2\§R)7H5(R2\§R) = |ao| ‘@tu’90>H—1(R2\J§R),H5(R2\§R)‘(4'3'12>

< Ja@)] |00 -1 gy, e
= la(z) Qs u, §0>H*1(R2\§R),H3(R2\§R)
= [(Oru,a(w) ¢>H*1(R2\§R),H6(R2\§R)
= [{a(z) O u, 90>H—1(R2\1§R),H01(R2\§R)
Portanto,
||aoOyu(t )|| WENBp) T sup (ao Oy u, @)H—l(Rz\ER),Hg(W\ER)

HSD”H&(RQ\ER)S]'

IN

sup ‘ (a(z) Oy u, <P>H4(R?\§R), H}(R2\Bg)

H‘P”H(]).(R2\§ )<1

= ||a(‘)atu( )H2 L(R2\Bg)

Pela e— desigualdade de Young e novamente, face a propriedade do operador
(1 — A)~! dada em (2.7.2), pagina 75, obtemos

// 2)(1 — A)La(z) 0w dudt (4.3.13)
RQ\BR
T
_/ (1= &) 20(1 - 8) a0 eyt + H(pumm// () u2dadt
2 0o Jan
<1
1
= A a0y + : / (o) uf? da dt
26 0 RQ\BR
< / A a0y i+ 5 [ [ e arar
26 () 2 0 R2\§R

onde ¢ é uma constante proveniente da imersao L*(Q) — H ().
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Combinando (4.3.9) — (4.3.13), deduzimos

1——// z) |V ul? dr dt + ( —5// ) |ul? dz dt
RQ\BR RQ\BR
—l—/ / ~g0(x)]u\4d:cdt

o Jr2\Bg

so{/o ||U(t)‘|%z(3§)dt+/0 ||<1—A)—l/za(.>atu<t)||§2(mdt}. (4.3.14)

onde C' = C' (ag, &, [| V|| (), [ Al (@), C) -

Observacao 4.3.2

Observe que no segundo termo do lado esquerdo de (4.3.14) é o momento preciso
ao qual legitimamos o uso da hipdtese A > 0.

Neste momento, a finalidade em questao é obter a quantidade fOT E(t) "5 dt a
R\ B,
partir de (4.3.14). Para tal finalidade, queremos escolher ¢ tal que
el
272 (4.3.15)
A—e> i
-2

0 que é permissivel se considerarmos £ < min {%, 1}.

Assim, a partir do fato de que R2\ B € R\ Bg, ¢ = 1 em R?\ B}, levando
(4.3.14) e (4.3.15) em consideracdo, concluimos que

/T/ Lvul + 2 + Luptliear < c /THu(t)H2 it (4.3.16)
0 RZ\EE 2 2 4 - 0 L2(Bf%) e

+ ||<1—A>-1/2a<->atu<t>||iz(mdt}.

Portanto, (4.3.16) nos fornece uma estimativa para a energia em R2\ Bj.
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Como proposto no inicio desta secao, a proxima tarefa serd recuperar a energia
dentro da bola B,.

De fato, para almejar tal propdsito, iniciemos com o seguinte lema, no qual sua
demonstragao foi inspirada no trabalho de Cavalcanti et al. [33]:

Lema 4.3.2

Seja ¢ € [C*(Q)]? um campo de vetores. Entdo, para toda solucdo regular de
(4.0.1) detém a seguinte identidade:

. ou Oqr Ou
—2 — 5 —dxdt
Z/ ulg- Vo) ] Re/ /*833] Oz Oxy,
——// (div q) |u\4dxdt—/ /q V) |Vul? dy dt
_/ / (Q'V)|Vu]2d7dt+2Re/ /(“Lu(q-Vﬂ)dydt
o Jsy o Jr

T T T

—)\/ /(qw)]u]Qd”ydt—/ /(q-l/)\ul4d7dt+2Re//8,,u(q-Vﬂ)d’ydt
0 JS5k 0 JS3 0 Jsz,
T T

+Re// (divq)&,uﬂdvdt—i—Rei/ / (q - v)udyudy dt

0 JS% 0 -

~Re / ' / (div ga(@)u(l = &)~ a(z)d dv di

0 =Re

- 2Re/ / 2)(1 — A)a(2),7 de dt

—Re/o /~ (Vu - V(divq))udz dt.

Demonstracao: De fato, multiplicando a equagao (4.0.1) por ¢(x) - V@ e integrando
sobre B, x (0,T), obtemos

0= / /~ [i0u + Au — u]?u — Au — a(z)(1 — A)'a(z)du] (¢ - Va)dzdt.(4.3.17)
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Em seguida, vamos analisar o primeiro termo do lado direito de (4.3.17).
FEstimativa para I = fOT fé}% i0pu(q - V) dx dt.

Integrando por partes, deduzimos que

L = [z/ u(q - Vu)d ] —z/ / u(q - Vo) dz dt. (4.3.18)

Por outro lado, fazendo uso da férmula de Gauss, atendendo a que u = 0 em T,
inferimos

g r ou
1/ /~ (¢-Vu)oudx dt = z/ /~ (qpOt) =— dx dt
0 JBj o JB Oy,

0
T 9 T T
= —i/  —(qrOm)udx dt + zW—i— z/ / (q-v)udyudrydt
0o JBy Oy, r 0 S
T T T
=— z/ /v (div q)udyu dx dt — z/ /v (¢ Vou)udxdt + z/ / (q - v)udyu drydt,
o JBy o JBy 0 Jsy

o que implica que

T T
—i/[(q-vatﬂ)udwdt = Z/ / (q - v)udyudydt (4.3.19)
o JBg .
T
// -Vu) 3tudmdt+z//~ (div q)udyu dz dt .
0 JBg

Substituindo (4.3.19) em (4.3.18), chegamos a

L = [z/~ u(q - Vu)dx —I—z/ / q - Vu)oudz dt (4.3.20)
// (div q u@tudxdt—l—z/ / q-v)ududydt,
e desde que
i0u = —Au+|ulPu+ A+ alx)(1—A) " a(r)du
S0u = —iAu+i|ulPu+idu+ia(r)(1—A)""a(z)om,
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de (4.3.20), podemos escrever

L = [z/~ u(q-Vu)d / / q- Vu)Audz dt (4.3.21)
- / / -Vu |u|2udmdt / / q-Vu)udzdt
— / ﬁ (q - Vu)a(z)(1 — A) ta(x)du dx dt
0 R
T T
+ / /~ (div q) At dz dt — div q)|u|* dx dt

o JBy /o /E;;(
- A/OT[E(divq)\u|2dxdt—/OT/EE(divq)a(x)u(l—A)1a(a:)8tﬂda;dt

T
z/ / (q-v)ududydt.
0 JSk

Tomando a parte real de (4.3.17), tendo em mente (4.3.21) e, observando que
Re(z) = Re(%), para todo z € C, deduzimos que

0 = Re z/~ u(q - Vu)dx

- Re/ / |ul? u(q - V) dxdt—2)\Re/ / u(q - Vu)dxdt

- 2Re/0 /~* (q - Vu)a(z)(1 — A) a(z)0a dx dt

T T T
+ / / (divq)Aﬂudxdt—/ / (dz’vq)\u!4dwdt—)\/ / (div q)|u|* dx dt
0 JBj 0 /B 0 JB

~ Re /0 ' /]§ (v galayutt = ) a(w)diTde .

T
+ Rez'/ /(q-y)uatﬂd’ydt.
0 R

Nossos préoximos passos serao analisar alguns termos do lado direito da identidade
dada em (4.3.22).

+2Re/ / Au(q - Vu)dz dt (4.3.22)
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FEstimativa para Iy := 2fOT [5. Au(q- V) dzdt.
R

Utilizando a féormula de Gauss, temos que

T T
I, = —2/ - Vu~V(q~Vﬂ)da:dt—|—2/ /&,u(q-Vﬂ)dfydt
o JBy o Jr

+ / / dyu(q - Vu) dydt
ou Oq, Ou ou 0*u
— 2 U T g dt — 2
/ /* Oxj Ox; Oxy, du dt / /* Qkaxj 01,0z d dt

+ 2/ /8Vu(q-Vﬂ)d7dt+2/ / Oyu(q - Vu) dvydt.
o Jr o Jsy

Tomando a parte real de I, assegura-se que

T ou Oq Ou T ou  0*u
Re(lg):—QRe/ / UG 9Y g dt—2/ / qx Re il dx dt
0 « Oxj O Oz, i Oxj 0x1,0x;
T . (4.3.23)
+2 Re/ /(9,,u(q - V@) dy dt + 2 Re/ / dyu(q - Vu) dvydt.
0o Jr o Jsp
2]
de (4.3.23) e fazendo uso da férmula de Gauss, afirma — se que

T ou Jq, Ou T
L) = —2 i ' Vul?
Re(l3) Re/ / 9z, 9, Doy dx dt+/ /N (div q)|Vu|* dz dt

/ /q v |Vu|2d7dt—/ / q-v)|Vul|® dvydt (4.3.24)

+2Re/ /8uq Vu)dvdthQRe/ dyu(q - Vu) dvy dt.
o Jsg

Face a identidade

ou
0x]~

ou 0*u 0
2Re |f9!1% 6@4‘9@} N 8I‘k [

Estimativa para I3 := —2 fOT [5. [ul?u(q - Vu) dx dt.
R

Notemos que
WY\ 2_ 9 o4
4 — = —
Re (v ) 1ol = o (1]
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entao, como u = 0 sobre I', recorrendo a férmula de Gauss, conseguimos a identidade:

0

1 T T
- -/ / (divq)|u|4dxdt—Wm (4.3.25)
2 Jo B, r
T
| @ ot arae.
0 Jsy

Estimativa para I, == —2\ fo fB* u(q - Vu)dz dt.

Recorrendo novamente a identidade (4.3.6), assim, como foi feito para a estimativa

I3, deduzimos que
T T
)\/ /~ (div q)|u|? dx dt — )\/ / (q-v)|u*dydt. (4.3.26)
0 5 o Jsy

Estimativa para I5 = fOT 5. (div q) Auu dz dt.
R

Aplicando a férmula de Green, resulta que

T T
—/ / (Vu - V(divq))udmdt—/ / (div q)|Vul? dx dt (4.3.27)
0o JBj 0o JBj

T 0 7
+ di Lt dry dt + / / (div q)0yuu dry dt.
T 0 Js;

Combinando (4.3.22), (4.3.24), (4.3.25), (4.3.26) e tomando a parte real de (4.3.27),

concluimos o almejado.
a
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Entao, se substituirmos ¢(x) = m(z) = z — 2°, 2° (fixo) no Lema 4.3.2, temos

’L/ u(m - Vu)d —2/ / |Vu\2dazdt—/ / lu|* dx dt
By *
T
—/ /(m-y)|Vu|2d7dt+2Re/ /8Vu(m-VH)d7dt
/ / m - V|Vu|2d’ydt—|—2Re/ / Oyu(m - Vu) dydt
—)\/ / m - v)|ul? dydt — / / m - v)|u|* dydt (4.3.28)
+2Re// dyuudy dt + Re z/ / m - v)uoya dry dt

— 2Re / / * A)la(2)d dx dt

—9Re /0 / (- Vuaa)(1 = &) () it

0 = Re

Uma vez que u = 0 sobre I', segue que Vu = 0,uv sobre I' e, por conseguinte,
tem-se

|Vul? = |0,ul* sobre T,
(4.3.29)

m - Vi = (m-v)d,T = d,u(m - Vi) = (m-v)|d,u)* sobreT.

Assim, a partir de (4.3.2) e (4.3.29), temos

T T
—/ /(m V)| Vul* dy dt + 2 Re/ /&,u(m -Vu)dydt  (4.3.30)
o Jr o Jr

T
N / /(m )| yul? dy dt <0.
0 r

Em seguida, devemos descartar os termos que envolvem a fronteira S}, em (4.3.28).

Para tal finalidade, considere em E}‘;{ duas vizinhancas tubulares de 8(@}"%), a saber,
w1, w. € definamos a funcao v

1 em w ~
Y(z) = ~ , 0<9Y(zr)<l em Bj. (4.3.31)
0 em Bp\wi

onde wi, = w, U wy.
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As vizinhangas tubulares wy e w. sao ilustradas na figura 4.2.

Figura 4.2: A coroa circular em cinza escuro representa w; e em cinza claro representa
w&

A luz de (4.3.31), substituindo ¢ = 1y m no lema 4.3.2, temos
T T
0=Re [z/ w(ym - V) dx] —2/ / F (w,am)Vudedt
wie o Jo Ju. \Ox; Ox;

1T T
5 [ wivwmptazar - [ /S;W'”)'V“de »

T T
+2Re/ 8,,u(1/1moVu)d’ydt)\/ / (Ym - v)|u* dydt
0 Jsz 0 Jsz
T T
- / / (Ym - v)|ul* dy dt + Re/ / (div(yp m))Oyuu dry dt
0 ;; 0 JSk
T
—Re /0 /wls(div(w m))a(z)u(l — A) " osa(x)u dx dt

T T
- 2Re/0 / (Ym - Vu)a(z)(1 — A) "1 0uda dt—l—Rez’/O /S (Y m - v)udyu dydt.

*
R
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Logo, como 1) = 1 sobre S}, notemos que

T T
—/ / (m-l/)\Vu\zd’ydt—l—QRe/ / dyu(m - Vu) dydt
0 R 0 R
T T
—I—Rei/ / (m-y)uﬁtﬂdvdt—)\/ / (m - v)|u|?® dy dt
o Jsy o Jsy
T T
—/ / (m-l/)\u]4dfydt+2Re/ / Oyuw dry dt
o Jsy :
— _Re {z/ w(tm - V) dx} —2/ / (aw am)\v 12 du dt
w ax]

// (div(rm))a(z)u(l — A a(z)07 dz dt
+2Re /0 /w (- Vuja(a)(1 &) a(z)oimded

v
+§/ / (div(ym))|u|*dx dt.
0 Wile
Assim, combinando esta iltima com identidade (4.3.28), tendo em mente (4.3.30),
obtemos
T T
2 / /~ |Vul? dx dt +/ /~ lu|* dx dt (4.3.32)
o JB :
z/~ u(m - Vu)d / / |Vul? dx dt
/ / lu|*dz dt + Re / / u(l — Au) ta(x)o dv dt

+Re/0 [E<m : Vu)a(:v)(l—Au)1a(a:)8tﬂd:cdt},

< (C<Re

onde C'=C <||V Ul L) || F (%, 37";) | 2o () R) tal que

R := max ||m(z)||g .

TE Wi
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Vamos agora obter uma estimativa para

T
K, ::/ / u|*dx dt .
0 Wie

Em contrapartida, uma vez que estamos supondo que os dados iniciais ug € H{(£2)
sao tomados em conjuntos limitados de H}(2), por (4.2.38), temos

lu) ap) < C <HUOHH01(Q)) < L. (4.3.33)

Assim, fazendo o uso de (4.3.33), inferimos
T
K, < C / ()l o (4.3.34)

T
= [ [y )y, ]

T T
< C(L>{/O/ |Vu|2dxdt+/o Hu(t)||i2(gg)dt}.

Na sequéncia, estamos procurando uma estimativa para
T
Ky: = Re/ / a(r)u(l — Au) ta(z)0a dz dt
0 Wie

+ Re /OT/wli(m - Vu)a(z)(1 — Au) ta(x)dudz dt .
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Com efeito, recorrendo novamente a (2.7.2), chegamos a
T
K| < / / a(2)lul|(1 — A w)~a(z)dya| do dt (4.3.35)
0 Wie

T
+ RRe// \Vaulla(z)(1 — Auw) " a(z)0sa| do dt

< / / |u|2d:cdt+/ |Vul|? dx dt
Wie Wie

R+1
lal o )/ 11— 2)"2 0 (1= A)72a()ru(t) | F2(q) dt

R 2
// Vul? drdt + - /nu()HLQB*

R+1 _
lall ey /0 11— A)Y2a() ()31

T T
< 0{/ ||(1—A)_1/2a(-)8tu(t)|%2(Q)dt+/ / Vul? de dt
0 0 Wie

Y AT

onde C = (R ¢ lall e ) tal que ¢ é uma constante que provém da imersao
L3(Q) — HY(Q).
Assim, levando (4.3.32) — (4.3.35) em consideragao, concluimos

//\Vu|2dacdt+ //]u|4dxdt (4.3.36)

SC’{Re [z /Q u(m - Va) de + /0 1(1 = &) 2a()Dult) |z dt

4 T
2 2
+/O /wls |Vu| dmdt—i—/o ||u(t)||L2(]§;%) dt},

Resta calcular a quantidade fOT fwlg |Vu|?* dzdt em termos do termo de dissipagao
(damping) a saber, fOT (1 — A)*l/Qa(-)ﬁtu(t)H%z(Q) dt acrescido de um TOM
fO Hu L2 B* t

Para este efeito, temos de construir uma funcao “cut — off’ 1. em um subconjunto
especifico de R?. Em primeiro lugar, defina 7 : R — R de modo que

IN

1 se <0
n(z) = (x —1)? se x€[l/2,1]
0 se z>1
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e que é definida em (0, 1/2) de tal forma que 77 é uma fungao nao — crescente de classe
C!'. Para ¢ > 0, definamos 7.(z) := 7j(x/e). Pode -se mostrar que existe um M
constante, que nao depende de ¢ tal que

~/ 2
iL@)P M
e(x) = e

para todo = < e. Agora, para ¢ > 0 fixado na construcao (4.3.31), considere uma
nova vizinhanca tubular we de raio €, desta vez, fora de B}, segundo a figura 4.3

Wae = Wie U wer (4.3.37)

Figura 4.3: Nova vizinhanca tubular w,./.

Defina 7. : R — R como

1 se T E W
n(z) = Ne(d(x,@y)) se T € we. Uwy
0 caso contrario.
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Pode-se mostrar que 7. ¢ uma funcao de classe C! sobre Br como R > R + ¢
devido a regularidade entre w; e w.. Note também que

Vo _ @) M
N () Ne(d(z,wy)) — €2’

(4.3.38)

para cada x € wy;. Em particular, Wnﬂ € L*®(wye).
Entao, construamos, como no Lema 2.4 em Lions [[80], capitulo 7, pagina 413] um
“cut — off’ n € Wh*°(Bp), satisfazendo

(0<n<1 q. s em Bp
n =0 em(Bg\wa)
n=1 q. s em w, (4.3.39)
|V
\ 7

c LOO(WQE),

onde wy. é a vizinhanga considerada em (4.3.37).
Multiplicando a equagao (4.0.1) por nu e integrando sobre Bg x (0,7,
conseguimos a seguinte identidade:

T
/ / 0 [IVaul® + Mul? + Ju|*] du dt (4.3.40)
0 Woe
T T
:i/ <atu7nu>H1(WQ€),Hé(w2£)dt_/ / u(Vn - Va)dz dt
0 0 W2e

_/0 (@<5U)(1 — A)_la(l’)ﬁtu, nu)Lz(w%) dt .

Temos também que

T
/ / uw(Vn - V) dx dt’ (4.3.41)
0 W2e
1

T 2

< —/ {/ n|Vul® dz +/ ﬂ\uP dx} dt
2 0 w2 e W2 e T]
1t 2

g—/ / n|vu|2da:+H|v”| / lu|? dz | dt,
2 0 [ TI Loo(wze) w2 e

Defina

T T
K, = z/ (O U, N U) 1wy ), H (o) A+ / (a(x)(1 — A)_la(x)atu,u)Lz(ms) dt .
0 0
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Usando as mesmas ideias utilizadas para estimar (4.3.10) e (4.3.13), temos a se-
guinte estimativa para K, dada por

T
Kol <O [0 = 87 a0 ul g (4.3.42)
T T
bl / lulZ2 ey + 'l e / / 0|Vl de dt
0 0 Woe

onde C' = max{l M}

dage
Coletando nossos resultados em (4.3.40), (4.3.41) e (4.3.42), deduzimos para &’
suficientemente pequeno que

T
/ / n [V ul* + Nul® + |ul*] dedt (4.3.43)
0 W2e

<C {/OT 11 = A)™2a()dpult) |72 dt + /OT (1725, }

Loo(wgg)} )
Tendo em mente que

T T T
/ / |Vul? dr dt = / / n|Vul® dz dt < / / n|Vul® dz dt,
0 Wie 0 Wie 0 W2e

de (4.3.43), inferimos

[Vn|?

tal que C' = {5/7 171 2% (@ws2) ’

T T
/0 /w IVl dedt < c{ /O 11— A)2a()ou() Paeydt (4.3.44)

" /OTnu()an . }

Assim, combinando (4.3.36) e (4.3.44), concluimos

//|Vu|2dxdt+ //|u|4dxdt (4.3.45)

gc{Re {Z/Q u(m - V) dxk +/0 (1= A)2a()0u(t) |22 dt

b [ O )
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u|* dz dt em ambos os lados da desigualdade (4.3.45),

A\ T
Somando o termo 3 fo Il B
resulta

/O "B

T

5 & < C{Re [z /Q u(m-Vﬂ)dx] (4.3.46)

0
T

T / 11— A 2a()0u(b)| oy dt + / (O], d }

donde obtemos uma estimativa para a energia dentro da bola Efz
Assim, de (4.3.16) e (4.3.46), temos que

T

/OT E(t)dt < C{Re [i/ﬁu(m.vﬂ) dx} s
+ /0T||(1—A)—1/2a(.)atu(t)||%2(g) dt+/0T||u( Oz }

de modo que o integrando do lado esquerdo de (4.3.47) representa a energia total.

Ainda nos resta estimar o seguinte termo:

T

Ni: = Re [i/gu(m-va)dx]

0

Em verdade, notemos que pela identidade de energia (4.2.38), vem que
INi| < C{E(T)+ E(0)} (4.3.48)
T
= C {QE(T) +/ (1= A)a ()07 dt}
0
e C =C(R).

Levando (4.3.47) em consideragao e o fato que a energia E(t) é ndo — crescente
para todo ¢t > 0, de (4.3.48), concluimos que

TE(T) < / ' E(t)dt (4.3.49)

< 0{2E<T>+ / 11— A)2a() () 22y dt + / ||u<t>||%2<B;>dt}-
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Para T suficientemente grande, obtemos

E(T)SC{/O Hu(t)H%g(BE)dtJr/O (1= A) " 2a()0u(t)|172q dt} (4.3.50)

de modo que C' = C(T).
Com o intuito de provar a desigualdade (4.3.3), em conformidade com (4.3.50),
resta a absorver o TOM := fOT [« |ul? dadt.
R

A vista disso, temos o seguinte resultado:
Lema 4.3.3

Dado T > 0 existe C' = C(T') > 0 tal que toda solugao regular para problema
(4.0.1) satisfaz a desigualdade

T T
/0 [ullZ sy dt < C/O 11— 2)72a() 0, ult) |72 dt. (4.3.51)

desde que os dados Iniciais sao tomados em conjuntos limitados de Hj(2).

Demonstragao: Argumentaremos por contradigdo. Suponha que (4.3.51) nao se
sustenta. Entao, existe uma sequéncia de dados iniciais {u, }uen C Hg(€2), assumida
a ser tomada em conjuntos limitados de H}(£2) e uma sequéncia de solugoes regulares
{u, }en referente ao problema (4.0.1), para todo p € N, verificando

fo [, (2) L2(B*)dt

— oo, (4.3.52)
”_wo f 1/2a(')atuu( )HH(Q)
isto é,
fo (1= A)~1/2 (‘)atuu( Nz
( ) -0 (4.3.53)
hiics fo Huu I3 s 1

Sabemos que a energia é uma fungao nao — crescente sobre o parametro t, entao,
E,(t) < E,(0) < L. Assim, existe uma subsequéncia de {u,},en, ainda denotada da
mesma forma, e u € L>(0,T; H}(Q)) tal que

u, = wufraco —xem L=(0,T; Hy(Q)). (4.3.54)
A partir disso, obtemos

{u,} ¢élimitada em L>(0,T;Hy(Q)). (4.3.55)
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Desde que E,(t) é limitada para todo t > 0 e levando (4.3.53) em conta, inferimos
(1—A)""2a(2)du, —0  em L*0,T;L*%)). (4.3.56)
A luz da identidade (2.7.1), pagina 74, decorre que

la()(1 = A) " a()0 uu(B)luyo) < llallwre@ll(t = A)" al()0uu(t)llmy@)  (4.3.57)
= Jlallwroc@ll(1 = 2)2 0 (1 = A) " a()dyun(t) | 2
= (1 = 2)2a()0uu ()72 -

Assim, combinando (4.3.56) e (4.3.57), concluimos que
a(z)(1 — A)'a(z)du, — 0 forte em  L*(0,T; Hy(2)).  (4.3.58)
Além do mais, devido a identidade (2.7.2) e a convergéncia (4.3.56), vem que
a(z)dyu, — 0 forteem L*(0,T;H (), (4.3.59)

consequentemente, do pressuposto sobre a(z), a saber, a(z) > ay > 0 q. s. em w,
chegamos a seguinte convergeéncia:

yu, — 0 forteem L*(0,T;H ' (w)). (4.3.60)
Por outro lado, a partir de (4.3.54), inferimos
dyu, — O fracoem D'(0,T; Hy()). (4.3.61)

Assim, combinando (4.3.60), (4.3.61) e a unicidade do limite fraco em
D'(0,T; H ' (w)), concluimos que

Su=0 em w x (0,7). (4.3.62)

Agora, observamos que gragas a imersao H'(Q)) — L%(Q),q < 6 e considerando
(4.3.55), temos que

{|u,|?u,}  élimitada em L*(0,T; L*(2)). (4.3.63)
Consequentemente, existe y € L*(0,T; L*(Q)) tal que

luu|?u, — x  fraco em L*(0,T; L*(12)). (4.3.64)
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De (4.3.55), (4.3.58) e (4.3.63), obtemos

10w Ollzr-1e < 1A w020 + Al (011 +||\uu<t>|2uu<t>uH-m>
+ [la() (1 = 2) a3 u(6)]l1
< O { )l + Newa®) 2wl >||L2
+ lla()(1 = 8) ™ a(@)dr (Bl |
< M,Vue N.

Assim, a custa da ultima desigualdade, temos que
{0y u,} é limitada em  L™(0,7T; H *(Q)). (4.3.65)

Neste instante, consideremos Br C By, C Br/. Empregando (4.3.55), (4.3.65) e a
cadeia de imersoes

Hy(Br) = L*(Br) = [L*(Bg)]' = H™'(Bg) (4.3.66)
devido ao Teorema de Aubin — Lions, Teorema 2.3.9, pagina 62, chegamos que
u, —u forteem L*(0,T;L*(Bg)). (4.3.67)
De (4.3.67), temos
luu|?u, — |u*u  q.s. em Br x (0,T). (4.3.68)

Observacao 4.3.3

E importante salientar que o limite de u e |u|? u em (4.3.67) e (4.3.68) ndo depen-
dem sobre R' > 0 devido a limitag¢ao uniforme de {u,} de acordo com (4.3.55) e
(4.3.63).

Assim, combinando (4.3.63) e (4.3.68), rememorando o Lema de Lions, Lema
2.3.10, pagina 63, obtemos

luu?w, — [ul?u  fraco em L*(0,T; L*(Bg/)) (4.3.69)

para todo R’ > 0 suficientemente grande. Como consequéncia, temos que x = |u|?u
q. s. em ).

Neste ponto, vamos dividir nossa prova em dois casos: u # 0 e u = 0.
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Caso 1: u # 0
Inicialmente, vamos considerar a sequéncia problemas
{ iy, + Auy, — |uy|*w, — Ay, — a(z)(1— A)a(z)du, =0 em Qx (0,7),

u, =0 sobre I x (0,7).
(4.3.70)

De (4.3.55), (4.3.65) e (4.3.69), na passagem ao limite em (4.3.70), obtemos

i0iu+Au—Au— |[ufu=0 em D'(0,T;L*(Q)),
Ou =10 q. s. em w, (4.3.71)
u=0 sobre I' x (0,7).

Definindo w := d;u e tomando a derivada no sentido distribucional com relagao a
variavel tempo t, temos:

i0,w+ Aw + (= w — [uPw —u*wW) =0  em D'(0,T; L*(Q)),
b1 () t-ba (.6 (4.3.72)
w=20 q. S. em w.

Observe que por (4.3.65), vem que w = d;u € L>®(0,T; H1(Q2)) e assim, infeliz-
mente, nao temos a regularidade necessaria para utilizar nosso principal pressuposto,
a saber, a hipotese 4.3.1, pagina 163.

Em contrapartida, temos que u € L>®(0,T; H}(Q2)), logo a imersao H'(Q) —
L5(2) nos garante que |u|*u € L>*(0,T;L*(Q)). Logo, tendo em mente que w =
Oy u =0 sobre w x (0,T), o problema (4.3.71) nos diz que

Au= A u+|uPue L*0,T; L*(w)),

donde recorrendo a regularidade eliptica (veja que a fronteira de w é limitada) temos
que u € L*(0,T; H*(w)). Recorramos agora ao seguinte resultado de propagacao de
regularidade provado no apéndice:

Corolario 4.3.1
Seja w = Q\Bg, com as notagées da Proposi¢ao 4.4.1 e assuma que a fun¢ao
uwe L2 (]0,T[, H"(w)) com s € [0,1]. Entao, u € L2 (]0,T[; H5(Q)).

loc loc

Deste modo, fazendo uso do precedente resultado com r = 3/2 e s = 1/2, vem
que u € L2 _(0,T; H*(Q)). Agora, pela imersao H*(Q)) — L>°(), s > 2, novamente,

loc
empregando por iteragao o coroldrio acima, vem que u € L*(0,T; H"(2)) parar > 0.

Em suma, garantimos o seguinte resultado:
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Teorema 4.3.2

Sejaw = Q\ Bpg como considerado anteriormente. Sejam T > 0 e u uma solugao
para o sistema da equac¢ao de Schrodinger nao — linear

PO+ Au—du— |uffPu=0 em Q x (0,7),
u=0 sobre  0Q x (0,7,
u(0) = u’ € H}(Q),

em C(]0,T[; H (), r > 1, tal que u € L*(0,T[, H""*(w)) para algum p € [0, 1].
Entao, u € C(]0,T[, H™*?(Q2)). Em particular, se u é da classe C* sobre wx|0,T1,
é C* em todo lugar em Q x (0,7).

Observe que gracas ao Teorema acima, w = 0; u possui a regularidade necessaria
para aplicabilidade da hipdtese 4.3.1. Sendo assim, valendo do direito de usar tal
hipétese para o problema (4.3.72), obtemos que w = 0, ou seja, d,u = 0. Retornando
para a equagao (4.3.71), temos

Au — |u|2u =0 em €.
Multiplicando a equagao acima por %, e integrando em (2, resulta que
lull 2 () + llullzagq) = 0 em Q.

Portanto,
u=0q. s em ),

o que é uma contradicao. Tal conclusao nos assegura o seguinte resultado de conti-
nuagao unica:

Teorema 4.3.3

Seja w = Q\ Bpg anteriormente e assuma que a Hipdtese 4.3.1 esteja satisteita.
Entao, para todo T > 0, as tnicas solugoes no espago C([0,T], H'(Q)) para o
sistema

i0u+Au— X u—|ufu=0 em Q x (0,7),
Oru =0 em wx]0,T7,

sao independentes de t, i.é, O;u = 0. Ademais, u = 0.
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Caso 2: u =0
Agora, denotamos
~ u
cu = llupllL2or.2(8)), Uy = C—“, (4.3.73)
“w

e dividindo (4.3.70) por ¢, obtemos

W0y, + Ay, — uy,|*w, — ANy, + a(z) (1 — A)ta(x)d, =0 em Q x (0, 00),
u, =0 sobre T x (0,00),
u,(0) = u? em ().

m

(4.3.74)

Deste modo, tomando (4.3.52) em consideragao, temos

T |~
Jo N ()11Z2 g dt

im — ~ = +00. (4.3.75)
poee Jo (1= A)‘l/za(-)é‘tuullim dt
e por (4.3.73), sabemos que
||77u||%2(0,T;L2(B§)) =1 (4.3.76)
Agora, recordando (4.2.38), observemos:

1 ’ 1/2 ~112 1
c_QE“(O) = i (1 = A)a(-) 0|72 o) dt + C_zE#(T)' (4.3.77)

n n

Assim, combinando (4.3.50) e (4.3.77), obtemos

1 " T _ T 3 _
25,0 < [ 180 gyt + [ 10 - 27 200,00y e} - (1378

C

Deste modo, tendo em mente (4.3.78) e o fato de que a energia é uma fungao nao
crescente sobre o parametro ¢, temos, para todo t > 0, que

Egz(t) < E,;go) < C~1 {/0 ||(1 B A)1/2a(-)3ﬁ(t)||2m(9) dt + 1}, (4.3.79)

e de (4.3.75), (4.3.76) e (4.3.79) garantimos a existéncia de uma constante M > 0 de
tal modo que

lupllFy  2E,(0) .
||u“2||§,3(9): 020 < CM@ < M, C =min{\, 1}. (4.3.80)
Iz 7
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para todo u € N, e, portanto, deduzimos que
{@,} ¢élimitada em L*(0,T;Hy(Q)). (4.3.81)
Em contrapartida, a partir de, (4.3.75) e (4.3.76), resulta que
(1—-A)"2a(2x)0au, — 0  forteem L2(0,T;L*(Q)).  (4.3.82)
Como feito antes em (5.4.45) e (4.3.62), temos

a(x)(1 — A)ta(z)d, — 0 forteem L*(0,T;Hy(Q)). (4.3.83)

ow, = 0 quase sempre em w. (4.3.84)
De (4.3.81) e (4.3.84), inferimos que

{a,}  ¢élimitadoem  L*(0,T;Hy(Q)). (4.3.85)
{0,y  élimitado em  L*(0,7; H '(Q)). (4.3.86)

Assim, de (4.3.66), (4.3.85) e (4.3.86), fazendo uso do teorema de Aubin — Lions,
Teorema 2.3.9, existe uma subsequéncia de {u,}, Ainda de agora em diante sera
denotada pela mesma notacgao, de tal modo que,

i, — u forte em L*(0,T,L*(Br/)) paratodo R >0. (4.3.87)

Agora, lembrando o fato de que u = 0, a partir da convergéncia dada em (4.3.67),
obtemos

u,, — 0 forte em L*(0,T; L*(Bg/)) ec, — 0 quando pu— +oo. (4.3.88)

Por outro lado, como 3 + 3 + ¢ = 1, ¢ usando a imersao H*(Q2) — L%(Q), in-
ferimos |u,|? € L*(Q),u, € L*(Q). Entao, recordando a desigualdade de Holder
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generalizada, de (4.3.55) e (4.3.81), para todo ¢ € H}(f2), chegamos a

‘(|uu|2ﬂu>w)[/2(g)‘ - ‘/Q |uu|26u¢d$ (4389)
< [ 1P lelds
<l Nz @l o) llellzs @
= Nl Zaga 1Tl s lells@)
< Cl”“p”?{&(g) 8l 2 ) el 2o
< Co(M) ll@llmpy, Yo € Hj(9);
(|u#|2 ﬂua 80)L2(Q)
S M ®P U Olla-1@ = sup ] < Cy(M),
H‘P”Hé(g)gl ¥ H(%(BR/)
isto é,
{lu )@} élimitada em L*(0,T; H '(Q)). (4.3.90)
Consequentemente, existe £ € L?(0,T; H1(Q)) tal que
|lu,? @, — & fraco em L*(0,T; H™ (). (4.3.91)

Agora, uma vez que n = 2, temos pela desigualdade de Gagliardo — Nirenberg?,
Teorema 2.3.6, pagina 61:

1/2 1/2
12218,y < C N2l 0,0 1211515 5,y V7 € Hi(Br). (4.3.92)

Mais uma vez, recorrendo a desigualdade generalizada de Holder, (4.3.55) e (4.3.81),
juntamente com (4.3.92), observemos

/ lu,|? , P dx
Bpy

< [ lulladlelds
B

R/

)(|“u|2 Uy, SD)Lz(BR,) -

< |Uu|2 ||L2(BR/) ||%||L3(BR,) ||%0||L6(BR,)
= luull7a s, 1Tl 3B 100 s B
< Csllupllp2 s 1wl g oy 10l a2 3oy 101 2B

< Co(M) llull 2B 6Nl (B ) ¥ 0 € Ho(Br)

2Considere p=4,j=0,m=r=1,N=q=2.

- 190 -



ol Capitulo 4. FEquacao de Schrodinger Defocusing Dissipada em um Dominio
) - 191 - Eaxterior

e, podemos afirmar que

(] (‘D)L2(BR/)

e (6) P () 115,y = sUD < Co(M) [upllz2(84)-

”(pHH(%(BR,)Sl HQOHHDI(BR/)
(4.3.93)
A partir de (4.3.88) e (4.3.93), conseguimos

lu,|?u, — 0 forteem L*(0,T; H '(Bg)) para todo R’ > 0. (4.3.94)
Como resultado de (4.3.91) e (4.3.94), concluimos que £ = 0 em L?(0,T; H '(Q)).

De (4.3.74), na situagao limite quando p — o0, tomando (4.3.81), (4.3.83) e
(4.3.94) em consideragao, chegamos a

{ z@tﬂ—l— Au— X u=0 em D/(BR/ X (O,T)), (4 3 95)

&ﬂ =0 gq. s. em BR’ \ BE

Neste momento, seja w = 0yu, derivando do problema acima no sentido das dis-
tribuigoes, obtemos

{ Z@JE—}-A@U—A[EZO em D/(BR/ X (O,T)), (4396)

w=0 q. s. em Bg \ By.
Em seguida, tome Pw = i w;+A w— A w. Deste modo, podemos aplicar o Teorema
de Holmgrem, Teorema 2.3.12, pagina 64 com Q; = Bg x (0,T), Q2 = (Br'\ Bjy) %

(0,T7) e Q3 = Br x (0,T), uma vez que w = 0 sobre (Bg/\ Bj) x (0,7 concluimos
que

w=0q.s. em Bp x (0,T), paratodo R > 0. (4.3.97)
Sendo assim, combinando (4.3.95) e (4.3.97), conseguimos
Au— M u=0 em Bp.

Por dltimo, multiplicando-se a equagio acima por , tendo em vista que B}, C Bpr,
obtemos que u = 0 quase sempre em Bj, o qual é uma contradi¢ao com (4.3.76), uma
vez que por (4.3.88) resulta que

i, — 0 forteem L*(0,T,L*(By))

e, portanto, concluimos a prova do lema.
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Observamos que, tendo (4.3.50) em consideracao e usando o lema (4.3.3), obtém-se
a desigualdade desejada, ou seja,

HSCAHQ—M*@WMMM@Qﬁ, (4.3.98)

onde C' constante positiva.
Agora, combinando a identidade de energia (4.2.38) e (4.3.98), temos

E(T) < 0/” ) 2a()0pu(t) | (4.3.99)
= C{E(0) - ET)}
C
L E(T) < — | E(0).
® < (5 C) )
Repetindo o procedimento para n1’, n € N, vem que

E(nT) < ———E(0),

para todo T' > Tj.

Consideremos, agora, t > Tg, entao t = nTy +r, 0 < r < Ty. Por conseguinte,

1 1
E(t) < E(t—r)=FEnl) < ———FE(0) = ——F(0).
(1+C)n (1+0)™
Definindo Cy = eTo n(1+C) e N = % > 0, resulta que
E(t) < Coe ™ E(0); Vt > Ty. (4.3.100)

o que mostra o decaimento exponencial de solugoes regulares ao problema (4.0.1).
Doravante, obtemos a prova do Teorema 4.3.1, encontrado na pagina 163.

4.4, Apéndice: Resultados de Propagacao para a equacao
de Schrodinger Linear

Esta secao é contribuicao de Nicolas Burq, no qual dar — se — a uma prova da
Proposigao 13 em Dehman, Gérard e Lebeau [48] no caso geral dos problemas de
valor de fronteira. Mostraremos que este resultado é satisfeito em qualquer dimensao
e de qualquer condigbes (razoaveis) de fronteira.
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Recordemos primeiro que um operador pseudo — diferencial A sobre uma variedade
d-dimensional, M (cuja fronteira é assumida ser compacta) é dito ser tangencial perto
da fronteira se existe perto de qualquer ponto da fronteira, o € OM, um sistema de
coordenadas x tal que perto de xg,

M={x=(21,...,2q) € R%: 2y >0},
e o simbolo do operador A, a(x,§), ndo dependem sobre a varidvel &7, isto é,

/ 1 i(z' —y’ 1ot / 1 3¢l
(AU>($1,£L'):W/€( y)a(zl,a:,f)u(xl,y)dydf.

O objetivo deste apéndice é provar o seguinte resultado:

Proposicao 4.4.1

Considere T > 0 eu € C(]0,T[, H(2)), r € R, solugao de

(10, + Au= f € L;,.(J0,T[; H'(Q)) (4.4.1)

loc

Dado py = (z0,&) € T*, assumimos que existe xo(z, D), um operador pseudo
— diferencial eliptico de ordem 0 em pq tal que

Xo(z, Dp)u € Li,.(10, T[; H™()), (4.4.2)

para algum s € [0,1]. Entao, para todo p; € I',, (aqui, I',, denota o raio da
geodésica comegando em py), existe x1(x, D,), um operador pseudo — diferencial
eliptico de ordem 0 em p; tal que

x1(z, D)u € L7 (]0, T[, H™5(2)). (4.4.3)

Observacao 4.4.1

Observe que o resultado acima é mais forte que a Proposicao 13 em Dehman,
Gérard e Lebeau [48] em que a hipétese s € [0, 1] foi feita. Uma inspegao cuidadosa
da prova em [48] mostra que (com pequenas modificagoes de médulo) a prova dada
em [48] também poderia lidar com o caso s € [0,1] (no contexto em que nao ha
nenhuma fronteira).

Demonstragao: Seja ¢ € C1(0,T). Entao v = ¢(t)u é solugao

(10 + Ajv = g = of +1d'u,
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V =0(0,z), G = g(o,x) sao solugoes de
(A—0o)V =G. (4.4.4)

Note que pela regularidade de f dada em (4.4.1) e sendo u € C(]0, T'[, H"(2)), resulta
que
g=of +i¢'u e L*((0,T); H'(2)). (4.4.5)
Logo, como a transformada de Fourier é uma isometria em L*(R; H), se H é um
espaco de Hilbert, a proposicao 4.4.1 é consequéncia do seguinte resultado:

Lema 4.4.1

Seja po = (xo,&) € TyQ =T*Q U T*T (aqui T* é o fibrado cotangente), um
operador pseudo — diferencial eliptico de ordem 0 em p,. Para todo p, € I',, o raio
da geodésica comegando em py, existe x1(x, D), um operador pseudo — diferencial
eliptico de ordem 0 em p; tal que para qualquer r € R*, qualquer s € [0, 1], existe
C' > 0 tal que para qualquer o e qualquer solugao (V,G) de (4.4.4), temos

(@, DV ey < C(IG iy + IV @) + X0, Do)V arsen). (44.6)

Resta provar o Lema 4.4.1. Podemos distinguir trés casos com A > 0 para ser
fixado (suficientemente grande), || < A, 0 > Aeo < —A.

Na primeira situagao, AV = G + oV, a partir do qual se deduz

IV l[as+2e) < 2(11G]

@) + AV

H3(9))-
No segundo caso, com h = /o ', (=h2A 4+ 1)V = —h?G, o que implica que

Vi

Resta estudar o terceiro caso (a situagao hiperbdlica de alta frequéncia). Neste caso,
a estimativa é obtida como uma consequéncia dos resultado de propagacao de singu-
laridades de Melrose and Sjostrand [88]. Agora, nés poderiamos definir h = \/—_071
e mostrar que a prova em [88] aplica ao operador h2A + 1. No entanto, preferiu —
se deduzir a estimativa de h?A + 1 a partir do resultado de propagagao para 92 — A
(veja também Burq, [23] para resultados de propagacao estacionérios relacionados).

Sejam

solucoes para
(0} — AU = F. (4.4.7)
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Lembremo — nos que, com M =R x 2,
Ty(M)=T"MUT*OM.

Considere II a projecdo candnica de T*R? |57 sobre Ty M. Seja (; = (tj, 75,74, &),
7 = 0;1 dois pontos, na variedade caracteristica

Char = II({(t, 2, 7,€); 7% = [¢]*}).
Para alcancar nosso objetivo, precisamos do seguinte resultado:

Lema 4.4.2

Vamos supor que os dois pontos ( e (; estao na mesma bicaracteristica generali-
zada (veja Melrose e Sjorstrand [88] para uma defini¢ao). Considere um operador
pseudo — diferencial de ordem 0 (tangencial perto da fronteira), Ao, eliptico em
(o Entao, existe um operador pseudo — diferencial de ordem 0 (tangencial perto
da fronteira), Ay, eliptico em (; e C' > 0 tal que para qualquer solugoes U, F' de
(4.4.7), qualquer s € [0,1], r € R, e qualquer intervalo I C R contendo t, e t,
temos

||A1(t, Dt7$, D$>U||Hs+r S O(HA(](t, Dt, Z, D$)U||Hs+’"+||U||HT(I><M)+||F||HT(I><M))
(4.4.8)

Demonstragao: Usamos aqui um truque de Burq [22] para deduzir estimativas H"**
de propagagao de C'*° encontradas em Melrose e Sjorstrand [88]. Observe primeiro
que a aplicagao de (1 + |Dy|?)/?, ao qual desde que p; € Char sdo elipticos perto
de p;, e comutam com a equacao, podemos sem perda de generalidade assumir que
r = 0. Podemos supor também que to = 0 e que o simbolo ay de Ag é igual a 1 perto
de po.

Seja 1 € C*(R) igual a 0 para s < —e e 1 for s > € (escolhido suficientemente
pequeno mais tarde). Usando que V' = x(t)U, este satisfaz

(07 — AW =X"(OU +2X' 1)U + X F,V |1<_e= 0,V |sa= 0.
Agora, decompomos para t > ¢, V =V, + V., com V; solugao para
(0F — A)V; = Ao (X”(t)U + 2X/(t)3tU) +XOE Vi lice=0,Vi [oo=0,  (4.4.9)
e V., solugao para

(02 — AV, = (Id — Ap) <X”(t)U + 2X’(t)8tU) Vo liee= 0,Vo ljo= 0. (4.4.10)
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O lado direito em (4.4.9) é limitado em H*™ ! por
C(HAo(t, Dy, x, Dy)U || grs+r + HUHHT(IXM) + HFHHT(IXM))a

e assim, V; é limitado em H*'" (localmente no tempo) pela férmula de Duhamel
(lembremos que 7 = 0 e s € [0,1]).

Por outro lado, pelo resultado de propagacao de singularidades de Melrose e Sjors-
trand [88], se p; € WF(V,) (a frente de onda de V;), entao existe uma (generalizada)
bicaracteritica a partir de p; que encontra a frente da onda do lado direito em (4.4.9)
no ponto py tal que ty € [—€, 1] (porque V, |;«_.= 0). Em nosso contexto, s6 ha uma
tunica bicaracteristica de p; que passa através po (no tempo t = 0),e, por conseguinte,
permanece no interior do dominio de onde ay = 1 para t € [—e¢, €] e, consequente-
mente, nao encontra

WF((Id — Ay) <X”(t)U + 2X’(t)8tU) ).

Deduzimos que, se o suporte de a; é tomada perto o suficiente de p;, temos
pr ¢ WF(V,) = Ay(t, Dy, z,D,)V, € H'.
Pelo teorema do grafico fechado, teorema 2.3.1, obtemos
|A1(t, Di,z, Do) Vel < CllU || L2z,

que finaliza a prova do lema 4.4.2.
a

Vamos retornar para a prova do Lema 4.4.1. Seja t; a distancia entre py e py,
de modo que os pontos (o = (to = 0, o], 20,&0) € C1 = (t1, [0l 21,&1) estdo sobre a
mesma bicaracteristica. Considere ainda y € C§°(R) igual a 1 perto ¢; (e com suporte

proximo bastante a t1). Seja ¢ € C*((1,+00)) igual a 1 sobre [2,400).

Escrevamos

x()xi(z, Dy) = x(0)Y(De)xi(z, Dy) + x(#)(1 = ¥ (Dy))x1 (2, D) = By + By,

Veja que,
Ix1(2, Do)V || gres) < Clix(®)x1(x, D2)U|| L2 ry:mm+5(0)) (4.4.11)

Notamos primeiramente de (4.4.11), a contribuicao de B, ¢ limitada por ||V||g+ ).
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1

Com efeito, da equacao (Dy —

)U = 0, conseguimos

IX()(L = ¥(De))x1(z, Da)U L2 (ry;mr+s () < Ox()(1 = ¥(De))V =AU Lo (ry:mrr+5-1(02))
1
< Clx(®) (A = »(D0) 3 Ull 2y r+s-1(2))
c .
< 5 IX@ A = (D)) () 2@ [V | rr+o-10),

(4.4.12)
e concluimos por perceber que

IX(t)(1 = ¢(D)) () |12y = O(h™).

Vamos agora lidar com a contribuicao de B;. Podemos distinguir dois casos, a saber,
quando x; é um ponto interior ou um ponto de fronteira.

e 11 é um ponto interior Seja Ay um operador pseudo — diferencial eliptico de
ordem 0 préximo a (tg, 7o = |£o|, Zo, §) com simbolo ag. O simbolo ag é escolhido
com suporte préximo suficiente da projecao (z,&) do suporte de ag, 0 conjunto
onde xo nao se anula. Deste propriedade, deduzimos

HAO(ta Dt7 xz, Da?)Ul

gs+r < C|lxo(z, D)V

Hs+7‘ .

Da mesma forma, seja ¢ um simbolo igual a 1 em uma vizinhanga conica de
(t1, 71 = |&1],21,&). Se o suporte de ( estd perto o suficiente deste conjunto,
temos

||X(t)C(ta Dt7 xz, DI)¢(Dt)X1 (l’, Dx)U|

Hs+r S OHAl(tv DtaxyDZ‘)U|

Hstr,

onde A; é dado pelo lema 4.4.2. Isto implica

||X(t)C(ta Dta xz, Dz)w(Dt)Xl(xa DI)U|

Hs+7‘ .

as+r < Cl|xo(z, Dy)V|

Para concluir a prova do Lema 4.4.1, resta limitar

X&) (1 = ), Dy, z, Dy )b (Dy)xa (@, Dy)U|

Hs+r.
No entanto, se o suporte de x é escolhido perto suficiente a t;, é temos ue

supp(x(t)(1 = Q)(t, 7, 2, )Y (7)xa(x, §)) N Char = 0,

o que implica (pelo teorema do gréfico fechado, teorema 2.3.1)

IX(®)(1 = C)(&, De, m, Dy )b (Dy)x1 (@, Dy)U|

o < CIV e
e r; ¢ um ponto de fronteira. Neste caso, a unica mudanca é que tomamos (;
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independente sobre &, a variavel co — normal, que é compensada no argumento
anterior pelo fato de que x; é independente sobre &,.

Portanto, o resultado esta provado.

Corolario 4.4.1

Seja w = O\ Bg de acordo com a se¢ao 1.3.1, com as notac¢oes da Proposicao 4.4.1
assuma que u € L} (|0, T[, H"*(w)),s € [0,1]. Entao, u € L}, .(]0,T[; H5(Q)).

loc loc
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Existéncia e Estabilizacao Uniforme para
Equacao de Schrodinger Nao — Linear com
Condicoes de Fronteira Dinamica / Wentzell

Este problema foi realizado em parceria com Marcelo Moreira Cavalcanti, Christopher
Lefler, [76] e Irena Lasiecka.

5.1.Boa — Colocacao do Problema Linear

O objetivo deste capitulo é estudar a boa — colocacao e estabilizacao do problema

Y — 1Ay = f(y) em Q x (0,00)

y=0 sobre T’y x (0, c0) (5.1.1)
0,y +g(y:) =0  sobre I'; x (0, 00) o
y(0) = yo em

onde © é um dominio limitado regular em RY, N < 3, g(s) é uma fungdo monétona
e f(y) = —ilyPy.

Como foi mencionado na introdugao, a nossa pesquisa sobre este problema se
inicia com a boa — colocagao do problema linear.

5.1.1. Reformulacdo do Problema Linear como um Problema Wentzell

Considere o modelo
Yy = 1Ay em € x (0,00)

y=20 sobre I’y x (0, 00) (5.1.2)
0,y = —y; sobre I'y x (0, 00)
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com €2, I'y, e I'1 descritos anteriormente. A boa colocacao do problema linear requer
uma analise cuidadosa. A aparéncia da parte principal da equacao na fronteira im-
pede consideracoes usuais da teoria de Semigrupo. Em vez disso, nés definimos um

operador A por
A=iA (5.1.3)

com dominio
DA)={yeV,AyeV,d,y = —iAl|r,y sobre I'; } (5.1.4)

onde V' = H{, (). Aqui, Alp, deve ser interpretado como a restri¢ao do Laplaciano
do interior para o fronteira:

0%y — &
Alp = = + 0y(divr) + Z Y

ov? L~ 01,2
=1

i=n—1 \ :
onde {7;};_]" ¢ uma base ortonormal de vetores tangentes & I' (como visto em

Lasiecka — Triggiani [68] na pédgina 305).
O operador acima reformula (5.1.2) como um problema Wentzell:

= 1Ay em  x (0, 00)
y=0 sobre T’y x (0, 00) (5.1.5)
0,y = —iAy  sobre I'y x (0, 00)

o qual nés resolvemos sobre o espaco V.

Vérios pontos — chave devem ser feitos. Classicamente, a boa — colocagao de
problemas Wentzell para a equagao do calor ¢ conseguida em espacos de forma X, =
LP(Q) U LP(T), como ¢ feito por Goldstein [50]. Isto trata o problema como um
sistema acoplado de duas edp’s: uma atua no interior e outra atua na fronteira. Nos
contornamos esta questao, incorporando a condicao de contorno para o dominio do
operador. No entanto, o semigrupo gerado pelo operador A nao é 6bvio. A dificuldade
principal é que este operador nao é dissipativo no espago mais natural, a saber L?((2)
De fato,

(Ay, y)r2(0) = (LAY, Y)r2@) = —i(VY, Vy)r20) + 0 (0Y, ¥) 12y (5.1.6)

e, como 0,y = —i Ay sobre I'y por (5.1.5), temos

Re(Ay, y)2(0) = Re(=Ay, y) r2(ry).- (5.1.7)

o que nao nos garante que A é dissipativo em L?(Q).

- 200 -



< Capitulo 5. Fquacdo de Schrodinger Nao — Linear com Condi¢oes de Fronteira
- 201 - Dinamica / Wentzell

Isto traz para o presente momento a ideia utilizada no passado por Favini, Gods-
tein e J. Goldstein [50] (em conex@o com este, temos também Gal, Goldstein e J.
Goldstein [52] e Goldstein [55]) para tratar o problema na topologia de H'. Para isso
usaremos uma variante adequada da teoria de operador monétono.

5.1.2. Obtencao de um Semigrupo Linear

Comecemos com a

5.1.2.1. Dissipatividade sobre V'

Para o espaco V| aplicamos a norma do gradiente via Poincaré. Sobre o espaco V a
dissipatividade é assegurada. De fato, com y € D(A) temos

(VAY, Vy)r2) = (iIVAY, V) r2) = —i(Ay, Ay) 2 + 1 (Ay, &,y)LQ(FI) (5.1.8)
em que a substituicao 0, y = —iAy sobre a fronteira I'q, resulta:
(VAY, Vy)r2) = il| Ayl r2@) — 1009l 2y (5.1.9)

logo,
Re(VAy, Vy)r2q) < 0.

A maximalidade continua a ser um problema, pois se definirmos uma forma bilinear

a(y,v) = (—Ay + Ay, v)v (5.1.10)

nés descobrimos que esta nao é continua sobre V. Além disso, nao hé espacgo da forma
H*(Q) sobre o qual estd forma bilinear é continua e coerciva.

5.1.2.2. Maximalidade: Escolha do Espaco Correto

Nos introduzimos o espago

Z={yeV,Aye L*(),d,y € L*(I'1)}
o qual nés o equipamos com a norma

el = Ml + | AulZa) + 10091172,

Temos a seguir, o seguinte resultado.
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Lema 5.1.1
O espaco Z é Banach.

Demonstracao: Precisamos mostrar que Z é completo. Sejam

2y = 2 em Hf (Q)
Az, =y em L*Q) (5.1.11)
Oyzn —w em L*(T)

Mostraremos que v = Az e w = g—fL. A primeira afirmagao segue desde que o ope-

rador (A, D(A) = H} () = V é densamente definido sobre H~'(€2), entéo, pela
propriedade que este operador é fechado, vem que

Az, = Az em H () (5.1.12)

Para a tultima afirmacgao, observa-se que se z € V' é uma solucao do problema eliptico,
entdio w = O,z € H %), o qual isto decorre da teoria de traco. Contudo,
Oz, — wem L*(T';) donde 9,2 = w em L*(T;), o que nos da o resultado dese-

jado.
a

Nos desejamos evocar o Teorema de Browder — Minty, Teorema 2.3.3, pagina 59
para mostrar que qualquer fixada f € V, existe uma unica solugao fraca y € V

satisfazendo
&<y7 U) = (_f7 U)V

para todo v € V. Isto é feito mostrando que a(y,v) é continua e coerciva sobre Z.
Observe que

a(y,v) = —i(Ay,v)v + Ay, v)v (5.1.13)
= Z(Ayv AU)LQ(Q) —1 (Ay> aVU)LQ(Fl) + )\<y7 U)V

em que a desigualdade triangular, nos sugere

la(y, v)] < |(Ay, Av) 20| + ‘ (AY, 0,0) oy | + 1AL (Y, 0)v |- (5.1.14)
Aplicando a desigualdade de Cauchy — Schwarz para cada um dos respectivos termos
do produto interno, tendo em mente que 0,y = —tAy sobre I'y, vem que

la(y,v)] < CN)lyllzl[v]lz (5.1.15)
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o que prova a continuidade. Para a coercividade, veja que

laly, )1 = Y1 + 1Ay Z20) + 10001172, ) - (5.1.16)

Note que
Rea(y,y) =Re Ayll¥ + 118, yllZ2r,)

Ima(y,y) =Im Ay} + 1A yllZ )

e fazendo uso da identidade envolvendo nimeros complexos?
V2|z| > |Re 2|+ |Im 2|, Vz € C

vem que

vl = 22 ([Re Al + 10, 13,

i Ayl + 1A YI)|) - (5:1.17)

Agora, recorrendo a desigualdade triangular |a + b| < |a| + [b] com a = Re A ||y||3- +
10, yll72(r,y e b=Tm Aly[I§ + [AylZa(q), temos que

)] 2 22| (Re A+ Tm )l + 10, 1By + 1Ayl
Oyl

Deste modo, concluimos do teorema de Minty — Browder, Teorema 2.3.3, pagina 59
que para todo f € Z’, onde Z’ denota o espaco dual de Z, que existe uma solucao
y € Z para a(y,v) = (—f,v)y. E ainda, observemos que D(A) C Z C V C Z’, entao,
para todo f € V existe uma solugdo y € Z C V. Além disso, de a(y,v) = (—f,v)y,
vem que

(5.1.18)

iNy—Ny=feV (5.1.19)
entdo, Ay € V, logo y € D(A). Isto nos diz que

A é w — méximo dissipativo. (5.1.20)

Ademais, Ay € V implica que A|p,y € H/*(T;), donde d,v € H*?(T'y). A teoria de
trago nos diz que y € H?(f2), entao, nés sabemos que a regularidade de D(A) é ao
menos H2(€2). Queremos usar o teorema de Lummer — Philips, Teorema 2.4.1, pagina
66. Para tanto, ainda resta mostrar o seguinte fato:

Lema 5.1.2
O conjunto D(A) é denso em V.

IPara prové-la, note que (| Re z| — |Im z|)? > 0 para todo Re z,Im z € R.
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Demonstracao: Queremos fazer uso do Corolério 2.3.1, pagina 55. Com efeito, seja
f e V' tal que

<f7Z>V’,V =0 (5121)
para todo z € D(A). Fazendo uso do Teorema da Representacgao de Riesz — Fréchet,
Teorema 2.3.2, pagina 58 para este f € V' dado, existe inico g € V tal que

(f.zhvv = (9,2)y, V2 V. (5.1.22)
1fllve = llgllv- (5.1.23)

Em contrapartida, de acordo com (5.1.20), o operador A é w - méximo dissipativo,
ou seja, dado qualquer h € V| entao em particular, para g € V obtido acima, existe
y € D(A) tal que

Ay—wy=yg. (5.1.24)
De (5.1.21), (5.1.22) e (5.1.24), tomando z = ¥, obtemos
=(=fyhvv=(=00y = Wy— Ay Yy = aly,y) (5.1.25)

onde a(y,y) é dado em (5.1.16), substituindo A por w na defini¢ao de a(-,-). Sendo
assim, tendo em mente (5.1.25) e, repetindo os mesmos procedimentos usados para
mostrar a coercividade de a(-,-), obtemos uma desigualdade andloga a (5.1.18), em
outras palavras, existem constantes c3, ¢y > 0 tal que

0=a(3,7) > cs |91V + HAZ/HLZ )+ ea oy Glliae,) = esllTly,

o que nos diz que y = 0. Diante disto, recordando (5.1.24), obtemos que g = 0 e por
(5.1.22), resulta que ( f, 2 )y, v =0, para todo z € V.

Portanto, pelo Coroldrio 2.3.1, decorre que D(A) é denso em V e o lema estd

provado.
A

Sendo assim, estamos aptos a aplicar o teorema de Lumer — Phillips, teorema
2.4.1, pagina 66 para conseguir o seguinte resultado:
Teorema 5.1.1

O operador (A, D(A)) gera um Cy semigrupo de contragées sobre o espago V =
Hy, .

Entao, para qualquer yo € V', nés podemos escrever
y(t) = e“yo
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onde e representa o operador para a equagao de Schrodinger linear (5.1.5) com
condicgoes de fronteira Wentzell. Notemos ainda que o problema de Wentzell consi-
derado acima nao é o problema que desejamos estudar, com condi¢oes de fronteira
dinamicas. Para prosseguir, é preciso analisar o problema nao — homogéneo.

5.1.3. Problema Linear Nao — Homogéneo

Suponha agora que f(z,s) € L'(0,00,V). Entao, pela férmula de Duhamel,

t
y(t) = eyo + / eI f(s)ds (5.1.26)
0
¢ uma solugao para o problema

y —iAy = f em Q x (0,00)
y=0 sobre T'y x (0, 00) (5.1.27)
0,y = —iAy  sobre I'y x (0, 00).

Desde que f(z,s) € L'(0,00,V), o teorema fundamental do calculo nos diz que
y € C(0,00,V). Desejamos estender a boa — colocagdo do problema acima para o
problema de Wentzell nao — homogéneo

Yy — 1Ay = f em €2 x (0,00)
y=0 sobre T’y x (0, 00) (5.1.28)
Oy +iAy =g sobre I'y x (0, 00).

E suficiente resolver este problema para f = 0 e usar o principio da superposicao
de modo a obter a boa — colocagao do problema acima. Para tanto, definamos a
aplicagao de Neumann como segue:

ANg=0
Ng=<0,Ng=g sobre I'y (5.1.29)
Ng=0 sobre T.

Usando teoria eliptica, veja Lions — Magenes [81], pagina 189, deduzimos que
N HA(Ty) — HP2(Q) (5.1.30)
¢é continua para todo s € R.

Defina agora § = y—ANg. Desde que ANg=0e d, Ng= gsobre I'y, por (5.1.29),
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decorre que
0,5 =0,y — 0, Ng

=g —1Ay—g
=—iAy+iANg (5.1.31)
_"

=0

=—iAly — Nyg|] = —iAg.

E ainda, como estamos resolvendo o problema para f = 0, veja que

Yt :yt_Ngt
=i Ay —Ng) —Ng; =iy — Ng,

e novamente usando o fato que AN g = 0, temos
o =1A(y — Ng) — Ng = iAg — Ny,. (5.1.32)

Combinando (5.1.31) e (5.1.32), o problema com respeito a § torna — se:

U =1iA(y —Ng) —Ng =iAg—Ng; em Q x (0,00)
j=0 sobre I'g x (0, 00) (5.1.33)
0,7 = —1Ay sobre I'y x (0, 00) o

A andlise acima nos permite apresentar o primeiro (nao 6timo) resultado de regula-
ridade correspondente ao modelo que nao é homogéneo na fronteira.

Lema 5.1.3

Se g € W1(0,00; H-Y/2(T';)), entdo existe uma tinica solugao y € C(0,00; V)
para (5.1.28).

Demonstragao: Veja que se g € W(0,00; H~V/2(I'y)), entdo g(0) € H~Y2(T}) e
g € L*(0,00; H™Y2(T'})) e por (5.1.30), provém a continuidade de N : H='/2(T;) —
H'(Q). Colecionando estes fatos, resulta que

{Ngt € L'(0,00; V) (5.1.34)

Ng(0) eV

Assim, (5.1.33) reduz para (5.1.27), o qual foi resolvido acima. Desta maneira, obtém-
se que § € C(0,00,V). Retornando para y = § + Ng, uma vez que gy, Ng €
C(0,00; V), concluimos que existe uma tunica solugao y € C(0,00; V) para o pro-
blema (5.1.28) para todo yo € V.

a
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O resultado anterior esta abaixo do almejado. De fato, é necessario menos regulari-
dade do termo de fronteira. Isto é devido a uma reminiscéncia dos efeitos da teoria
da equacao de onda que relaciona “condigoes de fronteira”.

Teorema 5.1.2

Sejam f € L'(0,00;V) e g € L?(0,00; L*(T'1)). Entao, para cada y, € V existe
uma tnica solu¢ao y € C(0,00; V) para (5.1.28). Além disso, a seguinte regulari-
dade “escondida” da fronteira toma lugar: 9,y € L*(0, 00, L*(T'y)).

Demonstragao: De antemao, nds provamos o lema 5.1.3, ao qual mostra que

existe uma tnica solugdo y € C(0,00; V) para (5.1.28) sobre a hipitese que g €

W10, 00; H~Y/2(T'})). Deste modo, é suficiente mostrar que sup ||y(¢)||?, < oo agora,
t

sobre a hipétese que g € L?*(0,00; L*(T'})) e entdo, estender o resultado almejado
por densidade. De fato, obteremos um resultado mais forte: sup ||y(¢)|} < C para
t

alguma constante C' (dependendo sobre yo, g e f). Multiplicando (5.1.28) by ¢ em
V = H} (), tomando o produto interno e integrando na varidvel temporal ¢, vem
que

/O(yt(S),y(S))vds—/o(iAy(S),y(S))vds:/0 (f(5),y)v ds. (5.1.35)

Sem perda de generalidade, tomemos f = 0. O caso quando f # 0 pode ser resolvido
a posteriori via superposicao. O primeiro termo pode ser reescrito como

t t
d
[ e vehvds =2 [ LIl ds =2yl - 2vOlR.  (6.030
0 0
Como estamos supondo que f = 0, entao, por (5.1.28), decorre que y; = 1Ay em Q.

Disto, ao integrar por partes o segundo termo do lado esquerdo de (5.1.35), resulta
que

[ vt ds = [ [=iAn0z) + 180, DsDry ] ds. (6.137)

em que podemos substituir a condicao de fronteira, a saber, iAy = g — J, y para
obter

[ iauetenvas = [ 1000w, + 0000y ds. (6139
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Combinando (5.1.38) em (5.1.36), agora obtemos:

t
MMM@—%MW&+/HMy|m /m@y|m ds (5130
/X%@m>nno@_n.
0

Tendo a atencao para a integral

t
/ (97 al/y<8))L2(F1) dS,
0

podemos estimar:

1
(9, 09) 20| < ellOuylliawy) + Z9l72y)- (5.1.40)

Retornando para (5.1.39) com a escolha de ¢ = % em (5.1.40) e tomando a parte real,

2
provém a desigualdade:

1 t t
mmm@+§/u@mmm@mwswmm%+2/nwémwa (5.1.41)
0 0

De modo geral, para f € L'(0,00; V), resulta que

t
A% + /n@y|mn < wmmm+2/nm;mmwMAm
0

" /Wﬂw@

< y07g f)

para todo ¢ > 0. Isto prova o resultado almejado.

Observacao 5.1.1

Dado y € H'(Q), a teoria de traco nos diz que 0,y € H~'/?(T';); contudo, isto
nao mostra que 0,y € L*(T'y). Esta adicional regularidade escondida no problema
é descoberta por meio da desigualdade (5.1.42).

Fazendo g = f|r,, nés podemos identificar (5.1.28) com o problema de condicao
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de fronteira dinamica

Yy —tAy=f em
y=20 sobre Ty (5.1.43)
O,y+y, =0 sobre I';

Note que se f € L?(0,00; V), pela teoria de traco g € L?(0,00; H'/?(I';)), entdo, esta
assegurado o seguinte resultado.
Corolario 5.1.1

Seja f € L*(0,00;V). Entao, para cada y, € V existe uma tinica solugao y €
C(0,00;V) de (5.1.43). E ainda, y;|r, € L*(0,00 x T'y).

Do corolario acima, temos que a aplicacao

K1 :(f,y0) — y(t) (5.1.44)

é limitada de L?(0,00,V) x V em C(0, 00, H'(2)).

No que se segue, é conveniente ter uma representacao de semigrupo do nosso
“solucionador do problema na fronteira” (boundary solver).

Lema 5.1.4

Sejam g, f,yo satisfazendo
(i) o€V

(ii) f € L'Y(0,00;V)

(iii) g € L*(0, 00; L*(T))

Entao, y € C(0,00;V) e tal solugao y do problema (5.1.28) pode ser reescrita
como

mo:w%—AAeMﬂNMﬁu+A AG=9) f(s)ds (5.1.45)

Demonstracao: Concentraremos nossa atengao para (5.1.33) e aplicaremos resulta-
dos da teoria classica de semigrupo. Pela férmula de Duhamel, temos que

t t
gmzﬁwm—/&W%@@@+/&Wwww
0 0

A férmula acima é compreendida com os valores no espago dual [D(A)]" .
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Integrando por partes, temos
t t
§(t) = eM(0) — eA(t_S)Ng(sﬂg — A/ AN g(s)ds + / A9 f(s)ds
0 0

t t
=e5(0) — Ng(t) + e Ng(0) — A/ AN g(s)ds + / A9 f(s)ds
0 0
(5.1.46)
Substitutindo ¢ por y — N g, temos a representagao desejada dada por (5.1.45).

Pelas hipéteses (i) e (ii), o primeiro e o terceiro termo de (5.1.45) pertencem a
C(0,00; V). Para provar que y € C(0,00;V), de acordo com (5.1.45), resta mos-
trar que fot eAt=9INg(s)ds € C(0,00;V). De fato, combinando a hipétese (iii) jun-
tamente com (5.1.30) para s = 0, resulta diz que Ng € L?(0,00;V). Assim, a
proposic¢ao 2.4.1, item (iii) nos diz que f(f eAt=9INg(s)ds € D(A), de modo que o
termo Af(f e~ Ng(s)ds faz sentido e pertence a C(0,00; V), gracas a argumentos

da teoria de semigrupos lineares. Por fim, obtemos o desejado.
J

A 1ltima afirmacgao do lema acima nos diz que a seguinte aplicacao é continua:
L : L*(0,00; L*(I'y)) — C(0,00; V)

t 5.1.47
g > A/ AN g(s)ds ( )
0

5.1.4. Regularidade de Solucdes

Nesta subsecao, olharemos para solugoes mais regulares. Comegamos a andlise do
problema nao — homogéneo (5.1.28).

Teorema 5.1.3

Além da regularidade necessaria para solucgoes fracas, assumamos que:
e fie L'(0,00;V)
e g € L*(0,00; L3(I'y))
e Ayy €V e dyyo — g(0) = —iAyp

Entao y, € C([0,00), V) com apropriado controle das estimativas. Isto é dizer que

lelleosonsy < C I lwiooowy + lall oz + 18wl + luollv] (5.1.48)

Se, além disso, temos que g € C ([0, 00); HY/?(I'y)) entao y € C([0,00); H*(Q)).
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Demonstracao:

No que concerne esta prova, usaremos a formula de semigrupo dada pelo lema
5.1.4.

De antemao, notamos que as condi¢oes impostas sobre os dados iniciais sao equi-
valentes a dizer que yo — Ng(0) € D(A). Na verdade, isto segue ao notar que
yo — Ng(0) € D(A) traduz-se na seguinte condi¢ao de compatibilidade:

{ayyo — 9(0) = —iAyo + g0 — g8 = —iA(yo — Ng(0)) = —iAyp. (5.1.49)
V3 Alyo—Ng(0) =Ayy €V o

Nos diferenciamos a solucao no sentido da dualidade. Por um lado, fazendo uso da
proposicao 2.4.1, item (iii), vem que

A/O AT =) dr = M F(0) — (1) (5.1.50)
A/teATNg(t—T)dT = M Ng(0) — Ng(t). (5.1.51)

Por outro, recorrendo a formula integral de Leibniz, proposicao 2.3.4, tendo em mente
(5.1.50) e (5.1.51), temos que

4 [t t g
G| e s as- /0 S f(5)] ds+ £0)

=A / t A9 f(s)ds + / t eM=9) £,(s)ds + f(1)
0 0 (5.1.52)

—A ! AT . d ! A(t—s) . d
/Oe ft—7) 7+/Oe fi(s)ds + f(t)
= Af0) g7+ [ A0 fis)ds 4 £40)

0

—dA/()teA(t_s)J\/g(s) ds=—A /tjt [ A=) Ng(s )] ds +N9(t)}

dt
- t t

=-A A/ e <f—5>Ng(s)ds+/ e Ngy(s) ds+Ng(t)}
L 0 0

Tt t
=-A A/ AT Ng(t — 1) dT+/ A5 N gy (s) ds+/\/g(t)]
L Jo 0

=—A -eAt/\/'g(O)— NgttT + /0 t A=) Ngy(s) ds+Aﬁg@ﬂ .
] (5.1.53)
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Combinando (5.1.52) e (5.1.53), temos ao diferenciar (5.1.45) a seguinte identidade:

t ¢
y(t) = Aelyy — %A/ A=) N g(s) d8+%/ M=% f(s)ds (5.1.54)
0

0

t
= Aetyy + e f(0) +/ A9 £,(s5)ds
0

t
— AeMNg(0) — A/ eMIN gy (s)ds
0
= Ae™[yo — Ng(0)] + e f(0)
t t
+ / A £ (s)ds — A/ e IN g (s)ds
0 0

t
= AeMyo — Ng(0)] + e £(0) + / e fi(s)ds — Lai(t)
0
= I+ 11+ 1I1+1V,

onde L ¢é a aplicagao dada em (5.1.47).

Assumindo que yo — N g(0) € D(A), como e é um semigrupo de contragoes, isto
implica que o primeiro termo I pertence a € C([0,00); V). Agora, veja que como
f e WhH0,00; V) — C([0,00); V), também obtemos que I1 € C([0,00); V). Ana-
logamente, 111 € C([0,00); V') é obtido por um argumento da teoria de semigrupos.
Para o ultimo termo, referimos a regularidade do operador £ estabelecida em (5.1.47).

Portanto, y € C([0,00); V).

Agora, pela condic¢ao de compatibilidade descrita em (5.1.49) e a proposigao 2.4.1,
item (i), temos que

Ay — Ng(0)] = e Alyo — Ng(0)] = e Ay, (5.1.55)

Neste instante, com o intuito de obter uma estimativa para ||y:||c(jo,00):v) € OpoI-
tuno repetir a mesma conjuntura feita para £ em (5 1 47) para a fot eAt=9) f,(s)ds. Isto

é dizer que a aplicagao K dada por f;(t) — fo s)ds é continua de L'(0, c0; V)
em C([0,00); V), uma vez que por hipétese, f; € LI(O oo; V).

Disto, juntamente com (5.1.55), a continuidade da aplicagao L e (5.1.54), vem que

1Yelleoeorvy < 1A wollv + ([ flloqosevy + IS illoqosevy + I1£gtlloqo,c0pv)
< c[uyouv 1A g0l + 1l 0o + lgel 20 00nzwn)

< C|llyolly + 18 gollv + 1 lwss 0.0 + gllin @ oezzcrsy)]

e assim, isto prova a primeira parte do teorema, ou seja, (5.1.48).
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Quanto a segunda parte, no que se refere a regularidade espacial, nés argumen-
tamos como segue. Uma vez que y; € C([0,00);V) e f € C(]0,00); V), obtemos
que Ay € C([0,00); V). Em particular Ay|r, € C(]0,00); H/?(I'})). Pela hipétese
adicional sobre g, isto é, se g € C([0,00); H'/?(T'})), entdo, como J,y = —i Ay + g,
concluimos que 9,y € C([0,00); H'/2(T'})). Logo, pela regularidade eliptica, teorema
2.3.8, pagina 62, decorre que y € C([0,00); H?(Q2)).

a

Observacao 5.1.2

A funcao y obtida no final da demonstracao anterior na classe
C([0,00); H?(2)) é solugao do seguinte problema

(5.1.56)

—Ay=iy—if em {2
o,y=—1Ay+g sobre T'y

de modo que f € V < L*(Q) e g € H'Y*(T'}), conforme teorema 2.3.8. Logo, o
mesmo nos permite obter uma estimativa para ||y(t)| g2(q). De fato, isto advém
de (2.3.2), ou seja,

Iy a2 < C (lwellza) + 112 + gl + 1Ayl ze)
< C (llyellv + 1 £l + gl ey + 1A yllv) (5.1.57)
< C (lyellv + £y + gl marzcesy)

de modo que na iltima desigualdade usamos a primeira equagao de (5.1.56) e a
continuidade da aplicacdo traco v : H'(Q) — H'Y?(I'}) na segunda desigualdade.
Ademais, pela imersoes H'(0,00;H) < C([0,00); H), H =V, H/?(T'1), obtemos

() lleqo.senmz@) < C (Ilyelleo.sovy + 11 lco.sev) + 119lleqo.ceymrzmy))

< C (lwelleqosoyvy + 1 00000y + 191l Er10 00117201 ))) -
(5.1.58)

O teorema de regularidade acima, quando aplicado ao problema de condicao de
fronteira dinamica, produz o seguinte resultado:
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Teorema 5.1.4

A Iuz de (5.1.43), além da regularidade necessaria para solugées fracas assumimos
que:

e fe H(0,00;V)
o Ayo eV edyy— flr,(0) = —iAy,

Entao, y; € C'(0,00; V) com apropriado controle de estimativas, isto é,

el 0.000:v) + Wl cto,00):2(2)) < Clllf Il 0,007y + |1 A%0llv + [lwollv] -

Demonstragao: E suficiente aplicar o resultado anterior com g = f|r,. Desde
f € HY0,00;V), pela teoria de traco, temos que f|r, € H'(0,00; H/2(T'})) <
H'(0,00; L*(T")) — como desejado para aplicabilidade do teorema anterior. Além
disso, a hipétese que f € H'(0,00; V) nos permite dizer que a aplicagao K definida
no lema precedente é continua de L?(0,00;V) em C([0,00); V). Disto, a estimativa
(5.1.48) torna — se:

[Yelleqo.coy vy < Ot 0.00v) + [[A0llv + llwollv | -

Por fim, combinando a desigualdade acima com (5.1.58), resulta a estimativa dese-
jada.
J

5.2.Pertubacdes Lipschitz do Modelo Linear com Condigdes
de Fronteira Monétonas

Um primeiro passo para a teoria nao-linear é considerar fontes (sources) local-
mente Lipschiz interiores e monodtonas de dissipagao na fronteira. Isso é feito na
subsecao a seguir.

5.2.1. Obtencao de um Semigrupo Nao — Linear para o Problema
Wentzell
Como foi dito na subsubsegao 1.4.2.3, a estratégia inicial deste trabalho de tese foi o

de resolver a questao da boa — colocacao para uma colegao adequada de problemas
de aproximagao (truncamento) que convergem para o problema nao-linear (5.1.1).
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Em particular, esta estratégia consistiu-se provando que as perturbacoes Lipschitz
do modelo linear permanecem bem-postas e, em seguida, escolhendo uma série de
aproximagoes Lipschitz para o termo nao-linear |y|*y. Embora atualmente nao acre-
ditamos que tal construcao de uma série de aproximacoes seja possivel, o seguinte
resultado permanece interessante para o seu préprio bem:

Hipotese 5.2.1

Assuma que g(z) é uma fun¢ao continua sobre C tal que ambas g(z) e sua inversa
g~ 1(z) satisfazem:

(i) Re(g(=) — g(v))(z — ©) > m| — vf?
(ii) Re(g(2) 2) > m|=|?

(iii) Tm(g(2)2) = 0

(iv) lg(=)| < M]z]

para algumas constantes m, M € R .

Vale a pena notar que os pressupostos acima sao satisfeitos para a funcao identi-
dade. Além disso, nota-se que a condigao (i), juntamente com a condigao (iii) formam
um equivalente complexo a hipétese de monotonia.

Considere agora o modelo

y = 1Ay + f(y) em  x (0,00)
y=0 sobre I'g x (0, 00) (5.2.1)
0y = —9g(yr) sobre I'y x (0, 00) -

yo € V = HY, em ()

onde V = H[ (), Q, Ty, e I'; sdo caracterizados na segao anterior e f(y) : V — V é
Lipschitz continua. Em outras palavras, para todo par y,v € V,

1 () = f)llv < Llly —vllv (5.2.2)

para alguma constante fixa L.
Tal como no caso da teoria linear, a boa colocagao é conseguida convertendo este

problema dindmico em um problema Wentzell. Ou seja, substituimos g(y;) sobre a
fronteira por g(iAy + h(y)). Neste momento, assumamos que h : H'(Q) — L*(Ty) é
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Lipschitz, i. é,
17 (y) = h(V)|l g2y < Klly —vllv. (5.2.3)
Em virtude que o operador traco vy : H'(Q2) — L*T';) é continuo e linear, esta

formulagao realmente generaliza o problema acima, o qual pode ser reduzido para o
caso especial em que h(y) = v(f(y)). Com isso mente, definamos o operador Ay por

Ay =iAy + f(y) (5.2.4)
cujo dominio é
D(Ay)={yeV,Ay € V,0,y = —g(iA|r,y + h(y)) sobre T'1}. (5.2.5)

A presenca de f em si, nao proporciona qualquer influéncia sobre o dominio. De
acordo com os pressupostos que g : HY?(I'y) — HY?(I'}) e que a imagem de h
também habita em H'/2(I"), entdo, pelo mesmo argumento aplicado no capitulo ante-
rior, temos que D(Ay) contém elementos de H*(2). Notemos que desde que o operador
traco v tem imagem em H'/?(T") — esta hipStese ndo impde qualquer restricao sobre f.

Seguindo a mesma estratégia utilizada na teoria linear, o teorema seguinte sera
provado:

Teorema 5.2.1

O operador (Ay, D(Ay)) gera um semigrupo fortemente continuo sobre V.

Ao contrério do capitulo anterior, onde o modelo de Schrodinger foi discutido, nao
podemos mais declarar de forma arbitraria que o semigrupo obtido no teorema acima
¢ um semigrupo de contracao. Noés, ao contrario, provaremos uma w-maximal dissi-
patividade do operador Ay, entao a limitagao sobre o operador de evolugao torna-se:

14 || oy < Ce. (5.2.6)

5.2.1.1.  Dissipatividade

Uma vez que (5.2.1) é ndo — linear, teremos que tomar a diferenga entre duas solugoes.
Antes disto, observemos pelo teorema de Green,

(Apy,v)v = (V- Ay, Vo)) + (f(y),v)v (5.2.7)
= —i(Ay, Av)2q) + i (Ay, 0, U)L2 ry + (f(y),v)v
= —i(Ay, Av)re) + (97 (=0 ), 00 0) o= (A(Y): Oy v) oy (F (W), )y
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Sendo assim, se considerarmos a diferencga entre duas solugoes y,v € V e recordar a

hip6tese (ii) sobre g~1, vem que

(Agy — Apo,y — )y = —illAy — AvlZagy —mlloy — B vlag,,  (5:28)
- (h(y) o h(U), au Y= al/ U)LQ(Fl)
+(f(y) = fv),y —v)v.

Pela desigualdade de Cauchy — Schwarz, perceba que

(h(y) = h(v), 00y = 0, v) 2,y < 1P(Y) = (V)] L20) 100y = Dy 0l 1oy

(f(y) = f),y —v)v < [[f(y) = F)lvily —vllv.

E plausivel salientar que as hipoteses aos quais as funcoes h e f sao Lipschitzianas,
agora, desempenham um papel essencial.

Desde que ||A(y) — h(v)|| g2,y < Klly — vllv, donde
18(y) = P(0)l 20 100y = 00 0ll 2y < Klly = vllv 100y = Do vll o,y (5:2.9)
e uma, vez que || (y) — FW)llv < Llly — vilv, tem - se

1) = F@lvlly = vllv < Llly = o]y (5.2.10)

Para (5.2.9), aplicamos o notério resultado:

1
ab < ea® + =b*. (5.2.11)
g

2
Usando € = — em (5.2.9), veja que
m

2 m 2
Klly = vllv [0y y = Oy vl o,y < EKQH?J —ol[f, + o5 10wy = 0 vlliagr,) - (5.2:12)

Combinando (5.2.10) e (5.2.12) com (5.2.8), ao tomar —se a parte real, resulta que

Re(Ary — Apv,y —v)y < —m|0,y — 0, UH;(IH) (5.2.13)

2 m 2
b 2Ry = ol + 210,y — 0,0l + Ly vl

2 9 9 m 2
= (2R L) Iy ol — 510y - vl
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de modo que, considerando w > %K 2 4 L, podemos concluir que
Re(Ajy — Ajv —wl(y —v),y —v)y <0, (5.2.14)

o que prova o almejado.

5.2.1.2. Maximalidade

Tal como acontece com o problema linear (5.1.5), a maximalidade serd provada sobre
o espaco de Banach Z:

Z={yeV,Aye L*(Q),0,y € L*(T')}
o qual é equipado com a norma

1yllz = llyllv +llyll2@) + 100 yll L2y -

Como antes, definamos
CL(yu U) = ()‘y - Afy7 U)V‘

Embora a(y,v) ji4 ndo se caracteriza como uma forma bilinear, a mesma teoria se
aplica. Ou seja, pode ser mostrado que essa forma é continua e coerciva, entao o
teorema de Minty — Browder, Teorema 2.3.3, pagina 59 pode ainda ser aplicado. Por
isso, para cada j € V' C Z’ (onde Z' representa o espago dual de Z), existe uma tnica

y € Z satisfazendo
a(y,v) = (—j,v)y for allv € Z

para algum valor A tal que Re(\) é suficientemente grande.

Para ver que a(y, v) é continua sobre Z, temos:

a(y,v) = My, v)v+ i(Ay, Av)r2q) + (97" (00 y) 00 v) 2y (5.2.15)
- (f(),v)v + (R(y), 0, v) 12,

pelo qual usando a desigualdade triangular e as limitacoes sobre f, g, e h,

|a(y7 U)| < |/\<y7U)V| + |(Ayv AU)LZ(Q)l +M (av Y, 0, U>L2(F1) (5216)
+ Llyliviiviv + Kliyllv 10, oll 2,

para o qual existe uma limitagao C'(A, M, L, K) tal que

|a(y, v)| < O\, M, L, K)lyl|z[|v]|z- (5.2.17)
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Para coercividade, observe que

o) = At Byl + (0 B) D)oy (5218
- (f(y);y)V - (h(y)7 al/ y)L2(F1)] .

Como fizemos outrora, para qualquer nimero complexo z = x + iy, a limitagao
|z| > ‘/7§|x] + %i\m pode ser aplicada. Além disso, recorrendo a hipétese 5.2.1, itens
(i) e (iii), considerando Im(X) > 0, obtemos

()] > L2 [Re(O) Il + Re (5700 1) 001) gy, — Rl ) v

— Re (h(y), auy)m(rl)

V2
+ L2 [0 1 + 14 9132y — T(F (), w)v — T (B), Do v) e

V2
>2 22 (Rl + 1Ayl +m ||ayy||22(rl)) (5.2.19)
V2
+ 7 ) gl = V21 W) m)v | = V2| ()9 agr
N——
>0
V2
> 0% (Re Iyll? + 18yl + m 10, (e,

—V2IfW)lv lyllv = V2R 2,y 10 yll 2y -

Reciclando as estimativas (5.2.10) e (5.2.12) decorrente das limitagdes Lipschitz de

f e h com a modificacdo feita em (5.2.12) ao qual atribuimos e = = ao invés de 2

da desigualdade (5.2.11), chegamos a seguinte estimativa

V2 V2 V2m
laly, )l = 5 Re(WIylly + =5 [1Aull72 0 —Ila ey (5.2.20)

\/_ V2m
— V2L|y|} - K2||y||v——||3 ylltaw

V2 8 V2m
- v Re()\)—QL—EKQ I+ 1891320) + == 19 9l z2qr,

> Cllylz

para alguma constante C' > 0 contanto que Re(\) > 2L + 2 K2

Assim, recorrendo ao Teorema de Browder — Minty, Teorema 2.3.3, pagina 59, se

2Nesta passagem, usamos o fato que Re(z) + Im(z) < 2|z| para todo z € C.
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w > V2L + %K 2, entdo o operador Ay — wl é maximalmente dissipativo. Deste
modo, pelo teorema de Lumer — Philips, Teorema 2.4.1, pagina 66, o operador Ay
gera um semigrupo fortemente continuo.

5.3.Boa — Colocacao do Modelo N3o — Linear

5.3.1. Estratégia

Mostramos que o modelo “forcado” pelas fungées f : Hp, () — Hf (€),

Yy —iAy=f inQ
y=0 on Iy (5.3.1)
dy+y:=0 only

é bem — posto V' com controle apropriado de estimativas para a solucao y.
O nosso escopo é mostrar que modelo nao — linear

ye —iAy = F(y) = —ily]’y em Q

=0 bre I
4 POPIE 10 (5.3.2)
dy+y =0 sobre I'y
y(0) = o em

é bem — posto globalmente (no tempo) em dimensdo N = 2 e localmente (no tempo)
em dimensao N = 3. A boa — colocagao do modelo nao — linear seré considerada em
um nivel topoldgico mais alto, isto é, com respeito a solugoes fortes com os valores
em H?(Q). Isto estd de acordo com a teoria disponivel para as condigoes de fronteira
de Dirichlet homogéneas classicas dadas em Brézis — Gallouet [20].

A fim de alcancar o nosso objetivo, vamos recorrer a teoria linear, mas, pela teoria
nao — homogénea desenvolvida nas segbes anteriores com termo dado por f(y) =
—ily|*y. Um argumento de ponto fixo serd aplicado. A fim de lidar com este nivel
de energia mais alto sao necessarias estimativas a priori. Para isso, consideraremos a
Equagao (5.3.2). Para adquirir estimativas sobre z, nés derivamos a equagao (5.3.2)
no tempo,

2z —iAz = Fy(y,z) em )

z=0 sobre I’y

5.3.3
% +2z =0 sobre I'y ( )
2(0) = 2o em ()
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onde

Fi(y, 2) = =2ily[» — iy*z
20 = iAyo — ilyo| o (5.3.4)
No que se segue vamos também assumir a seguinte condicao de compatibilidade refe-

rida como (CC):
duyo + zolr, =0 (5.3.5)

Fitaremos nosso olhar ao ponto fixo da aplicacao
K:CO,T;H*Q)NV x V) = C0O,T; H*(Q) NV x V)

definida como
K(9,2) = (y,2)
onde y satisfaz (5.3.2) com F(y) e z satisfaz (5.3.3) com F(7, 2).

5.3.2. Estimativas de Termos Nao — Lineares

A fim de estabelecer uma existéncia de um ponto fixo adequado precisamos de es-
timativas para F' e F;. Estas sao baseadas em estimativas obtidas para o problema
linear nas secoes anteriores. Para tanto, comeg¢amos com um lema preliminar de
regularidade

Lema 5.3.1

Seja Q@ C R™ um aberto limitado em dimensao N = 2,3. Considere F(y) =
—ilyl*y, Fy(y,z) dada por (5.3.4) comy € H*(Q) N HE () e z € V. Entao, as
seguintes estimativas sao asseguradas:

(A0) IF@) @ < Clyllze@llyllme

(A1) IEW)llz20) < Clly Lo )1y 20

(A2) IFW) 20 < Cllyllie)

(BY) 1F:(y, 2l @) < ClVl2@llylla2@llyll @)
(B2) |[Fi(y, Z)”Hl ) < IVellz@ 192 @)

Demonstracao: Note que a desigualdade (A0) é direta. Ja a estimativa (A1) foi
provada por Brézis — Gallouet (veja lema 1.4.1 na subsubsecao 1.4.2.2). Agora, no
tocante & obtencio da desigualdade (A2), esta segue diretamente do fato que H?(1Q)
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tem imersao continua em L*°(£2), uma vez que N = 2,3 e assim,

IEW)l2@ < Cllylliz o) (5.3.6)

Para estimar [|Fy(y, 2)|| g1 (o) primeiramente, calculamos VFy(y, 2):
0
V(=2ily|*z —iy®2) = V(-2iyyz — iy*z) (5.3.7)
= —i(2yyVz + 2yViz + 2Vygz + 2yVyz + y*V2).
Pela desigualdade triangular, temos que
W m @ < 20v9Vallee + 209Vyzllee + 20Vyyzllee  (5.3.8)
+ 20yVyzlae + ¥ VZl 2

No que segue, faremos a estimativa de cada termo separadamente. Recorrendo a
desigualdade de Holder, vem que

2[lygVzllr2 ) < 20yl i@ I V2llz2@
e da mesma sorte

1y°V 2| 12(0) < ||y||%oo(9)||Vz||L2(Q)-

Todavia, a estimativa 2||yVz||12() deve ser cuidadosamente construiida.
Novamente, usando a desigualdade de Holder, veja que

lyVyzllr2) < |Ylle @I VT2l 22 @) (5.3.9)

As escolhas para os espacos no uso da desigualdade de Holder sobre ||Vyz|12(q) ¢
particularmente essencial. Em dimensoes n = 2,3, as imersoes de Sobolev H'(2) —
L5(Q), H*(Q2) — W3(Q) sdo vélidas, entao

lyV izl 2 < lylle@l Vi2| 2@
_ 1/2
< Nyllzeey (VTP |32 12 3)
< lyllze@ 1zl s IV Yl 3 )
< Ollyllzes @ [IV2] L2 1yl 22(0)
e pela imersao e H?(Q2) — L*(Q),

lyVi2llz@) < ClIVzll2@lly @)
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A mesma abordagem pode ser utilizada para limitar os dois termos restantes, a saber,
IVyy2| r20) e |[yVyZz||L2(q)- Isso nos deixa com as seguintes estimativas a priori:

1E:(y, 2 1) < Cllyllzee )HVZHLZ(Q)HyHHQ(Q)§C||VZ”L2(Q)HyH12H2(Q)' (5.3.10)

Observacao 5.3.1

Notamos que ao assumir a relacio z = y, entao Fy(y,z) = 4F(y) . Esta ob-

di
servacgao sera acionada no processo da prova.

5.3.3. Existéncia Local de Solucdes Fortes

Para provar a existéncia e unicidade de solucoes, primeiro provaremos a existéncia
local e unicidade. Em dimensao n = 2, a existéncia de solugoes globais serao mos-
tradas. No entanto, ao tratar de dimensao n = 3, a existéncia de solucoes globais
continua a ser uma questao em aberto.

Primeiramente, necessitamos da seguinte condicao:
Definigao 5.3.1 (CC — Condi¢do de Compatibilidade)

Oy + 1Ayy + F(yo) = 0 sobre I'y

Também, definamos os seguintes espagos
Xo ={(yo,20) € V xV : 2z =iAyo + F(v0), Ayo € V, yo satisfazendo CC }

Notamos a seguinte implicagao: (yo,20) € Xo = yo € H*(Q). De fato, isto segue
via teoria eliptica, uma vez que

Ay €V C HY(Q) e dyyo = —2|r, € HY*(T,).
Entao, faz sentido equipar X, com a seguinte norma:
16y: 2)xo = N9z + 120z @)
e definimos também o espaco de Banach

X ={(y,2) 1y € CU([0, T|; H*(Q) N Hy,(Q). 2 € C(0, T; Hy (Q), e = 2}
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co1m a norma:

1y, )13 = sup )z + sup [2O1H @)
o (
te[0,7) ] 0

te[0,T

O resultado principal a ser alcancado nesta subsecao é o seguinte:

Teorema 5.3.1

Para todo subconjunto limitado B C X, existe T' > 0 tal que para todo (yo, z9) €
B, existe uma tinica solugao y de (5.3.2) com derivada temporal y, = z tal que o

par (y,z) € Xr.

Demonstracgao: Faremos tal prova em varios passos, dividindo - os em subsubsecgoes.

5.3.3.1. Passo 1 — Definindo a Aplicacao

Para yg, 20 € Xy, consideremos a aplicagao K (y, 2) com (g, 2) € Xr ao qual “produz”
um par de solugoes (y(t),z(t)) € C*([0,T]; V) com dado inicial §(0) = yo € X, para
os seguintes problemas

Y — 1Ay = F(9) em )
=0 bre I'
S ) SOOTe 0 (5.3.11)
0y +iAy+ F(y) =0 sobre I'y
y(0) = 1o em )
e
2z — 1Az = Fy(7, 2) em )
z=10 | o sobre I'y (53.12)
Oyz + 1Az + Fy(9,2) =0  sobre I'y
2(0) = 2o em §)

Observando cada componente de K, a aplicacdo K (y,2) pode ser considerada como
a composicao de aplicacoes

Estas aplicacoes sobre cada componente podem ser encontradas explicitamente via o
assim chamado “solucionador do problema na fronteira” introduzido no Lema 5.1.4,
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pagina 209, como segue

K(j,-)=— /0 A AN F(g(s)) ds + /0 A F(G(s)) ds

t t (5.3.13)
K(-,é):—/o eA(t_s)ANFt(-,é(s))der/o AIE( 2(s)) ds.

Tal como antes, A é o operador de Schrodinger linear com condigoes de fronteira
Wentzell como no Teorema 5.1.1 e N é a aplicagdo de Neumann vista em (5.1.31).
Para o par (y,z) ser uma solugao de (5.3.2) ainda é preciso ser mostrado que a
condicao de compatibilidade (CC) é verificada.

Isto é feito como segue: dados ¥y e ¥, nés escolhemos gy de acordo com a férmula

@0 =% _N(F’F1 (yO) - FlFl (Q(O))

Entao, g9 ¢ também uma funcao de . Notemos que pela formula acima e tendo em
vista yo = 9(0), no “fixado” ponto yo, este e gy coincidem. Disto, e uma vez que
ANg=0e 9,Ng = g juntamente com (5.3.11), resulta que

az/g() = auyo - azz (N(F|F1 (yO) - F|F1 (@(0)))
= —iAyo — Fleck(0]) — Flr, (yo) + Flect50))
— i+ A N (Flry (90) — Plry (50)) — Flry (30) (5.3.14)

~~
=0

= —iAgo — Flr, (9o) -
Assim, todas as estimativas se enquadram para a aplicacao K com uma condi¢ao
inicial preparada.

5.3.3.2. Passo 2 — As Estimativas: Invaridncia da Bola em X

Recordamos que a aplicacao K (7, 2) = (y, z) onde y satisfaz (5.3.2) com f = F(9)
e z satisfaz (5.3.3) donde f = Fy(9,2). Uma vez que os dados iniciais satisfazem as
condicoes de compatibilidade exigidas, estamos em condigoes de aplicar as estimativas
do Teorema 5.1.4. Isso resulta em:

| zllcqomvy + lWlleqorazey < NF@)e2o,mv) + 1FG, )l 220,00y (5.3.15)
+  9ollv + [|AGo]lv -

Primeiro precisamos verificar se K (g, 2) aplica Br(X7) em Br(Xr), onde By de-
nota uma bola no espago X7 de raio R. Na sequéncia, faremos uma selecao de escolhas
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adequadas para R e T. Desde que (yo,20) € B, que é um limitado de X, vamos
tomar R > 2 Ry := Co||yo|m2) + ||20llv + Ch HyOH%Q(Q) onde Cj e (4 sao constantes
positivas a serem determinadas posteriormente.

Para alcancar este objetivo, vamos utilizar as estimativas (A0) e (B2) do Lema
5.3.1. Deste modo, vem que

IE@) v < Clglzeellalv (5.3.16)
1F:(5, D)llv < CllallzewllZlv (5.3.17)

Logo,

/0 [I\F(yf(t))!|2v+\|Ft(@(t),2(t))!|%]dt§0/0 [|!ﬂ(t)\!%2(g>(!|2(t)\!v+Hz}(t)Hv)z dt
(5.3.18)

Em contrapartida, uma vez que (yo, 20) € B C Xy, temos que 2y = i Ayo+ F(yo). Ao
agregar isto juntamente com (5.3.16) e o fato que yg e gy coincidem, resulta que

[90llv + 1AGollv = llwollv + [[Ayollv
< Gollyoll 20 + lzollv + [[1F(yo) [lv
< Collyollm2() + ll20llv + llyollF2 (0 l1%ollv (5.3.19)
< Collyollm2() + l20llv + Cullyollz oy
R

=Ro< .

de modo que as constantes Cy e C; provém da imersao H?(Q2) — V.
Assim, combinando (5.3.19) com (5.3.15), temos que

Iz lleqomvy + Wl eqo,m a2 ) (5.3.20)

R

< NF @) 20,75y + (9, 2) || 2 OTV)+§
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Por outro lado, por (5.3.18), notemos

1/2

1@y = | ||F<y<s>>||2vds}

r T 1/2
< |¢ [ 16 a1} )
o e v (5.3.21)
_ 1/2
< |CT sup [[§(t)[52i) sup IIC&(S)II?/]
te 0,7 te [0,T]
= OT1/2 HZ/HC([O,T];H2(Q)) H?)HC([O,T};V) :
Repetindo argumentos similares, também obtemos
IE: (@, D)l 2oy < C T 191 om0 12l cqomvy - (5.3.22)
Entao,
| 2llcomvy + 1Wlleqomm2@) (5.3.23)
. . . R
< CTY 9120 11020 Nl ey + 12l eo,mvy) + 5

Como (y,2) € Br(Xr), vem que [|7cqor;m2@) < R e |[2]|lcqomv) < R. Entao, ao

2
1C R2) , da desigualdade acima, resulta que

considerar T' < (

1K (7, 2) || x = 1y, 2) |1 x2
= | zlleqorvy + 1Ylleqor;mz@)

<20TYV?2R® +

R R
<§+§—R,

o que assegura que K (¢, 2) nao deixa a bola Br(Xr) quando (g, 2) sdo tomados nesta
bola.

5.3.3.3. Passo 3: Método do Ponto Fixo

Precisamos mostrar que a aplicacado K é uma contragao em Bgr(X7r), isto é, existe
g e (0,1) tal que

K (91, 21) — K(Y2, 22) || xp < BN — U2, 21 — 22) || xp, ¥V (91, 21), (Y2, 22) € Br(X7).
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Para tanto, sejam (91, 21), (2, 22) € Xr. Entao, como y; (respect. yy) satisfaz
(5.3.2) com F(y;) (respect. F(y2)) e z1 (respect. zq) satisfaz (5.3.3) com Fy(, 1)
(respect. Fi(ya, 22)), de (5.3.15), obtemos

1K (91, 21) — K(G2, 22) |l xr = [[(v1 — y2, 21 — 22) || xr
= |ly1 — v2llcqom:m2 @) + |21 — 22lleqo.rv)y

< / 1F () — F ()l d (5.3.21)
n / V(). 21(5)) — Fga(s), 2(s))lv ds.

Usando o fato que N < 3 e tendo em mente que (91, 21), (42, 22) € Br(Xr), como
na demonstracao do Lema 4.2.2, pagina 138, podemos demonstrar que

IN

Cr (191 19213020 ) 1 = Gl a2y
C1(R) 191 — 920l m2(0)

1F(91) — F(92)ll 2

IN

N

1P, 20) = Fi, 2 a0y < Ca (Il 12l ) 12— 2llv
< Go(R) [[21 = 2|y,

Logo, de (5.3.24), das estimativas sobre F' e F; dadas acima, ao denotar C3 :=
max{C1(R),Ca(R)}, temos que

T
1K (91, 21) — K (92, 22) || x7 < 03/0 [191(s) = G2(s) 12 () + [|121(s) — Z2(s)]lv] ds

<TCs[[lon — B2llcqomme) + 1210 — 22lleqo.mv)]
=TCs (91 — 92,21 — 22) [l xp -

(5.3.25)

Tomando T suficientemente pequeno tal que T'C3 < 1, temos que K é uma contracao
em Bgr(Xr). Logo, pelo teorema do ponto fixo de Banach, Teorema 2.3.4, pagina 59,
existe um ponto fixo (9,2) = K(9,2) = (y,2) € Br(Xr) tal que y(t) é uma solucao
forte de (5.1.1) e y(t) = 2(¢).

a

5.3.4. Solucdes Globais em 2D

O objetivo desta subsecao é mostrar que, no caso N = 2 solucoes locais obtidas
no Teorema anterior serdo globais (no tempo). Uma formulagao precisa é dada no
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Teorema abaixo.
Teorema 5.3.2

Para dimensao N = 2 , para todo (yo, z0) € Xo e todo T' > 0, existe uma tnica
solugao y de (5.3.2) com derivada no tempo y; = z tal que o par (y, z) € Xr.

Demonstragao:
A primeira etapa sdo as estimativas de energia para o ja obtido problema com
solugoes locais.

5.3.4.1. Etapa 1: Limitagcao para a Energia
Introduzimos o funcional de energia:
1 2 1 4
=— | |Vy(x,t)|*de+ = [ |y(x,t)|* de (5.3.26)
2 Ja 4 Jq

Lema 5.3.2

Seja y uma solucao “regular” obtida no Teorema 5.3.1. Entao, a seguinte esti-
mativa a priori esta assegurada:

ly()]| s < CE(0), para todo t € [0,00). (5.3.27)

Além disso, é satisfeita a seguinte regularidade na fronteira.

t
[ 1Oy < cE00) (5.3.28)

Demonstragao: Multiplicando a equacao
ye = idy —ily’y

por ¥,, integrando em {2 e, tomando parte real resulta a identidade de energia:

t
+// lye|® dry dt = E(0). (5.3.29)
0 I

e desta ultima identidade, temos que a energia é decrescente no tempo, no qual obte-
mos (5.3.27). Em dimensdes N = 2, 3, o espago de Sobolev H'(2) estd continuamente
imerso em L5(£2). Assim, provém a estimativa

1
E(0) < 5llvoli3n e + Cllvollin o) - (5.3.30)
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A remanescente desigualdade (5.3.28) resulta de (5.3.29).
J

5.3.4.2. Etapa 2: limitagoes globais

Queremos mostrar que [y(¢)|[n2(q) e [[2(¢)]|m (@) bermanecem limitadas para todo

t € [0,00). A ultima nao segue 1med1atamente da primeira, devido a presenca do
termo nao linear. Para verificar que [|y(t)||m2) e [|2(2)|| 1} (e) Permanecem limita-

das, usamos a desigualdade de Brézis — Gallouet (1.4.7), mas de uma maneira sutil,
isto é, embora seguimos a estratégia utilizada por Brézis — Gallouet, havera consi-
deraveis “desvios técnicos”. Estes sao devidos a natureza das condicoes de fronteira
dindmicas (ao contrario da equagao de Schrodinger classica). No caso de condigoes de
fronteira classicas Dirichlet ou Neumann, é facilmente demonstrado que o semigrupo
linear é topologicamente invariante em H?. Por outro lado, o termo ctibico em duas
dimensoes é um elemento de H?. Isso qualifica perfeitamente a estratégia dada por
Brézis — Gallouet. No nosso caso, primeiramente, nao temos um semigrupo como em
Brézis — Gallouet [20], dai podemos falar sobre a invariancia, contudo, a invariancia
de solucoes fortes para o problema Wentzell requer mais informagoes do que apenas
a topologia H2. O dominio do gerador Wentzell requer Ay € H*(Q).

No entanto, hd um fator que desempenha para nés a nosso favor — é a regularidade
escondida na fronteira (nao presente nos problemas de fronteira homogéneos). Este
aspecto sera explorado de forma critica em relacao as estimativas.

Comecamos provando a seguinte estimativa:

||yt<t>\v+uy<t>||mscyow(/otum (), 3e(5)llvds + / / Fy(y(s), (s >>P]”2dsdt)

(5.3.31)
onde as constantes Cy, e C' serao apresentadas posteriormente.

De fato, substituindo f = F(y) = —i|y[*y, tendo em mente que g = f|. e
(5.1.55), de (5.1.54), temos

t t
= eMA yo+eAtF(O)+/ e (t_S)Ft(y(s),yt(s))ds—A/ AN F(y(s), y(s))ds.
0 0

(5.3.32)
Por outro lado, pela propriedade (A0) dada no lema 5.3.1 e as imersoes H?(Q)) —
L>(Q) e H*(Q) — V (onde denotamos por & e (, respectivamente, as constantes
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destas imersoes), resulta que

le F0)[lv < llyollZ= 0 I0llv < Cllyollz o) lvolly < ECHvolF2@) - (5.3.33)

Assim, combinando (5.3.32) e (5.3.33), levando em conta a continuidade da aplicacao
L dada em (5.1.47) (cuja constante de imersao denotamos por 1), obtemos

t
lye @)l < 1A ollv + & llyollzrzq) +/0\|Ft(y(8),yt(8))Hvd8+ IL(F(y(s), e () llv
t
< HAyOHV‘i‘fcquH?ﬁQ(Q)+/OHFt(y(S)ayt(s))HVds+77HFt(y<3>vyt<3>)HL2(0,t;L2(F1))

t
= 8wl +€C Iy + | W) (5Dl ds
¢ 1/2
ol [ ] 106w Eads
1 (5.3.34)
Agora, por (5.1.57) e pela continuidade da aplicacdo traco v : H'(Q) — HY?(T'y)
(cuja constante de imersdao denotamos por ), temos que

ly®llz20) < Co (le@)llv + IF @Ol + I1F @@ ar2y)

<O (lye@®)|lv + (1 + )| Fly@)llv) - (5.3.35)

Para estimar a norma ||y(s)||z~(q), usamos apenas interpolacao e imersao de So-
bolev em duas dimensoes:

[yl o) < Nyllmoiey < 1AYI (0 19 l152@) < <Yl - (5.3.36)

para qualquer € pequeno. Tal fato nos assegura que

IE @)y < Iy 7= lyOllv < ly@) @ ly@llv < Clly@llizw) lvollv,
(5.3.37)

de modo que na tultima desigualdade usamos o lema 5.3.2.

Em contrapartida, fazendo uso da desigualdade de Young®, Proposicao 2.3.1,
pagina 55, vem que

Ci(1+)[F ) v < 3lly()| 2y + Cs [CC1(1+ )] |yl (5.3.38)
:=Cp

Sendo assim, combinando (5.3.34), (5.3.35) e (5.3.38) e, considerando ¢ suficiente-

3Tome p=1/(2¢€) e ¢ = 1/(1 — 2¢), uma vez que a constante € é assumida ser pequena, devido
a (5.3.36).
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mente pequeno, resulta o desejado em (5.3.31), donde
Cyo == C (Co, lyollm20): 1A wollv) e €= (1 + Cy)max{1,n}.

A fim de realizar ao longo da prova o procedimento de Brézis — Gallouet, preci-
samos estimativas mais refinadas na fronteira. Infelizmente, nao é suficiente usar a
teoria do traco, como no caso da teoria local. Vamos usar, em vez disso, a seguinte de-
sigualdade de interpolacao para o trago. Denotamos por v o operador trago — restrito
a fronteira I'y. Temos que

IyullZee, < Cllullm@llullz) - (5.3.39)
Recorrendo a esta desigualdade, chegamos a
IV Ei (s 2) 1220y < CIIE(Y, 2|l @l By, 2)ll 20 - (5.3.40)

Por outro lado, note que |Fy(y, z)| < 3||y|*z| e, para N < 3, as imersoes de Sobolev
e a desigualdade de Holder nos dao

1/2
HE@Jmeﬁ§¢§(LWﬁVFW>

1/2 1/2
< VB2l 1 g Iy 1157 0

:{ng%} 1/3}1/2 {{/Qw"?dx}m}w (5.3.41)

/¢
= V3 {lsWue ) Iolse
< Cllzllm @)yl < CEO) 20l

onde na ultima passagem, usamos a limitacao a priori no Lema 5.3.2.

Recordamos agora a estimativa (B1) dada no Lema 5.3.1, temos:

1F(y, Mm@ < Cllzllvlylie ) + 2l m @yl ze vl (5.3.42)

podemos perceber imediatamente o problema. A estimativa acima é muito “crua” e
sao necessarias estimativas mais refinadas representando a natureza bidimensional do
problema.

Na verdade, vamos mostrar que o segundo termo na desigualdade acima pode ser
dispensado, proporcionando assim a estimativa:

3/4
IF(y: )l < Cllzlvliyliem + ClIV Iylla@llzln ey - (5.3.43)
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Por um momento, assumamos a validade do (5.3.43) e vamos prosseguir a prova.
Assim, substituindo (5.3.41) e (5.3.43) em (5.3.40), resulta que

7/4
IWEy, 2) 2wy < CIOI Nl + CII Iyl @ 12l ey - (5.3.44)

Voltando a estimativa principal (5.3.31), as desigualdades (5.3.43) e (5.3.44) nos levam
a:

t t 1/2
1=l + 50| 2 < Co + / HZ(S)HvIIy(S)H%w(Q)d8+[ /O ()2 9(5) 2o
+ [ B I mey 6 e, d
7/ 1/2
[ [ 1 ooy 6|
(5.3.45)

E oportuno enfatizar que esta estimativa é valida para N < 3. A titulo de
informagcao, ao qual para nos é relevante, é a seguinte “regularidade escondida”, que
permite lidar com o trago da fronteira 7 z.

Observacao 5.3.2

Aqui notamos que temos a obvia estimativa do traco

72l 2eyy < Cllzllv

no entanto, esta estimativa nao é suficiente para concluir limitagoes globais para
as poténcias da desconhecida norma ||z||y dadas em (5.3.45).

Em vez disso, vamos usar a regularidade escondida

/0 () [2aqe,) < CE(0). (5:3.46)
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Usando a desigualdade anterior e Holder no tempo, temos
1/2
/ 1= Iy ()]l zoe(@ =)l 2ry ds+[ / I ||7/4||y<s>|m<m||vz<s>||m>}
1/2
< [ (EOIIem)’ ds] [ et
t 9 1/2 ¢ 12 1/2
+{[ | (1 1) o) ds] [ / ywz@)u;m)ds] }
1/4
{[ [ IR0 } [ [ I ] }

Recorrendo novamente a desigualdade (5.3.36), observe que

[/ 1=y e o } [ / el )H%w(mds}m
U I )H%Q(Q} U ()11 ly( )H§§2<Q>T/4.(5.3.47)

3/2 7/2

O nosso proximo passo é estimar as normas || z||y/

1Yl e 21V N[yl -

Com efeito, pela desigualdade de Young dada na proposicao 2.3.1* vem que

[

121 Ml < mllzllv + Collyll 2o

e, usando novamente tal proposicao para a segunda parcela da desigualdade acima’,

resulta que
3/4
120 902y < Mllzllv + Cullylliy < dllllv + Covllylliz@) + ChCy -

Deste modo, tomando d, v pequenos os suficientes de modo a reescrevé — los em

4Considere p = 4/3 e ¢ = 4.
"Tome p = 1/(4¢) e ¢ = 1/(1 — 4e). E propicio aqui referir que o valor de € é considerado pequeno
como em (5.3.36).
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termos de €, provém que

[/ Fe )”%w(mdsyﬂz [/ot(” ()”3/4||?J(5)||Eoo<m>2dS]l/Q

{/Ot (EHZ(S)HV + €elly(s)| m2e) + 06)2 ds]

< et”zsgp (=D llv + @)l m2y) + Ce 2.

1/2

IN

Como provamos que ha solugao local, existe um 7' > 0 tal que a quantidade
sup ([|z(0)[lv + ly()||r2()) é bem definida. Assim, para t < T, a desigualdade acima
t

pode ser reescrita como
1/2
U 122 9(3) 2o dS} S2RTV 4+ CT = CeRT).  (5:348)

Uma similar estimativa aplica — se para o segundo termo em (5.3.47). Deste modo,
obtemos

1/4

{/ I By }1/2 U =T e 5] < Cle BT, (5309

Note que mediante as estimativas (5.3.48) e (5.3.49), podemos dispensar estes termos
em (5.3.45) no sentido em que a limitagao obtida por tais termos serd combinada com
a constante Cy,, conforme resulta a préxima desigualdade:

2Ol + ly @Ol a2 < GG e B T)+C(E / 12Oy () | Zee 0

_C*
1/2

on | [ = ) e ds} (5.350)

Agora, vamos usar explorar o fato de que a dimensao do espago é N < 2. O trunfo
neste caso é a desigualdade de Brézis — Gallouet:

19llz=() < CClyllin ) (1 -+ /1og1+ ylzey) ) -
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A desigualdade de Brézis — Gallouet quando aplicada a (5.3.45) nos da que

1=l + Iyl 2o < C* + C(E / () lv (1 + log(1 + ly(s) l r2(e)) ds
1/2
+C<E<o>>{ /0 () lv (1 +log(1 + ly(s) | r2())ds | -(5.3.51)

Neste instante, é suficiente trabalhar com

[2@)[lv + Ny (E) ] 12 (5.3.52)

<0+ CEO) [ 106)ly (141081 + (o)) ds-

De fato, para justificar tal fato, suponhamos duas situagoes, a saber ||y(t)|| m2@) < M
e |ly(t)||a2@ > M, para todo t ndo — negativo de modo que M > 0 é tomado
suficientemente grande. Se a primeira situacao ocorre, nada temos a fazer, uma vez
que temos a estimativa no qual procuramos, ou seja, uma limitacao global para y em
H?(2). No segundo caso, note que

1 3/1+ log(1+ ly(9)llme@) < € [L4+ 1+ log(L+ [ly() )] » Iy(0) iz > M

e assim, ¢ assegurada a afirmacao em (5.3.52).

610 =0+ CBO) [ 6l (1+ g1 + Iyl ds. (359

Veja que a estimativa (5.3.52) implica que

lzOllv < G@) eyl < G@)

Logo, como C* = C(Cy,, €, R, T), ao derivar (5.3.53) na variavel ¢, resulta que
G'(t) = C(E)2t)]lv [1 +log (1 + [ly()lla2))] < CG(#)[1+log(1l+ G(1))] -

Contudo, a desigualdade acima nos diz que que

%log[l +log(14+ G(1)] < C. (5.3.54)

Integrando de 0 a t e, aplicando a exponencial em ambos os lados da precedente

- 236 -



J< Capitulo 5. Fquacdo de Schrodinger Nao — Linear com Condi¢oes de Fronteira
- 237 - Dinamica / Wentzell

desigualdade, esta fornece a seguinte estimativa:
G(t) < Me*™ (5.3.55)
para algumas constantes M, « e 5. Isto da
2@ lv + YOl 2@y < Me*™ < C(T), ¢ < T,

portanto pela alternativa de blow — up, a norma ||z(t)||v bem como a norma ||y(t)|| g2
permanecem limitadas sobre todo intervalo de tempo finito, assim, devemos ter que
Tnax = 00. Isto nos diz que as limitagoes relatadas sao para todo ¢t € [0, 00), como de-
sejado para completar a prova, desde que a desigualdade em (5.3.43) seja estabelecida.

5.3.4.3. Prova de (5.3.43)
Voltando entao a defini¢ao das Fy(y, z) (veja (5.3.8)), temos que

1F(y, 2l 2) < Cllzy Vyllze + Cly* V 2l 2

Afim de provar (5.3.43) é suficiente estimar o termo

3/4
1V @)l < Cllz@) Iyl + ClOIR Iy @) |z Iy 2y -
(5.3.56)
Para continuar, nés aplicamos a desigualdade de Holder para obter

1y T9) (D)l @) < 12l 2@ 5Ol V5Ol oy, g+ 1/a" = 1. (5:357)
Pela desigualdade de Gagliardo — Nirenberg, Teorema 2.3.6 para N = 2, temos

lu() o) < )]z 1w I3 @) a =1 = 2/p,p < co. (5.3.58)
Essa desigualdade quando aplicada a (5.3.57) implica que

1 1-1
12|20y < 1217y 20

1 (5.3.59)
IVy ()l 20 @) < ClIVY@)II7 ()| 5z2gesy -
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Isto nos dé juntamente com o Lema 5.3.2 , (5.3.59) e (5.3.57) que

1y )] 2@ < 120 220 |90 | @ VY ()] 226 0
< Oll=ON oy 1= 1y () e @ I Vy O 2 19 2t

<c<mw<wwmuﬂnwmomwmmmmﬁ-
(5.3.60)

Nosso proximo passo ¢ a obtencao de uma melhor caracterizagao para a estimativa
|2(t)|l2)- Isto é feito através da execucao do método para obter a energia na
equacao primal

yr =1Ay+F  em
oy+y =0 sobre T’y (5.3.61)
y=20 sobre T’y

Com efeito, multiplicando por ; e tomando a parte real, obtemos
272y < CIE@E) 2 2(Ol2@) + CIVYO @IV 2 (1) 22
< C (IO By + 5@l ) 120y

< C(lly@Iy + ly@®llv) 1)l
CEQ)) (1 +[z()]v)-

Logo,
12020y < C(E(0)) (1 + [[2(t)llv) - (5.3.62)

A partir de (5.3.61), de uma forma semelhante obtém-se

[Ay(t)||20) < Cllz(t)[ 22 + ClIF (W)l 22 @)
< C(B(O) |=() 1/ + C(E(0)) (5.3.63)
< C(EO) (1+ @)1 -

Agora, escrevendo y = y; + y2 de modo que y; = Ny, de (5.3.63), vem que

2Ol a2 < Nyl a2@) + v (Ol a2
= ly(O)ll a2 + N ()| 520
< CllAY@) 2@ + ANy (@)l 2@ (5.3.64)

-~
=0 por (5.1.29)

< C(BO)[L+ =)/
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A continuidade da aplicagdo de Neumann dada em (5.1.30) fornece para s = 0 que

INye) | 272062 < Cllye(O)ll 2y - (5.3.65)

Explorando as estimativas acima em (5.3.60), primeiramente usando (5.3.64), vem
que

1zyVy2) Bz < C (14 12O E0) 1201 Ny @l (1 + 2@
= O y®) ey + @I O Dy (1) o
+ Clla®)ly T CD |y ()| o
+ =@ 1 P11 Ny @)oo 2137 ET

isto é, como 1/q+ 1/¢* = 1, vem que

1Y) Ollz20) < € (1@ Nyl + 12015 Py ()

(5.3.66)
2@ Ily () o ()

Agora, dividamos a andlise de (5.3.66) em duas situagoes, a saber,
lz(W)]lvy < 1oul|lz(t)|ly >1,VEt> 0

Se a primeira situagao ocorre, temos a almejada limitacao para ||z(t)||y. Desta ma-
neira, consideramos a outra situacao. Observe que nesta situagao, temos que os dois
primeiros termos do lado direito de (5.3.66) sdo limitados pelo tltimo, o que nos
permite afirmar que

1(zyVy2)()l|220) < Cllz(@)[v [y (@)l - (5.3.67)

e em (5.3.57) com ¢ = 2 tendo em mente a primeira desigualdade de (5.3.59), jun-
tamente com (5.3.62), (5.3.65) e, relembrando que [|[Vy(t)||r1) < Clly(t)llgs2(),’
temos que

IN

128) | sy 1y (8) ] oo | V2 () L 3 (5.3.68)
cuz<t>||z/£m 122y (O e @y 191 (| 272
Cll=@) I 2@y () oo oy 1y () o2

CllzO Ny @)l @ vz @)l 2y

|[(zyVy1) (D) ’LQ(Q)

INIA A

6 Veja que pela desigualdade de Gagliardo — Nirenberg, temos que || D Yllza) < Co llyllv, para
todo y € V e, pela imersao H3/2(Q) — V, obtemos a afirmada desigualdade.
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Ao combinar (5.3.67) e (5.3.68), alcancamos o desejado nesta subsegao, isto é, a de-

sigualdade (5.3.43) .
J

5.4.Existéncia de solucoes fracas Via Método de Faedo
— Galerkin

Nesta secao, provemos a existéncia de solugoes fracas correspondentes a equacao
Schrodinger semilinear com termo de fronteira nao — linear.
Recordamos a equacao a ser considerada

y=1Ay —if(y) em Q x (0,00)

y=0 sobre T’y x (0, 00) (5.4.1)
Oy =—9g(y) sobre T'; x (0, 00) o
y(0) = yo em 2

onde Q ¢ RY N < 3 ¢ limitado. A fronteira de Q que se presume ser constituida
por duas partes disjuntas, fechada, suaves I'y e I'y, ambos os quais tém interiores nao
vazios.

A fungao g(z) é continua, mondtona sobre C de crescimento linear. Em particular,
existem constantes mg, M € R tal que a fungao g(z) satisfaz as seguintes premissas:

Re[(g(2) — g(w)) - (Z = @)] = mo |z — w|’ (5.4.2)
Relg(z) - Z] > mo|z|? (5.4.3)
Im[g(z) - 2] =0 (5.4.4)
l9(2)| < M| =] (5.4.5)

Iremos estudar a existéncia de solugoes fracas em duas situagoes, a saber:
Caso 1: quando f(y) := |y|*y e g(z) =

Caso 2: a funcao g satisfaz as hipé6teses (5.4.2) — (5.4.5) e f: V — V is globalmente
Lipschitz. Além disso, inspirado em Burq, Gérard e Tzvetkov [24], esta ndo — line-

aridade assume a forma f = , com f(0) =0 (aqui 0/0Z é o operador Cauchy —

9z
Riemann) onde o “potencial” G' é uma fungao real tal que G(0) = 0, e G(e'? 2) = G(2)
para todo z € C e # € R. Além disso, G satisfaz

G(z) = G(w)| < Clz—w|. (5.4.6)
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O operador Cauchy — Riemann é dado por

0 170 10 1/ 0 0

(=)= (= Fi ) =ty 4.
z 2(81: i8y> 2(8x+28y>’z EAty (5:4.7)

Observacao 5.4.1

Em ambos os casos, a nao — linearidade f satistaz:

1d ~
5 o [ Gl 0) dr =Re (F0). )12 - (5.4
Q
Sabe-se que, no caso 1, isto é, quando f(y) = |y|*y na igualdade acima, temos

~ 1
G(y) = 5 ly|* e no caso 2, de acordo com Burq, Gérard e Tzvetkov, [[24], pagina
296, identidade (1.4b)], G = G. Provaremos abaixo esta identidade para o caso 2.

A partir de agora, consideraremos em nossos calculos G = G, por abuso de
notacao, quando nao ha necessidade de especificar cada caso.

Lema 5.4.1
Sejam f e G dadas no caso 2. Entao, a identidade (5.4.8) € satisfeita, isto é,

5 o5 [ Gl do = Re (7wt 1), /7. 0) s -

Demonstracao: Para ver isto, inicialmente, consideremos nesta prova que x e y sao
apenas notagoes que nao tem relacao com y(x,t). Note que podemos compreender
G : C — R como definida sobre o R?, isto é, considere a funcao Gp :

Gr(z,y) == Gz +1iy), V(z,y) € R%.

0Gr 0G
3 B e a—R as derivadas parciais de Gr com respeito a primeira e a
z Y

segunda variavel. Veja que x e y que aparecem aqui sao apenas notacoes. Entao,

G(w(x,t)) = Gr(Re(w(z, 1)), Im(w(z,t)) .

Pela regra da cadeia, note que

Denotamos por

d 0
2 Gw(x,1)) = Re(w(x, ) -

9,
axGR(w(ac, t)) + Im(wy(x, t))@—yGR(w(x, 1)) .
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Fazendo a identificacao de Gr com G, da identidade acima, obtemos:
d 0
dtG( w(z,t)) = Re(w(z, t))%G(w(x,t)) + Im(wy(z, 1)) —G(w(x, t)) . (5.4.9)

Assim, de (5.4.9) e o fato que Re(z) = Re(2), para todo z € C, resulta que

<y
8
|

Re/th(x,t)f(w(az,t)) Re/ﬂwt(az,t) <§G(w(x,t)) +¢§G(w(x,t))> da

€z Y

NI~ NI~ N~ N~ N -

Re/ﬂwt(x,t) <88G(w(a?,t)) — iaaG(w(x,t))> dx

€z Y

Re/th(x,t) <£G(w(w,t)) —iﬁyG(w(w,t))) d

o que mostra o desejado.

Quando se estuda o caso 2, a igualdade dada em (5.4.8) nos motiva definir a identidade

da energia do problema (5.4.1):

Vy(t)|;z G (z,t) dx—l—QRe s)dyds (5.4.10
L

Fl
L / G (y(x.0)) da

5.4.1. Solucdes Fracas

De antemao, temos a seguinte definicao:
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Definicao 5.4.1

Dizemos que y € Hy () =V é uma solugéo fraca de (5.4.1) se para toda v € V,
temos

iy, 0) r2) — (Vy, Vo) r2) + (94), v) 2wy — (F(9)v)12(0) = 0, Yt € [0,00)(5.4.11)

O espaco V' denota o espaco dual de V' com respeito ao espago pivo L2(€2). Isto
¢ dizer que V C L*(Q) C V. Nosso principal resultado nesta segao diz:

Teorema 5.4.1

Seja N < 3. Dado yg € V, existe uma (uinica, no caso 2) solugao fraca y de (5.4.1)

na classe
y€ L>(0,00;V); v € L>(0,00; V'). (5.4.12)

e a seguinte regularidade na fronteira ocorre:

9(y)|ry, Oy € L*(0,00; L*(T'1)) .

Além disso, a identidade de energia (5.4.10) é satisfeita quando se estuda o caso
2.

Observacao 5.4.2

1. Note que o teorema 5.4.1 nao fornece unicidade de solugoes fracas para o caso
1. Contudo, a unicidade pode ser estabelecida no caso o termo semilinear
¢é Lipschitz em V', ou seja, no caso 2, ou no caso quando g = (0. Manter
a presenca simultaneamente de ambos os termos nao — lineares torna-se
problematico quando se tenta obter estimativas para a diferenca de duas
solugoes.

2. Provaremos o teorema 5.4.1 para os casos 1 e 2 acima mencionado. Quando
necessario, especificaremos cada situacgao.

5.4.2. Problema Aproximado

Seja {w,};eny uma base ortonormal de V. Podemos ter, de fato, {w;} como uma
base ortonormal correspondente a raiz quadrada de um operador de auto — adjunto
A}\{Q onde Ay é gerado por A com condicao de Neumann nula sobre I'; e condicao
de Dirichlet nula sobre I'y. Definamos V,, = [wq, ..., wn] € seja v € V,,. Em se-
guida, consideramos a aproximagao de (5.4.1) dada pela seguinte forma variacional
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aproximada definida em V,,, ou seja, para todo v, € V,,, tem-se

m

Ym(t) € Vin & ym(t Zhgm )w;(t

(i Ypm> ¥m) £2(2) = (V Yrm; va)m(sz) +(9(Wn), vm) 2ry) — (f (Ym), vm) r2() = 0(5-4.13)
ym(0) = y?n em 2
{ ym(0) =y, = Yo em V = HE ()

Deve ser demonstrado que o sistema aproximado (5.4.13) d4 origem a uma equacao
diferencial ordindria, que é unicamente solivel.

Definamos
A= [(Vwi,ij)Lz(Q)}mxm, B = [O.)j]le
C = [(wirwj)r2@),, s Y ) = [him ()] 1 5
e, substituindo y,,(t) = Y71, hjm(t) w;(t) e v = wy, k = 1,...,m, retornando para

a segunda equagao em (5.4.13), podemos escrever o seguinte sistema de equagoes
diferenciais ordinarias:

{(i C+G)(Y'(t) = AY(t) + H(Y (1)) (5.4.14)
Y(0) = Y0
onde

Gg(Y'(t) = [(9(3 ' Y/(t))’wi)p(pl)] .

H(Y (1)) = [(f(B : Y(t)%wz')Lg(Q)]

m X 1

Sera mostrado que o operador ¢ C' + G ¢ inversivel.

Com efeito, de antemao, ortonormalizando a base {w;},en, a matriz C' se torna a
matriz identidade em virtude do processo de Gram — Schmidt.
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Pondo Z = [ﬁzm] o note que
(6(Y) = G(2),Y = Z)um = > (9(B-Y) = g(B - Z),wi) vy (im — him

9(B-Y)~g(B-2) Zwl( im zm)> (o419
L2(T'1)

=(g(B-Y)-g(B-2),B-Y =B -Z)2p,) -

Il

ﬁ
Il
—

VR

Usando a propriedade de monotonicidade da funcao g dada na Hipdtese 5.4.2; item
(ii), de (5.4.15), temos

Re(G(Y)—G(2),Y = Z)gm = m||B - (Y = Z)|12(r,) -
A independeéncia linear dos vetores B nos permite dizer que
1B - (Y = Z)lli2wy = mu Y = Zlli2r,)

e assim,

Re(G(Y)—G(2),Y = Z)pm = m|lY — Z||72p,). (5.4.16)

Deste modo, o operador i C' + G pode ser escrito com a soma de i [ e um operador
positivo definido G. Portanto, o operador ¢ C'+ G ¢é inversivel e podemos escrever para
qualquer v € V,,,

Y/(t) = (i1+G) " (AY(t) + H(Y(1)))
=F(Y (1)

Y (0) = Y©

Desde que o problema aproximado (5.4.13) pode ser reescrito como uma equagao
diferencial ordindria e f(¢,Y(t)) satisfaz as condigoes de Carathéodory dadas na
pagina 63, o sistema acima tem uma solugao local em [0,¢,,) garantida pelo teo-
rema de Carathéodory, Teorema 2.3.11 com y,,(t) absolutamente continua e y,, (%)
existindo quase sempre no sentido de Dini. Desde y,, € V,,, podemos escrever

Ym() =) hjm(t) w; (5.4.17)
e por (5.4.13), temos para todo t € (0,t,,)

y, € L*0,t; V") (5.4.18)
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5.4.3. Estimativas A Priori

Observa-se que, se considerarmos v = w;,j = 1, ... ,m e multiplicando a segunda
equagdo de (5.4.13) por Rl (t) e, em seguida, somando em j, tendo em conta as
condicoes de fronteira, considerando apenas a parte real, obtemos

d / —/
GV Ol + [ Glomle.)do] +2Re [ o077 =0.

'

Integrando esta expressao no tempo sobre t € [0,t,,), obtemos para todo t €
[0, ),

IV ()220 + / G(ym (. 1))dz + 2 Re / / 940 (5)) T (s) dy ds (5.4.19)
=:n<7y&niag)+-/§?<ym<x,o» a1

e pela hipétese (5.4.3), temos

t
HVym(t)|!%2(Q)+/S2G(ym($,t))dx+2mo/0 19 () 1221, ds (5.4.20)

< V5 2oy + / Gy (x, 0)) da
< OV o),

onde na tltima desigualdade usamos para o caso 1 a imersao H'(Q) < L*(Q2) e com-
binando o fato de que G(0) = 0 e a hipétese (5.4.6) para o caso 2.

Observe que a desigualdade (5.4.20) é valida para todo t € [0,t,,) e todo m €
N. Recorrendo ao Corolario 2.3.3, pagina 64, podemos estender as solucoes y,, a
todo intervalo [0, 7], qualquer que seja m € N. Consequentemente, resulta que a
desigualdade (5.4.20) é vélida para o intervalo [0,7] e todo m € N.

Desde que a sequéncia {V 2} converge em L?(Q) para Vy, sup {V 12} deve ser
finito e, portanto, o lado esquerdo da estimativa acima é limitado, independentemente
de m e, portanto, existe uma subsequéncia convergente {y,,}. A natureza dessa
convergencia serd discutida na subsecao seguinte. Também pode-se inferir a partir da
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estimativa (5.4.20) que

{ym} ¢ limitada em L(0,T; Hy, (Q)) (5.4.21)
{y/} ¢élimitada em L*(0,T; L*(T})) (5.4.22)
{g(y,)} ¢élimitada em L*(0,T; L*(T)) (5.4.23)
{f(ym)} ¢ limitada em L°(0,T;L*(Q)) (5.4.24)

onde (5.4.23) provém de (5.4.5) e (5.4.22) e, a tdltima limitacdo resulta da imersao
HY(Q) — L5(2) e (5.4.21) quando se estuda o caso 1 e, no caso 2, nés garantimos
(5.4.24), de novo por (5.4.21), s6 que agora, combinando com o fato que f: V — V
é globalmente Lipschitz e f(0) =

Também temos que
{y!,} é limitada em L>(0,T;V"). (5.4.25)

De fato, seja v € V e tome v,,, = Py, v € V,,, a projecao de v sobre V,,. Entao,
como V,,, € um subespaco fechado de V, desde que tem dimensao finita, pelo corolario
2.3.2, pagina 57, temos que

(Yo V) £2(@) = Ws Py V) 120, VO € L*(Q) DV

e, consequentemente, chegamos a

| (@ Y V)220 | = (@Y P )12
= ‘ Zymuvm L2(Q ‘
= IV Ymll2@) IV vmllr2) + 9@ 22 1omll 20 (5.4.26)

+ 1 @)l 2@ [[om 222
<ClIv ymHLz(m gz + 1 W)l 2] lomllyv,

onde a constante C' positivo vem de continuidade da aplicagao traco ¢ : V — L*(T)
e a desigualdade de Poincaré.

Mais uma vez, levando em consideragao o corolario acima citado, temos que Py,
é um operador linear. Assim, recordando a proposicao 2.3.7, pagina 58, conseguimos

[omllv = 1Py, vllv < llvllv (5.4.27)

Colecionando as limitacoes a priori dadas em (5.4.21), (5.4.22) e (5.4.24), de (5.4.26)
e (5.4.27), obtemos
| Yps 0) 2| < Chllvllv, Vo €V, (5.4.28)

ao qual confere a estimativa desejada em (5.4.25).
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5.4.4. Passagem ao Limite

A partir das estimativas a priori, existe uma subsequéncia de {y,, }men, que ainda
serd denotada da mesma maneira, de modo que

Ym — 3y fraco —xem L=(0,T;V). (5.4.29)
y sy fraco — x em L>®(0,T; V). (5.4.30)
y. X g fraco — x em L>(0,T; L*(T')) (5.4.31)
gly,) = x fraco —x em L>®(0,T; L*(I'})). (5.4.32)

Usando a cadeia de imersoes
VS L) = [LAQ) < V),

segue da limitagao de (5.4.21) pelo Teorema de Aubin-Lions, Teorema 2.3.9, pagina
62, que existe uma subsequéncia de {y,,}, ao qual, mais uma vez denotada da mesma
forma, de tal modo que,

Y — y fortemente em L*(0,T, L*(2)), (5.4.33)

ou ainda,
Ym —y q.s. em Q x (0,7). (5.4.34)

Pela continuidade da aplicagdo z — f(z) de (5.4.34), resulta que
fym) — f(y) quase sempre em Q x (0,7). (5.4.35)

Assim, combinando (5.4.24) e (5.4.35), pelo lema de Lions, Lema 2.3.10, pagina 63,
obtemos

f(ym) — f(y) fraco em L(0,T;L*(Q)). (5.4.36)

Por outro lado, no que se refere ao caso 2, a partir de (5.4.6) e (5.4.33), observemos

/Gym dx—/ /G ) da //|Gym )= Gly(t))| dudt
//|ym — () dudt

=c||ym — yHL?(O,T;LQ(Q)) — 0,

(5.4.37)
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entao, podemos concluir que

/ /G Ym(t)) dz — / /G )) dz quando m — +00. (5.4.38)

Ademais, como w; 0L'(0,T; L*(Q)) e w; 6 € L'(0,T; L*(T'y)), de (5.4.29) — (5.4.32) e
(5.4.36), podemos afirmar as seguintes convergéncias:

/ (i) B08) / i o 00 (5439)
[ epmna — [ uVepeina. G
jgﬂf(ym>¢4»Lag>6@)dt — ]g?f<y%ug)L%Q)9@)dt (5.4.41)
]gT(g<y;Jvuﬁ>LQHﬁ)8(t)dt — ng(ﬁ,aq)Lzay)H(t)dt (5.4.42)

onde
’* mno caso 1
ﬂ:{y
X; ho caso 2

Seja j € N e considere m > j. Multiplicando a segunda equacao de (5.4.13) por
6 € D(0,T), tomando v = w; e integrando de 0 & T,

T T
0 0

+ / (95 )s03) ey O(2) i — / (F (o) 03 2 O(0)

Pelas convergéncias (5.4.39) — (5.4.42), face o limite quando m — +oo em (5.4.43)
de modo a obter

T T
0 = / (1Y, wi)v, v O(t) / (Vy, Vw;)rzo) 0(t) dt (5.4.44)
0 0

T T
— / (’19 WJ)LQ Fl / (,Uj L2 Q) 0( )d .
0 0
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Pela totalidade dos w}s em Hf (Q), temos

T T
0 = / iy, o)y v (1) (Vy, Vo) q) 0(t) dt (5.4.45)
0 0

T T
— / (0,0) r2(r,) 0 / v)r2q) 0(t) dt, Yo € HE (Q),Y0 € D(0,T).
0 0
Logo, para todo v € V,

iy (t),v)vr v — (Vyt), V)2 — (9(),v) 2,y — (f((t),v) 2y =0 (5.4.46)

é satisfeita para todo t € [0,7], onde por (5.4.29) — (5.4.31) e (5.4.36), T pode ser
tomado arbitrariamente grande. Observe que provamos a existéncia de solugao no
caso 1.

Agora, com o respeito ao caso 2, a tarefa principal é identificar o limite de x(¢),
na proxima subsecao.

5.45. A prova que x = g(v/)

De antemao, seja a(t) € C([0,t]) tal que a > 0. De (5.4.21) e (5.4.38) segue que apds
nova extracao de possivel subsequéncia que

VaVy, = VaVy fraco—xem L*(0,T;L*(Q)). (5.4.47)

Oz/OT/QG(ym(:c,t)) de — a/OT/QG(y(:c,t)) dx . (5.4.48)

Recordando a Proposigao 2.3.5, pagina 56, item (iii), obtemos

T

T
/O||Vy(s)|yi2(9)a(s)ds< hmxgioréf/o IV Y (5) 720y (s) ds . (5.4.49)

Multiplicando (5.4.19) por «, integrando de 0 a T e, de (5.4.49) juntamente com
(5.4.48), resulta ao tomar lim inf quando m — oo a seguinte estimativa:

/0T|yvy(t)||§2( dt+// t))dra(t)dt  (5.4.50)
+21m1£f3e/0 a(t)/o /Flg(ygb(s))y;l(s)dvdsdt
< (194010 + [ Gtm.0nas] [ atrar
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Agora, consideremos 0 < s < T, >0talque0 < s—f<s<s+pB<Te
a:(0,7) — R onde

(0 ; se0<r<s—p
1+T;8 ;o ses—p<r<s
alr)=<¢ 1 ; ser=s (5.4.51)
r—s
1-— 3 s ses<r<s—+p
L 0 ses+p<r<T

Pela Proposigao 2.3.3, pagina 55, concluimos que

lim 6/ IV Y0720 )t = [V y() 17200 @(s) = IV y(8)I72 (62

8—0 2
(5.4.52)
s+p
[1313%265[3/6’ (x,t)) dx a(t)dt = /G x,s) (5.4.53)
gli%% - a(t)dt =a(s) =1, (5.4.54)
g@hﬁ of [ Reatu@in@ardsat = [ [ Regtui€iterinde
(5.4.55)

Sendo assim, combinando (5.4.52) — (5.4.55) em (5.4.50), chegamos a

m— 00

t
HVy@M&%m+14cxMx¢»dx T 2hmhﬁREl;K:g@;@D§;@Mhds
Slww@@+Lwamm (5.4.56)

para 0 <t <T. i é,

21iminfRe/ / 9y, ()7, (s) dyds (5.4.57)
I

m—00

<~ IV sl + [ 610 xQ”ﬁ'

0

Nossa préoxima tarefa é estabelecer a identidade de energia para solugoes fracas
correspondentes a (5.4.46). No que segue, vamos assumir o seguinte resultado:
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Lema 5.4.2
Seja y uma solugao de (5.4.46). Entao, detém—se a seguinte desigualdade

t

- [I906 0+ [ Gluts w}szRg[@@xM@nmn%.

0

Note-se que, devido a definigao de solugoes fracas e y; € L?*(T'y), célculos formais
levam a desigualdade acima. A questao é justificar o calculo formal. Existem varias
maneiras de fazer isso. Por exemplo, utilizando diferencas finitas Dyy(t) = +[y(t +
h) —y(t — h)], este operador compartilha muitas propriedades com derivadas. Desde
que Dpy € V para cada h > 0 podemos usar esse elemento como funcgao teste na forma
variacional dada em Koch e Lasiecka [63]. Outro método é o método de convolugao
utilizado em J. L. Lions [79]. Em muitos casos, o resultado indicado pelo lema acima
pode ser mostrado. Esta é uma questao técnica e no que segue, vamos assumir a sua
validade (ver apéndice, subsegao 5.4.6).

Assim, pela desigualdade de energia para solugoes fracas dadas no lema 5.4.2
inferimos

t
21iminfRe//g(y;n(s))y;l(s)d’yds (5.4.58)
0 Jr,

m—r0o0

s—hwumm@+40@@@mﬂf

0

SM%Au@waA&

Isto nos da que

liminfRe/O (g(y;n(s)),y;n(s))m(rl) ds < Re/0 (X(s),y/(s))Lg(Fl) ds

m——+00

Tomando t = t;, — T, quando k — oo, {tx} arbitrério, assegura que

hmﬁlw@m»%@m@ﬁSMAumywm@@ (5.4.59)

m— 00

Finalmente, estamos em condi¢oes de provar que x = g(v/) .

De fato, pela hipdtese (5.4.2), temos
T
| Relaltfult)) = 90, i8) = D)yt = 0.0 € LT,
0
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A 1ultima desigualdade nos assegura que

/O Re(g(y/, (1)), &) caqry) dt + / Re(g(), yu(t) = )2y dt - (5.4.60)

< / Re(g(yn(£)), v () 2oy dt.

Considerando as convergéncias (5.4.31), (5.4.32) e a desigualdade (5.4.59), temos
que

/O Re(x(t) — g(1), ' (t) — )2y dt > 0, Vb € LX(Iy). (5.4.61)

Agora, teremos de mostrar que

/ / gy — o) vd'ydt—>/ / "Nodydt (5.4.62)
Fl l_‘1

quando A\ — 0 para todo v € L*(0,T; L*(T'y)).

Com efeito, como
y(2,1) = Aol ) = ¢ (2, 1)

quando A — 0 quase sempre em  x (0,7) e g é continua, entao,

g/ (x,t) — Mv(z,t)) = g(y'(x,t)) quase sempre em Q x (0,7) quando A — 0.
(5.4.63)
Por outro lado, a partir de (5.4.5),

l9(y/ (@, 1) = Av(z, )| < M (|y'(z, 1) + Alv(z,1)]) - (5.4.64)

~~
€ L2(0,T; L3(T'1))

Assim, de (5.4.63) e (5.4.64), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
gue, Teorema 2.3.5, pagina 60, segue (5.4.62) .

Na sequéncia, considerando - se ¢ =3’ — Av, onde v € L*(0,T; L?(T'y)), segue de
(5.4.61) que

T
A / Re(x — g(y' — Av),v) 2@, dt > 0. (5.4.65)
0

Vamos separar em duas situagoes:

T
(i) / Re(x — g(y' — Av),v) 2,y dt > 0se X > 0.
0
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Tomando o limite quando A — 0%, vem de (5.4.62) que

/TRe(X 9(y),v) 2w,y dt > 0, Vo € L*(0,T; L*(Ty)). (5.4.66)

T
(ii) / Re(x — g(y' — Av),v) 2,y dt < 0se X <0.
0
Passando o limite em (5.4.62), quando A — 07, assegura que

/TRe(X 9(y),v)r2r,ydt < 0, Vo € L*(0,T; L*(Ty)). (5.4.67)

Combinando (5.4.66) e (5.4.67), assegura que

/OT Re(x — 9(¥/),v)12ryy dt = 0, Vv € L*(0,T; L*(T'y)). (5.4.68)

Portanto, se considerarmos v = xy—g(¥’'), chegamos ao almejado, isto é, que x = g(v/') .

5.4.6. Apéndice: Prova da Identidade de Energia

Nesta subsecao, vamos provar o lema 5.4.2 e, consequentemente, a identidade de ener-
gia dada em (5.4.10). Como foi mencionado, infelizmente, esses fatos nao podem ser
provado diretamente. Vamos usar o método via convolucao encontrado em J. L. Lions,
[79]. Note que as principais dificuldades sdo de que nao podemos avaliar os termos

(Vy(t), Vi (t) 2 uma vez que y/'(t) ¢ V, bem como o termo (f(y(t)).y (t))r2()
ja que y'(t) ¢ L*(Q), quando v = /() em (5.4.46).

Na verdade, vamos construir um cutoff 6,,. Deste modo, seja 0 < so < tog < T

fixado, e considere ng € N tal que ng > max i, T+t0 , € para todo n > ng, definamos
1
0, se 0 <E&E<s9— —,
n

1
1+n(€_$0)a SeSO_Egggs(J?
0,() =< 1, se so < & < o, (5.4.69)

1
1—n(£—t0), Set0§£§t0+—,
n

1
07 Set0+_§§§T7
n
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de acordo com a figura 5.1, a seguir:
0, 1
0 So—%So t0t0+%T 5

Figura 5.1: Funcao 6,

Seja {pr}ren uma sucessao regularizante tal que

1
pi(&) = pe(=&) = pe(§), e supp(px) C [_EH : (5.4.70)
Com isto em mente, definimos
Pk = 0 [(0,") * pr * pi] (5.4.71)

onde a convolugao ¢ considerada na variavel . A fungao acima ¢ bem definida, pois se
0,, e y' sdo, respectivamente, extensoes de 6,, e 1y considerando zero fora do intervalo
[0, T7], entdo,

~ too o L
= ) [ BT () ¢ - )
o
= 0u(0) [ OO (o ) (1= ),
onde a tltima identidade vem do fato de que 6,,(§) = 0 para todo & € R\|0,77.

Por outro lado, é importante observar que

, , 2 9
supp [(0ny') * pr * pr) C supp(fn) Nsupp(y’) + [_E’E} (5.4.72)
2 9
C supp(b,) + {_E’E}
C P P
S0 o’ 0 o AR
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Assim, seja x € [30 — nLO’tO + n—lo} ey € [—%, %}, de modo que

1 2 1 2
- — =< <to+ —+ -~ 5.4.73
So= T STHYShot o ( )
Desejamos que
1 2 1 2
———==>0 e tH+— <T. 5.4.74
50 ek e to —l- + A ( )

Assim, a fim de obter o desejado em (5.4.74) precisamos que

2’/10 2710
k> = ko. 5.4.75
max{?’LQSO—l’TTLQ—toTLQ—l} 0 ( )

Assumindo (5.4.75), de (5.4.73) e (5.4.74) deduzimos que x + y €]0, T, isto é,

1 1 2 2
Lty — —_Z 21 clo.T.
{50 n070+n0}+[ k,k}C], [

Consequentemente, para todo k > ko, de (5.4.72) inferimos que
supp [(0, y') * pr * pi] CJO, T (5.4.76)
A partir de agora, vamos considerar {pg tr>k, € {0n}n>n,. Observemos que
(Y 0n) * prc* pr. = (Y On)" * pr* pr — (y 05) * pi * pr. (5.4.77)

Vamos analisar a primeira expressao no lado direito de (5.4.77). Comegamos com
o seguinte lema:

Lema 5.4.3

Seja @, 1 acima considerado. Entao,

O = On [(y0n) * pi % Pl — (Y 0,,) * pi * pi] -

Demonstragao: Desde que 6, € H}(0,T7) Cc C°0,T]) ey € Cy([0,T);V) N
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Whee(0,T; V"), temos para todo t > 0 que

[(y 0n)" * pr * pi] (t)
- / (46.)/(E)(pr % pu) (1t — €) dé

= [@0)© e =2 = O ~ [ WO ) ¢ )

-~

-0
= [ wh© e -6 de
isto é,
(y0n) % pi % pr. = (Y0n) * pr * P (5.4.78)
Substituindo (5.4.78) em (5.4.77) chegamos a

(y'0n) * pr* pr. = (Y 0p) * pr x pr, — (Y 0,,) * pr, * pr,

e da identidade acima e tomando (5.4.71) em conta, obtemos o desejado.

Além disso, o lema 5.4.3 nos diz que
eni € Co°(0, T3 V) (5.4.79)

e, agora, faz sentido considerar v = ¢, e ¥ = x em (5.4.46), isto é,

(19" ), ens)viy — (Vyt), Vonr)r2) — (X(1), enk) 2wy — (FH@), ¢nk)r2@) = 0,
(5.4.80)

e assim, tomando a parte real de (5.4.80) e integrando no tempo ¢ de 0 a T, obtemos
T T
0 = Re/ (Y (t), pnr)vryv dt — Re/ (Vy(t),Veonp)od  (54.81)
0 0

T T
- Re/ (X(t% SOmk)LQ(Fl) dt — Re/ (f(y(t)), Spn,k:)LQ(Q) dt .
0 0

Andlise da expressio I = Re f0T<2' Y'(t), Pn,k)v,v dt.
Analogamente, como foi feito no Lema 5.4.3, conseguimos o seguinte resultado:
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Lema 5.4.4

Em igualdade de condi¢oes com o lema 5.4.3, temos que

(W 0n) * pr. = (y0n) * Pl — (y0,) * pr.

Demonstracgao: De fato, para todo t > 0, notemos que

[(y en), * ,Ok] (t)
_ / (96.)(6) (1) (¢ — €) d€

= [(y6)(0) (pu) (t — )T + / (46,)(6) () (¢ — €) de

~~
=0

_ / (46.)(6) (A (t — €) e,

isto é,
(Y 0n) * px = (ybn) * pj - (5.4.82)

Em contrapartida, temos

(Y 0n)  pr. = (y0n) % pr. — (Y 0,) * pi.. (5.4.83)

Portanto, de (5.4.82) e (5.4.83), concluimos a prova do lema.

Do lema 5.4.4, temos que
(Y 0n) * px = (Y0n) * pi — (y0;) * pr € C([0,T); V) = L*0,T;V). (5.4.84)

Assim, de (5.4.84), obtemos que (y' 6,,) * pr € V q. s. em t € [0,T]. Isso nos permite
dizer que

T
I, = Re/ i (Y On, (Y On) % pr % pr)y o di
0

T
= Re/ ‘ ((ylen) *Ibku (y, Qn) * pk)V dt’
0
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que, em vista de (5.4.70) pode ser escrita como

T
I, = Re/ i ((Y'0,) *pr, (Y 0,) * pg)y di (5.4.85)
0

T
= Re/ i 1(/0,) %pil} dt = 0.
0

Andlise da expressao Is = — Re fo (Vy(t), Voni)r2 o) dt.

Temos que

T
L= =Re [ (Vy(t).V onalt)) 2o
0T
=R [ (Tu0,(T/0) 5 1% pe
T
=— Re/ ((Vy0,) * pr, (Vy'0,) * pi) L2 (5.4.86)
OT
= - Re/o (VY 0n) * pr, (Vy 0n) * pr)r2()

T
+ Re / (Vy02) * pes (V5 0) % pr) e -
0

Agora, levando em conta que a convolugao empregada em questao é na variavel ¢,
temos

(20,) * ph=1(26,) * pe] = (20,) * pi. (5.4.87)
Se considerar z = V y na segunda igualdade de (5.4.87), vem que
(V0,) * pp=1[(V0,) * pi], Yt € [0,T]. (5.4.88)

Combinando (5.4.88) com (5.4.86), chegamos a

T
I, = —Re / ((Vy0.) * 1. [(V 90.) * p]')
0

T
+ Re / (Vy0.) * oo (T 0.) % ) o)
0

1 (Td (5.4.89)

T
:_5/0 (VY0050 V y O % pr) 2 dlt

J

~
=0 por (5.4.76)

T
+ Re/ (Vyb, %pp, Vyb, * pr) L2 dt,
0
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isto é,
T
0

Mas, desde que
(y0,) * p = y 0, em LQ(O,T; V) quando k — +oo,

de (5.4.90), obtemos

T

T
~Re [ (Vo) Vodpadt, 2 [ 08IVl d (49D
0 o0

0

T
Andlise de I3 := — Re/ (X(t)790n,k)L2(F1) dt
0

Observe que

T
I, — —Re / (X 0n) * pr (5 00) % pi) ey
0

donde analogamente deduzimos que

k——+o0

—Re/o (x(®), enp) 2y dt — —Re/o 02(x(t), ¥ () r2(ry) dt (5.4.92)

T

Andlise de I, := — Re/ (nges f(y(t))vr v dt.
0
Como f(y(t)) € V quase sempre em t € [0,T], a integral

1 = —Re/0 (Y 0n) * pr, (f(y)On) * pe)yr v dt (5.4.93)

faz sentido e uma vez que

(FW)6) % px = F(5) 6 em L*(0,T:V)  quando k — +oo
Y 0, * pr — Y 0, em L*(0,T; V') quando k — +o0

de modo que, fazendo uso das convergéncias acima ao passar o limite em (5.4.93),
chegamos a

—Re/o (fy(®), np)rz@ dt  — —Re/O Qi<y'(t),f(y(t))>v,7v dt. (5.4.94)

k—+o00
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Entao, para cada n > ng, de (5.4.81), (5.4.85), (5.4.91), (5.4.92) e (5.4.94), inferimos
que

| O8I0yt = Re [ 62 0. 0Dy e (5495

= Re/ 02 LQ (T'1) dt.

O préximo passo é passar o limite em (5.4.95) quando n — 400, que é uma
consequencia do seguinte lema:

Lema 5.4.5

Sejam h € L*(0,T), sq e ty pontos de Lebesgue de h, com sy < ty. Entao,
T 1
- [ oan©rds o3 (hito) ~ ). (5.4.96)
0 n—-+oo 2
e
T to
/ Rh(e) de — / h(E) de. (5.4.97)
0 n——+0o0o 50

Demonstracgao: Com efeito, note que

- [ #ouniras = [ n[1ente— sl [ n[ =~ w)e)de
Todavia,
| el nte—soluende = [ b+ [ nie— sonie)ds
1 e 0o 0 "1
= g L, MO [ € som@e — gt
Analogamente,

/ UL = n(e — t0)] A(o)do —> %h(to)

to
o que prova (5.4.96).
Agora, pela definicao de 6, temos que

/0 Ch©)de= [ [L4n(E—so)Ph(E)de + /t0h<£>d£+ / 1 n(€ — to)Ph(€)de

1 1
0~ 5 50 to—+
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Provaremos que

/Sil[l e - 30)]2h(5)d£+/ti1[1 +n( —t)Ph(§)d — 0. (5.4.98)

De fato, notemos que

S0

[ renesopn©ie= [ n@asiznf | Esm©as [ (€sohe dc
' ' ! (5.4.99)
Temos que

dim [ h©de= Tim 2n/0 (€ — so)h(€) dE = 0

n—-+00o
S0y N S0Ty

< [ Im©)lde o

SO_E

[ " (e = so)h(e) de

1
So—;

ao qual garante que (5.4.97).
J

Se s e t sdo pontos de Lebesgue das funces |[Vy(-)|[Z2(q), (V'(), f(y()))vr,v e
(X(),¥'(-)) L2(ry), entao, de (5.4.95) e fazendo uso do lema 5.4.5, deduzimos que

3 IVl — 5 1IV80) a0~ Re [ /(€. Fu(E)vev de
. . (5.4.100)
—Re [ (O (€)) i de.

para quase sempre s,t € [0,7] com 0 < s <t <T.

Consideremos, agora, s, — 0 et € [0,T] tal que (5.4.100) acontece parate s = s,.
Entao, para quase todo t € [0, T], temos que

3 V0@ =5 Vol ey — Re [ /). SOy de

t (5.4.101)
~Re / (W) 5 (€)) paqr dE
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Tomando lim ilolf em (5.4.101), segue que
Sy—

1 1 o '
QHV?J(t)H%%Q) > ihggrolfHVy(su)H%Q(Q) - hgl_l)%fReL W' (€), f(W())v,v d§

t
—liminfRe/ (X(t)7y/(t))L2(F1)dt

s, —0

, . (5.4.102)
= 5190 ey = Re [ /(). SOy e

—mlu@y@mmw&

para quase todo t € [0,T]. Em contrapartida, a luz da identidade (5.4.8) apresentada
na observacao 5.4.1, podemos reescrever (5.4.102) como

SISOl > 51T~ [ 45 [ Glote0) v
_ Re / (X(E), ¥/ (€)) paqry dE
=3IVl = 5 | Glutet)da
+5 [ G0 - e / (), () ey e,

em outras palavras,

t

~[I90@ 0+ [ Gotesnas] <2re [ (), () s e

0

o que prova o lema 5.4.2. Assim, g(y') = x e deste modo, obtemos a existéncia de
solugdes no caso 2 satisfazendo (5.4.11).

Retornando em (5.4.101), obtemos
1
S IV Yo +Re//F Odvds = SIVylslig (54109

~ Re / W), F(E))vry de

Por fim, tendo em atengao novamente (5.4.8), tomando s, — 0, obtemos (5.4.10),
isto é, a identidade de energia para solugoes fracas dada no Teorema 5.4.1 quando
estudamos o caso 2.
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Para que a prova do teorema 5.4.1 esteja completa, ainda permanece pendente a
unicidade de solugoes no caso 2.

Em verdade, sejam 1, e y» duas solugoes de (5.4.1). Deste modo, pondo w = y;—ys,
temos o seguinte problema:

wy =iAw —if(y1) +if(y2) em Q x (0,00)

w =0 sobre T’y x (0, 00)
ow (5.4.104)
gy = 9w + 9(ya) sobre I'y x (0, 00)

w(0) =0 em ()

Multiplicando (5.4.104) por w;, integrando em 2 e olhando a parte imagindria do
que se obtém, levando em conta (5.4.3) e o fato que por (5.4.30), w; € V', temos a
seguinte estimativa:

th/ IV w2y do = —Re/n [9(y1.t) — 9(y2.e)] W dy — Re (wy, f(y1) — f(y2))yr v

IN

—mmﬁ\wFM+WMWWﬂw%J@MW

[wil[vr L f[wlv,

IN

(5.4.105)
uma vez que f: V — V é globalmente Lipschitz (de constante L).

Se novamente recorrermos ao fato que f é globalmente Lipschitz, juntamente com
a hipétese que f(0) = 0, a partir de (5.4.104), temos

lwellvr < lAw]lvr + (1 f (y2) = f(2)llv

< Clwlly + Cillf(y1) — flw2)llv (5.4.106)
< (C+CiL)wlv.
%:,M_/

Assim, de (5.4.105) e (5.4.106), decorre que

1d

S lhl} < DA ) (5.4.107)

Integrando de 0 a t, resulta que
t
2 2
Jully <2201 [ (o) ds.
0
Por fim, a desigualdade de Gronwall, proposigao 2.3.9, nos assegura que ||w|y = 0,
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em outras palavras, y; = ys e com isso, estd garantida a unicidade no caso 2, fato
este que encerra a prova do teorema 5.4.1.

5.5. Estabilizacao Exponencial

Desde que a boa colocagao de solugoes regulares em dimensao N = 2 foi estabe-
lecida, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 5.5.1 (Estabilizagdo)

Assuma que ) é um dominio star — shaped e seja y seja uma solucao regular para
o problema (5.1.1). Entao, existem constantes positivas v e C' tal que a energia
em nivel de H' associada ao problema (5.4.1) decai exponencialmente, isto é,

E(t) < Ce " E(0), para todot > Ty,

Ty > 0 suficientemente grande.

5.5.1. Construcao do Multiplicador

O método utilizado para alcancar este resultado de estabilidade é classico. Um multi-
plicador é usado para construir uma identidade envolvendo integrais. Ao escolher um
campo de vetores especial para o multiplicador, ¢ mostrado que a energia contrai no
tempo. O uso do multiplicador h(z) - Vw foi introduzido por Lasiecka, Lions e Trig-
giani, [64] no estudo da regularidade da equacao de onda. Triggiani [113], recorreu o
uso deste multiplicador em um resultado pioneiro na abordagem do operador para a
estabilidade da equacao de onda. Este método envolvendo multiplicadores foi “tra-
duzido” pela primeira vez para a equacao de Schrédinger por Machtyngier [83] para
versao linear do problema que estamos interessados em estudar. Este multiplicador
complexo torna-se (q - V7).
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Lema 5.5.1

Seja Q0 um dominio limitado do R?, com fronteira regular I'. Seja q € [C’Q(ﬁ)]z
um campo de vetores. Entao, para toda solu¢ao regular (por exemplo, no sentido
do Teorema 5.3.2) do problema (5.1.1), a seguinte identidade ¢é satisfeita

’ 8y an ] Lt s
T
= Re {z/ y(q - Vy)dx} —|—Re( / / Ly(q - Vy)d’ydt)
/ /q V\Vy|2d7dt—Re</ / Vy - deq)yd:r;dt)

-l / [ @it ay e+ / 0,3 div q)y d dt
2 0 I 0 I

Demonstracao: Multiplicando a equagao (5.1.1) por (¢ - V¥) e integrando sobre
2 x (0,7, obtemos

T
0= / (iy + Ay — |yl*y) (¢ - VY) dz dt. (5.5.2)
0
Em seguida, vamos analisar o primeiro termo do lado direito de (5.5.2).

FEstimativa para I, := fOT Jo 1/ (¢ VY) dxdt.

Integrando por partes, deduzimos que

I = [i/ﬂy(q - V7) deT — z'/OT/Qy(q - VY') dz dt. (5.5.3)
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Por outro lado, fazendo uso da férmula de Gauss, inferimos

T
z/ /(q~Vy)y’dxdt
—2/ /qky —dxdt
T
:—i/ /—(q;@’)udmdt%—i/ /(q-y)yy’dfydt
o Ja Oz 0o Jry |

~
desde que y=0 sobre I'g

T T
= —z'/ /(dz’vq)y@'dmdt—z’/ /(q‘Vy’)ydxdt
o Jo o Jo
T
—i—i/ /(q~y)y§'d’ydt.
0o Jr

ao qual implica que

T
z/ (q-VY)ydxdt (5.5.4)
o Jo

T T
z/ /q Vyyd:cdt+z/ /(dz’vq)y@'dmdt
0o Ja o Ja
T
z/ / q-v)yy dvydt.
0o Jry

Substituindo (5.5.4) em (5.5.3), chegamos a

L = {/ y(q - Vy)dx} —|—z/ /q Vy)y dxdt (5.5.5)
/ /dwqyy d:vdt—z/ / q-v)yy dvydt,
N}

' =-Ay+yy em Q@ & ¥ = —iAG+ilyfy em Q,

e desde que
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de (5.5.5), podemos escrever

L = {/ y(q-V7) dx} / /q Vy)Aydx dt (5.5.6)
- / / q-Vy)ly| yd:vdt+/ / div q)Ayy dx dt
- / /(dz’v Q)|y|* dx dt — z/ / (q-v)yy dvydt.
o Ja o Jr

Tomando a parte real de (5.5.1), tendo em mente que (5.5.6), e observando que
Re(z) = Re(Z), para todo z € C, deduzimos que

0 = Re {z/ y(q - Vy)dx]T+2Re/ /qu V7y) dx dt (5.5.7)

— 2Re/ /q V) ly| ydxdt+Re/ /dwq Ay dx dt
/ /(dz’vq)\yﬁdazdt—Rez’/ / (q-v)yy dvdt.
o Ja 0o Jr

No que segue, vamos analisar os termos do lado direito de (5.5.7).

Estimativa para I := 2 fOT Jo Ay(q - Vy) dx dt.

Empregando a féormula de Green, temos
I, = —2/ /Vy V(g - Vy)d:cdt—l—Z/ /8,,yq V7y)drydt
dy Oqr 0y / / oy 0%y
= =2 ————dxdt —2 dx dt
/ /3% O0x; Oy, Qkﬁa:] 0,0z !

+ 2/ /&,y(q‘vy) dry dt.
0o Jr

Tomando a parte real de I, temos que
T [ 9y 9 9y
L) = —2 ———"dxdt 5.
Re(1) Re( / / 9z, Oz, O ) (5.5.8)
oy 0%

— dz dt

/ / ar Re (8% axk&tj) v
+ Re (2/ /8,,y(q-Vy) dry dt) .

0 Jr
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2]
usando (5.5.8) e aplicando a férmula de Green, encontramos
r T
dy Oqr Iy / / . ,
Re(fy) =Re | —2 — 27 g dt div q) |Vy|? dx dt
o) e( /0 /axjaxjaxk ) Q< ivq) |Vy|” dx
r T
_/ /(Q-V)|Vy|2d7dt—|—Re <2/ /&ly(qu) dvdt) .
0o Jr o e

Estimativa para I3 := —2 fOT Jo lW1*y(q - VY) d dt.

Temos que
T __
0
Iy = —2/ /\y|2qu—ydxdt7
0o JQ dxy,

oy )
me (% ) o = 5 [l

Recorrendo a férmula de Green, deduzimos que

I 1 [
= —/ /(dz’v Q)|y|* dz dt — —/ / (q-v)ly|*dydt . (5.5.10)
2Jo Ja 2Jo Jr, )

~
desde que y=0 sobre I'g

Tendo em mente que

dy
8:6]-

2Re{

oy 0%y 0
Oxj Ox0x; - Oxy,

(5.5.9)

e desde que

Estimativa para I = fOT Jo(divg) Ay dx dt.

Novamente, aplicando a férmula de Green,

T T
I, = —/ /V@-V((divq)y) da:dt+/ / 0,y (divq)ydydt (5.5.11)
0 Ja 0o Jry

~
uma vez que y=0 sobre I'g

T T
= —/ /(V@-V(divq))ydwdt—/ /(divq)|Vy\2dxdt
0 Q 0 0
T
+ / / 0,y (div q)y dry dt.
o Jry
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Através da combinacao dos resultados que temos obtido, ou seja, (5.5.7), (5.5.9),
(5.5.10) e (5.5.11), agora podemos concluir que

T 1 T
0 = Re {i/y(q-vg)dx] ——/ /(d@'vq)|y|4dxdt
o Ja
Oy Oqy, Oy
_ 9 I Y4k ZJ
Re (/0 q 0x; Oz 8a:kd dt)
T T
— / /(q-n)|Vy[2dfydt+Re (2/ /8,,y(q-V§)d'ydt>
o Jr o Jr
T 1 /T
_ Re/ /(V@V(divq))ydmdt——/ /(q~u)|y\4dfydt
o Ja 2Jo Jr,
T T
+ / / 8Vy(divq)yd7dt—Rei/ / (q-v)yy dvdt.
0 Fl 0 1—‘1

ao qual termina a prova do lema.

5.5.2. Contragao da Energia

Até agora, exigimos apenas que () seja um dominio conexo, limitado com fronteira
regular. Neste momento, precisamos assumir que €2 é star —shaped, a saber, para um
fixado zg € R? temos,

(x —x0) - v(x) <0 sobre 'y e (x—xp)-v(x) >0 sobreI. (5.5.12)

Figura 5.2: Dominio star — shaped.
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Substituindo o campo de vetores m(x) = z — 2° para o campo vetorial ¢(z) e
tomando 2° € R? fixo. Entao, do lema 5.5.1, obtemos

T T
2/ /|vyy2dxdt+/ /|y|4dxdt
o Ja o Ja
T
= Re {i/y(m-vy) dw}
Q 0
T T
—/ /(m-z/)\Vy|2dfydt+Re (2/ /&,y(m-vy)d’ydt)
o Jr o Jr

T T
—/ / (VZ'V(divm))ydxdt—l/ (m - v)|y|* dy dt
Jo Jo o 2Jo Jr,

~
=0 desde que divm=N

T T
—|—N/ / Oy ydydt — Rei/ / (m - v)yy drydt.
0 Fl 0 Fl

e em virtude que m - v > 0 sobre I'y, deduzimos que

T T
4/ E(t)dt < Re [i/y(m-V@) dx} (5.5.13)
0 Q
T ’ T
- / /(m-l/)|Vy\2d'ydt+Re (2/ /ayy(m-Vg) d’ydt)
o Jr o Jr
T T
+ N/ 0,y ydydt — Rei/ (m - v)yy dvdt.
0 Iy 0 I

Uma vez que y = 0 sobre I'y, segue que Vy = 0,5 v sobre I'y, e consequentemente

{ IVy[?> = 18,y|* sobre Ty,

. _ _ ) (5.5.14)
m-Vy=(m-v)0,y= d,y(m-Vy) = (m-v)|0,y|~ sobre I'y.

Pela combinagao de (5.5.13) e (5.5.14), vem que

4/0TE(t)dt < Re {z/ y(m - Vy)da:} / [ (-l (55.15)

/ (m-v |Vy|2dvdt+Re( / / dyy(m - Vy) dfydt)
Fl Fl
+ N/ /8,,§ydfydt—Rez’/ /(m-u)yy’dfydt.
0 F1 0 l—‘1

Tendo em mente que m(z) - v(x) < 0 para todo x € I'g, m(x) - v(z) > 6 > 0 para
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todo x € I'y, 9,y = —y’ sobre I'; e rememorando que a aplicagao trago 7o : H%O(Q) —
L3(T'y) é continua, vemos que

4/0TE(t)dt < Re {z/ y(m - Vy)dxr—é/T \Vyl>dydt  (5.5.16)

2R?
+ / / \y\2d7dt+2n/ / |Vy|? dvy dt

N2
4A1/ ly/ |2d7dt+277/ E(t)dt
n Jo Jry 0

R T o T
+ — Y |Fdydt+n | E(t)dt,
an Jo Iy 0

+

onde

R = max || — 2°)|se.
el

A1 > 0 provém da desigualdade de Poincaré e n é uma constante positiva arbitraria.

Escolhendo 7 suficientemente pequeno (5.5.16), assegura — se que

T T T
/ E(t)dt < CRe {z’/y(m-V@)dx} +c/ W2 dydt,  (5.5.17)
0 Q 0 0 I

onde C' = C(\1, 2], N) é uma constante positiva.
Combinando (5.5.17) com a identidade de energia dada em (5.3.29), obtém-se
E(T) <~yE(0), paraT > Ty,

com Tj suficientemente grande e 0 < v < 1, conforme foi feito no capitulo anterior,

pagina 192, obtemos a estabilidade exponencial e doravante, concluimos a prova do
teorema (5.5.1) .
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