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Resumo

Neste trabalho, analisamos a controlabilidade exata interna para o seguinte modelo de equagoes

dinamicas de elasticidade para materiais incompressiveis com um termo de pressao,

Qﬁ,/ - A(rb = _vpa

e também ¢ dedicado ao estudo das taxas de decaimento uniforme da energia associada ao

mesmo modelo, sujeito a uma dissipagao nao linear localmente distribuida

"= A¢ +a(z)g(¢') = —Vp.

Além disso, estudamos os seguintes sistemas acoplados semilineares da onda sujeitos a uma

dissipacao nao linear localmente distribuida

{pmutt = div[K (@) V] + f(u) + a(x)g(w) = A(x)o =0,
p(x)vy — div[K (2)Vv] + h(v) + b(z)g(v;) + v(z)u, = 0,

{p(m)utt — div[ () Vu] + f(w) + alx)g(ur) + b0 =0,
p(z)vy — div[K () Vv] + h(v) + b(x)g(v;) + du = 0.

Mostramos a existéncia de taxas de decaimento uniforme para a solucao global dos respectivos

sistemas.

Palavras chave: controlabilidade exata interna, materiais incompressiveis, dis-

sipacao nao linear, taxa de decaimento uniforme, sistema acoplado.



Abstract

In this work, we analyze the internal exact controllability of the following model of dynamical

elasticity equations for incompressible materials with a pressure term,

Qﬁ,/ - A¢ = _vpa

and it is also devoted to the study of the uniform decay rates of the energy associated with

the same model subject to a locally distributed nonlinear damping

"= A¢ +a(z)g(¢') = —Vp.

Furthermore, we study the following coupled semilinear wave systems subject to a locally
distributed nonlinear damping

{pmutt = div[K (@) V] + f(u) + a(x)g(w) = A(x)o =0,
p(x)vy — div[K (2)Vv] + h(v) + b(z)g(v;) + v(z)u, = 0,

and
p(x)uy — div[K(z)Vu] + f(u) + a(z)g(w) + 6v =0,
p(x)vy — div[K (z) V] + h(v) 4+ b(z)g(ve) + du = 0.

We prove the existence of uniform decay rates for the global solution of the respective systems.

Key words: internal exact controllability, incompressible materials, non linear

damping, uniform decay rates, coupled system.
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Introducao

O presente trabalho aborda equagoes dinamicas de elasticidade para materiais incompressiveis
com um termo de pressao e aborda dois sistemas acoplados semilineares de equagoes da
onda postos em um meio nao homogéneo e sujeitos a uma dissipagao nao linear localmente
distribuida. No primeiro problema estudamos a controlabilidade exata interna e, além disso,
estudamos a existéncia de solugao e taxa de decaimento uniforme da energia associada ao
mesmo problema sujeito a uma dissipacao nao linear localmente distribuida. No segundo
problema, estudamos a existéncia de solugao e taxa de decaimento uniforme da energia

associada.

O primeiro problema considerado, é descrito por
¢ — Ap=—Vp em Qx]0,T],
divg =0 em Qx]0,T7,
¢ =1 sobre I'x]0, T,
¢(0) = ¢° ¢'(0) =¢' em Q,

onde {2 é um subconjunto aberto, limitado e conexo do R™ (n > 2) com fronteira regular

(0.0.1)

. Além disso, ¢ = (¢1(x,t), -+, ¢n(z,t)), x = (21, -+ ,T,) sdo vetores de dimensdo n,

p = p(x,t) é uma funcdo numérica definida em Q2x]0,T[ e dive = > 1, gif. Com A eV

denota-se o operador de Laplace e o gradiente, respectivamente nas, coordenadas espaciais x.

Convenciona-se que A¢ = (A¢y, -+, A¢y), ¢" = (¢],--+,¢"), onde o stmbolo” denota ;.

O sistema (0.0.1) foi estudado por J.L. Lions em [13], motivado por equagoes
dinamicas de elasticidade para materiais incompressiveis. Assumindo que {2 é estritamente

estrelado com respeito a origem, J.L. Lions em [13] provou que a derivada normal da solucao
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¢ de (0.0.1) pertence a (L*(3))™ enquanto A. R. Santos em [51] estabeleceu a controlabilidade
exata na fronteira para o problema (0.0.1). Nesta dire¢ao, mencionamos também o trabalho
devido a Cavalcanti et al. em [20], cuja controlabilidade exata na fronteira da equacao

viscoelastica

"— A¢ — /0 g(t — s)A¢(s)ds = —=Vp,

foi estudada.

O sistema (0.0.1) pode ser obtido da segunda lei de Newton considerando pe-
quenas deflexoes de €2, onde 2 é um sélido composto de elastico, isotréopico e de material
incompressivel, (como algum tipo de borracha). Para mais informagoes sobre uma inter-

pretagao fisica para este modelo veja A.R. Santos em [51] e Cavalcanti et al. em [20].

Inspirados nos trabalhos mencionados acima, estudamos no Capitulo 2 a contro-

labilidade exata interna para o sistema

¢ — Ap=—-Vp+ hy, em Qx]0,T7,
divg =0 em Qx]0,T7,

» =0 sobre I'x]0,T],

6(0) = &', ¢(0) = ¢ em O,

(0.0.2)

onde w C Q e x, é a funcdo caracteristica de w e w é uma vizinhanca da fronteira I'

satisfazendo a condicao geométrica de controle.

Como formalizado por J. L. Lions em HUM (Hilbert Uniqueness Method) em
[12], temos que a controlabilidade exata interna para o sistema (0.0.2), é obtida explorando
a desigualdade de observabilidade, (veja (0.0.4)), para o seguinte sistema
¢ — Ap=—Vp em Qx]0,T],
divg =0 em Qx]0,T7,
¢ =0 sobre I'x]0, T,
¢(0) = ¢°, ¢'(0)=¢' em Q.

(0.0.3)

Dessa forma, provamos que para todo T > Ty existe C' > 0 tal que

By(0) < C /0 / |6/ (z, 1) 2 dadt, (0.0.4)
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vale para toda solucao fraca ¢ do problema associado (0.0.3), onde

1

Eo(t) = ¢ oI + 5 100

é a energia associada ao problema (0.0.3). Neste capitulo, combinamos multiplicadores ade-
quados para estabelecer (0.0.4). Seguimos os mesmos passos de como ¢é feito para a equagao

da onda em J.L. Lions [12].

Ainda no Capitulo 2, provamos a existéncia e unicidade de solugoes fracas e
investigamos a taxa de decaimento uniforme da energia associada ao problema (0.0.1) sujeito
a uma dissipagao nao linear localmente distribuida como segue

¢ — Ao+ a(x)g(¢) = —=Vp em Qx]0,00],
divg =0 em Qx]0, 00,

(0.0.5)
¢ =0 sobre I'x]0, 0o,
¢(0) =¢°, ¢'(0) =¢' em Q.
A saber, considerando a energia associada ao problema (0.0.5):
_ 1 2 1 / 2
Eolt) = 5 1001 + 5 1603
provamos que
t
Ey(t) < S (? — 1) , YVt > Ty, (0.0.6)
0
com tlim S(t) = 0, onde o semigrupo de contragao S(t) é a solugao da equagao diferencial
—00
d
=5 +4(5()) =0, 5(0) = E(0), (0.0.7)

e q ¢ dado em (2.2.147) para toda solugao fraca do problema (0.0.5).

Para obter este resultado, observamos que a solugao ¢ do problema (0.0.5) pode
ser reescrita como uma soma ¢ = v 4+ w onde v e w sao0, respectivamente, solugoes fracas dos

seguintes problemas:

V" — Av=—-Vp em Qx]0,T7, w”" — Aw = —a(x)g(¢’) em Qx]0,T],
dive =0 em Qx]0,T7, divw =0 em Qx]0,77,

v =0 sobre I'x]0, 77, w =0 sobre I'x]0, T,

v(0) = ¢°, v'(0) =¢' em Q, w(0) =w'(0) =0 em Q.
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Consequentemente, explorando a desigualdade de observabilidade (0.0.4) e a de-

composi¢ao acima ¢ = v + w somos capazes de provar a seguinte desigualdade

<C/ / ) (16' (2, 6)] + |9(¢' (,1))[?) dxdt, paratodo T >Tp,  (0.0.8)

onde C' é uma constante positiva. A desigualdade acima é o ponto chave para obter a taxa de
decaimento uniforme dado em (0.0.6). Considerando o método desenvolvido primeiramente
por Lasiecka e Tataru em [39], é possivel derivar taxa de decaimento uniforme explicita da

férmula geral (0.0.6) (veja por exemplo, [1], [2], [21] e [25]).

No Capitulo 3, vamos generalizar os resultados obtidos no Capitulo 2. Neste
capitulo, para provar a desigualdade de observabilidade (0.0.4), fazemos uso de argumentos
de andlise microlocal devido a N. Burq e P. Gérard em [17]. No presente trabalho, provamos
que nao ha necessidade de considerar a hipdtese do () ser estritamente estrelado quando
considera controle interno em volta de uma vizinhanga de w da fronteira I' := 02 de Q2

satisfazendo a condicao geométrica de controle, no sentido a ser precisado adiante.

Para provar (0.0.4), argumentamos por contradigdo e encontramos uma sequéncia

{Vm }men de solugoes fracas para o problema (0.0.3) tal que
E,, (0) =1, paratodo m € N.

Para obter uma contradigao, precisamos provar que E,, (0) converge para zero quando m —
+00. Devemos provar isso, usando uma equiparticao adequada da energia e um principio de

continuacao unica, tal que
T
/ /(‘v,’ni(:v,t)!z + |V, (@, 8)]?) dedt — 0, Yi=1,--- n. (0.0.9)
0 w
quando m — +00.

Nosso desejo é propagar a convergéncia (0.0.9) de wx]0, T para todo o conjunto
Qx]0,T[. Para tal, fazemos uso de andlise microlocal. Consideramos a medida de defeito
microlocal p;, ( m.d.m.), primeiramente introduzida por P. Gérard [32], associada a {v;, }.

Observamos uma vez que

9, Pvy,, — 0 fortemente em H, ! (Qx]0,TY),
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"

onde Pv,, =: v, — Av,,, entdo, usando propriedades associadas a p; somos capazes de

provar que p; se propaga ao longo do fluxo bicaracteristico do operador de ondas 0, Puv,,,

provando a convergéncia desejada.

No Capitulo 4, voltamos nossa atengao para o proximo problema abordado, va-
mos investigar a estabilidade assintética de dois sistemas acoplados semilineares da onda
postos em um meio nao homogéneo e sujeitos a uma dissipacao nao linear localmente dis-

tribuida. A saber,

(

p(x)uy — div[K(z)Vu] + f(u) + a(x)g(uy) —v(xz)v, =0 em Qx]0, 0o,

p(z)vy — div[K (x)Vu] + h(v) 4+ b(x)g(v) + y(x)u, =0 em Qx]0, ool

u = v =0 sobre 002x]0, 00|, (0.0.10)
u(0) = u®, u(0) =u' em Q,

v(0) =%, v(0) =o' em Q,

(

p(x)uy — div[K(z)Vu] + f(u) + a(x)g(u) +0v =0 em Qx]0, 00,

p(x)vy — div[K (x)Vu] + h(v) 4+ b(x)g(vy) + du =0 em 2x]0, o0,

u=v =0 sobre 002x]0, 00|, (0.0.11)
u(0) = v, u(0) =u' em Q,

v(0) = 0°, v(0) =o' em Q,

\
onde 2 ¢ um dominio do R" para n > 2, com fronteira suave 92, p: Q — Ry, k;; : Q@ = R,

1 <i,7 < d s@o fungoes C*(£2) tais que para todo z € Q e £ € R",
ag < pla) < B, kij(x) = kulx), aléf <€ K(x)-€ < BIEP, (0.0.12)

onde v, By, @, B sdo constantes positivas e K(x) = (k;;);; ¢ uma matriz simétrica positiva-
definida. Vamos denotar por w C €2 um conjunto aberto dado pela intersecao de uma
vizinhanga aberta da fronteira 02 em R"™ e que controla geometricamente a equagao (0.0.10)

e (0.0.11), em um sentido a ser precisado adiante.

O principal objetivo deste capitulo é provar a existéncia e unicidade de solugoes
fracas para os problemas (0.0.10) e (0.0.11) e, além disso, que estas solugdes decaem unifor-
memente para zero, isto ¢, denotando E(t) = E,, ,(t) a energia associada ao problema (0.0.10)
ou (0.0.11) tem-se

E(t)< S (— - 1) L V> T, (0.0.13)
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com tlim S(t) = 0, onde o semigrupo de contragao S(t) é a solu¢ao da equagao diferencial
— 00

d
ES@) +q(S(t)) =0, S(0) = E(0), (0.0.14)
onde ¢ é dado em (4.1.177) para toda solugao fraca do problema (0.0.10) ou (0.0.11) desde
que {u’; 1%, u' v} sejam tomados em conjuntos limitados de (Hg(2))? x (L*(2))2.
Onde

E(t) := /Qp(a:')]ut(a:',t)\2 + p(x)|vg (2, 1) > + Vu(z, )" - K(z) - Vu(x,t)
+ Vo(z,t)" - K(x) - Vo(z,t) + F(u(z,t)) + H(v(x, t))dz

(0.0.15)

E(t) = /Q o) gz, )2 + p(x) o, O + Valz, )T - K(z) - Vale, )

+ Vo(z,t)" - K(x) - Vo(z,t) + F(u(r,t)) + H(v(z,t))dz + 5/Qu(:r,t)v(x,t)d:r
(0.0.16)

sdo as energias associadas aos problemas (0.0.10) e (0.0.11), respectivamente.

Este resultado é um resultado de estabilizacao local. De fato, as taxas de decai-
mento dadas em (0.0.13) sao uniformes sobre cada bola (H}())? x (L*(Q2))? com raio R > 0
no espaco da energia, mas este resultado nao garante que a taxa decai globalmente, isto é,

que (0.0.13) vale independente dos dados iniciais.

A fim de obter a taxa de decaimento dada em (0.0.13) é suficiente obter a de-
sigualdade inversa para os problemas (0.0.10) ou (0.0.11), isto é, dado T" > Ty existe uma

constante positiva C' tal que

) < C/ / ( (g (ue) [* + Jwel®) + () (lg(ve)|* + |vt]2)) dxdt, (0.0.17)

desde que os dados iniciais sejam tomados em conjuntos limitados de (H}(2))? x (L*(Q2))>.
Combinando a abordagem dada por Dehman, Gérard e Lebeau em [29] ou Dehman, G.
Lebeau e Zuazua em [30] com o principio de continuagao unica provado em [59], as imersoes
de Sobolev e as estimativas de Strichartz provadas [11] e [18] obtemos a prova da desigualdade

inversa (0.0.17) para o sistema (0.0.10). No sistema (0.0.11) combinamos a abordagem dada
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[29] ou [30] com o principio de continuagao tinica provado em [20] com as imersoes de Sobolev

para provar (0.0.17).

Consta também neste trabalho, um capitulo (Capitulo 1) com os principais re-
sultados utilizados nas demonstracoes feitas nos capitulos 2, 3 e 4 e, consta um capitulo

(Capitulo 5), com as consideragoes finais e perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo

Resultados Preliminares

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

Sejam x = (x1, T, ..., T,) pontos do R" e & = (ay, as..., v, ), n—uplas de niimeros inteiros nao
negativos. Considerando |a| = oy + as... + a,, e ! = aglas!...a;,! denotaremos o operador

derivagao em R"™ por
olel

= (o] a9 °
0x ' 0x5?...0xon

DOL

Seja 2 um aberto do R" e ¢ : 2 — R. Definimos o suporte da fungao ¢ em ()
e denotamos por supp(y) o fecho em Q do conjunto {z € Q;p(z) # 0}. Quando supp(y) ¢é
compacto, dizemos que ¢ tem suporte compacto em 2. Denotaremos por C§°(€2) o conjunto
das funcoes ¢ : 2 — R que sao infinitamente diferenciaveis em {2 e que possuem suporte

compacto.

O espaco das fungoes testes de 2, D(Q2), é o espago C§°(€2) munido da seguinte
no¢ao de convergéncia: Dada uma sucessao {¢, } de func¢oes de C§°(Q2) e ¢ € C5°(Q?) dizemos
que

¢y — ¢ em D(12) (1.1.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de € tal que

(i) supp(y¢,) C K,Vv e supp(yp) C K;

(ii) D*p, — D“p uniformemente sobre K,Va € N".
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Uma distribuicdo sobre €2 é uma forma linear sobre D(£2) que é continua no sentido
da convergéncia dada em (1.1.1). Chamaremos por D'(2) o espaco vetorial das distribui¢oes
sobre €. Diremos que {7,}, uma sucessao de elementos de D’'(2) converge para T' € D'(Q)

€ escreveremos

T, — T em D'(Q)
quando

(T, o) = (T, ), Vo € D(Q).

Dada uma distribuicao T sobre €2 e a € N", a derivada distribucional de ordem

a da distribuicao T', denotada por D*T', é dada por

<DaT7 90> - (_1)|a| <T7 Da(p> ) VSO S D(Q)

Com essa definigdo, uma distribuigdo 7" € D’(Q2) possui derivada distribucional

de todas as ordens e DT € D'(2) e além disso a aplicagao

D*:D(Q) — D(Q)
T + D°T

¢é linear e continua.

1.2 Espacgos LP(())

Sejam €2 um subconjunto do R™ e p um numero real tal que 1 < p < oco. Denotaremos por
LP(€2) o espago vetorial das (classes de) fungdes mensuraveis u, definidas em €2 tais que |u|?

é Lebesgue integravel sobre €.

O espago LP(§2) munido da norma

[lullzr) = (/Q IU(w)!pdw> %

Se define por L*(2) o conjunto das fungdes u : 2 — R tais que u é mensuravel e

¢ um espaco de Banach.

existe uma constante C' tal que |u(z)| < C para quase todo z € ). Uma norma em L>*(Q) é
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dada por
|||z (0y = inf{C; |u(z)] < C q.s. em Q}

a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, L*(2), com o produto interno

(u,v) = /Q w(@)v(z)da

e a norma |u|*> = (u,u), é um espaco de Hilbert.

1 1
Seja 1 < p < oo. Diz-se que p' é o indice conjugado de p se — + — = 1.
p p

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b sao nimeros reais nio negativos

entao
al b
ab < — + —
q p
1 1
sempre que 1 <gq<ooe—+ — =1.
q P
A desigualdade de Young também pode tomar a sequinte forma
ab < ea? + C(e)b'.
Demonstragao: Ver [11]. |

Proposigao 1.2 (Desigualdade de Hélder) Sejam u € LP(Q) ev € LP () com 1 < p <

oo. Entao uwv € L'(Q) e

| teol < lelzri ol
Demonstragao: Ver [11]. |

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Hélder Generalizada) Se fi, fo,- -+, fi sdo fungoes
tais que f; € LPi,1 <i <k COm% = p%—O—p%)—i—- . '—i-pik < 1. Entao o produto f = f1fo--- fr € LP
e

[fllze < W fallon L fallzoz - - Il fel o
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Demonstracao: Ver [11]. |

Proposicao 1.4 (Desigualdade de Interpolacdo) Seu € LY (Q)NLI(Q) com 1 < ¢ <

q < oo entdo u € L™(2) para todo ¢ < r < q e verifica a desigualdade

lullzr < ffullF llull 7

1 1-—
onde—:g,—k - (0<a<l).
r o q q
Demonstragao: Ver [11]. |

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v € LP(Q2) e 1 < p < oo entdo

[+ vllzr@) < [lullzr@) + [[0l]Lr@)-
Demonstragao: Ver [17]. |

Teorema 1.6 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Se uma sequéncia { f.} de funcoes
integrdveis a Lebesque num conjunto ) converge quase sempre em €2 para um funcao f, e se

|fr] < ¥, quase sempre em Q, Vk € N, para um certa funcao ¢p € LY(Q), entdo a integral

/ f existe e
Q

/fdx = lim [ f, dx
Q k—oo [Jq

Demonstragao: Ver [17]. |

P
loc

Denota-se por L7 (2), 1 < p < 00, 0 espaco das (classes de) fungoes u : Q@ — R

tais que |ul? é lebesgue integrével sobre cada subconjunto compacto de 2.
Proposigao 1.7 (Du Bois Raymond) Seja u € L} () tal que

loc

/Qu(x)go(x) dx = 0,Vo € C ()

entdio u = 0 quase sempre em €.

Demonstragao: Ver [22]. |
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1.3 Espacos de Sobolev

Sejam  um aberto do R", 1 < p < oo e m > 1. O espago de Sobolev W™P(Q) é o
espago vetorial de todas as fungoes de LP(2) tais que D*u € LP(Q2), para todo a@ < m.

Simbolicamente,

WmP(Q) ={u e LP(Q); D € LP(Q), Y|a] < m}.

Uma norma em W"™P(Q) é dada por

|l [fym () = Z /Q|D°‘u(x)|p dz, se 1 <p < oo,

laj<m

[ul[} oo () = Z supess |D%(x)|? dx, se p= o0,
la|<m €N
a qual o torna um espago de Banach. No caso p = 2, escreve-se W™?(Q) = H™(Q) e
munindo-o com o produto interno
(u, V) pm(Q) = Z /Do‘u(:p)Do‘v(x) dx
jal<m 7€

temos um espaco de Hilbert.

Define-se o espago W;""(2) como sendo fecho de C§°(§2) em W™P(2), ou seja,

_— m,P(Q

<oy ) :
C6e(©) = Wg™"(Q).
Quando 2 é limitado em alguma direcao x; de R" e 1 < p < oo entao a norma

em W;""(Q) dada por

fulp = 3° / Dou()? de

|a]=m

¢ equivalente a norma induzida por WP ().

Representa-se por W~ (Q2) o dual topolégico de W"P(2), onde 1 < p < oo e

p' é o indice conjugado de p. Por H~™(Q2) denota-se o dual topolégico de HJ*(€2).
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Teorema 1.8 Sejam ) um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fronteira limitada e

m um inteiro tal que m > 1, e 1 < p < 0o. Entao temos as sequintes imersoes continuas:

1
(i) se — — ™S 0 entdo WmP(Q) — L(), onde L = ;
p n !

1_ m.
p n

1
(ii) se — — ™ — 0 entdo WmP(Q) — L), V q € [p,+o0];
p n
I m -
(iii) se P < 0 entao W™P(QQ) — L>®(Q).
Demonstragao: Ver [11] |

Teorema 1.9 (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja ) um aberto limitado bem regu-

lar do R™, para n > 2. Entdo as sequintes imersoes sao compactas:

(i) sep <n entio W(Q) < LIQ), V1< g < 2

(ii) se p=n entio W'P(Q) < LI(Q), ¥V ¢ € [1,+oo];

(iii) se p > n entio WP(Q) < C°(9Q).

Demonstracao: Ver [11] |

1.4 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Separaveis

Nesta secao temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca *, assim como resultados

de convergeéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos espacos.

Considerando E um espago de Banach, a topologia fraca o(E, E') sobre E é a

topologia menos fina sobre FE que torna continuas todas as aplicagoes f € F’.

Seja {z,} uma sucessao convergente para = na topologia fraca o(E, E’). Quando
nao houver possibilidade de confusdo diremos apenas que {x,} converge fraco para x e
denotaremos por

T, = xrem F.
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Proposicao 1.10 Seja {x, }nen uma sucessaio em E, entdo

(i) ©, =z em E se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vf € E';
(ii) Se x, — x em E, entdo x, — v em FE;
(iii) Se z, — x em E, entao ||x||g € limitada e ||z||p < liminf||z,||g;

(iv) Sex, =~z em E e f, — f em E', entao (fn,x,) — (f, ).

Demonstracao: Ver [11]. |

Sejam E um espaco de Banach e x € F fixo. Considere a aplicacao

J, ' — R
o= (o f)={(f2)

que ¢ linear e continua e portanto J, € E”, Vx € E. Deste modo, definamos a aplicacao

J: E — E" tal que J(z) = J,, a qual é chamada de injecdo candnica de E em E”.

A topologia fraca *, ou o(FE’, E), é a topologia menos fina sobre E’ que faz

continuas todas as aplicagoes .J,.

Seja {f,} uma sucessao convergente para f na topologia fraca * o(E, E’). Com
vistas a simplificacio das notagdes escreveremos apenas que { f,} converge fraco * para f,
ou simbolicamente

fo = fem E

quando nao houver possibilidade de confusao.

Proposicao 1.11 Seja {f,}neny uma sucessio em E', entao
(i) f. = f em E' se, e somente se, (fn,2) = (f,2) Vo € E;
(ii) Se f, — [ forte, entao f, — f em o(E', E");

(iii) Se f, — f em o(E', E"), entdo f, = f em E';

(iv) Se f,. X f em E', entdo [|fullpr € limitada e ||f||g < lminf||f,||g;
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(v) Se fan em E' ex, - x em E, entao (f,,z,) — (f, x).

Demonstracao: Ver [11]. [ |

Dizemos que um espaco de Banach é reflexivo quando a injecao canodnica J : £ —
E" é sobrejetora. Um espaco métrico F é dito separdvel quando existe um subconjunto

M C FE enumerével e denso em FE.

Teorema 1.12 Seja E um espaco de Banach tal que E' € separavel. Entao E € separdvel.

Demonstragao: Ver [11]. |

Teorema 1.13 Seja E um espaco de Banach separdvel e seja {f,} uma sequéncia

limitada em E'. Entao existe uma subsequéncia {f, } que converge na topologia fraca *

(o(E", E)).
Demonstragao: Ver [11]. |

Teorema 1.14 Seja E um espago de Banach reflexivo e seja {x,} um sequéncia limitada

em E. Entao existe uma subsequéncia {x,,} que converge na topologia fraca (c(E,E")).

Demonstracao: Ver [11]. |

1.5 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar espagos envolvendo as variaveis temporal e espacial, os quais

sao necessarios para dar sentido a problemas de evolucao.

Para t €]0, 7 fixo, interpretamos a fun¢ao = +— wu(x,t) como um elemento do

espago X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espago X.

Sejam X um espaco de Banach e a,b € R.
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O espaco LP(a,b; X,) 1 < p < 400, consiste das fungdes (classes) mensuraveis

sobre [a, b] com imagem em X, ou seja, as fungoes u : (a,b) — X tais que

b :
e MO M

O espago L*>(a,b; X) consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre [a, b] com
imagem em X, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste
espaco € dada por

[l oo 0,01y 7= sup ess [[u(t)]] -

O espago C™(a,b; X),m = 0,1,---, consiste de todas as fungdes continuas u :

[a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada por

m

= IGIP
Jul| : iotem[aaﬁ!u (t)]

Proposicao 1.15 Sejam m =0,1,---, e 1 <p < +00,X eY espacos de Banach.

(a) C™(a,b; X) é um espago de Banach sobre K.
(b) LP(a,b; X),1 <p <400 e L®(a,b; X) sao espagos de Banach sobre K.
(c) Cla,b; X) € denso LP(a,b; X) e a imersao C(a,b; X) < LP(a,b; X) € continua.

(d) Se X é um espago de Hilbert com produto interno (.,.)x entdo L*(a,b; X) é também um

espaco de Hilbert com produto interno
(U, V) L2(ap;x) 1= /Q(u(t),v(t))xdt.
(e) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +o0.
(f) O espago LP(a;b; X) € reflexivo se 1 < p < o0.

(g) Se X =Y, entio L (a,b; X) — Li(a,b;Y), 1 < q <r < +o0.
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Demonstracao: Ver [(3] |

Proposigao 1.16 Sejam X um espag¢o de Banach e 1 < p < +oo. Se f € LY(0,T;X) e
| fllx € LP(0,T) entao f € LP(0,T5X) e ||fllzeor.x) = [ fllo(0.1)-

Demonstracao: Ver [57]. |

Proposicao 1.17 Sejam X um espag¢o de Banach e 1 < p < 400. Se g € L*(0,T;X) e
p e L(0,T),1 <s; <oo, entao gp € L*(0,T;X) e

lgellzso.:x) < Nlgllzsoorx) ll@llz= (0,T)

1_ 1,1
ondes—SO—f—sl.

Particularmente, se p =1 e g € L*(0,7; X),1 < 59 < 00 entao g € L*(0,t; X) e

11
Lso,x) < T's =0

|g||LSo (0,T;X)

g1

com 1 < s < sy.

Demonstracao: Ver [57]. [ |

O espacgo dual de LP(a,b; X). Consideremos Y = LP(a,b; X). Temos a seguinte

relagao de dualidade Y’ = L4(a, b; X'), com % + % =1, devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.18 Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < +00, %%—% = 1.

Entao cada fungao v € L(a,b, X') corresponde a um inico funcional v € Y’ dada por

b
(0, u) :/ (v(t),u(t)) dt YueY. (1.5.2)

Reciprocamente, para cada v € Y' corresponde exatamente uma fungdo v € L(a,b; X') dada

por (1.5.2). Além disso,

19llyr = [0l paga,pxr)

Demonstragao: Ver [63]. |
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Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(a,b; X) o espago localmente
convexo e completo das fungdes vetoriais ¢ : (a,b) — X infinitamente diferencidveis com

suporte compacto em (a,b). Dizemos que uma sucessao
Pv — @ em D(CL, baX)
se

(i) Existe um compacto K de (a,b) tal que supp(ip,) e supp(y) estdo contidos em K, para

todo v;

k dk
(ii) Para cada k € N, %cp,,(t) — e em X, uniformemente em t € (a,b).

O espago das aplicagoes lineares continuas de D(a,b) = D(a,b;R) em X serd
denotado por D'(a,b; X), ou seja, S € D'(a,b; X) se S: D(a,b) — X é linear e se 0, — 0 em

D(a,b) implicar que (S, 6,) — (S5,6) em X. Diremos que
S, — S em D'(a, b; X)

se

(S,,0) — (S,0) em V0 € D(a,b).

O espago D(a,b; X) munido da convergéncia acima é denominado espago das distruibuicoes

vetoriais de (a,b) com valores em X.

Denotaremos por Hj(a,b; X) o espago de Hilbert
Hi(a,b; X) :={v € L*(a,b; X); V' € L*(a,b; X); v(a) = v(b) = 0}
munido com o produto interno
(o) = [ o@xar+ [ @)

Identificando L?(a, b; X) com o seu dual [L*(a,b; X)]', via Teorema de Riez obte-
mos

D(a,b; X) — Hy(a,b; X) — L*(a,b; X) < H *(a,b; X) <= D'(a,b; X),

onde H'(a,b; X) = [H}(a,b; X)]'.
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Proposigao 1.19 Seja u € L?*(a,b; X). Entdo existe um tinico f € H *(a,b; X) que verifica
<f70€> = (<ula0>7€)X v QED(CL,b), v SGX
Demonstragao: Ver [13]. |

Observagao 1.20 Da proposicao anterior podemos identificar f com ', de posse disso, di-

remos que se u € L*(a,b; X) entao v’ € H '(a,b; X).
Demonstragao: Ver [13]. |
Proposicao 1.21 A aplicacao

g : L*a,b;X) — H '(a,b;X)
u —  g(u) =

onde X € um espaco de Hilbert € linear e continua.

Demonstracao: Ver [13]. u

1.6 Resultados Auxiliares

Teorema 1.22 (Férmulas de Green)
(1) Se~ € H?*(Q), entdo
%2l 1
Vv - Vudr = — | ulMyde + [ ——uds, Yu € H ().
Q Q r Ov
(2) Seu,vye H*Q), entdio
/ uAvy — yAudx = u— — y—ds.
Q
Demonstracao: Ver [11] p.316. |

Teorema 1.23 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions) Sejam By, B e By espagos

de Banach tais que By — B — B e
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(1) By e By sao reflexivos;
(ii) A imersio By — B € compacta;

(iii) A imersio B — B; € continua.

Definamos

W = {U S LPO(O’T; BQ);U/ S Lpl(O,T; Bl)},

onde 1 < po;p1 < 1. Consideremos W munido da norma

[ully, = HUHLpo(o,T;BO) + Hul”Lpl(O,T;Bl)
a qual o torna um espago de Banach. Entdo a imersio de W em LP°(0,T; B) é compacta.
Demonstracao: Ver [11] p. 57. |

Teorema 1.24 (Lema de Lions) Seja (u,) uma sucessio de fungoes pertencentes a LI(Q))

com 1 < q < oo. Se

(i) u, — u quase sempre em Q;

(ii) ”uMHLq(Q) <C, VpeN;
entdo u, — u fraco em L(Q).
Demonstracao: Ver [11] p. 12. |

Proposigao 1.25 (Lema de Gronwall) Sejam z € L>(0,T) e ¢ € L'(0,T) tais que

2(z) >0, p(t) >0 e seja ¢ > 0 uma constante. Se

o(t) < c+/0 z(s)p(s)ds, Vt €]0,T7,

entao

o(t) < c.edo 7 gy €]0, 7.
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Demonstragao: Ver [10]. |

Proposigao 1.26 Sejam m € L'(0,T;R) tal que m > 0 quase sempre em ]0,T] e b > 0

constante real. Suponhamos h € L>(0,T), h > 0 sobre |0,T[ verificando a desigualdade
1 t
§h2(t) < 2% + 2/ m(s)h(s)ds
0

para todo t €]0,T[. Entao
t
h(t) <2b+ 2/ m(s)ds.
0

Demonstracao: Ver [13]. |

Defini¢ao 1.27 Seja H um espago de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(u,v) :

HxH—=RE¢
(i) continua se ezxiste uma constante C' tal que

la(u,v)| < Clullv|, Yu,v € H e
(ii) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > alv|?, Yv e H.

Teorema 1.28 (Lax-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva. Entao

para toda ¢ € H' existe um tinico u € H tal que
a(u,v) = {p,v), Yv € H.

Além disso, se a € simétrica entao u se caracteriza pela propriedade

veEH

weH e %a(u,v) ~ (¢, v) = min {%a(u,v) - <<p,v>} |

Demonstracao: Ver [11]. [ |
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Teorema 1.29 (Teorema de Holmgren). Seja P um operador diferencial com coefici-
entes constantes em R". Seja u solucdo de Pu = 0 em Qy, onde Q)1 € um aberto de R".
Suponha uw = 0 em @)y, onde Q3 é um subconjunto aberto e nao vazio de Q1. Entao u = 0
em @3, onde Q3 € um subconjunto aberto de (1 que contém Qs e tal que qualquer hiperplano

caracteristico do operador P que intersecta (Q3 também intersecta (Qs.

Demonstracao: Ver [12] p. 87. |

Proposicao 1.30 (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do R™, entao para

toda funcao concava F e toda funcgao integrdvel g € L*(B), teremos

F(meldB / g(m)dx) > [ Pl

Demonstragao: Ver [50]. |

Teorema 1.31 (Teorema da Projegao) Um operador linear limitado P : H — H sobre

um espaco de Hilbert H é uma projecdo se, e somente se, P € autoadjunto e idempotente.

Demonstracao: Ver [33] p. 481. |

1.7 Resultados Utilizados de Semigrupos
Seja X um espaco de Banach e X’ o seu espaco dual.

Definigao 1.32 Um conjunto A C X x X' é chamado mondtono se
(x1 — z2,y1 — y2) > 0 para cada |x;,y;] € Ayi =1, 2.

Um subconjunto mondtono de X x X' € dito ser maximal mondtono se ele nao tem a
propriedade de conter qualquer outro subconjunto mondtono de X x X'.

Se A € um operador univoco de X em X', entdo a condigcdo de monotonia se transforma em

(1’1 — .TQ,A]?l — Al’g) >0, Vxl,xg c D(A)
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Demonstragao: Ver [3] p. 34. |

Definicao 1.33 H : X — X ¢ dito hemicontinuo se é univoco e para todo x,y € X tem-

se H(x + ty) = Hx quando t — 0, isto ¢, Pr% (H(x+ty),2)x x» = (Hzx, 2)  y/ , para todo
H k) b

ze X'

Demonstracao: Ver [3] p. 34. |
Definigao 1.34 O operador R: X — X' é chamado coercivo se
=00 YV [zm, 2, €R tal que lim ||z,] = cc.
m—r0o0
Demonstracao: Ver [3] p. 34. |

Proposicao 1.35 Seja X um espaco reflexivo e seja R mondtono, hemicontinuo e limitado

de X em X'. Seja S um operador maximal mondtono. Entao R+ S € mazimal mondtono.

Demonstracao: Ver [3] p. 39. |

Proposigao 1.36 Seja X um espago reflexivo e seja R um operador de X em X' mondtono
e hemicontinuo. Seja S um operador mazimal mondtono de X em X'. Entao R+S € maximal

mondtono de X em X'. Além disso, se R+ S € coercivo, entao Im(R+ S) = X'.

Demonstracao: Ver [3] p. 48. |

Teorema 1.37 Sejam H um espago de Hilbert e A um operador maximal mondtono de H.
Para todo Uy € D(A), eziste uma unica fun¢ao U(t) : [0, 00[— H tal que

(i) U(t) € D(A) Vt > 0;

(ii) U(t) € lispschitiziana em [0, 00], isto ¢, & € L>(0, 00; H);

7odt

(iii) 2% + Au(t) 20, isto €, & € AU(t) g¢.t.p. [0,00[;
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(iv) U(0) = Uy.
Demonstracao: Ver [13] p. 54. |

Teorema 1.38 Seja A um operador mazimal mondtono em H. Para todo f € L'(0,T;H) e

todo Uy € D(A), existe uma inica solugdo fraca da equagao % + Au > f tal que U(0) = U,.

Demonstracao: Ver [13] p. 85. |

Seja A : D(A) C ‘H — H um operador em um espago de Hilbert #H. Considere o

seguinte problema de valor inicial

au
& tAU+BU > f (1.7.3)
U(O) - Uo S H
onde B : H — H é localmente lipschitz, isto é,
|IBU —BV|| < L(K)||U — V||, desde que ||U|| < K, ||V| < K. (1.7.4)

Teorema 1.39 Suponha que A é mazimal mondtono e que 0 € AO. Se Uy € D(A), f €
WE0,¢,H) YVt >0 e a aplicagio localmente Lipschitz satisfaz (1.7.4), entdo eriste t < +oo
tal que a equagao (1.7.3) tem uma dnica solugao forte no intervalo [0, tye|. Além disso, se

Uo € D(A) e f e L'(0,t,H) Vt > 0 obtemos uma solu¢io generalizada U € C([0, tmazl; H)

para a equagdo (1.7.3). Em ambos 0s casos, se tma: < +00, entdo t/litm |U(t)]|% = +oo.

max

Demonstracao: Ver [28] Teorema 7.2. |

Teorema 1.40 Seja X um espaco de Banach reflexivo e A um subconjunto maximal mondtono

de X x X'. Seja (uy,v,) € A tal que u, — u,v, — v e, também,

lim sup(u,, — U, Uy — V) < 0
n,m—00

ou

lim sup(u, — u, v, —v) < 0.
n—oo

Entao (u,v) € A e (up,v,) — (u,v) quando n — oo.

Demonstracao: Ver [J] Lema 2.3 p. 38. |
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1.8 Caracterizacao dos Espacos H e V

Esta secao é destinada a fixacao da notagao e da terminologia a serem utilizadas nos Capitulos
2 e 3. Além disso, demonstraremos alguns resultados relativos a caracterizacao dos espagos

de Hilbert considerados e ao traco das fungoes nesses espacos.

Para maiores informacoes a respeito dos resultados enunciados, consulte Lions

[40] e [41], Lions-Magenes [14], Tartar [01] e Teman [62].

Seja
V={pe (D))", dive=0}. (1.8.5)

Considere-se em V duas topologias definidas pelos produtos internos

n

((u,0)) = > ((ui0:)) (o), (1.8.6)

=1

n

(u,v) = Z(qui)m(ﬂ), (1.8.7)

=1

e respectivas normas

2 2
all* = > lual gy (1.8.8)
i=1
2 2
ul? = Juilra) - (1.8.9)
i=1
Sejam V' e H as aderéncias de V com as normas ||-|| e |-| respectivamente, isto é,
S 1 n
v =yt (1.8.10)
(72 n
H=y"" (1.8.11)

Note-se que V e H sao espagos de Hilbert munidos com as topologias de (Hj(£2))"

e (L?(Q))™, respectivamente.
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Definicao 1.41 Seja 2 um conjunto aberto, limitado e conero do R™. Definimos o espaco

quociente

Li(Q) = L*(Q)/R

das classes de funcoes de L*(Q) que diferem por uma constante. Munimos este espago quo-

ciente com a norma ||ul| 2 = infeer [[u + | 2.

Ver [12] p. 239.

Lema 1.42 Seja 2 C R", aberto, limitado com fronteira reqular. Se f é uma forma linear
e continua em (H}(Q))™ tal que (f, Prrm =0, V g€ (HY Q)™ que satisfaz dive = 0,

entao existe p € L3(Q) tal que f = —Vp.

Demonstracao: Ver [12] p. 242. |

Lema 1.43 (de Rham) Seja Q2 um conjunto aberto do R"™ e f € (D'(Q2))" tal que para todo

p €V tem-se (f, ¢>D,7D =0, entdo existe p € D'(R2) tal que f = —Vp.
Demonstracao: Ver [12] p. 245. |

Lema 1.44 Euziste uma fungio p € H1(0,T; LE(Q)) tal que o problema (2.1.1) € satisfeito
em D'(Q). Além disso, existe C > 0 tal que

D11~ 0,7220000) < CUS T + 18° 117 + 1AXl T2 (0,750m))- (1.8.12)
Demonstracao: Argumentando como no capitulo 2 de [62] ou capitulo 5 de [12]. [ |

Lema 1.45 Para todo dominio conexo e limitado do R"™ existe C > 0 tal que para todo
p € LE(Q) temos

1
cllpleg < 1Vplla- < Clipl .

Demonstragao: Ver [12] p. 240. |
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Lema 1.46 (Caracterizagcao do espago V)
V={ul|ue (HyN)";divu = 0}. (1.8.13)

A

Demonstragao: Seja V = {u | u € (H}(Q))"; divu = 0}. Vamos mostrar que V = V.
HVCcV

Seja v € V, entao existe uma sequéncia de fungoes ¢, € (D(2))" tal que
om — v em (Hy(Q)" e dive,, =0.
Dessa forma,
div o, — dive em L*(9Q).
Como div ¢, = 0,Vm, segue que
ve (HH Q)" e dive =0,
isto é, v € V.
V=V

Observe que, como V' é fechado, a afirmacao implica que V' = V. Para demonstrar
a afirmacao acima, basta mostrar que se f € (V)’ , isto é, se f é uma forma linear e continua
de V em R tal que
(f,v) =0, YvoeV,
entao tem-se que f = 0.
De fato, seja f € (V). Como V é um subespaco de (HL(€))", tem-se que toda

forma linear e continua em V pode ser estendida a (HZ(9))". Seja f esta extensdo. Logo,

Fe(H Q) <f, v> —0YoeVcCV.

Daf, pelo Lema 1.42, conclui-se que existe p € L?(Q)/R tal que

f = _vp7

ou seja,
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e dal

~ 8p 81}1- n
<fi;vi> = <_a_xiuvi> = (Pa (9_91:1)’ Y ve (Hy(Q)"
Em particular, tomando-se v em V, obtém-se

(f,u) =0V vev,

o que implica que f = 0. [ |

Lema 1.47 (Caracterizagcao do espaco H)

H={u|ue (L*(Q)divu=0,u-v=0 em T}. (1.8.14)

Demonstracao: Ver [(1] p. 32. |

Observagao 1.48 Se u € (L*(Q))" e divu € L*(Q) pode-se definir o trago da fungdo u - v

como um funcional de H=/?(T), isto ¢,

u-v= Zuz% c HV4(I).

i=1
Este resultado pode ser encontrado em [01] p. 25.

No que segue, por V' representa-se o dual topolégico de V, munido com a norma

11l = sup > {fiswi) s g
ueVvV

flullyy <1 2

Lema 1.49 (Caracterizagcao do espaco V')

V' = {(H Q)" /{Vpip € L*(Q)/R}}. (1.8.15)

Demonstragao: Seja f € V’ isto é, f : V — R, linear e continua e V' C (H3(2))". Seja

[ (H} ()" — R a extensao linear e continua de f. Entao existe f; € H () tal que

(Fo) =Y (v, ¥V veHYQ) e flv =

(2
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Considere-se uma outra expressao para f dada por

<]?17U> = Z (91, vi) 5 9: € HTH(Q),

i
tem-se que

0
P pe i),

J?1|V:J?|V:f@fz‘—gi:am

isto é, f —g= Vp,p e L3(N)/R.

De fato, tem-se que

(Fy =S thn) = X (as 5om)

A 7

= > (g v) —Z<p’g_;i>

Q [

- Z (gi, i)

i

= Z<f1,’uz> YveV.

(2

Reciprocamente, suponha

S (fov) =) Agivi) VeV

Entao tem-se
Z(gi—fi,vi> =0, YveV, ouque (g— f,v)=0, V veV.

Em particular, (¢ — f,v) =0, V v € V. Entao pelo Lema 1.42 tem-se que

g—f=-Vp, pe L*(Q)/R, istoé,

dp
fi—9i= Oz,

X

Prova-se ainda que V' é denso em H e que a imersao de V em H é continua e

compacta, (ver [01] p. 34). Logo, identificando-se H ao seu dual, obtém-se

VCH=H CV. (1.8.16)
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Considere-se ainda o espaco
W =Vn(HQ)" (1.8.17)

munido da topologia de (Hg(€2) N H?(2))". Note-se que como I é regular, pode-se considerar
em H}(Q) N H*(Q) a norma definida pelo operador Laplaciano, que é equivalente & norma

usual daquele espago.

Lema 1.50 (Cattabriga)
w € D(A), isto é, w €V e Aw € H se, e somente se, w € (H*(Q) N H ()" e divw = 0.

Demonstracao: Ver [(1] p. 69. |

Observacao 1.51 O Lema de Cattabriga diz que

D(A) =V N (H*(Q))"

FEste lema conjugado com o Lema 1.42 diz que se uw € D(A) entdo eziste p €

L*(Q)/R tal que

dp
—Au; =h, — — h; L(0).
ul T ax’L?v (2 G ( )

Neste caso, u; € H*(Q) e p € HY(Q), (ver [01] p. 71).

Lema 1.52 (Teorema do Trago)
Seja T reqular e g € (H™ Y*('))", para m > 1 com [, g-vdl = 0. Entdo existe u em
(H™(Q))" tal que divu =0 e you = g.

Demonstracao: Ver [62] ou [19]. |

Observagao 1.53 Note-se que se u € (H™(Q))" com divu = 0 entdo u;|r € H™ V2T e

/ divuder =0 = Z/u,-yidF = 0.
Q = Jr

O lema acima estabelece a reciproca deste resultado.
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Observagao 1.54 Note-se também que se g € (L*(T))", tem-se que g -v € L*(T') e que a
condi¢ao fr g - vdl' = 0 significa que (g - v,1)p2y = 0.

Teorema 1.55 (Caracterizacdo do espaco H)

O ortogonal de H em (L*(2))" caracterizado em (1.8.14) satisfaz

H+ ={ue (L*(Q);3pe H(Q);u = Vpl.

Demonstracao: Ver [12] p. 249. |

Defini¢ao 1.56 (Decomposi¢cao Leray)
A decomposicdo
(L(Q)"=He H,
¢ chamada Decomposicio Leray do espago (L*(Q))". A projegdio ortogonal de (L*(Q))" em

H ¢é conhecida como a projecao Leray e denotada por P.

Demonstragao: Ver [12] p. 251. |

1.9 O Operador de Stokes em () C R"

Counsidere a forma bilinear
a(u,v) = / Vu:Vudr, ¥V u,veV
Q

(onde A : B = tr(A- BT)). Esta é uma forma bilinear, continua e coerciva em V. (Pela

desigualdade de Poincaré v — a(u,v) é uma norma em (H}())™.

Como a forma a definida acima é continua em V' x V| podemos definir o operador
AdeV em V' por
(Au, v)y g = / Vu:Voude, ¥ u,velV. (1.9.18)
Q

O operador A é chamado Operador de Stokes.
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Pelo Teorema de Lax-Milgran este operador é um isomorfismo de V' em V'. Pode-
mos considerar A como um operador nao limitado em H com dominio D(A) = {u € V, Au €

HY.

Observagao 1.57 Parau € VN (H?*(Q))", tem-se
Vu : Vudx = / Vu;Vvdr = [/ —Au;vdr + / —zvidf},

du;
entretanto / a—uvidF =0, pois v; € H}(Q).
r

Vi
Portanto, para w € V N (H?*(Q))", temos que

(Au,v)vr v = / Vu: Vudr = Z(—Aui,vQHq’Hé. (1.9.19)
Q

=1

Teorema 1.58 (Dominio do operador de Stokes)

Seja Q um dominio limitado de R"™ de classe CH' entdo temos que
D(A) =V N (H*(Q)™.
Além disso,
Au="P(—Au) V ue D(A),

onde P ¢ a projecio ortogonal de (L*(Q))" em H da Defini¢io 1.56.

Demonstracao: Ver [12] p. 281. |

1.10 Resultados Utilizados nos Capitulos 2 e 3

Seja 2 um subconjunto aberto, limitado e conexo do R™ (n > 2) com fronteira regular I

Seja @ = 2x]0,T[ um cilindro cuja fronteira lateral é dada por X = I'x]0, T'[.

Considere o seguinte problema

¢"—A¢p=f—Vp emQ,
divp =0 em Q,

¢ =0 sobre X,

6(0) = ¢, ¢/(0)=¢' emQ,

(1.10.20)
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onde ¢ = (¢1(z,t), -+, on(x,1t)), + = (v, ,,) sdo vetores de dimensdo n, divy =

S gf? e p(z,t) denota o termo de pressao.

Os Teoremas abaixo sao de existéncia e unicidade de solugoes regulares e fracas
para o problema (1.10.20), a demonstragao deles podem ser encontradas em Cavalcanti et al.

em [20] ou A. Rocha em [51].

Teorema 1.59 Dados ¢° € W =V N (H*(Q))", ¢t € V, f, f' € L0, T; H) existe uma tinica

fungao ¢ : QQ — R™ satisfazendo as condigoes:
¢ e L=0,T;W), ¢ € L>0,T;V) e ¢" € L>=(0,T;H)
"—Ad=f—Vpem (D(Q))"
$(0) = ¢", ¢'(0) = ".
Teorema 1.60 A solucao ¢ = ¢(x,t) tem a regularidade

¢ € C([0,T];W)nCH([0,T]; V).
Teorema 1.61 Dados ¢° € V,¢' € H, f € L'(0,T; H) entao

(i) Existe uma dnica solugao ¢ do problema (1.10.20) tal que

¢ € C([0,T};V) N CH([0, T); H).

(ii) A aplicagao linear

V x H x LN0,T; H) —s C([0,T];V) N CY([0,T]; H)
{¢°, 0", f} — 0

¢ continua, onde ¢ € a solugdo de (1.10.20) obtida em (i).

(iii) A solucao ¢ achada em (i) satisfaz

1 1 1 1 !
SO + 3100 = 510 + 31 + [ (), (5D

quase sempre em [0, T].
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(iv) A solugdo ¢ achada em (i) € tal que
"—A¢=[f—Vp em (D'(Q))"

onde p € D'(Q).
Observagao 1.62 Nas condigoes do Teorema 1.61, ¢" € L*(0,T;V").

Corolario 1.63 Se ¢ € solugao do problema (1.10.20) obtida pelo Teorema 1.61, tem-se a
desigualdade

Ey(t) < C(Es(0) + 112 0.0

onde C=C(T)>0e

1

Eolt) = 516/ 0% + 361}

¢ a energia associada ao problema (1.10.20).
Observagao 1.64 Do Coroldrio 1.63 obtém-se

18 Ze 0.5y + N0 T 0wy < CUS o + 11 + £ 12 0,2:1))-

Sejam o € R™ m(z) = v — 29,z € R” e Ry = max{|m(z)|;z € Q}. (1.10.21)

No Teorema a seguir, assume-se que 2 é estritamente estrelado com respeito

a origem, isto é, escolhendo zy = 0 temos
m-v>vy>0, VasobreI', I'(xg) =T, (1.10.22)
onde
L'y = I'(zg) ={zel';m(z)- v(z)>0}. (1.10.23)

(Ver J.L. Lions [12] p. 129).



1.10 Resultados Utilizados nos Capitulos 2 e 3 38

Considerando-se a translacao £ = z — xg tem-se que se () é estritamente estrelado

em relacado a um ponto xy, xo € §2, entao €2 é estritamente estrelado em relagao a origem.

Neste sentido, qualquer conjunto convexo de R™ de interior nao vazio satisfaz

(1.10.22). Em particular as bolas do R" séo estritamente estreladas.

Teorema 1.65 (Desigualdade Inversa) Suponha que f = 0. Seja E4 a energia associada

ao problema (1.10.20). Para todo T > Ty e para toda solucao fraca ¢ de (1.10.20) temos a

50 < gy [ ], [5of

onde Ty = 2Ry e Ry € definido em (1.10.21).

sequinte desigualdade

(1.10.24)

Na demostragao do Teorema 1.65 usou-se a técnica de multiplicadores. A dificul-

dade neste caso, foi escolher um multiplicador h; com a propriedade especial que

—/ O b dwdt = 0. (1.10.25)
00

L
A escolha especial do campo hy, verificando a propriedade (1.10.25) é que acarreta a necessi-

dade do aberto € satisfazer (1.10.22).

Considere o seguinte problema

2" — Az=—-Vp em Q,
divz=0 em @,

z =wv sobre X,

2(0) = 2% 2/(0) =2 em Q.

(1.10.26)

Definicao 1.66 (Solucdo wultrafraca) Sejam 2° € H,z' € V' v € Z onde Z = {v €
(L*(2)"; [y v - v = 0}. Chama-se solugdo ultrafraca do problema misto (1.10.26) & fungdo

z € L>(0,T; H) que satisfaz a condig¢ao:

/OT(Z, fdt = —(2°,0'(0)) + (', 0(0)) — /OT <%’U> (LZ(I‘))ndt (11020

para todo f € LY(0,T; H) com 0 solugdo do problema retrégrado

0" — A0 =f—VpemQ,
divd =0 em Q,

0 =0 sobre X,
O(T)=60(T)=0 em .

(1.10.28)
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Diz-se que a solugao ultrafraca de (1.10.26) é definida por transposigao.

Teorema 1.67 (Existéncia e Unicitdade de Solugao Ultrafraca) FEziste uma e so

uma solugao ultrafraca z para o problema (1.10.26). Além disso, z satisfaz

12llz 0z < CUZ"m + 12H v + [0l zaeye)-

Teorema 1.68 (Regularidade da Solugao Ultrafraca) A solucao ultrafraca z de (1.10.26)
satisfaz
z € C([0,T); H)yn C([0, T} V')
el + 17l < UL + 124+ ol czmye)

onde C' > 0 € uma constante que so depende de T.

As propriedades de solucao ultrafraca para problemas lineares podem ser encontradas também

em Lions [15] Cap. III seg. 9.

1.11 Analise Microlocal

Iniciamos esta se¢ao anunciando alguns resultados devido a Burq e Gérard em [17] e Gérard

em [32].

Seja 2 um subconjunto aberto do R™.

Definicao 1.69 Seja m € R. Definimos um simbolo de ordem m em () como uma fun¢ao
a:QxR"— C de classe C*, com suporte em K X R", onde K € um subconjunto compacto
de ), que satisfaz a sequinte estimativa: para todo o € N 3 € N" exite uma constante
Cop > 0 tal que

050 a(w, )] < Cap(1+ [E)™ 7.

Denotamos por SI(QQ) o espago vetorial dos simbolos de ordem no mdzimo m em Q.
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Proposicao 1.70 Se a € ST'(Q2), a formula

Au(z) = / TSl AL, (1.11.29)

define, para todo u € C§°(§2), um elemento Au de C§°(€2).

A férmula (1.11.29) define uma aplicagao linear A : C3°(Q) — C§°(R2), a qual
chamaremos de operador pseudodiferencial de simbolo a. Dizemos que o operador pseu-
dodiferencial A admite um simbolo principal, denotado por o,,(A), se existe uma funcao
Uy = op(A) € C®(Q x (R™\ {0})) com suporte, na primeira varidvel, compacto em
K x (R™\ {0}) e homogénea de ordem m, na segunda varidvel, tal que se y € C*(R")
valendo 0 em uma vizinhanca da origem e 1 fora de um compacto suficientemente grande,
segue que,

a(z, &) = am(z,&)x(§) +7(x,8)
onde r € S™71(Q2 x R"). Nestas condigoes, a,, = 0,,(A) é chamado de simbolo principal de

A.

Observe que, no caso em que €2 # R"™ a aplicagdo a — A nao é injetora, isto é,
um operador pseudodiferencial nao é definido unicamente por um simbolo, por outro lado é

possivel provar a unicidade do simbolo principal.

Apesar de termos definido operadores pseudodiferenciais sobre o espago C§°(€2),

é possivel estender a acao de operadores pseudodiferenciais a espacos de Sobolev.

e Considerando K um subconjunto compacto contido em e s € R, denotamos por

H::(Q) o espaco das distribuigdes com suporte compacto em K, onde o prolongamento

como 0 fora de Q estd em H*(R"). Denotamos por H, UH (), onde K é

comp

tomado sobre todos os compactos de €.

o H

loc

'(Q) representa o dual topolégico de H. ().

comp

Teorema 1.71 Seja a € S™(Q2 x RY) e seja K a projecdo sobre Q0 do suporte de a. Entdo,
para todo real s, o operador definido em (1.11.29) se prolonga de forma tunica em uma

aplicagao linear e continua de HE, () em Hp ™ ().

comp
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Vamos introduzir, agora, o conceito de medida microlocal de defeito, para tal, seja

{up reny uma sequéncia limitada em L7 (9), i.e.,

sup/ lug(2)|* do < +o0,
keN J K

para todo subconjunto compacto K contido em ().

Dizemos que uy, converge fracamente para u € L2 () quando para todo f €

L2 (), tem-se

comp

k—o0 0

2

ie(82) que converge fracamente

Teorema 1.72 Seja {uy}ren uma sequéncia limitada em L

2

para zero em Lj

(2). Entao existe uma subsequéncia {u,u } e uma medida positiva de Radon
u sobre T == Q x S"! tal que para todo operador pseudodiferencial A de ordem 0 sobre
Q que admite um simbolo principal oo(A) e para todo x € C§(2) tal que xoo(A) = go(A),

tem-se

(A(Xugo(k))axusok)L2 k——l—) O-O(A)(J:?g) d[l;(l’,f) (11130)
=T JOxgn-1

Definicao 1.73 Sob as circunstancias do Teorema 1.72, p é chamada a

medida de defeito microlocal (m.d.m.) da sequéncia {u,u) }ren-

Observacao 1.74 O Teorema 1.72 assegura, que para toda a sequéncia limitada {uy }ren em

L2

() que converge fracamente para zero, a ezisténcia de uma subsequéncia admitindo uma

medida de defeito microlocal. Observamos que de (1.11.30), em particular quando A = [ €

Co° (%),

/Q £t () s = £(x) du(z, €), (1.11.31)

QxSgd-1

assim uy() converge fortemente para 0 se, e somente se, 1 = 0.

Observagao 1.75 Observe que dadas duas sequéncias (y*) e (z%) limitadas em L% _(Q)
convergindo fraco para zero, podemos associar a estas sequéncias, mesmo passando a uma
subsequéncia, medidas de defeito microlocais pu, e i, Tespectivamente. Afirmamos que, se

y* — 2k =0 em L2 (Q) entdo p, = p,.
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Demonstragao: De fato, dado A um operador pseudodiferencial de ordem zero e xy € C§°(12)

uma funcao nas condig¢oes do Teorema 1.72 temos

(AG®).xa®) = [ oo(A)dps

(A0 ) = | oo(A)dy

com oy(A) sendo o simbolo principal de A, isto nos leva a

(AGe®),xa®) = (A0 ) — | oo(A)dlpas = ). (1.11.32)

2

Por hipdtese temos que z¥ —y* — 0 em L7,

(©) e como Ax é um operador continuo

2
em Lj .

(©) pelo Teorema 1.71 temos

Alx(a* —y*) — 0 em L*(Q).

(1.11.33)
= (Alx(2® = y")). xa") + (A", x (@ = %))
—0
Assim, pela unicidade do limite, de (1.11.32) e (1.11.33) temos que
/ oo(A)d(py — p1y) =0 para todo A
OQx8d-1
o que nos leva a concluir que u, — p, = 0 e, portanto, fi, = fi,. [ |

Teorema 1.76 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Q) e seja {uy} uma sequéncia

limitada em L?

() que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. p. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) Pup, — 0 fortemente em H,"(Q) (m > 0).

k—4o00

(i) supp(p) C {(2,§) € @ x "' : 03 (P)(2,€) = 0}.
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Teorema 1.77 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre §2, verificando P* = P, e

2

ie(82) que converge fracamente para 0 e admite uma

seja {ug} uma sequéncia limitada em L
m.d.m. . Vamos assumir que Puy k—) 0 fortemente em Hllozm(Q). Entao, para toda
—+o00

fungio a € C(Q x (R")\{0}) de grau 1 — m que é homogénia na sequnda varidvel e com

suporte compacto na primeira varidvel, tem-se
/ {a,p}(z, &) dp(z,§) = 0. (1.11.34)
Qxsd—1

A seguir, apresentaremos algumas ferramentas classicas referentes ao campo ve-

torial hamiltoniano e suas curvas bicaracteristicas no (z,£)—espago cotangente para fungoes

reais p(z,§).

Definicao 1.78 Seja p € C*(Q2 x R"\{0}) uma fun¢do real. Chamamos H, um campo

Hamiltoniano de p, o sequinte campo de vetores definido em  x R"\{0}:

dp _Op

0 0
Hyfo.6) = (G20 g (08— 0.0 = (0,6)).

A derivada de Lie de uma funcgao f com respeito ao compo Hamiltoniano H, €

dado por H,(f) = {p, f}, onde

" op Of  Op Of
<8§j Ox; Oz, 55;')'

{p, [}z, ) =)

j=1

Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integrdvel do campo de vetores

H,, isto €, € uma solugao mazimal s € I — (z(s), &(s)) para equagoes Hamilton-Jacobi

: dp : dp
onde I é um wntervalo aberto de R.
Observacao 1.79 Da identidade H,p = 0 seque que a fungao p mantém um valor constante

em cada uma de suas curvas Hamiltonianas. Dizemos que tal curva é bicaracteristica de

p se esse valor for nulo.
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Observagao 1.80 Seja A uma funcio C™ em T°Q com wvalores reais diferentes de zero.

Como
Hy, = \H, +pH), = \H, sep=0,

resulta que as bicaracteristicas de A\p e p concidem (mddulo uma reparametriza¢ao).
Podemos agora traduzir os Teoremas (1.76) e (1.77) em termos mais geométricos.

Teorema 1.81 Seja P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre ) que admite
um simbolo principal p. Seja {ug}r uma sequéncia limitada em L3 (Q) que converge fraca-

. —(m-1)
mente para zero, com uma m.d.m. p. Vamos assumir que Puy converge para O em H, .

Entao o suporte de p, supp(p), € uma unido de curvas do tipo s € I (x(s), %), onde

sel— (x(s),&(s)) € uma bicaracteristica de p.

Proposicao 1.82 A menos de uma mudanca de varidveis, as bicaracteristicas do simbolo

principal do operador de ondas
p(t,[L’,T,g) :_p(w)72+K(x)€€7 52 (gla"' 75”)7 (11136)
sao curvas da sequinte forma
K(z()\ ™.
t— (t, fli'(t), T,—T (W) ZL’(t)) ,

—1
onde t — x(t) € uma geodésica de métrica G = (%) sobre €, parametrizado pela abscissa

curvilinea.

1.12 Resultados Basicos Acerca da Equacao da Onda
Nao Linear

Nesta secao enunciamos alguns resultados com relacao a equacao da onda sobre variedades

Riemannianas.
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Teorema 1.83 (Estimativas de Strichartz) Seja M uwma variedade Riemanniana com-

pacta com bordo de dimensio n > 1. Suponha que (p,q,\) e (r',s',1 — \) satisfazem as

condicoes
1 n n
- =——) 1.12.37
ST 0 ( )
tal que
3 -1 -1 1 1 1
°y §n ,sen<de—+-<—-sen>4, (1.12.38)
p q 2 p g 2

entao existe uma tnica solugio u € LP(0,T; LI(2))NC([0, T]; Hi(2))NC ([0, T); L*(2)) para
o problema

uy — Agu =G, em Qx]0,T7,
u =0 sobre 02x]0, T, (1.12.39)
u(0) = ug, u (0) = uy em 2.

com (1, 8") sendo o expoente de Hélder dual a (r,s), além disso, temos a sequinte estimativa,
lull o -rayzaary < C([luoll g + lluall - + |Gl er-rmye ) (1.12.40)

com C' > 0 uma constante dependendo de M e T e, onde H* denota o espaco de Sobolev L?

sobre M de ordem \.

Demonstragao: Ver [11]. |

No que segue, seja f € C*(R) uma fungao a valores reais tal que
F(0)=0,5f(s) 2 0,[f(s)] < C(L+ )7, f'(s)] < C(A+ [s])" (1.12.41)

com 1 < p <5,

Considere o seguinte sistema da onda semilinear posto em um dominio limitado
Q C R3 com fronteira 05.
uy — Agu+ a(x)uy + f(u) =0, em Qx]0, 00],
u =0, sobre 9€92x]0, oo], (1.12.42)
u(0) = ug, ut(0) = uy em ().
No que concerne a boa colocagao para o problema (1.12.42) observamos que, consi-

derando (ug,u;) € Hy(Q) x L*(Q) a existéncia e unicidade de solugoes em C([0, oo[; Hi(22)) N
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C1([0,00[; L*(€2)) segue combinando as estimativas de Strichartz no Teorema 1.83, assim
como podemos encontrar em [34] e [35]. Observe que para o caso da equagao da onda com a

nao linearidade critica, isto é, p = 5, o resultado provando a existéncia é devido a [18].

Associado ao problema (1.12.42) consideremos o funcional de energia

1

Eu(t) = §(||Ut(t)||iz(m+ ||VgU(t)||%2(Q>)+/QV(U)d$ (1.12.43)

onde V(u) = [ f(s)ds > 0, assim é simples observar que E,, é ndo crescente.

Lema 1.84 Dados T > 0, (ug,u;) € HY(Q) x L*(Q) e F € L*(0,T; L*(Q)) existe uma tnica
solucao para o problema

u — Agu+ f(u) = F em Q2x]0,T7,
u =0 sobre 0Qx]0,T7, (1.12.44)
u(0) = ug, u(0) =uy em 2

tal que uw € L4(0,T; L™ () N C([0,T]; H3(2)) N C*([0, T); L*(RQ)). Além disso, considerando
Eo, My > 0 duas constantes, para todo (ug,uy) e F tais que E,(0) < Ey e [|[F|| 110,020 <

My, temos a sequinte estimativa
lllzaoriaray < € (Iluollag + lurllaz + 1 Fllzsozco ) (1.12.45)

com C =C(T,Q) >0,q € {%,oo] e

1 3 1
-4 —-=-. 1.12.46
q * ro 2 ( )
Demonstragao: Primeiro, considere (¢,7) = (5,10) e defina
Xp = {v € L0, T L (Q)); [vl| so.210(0)) < Cxy} (1.12.47)

onde Cx,, = C(lluollm@ + luillz + [ Fllororiz@) +1) > 0 e T" > 0 suficientemente
pequeno, a ser determinado. Considerando a topologia induzida por L?(0,7"; L*°(Q)), temos
que X7 é um espaco métrico completo. Defina a seguinte aplicacao S : v € X +— u =
S(v) € L?(0,T"; L**(Q)), onde u é a solucao para o problema

uy — Agu = F — f(v) em Q2x]0,7"[,
u = 0 sobre 00x]0,7"[, (1.12.48)
u(0) = up, u(0) =uy em €.
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Vamos provar que S estda bem definida, S : X7 — Xp e, além disso, S é uma
contragao.
Observe que v € L5(0,T"; L'°(Q)) garante que f(v) € L'(0,T"; L?(2)) e, além
disso,
1@l < CTH vl gae + CTF5CE ol g (112.49)
De fato, por hipétese, |f(v)| < C(1 + |[v[P~!)|v| assim, usando a desigualdade de Holder e o

fato que ’%1 < 1 temos,

Iflzorzz@) < Cllvlpie + Clllol ™ vl

Tl
4 -1
< CT/5HUHL;?L}EO +O/O‘ ”’UHZIOP%HUHLwdt
4 _5_ —
< OT%||llgrpo + CT'57 0|75 yollvll o
4 _5_ — —
< CT's ||U||L;?L}CO + CT/EFP O?(T}”U“]Z?é}co

o que prova (1.12.49).

Da afirmacio acima e tomando T" < T temos que F — f(v) € L'(0,T"; L*(Q2)) e,

entdo, pelo Teorema 1.83 segue que u € L>(0,7"; L'°(2)) e, além disso,

lull s o.rvszoy < C(lluollay + lutllze + 1F = f()ll1122)

< Cx,

onde, esta ultima desigualdade ¢ vélida considerando T" = T"({|uo|| g3, || 2| Fl| ro,rs20)) >
0 suficientemente pequeno. O que nos leva a concluir que u € Xgv. Considerando v,v €
Xr,u=S),u=S() e pondo U =u—u, temos que U é solucao de

Uy — AgU = f(v) — f(v) em Qx]0,T"],
U = 0 sobre 0Q2x]0,T"[,
U(0) =0, Uy(0)=0em Q.

Aplicando o Teorema 1.83 junto com a desigualdade de Holder e a hipétese assumida sobre

f,

[S(v) = S@)|| L5 0.17:21002))

IN

Cllf(w) = FO)lzyr2

C(T'S +T'55|[ol| a0 + T'55|[Bll g a0 |0 — 00

IN

IN

1 ~
Sllo = g
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para 7" > 0 suficientemente pequeno. Portanto, podemos concluir que S é uma contragao

logo, possui um tinico ponto fixo u € L3(0,T"; L'°(2)) que é solugao de (1.12.44), além disso,

lull 20100y < Clluollmg + lwnllee + 1 Fllciza + 1 (w)llzizz)
< Clluollmy + luallzz + 1 Fll L 2) (1.12.50)
4 IR
+C (T3 |lull gz + C%, T57||ull212)
como temos um limitante uniforme, em ¢, para as normas de ug,u; e F em H}(Q), L*(Q)
e L1(0,T; L*(Q)), respectivamente, podemos tomar 7" > 0 suficientemente pequeno, depen-

dendo apenas de Ey e M; de modo que os termos em (1.12.50) podem ser absorvidos no lado

direito de (1.12.50) donde segue que:

||u||L5(O,T’;L10(Q)) S C(HUOHH(% + ||U1||L2 + ||F||L1(O,T’;L2(Q)))- (11251)

Agora, observe que, argumentando via desigualdade de Gronwall, podemos concluir que esta

solugdo é tinica em L°(0,7”"; L'°(Q)), além disso, para todo ¢ € [0,T"] temos

ez + [u@®)llmy < C(luillze + lluolly + 1Fllr01:22@0).

isto é, a norma da solucao nao explode em tempo infinito, o que nos permite expandir a
solugao para [0, 7], além disso, supondo F' € LY(R; L?(f2)) temos a solugao pode ser definida
globalmente e, ainda, iterando o processo para obtencao de (1.12.51) podemos obter esta

estimativa para a norma L5L'° no intervalo [0, 7).

Considerando agora (q,r) # (5,10) tal que ¢ € [%,oo} e satisfazendo (1.12.46),
observando primeiro que u € L?(0,T; L'°(Q)) garante que f(u) € L'(0,T; L*(2)), podemos
aplicar o Teorema 1.83 para obter que u € L4(0,T; L"(R2)), além disso, para T" < T temos

que

IN

[ull zao,7;0m @) C(HUOHH(} + luall e + |1 F = fu)lloroc2 )

IN

C(lluollmy + llunllzz + 1P o2iz2p)

4 _5 _
CT'5|full 30,2720y + CT' 57 CF Jlull zo0,775110 (02

_I_

somando esta tltima desigualdade, com a desigualdade provada no caso (5, 10) obtemos, para
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uma constante C' > 0, possivelmente maior, porém que dependa apenas de f, Fy, M; > 0 e (2

[ullza.zrLr @) + 1l sorino@y < Cluollay + llullze + 1l rorm22)

—1
/|

4 5
+ CT|Jull s o) +CT’5*”O§<T |ull 50,7710 (02))

assim, tomando 7" > 0 suficientemente pequeno, podemos absorver os termos envolvendo a

norma ||u||zsp10 no lado esquerdo desta desigualdade no lado direito, obtendo assim

lullcaror)y < lullzaoaor @) + llull L5200

< C(lluollgy + lluallzz + 1Fl 101722 ()

provando o resultado para 7" > 0 suficientemente pequeno, porém dependendo somente de

f, My, Ey > 0 e Q, podemos iterar este processo para obter (1.12.45) para T' > 0. [ |

Vamos ver agora o conceito de sequéncia linearizavel introduzido por P. Gérard
em [33]. Considere (u™) uma sequéncia de solugoes para o problema

upy — Agu™ + f(u™) = F™  em Qx]0, 00],
u™ = 0 sobre 092x]0, 0o, (1.12.52)

u™(0) =uy', w(0) =ul", em €€,
com (2, g) uma variedade Riemanniana compacta com ou sem bordo e F™ € L'(R; L?(2))
tal que ||F™ || pir,;2(0) < O, para algum C' > 0, e supondo vélido a limitagao E,n(t) < Ey,
para todo m € N. Tal limitacao implica que (u}*), (Vgu™) sado uniformemente limitadas em
L>(Ry; L*(€)). Denote por w™ a solugao da equagao da onda linear com os mesmos dados
iniciais, isto é,
wip — Agw™ =0 em Q2x]0, 0],

w™ = 0 sobre 902x]0, 0ol (1.12.53)

w™(0) = ugy', wi*(0) =u", em Q,
assim temos que Eym(t) = 3 [, [w]? + |Vgw™[*dx e satisfaz E,m < Ey, para todo m € N.

Consequentemente, (w}™) e (Vgw,,) sao limitadas em L (R, ; L*(Q)).

Definigao 1.85 Sejam (u™), (w™) sequéncias nas condi¢oes acima. Dizemos que (u™) €

linearizavel sobre um intervalo compacto I se

sup [/ |0 (u™ — w™)[Pda +/ Ve (u™ —w™)|*dz| — 0 (1.12.54)
Q Q

tel
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quando m — oo.

Observagao 1.86 Observe que podemos associar as sequéncias (u*), (Vgu™) e (wi*), (Vguw™)
medidas de defeito microlocal i1, pio, as quais chamamos de medida de defeito microlocal H*
associadas a equacao da onda semilinear e linear, respectivamente. De acordo com a Ob-

servagao 1.75 temos que (1 = fio.

Observacao 1.87 Nas condi¢oes acima, se
G™ = F™ — f(u™) — 0 (forte) em L*(0,T; L*(2)) (1.12.55)

para algum T > 0, entao a sequéncia u™ € linearizavel no sentido da Definicao 1.85.

Demonstragao: De fato, considere w™ uma sequéncia de solucoes para a equagao da onda

linear com os mesmos dados iniciais, isto €,

wip — Agw™ =0 em Qx]0,T7,
w™ = 0 sobre 0Q2x]0,T7,

w™(0) = vy, wi(0) =ul", em €,
assim

(U™ —w™)y — Ag(u™ —w™) =G™  em Qx]0,T7,
u™ —w™ = 0 sobre 0Qx]0,T7,
(u™ —w™)(0) =0, (u™—w")(0)=0

e, entao, pela desigualdade de Gronwall obtemos que,
10 (u™ — w™)(E) || 20 + IVg(u™ = w™)(B)]| L2 () < C/QG’"(t)dt

para todo t € [0, 7], assim, por (1.12.55), temos que

N

sup (nat(um ™) a4 [Vl wm>||iz(m) < C sw (nat(um ™)y
te[0,7) te[0,7]
IV - wm>||Lz<Q>)
T
= C/ G"dt — 0.
0

Logo, a sequéncia (u™) é linearizavel no sentido da Definigao 1.85. |
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1.13 Principio de Continuacao Unica

Defina
C'R)={f € CYR);3C > 0epec [1,5] tal que (1.12.41) é verificado} (1.13.56)
e induzimos neste espago a topologia Whitney gerada pela seguinte familia de vizinhangas
Nys ={l € € (R);max{|f(s) — (s)],|f'(s) = U(s)[} < d(s),¥s € R}

onde f é qualquer fungao em €'(R) e ¢ é qualquer fungao positiva e continua. Munido com

essa topologia, €1(R) é um espaco de Baire (veja [30] para a prova deste fato).

Proposigao 1.88 Dado Ey > 0, existe B C €Y(R) um conjunto genérico tal que, se w C £
¢ um aberto satisfazendo a condi¢ao geométrica de controle, entdao existe T > 0 tal que a

unica solugao de
Otu — Agu+ f(u) =0 em Q x [0,7],
(1.13.57)
Ou=0 emw x [0,T],

com E,(0) < Ey éu=0.

Demonstracao: Ver [30], Teorema 1.2 e Corolério 6.2. |

A seguir, veremos um resultado de continuacao tnica para sistemas hiperbdlicos
. .. ntl , .
acoplados de segunda ordem com coeficientes e potenciais em Lz . Este resultado é devido

a Cavalcanti et al. em [20].

Vamos lembrar alguns resultados de propriedade de continuacao tinica para opera-
dores diferenciais. Para tal, usamos as notagoes de Dos Santos Ferreira em [31] e Koch-Tataru

em [59].

Seja P(x, D) um operador diferencial de segunda ordem do tipo principal real com

coeficientes C* e u a solucao da equacao diferencial

P(z,D)yu+V(zx)u=0, z € Q CR" (1.13.58)
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onde V € L2 e seja S uma hipersuperficie C*° em R" localmente definida por

Sy = {z €Q:¢(z) > P(zo)}
S = {xeQ:(x) <P(xo)} (1.13.59)

Dizemos que a solugao de (1.13.58) tem continuagao tnica através da hipersuperficie S se

quando u se anula sobre um lado S_ entao u se anula em toda uma vizinhanga de .

Definigao 1.89 A hipersuperficie S = {zx € Q : ¢(x) = ¢(xo)} € dita ser (estritamente)
pseudo-convera em xg € 2 com respeito ao operador diferencial do tipo principal real P de

ordem 2 cujo simbolo principal real € p sempre que

p(x0,&) = Hyp(x0,§) =0 = HE(IL‘(),g) < 0 para todo & € R".

Usando (L? — L”) estimativas de Carleman, o seguinte resultado é provado por

Dos Santos Ferreira em [31].

Proposicao 1.90 Seja P(x, D) um operador diferencial de ordem 2, definido em um con-
jgunto aberto  C R™, n > 2. Suponha que existe M > 1, uma vizinhanca Qg de xo € uma
fungao ¢ € C* wverificando {x € Qo : v # xo,d(x) < ¢(x0)} C S— tal que a estimativa de
Carleman

||e_T¢UHL% < Clle ™ P(x, D)v|| 2 (1.13.60)

Ltz
vale para todo u € C§°(Qy) e 7 > M. Entdo, seuw € H'(Q) € a solugio da equagdio (1.13.58)
sobre ) onde V € L? ewu se anula sobre S_, entdo existe uma vizinhang¢a de xo na qual u

loc

se anula.
Inspirado nesta proposicao, obtem-se o seguinte resultado:

Proposicao 1.91 Sejam Py(x, D) e Py(x, D) dois operadores diferenciais de ordem 2, defi-

nidos sobre um conjunto aberto 2 C R™, n > 2. Suponha que existe M > 1, uma vizinhanga
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Qo de xy e uma fungao ¢ € C° verificando {x € Qg : x # xo, p(x) < Pp(xo)} C S_ tal que as

sequintes estimativas de Calerman

||e’T¢uHL% < Cle ™ Py(x, D)uHL% (1.13.61)
€
||e—%\|L%Z < 0||e—T¢P2(x,D)U||Ln% (1.13.62)

valem para todo u, v € C§°(o) e 7 > M. Entdo a propriedade de continuacao unica vale
para a solucao do sistema acoplado

{Pl(x’ Dyu Viu = Vsv (1.13.63)

P2(ZE,D)’U+VY21) = VE;U,

n
onde Vi, Vo e V3 sao elementos de L},

Demonstragao: Suponha que xy = 0 e 1(0) = 0 e seja x € C°(€)) igual a 1 sobre uma
vizinhanga §2; de 0. Aplicando a desigualdade de Calerman para a funcao wy; = yu, wy = xv

n 2n 2n
e observando que L2 - L»-2 C L»+2 obtemos que

le ™ wnll, 2, S e Pale, Dyl ap,

S Nl Pila, D))l 2
< e (xPi(z, D)yu+ [Pr xJu)ll 2,
< |[VaeT™xw — VieTxu + e TPy, X]UHL%

< IWallus o lle ™l s + Vil g lle ™ xull, 2,

HeT [P xull 2

La+2’
onde K = supp(x) e [P, x] = Pix — xP1. Isto é,

le™will 2 S 1Vl 2 o le ™ x0l, zn, + VAl 2 g el 2o,

’ (1.13.64)
+ e [Pr, x]ull, 2, -
Analogamente,
e~ 0wall 2y S IVall g gy lle™Oxl 2y + IVall 3 gy le™™x01]
= (K) L2 (O L= (1.13.65)

+ e [Po, X]0ll | 2, -

Ln+2
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Somando as desigualdades (1.13.64) e (1.13.65) e organizando os termos, obtemos
el 2, + e X0l 2 S (Vall 3 e + Vel gyl xul an,
+ (IVall g ey + V3l e e X0l 2, (1.13.66)
e 1Py xul, 2, + e [P, ol 2,
Entao escolhemos x com suporte suficientemente pequeno tal que os dois primeiros termos

do lado direito de (1.13.66) podem ser absorvidos no lado esquerdo. Assim

le=xull amy + e xoll, 2, S I[P Alull am, + e [Po ol 2. (L1367)

Mas [P (z, D), x|u e [Py(z, D), x]v sdo operadores diferenciais classicos de ordem
1 suportados em suppu N\ C {¢p >0} e suppvNQ \ Q; C {¢ >0} onde ¢ > ¢ >0,

que implica que

le™™xull, 2, + 7™l 2o, S e (I[P(x, D), Xlull, 22, + [P2(z, D), X]v]

L)

AN

e (ullmr + lvllm).
Portanto,

le™ @ ul] asy, + e T Ix0] 2y S lulln + Joll,

~Y

isto é, ||e_7(¢_c)xu||L% +||e_7(¢_c)xv||L% é limitado, que impossivel, a menos que u = v = 0

quando ¢ < c. Isto completa a prova da continuagao unica. [ |

Argumentos analogos podem ser aplicados para provar a propriedade de con-
tinuagao unica para sistemas hiperbdlicos acoplados de segunda ordem com coeficientes e

potenciais em L™ . De fato, em Koch-Tataru em [59] encontramos o seguinte resultado:

Teorema 1.92 Seja P um operador hiperbdlico com coeficientes C?. Seja ¢ uma funcdo
estritamente pseudo-convexa com respeito a P. Entao para toda u compactamente suportada,
temos

HewuHLQ(nL—HF)mF%HT% S ||eT¢P(x,D)u||L%+T%HT_%, T > Tp. (1.13.68)
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2(n+1)

Seja X =L » 1T eY = T_%HE, entdo a desigualdade (1.13.68) pode ser reescrita

CcOo1mo

le™ullxay < lle™P(z, D)ul

Xray+s, T > Tp- (1.13.69)

Note que XNY < X, que implica que X* < X*+Y™*. Da desigualdade (1.13.69) deduzimos
que,

leullx < [le™P(x, D)ul

X+, T > To. (1.13.70)

nt1 2(n+1) 2(n+1)

Entao, notando que Lz - L™ »=T C L™ »+3 | deduzimos o seguinte resultado:

Proposicao 1.93 Sejam Py(x, D) e Py(x, D) dois operadores hiperbdlicos de sequnda ordem
com coeficientes C%. Seja ¢ uma funcdo estritamente pseudoconvexra com respeito a Py e Py.

Entdo a propriedade de continuacao unica vale para toda solucdo do sistema acoplado

{Pl("”’ Dyu+Viu = Vao (1.13.71)

PQ(IvD)U+‘/QU = ‘/3“’

onde Vi, Vo e V3 sao elementos de L.



Capitulo 2

Equacoes Dinamicas de Elasticidade
para Materiais Incompressiveis com
um Termo de Pressao

Este capitulo, realizado em parceria com Maria Astudillo, Marcelo Moreira Cavalcanti e

Janaina Pedroso Zanchetta foi publicado em [6].

2.1 Controlabilidade Exata Interna

Seja 2 um subconjunto aberto, limitado e conexo do R" (n > 2) com fronteira regular T'.
Seja @ = Qx]0, T[ um cilindro cuja fronteira lateral é dada por ¥ = I'x]0, T'[. Neste capitulo

vamos obter a controlabilidade exata interna para o seguinte sistema:

¢" = Ap = —=Vp+ hx, em Q,

divg =0 em Q,
¢ =0 sobre X, (2.1.1)
¢(0) =¢°, ¢'(0) =¢' em Q,

onde Ap = (A¢y,-- ,A¢y,), ¢" = (¢, ,¢0h),diveg = >, gi: e p=p(z,t) é o termo de

pressao. Além disso, w C €2 e x,, é a funcao caracteristica de w onde w é uma vizinhanca da

fronteira I' satisfazendo a condigao geométrica de controle.

Observacao 2.1 Neste capitulo vamos trabalhar com os espacos V e H caracterizados na

Secao 1.8.
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Observacgao 2.2 Repetidos indices indicam o somatorio de 1 a n.

Vamos assumir que w é um subconjunto nao vazio de €2 tal que existe um aberto

O C R", O sendo uma vizinhanga de I' e w = Q2N O.

Assumiremos também que € é estrelado com relagao a origem, isto é, existe v > 0

tal que escolhendo zg = 0 temos
m-v>vy>0,VasobreI', I'(zg) =T. (2.1.2)
(Ver Secao 1.10 para mais detalhes).

Sabemos que para obter a controlabilidade exata interna para o problema (2.1.1)

¢ suficiente obter as desigualdades direta e inversa para o problema

¢" —Ap=—-Vp em Q,
divp =0 em Q,

¢ =0 sobre X,

6(0) = ¢, ¢/(0) =¢' em Q.

(2.1.3)

Observagao 2.3 Como observado em Simon [50], para dados iniciais requlares o problema

(2.1.3) € equivalente ao problema

"+ Ap=0 em Q,
{ #(0) = ¢°, ¢'(0) = ' em Q, (2.1.4)

onde A € o operador de Stokes definido em (1.9.18).

Demonstracao: De fato, para v € V, temos que
<¢”> U)V’,V + <A¢v U)V’,V =0.

Como v € V C H, obtemos como em (1.9.19),

n

<A¢, U>V’,V = Z<_A¢“ vi>H*1,Hé-

=1

Segue entao que

0- Z (610~ 86.(0101)

H-1,H}
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Seja
Ly = ¢} (t) — Agi(t),
entao L; € H(Q).

Seja

n

L(v) = Z<Liavi>H—1,H5,

i=1
entao L € (H~1(Q))" e, além disso, L(v) =0, V v €V q.s. em ]0,T[. Assim, pelo Lema

1.42 existe p(t) € L3(2) tal que

L=¢'(t) - Ag(t) = —Vp.

2.1.1 Desigualdades Direta e Inversa

Nesta subse¢ao vamos obter as desigualdades direta e inversa para o problema (2.1.3) que
¢ suficiente para aplicar o método HUM (Hilbert Uniqueness Method) a fim de obter a
controlabilidade exata interna para o problema (2.1.1). Para isto, usaremos a técnica de

multiplicadores.

Definigao 2.4 A energia associada ao problema (2.1.3) € definida por

B(1) = 5100 + 5 I6@IE, ¥ te0.T] (215

2
Teorema 2.5 Sejam {¢°, ¢'} € Hx V' e ¢ a solugao ultra fraca do problema (2.1.3). Entdo

existe uma constante C' > 0 tal que

T
/0 /|¢I2dwdtSO[|¢°§{+||¢1IIQV,}- (2.1.6)

Demonstracao: Como ¢ é a solugdo ultrafraca para o problema (2.1.3), entao pelas
propriedades de solugao ultrafraca para problemas lineares, (veja Teorema 1.68), existe C' > 0

tal que

160 ozt + 1620y < c[wﬁ 2 |r¢1u2w] (2.1.7)
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Pela imersao L>(0,T; H) < L*(0,T; H) e de (2.1.7) obtemos

/OT/W|¢|2dxdt < /OT/Q|¢\2dxdt

= (161720070

< Cllolimeomrm

< O8I0z + 197207
< Ol + el

Observagao 2.6 Como estabelecido em J.L.Lions [/2], (Cap. I, Lema 3.7), se ¢ € (Hy(Q)N
H?(Q2))", entao

i 0p; .
afk = Vkﬁ_i sobre T'; Vi ke {l,--- n}. (2.1.8)
Além disso, se divp =0 em Q, entdo como em J.L.Lions [,2] (Cap. 1, se¢. 5) temos
0
a—lqj -v=0 sobre I' (2.1.9)
e, consequentemente,
0p; 0p;
”ia_i - uiyka—‘i =0 sobre T. (2.1.10)

Teorema 2.7 Sejam {¢°,¢'} € H x V' e ¢ a solugdo ultra fraca do problema (2.1.3). Con-

sidere T > Ty, onde Ty = 2Ry. Entao, existe uma constante C' = C(Ty) > 0 tal que

T
1015 + lo' 13 < C/ /|¢|2da:dt. (2.1.11)
0 w

Demonstragao: Suponha que se tenha a seguinte estimativa

T
16°1% + 16" < c/ /\0’]2da:dt, (2.1.12)
0 w

onde # é a solugao do problema (2.1.3) com dados iniciais {#°,0'} € V' x H. Entao temos
o resultado desejado. De fato, tome {¢° ¢!} € H x V'. Desde que —¢' € V' e o operador

—A 'V — V' é um isomorfismo isométrico, existe n € V tal que

— Anp=—¢. (2.1.13)
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Defina

2/0 ¢(s)ds + 1,

onde 7 satisfaz (2.1.13) e ¢ é a solugdo do problema

¢" —Ap=—V(5p) em Q,
divg =0 em Q,

¢ =0 sobre X,

6(0) = ¢°, ¢/(0) =¢' em Q.

Entao temos que ¢ é a solugao para o problema

V' =AY =—-Vp em Q,
divyy =0 em @,

1 =0 sobre X,

b(0) =1, P(0) = em Q.

De fato, integrando (2.1.15); de 0 a ¢, obtemos

-Vp = /gb" ds—/Aqb

= Y1) -
As demais condigoes sao verificadas trivialmente.

De (2.1.12) e (2.1.16) temos que

T
nwaﬂw@soli/wvw%

ou, equivalentemente,

T
W“%+W@SOA(/W%Mt

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)
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Dessa forma, basta provar a estimativa (2.1.12). Faremos isso em varios passos.
Seguiremos os mesmos passos de como é feito para a equagao da onda em J.L. Lions [12],

(Cap. I).

Lema 2.8 Sejam € (C*(Q))". Entdo, para toda solucdo reqular de (2.1.3), a sequinte iden-

tidade € verificada

(Vp,m -Vo)r2o)n = (Vp, ¢ - Vm) 12y — (Vp, ¢(divm)) r2(gyn-

Demonstracgao: Considere

//axl ot dadr.

Integrando por partes com respeito a x; e usando o fato que ¢ = 0 sobre X,

X = / /8mk(8xz k)-gbidxdt

B dp Omy,
= / /axlakakgbldxdtjt/ /&UZ o, ¢Q;dxdt.

Integrando por partes a primeira integral, com respeito a x;, obtemos

T Op Omy, O
/ /3x@8$kmk¢idxdt B _/0 /&L‘k Ox; pull dt_/ /a—kakaxidxdt.

Como div ¢ = 0 sobre ), concluimos que

T 8p 8mk

Portanto,

obtemos

T r op omy dp Omy,
_/0 /8xk ox; didudt + / /6xZ oxy, didudt,

como queriamos. [ |
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Observacao 2.9 Para T > Ty = 2Ry, pelo Teorema 1.65, existe uma constante C' =

C(Ty) > 0 tal que a sequinte desigualdade € verificada

aoze [ [ |5

onde 0 € solugdio fraca do problema (2.1.3) sujeita aos dados iniciais {6°,0'} € V x H e

Ty =T(xg) definido em (1.10.23).

dth (2.1.18)

Observamos ainda que no Teorema 1.65 € preciso ter a hipdtese (2.1.2) que diz
que §) deve ser estritamente estrelado em relagdo a origem. Aqui € onde dependemos desta

hipotese.

Lema 2.10 Sejam T > Ty e € > 0 tais que T'— 2e > Ty. Seja 0 a solugao do problema
(2.1.3) sujeita aos dados iniciais {0°,0'} € V x H. Entao, existe C = C(Ty) > 0 tal que

T—e
<C/ /
To

Demonstracao:  Como 6 é a solugao fraca do problema (2.1.3), 8 € C([0,7],V) N
C*([0,T), H) nC*([0,T],V’). Em particular,

it (2.1.19)

0" — A = —Vp em C([0,T — 2], V'),
divd =0 em Qx]0,7 — 2¢],

6 =0 sobre I'x]0,T — 2¢[, (2.1.20)
0(0) =6° 0'(0) = 6" em Q.
Pela Observacao 2.9 e (2.1.20) temos que
T—2¢
) < 0/ / dth. (2.1.21)
To

Seja 0 <t <T —2entdoe <t+e<T—e<T edefinamos n(t) =0(t+¢) e
Vq = Vp(z,t+¢). Entao,

n" — An=—-Vq em C([0,T — 2¢],V"),
divp =0 em Qx]0,T — 2¢|,

n =0 sobre I'x]0,T — 2¢],

n(0) = 0(e), 1'(0) =0'(e) em ©Q,

(2.1.22)
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assim, analogamente a (2.1.21), obtemos

T—2¢e
<O / / drr, (2.1.23)
Lo
Como E,(0) = Ey(e) = Ey(0) obtemos
T—2¢
)< C / (x,1) dth, (2.1.24)
To

entao fazendo mudanca de varidveis s =t + ¢ em (2.1.24),

T—¢ 2
O)SC/6 /ro %(J),S—&) dl'ds.
Portanto,
T—e
) < C’/ / dFds
To
|
Fixe T > Ty e € > 0 tais que T — 2¢ > Ty. Considere h € (C*(Q))" tal que
h-v >0 para cada z € T,
h = v sobre I'y,
h=0em Q\w.
Sejan € CY(0,7T) tal que n(0) =n(T) =0 e n(t)=1em e, T —¢l.
Defina r(z,t) = n(t)h(z) o qual pertence a [W1>(Q)]" e satisfaz
r(z,t) = v(z), para cada (z,t) € Tox]e, T — ¢,
r(z,t)-v(r) > 0, para cada (z,t) € I'x]0, T, (2.1.25)
r(z,0) =r(z,T) =0, para cada z € €, o
(

z,t) =0, para cada (z,t) € (2\w)x]0,T].

Lema 2.11 Sejam T > Ty e e > 0 tais que T —2e > Ty. Seja 0 a solugdo do problema (2.1.3)
sugeita aos dados iniciais {6°,0'} € V x H. Entao, existe C = C(Ty) > 0 tal que

T—e
Ey(0) < c/ /|9|2 +10')? + |VO|*dxdt, (2.1.26)
onde V6 significa
901 n
oz oz
. . (2.1.27)
90, n
Oxn Ox1
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Demonstragao: Inicialmente consideramos dados regulares, e obtemos o resultado geral
usando argumentos de densidade. Compondo a equagao #” — A = —Vp com r - VO e
integrando em [0, 7], obtemos

[
2 Jo Jr %

90; Ory, 90; .
q 0x; 0z Oxy,

1 op b,
_ / / g / / St dar. (2.1.28)

De fato, note que

T
dldt = 1/ /(divr)(]&’\z—]VG\Q)d:cdtJr

T T T
/ (0" r - Vo)t — / (AG,7 - VO)dt — — / (Vp,r - VO)dt. (2.1.29)
0 0 0

Denotando

T
T = / (@7 V0)dt.
0
T
7y ::—/ (MG, 7 - VO)dt.
0

T
J3 = —/ (Vp,r-Vo)dt.
0

A seguir, vamos estimar estes termos.

Usando integragao por partes e as propriedades da fungao r(x,t) definida em
(2.1.25), deduzimos sobre Jj,

T /
I = / (@.r- Vo)t = (Vo) / / 9’( )d:pdt
0
_ / / "89 / /Q,Tkae ddt

Pelo Lema de Gauss segue que

/ 0 (9 rk>d:1:—/9 rvpdl.
a.l‘k
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1
Observe que 0(x,t) = }llirr(l) E[Qi(x,t + h) — 0;(x,t)] e O;(x,t) = 0 sobre ¥.  Assim, para
—

0<t+h<T, tem-se que 0;(x,t+h)=0 o que implica que 6;(x,t) = 0 sobre .

Portanto, deduzimos que

~ 1 T 8rk
Jy = —= 228 dydt.
! 2/0 / ‘ 833k

87‘k
//kaxkeddt+ //Za—xkddt
:_/ @, r" - VO)dt + = / /|9’|2dlvr dxdt.
0

Sobre o termo J5, temos

T 2
Jy = / (AG,r-Vo)d / / 0 9 da:dt
0 6%

Do Lema de Gauss, tem-se
o (00; 00; 00; 00,
= —vv;dl.
/Q Oz, (83:j "k oxy, ) du /r T Oxy, Ox; vyd

Dessa forma, usando (2.1.8), temos
d20; 0 06, 00;
dzxdt — - t. 2.1.31
/ /ax](’?x]( 817;) g / /Tk(?mk v (2.1.31)

Observe que

~ T r o6, Ory, 90; 1 r 0 00; \*

J/

Dessa forma,

(2.1.30)

Ja

Novamente pelo Lema de Gauss, tem-se

0 96, \ > 00; \*
/Qa—xk(rk(a$j> )dx—/rrkl/k<axj) dr. (2.1.33)

Por (2.1.8) e (2.1.33), deduzimos que

/ /Wk( > dth——/ /g;’; (axj)Qd:cdt. (2.134)
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Portanto, de (2.1.31), (2.1.32), (2.1.34), temos que

JQ / /29 grk 69 / /Tkyk( ) dl'dt
ta xﬂ ok (2.1.35)
8xk 833] o o Jr ’“axk ov
Note que por (2.1.8)
09; 96; t_/ , 00 006, _/ 201 o
Tkaxk ov n Frk Yovov F?“ ov '
Portanto,
T . . T |2
J2=/ /@9’%89%:15 1/ /m% dldt
o Ja Ox; 0z, zy 2 ) Jr |Ov (2.1.36)

I 5
- - divr |V|" dxdt.
2Jo Ja

Para o termo J3, temos

T (9p 00;
= . 2.1.
Jy /0 (Vp,r- V6)d / / T (2.1.37)

Portanto, de (2.1.29), (2.1.30), (2.1.36) e (2.1.37) concluimos que

//w

dth = / / (divr)(|0']* — |V )dacdt—/ @, - V)dt
/0 /Qa$ja_x]8$k / / &Ez 5% . (2.1.38)

Note que pelo Lema 2.8, temos que

8p 00; .
/ / 3xl 8xk = (Vp,0-Vr —0(div T)>H*1(Q)”,H6(Q)n- (2.1.39)

Portanto, pelas propriedades de r(x,t), majoragoes apropriadas e pela desigual-

dade de Young, obtemos

op 09,
‘/ &f ‘ < OlIVplE n+05/ /|9|2+|9 ? + |VO2dudt.
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Da mesma forma, utilizando novamente as propriedades de r(x,t), obtemos de

el

(2.1.38)

2
dldt < {5||Vp||§11

T (2.1.40)
+O/ /|0|2+|9’|2+|V9|2dmdt}
0 w
Portanto, pelo Lema 2.10 e (2.1.40) temos
T—e T—e
< / / dth = / / V) dth
2 FO F0
< -/ /(r~1/)— drdt (2.1.41)
2Jo Jr

IN

T
5||vp||§{_1(@n+o/ /|9|2+|0’|2+|V0|2dxdt.
0 w

Usando o fato de que ||Vp||fq,1(Q)n < CEy(0), por (2.1.41) e escolhendo ¢ sufici-

entemente pequeno, temos
T
0) < 0/ /|9|2+|0’|2+|V9|2dxdt.
0 w

Como a desigualdade acima ¢ valida para todo T' > Tj, em particular vale para

T — 2¢, procendendo como na demonstracao do Lema 2.10, temos o resultado desejado. M

Observacao 2.12 De acordo com o Lema 2.3 em J.L Lions [/2], podemos construir uma
vizinhanca & de Ty tal que QN & C w e podemos construir um campo vetorial © para .

Entao, obtemos analogamente, que

T—¢
Ey(0) < (J/ / 0)* +10')* + |VO|*dxdt.

Consideremos agora, uma fungao r = r(xz,t) € Wh*(Q) que satisfaz

( r(z,t) >0, para cada (z,t) € Qx]0,T7,

r(z,t) =1, paracada (x,t) € Ox]e,T — €|,

r(z,t) =0, paracada (z,t) € (2\w)x]0,T7,

0<r(x,t) <1, paracada (z,f) € (w\w)x]0,T]ew x (]0,e]U [T —¢,T)),
r(z,0) =r(x,T) =0, paracada x €,

| &2 e 2oo(wx]o, TT).

(2.1.42)
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A fungao r pode ser escolhida como segue 7(z,t) = p*(z)n(t) onde n € C1(0,T) e

satisfaz
n(0) =n(T) =0,
nt)=1, em |e,T —¢l,
0<n(t)<l, em ]0,e] U T —¢T]

e p € CH(Q) satisfaz
p(r) =1, paracada x €W,
p(x) =0, paracada z € Q\w,
0 x) <1, paracada =z €w\w.

Proposicao 2.13 Considere T'> Ty e € > 0 tais que T'—2e > Ty e 6 a solucao do problema
(2.1.3) sujeita aos dados iniciais {60°,0'} € V x H. Entao, existe uma constante C = C(Ty) >

0 tal que

T
Ey(0) < 0/ /]9’\2+|9|2dxdt. (2.1.43)
0 w

Demonstracgao: Inicialmente consideramos dados iniciais regulares e obtemos o caso geral
usando argumentos de densidade. Compondo a equacao 6” — Af = —Vp com 70 e integrando

por partes em [0,7], obtemos

T T T ap
/ / 0;rt;dxdt — / / AQirfdzdt = — / rf;dadt. (2.1.44)
0 JQ 0o Ja o Jo Oz

Denote por
T
I ::/ /Hglrﬁidxdt.

I = / / AbO;r0;dxdt.
/ / 8$Zr0 sdxdt.

Usando as propriedades da funcdo r(x,t) definida em (2.1.42) e fazendo uso da

igualdade (0.,76;) = (07,r0;) + (0;,7'0;) + (6., r0.), temos que I; pode ser estimado como
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segue
I, = / /@"7“6’ dxdt
T
= / (0%, 76;) dt—/ / Qidajdt—/ /9§T9§dxdt
0o Ja
T T
= —/ /9;r'9id$dt—/ /9§r9§d1:dt. (2.1.45)
0o Jo 0 Jo
Observe que usando o Lema de Gauss tem-se
T
/ /V&V (r6;) dxdt—/ / —Lg.dTdt (2.1.46)
Mas
T
/
0
pois # = 0 em X assim,
T
/ /V@ (Vr)0; +rVo,;|dxdt (2.1.47)
/ /V@ (Vr)0; + r|Vo;|*dxdt.
Dessa forma, por (2.1.46) e (2.1.47) concluimos que I verifica
T
0o Ja
Substituindo (2.1.45), (2.1.48) em (2.1.44), obtemos
T
/ /T|V«9,~|2dxdt = / /r|0’| dxdt+/ / 0.0, dxdt (2.1.49)
0o Jo

/ /V&i(VT)QZdwdt—/ /—T@idxdt.
0 Ja 0 Q&Ez‘

Vamos estimar cada um dos termos separadamente.
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Pelas propriedades de r(z,t), majoragoes apropriadas e pela desigualdade de

T T
/ /r’egeidxdt < C/ /(|0;|2+|9i|2)dxdt. (2.1.50)
0 Q 0 Q

Fazendo uso da desigualdade ab < %a2 + %b2, podemos escrever

T
‘/ /VGi(Vr)Qidxdt‘ = ‘/ /T?VQ —dedt‘ (2.1.51)
0 Q
2
< / /r|v9| drdt + - / /’W 10,2 dadt.

Young, obtemos que

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela desigualdade de Young temos que

[ o
0 ani

para cada d > 0.

—10,T;L2()™) + 05 ||T9 ||12LI(} (0,T5L2(Q)") (2 1 52)

Combinando (2.1.50), (2.1.51) e (2.1.52), obtemos
T T
/ /T|V0i|2dxdt < c/ /|eg|2+ 0:2dzdt + Slplsomiaay.  (2153)
0 w 0 w
Entretanto,

T—e T—e T
/ / IV6; 2 dwdt — / / FV 0P dadt < / / F[V 0, P dadt. (2.1.54)
5 @ € @ 0 w

Dessa forma, de (2.1.53) e (2.1.54), obtemos
T—e
/ / V0, 2dwdt < 0/ / 02 + (0, ddt + Sply s ompriyey. (2155)
Da Observagao 2.12 e por (2.1.55), obtemos
T
Ey(0) < C’/O /w|9/|2+|9|2dl’dt+5||p||§{_1(07T;L2(Q)n). (2.1.56)

Por (2.1.56) e escolhendo 4 suficientemente pequeno temos

T
0) < c/ /\9’|2+|6|2dazdt. (2.1.57)
0 w
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Nosso objetivo é estimar o tltimo termo no lado direito de (2.1.43). A fim de

obter isto, vamos considerar a seguinte Proposicao:

Proposicao 2.14 Sejam T > Ty e € > 0 tais que T — 2 > Ty, w uma vizinhanca de Ty
citada anteriormente e 0 a solucio de (2.1.3) sujeita aos dados iniciais {0°,0'} € V x H.

Entao, existe uma constante C = C(Ty) > 0 tal que

T T
/ /]9[2da:dt§ C/ /\9’|2dxdt. (2.1.58)
0 w 0 w

Demonstragao: Vamos argumentar por contradigdo. Suponha que (2.1.58) nao seja ver-
dadeira, entao existe uma sequéncia {6,,} de solugoes fracas para o problema (2.1.3), tal

que

lim fOT fw | *devdlt _

= (2.1.59)
m—=oo [ [ |0 [2dxdt
ou, equivalentemente,
T
6! |2dxdt
im fOT SO0 Pdadt ., (2.1.60)
m=o0 [5 |0 |2dxdt
Considere a seguinte sequéncia de problemas
0" — Ab,, = —Vp, em Q,
divl,, =0 em Q,
0,, = 0 sobre X, (2.1.61)
0,,(0) =6°, 6 (0)=0! em Q.

Definindo

/ O
W = A/ Onllz207m,) € wm:a—, (2.1.62)

onde H, = {u; u € (L*(w))"; divu=0 e u-v =0 sobre I'}, entdo obtemos

1Vm | 220,7;m,) = 1. (2.1.63)
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Considere agora, a seguinte sequéncia de problemas normalizados

Wn — Atpy, = _ﬁv]?m em @,
divy,, =0 em @,

Um = 0 sobre X, (2.1.64)
Um(0) = 48, = 2, Y1, (0) = ¢, = 22 em Q.
Dessa forma, temos que
1
Ey, = —5Eq,. (2.1.65)
am
De fato, note que
1 2 1 / 2
Eont) = 5 lom(®} + 5 000
1 — ) 1 — 5
= 3 > [[¢m, ()73 ) + B > H@b;ni(t)um(m
i=1 i=1
O, (1) 1
_ & ) ol
U, —
= _Z/ — (|v9 1))+ |6, (1) )dg;
a2,
- O ()] 0. ()|
= = (510005 + 5100000
1
- @Egm(t)
E, pela Proposicao 2.13, temos que
T
Bun) <C [ [ P+ oot
0 w
entao, por (2.1.60), (2.1.62) e (2.1.63)
E,, (0) < L. (2.1.66)

Portanto, existem subsequéncias de {¢2 }, {#)}.}, denotadas do mesmo modo, tais
que
) — " (fraco) em V,

Yt — ot (fraco) em H.
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Desde que 1), é solugao do problema (2.1.64) associado aos dados iniciais {4, ¥} } €
V x H, temos que Ey, (t) = Ey, (0) < L. Portanto, temos que existe uma subsequéncia de

{¥m}, denotada do mesmo modo, tal que

{t¥m} ¢élimitada em L*>(0,7;V), (2.1.67)

{o/.} élimitada em L>(0,T; H). (2.1.68)
De (2.1.67) e (2.1.68), concluimos que existem subsequéncias, denotadas do mesmo

modo, tais que
Ym — 1 (fraco estrela) em L*(0,T;V), (2.1.69)

Yl ) (fraco estrela) em  L°°(0,T; H). (2.1.70)

Como V «— H = H' < H e a imersao V < H é compacta, e pondo
W ={ueL*0,T;V),u € L*0,T; H)}

munido da topologia
[ully = ||u||L2(0,T;V) + ||u/||L2(O,T;H) )
resulta que 1, é limitada em W. Logo, pelo Teorema da Compacidade de Aubin-Lions, ver

Teorema 1.23, temos que

Y — 1 (forte) em L*(0,T, H). (2.1.71)

Além disso, por (2.1.60) e (2.1.62) temos

T
lim/ /lw;n(sv,t)]Qd:cdt:O. (2.1.72)
0 w

m— 00
Dessa forma, por (2.1.70) e (2.1.72) temos que
Y (z,t) =0 em wx]0,T] (2.1.73)

e Y é independente de t em w.
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Das convergéncias acima, temos que 1 é solugdo do problema (2.1.4) sujeita aos
dados iniciais {¢°,9'} € V x H. Observe que a fim de obter uma contradicao, é suficente
provar que F,;(0) = 0. De fato, pois desde que E,(t) = E,(0), temos que || + ||¢]|} =0
consequentemente, 1) = 0 em (@ contradizendo (2.1.63) e (2.1.71). Sendo assim, considere o

seguinte sistema
"+ A =0 em Q,
{ £(0) = =¥, €(0) = AY® em Q, (2.1.74)
com {—9' Ay} € H x V', onde A ¢é o operador de Stokes.

Tomando v(z,t) = ¢°(z) — fOT &(x, s)ds, entdo v é solugao de (2.1.4) com dados
iniciais {¢°, ¢} € V x H.

De fato, observe que

t

V' (2, t) + Av = €& (x,t) + AW (z) — /0 &(x, s)ds)

= —&(a,t) + A°(x) — [ A&(x,s)ds

= —&(x,t) + AY"(2) +

= (1) + €(2,0) + € (1) — € (2,0)
= 0.

&' (x,s)ds

I
|

Além disso,
v(z,0) =% e v'(x,0) = —£(0) = .
Portanto, da unicidade de solugoes de (2.1.4), temos que
v="1 (2.1.75)

e, por (2.1.73), segue que
€=0 em wx]0,T]. (2.1.76)

Vamos mostrar que & = 0 em Qx]0,7[. De fato, aplicando o operador rot em
(2.1.74), temos que u = rot ¢ satisfaz

{u”—Au:O em @,

u=0 em wx]0,T7. (2.1.77)
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Entao pelo Teorema de Holmgren (Teorema 1.29), deduzimos que v = 0 em

x]0,T7, isto é, rot & = 0, portanto existe um funcional ¢ = p(z,t) tal que

§=Vyp em Q. (2.1.78)

Por (2.1.74) temos que div¢ = 0 donde, por (2.1.78),

Ap=0 em Q. (2.1.79)

Por (2.1.76) e (2.1.78), temos que

o= f(t) em wx]0,T7. (2.1.80)

Entao, por (2.1.79), (2.1.80) e pelo principio de continuagao para o operador de

Laplace, concluimos que

p=f(t) em Q.

Portanto,

E=Ve=0 em Q.
Consequentemente, temos que ¢° = ¢! = 0. Assim, E;(0) = 0 como desejado. H

Observacao 2.15 Pela Proposicao 2.13 e pela Proposicao 2.14 obtemos a desigualdade

T
Ey(0) < c/ /|0’|2dxdt
0 w

com C' = C(Ty) > 0, o que prova (2.1.12).

Com isso, finalizamos a prova do Teorema 2.7. [ |

2.1.2 O Método HUM - Hilbert Uniqueness Method

No que segue, mostraremos que o método H.U.M. é aplicavel para resolver o problema de
controlabilidade exata interna. Este método foi formalizado por J.L. Lions em [12]. Consi-

deremos o seguinte problema:
y' — Ay =—Vp+hy, em @,
divy=0 em @,
y =0 sobre X,
y(0) =4°, y'(0) =y" em Q.

(2.1.81)
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O problema de controlabilidade exata para o sistema (2.1.81) consiste no seguinte:
Encontrar T > 0 e um espago de Hilbert H, convenientes, de modo que para todo {yo, 11} €

H, exista um controle h tal que a solucdo de (2.1.81) satisfaca a condigao

y(z,T) =19 (x,T) =0 para algum T > Tj. (2.1.82)

Esse tipo de problema é chamado de Controlabilidade Exata Interna pois cada

acao é realizada no cilindro wx]0, T7.
Desenvolveremos o método por etapas.

Etapa 1: Dados {¢°, ¢'} € V x V, consideremos o problema

¢" —Ap=-Vp em Q,
divp =0 em Q,

¢ =0 sobre X,

6(0) = ¢, ¢/(0)=¢' em Q.

Pelos resultados dados na segao 1.10, o problema (2.1.83) admite solugdo ¢ na classe

(2.1.83)

c([o,T); W) nC*([o,T]; V). (2.1.84)
Etapa 2: Com a solugao ¢ do problem (2.1.83) resolvemos o problema retrégrado

V' = A =—-Vp—dx, em @,
divyy =0 em @,

1 =0 sobre X,

Y(T) =4 (T) =0 em S

Pelos resultados dados na segao 1.10, o problema (2.1.85) admite uma tnica solu¢ao na classe

(2.1.85)

C([0,T); V)n CY([0,T); H). (2.1.86)

Etapa 3: Compondo-se a equagao (2.1.83) com a solugao ¢ do problema (2.1.85)

obtemos
T T T
/ (¢ )i + / (— A, )dt = / (—Vp, )dt, (2.1.87)
0 0 0

ou ainda,

T . T T ap
[ etvies [ =avii= [ gt war (2189
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7

Como
T T T
L) dt = o) dt Lldt,
/0<<z>z,w> /0<¢ %) +/0 (&), 4)

segue que

(6(T),x(T)) — (61(0), 4:(0)) = / (60 ps)dt + / (&), ¥)dt.

——

Entao

| et = ~i0).vs0) - [ (ot vtpar

Também como

/0T<¢i’¢§>’dt = /0 (oLt + /0 (o

segue que

(6(T),0(T)) — (:(0), 44(0)) = / (&L, ¥))dt + / (60, 00t
N—— 0 0

=0
Logo,

Substituindo (2.1.90) em (2.1.89), temos que

/0 (&0 4bs)dt = —(64(0), 45(0)) + (6:(0), 1(0)) + / (60, 00)dt.

Ou ainda,

T T
| vt = = i), 610) + Wi 80D + [ (i
Segue também, pelo Teorema de Green, como ¢ € V

T T T
/ (= Ay, )t — / (Vbi, Vi)t — / (61, — A0 dt
0 0 0

Além disso, pela Férmula de Gauss, e como 1 € V| temos que

/T(ﬁxl’wz dt = / / wzdzdt—l—/ /pwll/zdl“dt = 0.

(2.1.89)

(2.1.90)

(2.1.91)

(2.1.92)

(2.1.93)
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Substituindo (2.1.91), (2.1.92) e (2.1.93) em (2.1.88), obtemos
T
— ((0), 6" + (¥/(0), %) + /0 (60 — AG) dt = 0.
Como " — Ay = —Vp — ¢x., temos que

—-<¢an,¢1>%—<w%o>ﬂﬂv—+j€ (6, — ) dt = 0. (2.1.94)

Entao,
T
A(/&mw:—wwww+wmww (2.1.95)
para cada {¢°, ¢'} € V x V.

Definamos
A: VXV — HxV'
{¢% ¢} — {¥'(0),—¥(0)}
onde 1 é solugao de (2.1.85) e ¢ é solugao de (2.1.83).

(2.1.96)

A seguir, vamos obter uma relagdo entre a aplicacdo A definida em (2.1.96) e a

solucdo ¢ do problema (2.1.83).

Como C(0,T;V) é denso em C(0,T;H) e —¢(.)x,, € C(0,T; H), entao existe
(fim)men C C(0,T;V) tal que

fm = —6()xw em C(0,T; H). (2.1.97)

Consideremos a sequéncia de problemas

w;;l@ - A@/)m = _me + fm €m Qa
divg,, =0 em Q,

U, = 0 sobre X,

U(T) =4, (T) = 0 em Q.

(2.1.98)

Fazendo uma mudanca de varidveis adequada, resulta que o problema (2.1.98)

admite uma tnica solucao na classe C'(0,7;W)NCY(0,T; V).

Resulta dai que (¢,,, — 1) é a tnica soluc¢do na classe (2.1.86) de

(%/1( — ) —) AWy, — V) = =V (pm —p) + (fm — (—dXs)) em Q,
div ¢m—¢ =0 em Q,
(m — 1) =0 sobre X, (2.1.99)

(Y = YNT) = (Y — ) (T) =0 em Q.
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Como f, — (—¢x.) € L(0,T; H) entao pelo Corolério 1.63

[, (8) — 'O + 1¥m(t) = O < Cllfn — (=X 2 0 511)
e, portanto,

U (t) = (1) em H (2.1.100)

U (t) = ¢(t) em V. (2.1.101)

Por outro lado, dado {¢° ¢'} € V x V existe uma tnica solucio ¢ de (2.1.83) na

classe (2.1.84) com dados iniciais {¢°, ('}.

Compondo-se o problema

("=A(=-Vp emQ@Q,

divi=0 em (@,
¢ =0 sobre 3, (2.1.102)
¢(0)=¢" ¢(0)=¢" emQ,
com a solugao 1, do problema (2.1.98) e integrando de 0 a 7', obtemos
T T T
| @i+ [ acuan = [ (Vo (2.1.103
0 0 0

Similar ao que fizemos anteriormente para obter (2.1.94) e integrando-se por par-

tes, obtemos que

/ /g ))dxdt = — (¢, (0),¢") + (¢1,(0),¢°) . (2.1.104)
Pelas convergéncias (2.1.97), (2.1.100) e (2.1.101) obtemos

/ / (OBt xwdzdt = — ((0), 1) + (1(0), ¢Y)
ou seja,
/ /g t)dxdt = — (4(0),¢") + (¢(0),¢°%) , (2.1.105)

onde ¢ é a tnica solugao de (2.1.83) com dados {¢° ('} € V x V e ¢ é a tnica solugao de
(2.1.83) com dados {¢°,¢'} € V x V.
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Notemos que a expressao em (2.1.105) pode ser reescrita como

/0 / C(B)o()dzdt = ({0/(0), —6(0)}, {¢°, ¢}

ou ainda, de (2.1.96),
/0 [ crstondsa = (a(6, 01310, (2.1.106)

Definamos

('7 )* . Vz X V2 — R
{{¢°.0'1.{6%.6" 3} — [y [, 0~ Edudt
onde ¢ e & sdo solugoes de (2.1.83) associados aos dados iniciais {¢°, @'}, {€°, &1} € V x V.

(2.1.107)

Observe que a aplicacao definida em (2.1.107) define um produto interno. E
evidente que (-,-), é uma aplicagdo bilinear positiva. Resta-nos provar que é uma aplicacao

estritamente positiva. Mais precisamente, provaremos que
({¢°,¢'},{¢" 0"} =0 = ¢ =¢' = 0.

Pelo Teorema 2.5 a implicagao (<) ¢ trivial.

Provemos a outra implicagao, para tal, suponhamos que
T
("0 16" 0. = [ [ 1of dwdt =0 (2.1.108)
0 w

Pelo Teorema 2.7 temos que para 1" > T, onde Ty = 2R, é valida a seguinte

desigualdade
0 < {16+ [10*]

T
L)< C/ /|gz5|2dxdt. (2.1.109)
0 w

De (2.1.108) e (2.1.109) concluimos que ¢° = ¢' = 0, o que prova o desejado.

Dessa forma, temos que a aplicacao
||'7 ||>k : V2 — R
T
@0 s (4Ll daat)

=

: (2.1.110)

define uma norma em V2.
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Consideremos F' o espaco de Hilbert obtido completando-se V? com a norma
|-, -ll, , isto é,

F=vxy"l (2.1.111)

Contudo, pelos Teoremas 2.5 e 2.7 existem C7, Cy > 0 tais que

C 0 .1 g 2 %<C 0 .1
= ([ [100 ) <@ 0y 111

onde {¢°,¢'} €V x V.

Resulta de (2.1.112) que anorma ||, -||, ¢ equivalente & norma |-, || .y~ em Vx V.

Consequentemente, de (2.1.111) obtemos que

F=vxyrl—ysyllew — gy, (2.1.113)

Mostra-se facilmente que a aplicagdo A definida em (2.1.96) é continua quando
induzimos sobre ¥V x V a topologia dada pela norma ||-,-||,. Além disso, tal aplicacdo se

estende por continuidade a uma aplicagao

A HxV — HxV
{¢°,0'} — {¢'(0),—¥(0)}

onde 1 é solucdo de (2.1.85) e ¢ é solugao ultrafraca de (2.1.83).

(2.1.114)

Analogamente, definindo

b({6", 6 1A, D) = (RMe", 6} AC.C1Y) VA0 A e HX V! (21115)

segue que a aplicagao b(-,-) é bilinear, continua e coerciva. Desta forma, pelo Teorema de
Lax-Milgran, dado {Y°,Y'} € F' = (H x V') = H x V existe um tinico {¢°,¢'} € H x V'
tal que

Vv 1A ) = 0({6°%, ¢ 1, {C%, ') VA ('Y e P
o que implica, em funcao da definicao de b(-,-), que

dado {Y? Y} € F', existe um tnico {¢° ¢'} € F tal que
{2, v} = A{¢° ¢'},
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ou ainda, por (2.1.114), concluimos que

dado {Y?, Y} € F', existe um tnico {¢° ¢'} € F tal que
{ YO =4/(0) e Y!=—(0), (2.1.116)

onde 9 é a tnica solugao de
V' = A= =Vp—dx., em @,
i“’jo_sgbfemz?’ (2.1.117)
(1) =¢'(T) =0 em €,

e ¢ ¢ a unica solugao, por transposicao, de
¢" —Adp=—-Vp em Q,
i”jo_sgbf;ng’ (2.1.118)

¢(0) = ¢", ¢'(0) =¢' em Q.

Lembremos que F' = H x V' e F' = H x V. Assim, elegendo-se Ty = 2Ry, H =
V x H, entao dado
{4y} eH (2.1.119)

tem-se que o par {Y°, Y'} = {y!, =y} € F’ e de (2.1.116) existe um tnico {¢°, ¢'} € F tal
que

(0) =y° e ¢'(0) =y (2.1.120)

Considerando h a restricao de —¢ a wx]0,T] a regularidade da solugao fraca
nos permite dizer que h € (L?*(wx]0,T[))™ no problema (2.1.81) sujeita aos dados iniciais
conforme (2.1.119), temos que tal problema possui unica solugdo y. Observemos que de
(2.1.117) e (2.1.120) resulta que % é solugao do problema (2.1.81). Logo, pela unicidade de
solugdo, vem que y = v e, consequentemente, de (2.1.117)4 concluimos que y(T) = ¢'(T) =0

desde que T" > Tj.
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2.2 Resultado de Estabilidade
2.2.1 Boa Colocacao
Nesta secao, vamos mostrar a existéncia e unicidade de solucao para o problema
u — Au+ a(z)g(u') = —=Vp em Qx]0, o0,
dive =0 em Q2x]0, 00],
u =0 sobre I'x]0, 0o, (2:2.121)
uw(0) =u’, u/'(0)=u' em Q,
onde a € L*>*(f2) é uma funcdo nao negativa tal que
a(x) >ap>0 em wCQ (2.2.122)
e
g : R — R"
2.2.123
s > g(s) = [gi(si)]i=1, n ( )
onde, para todot=1,--- ,n, ¢g; : R — R é uma funcao tal que
g; € continua, mondtona crescente e ¢;(0) = 0,
gilsi)si >0 ¥ 5 70, (2.2.124)

il si> < gi(si)si < Kylsil> YV ]si| > 1,
onde k; e K; sao constantes positivas.

Seja P a projegao ortogonal de (L?*(2))" em H e considere o operador de Stokes,

definido em (1.9.18), ou seja,

A: DA CV — V'
u — Au=P(—Au)

que é definido por
(Au,v)vr v = / Vu:Vodz, ¥V velV.
Q

(2.2.125)

Pelo Teorema 1.58 temos que D(A) =V N (H?*(Q2))" e pela Observacao 1.57, seque que

n

(Au, v)vr v = /QVu : Vodx = Z<—AUi,U1>H—17H3.

i=1
Considere também, o operador B definido por

B:V —V
u — Bu="P(a(z)g(u(z)))

(2.2.126)

(2.2.127)
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Observacao 2.16 Para ndo sobrecarregar a notacao, vamos denotar por ||ully = ||ul e

|u|g = |u| as normas de V' e H respectivamente.

Observagao 2.17 Se v € (L*(Q))" entao ag(v) € (L*(Q))". De fato, dado v € (L*(Q2)),

entao v; € L*(Q). Dessa forma,
o Se |v;| > 1 entio de (2.2.124) tem-se |g;(v;)| < K; |vi|, entdo como v; € L*(2), tem-se
/ lgi(v;)|? da < I~(/ |v;|* dz < oo.
Q Q

Como a € L*®(Q), tem-se / lag;(v;)|* dz < ||a||ool~(/ |gi(v;)|” dz < oo.
Q Q

e Se |v;| < 1, o resultado seque do fato de que g; € continua e a € L®(2). Portanto,

ag(v) € (L*(Q))".

Note que se v € V C H, entao v € (L*(Q))". Assim, pela Observagiao 2.17,
ag(v) € (L*(Q))" donde P(ag(v)) € H e, portanto, D(B) ={v € V;Bv € H}.

Além disso, como a projecao é autoadjunta (ver Teorema 1.31) e v € V C H,

temos que
(Bu,v)yry = (Bu,v) = (P(ag(u)),v) = (ag(u), P(v)) = (ag(u),v) (2.2.128)

e, portanto, o operador B estd bem definido. Sobre os operadores A e B definidos acima,

temos os seguintes resultados:

Proposigao 2.18 O operador A ¢é linear e mazximal mondtono.

Demonstracao: De fato, a linearidade é trivial. Vamos ver que é maximal mondtono.
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Sejam u,v € D(A), entdo u —v € V C H e como P é linear e autoadjunta, temos que
(Au — Av,u —v) = (P(—Au) — P(—Av),u —v)
= (P(—Au — (—Av)),u — v)
= (—Au— (—Av),P(u—v))
( (2.2.129)

—Au — (—Av),u —v)
= (—A(u—v),u—v)

:/ IV(u —v)|*dr > 0.
Q

Vamos mostrar que A é maximal, isto é, Im(I + A) = V', onde I é o operador

identidade. Observe que Im(I + A) = V' se, e somente se, para todo f € V'’ o problema

u+ Au = f é satisfeito para algum u € D(A).

Dessa forma, defina

b(u,v):/Vu:VUjLu'vdx para todo wu,v € V.
Q

Temos que b é uma forma bilinear, continua e coerciva em V' x V. De fato, nova-

mente a bilinearidade é trivial.

F: b é continua

Para u,v € V, usando a desigualdade de Holder temos

|b(uav)| =

/Vu:Vv—i—u-vdm

Q

i=1 7

< Z/|Vui|]Vvi]dm+Z/|ui||vi|dx
i=1 7 i=1 79

< Z HVUZ'HL2(Q) ||vvi||L2(Q) + Z Hui||L2(Q) HUz'HL2(Q) = (%)
i=1 i=1
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pela desigualdade de Holder numérica, segue que

(%)

IN

e como V — H temos que

1/2

n 1/2 n
2 2

[(Zuwz-nm) (aninm(m)

=1 =1

n 1/2 n 1/2

2 2

(Znuinm)) (annm)) }

=1 =1

[Vul [Vo] + Jul [v]

[all floll + Jul Jo] = ()

[l floll + C el vl

= Clulllvl.

Assim, |b(u,v)| < C ||ul| |[v]| e, portanto, b(u,v) é continua.

F: b é coerciva

Note que

b(u,u) =

/yvuy2dx+/\u12dx
Q 0
> /]Vu|2dx
Q
- Z/|Vui|2dat
=179
= D IVuillzq) do
i=1
= [vuf

2
= ul

Assim, b(u,u) > ||u||* para todo u € V e, portanto, b(u, v) é coerciva.

Dessa forma, sendo b(u,v) bilinear, continua e coerciva, sabendo que V < H, V

¢ denso em H, entdo [ + A: D(I + A) C V — H ¢é definido pela terna {V, H,b(u, v)}. Além

disso, pelo Teorema de Lax- Milgran podemos estender [ + A : V' — V' e tal extensao é

um isomorfismo de V em V’. Dessa forma, para todo f € V' existe um unico u € V tal que
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(I + A)yu = f, ou seja, u + Au = f. Dessa forma, Im(I + A) = V' e, portanto, A é maximal

mondétono. n

Proposigao 2.19 O operador I + A € maximal mondtono em V x V'.

Demonstracao: Como I é um operador continuo e monotono e, pela Proposicao 2.18, A é

maximal monétono, entao pela Proposicao 1.36, I + A é maximal mon6tono em V x V/. H

Proposicao 2.20 O operador B € mondtono e hemicontinuo .

Demonstragao: Vamos provar primeiramente que B é mondtono, para tal, sejam u,v €

D(B). Como P ¢ linear e autoadjunto, temos que
(Bu— Bv,u —v)yy = (Bu— Bv,u—v)

= (P(ag(u)) — Plag(v)),u —v)

= (P(ag(u) — ag(v)),u —v)

= (aglu) — ag(v), Pu— v)) (22.130)

(ag( ) —ag(v),u—wv)

= Z /Q a(@)(gi(wi(x)) = gi(vi(2)))(ui(x) — vi(2))dz > 0,

=1

pois a é nao negativa e g; é uma fungao mondtona por hipétese. Portanto, B é mondtono.

Provemos agora que B é hemicontinuo. De fato, sejam u,v € D(B), t,, C R uma

sequéncia tal que t,, — 0 quando m — oo. Note que para todow € V C H

lim (B(u + t,v), w)yy = lim (P(ag(u + t,v)), w)

m—r o0 m—ro0

= lim (ag(u + t,,v)), P(w))

m—ro0

= lim (ag(u + t,,v)), w) (2.2.131)

m—0o0

= angﬂgo / )(gi(ui(x) + tovi(z) )wi(z)de.

Seja fn, = a(z)gi(u;(z) + tpv(x))w; ().
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Assim se |u;(x) + t,vi(z)] > 1 temos por (2.2.124) que

[fmi (@) = la()gi(ui(z) + tmvi(z))]|[wi(2)]

lallco|gi(ui(z) + tmvi(z))[[ui(z) + tmvi(z)||wi(z))|
1
lui(z) + tvi(x)]

1
|wi(2) + tioi ()]

IN

IN

Kil|alloo|ui(x) + tmvi()*|wi(z)|
Klui(@) + tyvi(2)||wi(x)]

K () [wi()] + K Jos() i) ]
Clui(@)|[wi(2)] + Cloi()||w;(x)]

IN A

IN

quase sempre em {2, onde K ¢ tal que |t,| < K. Como u;(x), vi(x), wi(z) € L*(R), entdo
fm; € LY(Q), para todo m € N.

Além disso, definindo
h = Cluy(@)|Jwi(@)] + Cloy()|[wi(2)]

segue que h € L'(Q) e | fin.| < h(z) quase sempre em (2.

Na sequénica, pela continuidade de g;, temos que

lim g;(ui(x) + tnvi(z))wi(z) = g;(ui(z))wi(z).

m—0o0

Dessa forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos

que

lim [ a(x)g;(uwi(z) + typvi(z))w;(x)de = /Qa(x)gz(u,(a:))wz(x)dx

m—o0 0

Portanto, desde que w € V' C H, temos que

Zwlll_rgo/ 2)g; (ui(x) + tpvi(z))w; (x d:v—Z/ x)g; (u;(z))w;(x)dx
= Z agi(u;), w;) L2(Q)-
i=1

(2.2.132)
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Por outro lado,

n

Z(agi(ui), w;)r20) = (ag(u), w)
= st P(w) -
= (P(ag(u)), w)
= <Bu,w>vl7v.

Entao por (2.2.131), (2.2.132) e (2.2.133) obtemos que

lim (B(u + t,v), w)yry = (Bu,w)yy

m—00

e, portanto, B é hemicontinuo. [ |

Proposicao 2.21 O operdor I + A+ B € coercivo.

Demonstracao: De fato, seja u,, € D(I + A+ B). Temos que

<um + Aum + Buma um)V’,V = <um7 um)V’,V + <Aum7 um>V’,V + <Bum7 um>V’,V
Z <uma um)V’,V + <Aum7um>V’,V
> () + Y [ [V e
= ‘um|2 + |Vum|2
= [t + [um?

T
Portanto, I + A + B é coercivo. [ |

Teorema 2.22 (Ezisténcia e Unicidade de solugdo regular)
Sejam u® € W =V N (H?(Q))", u! € V e suponha que as hipdteses (2.2.122), (2.2.123) e

2.2.124) sejam satisfeitas. Entao, existe uma unica funcao u : (Q — R™ tal que
] q

ue L=0,00;W), v € L>®(0,00;V) e u" € L*(0,00; H)
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de modo que u resolve o sequinte problema

u' — Au+a(z)g(u') = =Vp em (D'(Q))";

Demonstragao: Seja P a projecao ortogonal de (L*(2))" em H e considere o seguinte

problema

" I __
{ w4+ Au+ Bu' =0 (2.2.134)

uw(0) =u°, /' (0) =t

onde os operadores A e B sao os operadores definidos acima em (2.2.125) e (2.2.127).

Vamos reformular o problema (2.2.134) para obter

Vv

% Lﬂ +@ [Zﬂ - [8] om (2.2.135)

A
Entao temos o operador matriz A : H — H, onde H =V x H, definido por
v —h
w (1) = (ao'on)
cujo dominio é D(A) = {(v,h) € H; h eV e Av+ Bh € H}. Temos que A é maximal
mondtono em H.

De fato, A é mond6tono pois

(o =+ B B,

o —hl + hg V1 — U2
N A(Ul — UQ) + Bhl - Bhg) ’ ]’Ll — hg u

= —((h1 — ho,v1 —v2))y + (A(vy —v3), hy — ho) g + (Bhy — Bha, hy — ho)p.
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Observe que por (2.2.126), temos

n

<A(U1 - U2)7 hi — hQ)V’,V = Z <_A(U1i - in)’ hli - h2i>H*1,H(%

=1

= Z(V(vli —v2,), V(h1, — h2,))12(0)

i=1
n

= Z(Uli — V2, hli - hz-)Hg(Q)

i=1

= ((v1 —vg,hqy — ha))y.

Dessa forma,
(%1 (%) 1 (%)
A —A , — = (Bhy — Bha,hy — h >0,
( |:h1:| |:h2:| |:h1:| |:h2:| )'H ( ' ? ' 2)H

pois pela Proposicao 2.20, B é mondtono. Portanto, A é mondtono.

A fim de obter a maximalidade de A, é suficiente provar que Im(I + A) = H, isto

é, dado (v, hg) € H, temos que mostrar que existe (v,h) € D(A) tal que

vl Vo
(I+A) [h] = {ho} , (2.2.136)
ou seja,
v—nh =,
Combinando as identidades acima deduzimos que

Portanto, é suficiente provar que I + A+ B é maximal monétono em V' x V' isto

é, temos que mostrar que Im(I + A+ B) =V".

Note que pela Proposicao 2.20 temos que B é mondétono e hemicontinuo, pela
Proposicao 2.19 temos que I + A é maximal monétono em V x V' e pela Proposicao 2.21
temos que [+ A+ B é coercivo assim, pela Proposicao 1.36, temos que (I +A)+ B ¢ maximal

mondtono.
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Dessa forma, (2.2.137) possui uma unica soluc¢ao h € V.
Como v =wvy+ h e Av+ Bh = hy — h, concluimos que v € V e Av + Bh € H.

Consequentemente, o sistema (2.2.136) tem uma tunica solugao (v,h) € D(A), e,

portanto, A é maximal mondétono em H.

Finalmente, do que foi visto e fazendo uso do Teorema 1.37 e dados {u°,u'} €

D(A) = D(A) x V existe uma unica u(t) solucdo regular do problema (2.2.134) na classe
u € L(0,00; V N (H*(Q))™),u' € L>®(0,00; V), u” € L=(0,00; H). (2.2.138)

Recuperacao da Pressao

Seja v € V. Para todo t > 0 temos

0= (u"(t) + Au(t) + Bu'(t),v) = (u"(t),v) + (Au(t),v)y: v + (Bu'(t),v)y v.

Como v € V C H, obtemos como em (2.2.126)

n

(Au(t), o)y =Y (=Auy, 03) -1 g

i=1

e por (2.2.128) temos que

n

(Bu/(t),v)vry =Y _(agi(u}), vi) 1,3

=1

Segue entao que

n

0= 3 (00~ At + asul ().

i=1 H*l,Hé

Seja
Li = u(t) — Au(t) + ag; (u}(t)),
entao L; € H1(Q).

Seja
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entao L € (H1(Q))" e além disso, L(v) =0 V v € V q.s. em |0, T[. Assim, pelo Lema 1.42,

existe p(t) € L() tal que

L =u"(t) — Au(t) + ag(u'(t)) = =Vp,

isto é,
0
L= _&’Z- q.s. em 0,77
Portanto,
Liwy = - 22 !
(vi)=( — 5p Vi) para todo v; € Hy(Q) q.s. 10,77,
entao

(Li(v;),0;) = <<—%,vi),9i> para todo #; € D(0,T), paratodo v; € Hy(S).

Em particular,
" !/ ap
((ui (1) = Aui(t) + a(x)gi(u; (1)), vi), 0:) = (=5~ vi), s
para todo 0; € D(0,T') e para todo v; € D(Q).

Como ¢; = v;6; € D(Q); 0; € D(0,T) é denso em D(Q) temos que

ul = Aui + a(@)gi(u) = =L em D'(Q)

onde p(t) € L*(Q) q.s. em |0, T e, portanto,

u’ — Au+a(z)g(u) = =Vp em (D(Q))"

Além disso, como u(t) € V N (H*(Q))" entao Au(t) € H C (L*(Q))", ag()
(L2(Q)" e u"(t) € H C (L*(R2))" entao, pelo Lema 1.50 de Cattabriga, temos que p(t)

H'(9).

Teorema 2.23 (Existéncia e Unicidade de Solugdo Fraca) Sejam u® € V, u* € H e suponha

que as hipdteses (2.2.122), (2.2.123) e (2.2.124) sejam satisfeitas. Entao existe uma unica

solugao fraca u do problema (2.2.121) tal que

u € C(0,00; V) N CH0, 00; H).

S
S
|



2.2 Resultado de Estabilidade 94

Demonstragao: Procedendo analogamente ao Teorema 2.22, provamos que A é maximal
monétono em H = V x H. Entao dado {u’,u'} € V x H, pelo Teorema 1.38 existe uma

tnica solugdo fraca u(t) do problema (2.2.134) na classe

u € C(0,00; V) N CH0, 00; H). (2.2.139)

Para recuperar o termo de pressao da solucao fraca, observe que v” € L*(0,T;V").

Entao

(" (), 0)] < " (@) v ][vllv-

Considere {¢, }men uma sequéncia de funges em V tal que ¢, — 0 em (D(£2))".
Entao temos que [(u"(t), m)| — 0.

Entao, u”(t) é uma forma linear e continua em V com a norma de (D(Q2))".

Entao pelo Teorema de Hahn-Banach u”(t) pode ser estendida continuamente a (D(2))",
continuaremos a denotar por u”(t). Neste sentido, L = u”(t) — Au(t) + a(x)g(v'(t)) é uma
forma linear e continua em D(2) q.s. em [0, T]. Analogamente ao feito anteriormente, temos
que L € (D'(Q))" e L(p) =0 in (D'(0,T7))" V¢ € V. Dessa forma, pelo Lema 1.43, temos
que

L=-Vp, peD(Q),
isto é,

u' — Au+a(z)g(v) = =Vp, peD(Q).

|
2.2.2 Taxa de Decaimento Uniforme
Defini¢ao 2.24 A energia associada ao problema (2.2.121) ¢é definida por
1 1
E(t) = 5 [ ()l + 5 lu@®Iy, v t€[0,T]. (2.2.140)

Multiplicando a solugao regular da equagao (2.2.121) por v’ € V e integrando-se

em () tem-se

/u;’(t)ugdx—/Aui(t)u;d:c—i—/a(az)gi(u;(t))u;dx:/ Op widz.
Q Q o 0z
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1t =1,---n. Note que pelo Lema de Gauss

/Q 0

Ndr — »
o (pu;)dz /F puzv,

e esta tltima integral é nula pois u; € H} (). Disto e pela Férmula de Green segue que

/ué’uédz%—/VuiVu;d:EjL/a(x)gi(u;)u;dx:/ Ou; tdx.
0 0 Q 83:1

Somando-se em 7, tem-se

n

Z/ 4 ’da:+Z/Vu2Vudx+Z/ 2)gi(u udx—Z/ awldx (2.2.141)

i=1
Z/p :/pdivu':0,
i=1 79 Q

pois u' € V. Observe também que

(a(x)g(u'),u') = Z /Q a(z)gi(u})uidr >0,

por (2.2.122)-(2.2.124). Sendo assim, em (2.2.141) temos

Observe que

(u" u') + (Vu, Vu') = —(a(z)g(u),u').

Dessa forma,

e, portanto,

Sendo assim,

e, além disso, obtemos a seguinte identidade da energia

E(ty) — / / ' dxdt, 0 <t <ty < o0. (2.2.142)
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Por argumentos de densidade, a identidade acima (2.2.142), permanece valida

para toda solugao fraca de (2.2.121).

Antes de iniciar nosso resultado de estabilidade, definiremos algumas fungoes ne-
cessarias. Para este propdsito, vamos seguir as ideias introduzidas primeiramente por Lasiecka

e Tataru em [39]. Defina uma func¢ao h por

n

h(z) = ; hi(z) (2.2.143)

onde h; : R — R sao fungoes concavas, estritamente crescentes tais que

hi(sigi(si)) > |si|* + |gi(s:)|* para |s;| <1,, i=1,--- ,n. (2.2.144)

Note que h; pode ser construida diretamente, dadas as hipéteses de g; em (2.2.123)

e (2.2.124). A seguir, definimos

r(-) = h(m

Observe que r é mondtona crescente, entao ¢l + r ¢é invertivel para todo ¢ > 0.

),QT = (x]0, T[ associado com o problema (2.2.121). (2.2.145)

Para L uma constante positiva, colocamos
2(x) = (cI + 7)Y (Lz), L:= (emed(Qr)(1+ ||lalls))™", (2.2.146)

onde ¢ é uma constante positiva que serd estabelecida posteriormente.

Desta forma, a funcao z é positiva, continua e estritamente crescente com z(0) = 0.
Finalmente, seja

qz) =2 — (I +2)" (). (2.2.147)

Podemos agora enunciar nosso resultado de estabilidade.

Teorema 2.25 (Taza de Decaimento Uniforme) Suponha que as hipdteses (2.2.122)-(2.2.124)
e (2.2.144) sejam satisfeitas. Seja u a solug¢ao fraca do problema (2.2.121) com a energia

E(t) definida como em (2.2.140). Entao existe um Ty > 0 tal que

E(t) < S(Ti - 1) Vots T (2.2.148)

0
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com lim;_,, S(t) = 0, onde o semigrupo de contra¢ao S(t) € a solugcdo da equagao diferencial

ZS(t) +q(S(t) =0, S(0) = E(0), (2.2.149)

Tii kK
med(Qr)(1+|lallo) *

onde q € dado em (2.2.147). Aqui a constante c (da defini¢do (2.2.146)) é c =

Demonstragao: Observe que como v’ € H, entdo a(x)g(u') € L'(0,T; H). Dessa forma, a
solu¢do u do problema (2.2.121) pode ser escrita como a soma v = v + w onde v e w sao,

respectivamente, solugoes fracas dos problemas

v — Av=—-Vp em Qr, w" — Aw = —a(x)g(v') em Qr,

dive =0 em QT, divw =0 em QT,

v =0 sobre X, ¢ w =0 sobre X, (22.150)
v(0) =’ v'(0) =u' em ©, w(0) =w'(0) =0 em Q.

Pelo fato que E, é decrescente e pela Observagao 2.15 temos que
T
B(T) = ET) < E.(0)=E,0)<e / / v 2dadt
0 w

T T
< 02/ /|u’|2d:cdt—i—03/ /]w’\zd:cdt. (2.2.151)
0 w 0 w

Observe que por (2.2.122) temos que

T T
/ /‘U/Fdl‘dt < 04/ /a(x)|u/|2dxdt. (2.2.152)
0 w 0 w

Além disso, pela Observacao 1.64 temos que

/ /|w'| drdt < 05/ / u')|?dxdt. (2.2.153)

Dessa forma, por (2.2.151), (2.2.152) e (2.2.153) temos que

E(T) < Ce/ / |u|2d$dt—|—07/ / u')|?dwdt
< 5/0 /Qa(:v) (|u’|2+ |g(u’)|2) dxdt, (2.2.154)

onde ¢ depende de T.
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Sejam
Sa = {(ta) €Ol > 1 s},
25 = QT\Eai.
Observe que
[ P+ at00r =3 [ i+ s
T
—Z( / D) (W + gs(e) P)dEe, + / a(@) (|l + |gi(ed) >d2@) (2.2.155)
Bi
—Z/ ) (e + gs(ad dEaﬂrZ/ ) + g:0) ) dSs,.
Entao, por (2.2.124), obtemos que
/E a(@)(|g: ()] + |2, < / (@) (K |gs (et + b g (e ) 0,
< (ki1+Ki)/ a(z)gi(u;)u;dSa, (2.2.156)
Sa;
_ N, / o) gi(u))uld S,
oy
onde ]\/vZ = ]{72_1 + Kz
Logo,
Z / (|G + [ P)dSa, = 3N / () g (W),
Ya i=1 a;
< NZ/ a(x)g;(u})u;d%,
i=1 7 e (2.2.157)
<Ny / a(2)g: () ldQr
=1 T
N [ alo)g()ddQr
Qr

onde N =" (k' + K)).
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Além disso, de (2.2.144) obtemos

[ a@lgtu)? + iP)ass < [ oo,
b e o (2.2.158)
= (14 ||alleo / ———h;(gi(u dXg,
() | o)
Como h; é concava, h;(0) = 0 e a(z) < (|lallo + 1) € como h; é crescente e

a(x)
1+[lalloo

< a(x) deduzimos, respectivamente, que

/ s, < [ Bih(%g( )z,

(2.2.159)
S/E ha(a(a)gs(u})u}) A5,

Pela desigualdade de Jensen, temos que

ho(a(e)gu(l ) dSs, < med(Qe)hi( ——— [ a(x)gr(uw)uldQr ).
/251. (med(QT) /T )

Além disso, como h; é crescente, entao

(i [, o@tidar ) < (s Z [ atwmtpuiacn)

(i /Q alr)gle) u'dQT) |

Dessa forma,
1
alx u;2+u§2d2.§ 1+ ||al|oo)med(Q hz(—/ alx u’-u’dQ).
L o ) < 1+ Nl med@es s [ atwlgted s
Portanto, de (2.2.143) e (2.2.145) temos que

Z / 2) (g + o),

< (1 4+ ||al|oo)med(Qr) Z hi (W/Q a(z)g(u') - u/dQT)
=l ! (2.2.160)

= (1 ol med @) | et s )

T

—(+ ||a||oo>med<QT>r< /Q ale)gte)- u'dQT).
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Dessa forma, por (2.2.155), (2.2.157) e (2.2.160) temos que

| ato (196 + ) s

(2.2.161)
<N o a(z)g(u') - u'dQr + (1 + HaHoo)med(QT)'r(/T a(z)g(u') - u’dQT).
Por (2.2.154) e (2.2.161), temos que
BT) < #1+ ol [ L el -wdor
+ med(QT)r(/ a(z)g(u') - u’dQT>]. (2.2.162)
Definindo
I _ 1
- emed(Qr)(1+ [lall)’
. N
— med(Qr)(1+ [lall)’
obtemos que
2[E(T)] < / a(z)g(u') - v'dQr = E(0) — E(T), (2.2.163)

T

onde a funcéo z é definida em (2.2.146).

De fato, aplicando z em ambos lados de (2.2.162) temos que
1
2(E(T)) < Z<Z(d +7) (/ a(z)g(u’) -u’dQT)>
T

= (el 4r) [L (%(c] + r)> ( / alx)gta)- u'dQT)]

= [ alelgtat)-utiQ

T

— B(0) — E(T).

Lembramos que a desigualdade acima é vélida para T' fixo suficientemente grande,

isto é, para todo T > Ty, para algum Ty > 0.

Para finalizar a prova do Teorema 2.25, vamos invocar o seguinte resultado devido

a Lasiecka e Tataru [39)].
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Lema A Seja z uma constante positiva e crescente tal que z(0) = 0. Como z € crescente,
podemos definir uma funcao crescente q,q(x) = x — (I + 2)7*(z). Considere a sequéncia sy,

de numeros positivos que satisfaz
Sm+1 + Z(Sm—l—l) S Sm -
Entao s, < S(m), onde S(t) € a solugao da equacao diferencial
d
L s1) +a(s() =0, S(0) = 50

Além disso, se z(x) > 0 para x > 0, entdo lim S(t) = 0.

t—o00

Com este resultado em mente, nés substituimos 7" (respectivamente 0) em (2.2.163)

por m(T + 1) (respectivamente mT') para obter

Em(T+1)) 4+ z2(E(m(T +1))) < E(mT) para m =0,1,.... (2.2.164)

Aplicando o Lema A com s, = E(mT), resulta em

E(mT) < S(m), para m=0,1,.... (2.2.165)

Finalmente, usando a dissipatividade de E(t), temos parat =mT+7,0 <7 < T,

E(t) < E(mT) < S(m) = S(t ;7) < S(% - 1) para t > T, (2.2.166)

onde usamos acima o fato que S(-) é dissipativo. Com isto, esta completa a prova do Teorema

2.25. [ ]

2.2.3 Exemplos

Daremos alguns exemplos da taxa de decaimento.

Exemplo 1 Assumindo que k|s;| < [gi(s;)| < K |s;| para todo s; € R, onde k e K sao
constantes positivas ou, se ¢;(s;) = cs;, temos a taxa de decaimento exponencial. De fato,

de (2.2.154) deduzimos que

T
E(T) < c/ / a(z)|u/'|* dxdt, para todo T > Tj. (2.2.167)
0o Jo
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Pela identidade da energia em (2.2.142) e de (2.2.167) temos que

E(T) — E(0) = —/OT/Qa(x)\u’dedt < —@ (2.2.168)

logo,

E(T) < ( >E(O) para todo T > T

1+c¢

e, portanto, como estamos com um sistema autéonomo, E(27") < (1%6) E(T) < (1L+c)2 E(0)

e, por iteragao, E(nT') < (ﬁc)n E(0) para todon € Ne T > Tj.

Dessa forma, pelo algoritmo de Euclides temos que dado ¢t > 0 existe 6 € [0, 7]

tal que t =nT + 6 dainT < nT +9 =1t

Como a energia é decrescente, segue que

1+c¢
Agora, como n = % — %, obtemos
t_9J
E(t) < )" U E©)
( - 1+c
c -1
< E(0
- (1 —1—0) ( )
1 1 T
< ( —l—c)( +c> E(0)
C C
1 oot
= (1 - —) M B(0)
C
1 1+c
= (1 + —) e~ TN B(0)
C

com¢>1ey>0 Vt>T, como tinhamos afirmado.

Observe que se a pressao p € constante em todo €2, podemos dar uma grande vari-

edade de exemplos emprestados de [21] (veja segao 8, Corolario 8.1 e Corolério 8.2) seguindo
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as ideias introduzidas primeiramente em [1], [2]. A saber:

Corolario 8.1 Suponha que g’'(0) = 0 (isto €, a dissipagdo é "fraca”e superlinear na origem)
e a fungdo \/sg(y/s) € convexa para € [0, sg|, onde sy pode ser arbitrariamente pequeno, a

equacao diferencial a ser resolvida torna-se
S, +VSg(V/S) =0, S(0)= E(0) =S5y,

e E(t) < C(E(0))S(t). Mais especificamente, integrando a equagdo diferencial, nds obtemos

com G(S,8p) = [V shsdu, S(t) = G7(~14, ).

Corolario 8.2 Suponha que g(s) decai para zero perto da origem mais lento do que qualquer
fungao linear, isto €,
s

s =

e, além disso, a funcgao \/sg~'(\/s) € conveza para s € [0, so), onde sy pode ser arbitrariamente

pequeno, a equacao diferencial a ser resolvida torna-se
Sy +VSg ! (VS) =0, S5(0) = E(0) = S,

e E(t) < C(E(0))S(t). Mais especificamente, integrando a equagdo diferencial obtemos com
VSo _
G(S7 SO) = f\/go g—l;(u)duﬂ S(t) =G 1(_%7 SO)
De fato, neste caso especifico, denotando

1 :
Bi(t) = 5 (Il By oy + 1 (Bl By i = 1o

cada porcao da energia cheia verifica a identidade da energia

to
Ei(ts) — Ei(t1) = —/ / a(x)gl(u;)u; dedt, i=1,--- ,n,
t1 Q

e, além disso, para cada i = 1,--- ,n temos a equagao da onda, ou seja,
" ' dp
w;, — Au; + a(x)gi(u;) = P 0 em 2x]0, c0],
€
u; = 0 sobre I'x]0, 0o, (2.2.169)

u;(0) = ud, u}(0) = uj.

(2 K3
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Como consequéncia, deduzimos, para a equacao da onda pura, que

T
E(T) < ¢ / / (WP + 1g:() ?) dadt,
0 Q

que implica que o decaimento de cada E;(7T") é dado pelo Corolério 8.1 e Corolario 8.2 devido

a [21] e o decaimento associado com a energia cheia é dado por
n n t
E(t) := Ei(t) < Si(7= —1),Vt > Tj. 2.2.170
0= B0 <Y S - 1> (2:2.170)

Vejamos alguns exemplos:

c+1

Exemplo 2 Considere g;(s;) = s§, ¢ > 1 na origem. Observe que /s;9(\/5;) = 5;> e é

i) i

convexa para ¢ > 1, entao resolvemos

das;
dt

L5 0. (2.2.171)

Esta equacao pode ser integrada diretamente. Entretanto para ilustrar a formula

geral, ndés encontramos

\/5 1 —c+1 —c+1
G(si,Si) :/ u ‘du = [s; 2 =S, 2 |
\/% 1—-c

—c+1

Tem-se que G~(t) =[S, 2 —t(1— c)]%Jr1 e como FE;(0) = 5;(0) = 5;, segue que

io

+t(c— 1)),

Se gi(s;) = s§ para todo i = 1,--- ,n, o decaimento de E(t) é a soma dos decaimentos do

mesmo tipo. Entretanto, se g;(s;) = si* o decaimento é o pior dado pelo maior ¢;.

1

1
L _ . _1,
Exemplo 3 Tome g;(s;) = sie * para s; perto da origem. Como a fungao s?e” = é convexa

numa vizinhanga da origem, resolvemos

s,

o+ S2e”F = 0. (2.2.172)

1 1

Neste caso G(s;, S;,) = —1/2[e_$ —e o] e Gt S;,)) = [In(e®o — 2t)]7L. Consequente-

mente

Ei(t) < C(E,(0))[In(eF® + )],



2.2 Resultado de Estabilidade 105

1 1
. L - 3/2 —
Exemplo 4 Considere g;(s;) = s;|s;le i para s; perto do zero . Como a fungao si/ e V&

é convexa sobre [0, po] para algum py pequeno, somos conduzidos a equagao diferencial

% + 5327V = 0. (2.2.173)

1

A funcao G(s;, S;,) ¢ dada por G(s;, S;,) = —[ev —e\/s_io]. Consequentemente, G™1(t, S;,) =

1
1 e

n2[eV Sio —t]

1
- :
In?[eVPiO® + 1t]

Ei(t) < C(Ei(0))

|0—1

Exemplo 5 Tome g;(s;) = |s;]° 's;,0 < 6 < 1. Neste caso, a analise é idéntica ao caso

D=

do exemplo 1 como g; '(s;) = s?,s > 0 e % > 1. Assim, a taxa de decaimento neste caso

7

torna-se )

E/(t) < C(E(0)) | E0) 5" +t¥



Capitulo 3

Desigualdade de Observabilidade
Usando Teoria de Analise Microlocal

Este capitulo foi realizado em parceria com Maria Astudillo, Marcelo Moreira Cavalcanti e

Janaina Pedroso Zanchetta.

3.1 Descricao do Problema

Neste capitulo vamos generalizar os resultados obtidos no capitulo anterior, isto é, queremos

obter a controlabilidade exata interna para o seguinte problema

¢" = Adp=—-Vp+hx, em @,
divp =0 em (@,

¢ =0 sobre X,

6(0) = ¢, #(0) =¢' em Q,

onde A = (Agy, -, AG,), 0" = (¢, o), dive = Y0, % e p = p(x,t) é o termo de

(3.1.1)

pressdao. Além disso, {2 é um subconjunto aberto, limitado do R™ (n > 2) com fronteira
regular I' e w C 2 um conjunto aberto dado pela intersecao de uma vizinhanca aberta da

fronteira I' = 0€2 e x,, é a funcao caracteristica de w.

Como ja visto anteriormente, para obter a controlabilidade exata interna, é sufi-
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ciente obter a desigualdade de observabilidade para o problema

¢" —A¢p =—Vp em Q,
divg =0 em @,

¢ =0 sobre X,

¢(0) = ¢°, ¢'(0) = ¢ em Q,

(3.1.2)

a saber
) < 0/ /|¢ x,1)|* ddt, (3.1.3)

onde Ey4 ¢ a energia associada ao problema (3.1.2). Para obtermos (3.1.3) faremos uso de
argumentos de andlise microlocal devido a N. Burq e P. Gérard em [17]. E importante
salientar que no capitulo anterior, foi fortemente usado a hipdtese que €2 é estritamente
estrelado em relagao a origem. Precisamos desta hipétese, mais precisamente no Lema 2.10 e,
consequentemente, nas proposicoes seguintes que dependem deste Lema. O principal objetivo

deste capitulo é remover esta hipotese.

Definicao 3.1 (Condi¢io Geométrica de Controle): Dizemos w controla geometricamente
Q, quando existe Ty > 0, tal que toda geodésica de §2 viajando com velocidade constante igual

a1 no tempo t =0, encontra o conjunto w em um tempo t < Ty.

Hipétese 3.2 Assuma que w satisfaz a condicdo geométrica de controle conforme Definicao

3.1.

Podemos ver em [12] um exemplo de dominio ) satisfazendo a hipdtese acima,
embora exista uma ampla variedade de exemplos interessantes como aqueles considerados em

Bardos, Lebeau e Rauch [10].

3.2 Desigualdade de Observabilidade

Considere
1 2 1 2
Ey(t) = 5 6@l + 516" (0] (3.2.4)
a energia associada ao problema (3.1.2). O préximo resultado, é o principal resultado desta

secao.
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Teorema 3.3 Suponha que os dados iniciais satisfazem E4(0) < L. Entdo para todo T > T
e L >0 existe C = C(T,L) >0 tal que a desigualdade

E4(0) < C/O /|¢’(x,t)|2dxdt, (3.2.5)

¢ verificada para toda solugao fraca ¢ do problema (3.1.2).

Demonstracao: Observe primeiramente que se a estimativa (3.2.5) vale para o seguinte

problema
¢”_A¢:0 em@a
divg =0 em @,
¢ =0 sobre X, (3.2.6)

¢(0) = ¢%, ¢'(0) =¢' em Q,

entao, temos o resultado desejado. De fato, considere os seguintes problemas sujeitos aos

mesmos dados iniciais, mas um com o termo de pressao e o outro nao, isto é,

(¢ — A¢p = —Vp em Q, (0" — A0 =0 em Q,
divg =0em Q, dived =0 em @,
e
¢ =0 sobre 3, 6 =0 sobre X,
_ 40 / a1 _ 40 / 1
\gb(O)—gf),gb(O)—gb em (2, \0(0)—¢,9(0)—¢ em (2.

Como E,4(0) = Ey(0), pois estamos considerando os mesmos dados iniciais, temos

que

E4(0) = Ey(0) < C/OT/ 0/ (z,1)|? dadt. (3.2.7)

Por outro lado, considere w := ¢ — . Entao w satisfaz:
(w" — Aw = —Vp em Q,
divw =0 em @,

(3.2.8)
w =0 sobre X,

w(0) =w'(0) =0 em .

\

Contudo, vemos que E,(t) = E,(0) = 0 e, portanto, ¢ = € q.s. em . Con-

sequentemente, a presenga da pressdo nao influencia na observabilidade, assim em (3.2.7)
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temos que

T
E4(0) < C/O /W(:c,t)\?dxdt.

Sendo assim, provemos (3.2.5) para o problema (3.2.6). Vamos trabalhar com

solugbes regulares e reestabelecer (3.2.5) por argumentos de densidade. Argumentemos por

contradigao. Suponha, por absurdo, que (3.2.5) nao vale. Entao existe uma sequéncia {¢,,}

de solugoes para o problema (3.2.6), tal que

lim E(bm(()) =
moo [T [ |gr (a,t)[? dadt

De (3.2.9) temos que

T
e Es,.(0)

Considere a seguinte sequéncia de problemas

gb;;z_Aqu:O emQ>

div¢,, =0 em Q,

¢m = 0 sobre X,

On(0) = 0, ¢1,(0) = ¢y, em Q.

Agora, defina:

_ O

m = [Es (0)]Y2, vy, :
i 1= (B O, v 1= 2

m

Considere agora, a seguinte sequéncia de problemas normalizados

vl — Av,, =0 em Q,
divv, =0 em @,
Um = 0 sobre X,
0 b / 1 ¢
v (0) = v =220 ol (0) =0, =22 em (.

! m m Qm

Dessa forma, temos que

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)
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De fato, pois

1 1 2
E,, (t) = §va(t)H%/+§!U§n(t)!H

1< Iy,
= 3 Z ||Um¢(t)“§13(9) T3 Z vai(t>HiQ(Q)
=1 =1
, 2
(%(t) W<t>' J
[67%% _ Q (07°%)
= —Z/ (|V¢mz I+ [, (t \)dw

= = (5 [ % |¢in(t)\fq)

1

Portanto, em particular, temos

E,,(0) =1 paratodo m € N. (3.2.15)

A fim de obter uma contradigao, vamos mostrar que E, (0) converge para zero.

De (3.2.15), obtemos que F,,, (0) < L entdo, para uma possivel subsequéncia de {v,,}, temos

que
00— (fraco) em 'V, (3.2.16)
vl — o' (fraco) em H. (3.2.17)

Como {v,,} é solucao do problema (3.2.13) associado aos dados inciais {02, vl 1} €
V x H, temos que E, (t) = E,, (0) < L. Portanto, temos que existe uma subsequéncia de

{vm}, denotada do mesmo modo, tal que

{vm} ¢élimitada em L*(0,7;V), (3.2.18)

{v/,} élimitada em L*(0,7;H). (3.2.19)

De (3.2.18) e (3.2.19), concluimos que existem subsequéncias, denotadas do mesmo
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modo, tais que
Uy — v (fraco estrela) em L>°(0,T;V), (3.2.20)

v/ 50’ (fraco estrela) em L°(0,T; H). (3.2.21)

Além disso, como V < H = H' < H e a imersao V < H é compacta, e pondo
W ={uc L*0,T;V),u € L*(0,T; H)}

munido da topologia
[ully = ||U||L2(0,T;V) + ||u/||L2(O,T;H) )
resulta que {v,,} é limitada em W. Logo, pelo Teorema da Compacidade de Aubin-Lions, ver

Teorema 1.23, temos que

Uy — v (forte) em L*(0,T, H). (3.2.22)
Note que por (3.2.10) e (3.2.12), temos que

m—00

T

lim / / |0 (z,t))? dzdt = 0. (3.2.23)
0 w

Assim de (3.2.21) e (3.2.23), segue que

V(x,t) =0 em wx]0,T (3.2.24)

e v € independente de t em w.

Das convergéncias acima, temos que v é solugdo do problema (3.2.6) sujeito aos

dados iniciais {v°,v'} € V x H.

Passando o limite em (3.2.13) obtemos, no sentido distribucional que

v/ —Av=0 em Q,
{ v'(z,t) =0 em wx]0,TT, (3.2.25)
e para w = v', de (3.2.25) concluimos que
w’' — Aw =0 em Q,
{ w(z,t) =0 em wx]0,T], (3.2.26)
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que implica pelo Teorema de Holmgren que w = v = 0 em Qx]0,T[. Assim, voltando em

(3.2.25) temos que |[v]|* = 0 donde v = 0.

Das convergéncias obtidas acima, temos que

vl — 0 (fraco) em L*(2x]0,T]), (3.2.27)

m;

tendo sentido considerar a medida p;, a medida de defeito microlocal (m.d.m.) associada a

{v;..}, (garantida pelo Teorema 1.72 conforme Observagao 1.74).

Considere

P, =), — Avy,, =0 em Q, (3.2.28)

onde P é operador D’Alambertiano. Portanto,
Puy, —0 em L*(Qx]0,T[), ¥V i=1,---,n (3.2.29)
consequentemente,

O;Pvy,, — 0 em H_ '(Qx]0,T[), V i=1,---,n. (3.2.30)

loc
Vamos provar a convergéncia (3.2.30) mais adiante.
Da convergéncia (3.2.30) concluimos dois fatos:

(i) O supp(u;) estd contido no conjunto caracteristico do operador de ondas
{(t,z,7,§) € Rx QxR xR": 09(P) = 0} onde 02(P) = p(t,z,7,&) denota o simbolo

principal de P = [, (pelo Teorema 1.76).

(ii) O supp(u;) é, para cada i € {1,--- ,n}, uma unidao de curvas do tipo
1 "(t
telr—m=(t) = <t,a:(t),i O > (3.2.31)
VIH (@ (0))2 1+ (2/(1)?

onde t € I — z(t) € Q é uma geodésica associada a métrica, (pelo Teorema 1.81 e Pro-

posicao 1.82).

Dessa forma, tem-se que u; se propaga ao longo do fluxo bicaracteristico do opera-
dor P de ondas, isto significa que se algum ponto wy = (g, zo, 7o, &) nao pertence a supp(f;)

entao toda bicaracteristica comegando por wy estéd fora do supp(u;).
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Note que de (3.2.23) temos que v}, — 0 em L*(wx]0,T[) o que implica (pela
Observagao 1.74) que p; = 0 em wx|]0,T[ Vi = 1,--- ,n de modo que p; nao apresenta

medida de defeito em wx]0, 77 e, desta forma, supp(u;) C (2\w)x]0, 7.

Contudo, como as geodésicas de () sao linhas retas que tocam a fronteira 0f) de
Q2 e se refletem de acordo com as leis da Gtica geométrica, entao as bicaracteristicas m + (t),
acima mencionadas, tocam a fronteira lateral 9€2x]0,7[ do cilindro £2x]0,T[. Dessa forma,

m =+ (t) ¢ supp(p,). Assim, supp(p;) = 0, isto é, u; = 0 em todo Qx]0, 7.

Assim, por propagacgao, (pela Observagao 1.74)

v, — 0 (forte) em L, (2x]0,T7) (3.2.32)

e, como v, — 0 (forte) em L?(wx]0,TY), deduzimos que

v, — 0 (forte) em L*(0,T; L*(?)), Vi=1,---,n. (3.2.33)

m

Seja € C(0,7);0<¢p <leyp=1 em |e,T —¢.

Para concluir a demonstracao, vamos multiplicar a equagao (3.2.13); por v,,%(t)

e integrando de zero a T', temos que
T T
| o000, - [ 0@ @0, on@)d 0. (3230
0 0
Observe que

%[w)(v;m(t),vmi<t>>Lz<Q>] )WL (1) () sty + B0 W, (0), 0, () s

+ (0, (8), 0, ()0 (1) 120
Integrando de 0 a 7', temos
T T
/0 V() (U, (), Um, (1)) L2@ydt = —/0 ¢(t)/ﬂ‘v;ni(x,t)’2dxdt
T
- /0 V' () (vy,, (1), U, (1)) L2(0y L,

somando-se em %, temos

/0 )W (), v (1))t = — / (0) o (1) dt / (1) (V1) va(D))dE. (3.2.35)
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Além disso, pela Férmula de Green e como v,, € V, segue que
T T T ,
— [ OO0, o)t = [ 00T, Tt = [ 000 0] de3:236)
0 0 0
Dessa forma, por (3.2.35) e (3.2.36), concluimos que
/ Bl () 2t — / W)W (1), v (£) +/ 00 [om@®) 2 dt = 0(3.2.37)
Por (3.2.22) e (3.2.37) (v =0) e de (3.2.33), temos que

T—e
/' [vm(@®)|I5 dt =0 ¥ €>0. (3.2.38)

Portanto, por (3.2.33) e (3.2.38) e com € > 0 arbitrario, temos que
T—e 5 T—e 5
[ e [ oo de o

Consequentemente,
T—e
/ E, (t)dt -0 V¥ t. (3.2.39)

Como wv,, é solucao do problema (3.2.13) sujeito aos dados inciais {02, vl } €

V x H, temos que E, (t) = F,, (0). Entao

T—e T—e
(T — 26)E,,_ (0) = / E,. (0)dt = / E. (t)dt — 0
que implica que E,, (0) — 0 quando m — 400 como desejavamos provar.

Vamos demonstrar agora a convergéncia (3.2.30), isto é, mostraremos que

0y Pvy,, — 0 (forte) em H,,

loc

L]0, TY). (3.2.40)

Para tal, tome y € Hy(Qx]0,T[) = Hy(0,T; Hy(2)). Temos que

‘ (0P, ?J)H*l(o,T;Hfl(Q)), HE(0,T;:HE () ‘

= <Pvmiaaty>L2(O,T;H*1(Q)),L%O,T;H&(Q))‘ (3.2.41)

< ||Pvmi

L2(0,T;H-1()) | |3ty| |L2(0,T;H3 Q)

< |[Pvm,

L2(0,T;H-1(2)) Hy’ |H5 (0,T;HA ()
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onde a tultima desigualdade usamos que
Yl a2 0mm2@) = Wllz2 .03 @) + 10yl 20,7512 () -

Assim, combinando (3.2.41) com o fato de Pv,,, — 0 (forte) em L?*(0,T; L*(Q)) e
L*(Q) — H~Y(Q), deduzimos que

lim ||atP’UmZ||H71(07T7H71(Q)) = 0. (3242)

n—-+o0o

Por outro lado, como H,,}(Q) representa o dual topoldgico de H},, (Q) e como

Heop(@Q) = Hy(Q) = H Q) = Hppe (Q). (3.2.43)

comp loc

Dessa forma, por (3.2.42) e (3.2.43) concluimos que

Oy Pvy,, — 0 forte em H, 1(Q), (3.2.44)

loc

e, portanto, 9, Pv,,, — 0 (forte) em H, '(2x]0,TY]). |

loc



Capitulo I

Taxa de Decaimento Uniforme para
Dois Sistemas Acoplados
Semilineares da Onda

Este capitulo foi realizado em parceria com Marcelo Moreira Cavalcanti, Victor Hugo Gon-

zalez Martinez e Janaina Pedroso Zanchetta.

Neste capitulo vamos investigar a estabilidade assintética de dois sistemas aco-
plados semilineares da onda postos em um meio nao homogéneo e sujeitos a uma dissipacao

nao linear localmente distribuida. A saber

(p(z)uy — div[K (2)Vu] + f(u) + a(x)g(u) — y(z)v, =0 em Q2x]0, 00,
p(x)vy — div[K (z)Vu] + h(v) + b(x)g(ve) + y(z)us =0 em Qx]0, 00|,
u=wv = 0 sobre 0Qx]0, o0,

u(0) = u®, u(0) =u' em Q,

v(0) =%, v(0) =o' em Q,

p(z)uy — div[K (x)Vu] + f(u) + a(z)g(ur) + dv =0 em 2x]0, 00,
p(z)vy — div[K (z)Vv] + h(v) + b(x)g(vy) + du =0 em Q2x]0, o0,
u=wv = 0 sobre 0Qx]0, o0,
u(0) = u°, u(0) =u! em Q,
(v(0) = 0°, v,(0) =v' em Q,

onde €2 é um dominio do R™ para n > 2, com fronteira suave 0f2.

O problema de estabilizacao de sistemas acoplados tem sido estudado por vérios

autores, como [3], [1], [0], [27] e [08]. Alabau et al. [1] estudaram a estabilizagdo interna
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indireta do sistema fracamente acoplado onde a dissipacao é efetiva em todo o dominio. Em
[0] foi considerado o decaimento da energia do sistema hiperbélico com acoplamento através
das velocidades com dissipagao, o interesse dos autores estava nas propriedades assintoticas
das solucoes deste sistema no caso quando a dissipagao é nao-linear indireta, isto é, quando
apenas uma equagao do sistema tem uma dissipac¢ao nao linear. Charles [27] considerou um
sistema acoplado da onda em um dominio limitado unidimensional com dissipagao nao linear
localmente localizada em ambas equacoes. Sob certas condicoes impostas sobre o subcon-
junto onde termo de dissipagao é efetiva, Kapitonov [58] provou a estabiliza¢ao uniforme das

solugoes de um par de sistemas acoplados por suas velocidades.

O modelo proposto neste trabalho, é uma extensao para sistemas da equacao

introduzida por Cavalcanti et al. em [7], dada por
p(z)uy — div[K (x)Vu] + f(u) + a(z)g(u) =0 em € x (0, 00),

em uma variedade Riemanniana (€2, g) compacta conexa orientdvel n-dimensional com fron-
teira suave. Os autores contribuiram para extensao do entendimento acerca do comporta-
mento assintotico da energia associado a equacao da onda na presenca do termo nao linear
f(u) e da dissipagao nao linear g(u;) efetiva em uma regiao satisfazendo a condi¢ao geométrica
de controle e uma pequena vizinhanga da fronteira. Inspirados nos trabalhos de [10] e [5]
os autores provaram que a energia do problema decai uniformemente para zero desde que os

dados iniciais sejam tomados em conjuntos limitados no espaco fase.

4.1 Sistema I

Considere o seguinte sistema acoplado

(p(x)uy — div[K (2)Vu] + f(u) + a(x)g(u) — y(x)v, =0 em Q2x]0, 00,

p(x)vy — div[K (z)Vvu] + h(v) 4+ b(x)g(v) + y(x)u, =0 em Qx]0, oo],

u=v =0 sobre 0§2x]0, c0], (4.1.1)
uw(0) = u°, u(0) =u' em Q,

v(0) = 0%, v,(0) =o' em Q,

\
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onde € é um dominio limitado do R™, com fronteira suave 92, p : Q@ — Ry, k;; : @ = R,

1 <i,7 < d s@o fungoes C*°(£2) tais que para todo z € Q e £ € R™,
ag < p(x) < Bo,  kiy(x) = kj(z), alé]* <& K(z)- & < B¢, (4.1.2)

onde «y, By, a, f sao constantes positivas e K (z) = (k;;);; é uma matriz simétrica positiva
definida. Vamos denotar por w C €2 um conjunto aberto dado pela intersecao de uma
vizinhanga aberta da fronteira 92 em R"™ e que controla geometricamente a equagao (4.1.1),

em um sentido a ser precisado adiante.

Hipédtese 4.1 e Os termos nao lineares f,h € C*(R) sao funcdes reais e satisfazem
f0)=0, |f(s) Sko(L+]s])P7, j=12 Vs€R,
' ' (4.1.3)
h(0) =0, [W(s)| <ko(l+|s])P7, j=1,2, Vs € R,
que implica, em particular, que para algum C > 0,
[f(r) = f) < C A+ +[s[P7) Ir =], Vr,s €R,
(4.1.4)
|h(r) — h(s)| < C (1 +|r|Pt + ]s|p_1) |r —s|, Vr,s € R.
o Com respectivas primitivas F(s) = [; f(T)dr e H(s) = [ h(7)dT verificando
B2 B
—=|s]* < F(s) < f(s)s+ =|s|*, Vs € R,
2 2 (4.1.5)

—§|s]2 < H(s) < h(s)s + §|s|2, Vs € R,
onde ko > 0, B € [0,\1), onde Ay > 0 é um autovalor principal positivo do correspon-

dente problema linear

(4.1.6)

—div (K(z)Vw) = Aw em
w|39 = 0

n+2
p>1 para n=2, e 1§10<—2 para n > 3.
n PR—
Hipoétese 4.2 A funcao g : R — R € continua, mondtona crescente e satisfaz as sequintes
condicoes

(4.1.7)

g(s)s > 0 para todo s # 0;
kls| < |g(s)| < K|s| para todo |s| > 1

onde k, K sao constantes positivas.
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Hipdtese 4.3 As funcdes reais nao negativas a = a(-) e b = b(-), responsdveis pelo efeito

dissipativo localizado, satisfazem as sequintes condi¢oes respectivamente:
a€ L®Q)NC°Q); alx) >ag >0 emw C Q. (4.1.8)

be L™(Q)NC%Q); b(z) > by >0 emw C Q. (4.1.9)
Hipotese 4.4 A funcao v € Wh>(Q) e satisfaz
0<~v(x) <a(z) e0 <~v(x) <b(z) ¢s. em Q. (4.1.10)
Vamos assumir a Condi¢ao Geométrica de Controle:

Hipdtese 4.5 w controla geometricamente €2, isto €, existe Ty > 0, tal que, para toda

K ()
p(x)

-1
geodésica da métrica definida pela matriz G(x) = ( ) viajando com velocidade constante

iqual a 1 e com inicio em t = 0, entra na regido w em um tempo t < Ty.

Hipétese 4.6 Para todo T > 0, a tinica solu¢do v pertencente ao espago C(]0,T[; L*(2)) N
C(]0,T[, H Y(Q)), para o sistema

vy — div[(K/p)Vu] + V(x,t)v =0 em Q x (0,7,
(4.1.11)
v =0 sobre w,

onde V(x,t) € L™= (|0, T[,L"= (), ¢ a trivial v = 0.

Observacgao 4.7 E importante observar que a Hipdtese 4.5 nao € obviamente cumprida
para todas as matrizes G = (K/p)~t. Podemos ver em [7] exemplos em que esta situa¢io
ocorre. Acontece facilmente quando G(x) = Iy, neste caso as geodésicas sao linhas retas e,

necessariamente, elas vao encontrar a regiao w.

A Hipétese 4.5 é a chamada de Condicao Geométrica de Controle (C.G.C.). B
sabido que a C.G.C é uma condicao necessdria e suficiente para a estabilizacao e controle da

equacao da onda linear (veja [L0], [15], [24], [23], [30], [19]).
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Observagao 4.8 Observe que para V (t,z) € L>(]0,T[,L"(2)) e considerando G(x) = I,
a Hipdtese 4.6 € satisfeita pelo trabalho de Ruiz [53]. De acordo com Koch e Tataru [59]

n+1 n+1

(veja Teorema 15), no caso mais geral onde V- € L2 (J0,T[,L™2 (2)) e G pode ndio ser a

identidade, o principio de continuacao vale. Consequentemente, sob condigoes especificas em

[59], a Hipdtese 4.6 cumpre-se.

Vamos provar a existéncia e unicidade de solugoes fracas para o problema (4.1.1)
e, além disso, que estas solugoes decaem uniformemente para zero, isto é, denotando E(t) =

E, ,(t) a energia associada ao problema (4.1.1), onde

Bt) = /Q (@) sz, 2 + p(@)|on(e, ) + Ve, ) - K(z) - Vulz, )

(4.1.12)
+ Vo(z,t)" - K(x) - Vo(z,t) + F(u(z,t)) + H(v(x, t))dx
FO\) = [ f(s)ds e H\) = [ h(s) ds, tem-se
E(t) < S (i _ 1) VST, (4.1.13)
T
com tlim S(t) = 0, onde o semigrupo de contragao S(t) é a solugdo da equagao diferencial
d
%S(zﬁ) +q(S(t)) =0, S(0)= E(0), (4.1.14)

e q é dado em (4.1.177) para toda solugio fraca do problema (4.1.1) desde que {u°, v°, u!, v'}

sejam tomados em conjuntos limitados de (H3 (€))% x (L*(Q2))%.

4.1.1 Resultados Prévios

Em vez de estudar o problema especifico (4.1.1), vamos considerar o problema auxiliar, que
serd descrito na sequéncia. Para este propoésito, vamos induzir em {2 uma métrica Riemanni-
ana g tal que (€2, g) é uma variedade conexa, compacta, orientavel n-dimensional com métrica

g de classe C'™ e fronteira suave 0f).

Vamos denotar Agz o operador Laplace-Beltrami em (€,g) e Vg sua conexao
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Riemanniana. Consideremos o seguinte sistema acoplado:

= Agu+ f(u) + a(x)g(uy) —y(x)vy =0 em 2x]0, 00],

vy — Agv + h(v) + b(x)g(ve) +v(x)uy =0 em Q2x]0, oo,

u=v =0 sobre 0§2x]0, 0], (4.1.15)
w(0) = u’, u(0) =u' em Q,

v(0) =0, v4(0) =o' em Q.

\

A energia associada ao problema (4.1.15) é dada por
1 2 1 2 1 2 1 2
E(t) := i §|ut(m,t)| + §|vt(x,t)| + §|Vgu(:13,t)| + §|ng(x,t)| dx

(4.1.16)
—|—/QF(u(x,t))dw+/QH(U(ﬂi,t))diU-

Procederemos formalmente. Multiplicando a primeira equagao do problema (4.1.15)
por u; e a segunda equacao de (4.1.15) por vy, tem-se

{<utt, ) + (1))

(Ve ve) + (v, vr))

~—
|
—~
6
—~
&
~—
&
g
|| ~—
I
)

(f(u), ue) + (alz)g(ur), we
h(v),ve) + (b(x)g(vr), ve)

+
+

(

+
2
8
~—
S
“G
Nl

donde

1d
zdt[Hut( I3z + |Vgu(t) HL2 /f utd:c—/’y Jogupda = —/a(m)g(ut)utdx.
Q Q

1d
35 I+ 1900lE:] + [ hyuds+ [ )

y(x)uvdr = —/b(:):)g(vt)vtdx.
Q Q

(4.1.17)

Como [— [, v(@)ve.udz + [, y(x)us.vpdz] = 0, entdo somando as equagdes em (4.1.17) temos

1d
5 7 | O+ IV + o + [Vl +2 [ P42 [ HO)is

= —/Qa(x)g(ut)utdaj—/Qb(a:)g(vt)vtdx
(4.1.18)

onde F(\) = [ f(r)dr e H\) = [}

o h(T)dr
Segue de (4.1.18), do fato de a(z) e b(z) serem fungdes nao negativas e, pela
Hipdtese 4.2, que

ZE@) <. (4.1.19)
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Além disso, obtemos a seguinte identidade da energia:

E(ty) — / / g(up)uy + b(x)g(v)vedadt, ¥V 0 <t <ty <oo.  (4.1.20)
Inspirados em [7], voltamos ao nosso problema original (4.1.1) tendo em mente
que p € C®(Q) e g < p(z) < Py. Fixe um sistema de coordenadas (zq,--- ,x,) sobre

(Q,g), com g sendo a métrica Riemanniana definida pela matriz g;; = ( ((x))) ! cuja inversa

é denotada por (g;;)~! = ¢" e defina
det(gs;).
O operador Laplace-Beltrami neste sistema de coordenadas é dado por

Agu = det g;;

1 zn:i< y 8u> 1
Vv det gi; P Ox; ) p()

onde V ¢ o gradiente usual corresponde a métrica Euclidiana.

div(K (z)Vu)

Consequentemente,
p(x)0fu — div[K (z)Vu] = 0 < 07u— Agu = 0.

Assim, analisar o problema (4.1.1) é equivalente a analisar o problema (4.1.15).

4.1.2 Boa Colocagao

Observe primeiramente, que pelos Teoremas de Imersao (ver Teorema 1.8) temos

2n
Hy(Q) = LY(Q) V 2, —— > 3.
§O) o @) Vg€ |22 ] para o

Hy(Q) — LY(Q) V q € [2,+00] para n =2.
Considere o espaco de Hilbert
H = (Hy(Q))* x (L*())?
munido do produto interno

(U, V)y = /(Vgulvgvl + Vgua Vs + usvs + uqvy)de
Q
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onde U = (uy, uz, ug, ug)' e V = (v1,v2,v3,04)" e T denota o transposto.

Denotando @ = u;, ¥ = vy, entdo para W (t) = (u,v,u,v)" o problema (4.1.15)

pode ser reescrito como um problema de primeira ordem como segue:

% () + AW () = F(W (1)) (4.1.22)
W (0) = W

onde W0 = (u°, 0% u',v') e o operador A : D(A) C H — H é dado por A = A+ B com

operadores componentes definidos por

0 0 ~1 0
0 0 0 ~1

A=l A g 0 —)I() (4.1.23)
0 —Ag y(@)I() 0

onde D(A) = {(lw,2,y) € Hi Agl, Agw € LX(Q)} = (HHQ) N HAQ))? x (HI(Q))* e o
operador B : H — H dado por

00 0 0
00 0 0
B= 0 0 ax)g( 0 (4.1.24)
00 0 b))
Como D(A) = (H}(Q) N H*(Q))? x (H}(Q))?, D(B) = H segue que D(A) = D(A).
O operador F : H — H é dado por
0 0O 00
0 0O 00
F=| ;) 0 0o (4.1.25)
0 —=h() 00

Vamos provar agora, a boa colocacdo do problema (4.1.22) que assegura a boa

colocacao para o problema (4.1.1) . Primeiramente provaremos para o caso 1 < p < o

: n n+2
Dep01s provaremos para 0 caso o < P < n_o"

4.1.3 Caso Semilinear (1 <p < -"5)

Teorema 4.9 Suponha que as hipdteses dos termos nao lineares f, h, especificados em 4.1,

sejam satisfeitas com a restricio p > 1 sep =2 el < p < % sen > 3 e os dados



4.1 Sistema I 124

iniciais (u®, 0%, ul,vt) € H. Entdo o problema (4.1.22) possui uma tinica solucdao generalizada
p p

(u,v,u,0) € C([0,T];H). Além disso, se (u°,v° ul, v') € D(A), entio a solugao é regular.

Demonstracao: A fim de mostrar a existéncia e unicidade, vamos usar o Teorema 1.39,

para tal, temos que mostrar que A = A + B é um operador maximal mondtono e que

F ¢é um operador continuo localmente Lipschitz. Primeiramente observe que o operador

A: D(A) C H — H definido por (4.1.23) é linear e é maximal monétono. Que A é linear, é

trivial. Mostremos que:

F: A é mondtono

Seja U = (ug,ug,uz,ug) € D(A). Entao uy,us € Hy(Q) N H*(Q) e uz,uy € Hy (). Note que
(U, AU) = (U, AU )y

- ((Ul, Uz, U3, u4)7 (—U/g, —Uy4, _Agul - ’Y(x)u47 _AgUQ + 7(1.)“3)7'[

= —/Vgulvgu3d:v—/VquVgu4dx+/ug(—Agul)dx+/u4(—Agu2)dzp
Q Q Q

Q

— / ugy(z)ugdx + / ugy(z)usde

Q Q
= 0.

Logo, A é monotono.

F: A é maximal

A fim de provar a maximalidade de A, é suficiente provar que Im([ + A) = H, isto é, dado

V = (lp,wo, 20,Y0) € H, temos que mostrar que existe W = (l,w,z,y) € D(A) tal que

W 4+ AW =V, ou seja,
l—Z:loeHé(Q),
w—y=wy € HJ(Q),

4.1.26
z— Agl — y(x)y = 20 € L*(), ( )
y— Agw + ()2 = yo € L*(Q).
De (4.1.26) obtemos
z=1l—lpey=w—w. (4.1.27)
Assim, substituindo (4.1.27) nas duas 1ltimas equagoes de (4.1.26), obtemos
[ — Agl —y(z)w = —y(x)wy + lo + 20 = My € L*(Q) (4.1.28)
w — Agw + y(2)l = y(x)ly + wo + yo = My € L*(Q). o
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Defina
b o (HJ(Q) x H}(2)? — R
((Lw), (e, v)  — ([, w), (¢, ¥))

onde b é dada por
b((L,w), (g, ¢)) = / Vel Vgpd + / VwVgthde + / lodx + / wipdz
Q Q Q Q
— /7(1:)w<pdx+/7(m)lwdx.
Q

Q

Observe que b é uma forma bilinear, continua e coerciva em (Hj(Q2) x Hg())>.

De fato, que b é bilinear ¢ trivial. Vejamos que b é continua e coerciva.

Pela desigualdade de Holder, temos que

(. w) (20D < [Vl Vapldo+ [ [VgulVevlda+ [ flletde+ [ ol
+ [ h@lulldds + [ plivlda
<Vl Vellze + Vgl [Vl + zlillze + ol ]
il llelizellelize + 1ol el 22
=(x).
Assim, pela imersao de H}(Q) < L?(Q), temos que
() < OOyl + ol 90y + 1y 2l + ol [0
el Iy + WLy 1) (4.1.20)

< O w) iz - 12, ) aagy2) -

Portanto,

[b((1,w), (0, )| < CIE W)l gyz - (e ) aag2)

donde b é continua.
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Além disso, temos que

b((1,w), (I, w)) /|V l| d:v+/|ng| d:v~|—/|l| dx+/|w| dx
/ v(z )wldx—l—/ v(x )lwd:z:
_Jo 0

=0
2/|Vg5|2d:c+/\vgwy2dm (4.1.30)
Q Q
= [ Velllz: + [IVgwlz:

= 0 + il
— (1 w0) 2

e, portanto, b é coerciva.

Dessa forma, b é uma forma bilinear, continua e coerciva em (Hj(Q2) x Hj(9))?
assim, pela imersao (H3(9))? < (L*(22))? e como (H(Q2))? é denso em (L?*(2))? segue que
o operador

B : D(B)C (H{Q))? — (L2())?
(I, w) — (I = Agl — y(2)w, w — Agw + y(z)l)

onde D(B) = (Hg(2) N H?(2))?, é definido pela terna {(H}(Q))?, (L*(2))%,b((1,w), (v, 1))}
Além disso, pelo Teorema de Lax-Milgran, podemos estender B : (HJ(2))? — (H~1(Q))? e
tal extensao é um isomorfismo. Dessa forma, dado (Mg, M;) € (L*(Q))*> C (H~1(02))? existe
um tnico (I, w) € (H}(2))? tal que B(l,w) = (My, My). Assim, (4.1.28) possui tinica solugao
(1,w) € (HYQ) < (I*(@)). Ou seia,
{ [ — Agl —y(x)w =M, em D'(Q)
w— Agw +y(z)l = M; em D'(Q).
Como [, My, v(z)w € L*(Q) segue que Agl € L*(Q) donde, pela regularidade
eliptica, [ € H*(Q). Da mesma forma, como w, My, y(x)l € L*(Q) segue que Agw € L*(Q)
donde, pela regularidade eliptica, w € H%(€2). Além disso, em (4.1.27) z =1 — 1y € L*(Q) e

da mesma forma, y = w — wy € L*(9).

Sendo assim, o sistema (4.1.26) tem solugao unica (I, w, z,y) € D(A) e, portanto,

A é maximal mondtono em H.
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Mostremos agora que o operador B é mondtono, hemicontinuo e limitado. Para
tal, sejam U = (uq, ug, us, uy),V = (v1,v2,v3,v4) € D(B).

F: B é mondétono

(BU — BV,U — V) = (BU — BV,U — V)

= ((0,0, a(x)(g(u3) — g(v3)), b(z)(g(us) — g(v4))), (U1 — v1, U2 — Vo, U3 — V3, Us — V4))
- / () (g(uz) — 9(vs)) (s — v3)dz + / b (9(ua) — g(0a)) (ua — va)dz > 0,

pois a(z) e b(x) sd@o ndo negativas e g é uma fungdo mondtona crescente, por hipdtese.
Portanto, B é mondtono.

F: B é hemicontinuo

Seja t,, C R uma sequéncia tal que t,, — 0 quando m — oo. Note que para todo W =

(w1, we, w3, wy) € H temos
li_r>n (B(U +t,V), W) = h—En (B(U + t,,V), W)y

= lim ((0,0,a(x)g(us + t,,v3), b(x)g(ug + tmvs)), (w1, we, w3, we))y

m— 00

= lim {/Qa(a:)(g(ug(x)+tmv3(:v))w3(x)d:c+/b(:v)(g(u4(x)+tmv4(:z:))w4(x)da: :

m—r0o0 0

Seja fm = a(x)g(us(x) + tpvs(z))ws(x).

Assim se |ug(z) + tvs(x)| > 1 temos pela Hipdtese 4.2 que

[fm(@)| = la(2)g(us(x) + tmvs(z))|Jws(z)|

Kl|alloc|us(x) + tmuvs(2)|ws(z)|

IN

R{Jus () ws ()] + K o3 2)][ws () ]

IN

IN

Clus(@)|ws(x)] + Clos(x)|[ws ()|

quase sempre em €2, onde K é tal que [t,,| < K. Como us(z),vs(z), ws(z) € L*(R), entdo

fm € L' (), para todo m € N.

Além disso, definindo

h = Clug(a)|ws()] + Clug ()] [ws ()]
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segue que h € LY(Q) e |fn| < h(z) quase sempre em Q.

Na sequéncia, devido a continuidade da ¢ temos que

lim g(us(@) + tmvs(x))ws(z) = g(us(x))ws(x).

m—o0

Dessa forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos

que
nll_rgo g a(z)g(us(z) + tyvs(z))ws(z)dr = /Qa(:c)g(u;j,(x))wg(a:)daz.
Analogamente obtemos
nlbl_rgo b(z)g(us(z) + tva(z))wy(z)de = / b(x)g(us(z))wy(x)de.
Q Q
Dessa forma,
Jim (B +1a). W) = [ a@gtu@wte)ir + [ bt

= (BU, W)

e, portanto, B é hemicontinuo.

E evidente que o operador B transforma subconjuntos limitados em subconjuntos

limitados, concluindo-se a prova da afirmacao.

Dessa forma, sendo A linear e maximal mondétono, B mondtono, hemicontinuo e
leva conjuntos limitados em conjuntos limitados, segue da Proposicao 1.35 que A = A+ B é

maximal mondétono.

Vamos mostrar agora que o operador nao linear F : H — H dado em (4.1.25) é
um operador continuo e localmente Lipschitz.
F: F estd bem definida.
Com efeito, note que se v € Hy(Q) entao f(v),h(v) € L*(Q). De fato, por (4.1.4) e como
f(0) = 0 temos que

[ rpkds < ¢ [ [+ P plPas

< C(/ ]v[2d$+/(lv\2(p1)\1}\2(195).
Q Q

(4.1.32)
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Pela imersao H}(Q) — L*()) temos que

lv|*dx = ||v]|72 < Olv]]3 < +oc. 4.1.33
Q Ho
Por outro lado, como 1 < p < 5 entao 2 < 2p < %, entao por (4.1.21) temos
que vale a imersao H}(Q) < L*(Q2) donde segue que
/(|v|2(p_1)|v|2dx :/ lv|*dx = ||v||igp < C||v||?% < +00. (4.1.34)
Q Q

Portanto, por (4.1.32), (4.1.33) e (4.1.34) temos que f(v) € L*(Q). Analogamente, h(v) €
L*(Q).

Dessa forma, dado U = (uy, ug, us, ug) € H temos

H}"UH%:/\f(ul)]2d$+/|h(u2)\2dx<+oo.
Q Q

Mostraremos agora que F ¢é localmente Lipschitz, para tal, considere D um con-

junto limitado em H tal que
U = (u1,ug,us,uyg), V= (v1,v9,v3,04) € D. (4.1.35)
Temos que
FU —FV = (0,0, —f(u1) + f(v1), —h(uz) + h(v2)) ",
assim
IFU = FV i3 < 1f(wa) = Fo)llz2 + [Auz) — h(v2)][72- (4.1.36)
Observe que por (4.1.4) temos que
) = £l = [ 17() = fon)Pa
< C/Q[(l P o+ foa Y — [P

S C/(l + |U1|2(p_1) + |U1|2(p_1))|’ul — ’U1|2d{L‘
Q

:C(/ |u1—vl|2dx+/ |u1|2(p_1)|u1—vl|2dx—|—/ |U1|2(p_1)|u1—v1|2dar)
Q Q Q

— C(||u1 — vl||%2 +/ |u1|2(7’_1)|u1 — vl|2dx +/ |vl|2(p_1)|u1 — v1|2d:17).
Q Q
(4.1.37)
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Usando a desigualdade de Holder para os conjugados —— e % e pela imersao

p—1

H(Q) = L?(Q) temos que

% p=1 1
/ g PPV g — vy 2z < (/ {\ullm’l)} ’ dx) T (/ |y — vl|2pdx)p
Q Q Q

2(p—1
= [PV s — v |22

(4.1.38)
2(p—1
< Cllua |5 lhwr = w3
Além disso, de (4.1.35) temos que [lu1[[3,, < U3, < R, (R > 0), entdo segue que
0

/ g 2PV |y — v Pde < CR¥PD||uy — vif- (4.1.39)
Q

Analogamente, temos que

/hﬂwlmh—m&mgéﬁmlwm—mﬁ%. (4.1.40)
Q

Portanto, de (4.1.37), (4.1.39) e (4.1.40) temos que

1f (ur) = f(ui)l72 < C(R)llur — vrl7y- (4.1.41)

Da mesma forma, tem-se

Ih(us) = h(va) |2 < C(R) s — v (4.1.42)

Assim, voltando em (4.1.36), temos que

|FU = FVIE < Gl =l + e = wallfn)

< COU =V

Dessa forma, sendo A um operador maximal monétono, F um operador continuo
localmente Lipschitz, entao pelo Teorema 1.39, o problema de Cauchy (4.1.22) tem uma tnica
solugao generalizada W = (u, v, uy, v¢) no intervalo [0, Ty, Além disso, se WY € D(A), a

solugao ¢é regular.
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Vejamos agora que T),,, = +00. De fato, se, por absurdo, T},.,. < 400, entao,

pelo Teorema 1.39,

i W (1) = +oo. (4.1.43)

Como a energia E(t) definida em (4.1.16) é nao crescente, temos que E(t) <

E(0) V t € [0, Thnaz|- Por outro lado, por (4.1.5), deduzimos que

1 1 1 1
B) 2 Slu®l + 5 lo®)lEe + 5IVgu@lE: + 5190013
5 g
— Sl 3 - Sl

1 1 1 1
> ()3 + et I3 + 51 Vgu(t) B + 51900

5 . B 2
S Vsl = 3 IVl

1

1 1 1
= 3Ol + gl + 5 (1 )11 + 5 (1 2 ) VIR,

2\ M
B
Z EIH(’LL,U,Ut,Ut)H%-

onde 1 =1— /\% Assim,

%HWH%L S E(t) S E(O) YVt € [O,TmawL

contrariando (4.1.43). Portanto T}, = +00. [ |
*1: n n+2

4.1.4 Caso Semilinear (-5 < p < 2£)

Provaremos agora, a boa colocagao quando "= < p < Z—J_r; Neste caso, vamos considerar

3 < p < b, isto é, com n = 3 e, observamos, que por argumentos analogos, vale para o caso

n+2

ot com n > 3, como argumentado em [7]. Para provar a boa colocacao neste

n
m<p<

caso, faremos uso das estimativas de Strichartz (enunciadas pelo Teorema 1.83).

Considere os seguintes truncamentos

fi(w) = f(u)ne(u)
(4.1.44)
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onde 7, € C§°(R) é uma funcdo cut-off suave tal que 0 < n, < 1, nr(w) = 1 se |w| < k,

ne(w) = 0 se |w| > 2k e nj, < €. (Este tipo de truncamento foi usado primeiramente em

[52])-

Proposicao 4.10 Para cada k € N, as fungoes fi, hy, definidas em (4.1.44) definem um
operador continuo globalmente Lipschitz fy, hy : Hi(Q2) — L*(2) com constante de Lipschitz

dependendo de k.

Demonstragao: Ver [60]. |

Teorema 4.11 Sejam (u®, 0% ul,v') € (HF(Q))? x (L*(Q))? e (2, g) uma variedade Rie-
manniana tri-dimensional como introduzida na Subsecao 4.1.1. Entao, considerando Ey > 0
e E(0) < Eqy existe uma tnica solugio (u,v,us,v;) € C([0,00[; (Hy(Q))? x (L*(2))?) para o
problema

uy — Agu+ f(u) + a(z)g(u) —y(x)ve =0 em Qx]0,00],

vy — Agv + h(v) + b(x)g(ve) + y(z)uy =0 em Q2x]0, 00,

u=uv =0 sobre 0§2x]0,00], (4.1.45)
uw(0) = u®, u(0) =u! em Q,

v(0) =Y, v,(0) =v' em Q.

Demonstracao: Considere as fungoes truncadas fy, hy definidas em (4.1.44) e tome

{(uk, v& uk v¥)} uma sequéncia de dados iniciais regulares tais que

(uf, uf) — (u°,u')  (forte) em HZ(Q) x L*(Q).
(4.1.46)
(v, o) — (%, 0')  (forte) em HJ(Q) x L*(Q).

Considere o seguinte problema

uf, — AguF + fir.(u?) + a(x)g(uf) — y(z)vf =0 em Qx]0,Ty[,

v, — AgvF + hi (V%) + b(x)g(vF) + v(z)uf =0 em Qx]0, Tk,

uk = v*F = 0 sobre 90x]0, T}|, (4.1.47)
uF(0) = ug, uf(0) =uy em ©Q,

v*(0) = vf, vF(0) =of em Q.
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Pela Proposigao 4.10, fi, hy definem operadores globalmente continuos Lipschitz. Assim,

analogamente ao que fizemos anteriormente, usando teoria de semigrupos, provamos pelo Te-
orema 1.7.3 que, para cada k € N, existe (u*,v*) € C([0, T}]; (HL(Q))?)NCL([0, Ti]; (L*(2))?)

solugao para o problema (4.1.47).

Além disso, definindo

1 1 1 1
Ep(t) := Eur (1) = QIIUf(t)Iliz + éllvf(t)lliz + §||Vguk(t)||%2 + §||ng’“(t)||22

(4.1.48)
+ / F.(u®)dx + / Hy(v*)dx
Q
onde Fy(u fo nk(s)f(s)ds e Hy(v fo nk(s)h(s)ds, temos que

Como FEj(t) controla a norma ||(u®, v* uk vF)(t M (#2)2x (£2)> concluimos que, podemos esten-

der a solucao globalmente no tempo, isto é,

(u",v*) € ([0, 00[; (H,(2))*) N ([0, 00[; (L*(2))?).

Além disso, de (4.1.49) temos que,

para cada T > 0 fixado, (u*,v*) e (u¥,v}) sdo sequéncias limitadas em

(4.1.50)
(L>=(0,T; Hy(Q)))? e (L™=(0,T; L*(2)))?, respectivamente.

Dessa forma, existem subsequéncias, ainda denotadas por (u,v*), (uF,vF), e uma fungao

(u,v) € (L>=(0,T; H}(2)))? tais que
(u®, v*) = (u,v) (fraco estrela) em (L>(0,T; Hy(Q)))? (4.1.51)
(uf, vF) = (ug,v)  (fraco estrela) em (L>(0,T; L*(Q)))? (4.1.52)
e, pelo Lema de Aubin-Lions,

(u*,v*) — (u,v)  (forte) em (L*(0,T; L*(2)))% (4.1.53)

Pela Hipdtese 4.2 e por (4.1.50),

lg(w) || 2200, 22()) < komed(€) + Kollwy || r20,;22(0)) < Co = Co(Eo, T,), : )
4.1.54
lg(v) r2(0,m5020) < kimed(Q) + Kq||v) || z20m:22(0)) < C1 = C1(Eo, T, Q)
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e, assim, existem (g, g7) € (L*(0,T; L*(Q)))? tais que
(9(ur), g(vf)) = (g5, 97)  (fraco) em (L*(0,T; L*(2)))*.

Como a € L>(Q2) segue que o operador S : L*(]0, T[xQ) — L*0,T[xN) tal que

S(w) = a(z)w é linear e limitado, entao
ag(uf) — ag; (fraco) em L?(0,T; L*(Q)).

Analogamente, desde que b € L*(2), temos que

bg(vF) — bg  (fraco) em L*(0,T; L*(Q)).

Além disso, como vy € L>®(Q2) temos que

yoF — qu,  (fraco) em L*(0,T; L*(Q)),

yuf — yu,  (fraco) em L*(0,T; L*(Q)).

Afirmagao (1): fi(u*), hi(vF) € LY(0,T; L*(Q)) para todo k € N e T > 0 fixado e, elas
podem ser estimadas por uma constante que nao depende de k.
F: Fy = —a(x)g(uf) + y(z)vf € L0, T; L*(Q)).

De fato, por (4.1.50) e por 4.2 temos que

()9 + (Yo oo zazmn) < / / la(2)g(u) Pdadt + / / Iy ()b Pdadt

< K?|all%, / / o Pddt + |1 / / b Pdadt

< C(HUfHL? 0,1:22()) T ||Ut ||L2 0TL2(Q)

< C(E07 Ta Q)
(4.1.55)

Assim, podemos usar as estimativas de Strichartz como no Lema 1.84 para a primeira equacao

do problema (4.1.47) e, entao obtemos a limitagao
|07 20000 < C(HUoHH1 + iz + llaC)g(w) |z o:L2@)) + HV(')UfHU(o,T;LQ(Q)))
< C(EO + C(E07 T7 Q))

<C.
(4.1.56)



4.1 Sistema I 135

Como |[u¥|| 15 (07.110()) controla a norma de fi,(u*) em L*(0,T; L*(2)), temos que, para cada
ke N,
1
L) o2 @)) < T2 fi(uP)l| 20,0220 < C = C(T, Eo).

Do mesmo modo, pela Hipétese 4.2 e por (4.1.50) temos que Fy := —b(z)g(vF) —

y(x)ul € LY0,T; L*(Q)), entdo fazemos uso das estimativas de Strichartz como no Lema

1.84 para a segunda equagao do problema (4.1.47), e obtemos a limitagao
[0 25050100y < C(H”c’fHHl + ot ze + 160)g(0f) | 20,7 22(2)) + H’Y(')ufHU(o,T;L?(Q)))
< C(EO + C(E07 T7 Q))

<cC.
(4.1.57)

Analogamente, como ||v¥||50.7:210(0)) controla a norma de hy(v*) em L*(0,T; L*(2)), con-

cluimos que, para cada k € N,
1
1 (V)| L2075 22000) < T2 e (0F) || 220,712 () < C = C(T, Ey).
Assim, provamos a Afirmacao (1).

Observe que, como fi(u¥), hy(v*) sdo uniformemente limitadas em L?(0,T; L*(Q)),

existem subsequéncias, denotadas da mesma maneira, e funcoes f*, h* € L*(0,T; L?(2)) tais

que,

fe(u®) = f* (fraco) em L?*(0,T, L*(2)) (4.1.58)
e

hi (V) — h* (fraco) em L?*(0,T, L*(2)) (4.1.59)
respectivamente.

Passando o limite em (4.1.47), obtemos

¢

uy — Agu = —f* —agl + yv, em Qx]0,T7,

vy — Agv = —h* — bg} —yu, em Qx]0,T7,

u =v = 0sobre 00x]0,T], (4.1.60)
u(0) = u®, u(0) =u' em Q,

v(0) =%, v(0) = 0! em Q,
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com Gy = —f* —ag} + v, Gy = —h* — bg; — vyu, € L*(0,T; L*(Q)) € LY(0,T; L*(Q)) e,
entao, usando as estimativas de Strichartz separadamente para cada equacao do problema

(4.1.60) temos que, u,v € L*(0,T; L'°(Q2)) e, além disso, temos as limitagoes

HUHL5(07T;L10(Q)) < C(H(UO>U1)|’H5xL2(Q) + Hf*”Ll(o,T;m(Q))
(4.1.61)

+ llall = llgoll 2 o.riz2 () + HvHLooHthLl(o,T;m(m))

0]l 500,7;200(0)) < C(”<UO7U1)HH(}><L2(Q) + 1| 2 0,7522(0))
(4.1.62)

bl lerocoy + Hvum||ut||L1<o,T;Lz<m>).

Afirmagao (2): || fi(u*) — fi (™) 22 07:12(0)) — 0 quando k,m — oo.
Observe que,
ka(uk) - fm(um)HLl(O,T;L2(Q)) < ka(uk) - fk<U>HL1(0,T;L2(Q)) + [ fr(u) — fm(u)HLl(o,T;L2(Q))
+ [ fr () = fr (@) | 210/7522(0) -
Vamos provar primeiro que,
[ fe(w) = fo(w)|| L1 0,7522(0)) — 0 quando k,m — oo. (4.1.63)

De fato, note que

fu(u) = frn(w) = [m(w) = nm ()] f(u) (4.1.64)
como (1) = fm(u) = 1 para k,m suficientemente grandes, temos que fi(u) — fm(w) — 0
para quase todo (,z) € [0,T] x Q e
| fe(u) = frn(w)] < [fr(w)| + [ fin(u)]
= |m (W[ f (W] + |me(w)]|f ()]
< 2|f(u)|

= z(t, z)

(4.1.65)

com z € L*((0,T) x ), assim || fe(u) — fin ()| 12(0,7:22(02)) — O €, consequentemente,

| fe(w) = fon(w)|| 22 0.1:22(0)) — O. (4.1.66)
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Para provar que

1 fie(w®) = fe(u)|l 21 omz2(0)) — 0

primeiro observamos que, como |1 (u)| < 1 para cada k € N,

[ fio(u®) = fe(w)| = Im(u) [f(u*) = f(u)] |
<O+ [WF Pt + |ulP~) uF — ul (4.1.67)

= C(|u” —ul + [u*P~Hu® —u| + [ufPHu® — ).
Observe que

T
L S e e / [P~ ¥ =l 2y dt
0

T >
— kip—1,k 2d dt
i L e 169
r )
:/ {/ |uk|2(p_1)|uk—u|2dx] dt.
0 Q

= (%).
Aplicando a desigualdade de Holder para 110 e —-— temos que
p—1

p—1

(%) s/OT Uﬂ (|uk|2p 1>pfldx)”/Q<|uk—u|2p)’l’dxrdt
[ () [ () ] (1.169)

T
:/ M P — ul|pavdt.
0

Usando a desigualdade de interpolacao (ver Proposigao 1.4) com 0 = 54;1)7’, 6 € [0, 1], temos

que

T T
k k 1-6
R =l < [ ot it
= ().
Agora, usando a desigualdade de Holder generalizada (ver Proposi¢ao 1.3) com ¢ = p%l,

_ 8 _ 4
2=5,¢0B= 7 temos que

(%) < T>\||Uk||L5 (0,7;L10(%2)) ||U UH%Q(O,T;LQ(Q))HU u||L5(0TL10(Q)) (4.1.71)
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e, portanto, de (4.1.68)-(4.1.71) temos que
— —1 —
"t = wlllzrirszaen < T s rypoga 16" = wllzao a4 = ullisio oo

— 0 ask,m— o0
(4.1.72)

pois, de (4.1.56) e (4.1.61), |[u*||rs(0.1:21000)), |t" — ullrsorr100) < C para cada T > 0
fixado e, por (4.1.53), tem-se ||u* — ul|r2(0.7,12(q)) — 0. Procedendo com os outros termos em

(4.1.67) da mesma maneira, concluimos que

| fe(u®) = fr(w)] 1107 p20)) = O
O mesmo argumento mostra que
[ (u™) = fn (W)l L2 07522(2)) = 0
e, portanto,
| frn (™) = fr(u®) || 2107020 = 0 quando k,m — oc. (4.1.73)
Assim, (fi(u*)) é uma sequéncia de Cauchy L*(0,T; L*(Q)), disto segue que
fe(W®) = f(u) em LY0,T;L*()). (4.1.74)
Da mesma forma, temos que
[ (V™) — By (V) | 10,2200y — 0 quando k,m — oo, (4.1.75)
e, portanto, (hy(v¥)) é uma sequéncia de Cauchy em L'(0,T; L?(€2)) e, consequentemente,
hi(vF) — h(v) em LY0,T; L*(Q)). (4.1.76)
k

Segue de (4.1.47) para y*™ = uF —u™ e 2™ =

(4™ = DgyP™ + (fe(uF) = fu(u™) + a(z) (g(uf) — g(uf")) — ()™ =0 em Qx]0, 7],
2" = D (hr(vF) = hin (v™)) 4 b(2) (g(v}) — g(0]") +(2)y;™ =0 em Qx]0, T,
yPm = zkm = () sobre 90 x]0, T,

yom(0) =y, 5 "(0) = ™ em

| 257(0) = 2™ ZE0) = 2P em Q.

— ™ que

(4.1.77)
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Multiplicando a primeira equacao de (4.1.77) por (uf — u") e a segunda equagio

de (4.1.77) por (vF — vi") e, somando as duas equacoes, temos que

a1 (nut P2 et — 22+ (Ve — a)s 4 [Ve(ok — vm>||iz)

n / a(z) (g — g(u™) (u — )l + / () (g(ef) — g(of"))(t — o)
Q Q

+ / (felt) = (™) (a — u)d + / (hi(0) = B (0™ (0 — o)z = 0.
Q

Q

Integrando de 0 a T" temos

1 m m m
(nut P20+ [lof = + | Vg — ™28 + [Vg(oh v >||%2)

/ / 7)) — g(u) (uf —w")dzdt + /0 ' /Q b(z)(g(vF) — (/) (v — v™)dzdt

T
< / V() = Fonle™ g otk — | podt + / (o) — (0™ L2 oF — ool
0 0
k m k

+§H(u(]§ - U6n7vg - U(gn:ul — U,V — UT)H%H&)QX(LQ)Q'

Como a, b sao fungoes nao negativas e, por 4.2, g ¢ uma funcao ménotona crescente,

entao

/ / — g(uf")) (uy — uf")dwdt + /OT/Qb(fC)(g(vf) — g(u")(vf —v}")dwdt > 0.

Assim, temos
luf — U?Tlliz + vt = o7 + [ Ve(u® —u™)|Z2 + IITVg(U'“ — "Iz
< C(/O £ (™) = fon (™) 2 g —UQ”HdetJr/O 1R (0%) = hon (0™ |22 [lof — 07" |2t
= o o = o = o o )
Definindo

(Dran () = [l — ") ()72 + [ (0F — 07" )(DONZ2 + IVeu” —u™) O] 72 + [ Vev® —v™) ()12

temos que

= ((% / i — fon (™) 12 6m()ds
i /ot (") = hm<vm)!\p¢k,m(s>ds>
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ou ainda,

(@un0) < C| (1m0 + | t (1(0#) = 4 1) = (™) 12 ) 15105

assim, pela desigualdade de Gronwall, temos que
k k k k
Drm(t) < C(II(UO —ug,vg —vg uy = Ut v — o) e

b [ O = fua™ i+ ) - hm<vm>||Lz>ds).

Agora, observando as convergéncias (4.1.46), (4.1.74) e (4.1.75) temos que

”Uk - Um“Loo(o,T;Hg(Q)) + ||Uk - Um||Loo(o,T;H3(Q)) + Huf - UT||L<><>(0,T;L2(Q)) + ||U]iC - UTHLoo(O,T;L?(Q))
< 0(||<u’5 o — o — o — o) e o
T T
[ I = s [ W) = o™l s 0
0 0
(4.1.78)

Este tltimo limite permite-nos concluir que g§ = g(u:) e gf = g(v:). De fato,

primeiramente observe que

(9(uf), g(vt)) = (g5, 97)  (fraco) em (L*((0,T)) x ))? (4.1.79)

e g ¢ uma funcao crescente, entao g(-) : L*(2) — L*(Q) é um operador mondtono e hemi-

continuo e assim é maximal mondtono. Assim, por (4.1.78) temos, para cada T' > 0 fixo

que
/ (k) — g(um)(uF — ul)dadt — 0 (4.1.80)
(0.T)x92
e
/ (g(0h) = g(u™) (oF — o) dadt — 0 (4.1.81)
(0,T)x

entao usando o Teorema 1.40, podemos concluir que g§ = g(ut) e g7 = g(vy).

Observe que, (uf, v* uf vF) € C([0,T]; (HL(Q))? x (L*(2))?) para cada k € N

e entao a convergéncia uniforme em (4.1.78) implica em (u, v, u, v;) € C([0,T]; (Ha(Q))? x
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(L?(Q2))?) assim, passando o limite em (4.1.47), obtemos

u — Agu+ f(u) + a(z)g(ur) —y(x)vy =0 em Q x [0,77,

vy — Agv + h(v) + b(x)g(ve) + y(x)us =0 em Q x [0,T7],

q u=v=0sobre 900Qx]0,T] (4.1.82)
u(0) = u®, u(0) =u' em Q,

v(0) =Y, v(0) =v! em Q.

\

Além disso, considerando a energia

1

E(t) = Buu(t) = 5 (Hut(t)l\%g +llw@lze + IVau®)lze + HVg’U(t)H%z)

+LF@M+AH@M

associada ao problema (4.1.82) temos que, < E,(t) < 0 e, portanto, E(t) < E(0), para todo

v dt

t € [0,T], isto é, a solugdo nao explode no tempo infinito, disto segue que podemos estender
a solucao globalmente no tempo.
Unicidade: Vamos supor que existe (u,v) € (C([0, T]; (H}(Q))*)NC([0,TT; (L*(2))?) outra

solugao para o problema (4.1.82), entao denotando ¢ = u — w, 9 = v — v temos que

(on = Dgio + (f(u) = f(@) + a(2)(g(ur) = g(@)) = (@) =0 em Qx [0,T],
Ui — At + (h(v) = h(D)) + b(x)(g(ve) — g(vr)) + 7(x)pr = 0 em Q2 x[0,T],
@ =1 =0 sobre 0 x (0,7),
p(0) = ¢:(0) =0 em €,

(¥(0) = ¢,(0) =0 em €.

(4.1.83)
analogamente ao que fizemos anteriormente, temos que

d
dt

+/ﬁuxawwwmwxW—mMm+/w@@wa—M@MW—QMx

Q

/\f |ut—ut]dx+/\h h(V)||vy — vy|dex.

1 . _ . -
[(Ww um;+wW—wm;+wvau—uw;+wvaU—vw;)

Por outro lado, por (4.1.4), pela desigualdade de Holder generalizada para ¢; =
3(p—1),q2 =6 e g3 = 2, pela imersao Hy(Q) < L5(Q) e, pela desigualdade de Young, temos
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/ ) = F@)lw—lds < C / (14 ™+ @ — @l — Tlde
Q

IN

-1 ~ ~
CO+ [[ullfagos + @l ag-0)lu = @l s lur — @) 2

-1 ~|1D— ~ ~
< OO Ml R = 3y + s~ l32)
Como 3 < p < 5 entdo 6 < 3p — 3 < 12 logo, L'?(Q) — L3P~D(Q) e assim,
el s + Il sy < Cllullfe + lalfs)

e, portanto,

10~ f@llu =t < €+ Tl + 1772 G- Tl + e - Tl )

Da mesma forma tem-se

L 100) = 1@~ Tdds < (1 Tl + IR = T + o= ) )

Portanto, temos que

d
dt

n / () (g(ue) — 9(@)) (e — Tp)d + / b() (g (ur) — 9(T0)) (v — To)de

1 " . . -
{ (nut Tl + o — Bill2e + [Vl — D)2 + [ Vilo — v>ui2)

< C((l + el + a7 ) (e — @l + e — @l172)
(1 (ol + 117 (o = Dl + llve = @H%a))-

Entao, integrando de 0 a ¢, ¢t € [0, T], tendo em vista que ¢(0) = ;(0) = 1(0) =

(0) = 0, segue que
lte = ll2s + lor — Tall2s + [Vl — @25 + [ Vilv - %7)||i2)
/Q a(z) (g () — g(@)) (y — Tie)ddt + / / b(a)(g(er) — 9()) (v — )t

t
( O g ) = e + e )
0

+ N | —
—

Q

<

t

+ [ @+l + 19017l — 5H§13+Hvt—5tl|iz)dt)-

[e=]
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Da mesma forma como fizemos anteriormente, como as funcoes a e b sao nao

negativas e g € mondtona crescente, entao temos que

lue = el 2 + [lve = TellZ2 + [ Ve(u = DL + V(v = D)7

t
< c( [l ) = e + e — )
0
t
+ [ ol + B o = T + o —mn%z)dt).
0
Assim, definindo

Gpa(t) = [l (ue = Ue) (DL + 1 (vr = T) ()22 + Vg (u = D B)[L2 + [Vo(v = D)B)[72,

temos que

Ppu(t) < C/O ((1+ lulle + @) + (L + ol + 1975 ))fbw( )ds

e, pela desigualdade de Gronwall, concluimos que u = u, v = v 0 que conclui a prova. [ |

4.1.5 Desigualdade de Observabilidade

4.1.6 Caso Semilinear (1 <p < -5)

Para provar nosso resultado de estabilidade assintotica, precisamos do seguinte Lema:

Lema 4.12 Suponha que os dados iniciais satisfazem E(0) < R. Entao paraT >0 e R > 0,

existe uma constante C' = C(T, R) > 0 tal que a desigualdade

) < c/ / V(g ()2 + [ual?) + b@) (g (w2 + [vo]2)dadt (4.1.84)

vale para toda solugdo fraca {u,v} do problema (4.1.15).

Demonstracgao: Por argumentos classicos, é suficiente trabalhar com solugoes regulares. No
entanto, o resultado permanece valido para solugoes fracas usando argumentos de densidade.

Vamos argumentar por contradi¢do. Suponha, por absurdo, que (4.1.84) nao seja verdadeira.
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Entao considere {u™, o7 w™. v} uma sequéncia de dados iniciais onde a correspondente
0»%0 »*1 ™1

solugao {u™,v™} com F,,(0) uniformemente limitada em m, verifica

E
lim m(0) = 400. (4.1.85)

me [ g a(@)(g(un)? + [url?) + (@) (|g(r)|? + |v|?)dadt

De onde tem-se

lim fo Jo a(@)(lg(u)|? + |we|?) + b(x)(|g(ve)|* + |v]?)dadt

=0. (4.1.86)

Como E,,(t) é nao crescente e E,,(0) ¢ limitada entdo, obtemos uma subsequéncia

de {u™,v™}, denotada da mesma forma, que verifica

(u™,v™) = (u,v) (fraco estrela) em (L>(0,T; H3(2)))?, (4.1.87)
(u™, v™) = (uy,vy) (fraco estrela) em (L>°(0,T; L*(2)))%. (4.1.88)
Além disso, por argumentos de compacidade cléssicos, (veja [11],[55]), deduzimos

para uma eventual subsequéncia, que
(u™,v™) — (u,v) (forte) em (L*(0,T; LY (Q)))* V q € [2,2°[, (4.1.89)
onde 2* = % e, consequentemente, de (4.1.89)
(f(u™), h(v™)) = (f(u),h(v)) (as.) em (Q2x]0, T])* (4.1.90)

Da convergéncia acima e desde que { f(u™), h(v™)} é limitada em (L?(0,T; L*(£2)))?

segue pelo Lema de Lions em 1.24 que

(F(™), h(o™)) = (f(u), h(v)) (fraco) em  (L*(0,T; L*(%2)))™ (4.1.91)

Note que por (4.1.86) temos que

lim / / z)|g(u(x,t))|? dedt = 0,
m—0o0

(4.1.92)
lim. / / b(r) g (0} . )P drdt = 0
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lim / / x)|ul(x,t)|* dvdt = 0,
m—0o0
lim / / b(x)|v(z,t)|* dedt = 0.

Como a(z) > ag > 0 em w C €2, temos que

T
lim / / [u(z,t)|* dzdt = 0 (4.1.94)
m—o0 0 w

e como b(x) > by > 0 em w C €2, temos que

T
lim/ /|v;"(x,t)|2dxdt=o. (4.1.95)
0 w

m—r0o0

(4.1.93)

De (4.1.88), (4.1.94) e (4.1.95) temos, respectivamente,

up(z,t) =0, vz, t) =0 em wx]0,T1. (4.1.96)

Além disso, pelo fato de que 0 < v(z) < a(x) e 0 < y(x) < b(x) e, por (4.1.93),

lim// z)|ul(x,t)|* dovdt = 0
m—0oQ
lim / / z) v (z,t)|* dzdt = 0.
m—0o0

Agora vamos dividir nossa prova em dois casos:

Caso (i): u #0

temos, respectivamente,

(4.1.97)

Considere a seguinte sequéncia de problemas
(ufy — Agu™ + f(u™) + a(@)g(w") — y(z)v" = 0 em Qx]0,T],
o — Agu™ + h(v™) + b(a)g(vf") + (@) = 0 em Qx]0, T
u™ = v™ = 0 sobre 0Qx]0,T7, (4.1.98)
u™(0) = ug', ui*(0) =ui® em €,

V™ (0) = o, o (0) = o em ©,

\
com F,,(t) a energia associada ao sistema (4.1.98).

Passando o limite quando m — +oo em (4.1.98), pelas convergéncias acima segue
que
uy — Agu+ f(u) =0 em Qx]0,T7,
v — Agv 4+ h(v) =0 em Qx]0,T7, (4.1.99)
u =0, v, =0 em wx]|0,T7.
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Se v # 0, entao para y = u; € 2 = v, temos que

Yy — Agy + Vi(z,t)y =0 em Qx]0,T7,
2y — Agz + Vo(z,t)z =0 em Qx]0,T7, (4.1.100)
y=0, 2=0 em wx]0,T],

onde Vi = f'(u) e Vo = h'(v).

Temos que

Vi € L0, T; L2 (Q)). (4.1.101)

De fato, pois
+

[ (lF < CL+ Jul)

(p— 1)(n+1)

2 (p—1D)(n+1) n+l 2n
segue que p — 1 < —= logo, pT < 5 < 55 e por

Se n > 3 entao como p < - —5
n

27
(4.1.21), temos o desejado.
Se n = 2 entao V; € L2(1).

De fato, temos que

(p— 1)3

f/(w)]? < (1+ |u])

Comop—1>Oentao( 3> 0.

p-1)3 1)3 S (Q) e, portanto,

Assim se < 2 temos que L?(12)

/(1 )% < oo
Q

Se @ > 2, ent@o por (4.1.21) temos o desejado. Andlise similar é feita para V5. Dessa
forma, usando a Hip6tese 4.6 em cada equagao de (4.1.100), concluimos que y = z = 0, donde

Ut:’l}t:O.

Voltando em (4.1.99) temos que

{:igz :[ }]:((;L; :8 (4.1.102)
donde
/Q(—Agu)udx +/Qf(u)udx =0
(4.1.103)

/Q (—Agv)vdz + /Q h(v)vdz = 0.
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Observe que por (4.1.5) e (4.1.6) temos que
0= [ (—Agu)u+ f(u)udz

> [ (\u? — Bu?)dx (4.1.104)

S—S—

:/(A—ﬂ)ugdeO
0

pois f € [0, ;). Portanto, segue que

/()\ — B)utdr =0
Q
e, consequentemente, u = 0, que é uma contradi¢ao. Analogamente obtemos que v = 0.

Se v =0 e, como h(0) =0, entao em (4.1.99) obtemos

{Utt —Agu+ f(u) =0 em Ox]0,TT, (4.1.105)

u =0, em wx]0,T],
donde pela Hipotese 4.6 u = 0, que é uma contradicao. Analogamente chegamos numa
contradi¢ao se u =0e v # 0.

Caso (ii): u=0ev =0
Defina agora:

em = [Em(0)]Y? (4.1.106)

pr=—, P =— (4.1.107)

Considere a seguinte sequéncia de problemas normalizados:

pit = Agp™ + = f(u™) + a(@)g(uf) — y(x)di* =0 em Qx]0,T],

Ui — Ag™ + =h(v™) + =b(x)g(vf") + ()@ =0 em Qx]0, T,

@™ =™ = 0 sobre 00x]0,T7, (4.1.108)
©™(0) = ¢, ¢"(0) = " em Q,

(¥™(0) = 95", P(0) =" em Q.

Observe que

En(t) = iEm(t), (4.1.109)
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onde Em(t) ¢ a energia associada ao sistema (4.1.108). De fato, pois

1
En(t) = 3 {Hw?"‘(t)\liz W OIIZ + Vg™ OIZ2 + V™ (0122

+ - dm—f——/H

Portanto, em particular, temos que

En(0) =1. (4.1.110)

A fim de obter uma contradigao vamos provar que Em(O) converge para zero quando m —

+00.

De (4.1.110) obtemos Em(O) < L entao, para uma eventual subsequéncia de

{™, Y™}, temos que

(@™, ™) = (,9) (fraco estrela) em (L°(0,T; Hy(Q)))?, (4.1.111)
(O, ™) = (04, ) (fraco estrela) em (L™(0,T; L*(Q)))>. (4.1.112)
Além disso, por argumentos cldssicos de compacidade, (veja [11],[55]), deduzimos

para uma eventual subsequéncia de {¢™, "™} que
(@™, ™) — (p,1) (forte) em (L*(0,T; L9(Q)))* V q € [2,2*], (4.1.113)

onde 2* = 2
n—2

Além disso, note que por (4.1.86) e (4.1.106) temos que

lim/ / g(u™|? dxdt = 0
m—r00
lim/ / g(v™)|? dzdt = 0.
m—ro0

lim / / z) || dwvdt = 0
m—00
lim/ /b<x>|¢m2da;dt:o.

(4.1.114)

(4.1.115)
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Como a(z) > ag > 0 em w C 2 segue que

T
lim/ /|g0;"(9c,t)]2dxdt:0 (4.1.116)
0 w

m—0o0

e como b(z) > by > 0 em w C €, segue que
T
lim / / [ (z,t)|* dzdt = 0. (4.1.117)
m—0oQ 0 w

De (4.1.112), (4.1.116) e (4.1.117) temos que
oi(z,t) =0, Y(z,t) =0 em wx]|0,T7. (4.1.118)

Além disso, como 0 < y(x) < a(x) e 0 < y(z) < b(z), temos por (4.1.115)

T
lim/ /”y(x)|g0§”]2d:tdt:0
m—0o0

0 7 (4.1.119)

T
1im/ /v(x)wﬂzd:vdt:(),

respectivamente.

Note que ¢,, = X € [0,4+00[. Se A > 0 e como

cm™ =u™ — 0 (forte) em L*(0,T; L*(Q)),

cmP™ =™ — 0 (forte) em L*(0,T; L*()),

passando o limite em (4.1.108) concluimos que

Ot — Aggﬁ =0 em QX]O,T[,
Y — Agth =0 em Q2x]0,T7, (4.1.120)
=0, =0 em wx]0,T7,

e para y = ¢, z = ¢, de (4.1.120) concluimos que

Yy — Dgy =0 em Q2x]0,T7,
2y — Agz =0 em Qx]0,T7, (4.1.121)
y=0, 2z=0 em wx]0,T],

que implica, pela Hipdtese 4.6, que y = z = 0 e, consequentemente, ¢; = 1y = 0. Dessa

forma, voltando em (4.1.120), deduzimos que ¢ = 1) = 0.
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Agora, vamos considerar A = 0, isto é, ¢,, — 0. Note que podemos escrever

f(s) = f'(0)s + R(s), onde |R(s)| < C(|s|* +|s|").

Entao
1 m m - Rleme™
C—f(CmSO ) = f'(0)¢™ + %
R( mm)| m (4.1.122)
CmQO m — m
2 < Clenlg™ P + lenl ™).
Observe que
Cm|@™? + lem|P @™ P — 0 em L*(0,T; L*(Q)). (4.1.123)

De fato, como ¢™ ¢ limitada em L>°(0, T; Hj(€2)) e como 1 < p < - entdo Hj(Q) — L*(Q),
assim segue que ™ é limitada em L>°(0,T; L?(2)), donde ¢™ é limitada em L (0, T’; L**(Q)).

Por outro lado,

T T T
m m m m||2 m||2
A A A N L o P P P CRREY)
0 o Jo 0
Assim, temos que |™[P é limitada em L?(0,T; L*(Q)) e, como ¢, — 0, segue (4.1.123).

Assim, por (4.1.122) e (4.1.123) temos que

Ci Fleme™) = F/(0)p (forte) em L2(0,T; L2(Q)). (4.1.125)

m

Analogamente, temos que

ih(cmzpm) — R'(0)¢ (forte) em L*(0,T; L*(€2)). (4.1.126)

Cm
Assim, passando o limite em (4.1.108), concluimos que

o — Dgp + f'(0)p =0 em Qx]0,T7,
Vi — Dg + 1 (0)) =0 em Qx]0,T7, (4.1.127)
=0, ¥,=0 em wx]|0,T7,

e para y = ¢, 2 = Y, concluimos que

Y — Agy+ f'(0)y =0 em Qx]0,T7,
2 — Agz + W(0)z =0 em Qx]0,T], (4.1.128)
y=0, 2=0 em wx]0,T],
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que implica pela Hipdtese 4.6, que y = z = 0 e, consequentemente, @; = ¥y = 0.

Dessa forma, voltando em (4.1.126) temos que

—Agp+ f(0)p=0
—Agth + H(0)p =0

donde
/(—Aggo)godx + / f'(0)p*dz = 0
Q Q

/Q (—Ag¥)pdr + /Q W (0)y2dx = 0.

Analogamente ao feito em (4.1.104) deduzimos que ¢ = ¢ = 0.

Lembre-se que nosso objetivo é provar que £,,(0) converge para zero, onde

~ 1
Bty =1 (mewuig RO + [ Vee™ Ol + vawwuzz)
(4.1.129)

1
+— [ Fu™( da:+—/H (x,t))
Cm Ja

¢ a energia associada ao sistema (4.1.108).

Para este propésito, considere
P:=0— Ag.
Primeiramente, provaremos que
o™ — 0 (forte) em L*(Qx]0,TY]).
Observe que pelas convergéncias obtidas acima, temos que
e — 0 (fraco) em L*(Qx]0,T]). (4.1.130)

Entao considere p, a medida de defeito microlocal (m.d.m.) associada a {y}"}, (garantida
pelo Teorema 1.72 conforme Observagao 1.74). Assim pelas convergéncias em (4.1.114),

(4.1.119) e (4.1.125) e, tendo em mente que ¢ = 0 = 9, concluimos que

P = = f(en™) — —a(@)glenp") + 1@ — 0 (forte) em L2(0,T; L2(%)).
" " (4.1.131)
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Analogamente ao feito em (3.2.40) deduzimos que

O Pp™ — 0 (forte) em H; '(Q2x]0,TY]). (4.1.132)

Da convergéncia (4.1.132) concluimos dois fatos:

(1) O supp(p,) esté contido no conjunto caracteristico do operador de ondas {72 =

Ip((%) €117} (pelo Teorema 1.76).

(i) O supp(p,) € uma unido de curvas do tipo

t € IN0, col—s m = (t) = ( ! Gla)d ) (4.1.133)

,x(t), £ ,
£ (t) V14 |G)z|? 1+ |G(x)x|?

onde t € I — z(t) €  é uma geodésica para a métrica G = <[:((5))> . (Pelo Teorema 1.81

e Proposigao 1.82).

Dessa forma, tem-se que p, se propaga ao longo do fluxo bicaracteristico do
operador P de ondas, isto significa que se algum ponto wy = (g, o, 70, &) nao pertence a

supp(p,) entdo toda bicaracteristica comecando por wy esta fora do supp(fi,)-

Como por (4.1.116) temos que ¢* — 0 fortemente em L?(wx]0,T[) deduzi-

mos (pela Observagao 1.74) que p, = 0 em wx]0,7T[ e, consequentemente, supp(u,) C
(Q\w)x]0,T7.

Por outro lado, sejam ¢y € (0, +00) e z uma geodésica definida perto de t;. Como
estamos assumindo por hipdtese, que as geodésicas no interior de Q\w entram necessariamente
na regiao w, entao para cada geodésica de métrica G, com 0 € I existe t > 0 tal que m + (t)
nao pertence ao supp(f,), de modo que m =£ (¢y) também néo pertence ao supp(u,). Como

o tempo £y e a geodésica x sao tomadas arbitrariamente, concluimos que supp(su,) é vazio.

Isto é, p1, = 0 em todo 2x]0, 7.
Assim, por propagagao, (pela Observagao 1.74), tem-se que

©™ — 0 (forte) em L7 (2x]0,T7) (4.1.134)

loc

e, como @7 — 0 (forte) em L?*(wx]0,T|), deduzimos que

" — 0 (forte) em L*(0,T; L*()). (4.1.135)
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Da mesma forma, como
Y™ — 0 (fraco) em L*(2x]0,T),

entdo podemos considerar p, a medida de defeito microlocal (m.d.m.) associada a {¢;"}.
Pelas convergéncias em (4.1.114), (4.1.119) e (4.1.126) e, tendo em mente que ¢ = 0 = 1),

concluimos que

1 1
PY™ = == h{eqt™) = —b(@)g(enti?) = ()l = 0 (forte) em L2(0,T; I2(5).
De onde deduzimos que
O, PY™ — 0 (forte) em H, ' (2x]0,T]). (4.1.136)

Assim, analogamente ao feito anteriormente, concluimos que

Y™ — 0 (forte) em L*(Q2x]0,TY). (4.1.137)

Agora, vamos fazer uso de uma equiparticao de energia, para tal, considere 6 €
C(0,7);0<0<1ef =1 em |e, T — ¢ e multiplique a primeira equagao de (4.1.108) por

©"0(t) e a segunda equagao de (4.1.108) por ¢™0(t) entao temos, respectivamente,

/0 B() (2 (t), o™ (1))t — / O(E) (D™ (1) £ ()t + 00 0). )
- / OE) (@)U (0), o™ (1))t + — [ o0 @ty ). o)a =0

(4.1.138)
(§

/0 6(8) (g2 (1), ™ (1)) dE — / O(E) (D™ (1), 0" ()t + / 0(2) (et (1)), 9™ (1)t

+/0 0(E) (1 () (), 0 (D)t + — | O(E)(blx)g vy (1), (8))dt = 0.

Cm Jo
(4.1.139)

Integrando por partes (4.1.138), concluimos que
T T
= [ o) [tertopasa— [ o) [ er e dn
0 Q 0 Q
T 1 T
+/ G(t)/ \Vggom(x,t)|2dxdt+c—/ Q(t)/f(cmgom(:v,t))gom(x,t)dxdt
0 Q m Jo Q
T T

- / (1) / Ay o, 0" o )t + — a0 / ala)g (] (z, 1)) o™ (. 1)t = 0
(4.1.140)
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Por (4.1.113), (4.1.114), (4.1.119), (4.1.125) e (4.1.134) e tendo em mente que
¢ =1 =0, de (4.1.140) deduzimos que

T—e¢
lim / Vg™ (x,t)|*dxdt = 0. (4.1.141)
Q

m—-+00 €

Além disso, como

T—e
lim / /f Cm™ (2, 1)) " (z, t)dxdt

M O (4.1.142)
= ml_l)I_I‘rloo ) / / fw™(z,t))u™(z, t)dzdt = 0,
entdo por (4.1.142) e (4.1.5) concluimos que
T—e
lim / / ))dzdt = 0. (4.1.143)
m—+00 C

Analogamente, por (4.1.113), (4.1.114), (4.1.119), (4.1.126), (4.1.137) e (4.1.139),

concluimos que

T—e
lim / Vg™ (2, t)|*dxdt = 0 (4.1.144)
m——+o0
T—e¢
lim — / /H (x,t))dzxdt =0 (4.1.145)
m%JrooC

que implica, juntamente com as convergeéncias acima, que

T—e
/ E..(t) = 0 quando m — +o0. (4.1.146)

Como E,(t) é nio crescente, entdo para todo ¢ € [e, T — €] temos que

T—e R T—e R
/ Eo(T — €)dt g/ En(t)dt —s 0.

Logo,
(T — 26)Ep(T — €) — 0. (4.1.147)

Dessa forma, combinando a identidade da energia

~

T—e
En(T —¢€) — E,(e) = / g(u")u + b(x)g(v" v " dxdt,
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com (4.1.147), (4.1.114) e (4.1.135) segue que

Ep(€) = 0. (4.1.148)

Assim, pela identidade da energia novamente, por (4.1.114), (4.1.148) e (4.1.135)

temos que
En(0) — En(0)] + En(e)
~ (4.1.149)
/ / g(u)u + b(x)g(v*)v*dzxdt + E,,(e) — 0.
Portanto, Em(()) — 0 quando m — 400, como queriamos demonstrar. [ |

4.1.7 Caso Semilinear (- < p < 22)

"*g para n > 3. Por simplicidade, assim

Nesta subse¢ao vamos estudar o caso 25 < p <
como fizemos na existéncia, vamos assumir n = 3, para n > 3 o resultado pode ser provado
analogamente. Da subsecao anterior, é suficiente provar a desigualdade de observabilidade,

a saber:

) < C’/ / V(g () |? + Jue|®) + b(z)(|g(ve)|* + |ve|?) dwdt, para todo T > Ty,
(4.1.150)
onde T e C sdo constantes positivas e dado que E(0) < R. Para provar isto, vamos combinar
as estimativas de Strichartz para equagao da onda com o principio de continuagao unica,

como enunciado na Proposicao 1.88.

Vamos mostrar (4.1.150) por contradigao. Suponha que (4.1.150) néo seja verda-
deira, entdo existe uma sequéncia {u®,v*} de solugoes fracas para o problema (4.1.15), tal

que Fr(0) < Re

E(0)

lim ™ p - = +o00. (4.1.151)
ke [ o a@)(1g(ud)? + [uf2) + () (|g(of)|? + |of 2) dad
De (4.1.151) tem-se
o S o) g + ) + ) g + [ef?) dade .
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Considere a seguinte sequéncia de problemas

;

uf, — AguP + f(u*) +a(@)g(uy) —y(z)vf =0 em Qx]0,T7,

vf, — AgvF + h(v%) + b(x)g(vF) + y(x)uf =0 em Qx]0,T,

uk = vk = 0 sobre 90 x]0, T, (4.1.153)
uF(0) = u, uf(0) =uy em Q,

vF(0) = v, vF(0) = v em Q.

\
Agora, defina:

— [E.(0)]1/2 k._u_k k‘—v_k 4.1.154
Ck_[k<)] 790'_Ck7w O . ( )

Ci;

Analogamente ao que fizemos anteriormente, temos que existe C' > 0 tal que
1/C < Ekygry(0) < C para todo k € N e a sequéncia ¢; é limitada. Para obter uma

contradigao, precisamos provar que Ek(O) i= Euk 4#)(0) converge para zero.

De fato, por (4.1.152) e (4.1.154) concluimos que

lim / ' / a(@) (P + —[g(u) )+ b@) (6P + S lg(h)?) dadt =0, (4.1.155)
v Jo P Ci gluy t Cz g vy . L.

k—o00

Dessa forma, de (4.1.155) e como 0 < y(z) < a(z) e 0 < y(z) < b(x) temos,

respectivamente que

T
lim/ /7(m)|<pf|2dxdt:0
k—oo [ Q

i (4.1.156)
lim / / v(2) |[YF|Pdzdt = 0.
k—oo [ Q
Além disso, como Ej,(0) < C temos que
para cada T > 0 fixado, {* 9"}, {©F, 1} sdo sequéncias limitadas em
(4.1.157)
(L>(0,T; Hy(2)))? e (L=(0,T; L*(2)))?, respectivamente.
Dessa forma, deduzimos para uma eventual subsequéncia de {¢*, ¥*} que
(", F) = (p,9) (fraco estrela) em (L>°(0,T; Hy(Q)))?, (4.1.158)
(OF, VF) = (@4, 10) (fraco estrela) em (L>°(0,T; L*()))?, (4.1.159)

(©", %) = (p,v) (forte) em (L*(0,T; LYN)))* V¢ € [2,2"], (4.1.160)
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onde 2* = 2
n—2

Considere a seguinte sequéncia de problemas normalizados

(0f, — Agep® + 2 f(uF) + La(a)g(uf) — y(x)df =0 em Qx]0,T],
U — Ag* + h(v*) + Zb(x)g(vf) +v(2)pf =0 em Qx]0,T],
% = 9k = 0 sobre 90x]0,T], (4.1.161)
¢*(0) = ¢, ©r(0) = @i em Q,

(¥7(0) =45, ¥ (0) =9} em Q.

Observe que ¢, — A € [0,00[. Vamos dividir nosssa prova em dois casos: A > 0
ou A = 0.
Caso (i): A > 0.
Passando o limite em (4.1.161) temos que
o — Dgp + %f()\go) =0 em Qx]0,T7,

Yu — Dgth + $h(Ap) =0 em Qx]0,T7, (4.1.162)
oy = Yy = 0 sobre wx]0,T7,

e entao, usando a Proposi¢ao 1.88 em cada equacao de (4.1.162) separadamente, temos que

p=9v=0.
Caso (ii): A =0.

Agora, vamos considerar A = 0, isto é, se ¢, — 0. Note que podemos escrever

f(s) = f'(0)s + R(s), onde [R(s)| < C(|s* +|s]").

Entao
1 R(cpo®
Lt = (o)t + B2,
Ck Ck
R(cpe” _
S < Ol + leat P
Afirmacgao:

P 1" Pl Lrorr2) — 0 quando k — oc. (4.1.163)
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De fato, temos que Fy = —a(x)g(uf) +~(x)vF € L*(0,T; L*()) entao podemos fazer uso das
estimativas de Strichartz como no Lema 1.84 para a primeira equagao do problema (4.1.153),

para obter a limitacao
[6¥ 50 < C((E(0))% + | Follpir2) < €

para cada k € N, disto concluimos que f(u¥) € L'(0,T; L*(Q)) e a norma || f(u")|| 12 0,7:12(0))

pode ser controlada pela norma ||u*||zs(0.7.z10(0)) que é uniformemente limitada, em k € N.
Além disso, como Gy = —a(z)g(uf) + y(x)yF — f(u*) € L'(0,T; L*()) entao,

usando as estimativas de Strichartz para a primeira equagao do problema (4.1.161) temos

que
I oo < € ([B4(O))F + I Gollzz) < € (4.1.164)
onde a constante C' > 0 nao depende de k.

Consequentemente, como |||¢* P[] 11 (o 7:22(0)) pode ser controlado pela norma ||*|| 1510,
podemos concluir que (|¢*|P) é uma sequéncia limitada em L'(0,T; L?(€2)) e, portanto, como

¢t — 0 provamos (4.1.163), o que nos leva a
1
C—f(ckgok) — f'(0)¢ (forte) em L'(0,T; L*()). (4.1.165)
k
Analogamente temos que
1
—h(cpb™) — W (0) (forte) em L*(0,T; L*(Q)). (4.1.166)
Ck
Assim, passando o limite em (4.1.161) temos que
o — Dgp+ f(0)p =0 em Qx]0,T7,
Vi — Agth + 1 (0)y = 0 em Qx]0, T, (4.1.167)
Yt = @th =0 em WX]O,T[,
e para y = ¢y, 2 = 1y de (4.1.167) concluimos que
Y — Agy + Viy = 0 em Qx]0, 77,
2y — Agz + Vor =0 em Qx]0, 77, (4.1.168)

y=z=0emwx]0,T7,
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que implica pela Hipétese 4.6, que y = z = 0 e, consequentemente, ¢ = 1 = 0. Assim
em ambos os casos ¢ = 1) = (. Lembre-se que nosso principal objetivo é provar que Ek(O)

converge para zero. Para este proposito, considere
M A2
P:=0=0; — Ag.
Primeiramente, provaremos que

©F — 0 (forte) em L*(Q2x]0,T]).

Das convergéncias acima sabemos que
" =0 (fraco) em H'(2x]0,TY).

Assim, considere p, a medida de defeito microlocal associada a (¢*) em H'(Qx]0,T7), isto

é, 11, 6 a m.d.m associada com (pF) e (Vgp*) em L2 (Q2x]0,T]).

Observe agora, que a sequéncia (¢¥) é linearizdvel no sentido da Defini¢ao 1.85.
De fato, temos que (¢*,¥*) é uma sequéncia de solugoes para o problema (4.1.161), considere

o seguinte problema da onda linear com dados iniciais (. ©F)

wh — Agw* =0 em Qx]0,T,
w* = 0 sobre 902x]0,T7, (4.1.169)
w*(0) = ¢f, wi(0) =7 em Q.

k

Assim, para z¥ = ¢©* — w* temos que

(0" — W) — Dg(P* — wh) = — - f(u?) +y(2)y) — a(z)g(uy) = G* em Qx]0, T,
% —wP = 0 sobre 902x]0,T],
(" —wh)(0) = (¢* = w*)y(0) =0 em Q.

Temos que G* = —if(uk) + v (z)pF — ia(m)g(uf) € L'(0,T; L*(Q)). Além disso,

dos casos (i) e (i7) temos que

1 2

— f(uy,)

Ck

— 0,
L2

e, pela hipdtese de contradigao,

T T
k12 k12
/0 (@)1 < Il / / (@) [P 5 0,
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2

1
—a()g(u;)
Ck

T
/ <lalle [ [ o) Zlatu)? =0
0

Portanto, G*¥ — 0 (forte) em Ll(O,T, LQ(Q)) e assim, pela Observag;ao 1.87, a sequéncia "

¢ linearizével no sentido da Defini¢ao 1.85 e, entao, concluimos que i, se propaga como uma
H'—m.d.m. associada a equacao da onda linear com os mesmos dados iniciais. Assim, pelo

exposto no Capitulo 1, Secao 1.11 segue que

supp(pe) C {72 = (i)' €[*}
e que [, se propaga ao longo do fluxo bicaracteristico do operador de ondas.

Por outro lado,
©F — 0 (forte) em L*(wx]0,T]), (4.1.170)

o que implica (pela Observacao 1.74) que p, = 0 em wx|0, T de modo que i, ndo apresenta
medida de defeito em wx]0,T e, assim, supp(u,) C (Q2\w)x]0,T[. Como w controla geo-

metricamente (), entdo as geodésicas no interior de Q\w, entram necessariamente na regiao

K(z)
p(x)

—1
w, para toda geodésica de métrica G = > . Logo, supp(p,) é vazio e, dessa forma,
tto = 0 em todo 2x]0,T'[. Portanto, ¢* — 0 (forte) em H'(2x]0,7T[) donde concluimos que

que

©F — 0 (forte) em L*(2x]0,TY]). (4.1.171)

Analogamente, como
YF =0 (fraco) em H'(Qx]0,T)),

entao podemos considerar p,, a medida de defeito microlocal associada a (%) em H'(Qx]0,T7),

isto ¢, u, 6 a m.d.m associada com (¢F) e (Vgio*) em L2 (Q2x]0,T).

Da mesma forma, a sequéncia (¢*) é linearizavel no sentido da Definicao 1.85. De
fato, basta considerar agora, o problema da onda linear com dados iniciais (¥, ¥})
wh — Agw® =0 em Qx]0,T7,
w* = 0 sobre 90x]0, 77, (4.1.172)
w*(0) = ¥, wy(0) =1t em €.
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Assim, para y* = ¥ — w* temos que

(V8 = wh)y — Ag (P — w) = = Zh(v*) = y(2)pf — -b(x)g(v)) = G em Qx]0, T,
Yk — wk =0 sobre 9Qx]0, T,
(WF — wk)(0) = (P* — w*)e(0) =0 em

Temos que G¥ = —+ f(v%) —y(x)pf — éb(x)g(vf) € LY(0,T; L*(Q)) e, além disso,

Ck

dos casos (i), (i7) e pela hipétese de contradi¢ao, temos que G¥ — 0 (forte) em L(0,T; L*(Q2)).
Assim, pela Observacao 1.87, a sequéncia ¥ é linearizével no sentido da Definicdo 1.85 e,
entdo, concluimos que p,; se propaga como uma H'—m.d.m. associada a equagao da onda

linear com os mesmos dados iniciais.

Assim, analogamente ao feito anteriormente, concluimos que
YF — 0 (forte) em L?(Qx]0,TY). (4.1.173)

Dessa forma, usando uma equiparticao da energia, como fizemos anteriormente,

concluimos que F(0) — 0, como desejavamos provar. ®

4.1.8 Taxa de Decaimento Uniforme

Antes de iniciar nosso resultado de estabilidade, definiremos algumas funcées necessarias.
Para este proposito, vamos seguir as ideias introduzidas primeiramente por Lasiecka e Tataru

em [39]. Seja uma fungao ¢ concava, estritamente crescente tal que ¢(0) =0 e
d(yg(y)) > ly* + |g(y)[* para |y| <1. (4.1.174)

A seguir, definimos

r(-) = ¢(W> , Qr = Qx]0, T[ associado com o problema (4.1.15). (4.1.175)

Observe que r é mondtona crescente, entao ¢l + r é invertivel para todo ¢ > 0.

Para L uma constante positiva, colocamos

2(x) = (cI +r) Y (Lx), L:=(Cmed(Qr)((1+ ||lals)+ (1+blls)) ™, (4.1.176)
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onde ¢ é uma constante positiva que sera estabelecida posteriormente.

Desta forma, a fungao z é positiva, continua e estritamente crescente com z(0) = 0.
Finalmente, seja

qz) =2 — (I +2) (). (4.1.177)

Podemos agora enunciar nosso resultado de estabilidade.

Teorema 4.13 Suponha que as hipdteses 4.1-4.5 sejam satisfeitas. Seja {u,v} a solucao
fraca do problema (4.1.15) com a energia E(t) definida como em (4.1.16). Entao existe um
Ty > 0 tal que

E(t) < S(Ti _ 1) VoEs T, (4.1.178)
0

com lim;_,, S(t) = 0, onde o semigrupo de contra¢ao S(t) € a solugcdo da equagdao diferencial

C8(0)+a(S(1) =0, 5(0) = E(0), (11.179)

onde q é dado em (4.1.177). Aqui a constante ¢ (da Defini¢ao (4.1.176)) é

(k_'+K)
med(Qr)((1+]lalloo) +(1+[bllso)) *

C

Demonstragao: Analogamente ao que fizemos no Capitulo 2 para provar o Teorema 2.25,

mostramos o Teorema 4.13.

4.2 Sistema II

O segundo problema deste capitulo consiste em estudar a estabilidade uniforme do seguinte

sistema

(

p(z)uy — div[ K (x)Vu] + f(u) + a(x)g(uy) + dv =0 em 2x]0, 00],

p(z)vy — div[K (x)Vu] + h(v) 4+ b(x)g(ve) + du =0 em Q2x]0, 00,

u = v = 0 sobre 9Qx]0,c0], (4.2.180)
u(0) = u°, u(0) =u' em Q,

v(0) =%, v;(0) =o' em
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onde € é um dominio limitado do R™ para n > 2, com fronteira suave 02, p : Q& — R,

kij : Q= R, 1 <14, j <dsao fungoes C*(Q) tais que para todo z € Q e £ € R”,
ag < p(x) < Bo,  kiy(x) = ku(x), alf]? <" - K(z)- € < BIEP, (4.2.181)

onde «y, By, a, f sao constantes positivas e K (z) = (k;;);; ¢ uma matriz simétrica positiva
definida. Vamos denotar por w C €2 um conjunto aberto dado pela intersecao de uma

vizinhanga aberta da fronteira 9€2 em R™ e que controla geometricamente a equagao (4.2.180).

Hipdtese 4.14 e f e h satisfazem a Hipdtese 4.1 com

p>1 para n=2, e 1§p§L2 para n > 3.
n—

e ¢ satisfaz a Hipdtese J.2.

o As fungies a = a(x),b = b(x) € L®(Q) N C°(Q) sdo reais ndo negativas e satisfazem a

Hipotese 4.5.

Hipétese 4.15 ¢ ¢ um numero real positivo suficientemente pequeno tal que § < \y — (3,

onde A\ e B sao dados em (4.1.5).
Hipoétese 4.16 Assumiremos a Condicao Geométrica de Controle dada na Hipdtese 4.5.

Hipétese 4.17 Para todo T > 0, a tnica solu¢ao u,v € C(]0,T[; L*(Q))NC(J0, T[; H ()
para o sistema

Ut — div

[(K/p)Vu] + Vi(z,t)u = Vs(x,t)v  em Qx(0,7T),
[(K/p)Vv] + Vo(z, t)v = Vs(x,t)u  em Qx (0,T), (4.2.182)

u=v=0 sobre w,

vy — div

onde Vy(z,t), Va(z,1) e Va(z,t) sdo elementos de L=(|0,T[, L"), ¢ a trivial, isto é, u = v =
0.

Observacao 4.18 Em [20] devido a Cavalcanti et al., foi provado um principio de conti-
nuagao unica para sistemas hiperbolicos acoplados de sequnda ordem com coeficientes e po-

.o ntl . . .
tenciais em L™z . Os autores se inspiraram em Dos Santos Ferreira em [71] e Koch-Tataru
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em [50] e usaram as estimativas de LP — L-Calerman . Este resultado nos dd certas situagoes
em que a propriedade de continuacao unica dada na Hipotese 4.17 vale. Este resultado estd

enunciado e provado na Se¢ao 1.13.

4.2.1 Resultados Prévios

Assim como fizemos anteriormente, em vez de estudar o problema especifico (4.2.180), vamos
considerar o problema auxiliar, que sera descrito na sequéncia. Da mesma forma, induzire-
mos em ) uma métrica Riemanniana g tal que (£2,g) é uma variedade conexa, compacta,

orientavel n-dimensional com métrica g de classe C* e fronteira suave 0f).

Vamos denotar Ay o operador Laplace-Beltrami em (Q2,g) e Vg sua conexao

Riemanniana. Consideremos o seguinte sistema acoplado:

(g — Agu~+ f(u) + a(x)g(u) +6v =0 em Qx]0, 0],

v — Agv 4+ h(v) + b(x)g(ve) + 0u =0 em Q2x]0, 0],

u=wv =0 sobre 0Qx]0, 0], (4.2.183)
uw(0) = u’, u(0) =u' em Q,

v(0) =%, vy(z,0) =vi(z) em Q.

A energia associada ao problema (4.2.183) é dada por

1 1 1 1
E(t) == / §]ut(x,t)\2 + §\vt(x,t)|2 + Q\Vgu(yc,zf)]2 + §]ng(x,t)\2dx
@ (4.2.184)

+ /Q Flu(x, t))dz + /Q H(v(z, t))dz + 6 /Q u(z, tyo(z, t)dz.

Observagao 4.19 E(t) > 0.

Demonstracao: De fato, observe que

5/uvdx: —(—5)/uvdm.
Q Q
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Pela desigualdade de Holder e pela desigualdade de Young, temos

—5/uvdm<‘ §/uvdx
Q
<181 [ fulolds

< [0[([[u(@) 2 l[o (@) )

L, ) (4.2.185)
< 01t + 5112
) )
= Py, + Doz,
_;Wv<w;+'W%ww3
Dessa forma,
) )
~(=8) [ wwio > = SLiv oz - SLiwgoiz.
Q 1
e, portanto,
)
5/qudx > ' | oo V(b - ' | o Vel (4.2.186)
Dessa forma, por (4.1.5) e (4.2.186), deduzimos que
1 1 1 ) 1 0
BO) 2 Sl + Sl + (5 = 50 ) ITa®l + (5 - 35 ) Va0l

—ywmm—gmmﬁz

> Ll + Lot M+(§~§)Wwwm+(51ﬂﬂv<ﬂm
- P Veu(Ols — Vot

v
1 , 1 , 1 _|5\_5 o L Pl B
_|M@M+ymww+2( N IVeu®lze +5{1 =% %

||(U v ut7vt)||7-£

)z

ondeﬁlzl—%—%>0®|5|<)\1—ﬁ.

Ou seja, E(t) > 0, como querfamos demonstrar. [ |
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Procederemos formalmente. Multiplicando a primeira equagao do problema (4.2.183)

por u; e a segunda equacao de (4.2.183) por vy, tem-se

{(Utt, ug) + ((w, ) + (f(u), we) + (00, wp) + (a(z)g(ue), ur) = 0
(vig, v) + (v, v1)) + (h(v), ve) + (du, ve) + (b(2)g(ve), ve) =
donde

g(up)ude.

()13 + [V gu()]3:] / Fw)udz + 6 / vz = —

DO | —
Q‘l&.

o
/ g(v)uide.
(4.2.188)

[||Ut(t)||%z + ||ng(t)||%z} + /Qh(v)vtdac + 5/ uvdr =

N | —
SIS

Note que

5/(Uut—|—uvt)dx = 5/(uv)tdx = 5i/uvdx,
Q Q dt Jo
d
< /uvdx 9> </(uv)tdx,9>, V0eDO,T).
dt \

Dessa forma, somando as equagoes em (4.2.188) temos

pois

1d

3 7 |3 + V0Ol + [l + 19001

+2/QF(u)dx+2/QH(v)dx+2(5/qudx} (4.2.189)

= —/Qa(x)g(ut)utdx—/b(:v)g(vt)vtdw

Q

onde F(w) = [" f o

Pelo fato que a(x),b(z) sdo fungdes ndo negativas e pela Hipétese 4.2, segue de

(4.2.189) que
Lpw <o (4.2.190)

Além disso, obtemos a identidade da energia:

E(ty) — / / g(up)us + b(z)g(vp)vedadt, ¥ 0 <ty <ty <oo. (4.2.191)
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Como no problema anterior, inspirados em [7], voltamos ao nosso problema ori-
ginal (4.2.180) tendo em mente que p € C®(Q) e ag < p(z) < fy. Fixe um sistema de

coordenadas (z1,---,x,) sobre (€2,g), com g sendo a métrica Riemanniana definida pela

o(2) )_1 cuja inversa é denotada por (gij)—l = ¢" ¢ defina

p =/ det(gi;).

O operador Laplace-Beltrami neste sistema de coordenadas é dado por

matriz g;; = (

Agu

0
T

1 n
B \/detgij 1,]2218

onde V é o gradiente usual correspondente a métrica Euclidiana.

. Ou 1
) = -
( det gijg (9a:j> p(x)dlv(K(x)Vu)

Consequentemente,

p(2)9}u — div[K (2)Vu] = 0 & 07u — Agu = 0.

Assim, analisar o problema (4.2.180) ¢é equivalente a analisar o problema (4.2.183).

4.2.2 Boa Colocacao

Para mostrar a existéncia, vamos considerar o espago de Hilbert
H = (Hy(Q))* x (L*(Q))*
munido do produto interno
(U, Vg = /Q(Vgulvgvl + VguaVgvs + uzvs + ugvy)de

onde U = (uy,uz, uz,us)’ eV = (v1,v9,v3,v4)" e T denota o transposto.

Denotando @ = u;, U = vy, entdo para W (t) = (u,v,u,v)" o problema (4.2.183)
pode ser reescrito como um problema de primeria ordem como segue:

T+ AW () = F(V (1)

W(0) = WO

(4.2.192)
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onde W0 = (u° 0% u',v') e 0 operador A : D(A) C H — H é dado por A = A+ B com

operadores componentes definidos por

0 0 —I 0
0o 0 0 -I

A= A, 0 0 0 (4.2.193)
0 —Ag 0 0

onde D(A) = {(h,w,2,y) € H; Agh, Agw € LA(Q)} = (HHQ) N HX(Q))* x (HY(Q)? e o
operador B : H — H dado por

0
8 (4.2.194)
b(x)g(-)

Como D(A) = (H(2) N H?(Q))? x (H(Q))?, D(B) = H segue que D(A) = D(A).

o O O O
o O O O
e
—~
O\E?/OO
Q
—~
NG

O operador F : H — H é dado por

0 0 00
0 0 00

F=| _jy o1 00 (4.2.195)
5T —h(-) 0 0

Teorema 4.20 Suponha que as hipdteses dos termos ndao lineares f e h especificadas na
Hipdtese 4.1 sejam satisfeitas, com a restricaop > 1 sen =2el1 <p < 25 sen >3 e
os dados iniciais (u°,v°, u',vt) € H. Entao o problema (4.2.192) possui uma tinica solug¢do
generalizada (u,v,u,v) € C([0,T];H). Além disso, se (u°,v°,u',v') € D(A), entdo a solugdo

¢ reqular.

Demonstragao: Tal como fizemos anteriormente, podemos mostrar que A = A+ B é
um operador maximal mon6tono no espago da energia H, além disso, se 1 < p < = como
consequéncia da desigualdade de Holder e de imersoes de Sobolev, prova-se que F define
um operador continuo localmente Lipschitz. Dessa forma, pelo Teorema 1.39, o problema de
Cauchy (4.2.192) tem uma tnica solucao generalizada W = (u, v, uy, v;) no intervalo [0, Ty,qz]-

Além disso, se W9 € D(A), a solugao é regular.



4.2 Sistema, I1 169

Vejamos agora que T),,, = +00. De fato, se, por absurdo, T},.,. < 400, entao,
pelo Teorema 1.39,

i W (1) = +oo. (4.2.196)

Como a energia F(t) definida em (4.2.184) é ndo crescente, temos que E(t) <

E(0) YV t € [0, Thal.

Por outro lado, em (4.2.187) temos que

b1
E(t) 2 5 l[(u,v e, ) |3
Assim,
Bl < B0 < BO) ¥t € 0T,
contrariando (4.2.196). Portanto T,,,, = +00. [ |

4.2.3 Desigualdade de Observabilidade

Lema 4.21 Suponha que os dados iniciais satisfazem E(0) < R. Entao paraT >0 e R > 0,

existe uma constante C' = C(T, R) > 0 tal que a desigualdade

<0/(/ V(g () + [wal?) + b(@) (g (wn) 2 + [un]?)dadt (4.2.197)

vale para toda solugdo fraca {u,v} do problema (4.2.183).

Demonstracao: Por argumentos classicos, é suficiente trabalhar com solugoes regulares. No
entanto, o resultado permanece valido para solugoes fracas usando argumentos de densidade.
Vamos argumentar por contradigao. Suponha, por absurdo, que (4.2.197) nao seja verdadeira.
Entao considere {u’,v", ui*,v]*} uma sequéncia de dados iniciais onde a correspondente

solugao {u™,v™} com F,,(0) uniformemente limitada em m, verifica

E
lim m(0) = +00. (4.2.198)
e fo Jo a(@)(lg(ug)? + |we|?) + b(x)(|g(ve)|? + |v]?)dadt
De onde tem-se
o Jo a(@)(g(un) > + [uef?) + b(x)(|g(v,) 2 + |v|?)dadt

=0. (4.2.199)

.
o0 En(0)
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Como E,,(t) é ndo crescente e E,,(0) é limitada entdo, obtemos uma subsequéncia

de {u™,v™}, denotada da mesma forma, que verifica

(u™,v™) = (u,v) (fraco estrela) em (L>(0,T; H3(2)))?, (4.2.200)
(u™, v™) = (uy,vy) (fraco estrela) em (L*°(0,T; L*(R2)))2. (4.2.201)
Além disso, por argumentos de compacidade cléssicos, (veja [11],[55]), deduzimos

para uma eventual subsequéncia, que
(u™,v™) — (u,v) (forte) em (L*(0,T; LY(Q)))?, V q€ [2,2*, (4.2.202)
onde 2* = % e, consequentemente, de (4.2.202)

(f(u™), h(v™)) = (f(u),h(v)) (qs.) em (2x]0,T))* (4.2.203)

Da convergéncia acima e desde que { f(u™), h(v™)} é limitada em (L?(0,T; L*(£2)))?

segue pelo Lema de Lions em 1.24 que

(F(u™), h(v™)) — (f(u), h(v)) (fraco) em (L2(0,T; (). (4.2.204)

Note que por (4.2.199) temos que

lim/ / z)|g(u(x,t))|? dedt = 0,
m—0o0
lim/ /b(x)|g(v;n(x,t))12dxdt:o

lim / / x)ul(x,t)|* dovdt = 0,
m—0o0
lim / / b(x)|v(z,t)|* dedt = 0.

Como a(x) > ay > 0 em w C €, temos que

(4.2.205)

(4.2.206)

T
lim/ /yu;”(x,t)ﬁd:cdt:o (4.2.207)
m—ro0 0 w
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e como b(x) > by > 0 em w C 2, temos que

T
lim/ /\v;"(x,t)ﬁdxdt:o. (4.2.208)
0 w

m—r0o0

De (4.2.201), (4.2.207) e (4.2.208) temos, respectivamente,
ur(z,t) =0, v(x,t) =0 em wx]0,T]. (4.2.209)

Agora vamos dividir nossa prova em dois casos:

Caso (i): u #0
Considere a seguinte sequéncia de problemas

(um — Agu™ + f(u™) + a(x)g(u}’) + 6v™ =0 em Q2x]0,T],

v — Agv™ + h(v™) + b(x)g(vy*) + du™ =0 em 2x]0,T7,

qu™ =™ =0 sobre 00Qx]0,T], (4.2.210)
u™(0) = uf, u*(0) =u* em €,

v™(0) = vi*, v*(0) = v em €,

\

com E,,(t) a energia associada ao sistema (4.2.210).

Passando o limite quando m — +oo em (4.2.210), pelas convergéncias acima

segue que
u — Agu+ f(u) +6v =0 em Qx]0,T7,
vy — Agv + h(v) +0u =0 em Qx]0,T7, (4.2.211)

uy =0, v, =0 em wx]|0,T7.
Se v # 0, entao para y = u; e z = vy, temos que

Y — Agy + Vi(z, )y + 02 =0 em Qx]0,T7,
2 — Dgz + Vo(z,t)z 4+ 0y =0 em Qx]0,T7, (4.2.212)
y=0, 2=0 em wx]0,T7,

onde, de forma andloga a (4.1.104), V; = f'(u), Va = K'(v) € L=(0,T; L™= (Q)).
Dessa forma, pela Hipdtese 4.17, concluimos que y = z = 0, donde u; = vy = 0.
Voltando em (4.2.211) temos que

{—Agu + f(u) +dv=0 (4.2.213)

—Agv + h(v) +du=0
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/Q(_AgUde + /Q f(u)udx + 5/Qvuda: =0

/(—Agv)vdx + / h(v)vdx + (5/ vudz = 0.
Q 0 Q

Somando as duas equacoes e usando a identidade de Green, obtemos

donde

(4.2.214)

kﬂWw@ﬁﬁwwwwé+%me[ywmnﬁ/wmm:u

Q

Por (4.2.186) e por (4.1.5) temos que

)
0=1>(1- ”mv<n@+0—%WVw@M—ﬁAﬁw—5£&m

. |A_|)HV u(t)|2: + (1 — |)\—|)||Vg1)(t)||%2 — Bllu)z: = Bllv®)|I72
| |

> (1- A_‘)“V u(t)|2: + (1 - A—‘)nv (b))% — %vau(wuifz - %Ilvgv(t)lliz
(1

) )
~@- 45 o ) iveto
0

>

- D) iveutle+ -1
(4.2.215)

1ol

Portanto, como (1 -
1

— %) > (), segue que
IVgu®)lIZ: + IVgu(t)]z =0

e, consequentemente, u = v = 0, que é uma contradicao.

Se v =0 e como f(0) =0, obtemos

uy — Agu+ f(u) =0 em Qx]0,T7,
Su=0 em Qx]0,T], (4.2.216)
w =0, vu,=0 em wx]|0,T,

donde u = 0, que é uma contradigao. Analogamente chegamos numa contradigao se u = 0 e
v # 0.

Caso (ii): u=0ev =0

Defina agora:

Cm = [Em(0)]1/2 (4.2.217)
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P = —— Y = — (4.2.218)

Considere a seguinte sequéncia de problemas normalizados:

(o — Agp™ + —fu™) + Zalr)g(uf*) +6¢™ =0 em Qx]0,T7,

Vi — Agh™ + jh(vm) + ib(m)g(vt’”) + 5™ =0 em Qx]0,T7,

™ =™ = 0 sobre 002x]0,T7, (4.2.219)
@™ (0) = @', @7"(0) = " em €,

L ™(0) = 45", ¢(0) = 4" em Q.

Observe que

En(t) = = En(t), (4.2.220)

1
&,
onde E,,(t) ¢ a energia associada ao sistema (4.2.219). De fato, pois

1
Ent) = 3 {Hwi’"‘(t)Hiz + W Ol + Ve O + V™ (1122

1 m 1 m m,/,m
z QF(u )dx—l—%/QH(v )dx—l—é/ﬂgp Y"dx
1

= E,.(t).

2
Cm
Portanto, em particular, temos que

En(0) =1. (4.2.221)

A fim de obter uma contradigao vamos provar que Em(O) converge para zero quando m —

+00.

De (4.2.221) obtemos E,,(0) < L entdo, para uma eventual subsequéncia de

{¢™, Y™}, temos que

(@™, ™) = (,9) (fraco estrela) em (L*°(0,T; Hy(Q)))?, (4.2.222)
(O, ™) = (04, 11) (fraco estrela) em (L>(0,T; L*(Q)))>. (4.2.223)
Além disso, por argumentos cldssicos de compacidade, (veja [11],[55]), deduzimos

para uma eventual subsequéncia de {¢™, "™} que

(@™, ™) — (p,1) (forte) em (L*(0,T; LY(Q)))* ¥ q € [2,2"]. (4.2.224)
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onde 2* = %
Além disso, note que por (4.2.199) e (4.2.218) temos que
lim / / g(u™)|? dzdt = 0
m—00
(4.2.225)
lim / / g(v™)|? dzdt = 0.
m—0o0
e
T
lim / /a(x)|g0;n|2dxdt =0
m—r0o0
0.7 (4.2.226)
lim / / b() o 2 dadt = 0,
Como a(x) > ag > 0 em w C € segue que
T
lim / / |l (z,t)[* doedt =0 (4.2.227)
m—0o0 0 w
e como b(z) > by > 0 em w C €, segue que
T
lim / / [ (z,t)|? dadt = 0. (4.2.228)
m—r0o0 0 w
De (4.2.223), (4.2.227) e (4.2.228) temos que
wi(x,t) =0, Y(x,t) =0 em wx]0,T7. (4.2.229)
Note que ¢,, = A € [0,4+00[. Se A > 0 e como
cm™ =u™ — 0 (forte) em L*(0,T; L*(Q)),
cm™ =™ — 0 (forte) em L*(0,T; L*()),
passando o limite em (4.2.219) concluimos que
Vi — Ag@O =0 em QX]O, T[,
Y — Agth =0 em Qx]0,T7, (4.2.230)
=0, ¥, =0 em wx]|0,T7,
e para y = ¢, z = ¢ de (4.2.230) concluimos que
yu — Agy =0 em Qx]0,T7,
2y — Agz =0 em Qx]0,T7, (4.2.231)

y=0, 2z=0 em wx]0,T],
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que implica pela Hipdtese 4.6 que y = z = 0 e, consequentemente, @, = 1, = 0. Assim,

voltando em (4.2.230), deduzimos que ¢ = ¢ = 0.

Agora, vamos considerar A\ = 0, isto é, ¢,, — 0. Note que podemos escrever

f(s) = f'(0)s + R(s), onde |R(s)| < C(|s|* +Is|").

Entao
1 R(c,o™
L fleng™) = o)+ 8D
m m 4.2.232
Rlemg™) 42.252)

< Clemle™* + lemP ™ P).

Cm

como |p™|P é limitada em L?(0,T; L*(Q2)) e ¢,, — 0, segue em (4.2.232) que

Cif(cmgam) — f'(0)¢ (forte) em L?*(0,T;L*(Q)). (4.2.233)

m

Analogamente, temos que

ih(cm@/Jm) — B'(0)¢ (forte) em L*(0,T; L*()). (4.2.234)

m

Assim, passando o limite em (4.2.219), concluimos que

i — Dgo+ f'(0)p +0¢p =0 em Qx]0, T,
Vi — Dg + W (0)) +5p =0 em Qx]0,T7, (4.2.235)
=0, ¥, =0 em wx]0,T7,

e para y = ¢, 2 = 9, concluimos que

Y — Agy + f/(0)y + 62 =0 em Ox]0, T,
2y — Agz + 1 (0)2 4+ 0y =0 em Qx]0,T7, (4.2.236)
y=0, z=0 em wx]|0,T7,

que implica pela Hipotese 4.17 que y = z = 0 e, consequentemente, ¢, = ¥y, = 0.

Dessa forma, voltando em (4.2.234) temos que

—Agp+ f'(0)p+ 09 =0
—Ag) + R (0)Y +p =0
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donde
/ (—Ag)pda + / F(0)pde + / Yodz = 0
0 Q Q

/Q(—Agw)wdx +/Qh’(0)wwd:c + 6/ng0d:c =0.

Somando as duas equacoes e usando a identidade de Green, obtemos
I=||Vgp(t)llz: + Ve ()72 + 25/9901# +/Qf’(0)(90)2d95 +/Qh'(0)(¢)2dl’ = 0.

Assim, analogamente ao que fizemos em (4.2.215), deduzimos que ¢ = 1) = 0.

Lembre-se que nosso objetivo é provar que F,,(0) converge para zero, onde

~ 1
Bnlt) = 5 (el O + 17O + V6 Ol + 760" O12:)

] ] (4.2.237)
+— [ Fu"(z,t))dr + — / H(w™(x,t))dx + 5/ " (z, )" (z, t)dx
Cm Ja Cn JQ Q
¢ a energia associada ao sistema (4.2.219).
Para este proposito, considere
P = @2 — Ag.
Observe que pelas convergéncias obtidas acima, temos que
@™ — 0 (fraco) em L*(Qx]0,T7),
(4.2.238)

Y™ — 0 (fraco) em L*(2x]0,T).
Entao, considere p, a medida de defeito microlocal (m.d.m.) associada a {¢}"}, 1y a medida
de defeito microlocal (m.d.m.) associada a {¢}"} (garantida pelo Teorema 1.72 conforme
observado em 1.74). Assim por (4.2.224), (4.2.225), (4.2.233) e (4.2.234) e, tendo em mente

que ¢ = 0 = 9, concluimos que

Po™ =~ f(eng™) ~ ——ala)g(uf’) — 5™ 0 (forte) em L]0, T,

v o (4.2.239)
PyY™ — —h(cpp™) — C—a(m)g(v{”) — 5™ — 0 (forte) em L*(Q2x]0,TY).

disto deduzimos, respectivamente, que

0, Pp™ — 0 (forte) em H, ! (Q2x]0,TY).
(4.2.240)
O, PY™ — 0 (forte) em H,; ! (2x]0,T]).
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Levando em conta que w controla geometricamente €2, da mesma forma como feito

no sistema anterior, usando andlise microlocal, concluimos que

" — 0 (forte) em L*(92x]0,T),
(4.2.241)
Y™ — 0 (forte) em L*(Q2x]0, TY).

Assim, usando uma equiparticao da energia, como usado anteriormente, podemos concluir

que Em(()) — 0 quando m — 400, como queriamos demonstrar. [ |

4.2.4 Taxa de Decaimento Uniforme

Analogamente ao feito na subsecao 4.1.8 provamos o teorema

Teorema 4.22 Suponha que as hipdteses 4.14-4.17 sejam satisfeitas. Seja {u,v} a solucao
fraca do problema (4.2.183) com a energia E(t) definida como em (4.2.184). Entdo existe

um Ty > 0 tal que

E(t) < s(Ti _ 1) VoEsT, (4.2.242)
0

com lim;_,o, S(t) = 0, onde o semigrupo de contra¢ao S(t) € a solugcdo da equagao diferencial

C8(1) +a(S(1) =0, 5(0) = E(0), (1224

onde q é dado em (4.1.177). Aqui a constante ¢ (da Definicao (4.1.176)) é

(k14 K)
med(Qr)((1+{alloc) +(1+]Bll<)) *

C



Capitulo

Consideracoes Finais

Observamos que, diferentemente do sistema I abordado no Capitulo 4, no sistema II, quando
passamos o limite na sequéncia de problemas em (4.2.210), ainda continuamos com um sis-
tema acoplado conforme visto em (4.2.211) . Nossa dificuldade foi encontrar um principio

de continuagao unica adequado que satisfizesse as hipdteses do sistema II. Para o caso

1 < p < -5 esse problema foi solucionado devido a Cavalcanti et al. em [26] que pode
ser visto na Secdo 1.13. Para o caso -% < p < =2 assim como no sistema I, podemos
> n—2 n+27 ’

provar a boa colocagao usando as estimativas de Strichartz, porém na desigualdade de obser-
vabilidade, nao temos um principio de continuacao tinica que satisfaca as hipdteses. Dessa
forma, nossa meta para o futuro é, inspirados na Proposicao 1.88, estabelecer um resultado
de continuagao unica para sistemas acoplados que satisfaca as nossas hipéteses para assim

n

poder provar a desigualdade de observabilidade para o sistema II no caso -5 < p <

n—2
n+2°

Isso significa que esta tese é sé o inicio de trabalho de uma pesquisa.
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