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Resumo

Neste trabalho obtemos um novo critério de busca para c6édigos espago-temporais em canais
de comunicagao multiantena. Este critério tem como objetivo minimizar a probabilidade de erro
par-a-par do decodificador de méaxima-verossimilhanga, munido da norma espectral de matrizes.
Discutimos ainda a necessidade de se definir um ambiente natural para os c6digos espaco-temporais.
Para isso, usamos a teoria das Matrizes Aleatérias, com a qual deduzimos uma funcao densidade
de probabilidade para o maior autovalor de uma matriz Wishart.

Palavras-chave: canal multiantena, cédigo espago-temporal, critério de projeto.

Abstract

In this paper we obtain a new search criterium for space-time codes in multi antena communi-
cation channels. This criterion aims to minimize the pairwise error probability of the maximum-
likelihood decoder , equipped with the spectral norm of matrices. We also discuss the need to
define a natural environment to space-time codes . For this, we use the theory of Random Matri-
ces, from which we deduce a probability density function for the largest eigenvalue of a Wishart
matrix.

Keywords: multi antenna channel, space-time codes, design criterion.
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Introducao

Recentemente, temos observado uma grande expansao na area de telecomunicagoes. Deve-
mos tal expansao a crescente necessidade de desenvolver sistemas de comunicacao confiaveis e que
permitam servicos com altas taxas de transmissao de dados. Isso tem levado ao estudo e desen-
volvimento de novas estruturas e métodos matematicos que fornecam suporte para essas novas
tecnologias. Entre estas, temos os sistemas de comunicagao sem fio.

A principal caracteristica da comunicagao sem fio é a sua capacidade de conectar seus usuarios
em movimento, mas ao mesmo tempo representa um grande desafio para os projetistas de sistemas
de comunicagao. O projeto de sistemas de comunicacao sem fio, com o propésito de minimizar a
probabilidade de erro, é um problema atual e vem sendo motivado cada vez mais pela crescente
demanda por altas taxas de transmissao de dados.

Sistemas de comunicagao foram definidos no trabalho de Claude Elwood Shannon [Sha48]. O
brilhante trabalho de Shannon afirma que, para qualquer canal de comunicacao com capacidade
de transmissao de dados C, a transmissao de dados abaixo de C' pode ser feita de forma eficiente
através de algum codigo corretor de erros. Quando dizemos de maneira eficiente, referimos que a
probabilidade de erro pode ser tdo pequena quanto se deseja. Ou seja, através de alguma técnica
é possivel alcangar um limite maximo de erro arbitrariamente pequeno. Segundo [Sha48], dado

um canal com ruido AWGN com largura de faixa w, temos que
C=w-loga(l4+ SNR),

onde C é a capacidade do canal em bits/segundo e a SNR é a relagao sinal ruido. A teoria de
Shannon diz sobre existéncia, isto é, afirma ser possivel alcancar a taxa C', mas nao estabelece a
maneira de fazer isto. Lembramos ainda que seu trabalho foi elaborado para canais de comunicagao
com uma Unica antena transmissora e uma Unica antena receptora, conhecidos como SISO —
Single Input and Single Output.

A informacao a ser transmitida, através de um sistema de comunicagao, sempre estara sujeita
a um conjunto de interferéncias que no processo de modelagem do sistema serdao acrescidos no
sinal de transmissao. Essas interferéncias sao denominadas ruido. Devido a natureza do ruido, sua
modelagem é probabilistica. Assim, a caracterizacdo estatistica do mesmo se realiza através do
estabelecimento da funcdo densidade de probabilidade. Essa modelagem é relevante, pois através

dela é que o receptor podera ser projetado de maneira 6tima.
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Os sistemas de comunicacao mével, em particular os sistemas de telefonia celular, destacaram-se
na ultima década. Novas tecnologias surgem a cada instante e com elas, a possibilidade de imple-
mentagao de novos servigos. A principal razao para tanto esforgo tecnoldgico deve-se a uma busca
por sistemas que possibilitem fornecer servigos de excelente qualidade, a altas taxas de transmissao
de dados, em meio a um ambiente de comunicagao altamente hostil, que é o canal de comunica-
¢ao mével. Em modernos sistemas de comunicacao, a demanda por alta velocidade, comunicagao
confiavel junto com o uso eficiente do espectro e poténcia sao critérios basicos para construcao de
sistemas de comunicacao. Entretanto, estas transmissoes devem ocorrer em um ambiente hostil.
Isto nao somente restringe a velocidade da comunicacao, mas também a confiabilidade. Sistemas de
comunicagado MIMO — Multiple Input and Multiple Output com codigos espago-temporais for-
necem aumento na confiabilidade e na capacidade de um sistema de transmissao de dados sem
expansao de banda.

Um problema comum em radiocomunicacao é a flutuagao no nivel do sinal recebido, causada por
diversos fatores que afetam a propagacao da onda eletromagnética. O fendnemo é conhecido como
desvanecimento, e entre suas causas mais importantes estao as combinagoes de sinais recebidos por
multiplos percursos entre o transmissor e o receptor, e também alteracoes nas caracteristicas do
meio de propagacao. Frequentemente, as combinagoes que resultam no sinal composto na antena
receptora nao obedecem a uma lei de formacao previsivel, uma vez que os fatores responsaveis
ao longo do enlace dependem de condigoes de propagacao, associados a efeitos metereolégicos
e ambientais. Para se efetuar o projeto de instalacao de um sistema confidvel, é necessario o
conhecimento, da forma mais exata possivel, dos varios mecanismos que levam a degradacao do
sinal. Por isso devemos discutir as distribui¢oes estatisticas a partir das quais se consegue estimar
a flutuacao aleatéria do sinal. Os dois principais tipos de desvanecimentos sdo o desvanecimento
de Rayleigh [Sk177] e, caso exista uma componente dominante no sinal, como por exemplo ocorre
com visada direta, o desvanecimento segue a variavel aleatéria de Rice, mais detalhes em [Ric48]
e [Yac93]

O texto esta organizado em 5 capitulos. No capitulo 1 discutimos os resultados preliminares
que serao usados ao longo de todo o texto. Os capitulos 2 e 3 sdo independentes entre si e
serao utilizados no capitulo 4, onde resolvemos o problema de estudo desta tese. Terminamos o
texto com as consideragoes finais no capitulo 5. No capitulo 2 descrevemos os fundamentos da
transmissao de dados em canais de comunicagao MIMO, descrevemos suas principais caracteristicas
e apresentamos os codigos espago-temporais, ou STC - space-time codes, técnica utilizada para
alcancarmos altas taxas de transmissao de dados, de maneira confidvel, em canais de comunicacao
MIMO. Exibimos ainda os critérios classicos para busca dos cédigos STC. Terminamos o capitulo

2 definindo um ambiente natural para os STC e apresentando o problema de estudo deste trabalho.
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No capitulo 3 apresentamos a técnica usada para resolver o problema de estudo deste trabalho,
as Matrizes Aleatérias, e exibimos algumas aplica¢es e func¢oes densidade de probabilidade. No
capitulo 4 apresentamos os principais resultados do trabalho, exibimos uma funcao densidade de
probabilidade do maior autovalor de matrizes Wishart e deduzimos um novo critério de busca de
STC para canais MIMO.
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Capitulo

Preliminares.

Neste capitulo apresentamos os topicos de matemaéatica e probabilidade que serao usados no
restante do trabalho. Na primeira se¢ao dissertamos sobre os pré-requisitos referentes a teoria das
probabilidades. Nas se¢oes posteriores dissertamos sobre os pré-requisitos matematicos, de dlgebra

linear, nimero de condicionamento, funcao hipergeométrica confluente e funcao gama.

1.1 Probabilidade em um sistema de comunicacao.

O problema da transmissao de informacao em canais de comunicagdo MIMO ¢é enfrentado com
o uso de técnicas que minimizam a probabilidade de erro do canal. O principal objetivo desta sec¢ao
¢é analisar as técnicas usadas para minimizar a probabilidade de erro em um canal de comunicagao
MIMO.

Diversos fatores que envolvem a propagacao de uma onda eletromagnética entre o transmissor
e o receptor nao obedecem a leis deterministicas, uma vez que possuem influéncia de diferentes
fendomenos aleatérios do ambiente. Por exemplo, algumas caracteristicas da atmosfera como grau
de umidade, pressao e temperatura influenciam na propagacao da onda eletromagnética, afetando
o indice de refracao do ambiente, as trajetérias percorridas pela onda eletromagnética, o grau de

atenuacao, etc.. Sao necessarias aplicagoes da teoria de probabilidade para se fazer uma previsao



dos valores na recepcao da onda eletromagnética e que se aproximem o maximo possivel dos
resultados experimentais.

No tocante aos problemas esperados na recepcao em um sistema de comunicacao, a onda
eletromagnética que chega ao receptor é constituida por varias componentes. Essas surgem devido
a reflexdes em terrenos irregulares, obstrugoes existentes no ambiente, variagbes na constante
dielétrica do meio, multiplas trajetorias na atmosfera e outras causas. Como a propagacao das
ondas eletromagnéticas esta associada com diversas propriedades do meio que nao seguem leis
deterministicas, é necessaria a andalise da propagacao como um fendmeno aleatorio. Na maioria dos
casos, € possivel descrever satisfatoriamente as variagoes dos parametros de propagac¢ao no tempo
e no espaco conhecendo as correspondentes variaveis aleatorias envolvidas. Portanto, necessitamos
do conhecimento das propriedades das distribuicoes de probabilidade mais usadas nas descrigoes
dos fendmenos que influem na propagacao.

Devemos levar em conta as fungoes que descrevem os fenémenos no tempo, no espaco e na
frequécia, pois somente os valores médios obtidos nao sao suficientes para caracterizar o desempe-
nho do sistema. O comportamento dindmico dos sinais desejados e de interferéncias sao fatores
importantes para determinar a confiabilidade do sistema. Como sao fendmenos aleatorios, devemos
conhecer o tratamento estatistico mais conveniente em cada caso, veja [Yac02] e [BD91].

Na primeira subsecao definimos as variaveis aleatérias continuas, tépico necessario para as sub-
secOes posteriores. As demais subse¢des apresentam variaveis aleatorias gaussiana, chi-quadrada
central, chi-quadrada nao-central, Rayleigh e Rice. Neste texto apresentamos enfoque voltado para
as aplicacoes dos capitulo 3 e 5. O assunto probabilidade é amplamente divulgado em boas obras
de referéncia e em trabalhos de formato mais aplicado como [PP02]. A principal referéncia deste
capitulo é o livro [Pro00].

Como veremos no capitulo 4, a teoria da probabiliade é um pré-requisito fundamental para se

estudar matrizes aleatorias. Entretanto, o objetivo certamente nao é falar de todos os aspectos da



teoria das probabilidades, e iremos focar nos conceitos de probabilidade e operacoes que sao uteis

ao longo do texto.

1.1.1 Variaveis Aleatorias.

Medigoes efetuadas na antena de um receptor mostram que o nivel instantaneo do sinal sofre
variagoes continuas, que dependem de condigoes e causas imprevisiveis. Nao é possivel, portanto,
estabelecer para ela uma lei de formacao que permita conhecer com exatidao seus valores em
todos os instantes. Podemos apenas prever que este sinal em determinado momento terda o seu
valor provavel entre dois limites conhecidos. Uma grandeza com comportamento deste tipo é

representada por uma variavel aleatéria, indicando que seus valores devem ser previstos por uma

lei de probabilidades.

Definicao 1.1.1. Dado um experimento com espaco amostral S e elementos s € S, definimos
uma fungao X(s) com dominio em S e imagem no conjunto dos ntimeros reais. A fungao X(s) é

chamada varidvel aleatoria.

Existem variaveis aleatorias discretas e continuas, mas estamos interessados somente no caso

continuo.

Definicao 1.1.2. Seja X uma varidvel aleatéria e considere o evento {X <z} ={se€ S| X(s) <
x} com x € (—o0,00). Escrevemos a probabilidade deste evento ocorrer como P(X < z) e a

denotamos por F(z), ou seja,

F(z) = P(X <ux), x € (—00,00).

A fungao F(z) é chamada fungao distribuicdo de probabilidade, também chamada fungao

cumulativa de probabilidade, da variavel aleatoria X.



Como F'(x) é uma probabilidade, temos que 0 < F(z) < 1. Sabemos que F(z) é uma curva

suave, logo derivavel em todo seu dominio, além disso é nao-decrescente.

Defini¢ao 1.1.3. A derivada de F(z), denotada como p(z), é chamada fungdo densidade de

probabilidade da variavel aleatoria X.

Assim, temos que

= p(z), x € (—00,00), (1.1.1)

ou equivalentemente,
me):i/x p(t)dt. (1.1.2)

Como F'(x) é nado-decrescente entao p(z) > 0, e uma outra propriedade da fun¢ao densidade de

probabilidade é dada por

F@ﬁ:/MM@mZL (1.1.3)

Observagao 1.1.4. Adotamos o termo fung¢do cumulativa de probabilidade para usarmos
livremente, de agora em diante as abreviagoes fcp e fdp para as fungoes cumulativa e densidade de
probabilidade, respectivamente. Além disso, abreviamos o termos variavel aleatéria simplesmente

por va.

Frequentemente, precisamos determinar a probabilidade de alguma va X pertencer ao intervalo
(1, 22), onde 21 < x9. O evento {X < x5} pode ser descrito como unido de dois eventos mutu-
amente exclusivos, {X < z1} e {x; < X < z5}. Portanto a probabilidade do evento {X < x5}

pode ser expresso pela soma das probabilidades dos eventos mutuamente exclusivos. Assim

P(XSJIQ) = P(X§$1)+P(JI1<X§$2)

F(ZL‘Q) = F($1)+P($1<X§Qf2),



ou ainda

Plo1 < X < 22) = Flas) — Fz) = /mp(t)dt. (1.1.4)

1
Em outras palavras, a probabilidade do evento {x; < X < x5} ocorrer é simplesmente a area
abaixo da fdp que descreve o comportamento da va X no intervalo r; < X < xs.

Quando trabalhamos com experimentos combinados ou ensaios repetidos de um experimento
simples, encontramos miiltiplas va envolvidas. Sendo assim, existem mais que uma fdp e fcp.
Multiplas va sdo basicamente fungoes definidas em algum espago amostral dos experimentos com-
binados.

Sejam X3 e X, va, a fcp para duas va ¢é definida como

1 To
F(zy,20) = P(Xy <21, Xo < 19) = /_ /_ p(ty, to)dt dts,

onde p(x1,x2) é a fdp conjunta, que pode ser expressa por

82
817181’2

p('rlaxZ) == F(I‘l,l’g).

Uma importante propriedade de tais funcoes é:

F(o0,00) = /°° /°° plty, bo)dtydty = 1.

Suponha que a va X, seja proveniente do evento F; e a va Xy do evento Fs. Se o evento F;
¢ independente do evento F,. Assim, a probabilidade conjunta é o produto das probabilidades
correspondentes para cada va. Portanto a va bidimensional é independente estatisticamente se, e
somente se,

F(x1,29) = F(x1)F(x9)



que também pode ser expressa por

p(z1,22) = p(x1)p(2). (1.1.5)

A teoria de va multiplas pode ser facilmente generalizada para mais que duas va.

Um problema que frequentemente surge em aplicacoes praticas de probabilidade é o seguinte:
Dada uma va X, caracterizada por sua fdp px(z), determinar a fdp Py (y), da nova va Y = g(X),
em fungao de Px(x). Quando a aplicagdo g é injetora, é relativamente simples determinar py (y).
Contudo, quando g ndo é injetora, devemos ter mais cuidado para obter py(y). Vejamos dois

exemplos.

Exemplo 1.1.5. Dada a va X, considere a va Y definida como
Y =aX + 0,

coma>0ebeR. Sejam Fx(z) e Fy(y) as fcp para X e Y respectivamente. Pela definigao m

e equacao (|1.1.2), temos

a

_ /%pr(t)dt:FX (y_b>, (1.1.6)

(%) a

F(y) = P(Y <) = P<aX+b§y>=P<ng_b>

derivando ([1.1.6) com respeito a y, obtemos a relagao.

py(y) = ipx (y — b) . (1.1.7)

a

Portanto, as equagoes ([1.1.6)) e (1.1.7) descrevem a fcp e fdp da va Y em fungao das fcp e fdp

da va X. Observe a injetividade da funcao que relaciona X com Y.



Exemplo 1.1.6. Dada a va X, considere a va Y definida como
Y =aX?+b,

coma > 0ebeR. Ao contrario do exemplo anterior, agora a fungao entre as variaveis X e Y nao

é injetora. Assim

Fy(y) = P(Y <y)=PaX*+b<y)

)
Fy(y)ZFX( ya_b)—Fx(— y;b>,

como no exemplo anterior obtemos a relacao.

() = y—>b 1 n B y—>b 1
py\y) = Px a 2@\/@ bPx a 2a\/E

O caso particular com ¢ = 1 e b = 0 é de extrema importancia. Nesse caso Y = X? e a fdp

por (|1.1.4))

satisfaz

pyv(y) = px(VY) - 2\1/§+PX(—\/§) : 2\1@ (1.1.8)

E possivel verificar a existéncia de um valor médio, determinado a partir da soma de todos
os valores em um intervalo definido, dividido pelo nimero de valores utilizados. Por se tratar de
uma variavel sem lei de formacao conhecida, o valor médio, em uma primeira abordagem, da uma

informagao muito 1til do comportamento esperado para a variavel.

Definicao 1.1.7. O wvalor médio, valor esperado ou primeiro momento de uma va é dado por

mx = E(X) = /OO x - p(x)dx

—00



Figura 1.1: Comportamento tipico de sinal recebido. Neste caso a grandeza nao obedece a uma
lei de formacao e deve ser descrita por uma va.

-

E possivel que os valores positivos e negativos de uma grandeza aleatéria sejam equiprovaveis,
o que conduziria a um valor médio igual a zero. Na figura ilustramos uma situacao em que este
fendomeno pode ocorrer para uma variavel sem lei de formagao. Por outro lado, existem valores de
grandezas fisicas que nao estao associados ao seu valor médio. Por esta razao, ha necessidade de

se introduzir o conceito de o valor médio quadratico ou segundo momento.

Definicao 1.1.8. O valor médio quadrdtico ou segundo momento de uma va X ¢ definido por

me = E(x) = /OO 2? - p(r)de.

Definicao 1.1.9. A varidncia de uma va X representa o valor médio quadratico dos desvios em
relacao a média aritmética da va, e indica quao longe os valores da va se encontram de my, sendo
definida como

ox = E((x —my)?) = / (x —m,)? p(z)dr > 0.

— 00

Expandindo o integrando acima, a variancia é igual a sua média quadratica menos o quadrado
de sua média aritmética,

ox =My — mi. (1.1.9)

Seguem algumas propriedades da média e variancia.



Lema 1.1.10. Sejam X,Y va, a,b € R, temos que

E(aX +bY) = aBE(X)+bE(Y)

Var(aX +b) = a*Var(X).
Se X e Y sao independentes, temos ainda que
Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y)

Agora, vamos exibir algumas fung¢des que sao tteis quando estudamos alguns topicos de pro-

babilidade, as fungoes erro, erro complementar e cauda, denotadas por er f(x), er fc(z) e Q(x).

Definigao 1.1.11. Seja x > 0, as fungdo erro e fungdo erro complementar sao definidas

repectivamente por

erf(z) = /Ox\/Q%exp(—tQ)dt,

erfe(x) = /:O \/27_? exp(—t2)dt =1 — erf(z).

Note que tais fung¢oes sdo complementares, pois er f(x) + er fe(x) = 1. Geometricamente, tais

funcdes estdo relacionadas com a area da funcdo 2exp(—2?)/+/7. Para finalizar, apresentamos a

funcao cauda.

Definicao 1.1.12. A funcdo cauda é definida como

Q(zx) = /xoo \/12_7r exp <_t2> dt.

Analiticamente as funcoes erfe(x) e Q(x) estao relacionadas pela expressao

Qz) = ; cerfe <\é§x> | (1.1.10)



1.1.2 Variavel Aleatoria Gaussiana.

Uma fdp tem comportamento Gaussiano quando obedece uma lei de formagao do tipo
p(x) = e—q(x)’

onde ¢(z) é um polindémio do segundo grau.

Definicdo 1.1.13. Uma varidvel aleatéria X, que possui valor médio my e varidncia o3 com fdp
descrita por

1 — 21
p(r) = ———exp | — (xmx> =, com — oo < < 00, (1.1.11)
2mox ox 2

é denominada varidvel aleatéria gaussiana. Neste caso denotamos X ~ N(mx,o%).

O gréfico da fdp gaussiana é simétrico em relacdo a reta x = my, atinge seu valor maximo no

ponto x = mx e ainda zgrﬁm (x) = 0.

Defini¢ao 1.1.14. O caso mais simples da distribuicdo gaussiana ocorre quando X ~ N(0, 1),

neste caso a fdp é dada por

ela recebe nome especial gaussiana normal.

Entretanto, toda fdp gaussiana pode ser normalizada, ou seja, toda funcao do tipo
pode ser escrita na forma da defini¢ao . De fato, se X ~ N(myx,o%), defina a nova va
Y = (X —mx)/ox, e usando o lema provamos que my = 0 e o3 = 1, pois BE(Y) =
—myx/ox +1/oxE(X)=0e Var(Y) = Var(X)/o% = 1. Portanto Y ~ N(0,1).

Sejam a,b € R, com a < b. Usando as propriedades de va definidas em e no caso

10



particular em que a va X ~ N(mx, 0%), obtemos trés propriedades da fep da varidvel gaussiana.

Pla<X) = /aoo \/%UX exp (- (t _U;”X)Q - ;) dt (1.1.12)
P(X <b) = /boo \/%UX exp (— (t _ajx)Q : ;) dt (1.1.13)
Pla<X <b) = /ab \/%0 exp (— (t;zﬂ‘x)zg dt (1.1.14)

A funcao cauda descreve a probabilidade da va X, onde X ~ N(0,1), pertencer ao intervalo

[a, 00). Nesse caso,

Pla< X)= aoo \/12_7Texp <—l;> dt = Q(a) = ;erfc (\%)

e, usando o famoso limitante de Chernoff,
erfe(r) < exp (—x2) , (1.1.15)
obtemos uma importante relagao
1 2
Qa) =Pla< X) < 5 eXP (—) : (1.1.16)

Analogamente, se X ~ N(my,o%), entdo

P(XEa)zQ(

a—mx>

0Xx

Usando o limitante de Chernoff, temos

P(X >a) < ;exp <— (a_mx>2-1>. (1.1.17)

ox 2
1.1.3 Variavel Aleatéria Chi-Quadrada Central.

Comecamos a subsecao com a seguinte definicao.

11



Definicdo 1.1.15. Se X é uma varidvel aleatéria gaussiana, entdo ¥ = X2 é uma va chi-

quadrada.

Existem dois tipos de va chi-quadrada. A primeira é chamada “va chi-quadrada central',
obtida quando X ~ N(0,0%). A segunda é chamada “va chi-quadrada ndo central', obtida
quando X nao possui média nula.

Nesta subsecdo consideramos a va chi-quadrada central. Suponha que X ~ N(0,0%) e defina

Y = X?. Pela equacdo (|1.1.8)), definida no exemplo temos que

px(EVY) = vE;OXeXp<—(i3§D -;) = vﬁéaxexp<_1zé';>

concluimos que a fdp da va chi-quadrada central é dada pela expressao

() = 1 1 y 1 1 1 y 1 1 y 1
—exp | —5 exp|l—5 = | =—exp|—F = |,
priy 2\/_ 2mox P 03( 2\/_ 27TO'X P o% 2 2myox P o% 2

para y > 0. Usando ([1.1.2]), obtemos que a fcp da va chi-quadrada central tem a seguinte expressao

dt, y>0

=) maxfe’q’< 2%)

que nao pode ser expressa em forma fechada. Tanto a varidancia da va chi-quadrada quanto sua
média serao exibidas mais adiante.

Quando Y = X?, dizemos que a distribuicdo possui um grau de liberdade. O caso mais
interessante é quando a va chi-quadrada possui mais que um grau de liberdade. Suponha que as

va X;, i = 1,---,n sdo independentes e do tipo N(0,c?). Defina a va

Y =Y X7 (1.1.18)

12



Dizemos que a va chi-quadrada em (|1.1.18)) tem n graus de liberdade. Sua fdp é dada por

1 n_ Y
py(y) = oY "exp (—02) , y >0 (1.1.19)

onde I'(p) é chamada fungao gama e serd definida na secao 1.5.

A fcp da va chi-quadrada com n graus de liberdade é dada por

Fy(y) /y L a1, ( ! >dt
= ———t2 exp | —=— ) dt.
v 0 gn9aT (g) P\ 7202

Os parametros que definem a va chi-quadrada central sao dados por:
E(Y) = no?, E(Y?) = 2no* + n?o*, o2 = 2no*

Observacao 1.1.16. Suponha que a va complexa Y = X; +iX, EI, possui como componentes reais
e imaginarias va gaussianas, independentes entre si, regidas por ~ N(0,0?). Nesse caso a va | Y |?
= X7+ X3, segue distribuicdo chi-quadrada central com dois graus de liberdade. Usando (1.1.19)),

ava | Y |? possui a fdp

1 y
) = 00 (=373 )

1.1.4 Variavel Aleatéria Chi-Quadrada nao-central.

Nesta se¢do consideramos o estudo da va chi-quadrada nao-central. Como mencionado
na secao anterior, tais va sao obtidas de uma va Gaussiana com média nao nula. Suponha que

X ~ N(mx,o0%) e defina Y = X?| logo

o3 2

1 1 (Y —mx)? 1) 1 1 eXp(_(—\/g—mXVq)

= ——exp|——"Yr—" - |+ ——F—+~+—
pv(y) 2\/y\2rox p( o% 2 2\/y\2rox

1 1 2) 1
= ————¢exp _(?;LQmX) - — ] cosh \/ﬂgnx ,y > 0.
2\/y\2mox a

0x 2 X
1 ;o Z . 7’ .
onde j = v/—1, como é usual em textos de engenharia elétrica.

13



Dessa forma, obtemos a fdp da va chi-quadrada nao-central com um grau de liberdade. Para
generalizar o resultado acima, suponha que as va X;, « = 1,---,n sao independentes e do tipo

N(my,,0?), com média my, (ndo necessariamente iguais) e mesma varincia 0. Defina a va
n
_ 2
Y => X (1.1.20)
i=1

Dizemos que a va chi-quadrada nao-central definida em ([1.1.20) tem n graus de liberdade. Sua

fdp ¢é dada por

1 /y\"T 24y ENG
= (2 — . Ve >
pv(y) 202 <52) P ( 202 > I(Efl) ( o )’ y=0

onde, por defini¢ao

é a soma dos quadrados das médias das va gaussianas e é chamado de coefiente de nao-centralidade,
e onde I,(x) é a a-ésima func¢ao de Bessel modificada do primeiro tipo.

Os parametros que definem a va desta secao sao dados por:
EY)=no’+5s* EY? =2no*+40%s* + (no® + 5*)?, o3 = 2no* + 40*s%. (1.1.21)

Observacao 1.1.17. Suponha que a va gaussiana complexa Y = X; + X5, possui como com-
)
ponentes reais e imagindrias va gaussianas, independentes entre si, tal que X; ~ N(mq,0?) e

Xy ~ N(my,0?). Nesse caso a va | Y |*= X? + X3 segue distribuicdo chi-quadrada nao-central

14



com dois graus de liberdade. Sua fdp e seus parametros sdo dados por

52 + 5./Y
py(y) = exp|— Qy Iy 7\/2_ , y<0
20 o

_ 2 2
§° = mi+m;

EY) = 20 +¢*

ol = 4o+ 4075

1.1.5 Variavel Aleatéria de Rayleigh.

O desvanecimento obtido quando o meio de propagacao de uma onda eletromagnética nao possui
linha de visada direta entre o receptor e o transmissor é modelado pelas va do tipo Rayleigh. Nesta
subsecao apresentamos, com detalhes, tal va.

Podemos admitir que as ondas que chegam ao receptor tenham fase uniformemente distribuidas
entre 0 e 27 rad. Consideramos a amplitude e a fase independentes entre si. Consequentemente, em
certo instante, as componentes estardao em fase, produzindo uma grande amplitude, significando
interferéncia construtiva entre os diversos sinais. Segundo [Yac93], o desvanecimento pode ser

determinado considerando um sinal transmitido S, na frequéncia wy, e com amplitude o como

S = ae™".

Se «; e #; sao a amplitude e a fase das componentes recebidas, respectivamente o sinal resultante
S, é dado por

s, = zn:aie“%t*@i) — peilent+0), (1.1.22)
=1

onde

n . .
Z et = rew,
i=1
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que pode ser escrito como
n n
ZOzicos@i —I—Z'Zaisin@ =re? =z + iy,
i=1 i=1

com

x = rcosb; y = rsinb; r? =2 + 2 (1.1.23)

Em (1.1.22)), a va 6; possui distribui¢ao uniforme entre 0 e 2. Usando o teorema do limite central,
que sera definido na subsecao 1.1.7, podemos supor que as va «; e #; tendem a serem va gaussianas

X e Y, com média zero e varidncia o3 = 03 = 0%, cuja fdp é dada por:

) 1 ( z )2 1

z) = exp|—(—] =],

b V2roy P oz 2

onde Z pode representar X ou Y. Como as va X e Y sao independentes e com mesma variancia,

por ([1.1.5)) sua fdp p(z,y) tem a seguinte expressao

p(z,y) = p(x)p(y) = 2730% exp (— (37;;) : ;) .

Fazendo uma mudanca de varivaveis, podemos escrever tal probabilidade em funcao de r e 6 por

r r\? 1
p(r,0) = 302 exp (— <Uz> : 2) .

Tomando a média de p(r, §) em relacgdo a 6, temos

2m 2m r r 2 1
p(r) = /o p(r,0)do _/o om0’ exp <— (UZ> -2> do

r (7’)2 1 5 r (T)2 1
= | —=exp|—|—) ‘= || 2r=—5exp|—(—]) -=].
2102, P oz 2 0% P 0z 2
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Definicao 1.1.18. A funcgao densidade de probabilidade de Rayleigh é dada pela equagao
r r\21
— exp | — () = r>0
p(r) =4 72 oz/ 2
0 r<0

Observe que o valor de oz que aparece na defini¢ao é a variancia das va X e Y, mas

nao é a variancia da va de Rayleigh R. Esta nova va depende de X e Y, e é dada pela expressao

R=vVX?2+Y?2 veja (1.1.23).
Usando as definicoes [1.1.7], [1.1.8] e [T.1.9] obtemos que sua média e varidncia sao dados por

T 7r
E(R) = \/;UZ, oh = (2 — 2) 0%

A abordagem descrita acima ndo ¢ comum em textos de engenharia. A maioria dos textos

apresentam a abordagem que segue. As duas se complementam.

As va do tipo Rayleigh surgem no estudo de va complexas Y cujas componentes reais e imagi-
narias sao va gaussianas com mesma variancia e média nula. Nesse caso o valor absoluto da va Y
é uma va do tipo Rayleigh.

Para ser mais preciso, suponha que a va complexa Y = X; + j X, é tal que X1, Xy ~ N(0,0?).
Pela observacao , temos que | Y [*= X} + X7 segue distribui¢do chi-quadrada central com

dois graus de liberdade cuja fdp é dada por

1 Yy
pyp(y) = 952 exp (_W> 3 y > 0.

A partir da va chi-quadrada | Y |?, definimos a va de Rayleigh como

R=\/lY 2= /X2 + X3,
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com uma mudanga de variavel na fdp acima, obtemos que a fdp de Rayleigh é

1.1.6 Variavel Aleatoéria de Rice.

A distribuicao de Rice foi proposta no fim da década de 40 e é usada quando existir um sinal
forte de linha de visada adicionado a sinais mais fracos, veja [Ric48|. A componente de amplitude
dominante corresponde ao trajeto em visada direta entre o transmissor e o receptor. Os demais
sinais sao originados em multiplos percursos, causados por reflexoes e difragoes em obstaculos na
regiao. Este tipo de comportamento ocorre em telefonia mével e transmissoes via satélite [Ste99].
O sinal recebido é a soma fasorial das ondas espalhadas com o sinal direto [Par00]. A envoltéria
do sinal recebido é determinada conforme as caracteristicas de amplitude e fase das diferentes
componentes [Yac93].

Neste caso, o sinal recebido S, pode ser representado como
S, = rel(Wottd) ae’“ot

onde o primeiro termo corresponde as componentes de onda espalhada e a segunda parcela corres-
ponde a onda dominante, suposta com amplitude a. Esta expressao pode ser reescrita introduzindo
uma amplitude complexa. Para isto, combinamos componente real e imaginaria, frequentemente

referida com o componente em fase e componente em quadratura. A forma final é
Sy = ((z +a) + jy)e™",
que para ser equivalente a descricao do caso Rayleigh, os parametros x e y sao dados pelas relagoes

r? = (x4 a)® + % x+a=rcosb; y = rsinf.
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Definicao 1.1.19. A funcao densidade de probabilidade do tipo

r? 4+ a? <ar
0

T T 2 2)
pr) =4 3¢ 20 N/ r=0 (1.1.24)

0 , <0
¢ chamada fun¢do de densidade de probabilidade de Rice. Temos que [y é a funcao de

Bessel modificada de primeira espécie e ordem zero, veja mais em [And98].

Quando a = 0, a equagao ([1.1.24) coincide com a fdp de Rayleigh descrita na defini¢ao|1.1.18]

Quando o pardmetro a/c tende ao infinito, a va de Rice tende a comportar-se como uma va

gaussiana.

1.1.7 Teorema do Limite Central.

O teorema do limite central estabelece que a fcp da soma de va independentes tem comporta-
mento gaussiano quando a quantidade de varidveis cresce. Existem varias versoes deste teorema.
Sejam X1, ---, X, va reais com mesmo tipo de distribui¢cao, ndo necessariamente gaussianas, com
média finita p e varidncia o2 para algum o > 0. Defina S, := X; + - - - + X,,, entdo S, tem média

nji e varidncia no?. Considere a soma normalizada

Sy —np

Ly, ;
Vno

temos que Z, tem média zero e variancia 1. O teorema do limite central trata do comportamento

assintotico de sua distribuicao.

Teorema 1.1.20. (Teorema do Limite Central) Sejam Xi,---, X, = X va reais independentes
de média finita p e varidncia o® para algum o > 0 e considere Z, como acima. Entdo, quando

n — 0o, Z, converge para distribui¢do gaussiana padrao N(0,1) .
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1.2 Algebra Linear.

Nesta secao apresentamos os resultados de Algebra Linear uteis para este trabalho. Usamos
como referéncia os livros [HJ91], [GL96| e [Mey01]. O estudo de Matrizes é um ramo de pesquisa
de interesse basico e tem aplicacoes em Ciéncias da Computagao, Teoria de Sistemas de Controle,
Fisica Matematica, Economia, Estatistica e Engenharia. Além disso, também é necessaria em

outras areas da Matematica Pura.

Definicao 1.2.1. O conjunto das matrizes com entradas nos nimeros complexos com m-linhas e

n-colunas serd denotado por M,,«,(C). Analogamente obtemos o conjunto M,,«,(R).

Matrizes serao denotadas por letras maitsculas, A, B, C, --- . A seguir apresentamos algumas

defini¢oes basicas.

Defini¢do 1.2.2. Seja A = (a;;) € M,(K), onde K € {R,C}. A matriz A" = (a;;) € M,(R) é
matriz transposta de A. A matriz A* = (a;;) € M,(C) é matriz transposta conjugada de

A.

Definigao 1.2.3. Seja A = (a, ;) € M,(R), logo:
i) Se A = AT, dizemos que A é matriz simétrica;
ii) Se A = — A", dizemos que A é matriz anti-simétrica;
iii) Se A- AT = AT . A = I, dizemos que A é matriz ortogonal.
Seja A = (a;;) € M,(C), logo:
iv) Se A = A*, dizemos que A é matriz hermitiana;
v) Se A = — A", dizemos que A é matriz anti-hermitiana;
vi) Se A- A* = A" - A, dizemos que A é matriz normal,

vii) Se A- A* = A" - A= [, dizemos que A é matriz unitdria.
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Definicao 1.2.4. Seja A = (a;;) € M,(C). O trago da matriz A é denotado por tr(A) e

definido como sendo a soma dos elementos da diagonal principal, ou seja,

t’l"(A) = Z ai,i-
=1

Embora multiplicagdo de matrizes nao seja comutativa, a fungao traco é um dos poucos casos
onde a ordem das matrizes pode ser mudada. Isto, quando os produtos AB e BA estejam definidos.

Dadas A,,xn, Bnxm, entao os produtos AB, BA estao definidos e vale
tr(AB) = tr(BA).

Definicao 1.2.5. O posto de uma matriz é o nimero maximo de linhas ou colunas desta matriz

que sao linearmente independente.

Defini¢ao 1.2.6. Dada matriz A € M, ,(K), escalar A € K e vetor v ndo-nulo satisfazendo a
equacdo Av = Av. Dizemos que A\ e v sdo, respectivamente, autovalor e autovetor de A. O

conjunto de todos autovalores de A é chamado espectro de A e serd denotado A(A).

Proposicao 1.2.7. [GL96], Dadas A,,xn € Bpxm com m > n, entdao A(AB) = A(BA)U{0,---,0},

onde a quantidade de zeros no conjunto é m — n.

Teorema 1.2.8. A € M,,,(C) é normal se, e somente se, existe matriz unitaria @ € M, x,(C)
tal que QAQ™ = diag(Ai, A2, -+, \,). Assim A é normal se, e somente se, é unitariamente diago-

nalizavel.

Proposigao 1.2.9. Sao validas as seguintes propriedades:

i) Se A € M,,(C) ¢é anti-hermitiana, entdo seus autovalres sdo niimeros complexos imaginarios
puros;

ii) Se A € M, (C) é hermitiana, entdo seus autovalores sdo niimeros reais;

iii) Se A € M, (C), os autovalores de AA™ e A*A sdo niimeros reais ndo-negativos;
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iv) Se A € M,x,(R), entdao A(A) = A(AT);
v) Se A € M, ,(R), entdo A € A\(A) & X € M\(A).

Teorema 1.2.10. (Decomposicao em Valor Singular.) Seja A € M,,.,,(C) de posto r, existem

matrizes unitarias Upyxm, Voxn € matriz diagonal D, = diag(oy, 09, -, 0,) tal que
D 0
A=U % comoy > 09> >0, > 0. (1.2.1)
0 O
mXxXn

Os 0, sdo chamados de valores singulares nao-nulos de A e sao tinicos. Quando r < p = min{m,n},

dizemos que A tem (p — r) valores singulares nulos.

Definicao 1.2.11. A fatoracao em ((1.2.1)) é chamada decomposicao em valor singular de A.

Corolario 1.2.12. Se A, é Hermitiana, entdo os valores singulares o;(A), -+, 0,(A) s@o valores
absolutos | A;(A) |,---,| An(A) |. Tal relacio também ocorre quando A é normal.

Defini¢ao 1.2.13. Uma norma para um espaco vetorial (V,K) é uma funcao || - || de V em R
tal que

i) || v || > 0 para qualquer v € V;
i) |v||=0 v=0;
iii) || av || =| a ||| v || para qualquer escalar a € K e qualquer v € V;

) |v+wl <ol +wl

Defini¢ao 1.2.14. Um espaco vetorial normado ¢ um par (V, | - ||), onde || - || ¢ uma norma para

o espaco vetorial V.

Definicao 1.2.15. Seja z € C", a norma p é definida como

N
Izl (Z 2, |p) |
=1

Quando p = 2, temos a norma FEuclidiana.
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Como M5, (C) é um espaco vetorial de dimensao m - n, podemos usar norma de vetores em

matrizes. Por exemplo, podemos identificar a matriz

A=
-4 =2

com o vetor (2,—1,—4,—2) € C*. A norma Euclidiana em C* pode ser usada para escrever
1
A= ((2)* + (=1)* + (=4)* + (=2)*)2 = 5.
Defini¢ao 1.2.16. A norma de Frobenius de A € M,,,(C) é definida pela equacao
« 2
I AlF=>_ | ay [*= tr(AAY) Z | Ai [15= > 11 Agy 115,
i i=1 j=1

onde A;, denota a i-ésima linha e A,; é a j-ésima coluna da matriz A.

A norma de Frobenius para matrizes é til para alguns problemas, mas nao é muito adequada
para algumas aplicagboes. Dessa forma, precisamos explorar outras alternativas. Mas antes de
desenvolvermos diferentes normas de matrizes, primeiro formulamos uma defini¢cao geral.

Multiplicagao de matrizes distingue matrizes de espago de vetores, por exemplo, o produto de
duas matrizes é uma matriz, mas sabemos pouco sobre produtos de vetores (exceto para R, R? e
R*). Entdo uma propriedade extra que relaciona || AB || com || A || e || B || é necesséria na definicao
1.2.13, A norma de Frobenius sugere a natureza dessa propriedade extra. Seja A € M,;,«,(C) e

x € C", entao Ax € C™, temos que

Az I3 = > (Ax): |”

(2

i—1
= Z|ZA1]:E] |2
< S ATl

=1
= [ AlE- =3

NN NE

3



Portanto

Az flo <[ Afle -2 ]2 (1.2.2)

A expressao (|1.2.2)) diz que a norma de matriz de Frobenius e norma de vetor Euclidiana sao

compativeis. Tal compatibilidade implica que dadas A € M,,«,(C), B € M,«,(C), entao

p p m
ITABIE = >l (AB)u I3 =2 1 2 (AB) I3
k=1 k=1 =1
p m P m
k=1 =1 k=1i=1

IN
M=

D1 A |3 | Bk II2

1i=1

m
= 2 A2 1 Ba s = 1 AIE- 1 BIlF-
k=1 =1

£
=l

Isto sugere uma propriedade submultiplicativa || AB || <|| A || - || B || na defini¢do [1.2.13] Uma
outra maneira de definir normas em matrizes é usar norma de vetores, relacionando matrizes com

operadores.
Defini¢ao 1.2.17. Seja A € M4, (C),v € C" e p > 1, a p-norma de matrizes ¢ dada por

1 || Av [l

| A ll,= max)y,,

Nesse caso vale que || Av ||, < [| A - | = ||,

Podemos facilmente provar que || AB ||, < || A |, - || B ||, para A € M,,xn(C) e B € M, »,(C).

Agora podemos definir norma de matrizes.

Definicao 1.2.18. Uma norma de matrizes ¢ uma funcio || - || de M, (C) em R que satisfaz:
DIAIZ0, VA€ Mux(C)
ii)[|[A]=0A=0, VA € Myyn(C);
i) A ||=]al|] 4] , Va € C,VA € My, (C);
) [[A+B<[Al+[IBI,  VABEMuu(C)
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V) || AB || < || A| - || B, desde que o produto AB esteja definido.
Agora, discutimos uma maneira de obter normas para matrizes.

Teorema 1.2.19. Seja A € M,,5,(C), a norma de matriz induzida pela norma de vetores Eucli-

diana é
| Allz = max)z,=1 || Az |2 = 01(A) = /A (AA%),

onde o1(A) é o maior valor singular de A e A\;(AA*) é o maior autovalor de AA".

Definicao 1.2.20. A norma de matrizes induzida pela norma Euclidiana chama-se norma es-

pectral.
Corolario 1.2.21. Se A € M,,xm(C), entao || A2 =1 A" |2

Teorema 1.2.22. Se A € M5, (C), entao

1 1
1A 2= =

ou(A) A (A4%)

Teorema 1.2.23. Se A € M,,»,,(C) tem posto(A) = r, entdo:

i) autovalores ndo-nulos de AA™ e A*A sdo iguais e positivos;
ii) valores singulares, ndo-nulos, de A sao raizes quadradas dos autovalores nao-nulos de AA*;
iii) Se A é normal com autovalores ndo-nulos {A;, Aa, - -+, A}, entdo os valores singulares de A

sao {| A1 [, A -5 [ A [

Sabemos que todas as normas em um espaco vetorial de dimensao finita sdo equivalentes.
Assim, em um espago vetorial de dimensao finita, todas as normas geram a mesma topologia.
Para problemas topologicos, como convergéncia, a escolha da norma tem o mesmo efeito. Por
outro lado, em aplicacoes de problemas particulares, pode ser mais conveniente usar uma norma

ou outra.
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A andlise de algoritimos de matrizes frequentemente usa norma de matrizes. Por exemplo,
a qualidade de um sistema linear pode ser ruim se a matriz dos coeficientes for préxima de ser
nao-inversivel. Para medir a noc¢ao de ser proxima de nao-inversivel precisamos de uma medida no

espaco de matrizes. Este assunto serd tratado na secao 1.3.

1.3 Numero de Condicionamento.

Usando Algebra Linear, sabemos que dois aspectos sdo importantes na resolucao de um sistema
linear: existéncia de solugao e um método eficiente para resolver o sistema. Entretanto, para alguns
sistemas lineares, devemos ainda considerar se a solugdo é muito sensivel a pequenas mudancas
nos coeficientes do sistema linear.

Dessa forma, estudamos sistemas lineares Mal Condicionados. Estes sistemas estao relaci-
onados com o fato da matriz de os coeficientes estar proxima de ser nao-inversivel. Para analisar
a influéncia que perturbagoes dos dados de entrada podem provocar na solugao do sistema linear,
definimos nimero de condicionamento. A principal referéncia desta se¢ao é [Fra06].

Algumas limitagoes para a resolucao de sistemas de equagoes lineares grandes sdo a memoria
do computador e a velocidade dos calculos. A velocidade dos calculos, contudo, ndao é somente a
medida de tempo, ela também depende de estabilidade numérica e da natureza do método e taxa
de convergéncia.

Essas questoes nao sao novas. Em 1946, von Neumann e seus colaboradores estudaram matema-
ticamente estabilidade numérica para n = 100. Hoje, esse niimero ¢ aproximadamente n = 50.000,
que embora muito melhor, é insuficiente. O trabalho de von Neumann e seus colaboradores Barg-

mann, Goldstine and Montgomery pode ser encontrado em [Neu63].

Definig¢ao 1.3.1. O niimero de condicionamento de uma matriz quadrada A é definido como
cond(A) =[| AT [ A,
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onde || - || é alguma norma de matriz.

O sistema linear Az = b, onde A é inversivel, possui como solucdo o vetor z = A~'b. Vamos
impor perturbagdes no vetor b e a matriz A, em seguida vamos analisar o efeito de tais perturbagoes
na solugao do sistema. Seja x a solu¢ao do sistema Ax = b.

Primeiro Caso.

Considere perturbacdo no vetor b na forma b + db. Dessa forma, a solu¢do = também sera

perturbada por x + dz, que deve satisfazer a equacao
A(x + dx) = b+ b,

obtemos que

x+6x = AN (b+ 6b).

Desejamos encontrar uma maneira de relacionar dx com db, ou seja, sabendo o tamanho da

perturbacdo em b, como estimar a perturbacao em dz? De fato, como Az = b entao

Adx = 0b,
como A é inversivel, segue que
bz = A1ob.
Aplicando uma norma induzida || - || em ambos os lados da igualdade anterior , temos que

Foz | < A7 - [l ob]l -

Por hipdtese Ax = b, logo
[oll=ll Az | <Al -[l=].
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Multiplicando as duas inequacoes anteriores,
[ |- Mol <l AT -Nobl-ITAl-N=].

Assim

| oz || 1 | 90 ||
<|l A A —r.
fey =14 AT

Portanto, a perturbacgao relativa em x esta relacionada com a perturbacao relativa em b pela

constante multiplicativa || A7 || - || A |.
Observagao 1.3.2.

o cond(A) =|| AT [ Al =l A7 A =T = 1;

v
1o
dependera do valor do niimero de condigdo que ¢ maior ou igual a 1;

pode ser interpretada como uma medida do erro relativo em b. O erro em

o Se cond(A) é grande, entdo pequenas perturbagdes relativas em b podem produzir grandes

perturbacgoes relativas em x, e o problema de resolver Az = b é mal condicionado.

Segundo Caso.
Consideremos agora uma perturbacao da matriz A da forma A+§A, de tal forma que (A+6A)~"

exista. Dessa forma, a solucao x também sera perturbada, isto é, temos que
(A+0A)(x + dx) = b,

assim
(z+0z) = (A+35A)"'b.
Por hipétese © = A™'b, com alguns célculos concluimos que

[RZa
I (z +dz) ||

JA
< cond(A) - HHAHH
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Novamente, se cond(A) é grande, entdo pequenas perturbagoes em A produzirao grandes per-
turbagoes relativas em x, e o problema de resolver Az = b é mal condicionado. Por outro lado, se
cond(A) é perto de 1, dizemos que o sistema é bem condicionado, ou seja, pequenas mudangas em

A ou em b causam pequenas mudancas na solucao .

Proposicao 1.3.3. Supondo que o nimero de condicionamento esteja munido da norma espectral,

temos que:
O'I(A>
. A= —=:
cond(A) o (A)
, _ )
« Se A é normal, entdo cond(A) =| ) l;

Se A ¢é unitaria, entao cond(A) = 1;

Se A nao é inversivel, entdo cond(A) = oo.

Outro tipo de nimero de condicionamento foi estudado por [Dem88]. Seja || X ||r a norma de

Frobenius de X, assim o ntimero de condicionamento ¢ definido por || X ||z - || X~ ||

1.4 Método das Poténcias.

Autovalores e autovetores estao presentes em diferentes ramos da matemaética, sendo assim, é
necessario apresentar métodos numéricos para a determinacao dos autovalores e seus correspon-
dentes autovetores. Entretanto, em muitas aplicagoes nao é necessario obter todos os autovalores,
¢ comum buscar apenas o maior autovalor e seus correspondentes autovetores.

A menos que a matriz seja de ordem baixa, ou tenha muitos elementos iguais a zero, a expansao
direta do determinante para obter o polinémio caracteristico é ineficiente. Encontrar o determi-
nante de uma matriz é computacionalmente dificil, e encontrar boas aproximagoes para as raizes

de p(\) também é dificil.
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Dessa forma, apresentamos um método numérico para encontrar o maior autovalor de uma
matriz, sem calcular o polindmio caracteristico. Usamos como referéncia o texto [Fra06]. Existem
outros métodos numeéricos para tal busca, e mais detalhes sobre estas técnicas podem ser encontra-
dos em [Wil65]. O método é 1til, na pratica, desde que se tenha interesse em determinar apenas
autovalores, de médulo grande, e que estes estejam bem separados, em mddulo, dos demais. O

método das poténcias baseia-se no seguinte teorema.

Teorema 1.4.1. Seja A matriz n X n e sejam A, \g, - -+, A\, seus autovalores com respectivos
autovetores uq, ug, - - -, u,. Suponha que os autovetores formam conjunto linearmente independente
e que

[ A >[Ae ]z =]
Para qualquer vetor inicial gy, a sequéncia de recorréncia y;, dada por
Yk = Ayx-1, k=1,2,--
converge para um autovetor associado a \;. Além disso,

hHl 7(yk+1)r = )\1,
k—o0 (yk)r

onde o indice r indica a r-ésima componente do respectivo vetor.

Demonstracao: Como o conjunto {uy,usg, -, u,} é linearmente independente, existem constan-
n

tes nao-nulas ¢; tais que yy = Z c;u;. Pela equacao de recorréncia, segue que
i=1

ypr = Ayp_ = AAyp_o = AQka—Q == Akyo
= Ak Z Cill; = Z CZ'AkUi = Z Cl/\fuz
=1 =1 =1
= MNoau + A ¢ )\—Z Xy
=2 1
= )\]f clul + ZCZ' = U;
i=2 A1
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Por hip6tese | Ai/A; |< 1, assim (\;/\1)* tende a zero quando k — oo, logo (Z ¢ N/ )" u2> — 0
i=2
quando k£ — oo. Portanto, o vetor y, converge para um multiplo do autovetor associado ao

autovalor Aq.

Para finalizar, considere a componente r dos vetores yi.1 € Yy, assim

AR+ k+1
lim (yk+1)r — Lim ( yO)r _ ()\1 Clul)r —

k—o0 (yk)r k—o0 (AkyO)r ()\]fclul)r

A convergéncia do método depende nao sé das constantes ¢;, que aparecem na demostracao do
teorema , mas principalmente das fragoes \;/A;. Quanto menores forem essas fragoes, mais
rapida é a convergéncia do método. Ressaltamos que o método da poténcia diverge quando A
possui autovalores diferentes com mesmo valor absoluto. Por exemplo, matrizes reais que possuem
autovalor complexo \; também possuem como autovalor \;, neste caso | A, |=| A; | e o método

diverge.

1.5 Funcao Hipergeométrica Confluente.

Nesta se¢ao usamos como referéncia os livros [WG89] e [OLBC10]. A equagao diferencial
hipergeométrica é dada por
d*y dy

z(l—z)@nﬂv—(a-l—ﬁ—kl)z]%—aﬁyzo. (1.5.1)

A equacao ((1.5.1) possui singularidades regulares em 0,1 e co. Através de uma mudanca de

variaveis obtemos a equacao

z<1—z)d2y+{w—(a+ﬁ+1)z Z—aﬁyzo. (1.5.2)



As singulares desta nova equacao sao 0,b e oo, todas regulares. Agora, seja b = 3 — 00, obtemos

equacao hipergeométrica confluente, também conhecida como equag¢do de Kummer

d*y dy
‘o + [y — 7] 5, W= 0. (1.5.3)

Esta nova equagao possui somente duas singularidades, regular em 0 e irregular em oo, a singula-
ridade irregular é proveniente das singularidades regulares em oo e b da equagao (1.5.2). Uma das

solugoes da equacao ([1.5.3]) é dada por

(@a2" ) a alat])2

() n! 8 m 2!

1F1(a,v,2) =) 4o (1.5.4)
n=0

onde (), ¢ chamado simbolo de Pochhammer, que serd definido a seguir. A série (1.5.4)

converge para qualquer nimero complexo z. Além disso, nao existe quando -y é inteiro nao-positivo.

Definicao 1.5.1. A equagdo (1.5.4) é chamada de fun¢ao hipergeométrica confluente (séries),
também chamada fun¢do de Kummer. A funcao hipergeométrica confluente também pode ser

denotada M (a,b, z).

Definicao 1.5.2. Uma equacdo diferencial hipergeométrica confluente é a degeneracao de

uma equacao diferencial hipergeométrica.

A degeneracao descrita na definicao anterior ocorre quando duas, das trés, singularidades re-

gulares da equacao diferencial hipergeométrica fundem-se em uma singularidade irregular.

Definicao 1.5.3. Fungdo hipergeométrica confluente ¢ uma solucao de uma equacao dife-

rencial hipergeométrica confluente.

Fungoes hipergeométricas confluentes incluem como caso especial a fungdo de Bessel, fungoes
de Hermite e fungoes de Laguerre. O termo “confluente" significa a fusao dos pontos singulares de

equagoes diferenciais, a palavra confluere em latim significa “fundir juntos'.
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Observe que se & = v na equagao (|1.5.4)), entdo 1F'1(a, v, z) = exp(z). Duas identidades muito
usadas sao dadas por

1F1(a,7,2) = exp(2)1F1(y — o, 7, —2).
1F1(7 -7, Z) - eXp(Z)lFl(a7% _Z)

Definicao 1.5.4. Seja a € R e n € N, definimos o simbolo de Pocchammer como

(OZ)Q =1

(@) = ala+1)(a+2)---(a+n—1)

O simbolo de Pochhammer pode ser generalizado usando a fun¢ao gama, que sera definida na

préxima segao, por
I'(a+n)
(@)n = .
I(a)

Sob certas condigoes, a soma infinita apresentada na equacao (1.5.4) torna-se um polinémio.

Suponha que o,y € N com a < . Pela defini¢ao obtemos que

( O‘)ni

1F1(—a,—b,2) = — ,

(1.5.5)
pois (—at)a+1 = (—ay2 = (—¥)ays =+ = 0.

1.6 Funcao Gama

Nesta secao definimos e estudamos algumas propriedades da fungao gama, a qual veremos
ser uma extensdo natural da funcao fatorial I'(n) = (n — 1)!. Tal fungdo desempenha um papel
importante em Matematica e Estatistica. Ela também é conhecida como fung¢do fatorial generali-
zada e fungdo de Euler. Ao longo do texto, z denota uma varidavel complexa, x uma variavel real
e n uma variavel inteira nao-negativa.

Nesta segdo usamos os trabalhos [Dav59], [Neto93| e [OLBC10]. O trabalho [Dav59] fala
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sobre a histéria da funcao gama e ganhou o Prémio Chauvenetﬂ no ano de 1963. Tal funcao foi
primeiramente definida por Euler nas cartas enviadas para Christian Goldbach em 13/10/1729 e

08/01/1730. Segue a definicao de Euler.

n

n! z
Definicao 1.6.1. I'(z) = li .
€ nlgao (Z) nlér{olo z(z+1)(z+n)

Como veremos, existem outras maneiras, equivalentes, para definir a funcao gama. A notacao

['(z) e 0 nome fungao gama foi introduzido por Legendre. Considere o produto infinito

2) :z-ji<1+;> exp (—Z) . (1.6.1)

Lema 1.6.2. O produto (1.6.1)) converge uniformemente em subconjuntos compactos de C.

Como a, = (1 + 1/n)exp (—1/n) é sempre menor que 1, segue que
o) =TI (1 4 1) exp (—1> € (0,1).
it n n
Portanto, existe uma constante v € R tal que ¢(1) = exp(—7), ou seja, ¢(1)exp(y) = 1. Em
seguida apresentamos a definicdo de Weierstrass para funcao gama.

exp(—v - z) exp(—7)
9(2) (1)

O préximo teorema apresenta algumas propriedades da funcao gama.

Definicao 1.6.3. I'(z) = . Note que I'(1) = =1

Teorema 1.6.4. Valem as seguintes propriedades:
a) Os polos de I'(z) sdo 0, —1,—2, - -, sendo todos de ordem 1;
b) I'(z) # 0 para qualquer z € C;
c) Seja z € R. Se > 0, entao I'(x) > 0;
d) T(z+1)=2-T(z) para todo z € C—{0,—1,—-2,---};

1 1
e)y= <1—|—2—|—-~—|—n—log(n—|—1))eO.5<7<0.6.

’I’L—}OO

2concedido anualmente pela Associacio Americana de Mateméatica em reconhecimento a artigo expositério de

destaque sobre algum tépico matematico.
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O ntmero ~, definido no item e) do teorema é conhecido como constante de FEuler-

Mascheronit] sendo muito usada em Teoria dos Ntimeros.

Corolario 1.6.5. Seja n um nimero inteiro nao-negativo. Como I'(1) = 1, entao
I'(n)=(n—-1)!

O corolario [1.6.5], jutifica o termo fun¢do fatorial generalizada.

A seguir apresentamos a forma mais conhecida da funcao gama, sua forma integral, dada pela
integral de Euler, e esta é a definicdo da funcdo gama que adotaremos neste trabalho. E um dos
mais importantes exemplos de fungoes definidas por integral imprépria. Por nao ser representada

por fungoes elementares, a deducao de suas propriedades demanda certo esforco.

Teorema 1.6.6. Se R(z) > 0, entdo a funcdo gama é dada por

['(z) = /Ooo t*~Lexp(—t)dt.

Deste momento em diante restringimos nosso estudo sobre a funcao gama com dominio nos

numeros reais, ou seja, se x € R e z > 0, entao
() = / 151 exp(—t)dt. (1.6.2)
0

Pelo visto anteriormente, a convergéncia da integral acima é garantida quando x > 0. Embora
equagao (1.6.1)) ndo convirja para = < 0, o item a) do teorema garante que a fungdo gama
é definida para todos os valores reais, exceto quando =z € {0,—1,—2,—3,---}. Sendo assim,
considerada como uma funcao real de uma varidvel real, o grafico de I'(x), apresentado na figura

[1.2] possui assintotas verticais nos inteiros nao-positivos.

3Tal constante foi definida pela primeira vez no ano de 1781 por Leonhard Euler, que obteve
as 16 primeiras casas decimais. Em 1790, Lorenzo Mascheroni determinou 32 casas decimais de
tal nimero na obra Geometria del compasso. Nao se sabe sobre a racionalidade ou irracionali-
dade desta constante. Suas 100 primeiras casas decimais sao 0,5772156649015328606065120900824024310
421593359399235988057672348848677267776646709369470632917467495...
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Figura 1.2: Gréfico da fungdo gama no intervalo (-3, 5).

Agora, definimos as func¢des gama incompletas, tais func¢oes sdo de extrema importancia em

Estatistica.

Definicao 1.6.7. As fungées gama incompleta superior e incompleta inferior sao defi-

nidas respectivamente por

[(z,a) = / t* L exp(—t)dt , v(z,a) = / t" L exp(—t)dt ,
a 0
ondea>0ex > 0.
Com auxilio da fun¢do gama incompleta superior, definimos a fung¢ao gama regularizada.

Defini¢ao 1.6.8. A fungdo gama regularizada, denotada Q(x,a), é definida por

ondea>0ex > 0.

A seguir apresentamos algumas propriedades das fungoes gama incompletas.

Proposicao 1.6.9. Valem as seguintes propriedades das fung¢oes gama incompletas:
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0 T (3,0) = V- erfelvay
b) v (27G> =/ -erf(Va);

¢) Restringindo dominio aos inteiros nao nulos, temos que Q(n,a) = exp(—

> (— i gitn qitn
Z 7! <£—>ooz-|—n Z—i—n)j

=O

0 i ai—l—n
; il (2 + n)

.
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Capitulo

Codigos espaco-temporais e sistemas de

comunicacao multiantena.

Neste capitulo apresentamos o problema de estudo desta tese. Este surgiu, de maneira natural,
ap6s uma rigorosa leitura sobre os critérios de busca para coddigos espago-temporais em canais
MIMO. A leitura sobre tais critérios levantaram algumas perguntas que pretendemos responder
no ultimo capitulo. Mais detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em [Gol05], [Rap04],
[Jaf05] e [VYO03].

Na primeira secao deste capitulo apresentamos os sistemas de comunicagdo multiantena também
conhecidos como MIMO. Na segunda secao descrevemos os fundamentos dos cddigos utilizados nos
sistemas de comunicacao multiantena. Finalizamos o capitulo exibindo o problema que, usando as

técnicas apresentadas no capitulo 3, sera resolvido no capitulo 4.

2.1 Sistemas de comunicacao Multiantena.

A histéria da comunicacao nasce quando o homem sente a necessidade de expressar o seu
pensamento a um semelhante. Isso pode ser feito de varias formas: pela palavra, pela mimica,
por desenhos, etc. Porém, quando as pessoas estdao distantes, a comunicagdo torna-se dificil ou

até mesmo impossivel. Solugoes técnicas desse problema surgiram com o invento da telegrafia, da
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comunicag¢ao via radio, da telefonia e outros e mais recentemente da internet.

A comunicagao sem fio apareceu pela primeira vez em 1899, quando Guglielmo Marconi usou
o c6digo Morse para realizar transmissao sem fio através do Canal da Mancha. Durante os cem
anos seguintes as comunicagdes sem fio apresentaram notavel evolugao, como, por exemplo, o
aparecimento dos sistemas de comunicacao AM e FM para radios, e o sistema de telefonia celular
de primeira geracao em 1970. O uso das comunicagoes sem fio atingiram seu maior crescimento
nos ultimos dez anos, periodo que foram inventados novos métodos e novos equipamentos. O
principal objetivo de comunicacao sem fio é se comunicar com qualquer pessoa, de qualquer lugar,
a qualquer momento. A informacao em qualquer momento e em qualquer lugar se tornou algo
essencial na vida do homem moderno. A fim de cumprir com este objetivo, as comunicagoes sem
fio adquiriram uma enorme relevancia.

O gargalo para alcangar este objetivo é a capacidade de transmissao de dados em comunicacao
sem fio. Com uso crescente de diversas instalagoes sem fio, a demanda por largura de banda ou
capacidade torna-se cada vez mais necessaria, especialmente para sistemas limitados de energia.
Isto significa que ndo podemos aumentar a capacidade de transmissao do canal sem fio simples-
mente aumentando a poténcia de transmissao. Os esforcos de pesquisa conseguiram fazer uso mais
eficiente da capacidade de transmissao de dados limitada do canal sem fio e obteram progressos
notéveis. Por outro lado, técnicas eficientes, como a reutilizagao de frequéncia [Rap04], foram in-
ventadas para aumentar eficiéncia da largura da banda. Os avancos na codificacao, como c6digos
turbo [BGT93| quase atingem a capacidade de Shannon [CT91], que é o limite tedrico vinculado
a capacidade do sistema.

Dadas as vantagens e desvantagens apresentadas acima, os sistemas de comunicagdo com uma
unica antena mostram ser pouco promissores para atender as necessidades futuras das comunica-
¢oes sem fio. Portanto, novos sistemas de comuncicacao, com capacidade superior de transmissao

e baixa taxa de erro devem ser introduzidos e consequentemente, novas teorias de comunicagao
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para estes sistemas devem ser desenvolvidas.

Um desses novos sistemas, os sistemas de comunicacao sem fio utilizando miltiplas antenas
transmissoras e multiplas antenas receptoras, MIMO - multiple-input-multiple-output, é um dos
avancgos mais significativos nas técnicas modernas de comunicacao. Sua principal caracteristica é
a capacidade de usar a propagac¢ao dos multiplos caminhos, que até entao era considerado uma
desvantagem para comunicacoes sem fio, em um beneficio para os usuérios.

No fim dos anos 90, Foschini e Telatar provaram em [FG98| e [Tel99] que os sistemas de
comunicagao com multiplas antenas possuem capacidade de transmissao de dados muito maior do
que os sistemas de uma tUnica antena. Eles provaram que a melhoria da capaciade é quase linear
com min{ny,ng}. Estes resultados mostraram a superioridade dos sistemas MIMO e geraram
um grande interesse nessa area. Em poucos anos, varios trabalhos foram feitos para generalizar e
melhorar tais resultados, [ZT02], [SFGKO00], [CTKO02] e [CFGO02].

A capacidade de Shannon, para sistemas com uma tnica antena, s pode ser alcangada por
c6digos de complexidade ilimitada, o mesmo acontece para sistemas MIMO. Dessa forma, devemos
inventar bons c6digos para estes canais. Por exemplo, em sistemas com duas antenas transmissoras,
nr = 2 e duas antenas receptoras, ng = 2, se 0 mesmo sinal é transmitido pelas antenas ao mesmo
tempo, entao a PEP - Pairwise error probability, é inversamente proporcional a SNR - Signal-
to-noise ratio. Esta é a mesma relagdo obtida nos sistemas com uma tnica antena transmissora.
Este exemplo mostra que nao adianta um sistema de multiantena com cédigos ruins. No entanto,
se o esquema de Alamouti [Ala98] ¢ utilizado, obtemos que o PEP comporta-se como SNR ™2

Portanto, é importante desenvolver c6digos que tiram proveito da diversidade espacial fornecida
por varias antenas. Entre tais codigos, o mais bem sucedido sdo os codigos espago-temporais.

Nos cédigos espago-temporais, o processamento do sinal para o transmissor é feita nao apenas
na dimensao do tempo, como o que ¢ feito nos cdédigos de repeticdo para sistemas de comunicagao

com Unica antena, mas também na dimensao espacial. Ao adicionar a redundancia no espago e
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no tempo, tanto a taxa de transmissao de dados como a probabilidade de erro sao melhorados
sem qualquer custo extra de espectro. Esta é a principal razao de pesquisadores académicos e
engenheiros industriais terem grande interesse nesta area e constitui um grande desafio para a
engenharia.

A ideia de codificacao espago-temporal foi proposta pela primeira vez por Tarokh, Seshadri e
Calderbank em [TSC98]|. Eles provaram que os c6digos espago-temporais atingem PEP que é pro-
porcional a SNR™"7"%  comparado com sistemas de uma tnica antena, onde o PEP é proporcional
com SNR™!, isto é, a taxa de erro é reduzida drasticamente. O primeiro cédigo espaco-temporal
foi proposto por Alamouti em [Ala98], projetado para sistemas com duas antenas transmissoras.
O cbédigo de Alamouti é também um dos codigos de maior sucesso, pois é de simples decodificacao.

Os canais de comunicacao MIMO podem ser estudados a partir de duas perspectivas diferentes:
uma diz respeito a avaliacao de desempenho em termos de probabilidade de erro de sistemas
praticos, outra perspectiva diz respeito a avaliacdo da capacidade de transmissao de informagao
tedrica (capacidade de Shannon). O MIMO trouxe dois tipos de ganho:

i) ganho de taza: aumento da taxa de transmissdo de dados;

ii) ganho de diversidade: ntimero de caminhos independentes percorrido por cada sinal, cujo

namero maximo é ny - ng.

2.1.1 Canais com Desvanecimento Rayleigh Plano Quase-Estatico.

Devido ao seu ambiente de transmissao, os canais de comunicac¢ao sem fio possuem limitagoes
que nao existem nos canais de comunicacao com fio, onde as ondas de transmissao sao estacionarias
e previsiveis. Em canais sem fio, a transmissao ocorre em um ambiente hostil e o comportamento
das ondas é aleatorio, sendo assim de dificil analise. As caracteristicas dos canais sem fio serdo
discutidas e o modelo de canal com desvanecimento Rayleigh plano quase-estatico é explicado em

detalhes nesta subsecao.
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Figura 2.1: Diferentes caminhos de um canal sem fio.

Em um ambiente de comunicacdo mével sem fio, os objetos circundantes como edificios, arvo-
res e casas agem como refletores de ondas eletromagnéticas. Devido a estas reflexdes, as ondas
eletromagnéticas viajam por diferente caminhos e, portanto possuem varias amplitudes e fases.
A interacao das ondas com tais objetos provoca desvanecimento do sinal recebido pelo receptor
e a energia das ondas eletromagnéticas diminui a medida que a distancia entre o transmissor e o
receptor aumenta.

Um sinal, ao se propagar através de um canal de comunicacao sem fio, pode chegar ao seu
destino final por meio de varios caminhos diferentes. A existéncia desses caminhos tem como
resultado o recebimento em diferentes instantes de varias versoes do sinal transmitido, experimen-
tando diferentes perdas de percurso e atrasos de fase. A figura [2.1] representa o cenario de uma
transmissao em um canal sem fio, identificando as possiveis trajetérias do sinal.

Quando h&d um caminho direto entre o transmissor e o receptor, este caminho é chamado de
linha de visada. De todo o conjunto de sinais recebidos por diferentes caminhos, o sinal recebido
pela linha de visada é o mais forte e dominante. Apesar de sua energia e fase se modificarem quando
existe mobilidade, esta alteracao é mais previsivel, pois a degradacao depende principalmente da
distancia percorrida. Uma linha de visada passa a nao existir se um obstaculo como uma construgao
ou uma montanha estiverem entre o transmissor e o receptor.

Conforme ilustrado na figura[2.] a linha de visada néo é o tinico caminho que uma onda eletro-

magnética pode percorrer do transmissor ao receptor. Reflexao, difragao, dispersao, multipercursos
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e o efeito Doppler sdo mecanismos basicos de propagacao que influenciam a trajetéria da onda. O
termo comum usado para denotar este fendmeno fisico é “desvanecimento".

Existem dois tipos de desvanecimento desvanecimento de larga escala e desvanecimento de
pequena escala. Nao é interesse deste trabalho o desvanecimento de larga escala. A seguir descre-
vemos com detalhes o desvanecimento de pequena escala, objeto de nosso estudo, que de agora em
diante sera denominado simplesmente desvanecimento.

A reflexdo ocorre quando uma onda eletromagnética colide com um objeto cujas dimensoes
sdo muito maiores do que seu préprio comprimento de onda. Assim, ao incidir em outro meio,
a onda eletromagnética é parcialmente refletida e parcialmente transmitida, de acordo com o
coeficiente de reflexdo de Fresnel [Rap04]. Este coeficiente depende das propriedades do material
e da polarizacao, os angulos de incidéncia e frequéncia da onda de propagacao. Reflexdes podem
ocorrer, por exemplo, em superficies de terrenos ou em edificagdes. Na figura temos reflexao
pelo prédio.

Outra maneira de uma onda eletromagnética se propagar é por meio de difragao. A difracao
ocorre quando a onda atinge uma superficie com irregularidades, como extremidades pontiagudas.
O fendémeno de difracao pode ser explicado pelo principio de Huygens [HKRO04], que afirma que
todos os pontos na frente de onda podem ser considerados como fontes isoladas irradiando pequenas
ondas secundarias, as quais se combinam para formar uma nova frente de onda. Assim a difracao
explica como os sinais de radio se propagam pela superficie curva da Terra e superam alguns
obstaculos. Como na reflexdo, a difracao também depende da geometria do objeto, amplitude,
fase e polarizacao da onda incidente. Na figura temos difracao pelo telhado da casa.

O fendémeno de dispersao acontece quando ha um grande nimero de objetos com dimensoes
menores do que o préoprio comprimento de onda. Neste caso, a onda se espalha e muitas cépias
da mesma se propagam em diferentes dire¢oes. Ondas dispersas sao produzidas por superficies

asperas, pequenos objetos, ou por outras irregularidades do meio fisico, como por exemplo uma
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arvore.

A propagacao por multipercurssos ocorre quando um sinal transmitido propaga-se por mais
de um caminho até chegar ao receptor. Dessa forma, os sinais dos multipercursos chegam ao re-
ceptor com diferentes intensidades e diferentes atrasos, resultando em diferencas de fase entre os
sinais. Com alteragdo do ambiente, como movimento do transmissor e/ou receptor e de objetos
nos arredores do canal, a amplitude do sinal oscilara. Na antena receptora, os sinais dos multiper-
cursos somam-se e com isso o sinal resultante podera ser fortemente atenuado. A propagacao por
multipercursos é um fenémeno extremamente comum na realizacao de uma comunicagao sem fio.

Devido ao movimento relativo entre o transmissor e o receptor, cada um dos multipercursos
esta sujeito a um desvio de frequéncia. Esse desvio no receptor é chamado de efeito Doppler.

As variacgoes no sinal decorrentes dos multipercursos e do efeito Doppler podem ser analisadas
observando a resposta ao impulso em um canal sem fio. Esta informacao é importante e pode
caracterizar os tipos de desvanecimento existentes no canal. Esses atrasos ocorrem de maneira
aleatéria e causam uma variacao aleatéria na fase do sinal que resulta no fendmeno de desvaneci-
mento. Na pratica, como os sinais percorrem diferentes caminhos formando diferentes angulos de
incidéncia, cada componente de multipercurso sofrera um desvio na frequéncia, resultando em um
aumento da largura da faixa do sinal.

Considere um pulso extremamente curto, idealmente um impulso, transmitido num canal va-
riante no tempo através de mecanismos que influenciam na trajetéria de onda. Como é possivel
notar na figura 2.2} o sinal recebido relativo ao pulso transmitido no instante ¢, é uma composigao
de varios pulsos com atrasos e amplitudes diferentes. Considere que a transmissao deste pulso
seja repetida varias vezes. Podemos notar que para o mesmo pulso transmitido em instantes di-
ferentes de tempo, o canal responde de forma diferente, ou seja, o tamanho individual de cada
pulso, o atraso relativo entre eles e até mesmo o niimero de pulsos mudam a cada nova transmissao

através do canal. Essas mundacas sao imprevisiveis e portanto é razoavel estudar o problema
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Sinal Transmitido Sinal Recebido

t=to b=t t=titnu t=t+nn
t=to+a t=ty t=ty+m

t=to+ 3 t=t3 t=ts+ma t=t3+ms2 t =ts+mss

Figura 2.2: Resposta a um pulso extremamente curto em um canal com multipercurso variante no
tempo.
estatisticamente.

Por tratar de um fenémeno aleatoério, o sinal recebido deve ser estudado por uma funcao den-
sidade de probabilidade. Existem dois tipos principais de distribuicao que podem descrever a
aleatoriedade de boa parte das comunicagoes sem fio, a saber, Rayleigh e Rice. Uma delas é a dis-
tribuicao de Rayleigh, que caracteriza os ambientes onde a comunicacao é feita praticamente pelos
componentes de multipercursos. Neste caso, o canal é chamado de canal com desvanecimento
de Rayleigh e sera objeto de nosso estudo.

Consideramos canais com desvanecimento Rayleigh independentes. O modelo de desvaneci-
mento Rayleigh independente aproxima-se do modelo tedrico em canais MIMO, onde as antenas
possuem um consideravel espagamento, maior que o comprimento da onda portadora.

Em relacao a outra distribuicao, para ambientes como comunicagao via satélite, existe predo-
minancia de uma componente direta do sinal e o sinal recebido ¢ uma composi¢do da componente
direta com as componentes de multipercursos. Nesse caso, usamos a distribuicao de Rice e o canal
é chamado de canal com desvanecimento de Rice. Outro modelo popular estatistico para o
desvanecimento ¢ a distribui¢do Nakagami.

O canal de comunicagao é o meio que fornece a conexao fisica entre o transmissor e receptor
em um sistema de comunicacao. Para a andlise desses sistemas, ¢ importante a construgao de mo-

delos matematicos que reflitam as suas principais caracteristicas, como por exemplo as alteragoes
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Figura 2.3: Performance das probabilidades de erro de bit dependendo da SNR para canais AWGN,
canal desvancecimento Rice e Rayleigh.

nos sinais transmitidos pelo canal. Um modelo bastante utilizado, em func¢ao de sua simplicidade
e manipula¢do matematica, e que se aplica a um grande conjunto de canais fisicos, é o modelo
AWGN - Additive White Gaussian Noise, no qual um ruido é modelado estatisticamente como
um processo estocastico gaussiano branco que ¢ adicionado ao sinal trasmitido. Entretanto, este
modelo nao serve para o canal de comunicacoes moveis visto que este sofre também o desvane-
cimento, também conhecido como ruido multiplicativo. Em sistemas moveis, o transmissor teria
que fornecer muita poténcia para a transmissdo, fato nem sempre possivel na pratica devido as
limitagoes principalmente pelo peso e tamanho do aparelho.

A figura mostra a probabilidade de erro de bit em fun¢do da SNR para o canal AWGN, e os
de comunicac¢oes moveis com desvanecimento Rice e Rayleigh. Em um canal de comunicagao com
fio onde ny = ng = 1, por definicdo nao existe desvanecimento, somente ruido aditivo Gaussiano
branco AWGN, dessa forma a probabilidade de erro par-a-par diminui exponencialmente com a
SNR. Por outro lado em um canal de comunicacao sem fio onde ny = ng = 1, além do ruido
aditivo Gaussiano branco existe o desvanecimento, neste caso a probabilidade de erro par-a-par
média s6 diminui linearmente com a SNR.

Portanto, para obtermos uma comunicacao confidvel em um canal de comunicagoes maével, a
poténcia média do transmissor deve ser muito grande. Esse é um fato extremamente importante

e justifica a atencao especial que tem sido dada por parte de pesquisadores para investigar novas
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técnicas com o propoésito de melhorar o desempenho de erro dos sistemas de comunicacao mével.
Dessa forma, para que canais sem fio com np = ng = 1 tenham a mesma probabilidade de erro
que um canal com fio, precisamos de codigos mais longos ou maior poténcia de transmissao. Uma
das técnicas mais poderosas para alcancar esse objetivo é a técnica de diversidade.

Podemos classificar os canais sem fio de acordo com a relacao entre as caracteristicas do sinal

transmitido e os parametros do canal.

Definicao 2.1.1. Desvanecimento Quase-estdtico ocorre quando as caracteristicas do canal

variam muito lentamente em relacao a duragao de transmissao de um simbolo de informacao.

No desvanecimento quase-estatico, a transmissao de um bloco contendo um certo nimero de

simbolos é considerado estatico.

Definicao 2.1.2. Desvanecimento plano ocorre quando a largura de faixa de frequéncia do

canal é maior do que a largura de faixa do sinal transmitido.

O desvanecimento plano ocorre quando alteragoes na amplitude das varias componentes do sinal
transmitido sd@o uniformes em toda faixa de frequéncia do sinal, permitindo que as caracteristicas

espectrais do sinal sejam preservadas, sem que haja distor¢ao.

2.1.2 Diversidade.

Ao contrario do canal de transmissao com fio, o canal sem fio sofre atenuacao devido ao ambiente
hostil de propagacao, multipercursos, efeito Doppler, interferéncia de outros sinais, etc. Isso torna
impossivel para o receptor determinar o sinal transmitido a menos que alguma réplica menos
atenuada do sinal transmitido seja fornecida ao receptor sem aumentar a poténcia de transmissao
ou sacrificar a largura da banda. Este recurso é chamado diversidade, que é a mais importante
contribui¢do para a comunicagao sem fio ser confiavel, pois, em nada adianta dispor de um canal
com grande capacidade de transmissao de dados, se nao conseguimos transmitir dados de forma

confidvel neste canal.
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A ideia basica da diversidade é que, se duas ou mais amostras independentes de um sinal
sdo enviados e estes sinais sofrem desvanecimentos diferentes, a probabilidade de que todas as
amostras estejam simultaneamente abaixo de um dado nivel é muito menor que a probabilidade
de qualquer uma das amostras estar abaixo deste nivel. Assim, disponibilizamos diferentes répli-
cas do sinal transmitido ao receptor e como estas réplicas desvanecem de forma independente, é
quase impossivel que todas as réplicas do sinal transmitido sofram um desvanecimento profundo
simultaneamente.

Assim, combinando adequadamente varias amostras, reduzimos a severidade do desvanecimento
e melhoramos a confiabilidade da transmissdo. Em sistemas de comunica¢des moveis, a técnica de

diversidade pode ser explorada de diversas maneiras.

Definicao 2.1.3. Diversidade Temporal ocorre quando réplicas do sinal sao enviadas ao recep-
tor de tal forma que o tempo de separagao entre tais sinais seja maior do que o tempo de coeréncia

do canal, fazendo com que os desvanecimentos que atuam nos sinais sejam descorrelatados.

Definicao 2.1.4. Diversidade Espacial ocorre quando réplicas do sinal sdo transmitidas para

locais diferentes, de tal forma que nao exista interferéncia entre os caminhos percorridos pelo sinal.

Definicao 2.1.5. Diversidade em Frequéncia ocorre quando réplicas do sinal sdo enviadas
ao receptor por ondas portadoras diferentes de tal forma que a separacdo em frequéncia destas

réplicas seja maior do que a faixa de coeréncia.

Neste trabalho consideramos as diversidades espacial e temporal. Para isso, as antenas de-
vem ser fisicamente separadas por uma distancia apropriada e assim obtermos desvanecimentos
independentes. Ressaltamos que a diversidade temporal ja é usada na teoria classica dos codigos
corretores de erro através de codigos de repeticao. A contribuicao do uso de muti-antenas estd na
existéncia da diversidade espacial.

Para mostrar, quantitativamente, a melhora no desempenho de um sistema que utiliza a técnica

da diversidade na transmissao de um sinal, suponha que L réplicas de um sinal estao submetidas
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a L desvanecimentos indepedendentes. A relagdo sinal-ruido no i-ésimo caminho é

E
SNR; = a?=%,
«; No

A probabilidade do SN R; estar abaixo de um limitante v é
gl
P(SNR; <#) = / pi(z)dz,
0

onde p;(z) é a fdp de SN R; . Esta funcao é supostamente a mesma para todos os L desvanecimen-
tos, pois como estes caminhos sdo independentes, entao p;(x) nado depende de i. A probabilidade

de todos os SN R; estarem abaixo do limitante ~ ¢é
P(SNR; <v,SNRy <#,---,SNRy < v) = (P(SNR; <))~

Como 0 < P(SNR; < +) <1, quanto maior o niimero de desvanecimentos, menor é a probabilidade
de todas as réplicas estarem abaixo do limitante . Dessa forma, a probabilidade de pelo menos
uma réplica nao ser significamente atenuada pelo desvanecimento ¢ alta.

Diversidade de transmissao em canais MIMO podem ser explorados por um esquema de codifi-
cagao espago-temporal, que é um projeto conjunto de codificagdo de controle de erros, modulagao
e transmissao da diversidade. Os fundamentos dos c6digos espago-temporais serdao discutidos na

préxima segao.

2.1.3 Canal Coerente.

Um fato crucial para determinar a capacidade de transmissao de dados de um sistema multi-
antena é a disponibilidade do conhecimento dos desvanecimentos em cada um dos caminhos de
transmissao. Este conhecimento dos desvanecimentos é conhecido na literatura como CSI - channel
state information. Supondo que o receptor possui total conhecimento do canal, a capacidade média

do canal é min{nr,ng} vezes maior que a capacidade de transmissao de um sistema de tinica antena
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e com mesma poténcia.

Definicao 2.1.6. Um canal de comunicag¢ao multiantena no qual o receptor possui total conheci-

mento dos desvanecimentos é chamado canal coerente.

Neste trabalho supomos que o receptor possui total conhecimeto do canal. Como veremos na
proxima secdo, tais desvanecimentos podem ser escritos na forma de uma matriz, chamada de
matriz do canal. Assumimos que a matriz do canal é conhecida pelo receptor, mas nem sempre
pelo transmissor. No capitulo 3, a matriz do canal pode ser suposta constante durante um periodo

de tempo, esta hipotese é bastante realistica.

Observacgao 2.1.7. De agora em diante, supomos canais de comunicao MIMO, com desvaneci-

mento Rayleigh plano quase-estatico e coerente.

2.1.4 Capacidade do Canal Multiantena.

Conforme ja comentamos, pesquisas em teoria da informagdo mostraram que a capacidade de
comunicagao em canais sem fio usando o sistema MIMO aumenta consideravelmente o limitante
de Shannon. Mais detalhes podem ser vistos nos trabalhos [Tel99], [FG98] e [MH99].

Considerando uma antena receptora e uma antena transmissora, ng = ny = 1, a classica

formula de Shannon afirma que capacidade do canal é
P
C =W log, (1+2) ;
o

onde W é a largura de banda medido em Hz, P é a poténcia do sinal enviado e ¢ é a poténcia do

ruido. Para canais MIMO, temos que

P
C = Wilog, det (Im + Q) ,

TLTO'2
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HH*, ng < nr
onde () =

*
H H7 ny < Ng
Mostra-se que a capacidade de transmissao de informacao para sistemas de comunicagao sem

fio pode ser aumentada consideravelmente empregando multiplas antenas no trasmissor e no re-
ceptor. Para um sistema com grande niimero de antenas de transmissao e recep¢ao e um canal
de desvanecimeto plano independente conhecido aos receptores, a capacidade cresce linearmente
com o numero minimo de antenas. Entretanto, o artigo [MH99] mostra que a capacidade de
transmissao de dados do canal MIMO nao pode ser aumentada simplesmente fazendo o ntimero
de antenas transmissoras crescer mais que o comprimento do intervalo de coeréncia (intervalo de
tempo em que a matriz do canal é suposta constante), ou seja, a capacidade do canal MIMO é

limitada pelo comprimento do intervalo de coeréncia. Portanto, assumimos que np < [.

Teorema 2.1.8. Para qualquer intervalo de coeréncia [ e fixado o niimero de antenas transmissoras

nr, a capacidade obtida pelo canal MIMO com np > [ é igual a capacidade obtida com np = [.

A questao central em todos esses sistemas é a exploracdo do efeito de multiplos caminhos
para atingir alta eficiéncia espectral e ganhos de desempenho. Ou seja, inventar bons cédigos
que alcancem a capacidade tedrica de transmissao dos canais MIMO. Estudamos tais codigos na

proxima segao.

2.2 C(Cbdigos Espaco-Temporais.

Nesta secao apresentamos os codigos espaco-temporais que, resumidamente, formam um con-
junto de técnicas com o objetivo efetivo e pratico, ndo somente tedrico, de alcancgar altas taxas de
transmissao de dados, taxas essas préximas do limite da capacidade tedérica de informacao para
canais MIMO. Dessa forma, sao codigos usados para transmissao de dados por canais multiantenas.

Os fundamentos da teoria sobre codigos espaco-temporais foram estabelecidos por Tarokh,

Seshadri e Calderbank em 1998 no trabalho [TSC98|, na ocasido foram inventados os cddigos
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espago-temporais em treliga ou STTC. Os resultados de [TSC98] foram motivados pelos resulta-
dos tedricos do aumento da capacidade de transmissao de dados em canais multiantena e evoluiram
rapidamente para uma vibrante area de pesquisa em comunicagoes sem fio. A codificagao é rea-
lizada no dominio do espago e do tempo. Para isso introduzimos diferentes desvanecimentos nos
sinais transmitidos, a partir de diferentes antenas em varios periodos de tempo. Dessa forma, mi-
nimizamos os erros de transmissao no receptor. Essa proposta atingiu bons resultados em canais
com desvanecimento Rayleigh plano quase-estatico e coerente, entretanto o decodificador usado
pelo receptor torna-se bastante complexo, pois cresce exponencialmente com o nimero de antenas.
Este tipo de transmissdo nao sacrifica a largura da banda.

Foi entdo que Alamouti em 1998 [Ala98| reduziu a complexidade de decodificacao do cédigo
apresentado em [TSC98], exibindo um cédigo de decodificagdo simples utilizando duas antenas
transmissoras. Da mesma forma que [TSC98], Alamouti obteve diversidade no espago e no tempo
de maneira muito eficiente.

Tarokh, Jafarkhani e Calderbank estenderam o trabalho de Alamouti para qualquer niimero
de antenas transmissoras no trabalho [TJC99], inserindo o c6digo de Alamouti em uma nova
classe de codigos chamada de codigos espago-temporais de bloco ou STBC. Segundo um critério
de ortogonalidade, os STBC atingem méxima diversidade, como o STTC, e possuem um algoritmo
de decodificacao baseado somente em processamento linear, nao aumentando a complexidade de
decodificacao exponencialmente com o niimero de antenas.

Outras técnicas de codificagdo para MIMO sao c6digos espago-temporais linear [HHO2] e os
codigos espago-temporais diferenciais [HS00]. Algebras de divisdo também tém sido propostas
como uma nova ferramenta para construir c6digos espago-temporais, veja [OBVO0T]. As técnicas
mais recentes incluem os c6digos espago-temporais turbo em trelica [FVYCO02]| e cédigos espago-
temporais diferenciais em bloco [Hug00].

Na proxima subsecao descrevemos o modelo matematico da transmissao de informacao por
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Figura 2.4: Diagrama Bloco

um canal multiantena. Em seguida analisamos o desempenho deste canal. Para finalizar a se-
¢ao exibimos os dois principais critérios de busca de bons cddigos espaco-temporais para canais

multiantena. Adotamos a abordagem do livro [VY03].

2.2.1 Modelo Matematico de Transmissao em Canais Multiantena.

Considere um sistema de comunicagao com nr antenas transmissoras e ny antenas receptoras
como na figura 2.4, Os dados de informagao sao codificados em um codificador espago-temporal.

Em cada instante de tempo ¢, temos que uma quantidade de nr saidas paralelas, denotadas por

que sdo simultaneamente transmitidas pelas ny antenas transmissoras. Seja ¢; o sinal transmitido,
que é um nimero complexo, pela i-ésima antena no tempo ¢, onde 1 <17 < nyp.
A cada instante de tempo t, o sinal recebido pela j-ésima antena é uma combinacao linear dos

sinais emitidos por cada antena transmissora, e o sinal recebido é dado pela expressao

. nr . .
Tg Y ESZhﬂOf)CZ;—'—TLg, .]: 1727”'7nR7
=1

onde E, é a energia média por sinal em cada antena transmissora. Temos que n} é o ruido Aditivo
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Gaussiano Branco presente em todo sistema de comunicacao, para cada antena receptora j e cada
instante de tempo ¢, e supomos que nJ é uma variavel aleatéria complexa gaussiana com média zero
e varidncia Ny/2 por dimensao. O coeficiente h;;(t) é o desvanecimento entre a antena transmissora
i e a antena receptora j no instante de tempo t. Supomos que os coeficientes do desvancecimento
hji(t) sdo varidveis aleatorias complexas gaussianas com média my,, e varidncia 1/2 por dimensao,
podendo ser modeladas pelas variaveis aleatérias de Rayleigh ou Rice.

Como visto na subsecao 2.1.1, neste texto abordamos somente o caso quase-estatico, onde
supomos que o desvanecimento hji(t) entre a antena receptora j e antena transmissora ¢ ¢ constante
durante [ instantes de tempo (constante durante um frame), ou seja, hj;(1) = hj;(2) = -+ =

Suponha que a palavra—cédigo C
C 1.2 ny 1.2 nr 1.2 nr

foi transmitida, onde [ é o comprimento do frame e suponha que um decodificador de maxima-

verossimilhancga decide, erroneamente que a palavra-cddigo enviada foi

_ 1.2 nr 1 _2 nr 1.2 nr
E_(eleln.-el 6262..-62 -..elel---el )

quando transmitimos C.
As palavras-cédigo, os coeficientes dos desvanecimentos, os ruidos gaussianos e os sinais rece-

bidos podem ser expressos matricialmente como

1 1 1
o hii  hiy -+ hing
G & hoi  haa hon,
C - H et
ny _nr nr
G Co G han hnR2 e hanT
np Xl nrXnr
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ny Ny ny o T
ny Ny ”12 7’% Ty T
N — R —
L AL
nRXl nR X1

Portanto, podemos modelar o sistema matematicamente pela expressao
R=\/E,HC + N. (2.2.1)

Como veremos nas préoximas duas subsecoes, os critérios de busca de codigos sao obtidos com

objetivo de minimizar a probabilidade de erro par-a-par, denotada P(E — C).

Defini¢ao 2.2.1. A probabilidade de erro par-a-par, denotada por P(E — C), é a probabilidade
de, ao enviarmos a palavra-codigo C', o decodificador interpretar que a palavra cédigo enviada foi

E.

A decodificacao por maxima verossimilhanca escolhe a palavra-cédigo que minimiza o quadrado
da norma de Frobenius, ou seja, ¢ a probabilidade do decodificador de méxima-verossimilhanca,

ao receber R, escolher erroneamente por E, uma vez que enviamos C, isto é, a probabilidade que

IR-EF <[R-Cl} (2.2.2)
onde || - || é a norma de Frobenius. Daqui em diante, a menos de enunciado, a norma de Frobenius
serda simplesmente denotada por || - ||. A equacao (2.2.2]) estd errada, note que as matrizes estao

em espacos diferentes. Supomos que temos total conhecimento do canal, canal coerente - CSI,
ou seja, conhecemos os desvanecimentos e consequentemente H. Dessa forma, a probabilidade de

(2.2.2)) ocorrer, pode ser interpretado como a probabilidade de
|| R — \/ ESHE ||2 S || R — \V ESHC H2 (223>
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ocorrer, e agora as matrizes estdo no mesmo espago. Usando (2.2.1)), temos que R =/ E,HC + N

e a desigualdade (2.2.3) é dada por
| VEHC + N —\/E,HE |*<|| \JE,HC + N — \/E.HC |,
isto é,
| —/EHE-C)+N|> < |[N|. (2.2.4)

Como || N ||?= tr (NN*), temos que

| —/BHE-C+N | = o ([‘@HUE—C) +N] [‘@H(E—CHN]*)
::H%&H@—CNF+HNW_H%@(¢&H@_CWﬂ)

Assim, a desigualdade é descrita por
| VEH(E=C) I+ | N |? ~2Re (tr (VEH(E - C)N')) < | N|?.
Dessa forma, a probabilidade de (2.2.3) ocorrer é a probabilidade de
| JEH(E=C) > < 2Re <tr <\/ESH(E - CW*)) . (2.2.5)

ocorrer.

Agora, vamos encontar o valor de tr <\/ESH (E—-C)N *) Usando notacao matricial, obtemos

€1 —C €y — Gy € —q
-  G-a - f—d

(E-C) = . (2.2.6)
er” =" ey — eyt et =

nT><l
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Logo,

Zhli(ei — ) Zhli(eé—cé) Zhlz —Cg
i=1 i=1

Zh%(@ll —cf) thi(eé —cy) - ZhZi e

i=1 i=1 i=1

H(E-C) =

Z hnRi<€Zl - Cll) Z hnRi(eZQ - C;) e Z hnRi(el
i=1 =1 =1

nR><l

Antes de continuarmos na busca de tr <\/ESH (E—-C)N *), definimos a distancia modificada

entre palavras-codigo.

Definicao 2.2.2. A distancia modificada entre as palavras-codigo C e E é o quadrado da

norma de Frobenius da matriz H(E — C) e serd denotada por d?, ou seja,
!

d*=|| H(E - C) || = ZZ|ZhJZ )P (2.2.7)

j=1t=1 =1

Como desejamos encontrar tr <\/E5H (E—-C)N *), basta encontrar os elementos da diagonal

desta matriz. Como,

g(z:hh —ct>1 X .
o i(zhm —ct) *

H(E-C)N* = t=1

. . . l - .
" . Y (Z P (€} — c§)> ny"

temos
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Dessa forma, a probabilidade de (2.2.5)) ocorrer é a probabilidade de

| \/ETSH(E o) (2.2.8)
< 2Re (\/Esizih]1<e; )22:1;R6 (ntWZhﬂ - )

j=1t=1i=1
ocorrer.

Note que o lado esquerdo da desigualdade (|2 é a constante E,d* envolvendo a distancia
modificada. Em temos um limitante superior da constante E,d?, pela variavel aleatéria

!
Z-222§R<nt\r2hﬂ )
j=1t=1

Este caso é o complementar da definicao e equacao . Devemos escrever a constante
E,d? e a varidvel aleatéria de forma conveniente, faremos isso por etapas.

Por hipotese ng e hj; sao varidveis aleatérias e neste momento nao usamos o fato de h;; ser uma
variavel aleatéria, este fato serd usado na subsecao seguinte.

Na primeira etapa, como n] é uma varidvel aleatéria complexa gaussiana com média zero
e varidncia Ny/2 por dimensdo, entdo R(n]), 3(n!) ~ N (0,No/2). Mas R(n]) = %(;{), logo
?R(TT{) ~ N (0, Ny/2). Usando o lema|1.1.10, obtemos que

 (lVE 3ot~ )
i=1

é uma nova variavel aleatéria gaussiana real com média zero e variancia

Ny nr
7Es | Z hji<et
i=1

Novamente, usando o lema [1.1.10} a variavel aleatéria gaussiana real

EZ:R (mf%%&@—d))

j=1t=1 i=1

nR
tem média zero e variancia

l
ESZZ] " hylel - i) ) = S B

j=1t=1 =1
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Para finalizar, a variavel aleatéria gaussiana
nr 1 — nr . .
Z=2> Y Re (niy/ES > hji(e; — cé))
j=1t=1 i=1

tem média zero e variancia 2%(Ny/2)E.d*> = 2NyE,d®. Portanto Z ~ N(0,2NyE.d*). Assim, a

probabilidade de ([2.2.8)) ocorrer é dada pela expressao

2
o ] 1 t 1
P(Ed* < Z) = — =] = |dt.
(Bd™<2) = | o Jom AN B P ( <\/2N0E8d2> 2)
A integral acima é de facil solugao, bastar usar a mudanca de variével s = t/1/2NyFEd?, assim

o 1 s
PEd*< 7)) = / ~——exp | —— | ds
Sae V2w 2

E.d?
N Q( 2N0)
— 1 f E3d2i
= 267" c 2Ny V2

1 Egd?
— eX — .
= 2P\ TN,

Portanto, supondo H conhecido, obtemos que a probabilidade de erro par-a-par possui o limi-

tante,

1 Ed?
< - - . 2.
P(C—>E|H)_26Xp< 4N0> (2.2.9)

Na préxima secao descrevemos a distancia modificada d* em uma forma mais conveniente.

2.2.2 Analise do Desempenho.

Nesta se¢ao obtemos um novo limitante para o PEP, supondo H conhecido, obtido por [TSC98|.
Esse limitante que sera a base para obtermos nas préximas duas segoes os critérios de busca de

cédigos para canais MIMO. Faremos isto reescrevendo a distancia modificada d® da desigualdade
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(2.2.9) em uma forma apropriada. Pela definigao temos que

nr 1 nr
& = ZZ | 2 R
j=1t=1 i=1
nr 1 nr ) ) nr ' i
= Z Z Z hji(e; — Ci)) <Z hji(ei — C%))
nr N nr 7 l
= D> > hjih Z — c})(ef —f). (2.2.10)
j=1i=1k=1 t=1
Seja h; = (hj1, hja, -+, hjn,) a j-ésima linha de H com 1 < j < ng. Defina a matriz
l . L E——
Ae,e) = (Z(ei —c)(eF — c,’f)) : 1<ik <np. (2.2.11)
t=1 ik
ngr
Provaremos que d* =Y _ h; A(c, e)h;. De fato, podemos escrever A(c, e) matricialmente como
7j=1
I I l

dlep—c)lei—c) D (er—c)et—ci) o Y (e —e)e” — ")

t:ll t:ll t=ll

dolei —ci)et —ct) Y (e —c)ef —cf) o Y (ef — )" — )

A(c.e) = t=1 t=1 t=1

l
> (e =) (e =)
t=1 t=1 t=1 npXnp

(2.2.12)

Com alguns calculos, obtemos que

(e ) =32 (32 |1y S0 - e = )] )

k=1 \i=1 t=1
Portanto,
nr nr [nr nrt l ) ) L
S e = X3 (3 e - e = | )
j=1 j=1 lk=1 \i=1 t=1
nr 1 nrt nrt
= > ( hﬂ(ei—cfs)> (th( —Cf)>:12:2:1111d2
j=1t=1 \i=1 k=1
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Dessa forma a desigualdade ([2.2.9)) pode ser escrita como

P(C—FE|H)< exp( ZhAce ]4?\[) Hexp< hAC@)h;kéf\fO) (2.2.13)

Agora escrevemos h;A(c, e)h; de forma apropriada. Observe que A(c,e) = (£ — C)(E — C)7,

onde (E — C) é dada na equagao ([2.2.6). Pela proposigao os autovalores de A(c,e) sao
nimeros reais nao-negativos. Além disso, como A(c,e) é normal, pelo teorema [1.2.8] A(c,e) é

unitariamente diagonalizavel. Assim, suponha que V' é matriz unitaria tal que

sabemos que as linhas {vy,vq, -, v,,} de V sdo autovetores de A(c,e) e formam uma base orto-
normal para C"”. Os elementos da matriz diagonal D sao os autovalores reais nao-nulos de A(c, e).

Suponhamos que D = diag(A1, Aa, -+ -, Ay ). Note que
VA(c,e)V*=D & A(c,e) =V*DV,

logo

Usando a notagao de produto interno e alguns célculos, concluimos que

h]V*D(hJV*)* = Z/\’ |< hj7’l}i >|2 . (2215)

=1

Pelas equagoes (12.2.15)), (2.2.14) e (2.2.13]) concluimos que

1 s RN Es
P(C—FE|H)<- Hexp( Z)\ |< hj,vz>|2 ) HHeXp(—)\i |< hj,v; > 4N>'
0

J 1 =1 ] 1i=1
(2.2.16)
Defina ;; =< h;j,v; >, entao
Bii = < (hji,hjo, - hjng ), (Vir, Vig, -+, Ving) >
= hjUin + hyjoliz + -+« + Bjng Ving
= Re(B;i) + jIm(B;i). (2.2.17)

Até o momento nao usamos a hipdtese de hj; ser varidvel aleatéria complexa gaussiana com
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variancia 1/2 por dimensao. Tal hipdtese aparece implicitamente na equagao (2.2.17)). Note que
Bj; ¢ uma varidvel aleatéria que depende das varidveis aleatérias hj;, assim (3;; ¢ uma varidvel
aleatéria complexa gaussiana. Segundo a secao 1.1.6, temos que | §;; | é uma variavel aleatéria de

Rice com parametros o = 1/2 e coeficiente de ndo-centralidade a® com expressdo
a* = (E(Re(8;)))* + (E(Im(B;:)))* = (Re(E(B;:)))* + (Im(E(8;:))* =| E(Bz) . (22.18)
Usando , temos que a varidvel aleatéria | §;; | possui como fdp
p( Bii 1) =2 Bji | exp (= | B [* —a®) Jo(2a | Bjs |). (2.2.19)

Suponha que 7 é o posto da matriz A(c,e), assim A(c, e) possui r autovalores nao-nulos, e a
desigualdade (2.2.16]) pode ser escrita na forma

nr r

1 E,
P(C—-E|H)< 3 ITI]exp (—Ai | Bji |? 4%) : (2.2.20)

j=1i=1
A equacgao (2.2.20)) serd objeto de estudo nas duas préximas subsegoes.

Observagao 2.2.3. O célculo da probabilidade exata de erro é de grande complexidade. Para

este calculo, recorremos ao limitante da unido

1
Ple) <= > P(C — C),
’ X | ceX ¢c£C

(o)

onde | X | é a cardinalidade do cddigo, mais detalhes em [BB99].

2.2.3 Critério do posto e do determinante.

Os STC propostos em [TSC98]| foram construidos de forma que a probabilidade de erro par-a-
par, da transmissao de dados por um canal Rayleigh plano quase-estatico e coerente, seja a menor
possivel. Esta construcgao tem como base maximizar alguns parametros associados a matrizes
formadas pelas diferencas de pares de palavras-cédigo.

Uma das principais dificuldades em obter esses c6digos vem do fato de que seus critérios sao
baseados na estrutura algébrica do dominio complexo de sinais em banda béasica, e nao em uma
estrutura algébrica finita, como corpo de Galois, o que torna dificil a sistematizacao da busca

computacional de bons codigos.
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Nesta secao exibimos o critério de busca para codigos espaco-temporais obtido no trabalho
[TSC98|. Este critério é amplamente conhecido como critério do posto e do determinante.

Quando o nimero de subcanais independentes rng é pequeno (< 4), o limitante para a proba-
bilidade de erro par-a-par é obtido tomando a média, termo a termo, de sobre a variavel
aleatéria | fB;; | cuja fdp é dada em . Até o momento supomos H conhecido, mas em
sistemas reais nem sempre é possivel conhecer H, dessa forma precisamos calcular a média de H.

De maneira geral, a média ¢ dada por

P(C = E) = /°° P(C = E | H)p(D)dD,
D=0
onde p(D) é uma fdp. Em nosso caso
PC—E) < [~ [ [T PC = BIH)]p( i)
|Brgny =0 |B12|=0 J|B11|=0

X (’612 |)"'p(|ﬁanT Dd‘ﬁll’d’ﬂl2|d‘ﬁnHﬂT’
nR r E
= 111 (/ﬁﬂ| | By exp(=at)exp (= | 85 [ (14 Ay ) ) o2a | B D | 65 \)

Jj=1li=1
nR T 2/\ B
AN
< HH( = Xp( Ag)) (2.2.21)
j=1l:i=1 4Ny 4 No

Dessa forma, obtemos um limitante para a probabilidade de erro par-a-par no caso do desvane-
cimento do tipo Rice quando rng < 4. Supondo desvanecimento de Rayleigh (a = 0), o limitante

torna-se

P(C = E) < (1‘[ 1+iE> | (2.2.22)

i=1 i 2N,
Esse limitante é de dificil manipulacao e pode ser escrito de maneira mais simples. Usando

algumas majoracoes, a probabilidade de erro é dada na forma

P(C — E) (H Y ) - (4?\;0>_MR : (2.2.23)

Portanto, a busca de bons codigos espago-temporais a serem usados em canais de comunicagao
multiantena, quando r - ng é pequeno (< 4), deve ser feita para minimizar a equagao (12.2.23)).

Neste caso, o critério de busca pode ser resumido como:

63



e Maximizar o posto minimo r da matriz A(c, e), definida em ({2.2.11)), sobre todos os pares de

palavra-codigo distintas.

r

e Maximizar o produto minimo H A; da matriz A(c, e) entre todos os pares de palavra-cddigo
i=1
distintas com posto minimo.

Este critério é conhecido como critério do posto e do determinante, ou em mencao a seus
criadores, de critério TSC.

Para maximizar o posto minimo, € interessante encontrar um c6digo espaco-temporal com posto
total para todas as matrizes A(c, e), ou seja. r = np. Cddigos com esta propriedade sdo chamados,

na literatura, como codigos com diversidade total.

2.2.4 Critério do traco.

Nesta secao deduzimos o critério de busca para cddigos espago-temporais conhecido como cri-
tério do tracgo. O critério serda deduzido da equagao , quando 7 -ng > 4, e foi exibido pela
primeira vez no trabalho [YCV03].

Temos que | f§;; | é uma varidvel aleatéria de Rice, onde f3j; foi definido na equacao .
2

Dessa forma | 3;; |* é uma variavel aleatéria chi-quadrada nao-central com dois graus de liberdade

e coeficiente de nao-centralidade a® definido em (2.2.18)). Segundo (1.1.21), a média e a varidncia

de | B;; |* sao dados por

1
+4-§-a2:1+2a2.

DN | —
DO | —

1
m‘ﬂji‘2:2-§+a2:1+a2, U\ﬁji\2:2'2'

O limitante superior da desigualdade ([2.2.20)) possui r - ny variaveis aleatérias chi-quadrada
independentes. Suponha que rng > 4, pelo teorema do limite central (teorema (1.1.20|secao 1.1.7),
a expressao

nNR T
D=3 > X|B;l
j=1i=1
é uma variavel aleatoria que tende ao comportamento de uma variavel aleatéria Gausssiana D com
média -
mp = ZZAZ(]' + CLQ)
j=11i=1

e variancia



Como na subsegao anterior, precisamos calcular a média da variavel aleatéria D. Essa média é

dada pela expressao geral

P(C = E) = /°° P(C = E | H)p(D)dD.

D=0

Em nosso caso particular, obtemos que

~ 1 E,
< — — L
PC—E)< [~ Sexp ( i D) p(D)dD, (2.2.24)

onde p(D) é a fdp gaussiana da varidvel aleatéria D e satisfaz (1.1.11). Usando a expressao

00 1 0% —m
/ exp(—yD)p(D)dD = exp (2720% — Wm) Q <m> : v >0

0D

o limitante superior em ([2.2.20)) pode ser expresso como

Es 2

1 1/ E,\? E op —mp
< = - s 2 S 4Ny~ D 9.
P(C—E)< 5 <exp (2 <4N0> o) 4N0mp>> Q (UD ) , (2.2.25)

e obtemos um limitante para a probabilidade de erro par-a-par no caso do desvanecimento do tipo

Rice quando rng > 4. No caso do desvanecimento de Rayleigh (a = 0), a média e a varidncia de

D possuem a seguinte forma
r r
2 2
mD:nRZAi s UD:nRZ)‘i'
=1 i=1

Substituindo mp e o7, em (2.2.25)), obtemos que o limitante superior para a probabilidade de erro

num canal com desvanecimento Rayleigh é

Es

1 1/ E.\?2 r B r ng Erzl 22— ng ZTZl by
PC E <7 —_ s )\2_78 )\Z 4N0 (3 7 7 .
o )‘2<exp<2 (i) = )>Q(

=1 VR > i1 /\12
(2.2.26)

Para obter uma melhor visao no critério de projeto do cédigo, supomos que o cédigo espaco-

temporal opera com razoavel SN R, e usando algumas majoragoes concluimos que

1 E T
P E) < - B . 2.2.2
(C = FE)< 1 exp ( 4N0nRZ)\Z> ( 7)

i=1

Portanto, a busca de codigos espago-temporais a serem usados em canais de comunicagao
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multiantena, quando r - ng é grande (> 4), deve ser feita para minimizar a equagao . O
limitante mostra que a probabilidade de erro ¢ dominada pelas palavras-c6digo com a soma
minima dos autovalores de A(c,e), ou seja, tr(A(c,e)). A fim de minimizar a probabilidade de
erro, a soma minima de todos autovalores da matriz A(c, e) entre todos os pares de palavras-coédigo
distintas devem ser maximizados.

Como z
rAce) =YY - P=Y N
i—1t=1 i=1

temos que o trago de A(c,e) é equivalente ao quadrado da distancia euclidiana entre as palavras-
codigo C e E. Este fato pode ser comprovado da seguinte maneira: como A(c,e) = (E—C)(E-C)*,
temos que

tr(A(c, ) = tr((E — C)(E— C)) =|| (B—C) |I* .

Portanto, maximizar a soma minima de todos autovalores da matrix A(c,e) entre os pares de
palavras-codigo distintas, ou o trago minimo de A(c,e), é equivalente a maximizar a distdncia
euclidiana minima entre todos os pares de palavras-cédigo distintas. Este critério ¢ chamado

critério do traco e pode ser resumido como

e Certificar-se que o posto minimo r da matriz A(c,e) sobre todas os pares das palavras-cédigo

distintas é tal que rnyp > 4.

r

e Maximizar o traco minimo Z A; da matriz A(c, e) entre todos os pares de palavras-codigo
i=1
distintas com posto minimo.

2.3 Espacos de Matrizes.

Nesta secao apresentamos o tema de estudo desta tese, e que sera abordado no capitulo 4,
usando a técnica apresentada no capitulo 3.

Quando estudamos a solucao de um sistema de equagoes lineares, via escalonamento, usamos
matrizes sem preocupagcoes com suas propriedades. Olhamos as matrizes simplesmente como uma
tabela de nimeros, uma maneira mais simples de escrever um sistema de equacoes lineares. Fn-
tretanto, interpretando um sistema de equagoes lineares na forma matricial Az = b, podemos
usar multiplicacao de matrizes para descobrir propriedades basicas tedricas e para provar teoremas
gerais relativos aos sistemas lineares.

O grande Matematico francés Pierre-Simon Laplace (1749 — 1827) disse que “Tal é a vantagem

de uma linguagem bem construida que sua notagao simplificada muitas vezes torna-se a fonte das
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teorias mais profundas". A Teoria das Matrizes valida a afirmacao.

A seguir fazemos algumas consideragoes sobre os STC e os critérios de busca de codigos espago-
temporais. A primeira consideracao é que a grande maioria dos trabalhos sobre STC versam sobre
inventar novos codigos espago-temporais e fazer a busca computacional de tais codigos.

Existe uma grande sutileza quando associamos a palavra-cdédigo C' duas formas, como vetor e
como matriz,

_ 1.2 ny 1 2 nr 1.2 nr
C_(Clcl...cl 0202...02 ...Clcl...cl )

C% Cé . Cll

C% C% e CIQ
C =

AT o

np Xl

A equacao (2.2.1]), pagina exibe uma forma simples do problema de transmissao em um canal
MIMO. Nesta equacao usamos fortemente a propriedade de multiplicagdo de matrizes. Nao estamos
usando matrizes simplesmente como um maneira de representar uma lista de objetos.

Na construcao dos critérios de busca, apresentados nas subsegoes 1.2.3 e 1.2.4, usamos livre-
mente o fato de representamos um vetor na forma matricial. A norma de Frobenius é muito util
para esta representacdo, pois a norma || C' ||% de uma matriz C' é simplesmente o quadrado da
norma Euclidiana de C' como vetor. Usamos livremente a representacao matricial de uma palavra-
codigo. Entretanto, julgamos que tal abordagem nao é a mais apropriada. Por exemplo, dados os
vetores H € C"*"T ¢ C' € C""!, considere suas representacoes matriciais Hypsing € Cppxa € efetue
a multiplicagao de matrizes

(HC)ppxi-

Como associar a matriz (HC),,»; com um vetor no espaco C"%*? Isso seria como definir algum
tipo de produto entre vetores, ou seja, uma operacao que a cada dois vetores associamos um
terceiro vetor. Usando a teoria das matrizes, a representacao vetor-matriz é feita com sucesso

somente quando associamos o vetor (a,b) com a matriz

a b
-b a

Os critério de busca de cddigos espaco-temporais estdo baseados em operadores matriciais
como determinante, posto e traco. Nao fazemos esta busca usando operadores relacionados com
vetores, nao procuramos codigos espaco-temporais como sendo algum tipo de subespaco ou algum

subconjunto de C", este tipo de busca é feita na teoria classica dos codigos corretores de erros
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onde ng = ny = 1. Na busca de cddigos espago-temporais usamos propriedades de matrizes, e os
c6digos sao conjuntos de matrizes, nao de vetores.

Na construcao dos critérios de busca de codigos espago-temporais usamos varias vezes diago-
nalizagao de matrizes, que é uma maneira mais simples de representar uma matriz. Como esta
propriedade pode ser vista em vetores, como seria uma maneira mais simples em descrever um
vetor?

Levando em conta as consideracoes apresentadas, propomos um novo olhar sobre os STC.
Pretendemos definir um ambiente natural para o STC e uma norma intrinseca ao ambiente.

Propomos que o ambiente natural dos STC seja um espaco vetorial normado de matrizes. Além
disso, propomos que o decodificador de méxima verossimilhanca seja definido pela norma espectral
para matrizes. Escolhemos a norma espectral, pois ela é a norma induzida pela norma euclidiana

de vetores, e surge de maneira natural em um espago de matrizes.
Definigao 2.3.1. Um STC ¢é um subconjunto finito de um espago vetorial normado de matrizes.

Por simplicidade, supomos que a energia média por sinal em cada antena transmissora seja

unitaria, ou seja, F;, = 1. Portanto ao enviar a palavra-codigo C, a matriz recebida é dada por
R=HC+ N,

onde H e N foram descritas na subsecao 1.2.1. Suponha que o decodificador de maxima verossi-
milhanga, ao receber R, escolhe erroneamente que a palavra-codigo enviada foi F, uma vez que

enviamos C, assim

|R=HE | < [[R—-HC |2
| HC+ N —-HE ||, < | HC+ N —-HC |2
| —H(E-C)+ N2 < [N
IH(E-C)=N2 < [N
[ HE=C)ll2=[[ N2 < [HE=C)=N 2 <[ N2

logo
| HE=C)[2< 2N [z

e consequentemente

1
IHE-O B <IN
Pelo teorema [1.2.19], sabemos que || A ||5 = A\pae(AA*) = 02,,.(A). Como desejamos a proba-
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bilidade do decodificador ML errar e supomos H conhecido, devemos calcular
1
PC—E|H) =P({ I HE-C) F<|NB).

Logo devemos calcular
1 *
P(TIHE=C) I} < AnaalNNY)).

Nesse ponto obtemos um novo objeto, Ay..(NN¥). Precisamos encontrar a fdp do maior

autovalor da matriz NN*, técnica que serd apresentada no capitulo 3.
b
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Capitulo

Matrizes Aleatorias.

Como vimos na tultima secao do capitulo anterior, precisamos encontrar a fdp para o maior
autovalor de matrizes do tipo AA*. Tais resultados sao encontrados na teoria das Matrizes Ale-
atorias. A grosso modo, matrizes aleatérias sao matrizes cujos elementos sdo varidveis aleatorias.
Dessa forma, faz sentido estudar todos os elementos relacionados com essas matrizes, como traco,
autovalores, autovetores, etc.

A teoria das Matrizes Aleatdrias surgiu no trabalho do matematico-estatistico John Wishart
em [Wis28], mas ganhou visibilidade em meados dos anos 50 com as contribuiges do fisico-
matemético Eugene Paul Wigner [ nos trabalhos [Wig51], [Wig55] e [Wig58)]. Nestes trabalhos,
Wigner estudou o espalhamento de ressonancias de particulas com ntcleos pesados em reacoes
nucleares lentas. Em seguida, o fisico-matematico Freeman Dyson formalizou matematicamente a
teoria nos trabalhos [Dys62a], [Dys62b] e [Dys62c].

Wigner percebeu que a distribui¢ao de autovalores, obtida pela diagonalizacao de certas matri-
zes, em que os elementos eram determinados aleatoriamente e sujeitos a uma distribuicao gaussiana,
coincidia com a estatistica das flutuacoes dos niveis de atomos pesados, conseguidos experimen-

talmente. Dessa forma, a fdp para os autovalores de Matrizes Aleatérias passou a ter grande

1Wigner e von Neumann foram colegas de escola em Budapeste e colegas na universidade de Princeton. Wigner
foi agraciado com o prémio Nobel de Fisica em 1963.
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importancia na teoria.

Como sistemas cadticos possuem comportamento aleatorio, nada melhor que trata-los como
uma solugao aleatéria. Entao Mehta [Meh04], considerando uma matriz quadrada de ordem
grande, cujos elementos sao escolhidos aleatoriamente com uma determinada lei de probabilidade,
propde uma pergunta sobre os seus autovalores e autovetores: “Como estudaremos as probabili-
dades dos seus autovetores e autovalores?" Essa pergunta é fundamental para o entendimento de
como se comporta estatisticamente a ressonancia de um néutron lento na fisica nuclear.

Algumas referéncias sao os livros [Meh04], [For10], [AGZ09], [TVer04] e [Tao12]. O livro
[For10] possui varias aplicagoes das Matrizes Aleatérias na Fisica. J4 [TVer04] traz um tutorial
sobre a aplicacao de matrizes aleatoérias no estudo de limitantes para capacidade de transmissao
de dados em canais de comunicacao sem fio.

Embora os primeiros desenvolvimentos da teoria das Matrizes Aleatorias foram motivados por
problemas experimentais em fisica, engenharia e estatistica, essa teoria agora é usada em varias
areas da matematica como a hipétese de Riemann, equagoes diferenciais estocéasticas, fisica estatis-
tica, sistemas cadticos, algebra linear numérica, redes neurais, teoria da informacao, processamento
de sinais, dentre muitos outros. A teoria das Matrizes Aleatérias tornou-se de grande expressao
e atraiu grandes mateméticos do mundo todo, como podem ser vistos nos trabalhos [TV10],
[TV11la], [TV11b], [TV12].

Na primeira secao deste capitulo introduzimos alguns conceitos técnicos sobre as matrizes
aleatorias e apresentamos mais detalhadamente algumas aplicagoes desta teoria. Na segunda secao
focamos em nosso objeto de estudo, onde apresentamos resultados para a fdp do maior autovalor
de uma matriz Wishart. Como Matrizes Wishart sao matrizes hermitianas, usando a proposicao
[1.2.9] seus autovalores sdo reais e assim a fdp de seus autovalores estd relacionada com varidveis
aleatoérias reais. Como W é quadrada, podemos diagonalizar, achar seus autovalores e analisar seu

comportamento.
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3.1 Matrizes Aleatorias.

Em estatistica elementar, a mais importante distribuigao é a distribuicdo gaussiana, denotada

por N(p,c?), com média p e varidncia o2, cuja fdp é

A distribuicao gaussiana merece este lugar especial, em parte, devido ao teorema do limite central
estudado na secao 1.7, no qual, grosseiramente interpretado, afirma que a soma de uma grande
quantidade de variaveis aleatérias se comporta como uma distribuicao gaussiana.

Em estatistica multivariada, as mais importantes distribui¢oes sao obtidas da distribuicao gaus-
siana. Estatisticos tém descoberto que generalizagoes multivariadas da distribuicao gaussiana fre-
quentemente sao suficientes para seus modelos. Seguindo este principio, estamos interessados no
estudo de matrizes aleatérias obtidas da distribuicao gaussiana.

A teoria das Matrizes Aleatorias é o estudo das matrizes cujas entradas sao variaveis aleatorias,

ou equivalentemente, o estudo das variaveis aleatérias com elementos em espaco de matrizes.

Definig¢ao 3.1.1. Uma Matriz Aleatoria é uma matriz com entradas seguindo alguma distri-

buicao de probabilidade.

Definicao 3.1.2. O conjunto Gaussiano é o conjunto das matrizes aleatérias de ordem m X n,
com entradas seguindo distribuigdo N(0,1), independentes entre si e identicamente distribuidas.

Este conjunto é denotado G(m,n). Se G € G(m,n) e z;; € G, entdo a fdp de x;; é
1 xfj
—exp | —2 .
V2m P 2

Definicao 3.1.3. Uma matriz aleatéria simétrica que pode ser escrita na forma AA”, onde A €

G(m,n) é chamada matriz Wishart Real. O conjunto de todas as matrizes Wishart Reais ¢é
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representado por W(m,n).

Definicao 3.1.4. O conjunto Gaussiano Ortogonal é o conjunto das matrizes aleatérias simé-
tricas m xm com elementos seguindo distribuicao gaussiana, independentes entre si e identicamente
distribuidas. Elementos triangular superior seguem N(0,1/2) e as entradas da diagonal principal
seguem N(0,1). Tal conjunto é denotado GOE e a fdp dos elementos da diagonal principal e

triangular superior sao respectivamente

1 7 1
Eexp 5 e ﬁexp(—xlj).

Nas expressoes acima consideramos varidncia o2 = 1 por simples comodidade, mas a definicao

pode ser considerada para qualquer varidncia o®. As matrizes aleatérias G(m,n), W(m,n) e GOE

podem ser definidas para o caso complexo.

Definicdo 3.1.5. O conjunto das varidveis aleatérias na forma x + iy, onde x, y seguem N (u, 0?)

e sdo independentes e identicamente distribuidas é dado por N(u, o?).

Definicao 3.1.6. O conjunto Gaussiano Complexo é o conjunto das matrizes aleatérias com
entradas seguindo N (0,1), independentes e identicamente distribuidas. Tal conjunto é denotado

por G(m,n).

Definicao 3.1.7. Uma matriz aleatéria hermitiana m x n, que pode ser escrita na forma AA*,
onde A € G(m,n) é chamada Wishart Complexa. O conjunto de todas as matrizes Wishart

Complexas é representado por W (m,n).

Definicao 3.1.8. O conjunto Gaussiano Unitdrio é o conjunto das matrizes aleatérias her-
mitianas m X m com elementos seguindo distribuicao gaussiana complexa, independentes entre
si e identicamente distribuidas. Elementos triangular superior seguem distribuicao N (0,1/4), e

elementos da diagonal principal seguem distribuigao N(0,1/2). Este conjunto é denotado GUE.
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3.1.1 Densidade conjunta.

Para construir a fdp conjunta para alguns tipos de matrizes aleatérias com entradas indepen-

dentes, simplesmente tomamos o produto das fdp das entradas independentes, assim

Lema 3.1.9. A fdp conjunta para a respectiva matriz aleatoria é

G(m,n) (2jr)mn exp <tr <—A§>>

GOFE \/Q—n:"("fl) P (t ( f»
Glm.n) (273) exp< ( AA*>>
).

on(n—1)
GUE — exp( ( >

Demonstracgao: No caso GOE, temos que

P00 = flobew(-2) 11 e (-3)
= exp | ——* —exp | ——=
=1 V21 2 ) 1<idi<n VT 2
n2_
L\ [(1\ 7
= |—= — ex
( Vv 27T> (ﬁ) zpl P < >
1 1 1
= 7 0 exp (—2tr(A2)) .
E segue de forma similar para os outros casos. 0

Os elementos de uma matriz Wishart geralmente nao sao independentes, assim a distribuicao
conjunta é mais dificil de ser construida. De acordo com [Mui82], o célculo é feito em dois passos,

usando decomposicao de Cholesky e decomposicao L.U.

Lema 3.1.10. A fdp conjunta dos elementos de uma matriz em W(m,n) é

\/m exp (”’ (—V;/)) (det W) 5
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onde I, (n/2) foi definido na secdo 1.5. Para matrizes em W (m,n) a fdp conjunta é

M exp (tr (_V;/>> (det W)™ .

Dada uma matriz aleatéria A, existem muitas estatisticas envolvendo objetos associados a
matriz A, como os autovalores, valores singulares, traco, determinante, etc. Considere a norma de

operador

I A llop:= supaecrjzi=1{| Az |}

da matriz A. Estudar a estatistica da norma é interessante por si s6, mas é util como limitante
superior ligado com outras estatisticas. Por exemplo, como vimos na defini¢ao(1.2.17} || A ||, pode
ser o maior valor singular de A, o1(A), e assim domina os outros valores singulares.

A seguir apresentamos algumas aplicagoes da Teoria das Matrizes Aleatorias.

3.1.2 Fisica Nuclear.

A Teoria quantica enuncia que niveis de energia discreta de um niicleo atémico corresponde aos
autovalores do operador de Schrodinger. Infelizmente, para atomos pesados, o operador é muito
complexo, entdo fisicos tem teorizado que o operador de Schrodinger poderia ser substituido por
uma matriz aleatoria. Seus autovalores, entao, corresponderiam ao nivel de energia observado.

Uma caracteristica das matrizes GOE e que torna relevante sua aplicacdo em fisica quantica é

o fato da fdp ser invariante sob transformacgoes ortogonais.

Proposig¢ao 3.1.11. Suponha que R é uma matriz real ortogonal e que A é uma matriz GOE,

entao

P(A) = P(RTAR).

A partir da proposicdo acima houve entendimento da aplicacdo de matrizes GOE no estudo

dos espectros quanticos. Um axiona béasico da mecanica quantica diz que o espectro de energia de
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um sistema quantico é dado pelos autovalores de seu operador Hamiltoniano H, sendo este tltimo
em dimensoes infinitas gerais. Entretanto, para modelar a parte discreta do espectro quantico é
necessaria uma aproximagao que consiste em substituir H por uma matriz Hermitiana de dimensao

finita n X n, que tem apenas espectro discreto.

Proposicao 3.1.12. Se U é uma matriz unitaria e A é GUE, entao
P(UTAU) = P(A).

Para combinar experimentos e teoria, e reciprocamente para fazer previsoes da teoria, fisicos
precisam de mais informagoes sobre os autovalores das matrizes GOE e GUE. Especificamente,
eles tém se interessado em variaveis aleatérias dando o espacamento entre autovalores consecutivos.
Quando os autovalores sdo normalizados, esta variavel aleatoria tem a mesma distribuicao, e nao
importa onde os autovalores estao contidos no espectro. Mais geralmente, existem razoes fisicas

para estudar o k-ésimo maior autovalor de uma dada matriz.

3.1.3 Funcao Zeta de Riemann.

A funcao zeta de Riemann é fundamental para a Teoria dos Ntumeros, em particular devido a
hipétese de Riemann e sua relacdo com ntmeros primos. E notével haver uma ligacio intima entre
os autovalores de uma matriz aleatéria e as raizes da funcao zeta de Riemann. Foi conjecturado
que ¢ (1/2 4+ Xi) tem raiz real A porque de alguma maneira a raiz corresponde aos autovalores de
um operador Hermitiano. Odlyzko [Od189] testou esta conjectura através de um enorme esforgo
computacional, onde ele calculou 70 milhdes de raizes proximas da raiz 10%° e varios outros conjun-
tos de raizes. Ele encontrou que autovalores de matrizes de GUE modelam as raizes incrivelmente

bem.
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3.1.4 Teoria dos Grafos.

Pesquisadores em teoria dos grafos estao encontrando novos problemas perguntando se um grafo
aleatério possui certas propriedades. Algumas vezes, estes problemas podem ser transformados em
um problema de matriz aleatoria, onde autovalores tém importante papel.

Um grafo pode ser descrito por sua matriz de incidéncia com entradas A;; as quais sao 1 quando
existe uma aresta ligando o vértice i ao vértice j, caso contrario 0. Se no lugar de um grafo fixo,
tomamos um grafo aleatdrio, entdo temos uma distribuicao de matrizes aleatérias.

A prova original de Wigner para a lei do semi-circulo tem uma interessante interpretacao no
contexto da teoria dos grafos. Essa prova baseia-se no calculo de tr(A*) para matrizes aleatérias A
e observando que este traco, quando normalizado, a sequéncia gerada converge. Se A é matriz de
incidéncia de um grafo, tr(Ak) conta o nimero de caminhos no grafo que voltam ao ponto inicial.
O k-ésimo momento dos autovalores estd relacionado com a probabilidade de que um caminho
aleatério de comprimento k ird voltar ao ponto de partida. Veja [Bol85] para mais detalhes sobre

a teoria dos grafos aleatérios.

3.1.5 Fundos de Investimento.

O trabalho [CRCO07] usou a teoria das matrizes aleatérias para analisar a matriz de covaridncia
de um grupo de fundos para apurar as estratégias utilizadas para gestao de fundos. Neste trabalho
verificou-se um acréscimo de 35% na diferenca entre o risco realizado e o risco previsto. No final
da década de 90, seu uso na analise de comportamentos de pregos de ativos tornou-se crescente até
a atualidade, sendo em sua maioria estudos relacionados a agoes negociadas em bolsas de valores.

Para mais detalhes veja os trabalhos [LCPBO00] e [PGRAGS02].
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3.2 Densidade dos Autovalores.

Nesta secdo focamos no estudo da fdp para autovalores de Matrizes Wishart. A principal
referéncia é o artigo de Alan Edelmanﬂ [Ede88|. Outras referéncias usadas sdo o artigo de Goldstine
e von Neuman [GN51] e o livro de Wilks [Wil43[]] Os autovalores de uma matriz aleatéria sio
variaveis aleatérias e portanto podem ser descritos por sua fdp, e um importante caso ocorre com
a matriz complexa Wishart.

Por trés séculos, matematicos pesquisaram uma férmula exata para as raizes de um polindémio
geral. Seus esfor¢os foram em vao quando Ruffini (1813) e Abel (1827) demostraram, de maneira
independente, a insolubilidade por radicais de polinémios de grau cinco. Isto imediatamente impli-
cou na falta de uma expressao simples para autovalores de uma matriz geral. O que seria redefinir
o problema, trocando geral por aleatorio? Nao estamos mais interessados nos autovalores de uma
matriz, as distribui¢oes e médias sdo o que importam agora. Como o nimero de condicionamento
comporta-se em média? Essa questao foi elaborada de varias formas diferentes, por von Neumann
[GN51] e Demmel [Dem88], e muitos outros.

O trabalho [Ede88| estuda o nimero de condicionamento de matrizes aleatérias reais e com-
plexas, e consequentemente os autovalores, com objetivo de resolver varios problemas em aberto
sobre Anélise Numérica. Tais problemas foram levantadas nos trabalhos de von Neumann, Birkhoff,
Smale, Demmel e outros. A distribuicdo do ntimero de condicionamento de uma matriz aleaté-
ria descreve quantos digitos de precisdo numérica sao perdidos devido ao mal condicionamento
quando resolvemos um sistema de equagoes lineares. A relacdo entre ntimeros de condicionamento
e autovalores foi dada na segao 1.3.

Embora muitas distribui¢coes de probabilidade tenham sido propostas, a mais famosa é o con-

2Edelman foi agraciado com o Prémio Chauvenet em 1998. Além disso, foi o primeiro estudante do mundo a
usar o software MATLAB.

3usamos esta edicdo, pois ficou mais facil usar as férmulas que precisamos seguindo as notas de rodapé das
péginas 189 e 190 do artigo [Ede88].
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junto gaussiano, defini¢oes e , proposto por Wigner [Wig65]. Wigner obteve a distri-
buicdo conjunta dos autovalores das matrizes GOE e GUE em 1962, entretanto o trabalho foi
publicado no ano de 1965 [Wig65]. Ele também é responsavel pela famosa lei do semi-circulo, na
qual afirma-se que o histograma dos autovalores de uma matriz aleatéria grande é grosseiramente
um semi-circulo.

O calculo da fdp dos autovalores de uma matriz aleatéria Wishart foi estabelecido em 1939
no trabalho [Hsu39|. Vérios pesquisadores estudaram os autovalores de uma Matriz Wishart
sob vérios pontos de vista, [Jon82|, [MP67], [Tro84] e [WacT78|. Estimativas do maior e menor
autovalor sao dados em [Ger80] e [Sil85]. Uma complicada expressao para a distribui¢ao do maior
autovalor é dada em [Sug67] e para o menor autovalor em [KC71].

Um importante aspecto da teoria das matrizes aleatérias é que a distribuicdo dos autovalores
de uma matriz aleatoria do tipo Wishart tem sido aplicado com sucesso para analisar e projetar sis-
temas de comunicacao sem fio [TVer04]. Dada a importancia em varias aplicagoes, a distribuigao
dos autovalores de matrizes aleatorias é indiscutivelmente um dos mais importantes tépicos em en-
genharia de comunicagao, onde, por exemplo, foi amplamente aplicada para analise de capacidade
do canal MIMO, veja [Tel99], [ALTV04]| ¢ [CWZ03|.

Recentemente, métodos gerais para obter a distribuicao de autovalores foram desenvolvidos para
uma classe geral de matrizes aleatdrias. O trabalho [OPF09] apresenta uma expressao geral para
distribuigdo marginal dos autovalores ordenados. Enquanto [ZCWO09] e [ZCO08] propdoem uma
expresao alternativa para a mesma distribuicao, mas tais resultados exibem expressoes distintas
para casos da matriz Wishart e pseudo-Wishart. Esse problema foi evitado mais tarde na expressao
do trabalho [CZO08], no qual a expressao depende do “determinante" da matriz tensor de posto 3.
Depois disso, uma expressao mais simples para a distribuicao dos autovalores foi apresentada por
[SMJO09] e envolve determinante convencional.

Como pode ser observado, existem varias maneiras de expressar a fdp dos autovalores de uma
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matriz Wishart. Por hipdtese, neste trabalho, supomos que os autovalores da matriz Wishart sao
ordenados. Entretanto, os trabalhos [ALTVO04] e [ATLV06] apresentam uma expressao para a
fdp, considerando os autovalores desordenados para uma matriz nao-central Wishart.

Como existem varias expressoes para a fdp dos autovalores de uma matriz Wishart, devemos
usar uma que satisfaca as hipéteses de nosso problema, definidas na secao 2.3.

Supomos que as variaveis aleatorias gaussianas possuem média zero. Em termos técnicos isto
significa que a matriz Wishart é denominada central. Além disso, supomos que as variaveis aleato-
rias sdo independentes entre si, isso significa que as antenas transmissoras, e também as receptoras,
estao espacadas entre si de tal forma que o sinal trasmitido, ou recebido, por uma determinada
antena nao sofra interferéncia de sua antena vizinha, ou seja, a distdncia entre as antenas é maior
que o dobro do comprimento da onda da transportadora. Em termos técnicos, independéncia entre
as antenas significa que a matriz de covariancia, denotada na teoria por X, é a matriz identidade.
Este caso é conhecido como Wishart descorrelatada.

Como focamos no caso central com > = [, ignoramos a beleza da teoria dos polindmios zonais,
envolvendo fungoes hipergeométricas. Apesar da elegancia, os polinémios zonais sao de dificil
manipulagdo, veja mais detalhes em [Jam64].

Em seguida estudamos as fdp de uma matriz Wishart central descorrelatada, primeiro para
o caso real e para finalizar este capitulo, o caso complexo. FEstas se¢oes sao muito técnicas e
servem de base para os resultados, que julgamos serem inéditos na teoria, que serao apresentados

no capitulo 4.

3.2.1 Caso Real.

Nesta se¢ao exibimos a fdp conjunta dos autovalores de uma matriz Wishart real W(m,n).
Além disso, generalizamos alguns resultados do artigo [Ede88], sendo o mais importante deles um

limitante para a fdp do maior autovalor da matriz real Wishart.
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2 nao necessariamente 1, como

Consideramos variaveis aleatérias gaussianas com variancia o
apresentado nas defini¢oes e |3.1.7, pois precisamos de resultados mais gerais no proximo
capitulo. Seja G(m,n) o conjunto das matrizes de ordem m X n cujas entradas sdo varidveis

aleatérias reais independentes com distribuicio N(0,0?). Dado A € G(m,n), considere M =

AAT € W(m,n), onde

sao os autovalores da M pela proposic¢ao tais autovalores sdo nuimeros reais positivos.

Teorema 3.2.1. Dado A € G(m,n), considere M = AAT € W (m,n), suponha que A\; > Ay >
cov > A1 2 A > 0 s2o os autovalores da M. A fdp conjunta dos autovalores da matriz M é

dada pela expressao

JOAL A2, A) = Ky €Xp (—Q;iA)ﬁA 2 TTw =Ny, (3.2.1)

onde K, ,, ¢ dado por

KL = <<2‘72)n>?i:ﬁlr(”_;Jrl)P(m_;Jrl) > 0. (3.2.2)

™

Para que K, ,, seja maior do que zero, devemos supor m < n, e tal hipétese serd assumida

daqui em diante. Por exemplo, se n = 3 e m = 6, entao

K?’_’612<(0)> HF( 22)F< 22) — Hae=10.
=1

™

A constante K, ,,, em (3.2.1)) é uma constante de normalizacao, definida de tal forma que (3.2.1])

represente uma fdp conjunta, ou seja,

f()\17/\27 te 7)\m) d>\z = 17
Ry
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onde Rl = {()\1,)\2, N ,)\m) . )\1 S [O, OO],)\Z € [O,Ai_l],i € {2, cee ,m}} Assim

/R FOW Az, A ds

1 Mm mo

i=1 i=1 i<j

=1

?

e a equagao (3.2.2)) é a forma analitica da seguinte integral
1 m n—m-—1
Kol = / exp [—— 3\ ]‘[ A7 IO = Aj)dAs (3.2.3)
’ R 202 — i<

Obter controle desta constante de normalizagao é fundamental no que segue. Assim, apresentamos
algumas maneiras de exibir esta constante.
Suponha agora que A € G(m —1,n), M e W(m—1,n)eX > A3 >--->X\,_1 >\, > 0s@0

os autovalores de M. Neste caso a fdp conjunta dos autovalores de M é

1 m m n—(m—-1)—1
Kn,m—l exp (-22 Z )\Z> H )\ 2 H()\Z - )\J)
0" i=2 i=2 i<j
1 ™ M n—m
= Kn,mfl exp <—22 Z )\Z> H >\z 2 H<)\Z - )\])
0% i=2 =2 i<j

Como feito anteriormente, segue que

1 & M n—m
Kr?,vln—l = / exp ( T Z ) H A2 H()\z — /\j)d/\z‘, (3.2.4)
Rz — /=2 i<j

onde Ry = {(A2,-+, \m) : A2 € [0,00]; \; € [0,\i_1],¢ € {3,---,m}}. Usando (3.2.2), a integral

(3.2.4) coindice com
Kl

= () R (e ().

No produtério anterior, ndo podemos assumir que ¢ varia entre 2 e m, pois a segunda funcao gama




da equacao acima nao esta definida em ¢ = m. O que importa neste produtério ndo sdo os indices
das posicoes, mas a quantidade de elementos.
Suponha novamente que A € G(m—1,n) e M € W(m—1,n), mas agora indexamos de maneira

diferente os autovalores de M por \; > --- > \,,_1 > 0. Neste caso a fdp conjunta dos autovalores

de M ¢é

1 m—1 m—1 n—(m—1)—1

Kn,m—l exXp (-22 Z >\1> H )\7, 2 1_[(>\Z - /\])
0% iz i=1 1<j
1 m—1 m—1
= Kn,mfl €xXp <_M — >\z> L )\2 : E[(Az - )\]),
i= i= i<j

logo,

1 m—1 m—1 n—m
Ky = /R exp <—02 )\i> I A2 TTOw = Ap)dX (3.2.5)
3 i .

_ <(2‘;2>n>"glé11P<"_;+1)F<m2_i>, (3.2.6)

onde R3 = {(/\1,' : ',)\m_l) : )\1 S [O, OO],/\z S [O,Ai_l],i S {27 e, — 1}}

Observagao 3.2.2. As constantes de normalizagao exibidas em (3.2.4)) e (3.2.5]) sdo as mesmas, a
diferenga é uma mudanga nos indices das incognitas envolvidas. Sao formas distintas de descrever

0 mesmo objeto.

De maneira anédloga, supondo que A € G(m —1,n—1), M € W(m — 1,n — 1) e que os

autovalores de M sao \y > Xy > -+ > \,,_1 > 0, deduzimos que
L 1 m—1 m—1 . _1_.,
K’r:—l,m—l = /Rd exp <_M - Az) H /\z 2 H(/\l - )\])d)\Z (327)

- () I ), 029

onde Rj3 foi descrito anteriormente.

83



Na demonstracao do lema [3.2.3|a seguir, obteremos um limitante superior para a funcao densi-
dade de probabilidade do maior autovalor de uma matriz Wishart real substituindo o dominio de
integracao por dominios que coincidem com os R; exibidos anteriormente. Na majoracao que sera
feita no lema [3.2.3] usamos as constantes envolvendo as integrais que deduzimos anteriormente e
sua forma analitica dada pela expressao (3.2.2)).

Segue a generalizacao do lema 4.2 de [Ede88]. A prova do caso n = m encontra-se em [GN51].
Este resultado apresenta um limitante superior para a fdp do maior autovalor de uma Matriz

Wishart real.

Lema 3.2.3. Se M € W(m,n) e f,...(A) é a fdp do maior autovalor, entao

Knm ntm-—3 A
A < 77)\ 2 -
P € 3 o ()
1 1-n—m
72(20%) 72 | nim-s A
= — A —— .
o (-

r(5)r(s)

Demonstragao: Primeiro, vamos explicitar o autovalor maximo \; na equacao (3.2.1)).

A n—m=1 1 m n—m-1
f()\h YRS 7/\m) = Kn,m exXp <_M> A P oexp <_M ;;Az) (,Hg()\l - )\i) : /\i : )

Devemos calcular a fdp marginal em relacdo a variavel A\;. Como

A Z )\2 Z Z >\m—l Z >\m 2 O, seja R = {()\2,,)\m) . )\2 S [O,)\], /\1 € [O,)\Z’_l],i €
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{3,---,m}}. Assim

)\ n—m-—1 m m 7L7727L71
f)\maz ()‘) = Kn,m exXp <—w> A2 / exp ( ; > (g )\ — /\z) . >‘z >

x TT (= A)dAs

2<i<j<m

>\ n—m— U m n—m-—1
e (£ o7
=2 =2

x JI —=A)dA.

2<i<j<m

Como A> N\, >0=0<\— )\ <), temos uma limitagao para a funcao anterior

P < Koep (=555 ) A5 [ (=5 3 T2 [0 )i

=2 =2 1<j

)\ n—m-—1 m KL —m—1
= Kpnexp (- | A= Am—l/ - A T — A)d
o (552 o (g I T
)\ n+m—3 1 m m n—m-—1
= n,m D) 2 Y i o7 )\ —)\d)\l
Ko (=) 475 [l (5 0 TN T

Aumentando o limite superior de integracao em \g, obtemos novamente uma limitacao para a
funcao estudada,

P (V) < Ko oxp [ = AL?""‘/ exp (== SN TT A5 IO = o),

Amaz > n,m p 20_2 Ry p 20_2 P 7 o z i ) J I3
onde Ry = {(Aa, -+, Ap) : A2 € [0,00], \; € [0,\;—4], @ € {3,---,m}}. Fazendo uma mudanga de

indices na equacao , a integral anterior pode ser expressa como

)\ n+m 3
f)\macc()\) S Knymexp <_W> >\ Kn 11m 1
Knm )\ n+m—3
= exp | —=—
Kn 1,m—1 P 202
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Para finalizar, basta usarmos a equagao (3.2.2) e obtermos a constante K, ,,,/Kp—1,m—1-

Kom %
Ky ima1 ((202)") % T 1F<n H—l)r(m 2i+1>
2ot I () P ()
™ 2

- ] (202" I T (5F) T ()

(eI T () T (25 o

7 msT (e

e LT ()T ()

T3 1

(202)"% T (2)r(z)

Portanto,
1 —n—m-+1
75(20'2> 2 )\ n+m-—3
rz)r(s) 2
Este limitante coincide com a equagdo (10) de [Ede88] quando o = 1. U

A seguir, apresentamos a demonstracao do teorema 7.2 de [Ede88]. Obtemos a fungao densi-
dade de probabilidade de A4z € Amin para matrizes M que seguem distribuicao W(2,n). Aqui

faremos o caso geral com o2 qualquer.

1
Teorema 3.2.4. Se M tem distribuicdo W (2,n) e 5 = nT, entao

P = Kuzewp (5o ) ¥ (209 Ve () = 2202503 (3533 ).

Demonstracao: Como m = 2, a fdp conjunta com dois autovalores (A; > Ay > 0) é dada por

A A
K2 exp <—1> exp ( 2 ) AN = M)A

202 202
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Para obtermos f,,.(\), devemos integrar em relagao a Ay, assim

A A _
fAma,z (A) = K’I’L,Q exp <_2 Aﬁ_l/o eXp <_22> Ag 1()\ - )\2)d}\2

20

A [ A A A
_ -1 2 -1 2 B
= Kn,? exp <_M> A -AA exp <_M> )\2 d)\Q — /0 exp <_M> AQd)\Q]
A [ A A
= _— ﬁil . 2 6 . JE— — 2 6+1 . -
K, 2exp ( 202) A _)\ (20%)7 -~ (6, 202) (207) 0% (ﬂ +1, 202)]

ot e (5.

2 1 A A B -
—(20%)%* (6- 5’202> N <2a2> o <_202>)]
A

O préximo resultado é uma generalizacdo (supomos n nao necessariamente igual a m) das
equagdes (8.3) — (8.8) de [GN51]. E o tinico resultado que traz um limitante para distribuicio
cumulativa do maior autovalor de uma matriz Wishart real, pois todos os resultados anteriores

referem-se a fdp.
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Teorema 3.2.5. Seja A = Ao, M € W(m,n) e (m(r—1/2) —n/2) > 0, entao

Pr(\ > 20%rm) < (rm)™ 2 72 exp (—rm) . 1
SO T e

Demonstracgao: Pelo lema [3.2.3] temos que

Frmaz(A) <
r(s)r(s)

Portanto,

1 —n—m+1

2(20%)~ 2 00 ntm— A

T (207) / A oxp =2 ) an
2 202

9 - o0
Pro220tm = [ P S T

Faremos uma mudanca de variavel. Como 20%rm < )\ < oo, entao 0 < A\ — 20%rm < co. No

lugar de denotar a nova variavel simplesmente por p = A — 20*rm, vamos usar 202 = A — 20%rm.

Assim,
A A\ —20%rm dA
— 2 . — . —
A=20(p+rm) ; ﬁf,u—i—rm D= 52 ;
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e obtemos que

% 2 2 T2 o n+m-—3
Pr(\ > 20%rm) < ™ (207) ) / AT exp (—(p +rm)) 20%du
0

I=

B 72 exp (—rm) /OO nim=3 1
0

r(s)r(s)
B 72 exp (—rm) [ A
- r(nir(M) /0 P {~#) ((202)> o

2 2

72 exp (—rm)

= TP exp (<) (ot rm) E dp
") %

© ) b b))

2 exp (—rm) (rm) " ? /Oooexp(—u) <”+1> Y dp

r(s)r(s) m

Como lim (1+ z/n)" = exp(z) = exp (z/n - n), entdo

U = w n+m-—3 u = p n+m-—3
i (L 41) T e (LMY (1 ) (1 namd)
n—oo \ rm, rm 2 rm rm 2
Logo,
n+m 3
00 -3
PT()\ZQO’%“TI’L) S 7T2€‘Xp( )(7“ ) / exp(—u)eXp(M'Wn>du
(721) (% 0 Tm 2
_ 75 exp (—rm) (rm) 2 S/Ooexp<—,u {1_1'n+m—3Dd’u'
(g) (% 0 m 2
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Como /OO exp (—ax) dx = 1/a,
0

Pr(\>20%rm) <

IA

Corolario 3.2.6. Seja A = A\, M € W(n,n) er > 1, entao

Pr(\ > 20?

entao

n+m—3

72 exp (—rm) (rm) 2 1
T s

72 exp (—rm) (7"m)n+TM73 1
(e S ()

72 exp (—rm) (7"m)n+TWk1 1
r(s)r(z) rm — ("5=2)

72 exp (—rm) (rm)% 1
rE)r(s)  omlr-a)-5+3

7% exp (—rm) (rm) 2 1

r(5)r(s)

2r

rn) < ( )” . ! .
exp(r—1))  4(r —1)(7rn)z

Demonstracdo: A expressio obtida no teorema ({3.2.5) ndo ficou com aspecto simples, mas

supondo n = m podemos melhora-1a e obtermos a expressao (8.8) de [GIN51]. Para isso usaremos

a formula de Stirling

Assim
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Supondo n = m, temos que

m2exp (—rn) (rn)” 2 1
NOMONERIGE A
72 exp (—rn) (Tn)n_%
r2(3)n(r—1)

72 exp (—rn) (Tn)n_% exp(n)2"n2

Pr(\ > 20%rm) <

n(r—1) nnlr
1
o (m)"2 1 exp(n)2n—2
 on(r—1)73 exp(=rn) nn—1
()" 1 on=2 ]
min(r—1)exp(n(r—1)) 2 nnt

1 . 'érn)".1'<2>”1

exp(n(r—1)) zin(r—1) (rn)2 2 \n
B (rn)" 1 11 2!
~ (exp(r—1))" ai(rn)z r—1 n 2 nr!
1

3.2.2 Caso Complexo.

Nesta secao exibimos a fdp conjunta dos autovalores de uma matriz Wishart complexa W(m, n)

e algumas formulas da constante de normalizagdo. Os resultados sobre a fdp do maior autovalor
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para o caso complexo serao exibidos no préoximo capitulo pois fazem parte das contribuicoes desta
tese.

Seja é(m, n) o conjunto das matrizes de ordem m x n cujas entradas sao varidveis aleatorias
complexas independentes com distribuicio N(0,0?). Pela definicio , se A € G(m,n), entao

A=A +iAy com Ay, Ay € N(0,0?%). Seja M = AA* € W(m,n), ao longo da secio, suponha que
>\12>\222)\m—12>\m20

sao os autovalores de M, pela proposicao temos que tais autovalores sao nimeros reais

positivos.

Teorema 3.2.7. Dado A € G(m,n), considere M = AA* € W(m,n), suponha que A\; > Ay >

cr > Amo1 2> Ay, > 0880 os autovalores da M. A fdp conjunta dos m autovalores de M é

f()‘la >‘2> T, )\m) = f{n,m exXp <_1 i )\z> ﬁ )\Zn—m H()\Z — )\j)Q, (329)

i=1 i<j
onde

f(n_ﬂlnz(202)m”ﬁf(n—i+1)F(m—i+1). (3.2.10)

i=1
Como na segao anterior, supomos m < n. Temos que K, ,, em 1) é uma constante de

normalizagao tal que

[ FOu e, An)ar =1,
Ry

onde Ry = {(A1, Aa, -+, Am) : A1 € [0,00]; \; € [0, Ni—1],3 € {2,---,m}}. Assim
- _ 1 M m
/ FO A, Am)dA = Knm/ exp (=== S A ) TTAT™ [T\ — A)2d = 1,
Ry IR 202 i=1 i—1 i<j

e a equagao (3.2.10)) é forma analitica da integral

~ 1 m m
KLZI/ exp | —=— > N | [T AP [T\ = Aj)%d.. (3.2.11)
’ Ry 2025 ) i

1<j
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Suponha agora que A € G(m —1,n), M e W(m—1,n) e A\a > A3 > -+~ Aot > A > 0 580 0s

autovalores de M, assim a fdp dos autovalores é

g 1 = O n—(m-— [ 1 - A n—m
Kypn1 exp (—22 3 Ai> TI2 " O TIO8 = A)? = Koy exp (—22 3 )\i> [T 2 T — A2
07 = i=2 i<j 0% i=2 i=2 i<j
Podemos concluir que
~ 1 m m
. / eXPp (‘22 > Ai) [T TTOG = Ag)%d,
Rz 772 /=2 i<j

onde Ry = {(Aa, -+, A\m) : g € [0,00]; A\ € [0, Ni—1],7 € {3,--+,m}}. Usando (3.2.10)), a integral

acima coindice com
(202)<m—1>“nﬁ1r(n — i+ DT (m—1—i+1).
i=1
No produtoério anterior, ndo podemos assumir que ¢ varia entre 2 e m. Caso contrario, a segunda
funcao gama nao esta definida em i = m. O que importa neste produtério nao sao os indices das
posicoes, mas a quantidade de elementos.
Suponha novamente que A € G(m — 1,n) e M € W(m — 1,n), mas agora indexamos, de

maneira diferente, os autovalores de M por Ay > Xy > -+ > Ao > A1 > 0. Nesse caso a fdp

conjunta dos autovalores de M ¢

5 1 m—1 m—1
Ky m—1€xp (—202 Z )\Z-> H )\?—m+1 1_[()\Z — )\j)2.
=1 [

i=1 1<j

Podemos concluir que

5 1 m—1 m—1

Kr:nln—1 = / exp (‘22 Z Ai) H )\?_mﬂ H()\z - )‘j)2d)‘i
Rs i i=1 i<j

-1

= 2™ " [T (n—i+1)T(m—1—i+1),

1

3

i

onde R3 = {()\1,' . 'a)\m—l) A€ [O, OO],)\l € [O,Ai_l],i € {2, s, — 1}}
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Observacao 3.2.8. Como no caso real, observe que as constantes de normaliza¢ao sao as mesmas,

o que ocorre é uma mudanga dos indices das incognitas envolvidas.

De forma andloga, se A € G(m —1,n—1), M e W(m—1,n—1)edg > > X\p1 > Ay >0

sao os autovalores de M, a fdp conjunta dos autovalores é

1 m m
K; lm—1 = /RQ exp (—WZ)\Z») H)\;l—l—m—i-l HO‘% . )\j)Qd)\i

=2 =2 1<j
1 m m
= ——— SN T T O = \)
o (g 1
= (20%)m-D=1) H n—1—i+DT(m—-1-i+1), (3.2.12)

onde R2 = {()\2, ey )\m) : )\2 S [O, OO], )\Z S [0, )\1;1],2' S {3, ce ,m}}
Respeitando as ordens das matrizes envolvidas e lembrando que, por hipotese, o niimero de
linhas é sempre menor ou igual o nimero de colunas, obtemos outras igualdades que serao tuteis

ao longo do texto:
Kol = / exp ( Z ) H AT TG = AP,
i=1 i=1 i<j
onde Ry = {(A1, -, A1) 1 A1 € [0,00]; A; € [0, \i—1],7 € {2,---,m — 1}}. Temos ainda que
1 m—1 m—1
K;Hm | = / exp (—2 Z A@.) H A= m+1H M — )2,
R 20 i=1 = 1<j

onde R3 foi descrito acima. Além disso,

~ 1 n—1
Kl = /R4 exp <_M ; )\z') H A7 TTOG = A))2dN,

1<J

onde R4 = {()\1,' : ',)\n_l) : )\1 S [0,00],)\z S [O, )\i—l]ai S {2, e, N = ].}}
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Capitulo

Novo Critério de Busca de STC para canais

MIMO.

Neste capitulo apresentamos as contribui¢oes deste trabalho, com resultados que consideramos
inéditos. Além disso, resolvemos o problema apresentado na se¢ao 2.3 usando as técnicas do
capitulo 3.

Pelo exposto no capitulo anterior, existem varias aplicagoes para a teoria das matrizes alea-
torias. Entretanto, nenhum resultado na forma que propomos, pois pelo nosso conhecimento, a
teoria das matrizes aleatérias nunca foi usada para obter um critério de busca de STC para canais
MIMO. Na primeira se¢do deduzimos uma aproximacao para a fdp do maior autovalor de matrizes
Wishart. Na se¢ao seguinte resolvemos o problema proposto nesta tese. Terminanos o capitulo

com nossas conclusoes.

4.1 Aproximacao para funcao densidade de probabilidade.

Como visto na secao 2.3, para resolvermos o problema de pesquisa desta tese precisamos encon-
trar a fdp do maior autovalor para matriz Wishart. Entretanto, nao foi encontrada para esta fdp
na literatura, uma expressao que seja manipulavel, uma expressao de dificil manipulacao pode ser

encontrada em [ZCO08] e [ZCWO09|. Devido a dificil manipulacao das férmulas, é possivel obter a
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fdp exata do maior autovalor de matrizes Wishart para alguns casos particulares de m e n. Dessa
forma, obtemos uma aproximacao para a funcao desejada, que sera exibida nesta secao.
Comecamos a secao generalizando o lema [3.2.3, onde deduzimos um limitante superior para a

fdp do maior autovalor das matrizes com distribuicio W (m,n).

Teorema 4.1.1. Se M € W (m,n), entdo fy,,,.(\) satisfaz

K A
< _ n,m n+m—2 o
f)\maac ()\) — Kn_Lm_l >\ eXp < 20-2 >
_ (202)7n7m+1 )\n—‘rm—Q exp <_)‘>
T'(n)I'(m) 202) "

Demonstracao: Como devemos encontrar fy,, . (A), primeiro vamos explicitar A\,,.. = A1 na fdp
conjunta dos autovalores de uma matriz Wishart definida na equacgao (3.2.9)), isto é,

> > Ai s n—m
Ky m exp (Z _20_2> H Ai H(Al - )‘j)Q

i=1 i=1 i<j
~ A LY L m
= Kmm exp (—%‘12) exp (; _W> )\711 i:HQ()\l 2 H )\n g
- A nem LCA VR Q- e
= K, mexp (—%‘12) Al exp (Z:ZQ —20_2) g (()\1 — )\i)2 Al ) ,];[]()\Z - )\j)2.
Assim,
~ A e LCAD W G e
Frmaa(A) = Knmexp (_W> A /ReXp (; _M> 1 (()‘ - /\i)2 A ) Zl;[](/\z - )‘j>2d/\z‘v

onde R = {(Ag, A3, -+, Am) : A2 € [0, A; N € [0, M), € {3,---,m}}. Como 0 < A\ —\; < A,

entdo < (A — \;)? < A\? e a igualdade acima pode ser limitada superiormente

f>\max ()‘) S f(n,m exXp <_2i\‘2> )\”_m/ReXp (Z 2)\'2> H </\2 /\n m) H(AZ - /\])2d)‘z

1<J
= Rn,m exp <_2> AT )\2 m=1) < ) ()\n m) H()\z - )\j)2d)\z
=2 1<j
- A m
1= % ]
_ A m m
S Kn,m exp <_W> )\n+m2/2 €xXp (Zz 2) 1_£ ()\n m) 1;[ ;T /\j)2d)\z'7
1= = 1<J



onde Ry = {(Ag, -+, Am) © A2 € [0,00]; \; € [0, \iq],7 € {3,---,m}}. Usando a equagdo [3.2.12]

obtemos o novo limitante dado por

% A n+m—2 g—
Ponee(A) < Ky exp <—M>)\ PR

~7Lm A
= }(7’)\”“”*2 exp <—> :

2
n—1m—1 20

Usando a expressio algébrica de K, e f(,;ll’mfl definidas em (]3.2.10[) e (]3.2.12[), temos que

A 1
A < )\n+m—2 _ . - (2 2)(n—1)(m—-1)
PrnaA) = exp( 202) 2o [T, T — i+ Dfm —i 1) 27
m—1
JIT(r=1—i4+1)I(m—1—i+1)
i=1
m—1
A\ (202 (- D)m) H T'(n—d)'(m —1)
= N Zexp | — (20°) =1
202 (20-2)nm m

HF(n—i—l—l)F(m—i—i—l)

A2 g <_A> nf__[l T(n — i)l (m — i)

_ 20° i=1
- 2\n+m—1 m
(20%) [[T(n—i+1)T(m—i+1)
i=1
_ (20_2>—n—m+1 )\n+m72 exp _L
['(n)T'(m) 202 )"

O limitante definido no teorema nao representa uma fdp, pois

© (2g2)n—mtt A _T(n+m—1)
/0 )T m) T exp (‘w) = T m)

sendo diferente de 1. Normalizando, no sentido de obter uma fdp, o limitante obtido no teorema

A.17] temos que

(20.2)—n—m+1

['(n+m—1)

g(\) = N2 exp (—A> (4.1.1)

202
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Figura 4.1: Graficos da fdp exata e da funcdo g(\) para W (3,13)

representa uma fdp.
Comparando a fungao g(A) com a fdp do maior autovalor de matrizes Wishart, concluimos que,

a menos de translagdo, g(A) é uma boa aproximagao para a fungao desejada, veja figura .
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Figura 4.2: Graficos da fdp exata, funcio g(\), e da translacio de g(\) em 10.4 para W (3,13)

Dessa forma, devemos encontrar a constante d; = di(m,n) de tal forma que a translagao de

g(\), que denotamos por ¢(A), e cuja expressao é

0 R 0< A< dl
d(N) = (20.2)—n—m+1 (A — dl)(n—l-m—l)—l . (_(}\ . d1)>
T'(n+m—1) P 202 ’

A>d;

seja uma aproximacgao para a fdp do maior autovalor de matrizes Wishart. A figura [4.2| apresenta
o grafico da fdp exata, funcio g()\) e translacio de g(\) em 10.4 para o caso W (3,13).

Calculamos, em alguns casos, a fdp exata do maior autovalor de matrizes Wishart, em seguida,
transladamos g(A) de tal forma que ¢(A) seja a melhor aproximacao possivel. Estes dados sao
apresentados na tabelal4.1] cujos dados foram feitos por tentativa e erro, com objetivo de minimizar
a distancia

JAEACESAUIR

entre a fdp exata do maior autovalor de matriz Wishart e ¢(\). Além disso, a tabela apresenta
o ponto maximo da melhor ¢(t). Por simplicidade, nos célculos apresentados nas tabelas e
supomos que o2 = 1.

Como a fdp exata do maior autovalor de matriz Wishart e a aproximagao ¢(\) sao consideradas,

neste trabalho, a mesma, a menos de translacao, obtemos que o valor do melhor deslocamento ¢ a
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W (m,n) | melhor translacdo de g(\) | ponto de méximo da melhor translacao de g(\)
W(2,2) 1.0 5.0
W(2,3) 1.7 7.7
W(2,4) 2.4 10.4
W(2,15) 6.7 36.7
W (2,22) 8.7 52.7
W(3,3) 3.2 11.2
W(3,5) 5.1 17.1
W(3,13) 10.4 38.4
W (3,25) 16.0 68
W(4,4) 5.5 17.5
W(4,7) 9.0 27
W(4,13) 14.0 44
W(5,5) 8.4 24.4
W(5,9) 13.2 37.2

Tabela 4.1: Melhor translagao e seus pontos de méaximo.

diferenca entre o maximo da fdp exata do maior autovalor e o ponto de maximo de g(A). A tabela
apresenta os pontos de maximos.

Sabemos que nem sempre é possivel encontrar o maximo da fdp exata do maior autovalor para
matrizes Wishart. Entretanto podemos encontrar o maximo da func¢do g(\). Dessa forma, dado o
méaximo de g(A), devemos encontrar o valor da constante d; = dy(m, n). De fato, como

dg(\) (202)—n—m+l _ A _ A 1
— —9). )\n+m 3 (_) >\n+m 2 (_) . _:|
d\ Fn+m—1) (n+m=2) FP 7902 + P\ T 202 202
(202) 7" +m—3 ( A > 2
= 7D pwtm A B —9) -
T(n+m—1) P\ o0 20%(n+m = 2) =2,

as raizes de dg(\)/d\ sao
A=0 ou A =20%(n+m—2).
Supondo, por simplicadade, que o = 1, o maximo da funcio g(\) ocorre quando

A=2(n+m—2).

Dessa forma, 2(n + m — 2) + di(m,n) coincide com o ponto de maximo da fdp exata do maior
autovalor de matrizes Wishart. Seja h(m,n) a fun¢ado que modela o méximo da fdp exata de matriz
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W(m,n) | ponto de maximo da fdp exata | ponto de méximo de g()\) | diferenca dos maximos
W(2,2) 5.11 4.0 1.1
W(2,3) 7.89 6.0 1.89
W(2,4) 10.53 8.0 2.53
W(2,15) 36.7 30.0 6.7
W(2,22) 52.58 44.0 12.58
W(3,3) 11.22 8.0 3.22
W(3,5) 17.24 12.0 5.24
W(3,13) 38.52 28.0 10.52
W (3,25) 67.79 52.0 15.79
W(4,4) 17.76 12.0 5.76
W(4,7) 27.15 18.0 9.15
W(4,13) 44.06 30.0 14.06
W(5,5) 24.53 16.0 8.53
W(5,9) 37.6 24.0 13.6

Tabela 4.2: Pontos de maximo e sua diferenca.

Wishart, entao

h(m,n) =2(n+m — 2) 4+ di(m,n)

di(m,n) = h(m,n) —2(n+m —2).

Usando os dados da tabela , deduziremos uma expressao para d;(m,n) usando o método dos
minimos quadrados. De fato, fazendo o diagrama de dispersao da tabela [4.2] temos que a funcao
que descreve di(m,n) pode ser interpretada como um plano, cuja equagdo é dada por

di(m,n) =am+bn+c
tal que
di(mi,ni) = p,

onde p; sdo os dados da terceira coluna da tabela [£.2] Assim, devemos encontrar o valor das

constantes a, b e ¢ que minimizam a expressao:

14
F(a,b,c) = Z(ami +bn; + ¢ — )%
i=1
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Para isso, resolvemos a equagao VF(a,b,c) = 0, que é dada pelo sistema

14

QZ(ami +bn;+c—p;)-(m;) =0
i

QZ(ami—&—bni—i-c—ui) “(n;)) =0
i

QZ(ami—i-bni—i-c—ui) (1)=0
i=1

que é equivalente ao sistema

14 14 14 14
(me) -a+ <Zmlnz> b+ (Zmz> -c= Z,u,mZ
v =u Ti 7%
(Zmlnl> ca+ (Zn?) b+ (an> c= Zlﬁz”z
= i T i
(ZWLl) -a+ (ZTL%) -b+ (Zl) - Cc= ZMZ‘
i=1 i=1 i=1 i=1

Usando os dados da tabela [4.2] obtemos

154 -a + 396 - b+ 44 - ¢ = 380.44
396 - a + 1906 - b+ 130 - ¢ = 1397.54
44-a+130-b+4 14 - c=110.67

Y

cuja solucao ¢ dada pela tripla

{a,b,c} = {2.53573 , 0.574893 , —5.40273}.

Portanto, a expressao que modela o deslocamento da fungao g(\) para a fdp exata do maior
autovalor de matriz Wishart é:

dy(m,n) = 2.53573m + 0.574893n — 5.40273. (4.1.2)

Observagao 4.1.2. A tabela mostra os valores do deslocamente obtido pela expressao

1.2]
dessa forma podemos comparar com os valores obtidos de forma experimental nas tabelas e
4.2 Temos que

1 14
=g o= T905
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di(m,n) = 2.53573m + 0.574893n — 5.40273 | valor numérico
d:(2,2) 0.8185
di(2,3) 1.3934
dy(2,4) 1.9683
d,(2,15) 8.2921
d,(2,22) 12.3164
i (3,3) 3.9291
d,(3,5) 5.0789

d,(3,13) 9.6780
d1(3,25) 16.5768
dy(4,4) 7.0397
d,(4,7) 8.7644
dy(4,13) 12.2138
di(5,5) 10.1504
d,(5,9) 12.45

Tabela 4.3: Valor numérico do deslocamento.

dessa forma, a variacdo total é dada por

14

> (i — 1)* = 309.68,

1=1

e a variacao explicada é
14

i=1
Portanto, o coeficiente de determinagao é 295.364/309.68 = 0.95377. Concluimos assim que o

modelo consegue explicar os valores observados com 95% de confianca.

Dessa forma, concluimos que uma aproximacio para a fdp do maior autovalor de matrizes
Wishart é

{ 0 , 0<t<d
o) =9 (20%) L. (¢ — gyt D! (t — dy) ) (4.1.3)
L(n+m-—1) P < > ’

onde dy(m,n) = 2.53573m + 0.574893n — 5.40273.
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Teorema 4.1.3. Uma aproximacio para a fdp do maior autovalor da matriz Wishart Ny, s Nj\.,, .,
cuja varidncia é o = Ny/2, é dada por

0 , 0<t<d;

ot) = (t &;h)”"R‘Q - an_ T, O (_(t—dl)) ,ot>dl ]

onde dy = dy(ng,l) = 2.53573ng + 0.574893] — 5.40273.
Terminamos a se¢ao generalizando o teorema [3.2.4]

Teorema 4.1.4. Se M tem distribuicio W (2,n), entdo fy,..(\) satisfaz

Frmes (V) = Kz exp (222> An-2 [(20—2)”—1 y <n 1, 222) (3~ 22(20%)(n — 1) + (20%)n(n — 1)) ]

+ K, 9exp (_%i\?) P [(202))\”1 exp (—%;\2> (A — (202)71)} .

Demonstracgao:
Com m = 2, a fdp conjunta dada pela equagao (3.2.9)) para dois autovalores é dada por

- A1 A2\ \no e

K, 2exp (—202> exp (—202))\1 2()\1 — )\2)2/\2 2

* A1 n—2 A2 2\n—2
= K,2exp <—202)/\1 exp <—202) (A1 — A2)“ A5~

Portanto
{ A n—2 A )\2 2yn—2
f)\maz<)\) = Kp2exp T 952 A /0 exp T 952 ()\ — )\2) Ay “dAo.
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Como no caso real, a integral apresentada na equacao anterior é de dificil calculo. De fato,
A A o
e <‘§>A2 O
= /)\ exp _ 2 A2 (A% = 20\ + A3)d )y
0 202 )2 2
A A A A A A
2 2 n—2 2 n—1 2 n
— /0 exp (-202>A2 d)\2—2/\/0 exp <—202>A2 d)\2+/0 exp (—202>/\2d>\2
A A A
_ 2 2\n—1 _ _ n+1
= \*(207) 7<n 1,20> 2\(20%)" 7( g >+(20) 7<n+120>
A b AN\ A
209 2\n—1 e N _ A A _N
= \(207) vy (n 1, 52 ) 2\ (202)" ( n—1)-vy (n o ) (202> exp( 202))
A A A
2) n+1 A A o
) ( ( 2a> (2 ) (2«72»
A A A\ A
_ 2 2\n—1 . . n o T 2\n [ 7" o
= A*(207) vy (n 1,—2(7 ) 2X(20%)"(n — 1) ( 02) + 2X(207) <202> exp< 202)
A\ A A
2\n+1 2\n+1
= (20%)"! L2 ) (02— 2a(202)! 1)) +2(20%)\" A
= @)y (=15 | (N 20200 (0 - 1)) + 220" exp | 5
A A
2\\n 2\n+1
—(20' ))\ exp <_M> + (20' ) + n-vy (n, M)
= 209" 'y (n-1 A (A = 2A(20%)' (n — 1)) + (20*)\" exp _ A
o 202
A A\ A
2\n+1
) 2>

= (209" oy (n -1, ;) (A = 2A(20%)' (n — 1)) + (20%)\" exp (—22

A A n—1 A
2\n+1 _ 3 _ n+1 -
+(20°)" " n(n—1) -~ (n 1, 202) (20%) (202> exp ( 202)

= (20%)" .y <n —1, A) (AQ —2X\(20%) (n — 1)) + (20%) A" exp <_A>

202 202

105



A
_ 2\n—1
= (207) '7(71—1»%2

+(202)A" ! exp (— 2;) A= (20%)n].

) [\ = 2X(20%)! (n — 1) + (20*)*n(n — 1)]

Portanto

Prnas(N) = Kpaexp (—22))\"2 [(20—2)"1 -y <n —1, 222) X = 2X(20%) (n — 1) + (20%)?n(n - 1)H

+ K, 2 exp (—222))\”_2 [(202))\”_1 exp (—2)\2) [/\ — (202)nH .

4.2 Critério.

Nesta secao resolvemos o problema de pesquisa apresentado na se¢ao 2.3, onde devemos calcular
1
P(IHE=C) B2 dnaalNN)). (1.2.1)
Por defini¢ao, sabemos que

(a < )\ma$ NN* / f)\nuz:c

onde fy,..(A) é a fdp do maior autovalor da matriz Wishart. Através dos resultados da segao

anterior, temos que a fungdo ¢(t) dada no teorema ¢ uma aproximagao para fy, . (\). Dessa

max (

forma, consideramos que
P(a < Apaz(NNT) / o(t)

Se 0 < a < d;, entao

/aoogb(t)dt - Ad1¢(t)dt+ /djogb(t)dt

= 0+ o(t)dt
dy

= 041

= 1.

Assim, quando 0 < a < d; temos que a probabilidade é igual a 1. Como (4.2.1)) é a probabilidade
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do decodificador de maxima verossimilhanca, ao receber R, escolher erroneamente que a palavra-

c6digo enviada foi £ dado que enviamos C'. Temos a certeza de erro na transmissao.

Se a > d;, entao
00 B o0 (Np) e+l . (¢ — dl)(1+nR—2) ( t d1)
/a p(t)dt = /a T nn=1) exp No dt

1 %0 . t—d
= —F(l — 1) / (NO)*lfnR+1 . (t — dl)(l—i- R—2) exp (_ 1) dt.

Seja u = (t—dy)/ Ny, entdo du = dt/ Ny com u € [(a — dy)/ Ny, o), e com esta mudanca de varidvel
obtemos que

- 1 > —l—n np—
/ d’(t)dt = F(l—l—nR—l)/ldl (NO) l—np+1 (U.NO)(H— R—2) exp(—u) - No - du
a No
1 oo . . .
= F(l—i—nR—l)/ldl (No) l=np+1 (NO)(Z+ R—2) - Np - ultr=2) exp (—u) du
No
1 o)
= - - @ (I4+nr—2) .
- TI(l+nr-—1) /‘;{dl b exp (—u) du
0
1 a — d1
= 57— (! -1 )
I'l+ng—1) <+nR " No >
Portanto,
1 , 0<a<d
P (0 < Moo NN") =3 T (14, — 1, 250) b<o
T (l + Ny — 1) ’ 1 a

onde d; = di(m,n) é dado na equacao (4.1.2). Assim, demonstramos o seguinte:

Teorema 4.2.1. Em um canal de comunicacao MIMO, a probabilidade de enviarmos a palavra-
codigo C' e o decodificador de maxima-verossimilhanca, munido da norma espectral, interpretar

erroneamente que a palavra-codigo enviada foi E, conhecido o canal H é

P(C—E|H) = PGHH@—CH@gAmANWO

H(E — 2
1 o<lHE—OR,
= |H(E-C)||3—d ,
L (1 +n, -1, Q=0 | HE - 0O) |3
< —=
r (l + n, — 1) ’ 4

onde dy = dy(ng,l) = 2.53573n, + 0.574893] — 5.40273.

107



0

Figura 4.3: gréfico de f(z) para m =9

Até agora supomos H conhecido. Assim, como feito nas subsecoes do critério do posto e do

determinante e critério do trago, devemos calcular a média em H, ou seja, calcular

P(C — E | Hyp(H)dH, (4.2.2)

Pc—E) = [

Domp(H)
onde p(H) é uma fdp que depende de H.
Pelo teorema [4.2.1) o termo || H(E — C) ||3 é o nosso principal interesse. Uma vez que
HE-C)|3—d
1, [l ) ll2 =i JT (I +n,—1). Pela
4N

precisamos de mais informagoes do termo I' { [ 4+ n, —

propriedade v) da definigdo de norma de matriz, temos que

|HE-C)I3 _di _|HIZ-I(E-C)[3 o
4Ny Ny — 4Ny NO.
Para nao carregar a notacao definimos
t:=| H |3 e c:=|| (E—-C) |3,
entao ) )
|H3-1(E-C)IF di _tc d _tecd-d
No 4Ny Ny 4Ny '

4Ny
Agora, definindo f(z) = I'(m,x)/T'(m) para m > 0 e x > 0. Um tipico exemplo do grafico

de f(z) é mostrado na figura temos que f(x) decresce rapidamente tal que 0 < f(x) < 1
e lim = 0. Nosso objetivo é obter um critério de busca para STC. Assim, levando em conta o

T—r00
comportamento de f(z) é suficiente assumir que
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.
1 L0 =<4
P(C%E‘H) I F(l+nr_17t'c4_]\4}'dl> boe
0 , d < — < ™
4-d
1 ., 0<t< !
c
= F(l"—nr_l,t.i;]éo‘dl) 4d1 . (423)
, <t < oo
rl+n,—1)

Observe que a equacio (4.2.3) depende de uma variavel aleatéria de H, no caso t =|| H ||3. As en-
tradas da matriz H,,,«,, sao varidveis aleatérias complexas gaussianas com média zero e variancia
1/2. Usando a equacao (4.1.3)), temos que a fdp do maior autovalor da matriz H, H: é

RXNT " npXnpg
dada pela fungao v (t) com expressao

0 R t <do

Y(t) =1 (t—do)"TT"E2 , (4.2.4)
(F(nTiZnR—l) exp (—t+ds) dy <t

onde dy = dy(ng,nr) = 2.53573ng + 0.574893nr — 5.402373.
Usando as equagoes (4.2.3)) e (4.2.4]) iremos calcular a integral

P(C — E) = /D gy PO B L0 (4.2.5)

Temos que calcular (4.2.5)), resume-se em calcular

/OO F(l + ng — 17 C.Zj\;tdl) (t . d2)nT-‘r—nR—2
d I'l+ng—1) I(nyr+ng—1)

exp (=t +do) | dt. (4.2.6)

2

Veja o grafico, de um caso particular, das equagoes (4.2.3)) e (4.2.4) na figura Antes de
calcularmos (4.2.6)), precisamos da seguinte proposigao.

Proposicao 4.2.2. Temos que

00 ot A
/ exp (—C) (¢t —4dy)" (t — do)" TR 2 exp (—t) dt

do 4N,
7 ) 7» o . 4N + j—t—nr—ngr+1 ) )

= (<—1>J ( . )‘“wnﬂ (i) e tnn =y
7=0 J

d d
X exp (—4]\2[0(04—4]\70)> 1F1 [j —4,j—1—nr —nR—|—2,4]\2f0(c—|—4N0)]>
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Figura 4.4: gréfico das equagoes (4.2.3]) e (4.2.4))

Demonstragao: Usando binomio de Newton, temos que

(ct —4dy)' = i(—l)j ( ; ) (ct)"™7 (4dy)’.

j=0

Substituindo o binémio de Newton na integral

o0 c-t i nr+np—
/dZ exp <—4N> (-t —4dy) (t — do)" ™" exp (—t) dt,

devemos calcular
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Como

> t(c+4No) i—j nr+ng—2
/d exp< e )(t) (t — dy) dt

4Ny + ¢\ TR o do(c + 4Np)
— (=1 _ _
< N, ) (=1 -+ j+nR+nT)exp< v,
. . . . dg(C + 4N0)]
x1Fl|—=i+j,2—i+j—ng—np, ———|,
[ oy, 2
e obtemos o resultado. O
Agora calculamos (4.2.6]).
Teorema 4.2.3. Temos que
oo (T(l+ng — 1, =34 _ g, T nR—2
/ : : o)) |t exp (—t +d)| dt
da Fl+ng—1) I(np+ng—1)
l+nr—2 ¢ i—jJ i+k—np—np+1 ; .
1 )J T—NR (_1)] 7 -
= Z ZZ AN - | (4-di)Yds(nr +ngp—1)i;
i=0  j=0k=0 { <4N0 il k! ( J )
(J — )k i—j j—itk—np—np+1 (—C'd2+4d1>}
. VA 4N J— nr—mpg
“G-i-nr-na+2)y * (4No +¢) exp N, )

onde (j — 1), e (j —i — np —ng + 2)x sdo os simbolos de Pochhammer da definigao m .

Demonstracao: Como

_o (ct—ady \* b
z+§:2(c4N01) :exp<c.t—4d1>I‘(l+nR—1,Ct4A§td1)
i

4Ny I'l+ng—1) ’

1=0

entao

)
(1 T np — 17 ct—4dy l+nr—2 ct—4dy St 4d
Lran = m ) > (e P <_Cl> ‘ (4.2.7)

T(l+ng—1) &
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Usando a equagao (4.2.7)), obtemos que

/oo P(l+nr—1, %555\ [(t — dy)"r 72
d F'l+ng—1) I(np+ng—1)

exp (—t + dg) | dt

2

dt

exp (—t + da)

) et 4d l4+nr—2 (ct—4dy ’ t—d nr+nr—2
/ exp ( c-t+ 1) Z ( 4Ny ) ( 2)
d

o 4Ny = 7! L(np +ng—1)

l+TL’I’—2 eXp (]C\ifl _|_ d2> 1 7 1 o0 c- t .
> 0 - — =) (c-t—4dy) (t — do) TR —t) dt.
2 T(nr +np - 1) <4N0> il /d2 eXp( 4N0> (c D) (= do) exp (=)
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Usando a proposicao temos que

/oo F(l+nR_ 1, Ci]\;lodl) (t*dQ)nT+nR72 i
da I'(l+nr—1) T'(nr+ngr—1) exp ( 2)

I+nr—2 exp (K,—IO + d2) 1 i1 oo c-t
- - t —4d — dy)"T TR —t)dt
g T(ng +ng — 1) <4N0) il /dQ eXp( N0> (e D (8 = da) exp (~1)

I4nr—2 exp (%+d2) 1 \i1 i o R -
() ()5 (o () (259

d
xI'(—j+i+nr+nr—1)exp (—4]\2[ (c+ 4N0)>
0

dt

da
x1F'1 []—z j—i—np—nr+1, N, (c+4N0)]}
dy do l+nr—2 1 1 il
= S _ %2 14N, d
eXp(N0+d2> eXp( NO(C+ °)> ;0 T(nr +ng — 1) <4N0> il
i ) i 4NO+CjznT nr+1
X -1y 4.d < >
£ (o) (5

d
x T(=j+i+nr+ng—11F1 {j—i,j—i—nT—nRJrz2(c+4NO)H

4N,
—C‘d2+4d1 lnr=2 1 7’1 d . 17 4N0+C j—i—nr—npr+1
= _ [ — _1] 4 .
o (~ ) 2 (ivs) g ey (i)

I(—j+i+nr+ng—1
F(TLT—I-nR—l)

—C‘d2+4d1 IHnr-2 1 Z1 ‘ . 17 4N0+C j—i—nr—ngr+1
= _ [ — —1 J 4.
o (“ ) X 1) @ 2D ey (i)

da
)1F1{ —i,j—1—np—ng+2, NG (c—|—4No)}}

=0
ds
x'(nT—i-nR—l)i_lel{ ,J —t—ny —np+ 2, C+4N0):|}

4N,
— e (T N (1 )il a-dy) 4N0+c>f it
PN, 2 ) 1N, z'j TN

=0

i—j g 1
x(np+np—1)i—; (Z G (ZT )nR e <4N0 (c+ 4N0)> k') }

k=0
. c-dy +4d; Hpr=2 4 iy 1 j 7 ANy + ¢ j—i—nr—ngr+1
_ exp<> > ]ZMZO ( ) {0 )y ( A )

i do k1
x(nr 4 g = iy ((j —i —(sz —)akm + 2)i <4N0 (et 4N0)> ’f'>}
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:exp(C@%)HiQiiZj{( 0)‘(Z'1k)'j ( Zi)(4 d1)’ (ng +ng —1);—;

i=0 j=0k=0
(G — i)k (4N0+c jmimnr—nptl (c+4N0)k}
(—

X

(j—i—np—nr+2)k 4Ny

:exp<_c'6i2+4d1>l+§:2zz:§j{( 0) . k;)l (j>(4 d1)?(ng +ng —1);_;

=0 j=0k=0

Gk PTG
-

(j—i—np—nr+2)k 4Ny

= exp <_Cd2+4d1) l+§~: 222322:{(@\,0)@ . 1}3'] (; ) (4-dy)’ (nT—I-nR—l)

i=0 j=0k=0
— . 1 \J—itk—nr—ngr+1 ey
% =T _(iT _Z)nR o . d/2€ LT (4]\[0) (4Ny + C)J_Z+I€—7ZT—7ZR+1
l+nr—2 ¢ i—j j+k—nr—ngr+1 (_1)j 7 .
SR () | ) P ey
=0 j=0k=0 0 N
=k i—j —itk—ng—np+1 (C - dy + 4d; )}
¢ (AN + c)f TR — .
X(j—i—nT—nR-F?)k ™7 (4No+¢) exp AN,

O teorema apresenta uma expressao para a probabilidade de enviarmos uma palavra-
c6digo C por um canal MIMO com desvanecimento Rayleigh plano quase-estatico e coerente, e o
decodificador de maxima verossimilhanca, munido com da norma espectral, interpretar erronea-
mente que a palavra-cdédigo enviada foi E, ou seja, a probabilidade de errar.

Buscamos codigos espaco-temporais com baixa probabilidade de erro, devemos encontrar cé-
digos espago-temporais que minimizem o teorema [£.2.3] A figura [4.5 mostra o grafico do teorema

4.2.3 em funcao da variavel
c=[| E-C |3

onde || E—C |2 = M((E—C)(E —C)*), teorema [1.2.19] Dessa forma, devemos fazer ¢ tender ao

infinito, ou seja, devemos encontrar cédigos tais que | E — C ||3 seja o maior possivel.
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Figura 4.5: gréafico do teorema

Teorema 4.2.4. (CRITERIO DO MAIOR AUTOVALOR)

Pelo resultado do teorema [4.2.3] o critério de projeto de codigos espago-temporais em canais
de comunicagdo MIMO, com desvanecimento Rayleigh plano quase-estatico e coerente é dominado
por

mine, oo {1l C1 — Ca |13},

sobre todas as possiveis diferencas entre as palavras-cdigo.

De acordo com o teorema [£.2.4] bons cédigos espago-temporais § sdo projetados de tal forma
que

min01,02,01¢02{|| Cr— 02 ||§}

seja 0 maior possivel.
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Agora, apresentamos alguns exemplos de STC.

i) Seja

A ) e () Las) ()

a familia de todas matrizes binarias singulares. Usando o critério do posto e determinante, este

conjunto nao pode ser consderado um bom STC, mas ||C} — Calla= V2.
. —Z
ii) Seja M(z,z) = |, ondex € Re z € C. Todos os elementos de M (x, z) possuem
z  —xi
trago nulo, entao esta familia de matrizes nao pode ser considerado em bom STC usando o critério
do traco, mas ||M(z, z)|2= /2% + |z|?, entdo para convenientes escolhas de x e z ndés podemos
considerar familias finitas destas matrizes onde | M (x1, z1) — M (29, 22)||3 serd tdo grande quanto
se deseja.

iii) O trabalho [Hug00a] estuda c6digos espaco-temporal grupo. Um importante exem-

10 0 0 1 0 1
plo é o que segue. Seja & = < + , ! , £ , ! e D =
01 0 — -1 0 1 0

1 -1

. . Entao € = D® é chamado codigo espago-temporal quatérnio, e satisfaz o critério

11
do posto e determinante. Agora, se D; = ( = ) entdao €, = D;® é um novo cddigo espago-

temporal grupo com ||C; = Csl|o= 42 for Cy,Cy € €, mas o critério do posto e determinante

nao é satisfeito.

4.3 Performance e comparacoes.

Seja PF' o limitante da probabilidade de erro dado na equagao , usado no critério do
posto e determinante, PT o limitante dado na equacao (2.2.27)), usado no critério do trago e PE
a expressao dada no teorema [4.2.3] Todos eles podem ser vistos tanto como fungdo da varidvel
c=][N ¢=>_Xec=||E—C||, respectivamente para PF, PT e PE, ou todos como fun¢io da
variavel E, para um fixo c.

Na figura mostramos, da esquerda para a direita, as curvas de PT, PE e PF, onde os
parametros saio np =ngr=0l=r=2, Ny=1e E, = 10.

Na figura [4.7] mostramos, da esquerda para a diretira, as cursvas de PE e PT, onde os para-

metros sao np =ngr=0l=r=3, Ngy=1e E, = 10.
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Figura 4.6: grafico de PT, PE e PF parany =ng =1=2
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Figura 4.7: grafico de PE e PT parany =ng=101=3
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Figura 4.9: graficos de PE, PT e PF para ny = nr = [ = 2, in function of E;, for ¢ =5

Por outro lado, na figura [4.§] mostramos, da direita para a esquerda, as curvas de PT, PE e
PF, em funcao de E,, para um fixo ¢, onde os parametros sdo np =ng =1=r =2, Ny =1¢e
¢ =5 e na figura noés temos os mesmos parametros, agora para ¢ = 10.

O c6digo espago-temporal de Alamouti 2 para modulagdo BPSK {—1, 1} é dado por

) G2

e vamos considerar também o cddigo espaco-temporal A1 dado por
1 -1 -1 1 11 -1 -1
-1 1 )’V =1 )\ ) -1 -1
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- A A1

PF | 0.0004 | 0.0016
PE | 0.0005 | 0.00002

Tabela 4.4: Comparacao entre dois codigos espago-temporais.

Entdo, nés temos max det(A — A') = 8, assim PF(8) ~ 0.0004, mas max ||[A — A'|,=2v2 e
AATEN AATEN
PF(2v/2) = 0.0005. Agora, para 21 temos Gax |B — B'||o= 4 e PE(4) ~ 0.00002. Por outro
,B'e21
lado, max rank(B — B) = 2 ¢ max det(B — B') = 4, assim, PF(4) ~ 0.0016. Consequen-
B,B'€Ar B,B'éW
temente, para o cédigo de Alamouti 2, ndés temos similar performance, mas para o cégigo 21 a

performance do critério da norma espectral é melhor que o critério do posto e determinante, e este

c6digo espago-temporal nao é de diversidade total. Veja tabela [4.4]
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Capitulo

Consideracoes Finais.

Neste trabalho, apresentamos pela primeira vez, o uso da teoria das Matrizes Aleatérias para
definir um novo critério de busca para codigos espago-temporias em canais MIMO. Para definir
0 novo critério precisamos deduzir uma fdp para o maior autovalor de uma matriz Wishart. Os
resultados apresentados justificam uma possivel implementagao pratica e comercial do método.
Além disso, definimos um ambiente natural para STC.

Este novo critério, como os critérios classicos, tem por finalidade minimizar a probabilidade de
erro par-a-par do decodificador de maxima-verossimilhanca. Entretanto, ao contraro dos critérios
de busca classicos, o critério do posto e do determinante e o critério do trago, munimos o decodifi-
cador de maxima-verossimilhanca da norma espectral de matrizes. A motivacao para escolhermos
a norma espectral é que tal norma de matrizes é induzida de maneira natural pela norma euclidiana
de vetores, porém preservando a estrutura de matriz, isto é sem corresponder diretamente a uma

representacao vetorial da matriz.

5.1 Trabalhos Futuros.

Uma continuidade natural do trabalho desenvolvido nesta tese é a comparacao do critério

apresentado com os critérios classicos de busca para STC em canais MIMO. Além disso, ha a
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necessidade da busca computacional de bons STC usando o critério do maior autovalor. Como ja
mencionado anteriormente, existem métodos computacionais para encontrar o maior autovalor de
uma matrizes. Na secao 1.4 exibimos um método simples e pratico para busca computacional, o

Método das Poténcias.
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