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“Existe uma coisa que uma longa existéncia me
ensinou: toda a nossa ciéncia, comparada a reali-

s

dade, é primitiva e inocente, e, portanto, é o que

temos de mais valioso.”
Albert Einstein.



Resumo

O presente trabalho aborda a existéncia de solugoes bem como taxas de decaimento
uniforme da energia associada as Equagoes de Klein Gordon e de Schrodinger sujeitas
a uma dissipacao nao linear localmente distribuida, consideradas sobre uma variedade
Riemanniana n-dimensional (M, g) nao compacta, completa e sem bordo. Na equagao
de Klein-Gordon, os efeitos dissipativos sao considerados efetivos em (M\Q) U (Q\V),
onde €2 é um conjunto aberto e limitado com fronteira regular arbitrario. No presente
trabalho introduzimos uma classe de variedades Riemannianas nao compactas, a saber,
variedade que admitam uma funcao regular f, de modo que o Hessiano de f satisfaca a
chamada condicao de pinching localmente em €2, neste caso, existe um nimero finito e
disjunto de subconjuntos abertos V;, livres de efeitos dissipativos de modo que |J,, Vi C V/
e para ¢ > 0, med(V) > med(Q)) — €, ou, em outras palavras, a regido no interior de
) onde os efeitos dissipativos sao efetivos possui medida arbitrariamente pequena. E
importante mencionar que, se a funcao f satisfaz a condicao de pinching globalmente
em €2, entao nao é necessario considerar os efeitos dissipativos no interior de 2. Com
relagdo a equagao de Schroédinger, vamos supor que (M, g) é “non-trapping” e, além
disso, os efeitos dissipativos s@o considerados efetivos em (M\Q) U M., onde Q2 CC M
é um subconjunto aberto, conexo e limitado com fronteira 02 regular, de modo que Q
é um conjunto compacto, e M, é um subconjunto aberto de M. Taxas de decaimento
exponenciais da energia no nivel de L? sao estabelecidas. Os principais ingredientes para
a prova da estabilidade exponencial sdo: (A) um principio de continuacao tinica para o
problema linear (como provado por Triggiani and Xu [56]); e (B) um efeito regularizante
local para o problema linear nao homogéneo associado (como provado por Burq [14] e
Burq, Gerard e Tzvetkov [16]).

il



Abstract

This work is related to the Klein Gordon equation and Schrodinger equation subject
to a nonlinear and locally distributed damping, posed in a complete and non compact
n dimensional Riemannian manifold (M", g) without boundary is considered. The first
problem, related to the Klein Gordon equation, let us assume that the dissipative effects
are effective in (M\Q) U (2\V), where Q is an arbitrary open bounded set with smooth
boundary. In the present work we introduce a new class of non compact Riemannian
manifolds, namely, manifolds which admit a smooth function f, such that the Hessian
of f satisfies the pinching condition locally in 2, for those ones, there exist a finite
number of disjoint open subsets Vj, free of dissipative effects such that |J, V; C V and
for all € > 0, meas(V') > meas() — €, or, in other words, the region where dissipative
effects are effective inside {2 possesses measure arbitrarily small. It is important to be
mentioned that if the function f satisfies the pinching condition globally in 2 , then it
is not necessary to consider dissipative effects inside {2. The second problem, related to
the Schrodinger equation, let us assume that (M, g) is non-trapping and, in addition,
that the damping term is effective in (M\Q) U M,, where Q2 CC M is an open bounded
and connected subset with smooth boundary 952, such that Q is a compact set, and M,
is a open subset of M. Exponential and uniform decay rates of the L?—level energy are
established. The main ingredients in the proof of the exponential stability are: (A) an
unique continuation property for the linear problem (as in Triggiani and Xu [56]); and
(B) a local smoothing effect for the linear and non-homogeneous associated problem (as
in Burq [14] and Burq, Gerard and Tzvetkov [16]).

il
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INTRODUCAO

O presente trabalho aborda a existéncia de solugoes bem como taxas de decaimento
uniforme da energia associada as Equagoes de Klein Gordon e de Schrodinger sujeitas
a uma dissipacao nao linear localmente distribuida, consideradas sobre uma variedade
Riemanniana n-dimensional (M, g) ndo compacta, completa e sem bordo.

O primeiro problema considerado, a saber, a Equacao de Klein Gordon, ¢ descrita
por:

{ uy — Au+u+ a(x)g(u;) =0 em M x (0, 400), 1)

u(z,0) = ug(x); w(x,0) =ui(x), r € M,

onde A denota o operador Laplace-Beltrami. A funcao nao negativa e essencialmente
limitada a = a(x), responsavel pela localizagao do efeito dissipativo ndo linear, existe
efetivamente em (M\Q) U (2\V), onde Q é um subconjunto aberto, conexo e limitado
arbitrario de M com fronteira 02 bem regular ¢ V' ¢é tal que med(V) > med(Q2) — ¢,
para todo € > 0, isto é, a(x) > ag > 0 quase sempre em (M\Q) U (Q\V).

Considerando o problema (1), no cenario Euclidiano, isto é, quando M = R", e
este ¢ munido com a métrica Euclidiana usual, Zuazua [60] provou, no caso em que
g(s) = s, que é suficiente considerar efeitos dissipativos em R"\Q (ver Figura 1).

Figura 1: Quando ¢(s) = s, o decaimento exponencial é esperado. A regiao em branco
é livre de efeitos dissipativos.

Isto é bem conhecido, uma vez que no espago Euclidiano as geodésicas, também
denominadas “raios da oOtica geométrica”, sao retas, de modo que, a grosso modo, todos
os raios da oOtica geométrica que interceptam a regiao {2 nunca permanecem em ).

No entanto, se consideramos a variedade Riemanniana ndo compacta (R™, g), onde
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g é uma métrica Riemanniana arbitraria, temos que ter muito cuidado devido a possibi-
lidade de existéncia de geodésicas completamente contidas em €2, que viola gravemente a
lei da dtica geométrica, devido a Bardos, Lebeau, Rauch e Taylor [7], [49], [50], a saber:
existe um tempo Ty tal que qualquer geodésica de comprimento < Tj encontra o con-
junto {z;a(x) > 0}, onde a dissipacao é efetiva. Neste caso, foi estabelecido por Rauch e
Taylor [50] que a energia E(u,t) = 5 [,, (|Voul® + [u]*) dM associada ao problema (1),
para g(s) = s considerado sobre uma variedade Riemanniana compacta sem bordo decai
exponencialmente, e este resultado foi estendido para o caso de variedades Riemannianas
compactas com bordo por Bardos, Lebeau e Rauch [7]. Consequentemente a existéncia
de geodésicas completamente contidas em () sugere que nao seja possivel obter o decai-
mento exponencial. Em outras palavras, a existéncia de geodésicas presas interrompe a
estabilidade exponencial (ver Figura 2).

Figura 2: A existéncia de geodésicas presas interrompe a estabilidade exponencial.

A partir dos comentarios anteriores e, afim de obter a estabilidade exponencial
da energia associada ao problema (1), é crucial considerar efeitos dissipativas dentro do
conjunto €2. A melhor maneira de fazer isso é considerar efeitos dissipativos na menor
regiao possivel.

O primeiro objetivo referente a estabilizagdo do problema (1) é mostrar que existe
uma regiao V' C Q livre de efeitos dissipativos de modo que med(V) > med(Q2) — ¢,
para um numero positivo € arbitrario. Este resultado pode ser considerado “sharp” no
sentido de que a regiao em que é necessario considerar efeitos dissipativos possui medida
arbitrariamente pequena, no entanto totalmente distribuida (ver Figura 3).
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(M, g)

Figura 3: A regiao escura contida em €2 possui efeitos dissipativos e tem medida arbitraria-
mente pequena, enquanto a regiao em branco contida em {2 nao possui efeitos dissipativos e
tem medida arbitrariamente grande. No entanto, ambas as regioes sao totalmente distribuidas.

O segundo e principal objetivo relacionado ao problema (1) é provar que no caso
em que a variedade Riemanniana nao compacta (M, g) satisfaz a condigao k; < sec, <
ko < 0, onde k; e ky sao constantes negativas, e sec, denota a curvatura seccional de
(M, g), também podemos livrar de efeitos dissipativos subconjuntos abertos de Q (Ver
Figura 4).

(M, g)

Figura 4: Nao é necessario considerar efeitos dissipativos em subconjuntos abertos de 2 quando
a curvatura seccional satisfaz k1 < secy < ko < 0 em todo ponto de (M, g).

A fim de alcancar o nosso objetivo, combinamos as idéias apresentadas por Caval-
canti, Domingos Cavalcanti, Soriano e Fukuoka [20] com novas ferramentas que descre-
vemos a seguir. Procedemos da seguine forma:

1. Provamos que para todo ponto z € €2, existe uma vizinhanga que pode ficar livre
de efeitos dissipativos;

2. Provamos que uma regiao aberta, precisamente determinada, no interior de €2 pode
ficar livre de efeitos dissipativos;

3. Sejam £ > 0 e Vi,...,V, subconjuntos abertos de 2 como em (1) e (2) tais que
V;NV; =), para i # j. Provamos que existe um conjunto aberto V' 2 U¥_,V; livre
de efeitos dissipativos e tal que med(V') > med(Q2) — e.

Para isso, vamos construir um multiplicador intrinseco que vai desempenhar um
papel importante no processo de estabelecer as taxas de decaimento da energia desejadas.
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Este multiplicador é dado por (Vf,Vu), onde f : K — R é uma funcdo regular tal
que seu Hessiano, denotado por V2f, estd intimamente relacionado com a métrica g e
K C M é um subconjunto compacto que contém propriamente ).

No caso em que k; < sec, < ky < 0 deduzimos que f ¢ definida sobre toda a
variedade M e V2 f satisfaz a chamada condicio de pinching sobre o Hessiano localmente,
isto ¢, A < V2f < B em conjuntos abertos, precisamente determinado, para constantes
positivas 0 < A < B que serao descritas durante o trabalho.

E importante mencionar que se f satisfaz a condicao de pinching sobre o Hessiano
em todo €2, entao €2 pode ficar livre de efeitos dissipativos.

Como ja citado anteriormente, a estabilizagao da energia associada ao problema (1)
¢ abordada por Cavalcanti, Domingos Cavalcanti, Soriano e Fukuoka [18] [20]. No en-
tanto os autores trabalharam sobre uma variedade compacta. Aqui devido ao fato de tra-
balharmos numa variedade ndo compacta perdemos as imersoes de Sobolev W4 < L7
para g <r <p=mnq/(n—q) se 1 < ¢ <n, amenos que assumamos que (M", g) possua
curvatura e raio de injetividade globalmente limitados. Nao faremos tal imposigao si-
multaneamente, de modo que as Unicas imersoes que possuimos sao as imersoes naturais:
H? — H' «— 2

Algumas dificuldades técnicas sao encontradas neste cenario nao-compacto, a saber:

e Uma solugao regular u do problema (1) nao pertence a H*(M), temos apenas
que u € H?*(Q), para qualquer  C M aberto e limitado com fronteira regular.
Felizmente, é o suficiente para o nosso propoésito.

e A principal dificuldade foi lidar com termos de fronteira de subconjuntos abertos
e limitados contidos em M, uma vez que nao temos qualquer controle sobre tais
termos. No caso Euclidiano, Zuazua [60] considera 2 como sendo a bola centrada
na origem e raio R > 0, logo sua fronteira possui 6timas propriedades geométricas
que facilitam o trabalho. Nés empregamos idéias semelhantes as apresentadas em
[60] para lidar com os termos de fronteira, no entanto nossa abordagem é mais
delicada uma vez que 2 C M é um subconjunto aberto, limitado com fronteira
relugar arbitrério.

Finalmente, com relagao ao problema (1), e no caso particular em que R", n > 2,
é munido com a métrica radial, descrita em coordenadas polares (r, ) € [0, +oo[ x S,
pela formula:

g, = dr? + ¢(r)?dé?, (2)
onde df? ¢ a métrica usual de S"™! (esfera de raio 1) e ¢ : |0, +0o[ — R* é uma fungao
regular satisfazendo:

(i) ¢ (0) = 0 for all k > 0;

(i) ¢'(0) = 1.
E possivel, sob certas condigoes, livrar de efeitos dissipativos todo o conjunto §2.
Além disso uma situacao interessante é que:

“+o0o
(R", g,) tem volume finito se, e somente se, / o(r)"tdr < +o0.
0
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Neste caso, é possivel relaxar algumas hipoteses assumidas sobre a nao linearidade g e
ainda obter outras taxas de decaimento da energia diferentes da exponencial. Para esta
finalidade a idéia é combinar a desigualdade de Jessen com os argumentos apresentados
por Lasiecka e Tataru [38](veja também Cavalcanti et. al [17]).

Voltemos agora nossa aten¢ao para o segundo problema abordado, isto é, a equacao
de Schrodinger descrita por
iug + Au~+ ta(x)g(u) = 0, in M x (0, +00), )
u(x,0) = ug(x) z € M,

onde A denota o operador Laplace-Beltrami. Vamos dividir o estudo em dois casos:

(i) Quando (M, g) é um dominio exterior em R™ munido com a métrica Euclidiana.
Mais precisamente, consideramos © C R", n > 2, onde © é um subconjunto
compacto e conexo do R"™ com fronteira regular. Além disso, assumimos que a
fronteira de © é “non-trapping”, ou seja, qualquer raio da dtica geométrica (ou
qualquer geodésica) refletindo sobre a fronteira de ©, de acordo com as leis da
Gtica geométrica, deixa todo conjunto compacto em tempo finito (ver Figura 5).
Denotamos por M o complementar de ©, ou seja, M = R"\©. Neste caso consi-
deramos condigoes de bordo do tipo Dirichlet sobre a fronteira OM de M, saber,
u=0em OM x (0,00).

RN

=

Figura 5: Subconjunto © cuja a fronteira nao satisfaz a condi¢do “non-trapping”.

(ii) Quando (M, g) é uma variedade Riemanniana n-dimensional, ndo compacta, sim-
plesmente conexa, orientavel sem bordo e “non-trapping”, munida com uma métrica
Riemanniana g(+,-) = (-, ). Neste caso M ser uma variedade “non-trapping” signi-
fica que nenhuma geodésica esta completamente contida em qualquer subconjunto
compacto de M (ver Figura 6). Além disso, vamos supor que a métrica g é com-
pleta e de classe C'*°.
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Figura 6: Exemplo de variedade Rieamanniana que nao satisfaz a condi¢do “non-trapping”.
A geodésica v estd completamente contida em ().

Quando a = 0 no problema (3) e M = R"\O é um dominio exterior, Tsutsumi [55]
provou que se o dominio possui fronteira “non-trapping”, no sentido da dtica geométrica,
entdo a energia localizada no nivel de L?, |[u(-,t)||12(p,), onde Br denota a bola de
raio R > 0, decai sob a taxa t~™2. No caso “trapping”, ndo é possivel obter taxas
de decaimento uniforme, como mostrado por Ralston [48]. Todos estes resultados sao
obtidos por meio de estimativas de resolvente (7 + A)~1.

Mais recentemente, quando a # 0, a > 0, isto é, no caso de um efeito dissipativo
linear ia(x)u, Aloui e Khenissi [2] provaram uma taxa de decaimento polinomial similar
a aquela obtida por Tsutsumi [55], relaxando a condigao “non-trapping”pela hipdtese de
controle geométrico exterior, a saber: dizemos que R™\© satisfaz a condigao de controle
geométrico exterior (CGE), se cada raio da ética geométrica encontra o conjunto {x :
a(x) > 0}, onde a dissipagao é efetiva.

O presente trabalho tem como objetivo estabelecer o decaimento exponencial da
energia total, isto é, E(t) := 1 u(z,t)]? dr, e nao local Ej.(t) = u(z,t)|? dz,
Comg considerado nas réfgrénci;sf fr\r/lle|n((:ionzjm|das acima. " fBR e

Para este propdsito, o termo dissipativo ia(z)g(u) é fundamental, uma vez que se
a = 0, a energia total é conservada, isto é, E(t) = E(0), para todo t > 0, e nenhuma
taxa de decaimento é esperada.

Na primeira parte do capitulo destinado ao estudo da equagao de Schrodinger,
vamos assumir que a(z) > ap > 0 em w, onde w C M ¢é definido da seguinte forma:
Considere M := R™\O e seja R > 0 tal que OM C Br = {z € R";||z| < R}, entao
definimos w := M\ Bg (Ver Figura 7).

Na segunda parte assumiremos que a(x) > ap > 0 em (M\Q)UM,, onde Q CC M
é um subconjunto aberto, conexo e limitado com fronteira 99 regular, de modo que € é
um conjunto compacto, e M, é um subconjunto aberto de M de medida arbitrariamente
pequena (Ver figura 8). Se a curvatura seccional de M é ndo positiva entao basta
considerar efeitos dissipativos efetivos em M\(), ou seja, a(z) > ag > 0 apenas em

M\Q (Ver Figura 9).
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Figura 7: A regiao escura é onde os efeitos dissipativos sao efetivos.

M, g)

Figura 8: Na regiao escura os efeitos dissipativos sao efetivos. A regiao escura contida em 2
tem medida arbitrariamente pequena, enquanto a regiao em branco, onde nao sao considerados
efeitos dissipativos, tem medida arbitrariamente grande. No entanto, ambas as regides sao
totalmente distribuidas.

Os principais ingredientes para a prova da estabilidade exponencial da energia
associada ao problema (3) sao:

(A) Um principio de continua¢do dnica para o problema linear, como provado por
Triggiani e Xu [56];

(B) Um efeito regularizante local para um problema linear ndo homogéneo associado
ao nosso problema, como provado por Burq [14] e Burq, Gerard e Tzvetkov [16].

De fato, provaremos que as condigoes (A) e (B) sao suficientes para estabelecer o
decaimento exponencial da energia total E(t) := 3 [, |u(z,t)|]? dM associada ao pro-
blema (3). No entanto ndo sabemos responder se as condi¢oes (A) e (B) sdo necessdrias,
esta é um questao em aberto.

E importante observar que, a fim de empregar a propriedade de continuacao tinica
provada por Triggini e Xu [56], é essencial a existéncia de uma fungao estritamente
convexa. A construcao de tal fungao serd feita no decorrer da prova da estabilidade
exponencial da energia associada a equagao de Klein-Gordon e esta sera usada também
na equacao de Schrodinger.

Quanto a condicdo (B) é importante mencionar que geodésicas “presas”, isto é,
geodésicas totalmente contidas em um conjunto compacto freiam o efeito regularizante,
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(M, g)

Figura 9: Se M possui curvatura seccional negativa nao é necessario considerar efeitos dissi-
pativos no interior de €.

como mostrado por Doi [28] (ver também Burq [15]), isto explica a necessidade de se
impor a condi¢ao “non-trapping” sobre a variedade Riemanniana.

E importante lembrar ainda do trabalho devido a Aloui, Khenissi e Vodev [3], onde
os autores provam que a condicao de controle geométrico nao é necessaria a fim de se
obter o efeito regularizante e a estabilizacao uniforme para a equacao de Schrodinger
sujeita a um termo fortemente dissipativo considerada sobre o dominio limitado do R™.

Finalmente, gostaria de citar alguns trabalhos relacionados a estabilizagao da equagao
de Schrodinger sujeita a um termo dissipativo localmente distribuido, a saber:

(i) Sobre dominios nao limitados: [4], [19] e [21].

(ii) Sobre variedades Riemannianas compactas: [9].



CapiTULO 1

Preliminares

1.1 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espacos em que sao levados em conta as variaveis
temporal e espacial, o qual é necessario para dar sentido a problemas de evolugao.

Para cada t € [0, T fixo, interpretamos a fun¢ao x — u(x,t) como um elemento do
espaco X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espaco X.

Seja X um espacgo de Banach, a,b € R.
O espago LP(a,b; X), 1 < p < 400, consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre [a, b
com imagem em X, ou seja as fungoes u : (a,b) — X, tais que

1
b v
|w|| e (ax) = (/ Hu(t)Hg(dt) < 00.

O espago L>(a,b; X') consiste das fungoes (classes) mensurdveis sobre [a, b] com imagem
em X, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste espago
é dada por

[l oo a.:x) == sup ess[u(t)]]x-

O espago C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fun¢oes continuas u : [a,b] —
X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada por

m
. @ (¢
Jull o= Y s )
—0
O espago D(a,b), consinte de todas as fungoes u : (a,b) — R de classe C* com
suporte compacto.

Vejamos algumas propriedades desses espacos, as quais podem ser encontradas em
[59].

Proposicao 1.1.1. Sejam m =0,1,..., el <p <400, X eY espacos de Banach.
(a) C™(la,bl; X) € um espago de Banach sobre K.

(b) LP(a,b; X), 1 <p < +oo e L®(a,b; X), sdo espagos de Banach sobre um corpo K.
(¢) O conjunto de todas as fungoes de grau é denso em LP(a,b; X).

(d)C(la,b]; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersio C([a,b]; X) < LP(a,b; X') € continua.
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(e) Se X é um espaco de Hilbert com produto escalar (.,.),, entio L*(a,b; X) é também
um espaco de Hilbert com produto escalar

(1, 0) 2y = / (u(t), v(t)) x .

(f) L*(a,b; X) é separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +o0.
(9) Se X = Y, entdo L"(a,b; X) — Li(a,b;Y), 1 <q¢<r < +4oc0.

Lembremos que se U e W sao dois espagos vetoriais topolégicos, temos que L(U, W)
denota o espago das funcoes lineares e continuas de U em V.

O espago das distribuic¢oes sobre (a,b) com imagem em X, serd denotado por
D'(a,b; X).

Logo, D'(a,b; X) = L(D(a,b); X), ou seja, é o conjunto de todas as aplica¢oes
lineares e limitadas de D(a,b) em X. A nocao de convergéncia em D'(a,b; X): seja S €
D'(a,b; X) logo S : D(a,b) — X é linear e se 0, — 6 em D(a,b) entdo (5,6,) — (S,0)
em X. Diremos que S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (S,0) em X, VO € D(a,b).
Cada elemento desse conjunto é uma distribuigao sobre (a,b) com valores no espaco de
Banach X.

ds
A derivada I para S € D'(a, b; X), é definida com um tnico elemento deste espago

ds B dy
<E,go> =— <S, 0 > Vo € D(a,b).

ds
A fungao S — pr é uma fun¢ao continua de D'(a, b; X) sobre ele mesmo.

Agora se f € L%(a,b; X) definimos f € D'(a, b; X) por

a qual satisfaz,

N b
(Fro) = / F()e(t)dt Ve € D(a,b)

a funcio f — f de Lz(a,bj X) — D'(a,b; X) é linear e continua, e ainda é injetora e
desta forma identificamos f com f e obtemos

L*(a,b; X) = D'(a,b; X)
O espago Lj,.(a,b; X) é o espago das fungoes u tal que para todo compacto K C (a,b),
Xru pertence & L'(a,b; X), onde x denota a fungao caracteristica de K.

Definigao 1.1.2. Seja J € D(R), tal que J >0 e / J(t)dt = 1. Dado € > 0, definamos

J(t) = 1J(

€

E) e (J.xu)(t) = / J.(t — syu(s)ds

€ R

para as funcoes u em que o lado direito da ultima igualdade faz sentido.
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Proposicao 1.1.3. Seja u uma funcao definida sobre R, que anula-se fora de um inter-
valo I.

(a) Seu € L} (R; X), entao J. xu € C(R; X).

(b) Se uw € L*(R; X), entio J. xu € L*(R; X). Além disso, || Je * ul|r2®.x) < |Jullr2@®.x)
e 6l_i)r%+ | Je * u — ul|L2rx) = 0

Fazendo as devidas adaptacoes, encontramos a demonstracao desta proposicao por
exemplo em [37]

O espaco dual de LP(a,b; X). Consideremos Y = LP(a,b; X). Temos a seguinte
relagdo de dualidade Y’ = L9(a, b; X') com 117 + % = 1 devido ao teorema seguinte.

Teorema 1.1.4. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < +o0,
s =1
(a) Cada fung¢ao v € Li(a,b; X') corresponde a um unico funcional © € Y' dada por

(T, u) :/ (v(t),u(t))xdt YueY. (1.1)

Reciprocamente, para cada v € Y’ corresponde a exatamente uma fungdo v € L(a, b; X')
dada por (1.1). Além disso

[ollyr = [ollzaapx)

(b) O espago de Banach LP(a,b; X) € reflexivo e separdvel.

Demonstragao:Ver [59].

Assim podemos identificar Y’ com L4(a, b; X'), pois pelo Teorema acima existe um
isomorfismo isométrico. Donde

) = [ w0ty MH—(lWNﬂ%AQ; ey Woey’

Sejam a e b dois nimeros reais finitos ou nao, a < b, X e Y espagos de Banach
com X denso em Y e m > 1 inteiro, definamos

dm
W(a,b) = {u € L*(a,b; X); ﬁ = u'™ € L*(a,b;Y)}

onde u(™ ¢ neste sentido uma distribuicio em D’(a,b; X). A norma é dada por

1
m 2
el oy = [1l22(ap) + 16 2y
Segue dai que W (a,b) é um espago de Banach.
Denotaremos por D(a, b; X) o espago localmente convexo das fungdes vetoriais ¢ :

(a,b) — X infinitamente diferencidveis com suporte compacto em (a,b). Diremos que
v, — ¢ em D(a,b; X) se:

i) IK compacto de (a,b) tal que supp (¢,) e supp (v) estdo contidos em K, Vv;



CAPITULO 1. PRELIMINARES 12

ii) Para cada k € N, cp,(,k)(t) — o (t) em X uniformemente em ¢ € (a,b).

Prova-se que o conjunto {0¢, 6 € D(a,b),& € X} é total em D(a, b; X).
Denotaremos por Hj(a,b; X) o espago de Hilbert

Hi(a,b; X) := {v € L*(a,b; X),v € L*(a,b; X), wv(a)=v(b) =0}

munido com o produto interno

(w,0)) = / (w(t), vlt)) xdt + / (! (), 0/ (£)) .

identificando L?(a, b; X) com o seu dual [L?(a, b; X)]', via Teorema de Riesz, obte-
mos
D(a,b; X) — Hy(a,b; X) — L*(a,b; X) — H *(a,b; X) — D'(a,b; X)
onde H(a,b; X) = [H}(a,b; X))

Proposigao 1.1.5. Seja u € L?(a,b; X). Entao existe um tnico f € H '(a,b; X) que
verifica

(f,06) = ((«,0),)x V0 €D(ab), VE€X

Demonstracao: Ver [45].
Da proposigao anterior podemos identificar f com u’, de posse disso, diremos que

se u € L*(a,b; X) entao v’ € H *(a,b; X)
Proposicao 1.1.6. A aplicagcao

u€ L*a,b: X) v € H ' (a,b; X)
onde X € um espaco de Hilbert, ¢ linear e continua.

Demonstracao:Ver [45].
Proposicao 1.1.7. O espago D(a,b; X) e denso em W (a,b)

Demonstragao: Ver [42].
Da proposicao acima, tomando X = L?(Q) = Y temos que D(a,b; X) é denso em

H™(a,b; L*(2))

1.1.1 Funcoes Escalarmente Continuas

Seja X um espaco de Banach. Definimos o espaco das funcoes escalarmente
continuas (ou fracamente continuas) como o conjunto das fungoes f € L*°(0,T; X) tais
que a aplicagao t — (f(t),z) é continua sobre [0,T], V2 € X', onde X’ é dual de X.
Denotaremos tal espago por C,(0,T; X).

Disto segue que CH0,T;X) = {u€ Cy0,T;X);u € Cs(0,T;X)}, onde
é a derivada de u no sentido das distribuicbes. Da mesma forma temos que
C2(0,T; X) ={u € Cs(0,T; X);u" € Cs(0,T; X)}.

Observagao: Se u € L>*(0,7;X) e u € C([0,T]; X) entao u € C5(0,T; X).
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Lema 1.1.8. Sejam X eY dois espacos de Banach, X — Y e X um espaco reflexivo.
Entao
L0, T; X)NCs(0,T,Y) = Cs(0, T X).

Demonstracao:Ver [42].

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo de
todo o trabalho.

Proposicao 1.2.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam z,y € R", entdo
|zyl < lzlyl.

Definigao 1.2.2. Seja X um espaco de Banach. A topologia fraca o(X, X') sobre X é
a topologia menos fina sobre X que torna continuas todas as aplicacoes f € X'.

Seja (T,)neny uma seqiiéncia de X a qual converge para x em X na topologia fraca
o(X, X"). Utilizamos, neste caso, a seguinte notacao:

T, — rem X.

Proposicao 1.2.3. Seja (z,)neny uma seqiiéncia em X, entao:

(i) x, = x em X se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € X"

(i1) Se x,, —» x em X, entao x,, — vem X.

(i1i) Se x,, — x em X, entao ||x,||x € limitada e ||z|x < lim inf]z,|x.
(iv) Se x, = x em X e f, = f em X', entao (f,,x,) — (f,x).

Demonstragao: Ver [10].
Seja X um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : X’ — R por

(Jo, [) = ({f, ).

As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € X", Vx € X.
Definamos, agora, J : X — X" tal que J(z) = J,.

Definicao 1.2.4. A topologia fraca *, também designada por o(X', X), € a topologia
menos fina sobre X' que torna continuas todas as aplicagoes J,.

Proposicao 1.2.5. Seja (fn)nen uma seqiiéncia em X', entao:

(i) fn = f fraco estrela em X' se, e somente se, (fn,x) = (f,z), Vv € X.
(ii) Se f, — f forte em X', entao f, — f fraco em X'.

(i1i) Se f, — [ fraco em X', entdo f, = f fraco estrela em X'.

Demonstragao:Ver [10].



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

Lema 1.2.6. Sejam X wum espago de Banach reflexivo e (x,)nen uma seqiiéncia
limitada em X, entdo existe uma subseqiéncia (xp, )ren de (Tn)nen € x € X, tal que

Tn, — T fracamente em X.

Demonstracao:Ver [10].

Lema 1.2.7. Sejam X um espaco de Banach separdvel e ( f,)nen uma seqiiéncia limitada
em X', entdo existe uma subseqiiéncia (fn, )ken € f € X', tal que

fue = f fraco estrela em X'.

Demonstracao: Ver [10].

Lema 1.2.8. (Lema de Gronwall) - Sejam z € L*(0,T) e f € L'(0,T) tais que
z(t) >0, f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

ft) <ec+ /Otz(s)f(s)ds, vt € [0,T],

entao )
f(t) < cedo®9% wt e[0,T).

Demonstracao:Ver [43].

Proposicao 1.2.9. (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espagos de
Banach tais que By <B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos

d
W = {’U;U e L"(0,T; By), v' = d_:f) e LP(0,T; Bl)},

onde 1 < py,p1 < o0, e consideremos W munido da norma

[0l Lro0,7:80) + 1V | 221 0,784
o0 que o torna um espago de Banach. Entao, a imersio de W em LP°(0,T; B) é compacta.
Demonstragao:Ver [41].

Proposigao 1.2.10. (Lema de Lions) - Seja (u,) uma sucessao de fungoes pertencen-
tes a LI(Q) com 1 < g < 00. Se

(i) u, — u quase sempre em
(ii) Hu,,HLq(Q) < C, Yv € N;
entdo u, — u fraco em L1(Q).

Demonstracao:Ver [41].
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Proposicao 1.2.11. (Férmula de Gauss e a Férmula de Green) - Seja Q0 um
aberto limitado bem regular do R™. Se u,v € HY(Q), entdo para 1 <i < n temos que

ov ou
/Quamidx = —/Q awivdx + /F(%u)(%y)yidn

onde v = (v1,Vs,...,U,) eV denota o vetor normal unitdrio exterior a I
Seu e H*Q) ev e HY(Q), temos a férmula de Green:

/Vqudz:: —/Auvdz+/ v@dF.
Q 0 aq OV

Demonstracao:Ver [18].

Proposicao 1.2.12. (Regularidade dos problemas elipticos) - Seja Q@ um aberto
de classe C* com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e uw € H (), verificando

/Vqup dm+/ug0 dx:/fgo dz, Vo € Hy ().
Q Q Q

Entio, u € H*(Q) e ||ullp2) < c||fllr2@), onde ¢ € uma constante que sé depende
de Q. Além disso, se Q € de classe C™* e f € H™(), entio u € H™(Q) com
ull grms2y < el fllamy: em particular, se m > % entao u € C*(Q). Ainda, se Q € de

classe C* e f € C*(9), entdo u € C>*(£).
Demonstragao:Ver [10].

Lema 1.2.13. Sejam H eV espagos de Banach, tais que H — V. Seuw € L*(0,T; H)
eu € L0, T;V) entio u € C°([0,T]; V).
Demonstracao:Ver [51].

Teorema 1.2.14. (Regra da Cadeia) Seja G € C(R) tal que G(0) =0 e |G'(s)| < M
para todo s € R. Seja v € WHP(Q). Entio a funcdo G ou € WHP(Q) e

O (Gou)= (G ouw

S1<i<n.

Demonstragao:Ver [37].

1.3 Equacoes diferenciais parciais

Seja X um espaco de Banach real e X’ seu dual topolégico. Para cada z € X,
associamos o conjunto

F(z) ={f € X'y (f,2)xx = |l|* = [IF]*}
e definimos (, ) : X x X — R por

<$,y>5 = sup {<f7y>X’,X;f € F(ZL‘)}
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Observacao 1.3.1. Se X = H, onde H ¢ um espaco de Hilbert, obtemos pelo Teorema
da Representacdao de Riesz que F(x) € um conjunto unitdrio e através da identifica¢do
H = H' seque que (,)s=(,)u.

Considere o seguinte problema

{ u(t) = Tu(t) + Bu(t)  t € (0,00)
u(0) = uyg

em um espaco de Banach X.

(1.2)

Definigao 1.3.2. Uma aplicagio u : [0,00) — X € dita solug¢ao reqular ou forte do
problema (1.2) se u € Lipschitz continua em [0,00), u(0) = ug, u € diferencidvel quase
sempre em (0,00), u(t) € D(T + B) quase sempre em (0,00) e

u(t) = Tu(t) + Bu(t)
quase sempre em (0, 00).

Definicao 1.3.3. Uma aplicagio u : [0,00) — X € dita solu¢ao generalizada ou fraca do
problema (1.2) se u é continua em [0,00), u(0) = uy e satisfaz a sequinte desigualdade
para cada T > 0

lu(t) —vllk < llu(s) —vllx + 2/ (Tv + Bu(1),u(r) = v)s dr, (1.3)

Voe D(T)e0<s<t<T.

Definicao 1.3.4. Sejam H um espaco de Hilbert real e A : H — H wum operador.
Dizemos que A € um operador mondtono de H se

(v —y,Av — Ay)g >0, YV z,y € D(A),
Além disso, A € dito mazimal mondtono se A é mondtono e Im(I + A) = H.

Definicao 1.3.5. Sejam H um espaco de Hilbert real e A : H — H wum operador.
Dizemos que A € um operador dissipativo de H se —A € mondtono. Além disso, A é dito
m-dissipativo se A € dissipativo e Im(I — A) = H.

Definigao 1.3.6. Seja H um espaco de Hilbert real e A : H — H um operador tal que
D(A) = H. Dizemos que A é hemicontinuo em H se

lim(A(u + tv),w)y = (Au,v)g (1.4)

t—0

Teorema 1.3.7. Sejam H um espago de Hilbert real e B um operador mondtono, he-
micontinuo e limitado (leva limitado em limitado) de H. Seja A um operador mazimal
mondtono de H. Entao A+ B é um operador mazimal mondtono.

Demonstracao: Ver [6]. O
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Teorema 1.3.8. Suponha B = 0 no problema (1.2). Sejam H um espago de Hilbert real
eT: H— H um operador m-dissipativo. Entao para cada ug € D(T), existe uma unica
fungao u : [0,00) — H solugao forte do problema (1.2).

Além disso se u e v sao duas solugoes fortes do problema (1.2) com dados iniciais
ug e vy respectivamente, € valida a sequinte desigualdade

[u(t) = v(O)lla < [luo = vollm, ¥t € [0,00).
Demonstragao: Ver [11]. O

Teorema 1.3.9. Sejam H um espaco de Hilbert real, T : H — H um operador m-
dissipativo e seja B : H — H continuo tal que D(B) = H. Entao para cada ug € D(T)
existe uma unica aplicag¢io u : [0,00) — H solucao fraca do problema (1.2).

Demonstracao: Ver [6]. O

Teorema 1.3.10. Sejam V' e H dois espacos de Hilbert, satisfazendo V- — H, considere
ainda A um operador maximal mondtono em H. Seja u a solucao ultrafraca do problema

U(O) = Ug € H, ut(O) = U € %
Entao u possui a sequinte reqularidade

u € C([0,T); HynC*([0,T); V).

Demonstracao: Ver [42]. O

1.4 Um repasso a Geometria Riemanniana

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional ndo compacta, n > 2,
orientavel, simplesmente conexa e sem bordo munida de uma métrica Riemanniana
g(-,-) = (-,-) completa, de classe C*°. Denotaremos por (g;j)nxn, & matriz n x n re-
lativa a métrica g. O espaco tangente a M em p € M ¢é denotado por T, M e a norma
em T,M é dada por | | =(-,).

Seja f € C*(M), definimos o operador Laplace-Beltrame de f como

Af = div(VF), (1.6)

onde V f denota o gradiente de f na métrica g, isto é, para todo campo de vetores X
em M
(V£ X) = X(f). (1)
e div denota o divergente, ou seja, se X é um campo de vetores em M, divX (p) := trago
da aplicacao linear Y (p) — Vy X(p), p € M.
De posse de tais defini¢oes e notacoes, enunciamos o seguinte lema.
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Lema 1.4.1. Seja p € M. Considere f € C'(M) e H um campo de vetores em M.
Entao € valida a sequinte identidade :

(VF.V(H(f)) =VH(V],V])+ %[div(\VﬂzH) — |V fPdivH], (1.8)
onde VH € a diferencial covariante definida por VH(X,Y) = (VxH,Y).

Demonstracao: Ver [39]. O

Finalmente definimos a Hessiana de f € C?(M) como o tensor simétrico do tipo
(0,2) em M, isto é,

Hess(f)(X,Y) = V*f(X,Y) = V(VAI(X,Y) = (Vy(Vf), X), (1.9)
para quaisquer X e Y campos de vetores em M.

Observacao 1.4.2. Para simplificar a notagdo, denotaremos a norma em L? sem fazer
distingao sobre o argumento, seja ele uma fung¢ao ou um campo de tensores do tipo (0, m).

Seja k € N e p > 1. Definimos o espago C} (M) por
CPM) = {u e coow);/ ViUl dM < 00, = 0,1, .k}, (1.10)
M

onde V/u denota a j-ésima diferencial covariante de u (Vu = u, Vu = Vu).
Assim definimos os espago de Sobolev Hi (M) como o completado de C} (M) com
respeito a norma

k
ol = S /M VI dM. (1.11)
7=0

Desta forma segue que:

(i) L*(M) := HZ(M) é o completado de CZ(M) com respeito a norma
sy = [ Tuf am. (1.12)
M
(ii) HY (M) := H3(M) é o completado de C?(M) com respeito a norma
[l / |Vul? dM +/ lu|? dM. (1.13)
M M
(iii) H*(M) := H3(M) é o completado de C3(M) com respeito a norma

Huuipw):/ V2uf? dM+/ Vuf? dM+/ uf? dM. (1.14)
M M M
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Observacao 1.4.3. De acordo com as defini¢oes anteriores temos a sequinte cadeia de
imersoes continuas:

H*(M) — HY (M) — L*(M). (1.15)

Proposicao 1.4.4. O espaco das funcgoes infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto, denotado por D(M) ou C°(M), € denso em H* (M), ou seja, HY (M) = H' (M),

onde HY} (M) := D(M)HI(M).

Demonstracao: Ver [34]. O

Por argumentos de densidade podemos estender as féormulas apresentadas anteri-
ormente aos espacos de Sobolev. Na sequéncia enunciamos alguns teoremas que serao
bastante utilizados no decorrer do trabalho.

Teorema 1.4.5. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana n-dimensional nao com-
pacta, n > 2, simplesmente conexa, orientdvel e sem bordo munida de uma métrica
Riemanniana g(-,-) = (-,-) completa, de classe C*.

Sejam u € HY(M) tal que Au € L* (M) e v € HY(M), entio € vdlida a sequinte
identidade:

/ (Vu, Vo) dM = / —Au v dM. (1.16)
M M
Demonstracao: Ver [53]. O

Teorema 1.4.6. (Teorema da Divergéncia de Gauss) Sejam M™ uma variedade
Riemanniana orientdvel, Q@ C M aberto, limitado e conexo com bordo OS2 bem regular,
X € [HY(Q)]" um campo de vetores e v o campo vetorial normal unitdrio exterior a OS2,
entao

/ divX dM = [ (X,v)dl. (1.17)
Q o0

Demonstragao: Ver [18]. O
Teorema 1.4.7. (Teorema de Green 1) Sejam M"™ uma variedade Riemanniana
orientdvel, @ C M aberto, limitado e conexo com bordo O bem regular, X € [H'(Q)]"

um campo de vetores, ¢ € H*(Q) e v o campo vetorial normal unitdrio exterior a 052,
entao

/Q(divX)qu = —/Q(X, Vq) dM —|—/aQ(<X, v))qdr. (1.18)

Demonstracao: Ver [18]. O
Teorema 1.4.8. (Teorema de Green 2)Sejam M™ uma variedade Riemanniana ori-

entdvel, Q C M aberto, limitado e conexo com bordo Y bem regular, f € H*(Q),
q € HY Q) e v o campo vetorial normal unitdrio exterior a 09, entdo

/ (Af)gdM = — / (Vf, V) M + / (0,f)qdr. (1.19)
Q M o0
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Demonstracao: Ver [18]. O

Proposicao 1.4.9. Sejam M™ uma variedade Riemanniana orientdvel, 0 C M aberto,
1
limitado e conexo com bordo O bem regular. Se u € WP(Q) entao U| e W'»P(T),

onde T = OQL. )
Demonstracao: Ver [10]. O

Corolario 1.4.10. Sob as hipdteses da Proposicao 1.4.9 € vdlida a sequinte identidade
de Green gereralizada:

/(Vw,V:D} dM :/Aw w dM+/ o, w dr,
0 Q o0
para todo w € WH1(Q) e € C®(M).

Demonstracao: A demonstragao é baseada em dois argumentos:

1) Na Proposicao 1.4.9, donde faz sentido falar em w‘ e L'(09Q);

o2
2) Na imersdo continua e densa D(Q) — W'(2), onde D(Q) = {w|s ;w € C§°(M)}.

|

Corolario 1.4.11. Sob as hipdteses da Proposicao 1.4.9 € vdlida a sequinte identidade:
/(divX)w dM = —/(X, Vw) dM —I—/ (X, v))wdl, (1.20)
Q Q 19)

para todo w € WH(Q) e para todo X campo de vetores sobre Q2 de classe C.

Demonstracao: A argumentacgao é analoga a apresentada no Corolario 1.4.10.
O

Proposicao 1.4.12. Seja (M, g) uma variedade Riemmanniana n-dimensional com-
pleta munida com uma métrica Riemanniana g de classe C*°. Suponha que a curvatura
seccional K € limitada superiormente em todo ponto de M. As sequintes afirmacoes sao
verdadeiras:

(i) Se K > 0, entdo d(z) = 3dist*(z,z0) € uma fungdo estritamente conveza em M
quando dist(x,xg) < #E’ YV zg € M.

(i) Se K <0 e M ¢é simplesmente coneza, entdo d(z) = idist*(z,xo) € uma fungdo
estritamente convera em M.

Demonstracao: Ver [56]. O
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Observacao 1.4.13. E importante ressaltar alguns conceitos e notagoes a respeito de
funcoes a valores complexos.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e u : M — C uma fungao reqular. Entao
temos que Re u : M — R e Im u : M — R, consequentemente podemos falar em
V(Re u) and V(Im u), definidos intrinsicamente como em (1.7).

Seja X um campo de vetores complexo sobre M, isto é, X =Y +iZ, onde Y e Z
sao campos de vetores reais. Denotaremos por

(Vu, X) = (V(Re u),Y),— ((Im u),Z)y+i((V(Re u), Z) g+ (V(Im u),Y),)
Logo,

(Vu, V) = (V(Re u), V(Re u)), + (V(Im u),V(Im u)), = |[Vul?.

1.5 Teoremas de Continuacao Unica e Efeito Regu-
larizante

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional, n > 2, de classe C'°.

Considere €2 C M um subconjunto aberto, limitado, conexo, com fronteira, I' = Ty UT',

regular tal que £ é compacto. Seja v o vetor normal unitério exterior ao longo de T.

Suponha que exista uma funcao d : Q@ — R de classe C? estritamente convexa na
métrica g, isto é,

V3(X,X)>0, YVoeQ, VXeT,M.
Definimos

Lo :={x el (Vd(x),v(z)) <0} e I'y :=T\I.

Supondo satisfeitas as condi¢oes mencionadas acima temos os seguintes dois teore-
mas de continuacao tunica:

Teorema 1.5.1. Seja w € L*(0,T; H'(2)) N H'(0,T; L*(Q2)) uma solugio do problema

wy —Aw+w=0 em Qx(0,T):=Q
u), =0 em I'x (0,7) =X
Se d,w=0em%; =T x(0,T) entdo w =0 em Q.
Demonstracao: Ver [57]. O

Teorema 1.5.2. Seja w € L*(0,T; H' () N H'(0,T; L*(Q))) uma solugio do problema

iwg+Aw=0 em Qx(0,T):=0Q
upy, =0 em I'x (0,7) =%

Se d,w=0em¥; =T x(0,T) entdo w =0 em Q.
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Demonstracao: Ver [56]. O

Teorema 1.5.3. (Teorema de Holmgren) Seja P um operador diferencial parcial
com coeficientes constantes em R". Seja u uma solugao de Pu = 0 em ()1, onde Q)1 é
um subcongunto aberto em R™. Suponha que u =0 em (Qo, onde Q3 C Q)1 € aberto e nao
Va.210.

Entao u = 0 em @3, onde Q3 C @ € o aberto que contém Qs e tal que todo
hiperplano caracteristico do operador P que intercepta Q3 também intercepta Q1.

Demonstragao: Ver [44]. O

Observacao 1.5.4. No caso em que P = i0, + A, em R"' sua parte principal é
P, = A,. Um hiperplano em R"™! € caracteristico se seu vetor normal (t,x) € R x R™ é
uma raiz de Py, isto €, de Py(t,x) = >  x7 = |z|*

Assim os vetores normais sao da forma (£1,0) € R x R™ e os hiperplanos carac-
teristicos sao definidos por

I, :== {(to,z); x € R"}, para cada ty € R.

Teorema 1.5.5. (Efeito Regularizante) Seja Q C R", n > 2, um dominio exterior,
ou seja, 2 = R"\O, onde © é um subconjunto compacto e conexo do R™ com fronteira
reqular. Além disso, suponha que © € “non-trapping”, ou seja, qualquer raio da dtica
geométrica refletindo sobre a fronteira de © de acordo com as leis da dtica geométrica
deiza qualquer conjunto compacto em tempo finito. Nesta condicoes temos, para todo
T > 0 e toda fun¢io x € Cg°(R™), que:

(i) lIxull 20,2503, )) < ClIxSIz20,1020):

(ii) ||XU||L2(O7T;H]%(Q)) < Cllvoll 220
onde u(t) = fot et=1Apy f(7)dT, v(t) = e?Ar™  Ap denota o operador Laplaciano com

condigoes de Dirichlet sobre a fronteira de Q e H3,(Q) € o dominio do operador (Ap+1I)3.

Demonstracao: Ver [16]. O



CapriTULO 2

Equacao de Klein-Gordon

Este capitulo tem como ojetivo estudar a existéncia e unicidade de solugoes da
equagao de Klein-Gordon sobre uma variedade Riemanniana nao compacta sem bordo,
bem como, mostrar o decaimento exponencial da energia. A equacao de Klein-Gordon é
descrita por:

{ uy — Au+u+a(x)g(uy) =0 em M x (0,00) (2.1)
uw(0) =up , w(0) =y em M '

onde (M", g) uma variedade Riemanniana n-dimensional ndo compacta, n > 2, simples-
mente conexa, orientavel e sem bordo munida de uma métrica Riemanniana g(-,-) = (-, )
completa, de classe C*°. O operador Laplace-Beltrami é denotado apenas por A.

Hipétese 2.0.1. Hipoteses sobre a funcao g: R — R :

i) g(s) € continua e mondtona crescente;

ii) g(s)s > 0 para s # 0;

iii) kls| <lg(s)| < K|s|, Vs € R, onde k e K sdo duas constantes positivas.

Hipotese 2.0.2. Hipoteses sobre a funcao a: M — R:
i) a(z) € L>®°(M) € um fun¢dao ndo negativa;
i1) Seja Q@ C M um aberto e limitado com fronteira 02 bem regular. Suponhamos que

a(x) >ap>0 em M\QUM,,

onde M, € um subconjunto aberto préprio (a ser determinado posteriormente) de M.

2.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Nesta se¢ao estudaremos a existéncia e unicidade de solu¢ao do problema (2.1).
No que segue omitiremos algumas variaveis de modo a nao sobrecarregar a notagao.

A energia associada ao problema (2.1) é definida por:
1
B(f) = / 2z, 1) + |Vu(z, O +u2(z, 1)] dM. (2.2)
M

Nosso intuito é provar a existéncia e unicidade de solugoes u para o problema (2.1).
Os resultados obtidos estao enunciados no teorema a seguir.

23
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Teorema 2.1.1. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana n-dimensional nao com-
pacta, n > 2, simplesmente conexa, orientdvel e sem bordo munida de uma métrica
Riemanniana g(-,-) = (-,-) completa, de classe C*. Sob as Hipdteses 2.0.1 e 2.0.2,
temos:

1. O problema (2.1) é bem posto no espago {w € H'(M); Aw € L*(M)} x H (M),
isto €, para cada par de dados iniciais {ug,u} € {w € H*(M); Aw € L* (M)} x HY(M),
existe uma unica solugao regular de (2.1) na classe

u € C'([0,00); L*(M)) N C([0, 00); H' (M)
uy € WH(0, 00; L*(M)) N L>®(0, 00; HY(M

; (2.3)
) (2.4)

2. O problema (2.1) é bem posto no espaco H'(M) x L*(M), isto é, para cada par
de dados iniciais {ug,u1} € H' (M) x L*(M), existe uma tinica solugdo fraca de (2.1)
na classe

~— —

u € C([0,00); L*(M)) N C([0, 00); HY(M)). (2.5)

Demonstracao:

Denotando U = ( 5 ), obtemos
t

- ( Auuiu)+(—a(m(;g(ut) ) - ( A é)

Definimos A = ( 0 - ), Up = ( Ho ), = H' (M) x L* (M),

A: DA )CH —H

(v) =)= (adhn)

entdo o problema (2.1) pode ser escrito como

dU(t) +(A+F)U()=0

dt (2.6)
U(0) = Uy
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Seja U = ( Z ), definimos a norma em H e D(A) respectivamente por

U113, = Nullr ey + 1017200 € MUy = 1AUlZ2 (g + 1011 0y

Observe que D(A) = {U € H; AU € H}, ou seja, D(A) = {u € H'(M); Au €
L*(M)} x HY(M) . Mostraremos agora algumas propriedades da aplicagao F.

e I esta bem definida. Com efeito, seja U = ( Z > € H entao

IFUI3, = /M a(z)g(v(@))[* dM < IIallioKz/M [o(@)[* dM = ||all 3K |[v[|Z2 () < 00

U1

e I é mondtona. Com efeito, sejam U = ( t ) V= < "
2

s ) € H, entao
(FU—-FV, U =V)y = (ag(uz) — ag(va),us — va)r2(a1)
_ / al) (g(us) — g(v2))(uz — va) dM
M
> 0,

uma vez que g ¢ mondtona crescente.
e ' ¢ limitada (leva limitados em limitados). De fato, seja U = ( Z ) € H tal
que |Ul|ly < L, logo
IFUN5 < lallf B2 [vll72 o < llallZ kL2

e F' é hemicontinua. De fato, temos que provar que dada (z,) C R tal que x,, — 0,
entao

lim (F(U+2,V), W)y = (FU, W)y, ¥ U = ( Zl),v— ( “1),W— ( b ) e,

n—00 2 (%) Wao
(2.7)

isto é,
Tim (ag(us + 2002), wa) r2(am) = (ag(u2), w2) L2(m)

Com efeito, definimos f, := ag(us + z,,v2)ws, entdo

[fu(@)] < a(a)|wa(z) [ Kluz(z) + 2nva(2)]
< a(@) Klwa ()| lug(2)] + alz) CLK [ws () [[va ()],

quase sempre em M, onde C) é tal que |z,| < C;. Devido ao fato de a € L>®(M) e
U, Vo, wy € L*(M) obtemos que f, € L'(M). Além disso, definindo

h = aK|ws||us| + aCy K |wal|vs],

segue que h € L'(M) e |f.(x)| < h(x), quase sempre em M.
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Na sequeéncia, observe que devido a continuidade de g, temos que

lim a(a)g(us () + 2ava(2) wa(x) = a(e)g(us(a) un(x).

n—oo

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
lim [ a(z)g(ux(x) + znva(z))we () = / a(x)g(usz(z))ws(x),

e consequentemente (2.7) estd provado.
Em seguida mostraremos que A é um operador maximal mondtono.

Com efeito, seja U = ( Z ) € D(A), entao

) = ((aia ) (0),

= (—v,w)r2om) — (Vu, VU) 2 + (—Au,0) 2y + (4, 0) 2001
= 0,

logo A é mondétono.

S
2

U= ( Z > € D(A), tal que (I + A)U = f, isto é,
u —v fi
() (eaea ) = (1)

u—v=Ff
{ v—Au +1u:f2. (2.8)

Somando as duas equacgoes do sistema obtemos,

Em seguida, considere f = ( € H. Temos que mostrar que existe

ou equivalentemente,

2u—Au = fi + fo, (2.9)
e fazendo formalmente o produto interno em L?*(M) com ¢ € H*(M), encontramos
2(u, 9) 20y + (=AU, )2y = (fi + for @) 2my » Yoo € HY (M)
donde segue que
2(u, ©) 2y + (Vu, Vo) vy = (fi + fos @)z qmy » Y € H' (M), (2.10)

Afirmacao: (2.10) possui uma unica solucao.
De fato, definamos b : H'(M) x H'(M) — R e T : HY(M) — R, respectiva-
mente por
b(u, p) = 2(u, @) 2 (M) + (Vi V) 20y
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(T, ) = (f1 + f2,0) L2 (M)

Segue entao que b é bilinear, continua, coerciva e T é continua. Portanto, pelo
Teorema de Lax Milgran existe uma tnica u € H'(M) tal que (2.10) é satisfeita.

Logo 2u — Au = f; + fy em D'(M). Como u, f e fo € L*(M) segue que Au €
L*(M), além disso v = f; —u € H'(M), donde concluimos que existe uma tnica
U € D(A) satifazendo (I + A)U = f, provando a maximalidade do operador A.

Portanto A é um operador maximal mondtono, F' é uma aplicacdo mondtona,
limitada e hemicontinua. De acordo com o Teorema 1.3.7 segue que A + F' é maximal
mondtono em H. Segue entao, de acordo com o Teorema 1.3.8, que para cada Uy €
D(A+ F) = D(A), existe uma tnica aplicacdo U : [0,00) — H solugao forte do
problema (2.6). Consequentemente existe uma tnica aplicagao u : [0,00) — H'(M)
solugao forte do problema (2.1), na classe

u € CY([0,00); L*(M)) N C([0, 00); H' (M)); (2.11)
u, € WH(0, 00; L2(M)) N L>®(0,00); HY(M)). (2.12)

Se Uy € H, aplicando o Teorema 1.3.9 com B = 0, obtemos a existéncia de uma
tnica aplicagao U : [0, 00) — H solugao fraca do problema (2.6), e portanto existe uma
tinica aplicagao u : [0,00) — H'(M) solugao fraca do problema (2.1) na classe

u € C([0,00); L*(M)) N C([0, 00); HY(M)), (2.13)

o que encerra a demonstragao do teorema. O

Proposicao 2.1.2. Seja 2 C M um aberto limitado com fronteira bem reqular. Entao
u(t) € H*(Q), V t >0, onde u € a solugdo reqular do problema (2.1).

Demonstracao: Fixemos t > 0, definimos v := u(t) e f := —uu(t) — a(-)g(u(t)) €
L*(M), temos que a seguinte identidade é verificada em L?*(M)

—Av+v=f (2.14)

Sejam (2* C M, um aberto limitado e conexo com fronteira bem regular, tal que
Q cc QF, V. uma vizinhanca tubular da fronteira de €2 contida propriamente em Q* e
¢ € D(M) satisfazendo:

i) v=1em Q
(i) ¥ =0 em Q*\(QU V)
(i) 0 <y <1
Multiplicando a equagao (2.14) por 1 obtemos

—Avy + vy = fah.
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Notemos que
A(v)) = vAY + Y Av + 2(Vv, Vi), (2.15)

logo
—A(v) + v = fip —vAY — 2(Vu, Vb)) em L*(M).

Em particular
—A(v) +vip = fib —vAp — 2(Vo, Vi) em L*(F).

Além disso

U@D’ = U| ¢| =0.
o0* o0* o0*

Por resultados de regularidade eliptica segue que vw € H?*(Q*), donde segue que vi) €
H?(Q), como 1 = 1 em  obtemos que v = u(t) € H*(Q).

|

2.2 Resultado de Estabilidade

Antes de enunciar o principal resultado de estabilidade, enunciaremos uma iden-
tidade que sera muito 1til no decorrer do trabalho chamada identidade de energia. Seja
u uma solugao regular do problema (2.1), entao multiplicando a equagao por u; e inte-
grando por partes, obtemos

E(ty) — / / g(up)uy dMdt, (2.16)

para todo ty > t; > 0.
Vale ressaltar que, por argumentos de densidade, a identidade de energia dada em
(2.16) continua sendo valida para solugoes fracas do problema (2.1).

Teorema 2.2.1. Seja u uma solugao fraca do problema (2.1), com energia definida como
em (2.2). Entao, sob as Hipdteses 2.0.1 e 2.0.2, existem constantes positivas Ty, Cy e
Ao tais que

E(t) < Coe ™ E(0); Vt > Ty,

provada para dados iniciais tomados em conjuntos limitados de H*(M) x L*(M).

Nossa principal tarefa é provar a seguinte desigualdade:

/TE( t) dt <C1E +02/ / WuZ(z,t) + g2 (ug(w,t))] dMadt, (2.17)

onde C; e (5 sao constantes postivas e C nao depende de T'. E suficiente considerarmos
solugoes regulares do problema (2.1), pois o decaimento exponencial pode ser recuperado
para solucoes fracas por argumentos de densidade.
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2.2.1 Identidades Fundamentais

Seja w uma solugao regular do problema (2.1). Inicialmente consideremos 2* C M
um subconjunto aberto e limitado com fronteira, 9€2*, regular, tal que 2 CC Q.

Seja ¢ € C*°(M) satisfazendo:
(i) ¢ =1em M\Q%
(ii) ¢ =0 em Q;
(iii) 0 <o <1em M.

Multiplicando o problema (2.1) por ¢u e integrando sobre [0, T] x M, obtemos
T
/ / [uy — Au + a(z)g(ur) + ulpu dMdt = 0. (2.18)
0 M
Observe que

d
— [/ Ugpu d/\/l} = / ugou dM +/ ugpuy dM
dt [ M M

= /uttgoud./\/l—i-/ u;p dM.
M M

Integrando sobre [0, 7] concluimos que

T T
/ / ugpu dMdt = [/ UgPU d/\/l] — / utp dMdt. (2.19)
0o JM M 0 M

Além disso,

/OT /M —Au(pu) dMdt = /OT /M<Vu,v(@u)> AMdt
- /OT/MWMV@UMO!WF dMdt. (2.20)

Combinando (2.18), (2.19) e (2.20), deduzimos
T
0 = [/ U PU d./\/l} —/ uto dMdt
M 0 M
T
+ / / (Vu, Vo)u + | Vul* dMdt
0o Jm

o [ eramas [* ] @aten ama (221)

Levando em consideracao as propriedades da funcao ¢, podemos escrever
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T T
/ / olu® + |Vul?] d/\/ldt+/ / u? + |Vul* dMdt
o Jona o Janor
T
= — [/ U PU d/\/l} +/ ou? d/\/ldt—i-/ u? dMdt
"\Q M\Q*

/ / (Vu, Vo)u dMdt —/ / g(ug)pu dMdt. (2.22)
M\Q

Observando que a(z) > ag > 0 em M\Q e que ¢ > 0, é vélido que

T
/ / u? + |Vu|* dMdt < — {/ UgpU d/\/l]
M\Q*
+ ag / / z)pu; dMdt + ag’ / / z)u? dMdt
Qo \Q M\Q*

/ / (Vu, Vo)u dMdt —/ / g(u)pu dMdt. (2.23)
M\Q

Somando fOT S A\ u? dMdt na desigualdade anterior e usando novamente o fato
de que 0 < ¢ < 1, obtemos

T

T
/ / u? + |Vul? +uf dMdt < — [/ Uppu d/\/l]
0 M\Q* M 0
T T
+ 2a51/ / a(z)u? d/\/ldt—/ / (Vu, Vo)u dMdt
/ / g(ug)pu dJ\/ldt+/ / ul dMdt (2.24)
M\Q M\Q*

O proximo passo ¢é estimar o termo fOT S (Vu, Vo)u dMadt.

Usaremos o Coroldrio 1.4.10, pois u € H*(2*), entdao u? € WHH(Q*) e ¢ € C®°(M).
Note que (Vu, Vi) =0 em M\Q* e que p =1 em 00Q*.

Podemos entdo escrever

/M<vu,w>u dM = /Q*<Vu, V)u dM = %/Q*(V(lﬂ),V@) dM

1
— _5/ Ap u? dM + 0, u® dl’

oN*

Q*
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Portanto,

T
/ (Vu, V) ud/\/ldt‘ / / u? dMdt, (2.26)
0 Jaor

z€Q* Agp(
De acordo com (2.24) (2.26) concluimos que

onde ¢ := max

T

T
/ / u® + |Vul|® +uf dMdt < — [/ ugpu dM}
0 M\ Q* M 0
T ¢ [T
+ 3aal/ / a(x)u? d/\/ldt+—/ / u® dMdt

/ / g(u)pu dMdt. (2.27)
M\ Q

Visando “completar”’a energia e levando em conta (2.27), nosso objetivo seguinte
é estimar o termo fOT Jop W+ |Vul?> + uf dMdt em funcéo de “termos bons”.

Seja ¢ um campo de vetores sobre Q* de classe C*. Multiplicando o problema (2.1)
por (Vu,q) e integrando sobre [0, 7] x 2*, obtemos

0= /0 /*(utt — Au+u+ a(x)g(u))(Vu, q¢) dMdt. (2.28)

Na sequéncia vamos estimar alguns termos de (2.28).
e Estimativa para [; := fOT Jop wet(Vu, q) dMdt.

Note que
d
— ut(Vu,q> dM = utt<Vu,q> dM +/ ut<vut7q> dM.
dt O* O* Q*

Assim

I, = [/ w(Vu, q dJ\/l} / / u (Vuyg, q) dMdt,
o

e recordando que
1
u{q, Vug) = §(q,Vu?), (2.29)

segue, de acordo com o Corolério 1.4.11, que

I, = [/ u&qudM} / / {q, Vu?) dMdt
= [ u&qudM} //dzv q)u; dMdt
Q*
1
2

/ /a m(q, vyu? dldt. (2.30)
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e Estimativa para Iy := fOT fQ —Au(q, Vu) dMdt.
Novamente pelo Teorema 1.4.7, Teorema 1.4.8 e Lema 1.4.1, deduzimos que

T T
L - / / (Vu, V({q, Vu))) dMdt — / d,ulg, Vu) dl'dt
0 * 0 o0*

T
Vq(Vu,Vu) dMdt

*

2

J
T
Iy
- // dyulq, Vu) dl'dt
o Joor
T T 1
= / / Vq(Vu, Vu) d/\/ldt—l—/ / §<q,V(\Vu|2)> dMdt
o Jo o Jor
T
- // dyulq, Vu) dl'dt
o Joor
T 17
— / / Vq(Vu, Vu) dj\/ldt—§/ / div(q)|Vul* dMdt
o Jo o Jo

1 [T T
w5 [ ] @i avde- [ ol va) arar (2.31)
2Jo Joor 0 Jox

[div(|Vul*q) — div(q)|Vul*] dMadt

N | —

*

~
o)

Q

o5}

e Estimativa para [ := fo Jop wlq, Vu) dMat.
De acordo com o Corolario 1.4.11, obtemos

: 2 e 2
= —= div(q)u” dMdt + - (q,v)u” dl'dt (2.32)
2 0 x 2 Jo Joo-

Combinando (2.28), (2.30), (2.31) e (2.32), podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 2.2.2. Seja ¢ um campo de vetores sobre Q* de classe C'. Para cada solugdo
regular u do problema (2.1), é vdlida a sequinte identidade:

[/ﬂ u (Vu, q d/\/l} / / div(q)[u? — |Vul? — u?] dMdt
+ /OT A Vq(Vu,Vu) d/\/ldt+/0 / a(z)g(ut){q, Vu) dMdt

T 1 (T
= / dyulq, Vu) dl'dt + —/ / (q, V) [ui — |Vul* — u?] ddt.
o Joo 2Jo Joo

Explorando o Lema 2.2.2 com ¢ = Vf, onde f : O* — R é uma funcdo C™ a ser
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determinada, obtemos
[/ u(Vu, V f) d./\/l} / / div(V f)[u? — |Vu|* — u?] dMdt
T
+ / V2f(Vu, Vu) dMdt + / / g(u ) (V f, Vu) dMdt
0o Jaox

T
= / O, u(V f,Vu) dl'dt + = / / (V£ v)[u? — |Vul|* — v?] dldt,
0 on* on*

isto é,

V w(Vu, Vf)dM} //*Af 2 [Vuf2 — o2 dMdt

+ / /*W f(Vu, Vu) d/\/ldt+// g(u ) (V f, Vu) dMdt

— //8Q (Vf,v)[ui — |Vul* — u?] dUdt

+ /0 m*&,u<Vf,Vu> dT'dt. (2.33)

Lema 2.2.3. Seja u uma solugdo regular do problema (2.1) e a € C1(Q*), entdo ¢ vdlida
a sequinte identidade

T T T
{/ uru d/\/l] = / / alul — |Vul* — u?] dMdt — / / (Vu, Vaju dMdt
* 0 * 0 *
— / / g(uy)au dMdt + / o, uau dIdt.
* 89*

Demonstragao: Multiplicando o problema (2.1) por au e integrando por partes obte-
mos o desejado.

O



CAPITULO 2. EQUACAO DE KLEIN-GORDON 34

Somando (2.33) com a identidade dada no Lema 2.2.3 segue que

T
/ / — —a)u} d/\/ldt—i-/ V2 f(Vu, Vu) dMdt
* Q*

/ / \Vu\z dMdt = / / ——a)u dMdt
_ U w(V V) dM]T—U utaud/wr
- / / oo dMdt — / / () (V £, Vu) dMdt

+ / O, u(V f,Vu) dl'dt
o Joar
A
+ —/ (Vf,v)[u? — |Vul® — u?] dUdt
2Jo Joar
T T
- / / (Vu, Vayu dMdt + / Oyua dl'dt. (2.34)
o Jo o Joqo

O proximo passo é construir uma funcao auxiliar de modo a obter uma estimativa
para alguns “termos de bordo”, a saber:

T T
1/ (Vf,v)[u? — |Vul? — u?] dldt +/ O, u(V f,Vu) dl'dt.
of 0o Joor

Construcao de uma funcgao auxiliar:
Seja € > 0 suficientemente pequeno tal que a vizinhanca tubular

w: = {r e M; d(xz,00") < =}

DN ™

esteja contida em M\Q.
Seja ¢ € D(M) tal que (ver figura p.35):

(i) v =1em we 1= w\Q%
(ii) v =0 em Q*\z’nt(w’%), onde w’% = we\ws;
(i) 0 < < 1em M.

Fazendo ¢ = ¥V f no Lema 2.2.2, obtemos

{/ u)(Vu, V f) d./\/l] / / div(YV f)[u? — |Vu|* — u?] dMdt
/ V(V ) (Vu, Vu) d/\/ldt+/ / g(u)(YV f, Vu) dMdt
% .

T
= /0 . O, u(YV f,Vu) dl'dt + 5/0 /Q* WV f, )2 — |Vul?> — u?] dTdt,
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Figura 2.1: Propriedades da fungao 1.

isto é,
T 1 T
V Wb (Va, www] +§/ / BAFE — |Vul? — o] dMdt
* O O Q*
1 T

T
+ —/ Vf(@/))[ — |Vul? — u?] dMdt +/ ¢V2f(Vu, Vu) dMdt

0

0
—|—//Vu IV f, Vu) d/\/ldt+// V(Vf,Vu)y dMdt

= / O, u(V f,Vu) dldt + - / / (Vf,v)[uf — |Vul® — u?] dUdt,
0 Joor o0+

ou ainda,

[/w ) (Vu, V f)d ] //z/;Af — |Vul* — v*] dMdt

* / / (V£ V) [uf — [Vul* —u?’] dMadt
+ / / ;V 2f(Vu, Vu) d/\/ldt+/ / (Vu, V)V f, Vu) dMdt

+ / / WV f, Vu) dMdt

E

lO

35

1 T
= —/ (Vf,)[uZ — |Vul|? — u?] dldt +/ 0, u(V f,Vu) dl'dt.(2.35)
2 Jo Joqr 0 Joor

Substituindo (2.35) em (2.34), resulta que
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T
/ (% —a)ui + V2if(Vu,Vu) + (o — %HVUP dMdt
0 Jaor

/Q% a)u® dMdt — U*utwf,vmd/wr—Uﬂ*utaud/wr

0 0

*

/
— /T/ a(x Jau — a(z)g(u)(V f, Vu) — (Vu, Va)u dMdt

0

o)

T

2

!
£
0 2

T
+ [ u)(Vu, V fdM —1—1/ VAflui — |Vul? — u?] dMdt
0 w

M

+ / / (Vf, V) [u? — |Vul? — u?] dMdt
V2 f(Vu, Vu) dMdt + / / (Vu, V)V f, Vu) dMdt

+/[, |

T
+ / / W(V f,Vu) dMdt +/ dyu a u dl'dt. (2.36)
2 0 Joor

KQ

Observacao 2.2.4. Este é o preciso momento em que as propriedades da funcao f
sao essenciais. Note que precisamos encontrar um subconjunto V- C Q* com fronteira
reqular, OV = 0,V U 0V, onde 0,V intercepta 0Q* transversalmente, de modo que
med(V) > med(2*) — ¢ e med(0;V) > med(0Q*) — ¢, para todo € > 0. Além disso,

necessitamos encontrar funcgoes regqulares o, f : Q* — R, com o« > 0 e Voz} =0 tal

Vv
que

T 2 T Af 2 o2 Af 2
C u; + |Vul® dMdt < (7 —a)u; + V7 f(Vu, Vu)+(oz—7)|Vu| dMdt,
0o Jv 0o Jv

(2.37)
para alguma constante positiva C.

2.2.2 Construcao da Funcgao f

Sejam 2* CC Q" C M, onde Q" e Q** sao subconjuntos abertos, conexos e
limitados com fronteiras regulares de modo que Q* e Q** sao compactos. Denotamos por
K =0%e K; = Q.

Fixe € > 0. Esta secao é devotada a construcao de uma funcao regular f: K — R
bem como de um subconjunto aberto V' C K com fronteira bem regular 0V = 0;V U0,V
com 0,V interceptando K transversalmente, de modo que med(V) > med(K) — e,
med(0;V) > med(OK) — € e a desigualdade (2.37) seja vélida. Primeiramente vamos
contruir a funcao localmente. Depois “cola-los”. Podemos introduzir conjuntos abertos
radialmente simétricos, satisfazendo algumas condigdes, no interior de V' (e fora da regiao
de dissipacao).
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Construcao de uma funcao satisfazendo (2.37) localmente

A idéia geral da construgao de uma fungao f satisfazendo (2.37) localmente é similar
ao apresentado em [20]. Dividimos a construgao em trés casos: em uma vizinhanga de
um ponto interior de K, em um dominio radialmente simétrico e em uma vizinhanca de
um ponto da fronteira K.

Construgao de uma fungao satisfazendo (2.37) em uma vizinhanca de um
ponto interior de K

Lema 2.2.5. Seja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional, simplesmente co-
nexa, munida de uma métrica g de classe C? e seja K C M um subconjunto compacto
como definido anteriormente. Fize p € int(K). Entdo existem constantes positivas o e
C, uma vizinhanga V,, de p com fronteira reqular OV, e uma funcao reqular f : 'V, - R
tal que (2.37) € vdlida para toda solugao regular w do problema (2.1).

Demonstragao:

Fixe p € int(K). Comegamos com uma base ortonormal (ey,...,e,) de T,M.
Considere um sistema de coordenadas normais (z1,...,z,) em uma vizinhanga ‘71, de p
tal que 0/0x;(p) = e;(p) para todo i = 1,...,n. Neste sistema de coordenadas temos
que Ffj (p) = 0, onde Ffj sao os simbolos de Christoffel com respeito a (x1,...,z,) (Ver
27]).

O Hessiano de f com respeito ao sistema (z1,...,z,) é dada por

o 0 of
2 . k
v f (0@’ axj) ox; 0% zz:rzj al'k

O Laplaciano de f ¢ o traco do Hessiano com respeito a métrica g. Se g;; denota
as componentes da métrica Riemanniana com respeito ao sistema (z1,...,x,) e g sdo
as componente da matriz inversa de g;;, entao o Laplaciano de f é dado por

y o 0
— 172 __

Considere a funcao f : ‘7;, — R definida por

1=
S
i=1
Segue imediatamente que Af(p) = n. Além disso V2f(p) = g(p), o que implica que

V£ (p)(0,0) = [0
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Estamos interessados em encontrar uma vizinhanga V,, C V}, de p e uma constante
estritamente positiva C' de modo que

/ / (IVul® + ) det</ /VfVu V) dMdt
Vo Vi

/ /vp (O‘ - _) [Vul? + (% — oz) u? dMdt, (2.38)

para algum o € R. Afirmamos que, se considerarmos o = § — % e C' = 1/4 (ou qualquer

C € (0,1/4]) a desigualdade desejada é vélida, o que significa que é suficiente provar que
existe V,, C V, verificando

T
/ / {sz(Vu,Vu) + (g - 2 - %) |Vu|2} dMdt >0 (2.39)
o Jv,

/ /V (— - = i) ui dMdt > 0. (2.40)

De modo a provar a existéncia de um subconjunto V,, C V, onde (2.39) é vélida, considere
x a forma regular, bilinear e simétrica sobre V), definida como

K(X,Y) =V f(X,Y) + <— — - — —) g(X,Y)

onde X e Y sao campos de vetores sobre ‘7},. E evidente que esta é uma forma bilinear
positiva definida em p, uma vez que V2f(p)(X,Y) = g(p)(X,Y) e

Lem)(x.Y).

’f(p)(X’ Y) = 4

Portanto, existe uma vizinhanca ‘A/p tal que x é positiva definida e
T
3 A
/ - V?f(Vu, Vu) + (E —-=— f) |Vu|? dMdt > 0.
0o JV,

Para provar a existéncia de uma vizinhanca V,, C ‘7}, de modo que (2.40) é vélida,
¢ suficiente notar que em p temos

(2 20y

e a existéncia de V,, C 171, tal que (2.40) é valida, ¢ imediata. Portanto estd provada a

existéncia de uma vizinhanga de p, V,, C ‘7,, tal que (2.38) é vélida.
]

Agora vamos considerar subconjuntos radialmente simétricos de K. Dizemos que
um conjunto aberto V' C K ¢ radialmente simétrico com respeito ao ponto p € V se a
expressao da métrica em coordenadas polares (r,0) = (r,61,0,,...,0,_1) centrada em p
¢ dada por ds® = dr? + Q*(r)do>.
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Lema 2.2.6. Seja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional, simplesmente co-
nexa, munida de uma métrica g de classe C? e seja K C M um subconjunto compacto
como definido anteriormente. Seja V. C int(K) um subconjunto aberto e radialmente
simétrico com respeito & p € V. Entdo existem constantes positivas a e C, um subcon-
junto V. .C V., precisamente definido, e uma fungio f € C>®(V) tal que (2.37) € vdlida
para toda solugdo regqular u do problema (2.1).

Demonstragao:

Estamos interessados em encontrar uma funcgao diferenciavel radialmente simétrica
f:V — R com respeito a p, de modo que o Hessiano de f seja proporcional a métrica
Riemanniana. Fazendo alguns calculos em um sistema de coordenadas polares centrado

em p, temos que
o 0 o0 f
== ) = = 2.41
vy <8r’ 87°> or?’ (241)

o J
2 _ —
Vi (67“’ 89) 0,
o 0
2 —_— p—
v f(ae;ae) 0

V2f (8801’ %) = f'(r)Q(r) Q'(r). (2.42)

Seja F' = f’. A fim de que V2f seja proporcional a métrica Riemanniana, comparamos
(2.41) e (2.42) e obtemos

se 1 # 7 and

F/ Q/

TQ
que pode ser solucionado fazendo F' = (). Agora estamos interessados em variedades
Riemannianas M tal que

T T
C/ /(|VU|2+u§) detg/ /sz(Vu,Vu)d/\/ldt
0 \% 0 \%4

T Af Af
+ /0 /V (a — 7) [Vul® + (7 - 04) U? dMdt (2.43)

seja vélida para algum a, C' € R. Por isso, é suficiente provar que

(1 . g) Q) +a—C>0 (2.44)
’ gQ’(r) —a—C>0 (2.45)

em V. Devido a (2.44), (2.45) e Q'(0) = 1, devemos ter

a>C+ (% - 1) (2.46)
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e
a< g o) (2.47)

Combinando (2.46) e (2.47) temos
Ce(0,1/2eacn/2—1+C,n/2-C]. (2.48)

Fazendo C' e a como em (2.48) obtemos que (2.37) é satisfeita em algum conjunto aberto
tal que
a—C

|

Q'(r) € % (a+0), (2.49)

(se n =2, @'(r) nao precisa satisfazer nenhuma limitagao superior).

Construcao de uma fungao satisfazendo (2.37) em uma vizinhanca de um
ponto da fronteira de K

Lema 2.2.7. Seja M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional, simplesmente co-
nezxa, munida de uma métrica g de classe C? e seja K C M um subconjunto compacto
como definido anteriormente. Fize p € OK. Entao existem constantes positivas o e C,
uma vizinhanga V,, de p, com fronteira regularm que intercepta OK transversalmente,
e uma funcao reqular f : 'V, — R tal que (2.37) € vdlida para toda solugdo reqular u do
problema (2.1).

Demonstracao:

Sejam p € 0K e K; C M um subconjunto compacto como definido anteriormente,
de modo que K CC K;. Seguiremos uma construcao semelhante aquela feita anterior-
mente.

Fixe uma base ortonormal (es, ..., e,) de T, (int(K7)) tal que o subespago T,0K C
T,(int(K1)) seja gerado por {es,...,e,} e e; “aponta para dentro”de K. Considere um
sistema de coordenadas normais (z1, ..., x,) em uma vizinhanga ‘71, C K; de p de modo
que 0/0z;(p) = e;(p) para todoi =1,... n.

Considere a fungao f : \7], — R definida por

I -,
f(x)—a:l—i—é;xi.

Desta forma temos que Af(p) = n, (Vf(p),v(p)) = —1 e V2f(p) = g(p). Mais ainda
pelos mesmos argumentos usados no Lemma 2.2.5, podemos encontrar uma vizinhanga
tal que (2.37) é satisfeita. Finalmente, podemos restringir ainda mais a vizinhanca a
uma vizinhanca 1//\;, C K; de modo que V, := XA/p N K tenha fronteira, TV},, regular e
intercepta OK transversalmente. O
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Uma funcao que satisfaz a desigualdade (2.37) em um amplo dominio
O principal objetivo desta subsecao é provar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.8. Seja M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional, simplesmente
coneza, munida de uma métrica g de classe C? e seja K C M um subconjunto compacto
como definido anteriormente. Fize € > 0. Entao existe um subconjunto aberto V. .C K
e funcoes requlares o, f : K — R tal que med(V) > med(K) — €, med(V N OK) >
med(0K) —e, a > 0, Va‘ =0e

//ut+|VU| det</ /(__a>u§det
/ / [Vf (Vu, Vu) + (@——) \w?} aMdt,

para alguma constante positiva C.

Mais ainda, se K contém subconjuntos radialmente simétricos, entao podemos esco-
lher V' de modo que uma parte precisa destes subconjuntos radialmente simétricos esteja
contida em V.

Precisamos provar alguns resultado preliminares. O seguinte lema é cléssico e
podem ser encontrado em [58].

Lema 2.2.9. Seja M um espaco topologico localmente compacto, Hausdorff, possuindo
base enumerdvel. Entdo existe uma sequéncia crescente de conjuntos abertos (V;)en tal
que:

1. M =Ux V.
2. V; C Vigr.
3. Vi é compacto.

Dada uma variedade Riemanniana M, eventualmente com bordo, o raio de injeti-
vidade inj(V') de um subconjunto V' CC M\OM ¢ dado por in‘f/ inj(x), onde inj(x) é o
Te
raio de injetividade de x em M.
Seja V' CC int(K), um subconjunto aberto. Queremos definir uma sucessao regu-

larizante f. : V' — R de uma funcao integravel f : K — R. A fungao de truncamente
n:V — R é definida de modo similar como no caso Euclidiano:

exp (W) , se dist(z,y) < e < inj(V)

€

0, se dist(z,y) > e.

N, y,e) =

A fungao i é de classe C*°. Normalizando 7 obtemos

n(x,y,¢)
Sz, y,e) dM(y)

n(r,y,e) =
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Note que 1 também é regular. Definimos a sucessao regularizante f. : V' — R por

fo(z) = /K 0, 9,2) () AM. (2.50)

Lema 2.2.10. Seja f : K — R uma fungao integrdvel, V- CC int(K) um subconjunto
aberto e ¢ < inj(V') um nidmero estritamente positivo. Entdo a sequéncia reqularizante
fe 'V = R definida por (2.50) é uma funcao regular.

Demonstragao:
O resultado ¢é valido porque uma variedade Riemanniana se comporta como dominios
euclidianos dentro do raio de injetividade. Uma prova completa é dada em [31].
O

Lema 2.2.11. Seja M uma variedade Riemanniana e considere dois subconjuntos A e B
tais que dist(A, B) > 0. Suponha que A e B sdo compactos. Entdo existem subconjuntos
abertos O4 DD A e Og DD B com fronteira regular tal que dist(O4,0p) > 0. Mais
ainda, existe uma funcdo (auxiliar) reqular p : M — R tal que Plo, =1, po, =0 e

p(M) C [0,1].

Demonstracao:
Seja € € (0,dist(4, B)/3) tal que A := {x € M;dist(z,A) < e} e B. := {z €
M; dist(z, B) < €} tenham fecho compacto e raio de injetividade . Observe que A, e
B, sao subconjuntos abertos de M.
Note que p: M — R definida por
d(z,Be)—d(z,As)
~ d(z,Be)+d(x,Ae
) - A

+1

é continua, p(z) =1se x € A, p(x) =0se x € B. e p(M) C [0,1].

Vamos construir conjuntos abertos O4 e Op com fronteira regular de modo que
AccO4CcCcA.e BCcc OpCC B..

Considere a sucessao regularizante p. : A. — R de p, que é uma fungao regular.
Note que p.(z) # 1 para todo x € 0A.. Seja s € (sup p.(x),1) um valor regular

r€OA.
de p.. O Teorema de Sard afirma que a imagem inversa de uma valor regular é uma
hipersuperficie regular mergulahada de A.. Finalmente definindo O4 = p.7'((s,1]).

Podemos definir O da mesma maneira.

Resta provar a existéncia de uma fungao (auxiliar) regular p. Seja A < dist(O4, Op)
um nimero positivo tal que (004), = {x € M;dist(z,00,4) < A} é uma vizinhanga
tubular de 004 C M. Considere uma funcao regular nao crescente p : R — R dada por

plx) =1 se x<1/3;
p(z) =0 se x> 2/3;
p(x) € [0,1] se x€[1/3,2/3].
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Coloque py(z) := p(x/\). Defina

se x € Oy;
se xGM\(OAU(éOA)A);
A(dist(z,04)) caso contrario.

Entao p é de fato uma fungao (auxiliar) regular satisfazendo as propriedades desejadas.
O

Lema 2.2.12. O conjunto O4 construido no Lema 2.2.11 tem um numero finito de
componentes e o fecho de cada componente é uma variedade Riemanniana com bordo
reqular.

Demonstracao:

Denote o conjunto de componentes de O4 por {Oy}xea. Escolha um ponto x) da
fronteira da componente conexa Oy de O4. O conjunto {z,, A € A} ndo tem um ponto
de acumulagao, porque a fronteira de O 4 é a imagem inversa de um ponto regular. Entao
{zx, A € A} é um conjunto finito. Portanto O4 tem um nimero finito de componentes e
o fecho de cada componente é uma variedade Riemanniana com bordo regular. ]

Agora vamos provar o principal resultado desta subsecao:

Demonstracao do Teorema 2.2.8:

Primeiramente considere K; C M como definido anteriormente, note que K CC
K. Para cada p € K, escolhemos a seguintes vizinhangas W, de p, fungoes f, € C>*(W,)
e constantes ay, e C:

1. Se p € int(K), entdo podemos escolher /Wp =V, feC®V),a,=n/2—-1/2¢
C, = 1/4 como no Lema 2.2.5.

2. Se p € int(K) é o centro de um dominio radialmente simétrico V,,, onde nao que-
remos a presenga de efeitos dissipativos, entao podemos escolher uma vizinhanga
radialmente simétrica W, que é um pouco maior que a vizinhanga V), de p, isto ¢,
V, CC W (podemos fazé-lo devido a flexibilidade da constante C'). Além disso
escolhemos a funcao f, = f e constantes a,, = o e C}, = C' como na demonstragao
do Lema 2.2.6.

3. Sep € 0K, entao escolhemos a vizinhanca aberta /Wp = ‘A/p Cint(Ky), f, =C>(V)
e constantes oy, e C,, como na demonstracao do Lema 2.2.7.

Em (2), devemos escolher Wp de tal forma que <I//V\x> N (WE) = () para x # y.

Usando a compacidade de K, podemos escolher uma cobertura finita {W\l}le de

K. Parai = 1,...k, denote as respectivas fungoes por f; : W; — R, as respectivas
constantes por «; e considere C' = min{C1, ..., Cy}. Escolhemos W; de modo que toda
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vizinhanga dos dominios radialmente simétricos esteja na cobertura finita. Além disso,
colocamos eles antes dos outros dominios, isto é, {W;}!_, sdo as vizinhangas dos dominios
radialmente simétricos.

Denote B = <Uf:1 8W\i U 8K) N K. Note que K — B é um conjunto aberto contido

em K. Denote os pontos de K — B que estao em /Wl por Wi. Para+ = 2,...,k, denote os
pontos de K — B que estao em W; — Uf;iW} por W;. Observe que temos K — B = UX_ W,
onde a uniao ¢ disjunta. Mais ainda, sem perda de generalidade, podemos supor que
W; # 0, ¢ =1,...,k. Afirmamos que W; é um subconjunto aberto contido em K,
para todo ¢ = 1,...,k. De fato, K — B é um subconjunto aberto e pode ser escrito
como uma uniao enumeravel de componentes conexas. Cada componente conexa esta
completamente contida em W, ou nao intercepta W;. Portanto cada W, é uma uniao de
componentes conexas de K — B. Por uma questao de simplicidade, vamos continuar a

escrever f; : W; — R em vez de fi| . Observe que para ¢t = 1,...,l, W; = W, sao as
Wi
vizinhangas dos dominios radialmente simétricos.

Fixe i € {1,...,k}. Usando o Lema 2.2.9, podemos encontrar um conjunto aberto
V; cC W, de modo que med(W;\V;) < €/k. Se W; é uma vizinhan¢a de um ponto da
fronteira de K, entdao podemos supor, ainda, que med(0K N (W;\V;)) < €/k. Note que

dist(XA/i,B) = d; > 0 devido a compacidade de B e ‘//\; Usando o Lema 2.2.11 temos
que existem subconjuntos abertos V; DD V; e O; DD K — W; com fronteira regular e
uma funcio (auxiliar) regular p; : M — R tal que p;, =1, p;, =0e p;(M) C[0,1].

Observe que YZ cc V; cc W;. Além disso, se V; é uma vizinhanca de um ponto
da fronteira, podemos assumir que 0;V; intercepta 0K transversalmente. No caso de
dominio radialmente simétrico, podemos supor, sem perda de generalidade, que V; é o
dominio radialmente simétrico original.

Agora, considere p = i:ilpi’K eV = iQ V;. Podemos ver que
k k ~
1. med(K) —med(V) = > med(W; — Vi) < 3~ med(W; —V;) < € o que implica que
med(V) > med(K) — 27:1 -
2. Analogamente temos que med(0K NV) > med(0K) — ¢;
3. p‘ = 1.

Vv
Agora estamos aptos a construir « e f. Definimos

| filx)p(x) se xe W,
fz) = { Op se x€B

foaip(z) i zeW,
“@_{ 0 if z€B

Note que f é regular pois f; p; é regular para cada i =1,... ke f = Zle fipi- Da
mesma forma « é regular. Usando a propriedade (3) para p, descrita acima, temos que
a e f sao regulares e satisfazem todas as condigoes exigidas no enunciado do teorema.
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2.2.3 Controlando a Equacao

Temos entao provado que a Observagao 2.2.4 é valida. Levando em consideracao
que 0 < ¢ < 1, temos, por (2.36), que

T T
C/ / u? + |Vul* dMdt < C*/ / ui + |Vul* dMdt
o Jor “\V

[/ utudM} —I—C'1/ / u? dMdt + Cg// x)|g(ug)||u| dMdt

4 // \gut||Vf||Vu|d/\/ldt+// (T, Vo [u] dMdt
“\V

+ Oy

T

T
03/ / up + |Vul® + u® dMdt
0 w%

+C4/ / |Vul? dMdt

+ / / ul + |Vul® +u? dMdt + C5/ / |Vul* dMdt
T

+ [/w uw(V f, Vu) dM

/
€
2

0

+ [/ w(V £, V) er

E E

/ o,u u dl'dt|,
o Joor

G5 = max a(x), Cy = max |Af(x)],

reQ* xeQ*

N
l\.’)

n // )9 () ||Vul [V f| dMdt + Cq

(a5 @),

Cy = max(|V f(2)[|Vy(z)]), C5 > 0 é tal que
zeQ*

(2.51)

onde ] = max
rEN*

(V2 f(Vu, Vu)(z)| < Cs|Vu(2)]?, Vo € Q, e Cg = max a(z).
T€EON*
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Somando C fOT Joe v? dMdt em ambos os lados de (2.51), concluimos que

T T
0/ / u? + |Vul? + u? detgc*/ / u? + |Vul? + [(Vu, Va)||u| dMdt
* 0o Jaxn\v

T
+ Caj / / z)u? dMdt + C/ / |Vul? dMdt +
We 0 whe

T
[/ U d/\/ll
Q*

T

{/Q u(V f, Vu) d/\/l}

0

+ C

T T
—i—C/ / u® dMdt + C/ / a(x)|g(ug)||u| dMdt
+ C’/ / z)|g(w)||Vu| dMdt + — / / u? dMdt

+ / / x)|g(u)||Vu| dMdt + /

/
€
2 2

/ du u dth‘ . (2.52)
o Joor

T

u(V f, Vu) d/\/l]

0

+ C

Em seguida vamos estimar alguns termos de (2.52), para tanto usaremos a desi-
. . 2 / p
gualdade de Holder bem como a desigualdade ab < Z—ﬁ + b2, onde 3 é um nimero real
positivo arbitrario.

e Estimativa para J; := fo S a(@)|g(ue)|[u| dMdt.

I < /OT (/ a(z)|g(u) dM)é (/Q a()|ul? d/\/l)%dt

< / 5 [t v+ [ et ] a

45/ / g () det+||aH0025/ / L dma

45/ / )| g(ug)|? det—l—C’ﬂ/ (2.53)

e Estimativa para Jy := fo J al@)uw* dMadt.
2

I < / / )2 dMt. (2.54)
e Estimativa para

J3 —/ / x)|g(u)]|Vul det—i—/ / x)|g(u)||Vu| dMadt.

/
€
2

IA

IN
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J3 < / / x)|g(u)||Vu| dMadt

< 25/ / )| g(ug) 2 detJrCﬁ/ : (2.55)

e Estimativa para Jy := ‘fOT fm* o,u u dth‘ )

Fazendo o« = ¢ no Lema 2.2.3, obtemos

I,

2

T

wie| - [ A

/
€
0 2

— |Vul* — v d/\/ldt—/ / (Vu, Vi)u dMdt

Mm‘

- / / g(ug)bu dMdt +/ Oyu u dl'dt. (2.56)
w's 0 o0*
2
Entao
Jy < / U d./\/l] / / u? + |Vul? d/\/ldt~|—/ / u? dMdt

2
+ C’/ / |Vu] d./\/ldt—l—/ / x)|g(ug)||u| dMdt. (2.57)

’
€
2

Aplicando o mesmo procedimento empregado em (2.53), segue que

!/ Ut dM] +ag / / x)u; d./\/ldt—i-C/ / IVul* dMdt
+ C'/ / u det—i——/ / z)|g(us)|? det+C'B/ dt. (2.58)
O *

Portanto, por (2.52), (2.53), (2.54), (2.55) e (2.58), definindo

N [/*ut<vf’Vu> dM]Z+ Uutu dMLT

+ V’ (Y f, V) dM]T+ [/w

£
2

Jy <

T

ugu d/\/l] , (2.59)

0

/
£
2

0



CAPITULO 2. EQUACAO DE KLEIN-GORDON 48

concluimos que

T l T
C’/ / up + | Vul? + u? dMdt < C'| x| + g/ / (Vul? +u? dMadt
\V

/ / u? + |Vul* dMdt + C”/ / Mg(ue)[* + u?] dMadt
“\V

/ / |Vul* dMdt + O’/ / u? d/\/ldt+0’6/ E(t) dt, (2.60)
0 Q* 0

g

N\

onde C' = O/(“aHomfaw?a?a(;l)'

s . , . T 2 ;.
O préximo passo é estimar o termo [ fw’; |Vu|? dMdt. Para este proposito ne-
2
cessitamos, novamente, construir uma funcao auxiliar, 7, definida em uma vizinhanca
especifica de w:. A construcao detalhada é apresentada no apéndice deste capitulo.
2

Sejam Q** C M como definido anteriormente, isto é, aberto, conexo e limitado
com fronteira 92** bem regular tal que Q2 CC Q* CC Q" e : R — R satisfazendo

1, se <0
nz) =< (x—1)2 se xell/21]
0, se x>1

e definida em (0,1/2) de modo que 7 ¢ uma funcao nio crescente de classe C'. Para
d > 0, definimos, 75(x) := f)(%) Observe que existe uma constante M que nao depende

de ¢, tal que

- Y
[75(2)] < 5 para todo z < 4.

ns(x) —
Agora, seja d > 0 suficientemente pequeno tal que

ws == {x € O*; d(:c,aw’%) <4}

esteja totalmente contido em Q**\), isto é, @s é uma vizinhanca tubular de dw’ total-
2

mente contida em 2**\().
Definimos 75 : 9 — R onde

1, se x € w%
ns(x) = q Me(d(z,wt)), se x €@
0, caso contrario.

Temos que 75 é uma funcio de classe C'! definida em Q** pois dw: e 9(ws U w' )
2 2
sao regulares. Observe também que

|Vs()|*_ s(d(e, w2))° 5% (2.61)

w@) | mdel) S
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Figura 2.2: Propriedades da fungao n;.

Vs ()|
ns(w)

Fazendo ns = o no Lema 2.2.3, obtemos

para todo x € ws. Consequentemente, € L>®(ws U w’% ).
[/ UgNsU d/\/l] / / ns[u? — |Vu|* — u?] — (Vu, Vns)u dMdt
/ / nsu dMdt + / d,u nsu dl'dt. (2.62)

0 oQ**

Assim, definindo Vs := @s U w% , ¢ valida a identidade

T
{/ U5 d/\/ll = / / ns[ui — |Vul|* — u?] dMadt —/ (Vu, Vns)u dMdt
Vs 0 Vs Vs

— / / g(ug)nsu dMdt. (2.63)
Vs

Novamente com o auxilio da desigualdade de Holder e também da desigualdade
ab < % + b2, onde 3 ¢ um ntimero real positivo arbitrario, estimaremos alguns termos
de (2.63).

e Estimativa para K := fOT Sy, nslue]® dMat.

’K1’ < CLO / / ’Ut|2 d./\/ldt < 0,0 / / "U,t’2 det (264)
Vs

e Estimativa para K, := fo fv g(ug)nsu dMdt.

|1, < 45/ / z)|g(us))? det+25/ : (2.65)
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e Estimativa para K3 := fo fv (Vu, Vns) dMdt.

T
K| < / / [Vl [Vins] Mt
o Jvs

T 1 T 1 2
< / /—775\Vu|2 d/\/ldt+/ /—MW dMdt
0 Vs 2 Vs
1 T
< —/ /%’VU,Q dMdt + 2/ lu* dMdt. (2.66)
2 )y Jv 20 Vs
T
Denotando y; := — [f% UNsU d./\/l} resulta, de acordo com (2.63), (2.64), (2.65)
0
e (2.66), que
1/t T
3 [ wivar asac<pale € [ [ atd ava
Vs
45/ / )| g(ug)? d./\/ldt-i-C/ / lu|® dMdt
+ 25/ E(t) dt. (2.67)
0
Note que
T T
/ / |Vu|? detg/ /775|Vu|2 dMdt, (2.68)
0o Ju, o Jvs
2

logo substituindo (2.67) em (2.60), levando em consideracao (2.68), agrupando alguns
termos e observando que

T T
/ / u? dMdt < / / u? dMdt,
0 “\V 0 Ja

concluimos

T
C/ / u? + |Vul? +u? dMdt < C'|x| + Clx|

+ 0// ut|2+ut]d/\/ldt+(]// u? dMdt

+ (J;*/ / |Vul? +u? dMadt + Cﬁ/ E(t) dt. (2.69)
0 *\V 0

onde C = C([|aflo, agt, €', M 0, f, a0).
Vamos, na sequéncia, estimar o termo fOT fQ*\V |Vu|? dMdt.

Seja M, C M um subconjunto aberto, tal que Q*\V C M, CC Q*. Note que,
de acordo com a Hipdtese 2.0.2, a(z) > ap > 0 em M.,.
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Considere 6 > 0 suficientemente pequeno de modo que a vizinhanca tubular wy de

0V, definida por
Wy = {x € Q" d(z,0V) < 0},

esteja totalmente contida em M,.
Procedendo de modo similar a estimativa feita para o termo fOT L, [Vul* dMadt,
2

obtemos

T T
1/ / |Vu|> dMdt < |xo] —I—C'g/ / a(x)u? dMdt
/ / 2)[g () d/\/ldth/ / uf? dMdt

+ 28 / E(t) dt, (2.70)

T
onde yo := — [fwg UgMoU al./\/l}0 e wy:=wpU(Q\V) C M,.
Portanto, por (2.70) e (2.69), podemos escrever

T T
C/ / u? + |Vul? + u? d/\/ldt§O’lx|+C|X1|+03|x2|+Cg,/ / u? dMdt
* 0 >k k.

+ 03/ / g(uy)|? + u?] dMdt + 035/ dt. (2.71)

Multiplicando (2.27) por C' e somando com (2.71), segue a seguinte desigualdade

T

1)

+ O+ Chal + Cslxa| + Ci / / Y(lg(uo)? +u2) dMdt

+ C/ / x)|g(u)||ule dMdt + 04/ / u? dMdt

+ OB / E(t) dt. (2.72)

T
C’/ / ul + |Vul? +u? dMdt < C

e Estimativa para o termo fOT Jrna @(@)]g(ue)||ule dMat.

/T /M\Q a(z)|g(u)|Jule dMdt < /T (/M a(z)|g(uy)|? d/\/l) ? (/M (@) d/\/l)%dt

< 4ﬁ/ / x)|g(u)|? d/\/ldt—i—ClB/ . (2.73)
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Assim, de acordo com (2.72), (2.73) e da definigdo da energia E(t), obtemos

T
[/ U U d./\/l}
M 0

T T
+ C /a(m)(|g(ut)|2+uf) det+(§/ / u? dMdt
0 M 0 Q*

T
20/ E(t)dt <C + C'|x| + Clx1| + Cs|x2]
0

+ OB TE(t) dt, (2.74)

0

onde C' = C([|a]los, ag*, C, C", C3, Cu, 20, f a0, p).

Em seguida faremos uso da identidade de energia para estimar os termos |x|, |xi],
T
Ix2| e “f/\/t Uppu d./\/ﬂ0 ‘

T
xil = H/ Ugnsu d/\/l}
Vs 0

/V u (T, x)ns(z)u(T, x) dM —

u (0, 2)ns(2)u(0, z) d./\/l‘

Vs

< C {/ |u(T, )| |u(T, x)| dM + /M lu (0, 2)]|u(0, x)| d/\/l}
— Cy(E(T) + E(0)

e Ny o

2C\E —|—C’2/ / Mg (ue)|? + |ue|*] dMadt.

IN

Usando os mesmos argumentos para os demais termos concluimos que

T
[/ Uppu d/\/l}
M 0

onde Cy nao depende de T.

C'[x| + Clxal + Cslxa| + C < CoE(T)

De modo a provar a desigualdade dada em (2.17), resta estimar, de acordo com
(2.74) e (2.75), o termo [ [,,.. u? dMdt. Com esta finalidade enunciamos o seguinte
lema.

Lema 2.2.13. Seja u uma solugao reqular do problema (2.1). Entdo, para todo T > Ty,
onde Ty € uma constante positiva suficientemente grande, existe uma constante positiva
C (T, E(0)) tal que a sequinte desigualdade é satisfeita

/ / u? dMdt < O(Ty, B {/ / Mg (ue)? + ] d/\/ldt}, (2.76)
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para dados iniciais {ug, u1} tais que ||[{uo, ui || (vyxrzomy < L.

Demonstragao: Argumentaremos por contradi¢do. Denotaremos u’ := u;. Suponha
que (2.76) nao é verificado. Entao existe uma sequéncia de dados iniciais {u(0), u}.(0) },
tal que as solugoes regulares correspondentes {uy}r do problema (2.1), com Ej(0) uni-
formemente limitada em k, verifica

fo fQ uk dMdt

lim = (2.77)
koo [ [y a(@)(g?(up) +w'}) dMdt
isto é,
I [ a(z) (g (uf) +uk) dMdt 0 (2.78)
k—>+oo fo fQ d./\/ldt

Como a energia é uma fungao nao crescente, ¢ vélido que Ei(t) < Ex(0) < L, para
todo t > 0, logo

w15y < 2LT, onde S = (0,T) x M. (2.79)
Além disso, também ¢é valido que
HukH%OO(O,T;Hl(M)) <2L (2.80)
e
||u/k||%°°(0,T;L2(M)) <2L. (2.81)

Consequentemente, existe uma subsequéncia de {uy}, ainda denotada da mesma
forma, que verifica as seguintes convergeéncias

up — u fraco em H'(X7); (2.82)
up = u fraco estrela em L>(0,T; H'(M)); (2.83)
uj, = o' fraco estrela em L*°(0,T; L*(M)). (2.84)

Devido a imersdo compacta H'(2*) < L2(Q**), juntamente com (2.80), (2.81) e
pelo Teorema 1.2.9, temos que

up — u forte em L*(0,T; L* (%)), (2.85)

Observe que u nao depende de 2** de acordo com (2.82).
Neste ponto dividiremos a prova em dois casos, a saber: u # 0 e u = 0.

(1) u#0
Observe que, de acordo com (2.85), temos que

{ug} é limitada em L*(0,T; L*(2**)).
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Assim, por (2.78), obtemos

lim// O %) dMdt =0
k——+o0

e entao, por (2.86), concluimos que

//| |2det<\|a|yoo// 1)+ ') dMdt —s 0,

quando k — o0, isto é,
ag(uy) — 0 forte em L*(0,T; L*(M)).
Nosso objetivo é passar o limite na sequéncia de problemas
— Aug +ug +a(z)g(u,) =0 em M x (0,00)
up(0) = uop , uy(0) = g em M

Note que, de acordo com (2.86), segue que

T T
/ / u? dMdt < agl/ / 2 dMadt
0 J(M\Q)UM. 0o Jme) UM*
T
< aal/ / det—)O
0 M

quando k — oc.
Assim, por (2.84), obtemos que u’ satisfaz

u em Qx(0,T)
0 em (M\Q)UM, x (0,T)
Fazendo k — oo em (2.89), concluimos que
u —Au+u=0 em L*0,T; H (M))
w=0 em (M\Q)UM, x (0,T)

com u € L®(0,T; HY(M)) e u' € L>(0,T; L*(M)).
Fazendo v =/, por (2.91), segue que

v —Av+v=0 em M x(0,T)

v=0 em (M\Q)UM, x (0,T)

54

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)
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no sentido distribucional, com v € L>(0,T; L*(M)) e v' € L>(0,T; H1(M)).
Além disso, de acordo com o Teorema 1.3.10, temos que

v € C([0,T]; L*(M)) n C([0, T]; H™H(M)).

Usando argumentos de densidade podemos aproximar o problema (2.92) por uma
sequéncia de problemas da forma

v, — Av, +v, =0 em M x (0,T)
(2.93)
v, =0 em (M\Q)UM, x (0,7T),
onde v, € C([0,T]; H*(M)) N CY([0,T]; L*(M)) e
v, — v forte em C([0, T); L*(M))
v, — v forte em C([0,T]; H '(M)).

Nosso intuito é aplicar o Teorema 1.5.1 na sequéncia de problemas (2.93).

Considere 2* DD € satisfazendo as condi¢oes mencionadas anteriormente, assim é
valido que
{vu—Avy—i—v,,:O em Q* x (0,T) (2.04)

v, =0 em (Q*\Q) UM, x (0,T),
onde v, € C([0,T]; HY(M)) n C*([0,T]; L*(M)).

Portanto pelo Teorema 1.5.1, obtemos que v, = 0 em Q* x (0,7'), e portanto v = 0
in Q* x (0,7, donde concluimos que ' =0 em M x (0,7T).

Observagao 2.2.14. E importante observar como o Teorema 1.5.1 € aplicado.

Temos que v, = 0 em (Q\Q)UM, x (0,T), onde M, é um subconjunto aberto de
M que contém Q\V eV € definido na Segio 2.2.2, a saber V = Ule V.

Como (Q*\V) C M,, temos, para cada i = 1,..., k, que evistem abertos, conewos
e limitados A; e C; tais que A; C C; CC Vi ev, =0 em (V;\A;) x (0,7, logo 0,v, =0
em 0C;, Vi=1,..., k.

De acordo com a construcao da funcao f, citada na Observacao 2.2.4, temos que
esta € estritamente convexa em V, logo em C;, ¥ i=1,... k.

Aplicando o Teorema 1.5.1, obtemos que v, = 0 em C; x (0,T7), Vi =1,...,k.
Portanto v, =0 em V;,Vi=1,... k, provando que v, =0 em Q* x (0,T).

De acordo com (2.91) podemos escrever

{—Au—i—u:O in M x (0,

T)
u =0 in M x (0,7). (2.95)

Como u € L>=(0,T; H'(M)), segue que Au € L>®(0,T; H*(M)), entao u(t) €

(
HY(M) e Au(t) € H'(M) < L*(M). Multiplicando (2.95) por u(t) e integrando sobre
M, deduzimos que

/ —Au(t)u(t) dM +/ lu(t)|* dM =0,
M M
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isto é,
/ |Vu(t))? dM +/ lu(t)|* dM = 0.
M M

Portanto u(t) = 0 em H'(M) para quase todo t € [0,T], ou seja, u = 0, o que é uma
contradicao.

(i7) u=0
Definimos L
T 3 1
Cp = |:/ / |uk|2 d./\/ldt:| e Ug := —Ug, (296)
0 *k Ck
assim
”ak”%Q(O,T;LQ(Q**)) =1 (2.97)
Considerando
- 1 2 | = |2 _ 2
M
segue que
— EL(t
Ey(t) = Z§ ). (2.99)
k

De acordo com (2.74) e (2.75) é vilido, para cada solucao regular u do problema
(2.1) e T suficientemente grande, que

)< C V / u') + u'®) det+/ / u dj\/ldt] (2.100)
e pela identidade de energia temos que
E(0) = / / Ju' dMdt

+ /O /M a(x)(g?(u) + u'®) dMadt.
Entao,

E(t) < E(0 <(JU/ +a()’2)d/\/ldt—|—// |u|d/\/ldt}

para todo t € (0,T), com T suficientemente grande.
Usando a desigualdade anterior para uy e levando em consideragao (2.99), obtemos

IN
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Logo, por (2.78) e (2.101), é garantida a existéncia de uma constante L; > 0 tal que
En(t) < L1, Vt€0,T], Vk € N.

Procedendo de modo andlogo ao caso (i), obtemos uma subsequéncia tal que

uy — U fraco em H'(X7); (2.102)
iy = @ fraco estrela em L*°(0,T; H'(M)); (2.103)
), = ' fraco estrela em L°°(0,T; L*(M)), (2.104)

e, portanto, usando argumentos de compacidade, temos que
u, — @ forte em L*(0,T; L*(2*)). (2.105)

Além disso, observe que por (2.78) segue que

k——+o0 Ck:

T
/ / u? dMdt <
0 (M\Q)uM

=0 (2.106)

2 aMdt (2.107)

IA
S

a(x d./\/ldt — 0,

quando k — oc.
Temos que uy, satisfaz

(uy,)

Ck

@ — Aty + G+ a(@) 22 =0 em M x (0, 7). (2.108)

Logo fazendo k — oo em (2.108), obtemos, de acordo com (2.102), (2.103), (2.104),
(2.105), (2.106) e (2.107), que

W' —Au+u=0 em L>*(0,T; H'M))
(2.109)
=0 em (M\Q) UM, x (0,T).
Usando os mesmos argumentos empregados no caso (i), concluimos que @ = 0 em
M x (0,T), o que é uma contradigao levando em conta (2.97) e (2.105).
Isto encerra a prova do lema.
O

Desta forma, de acordo com o Lema 2.2.13 e as estimativas (2.74) e (2.75) obtemos

QC/TE(t) dt < CoE(T)+Cy T/ a(x)(|g(u)|? + u2) dMdt
0 0 M

T

+ CB | E(@) dt, (2.110)



CAPITULO 2. EQUACAO DE KLEIN-GORDON 58

para todo T > Ty, Ty suficientemente grande tal que Ty(2C — C’ﬂ) — Cy > 0. Note que
Cy nao depende de T

Considerando [ suficientemente pequeno de modo que Cy := 2C — C'8 > 0 segue
que

T
C’g/ E(t)dt < CoFE —I—Cl/ / V(lg(u)|? + uf) dMadt, (2.111)
0

para todo T' > Tj, a qual é a desigualdade desejada dada em (2.17).
Observe ainda que, para todo 7" > Ty e t € [0, Ty temos

To T
E(T) < B(Ty) < E(t) — TyE(T) < / E(t) dt < / E(t) dt.
0 0
Entao
5 T
CoToB(T) < Gy / B(t)dt
< +Cl/ / )(|lg(ue)|” + uf) dMadt. (2.112)
Portanto

E )P+ uf) dMadt,
1< o [ st 4

que nos permite enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.15. Para T > Ty, Ty suficientemente grande, a solu¢do u do problema
(2.1) satisfaz

) < C/ / o)|w)® + a(z)|g(u)?] dMadt, (2.113)

onde C = C’(TO, E(0), |lall ooy, as f, 20, ao, M/52).

Demonstracao do Teorema 2.2.1:

Suponha inicialmente que u é uma solugao regular do problema (2.1). Por hipdtese,
temos que |g(s)| > k|s|, Vs € R.

De acordo com a identidade de energia é valido que

E(0) = / / o)y dMt
> B(T)+k /0 /Ma(x)uf dMt,

E(T) — E(0) < —k /OT /M a(x)u? dMdt. (2.114)

isto é,
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Além disso, pela Proposicao 2.2.15 e pela Hipétese 2.0.1, obtemos
E(T) < / / (ug) +uj) dMdt
< Cl/ / a(:v)uf dMdt, VT >T,.
0 JM
Consequentemente,
T
—01/ / a(x)u? dMdt, ¥ T >Ty. (2.115)
0 JM

Multiplicando (2.114) por C e considerando (2.115) temos

< —kE(T
para todo T' > Ty, ou seja,
1
B(T) < =S B(0) = —_F(), ¥T>T,

1+C
onde C = =

Repetindo o processo para 27, encontramos

1 1
EQT)< ——F(T)< ———F T>T.
CT) =175 (>—(1+C)2 (0), VT =T

De modo geral,
1
(1+0O)r
Agora, seja t > T, entao t = nTy +1r, 0 < r < Ty. Como a energia é uma fungao
nao crescente, obtemos

E(nT)< ———E(0), YT>T (2.116)

E(t) < E(t —r) = E(nTy) < 1;E(O) )

1+oyr (1+0)T
Considerando Cy = 7o I(1+C)
regulares, isto é,

e\ = % > 0, segue o desejado para solugoes

E(t) < Coe ™ E(0); Vt > Ty. (2.117)

No que segue provaremos o decaimento exponencial para solugoes fracas do pro-
blema (2.1). De fato, considere (ug,u;) € H'(M) x L?*(M), entdo a solugao fraca u do
problema (2.1) possui a seguinte regularidade

u € C([0, 00); H'(M)) N CH([0,00); L*(M)).
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Por argumentos de densidade segue que existe (ug k., u1 )ken € H* (M) x HY(M),
tal que
(uop, ur ) — (ug,u1) em H' (M) x L*(M) = H. (2.118)

Seja Uy, = ( Zf“ ) a solugao regular do problema (2.6) associada ao dado inicial
k

Uor = ( Zo’k ) eseja U = ( g, > a solugao fraca do problema (2.6) associada ao dado
1k

Ug

inicial Uy =
Uy

De acordo com o Teorema 1.3.8 temos que
[Un(£) = Un(8)ll3¢ < [|Uom — Uollae, VE = 0.

Consequentemente {Uy }x, é uma sequéncia de Cauchy em C([0,T]; H), para cada T > 0,

e portanto existe V = ( Z; ) € C([0,T]; H) tal que

U, —V em C([0,T];H). (2.119)

Observe que, pela unicidade do limite em D’(0,T; L?(M)), obtemos w = v, mais
ainda, V' € C([0,00); H) e V(0) = Uy. Com efeito,

UoJﬂ = Uk(O) — V(O) em H,

pela unicidade do limite em H e levando em conta (2.118), deduzimos que Uy = V/(0).

A fim de mostrar que V' ¢é solugao fraca do problema (2.6) resta provar que a
desigualdade (1.3) é vélida. Com isso, devido a unicidade da solugao fraca, concluiremos
que U = V. Inicialmente provaremos que toda solugao forte, Uy, do problema (2.6) é
solucao fraca. Com efeito, pela prépria definicao de solucao forte é suficiente provar que
a desigualdade (1.3) é satisfeita. De fato, fazendo o produto interno em H do problema
(2.6) com Ug(t) — W, onde W € D(A + F), obtemos

5 MU — W1, = (~(A+ FYU(1), U(t) — W)

= —(A+F)U,t)+ (A+ YW — (A+ PYW,Ui(t) — W)y

= (=(A+ F)(Uk(t) = W), Uk(t) = W)g + (=(A+ FY)W, Ui(t) = W)y
< (—(A+ YW, Uk(t) — W)y.

Integrando a tltima desigualdade sobre [s,t] com 0 < s <t < T segue que
t
JU6(6) = WIE, < 10(s) = W[ +2 [ (~(A+ FYW.UL(r) = Whydr, (2120)

o que mostra o desejado.
Pela convergéncia dada em (2.119), concluimos que

1U(t) = W, — IV(5) = W3, Ve > o. (2.121)
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Além disso, para 0 < s <t < T, temos que

[ PO = W) — (A V() - Wi d

S/H_M+mewwuwwwme

s

< (=(A+ E)W ([ (t = s)[|Ux = Vo) — 0, (2.122)

quando k — oc.
Fazendo k — oo na desigualdade (2.120), levando em consideracao (2.121) e
(2.122), segue que

wa—wﬁsHW$—Www/X%A+mwmvwmem, (2.123)

para todo W € D(A+ F)e 0 < s <t < T, o que prova que V é solugdo fraca do
problema (2.6), e portanto, pela unicidade de solugao fraca, concluimos que U = V.
Consequentemente, por (2.119), é vélido que

U, — U em C([0,T;H), VT >0,

ou seja,
up — u in C([0,T]; H'(M)),

ul, — ' in C([0, T); L*(M)),

o que implica que
Ey(t) — E(t), Yt>0,

quando k — oc.
Finalmente, por (2.117), obtemos

E(t) < Coe ™ E(0); Vt > Ty, (2.124)

o que mostra o decaimento exponencial para solugoes fracas.

2.3 Variedades Riemannianas que Admitem Conjun-
tos Abertos Livres de Efeitos Dissipativos
Nesta secao vamos apresentar alguns exemplos de variedades Riemannianas, com

condicoes geométricas especificas, de modo que se possa livrar de efeitos dissipativos
regioes abertas.
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2.3.1 A Variedade Riemanniana (R", g,)

Considere R”, n > 2, munido com a métrica radial descrita em coordenadas polares
(r,0) € [0, 400 x S"7!, dada pela férmula:

g, = dr* + p(r)2d6?, 2.125
©

onde d#? ¢ a métrica usual de S"! (esfera de raio 1) e ¢ : |0, +0o[ — R* é uma fungao
regular satisfazendo:

(i) ¢(0) = 0 for all k > 0;
(i) ¢/(0) = 1.
A métrica dada em (2.125) é completa.

Lema 2.3.1. As sequintes afirmagcoes sao verdadeiras:

+o00
1. (R™, g,) tem volume finito, se e somente se, / o(r)"tdr < 4oo0.
0

2. Se ¢'(r) > ¢ >0,V r, entio (R", g,) admite uma fungdo prdpria, estritamente
convexa e limitada inferiormente.

Demonstracao: O volume de (R", g,,) é dado por

“+o0
Cn_1 / gp(r)”_l dr,
0

onde ¢,_1 é o volume da esfera unitéria de dimensao n — 1. Isto prova (1).
Para provar (2), seja f(r,0) = [ ¢(t)dt. Logo temos que

o 0 0?
V3 f (57 5) = 8_7£ = ¢'(r), (2.126)

o 0
2 _ —
Vi (07” 89) 0,
o 0
2 —_— —
v f<aei’aaj) 0

vt (5030 ) = 3 ADF ) = 201 £0), (2.127)

Portanto o Hessiano de f é dado por V2 f = ¢/(r)g,. Assim, se ¢’ > ¢ > 0, obtemos
que f é estritamente convexa. Nesta situacao, f é propria e positiva.

sei#£j,e

|
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Suponha (R", g,,), onde g, é descrita em (2.125). Além disso suponha que ¢'(r) >
c >0, Vr.

De acordo com o Lema 2.3.1, item (2), é valido que (R", g,,) admite uma fungao
f:R™ — R propria, estritamente convexa e limitada inferirmente.

Seja (0* C R”, o aberto, limitado e conexo com fronteira regular, descrito nas secoes
anteriores. Suponha que, em €2*, ¢ satisfaz

a—C
"o

2_1 7

Jr) € |2(a+0)

onde C € (0,i] e e [2—1+C,2—C],n>2. Sen =2, nao é necessario limitagao
superior para ¢'.

De acordo com a demonstracao do item (2), temos que f(r,0) = f; o(t)dt e, por-
tanto, V2f ¢é proporcional a métrica g,.

Portanto, pelos argumentos apresentados na demonstracao do Lema 2.2.6 temos
que a Observacao 2.2.4 é valida em todo 2*, o que nos permite livrar de efeitos dissipati-
vos todo o conjunto €2, onde 2 CC Q* é o aberto limitado e conexo definido na Hipo6tese
2.0.2. Observe que em 2*\ ji eram considerados efeitos dissipativos, além disso o
Principio de Continuacao Unica dado pelo Teorema 1.5.1 pode ser aplicado diretamente
em {2* | uma vez que existe uma funcao estritamente convexa sobre toda a variedade.

Observagao 2.3.2. Pelo Lema 2.3.1, item (1) , a variedade (R™, g,) tem volume finito
se, e somente se, fooo o(r)"tdr < oo. Assumindo que isto ocorre, podemos considerar
a dissipacdo nao linear g satisfazendo

ks* < g(s)s < Ks?, (2.128)

para |s| > 1. Em outras palavras, nao € necessdrio considerar a propriedade (2.128)
para todo s, uma vez que, neste caso € possivel provar, de modo andlogo ao procedimento
utilizado anteriormente, a existéncia de solugoes, bem como estimar taxas de decaimento
mais gerais empregando o método desenvolvido por Lasiecka e Tataru [38] (ver também

[17]).

2.3.2 Uma Importante Classe de Variedades Riemannianas

Seja * C M como definido anteriormente e denote K = Q*.

O principal objetivo da presente secao é determinar uma importante classe de
variedades Riemannianas, a saber, variedades Riemannianas (M, g) com curvatura sec-
cional (sec,) satisfazendo k; < sec, < ko < 0, de tal modo que seja possivel garan-
tir a existéncia de subconjuntos abertos e disjuntos, Vi,...,V}, com Ui’:l V; € V, onde
V' C K pode ficar livre de efeitos dissipativos, além disso, med(V) > med(K) — e,
med(V NOK) > med(0OK) — €, para todo € > 0. Mais precisamente, a Observagao 2.2.4
ocorre para tal classe de variedades Riemannianas com V' D Ui’:1 Vi.

Vamos determinar precisamente as regioes V; C K e fungoes «;, f; : V; — R, onde a
desigualdade (2.37) é valida. Com isso, procedendo de modo anélogo ao que foi feito na
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Secao 2.2.2, para o caso em que K contém dominios radialmente simétricos, conclui-se
o desejado.
Inicialmente temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.3. Seja o, C' € R tal que o« > (n —1)C, n € N en > 2. Considere
W ccM"ef: M— R verificando

2 4 2
ﬁ(a—i-C)\v]g < V2f(v,v) < [ﬁ(a—i-C) + E(a - C)} w2, VpeW, YoveT,M.

Entao, a sequinte desigualdade € verdadeira:

T T Af
0/ / u? + |Vul? dMdt < / / (— - a) ui + V2 f(Vu, Vu) dMdt
0 w 0 w 2

T Af
+ /0 /W(a—T) Vul? dMdt, (2.129)

para toda solugao reqular u do problema (2.1).

Demonstracao: Observe que
Af(]?) - Z v2f(€i7 ei)?
i=1
onde {ey, ..., e, } é uma base ortonormal de 7, M. Assim, obtemos,

4
(a+C)+2(a—C), Vpe W.

n

2(a+C) <Af(p) <

Portanto,

SAT()IVul < E(a +0)+(a- 0)] Vul?,

para todo p € W.

Consequentemente
1 2
V2 f(p)(Vu, Vu) + (a — 5Af(p)> Vul? > E(oz + O)|Vul? + | Vul?
2
— [E(a +C) + (a— C)} Vul* = C|Vul? (2.130)

para todo p € W.
Por outro lado,

1
(§Af(p) — a> u; > (a+C) —a=Cuf, (2.131)
para todo p € W. Integrando as desigualdades (2.130) e (2.131) sobre W x (0,7") obtemos

o desejado.
O
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Variedades que admitem funcoes regulares com limitagao sobre o Hessiano

Sejam f,h : (M,g) — R fungoes regulares definidas sobre uma variedade Ri-
emanniana. Escrevemos VZf > h (respectivamente V2f < h) se V2f(p)(v,v) >
h(p)g(p)(v,v), para todo p € M e todo v € T, M.

Gostarfamos de descrever uma classe de variedades que admitam fungoes regulares
f que satisfazem uma desigualdade da forma:

A< V*f < B, (2.132)

para constantes precisas B > A > 0. Nossa motivagdo é a desigualdade (2.129), o
que equivale a determinar constantes positivas «, C' e uma funcao regular f tal que as
desigualdades

1 1
V2f20+§Af—a e 5Af—azc, (2.133)

sejam satisfeitas em algum aberto W C M.
Observe que, tomando o trago em (2.132), obtemos as seguintes desigualdades

1 1 1
—-nA<-=-Af < -nB 2.134
JnA < SAf < 0B, (2131)

onde n = dim(M).
Usando (2.132) e (2.134), vemos que (2.133) ¢é satisfeita, desde que A e B satisfacam

A—%nBEC—a, e %nAZC—{—a.

Igualdades nas expressoes acima sao obtidas fazendo

A=2(Cta), B=2[En042m] = 4(C 4 a)- %(0_@.
A condigao B > A implica que
C+a< 04 Hog,
isto é,
a>(n—1)C. (2.135)

Variedades Riemannianas Warped products

A classe de variedades Riemannianas chamada warped products oferece muitos
exemplos de variedades Riemannianas (M, g) que admitem fungoes regulares f satis-
fazendo a condic¢ao (2.132), chamada condigdo de pinching sobre o Hessiano. Nao é
dificil mostrar que uma variedade Riemanniana n-dimensional completa que admite uma
funcao regular com Hessiano limitado inferiormente por uma constante positiva e que
tem um ponto (necessariamente tinico e minimo) critico, é difeomorfa ao R"™. No entanto,
necessitamos da existéncia de fungoes regulares estritamente convexas, sem a hipotese de
existéncia de um minimo, e desta forma nao temos nenhuma obstrucao topoldgica. Res-
saltamos novamente que, para os nossos propésitos, nao é necessario assumir a existéncia
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de pontos criticos para fungoes que satisfazem a condicao de pinching, (2.132), sobre o
Hessiano.

Um exemplo basico de variedade Riemanniana que admite um funcao, definida
globalmente, satisfazendo a condicao de pinching, (2.132), é dado a seguir:

Seja (//\Z ,4), e considere a variedade warped product M = R x M munida com a

seguinte métrica:
g=dr* +w(t)?yg, (2.136)

onde ¢ ¢ a coordenada em R. Pode-se considerar, de modo mais geral, as métricas em
R x M da forma g = a(t)? dt* + w(t)* g. No entanto, por uma mudanga de coordenadas,
é possivel reescrever tal métrica como dr? + w(t(r))2 g, onde r = [ a(t)dt.

Dada a métrica definida em (2.136), considere a fungao radial f : M — R definida
por f(t,z) = f(f w(s)ds. Fazendo cdlculos andlogos aos apresentados na demonstragao
do Lema 2.3.1, obtemos que V2f, em um ponto p, é proporcional a métrica g, isto é,

Vi =w'(t)g.
Em particular, se w : R — R é um difeomorfismo regular satisfazendo
A<w/'(t)< B, VteR,

entdo a funcdo f considerada satisfaz (2.132).

Também é interessante observar que, por uma caracterizacao devido a Cheeger e
Colding [22], variedades Riemannianas que admitem fungoes cujo o Hessiano é multiplo
da métrica sao, basicamente, as chamadas warped products do tipo descrito acima.

Teorema de Comparacao do Hessiano

Agora vamos mudar o nosso ponto de vista, e tentar determinar regioes de uma
variedade Riemanniana que sao dominios de fungoes regulares que satisfazem a condigao
de pinching sobre o Hessiano, (2.132), utilizando condigoes sobre a curvatura seccional.

Lembramos que, dada uma variedade Riemanniana (M, g) e um ponto p € M, o
raio de injetividade em p, denotado por inj(p) é o supremo do conjunto

{r > 0:exp, ¢ um difeomorﬁsmo},

‘BP(O,T‘)
onde B,(0,r) é a bola aberta de raio r e centro 0 em 7, M. Equivalentemente, inj(p) é a
distancia entre p e seu cut locus, ou lugar dos pontos minimos. Um ponto p € M é dito
ser um polo se inj(p) = +oc.

Dadop € M ev,w € T, M linearmente independentes, denotaremos por secg(vAw)
a curvatura seccional do plano gerado por v e w. Além disso, denotaremos por (t) o
vetor tangente 7/(¢) & uma curva ~(t) em M.

Recordemos o seguinte resultado sobre o Hessiano da fungao distancia.

Teorema 2.3.4. Sejam (MP},g,), i = 1,2, variedades Riemannianas completas, e seja
v+ [0, L] — M, geodésicas parametrizadas por comprimento de arco, tal que v; nao
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intercepta o cut locus de v;(0). Denote por r; = dist(-, ’yi(O)), 1 =1,2. Assuma que para
todo t € [0, L], temos:

secq, (V1 AF1(t)) > secg, (v2 A Aa(t))
para todo v; € 4;(t)*. Entdo
V27 (v, v1) < V2ra(va, v3),
para todo v; € 4;(t)* e todo t € [0, L].
Demonstragao: Ver [33]. O

Observacao 2.3.5. No Teorema 2.5.4, ri('yi(t)) = t para todo t € |0, L], pois y; €
parametrizada por comprimento de arco, consequentemente Vr; (‘yi(t),"yi(t)) = 0 para
todo t. A fim de se ter uma funcao com limitagoes sobre seu Hessiano em todas as
diregoes, deve-se considerar a fun¢ao quadrado da distancia. Fazendo alguns cdlculos
mostra-se, para toda funcao reqular f: M — R, que

V(L1 (0,0) = 9(Vf,0)? + FV2F(v,0).
Em particular, como Vr;(vi(t)) = 4(t), entdo:
V2(Lr?) (5, 40) = 1.
De modo mais geral, se F: R — R er: M — R sao funcoes requlares, entdo:
V2(For)(X,X)=F'(r)g(Vr,X)> + F'(r) V*r(X, X). (2.137)

Portanto, no calculo do Hessiano da funcao distancia, temos que distinguir direcoes
radiais, isto é, paralelas ao campo tangente (t), das diregoes esféricas, isto é, ortogonais

a y(t).
Variedades Rieamannias Space forms

Seja gs» a métrica usual da esfera unitaria S”. Para k € R, considere a variedade
M" = R* x S*"! munida com a métrica

g = dr® 4 S(r) gsn-1,
onde Sy é definida por
sin (\/Er), se k>0,
se k=0,
ﬁsinh (\/Wr), se k < 0.

A variedade Riemanniana (M™, gi) é chamada Space form n-dimensional de curvatura
k. Na realidade se k > 0, tem-se M"™ =0, [ x S"~1.

Um célculo explicito do Hessiano da funcao distancia para a variedade Space form
origina o seguinte corolario do Teorema de comparacao do Hessiano.

Sk(T) =

N



CAPITULO 2. EQUACAO DE KLEIN-GORDON 68

Proposicao 2.3.6 (Caso especial do Teorema de comparacao do Hessiano). Dada uma
variedade Riemanniana (M™,g) e um ponto p € M, considere r = dist(-,p). Se sec, >
k, entao, nas diregcoes esféricas, tem-se

Vir <

Hy(r),

n—1

onde )

(n—1)Vk - cot (Vk 1), se k> 0;

Hy(r) = n;l, se k=0;

\(n—l)\/—_/vcoth(\/—_k-r), se k < 0.

Analogamente, se sec, < k, entdo V2r > - H,(r) nas direcoes esféricas.
n—1

Demonstracao: Ver [33]. O

Observacgao 2.3.7. Pode-se considerar uma métrica mais geral em M™ da forma:
g=dr* + ¢(r)? gsn-1, (2.138)
onde ¢ : 10, +oo[ — RT € uma funcgdao regular com lir% o(r)=0ce lir% ¢'(r) = 1. Deste
r—r r—
modo, sao vdlidas as sequinte formulas para a curvatura seccional

o 1 (¢

E ) SeCSph - 77

onde secyyq € a curvatura seccional dos planos que contém o vetor radial, e secgp, € a
curvatura dos planos perpendiculares ao vetor radial.

S€Crad = (2.139)

Regioes livres de efeitos dissipativos - Condigoes de curvatura

Considere uma variedade Riemanniana (M",g) completa, simplesmente conexa e
orientavel de modo que existam constantes negativas ki e ko satisfazendo

k1 <secy < ko < 0.

Sabemos que todo ponto p de uma variedade que é necessariamente difeomorfa ao R™ é
um polo. Fixemos constantes positivas 0 < A < B, para calculos convenientes, vamos
escolher B>n—1e A<n—1.

Note que, impondo a condigao de pinching, (2.132), o valor relevante é simplesmente
B/A. De fato, uma funcao f satisfaz (2.132) se, e somente se, a fungao f: %f satisfaz
1< sz < B/A. Isto implica , em particular, que nado ha perda de generalidade em
assumir A < o < B para algum a > 0.

Vamos exibir uma fungao regular f : M — [0, +00[ e um subconjunto aberto nao
vazio de M tal que (2.132) é valida neste subconjunto.
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Fixe py € M definimos r = dist(-,py). Escolha v € |A, B[ e consideramos f = 272,

Usando (2.137), temos que o Hessiano de f é dado por:
V2F(X, X) = vg9(Vr, X)? +yr Vr(X, X).

Se X é um vetor radial, entdao V?r(X,X) = 0, e como ¢g(Vr,Vr) = 1, segue que
V2f(X, X) = v9(X, X), isto é, a desigualdade (2.132) é sempre satisfeita para vetores
radiais. Como nas diregdes esféricas X temos g(Vr, X) = 0, obtemos que

V2f(X,X) =y VX, X),
e pelo Teorema de Comparacao do Hessiano temos que
vr\/—_kgcoth(r\/—_kg) < VX, X) < yr\/—_lﬁcoth(r\/—_kl).
Portanto a desigualdade (2.132) é satisfeita na regiao
ST STy,

onde r; e ry sao definidos por:

riv —ky COth(ﬁ\/ —k’Q) = %, ro/ —ki COth(Tg\/—kl) = g

Concluimos entao, que para cada p € K, é possivel obter um subconjunto aberto
e nao vazio de M tal que a desigualdade (2.129) ¢é satisfeita, originando um cobertura
aberta de K e pela compacidade de K segue que existe uma subcobertura finita. Os
abertos Vs, livres de efeitos dissipativos, citados no inicio desta se¢@o sao os abertos da
subcobertura que possuem a seguinte propriedade:

VinV;=0,v i#j.

2.4 Apéndice

No que segue vamos construir a funcao auxiliar 7; usada para estimar o termo
T 2
fo fw,E |Vul* dMdt.
2
Tal funcdo é construida em uma vizinhanca especifica de wt.
2

Inicialmente, sejam Q** C M um subconjunto aberto limitado com fronteira 0€2**
regular tal que 2 CC Q* CC Q™ e n: R — R satisfazendo

1, se <0
Hz) =< (x—1)2 se xel[l/2,1]
0, se x>1

e definida sobre (0,1/2) de modo que 7} seja uma fungao nao crescente de classe C'.
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Para 6 > 0, definimos

_ _/x
ns(z) =17 <g> ; reR. (2.140)
Como 77 € CY(R) e 77 # 0 para x < 1 é vélido que
=/ 2
R UACD) (2.141)
()

é continua em (—o0, 1).
Uma vez que 7(z) = 1 em (—00,0) entao 7/(x) =0 em (—o0,0) e, portanto

[7'@)* _ 0
- =-=0 em (—o00,0). 2.142
-1 (~00,0) (2,142
No intervalo compacto [0, 1/2] existe M; > 0 tal que
[’ ()
WPV vy Vaelo1/2). 9.143

No intervalo |1/2, 1] temos que 7j(z) = (z — 1)? e, portanto

TP _ A1,
~ - 2 - )
n(x)  (z—1)
Fazendo M = max{ M, 4} segue, de acordo com (2.142), (2.143) e (2.144), que

T@F

n(z)

Ve (1/2,1). (2.144)

Ve (—oo,1). (2.145)

Pela definicao de 75 observe que

7 (5))°
— 0L <M, Va<é. (2.147)
7(5)
Por (2.146) e (2.147) resulta que
[5()]* _ M
——— < = ; sex <. 2.148
()~ 07 (2:145)

Agora, seja § > 0 sufficientemente pequeno tal que

ws == {x € O*; d(x,aw'%) <4}
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estd totalmente contida em €2\, isto é, &5 é uma vizinhanca tubular de dw- totalmente
2

contida em Q**\(.
Definimos ns : 9 — R onde

1, se x € w’%
ns(z) = ﬁg(d(x,w’%)), se T € Ws
0, caso contrario.

Assim, se x € @5 entdo d(z,w)e) < ¢ o que implica que d(z,w}e) < §. Consequen-
2 2
temente, por (2.148), obtemos

~ 2
)

2 < —= 5. 2.14
i@y S e 210

~ . . v 2 A
Na sequéncia vamos estimar % Antes de fazé-lo, observe que

V() = V(75(d(z, w

[SIC

) = 7s(d(z, W) Vd(z, w5 ). (2.150)

Combinando (2.149) e (2.150), resulta que

Vs(a)[? ()P ~
ws(r)  d(r,wt) <5 Vreds (2.151)

No caso em que x € w. a ultima desigualdade segue trivialmente. Portanto,
2

Vs ()

e L®(0s Uwk:).
(@) (s Uwt)



CapriTULO 3

Equacao de Schrodinger

Este capitulo tem como ojetivo estudar a existéncia e unicidade de solugoes da
equagao de Schrodinger sobre dominios exteriores em R™ e também sobre uma variedade
Riemanniana nao compacta simplesmente conexa sem bordo. Além disso, mostrar o
decaimento exponencial da energia em ambos os casos.

3.1 Equacao de Schrodinger sobre Dominios Exteri-
ores

Nesta secao estudaremos a existéncia de solugao e o decaimento da energia do
seguinte problema:

iug + Au+ia(z)g(u) =0 em M x (0,00)
u(z,t) =0 em OM x (0,00) (3.1)
u(0) = uyg em M

onde M é um dominio exterior em R", isto é, M = R™\©, onde © é um subconjunto
compacto e conexo do R™ com fronteira regular. Além disso, vamos assumir que a
fronteira de © ¢é “non-trapping”, ou seja, qualquer raio da dtica geométrica refletindo
sobre a fronteira de © de acordo com as leis da dtica geométrica deixa qualquer conjunto
compacto em tempo finito.

Hipétese 3.1.1. Hipoteses sobre a funcao g: C — C:

i) g(z) € continua, g(0) = 0;

i1) Re{lg(z) — g(w)]z—w]} >0,V z,w € C;

iii) Im{g(2)z} =0,V z € C;

iv) Emzistem constantes positivas c¢; e co, tais que ci|z]* < |g(s)z] < eof2]?, V z € C.
Observe que por (ii) e (iii), deduzimos que g(2)z = |g(2)Z|.

Hipotese 3.1.2. Hipoteses sobre a funcao a: M — R:
i) a(z) € L>®(M) € uma fungdo ndo negativa;
ii) a(z) > ap > 0 em w, onde w C M € definido como segue:
Seja R > 0 tal que OM C Br = {z € R™; ||z|| < R}, entdo w := M\ Bg.

72
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3.1.1 Existéncia e Unicidade de Solucgoes - Dominios Exteriores

Estudaremos a existéncia e unicidade de solug¢ao do problema (3.1). No que segue
omitiremos algumas variaveis afim de nao sobrecarregar a notacao.

E importanto observar que vamos trabalhar com funcoes a valores complexos, de
modo que, a fim de que os espagos L*(M), bem como, H™(M), m € N, tornem-se
espacos de Hilbert reais, definimos

(w,v)r2(m) = Re/ wodzx.
M

Finalmente vamos denotar por Hj (M) o espaco de Hilbert
Hy(M) = {w € H'(M);w),,, = 0}.

A energia associada ao problema (3.1) é definida por:

/ lu(z,t)|*dx. (3.2)
Nosso intuito é provar a existéncia e unicidade de solugées u para o problema (3.1).
Os resultados obtidos estao enunciados no teorema a seguir.
Teorema 3.1.1. Sob as Hipdteses 3.1.1 e 3.1.2, temos:

1. O problema (3.1) é bem posto no espago Hi(M) N H*(M), isto €, para cada
dado inicial ug € Hy(M) N H2(M), existe uma tinica solugdo reqular de (3.1).

2. O problema (3.1) é bem posto no espago L?*(M), isto €, para cada dado inicial
ug € L*(M), existe uma tnica solugao fraca de (3.1).

Demonstracao:
O problema (3.1) pode ser reescrito como

u — iAu+a(z)g(u) =0 em M x (0,00),
u(z,t) =0 em OM x (0,00), (3.3)
u(0) = ug em M.

Definimos os seguintes operadores

A: D(A) C LA (M) — L*(M)
U — Au = —iAu

B: D(B)C L} (M) — L*(M)
u — Bu = ag(u)
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Entao, D(A) = H} (M) N H*(M) e D(B) = L*(M).

Nosso objetivo é provar que A+ B é um operador maximal mondtono. Inicialmente,
observe que usando o Teorema de Green e o Teorema de Lax Milgram , prova-se que A
¢ maximal monotono.

Na sequéncia vamos provar algumas propriedades associadas ao operador B.

(i) B leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Com efeito, seja u € L*(M) tal que ||u||i2(M) < R. Assim, de acordo com a
Hipétese 3.1.1 (iv) obtemos

IBullong < Dol [ lotu(@)Pde
< Nalleiand [ Ju@)Pde < Rlalfi~ o,

(ii) B é mondtono.

De fato, seja ui,up € L*(M). Entao, pela Hipdtese 3.1.1 (47) obtemos

(Bus = B,y = )y = [ a(e) Re{(ofn) = o)) = )} > 0.

(iii) B é hemicontinuo.
Com efeito, temos que provar que dado uma sequéncia arbitréria (¢,) C R tal que
t, — 0, entao

lim (B(u + t,v), w) r2(my = (Bu, w)r2omy, ¥ u,v,w € L*(M).

n—oo
Para este propésito, definimos f,, := ag(u + t,v)w. Assim,

|fn ()]

a(z)|g(u(z) + tyv(@))||w ()]
caa(z)|u(z) + tyv(z)[[w(z)]

<
< collall e [u(@)|[w(@)] + eacsllal Lo an o (@) |[w ()],

quase sempre em M, onde c3 é tal que |t,| < c3.
Como u,v,w € L*(M), resulta que f, € L'(M), para todo n € N. Além disso, se
h é a funcao definida por

h(z) := eallall Lo u(@)|Jw(@)] + cacsllal| Lo (an v (2)[[w ()],

segue que h € L'(M) e |f.(x)| < h(x), quase sempre em M.
Note que, devido a continuidade de g, deduzimos que

lim a(2)g(u(z) + tyo(2))D(z) = alz)g(u(z))D ().

n—o0
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Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, concluimos que

/M a(2)g(u() + tav(2))B(z) — a(a)g(u(z))D(2)|dz — 0.
Entao,

| /M a(z)g(u(z) + tyo(z))w(z) — a(z)g(u(z))w(z)de| — 0,

e, consequentemente,

Re /M a(x)g(u(z) + tyv(x))w(x)de — Re /M a(x)g(u(z))w(z)de,
isto é,
lim (B(u 4 t,v), w) 20y = (Bu, w) p2(m).-

n—oo

Portanto A é um operador maximal mondtono, B é uma aplicagao mondtona, leva
conjunto limitado em conjunto limitado e hemicontinua. De acordo com o Teorema 1.3.7
segue que A + B ¢ maximal monétono em L?(M).

Assim, de acordo com o Teorema 1.3.8, para cada ug € D(A + B) = D(A) =
H} (M) N H*(M) existe, uma tinica aplicagao u : [0,00) — L*(M) solugao regular do
problema (3.1).

E, para cada ug € L?(M) existe, pelo Teorema 1.3.9, uma tnica aplicacio u :
[0,00) — L?(€2) solugdo fraca do problema (3.1).

O

3.1.2 Resultado de Estabilidade - Dominios Exteriores

Antes de enunciar o principal resultado de estabilidade, enunciaremos uma identi-
dade que sera muito 1til no decorrer do trabalho chamada identidade de energia. Seja u
uma solucao regular do problema (3.1). Multiplicando a equacao dada em (3.1) por u e
integrando por partes, obtemos:

E(ty) — E(t) = — /t 2 /M a(x)g(u(z,t))u(x, t)dxdt, (3.4)

para todo ty > t; > 0.
Vale ressaltar que, por argumentos de densidade, a identidade de energia dada em
(3.4) continua sendo valida para solugoes fracas do problema (3.1).

Teorema 3.1.2. Seja u uma solucao fraca do problema (3.1), com energia definida com
em (3.2). Entao, sob as Hipdteses 3.1.1 e 3.1.2 existem constantes positivas Ty, Cy e Ao
tais que

E(t) < Coe ™ E0); Vt>T,,

provada para dados iniciais tomados em conjuntos limitados de L*(M).
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Nossa principal tarefa é provar a seguinte desigualdade

/ )dt <C / / w)udxdt,
0

onde C' é uma constante positiva.

E suficiente trabalhar com solugoes regulares do problema (3.1), uma vez que o de-
caimento exponencial da energia E(t) é recuperado para solugoes fracas por argumentos
de densidade.

Seja u uma solugao regular do problema (3.1). Observe que

T T T
2/ B(t) dt — / / \u(w,t)]Qda:dt+/ /\u(x,t)\dedt
0 0 M\w 0 w
T T
< / / (u(z, £)[2dzdt + o= / / a(2)ulz, £) 2dwdt
M\w
< / / u(z,t)Pdzdt + ay e _1/ / w)udzdt. (3.5)
M\w

. : T ~ .
Assim, resta-nos estimar o termo [ [y, [u(z,t)[*dzdt em funcdo de “termos dis-
sipativos”. Com este objetivo, enunciamos o seguinte lema:

Lema 3.1.3. Seja u uma solugao regular do problema (3.1), com dado inicial ug tal que
lluol L2my < L, L > 0. Entdo, para todo T > 0, existe uma constante C' = C(T) > 0,

de modo que
/ / u(z, t)Pdzdt < C/ / w)udzdt. (3.6)
M\w

Vamos argumentar por contradicdo. Para simplificar denotaremos v’ := wu; bem
como w' := M\w.

Suponha que a desigualdade (3.6) ndo seja verdadeira. Entao, existe uma sequéncia
de dados iniciais {u }ren C D(A), tal que as solugoes regulares correspondentes, {uy ren,
do problema (3.1), com

Demonstragao:

1
Bu(0) = 511l un < L.

para todo k € N, verificam

by Huk
= 400, (3.7)
Foroo fo fM g(ug) ukdxdt
ou seja,
fo f/vl x)g(ug) ukdwdt (3.8)

s Jo ()32 dt
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Sabemos, de acordo com (3.4), que a energia é um fungao nao crescente no parametro
t, assim Ey(t) < Fr(0) < L, para todo t > 0. Consequentemente, obtemos

| || oo 072200y < V2L, (3.9)

para todo k € N. Entao, existe uma subsequéncia de {uy}, que ainda serd denotada da
mesma forma, e existe u € L*>(0, T; L*(M)) tal que

wy, = u fraco estrela em L>(0,T; L*(M)). (3.10)

Como {ug} ¢ limitada em L>*(0,T; L*(M)) — L*(0,T; L*(M)), |lur(t)|| 12wy <
l|uk(t) || L2(m), para quase todo t € (0,7") e levando em consideragao (3.8), obtemos

[l |17 )
/ / g(ug)updrdt = L2OTLY / / g(ug)updzdt — 0, (3.11)
HukHL2(0TL2

quando k£ — oo. Logo, por (3.11), pelas Hipéteses 3.1.1 e 3.1.2, concluimos que

T
/ /|uk|2d$dt < / / o) |ugPdzdt < ag? / / )| uy|2dzdt
0 w

< aglel / / g(ug)updxdt — 0, (3.12)

quando k — oc.
Portanto, de acordo com (3.10) e (3.75), segue, para quase todo ¢t € (0,7T), que

u(t) = { u(t) em o (3.13)

0 em w
Neste ponto dividiremos a prova em dois casos, a saber: u % 0 e u = 0.
(i) u#0.
Consideramos a sequéncia de problemas

uy, — 1Auy, + a(x)g(ug) =0 em M x (0,00)
ug(z,t) =0 em OM x (0,00) (3.14)
ur(0) = ud em M

Observe que por (3.11) e pelas Hipéteses 3.1.1 e 3.1.2 podemos escrever

lag@u)|Zsorrzon < lallzeqm / / 2)lg(uy) Pdedt

< lal oo // )| ug|*dodt

||| ooy caer / / g(ug)urdxdt — 0,

IN
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quando k — o0, isto é,
ag(ug) — 0 forte em L*(0,T; L*(M)), (3.15)

quando k — oo.
Nosso objetivo é fazer k& — oo na sequéncia de problemas (3.14). Inicialmente
recordamos a seguinte cadeia de imersoes:

L*0,T5 Hy(M)) = L*(0, T3 L*(M)) = [L*(Q)) — L*(0,T; H (M) = D'(Q),
(3.16)
onde Q@ = M x (0,7). Por (3.10) temos que

up — u fracoem L*(0,T; L*(M)). (3.17)

Considere § € D(0,T) e ¢ : M — C tal que ¢ € D(M). Multiplicando a equagao
do problema (3.14) por 0% e integrando sobre (), obtemos

/0 /M up (2, )0(t)p(x) — iAug(x, t)0(t)p(z) + a(z)g(u(z,)0(t)p(x)dxdt = 0. (3.18)

Integrando por partes e tomando a parte real segue que

- Re/ / ug(x, )0 (t)p(x )dwdt—Re/ / iug(z, t)0(t) Ap(z)dzdt
+ Re/ / g(ug(z,t))0(t)p(z)dzdt = 0. (3.19)

Fazendo k — oo em (3.19), levando em consideragao (3.15) e (3.17), concluimos
que

—/O (u(t), ¢ 0'(t)) L2y dt — /o (tu(t), Ap O(t)) L2aqydt = 0. (3.20)

Pela densidade de {¢ 6; 0 € D(0,T) e § € D(M)} em D(Q) resulta que

—/OT(u(t),w'(t))mM)dt—/OT(iU(t),Aw(t))Lz(M)dt207 (3.21)
para toda ¥ € D(Q), isto &,
W —iAu=0 em D(Q), (3.22)
onde u € L®(0,T; L2(M)) e, por (3.13),
wz,t) =0 ¢.s. em wx (0,7). (3.23)

_ Considere agora Bsp, a bola centrada na origem e raio 2R. Definimos = :=
M\Byr € M tendo em mente que w = M\Bgr e w' = M\w. Assim, de acordo
com (3.22) e (3.23), obtemos

{u—zAuzO emD(:T (3.24)

u(z,t) =0  em (E\w
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Portanto pelo Teorema 1.5.3, concluimos que u = 0 quase sempre em = x (0,7), e
consequentemente, u = 0 quase sempre em M x (0,7, o que é uma contradicao.

(ii) u=0.
Denotando e
Ck = “ukHLQ(O,T;LZ(w’)) e Vg = a, (3.25)
deduzimos que
vkl 20,7502 ry) = 1 (3.26)

Dividindo (3.14) por ¢; obtemos

v}, — iAvy —l—ax)g(uk) =0 em M x (0,00),

( z,t) =0 ) em OM x (0,00), (3.27)
v (0) = v = 2 em M.
Note que
Jo HukHiz Wyt 4 I HukHiQ(w/)dt CiHkaiz (0.1512())
fo S a(@)g(ug )i dadt r fOT S a(@)g(ug ) urdadt fo Jaq a(w)g(ug)urdadt
_ !|Uk\|L2(0TL2<w ) ““ka OTLW) (g o)
fo fM %ﬂd fo fM ’U’“dedt
Assim, de acordo com (3.7) e (3.28), temos que
||UkHL2(0TL2( ") (3.29)

1 —
k—00 f Sy alz |vk|2dxdt

e como [|vg||Z2(gp.p2(0y) = 1s Tesulta que

lim / / x)|vg|Pdzdt = 0. (3.30)
k—o0

Pelo fato de que a(x) > ay > 0 em w, concluimos que

T T
/0 /|Uk|2dxdt < aal/ /a(x)|vk|2dxdt
< ag / / z) v Pdzdt — 0,

vy — 0 forte em L*(0,T; L*(w)), (3.31)

quando k — 00, ou seja,
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quando k — oc.
Por outro lado, levando em consideragao (3.5), segue que

2/ Ex(t dt</ /|uk| dxdt + ay'cy / / g(ug)updzdt, (3.32)
0

e como Ey(T) < Ex(t), para todo T' >t > 0, é verdade que

T T T
2TEL(T) < 2/ Ex(t)dt < / |y, |Pdxdt + %—161—1/ / a(x)g(ug ) updzdt.
0 0 Jur 0o Jm

Logo,

Ex( [/ / [u| dxdt—i—/ / g(uy ukdxdt] (3.33)

Fazendo uso da identidade de energia estabelecida em (3.4), encontramos

E(T) — / / g(up ) updxdt,

/ / g(up)Tpdzdt + Ey(T). (3.34)

ou seja,

Entao, por (3.33) e (3.34), concluimos que

Ex( [/ / |u| d$dt~|—/ / g(ug ukd:vdt] (3.35)

Dividindo (3.35) por c; e tendo em mente que a energia é uma func¢ao nao crescente,
segue que

<C

Ck

dxdt
fo f/\/t g(ug)urdzx +1] ’ (3.36)

para todo t > 0. De acordo com (3.8) e (3.36) garantimos a existéncia de uma constante
M > 0 tal que

lllZ vy 2E4(0)
022 o) = — 52 = 2 < M, (3.37)
Ck Ck

para todo k € N e, portanto,
{v?} ¢ limitada em L*(M). (3.38)

Como vy, é solugao regular do problema (3.27), temos que vy, satisfaz a equacao
integral

wm—sww—AS@—@émw@Ma (3.39)
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onde S(t) é o semigrupo gerado por —iA.
De acordo com o Teorema 1.5.5 temos, para toda x € C§°(R"), que

[[xwi ||L2(o,T;H}J (M) = Cillx fe ||L2(0,T;L2(M))7

onde

wlt) = [ S0 =9A(s)ds ¢ fils) = Lol

k

Além disso,

IS (t)vl < Callxvillz2(my.

L2(0TH?(M))

81

(3.40)

(3.41)

onde H$ (M) é o dominio do operador (Ap + I)3. Considerando x € C(R") tal que
x=1lemw e0<y<1emR" obtemos, de acordo com (3.40), (3.41) e obervando que

H?® = H}, em limitados, que

Ixwkl[ 20,7501 w1y < IXWRI 220,750 (M) < Cullxfell 20,220y < Cs.

De acordo com (3.8), é vélido que

// lal@)g(w)l® ) 0y < ]l oo (rr // |g“’“ DINTIN. 1t
2
u
@l Loe (M 02/ / | d ——daxdt

IN

2.1 fo f/\/t g(ug)updzdt

IN

[l e mye
e fo L, ]uk|2dxdt

quando k — oo, isto é,

ag(ux)

— 0 forte em L*(0,T; L*(M)),
Ck

quando k — oo, e devido ao fato de xy = 1 em «’, deduzimos que
lwill 20 7:m wry) < Cs.
Além disso, H'(w') < Hz(w'), entdo

< Cy.

||U)k HLQ(O,T;H%(UJ’)) —

(3.42)

(3.43)

Finalmente, usando as propriedades de x, considerando as desigualdades (3.41) e

(3.38), concluimos que
||S(t)v2”L2(O7T;H%(w’)) S 05'

Entao, por (3.39), (3.43) e (3.44), segue que

{vs} élimitada em L*(0,T; H?(w'))

(3.44)

(3.45)
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Na sequéncia, vamos estimar v;,. Como Ey(t) < Ej(0), para todo t > 0, temos que

1Ay = [2w® iy o o @y 06“u’“<0)HL2(M),
Ck Ck Ck
onde (g é uma constante positiva que nao depende de k.
De acordo com a desigualdade anterior e levando em consideragao (3.37) deduzimos
que
{Av} élimitada em L*(0,T,[D(A)]).

Como D(A) = HY(M)N H*(M) e
[(w, )| [(w, )|

> sup = ||w|lia (whnE2 (w1
peD(A) ”SOH e HL (W)NH?(w') ng“ [Hg(w)NH?(w")]

lwllipeay =
segue que
{Av} 6 limitada em L*(0,T, [Hy(w') N H*(W)]).
Portanto, por (3.27), resulta que
{v;} ¢élimitada em L?(0,T,[H;(w') N H*(W")]), (3.46)

umma vez que

{ag(uk)} ¢ limitada em L*(0,T; L*(w')).
C,

Agora, fazendo uso da cadeia de imersoes
H3 (W) S L) = [Hy () N B W),

resulta, de acordo com (3.45) e (3.46) e pelo Teorema de Aubin-Lions, que existe uma
subsequéncia de {vy}, ainda denotada da mesma forma, tal que

vy — 0 forte em L*(0,T, L*(w')), (3.47)

Novamente pelo fato de a energia ser uma fungao nao crescente, por (3.8) e (3.36),
resulta que existe v € L>(0,T; L*(M)) de modo que

vy = v fraco estrela em L>(0,T; L*(M)), (3.48)

e de acordo com (3.31) e (3.47) deduzimos que

o(t) = { o(t) em w = M\w (3.49)

0 em w.

Assim, fazendo k — oo em (3.27) obtemos

{ vV —iAv=0 em D'(M x (0,T)) (3.50)

v(z,t) =0  em wx(0,7),
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onde v € L>(0,T; L*(M)). Aplicando os mesmos argumentos empregados no caso (i),
juntamente com o Teorema 1.5.3 concluimos que v = 0 quase sempre em M x (0,7,
que é uma contradigao, uma vez que por (3.26)

||Uk||L2(0,T;L2(w’)) =1,

e de acordo com (3.47)
v — 0 em L*(0,T, L*(w)).

Isto conclui a demonstragao do lema. O

Note que por (3.5) e pelo Lema 3.1.3, obtemos a desigualdade desejada, isto é,

/ )dt <C / / w)udzdt,
0

onde C' é uma constante positiva.

Demonstracao do Teorema 3.1.2:
Seja u uma solugao regular do problema (3.1). De acordo com o Lema 3.1.3, a
desigualdade (3.5) e a Hipétese 3.1.1 temos que, para todo T' > 0, existe uma constante

C =C(T) > 0 tal que
T
/ E(t) dt < / / w)udxdt
0

< / / ) ulPdedt. (351)

Como a energia é uma funcao nao crescente no parametro ¢, obtemos, para todo
T>Ty To>0,etel0,T] que

E(T) < B(Ty) < E(t) = TyE(T) < / K E(t) dt.

Por outro lado, de acordo com (3.51), podemos escrever

To
0

< C(T) w|*dzdt.
z)|ul
) <O / / o)|ulPddt, (3.52)

para todo T' > Tj, onde C' é uma constante tal que C' = C(Tp) > 0. Usando a identidade
de energia e levando em consideracao a Hipdtese 3.1.1, segue que

E(0 / / w)udxdt > E(T —1—01/ / x)|u|*dzdt,

Assim,
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isto é,
T
E(T) — E(0) < —cl/ / a(x)|u|*dzdt. (3.53)
0 M
Por (3.52), resulta que
T
—E(T) > —C/ / a(x)|ul*dzdt, (3.54)
0 M

e, consequentemente, multiplicando (3.53) por C' e de acordo com (3.54), concluimos,
para todo T' > Ty, que

C(E(T) — B(0)) < e (—C /0 ' /M a<x)yu\2dxdt) < ¢ E(T),
ou seja,

o B(0) = —=F(0),

E(T) <
()_C+Cl

onde C' = % > 0.
Repetindo o processo para nT', n € N, deduzimos que

E(nT) < ———E(0),

para todo T' > Tj.
Considere, agora, t > Ty, entao t =nTy +r, 0 < r < Tj. Logo,

E(t) < E(t —r) = E(nTp) < O—AE(O) = ———=FE(0).

Fazendo Cy = eTo n(1+0) Ao = % > (, obtemos
E(t) < Coe ™ E(0); VY t>Ty.

que prova o decaimento exponencial para solugoes regulares do problema (3.1).
Aplicando argumentos de densidade andlogos ao que foram empregados na equacao
de Klein-Gordon prova-se o decaimento exponencial para solugoes fracas.

3.2 Equacao de Schrodinger sobre Variedades Nao
Compactas

Nesta secao estudaremos a existéncia de solucao e o decaimento da energia do
seguinte problema:

{ iwy + Au+ia(z)g(u) =0 em M x (0,00) (3.55)

u(0) = ug em M
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onde (M",g), n > 2, é uma variedade Riemanniana nao compacta, simplesmente conexa,
orientdvel, sem bordo e “non-trapping”, munida com uma métrica Riemanniana g(-, ) =
(-,) completa e de classe C*°. Uma variedade Riemanniana M é dita “non-trapping”
quando, nenhuma geodésica estd completamente contida em um subconjunto compacto
de M. Lembremos que goedésicas “presas” freiam o chamado efeito regularizante (ver
[16], [28]), que desempenha um papel importante na prova.

As hipoteses sobre a funcao g : C — C sao aquelas enunciadas na Hipdtese 3.1.1.

Hipétese 3.2.1. Hpoteses sobre a funcao a: M — R :

i) a(x) € L>®(M) € uma fungdo ndo negativa;

1) a(z) > agp > 0 em (M\Q) U M,, onde Q CC M ¢é um subconjunto aberto, conexo e
littado com fronteira O) reqular, e tal que Q € um subconjunto compacto de M.

O conjunto M, C M é um conjunto aberto andlogo ao descrito no Capitulo 2, a
saber: M, D Q\V, onde V = U2 Vi € Q € um conjunto aberto com fronteira OV =
OV U B,V regular, tal que 0,V intercepta 02 transversalmente, med(V) > med(Q) — ¢
e med(0,V) > med(0Q) — ¢, para todo € > 0. Além disso, para cada i = 1,..k, existe
uma fungao estritamente convexa f; 1 V; — R.

3.2.1 Existéncia e Unicidade de Solucgoes - Variedades Nao Com-
pactas

Estudaremos a existéncia e unicidade de solu¢ao do problema (3.55). No que segue
omitiremos algumas variaveis afim de nao sobrecarregar a notacao.

Novamente é importante lembrar que trabalharemos com funcoes a valores com-
plexos e de modo a obter espacos de Hilbert reais consideramos:

(w,v) 20y = Re/ wv dM.
M
A energia associada ao problema (3.55) é definida por:
/ u(z, £)[2dM (3.56)

Nosso intuito é provar a existéncia e unicidade de solugdes u para o problema (3.55).
Os resultados obtidos estao enunciados no teorema a seguir.

Teorema 3.2.1. Sob as Hipoteses 3.1.2 e 3.2.1, temos:
1. O problema (3.55) é bem posto no espago {w € H'(M),Aw € L*(M)}, isto

é, para cada dado inicial uy € {w € H* (M), Aw € L*(M)}, existe uma tnica solugio
reqular de (3.55).

2. O problema (3.55) é bem posto no espaco L?*(M), isto é, para cada dado inicial
ug € L*(M), eriste uma tinica solugdio fraca de (3.55).
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Demonstragao:
O problema (3.55) pode ser reescrito da forma

{ u — iAu+a(z)g(u) =0 em M x (0,00),

u(0) = ug em M. (3.57)

Definindo
A: D(A) C LA (M) — L*(M)
U — Au = —iAu

B: D(B)C L} (M) — L*(M)
u — Bu = ag(u)

prova-se com idéais analogas as empregadas na Secao Fxisténcia e Unicidade de Solugoes
- Dominios Exteriores que A é um operador maximal monétono e B é mondtono, hemi-
continuo e leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. E importanto observar que
neste caso temos D(A) = {w € H'(M), Aw € L*(M)}. De acordo com o Teorema 1.3.7
segue que A + B ¢ maximal mondtono em L*(M).

Portando, de acordo com o Teorema 1.3.8, para cada ug € D(A + B) = D(A)
existe, uma tnica aplicagao u : [0, 00) — L*(M) solugao regular do problema (3.55).

E, para cada ug € L*(M) existe, pelo Teorema 1.3.9, uma tnica aplicacao u :
0,00) — L*(M) solugao fraca do problema (3.55).

O

3.2.2 Resultado de Estabilidade - Variedades Nao Compactas

De modo a estabelecer o docaimento exponencial da energia associada ao problema
(3.55), necessitamos fortemente de dois resultados, a saber:

1) Um principio de continu¢do inica para a equagao de Schrodinger linear e ho-
mogeénea.

2) Um efeito reqularizante local para a equagao de Schrodinger linear e nao ho-
mogeénea.

O primeiro resultado pode ser encontrado na literatura, e é devido a Triggiani e Xu
[56], como enunciado no Teorema 1.5.2 . Este resultado substitui o tradicional Teorema
de Holmgren. No entanto, o segundo resultado, enunciado em um cenario geral devemos
impor, isto ¢, assumiremos a seguinte hipotese:

Hipétese 3.2.2. Seja ug € L*(M), F € L'(0,T; L*(M)), para todo T > 0. Entao a
solucao u do problema

(3.58)

iug + Au=F in M x (0,00)
u(0) = ug in M,
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2(M)). Além disso, para toda fun¢io x € C3°(M x R)
tal que supp(x) C M x [0,T], temos

1
pertence a classe u € L*(0,T; H}?
XUl o sy 3 aryy < O (lollzzan + I1F |z o.iz2 ) (3.59)

Observacao 3.2.2.

e Quando M = R" munido com a métrica Euclidiana, a Hipdtese 3.2.2 nao € ne-
cessdria, uma vez que este resultado € provado por Counstatin e Saut [24].

e Além disso, munindo R™ com uma métrica Riemanniana g tal que a variedade
Riemanniana (R™, g) seja “non-trapping”o resultado assumido na Hipdtese 3.2.2
permanece vdlido. Este é consequéncia dos argumentos apresentados por Burq [14],
combinados com as idéis apresentadas por Burq, Gérard e Tzvetkov [16].

Antes de enunciar o principal resultado de estabilidade, enunciamos a chamada
identidade de energia, a saber, seja u uma solugao relugar do problema (3.55), entao é
valido:

E@ﬁ-E@Q:-Kﬁ[;dwmwawmu@dwma (3.60)

para todo ty > t; > 0. A identidade de energia dada acima continua sendo valida, por
argumentos de densidade, para solugoes fracas do problema (3.55).

Teorema 3.2.3. Seja u uma solugdo fraca do problema (3.55), com energia definida
como em (3.56). Entao, sob as Hipdteses 3.1.1, 8.2.1 e 8.2.2 existem constantes positivas
Ty, Coy and Xy tal que

E(t) < Coe ™ E(0); VYt > Ty,

provada para dados iniciais tomados em conjuntos limitados de L*(M).

Principio de Continuagao Unica

Seja 0* C M um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira regular tal que
QcCcc Qe M, CQF onde os conjuntos €2 e M, sao aqueles definidos na Hipdtese 3.1.2.

Assuma que o problema

iug + Au=0 in Q x (0,7)
u(z,t) =0 in (Q*\Q)UM, x (0,7) (3.61)
w(0) = ug e L2(Qr)

admite uma solugao fraca u, na classe u € L>(0,T; L*(M)), T > 0. Nosso objetivo é
provar que u = 0 in Q* x (0,7") explorando o Teorema 1.5.2.

Para este propdsito, consideremos o seguinte problema:
ive+Av=0 in Q x(0,7)

v(xz,t) =0 in OQ* x (0,T) (3.62)
v(0) = ug € L*(Q)
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O problema (3.62) admite uma tinica solugao fraca v, na classe v € C([0, T]; L*(Q2*)).
No entanto, u é também solugao do problema (3.62), assim u = v quase sempre.
Consequentemente,

u € C([0,T]; L*(),
e portanto, u(x,0) = ug(x) = 0 quase sempre em (Q2*\Q) U M., isto é,
ue C([0,T);H) e up € H,

onde H = {w € L*(Q*);w =0 ¢s. em (Q*\Q)U M.,}. Definindo H}(Q*) = {w €
Hi(Q);w =0 gs. em (Q\Q)UM.,} eV = H(Q) N H?(), resulta que V tem
imersdo continua e densa em H. Como ug € H, segue que existe uma sequéncia {u) } C V,
tal que

u) — ug em H.

Para cada k € N, consideramos o seguinte problema:

iup + Aug =0 em Q* x (0,7)
ug(z,t) =0 em (2°\Q) UM, x (0,T) (3.63)
ug(0) = ul) ev

De acordo com a Teoria de Semigrupo, para cada k € N, o problema (3.63) admite
uma unica solucao wug na classe

ue € C([0,T); V)N CY[0,T); H), (3.64)

onde V= D(—iA), e neste caso estamos considerando —iA : D(—iA) ¢ H — H.
Consequentemente

up € HY(0,T; L2(%)) N L2(0,T; H'(2Y)). (3.65)

Além disso, pelo Teorema de Lummer-Philips, —iA é o gerador infinitesimal de um
semigrupo de contragoes S(t), e, portanto,

() = n(B) 20y = 1S (), — SE)upllz2i@ey < i, — vl L2,

o que prova que {ux} é uma sequéncia de Cauchy em C([0,T]; H). Logo, existe w €
C([0,T]; H), tal que
up — w forte em C([0,T]; H).

Donde resulta que

w(0) = klggo uk(0) = /}1—%10 u) =ug em H.

Fazendo k — oo em (3.63), obtemos que w é uma solugao fraca do

iwg+Aw =0 1in Q x(0,7)
w(z,t) =0 in (\Q) UM, x(0,T) (3.66)
w(O) = U € H,
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e, por unicidade de solucao, concluimos que w = u, isto é,
u, — uw em C([0,7T]; H). (3.67)

O proximo passo ¢é aplicar o Teorema 1.5.2 na sequéncia de solugoes {uy}.

Com efeito, temos que ug = 0 em (Q*\Q)UM, x (0, T), onde M, é um subconjunto
aberto de M que contém Q\V e V é definido na Secdo 2.2.2, a saber V = Ule V;. Como
(Q\V) € M,, temos, para cada i = 1,...,k, que existem abertos, conexos e limitados
A; e C; tais que A; C C; CC Vi ew = 0em (V;\A;) x (0,7T), logo 0,u, = 0 em 0C,
Vi=1,... k.

De acordo com a construcao feita na Segao 2.2.2 temos, para cada i =1,...,k, que
existe f; : V; — R, estritamente convexa em Vj, logo em Cj, para todo i = 1,... k.

Aplicando o Teorema 1.5.1, obtemos que u;, = 0 em C; x (0,7), Vi =1,... k.
Portanto u;, = 0 em V;, para todo i = 1,...,k, provando que ux = 0 em Q* x (0,7).
Portanto, de acordo com (3.67), u = 0 em Q* x (0,7).

De acordo com a argumentacao feita acima podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.4. Seja Q* C M um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira
reqular tal que Q@ CC Q* e M, C Q*, onde os conjuntos ) e M, sdao aqueles definidos
na Hipotese 3.1.2. Seja u uma solugao fraca do problema

iug+Au=0 em Q x (0,7)
u(z,t) =0 in (Q*\Q)UM, x (0,7)
u(0) = uo € L*(Q)

na classe u € L>(0,T; L*(M)), T > 0. Entao u=0 in Q* x (0,T).

Controlando a equagao

Novamente, nosso objetivo é provar a seguinte desigualdade:

/0 ' E(t) dt < C /0 ' /M a(z)g(v)a dMdt,

onde C' é um constante positiva, uma vez que procedendo analogamente como no caso
da demonstracao do Teorema 3.1.2 obtemos a taxa de decaimento da energia desejada.

E suficiente trabalhar com solugbes regulares do problema (3.55), pois o decai-
mento exponencial da energia é recuperado para solucoes fracas usando argumentos de

densidade.

Seja, entao, u uma solucao regular do problema (3.55). Observe que pelas Hipdteses
3.1.1 e 3.2.1, temos que

T T T
2/ E(t) dt = / /\u(:v,t)]Q det+/ / lu(z, £)[? dMdt
0 o Ja o Jma

T T
/ /|u(ac,t)|2 d./\/ldt—l—agl/ / a(2)u(z, £)[2 dMdt
0o Ja 0o Jme
T T
/ / lu(z,t)[* dMdt + aglcl_l/ / a(z)g(u)a dMdt. (3.68)
0 Q 0 M

IN

IN
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Portanto, resta-nos estimar o termo fOT Jo lu(z, t)[* dMdt em fungdo de “termos
dissipativos”. Com este objetivo enunciamos o seguinte lema:

Lema 3.2.5. Seja u uma solugdo regular do problema (3.55), com dado inicial ug tal
que |luo|lL2my) < L, L > 0. Entdo, para todo T' > 0, existe uma constnte C' = C(T') > 0,

tal que
/ / lu(x,t)[* dMdt < C/ / u)u dMdt. (3.69)

Demonstragao:

A argumentacao é analoga a demonstracao do Lema 3.1.3. Os principais ingredi-
entes sao: a Hipotese 3.2.2 e o Teorema 3.2.4.

Argumentaremos por contradicao. Para simplificar omitiremos os parametros e
donotaremos v’ := ;.

Suponha que (3.69) nao é verificado, logo existe uma sequéncia de dados iniciais
{ud }ren, tal que as solugoes regulares correspondentes, {uy }ren, do problema (3.55), com

verificam
U
Jo ” Ol o, (3.70)
k—)oo fO f/\/l uk Up det
isto é,
d/\/ldt
i Do L al2)a(u) (3.71)
k~>oo fO ”uk dt

Uma vez que, de acordo com (3.60), a energia é uma func¢do nao crescente obtemos

que
1
§||uk(t)||§2w) =E(t)<E,(0) <L, VkeN.

Assim, segue que
{up} ¢é limitada em L>(0,T; L*(M)). (3.72)

Portanto, existe uma subsequéncia de {uy}, ainda denotada da mesma forma, e
u € L>(0,T; L*(M)) tal que

up = u  fraco estrela em  L*°(0,T; L*(M)). (3.73)

De acordo com (3. 72) L>=(0,T; L*(M)) < L*(0,T; L*(M)),
lue ()| 2 < |luw(t)||L2(am), Para quase todo ¢, e por (3.71), temos que
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wil|3 20712 T
/ / g(up)tr, dMdt = | kH; (OTL7E) / /a(JJ)g(Uk)ﬂk dMdt
o Ja

”uk”L2 (0,T;L2(2))

H“k”m(o,T;mm»

< HukH%%o,T;L?(M)) 0, (3.74)

quando k — oc.
Logo, por (3.74) e usando as Hipéteses 3.1.1 e 3.2.1, segue que

T
/ / |up?dMdt - < / / (2)|ug|> dMadt
0 JM\QUM, M\Q)UM*

< aol/ / a(x)|u* dMdt
0 JM
T
< aalcfl/ / a(z)g(ug )i, dMdt — 0, (3.75)
0 JM
quando k — oo, ou seja,
up — 0 forte em L*(0,T; L*(M\Q) U M,). (3.76)

Consequentemente, de acordo com (3.73) e (3.76), concluimos, para quase todo
€ (0,7), que

u(t) = { g(t) om ?M\Q) UM, (8:77)
Neste ponto dividiremos a prova em 2 casos, a saber: u # 0 e u = 0.
(i) u#0.
Consideremos a sequénciade problemas

{ u), — iAuy + a(x)g(ug) =0 in M x (0,00)

ur(0) = ul in (3.78)

Como Ej(0) = 2 {|ud|lr2(m) < L, segue que existe ug € L?(M), e uma subsequéncia
de {u}, ainda denotada da mesma forma, tal que

up) — ug fraco em L*(M). (3.79)

Além disso, de acordo com a Hipdtese 3.1.1 e (3.74), temos que

lag(u) 2o mizcy < lallee / / Dg(un)2 dMdt

< lallzee(m // (z)|ug|* dMadt

|| ey caer / / g(ug)ay, dMdt — 0, (3.80)

IN
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quando k — o0, isto é,

ag(ug) — 0 forte em L*(0,T; L*(M)). (3.81)

Fazendo k — oo em (3.78), levando em consideragao (3.73), (3.77), (3.79) e (3.81)
concluimos que
W —iAu=0 in M x(0,7))
u(z,t) =0 in (M\Q)UM, x(0,T) (3.82)
u(0) = ug e L*M),
no sentido distribucional, onde u € L>(0, T’; L*(M)).
Consideremos agora €2* C M um subconjunto aberto, limitado, conexo com fron-
teira bem regular, tal que Q CC Q*. De acordo com (3.82), podemos escrever

w—iAu=0 in Q" x(0,7))
u(z,t) =0 in (*\Q)UM, x (0,T) (3.83)
u(0) = ug e L*Q),

no sentido distribucional, onde u € L>(0, T; L*(Q*)).

Portanto, pelo Teorema 3.2.4, segue que u = 0 em Q* x (0,7), logo u = 0 em
M x (0,T), o que é um absurdo.

(i) u=0.

Denotamos por
Uy,
Cr = HUkHL2(0,T;L2(Q)) e Vg = C—k, (3.84)
logo
Vel 220,22 (0)) = 1. (3.85)

Dividindo (3.78) por ¢, obtemos
v}, — 1Ay, + ia(:c)g(uk) =0 em M x (0,00)

(3.86)
vr(0) = v = éug em M
Observe que, pela Hipdtese 3.1.1 e por (3.85), temos
T T
o HukHia B ci Jo Huk!l%z
fO f./\/l uk Up dMdt Ck fO f./\/l Uk Up dMdt
Uk
|| ||L2(OTL2<Q)> _ ‘ -

fo fM g(ur) u" det fo fM x)|vg|? dMdt

Logo, de acordo com (3.70) e (3.87), obtemos que

lim/ / (z)|vp|* dMdt = 0. (3.88)
k—o00
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Devido ao fato de a(x) > ap > 0 em (M\Q) U M., concluimos, por (3.88), que

T T
/ / log|? dMdt < aal/ / a(x)|vg)? dMadt
0 JM\Q)UM. (M\Q)UM.
< / / |Uk|2 dMdt — O

vy — 0 forte em L*(0,T; L*(M\Q)). (3.89)

quando k — oo, isto é,

De acordo com (3.68), temos

2/ Ey(t)dt < ag'e; / / g(ug)ug d/\/ldt+/ /|uk|2 dMdt,
0

e como Ei(T) < Ei(t), ¥Vt < T, segue que

T a—lc—l T
TE(T) < / Fi(r)dr < 00 / / a(2)g ()i AMdt + - / / g2 dM .
0 0 M

)< C U / g(ug )y, dJ\/ldt+/ /|u,€|2 det] (3.90)

Além disso, pela identidade de energia dada em (3.60), podemos escrever
T

EL(0) = Ex(T) + / [ a@)gu)m amat (3.91)

0
Consequentemente, por (3.90) e (3.91) temos

)< C U / g(up )y, dMdt +/ / |up|? d/vldt} (3.92)

Dividindo (3.92) por ¢%, obtemos

) dMdt
<C oS () (ue) s AM +1], (3.93)

2
Ck

Ck
donde, de acordo com (3.71), garantimos a existéncia de uma constante M > 0 tal que
lukllZ20y  2E4(0)

012
[vellz20) = 2 = 2 < M, (3.94)
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para todo k € N, estabelecendo assim uma limitagao para {v)} em L?*(M). Portanto,
existe uma subsequéncia de {v}}, ainda denotada da mesma forma, e vy € L*(M) tal

que
v) — vy fraco em L*(M). (3.95)

Note que para cada n € N, v, é solucao do problema

v, — iAvg = F, em M x (0,00)
{ v(0) = ) em M, (3.96)
onde Fj, = —éa(m)g(uk). B
Seja x € CP(M xR) tal que xy =1em 2 x[0,7] e 0 < x < 1.
De acordo com a Hipdtese 3.2.2 é valido que
108l 20 g3 0y < O (IRl 22y + I Fkll 0.z (3.97)
No entanto, por (3.71), é temos que
|g ug)|
oo < lalmon [ [ 220 dyga
2
< allzoma cg/ / ’“’“' dMdt
< lallzeanese flfa fM olun s LM
quando k — o0, isto é,
F, — 0 forte em L*(0,T;L*(M)) — L*(0,T; L*(M)). (3.98)
Portanto, de acordo com (3.94), (3.97) e (3.98) segue que
{vy} ¢é limitada em L*(0, T} H%(Q)) (3.99)

Na sequéncia, vamos fazer uma estimativa para vj.
Como Ej(t) < Ex(0), para todo t > 0, temos que

_ 1A )|| pay o lue®llrzan 1Ol
C CL

Y

| Avg () [l p(ay)

onde C' é uma constante positiva que nao depende de k, D(A) = {w € H'{(M), Aw €
L* (M)} e A: L* (M) — [D(A)] é definido por

<Aw7 90>[D(A)]’,D(A) = ('lU, A@)LQ(M)

Levando em conta (3.93), deduzimos que
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{Av,} élimitada em L*=(0,T;[D(A)]).

Ainda, como

w, P [(w, )]
[wll[pay = sup ool 5 gy Nwoll lwll i @)nm2@))s
pED(A) el PEHL(Q)NH2(Q) |l
segue que
{Av} élimitada em L®(0,T;[Hy(2) N H?(Q)]). (3.100)

Portanto, por (3.86), (3.98) e (3.100) segue que

{v;} élimitada em L*(0,T;[Hy(Q) N H*(Q)]). (3.101)

Portanto, devido a cadeia de imersoes

H2 () S LH(Q) — [HH(Q) N HA(Q)],

juntamente com (3.99), (3.101) e o Teorema de Aubin-Lions, obtemos a existéncia de
uma subsequéncia de {v;}, ainda denotada da mesma forma, e o € L*(0,T; L*(f2)) tal
que

vy — 0 forte em L*(0,T; L*(2)), (3.102)

quando k — oo. Além disso, pelo fato da energia ser uma fung¢ao nao crescente e por
(3.94), segue que existe v € L>°(0,T; L*(M)) tal que

v = v fraco estrela em L*®(0,T; L*(M)) (3.103)
Logo, por (3.89), (3.102) e (3.103) temos que

w0={ 30 o 3101
Fazendo k — oo em (3.86), levando em consideragao (3.95), (3.98), (3.103) e
(3.104), obtemos
vV —iAv=0 in M x(0,7))
v(z,t) =0 in (M\Q)UM, x(0,T) (3.105)
v(0) = v e L*M),

no sentido distribucional, onde v € L>(0,T; L*(M)).
Aplicando raciocinio andlogo ao do caso (i), concluimos que v =0 em M x (0, 7).
Mas, por (3.85),

v llL207:L2) = 1,
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donde juntamente com (3.102) segue uma contradi¢ao. Isto encerra a demonstragao do
lema.
O

Observagao 3.2.6. F importante observar que dada uma variedade Riemanniana (M™,g),
n > 2, nao compacta, simplesmente conexa, orientdvel, sem bordo e “non-trapping” mu-
nida com uma métrica Riemanniana g, completa e de classe C'°, satisfazendo

secg < 0,

entdo € possivel livrar de efeitos dissipativos todo o conjunto 2. De fato, de acordo
com a Proposicio 1.4.12, existe uma funcao estritamente convexa definida sobre toda a
variedade. FEste € o fato crucial, pois desta forma podemos aplicar o Teorema 1.5.2 na
sequéncia de solugoes {uy} do problema (5.63) diretamente em Q* DD Q, uma vez que
up =0 em Q*\Q x (0,T), ndo necessitando que uy, seja nula em M, x (0,T).

Note que, de acordo com (3.68) e pelo Lema 3.2.5, temos provado a desigualdade
desejada, a saber:

/0 "B dt < /0 ' /M o(z)g(u)Tddt,

onde C' é uma constante positiva.

Demonstragao do Teorema 3.2.3:
Analoga a demonstragao do Teorema 3.1.2 e por isso é omitida.

3.2.3 Exemplos de Variedades Riemannianas Non-trapping

Nesta secao daremos dois exemplos de variedades Riemannianas “non trapping”.
O segundo exemplo pode ser encontrado em [54].

1) O exemplo mais simples é o caso em que M = R" estd munido com a métrica
Euclidiana, onde as geodésicas sao retas.

2) Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente conexa e orientavel arbitraria,
munida com uma métrica Riemanniana g* completa. Definimos em R x M a
seguinte métrica:

(X)Y) =ay+eg"(X"Y"); X=(2,X),Y=(y,Y") € Tirp)(R x M).

A métrica Riemanniana ( ,) é completa. Vamos mostrar que R x M munida com
a métrica ( , ) definida acima é “non-trapping”. Com efeito, seja c(t) = (r(t),u(t)) uma
geodésica em R x M. Provaremos que a fungao r(¢) nao tem méximo, o que implica que
nao existe geodésicas fechadas em R x M.
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Suponha que exite t, méximo de r(t). Seja (U, (u',...,u™)) um sistema de coorde-

nadas local em torno de u(tp) e seja (gj;) a representagao local de g* em U. No sistema
de coordenadas local (R x U, (Id,u!,...,u™)), a métrica Riemanniana ( , ) tem a seguinte
forma:

goo = 1,
gio=0 for i>1,
gix = €'gy, for i,k >1.

Os simbolos de Christoffel da equagao diferencial associada a r(t) sao

Iy, =0 for k>0,

eT
Y, = —Eg;kk for ¢,k > 1.
A equagao diferencial correspondente a r(t) é

F(t)+ Y Tt (t)il () =0,

i,j>1
ou ainda,
. e’ i g
i(t) = 5 > gyt ()il (t) =0,
ij>1
. dr
onde 7 = .
Assim, concluimos que
. "
(1) = So™ (), a(0)).

Como 7(tg) = 0, resulta que @(ty) # 0. Consequentemente #(ty) > 0, o que implica
que tp nao é um ponto de maximo de r(¢), uma contradi¢ao. Isto encerra a demonstragao.
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