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para as Equações de Klein-Gordon e de Schrödinger

em uma Variedade Riemanniana não compacta

Maringá - PR
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“Existe uma coisa que uma longa existência me
ensinou: toda a nossa ciência, comparada à reali-
dade, é primitiva e inocente, e, portanto, é o que
temos de mais valioso.”

Albert Einstein.



Resumo

O presente trabalho aborda a existência de soluções bem como taxas de decaimento
uniforme da energia associada as Equações de Klein Gordon e de Schrödinger sujeitas
a uma dissipação não linear localmente distribúıda, consideradas sobre uma variedade
Riemanniana n-dimensional (M,g) não compacta, completa e sem bordo. Na equação
de Klein-Gordon, os efeitos dissipativos são considerados efetivos em (M\Ω) ∪ (Ω\V ),
onde Ω é um conjunto aberto e limitado com fronteira regular arbitrário. No presente
trabalho introduzimos uma classe de variedades Riemannianas não compactas, a saber,
variedade que admitam uma função regular f , de modo que o Hessiano de f satisfaça a
chamada condição de pinching localmente em Ω, neste caso, existe um número finito e
disjunto de subconjuntos abertos Vk livres de efeitos dissipativos de modo que

⋃
k Vk ⊂ V

e para ε > 0, med(V ) ≥ med(Ω) − ε, ou, em outras palavras, a região no interior de
Ω onde os efeitos dissipativos são efetivos possui medida arbitrariamente pequena. É
importante mencionar que, se a função f satisfaz a condição de pinching globalmente
em Ω, então não é necessário considerar os efeitos dissipativos no interior de Ω. Com
relação a equação de Schrödinger, vamos supor que (M,g) é “non-trapping” e, além
disso, os efeitos dissipativos são considerados efetivos em (M\Ω) ∪M∗, onde Ω ⊂⊂M
é um subconjunto aberto, conexo e limitado com fronteira ∂Ω regular, de modo que Ω
é um conjunto compacto, e M∗ é um subconjunto aberto de M. Taxas de decaimento
exponenciais da energia no ńıvel de L2 são estabelecidas. Os principais ingredientes para
a prova da estabilidade exponencial são: (A) um prinćıpio de continuação única para o
problema linear (como provado por Triggiani and Xu [56]); e (B) um efeito regularizante
local para o problema linear não homogêneo associado (como provado por Burq [14] e
Burq, Gerard e Tzvetkov [16]).
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Abstract

This work is related to the Klein Gordon equation and Schrödinger equation subject
to a nonlinear and locally distributed damping, posed in a complete and non compact
n dimensional Riemannian manifold (Mn,g) without boundary is considered. The first
problem, related to the Klein Gordon equation, let us assume that the dissipative effects
are effective in (M\Ω)∪ (Ω\V ), where Ω is an arbitrary open bounded set with smooth
boundary. In the present work we introduce a new class of non compact Riemannian
manifolds, namely, manifolds which admit a smooth function f , such that the Hessian
of f satisfies the pinching condition locally in Ω, for those ones, there exist a finite
number of disjoint open subsets Vk free of dissipative effects such that

⋃
k Vk ⊂ V and

for all ε > 0, meas(V ) ≥ meas(Ω) − ε, or, in other words, the region where dissipative
effects are effective inside Ω possesses measure arbitrarily small. It is important to be
mentioned that if the function f satisfies the pinching condition globally in Ω , then it
is not necessary to consider dissipative effects inside Ω. The second problem, related to
the Schrödinger equation, let us assume that (M,g) is non-trapping and, in addition,
that the damping term is effective in (M\Ω)∪M∗, where Ω ⊂⊂M is an open bounded
and connected subset with smooth boundary ∂Ω, such that Ω is a compact set, andM∗
is a open subset ofM. Exponential and uniform decay rates of the L2−level energy are
established. The main ingredients in the proof of the exponential stability are: (A) an
unique continuation property for the linear problem (as in Triggiani and Xu [56]); and
(B) a local smoothing effect for the linear and non-homogeneous associated problem (as
in Burq [14] and Burq, Gerard and Tzvetkov [16]).
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Introdução

O presente trabalho aborda a existência de soluções bem como taxas de decaimento
uniforme da energia associada as Equações de Klein Gordon e de Schrödinger sujeitas
a uma dissipação não linear localmente distribúıda, consideradas sobre uma variedade
Riemanniana n-dimensional (M,g) não compacta, completa e sem bordo.

O primeiro problema considerado, a saber, a Equação de Klein Gordon, é descrita
por: {

utt −∆u+ u+ a(x)g(ut) = 0 em M× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x), x ∈M,
(1)

onde ∆ denota o operador Laplace-Beltrami. A função não negativa e essencialmente
limitada a = a(x), responsável pela localização do efeito dissipativo não linear, existe
efetivamente em (M\Ω) ∪ (Ω\V ), onde Ω é um subconjunto aberto, conexo e limitado
arbitrário de M com fronteira ∂Ω bem regular e V é tal que med(V ) ≥ med(Ω) − ε,
para todo ε > 0, isto é, a(x) ≥ a0 > 0 quase sempre em (M\Ω) ∪ (Ω\V ).

Considerando o problema (1), no cenário Euclidiano, isto é, quando M = Rn, e
este é munido com a métrica Euclidiana usual, Zuazua [60] provou, no caso em que
g(s) = s, que é suficiente considerar efeitos dissipativos em Rn\Ω (ver Figura 1).

R
N

W

Figura 1: Quando g(s) = s, o decaimento exponencial é esperado. A região em branco
é livre de efeitos dissipativos.

Isto é bem conhecido, uma vez que no espaço Euclidiano as geodésicas, também
denominadas “raios da ótica geométrica”, são retas, de modo que, a grosso modo, todos
os raios da ótica geométrica que interceptam a região Ω nunca permanecem em Ω.

No entanto, se consideramos a variedade Riemanniana não compacta (Rn,g), onde
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SUMÁRIO 2

g é uma métrica Riemanniana arbitrária, temos que ter muito cuidado devido à possibi-
lidade de existência de geodésicas completamente contidas em Ω, que viola gravemente a
lei da ótica geométrica, devido à Bardos, Lebeau, Rauch e Taylor [7], [49], [50], a saber:
existe um tempo T0 tal que qualquer geodésica de comprimento ≤ T0 encontra o con-
junto {x; a(x) > 0}, onde a dissipação é efetiva. Neste caso, foi estabelecido por Rauch e
Taylor [50] que a energia E(u, t) = 1

2

∫
M (|∇xu|2 + |ut|2) dM associada ao problema (1),

para g(s) = s considerado sobre uma variedade Riemanniana compacta sem bordo decai
exponencialmente, e este resultado foi estendido para o caso de variedades Riemannianas
compactas com bordo por Bardos, Lebeau e Rauch [7]. Consequentemente a existência
de geodésicas completamente contidas em Ω sugere que não seja posśıvel obter o decai-
mento exponencial. Em outras palavras, a existência de geodésicas presas interrompe a
estabilidade exponencial (ver Figura 2).

( ), g

g

Figura 2: A existência de geodésicas presas interrompe a estabilidade exponencial.

A partir dos comentários anteriores e, afim de obter a estabilidade exponencial
da energia associada ao problema (1), é crucial considerar efeitos dissipativas dentro do
conjunto Ω. A melhor maneira de fazer isso é considerar efeitos dissipativos na menor
região posśıvel.

O primeiro objetivo referente a estabilização do problema (1) é mostrar que existe
uma região V ⊂ Ω livre de efeitos dissipativos de modo que med(V ) ≥ med(Ω) − ε,
para um número positivo ε arbitrário. Este resultado pode ser considerado “sharp” no
sentido de que a região em que é necessário considerar efeitos dissipativos possui medida
arbitrariamente pequena, no entanto totalmente distribúıda (ver Figura 3).
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Figura 3: A região escura contida em Ω possui efeitos dissipativos e tem medida arbitraria-
mente pequena, enquanto a região em branco contida em Ω não possui efeitos dissipativos e
tem medida arbitrariamente grande. No entanto, ambas as regiões são totalmente distribúıdas.

O segundo e principal objetivo relacionado ao problema (1) é provar que no caso
em que a variedade Riemanniana não compacta (M, g) satisfaz a condição k1 ≤ secg ≤
k2 < 0, onde k1 e k2 são constantes negativas, e secg denota a curvatura seccional de
(M, g), também podemos livrar de efeitos dissipativos subconjuntos abertos de Ω (Ver
Figura 4).

Figura 4: Não é necessário considerar efeitos dissipativos em subconjuntos abertos de Ω quando
a curvatura seccional satisfaz k1 ≤ secg ≤ k2 < 0 em todo ponto de (M, g).

A fim de alcançar o nosso objetivo, combinamos as idéias apresentadas por Caval-
canti, Domingos Cavalcanti, Soriano e Fukuoka [20] com novas ferramentas que descre-
vemos a seguir. Procedemos da seguine forma:

1. Provamos que para todo ponto x ∈ Ω, existe uma vizinhança que pode ficar livre
de efeitos dissipativos;

2. Provamos que uma região aberta, precisamente determinada, no interior de Ω pode
ficar livre de efeitos dissipativos;

3. Sejam ε > 0 e V1, . . . , Vk subconjuntos abertos de Ω como em (1) e (2) tais que
Vi ∩ Vj = ∅, para i 6= j. Provamos que existe um conjunto aberto V ⊃ ∪ki=1Vi livre
de efeitos dissipativos e tal que med(V ) ≥ med(Ω)− ε.

Para isso, vamos construir um multiplicador intŕınseco que vai desempenhar um
papel importante no processo de estabelecer as taxas de decaimento da energia desejadas.
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Este multiplicador é dado por 〈∇f,∇u〉, onde f : K → R é uma função regular tal
que seu Hessiano, denotado por ∇2f , está intimamente relacionado com a métrica g e
K ⊂M é um subconjunto compacto que contém propriamente Ω.

No caso em que k1 ≤ secg ≤ k2 < 0 deduzimos que f é definida sobre toda a
variedadeM e∇2f satisfaz a chamada condição de pinching sobre o Hessiano localmente,
isto é, A ≤ ∇2f ≤ B em conjuntos abertos, precisamente determinado, para constantes
positivas 0 < A < B que serão descritas durante o trabalho.

É importante mencionar que se f satisfaz a condição de pinching sobre o Hessiano
em todo Ω, então Ω pode ficar livre de efeitos dissipativos.

Como ja citado anteriormente, a estabilização da energia associada ao problema (1)
é abordada por Cavalcanti, Domingos Cavalcanti, Soriano e Fukuoka [18] [20]. No en-
tanto os autores trabalharam sobre uma variedade compacta. Aqui devido ao fato de tra-
balharmos numa variedade não compacta perdemos as imersões de Sobolev W 1,q ↪→ Lr,
para q ≤ r ≤ p = nq/(n− q) se 1 ≤ q < n, a menos que assumamos que (Mn,g) possua
curvatura e raio de injetividade globalmente limitados. Não faremos tal imposição si-
multaneamente, de modo que as únicas imersões que possúımos são as imersões naturais:
H2 ↪→ H1 ↪→ L2.

Algumas dificuldades técnicas são encontradas neste cenário não-compacto, a saber:

• Uma solução regular u do problema (1) não pertence a H2(M), temos apenas
que u ∈ H2(Ω), para qualquer Ω ⊂ M aberto e limitado com fronteira regular.
Felizmente, é o suficiente para o nosso propósito.

• A principal dificuldade foi lidar com termos de fronteira de subconjuntos abertos
e limitados contidos em M, uma vez que não temos qualquer controle sobre tais
termos. No caso Euclidiano, Zuazua [60] considera Ω como sendo a bola centrada
na origem e raio R > 0, logo sua fronteira possui ótimas propriedades geométricas
que facilitam o trabalho. Nós empregamos idéias semelhantes às apresentadas em
[60] para lidar com os termos de fronteira, no entanto nossa abordagem é mais
delicada uma vez que Ω ⊂ M é um subconjunto aberto, limitado com fronteira
relugar arbitrário.

Finalmente, com relação ao problema (1), e no caso particular em que Rn, n ≥ 2,
é munido com a métrica radial, descrita em coordenadas polares (r, θ) ∈ [0,+∞[×Sn−1,
pela fórmula:

gϕ = dr2 + ϕ(r)2dθ2, (2)

onde dθ2 é a métrica usual de Sn−1 (esfera de raio 1) e ϕ : ]0,+∞[→ R+ é uma função
regular satisfazendo:

(i) ϕ(2k)(0) = 0 for all k ≥ 0;

(ii) ϕ′(0) = 1.

É posśıvel, sob certas condições, livrar de efeitos dissipativos todo o conjunto Ω.

Além disso uma situação interessante é que:

(Rn, gϕ) tem volume finito se, e somente se,

∫ +∞

0

ϕ(r)n−1 dr < +∞.
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Neste caso, é posśıvel relaxar algumas hipóteses assumidas sobre a não linearidade g e
ainda obter outras taxas de decaimento da energia diferentes da exponencial. Para esta
finalidade a idéia é combinar a desigualdade de Jessen com os argumentos apresentados
por Lasiecka e Tataru [38](veja também Cavalcanti et. al [17]).

Voltemos agora nossa atenção para o segundo problema abordado, isto é, a equação
de Schrödinger descrita por{

iut + ∆u+ ia(x)g(u) = 0, in M× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) x ∈M,
(3)

onde ∆ denota o operador Laplace-Beltrami. Vamos dividir o estudo em dois casos:

(i) Quando (M,g) é um domı́nio exterior em Rn munido com a métrica Euclidiana.
Mais precisamente, consideramos Θ ⊂ Rn, n ≥ 2, onde Θ é um subconjunto
compacto e conexo do Rn com fronteira regular. Além disso, assumimos que a
fronteira de Θ é “non-trapping”, ou seja, qualquer raio da ótica geométrica (ou
qualquer geodésica) refletindo sobre a fronteira de Θ, de acordo com as leis da
ótica geométrica, deixa todo conjunto compacto em tempo finito (ver Figura 5).
Denotamos por M o complementar de Θ, ou seja, M = Rn\Θ. Neste caso consi-
deramos condições de bordo do tipo Dirichlet sobre a fronteira ∂M de M, saber,
u = 0 em ∂M× (0,∞).

Figura 5: Subconjunto Θ cuja a fronteira não satisfaz a condição “non-trapping”.

(ii) Quando (M,g) é uma variedade Riemanniana n-dimensional, não compacta, sim-
plesmente conexa, orientável sem bordo e “non-trapping”, munida com uma métrica
Riemanniana g(·, ·) = 〈·, ·〉. Neste casoM ser uma variedade “non-trapping” signi-
fica que nenhuma geodésica está completamente contida em qualquer subconjunto
compacto de M (ver Figura 6). Além disso, vamos supor que a métrica g é com-
pleta e de classe C∞.
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Figura 6: Exemplo de variedade Rieamanniana que não satisfaz a condição “non-trapping”.
A geodésica γ está completamente contida em Ω.

Quando a ≡ 0 no problema (3) eM = Rn\Θ é um domı́nio exterior, Tsutsumi [55]
provou que se o domı́nio possui fronteira “non-trapping”, no sentido da ótica geométrica,
então a energia localizada no ńıvel de L2, ||u(·, t)||L2(BR), onde BR denota a bola de
raio R > 0, decai sob a taxa t−n/2. No caso “trapping”, não é posśıvel obter taxas
de decaimento uniforme, como mostrado por Ralston [48]. Todos estes resultados são
obtidos por meio de estimativas de resolvente (τ + ∆)−1.

Mais recentemente, quando a 6= 0, a ≥ 0, isto é, no caso de um efeito dissipativo
linear ia(x)u, Aloui e Khenissi [2] provaram uma taxa de decaimento polinomial similar
à aquela obtida por Tsutsumi [55], relaxando a condição “non-trapping”pela hipótese de
controle geométrico exterior, a saber: dizemos que Rn\Θ satisfaz a condição de controle
geométrico exterior (CGE), se cada raio da ótica geométrica encontra o conjunto {x :
a(x) > 0}, onde a dissipação é efetiva.

O presente trabalho tem como objetivo estabelecer o decaimento exponencial da
energia total, isto é, E(t) := 1

2

∫
M |u(x, t)|2 dx, e não local Eloc(t) =

∫
BR
|u(x, t)|2 dx,

como considerado nas referências mencionadas acima.

Para este propósito, o termo dissipativo ia(x)g(u) é fundamental, uma vez que se
a = 0 , a energia total é conservada, isto é, E(t) = E(0), para todo t ≥ 0, e nenhuma
taxa de decaimento é esperada.

Na primeira parte do caṕıtulo destinado ao estudo da equação de Schrödinger,
vamos assumir que a(x) ≥ a0 > 0 em ω, onde ω ⊂ M é definido da seguinte forma:
Considere M := Rn\Θ e seja R > 0 tal que ∂M ⊂ BR = {x ∈ Rn; ‖x‖ < R}, então
definimos ω :=M\BR (Ver Figura 7).

Na segunda parte assumiremos que a(x) ≥ a0 > 0 em (M\Ω)∪M∗, onde Ω ⊂⊂M
é um subconjunto aberto, conexo e limitado com fronteira ∂Ω regular, de modo que Ω é
um conjunto compacto, eM∗ é um subconjunto aberto deM de medida arbitrariamente
pequena (Ver figura 8). Se a curvatura seccional de M é não positiva então basta
considerar efeitos dissipativos efetivos em M\Ω, ou seja, a(x) ≥ a0 > 0 apenas em
M\Ω (Ver Figura 9).
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Figura 7: A região escura é onde os efeitos dissipativos são efetivos.

Figura 8: Na região escura os efeitos dissipativos são efetivos. A região escura contida em Ω
tem medida arbitrariamente pequena, enquanto a região em branco, onde não são considerados
efeitos dissipativos, tem medida arbitrariamente grande. No entanto, ambas as regiões são
totalmente distribúıdas.

Os principais ingredientes para a prova da estabilidade exponencial da energia
associada ao problema (3) são:

(A) Um prinćıpio de continuação única para o problema linear, como provado por
Triggiani e Xu [56];

(B) Um efeito regularizante local para um problema linear não homogêneo associado
ao nosso problema, como provado por Burq [14] e Burq, Gerard e Tzvetkov [16].

De fato, provaremos que as condições (A) e (B) são suficientes para estabelecer o
decaimento exponencial da energia total E(t) := 1

2

∫
M |u(x, t)|2 dM associada ao pro-

blema (3). No entanto não sabemos responder se as condições (A) e (B) são necessárias,
esta é um questão em aberto.

É importante observar que, a fim de empregar a propriedade de continuação única
provada por Triggini e Xu [56], é essencial a existência de uma função estritamente
convexa. A construção de tal função será feita no decorrer da prova da estabilidade
exponencial da energia associada a equação de Klein-Gordon e esta será usada também
na equação de Schrödinger.

Quanto à condição (B) é importante mencionar que geodésicas “presas”, isto é,
geodésicas totalmente contidas em um conjunto compacto freiam o efeito regularizante,
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Figura 9: Se M possui curvatura seccional negativa não é necessário considerar efeitos dissi-
pativos no interior de Ω.

como mostrado por Doi [28] (ver também Burq [15]), isto explica a necessidade de se
impor a condição “non-trapping” sobre a variedade Riemanniana.

É importante lembrar ainda do trabalho devido a Aloui, Khenissi e Vodev [3], onde
os autores provam que a condição de controle geométrico não é necessária a fim de se
obter o efeito regularizante e a estabilização uniforme para a equação de Schrödinger
sujeita a um termo fortemente dissipativo considerada sobre o domı́nio limitado do Rn.

Finalmente, gostaria de citar alguns trabalhos relacionados à estabilização da equação
de Schrödinger sujeita a um termo dissipativo localmente distribúıdo, a saber:

(i) Sobre domı́nios não limitados: [4], [19] e [21].

(ii) Sobre variedades Riemannianas compactas: [9].



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Espaços Funcionais à Valores Vetoriais

Nesta seção iremos determinar os espaços em que são levados em conta as variáveis
temporal e espacial, o qual é necessário para dar sentido a problemas de evolução.

Para cada t ∈ [0, T ] fixo, interpretamos a função x 7→ u(x, t) como um elemento do
espaço X. Denotaremos este elemento como u(t) ∈ X com valores no espaço X.

Seja X um espaço de Banach, a, b ∈ R.
O espaço Lp(a, b;X), 1 ≤ p < +∞, consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [a, b]
com imagem em X, ou seja as funções u : (a, b)→ X, tais que

‖u‖Lp(a,b;X) :=

(∫ b

a

‖u(t)‖pXdt
) 1

p

<∞.

O espaço L∞(a, b;X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [a, b] com imagem
em X, as funções u : (a, b)→ X limitadas quase sempre em (a, b). A norma neste espaço
é dada por

‖u‖L∞(a,b;X) := sup ess‖u(t)‖X .

O espaço Cm([a, b];X), m = 0, 1, . . . , consiste de todas as funções cont́ınuas u : [a, b]→
X que possuem derivadas cont́ınuas até a ordem m sobre [a, b]. A norma é dada por

‖u‖ :=
m∑
i=0

max
t∈[a,b]

|u(i)(t)|.

O espaço D(a, b), consinte de todas as funções u : (a, b) → R de classe C∞ com
suporte compacto.

Vejamos algumas propriedades desses espaços, as quais podem ser encontradas em
[59].

Proposição 1.1.1. Sejam m = 0, 1, . . . , e 1 ≤ p < +∞, X e Y espaços de Banach.
(a) Cm([a, b];X) é um espaço de Banach sobre K.
(b) Lp(a, b;X), 1 ≤ p < +∞ e L∞(a, b;X), são espaços de Banach sobre um corpo K.
(c) O conjunto de todas as funções de grau é denso em Lp(a, b;X).
(d)C([a, b];X) é denso em Lp(a, b;X) e a imersão C([a, b];X) ↪→ Lp(a, b;X) é cont́ınua.

9
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(e) Se X é um espaço de Hilbert com produto escalar (., .)x, então L2(a, b;X) é também
um espaço de Hilbert com produto escalar

(u, v)L2(a,b;X) :=

∫ b

a

(u(t), v(t))Xdt.

(f) Lp(a, b;X) é separável, se X for separável e 1 ≤ p < +∞.
(g) Se X ↪→ Y , então Lr(a, b;X) ↪→ Lq(a, b;Y ), 1 ≤ q ≤ r ≤ +∞.

Lembremos que se U e Ψ são dois espaços vetoriais topológicos, temos que L(U,Ψ)
denota o espaço das funções lineares e cont́ınuas de U em Ψ.

O espaço das distribuições sobre (a, b) com imagem em X, será denotado por

D′(a, b;X).

Logo, D′(a, b;X) = L(D(a, b);X), ou seja, é o conjunto de todas as aplicações
lineares e limitadas de D(a, b) em X. A noção de convergência em D′(a, b;X): seja S ∈
D′(a, b;X) logo S : D(a, b) 7→ X é linear e se θµ → θ em D(a, b) então 〈S, θµ〉 → 〈S, θ〉
em X. Diremos que Sν → S em D′(a, b;X) se 〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉 em X, ∀ θ ∈ D(a, b).
Cada elemento desse conjunto é uma distribuição sobre (a, b) com valores no espaço de
Banach X.

A derivada
dS

dt
para S ∈ D′(a, b;X), é definida com um único elemento deste espaço

a qual satisfaz, 〈
dS

dt
, ϕ

〉
= −

〈
S,
dϕ

dt

〉
∀ϕ ∈ D(a, b).

A função S 7→ dS

dt
é uma função cont́ınua de D′(a, b;X) sobre ele mesmo.

Agora se f ∈ L2(a, b;X) definimos f̃ ∈ D′(a, b;X) por

〈f̃ , ϕ〉 =

∫ b

a

f(t)ϕ(t)dt ∀ϕ ∈ D(a, b)

a função f 7→ f̃ de L2(a, b;X) → D′(a, b;X) é linear e cont́ınua, e ainda é injetora e
desta forma identificamos f̃ com f e obtemos

L2(a, b;X) ↪→ D′(a, b;X)

O espaço L1
loc(a, b;X) é o espaço das funções u tal que para todo compacto K ⊂ (a, b),

χKu pertence à L1(a, b;X), onde χK denota a função caracteŕıstica de K.

Definição 1.1.2. Seja J ∈ D(R), tal que J ≥ 0 e

∫
R
J(t)dt = 1. Dado ε > 0, definamos

Jε(t) =
1

ε
J

(
t

ε

)
e (Jε ∗ u)(t) =

∫
R
Jε(t− s)u(s)ds

para as funções u em que o lado direito da última igualdade faz sentido.
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Proposição 1.1.3. Seja u uma função definida sobre R, que anula-se fora de um inter-
valo I.
(a) Se u ∈ L1

loc(R;X), então Jε ∗ u ∈ C∞(R;X).
(b) Se u ∈ L2(R;X), então Jε ∗ u ∈ L2(R;X). Além disso, ‖Jε ∗ u‖L2(R;X) ≤ ‖u‖L2(R;X)

e lim
ε−→0+

‖Jε ∗ u− u‖L2(R;X) = 0

Fazendo as devidas adaptações, encontramos a demonstração desta proposição por
exemplo em [37]

O espaço dual de Lp(a, b;X). Consideremos Y = Lp(a, b;X). Temos a seguinte
relação de dualidade Y ′ = Lq(a, b;X ′) com 1

p
+ 1

q
= 1 devido ao teorema seguinte.

Teorema 1.1.4. Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável, 1 < p < +∞,
1
p

+ 1
q

= 1.

(a) Cada função v ∈ Lq(a, b;X ′) corresponde a um único funcional v ∈ Y ′ dada por

〈v, u〉 =

∫ b

a

〈v(t), u(t)〉Xdt ∀u ∈ Y. (1.1)

Reciprocamente, para cada v ∈ Y ′ corresponde a exatamente uma função v ∈ Lq(a, b;X ′)
dada por (1.1). Além disso

‖v‖Y ′ = ‖v‖Lq(a,b;X′)
(b) O espaço de Banach Lp(a, b;X) é reflexivo e separável.

Demonstração:Ver [59].

Assim podemos identificar Y ′ com Lq(a, b;X ′), pois pelo Teorema acima existe um
isomorfismo isométrico. Donde

〈v, u〉 =

∫ b

a

〈v(t), u(t)〉Xdt; ‖v‖ =

(∫ b

a

‖v(t)‖qX′dt
) 1

q

∀u ∈ Y ∀v ∈ Y ′

Sejam a e b dois números reais finitos ou não, a < b, X e Y espaços de Banach
com X denso em Y e m ≥ 1 inteiro, definamos

W (a, b) := {u ∈ L2(a, b;X);
dmu

dtm
= u(m) ∈ L2(a, b;Y )}

onde u(m) é neste sentido uma distribuição em D′(a, b;X). A norma é dada por

‖u‖W (a,b) =
[
‖u‖2

L2(a,b;X) + ‖u(m)‖2
L2(a,b;Y )

] 1
2
.

Segue dáı que W (a, b) é um espaço de Banach.

Denotaremos por D(a, b;X) o espaço localmente convexo das funções vetoriais ϕ :
(a, b) 7→ X infinitamente diferenciáveis com suporte compacto em (a, b). Diremos que
ϕν → ϕ em D(a, b;X) se:

i) ∃K compacto de (a, b) tal que supp (ϕν) e supp (ϕ) estão contidos em K, ∀ν;
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ii) Para cada k ∈ N, ϕ
(k)
ν (t)→ ϕ(k)(t) em X uniformemente em t ∈ (a, b).

Prova-se que o conjunto {θξ, θ ∈ D(a, b), ξ ∈ X} é total em D(a, b;X).

Denotaremos por H1
0 (a, b;X) o espaço de Hilbert

H1
0 (a, b;X) := {v ∈ L2(a, b;X), v′ ∈ L2(a, b;X), v(a) = v(b) = 0}

munido com o produto interno

((w, v)) =

∫ b

a

(w(t), v(t))Xdt+

∫ b

a

(w′(t), v′(t))Xdt.

identificando L2(a, b;X) com o seu dual [L2(a, b;X)]′, via Teorema de Riesz, obte-
mos

D(a, b;X) ↪→ H1
0 (a, b;X) ↪→ L2(a, b;X) ↪→ H−1(a, b;X) ↪→ D′(a, b;X)

onde H−1(a, b;X) = [H1
0 (a, b;X)]′

Proposição 1.1.5. Seja u ∈ L2(a, b;X). Então existe um único f ∈ H−1(a, b;X) que
verifica

〈f, θξ〉 = (〈u′, θ〉, ξ)X ∀θ ∈ D(a, b), ∀ξ ∈ X

Demonstração: Ver [45].

Da proposição anterior podemos identificar f com u′, de posse disso, diremos que
se u ∈ L2(a, b;X) então u′ ∈ H−1(a, b;X)

Proposição 1.1.6. A aplicação

u ∈ L2(a, b : X) 7→ u′ ∈ H−1(a, b;X)

onde X é um espaço de Hilbert, é linear e cont́ınua.

Demonstração:Ver [45].

Proposição 1.1.7. O espaço D(a, b;X) e denso em W (a, b)

Demonstração: Ver [42].

Da proposição acima, tomando X = L2(Ω) = Y temos que D(a, b;X) é denso em
Hm(a, b;L2(Ω))

1.1.1 Funções Escalarmente Cont́ınuas

Seja X um espaço de Banach. Definimos o espaço das funções escalarmente
cont́ınuas (ou fracamente cont́ınuas) como o conjunto das funções f ∈ L∞(0, T ;X) tais
que a aplicação t → 〈f(t), x〉 é cont́ınua sobre [0, T ], ∀x ∈ X ′, onde X ′ é dual de X.
Denotaremos tal espaço por Cs(0, T ;X).

Disto segue que C1
s (0, T ;X) = {u ∈ Cs(0, T ;X);u′ ∈ Cs(0, T ;X)}, onde u′

é a derivada de u no sentido das distribuições. Da mesma forma temos que
C2
s (0, T ;X) = {u ∈ Cs(0, T ;X);u′′ ∈ Cs(0, T ;X)}.

Observação: Se u ∈ L∞(0, T ;X) e u ∈ C([0, T ];X) então u ∈ Cs(0, T ;X).
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Lema 1.1.8. Sejam X e Y dois espaços de Banach, X ↪→ Y e X um espaço reflexivo.
Então

L∞(0, T ;X) ∩ Cs(0, T ;Y ) = Cs(0, T ;X).

Demonstração:Ver [42].

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta seção enunciaremos resultados importantes que serão utilizados ao longo de
todo o trabalho.

Proposição 1.2.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam x, y ∈ Rn, então

|x.y| ≤ |x||y|.

Definição 1.2.2. Seja X um espaço de Banach. A topologia fraca σ(X,X ′) sobre X é
a topologia menos fina sobre X que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ X ′.

Seja (xn)n∈N uma seqüência de X a qual converge para x em X na topologia fraca
σ(X,X

′
). Utilizamos, neste caso, a seguinte notação:

xn ⇀ x em X.

Proposição 1.2.3. Seja (xn)n∈N uma seqüência em X, então:

(i) xn ⇀ x em X se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ X ′.
(ii) Se xn → x em X, então xn ⇀ xem X.

(iii) Se xn ⇀ x em X, então ‖xn‖X é limitada e ‖x‖X ≤ lim inf‖xn‖X .

(iv) Se xn ⇀ x em X e fn → f em X ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [10].

Seja X um espaço de Banach e seja x ∈ E fixo. Definamos Jx : X ′ → R por

〈Jx, f〉 = 〈f, x〉.

As aplicações Jx são lineares e cont́ınuas, portanto Jx ∈ X ′′, ∀x ∈ X.

Definamos, agora, J : X → X ′′ tal que J(x) = Jx.

Definição 1.2.4. A topologia fraca ∗, também designada por σ(X ′, X), é a topologia
menos fina sobre X ′ que torna cont́ınuas todas as aplicações Jx.

Proposição 1.2.5. Seja (fn)n∈N uma seqüência em X ′, então:

(i) fn ⇀
∗ f fraco estrela em X ′ se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀ x ∈ X.

(ii) Se fn → f forte em X ′, então fn ⇀ f fraco em X ′.

(iii) Se fn ⇀ f fraco em X ′, então fn ⇀
∗ f fraco estrela em X ′.

Demonstração:Ver [10].
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Lema 1.2.6. Sejam X um espaço de Banach reflexivo e (xn)n∈N uma seqüência
limitada em X, então existe uma subseqüência (xnk)k∈N de (xn)n∈N e x ∈ X, tal que

xnk ⇀ x fracamente em X.

Demonstração:Ver [10].

Lema 1.2.7. Sejam X um espaço de Banach separável e (fn)n∈N uma seqüência limitada
em X ′, então existe uma subseqüência (fnk)k∈N e f ∈ X ′, tal que

fnk ⇀
∗ f fraco estrela em X ′.

Demonstração: Ver [10].

Lema 1.2.8. (Lema de Gronwall) - Sejam z ∈ L∞(0, T ) e f ∈ L1(0, T ) tais que
z(t) ≥ 0, f(t) ≥ 0 e seja c uma constante não negativa. Se

f(t) ≤ c+

∫ t

0

z(s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

então
f(t) ≤ ce

∫ t
0 z(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração:Ver [43].

Proposição 1.2.9. (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam B0, B,B1 três espaços de
Banach tais que B0 ↪→c B ↪→ B1, onde B0 e B1 são reflexivos. Definamos

W =

{
v; v ∈ Lp0(0, T ;B0), v′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)

}
,

onde 1 < p0, p1 <∞, e consideremos W munido da norma

‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;B1),

o que o torna um espaço de Banach. Então, a imersão de W em Lp0(0, T ;B) é compacta.

Demonstração:Ver [41].

Proposição 1.2.10. (Lema de Lions) - Seja (uν) uma sucessão de funções pertencen-
tes à Lq(Q) com 1 < q <∞. Se

(i) uν → u quase sempre em Q

(ii) ‖uν‖Lq(Q) ≤ C, ∀ν ∈ N;

então uν ⇀ u fraco em Lq(Q).

Demonstração:Ver [41].
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Proposição 1.2.11. (Fórmula de Gauss e a Fórmula de Green) - Seja Ω um
aberto limitado bem regular do Rn. Se u, v ∈ H1(Ω), então para 1 ≤ i ≤ n temos que∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi
vdx+

∫
Γ

(γ0u)(γ0v)νidΓ,

onde ν = (ν1, ν2, . . . , νn) e ν denota o vetor normal unitário exterior à Γ.

Se u ∈ H2(Ω) e v ∈ H1(Ω), temos a fórmula de Green:∫
Ω

∇u∇vdx = −
∫

Ω

∆uvdx+

∫
∂Ω

v
∂u

∂ν
dΓ.

Demonstração:Ver [18].

Proposição 1.2.12. (Regularidade dos problemas eĺıpticos) - Seja Ω um aberto
de classe C2 com fronteira Γ limitada. Sejam f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1

0 (Ω), verificando∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx =

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Então, u ∈ H2(Ω) e ‖u‖H2(Ω) ≤ c‖f‖L2(Ω), onde c é uma constante que só depende
de Ω. Além disso, se Ω é de classe Cm+2 e f ∈ Hm(Ω), então u ∈ Hm+2(Ω) com
‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c‖f‖Hm(Ω); em particular, se m > n

2
então u ∈ C2(Ω). Ainda, se Ω é de

classe C∞ e f ∈ C∞(Ω), então u ∈ C∞(Ω).

Demonstração:Ver [10].

Lema 1.2.13. Sejam H e V espaços de Banach, tais que H ↪→ V . Se u ∈ L1(0, T ;H)
e u′ ∈ L1(0, T ;V ) então u ∈ C0([0, T ];V ).

Demonstração:Ver [51].

Teorema 1.2.14. (Regra da Cadeia) Seja G ∈ C1(R) tal que G(0) = 0 e |G′(s)| ≤M
para todo s ∈ R. Seja u ∈ W 1,p(Ω). Então a função G ◦ u ∈ W 1,p(Ω) e

∂

∂xi
(G ◦ u) = (G′ ◦ u)

∂u

∂xi
, 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração:Ver [37].

1.3 Equações diferenciais parciais

Seja X um espaço de Banach real e X ′ seu dual topológico. Para cada x ∈ X,
associamos o conjunto

F (x) = {f ∈ X ′; 〈f, x〉X′,X = ‖x‖2 = ‖f‖2}

e definimos 〈 , 〉s : X ×X → R por

〈x, y〉s = sup {〈f, y〉X′,X ; f ∈ F (x)}
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Observação 1.3.1. Se X = H, onde H é um espaço de Hilbert, obtemos pelo Teorema
da Representação de Riesz que F (x) é um conjunto unitário e através da identificação
H ≡ H ′ segue que 〈 , 〉s = ( , )H .

Considere o seguinte problema{
ut(t) = Tu(t) +Bu(t) t ∈ (0,∞)
u(0) = u0

(1.2)

em um espaço de Banach X.

Definição 1.3.2. Uma aplicação u : [0,∞) → X é dita solução regular ou forte do
problema (1.2) se u é Lipschitz cont́ınua em [0,∞), u(0) = u0, u é diferenciável quase
sempre em (0,∞), u(t) ∈ D(T +B) quase sempre em (0,∞) e

ut(t) = Tu(t) +Bu(t)

quase sempre em (0,∞).

Definição 1.3.3. Uma aplicação u : [0,∞)→ X é dita solução generalizada ou fraca do
problema (1.2) se u é cont́ınua em [0,∞), u(0) = u0 e satisfaz a seguinte desigualdade
para cada T > 0

‖u(t)− v‖2
X ≤ ‖u(s)− v‖2

X + 2

∫ t

s

〈Tv +Bu(τ), u(τ)− v〉s dτ, (1.3)

∀v ∈ D(T ) e 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Definição 1.3.4. Sejam H um espaço de Hilbert real e A : H → H um operador.
Dizemos que A é um operador monótono de H se

(x− y, Ax− Ay)H ≥ 0, ∀ x, y ∈ D(A).

Além disso, A é dito maximal monótono se A é monótono e Im(I + A) = H.

Definição 1.3.5. Sejam H um espaço de Hilbert real e A : H → H um operador.
Dizemos que A é um operador dissipativo de H se −A é monótono. Além disso, A é dito
m-dissipativo se A é dissipativo e Im(I − A) = H.

Definição 1.3.6. Seja H um espaço de Hilbert real e A : H → H um operador tal que
D(A) = H. Dizemos que A é hemicont́ınuo em H se

lim
t→0

(A(u+ tv), w)H = (Au, v)H (1.4)

Teorema 1.3.7. Sejam H um espaço de Hilbert real e B um operador monótono, he-
micont́ınuo e limitado (leva limitado em limitado) de H. Seja A um operador maximal
monótono de H. Então A+B é um operador maximal monótono.

Demonstração: Ver [6]. 2
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Teorema 1.3.8. Suponha B ≡ 0 no problema (1.2). Sejam H um espaço de Hilbert real
e T : H → H um operador m-dissipativo. Então para cada u0 ∈ D(T ), existe uma única
função u : [0,∞)→ H solução forte do problema (1.2).

Além disso se u e v são duas soluções fortes do problema (1.2) com dados iniciais
u0 e v0 respectivamente, é válida a seguinte desigualdade

‖u(t)− v(t)‖H ≤ ‖u0 − v0‖H , ∀ t ∈ [0,∞).

Demonstração: Ver [11]. 2

Teorema 1.3.9. Sejam H um espaço de Hilbert real, T : H → H um operador m-
dissipativo e seja B : H → H cont́ınuo tal que D(B) = H. Então para cada u0 ∈ D(T )
existe uma única aplicação u : [0,∞)→ H solução fraca do problema (1.2).

Demonstração: Ver [6]. 2

Teorema 1.3.10. Sejam V e H dois espaços de Hilbert, satisfazendo V ↪→ H, considere
ainda A um operador maximal monótono em H. Seja u a solução ultrafraca do problema{

utt + Au+ u = 0
u(0) = u0 ∈ H, ut(0) = u1 ∈ V ′

(1.5)

Então u possui a seguinte regularidade

u ∈ C([0, T ];H) ∩ C1([0, T ];V ′).

Demonstração: Ver [42]. 2

1.4 Um repasso a Geometria Riemanniana

Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional não compacta, n ≥ 2,
orientável, simplesmente conexa e sem bordo munida de uma métrica Riemanniana
g(·, ·) = 〈·, ·〉 completa, de classe C∞. Denotaremos por (gij)n×n a matriz n × n re-
lativa a métrica g. O espaço tangente a M em p ∈ M é denotado por TpM e a norma
em TpM é dada por | |2 = 〈· , ·〉.

Seja f ∈ C2(M), definimos o operador Laplace-Beltrame de f como

∆f = div(∇f), (1.6)

onde ∇f denota o gradiente de f na métrica g, isto é, para todo campo de vetores X
em M

〈∇f,X〉 = X(f), (1.7)

e div denota o divergente, ou seja, se X é um campo de vetores emM, divX(p) := traço
da aplicação linear Y (p) 7→ ∇YX(p), p ∈M.

De posse de tais definições e notações, enunciamos o seguinte lema.
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Lema 1.4.1. Seja p ∈ M. Considere f ∈ C1(M) e H um campo de vetores em M.
Então é valida a seguinte identidade :

〈∇f,∇(H(f))〉 = ∇H(∇f,∇f) +
1

2
[div(|∇f |2H)− |∇f |2divH], (1.8)

onde ∇H é a diferencial covariante definida por ∇H(X, Y ) = 〈∇XH,Y 〉.

Demonstração: Ver [39]. 2

Finalmente definimos a Hessiana de f ∈ C2(M) como o tensor simétrico do tipo
(0, 2) em M, isto é,

Hess(f)(X, Y ) = ∇2f(X, Y ) := ∇(∇f)(X, Y ) = 〈∇Y (∇f), X〉, (1.9)

para quaisquer X e Y campos de vetores em M.

Observação 1.4.2. Para simplificar a notação, denotaremos a norma em L2 sem fazer
distinção sobre o argumento, seja ele uma função ou um campo de tensores do tipo (0,m).

Seja k ∈ N e p ≥ 1. Definimos o espaço Cp
k(M) por

Cp
k(M) = {u ∈ C∞(M);

∫
M
|∇ju|p dM <∞,∀j = 0, 1, ...k}, (1.10)

onde ∇ju denota a j-ésima diferencial covariante de u (∇0u = u,∇1u = ∇u).

Assim definimos os espaço de Sobolev Hp
k(M) como o completado de Cp

k(M) com
respeito a norma

‖u‖p
Hp
k (M)

=
k∑
j=0

∫
M
|∇ju|p dM. (1.11)

Desta forma segue que:

(i) L2(M) := H2
0 (M) é o completado de C2

0(M) com respeito a norma

‖u‖2
L2(M) =

∫
M
|u|2 dM. (1.12)

(ii) H1(M) := H2
1 (M) é o completado de C2

1(M) com respeito a norma

‖u‖2
H1(M) =

∫
M
|∇u|2 dM+

∫
M
|u|2 dM. (1.13)

(iii) H2(M) := H2
2 (M) é o completado de C2

2(M) com respeito a norma

‖u‖2
H2(M) =

∫
M
|∇2u|2 dM+

∫
M
|∇u|2 dM+

∫
M
|u|2 dM. (1.14)
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Observação 1.4.3. De acordo com as definições anteriores temos a seguinte cadeia de
imersões cont́ınuas:

H2(M) ↪→ H1(M) ↪→ L2(M). (1.15)

Proposição 1.4.4. O espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte com-
pacto, denotado por D(M) ou C∞0 (M), é denso em H1(M), ou seja, H1

0 (M) = H1(M),

onde H1
0 (M) := D(M)

H1(M)
.

Demonstração: Ver [34]. 2

Por argumentos de densidade podemos estender as fórmulas apresentadas anteri-
ormente aos espaços de Sobolev. Na sequência enunciamos alguns teoremas que serão
bastante utilizados no decorrer do trabalho.

Teorema 1.4.5. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional não com-
pacta, n ≥ 2, simplesmente conexa, orientável e sem bordo munida de uma métrica
Riemanniana g(·, ·) = 〈·, ·〉 completa, de classe C∞.

Sejam u ∈ H1(M) tal que ∆u ∈ L2(M) e v ∈ H1(M), então é válida a seguinte
identidade: ∫

M
〈∇u,∇v〉 dM =

∫
M
−∆u v dM. (1.16)

Demonstração: Ver [53]. 2

Teorema 1.4.6. (Teorema da Divergência de Gauss) Sejam Mn uma variedade
Riemanniana orientável, Ω ⊂ M aberto, limitado e conexo com bordo ∂Ω bem regular,
X ∈ [H1(Ω)]n um campo de vetores e ν o campo vetorial normal unitário exterior à ∂Ω,
então ∫

Ω

divX dM =

∫
∂Ω

〈X, ν〉 dΓ. (1.17)

Demonstração: Ver [18]. 2

Teorema 1.4.7. (Teorema de Green 1) Sejam Mn uma variedade Riemanniana
orientável, Ω ⊂ M aberto, limitado e conexo com bordo ∂Ω bem regular, X ∈ [H1(Ω)]n

um campo de vetores, q ∈ H1(Ω) e ν o campo vetorial normal unitário exterior à ∂Ω,
então ∫

Ω

(divX)q dM = −
∫

Ω

〈X,∇q〉 dM+

∫
∂Ω

(〈X, ν〉)q dΓ. (1.18)

Demonstração: Ver [18]. 2

Teorema 1.4.8. (Teorema de Green 2)SejamMn uma variedade Riemanniana ori-
entável, Ω ⊂ M aberto, limitado e conexo com bordo ∂Ω bem regular, f ∈ H2(Ω),
q ∈ H1(Ω) e ν o campo vetorial normal unitário exterior à ∂Ω, então∫

Ω

(∆f)q dM = −
∫
M
〈∇f,∇q〉 dM+

∫
∂Ω

(∂νf)q dΓ. (1.19)
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Demonstração: Ver [18]. 2

Proposição 1.4.9. Sejam Mn uma variedade Riemanniana orientável, Ω ⊂M aberto,

limitado e conexo com bordo ∂Ω bem regular. Se u ∈ W 1,p(Ω) então u∣∣
Γ

∈ W 1− 1
p
,p(Γ),

onde Γ = ∂Ω.

Demonstração: Ver [10]. 2

Corolário 1.4.10. Sob as hipóteses da Proposição 1.4.9 é válida a seguinte identidade
de Green gereralizada:∫

Ω

〈∇w,∇ψ〉 dM =

∫
Ω

∆ψ w dM+

∫
∂Ω

∂νψ w dΓ,

para todo w ∈ W 1,1(Ω) e ψ ∈ C∞(M).

Demonstração: A demonstração é baseada em dois argumentos:

1) Na Proposição 1.4.9, donde faz sentido falar em w∣∣
∂Ω

∈ L1(∂Ω);

2) Na imersão cont́ınua e densa D(Ω) ↪→ W 1,1(Ω), onde D(Ω) = {w
∣∣
Ω

;w ∈ C∞0 (M)}.

2

Corolário 1.4.11. Sob as hipóteses da Proposição 1.4.9 é válida a seguinte identidade:∫
Ω

(divX)w dM = −
∫

Ω

〈X,∇w〉 dM+

∫
∂Ω

(〈X, ν〉)w dΓ, (1.20)

para todo w ∈ W 1,1(Ω) e para todo X campo de vetores sobre Ω de classe C1.

Demonstração: A argumentação é análoga a apresentada no Corolário 1.4.10.

2

Proposição 1.4.12. Seja (M, g) uma variedade Riemmanniana n-dimensional com-
pleta munida com uma métrica Riemanniana g de classe C∞. Suponha que a curvatura
seccional K é limitada superiormente em todo ponto de M. As seguintes afirmações são
verdadeiras:

(i) Se K > 0, então d(x) = 1
2
dist2(x, x0) é uma função estritamente convexa em M

quando dist(x, x0) < π
2
√
K
, ∀ x0 ∈M.

(ii) Se K ≤ 0 e M é simplesmente conexa, então d(x) = 1
2
dist2(x, x0) é uma função

estritamente convexa em M.

Demonstração: Ver [56]. 2
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Observação 1.4.13. É importante ressaltar alguns conceitos e notações a respeito de
funções a valores complexos.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e u :M→ C uma função regular. Então
temos que Re u : M → R e Im u : M → R, consequentemente podemos falar em
∇(Re u) and ∇(Im u), definidos intrinsicamente como em (1.7).

Seja X um campo de vetores complexo sobre M, isto é, X = Y + iZ, onde Y e Z
são campos de vetores reais. Denotaremos por

〈∇u,X〉 = 〈∇(Re u), Y 〉g − 〈(Im u), Z〉g + i(〈∇(Re u), Z〉g + 〈∇(Im u), Y 〉g)

Logo,

〈∇u,∇u〉 = 〈∇(Re u),∇(Re u)〉g + 〈∇(Im u),∇(Im u)〉g = |∇u|2.

1.5 Teoremas de Continuação Única e Efeito Regu-

larizante

Seja (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional, n ≥ 2, de classe C∞.
Considere Ω ⊂M um subconjunto aberto, limitado, conexo, com fronteira, Γ = Γ0∪Γ1,
regular tal que Ω é compacto. Seja ν o vetor normal unitário exterior ao longo de Γ.

Suponha que exista uma função d : Ω→ R+ de classe C3 estritamente convexa na
métrica g, isto é,

∇2d(X,X) ≥ 0, ∀ x ∈ Ω, ∀ X ∈ TxM.

Definimos

Γ0 := {x ∈ Γ, 〈∇d(x), ν(x)〉 ≤ 0} e Γ1 := Γ\Γ0.

Supondo satisfeitas as condições mencionadas acima temos os seguintes dois teore-
mas de continuação única:

Teorema 1.5.1. Seja w ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) uma solução do problema{
wtt −∆w + w = 0 em Ω× (0, T ) := Q
u|Σ = 0 em Γ× (0, T ) := Σ

Se ∂νw = 0 em Σ1 = Γ1 × (0, T ) então w = 0 em Q.

Demonstração: Ver [57]. 2

Teorema 1.5.2. Seja w ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) uma solução do problema{
iwt + ∆w = 0 em Ω× (0, T ) := Q
u|Σ = 0 em Γ× (0, T ) := Σ

Se ∂νw = 0 em Σ1 = Γ1 × (0, T ) então w = 0 em Q.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 22

Demonstração: Ver [56]. 2

Teorema 1.5.3. (Teorema de Holmgren) Seja P um operador diferencial parcial
com coeficientes constantes em Rn. Seja u uma solução de Pu = 0 em Q1, onde Q1 é
um subconjunto aberto em Rn. Suponha que u = 0 em Q2, onde Q2 ⊆ Q1 é aberto e não
vazio.

Então u = 0 em Q3, onde Q3 ⊆ Q1 é o aberto que contém Q2 e tal que todo
hiperplano caracteŕıstico do operador P que intercepta Q3 também intercepta Q1.

Demonstração: Ver [44]. 2

Observação 1.5.4. No caso em que P = i∂t + ∆x em Rn+1, sua parte principal é
Pp = ∆x. Um hiperplano em Rn+1 é caracteŕıstico se seu vetor normal (t, x) ∈ R×Rn é
uma raiz de Pp, isto é, de Pp(t, x) =

∑n
i=1 x

2
i = |x|2.

Assim os vetores normais são da forma (±1, 0) ∈ R × Rn e os hiperplanos carac-
terist́ıcos são definidos por

Πt0 := {(t0, x); x ∈ Rn}, para cada t0 ∈ R.

Teorema 1.5.5. (Efeito Regularizante) Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, um domı́nio exterior,
ou seja, Ω = Rn\Θ, onde Θ é um subconjunto compacto e conexo do Rn com fronteira
regular. Além disso, suponha que Θ é “non-trapping”, ou seja, qualquer raio da ótica
geométrica refletindo sobre a fronteira de Θ de acordo com as leis da ótica geométrica
deixa qualquer conjunto compacto em tempo finito. Nesta condições temos, para todo
T > 0 e toda função χ ∈ C∞0 (Rn), que:

(i) ‖χu‖L2(0,T ;H1
D(Ω)) ≤ C‖χf‖|L2(0,T ;L2(Ω));

(ii) ‖χv‖
L2(0,T ;H

1
2
D (Ω))

≤ C‖v0‖L2(Ω),

onde u(t) =
∫ t

0
ei(t−τ)∆Dχf(τ)dτ, v(t) = eit∆Dv0, ∆D denota o operador Laplaciano com

condições de Dirichlet sobre a fronteira de Ω e Hs
D(Ω) é o domı́nio do operador (∆D+I)

s
2 .

Demonstração: Ver [16]. 2



Caṕıtulo 2

Equação de Klein-Gordon

Este caṕıtulo tem como ojetivo estudar a existência e unicidade de soluções da
equação de Klein-Gordon sobre uma variedade Riemanniana não compacta sem bordo,
bem como, mostrar o decaimento exponencial da energia. A equação de Klein-Gordon é
descrita por: {

utt −∆u+ u+ a(x)g(ut) = 0 em M× (0,∞)
u(0) = u0 , ut(0) = u1 em M (2.1)

onde (Mn,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional não compacta, n ≥ 2, simples-
mente conexa, orientável e sem bordo munida de uma métrica Riemanniana g(·, ·) = 〈·, ·〉
completa, de classe C∞. O operador Laplace-Beltrami é denotado apenas por ∆.

Hipótese 2.0.1. Hipóteses sobre a função g : R→ R :
i) g(s) é cont́ınua e monótona crescente;
ii) g(s)s > 0 para s 6= 0;
iii) k|s| ≤ |g(s)| ≤ K|s|, ∀s ∈ R, onde k e K são duas constantes positivas.

Hipótese 2.0.2. Hipóteses sobre a função a :M→ R :
i) a(x) ∈ L∞(M) é um função não negativa;
ii) Seja Ω ⊂M um aberto e limitado com fronteira ∂Ω bem regular. Suponhamos que

a(x) ≥ a0 > 0 em M\Ω ∪M∗,

onde M∗ é um subconjunto aberto próprio (a ser determinado posteriormente) de M.

2.1 Existência e Unicidade de Soluções

Nesta seção estudaremos a existência e unicidade de solução do problema (2.1).
No que segue omitiremos algumas variáveis de modo a não sobrecarregar a notação.

A energia associada ao problema (2.1) é definida por:

E(t) :=
1

2

∫
M

[u2
t (x, t) + |∇u(x, t)|2 + u2(x, t)] dM. (2.2)

Nosso intuito é provar a existência e unicidade de soluções u para o problema (2.1).
Os resultados obtidos estão enunciados no teorema a seguir.

23
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Teorema 2.1.1. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional não com-
pacta, n ≥ 2, simplesmente conexa, orientável e sem bordo munida de uma métrica
Riemanniana g(·, ·) = 〈·, ·〉 completa, de classe C∞. Sob as Hipóteses 2.0.1 e 2.0.2,
temos:

1. O problema (2.1) é bem posto no espaço {w ∈ H1(M); ∆w ∈ L2(M)}×H1(M),
isto é, para cada par de dados iniciais {u0, u1} ∈ {w ∈ H1(M); ∆w ∈ L2(M)}×H1(M),
existe uma única solução regular de (2.1) na classe

u ∈ C1([0,∞);L2(M)) ∩ C([0,∞);H1(M)); (2.3)

ut ∈ W 1,∞(0,∞;L2(M)) ∩ L∞(0,∞;H1(M)). (2.4)

2. O problema (2.1) é bem posto no espaço H1(M)×L2(M), isto é, para cada par
de dados iniciais {u0, u1} ∈ H1(M) × L2(M), existe uma única solução fraca de (2.1)
na classe

u ∈ C1([0,∞);L2(M)) ∩ C([0,∞);H1(M)). (2.5)

Demonstração:

Denotando U =

(
u
ut

)
, obtemos

U =

(
u
ut

)
=⇒ dU

dt
=

(
ut
utt

)
=

(
ut

∆u− u− a(x)g(ut)

)
=

(
ut

∆u− u

)
+

(
0

−a(x)g(ut)

)
=

(
0 I

∆− I 0

)(
u
ut

)
+

(
0

−a(x)g(ut)

)
.

Definimos A =

(
0 −I

−∆ + I 0

)
, U0 =

(
u0

u1

)
, H := H1(M)× L2(M),

F : H −→ H(
u
v

)
7−→

(
0

a(x)g(v)

)
e,

A : D(A) ⊂ H −→ H(
u
v

)
7−→ A

(
u
v

)
=

(
−v

−∆u+ u

)
,

então o problema (2.1) pode ser escrito como
dU

dt
(t) + (A+ F )U(t) = 0

U(0) = U0

(2.6)
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Seja U =

(
u
v

)
, definimos a norma em H e D(A) respectivamente por

‖U‖2
H = ‖u‖2

H1(M) + ‖v‖2
L2(M) e ‖U‖2

D(A) = ‖∆u‖2
L2(M) + ‖v‖2

H1(M).

Observe que D(A) =
{
U ∈ H ; AU ∈ H

}
, ou seja, D(A) = {u ∈ H1(M); ∆u ∈

L2(M)} ×H1(M) . Mostraremos agora algumas propriedades da aplicação F .

• F está bem definida. Com efeito, seja U =

(
u
v

)
∈ H então

‖FU‖2
H =

∫
M
a(x)|g(v(x))|2 dM≤ ‖a‖2

∞K
2

∫
M
|v(x)|2 dM = ‖a‖2

∞K
2‖v‖2

L2(M) <∞

• F é monótona. Com efeito, sejam U =

(
u1

u2

)
, V =

(
v1

v2

)
∈ H, então

(FU − FV, U − V )H = (ag(u2)− ag(v2), u2 − v2)L2(M)

=

∫
M
a(x)(g(u2)− g(v2))(u2 − v2) dM

≥ 0,

uma vez que g é monótona crescente.

• F é limitada (leva limitados em limitados). De fato, seja U =

(
u
v

)
∈ H tal

que ‖U‖H ≤ L, logo

‖FU‖2
H ≤ ‖a‖2

∞K
2‖v‖2

L2(M) ≤ ‖a‖2
∞K

2L2.

• F é hemicont́ınua. De fato, temos que provar que dada (xn) ⊂ R tal que xn → 0,
então

lim
n→∞

(F (U+xnV ),W )H = (FU,W )H, ∀ U =

(
u1

u2

)
, V =

(
v1

v2

)
,W =

(
w1

w2

)
∈ H,

(2.7)
isto é,

lim
n→∞

(ag(u2 + xnv2), w2)L2(M) = (ag(u2), w2)L2(M)

Com efeito, definimos fn := ag(u2 + xnv2)w2, então

|fn(x)| ≤ a(x)|w2(x)|K|u2(x) + xnv2(x)|
≤ a(x)K|w2(x)||u2(x)|+ a(x)C1K|w2(x)||v2(x)|,

quase sempre em M, onde C1 é tal que |xn| ≤ C1. Devido ao fato de a ∈ L∞(M) e
u2, v2, w2 ∈ L2(M) obtemos que fn ∈ L1(M). Além disso, definindo

h := aK|w2||u2|+ aC1K|w2||v2|,

segue que h ∈ L1(M) e |fn(x)| ≤ h(x), quase sempre em M.
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Na sequência, observe que devido a continuidade de g, temos que

lim
n→∞

a(x)g(u2(x) + xnv2(x))w2(x) = a(x)g(u2(x))w2(x).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

lim
n→∞

∫
M
a(x)g(u2(x) + xnv2(x))w2(x) =

∫
M
a(x)g(u2(x))w2(x),

e consequentemente (2.7) está provado.

Em seguida mostraremos que A é um operador maximal monótono.

Com efeito, seja U =

(
u
v

)
∈ D(A), então

(
AU,U

)
H =

((
−v

−∆u+ u

)
,

(
u
v

))
H

= (−v, u)L2(M) − (∇u,∇v)L2(M) + (−∆u, v)L2(M) + (u, v)L2(M)

= 0,

logo A é monótono.

Em seguida, considere f =

(
f1

f2

)
∈ H. Temos que mostrar que existe

U =

(
u
v

)
∈ D(A), tal que (I + A)U = f , isto é,

(
u
v

)
+

(
−v

−∆u+ u

)
=

(
f1

f2

)
,

ou equivalentemente, {
u− v = f1

v −∆u+ u = f2.
(2.8)

Somando as duas equações do sistema obtemos,

2u−∆u = f1 + f2, (2.9)

e fazendo formalmente o produto interno em L2(M) com ϕ ∈ H1(M), encontramos

2(u, ϕ)L2(M) + (−∆u, ϕ)L2(M) = (f1 + f2, ϕ)L2(M) , ∀ϕ ∈ H1(M)

donde segue que

2(u, ϕ)L2(M) + (∇u,∇ϕ)L2(M) = (f1 + f2, ϕ)L2(M) , ∀ϕ ∈ H1(M). (2.10)

Afirmação: (2.10) possui uma única solução.

De fato, definamos b : H1(M) × H1(M) −→ R e T : H1(M) −→ R, respectiva-
mente por

b(u, ϕ) = 2(u, ϕ)L2(M) + (∇u,∇ϕ)L2(M)
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e
〈T, ϕ〉 = (f1 + f2, ϕ)L2(M).

Segue então que b é bilinear, cont́ınua, coerciva e T é cont́ınua. Portanto, pelo
Teorema de Lax Milgran existe uma única u ∈ H1(M) tal que (2.10) é satisfeita.

Logo 2u − ∆u = f1 + f2 em D′(M). Como u, f1 e f2 ∈ L2(M) segue que ∆u ∈
L2(M), além disso v = f1 − u ∈ H1(M), donde conclúımos que existe uma única
U ∈ D(A) satifazendo (I + A)U = f , provando a maximalidade do operador A.

Portanto A é um operador maximal monótono, F é uma aplicação monótona,
limitada e hemicont́ınua. De acordo com o Teorema 1.3.7 segue que A + F é maximal
monótono em H. Segue então, de acordo com o Teorema 1.3.8, que para cada U0 ∈
D(A + F ) = D(A), existe uma única aplicação U : [0,∞) −→ H solução forte do
problema (2.6). Consequentemente existe uma única aplicação u : [0,∞) −→ H1(M)
solução forte do problema (2.1), na classe

u ∈ C1([0,∞);L2(M)) ∩ C([0,∞);H1(M)); (2.11)

ut ∈ W 1,∞(0,∞;L2(M)) ∩ L∞(0,∞);H1(M)). (2.12)

Se U0 ∈ H, aplicando o Teorema 1.3.9 com B ≡ 0, obtemos a existência de uma
única aplicação U : [0,∞) −→ H solução fraca do problema (2.6), e portanto existe uma
única aplicação u : [0,∞) −→ H1(M) solução fraca do problema (2.1) na classe

u ∈ C1([0,∞);L2(M)) ∩ C([0,∞);H1(M)), (2.13)

o que encerra a demonstração do teorema. 2

Proposição 2.1.2. Seja Ω ⊂ M um aberto limitado com fronteira bem regular. Então
u(t) ∈ H2(Ω), ∀ t ≥ 0, onde u é a solução regular do problema (2.1).

Demonstração: Fixemos t ≥ 0, definimos v := u(t) e f := −utt(t) − a(·)g(ut(t)) ∈
L2(M), temos que a seguinte identidade é verificada em L2(M)

−∆v + v = f (2.14)

Sejam Ω∗ ⊂ M, um aberto limitado e conexo com fronteira bem regular, tal que
Ω ⊂⊂ Ω∗, Vε uma vizinhança tubular da fronteira de Ω contida propriamente em Ω∗ e
ψ ∈ D(M) satisfazendo:

(i) ψ ≡ 1 em Ω

(ii) ψ ≡ 0 em Ω∗\(Ω ∪ Vε)

(iii) 0 ≤ ψ ≤ 1

Multiplicando a equação (2.14) por ψ obtemos

−∆vψ + vψ = fψ.
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Notemos que

∆(vψ) = v∆ψ + ψ∆v + 2〈∇v,∇ψ〉, (2.15)

logo
−∆(vψ) + vψ = fψ − v∆ψ − 2〈∇v,∇ψ〉 em L2(M).

Em particular

−∆(vψ) + vψ = fψ − v∆ψ − 2〈∇v,∇ψ〉 em L2(Ω∗).

Além disso
vψ∣∣

∂Ω∗
= v∣∣

∂Ω∗
ψ∣∣

∂Ω∗
= 0.

Por resultados de regularidade eĺıptica segue que vψ ∈ H2(Ω∗), donde segue que vψ ∈
H2(Ω), como ψ ≡ 1 em Ω obtemos que v = u(t) ∈ H2(Ω).

2

2.2 Resultado de Estabilidade

Antes de enunciar o principal resultado de estabilidade, enunciaremos uma iden-
tidade que será muito útil no decorrer do trabalho chamada identidade de energia. Seja
u uma solução regular do problema (2.1), então multiplicando a equação por ut e inte-
grando por partes, obtemos

E(t2)− E(t1) = −
∫ t2

t1

∫
M
a(x)g(ut)ut dMdt, (2.16)

para todo t2 > t1 ≥ 0.

Vale ressaltar que, por argumentos de densidade, a identidade de energia dada em
(2.16) continua sendo válida para soluções fracas do problema (2.1).

Teorema 2.2.1. Seja u uma solução fraca do problema (2.1), com energia definida como
em (2.2). Então, sob as Hipóteses 2.0.1 e 2.0.2, existem constantes positivas T0, C0 e
λ0 tais que

E(t) ≤ C0e−λ0tE(0); ∀t ≥ T0,

provada para dados iniciais tomados em conjuntos limitados de H1(M)× L2(M).

Nossa principal tarefa é provar a seguinte desigualdade:

∫ T

0

E(t) dt ≤ C1E(T ) + C2

∫ T

0

∫
M
a(x)[u2

t (x, t) + g2(ut(x, t))] dMdt, (2.17)

onde C1 e C2 são constantes postivas e C1 não depende de T . É suficiente considerarmos
soluções regulares do problema (2.1), pois o decaimento exponencial pode ser recuperado
para soluções fracas por argumentos de densidade.
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2.2.1 Identidades Fundamentais

Seja u uma solução regular do problema (2.1). Inicialmente consideremos Ω∗ ⊂M
um subconjunto aberto e limitado com fronteira, ∂Ω∗, regular, tal que Ω ⊂⊂ Ω∗.

Seja ϕ ∈ C∞(M) satisfazendo:

(i) ϕ ≡ 1 em M\Ω∗;

(ii) ϕ ≡ 0 em Ω;

(iii) 0 ≤ ϕ ≤ 1 em M.

Multiplicando o problema (2.1) por ϕu e integrando sobre [0, T ]×M, obtemos∫ T

0

∫
M

[utt −∆u+ a(x)g(ut) + u]ϕu dMdt = 0. (2.18)

Observe que

d

dt

[∫
M
utϕu dM

]
=

∫
M
uttϕu dM+

∫
M
utϕut dM

=

∫
M
uttϕu dM+

∫
M
u2
tϕ dM.

Integrando sobre [0, T ] conclúımos que∫ T

0

∫
M
uttϕu dMdt =

[∫
M
utϕu dM

]T
0

−
∫
M
u2
tϕ dMdt. (2.19)

Além disso,∫ T

0

∫
M
−∆u(ϕu) dMdt =

∫ T

0

∫
M
〈∇u,∇(ϕu)〉 dMdt

=

∫ T

0

∫
M
〈∇u,∇ϕ〉u+ ϕ|∇u|2 dMdt. (2.20)

Combinando (2.18), (2.19) e (2.20), deduzimos

0 =

[∫
M
utϕu dM

]T
0

−
∫
M
u2
tϕ dMdt

+

∫ T

0

∫
M
〈∇u,∇ϕ〉u+ ϕ|∇u|2 dMdt

+

∫ T

0

∫
M
ϕu2 dMdt+

∫ T

0

∫
M
a(x)g(ut)ϕu dMdt. (2.21)

Levando em consideração as propriedades da função ϕ, podemos escrever
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∫ T

0

∫
Ω∗\Ω

ϕ[u2 + |∇u|2] dMdt+

∫ T

0

∫
M\Ω∗

u2 + |∇u|2 dMdt

= −
[∫
M
utϕu dM

]T
0

+

∫
Ω∗\Ω

ϕu2
t dMdt+

∫
M\Ω∗

u2
t dMdt

−
∫ T

0

∫
M
〈∇u,∇ϕ〉u dMdt−

∫ T

0

∫
M\Ω

a(x)g(ut)ϕu dMdt. (2.22)

Observando que a(x) ≥ a0 > 0 em M\Ω e que ϕ ≥ 0, é válido que∫ T

0

∫
M\Ω∗

u2 + |∇u|2 dMdt ≤ −
[∫
M
utϕu dM

]T
0

+ a−1
0

∫ T

0

∫
Ω∗\Ω

a(x)ϕu2
t dMdt+ a−1

0

∫ T

0

∫
M\Ω∗

a(x)u2
t dMdt

−
∫ T

0

∫
M
〈∇u,∇ϕ〉u dMdt−

∫ T

0

∫
M\Ω

a(x)g(ut)ϕu dMdt. (2.23)

Somando
∫ T

0

∫
M\Ω∗ u

2
t dMdt na desigualdade anterior e usando novamente o fato

de que 0 ≤ ϕ ≤ 1, obtemos

∫ T

0

∫
M\Ω∗

u2 + |∇u|2 + u2
t dMdt ≤ −

[∫
M
utϕu dM

]T
0

+ 2a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt−
∫ T

0

∫
M
〈∇u,∇ϕ〉u dMdt

−
∫ T

0

∫
M\Ω

a(x)g(ut)ϕu dMdt+

∫ T

0

∫
M\Ω∗

u2
t dMdt (2.24)

O próximo passo é estimar o termo
∫ T

0

∫
M〈∇u,∇ϕ〉u dMdt.

Usaremos o Corolário 1.4.10, pois u ∈ H1(Ω∗), então u2 ∈ W 1,1(Ω∗) e ϕ ∈ C∞(M).

Note que 〈∇u,∇ϕ〉 = 0 em M\Ω∗ e que ϕ ≡ 1 em ∂Ω∗.

Podemos então escrever

∫
M
〈∇u,∇ϕ〉u dM =

∫
Ω∗
〈∇u,∇ϕ〉u dM =

1

2

∫
Ω∗
〈∇(u2),∇ϕ〉 dM

= −1

2

∫
Ω∗

∆ϕ u2 dM+

∫
∂Ω∗

∂νϕ u2 dΓ

= −1

2

∫
Ω∗

∆ϕ u2 dM. (2.25)
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Portanto, ∣∣∣∣∫ T

0

∫
M
〈∇u,∇ϕ〉u dMdt

∣∣∣∣ ≤ c

2

∫ T

0

∫
Ω∗
u2 dMdt, (2.26)

onde c := maxx∈Ω∗ |∆ϕ(x)|.
De acordo com (2.24) e (2.26) conclúımos que

∫ T

0

∫
M\ Ω∗

u2 + |∇u|2 + u2
t dMdt ≤ −

[∫
M
utϕu dM

]T
0

+ 3a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt+
c

2

∫ T

0

∫
Ω∗\Ω

u2 dMdt

−
∫ T

0

∫
M\ Ω

a(x)g(ut)ϕu dMdt. (2.27)

Visando “completar”a energia e levando em conta (2.27), nosso objetivo seguinte

é estimar o termo
∫ T

0

∫
Ω∗
u2 + |∇u|2 + u2

t dMdt em função de “termos bons”.

Seja q um campo de vetores sobre Ω∗ de classe C1. Multiplicando o problema (2.1)
por 〈∇u, q〉 e integrando sobre [0, T ]× Ω∗, obtemos

0 =

∫ T

0

∫
Ω∗

(utt −∆u+ u+ a(x)g(ut))〈∇u, q〉 dMdt. (2.28)

Na sequência vamos estimar alguns termos de (2.28).

• Estimativa para I1 :=
∫ T

0

∫
Ω∗
utt〈∇u, q〉 dMdt.

Note que

d

dt

∫
Ω∗
ut〈∇u, q〉 dM =

∫
Ω∗
utt〈∇u, q〉 dM+

∫
Ω∗
ut〈∇ut, q〉 dM.

Assim

I1 =

[∫
Ω∗
ut〈∇u, q〉dM

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω∗
ut〈∇ut, q〉 dMdt,

e recordando que

ut〈q,∇ut〉 =
1

2
〈q,∇u2

t 〉, (2.29)

segue, de acordo com o Corolário 1.4.11, que

I1 =

[∫
Ω∗
ut〈∇u, q〉dM

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω∗

1

2
〈q,∇u2

t 〉 dMdt

=

[∫
Ω∗
ut〈∇u, q〉dM

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
div(q)u2

t dMdt

− 1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈q, ν〉u2

t dΓdt. (2.30)
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• Estimativa para I2 :=
∫ T

0

∫
Ω∗
−∆u〈q,∇u〉 dMdt.

Novamente pelo Teorema 1.4.7, Teorema 1.4.8 e Lema 1.4.1, deduzimos que

I2 =

∫ T

0

∫
Ω∗
〈∇u,∇(〈q,∇u〉)〉 dMdt−

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈q,∇u〉 dΓdt

=

∫ T

0

∫
Ω∗
∇q(∇u,∇u) dMdt

+

∫ T

0

∫
Ω∗

1

2

[
div(|∇u|2q)− div(q)|∇u|2

]
dMdt

−
∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈q,∇u〉 dΓdt

=

∫ T

0

∫
Ω∗
∇q(∇u,∇u) dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗

1

2
〈q,∇(|∇u|2)〉 dMdt

−
∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈q,∇u〉 dΓdt

=

∫ T

0

∫
Ω∗
∇q(∇u,∇u) dMdt− 1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
div(q)|∇u|2 dMdt

+
1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈q, ν〉|∇u|2 dΓdt−

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈q,∇u〉 dΓdt. (2.31)

• Estimativa para I3 :=
∫ T

0

∫
Ω∗
u〈q,∇u〉 dMdt.

De acordo com o Corolário 1.4.11, obtemos

I3 =
1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
〈q,∇(u2)〉 dMdt

= −1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
div(q)u2 dMdt+

1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈q, ν〉u2 dΓdt (2.32)

Combinando (2.28), (2.30), (2.31) e (2.32), podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 2.2.2. Seja q um campo de vetores sobre Ω∗ de classe C1. Para cada solução
regular u do problema (2.1), é válida a seguinte identidade:[∫

Ω∗
ut〈∇u, q〉dM

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
div(q)[u2

t − |∇u|2 − u2] dMdt

+

∫ T

0

∫
Ω∗
∇q(∇u,∇u) dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)〈q,∇u〉 dMdt

=

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈q,∇u〉 dΓdt+
1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈q, ν〉[u2

t − |∇u|2 − u2] dΓdt.

Explorando o Lema 2.2.2 com q = ∇f , onde f : Ω∗ −→ R é uma função C∞ a ser
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determinada, obtemos[∫
Ω∗
ut〈∇u,∇f〉dM

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
div(∇f)[u2

t − |∇u|2 − u2] dMdt

+

∫ T

0

∫
Ω∗
∇2f(∇u,∇u) dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)〈∇f,∇u〉 dMdt

=

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈∇f,∇u〉 dΓdt+
1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈∇f, ν〉[u2

t − |∇u|2 − u2] dΓdt,

isto é,

[∫
Ω∗
ut〈∇u,∇f〉dM

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω∗

∆f [u2
t − |∇u|2 − u2] dMdt

+

∫ T

0

∫
Ω∗
∇2f(∇u,∇u) dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)〈∇f,∇u〉 dMdt

=
1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈∇f, ν〉[u2

t − |∇u|2 − u2] dΓdt

+

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈∇f,∇u〉 dΓdt. (2.33)

Lema 2.2.3. Seja u uma solução regular do problema (2.1) e α ∈ C1(Ω∗), então é válida
a seguinte identidade[∫

Ω∗
utαu dM

]T
0

=

∫ T

0

∫
Ω∗
α[u2

t − |∇u|2 − u2] dMdt−
∫ T

0

∫
Ω∗
〈∇u,∇α〉u dMdt

−
∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)αu dMdt+

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νuαu dΓdt.

Demonstração: Multiplicando o problema (2.1) por αu e integrando por partes obte-
mos o desejado.

2
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Somando (2.33) com a identidade dada no Lema 2.2.3 segue que∫ T

0

∫
Ω∗

(
∆f

2
− α)u2

t dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗
∇2f(∇u,∇u) dMdt

+

∫ T

0

∫
Ω∗

(α− ∆f

2
)|∇u|2 dMdt =

∫ T

0

∫
Ω∗

(
∆f

2
− α)u2 dMdt

−
[∫

Ω∗
ut〈∇f,∇u〉 dM

]T
0

−
[∫

Ω∗
utαu dM

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)αu dMdt−

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)〈∇f,∇u〉 dMdt

+

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈∇f,∇u〉 dΓdt

+
1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈∇f, ν〉[u2

t − |∇u|2 − u2] dΓdt

−
∫ T

0

∫
Ω∗
〈∇u,∇α〉u dMdt+

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νuαu dΓdt. (2.34)

O próximo passo é construir uma função auxiliar de modo a obter uma estimativa
para alguns “termos de bordo”, a saber:

1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈∇f, ν〉[u2

t − |∇u|2 − u2] dΓdt+

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈∇f,∇u〉 dΓdt.

Construção de uma função auxiliar:

Seja ε > 0 suficientemente pequeno tal que a vizinhança tubular

ωε = {x ∈M; d(x, ∂Ω∗) ≤ ε

2
}

esteja contida em M\Ω.

Seja ψ ∈ D(M) tal que (ver figura p.35):

(i) ψ = 1 em ω ε
2

:= ωε\Ω∗;

(ii) ψ = 0 em Ω∗\int(ω′ε
2
), onde ω′ε

2
:= ωε\ω ε

2
;

(iii) 0 ≤ ψ ≤ 1 emM.

Fazendo q = ψ∇f no Lema 2.2.2, obtemos[∫
Ω∗
utψ〈∇u,∇f〉dM

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
div(ψ∇f)[u2

t − |∇u|2 − u2] dMdt

+

∫ T

0

∫
Ω∗
∇(ψ∇f)(∇u,∇u) dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)〈ψ∇f,∇u〉 dMdt

=

∫ T

0

∫
Ω∗
∂νu〈ψ∇f,∇u〉 dΓdt+

1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
〈ψ∇f, ν〉[u2

t − |∇u|2 − u2] dΓdt,
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Figura 2.1: Propriedades da função ψ.

isto é, [∫
Ω∗
utψ〈∇u,∇f〉dM

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
ψ∆f [u2

t − |∇u|2 − u2] dMdt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω∗
∇f(ψ)[u2

t − |∇u|2 − u2] dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗
ψ∇2f(∇u,∇u) dMdt

+

∫ T

0

∫
Ω∗
〈∇u(ψ)∇f,∇u〉 dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)ψ〈∇f,∇u〉 dMdt

=

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈∇f,∇u〉 dΓdt+
1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈∇f, ν〉[u2

t − |∇u|2 − u2] dΓdt,

ou ainda,∫
ω′ε

2

utψ〈∇u,∇f〉dM

T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
ω′ε

2

ψ∆f [u2
t − |∇u|2 − u2] dMdt

+
1

2

∫ T

0

∫
ω′ε

2

〈∇f,∇ψ〉[u2
t − |∇u|2 − u2] dMdt

+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

ψ∇2f(∇u,∇u) dMdt+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

〈∇u,∇ψ〉〈∇f,∇u〉 dMdt

+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)g(ut)ψ〈∇f,∇u〉 dMdt

=
1

2

∫ T

0

∫
∂Ω∗
〈∇f, ν〉[u2

t − |∇u|2 − u2] dΓdt+

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu〈∇f,∇u〉 dΓdt.(2.35)

Substituindo (2.35) em (2.34), resulta que
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∫ T

0

∫
Ω∗

(
∆f

2
− α)u2

t +∇2f(∇u,∇u) + (α− ∆f

2
)|∇u|2 dMdt

=

∫ T

0

∫
Ω∗

(
∆f

2
− α)u2 dMdt−

[∫
Ω∗
ut〈∇f,∇u〉 dM

]T
0

−
[∫

Ω∗
utαu dM

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)g(ut)αu− a(x)g(ut)〈∇f,∇u〉 − 〈∇u,∇α〉u dMdt

+

∫
ω′ε

2

utψ〈∇u,∇f〉dM

T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
ω′ε

2

ψ∆f [u2
t − |∇u|2 − u2] dMdt

+
1

2

∫ T

0

∫
ω′ε

2

〈∇f,∇ψ〉[u2
t − |∇u|2 − u2] dMdt

+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

ψ∇2f(∇u,∇u) dMdt+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

〈∇u,∇ψ〉〈∇f,∇u〉 dMdt

+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)g(ut)ψ〈∇f,∇u〉 dMdt+

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu α u dΓdt. (2.36)

Observação 2.2.4. Este é o preciso momento em que as propriedades da função f
são essenciais. Note que precisamos encontrar um subconjunto V ⊂ Ω∗ com fronteira
regular, ∂V = ∂1V ∪ ∂2V , onde ∂1V intercepta ∂Ω∗ transversalmente, de modo que
med(V ) ≥ med(Ω∗) − ε e med(∂2V ) ≥ med(∂Ω∗) − ε, para todo ε > 0. Além disso,
necessitamos encontrar funções regulares α, f : Ω∗ −→ R, com α ≥ 0 e ∇α∣∣

V

≡ 0 tal

que

C

∫ T

0

∫
V

u2
t + |∇u|2 dMdt ≤

∫ T

0

∫
V

(
∆f

2
−α)u2

t +∇2f(∇u,∇u)+(α−∆f

2
)|∇u|2 dMdt,

(2.37)
para alguma constante positiva C.

2.2.2 Construção da Função f

Sejam Ω∗ ⊂⊂ Ω∗∗ ⊂ M, onde Ω∗ e Ω∗∗ são subconjuntos abertos, conexos e
limitados com fronteiras regulares de modo que Ω∗ e Ω∗∗ são compactos. Denotamos por
K = Ω∗ e K1 = Ω∗∗.

Fixe ε > 0. Esta seção é devotada a construção de uma função regular f : K → R
bem como de um subconjunto aberto V ⊂ K com fronteira bem regular ∂V = ∂1V ∪∂2V ,
com ∂1V interceptando ∂K transversalmente, de modo que med(V ) > med(K) − ε,
med(∂2V ) > med(∂K) − ε e a desigualdade (2.37) seja válida. Primeiramente vamos
contruir a função localmente. Depois “colá-los”. Podemos introduzir conjuntos abertos
radialmente simétricos, satisfazendo algumas condições, no interior de V (e fora da região
de dissipação).
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Construção de uma função satisfazendo (2.37) localmente

A idéia geral da construção de uma função f satisfazendo (2.37) localmente é similar
ao apresentado em [20]. Dividimos a construção em três casos: em uma vizinhança de
um ponto interior de K, em um domı́nio radialmente simétrico e em uma vizinhança de
um ponto da fronteira K.

Construção de uma função satisfazendo (2.37) em uma vizinhança de um
ponto interior de K

Lema 2.2.5. Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional, simplesmente co-
nexa, munida de uma métrica g de classe C2 e seja K ⊂ M um subconjunto compacto
como definido anteriormente. Fixe p ∈ int(K). Então existem constantes positivas α e
C, uma vizinhança Vp de p com fronteira regular ∂Vp e uma função regular f : Vp → R
tal que (2.37) é válida para toda solução regular u do problema (2.1).

Demonstração:

Fixe p ∈ int(K). Começamos com uma base ortonormal (e1, . . . , en) de TpM.

Considere um sistema de coordenadas normais (x1, . . . , xn) em uma vizinhança Ṽp de p
tal que ∂/∂xi(p) = ei(p) para todo i = 1, . . . , n. Neste sistema de coordenadas temos
que Γkij(p) = 0, onde Γkij são os śımbolos de Christoffel com respeito à (x1, . . . , xn) (Ver
[27]).

O Hessiano de f com respeito ao sistema (x1, . . . , xn) é dada por

∇2f

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∂2f

∂xi∂xj
−

n∑
k=1

Γkij
∂f

∂xk
.

O Laplaciano de f é o traço do Hessiano com respeito à métrica g. Se gij denota
as componentes da métrica Riemanniana com respeito ao sistema (x1, . . . , xn) e gij são
as componente da matriz inversa de gij, então o Laplaciano de f é dado por

∆f =
∑
i,j

gij∇2f

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
.

Considere a função f : Ṽp → R definida por

f(x) =
1

2

n∑
i=1

x2
i .

Segue imediatamente que ∆f(p) = n. Além disso ∇2f(p) = g(p), o que implica que

∇2f(p)(v, v) = |v|2p.



CAPÍTULO 2. EQUAÇÃO DE KLEIN-GORDON 38

Estamos interessados em encontrar uma vizinhança Vp ⊂ Ṽp de p e uma constante
estritamente positiva C de modo que

C

∫ T

0

∫
Vp

(
|∇u|2 + u2

t

)
dMdt ≤

∫ T

0

∫
Vp

∇2f(∇u,∇u) dMdt

+

∫ T

0

∫
Vp

(
α− ∆f

2

)
|∇u|2 +

(
∆f

2
− α

)
u2
t dMdt, (2.38)

para algum α ∈ R. Afirmamos que, se considerarmos α = n
2
− 1

2
e C = 1/4 (ou qualquer

C ∈ (0, 1/4]) a desigualdade desejada é válida, o que significa que é suficiente provar que

existe Vp ⊂ Ṽp verificando∫ T

0

∫
Vp

[
∇2f(∇u,∇u) +

(
n

2
− 3

4
− ∆f

2

)
|∇u|2

]
dMdt ≥ 0 (2.39)

e ∫ T

0

∫
Vp

(
∆f

2
− n

2
+

1

4

)
u2
t dMdt ≥ 0. (2.40)

De modo a provar a existência de um subconjunto Vp ⊂ Ṽp onde (2.39) é válida, considere

κ a forma regular, bilinear e simétrica sobre Ṽp definida como

κ(X, Y ) = ∇2f(X, Y ) +

(
n

2
− 3

4
− ∆f

2

)
g(X, Y )

onde X e Y são campos de vetores sobre Ṽp. É evidente que esta é uma forma bilinear
positiva definida em p, uma vez que ∇2f(p)(X, Y ) = g(p)(X, Y ) e

κ(p)(X, Y ) =
1

4
g(p)(X, Y ).

Portanto, existe uma vizinhança V̂p tal que κ é positiva definida e∫ T

0

∫
V̂p

∇2f(∇u,∇u) +

(
n

2
− 3

4
− ∆f

2

)
|∇u|2 dMdt ≥ 0.

Para provar a existência de uma vizinhança Vp ⊂ Ṽp de modo que (2.40) é válida,
é suficiente notar que em p temos(

∆f(p)

2
− n

2
+

1

4

)
=

1

4

e a existência de Vp ⊂ Ṽp tal que (2.40) é válida, é imediata. Portanto está provada a

existência de uma vizinhança de p, Vp ⊂ Ṽp tal que (2.38) é válida.

2

Agora vamos considerar subconjuntos radialmente simétricos de K. Dizemos que
um conjunto aberto V ⊂ K é radialmente simétrico com respeito ao ponto p ∈ V se a
expressão da métrica em coordenadas polares (r, θ) = (r, θ1, θ2, . . . , θn−1) centrada em p
é dada por ds2 = dr2 +Q2(r)dθ2.
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Lema 2.2.6. Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional, simplesmente co-
nexa, munida de uma métrica g de classe C2 e seja K ⊂ M um subconjunto compacto
como definido anteriormente. Seja Ṽ ⊂ int(K) um subconjunto aberto e radialmente
simétrico com respeito à p ∈ Ṽ . Então existem constantes positivas α e C, um subcon-
junto V ⊂ Ṽ , precisamente definido, e uma função f ∈ C∞(V ) tal que (2.37) é válida
para toda solução regular u do problema (2.1).

Demonstração:

Estamos interessados em encontrar uma função diferenciável radialmente simétrica
f : V → R com respeito à p, de modo que o Hessiano de f seja proporcional à métrica
Riemanniana. Fazendo alguns cálculos em um sistema de coordenadas polares centrado
em p, temos que

∇2f

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
=
∂2f

∂r2
, (2.41)

∇2f

(
∂

∂r
,
∂

∂θ

)
= 0,

∇2f

(
∂

∂θi
,
∂

∂θj

)
= 0,

se i 6= j and

∇2f

(
∂

∂θi
,
∂

∂θi

)
= f ′(r)Q(r)Q′(r). (2.42)

Seja F = f ′. A fim de que ∇2f seja proporcional à métrica Riemanniana, comparamos
(2.41) e (2.42) e obtemos

F ′

F
=
Q′

Q
,

que pode ser solucionado fazendo F = Q. Agora estamos interessados em variedades
Riemannianas M tal que

C

∫ T

0

∫
V

(
|∇u|2 + u2

t

)
dMdt ≤

∫ T

0

∫
V

∇2f(∇u,∇u) dMdt

+

∫ T

0

∫
V

(
α− ∆f

2

)
|∇u|2 +

(
∆f

2
− α

)
u2
t dMdt (2.43)

seja válida para algum α,C ∈ R. Por isso, é suficiente provar que(
1− n

2

)
Q′(r) + α− C ≥ 0 (2.44)

e
n

2
Q′(r)− α− C ≥ 0 (2.45)

em V . Devido à (2.44), (2.45) e Q′(0) = 1, devemos ter

α ≥ C +
(n

2
− 1
)

(2.46)
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e
α ≤ n

2
− C. (2.47)

Combinando (2.46) e (2.47) temos

C ∈ (0, 1/2] e α ∈ [n/2− 1 + C, n/2− C]. (2.48)

Fazendo C e α como em (2.48) obtemos que (2.37) é satisfeita em algum conjunto aberto
tal que

Q′(r) ∈
[

2

n
(α + C) ,

α− C
n
2
− 1

]
(2.49)

(se n = 2, Q′(r) não precisa satisfazer nenhuma limitação superior).

2

Construção de uma função satisfazendo (2.37) em uma vizinhança de um
ponto da fronteira de K

Lema 2.2.7. Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional, simplesmente co-
nexa, munida de uma métrica g de classe C2 e seja K ⊂ M um subconjunto compacto
como definido anteriormente. Fixe p ∈ ∂K. Então existem constantes positivas α e C,
uma vizinhança Vp de p, com fronteira regular ∂1Vp que intercepta ∂K transversalmente,
e uma função regular f : Vp → R tal que (2.37) é válida para toda solução regular u do
problema (2.1).

Demonstração:

Sejam p ∈ ∂K e K1 ⊂M um subconjunto compacto como definido anteriormente,
de modo que K ⊂⊂ K1. Seguiremos uma construção semelhante aquela feita anterior-
mente.

Fixe uma base ortonormal (e1, . . . , en) de Tp (int(K1)) tal que o subespaço Tp∂K ⊂
Tp(int(K1)) seja gerado por {e2, . . . , en} e e1 “aponta para dentro”de K. Considere um

sistema de coordenadas normais (x1, . . . , xn) em uma vizinhança Ṽp ⊂ K1 de p de modo
que ∂/∂xi(p) = ei(p) para todo i = 1, . . . , n.

Considere a função f : Ṽp → R definida por

f(x) = x1 +
1

2

n∑
i=1

x2
i .

Desta forma temos que ∆f(p) = n, 〈∇f(p), ν(p)〉 = −1 e ∇2f(p) = g(p). Mais ainda
pelos mesmos argumentos usados no Lemma 2.2.5, podemos encontrar uma vizinhança
tal que (2.37) é satisfeita. Finalmente, podemos restringir ainda mais a vizinhança a

uma vizinhança V̂p ⊂ K1 de modo que Vp := V̂p ∩ K tenha fronteira, ∂1Vp, regular e
intercepta ∂K transversalmente. 2
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Uma função que satisfaz a desigualdade (2.37) em um amplo domı́nio

O principal objetivo desta subseção é provar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.8. Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional, simplesmente
conexa, munida de uma métrica g de classe C2 e seja K ⊂M um subconjunto compacto
como definido anteriormente. Fixe ε > 0. Então existe um subconjunto aberto V ⊂ K
e funções regulares α, f : K → R tal que med(V ) ≥ med(K) − ε, med(V ∩ ∂K) ≥
med(∂K)− ε, α ≥ 0, ∇α∣∣

V

≡ 0 e

C

∫ T

0

∫
V

[
u2
t + |∇u|2

]
dMdt ≤

∫ T

0

∫
V

(
∆f

2
− α

)
u2
t dMdt

+

∫ T

0

∫
V

[
∇2f(∇u,∇u) +

(
α− ∆f

2

)
|∇u|2

]
dMdt,

para alguma constante positiva C.

Mais ainda, se K contém subconjuntos radialmente simétricos, então podemos esco-
lher V de modo que uma parte precisa destes subconjuntos radialmente simétricos esteja
contida em V .

Precisamos provar alguns resultado preliminares. O seguinte lema é clássico e
podem ser encontrado em [58].

Lema 2.2.9. Seja M um espaço topológico localmente compacto, Hausdorff, possuindo
base enumerável. Então existe uma sequência crescente de conjuntos abertos (Vi)i∈N tal
que:

1. M = ∪∞i=1Vi.

2. V̄i ⊂ Vi+1.

3. V̄i é compacto.

Dada uma variedade Riemanniana M, eventualmente com bordo, o raio de injeti-
vidade inj(V ) de um subconjunto V ⊂⊂ M\∂M é dado por inf

x∈V
inj(x), onde inj(x) é o

raio de injetividade de x em M.

Seja V ⊂⊂ int(K), um subconjunto aberto. Queremos definir uma sucessão regu-
larizante fε : V → R de uma função integrável f : K → R. A função de truncamente
η : V → R é definida de modo similar como no caso Euclidiano:

η̂(x, y, ε) =

 exp

(
1

(dist(x,y)
ε )

2
−1

)
, se dist(x, y) < ε < inj(V )

0, se dist(x, y) ≥ ε.

A função η̂ é de classe C∞. Normalizando η̂ obtemos

η(x, y, ε) =
η̂(x, y, ε)∫

M η̂(x, y, ε) dM(y)
.
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Note que η também é regular. Definimos a sucessão regularizante fε : V → R por

fε(x) =

∫
K

η(x, y, ε)f(y) dM. (2.50)

Lema 2.2.10. Seja f : K → R uma função integrável, V ⊂⊂ int(K) um subconjunto
aberto e ε < inj(V ) um número estritamente positivo. Então a sequência regularizante
fε : V → R definida por (2.50) é uma função regular.

Demonstração:

O resultado é válido porque uma variedade Riemanniana se comporta como domı́nios
euclidianos dentro do raio de injetividade. Uma prova completa é dada em [31].

2

Lema 2.2.11. SejaM uma variedade Riemanniana e considere dois subconjuntos A e B
tais que dist(A,B) > 0. Suponha que Ā e B̄ são compactos. Então existem subconjuntos
abertos OA ⊃⊃ A e OB ⊃⊃ B com fronteira regular tal que dist(OA, OB) > 0. Mais
ainda, existe uma função (auxiliar) regular ρ : M → R tal que ρ|OA ≡ 1, ρ|OB ≡ 0 e
ρ(M) ⊂ [0, 1].

Demonstração:

Seja ε ∈ (0, dist(A,B)/3) tal que Aε := {x ∈ M; dist(x,A) < ε} e Bε := {x ∈
M; dist(x,B) < ε} tenham fecho compacto e raio de injetividade ε. Observe que Aε e
Bε são subconjuntos abertos de M.

Note que ρ̂ :M→ R definida por

ρ̂(x) =

d(x,Bε)−d(x,Aε)
d(x,Bε)+d(x,Aε)

+ 1

2

é cont́ınua, ρ̂(x) = 1 se x ∈ Aε, ρ̂(x) = 0 se x ∈ Bε e ρ̂(M) ⊂ [0, 1].

Vamos construir conjuntos abertos OA e OB com fronteira regular de modo que
A ⊂⊂ OA ⊂⊂ Aε e B ⊂⊂ OB ⊂⊂ Bε.

Considere a sucessão regularizante ρ̂ε : Aε → R de ρ̂, que é uma função regular.
Note que ρ̂ε(x) 6= 1 para todo x ∈ ∂Aε. Seja s ∈ ( sup

x∈∂Aε
ρ̂ε(x), 1) um valor regular

de ρ̂ε. O Teorema de Sard afirma que a imagem inversa de uma valor regular é uma
hipersuperf́ıcie regular mergulahada de Aε. Finalmente definindo OA := ρε

−1((s, 1]).
Podemos definir OB da mesma maneira.

Resta provar a existência de uma função (auxiliar) regular ρ. Seja λ < dist(OA, OB)
um número positivo tal que (∂OA)λ := {x ∈ M ; dist(x, ∂OA) < λ} é uma vizinhança
tubular de ∂OA ⊂M. Considere uma função regular não crescente ρ̃ : R→ R dada por

ρ̃(x) = 1 se x ≤ 1/3;
ρ̃(x) = 0 se x ≥ 2/3;
ρ̃(x) ∈ [0, 1] se x ∈ [1/3, 2/3].
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Coloque ρ̃λ(x) := ρ̃(x/λ). Defina

ρ(x) =


1 se x ∈ OA;
0 se x ∈M\(OA ∪ (∂OA)λ);
αλ(dist(x,OA)) caso contrário.

Então ρ é de fato uma função (auxiliar) regular satisfazendo as propriedades desejadas.

2

Lema 2.2.12. O conjunto OA constrúıdo no Lema 2.2.11 tem um número finito de
componentes e o fecho de cada componente é uma variedade Riemanniana com bordo
regular.

Demonstração:

Denote o conjunto de componentes de OA por {Oλ}λ∈Λ. Escolha um ponto xλ da
fronteira da componente conexa Oλ de OA. O conjunto {xλ, λ ∈ Λ} não tem um ponto
de acumulação, porque a fronteira de OA é a imagem inversa de um ponto regular. Então
{xλ, λ ∈ Λ} é um conjunto finito. Portanto OA tem um número finito de componentes e
o fecho de cada componente é uma variedade Riemanniana com bordo regular. 2

Agora vamos provar o principal resultado desta subseção:

Demonstração do Teorema 2.2.8:

Primeiramente considere K1 ⊂ M como definido anteriormente, note que K ⊂⊂
K1. Para cada p ∈ K, escolhemos a seguintes vizinhanças Ŵp de p, funções fp ∈ C∞(Ŵp)
e constantes αp e Cp:

1. Se p ∈ int(K), então podemos escolher Ŵp = V , f ∈ C∞(V ), αp = n/2 − 1/2 e
Cp = 1/4 como no Lema 2.2.5.

2. Se p ∈ int(K) é o centro de um domı́nio radialmente simétrico Vp, onde não que-
remos a presença de efeitos dissipativos, então podemos escolher uma vizinhança
radialmente simétrica Ŵp que é um pouco maior que a vizinhança Vp de p, isto é,

V̄p ⊂⊂ Ŵp (podemos fazê-lo devido à flexibilidade da constante C). Além disso
escolhemos a função fp = f e constantes αp = α e Cp = C como na demonstração
do Lema 2.2.6.

3. Se p ∈ ∂K, então escolhemos a vizinhança aberta Ŵp = V̂p ⊂ int(K1), fp = C∞(V )
e constantes αp e Cp como na demonstração do Lema 2.2.7.

Em (2), devemos escolher Ŵp de tal forma que
(
Ŵx

)
∩
(
Ŵy

)
= ∅ para x 6= y.

Usando a compacidade de K, podemos escolher uma cobertura finita {Ŵi}ki=1 de

K. Para i = 1, . . . k, denote as respectivas funções por fi : Ŵi → R, as respectivas
constantes por αi e considere C = min{C1, . . . , Ck}. Escolhemos Ŵi de modo que toda
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vizinhança dos domı́nios radialmente simétricos esteja na cobertura finita. Além disso,
colocamos eles antes dos outros domı́nios, isto é, {Ŵi}li=1 são as vizinhanças dos domı́nios
radialmente simétricos.

Denote B =
(⋃k

i=1 ∂Ŵi ∪ ∂K
)
∩K. Note que K−B é um conjunto aberto contido

em K. Denote os pontos de K−B que estão em Ŵ1 por W1. Para i = 2, . . . , k, denote os
pontos de K−B que estão em Ŵi−∪i−1

l=1Ŵl por Wi. Observe que temos K−B = ∪ki=1Wi,
onde a união é disjunta. Mais ainda, sem perda de generalidade, podemos supor que
Wi 6= ∅, i = 1, . . . , k. Afirmamos que Wi é um subconjunto aberto contido em K,
para todo i = 1, . . . , k. De fato, K − B é um subconjunto aberto e pode ser escrito
como uma união enumerável de componentes conexas. Cada componente conexa está
completamente contida em Ŵi ou não intercepta Ŵi. Portanto cada Wi é uma união de
componentes conexas de K − B. Por uma questão de simplicidade, vamos continuar a
escrever fi : Wi → R em vez de fi∣∣

Wi

. Observe que para i = 1, . . . , l, Wi = Ŵi são as

vizinhanças dos domı́nios radialmente simétricos.

Fixe i ∈ {1, . . . , k}. Usando o Lema 2.2.9, podemos encontrar um conjunto aberto

V̂i ⊂⊂ Wi de modo que med(Wi\V̂i) < ε/k. Se Wi é uma vizinhança de um ponto da

fronteira de K, então podemos supor, ainda, que med(∂K ∩ (Wi\V̂i)) < ε/k. Note que

dist(V̂i, B) = di > 0 devido à compacidade de B e V̂i. Usando o Lema 2.2.11 temos

que existem subconjuntos abertos Vi ⊃⊃ V̂i e Oi ⊃⊃ K −Wi com fronteira regular e
uma função (auxiliar) regular ρi : M→ R tal que ρi|Vi

≡ 1, ρi|Oi
≡ 0 e ρi(M) ⊂ [0, 1].

Observe que V̂i ⊂⊂ Vi ⊂⊂ Wi. Além disso, se Vi é uma vizinhança de um ponto
da fronteira, podemos assumir que ∂1Vi intercepta ∂K transversalmente. No caso de
domı́nio radialmente simétrico, podemos supor, sem perda de generalidade, que Vi é o
domı́nio radialmente simétrico original.

Agora, considere ρ =
k∑
i=1

ρi∣∣
K

e V =
k⋃
i=1

Vi. Podemos ver que

1. med(K) −med(V ) =
k∑
i=1

med(Wi − Vi) ≤
k∑
i=1

med(Wi − V̂i) < ε o que implica que

med(V ) > med(K)− ε;

2. Analogamente temos que med(∂K ∩ V ) > med(∂K)− ε;

3. ρ∣∣
V

≡ 1.

Agora estamos aptos à construir α e f . Definimos

f(x) =

{
fi(x)ρ(x) se x ∈ Wi

0 se x ∈ B
e

α(x) =

{
αi ρ(x) if x ∈ Wi

0 if x ∈ B.

Note que f é regular pois fi ρi é regular para cada i = 1, . . . , k e f =
∑k

i=1 fi ρi. Da
mesma forma α é regular. Usando a propriedade (3) para ρ, descrita acima, temos que
α e f são regulares e satisfazem todas as condições exigidas no enunciado do teorema.
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2.2.3 Controlando a Equação

Temos então provado que a Observação 2.2.4 é válida. Levando em consideração
que 0 ≤ ψ ≤ 1, temos, por (2.36), que

C

∫ T

0

∫
Ω∗
u2
t + |∇u|2 dMdt ≤ C∗

∫ T

0

∫
Ω∗\V

u2
t + |∇u|2 dMdt

+ C2

∣∣∣∣∣
[∫

Ω∗
utu dM

]T
0

∣∣∣∣∣+ C1

∫ T

0

∫
Ω∗
u2 dMdt+ C2

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)||u| dMdt

+

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)||∇f ||∇u| dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗\V

|〈∇u,∇α〉||u| dMdt

+

∣∣∣∣∣∣
∫

ω′ε
2

ut〈∇f,∇u〉 dM

T
0

∣∣∣∣∣∣+ C3

∫ T

0

∫
ω′ε

2

u2
t + |∇u|2 + u2 dMdt

+

∣∣∣∣∣
[∫

Ω∗
ut〈∇f,∇u〉 dM

]T
0

∣∣∣∣∣+ C4

∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt

+
C4

2

∫ T

0

∫
ω′ε

2

u2
t + |∇u|2 + u2 dMdt+ C5

∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt

+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)|g(ut)||∇u||∇f | dMdt+ C6

∣∣∣∣∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu u dΓdt

∣∣∣∣ , (2.51)

onde C1 = max
x∈Ω∗

∣∣∣∣(α− ∆f

2

)
(x)

∣∣∣∣, C2 = max
x∈Ω∗

α(x), C3 = max
x∈Ω∗
|∆f(x)|,

C4 = max
x∈Ω∗

(|∇f(x)||∇ψ(x)|), C5 > 0 é tal que

|∇2f(∇u,∇u)(x)| ≤ C5|∇u(x)|2, ∀ x ∈ Ω∗, e C6 = max
x∈∂Ω∗

α(x).
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Somando C
∫ T

0

∫
Ω∗
u2 dMdt em ambos os lados de (2.51), conclúımos que

C

∫ T

0

∫
Ω∗
u2
t + |∇u|2 + u2 dMdt ≤ C∗

∫ T

0

∫
Ω∗\V

u2
t + |∇u|2 + |〈∇u,∇α〉||u| dMdt

+ C̃a−1
0

∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)u2
t dMdt+ C̃

∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt+

∣∣∣∣∣
[∫

Ω∗
ut〈∇f,∇u〉 dM

]T
0

∣∣∣∣∣
+ C̃

∣∣∣∣∣
[∫

Ω∗
utu dM

]T
0

∣∣∣∣∣+ C̃

∫ T

0

∫
Ω∗
u2 dMdt+ C̃

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)||u| dMdt

+ C̃

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)||∇u| dMdt+

C̃

2

∫ T

0

∫
ω′ε

2

u2 dMdt

+ C̃

∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)|g(ut)||∇u| dMdt+

∣∣∣∣∣∣
∫

ω′ε
2

ut〈∇f,∇u〉 dM

T
0

∣∣∣∣∣∣
+ C̃

∣∣∣∣∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu u dΓdt

∣∣∣∣ . (2.52)

Em seguida vamos estimar alguns termos de (2.52), para tanto usaremos a desi-
gualdade de Hölder bem como a desigualdade ab ≤ a2

4β
+ βb2, onde β é um número real

positivo arbitrário.

• Estimativa para J1 :=
∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)||u| dMdt.

J1 ≤
∫ T

0

(∫
Ω∗
a(x)|g(ut)|2 dM

) 1
2
(∫

Ω∗
a(x)|u|2 dM

) 1
2

dt

≤
∫ T

0

[
1

4β

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)|2 dM+ β

∫
Ω∗
a(x)|u|2 dM

]
dt

≤ 1

4β

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)|2 dMdt+ ‖a‖∞2β

∫ T

0

∫
Ω∗

1

2
|u|2 dMdt

≤ 1

4β

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(ut)|2 dMdt+ Ĉβ

∫ T

0

E(t) dt. (2.53)

• Estimativa para J2 :=
∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)|ut|2 dMdt.

J2 ≤
∫ T

0

∫
M
a(x)|ut|2 dMdt. (2.54)

• Estimativa para

J3 :=

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)||∇u| dMdt+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)|g(ut)||∇u| dMdt.
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J3 ≤ 2

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)|g(ut)||∇u| dMdt

≤ 1

2β

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(ut)|2 dMdt+ Ĉβ

∫ T

0

E(t) dt. (2.55)

• Estimativa para J4 :=
∣∣∣∫ T0 ∫∂Ω∗

∂νu u dΓdt
∣∣∣ .

Fazendo α = ψ no Lema 2.2.3, obtemos∫
ω′ε

2

utψu dM

T
0

=

∫ T

0

∫
ω′ε

2

ψ[u2
t − |∇u|2 − u2] dMdt−

∫ T

0

∫
ω′ε

2

〈∇u,∇ψ〉u dMdt

−
∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)g(ut)ψu dMdt+

∫ T

0

∫
∂Ω∗

∂νu u dΓdt. (2.56)

Então

J4 ≤

∣∣∣∣∣∣
∫

ω′ε
2

utu dM

T
0

∣∣∣∣∣∣+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

u2
t + |∇u|2 dMdt+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

u2 dMdt

+ C̃

∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2

2
+
u2

2
dMdt+

∫ T

0

∫
ω′ε

2

a(x)|g(ut)||u| dMdt. (2.57)

Aplicando o mesmo procedimento empregado em (2.53), segue que

J4 ≤

∣∣∣∣∣∣
∫

ω′ε
2

utu dM

T
0

∣∣∣∣∣∣+ a−1
0

∫ T

0

∫
Ω∗
a(x)u2

t dMdt+ Ĉ

∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt

+ Ĉ

∫ T

0

∫
Ω∗
u2 dMdt+

1

4β

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(ut)|2 dMdt+ Ĉβ

∫ T

0

E(t) dt. (2.58)

Portanto, por (2.52), (2.53), (2.54), (2.55) e (2.58), definindo

χ : =

[∫
Ω∗
ut〈∇f,∇u〉 dM

]T
0

+

[∫
Ω∗
utu dM

]T
0

+

∫
ω′ε

2

ut〈∇f,∇u〉 dM

T
0

+

∫
ω′ε

2

utu dM

T
0

, (2.59)
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conclúımos que

C

∫ T

0

∫
Ω∗
u2
t + |∇u|2 + u2 dMdt ≤ C ′|χ|+ C ′

2

∫ T

0

∫
Ω∗\V

|∇u|2 + u2 dMdt

+ C∗
∫ T

0

∫
Ω∗\V

u2
t + |∇u|2 dMdt+ C ′

∫ T

0

∫
M
a(x)[|g(ut)|2 + u2

t ] dMdt

+ C ′
∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt+ C ′
∫ T

0

∫
Ω∗
u2 dMdt+ C ′β

∫ T

0

E(t) dt, (2.60)

onde C ′ = C ′(‖a‖∞, f, ψ, α, a−1
0 ).

O próximo passo é estimar o termo
∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt. Para este propósito ne-

cessitamos, novamente, construir uma função auxiliar, ηδ, definida em uma vizinhança
espećıfica de ω′ε

2
. A construção detalhada é apresentada no apêndice deste caṕıtulo.

Sejam Ω∗∗ ⊂ M como definido anteriormente, isto é, aberto, conexo e limitado
com fronteira ∂Ω∗∗ bem regular tal que Ω ⊂⊂ Ω∗ ⊂⊂ Ω∗∗ e η̃ : R −→ R satisfazendo

η̃(x) =


1, se x ≤ 0

(x− 1)2, se x ∈ [1/2, 1]
0, se x > 1

e definida em (0, 1/2) de modo que η̃ é uma função não crescente de classe C1. Para

δ > 0, definimos, η̃δ(x) := η̃(
x

δ
). Observe que existe uma constante M que não depende

de δ, tal que
|η̃′δ(x)|
η̃δ(x)

≤ M

δ2
para todo x < δ.

Agora, seja δ > 0 suficientemente pequeno tal que

ω̃δ :=
{
x ∈ Ω∗∗ ; d

(
x, ∂ω′ε

2

)
< δ
}

esteja totalmente contido em Ω∗∗\Ω, isto é, ω̃δ é uma vizinhança tubular de ∂ω′ε
2

total-

mente contida em Ω∗∗\Ω.

Definimos ηδ : Ω∗∗ −→ R onde

ηδ(x) =


1, se x ∈ ω′ε

2

η̃δ(d(x, ω′ε
2
)), se x ∈ ω̃δ

0, caso contrário.

Temos que ηδ é uma função de classe C1 definida em Ω∗∗, pois ∂ω′ε
2

e ∂(ω̃δ ∪ ω′ε
2
)

são regulares. Observe também que

|∇ηδ(x)|
ηδ(x)

2

=
|η̃′δ(d(x, ω′ε

2
))|2

η̃δ(d(x, ω′ε
2
))
≤ M

δ2
, (2.61)
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Figura 2.2: Propriedades da função ηδ.

para todo x ∈ ω̃δ. Consequentemente,
|∇ηδ(x)|
ηδ(x)

2

∈ L∞(ω̃δ ∪ ω′ε
2
).

Fazendo ηδ = α no Lema 2.2.3, obtemos

[∫
Ω∗∗

utηδu dM
]T

0

=

∫ T

0

∫
Ω∗∗

ηδ[u
2
t − |∇u|2 − u2]− 〈∇u,∇ηδ〉u dMdt

−
∫ T

0

∫
Ω∗∗

a(x)g(ut)ηδu dMdt+

∫ T

0

∫
∂Ω∗∗

∂νu ηδu dΓdt. (2.62)

Assim, definindo Vδ := ω̃δ ∪ ω′ε
2
, é válida a identidade[∫

Vδ

utηδu dM
]T

0

=

∫ T

0

∫
Vδ

ηδ[u
2
t − |∇u|2 − u2] dMdt−

∫ T

0

∫
Vδ

〈∇u,∇ηδ〉u dMdt

−
∫ T

0

∫
Vδ

a(x)g(ut)ηδu dMdt. (2.63)

Novamente com o aux́ılio da desigualdade de Hölder e também da desigualdade
ab ≤ a2

4β
+ βb2, onde β é um número real positivo arbitrário, estimaremos alguns termos

de (2.63).

• Estimativa para K1 :=
∫ T

0

∫
Vδ
ηδ|ut|2 dMdt.

|K1| ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
Vδ

a(x)|ut|2 dMdt ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)|ut|2 dMdt. (2.64)

• Estimativa para K2 :=
∫ T

0

∫
Vδ
a(x)g(ut)ηδu dMdt.

|K2| ≤
C

4β

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(ut)|2 dMdt+ 2β

∫ T

0

E(t) dt. (2.65)
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• Estimativa para K3 :=
∫ T

0

∫
Vδ
u〈∇u,∇ηδ〉 dMdt.

|K3| ≤
∫ T

0

∫
Vδ

|u||∇u||∇ηδ| dMdt

≤
∫ T

0

∫
Vδ

1

2
ηδ|∇u|2 dMdt+

∫ T

0

∫
Vδ

1

2

|∇ηδ|2

ηδ
|u|2 dMdt

≤ 1

2

∫ T

0

∫
Vδ

ηδ|∇u|2 dMdt+
M

2δ2

∫ T

0

∫
Vδ

|u|2 dMdt. (2.66)

Denotando χ1 := −
[∫

Vδ
utηδu dM

]T
0

resulta, de acordo com (2.63), (2.64), (2.65)

e (2.66), que

1

2

∫ T

0

∫
Vδ

ηδ|∇u|2 dMdt ≤ |χ1|+ C̃

∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt

+
C̃

4β

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(ut)|2 dMdt+ C̃

∫ T

0

∫
Ω∗∗
|u|2 dMdt

+ 2β

∫ T

0

E(t) dt. (2.67)

Note que ∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt ≤
∫ T

0

∫
Vδ

ηδ|∇u|2 dMdt, (2.68)

logo substituindo (2.67) em (2.60), levando em consideração (2.68), agrupando alguns
termos e observando que∫ T

0

∫
Ω∗\V

u2 dMdt ≤
∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2 dMdt,

conclúımos

C

∫ T

0

∫
Ω∗
u2
t + |∇u|2 + u2 dMdt ≤ C ′|χ|+ Ĉ|χ1|

+ Ĉ

∫ T

0

∫
M
a(x)[g(ut)|2 + u2

t ] dMdt+ Ĉ

∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2 dMdt

+ C∗1

∫ T

0

∫
Ω∗\V

|∇u|2 + u2
t dMdt+ Ĉβ

∫ T

0

E(t) dt. (2.69)

onde Ĉ = Ĉ(‖a‖∞, a−1
0 , C ′, M

δ2 , ψ, f, α).

Vamos, na sequência, estimar o termo
∫ T

0

∫
Ω∗\V |∇u|

2 dMdt.

Seja M∗ ⊂ M um subconjunto aberto, tal que Ω∗\V ⊂ M∗ ⊂⊂ Ω∗∗. Note que,
de acordo com a Hipótese 2.0.2, a(x) ≥ a0 > 0 em M∗.
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Considere θ > 0 suficientemente pequeno de modo que a vizinhança tubular ω̃θ de
∂V , definida por

ω̃θ := {x ∈ Ω∗∗; d(x, ∂V ) < θ},

esteja totalmente contida em M∗.

Procedendo de modo similar a estimativa feita para o termo
∫ T

0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt,

obtemos

1

2

∫ T

0

∫
Ω∗\V

|∇u|2 dMdt ≤ |χ2|+ C2

∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt

+
C2

4β

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(ut)|2 dMdtC2

∫ T

0

∫
Ω∗∗
|u|2 dMdt

+ 2β

∫ T

0

E(t) dt, (2.70)

onde χ2 := −
[∫

ωθ
utηθu dM

]T
0

e ωθ := ω̃θ ∪ (Ω∗\V ) ⊂M∗.

Portanto, por (2.70) e (2.69), podemos escrever

C

∫ T

0

∫
Ω∗
u2
t + |∇u|2 + u2 dMdt ≤ C ′|χ|+ Ĉ|χ1|+ C3|χ2|+ C3

∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2 dMdt

+ C3

∫ T

0

∫
M
a(x)[g(ut)|2 + u2

t ] dMdt+ C3β

∫ T

0

E(t) dt. (2.71)

Multiplicando (2.27) por C e somando com (2.71), segue a seguinte desigualdade

C

∫ T

0

∫
M
u2
t + |∇u|2 + u2 dMdt ≤ C

∣∣∣∣∣
[∫
M
utϕu dM

]T
0

∣∣∣∣∣
+ C ′|χ|+ Ĉ|χ1|+ C3|χ2|+ C4

∫ T

0

∫
M
a(x)(|g(ut)|2 + u2

t ) dMdt

+ C

∫ T

0

∫
M\Ω

a(x)|g(ut)||u|ϕ dMdt+ C4

∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2 dMdt

+ C3β

∫ T

0

E(t) dt. (2.72)

• Estimativa para o termo
∫ T

0

∫
M\Ω a(x)|g(ut)||u|ϕ dMdt.

∫ T

0

∫
M\Ω

a(x)|g(ut)||u|ϕ dMdt ≤
∫ T

0

(∫
M
a(x)|g(ut)|2 dM

) 1
2
(∫
M
a(x)|u|2 dM

) 1
2

dt

≤ 1

4β

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(ut)|2 dMdt+ C1β

∫ T

0

E(t) dt. (2.73)
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Assim, de acordo com (2.72), (2.73) e da definição da energia E(t), obtemos

2C

∫ T

0

E(t) dt ≤ C

∣∣∣∣∣
[∫
M
utϕu dM

]T
0

∣∣∣∣∣+ C ′|χ|+ Ĉ|χ1|+ C3|χ2|

+ C̃

∫ T

0

∫
M
a(x)(|g(ut)|2 + u2

t ) dMdt+ C̃

∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2 dMdt

+ C̃β

∫ T

0

E(t) dt, (2.74)

onde C̃ = C̃(‖a‖∞, a−1
0 , C, C ′, C3, C4,

M
δ2 , ψ, f, α, ϕ).

Em seguida faremos uso da identidade de energia para estimar os termos |χ|, |χ1|,
|χ2| e

∣∣∣[∫M utϕu dM
]T

0

∣∣∣.
|χ1| =

∣∣∣∣∣
[∫

Vδ

utηδu dM
]T

0

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Vδ

ut(T, x)ηδ(x)u(T, x) dM−
∫
Vδ

ut(0, x)ηδ(x)u(0, x) dM
∣∣∣∣

≤ C1

[∫
M
|ut(T, x)||u(T, x)| dM+

∫
M
|ut(0, x)||u(0, x)| dM

]
= C1(E(T ) + E(0))

= C1

(
2E(T ) +

∫ T

0

∫
M
a(x)g(ut)ut dMdt

)
≤ 2C1E(T ) + C2

∫ T

0

∫
M
a(x)[|g(ut)|2 + |ut|2] dMdt.

Usando os mesmos argumentos para os demais termos conclúımos que

C ′|χ|+ Ĉ|χ1|+ C3|χ2|+ C

∣∣∣∣∣
[∫
M
utϕu dM

]T
0

∣∣∣∣∣ ≤ C0E(T )

+ C0

∫ T

0

∫
M
a(x)[|g(ut)|2 + |ut|2 dMdt, (2.75)

onde C0 não depende de T .

De modo a provar a desigualdade dada em (2.17), resta estimar, de acordo com

(2.74) e (2.75), o termo
∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2 dMdt. Com esta finalidade enunciamos o seguinte
lema.

Lema 2.2.13. Seja u uma solução regular do problema (2.1). Então, para todo T > T0,
onde T0 é uma constante positiva suficientemente grande, existe uma constante positiva
C(T0, E(0)) tal que a seguinte desigualdade é satisfeita∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2 dMdt ≤ C(T0, E(0))

{∫ T

0

∫
M
a(x)[|g(ut)|2 + |ut|2] dMdt

}
, (2.76)
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para dados iniciais {u0, u1} tais que ‖{u0, u1}‖H1(M)×L2(M) ≤ L.

Demonstração: Argumentaremos por contradição. Denotaremos u′ := ut. Suponha
que (2.76) não é verificado. Então existe uma sequência de dados iniciais {uk(0), u′k(0)}k,
tal que as soluções regulares correspondentes {uk}k do problema (2.1), com Ek(0) uni-
formemente limitada em k, verifica

lim
k→+∞

∫ T
0

∫
Ω∗∗

u2
k dMdt∫ T

0

∫
M a(x)(g2(u′k) + u′2k) dMdt

= +∞, (2.77)

isto é,

lim
k→+∞

∫ T
0

∫
M a(x)(g2(u′k) + u′2k) dMdt∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2
k dMdt

= 0. (2.78)

Como a energia é uma função não crescente, é válido que Ek(t) ≤ Ek(0) ≤ L, para
todo t ≥ 0, logo

‖uk‖2
H1(ΣT ) ≤ 2LT, onde ΣT = (0, T )×M. (2.79)

Além disso, também é válido que

‖uk‖2
L∞(0,T ;H1(M)) ≤ 2L (2.80)

e
‖u′k‖2

L∞(0,T ;L2(M)) ≤ 2L. (2.81)

Consequentemente, existe uma subsequência de {uk}, ainda denotada da mesma
forma, que verifica as seguintes convergências

uk ⇀ u fraco em H1(ΣT ); (2.82)

uk
?
⇀ u fraco estrela em L∞(0, T ;H1(M)); (2.83)

u′k
?
⇀ u′ fraco estrela em L∞(0, T ;L2(M)). (2.84)

Devido a imersão compacta H1(Ω∗∗)
c
↪→ L2(Ω∗∗), juntamente com (2.80), (2.81) e

pelo Teorema 1.2.9, temos que

uk −→ u forte em L2(0, T ;L2(Ω∗∗)). (2.85)

Observe que u não depende de Ω∗∗ de acordo com (2.82).

Neste ponto dividiremos a prova em dois casos, a saber: u 6= 0 e u = 0.

(i) u 6= 0

Observe que, de acordo com (2.85), temos que

{uk} é limitada em L2(0, T ;L2(Ω∗∗)).
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Assim, por (2.78), obtemos

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
M
a(x)(g2(u′k) + u′

2
k) dMdt = 0 (2.86)

e então, por (2.86), conclúımos que

∫ T

0

∫
M
|a(x)g(u′k)|2 dMdt ≤ ‖a‖∞

∫ T

0

∫
M
a(x)(g2(u′k) + u′

2
k) dMdt −→ 0, (2.87)

quando k →∞, isto é,

ag(u′k) −→ 0 forte em L2(0, T ;L2(M)). (2.88)

Nosso objetivo é passar o limite na sequência de problemas
u
′′

k −∆uk + uk + a(x)g(u
′

k) = 0 em M× (0,∞)

uk(0) = u0,k , u
′

k(0) = u1,k em M
(2.89)

Note que, de acordo com (2.86), segue que∫ T

0

∫
(M\Ω)∪M∗

u′k
2
dMdt ≤ a−1

0

∫ T

0

∫
(M\Ω)∪M∗

a(x)u′k
2
dMdt

≤ a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)u′k

2
dMdt→ 0,

quando k →∞.

Assim, por (2.84), obtemos que u′ satisfaz

u′ =


u′ em Ω× (0, T )

0 em (M\Ω) ∪M∗ × (0, T )
(2.90)

Fazendo k →∞ em (2.89), conclúımos que u
′′ −∆u+ u = 0 em L∞(0, T ;H−1(M))

u′ = 0 em (M\Ω) ∪M∗ × (0, T )
(2.91)

com u ∈ L∞(0, T ;H1(M)) e u′ ∈ L∞(0, T ;L2(M)).

Fazendo v = u′, por (2.91), segue que v
′′ −∆v + v = 0 em M× (0, T )

v = 0 em (M\Ω) ∪M∗ × (0, T )
(2.92)
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no sentido distribucional, com v ∈ L∞(0, T ;L2(M)) e v′ ∈ L∞(0, T ;H−1(M)).

Além disso, de acordo com o Teorema 1.3.10, temos que

v ∈ C([0, T ];L2(M)) ∩ C1([0, T ];H−1(M)).

Usando argumentos de densidade podemos aproximar o problema (2.92) por uma
sequência de problemas da forma v

′′
ν −∆vν + vν = 0 em M× (0, T )

vν = 0 em (M\Ω) ∪M∗ × (0, T ),
(2.93)

onde vν ∈ C([0, T ];H1(M)) ∩ C1([0, T ];L2(M)) e

vν −→ v forte em C([0, T ];L2(M))

v′ν −→ v′ forte em C([0, T ];H−1(M)).

Nosso intuito é aplicar o Teorema 1.5.1 na sequência de problemas (2.93).

Considere Ω∗ ⊃⊃ Ω satisfazendo as condições mencionadas anteriormente, assim é
válido que {

v
′′
ν −∆vν + vν = 0 em Ω∗ × (0, T )
vν = 0 em (Ω∗\Ω) ∪M∗ × (0, T ),

(2.94)

onde vν ∈ C([0, T ];H1(M)) ∩ C1([0, T ];L2(M)).

Portanto pelo Teorema 1.5.1, obtemos que vν = 0 em Ω∗× (0, T ), e portanto v = 0
in Ω∗ × (0, T ), donde conclúımos que u′ = 0 em M× (0, T ).

Observação 2.2.14. É importante observar como o Teorema 1.5.1 é aplicado.

Temos que vν = 0 em (Ω∗\Ω)∪M∗× (0, T ), onde M∗ é um subconjunto aberto de
M que contém Ω∗\V e V é definido na Seção 2.2.2, a saber V =

⋃k
i=1 Vi.

Como (Ω∗\V ) ⊂ M∗, temos, para cada i = 1, . . . , k, que existem abertos, conexos
e limitados Ai e Ci tais que Ai ⊂ Ci ⊂⊂ Vi e vν = 0 em (Vi\Ai)× (0, T ), logo ∂νvν = 0
em ∂Ci, ∀ i = 1, . . . , k.

De acordo com a construção da função f , citada na Observação 2.2.4, temos que
esta é estritamente convexa em V , logo em Ci, ∀ i = 1, . . . , k.

Aplicando o Teorema 1.5.1, obtemos que vν = 0 em Ci × (0, T ), ∀ i = 1, . . . , k.
Portanto vν = 0 em Vi, ∀ i = 1, . . . , k, provando que vν = 0 em Ω∗ × (0, T ).

De acordo com (2.91) podemos escrever{
−∆u+ u = 0 in M× (0, T )
u′ = 0 in M× (0, T ).

(2.95)

Como u ∈ L∞(0, T ;H1(M)), segue que ∆u ∈ L∞(0, T ;H1(M)), então u(t) ∈
H1(M) e ∆u(t) ∈ H1(M) ↪→ L2(M). Multiplicando (2.95) por u(t) e integrando sobre
M, deduzimos que ∫

M
−∆u(t)u(t) dM+

∫
M
|u(t)|2 dM = 0,
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isto é, ∫
M
|∇u(t)|2 dM+

∫
M
|u(t)|2 dM = 0.

Portanto u(t) = 0 em H1(M) para quase todo t ∈ [0, T ], ou seja, u = 0, o que é uma
contradição.

(ii) u = 0

Definimos

ck :=

[∫ T

0

∫
Ω∗∗
|uk|2 dMdt

] 1
2

e ūk :=
1

ck
uk, (2.96)

assim

‖ūk‖2
L2(0,T ;L2(Ω∗∗)) = 1. (2.97)

Considerando

Ek(t) :=
1

2

∫
M
|ū′k|2 + |ūk|2 + |∇ūk|2dM, (2.98)

segue que

Ek(t) =
Ek(t)

c2
k

. (2.99)

De acordo com (2.74) e (2.75) é válido, para cada solução regular u do problema
(2.1) e T suficientemente grande, que

E(T ) ≤ Ĉ

[∫ T

0

∫
M
a(x)(g2(u′) + u′

2
) dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗∗

u2 dMdt

]
, (2.100)

e pela identidade de energia temos que

E(0) = E(T ) +

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u′)u′ dMdt

≤ E(T ) +

∫ T

0

∫
M
a(x)(g2(u′) + u′

2
) dMdt.

Então,

E(t) ≤ E(0) ≤ C̃

[∫ T

0

∫
M

(
a(x)g2(u′) + a(x)u′

2)
dMdt+

∫ T

0

∫
Ω∗∗
|u|2dMdt

]
para todo t ∈ (0, T ), com T suficientemente grande.

Usando a desigualdade anterior para uk e levando em consideração (2.99), obtemos

Ek(t) =
Ek(t)

c2
k

≤

[∫ T
0

∫
M

(
a(x)g2(u′k) + a(x)u′2k

)
dMdt∫ T

0

∫
Ω∗∗
|uk|2dMdt

+ 1

]
. (2.101)
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Logo, por (2.78) e (2.101), é garantida a existência de uma constante L1 > 0 tal que

Ek(t) ≤ L1 , ∀t ∈ [0, T ], ∀k ∈ N.

Procedendo de modo análogo ao caso (i), obtemos uma subsequência tal que

ūk ⇀ ū fraco em H1(ΣT ); (2.102)

ūk
?
⇀ ū fraco estrela em L∞(0, T ;H1(M)); (2.103)

ū′k
?
⇀ ū′ fraco estrela em L∞(0, T ;L2(M)), (2.104)

e, portanto, usando argumentos de compacidade, temos que

ūk −→ ū forte em L2(0, T ;L2(Ω∗∗)). (2.105)

Além disso, observe que por (2.78) segue que

lim
k→+∞

∫ T
0

∫
M a(x)g2(u′k) dMdt

c2
k

= 0 (2.106)

e

∫ T

0

∫
(M\Ω)∪M∗

ū′2k dMdt ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
(M\Ω)∪M∗

a(x)ū′2k dMdt (2.107)

≤ a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)ū′2k dMdt −→ 0,

quando k →∞.
Temos que ūk satisfaz

ū′′k −∆ūk + ūk + a(x)
g(u′k)

ck
= 0 em M× (0, T ). (2.108)

Logo fazendo k →∞ em (2.108), obtemos, de acordo com (2.102), (2.103), (2.104),
(2.105), (2.106) e (2.107), que

ū′′ −∆ū+ ū = 0 em L∞(0, T ;H−1M))

ū′ = 0 em (M\Ω) ∪M∗ × (0, T ).
(2.109)

Usando os mesmos argumentos empregados no caso (i), conclúımos que ū = 0 em
M× (0, T ), o que é uma contradição levando em conta (2.97) e (2.105).

Isto encerra a prova do lema.

2

Desta forma, de acordo com o Lema 2.2.13 e as estimativas (2.74) e (2.75) obtemos

2C

∫ T

0

E(t) dt ≤ C0E(T ) + C̃1

∫ T

0

∫
M
a(x)(|g(ut)|2 + u2

t ) dMdt

+ C̃β

∫ T

0

E(t) dt, (2.110)
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para todo T ≥ T0, T0 suficientemente grande tal que T0(2C − C̃β) − C0 > 0. Note que
C0 não depende de T .

Considerando β suficientemente pequeno de modo que C̃2 := 2C − C̃β > 0 segue
que

C̃2

∫ T

0

E(t)dt ≤ C0E(T ) + C̃1

∫ T

0

∫
M
a(x)(|g(ut)|2 + u2

t ) dMdt, (2.111)

para todo T ≥ T0, a qual é a desigualdade desejada dada em (2.17).

Observe ainda que, para todo T ≥ T0 e t ∈ [0, T0] temos

E(T ) ≤ E(T0) ≤ E(t) =⇒ T0E(T ) ≤
∫ T0

0

E(t) dt ≤
∫ T

0

E(t) dt.

Então

C̃2T0E(T ) ≤ C̃2

∫ T

0

E(t)dt

≤ C0E(T ) + C̃1

∫ T

0

∫
M
a(x)(|g(ut)|2 + u2

t ) dMdt. (2.112)

Portanto

E(T ) ≤ C̃1

C̃2T0 − C0

∫ T

0

∫
M
a(x)(|g(ut)|2 + u2

t ) dMdt,

que nos permite enunciar o seguinte resultado:

Proposição 2.2.15. Para T ≥ T0, T0 suficientemente grande, a solução u do problema
(2.1) satisfaz

E(T ) ≤ C

∫ T

0

∫
M

[
a(x)|ut|2 + a(x)|g(ut)|2

]
dMdt, (2.113)

onde C = C
(
T0, E(0), ‖a‖L∞(M), α, f, ψ, a0,M/δ2

)
.

Demonstração do Teorema 2.2.1:

Suponha inicialmente que u é uma solução regular do problema (2.1). Por hipótese,
temos que |g(s)| ≥ k|s|, ∀s ∈ R.

De acordo com a identidade de energia é válido que

E(0) = E(T ) +

∫ T

0

∫
M
a(x)g(ut)ut dMdt

≥ E(T ) + k

∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt,

isto é,

E(T )− E(0) ≤ −k
∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt. (2.114)
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Além disso, pela Proposição 2.2.15 e pela Hipótese 2.0.1, obtemos

E(T ) ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)(g2(ut) + u2

t ) dMdt

≤ C1

∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt, ∀ T ≥ T0.

Consequentemente,

−E(T ) ≥ −C1

∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt, ∀ T ≥ T0. (2.115)

Multiplicando (2.114) por C1 e considerando (2.115) temos

C1 [E(T )− E(0)] ≤ −kC1

∫ T

0

∫
M
a(x)u2

t dMdt

≤ −kE(T ),

para todo T ≥ T0, ou seja,

E(T ) ≤ C1

C1 + k
E(0) =

1

1 + C
E(0), ∀ T ≥ T0,

onde C = k
C1

.

Repetindo o processo para 2T , encontramos

E(2T ) ≤ 1

1 + C
E(T ) ≤ 1

(1 + C)2
E(0), ∀ T ≥ T0.

De modo geral,

E(nT ) ≤ 1

(1 + C)n
E(0), ∀ T ≥ T0. (2.116)

Agora, seja t ≥ T0, então t = nT0 + r, 0 ≤ r < T0. Como a energia é uma função
não crescente, obtemos

E(t) ≤ E(t− r) = E(nT0) ≤ 1

(1 + C)n
E(0) =

1

(1 + C)
t−r
T0

E(0).

Considerando C0 = e
r
T0
ln(1+C)

e λ0 = ln(1+C)
T0

> 0, segue o desejado para soluções
regulares, isto é,

E(t) ≤ C0e−λ0tE(0); ∀t ≥ T0. (2.117)

No que segue provaremos o decaimento exponencial para soluções fracas do pro-
blema (2.1). De fato, considere (u0, u1) ∈ H1(M)× L2(M), então a solução fraca u do
problema (2.1) possui a seguinte regularidade

u ∈ C([0,∞);H1(M)) ∩ C1([0,∞);L2(M)).
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Por argumentos de densidade segue que existe (u0,k, u1,k)k∈N ∈ H2(M)×H1(M),
tal que

(u0,k, u1,k) −→ (u0, u1) em H1(M)× L2(M) = H. (2.118)

Seja Uk =

(
uk
u′k

)
a solução regular do problema (2.6) associada ao dado inicial

U0,k =

(
u0,k

u1,k

)
e seja U =

(
u
u′

)
a solução fraca do problema (2.6) associada ao dado

inicial U0 =

(
u0

u1

)
.

De acordo com o Teorema 1.3.8 temos que

‖Um(t)− Un(t)‖H ≤ ‖U0,m − U0,n‖H, ∀t ≥ 0.

Consequentemente {Uk}k é uma sequência de Cauchy em C([0, T ];H), para cada T > 0,

e portanto existe V =

(
v
w

)
∈ C([0, T ];H) tal que

Uk −→ V em C([0, T ];H). (2.119)

Observe que, pela unicidade do limite em D′(0, T ;L2(M)), obtemos w = v′, mais
ainda, V ∈ C([0,∞);H) e V (0) = U0. Com efeito,

U0,k = Uk(0) −→ V (0) em H,

pela unicidade do limite em H e levando em conta (2.118), deduzimos que U0 = V (0).

A fim de mostrar que V é solução fraca do problema (2.6) resta provar que a
desigualdade (1.3) é válida. Com isso, devido a unicidade da solução fraca, concluiremos
que U = V . Inicialmente provaremos que toda solução forte, Uk, do problema (2.6) é
solução fraca. Com efeito, pela própria definiçao de solução forte é suficiente provar que
a desigualdade (1.3) é satisfeita. De fato, fazendo o produto interno em H do problema
(2.6) com Uk(t)−W , onde W ∈ D(A+ F ), obtemos

1

2

d

dt
‖Uk(t)−W‖2

H = (−(A+ F )Uk(t), Uk(t)−W )H

= −(A+ F )Uk(t) + (A+ F )W − (A+ F )W,Uk(t)−W )H

= (−(A+ F )(Uk(t)−W ), Uk(t)−W )H + (−(A+ F )W,Uk(t)−W )H

≤ (−(A+ F )W,Uk(t)−W )H.

Integrando a última desigualdade sobre [s, t] com 0 ≤ s ≤ t ≤ T segue que

‖Uk(t)−W‖2
H ≤ ‖Uk(s)−W‖+ 2

∫ t

s

(−(A+ F )W,Uk(τ)−W )H dτ, (2.120)

o que mostra o desejado.

Pela convergência dada em (2.119), conclúımos que

‖Uk(t)−W‖2
H −→ ‖V (t)−W‖2

H, ∀t ≥ 0. (2.121)



CAPÍTULO 2. EQUAÇÃO DE KLEIN-GORDON 61

Além disso, para 0 ≤ s ≤ t ≤ T , temos que∣∣∣∣∫ t

s

(−(A+ F )W,Uk(τ)−W )H − (−(A+ F )W,V (τ)−W )H dτ

∣∣∣∣
≤
∫ t

s

‖ − (A+ F )W‖H‖Uk(τ)− V (τ)‖H dτ

≤ ‖(−(A+ F )W‖H(t− s)‖Uk − V ‖C([0,T ];H) −→ 0, (2.122)

quando k →∞.

Fazendo k → ∞ na desigualdade (2.120), levando em consideração (2.121) e
(2.122), segue que

‖V (t)−W‖2
H ≤ ‖V (s)−W‖+ 2

∫ t

s

(−(A+ F )W,V (τ)−W )H dτ, (2.123)

para todo W ∈ D(A + F ) e 0 ≤ s ≤ t ≤ T, o que prova que V é solução fraca do
problema (2.6), e portanto, pela unicidade de solução fraca, conclúımos que U = V .
Consequentemente, por (2.119), é válido que

Uk −→ U em C([0, T ];H), ∀ T > 0,

ou seja,
uk −→ u in C([0, T ];H1(M)),

e
u′k −→ u′ in C([0, T ];L2(M)),

o que implica que
Ek(t) −→ E(t), ∀ t ≥ 0,

quando k →∞.

Finalmente, por (2.117), obtemos

E(t) ≤ C0e−λ0tE(0); ∀t ≥ T0, (2.124)

o que mostra o decaimento exponencial para soluções fracas.

2.3 Variedades Riemannianas que Admitem Conjun-

tos Abertos Livres de Efeitos Dissipativos

Nesta seção vamos apresentar alguns exemplos de variedades Riemannianas, com
condições geométricas espećıficas, de modo que se possa livrar de efeitos dissipativos
regiões abertas.
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2.3.1 A Variedade Riemanniana (Rn, gϕ)

Considere Rn, n ≥ 2, munido com a métrica radial descrita em coordenadas polares
(r, θ) ∈ [0,+∞[× Sn−1, dada pela fórmula:

gϕ = dr2 + ϕ(r)2dθ2, (2.125)

onde dθ2 é a métrica usual de Sn−1 (esfera de raio 1) e ϕ : ]0,+∞[→ R+ é uma função
regular satisfazendo:

(i) ϕ(2k)(0) = 0 for all k ≥ 0;

(ii) ϕ′(0) = 1.

A métrica dada em (2.125) é completa.

Lema 2.3.1. As seguintes afirmações são verdadeiras:

1. (Rn, gϕ) tem volume finito, se e somente se,

∫ +∞

0

ϕ(r)n−1 dr < +∞.

2. Se ϕ′(r) ≥ c > 0, ∀ r, então (Rn, gϕ) admite uma função própria, estritamente
convexa e limitada inferiormente.

Demonstração: O volume de (Rn, gϕ) é dado por

cn−1

∫ +∞

0

ϕ(r)n−1 dr,

onde cn−1 é o volume da esfera unitária de dimensão n− 1. Isto prova (1).

Para provar (2), seja f(r, θ) =
∫ r

0
ϕ(t) dt. Logo temos que

∇2f

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
=
∂2f

∂r2
= ϕ′(r), (2.126)

∇2f

(
∂

∂r
,
∂

∂θ

)
= 0,

∇2f

(
∂

∂θi
,
∂

∂θj

)
= 0,

se i 6= j, e

∇2f

(
∂

∂θi
,
∂

∂θi

)
=
∂f

∂r
ϕ(r)ϕ′(r) = ϕ2(r)ϕ′(r), (2.127)

Portanto o Hessiano de f é dado por ∇2f = ϕ′(r)gϕ. Assim, se ϕ′ ≥ c > 0, obtemos
que f é estritamente convexa. Nesta situação, f é própria e positiva.

2
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Suponha (Rn, gϕ), onde gϕ é descrita em (2.125). Além disso suponha que ϕ′(r) ≥
c > 0, ∀r.

De acordo com o Lema 2.3.1, item (2), é válido que (Rn, gϕ) admite uma função
f : Rn → R própria, estritamente convexa e limitada inferirmente.

Seja Ω∗ ⊂ Rn, o aberto, limitado e conexo com fronteira regular, descrito nas seções
anteriores. Suponha que, em Ω∗, ϕ satisfaz

ϕ′(r) ∈
[

2

n
(α + C),

α− C
n
2
− 1

]
,

onde C ∈ (0, 1
2
] e α ∈

[
n
2
− 1 + C, n

2
− C

]
, n > 2. Se n = 2, não é necessário limitação

superior para ϕ′.

De acordo com a demonstração do item (2), temos que f(r, θ) =
∫ t

0
ϕ(t)dt e, por-

tanto, ∇2f é proporcional a métrica gϕ.

Portanto, pelos argumentos apresentados na demonstração do Lema 2.2.6 temos
que a Observação 2.2.4 é válida em todo Ω∗, o que nos permite livrar de efeitos dissipati-
vos todo o conjunto Ω, onde Ω ⊂⊂ Ω∗ é o aberto limitado e conexo definido na Hipótese
2.0.2. Observe que em Ω∗\Ω já eram considerados efeitos dissipativos, além disso o
Prinćıpio de Continuação Única dado pelo Teorema 1.5.1 pode ser aplicado diretamente
em Ω∗ , uma vez que existe uma função estritamente convexa sobre toda a variedade.

Observação 2.3.2. Pelo Lema 2.3.1, item (1) , a variedade (Rn, gϕ) tem volume finito
se, e somente se,

∫∞
0
ϕ(r)n−1dr < ∞. Assumindo que isto ocorre, podemos considerar

a dissipação não linear g satisfazendo

ks2 ≤ g(s)s ≤ Ks2, (2.128)

para |s| > 1. Em outras palavras, não é necessário considerar a propriedade (2.128)
para todo s, uma vez que, neste caso é posśıvel provar, de modo análogo ao procedimento
utilizado anteriormente, a existência de soluções, bem como estimar taxas de decaimento
mais gerais empregando o método desenvolvido por Lasiecka e Tataru [38] (ver também
[17]).

2.3.2 Uma Importante Classe de Variedades Riemannianas

Seja Ω∗ ⊂M como definido anteriormente e denote K = Ω∗.

O principal objetivo da presente seção é determinar uma importante classe de
variedades Riemannianas, a saber, variedades Riemannianas (M,g) com curvatura sec-
cional (secg) satisfazendo k1 ≤ secg ≤ k2 < 0, de tal modo que seja posśıvel garan-

tir a existência de subconjuntos abertos e disjuntos, V1,...,Vl, com
⋃l
i=1 Vi ⊂ V , onde

V ⊂ K pode ficar livre de efeitos dissipativos, além disso, med(V ) > med(K) − ε,
med(V ∩ ∂K) > med(∂K)− ε, para todo ε > 0. Mais precisamente, a Observação 2.2.4
ocorre para tal classe de variedades Riemannianas com V ⊃

⋃l
i=1 Vi.

Vamos determinar precisamente as regiões Vi ⊂ K e funções αi, fi : Vi → R, onde a
desigualdade (2.37) é válida. Com isso, procedendo de modo análogo ao que foi feito na
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Seção 2.2.2, para o caso em que K contém domı́nios radialmente simétricos, conclui-se
o desejado.

Inicialmente temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.3. Seja α, C ∈ R tal que α > (n − 1)C, n ∈ N e n ≥ 2. Considere
W ⊂Mn e f :M→ R verificando

2

n
(α + C)|v|2p ≤ ∇2f(v, v) ≤

[
4

n2
(α + C) +

2

n
(α− C)

]
|v|2p, ∀ p ∈ W, ∀ v ∈ TpM.

Então, a seguinte desigualdade é verdadeira:

C

∫ T

0

∫
W

u2
t + |∇u|2 dMdt ≤

∫ T

0

∫
W

(
∆f

2
− α

)
u2
t +∇2f(∇u,∇u) dMdt

+

∫ T

0

∫
W

(
α− ∆f

2

)
|∇u|2 dMdt, (2.129)

para toda solução regular u do problema (2.1).

Demonstração: Observe que

∆f(p) =
n∑
i=1

∇2f(ei, ei),

onde {e1, ..., en} é uma base ortonormal de TpM. Assim, obtemos,

2(α + C) ≤ ∆f(p) ≤ 4

n
(α + C) + 2(α− C), ∀ p ∈ W.

Portanto,
1

2
∆f(p)|∇u|2 ≤

[
2

n
(α + C) + (α− C)

]
|∇u|2,

para todo p ∈ W .

Consequentemente

∇2f(p)(∇u,∇u) +

(
α− 1

2
∆f(p)

)
|∇u|2 ≥ 2

n
(α + C)|∇u|2 + α|∇u|2

−
[

2

n
(α + C) + (α− C)

]
|∇u|2 = C|∇u|2 (2.130)

para todo p ∈ W .

Por outro lado, (
1

2
∆f(p)− α

)
u2
t ≥ (α + C)− α = Cu2

t , (2.131)

para todo p ∈ W . Integrando as desigualdades (2.130) e (2.131) sobre W×(0, T ) obtemos
o desejado.

2
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Variedades que admitem funções regulares com limitação sobre o Hessiano

Sejam f, h : (M,g) → R funções regulares definidas sobre uma variedade Ri-
emanniana. Escrevemos ∇2f ≥ h (respectivamente ∇2f ≤ h) se ∇2f(p)(v, v) ≥
h(p)g(p)(v, v), para todo p ∈M e todo v ∈ TpM.

Gostaŕıamos de descrever uma classe de variedades que admitam funções regulares
f que satisfazem uma desigualdade da forma:

A ≤ ∇2f ≤ B, (2.132)

para constantes precisas B > A > 0. Nossa motivação é a desigualdade (2.129), o
que equivale a determinar constantes positivas α, C e uma função regular f tal que as
desigualdades

∇2f ≥ C +
1

2
∆f − α e

1

2
∆f − α ≥ C, (2.133)

sejam satisfeitas em algum aberto W ⊂M.

Observe que, tomando o traço em (2.132), obtemos as seguintes desigualdades

1

2
nA ≤ 1

2
∆f ≤ 1

2
nB, (2.134)

onde n = dim(M).

Usando (2.132) e (2.134), vemos que (2.133) é satisfeita, desde que A e B satisfaçam

A− 1
2
nB ≥ C − α, e 1

2
nA ≥ C + α.

Igualdades nas expressões acima são obtidas fazendo

A = 2
n
(C + α), B = 2

n

[
2−n
n
C + 2+n

n
α
]

= 4
n2 (C + α)− 2

n
(C − α).

A condição B > A implica que

C + α < 2−n
n
C + 2+n

n
α,

isto é,
α > (n− 1)C. (2.135)

Variedades Riemannianas Warped products

A classe de variedades Riemannianas chamada warped products oferece muitos
exemplos de variedades Riemannianas (M,g) que admitem funções regulares f satis-
fazendo a condição (2.132), chamada condição de pinching sobre o Hessiano. Não é
dif́ıcil mostrar que uma variedade Riemanniana n-dimensional completa que admite uma
função regular com Hessiano limitado inferiormente por uma constante positiva e que
tem um ponto (necessariamente único e mı́nimo) cŕıtico, é difeomorfa ao Rn. No entanto,
necessitamos da existência de funções regulares estritamente convexas, sem a hipótese de
existência de um mı́nimo, e desta forma não temos nenhuma obstrução topológica. Res-
saltamos novamente que, para os nossos propósitos, não é necessário assumir a existência
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de pontos cŕıticos para funções que satisfazem a condição de pinching, (2.132), sobre o
Hessiano.

Um exemplo básico de variedade Riemanniana que admite um função, definida
globalmente, satisfazendo a condição de pinching, (2.132), é dado a seguir:

Seja (M̃, g̃), e considere a variedade warped product M = R × M̃ munida com a
seguinte métrica:

g = dt2 + w(t)2 g̃, (2.136)

onde t é a coordenada em R. Pode-se considerar, de modo mais geral, as métricas em
R×M̃ da forma g = α(t)2 dt2 +w(t)2 g̃. No entanto, por uma mudança de coordenadas,

é posśıvel reescrever tal métrica como dr2 + w
(
t(r)

)2
g̃, onde r =

∫
α(t)dt.

Dada a métrica definida em (2.136), considere a função radial f :M→ R definida
por f(t, x) =

∫ t
0
w(s) ds. Fazendo cálculos análogos aos apresentados na demonstração

do Lema 2.3.1, obtemos que ∇2f , em um ponto p, é proporcional a métrica g, isto é,

∇2f = w′(t) g.

Em particular, se w : R→ R é um difeomorfismo regular satisfazendo

A ≤ w′(t) ≤ B, ∀ t ∈ R,

então a função f considerada satisfaz (2.132).

Também é interessante observar que, por uma caracterização devido a Cheeger e
Colding [22], variedades Riemannianas que admitem funções cujo o Hessiano é múltiplo
da métrica são, basicamente, as chamadas warped products do tipo descrito acima.

Teorema de Comparação do Hessiano

Agora vamos mudar o nosso ponto de vista, e tentar determinar regiões de uma
variedade Riemanniana que são domı́nios de funções regulares que satisfazem a condição
de pinching sobre o Hessiano, (2.132), utilizando condições sobre a curvatura seccional.

Lembramos que, dada uma variedade Riemanniana (M,g) e um ponto p ∈ M, o
raio de injetividade em p, denotado por inj(p) é o supremo do conjunto{

r > 0 : expp
∣∣
Bp(0,r)

é um difeomorfismo
}
,

onde Bp(0, r) é a bola aberta de raio r e centro 0 em TpM. Equivalentemente, inj(p) é a
distância entre p e seu cut locus, ou lugar dos pontos mı́nimos. Um ponto p ∈M é dito
ser um pólo se inj(p) = +∞.

Dado p ∈M e v, w ∈ TpM linearmente independentes, denotaremos por secg(v∧w)
a curvatura seccional do plano gerado por v e w. Além disso, denotaremos por γ̇(t) o
vetor tangente γ′(t) à uma curva γ(t) em M.

Recordemos o seguinte resultado sobre o Hessiano da função distância.

Teorema 2.3.4. Sejam (Mn
i , gi), i = 1, 2, variedades Riemannianas completas, e seja

γi : [0, L] → Mi geodésicas parametrizadas por comprimento de arco, tal que γi não
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intercepta o cut locus de γi(0). Denote por ri = dist
(
·, γi(0)

)
, i = 1, 2. Assuma que para

todo t ∈ [0, L], temos:

secg1

(
v1 ∧ γ̇1(t)

)
≥ secg2

(
v2 ∧ γ̇2(t)

)
para todo vi ∈ γ̇i(t)⊥. Então

∇2r1(v1, v1) ≤ ∇2r2(v2, v2),

para todo vi ∈ γ̇i(t)⊥ e todo t ∈ [0, L].

Demonstração: Ver [33]. 2

Observação 2.3.5. No Teorema 2.3.4, ri
(
γi(t)

)
= t para todo t ∈ [0, L], pois γi é

parametrizada por comprimento de arco, consequentemente ∇2ri
(
γ̇i(t), γ̇i(t)

)
= 0 para

todo t. A fim de se ter uma função com limitações sobre seu Hessiano em todas as
direções, deve-se considerar a função quadrado da distância. Fazendo alguns cálculos
mostra-se, para toda função regular f :M→ R, que

∇2(1
2
f 2)(v, v) = g(∇f, v)2 + f∇2f(v, v).

Em particular, como ∇ri
(
γi(t)

)
= γ̇i(t), então:

∇2(1
2
r2
i )(γ̇i, γ̇i) = 1.

De modo mais geral, se F : R→ R e r :M→ R são funções regulares, então:

∇2(F ◦ r)(X,X) = F ′′(r)g(∇r,X)2 + F ′(r)∇2r(X,X). (2.137)

Portanto, no cálculo do Hessiano da função distância, temos que distinguir direções
radiais, isto é, paralelas ao campo tangente γ̇(t), das direções esféricas, isto é, ortogonais
à γ̇(t).

Variedades Rieamannias Space forms

Seja gSn a métrica usual da esfera unitária Sn. Para k ∈ R, considere a variedade
Mn = R+ × Sn−1 munida com a métrica

gk = dr2 + Sk(r) gSn−1 ,

onde Sk é definida por

Sk(r) =


1√
k

sin
(√

k r
)
, se k > 0,

r, se k = 0,
1√
|k|

sinh
(√
|k| r

)
, se k < 0.

A variedade Riemanniana (Mn, gk) é chamada Space form n-dimensional de curvatura
k. Na realidade se k > 0, tem-se Mn = ]0, π[× Sn−1.

Um cálculo expĺıcito do Hessiano da função distância para a variedade Space form
origina o seguinte corolário do Teorema de comparação do Hessiano.
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Proposição 2.3.6 (Caso especial do Teorema de comparação do Hessiano). Dada uma
variedade Riemanniana (Mn, g) e um ponto p ∈ M, considere r = dist(·, p). Se secg ≥
k, então, nas direções esféricas, tem-se

∇2r ≤ 1

n− 1
Hk(r),

onde

Hk(r) =



(n− 1)
√
k · cot

(√
k · r

)
, se k > 0;

n− 1

r
, se k = 0;

(n− 1)
√
−k · coth

(√
−k · r

)
, se k < 0.

Analogamente, se secg ≤ k, então ∇2r ≥ 1
n−1

Hk(r) nas direções esféricas.

Demonstração: Ver [33]. 2

Observação 2.3.7. Pode-se considerar uma métrica mais geral em Mn da forma:

g = dr2 + φ(r)2 gSn−1 , (2.138)

onde φ : ]0,+∞[ → R+ é uma função regular com lim
r→0

φ(r) = 0 e lim
r→0

φ′(r) = 1. Deste

modo, são válidas as seguinte fórmulas para a curvatura seccional

secrad =
φ′′

φ
, secsph =

1− (φ′)2

φ2
, (2.139)

onde secrad é a curvatura seccional dos planos que contém o vetor radial, e secsph é a
curvatura dos planos perpendiculares ao vetor radial.

Regiões livres de efeitos dissipativos - Condições de curvatura

Considere uma variedade Riemanniana (Mn,g) completa, simplesmente conexa e
orientável de modo que existam constantes negativas k1 e k2 satisfazendo

k1 ≤ secg ≤ k2 < 0.

Sabemos que todo ponto p de uma variedade que é necessariamente difeomorfa ao Rn é
um pólo. Fixemos constantes positivas 0 < A < B, para cálculos convenientes, vamos
escolher B > n− 1 e A < n− 1.

Note que, impondo a condição de pinching, (2.132), o valor relevante é simplesmente

B/A. De fato, uma função f satisfaz (2.132) se, e somente se, a função f̃ = 1
A
f satisfaz

1 ≤ ∇2f̃ ≤ B/A. Isto implica , em particular, que não há perda de generalidade em
assumir A < α < B para algum α > 0.

Vamos exibir uma função regular f :M→ [0,+∞[ e um subconjunto aberto não
vazio de M tal que (2.132) é válida neste subconjunto.
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Fixe p0 ∈M definimos r = dist(·, p0). Escolha γ ∈ ]A,B[ e consideramos f = γ
2
r2.

Usando (2.137), temos que o Hessiano de f é dado por:

∇2f(X,X) = γg(∇r,X)2 + γr∇2r(X,X).

Se X é um vetor radial, então ∇2r(X,X) = 0, e como g(∇r,∇r) = 1, segue que
∇2f(X,X) = γg(X,X), isto é, a desigualdade (2.132) é sempre satisfeita para vetores
radiais. Como nas direções esféricas X temos g(∇r,X) = 0, obtemos que

∇2f(X,X) = γr∇2r(X,X),

e pelo Teorema de Comparação do Hessiano temos que

γr
√
−k2 coth

(
r
√
−k2

)
≤ ∇2f(X,X) ≤ γr

√
−k1 coth

(
r
√
−k1

)
.

Portanto a desigualdade (2.132) é satisfeita na região

r1 ≤ r ≤ r2,

onde r1 e r2 são definidos por:

r1

√
−k2 coth

(
r1

√
−k2

)
=
A

γ
, r2

√
−k1 coth

(
r2

√
−k1

)
=
B

γ
.

Conclúımos então, que para cada p ∈ K, é posśıvel obter um subconjunto aberto
e não vazio de M tal que a desigualdade (2.129) é satisfeita, originando um cobertura
aberta de K e pela compacidade de K segue que existe uma subcobertura finita. Os
abertos V ′i s, livres de efeitos dissipativos, citados no ińıcio desta seção são os abertos da
subcobertura que possuem a seguinte propriedade:

Vi ∩ Vj = ∅, ∀ i 6= j.

2.4 Apêndice

No que segue vamos construir a função auxiliar ηδ usada para estimar o termo∫ T
0

∫
ω′ε

2

|∇u|2 dMdt.

Tal função é constrúıda em uma vizinhança espećıfica de ω′ε
2
.

Inicialmente, sejam Ω∗∗ ⊂M um subconjunto aberto limitado com fronteira ∂Ω∗∗

regular tal que Ω ⊂⊂ Ω∗ ⊂⊂ Ω∗∗ e η̃ : R −→ R satisfazendo

η̃(x) =


1, se x ≤ 0

(x− 1)2, se x ∈ [1/2, 1]
0, se x > 1

e definida sobre (0, 1/2) de modo que η̃ seja uma função não crescente de classe C1.
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Para δ > 0, definimos

η̃δ(x) := η̃
(x
δ

)
; x ∈ R. (2.140)

Como η̃ ∈ C1(R) e η̃ 6= 0 para x < 1 é válido que

x 7−→ [η̃′(x)]2

η̃(x)
(2.141)

é cont́ınua em (−∞, 1).

Uma vez que η̃(x) = 1 em (−∞, 0) então η̃′(x) = 0 em (−∞, 0) e, portanto

[η̃′(x)]2

η̃(x)
=

0

1
= 0 em (−∞, 0). (2.142)

No intervalo compacto [0, 1/2] existe M1 > 0 tal que

[η̃′(x)]2

η̃(x)
≤M1 ; ∀ x ∈ [0, 1/2]. (2.143)

No intervalo ]1/2, 1[ temos que η̃(x) = (x− 1)2 e, portanto

[η̃′(x)]2

η̃(x)
=

4(x− 1)2

(x− 1)2
= 4 ; ∀ x ∈ (1/2, 1). (2.144)

Fazendo M = max{M1, 4} segue, de acordo com (2.142), (2.143) e (2.144), que

[η̃′(x)]2

η̃(x)
≤M ; ∀ x ∈ (−∞, 1) . (2.145)

Pela definição de η̃δ observe que

[η̃′δ(x)]2

η̃δ(x)
=

{[
η̃
(
x
δ

)]′}2

η̃
(
x
δ

) =

[
η̃′
(
x
δ

)
1
δ

]2
η̃
(
x
δ

) =
1

δ2

[
η̃′
(
x
δ

)]2
η̃
(
x
δ

) , (2.146)

e levando em consideração (2.145), é válido que, se x < δ então
x

δ
< 1 e consequentemente[

η̃′
(
x
δ

)]2
η̃
(
x
δ

) ≤M ; ∀ x < δ. (2.147)

Por (2.146) e (2.147) resulta que

[η̃′δ(x)]2

η̃δ(x)
≤ M

δ2
; se x < δ. (2.148)

Agora, seja δ > 0 sufficientemente pequeno tal que

ω̃δ :=
{
x ∈ Ω∗∗ ; d

(
x, ∂ω′ε

2

)
< δ
}
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está totalmente contida em Ω∗∗\Ω, isto é, ω̃δ é uma vizinhança tubular de ∂ω′ε
2

totalmente

contida em Ω∗∗\Ω.

Definimos ηδ : Ω∗∗ −→ R onde

ηδ(x) =


1, se x ∈ ω′ε

2

η̃δ(d(x, ω′ε
2
)), se x ∈ ω̃δ

0, caso contrário.

Assim, se x ∈ ω̃δ então d(x, ω′∂ ε
2
) < δ o que implica que d(x, ω′∂ ε

2
) < δ. Consequen-

temente, por (2.148), obtemos∣∣η̃′δ(d(x, ω′ε
2
))
∣∣2

η̃(d(x, ω′ε
2
))
≤ M

δ2
; ∀ x ∈ ω̃δ. (2.149)

Na sequência vamos estimar |∇ηδ(x)|2
ηδ(x)

. Antes de fazê-lo, observe que

∇ηδ(x) = ∇(η̃′δ(d(x, ω′ε
2
))) = η̃′δ(d(x, ω′ε

2
))∇d(x, ω′ε

2
). (2.150)

Combinando (2.149) e (2.150), resulta que

|∇ηδ(x)|2

ηδ(x)
=
|η̃′δ(d(x, ω′ε

2
))|2

η̃(d(x, ω′ε
2
))
≤ M

δ2
; ∀ x ∈ ω̃δ. (2.151)

No caso em que x ∈ ω′ε
2

a última desigualdade segue trivialmente. Portanto,

|∇ηδ(x)|2

ηδ(x)
∈ L∞(ω̃δ ∪ ω′ε

2
) .



Caṕıtulo 3

Equação de Schrödinger

Este caṕıtulo tem como ojetivo estudar a existência e unicidade de soluções da
equação de Schrödinger sobre domı́nios exteriores em Rn e também sobre uma variedade
Riemanniana não compacta simplesmente conexa sem bordo. Além disso, mostrar o
decaimento exponencial da energia em ambos os casos.

3.1 Equação de Schrödinger sobre Domı́nios Exteri-

ores

Nesta seção estudaremos a existência de solução e o decaimento da energia do
seguinte problema:

iut + ∆u+ ia(x)g(u) = 0 em M× (0,∞)
u(x, t) = 0 em ∂M× (0,∞)
u(0) = u0 em M

(3.1)

onde M é um domı́nio exterior em Rn, isto é, M = Rn\Θ, onde Θ é um subconjunto
compacto e conexo do Rn com fronteira regular. Além disso, vamos assumir que a
fronteira de Θ é “non-trapping”, ou seja, qualquer raio da ótica geométrica refletindo
sobre a fronteira de Θ de acordo com as leis da ótica geométrica deixa qualquer conjunto
compacto em tempo finito.

Hipótese 3.1.1. Hipóteses sobre a função g : C→ C :
i) g(z) é cont́ınua, g(0) = 0;
ii) Re{[g(z)− g(w)][z − w]} ≥ 0, ∀ z, w ∈ C;
iii) Im{g(z)z} = 0, ∀ z ∈ C;
iv) Existem constantes positivas c1 e c2, tais que c1|z|2 ≤ |g(s)z| ≤ c2|z|2, ∀ z ∈ C.
Observe que por (ii) e (iii), deduzimos que g(z)z = |g(z)z|.

Hipótese 3.1.2. Hipóteses sobre a função a :M→ R :
i) a(x) ∈ L∞(M) é uma função não negativa;
ii) a(x) ≥ a0 > 0 em ω, onde ω ⊂M é definido como segue:

Seja R > 0 tal que ∂M⊂ BR = {x ∈ Rn; ‖x‖ < R}, então ω :=M\BR.

72
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3.1.1 Existência e Unicidade de Soluções - Domı́nios Exteriores

Estudaremos a existência e unicidade de solução do problema (3.1). No que segue
omitiremos algumas variáveis afim de não sobrecarregar a notação.

É importanto observar que vamos trabalhar com funções a valores complexos, de
modo que, a fim de que os espaços L2(M), bem como, Hm(M), m ∈ N, tornem-se
espaços de Hilbert reais, definimos

(w, v)L2(M) = Re

∫
M
wvdx.

Finalmente vamos denotar por H1
0 (M) o espaço de Hilbert

H1
0 (M) = {w ∈ H1(M);w|∂M = 0}.

A energia associada ao problema (3.1) é definida por:

E(t) =
1

2

∫
M
|u(x, t)|2dx. (3.2)

Nosso intuito é provar a existência e unicidade de soluções u para o problema (3.1).
Os resultados obtidos estão enunciados no teorema a seguir.

Teorema 3.1.1. Sob as Hipóteses 3.1.1 e 3.1.2, temos:

1. O problema (3.1) é bem posto no espaço H1
0 (M) ∩ H2(M), isto é, para cada

dado inicial u0 ∈ H1
0 (M) ∩H2(M), existe uma única solução regular de (3.1).

2. O problema (3.1) é bem posto no espaço L2(M), isto é, para cada dado inicial
u0 ∈ L2(M), existe uma única solução fraca de (3.1).

Demonstração:

O problema (3.1) pode ser reescrito como
ut − i∆u+ a(x)g(u) = 0 em M× (0,∞),
u(x, t) = 0 em ∂M× (0,∞),
u(0) = u0 em M.

(3.3)

Definimos os seguintes operadores

A : D(A) ⊂ L2(M) −→ L2(M)

u 7−→ Au = −i∆u

e,

B : D(B) ⊂ L2(M) −→ L2(M)

u 7−→ Bu = ag(u)
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Então, D(A) = H1
0 (M) ∩H2(M) e D(B) = L2(M).

Nosso objetivo é provar que A+B é um operador maximal monótono. Inicialmente,
observe que usando o Teorema de Green e o Teorema de Lax Milgram , prova-se que A
é maximal monótono.

Na sequência vamos provar algumas propriedades associadas ao operador B.

(i) B leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Com efeito, seja u ∈ L2(M) tal que ‖u‖2
L2(M) ≤ R. Assim, de acordo com a

Hipótese 3.1.1 (iv) obtemos

‖Bu‖2
L2(M) ≤ ‖a‖2

L∞(M)

∫
M
|g(u(x))|2dx

≤ ‖a‖2
L∞(M)c

2
2

∫
M
|u(x)|2dx ≤ Rc2

2‖a‖2
L∞(M).

(ii) B é monótono.

De fato, seja u1, u2 ∈ L2(M). Então, pela Hipótese 3.1.1 (ii) obtemos

(Bu1 −Bu2, u1 − u2)L2(M) =

∫
M
a(x) Re{(g(u1)− g(u2))(u1 − u2)}dx ≥ 0.

(iii) B é hemicont́ınuo.

Com efeito, temos que provar que dado uma sequência arbitrária (tn) ⊂ R tal que
tn → 0, então

lim
n→∞

(B(u+ tnv), w)L2(M) = (Bu,w)L2(M), ∀ u, v, w ∈ L2(M).

Para este propósito, definimos fn := ag(u+ tnv)w. Assim,

|fn(x)| = a(x)|g(u(x) + tnv(x))||w(x)|
≤ c2a(x)|u(x) + tnv(x)||w(x)|
≤ c2‖a‖L∞(M)|u(x)||w(x)|+ c2c3‖a‖L∞(M)|v(x)||w(x)|,

quase sempre em M, onde c3 é tal que |tn| ≤ c3.

Como u, v, w ∈ L2(M), resulta que fn ∈ L1(M), para todo n ∈ N. Além disso, se
h é a função definida por

h(x) := c2‖a‖L∞(M)|u(x)||w(x)|+ c2c3‖a‖L∞(M)|v(x)||w(x)|,

segue que h ∈ L1(M) e |fn(x)| ≤ h(x), quase sempre em M.

Note que, devido a continuidade de g, deduzimos que

lim
n→∞

a(x)g(u(x) + tnv(x))w(x) = a(x)g(u(x))w(x).
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Logo, pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue, conclúımos que∫
M
|a(x)g(u(x) + tnv(x))w(x)− a(x)g(u(x))w(x)|dx→ 0.

Então,

|
∫
M
a(x)g(u(x) + tnv(x))w(x)− a(x)g(u(x))w(x)dx| → 0,

e, consequentemente,

Re

∫
M
a(x)g(u(x) + tnv(x))w(x)dx→ Re

∫
M
a(x)g(u(x))w(x)dx,

isto é,
lim
n→∞

(B(u+ tnv), w)L2(M) = (Bu,w)L2(M).

Portanto A é um operador maximal monótono, B é uma aplicação monótona, leva
conjunto limitado em conjunto limitado e hemicont́ınua. De acordo com o Teorema 1.3.7
segue que A+B é maximal monótono em L2(M).

Assim, de acordo com o Teorema 1.3.8, para cada u0 ∈ D(A + B) = D(A) =
H1

0 (M) ∩ H2(M) existe, uma única aplicação u : [0,∞) → L2(M) solução regular do
problema (3.1).

E, para cada u0 ∈ L2(M) existe, pelo Teorema 1.3.9, uma única aplicação u :
[0,∞)→ L2(Ω) solução fraca do problema (3.1).

2

3.1.2 Resultado de Estabilidade - Domı́nios Exteriores

Antes de enunciar o principal resultado de estabilidade, enunciaremos uma identi-
dade que será muito útil no decorrer do trabalho chamada identidade de energia. Seja u
uma solução regular do problema (3.1). Multiplicando a equação dada em (3.1) por u e
integrando por partes, obtemos:

E(t2)− E(t1) = −
∫ t2

t1

∫
M
a(x)g(u(x, t))u(x, t)dxdt, (3.4)

para todo t2 > t1 ≥ 0.

Vale ressaltar que, por argumentos de densidade, a identidade de energia dada em
(3.4) continua sendo válida para soluções fracas do problema (3.1).

Teorema 3.1.2. Seja u uma solução fraca do problema (3.1), com energia definida com
em (3.2). Então, sob as Hipóteses 3.1.1 e 3.1.2 existem constantes positivas T0, C0 e λ0

tais que
E(t) ≤ C0e−λ0tE(0); ∀ t ≥ T0,

provada para dados iniciais tomados em conjuntos limitados de L2(M).
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Nossa principal tarefa é provar a seguinte desigualdade∫ T

0

E(t) dt ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)udxdt,

onde C é uma constante positiva.

É suficiente trabalhar com soluções regulares do problema (3.1), uma vez que o de-
caimento exponencial da energia E(t) é recuperado para soluções fracas por argumentos
de densidade.

Seja u uma solução regular do problema (3.1). Observe que

2

∫ T

0

E(t) dt =

∫ T

0

∫
M\ω
|u(x, t)|2dxdt+

∫ T

0

∫
ω

|u(x, t)|2dxdt

≤
∫ T

0

∫
M\ω
|u(x, t)|2dxdt+ a−1

0

∫ T

0

∫
ω

a(x)|u(x, t)|2dxdt

≤
∫ T

0

∫
M\ω
|u(x, t)|2dxdt+ a−1

0 c−1
1

∫ T

0

∫
ω

a(x)g(u)udxdt. (3.5)

Assim, resta-nos estimar o termo
∫ T

0

∫
M\ω |u(x, t)|2dxdt em função de “termos dis-

sipativos”. Com este objetivo, enunciamos o seguinte lema:

Lema 3.1.3. Seja u uma solução regular do problema (3.1), com dado inicial u0 tal que
‖u0‖L2(M) ≤ L, L > 0. Então, para todo T > 0, existe uma constante C = C(T ) > 0,
de modo que ∫ T

0

∫
M\ω
|u(x, t)|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)udxdt. (3.6)

Demonstração:

Vamos argumentar por contradição. Para simplificar denotaremos u′ := ut bem
como ω′ :=M\ω.

Suponha que a desigualdade (3.6) não seja verdadeira. Então, existe uma sequência
de dados iniciais {u0

k}k∈N ⊂ D(A), tal que as soluções regulares correspondentes, {uk}k∈N,
do problema (3.1), com

Ek(0) =
1

2
‖u0

k‖2
L2(M) ≤ L,

para todo k ∈ N, verificam

lim
k→∞

∫ T
0
‖uk(t)‖2

L2(ω′)dt∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)ukdxdt

= +∞, (3.7)

ou seja,

lim
k→∞

∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)ukdxdt∫ T
0
‖uk(t)‖2

L2(ω′)dt
= 0. (3.8)
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Sabemos, de acordo com (3.4), que a energia é um função não crescente no parâmetro
t, assim Ek(t) ≤ Ek(0) ≤ L, para todo t ≥ 0. Consequentemente, obtemos

‖uk‖L∞(0,T ;L2(M)) ≤
√

2L, (3.9)

para todo k ∈ N. Então, existe uma subsequência de {uk}, que ainda será denotada da
mesma forma, e existe u ∈ L∞(0, T ;L2(M)) tal que

uk
?
⇀ u fraco estrela em L∞(0, T ;L2(M)). (3.10)

Como {uk} é limitada em L∞(0, T ;L2(M)) ↪→ L2(0, T ;L2(M)), ‖uk(t)‖L2(ω′) ≤
‖uk(t)‖L2(M), para quase todo t ∈ (0, T ) e levando em consideração (3.8), obtemos∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt =

‖uk‖2
L2(0,T ;L2(ω′))

‖uk‖2
L2(0,T ;L2(ω′))

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt→ 0, (3.11)

quando k →∞. Logo, por (3.11), pelas Hipóteses 3.1.1 e 3.1.2, conclúımos que∫ T

0

∫
ω

|uk|2dxdt ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
ω

a(x)|uk|2dxdt ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)|uk|2dxdt

≤ a−1
0 c−1

1

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt −→ 0, (3.12)

quando k →∞.
Portanto, de acordo com (3.10) e (3.75), segue, para quase todo t ∈ (0, T ), que

u(t) =

{
u(t) em ω′

0 em ω
(3.13)

Neste ponto dividiremos a prova em dois casos, a saber: u 6= 0 e u = 0.

(i) u 6= 0.

Consideramos a sequência de problemas
u′k − i∆uk + a(x)g(uk) = 0 em M× (0,∞)
uk(x, t) = 0 em ∂M× (0,∞)
uk(0) = u0

k em M
(3.14)

Observe que por (3.11) e pelas Hipóteses 3.1.1 e 3.1.2 podemos escrever

‖ag(uk)‖2
L2(0,T ;L2(M)) ≤ ‖a‖L∞(M)

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(uk)|2dxdt

≤ ‖a‖L∞(M)c
2
2

∫ T

0

∫
M
a(x)|uk|2dxdt

≤ ‖a‖L∞(M)c
2
2c
−1
1

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt −→ 0,
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quando k →∞, isto é,

ag(uk) −→ 0 forte em L2(0, T ;L2(M)), (3.15)

quando k →∞.

Nosso objetivo é fazer k → ∞ na sequência de problemas (3.14). Inicialmente
recordamos a seguinte cadeia de imersões:

L2(0, T ;H1
0 (M)) ↪→ L2(0, T ;L2(M)) ≡ [L2(Q)]′ ↪→ L2(0, T ;H−1(M)) ↪→ D′(Q),

(3.16)
onde Q =M× (0, T ). Por (3.10) temos que

uk ⇀ u fraco em L2(0, T ;L2(M)). (3.17)

Considere θ ∈ D(0, T ) e ϕ :M→ C tal que ϕ ∈ D(M). Multiplicando a equação
do problema (3.14) por θϕ e integrando sobre Q, obtemos∫ T

0

∫
M
u′k(x, t)θ(t)ϕ(x)− i∆uk(x, t)θ(t)ϕ(x) + a(x)g(uk(x, t))θ(t)ϕ(x)dxdt = 0. (3.18)

Integrando por partes e tomando a parte real segue que

− Re

∫ T

0

∫
M
uk(x, t)θ

′(t)ϕ(x)dxdt−Re
∫ T

0

∫
M
iuk(x, t)θ(t)∆ϕ(x)dxdt

+ Re

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk(x, t))θ(t)ϕ(x)dxdt = 0. (3.19)

Fazendo k → ∞ em (3.19), levando em consideração (3.15) e (3.17), conclúımos
que

−
∫ T

0

(u(t), ϕ θ′(t))L2(M)dt−
∫ T

0

(iu(t),∆ϕ θ(t))L2(M)dt = 0. (3.20)

Pela densidade de {ϕ θ;ϕ ∈ D(0, T ) e θ ∈ D(M)} em D(Q) resulta que

−
∫ T

0

(u(t), ψ′(t))L2(M)dt−
∫ T

0

(iu(t),∆ψ(t))L2(M)dt = 0, (3.21)

para toda ψ ∈ D(Q), isto é,

u′ − i∆u = 0 em D′(Q), (3.22)

onde u ∈ L∞(0, T ;L2(M)) e, por (3.13),

u(x, t) = 0 q.s. em ω × (0, T ). (3.23)

Considere agora B2R, a bola centrada na origem e raio 2R. Definimos Ξ :=
M\B2R ⊂ M tendo em mente que ω = M\BR e ω′ = M\ω. Assim, de acordo
com (3.22) e (3.23), obtemos{

u′ − i∆u = 0 em D′(Ξ× (0, T ))
u(x, t) = 0 em (Ξ\ω′)× (0, T )

(3.24)
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Portanto pelo Teorema 1.5.3, conclúımos que u = 0 quase sempre em Ξ× (0, T ), e,
consequentemente, u = 0 quase sempre em M× (0, T ), o que é uma contradição.

(ii) u = 0.

Denotando
ck = ‖uk‖L2(0,T ;L2(ω′)) e vk =

uk
ck
, (3.25)

deduzimos que
‖vk‖L2(0,T ;L2(ω′)) = 1 (3.26)

Dividindo (3.14) por ck obtemos
v′k − i∆vk + a(x)g(uk)

ck
= 0 em M× (0,∞),

vk(x, t) = 0 em ∂M× (0,∞),

vk(0) = v0
k :=

u0
k

ck
em M.

(3.27)

Note que∫ T
0
‖uk‖2

L2(ω′)dt∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)ukdxdt

=
c2
k

c2
k

∫ T
0
‖uk‖2

L2(ω′)dt∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)ukdxdt

=
c2
k‖vk‖2

L2(0,T ;L2(ω′))∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)ukdxdt

=
‖vk‖2

L2(0,T ;L2(ω′))∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)

uk
c2k
dxdt

≤ c1

‖vk‖2
L2(0,T ;L2(ω′))∫ T

0

∫
M a(x)|vk|2dxdt

.(3.28)

Assim, de acordo com (3.7) e (3.28), temos que

lim
k→∞

‖vk‖2
L2(0,T ;L2(ω′))∫ T

0

∫
M a(x)|vk|2dxdt

= +∞, (3.29)

e como ‖vk‖2
L2(0,T ;L2(ω′)) = 1, resulta que

lim
k→∞

∫ T

0

∫
M
a(x)|vk|2dxdt = 0. (3.30)

Pelo fato de que a(x) ≥ a0 > 0 em ω, conclúımos que∫ T

0

∫
ω

|vk|2dxdt ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
ω

a(x)|vk|2dxdt

≤ a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)|vk|2dxdt −→ 0,

quando k →∞, ou seja,

vk −→ 0 forte em L2(0, T ;L2(ω)), (3.31)
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quando k →∞.
Por outro lado, levando em consideração (3.5), segue que

2

∫ T

0

Ek(t)dt ≤
∫ T

0

∫
ω′
|uk|2dxdt+ a−1

0 c−1
1

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt, (3.32)

e como Ek(T ) ≤ Ek(t), para todo T ≥ t ≥ 0, é verdade que

2TEk(T ) ≤ 2

∫ T

0

Ek(t)dt ≤
∫ T

0

∫
ω′
|uk|2dxdt+ a−1

0 c−1
1

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt.

Logo,

Ek(T ) ≤ C

[∫ T

0

∫
ω′
|uk|2dxdt+

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt

]
. (3.33)

Fazendo uso da identidade de energia estabelecida em (3.4), encontramos

Ek(T )− Ek(0) = −
∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt,

ou seja,

Ek(0) =

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt+ Ek(T ). (3.34)

Então, por (3.33) e (3.34), conclúımos que

Ek(0) ≤ C̃

[∫ T

0

∫
ω′
|uk|2dxdt+

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)ukdxdt

]
. (3.35)

Dividindo (3.35) por c2
k e tendo em mente que a energia é uma função não crescente,

segue que

Ek(t)

c2
k

≤ Ek(0)

c2
k

≤ C̃

[∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)ukdxdt

c2
k

+ 1

]
, (3.36)

para todo t ≥ 0. De acordo com (3.8) e (3.36) garantimos a existência de uma constante
M > 0 tal que

‖v0
k‖2

L2(M) =
‖u0

k‖2
L(M)

c2
k

=
2Ek(0)

c2
k

≤M, (3.37)

para todo k ∈ N, e, portanto,

{v0
k} é limitada em L2(M). (3.38)

Como vk é solução regular do problema (3.27), temos que vk satisfaz a equação
integral

vk(t) = S(t)v0
k −

∫ t

0

S(t− s) a
ck
g(uk(s))ds, (3.39)
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onde S(t) é o semigrupo gerado por −i∆.
De acordo com o Teorema 1.5.5 temos, para toda χ ∈ C∞0 (Rn), que

‖χwk‖L2(0,T ;H1
D(M)) ≤ C1‖χfk‖L2(0,T ;L2(M)), (3.40)

onde

wk(t) =

∫ t

0

S(t− s)fk(s)ds e fk(s) =
a

ck
g(uk(s)).

Além disso,
‖χS(t)v0

k‖
L2(0,T ;H

1
2
D (M))

≤ C2‖χv0
k‖L2(M), (3.41)

onde Hs
D(M) é o domı́nio do operador (∆D + I)

s
2 . Considerando χ ∈ C∞0 (Rn) tal que

χ = 1 em ω′ e 0 ≤ χ ≤ 1 em Rn, obtemos, de acordo com (3.40), (3.41) e obervando que
Hs = Hs

D em limitados, que

‖χwk‖L2(0,T ;H1(ω′)) ≤ ‖χwk‖L2(0,T ;H1(M)) ≤ C1‖χfk‖L2(0,T ;L2(M)) ≤ C3. (3.42)

De acordo com (3.8), é válido que∫ T

0

∫
M

|a(x)g(uk)|2

c2
k

dxdt ≤ ‖a‖L∞(M)

∫ T

0

∫
M

a(x)|g(uk)|2

c2
k

dxdt

≤ ‖a‖L∞(M)c
2
2

∫ T

0

∫
M

a(x)|uk|2

c2
k

dxdt

≤ ‖a‖L∞(M)c
2
2c
−1
1

∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)ukdxdt∫ T
0

∫
ω′
|uk|2dxdt

−→ 0,

quando k →∞, isto é,

ag(uk)

ck
−→ 0 forte em L2(0, T ;L2(M)),

quando k →∞, e devido ao fato de χ = 1 em ω′, deduzimos que

‖wk‖L2(0,T ;H1(ω′)) ≤ C3.

Além disso, H1(ω′) ↪→ H
1
2 (ω′), então

‖wk‖L2(0,T ;H
1
2 (ω′))

≤ C4. (3.43)

Finalmente, usando as propriedades de χ, considerando as desigualdades (3.41) e
(3.38), conclúımos que

‖S(t)v0
k‖L2(0,T ;H

1
2 (ω′))

≤ C5. (3.44)

Então, por (3.39), (3.43) e (3.44), segue que

{vk} é limitada em L2(0, T ;H
1
2 (ω′)) (3.45)
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Na sequência, vamos estimar v′k. Como Ek(t) ≤ Ek(0), para todo t ≥ 0, temos que

‖∆vk(t)‖[D(A)]′ =
‖∆uk(t)‖[D(A)]′

ck
≤ C6

‖uk(t)‖L2(M)

ck
≤ C6

‖uk(0)‖L2(M)

ck
,

onde C6 é uma constante positiva que não depende de k.

De acordo com a desigualdade anterior e levando em consideração (3.37) deduzimos
que

{∆vk} é limitada em L∞(0, T, [D(A)]′).

Como D(A) = H1
0 (M) ∩H2(M) e

‖w‖[D(A)]′ = sup
ϕ∈D(A)

|〈w,ϕ〉|
‖ϕ‖

≥ sup
ϕ∈H1

0 (ω′)∩H2(ω′)

|〈w,ϕ〉|
‖ϕ‖

= ‖w‖[H1
0 (ω′)∩H2(ω′)]′ ,

segue que

{∆vk} é limitada em L∞(0, T, [H1
0 (ω′) ∩H2(ω′)]′).

Portanto, por (3.27), resulta que

{v′k} é limitada em L2(0, T, [H1
0 (ω′) ∩H2(ω′)]′), (3.46)

uma vez que {
ag(uk)

ck

}
é limitada em L2(0, T ;L2(ω′)).

Agora, fazendo uso da cadeia de imersões

H
1
2 (ω′)

c
↪→ L2(ω′) ↪→ [H1

0 (ω′) ∩H2(ω′)]′,

resulta, de acordo com (3.45) e (3.46) e pelo Teorema de Aubin-Lions, que existe uma
subsequência de {vk}, ainda denotada da mesma forma, tal que

vk −→ ṽ forte em L2(0, T, L2(ω′)), (3.47)

Novamente pelo fato de a energia ser uma função não crescente, por (3.8) e (3.36),
resulta que existe v ∈ L∞(0, T ;L2(M)) de modo que

vk
?
⇀ v fraco estrela em L∞(0, T ;L2(M)), (3.48)

e de acordo com (3.31) e (3.47) deduzimos que

v(t) =

{
ṽ(t) em ω′ =M\ω
0 em ω.

(3.49)

Assim, fazendo k →∞ em (3.27) obtemos{
v′ − i∆v = 0 em D′(M× (0, T ))
v(x, t) = 0 em ω × (0, T ),

(3.50)
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onde v ∈ L∞(0, T ;L2(M)). Aplicando os mesmos argumentos empregados no caso (i),
juntamente com o Teorema 1.5.3 conclúımos que v = 0 quase sempre em M× (0, T ),
que é uma contradição, uma vez que por (3.26)

‖vk‖L2(0,T ;L2(ω′)) = 1,

e de acordo com (3.47)
vk −→ 0 em L2(0, T, L2(ω′)).

Isto conclui a demonstração do lema. 2

Note que por (3.5) e pelo Lema 3.1.3, obtemos a desigualdade desejada, isto é,∫ T

0

E(t) dt ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)udxdt,

onde C é uma constante positiva.

Demonstração do Teorema 3.1.2:

Seja u uma solução regular do problema (3.1). De acordo com o Lema 3.1.3, a
desigualdade (3.5) e a Hipótese 3.1.1 temos que, para todo T > 0, existe uma constante
C = C(T ) > 0 tal que ∫ T

0

E(t) dt ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)udxdt

≤ C̃

∫ T

0

∫
M
a(x)|u|2dxdt. (3.51)

Como a energia é uma função não crescente no parâmetro t, obtemos, para todo
T ≥ T0, T0 > 0, e t ∈ [0, T0] que

E(T ) ≤ E(T0) ≤ E(t) =⇒ T0E(T ) ≤
∫ T0

0

E(t) dt.

Por outro lado, de acordo com (3.51), podemos escrever

T0E(T ) ≤
∫ T0

0

E(t) dt ≤ C(T0)

∫ T0

0

∫
M
a(x)|u|2dxdt

≤ C(T0)

∫ T

0

∫
M
a(x)|u|2dxdt.

Assim,

E(T ) ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)|u|2dxdt, (3.52)

para todo T ≥ T0, onde C é uma constante tal que C = C(T0) > 0. Usando a identidade
de energia e levando em consideração a Hipótese 3.1.1, segue que

E(0) = E(T ) +

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)udxdt ≥ E(T ) + c1

∫ T

0

∫
M
a(x)|u|2dxdt,
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isto é,

E(T )− E(0) ≤ −c1

∫ T

0

∫
M
a(x)|u|2dxdt. (3.53)

Por (3.52), resulta que

−E(T ) ≥ −C
∫ T

0

∫
M
a(x)|u|2dxdt, (3.54)

e, consequentemente, multiplicando (3.53) por C e de acordo com (3.54), conclúımos,
para todo T ≥ T0, que

C(E(T )− E(0)) ≤ c1

(
−C

∫ T

0

∫
M
a(x)|u|2dxdt

)
≤ −c1E(T ),

ou seja,

E(T ) ≤ C

C + c1

E(0) =
1

1 + Ĉ
E(0),

onde Ĉ = C
c1
> 0.

Repetindo o processo para nT , n ∈ N, deduzimos que

E(nT ) ≤ 1

(1 + Ĉ)n
E(0),

para todo T ≥ T0.

Considere, agora, t ≥ T0, então t = nT0 + r, 0 ≤ r < T0. Logo,

E(t) ≤ E(t− r) = E(nT0) ≤ 1

(1 + Ĉ)n
E(0) =

1

(1 + Ĉ)
t−r
T0

E(0).

Fazendo C0 = e
r
T0

ln(1+Ĉ)
e λ0 = ln(1+Ĉ)

T0
> 0, obtemos

E(t) ≤ C0e−λ0tE(0); ∀ t ≥ T0.

que prova o decaimento exponencial para soluções regulares do problema (3.1).

Aplicando argumentos de densidade análogos ao que foram empregados na equação
de Klein-Gordon prova-se o decaimento exponencial para soluções fracas.

3.2 Equação de Schrödinger sobre Variedades Não

Compactas

Nesta seção estudaremos a existência de solução e o decaimento da energia do
seguinte problema: {

iut + ∆u+ ia(x)g(u) = 0 em M× (0,∞)
u(0) = u0 em M (3.55)
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onde (Mn,g), n ≥ 2, é uma variedade Riemanniana não compacta, simplesmente conexa,
orientável, sem bordo e “non-trapping”, munida com uma métrica Riemanniana g(·, ·) =
〈·, ·〉 completa e de classe C∞. Uma variedade Riemanniana M é dita “non-trapping”
quando, nenhuma geodésica está completamente contida em um subconjunto compacto
de M. Lembremos que goedésicas “presas” freiam o chamado efeito regularizante (ver
[16], [28]), que desempenha um papel importante na prova.

As hipóteses sobre a função g : C→ C são aquelas enunciadas na Hipótese 3.1.1.

Hipótese 3.2.1. Hpóteses sobre a função a :M→ R :
i) a(x) ∈ L∞(M) é uma função não negativa;
ii) a(x) ≥ a0 > 0 em (M\Ω) ∪M∗, onde Ω ⊂⊂ M é um subconjunto aberto, conexo e
liitado com fronteira ∂Ω regular, e tal que Ω é um subconjunto compacto de M.

O conjunto M∗ ⊂ M é um conjunto aberto análogo ao descrito no Caṕıtulo 2, a
saber: M∗ ⊃ Ω\V , onde V =

⋃k
i=1 Vi ⊂ Ω é um conjunto aberto com fronteira ∂V =

∂1V ∪ ∂2V regular, tal que ∂1V intercepta ∂Ω transversalmente, med(V ) ≥ med(Ω)− ε
e med(∂2V ) ≥ med(∂Ω) − ε, para todo ε > 0. Além disso, para cada i = 1, ...k, existe
uma função estritamente convexa fi : Vi → R+.

3.2.1 Existência e Unicidade de Soluções - Variedades Não Com-
pactas

Estudaremos a existência e unicidade de solução do problema (3.55). No que segue
omitiremos algumas variáveis afim de não sobrecarregar a notação.

Novamente é importante lembrar que trabalharemos com funções a valores com-
plexos e de modo a obter espaços de Hilbert reais consideramos:

(w, v)L2(M) = Re

∫
M
wv dM.

A energia associada ao problema (3.55) é definida por:

E(t) =
1

2

∫
M
|u(x, t)|2dM (3.56)

Nosso intuito é provar a existência e unicidade de soluções u para o problema (3.55).
Os resultados obtidos estão enunciados no teorema a seguir.

Teorema 3.2.1. Sob as Hipóteses 3.1.2 e 3.2.1, temos:

1. O problema (3.55) é bem posto no espaço {w ∈ H1(M),∆w ∈ L2(M)}, isto
é, para cada dado inicial u0 ∈ {w ∈ H1(M),∆w ∈ L2(M)}, existe uma única solução
regular de (3.55).

2. O problema (3.55) é bem posto no espaço L2(M), isto é, para cada dado inicial
u0 ∈ L2(M), existe uma única solução fraca de (3.55).
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Demonstração:

O problema (3.55) pode ser reescrito da forma{
ut − i∆u+ a(x)g(u) = 0 em M× (0,∞),
u(0) = u0 em M.

(3.57)

Definindo

A : D(A) ⊂ L2(M) −→ L2(M)

u 7−→ Au = −i∆u

e,

B : D(B) ⊂ L2(M) −→ L2(M)

u 7−→ Bu = ag(u)

prova-se com idéais análogas as empregadas na Seção Existência e Unicidade de Soluções
- Domı́nios Exteriores que A é um operador maximal monótono e B é monótono, hemi-
cont́ınuo e leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. É importanto observar que
neste caso temos D(A) = {w ∈ H1(M),∆w ∈ L2(M)}. De acordo com o Teorema 1.3.7
segue que A+B é maximal monótono em L2(M).

Portando, de acordo com o Teorema 1.3.8, para cada u0 ∈ D(A + B) = D(A)
existe, uma única aplicação u : [0,∞)→ L2(M) solução regular do problema (3.55).

E, para cada u0 ∈ L2(M) existe, pelo Teorema 1.3.9, uma única aplicação u :
[0,∞)→ L2(M) solução fraca do problema (3.55).

2

3.2.2 Resultado de Estabilidade - Variedades Não Compactas

De modo a estabelecer o docaimento exponencial da energia associada ao problema
(3.55), necessitamos fortemente de dois resultados, a saber:

1) Um pŕıncipio de continução única para a equação de Schrödinger linear e ho-
mogênea.

2) Um efeito regularizante local para a equação de Schrödinger linear e não ho-
mogênea.

O primeiro resultado pode ser encontrado na literatura, e é devido a Triggiani e Xu
[56], como enunciado no Teorema 1.5.2 . Este resultado substitui o tradicional Teorema
de Holmgren. No entanto, o segundo resultado, enunciado em um cenário geral devemos
impor, isto é, assumiremos a seguinte hipótese:

Hipótese 3.2.2. Seja u0 ∈ L2(M), F ∈ L1(0, T ;L2(M)), para todo T > 0. Então a
solução u do problema {

iut + ∆u = F in M× (0,∞)
u(0) = u0 in M,

(3.58)
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pertence a classe u ∈ L2(0, T ;H
1
2
loc(M)). Além disso, para toda função χ ∈ C∞0 (M×R)

tal que supp(χ) ⊂M× [0, T ], temos

‖χu‖
L2(0,T ;H

1
2 (M))

≤ Cχ
(
‖u0‖L2(M) + ‖F‖L1(0,T ;L2(M))

)
(3.59)

Observação 3.2.2.

• Quando M = Rn munido com a métrica Euclidiana, a Hipótese 3.2.2 não é ne-
cessária, uma vez que este resultado é provado por Counstatin e Saut [24].

• Além disso, munindo Rn com uma métrica Riemanniana g tal que a variedade
Riemanniana (Rn,g) seja “non-trapping”o resultado assumido na Hipótese 3.2.2
permanece válido. Este é consequência dos argumentos apresentados por Burq [14],
combinados com as idéis apresentadas por Burq, Gérard e Tzvetkov [16].

Antes de enunciar o principal resultado de estabilidade, enunciamos a chamada
identidade de energia, a saber, seja u uma solução relugar do problema (3.55), então é
válido:

E(t2)− E(t1) = −
∫ t2

t1

∫
M
a(x)g(u(x, t))u(x, t) dMdt, (3.60)

para todo t2 > t1 ≥ 0. A identidade de energia dada acima continua sendo válida, por
argumentos de densidade, para soluções fracas do problema (3.55).

Teorema 3.2.3. Seja u uma solução fraca do problema (3.55), com energia definida
como em (3.56). Então, sob as Hipóteses 3.1.1, 3.2.1 e 3.2.2 existem constantes positivas
T0, C0 and λ0 tal que

E(t) ≤ C0e−λ0tE(0); ∀t ≥ T0,

provada para dados iniciais tomados em conjuntos limitados de L2(M).

Prinćıpio de Continuação Única

Seja Ω∗ ⊂M um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira regular tal que
Ω ⊂⊂ Ω∗ eM∗ ⊂ Ω∗, onde os conjuntos Ω eM∗ são aqueles definidos na Hipótese 3.1.2.

Assuma que o problema
iut + ∆u = 0 in Ω∗ × (0, T )
u(x, t) = 0 in (Ω∗ \Ω) ∪M∗ × (0, T )
u(0) = u0 ∈ L2(Ω∗)

(3.61)

admite uma solução fraca u, na classe u ∈ L∞(0, T ;L2(M)), T > 0. Nosso objetivo é
provar que u = 0 in Ω∗ × (0, T ) explorando o Teorema 1.5.2.

Para este propósito, consideremos o seguinte problema:
ivt + ∆v = 0 in Ω∗ × (0, T )
v(x, t) = 0 in ∂Ω∗ × (0, T )
v(0) = u0 ∈ L2(Ω∗)

(3.62)
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O problema (3.62) admite uma única solução fraca v, na classe v ∈ C([0, T ];L2(Ω∗)).

No entanto, u é também solução do problema (3.62), assim u = v quase sempre.
Consequentemente,

u ∈ C([0, T ];L2(Ω∗)),

e portanto, u(x, 0) = u0(x) = 0 quase sempre em (Ω∗\Ω) ∪M∗, isto é,

u ∈ C([0, T ];H) e u0 ∈ H,

onde H = {w ∈ L2(Ω∗);w = 0 q.s. em (Ω∗\Ω) ∪M∗}. Definindo H1
∗ (Ω

∗) = {w ∈
H1

0 (Ω∗);w = 0 q.s. em (Ω∗\Ω) ∪M∗} e V = H1
∗ (Ω

∗) ∩ H2(Ω∗), resulta que V tem
imersão cont́ınua e densa emH. Como u0 ∈ H, segue que existe uma sequência {u0

k} ⊂ V,
tal que

u0
k −→ u0 em H.

Para cada k ∈ N, consideramos o seguinte problema:
iu′k + ∆uk = 0 em Ω∗ × (0, T )
uk(x, t) = 0 em (Ω∗\Ω) ∪M∗ × (0, T )
uk(0) = u0

k ∈ V
(3.63)

De acordo com a Teoria de Semigrupo, para cada k ∈ N, o problema (3.63) admite
uma única solução uk na classe

uk ∈ C([0, T ];V ) ∩ C1([0, T ];H), (3.64)

onde V = D(−i∆), e neste caso estamos considerando −i∆ : D(−i∆) ⊂ H → H.
Consequentemente

uk ∈ H1(0, T ;L2(Ω∗)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω∗)). (3.65)

Além disso, pelo Teorema de Lummer-Philips, −i∆ é o gerador infinitesimal de um
semigrupo de contrações S(t), e, portanto,

‖um(t)− un(t)‖L2(Ω∗) = ‖S(t)u0
m − S(t)u0

n‖L2(Ω∗) ≤ ‖u0
m − u0

n‖L2(Ω∗),

o que prova que {uk} é uma sequência de Cauchy em C([0, T ];H). Logo, existe w ∈
C([0, T ];H), tal que

uk −→ w forte em C([0, T ];H).

Donde resulta que

w(0) = lim
k→∞

uk(0) = lim
k→∞

u0
k = u0 em H.

Fazendo k →∞ em (3.63), obtemos que w é uma solução fraca do
iwt + ∆w = 0 in Ω∗ × (0, T )
w(x, t) = 0 in (Ω∗\Ω) ∪M∗ × (0, T )
w(0) = u0 ∈ H,

(3.66)
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e, por unicidade de solução, conclúımos que w = u, isto é,

uk −→ u em C([0, T ];H). (3.67)

O próximo passo é aplicar o Teorema 1.5.2 na sequência de soluções {uk}.
Com efeito, temos que uk = 0 em (Ω∗\Ω)∪M∗×(0, T ), ondeM∗ é um subconjunto

aberto deM que contém Ω\V e V é definido na Seção 2.2.2, a saber V =
⋃k
i=1 Vi. Como

(Ω\V ) ⊂ M∗, temos, para cada i = 1, . . . , k, que existem abertos, conexos e limitados
Ai e Ci tais que Ai ⊂ Ci ⊂⊂ Vi e uk = 0 em (Vi\Ai) × (0, T ), logo ∂νuk = 0 em ∂Ci,
∀ i = 1, . . . , k.

De acordo com a construção feita na Seção 2.2.2 temos, para cada i = 1, . . . , k, que
existe fi : Vi → R+ estritamente convexa em Vi, logo em Ci, para todo i = 1, . . . , k.

Aplicando o Teorema 1.5.1, obtemos que uk = 0 em Ci × (0, T ), ∀ i = 1, . . . , k.
Portanto uk = 0 em Vi, para todo i = 1, . . . , k, provando que uk = 0 em Ω∗ × (0, T ).
Portanto, de acordo com (3.67), u = 0 em Ω∗ × (0, T ).

De acordo com a argumentação feita acima podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.4. Seja Ω∗ ⊂ M um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira
regular tal que Ω ⊂⊂ Ω∗ e M∗ ⊂ Ω∗, onde os conjuntos Ω e M∗ são aqueles definidos
na Hipótese 3.1.2. Seja u uma solução fraca do problema

iut + ∆u = 0 em Ω∗ × (0, T )
u(x, t) = 0 in (Ω∗ \Ω) ∪M∗ × (0, T )
u(0) = u0 ∈ L2(Ω∗)

na classe u ∈ L∞(0, T ;L2(M)), T > 0. Então u=0 in Ω∗ × (0, T ).

Controlando a equação

Novamente, nosso objetivo é provar a seguinte desigualdade:∫ T

0

E(t) dt ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)u dMdt,

onde C é um constante positiva, uma vez que procedendo analogamente como no caso
da demonstração do Teorema 3.1.2 obtemos a taxa de decaimento da energia desejada.

É suficiente trabalhar com soluções regulares do problema (3.55), pois o decai-
mento exponencial da energia é recuperado para soluções fracas usando argumentos de
densidade.

Seja, então, u uma solução regular do problema (3.55). Observe que pelas Hipóteses
3.1.1 e 3.2.1, temos que

2

∫ T

0

E(t) dt =

∫ T

0

∫
Ω

|u(x, t)|2 dMdt+

∫ T

0

∫
M\Ω
|u(x, t)|2 dMdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|u(x, t)|2 dMdt+ a−1
0

∫ T

0

∫
M\Ω

a(x)|u(x, t)|2 dMdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|u(x, t)|2 dMdt+ a−1
0 c−1

1

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)u dMdt. (3.68)
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Portanto, resta-nos estimar o termo
∫ T

0

∫
Ω
|u(x, t)|2 dMdt em função de “termos

dissipativos”. Com este objetivo enunciamos o seguinte lema:

Lema 3.2.5. Seja u uma solução regular do problema (3.55), com dado inicial u0 tal
que ‖u0‖L2(M) ≤ L, L > 0. Então, para todo T > 0, existe uma constnte C = C(T ) > 0,
tal que ∫ T

0

∫
Ω

|u(x, t)|2 dMdt ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)u dMdt. (3.69)

Demonstração:

A argumentação é análoga a demonstração do Lema 3.1.3. Os principais ingredi-
entes são: a Hipótese 3.2.2 e o Teorema 3.2.4.

Argumentaremos por contradição. Para simplificar omitiremos os parâmetros e
donotaremos u′ := ut.

Suponha que (3.69) não é verificado, logo existe uma sequência de dados iniciais
{u0

k}k∈N, tal que as soluções regulares correspondentes, {uk}k∈N, do problema (3.55), com

Ek(0) =
1

2
‖u0

k‖2
L2(M) ≤ L, ∀ k ∈ N,

verificam

lim
k→∞

∫ T
0
‖uk(t)‖2

L2(Ω)dt∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)uk dMdt

= +∞, (3.70)

isto é,

lim
k→∞

∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)uk dMdt∫ T

0
‖uk(t)‖2

L2(Ω)dt
= 0. (3.71)

Uma vez que, de acordo com (3.60), a energia é uma função não crescente obtemos
que

1

2
‖uk(t)‖2

L2(M) = Ek(t) ≤ Ek(0) ≤ L, ∀ k ∈ N.

Assim, segue que

{uk} é limitada em L∞(0, T ;L2(M)). (3.72)

Portanto, existe uma subsequência de {uk}, ainda denotada da mesma forma, e
u ∈ L∞(0, T ;L2(M)) tal que

uk
?
⇀ u fraco estrela em L∞(0, T ;L2(M)). (3.73)

De acordo com (3.72), L∞(0, T ;L2(M)) ↪→ L2(0, T ;L2(M)),
‖uk(t)‖L2(Ω) ≤ ‖uk(t)‖L2(M), para quase todo t, e por (3.71), temos que
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∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)uk dMdt =

‖uk‖2
L2(0,T ;L2(Ω))

‖uk‖2
L2(0,T ;L2(Ω))

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(uk)uk dMdt

≤ ‖uk‖2
L2(0,T ;L2(M))

∫ T
0

∫
Ω
a(x)g(uk)uk dMdt

‖uk‖2
L2(0,T ;L2(Ω))

−→ 0, (3.74)

quando k →∞.
Logo, por (3.74) e usando as Hipóteses 3.1.1 e 3.2.1, segue que

∫ T

0

∫
(M\Ω)∪M∗

|uk|2dMdt ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
(M\Ω)∪M∗

a(x)|uk|2 dMdt

≤ a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)|uk|2 dMdt

≤ a−1
0 c−1

1

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)uk dMdt −→ 0, (3.75)

quando k →∞, ou seja,

uk −→ 0 forte em L2(0, T ;L2((M\Ω) ∪M∗). (3.76)

Consequentemente, de acordo com (3.73) e (3.76), conclúımos, para quase todo
t ∈ (0, T ), que

u(t) =

{
u(t) em Ω
0 em (M\Ω) ∪M∗

(3.77)

Neste ponto dividiremos a prova em 2 casos, a saber: u 6= 0 e u = 0.

(i) u 6= 0.

Consideremos a sequênciade problemas{
u′k − i∆uk + a(x)g(uk) = 0 in M× (0,∞)
uk(0) = u0

k in Ω
(3.78)

Como Ek(0) = 1
2
‖u0

k‖L2(M) ≤ L, segue que existe u0 ∈ L2(M), e uma subsequência
de {u0

k}, ainda denotada da mesma forma, tal que

u0
k ⇀ u0 fraco em L2(M). (3.79)

Além disso, de acordo com a Hipótese 3.1.1 e (3.74), temos que

‖ag(uk)‖2
L2(0,T ;L2(M)) ≤ ‖a‖L∞(M)

∫ T

0

∫
M
a(x)|g(uk)|2 dMdt

≤ ‖a‖L∞(M)c
2
2

∫ T

0

∫
M
a(x)|uk|2 dMdt

≤ ‖a‖L∞(M)c
2
2c
−1
1

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)uk dMdt −→ 0, (3.80)
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quando k →∞, isto é,

ag(uk) −→ 0 forte em L2(0, T ;L2(M)). (3.81)

Fazendo k →∞ em (3.78), levando em consideração (3.73), (3.77), (3.79) e (3.81)
conclúımos que 

u′ − i∆u = 0 in M× (0, T ))
u(x, t) = 0 in (M\Ω) ∪M∗ × (0, T )
u(0) = u0 ∈ L2(M),

(3.82)

no sentido distribucional, onde u ∈ L∞(0, T ;L2(M)).

Consideremos agora Ω∗ ⊂ M um subconjunto aberto, limitado, conexo com fron-
teira bem regular, tal que Ω ⊂⊂ Ω∗. De acordo com (3.82), podemos escrever

u′ − i∆u = 0 in Ω∗ × (0, T ))
u(x, t) = 0 in (Ω∗ \Ω) ∪M∗ × (0, T )
u(0) = u0 ∈ L2(Ω∗),

(3.83)

no sentido distribucional, onde u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω∗)).

Portanto, pelo Teorema 3.2.4, segue que u = 0 em Ω∗ × (0, T ), logo u = 0 em
M× (0, T ), o que é um absurdo.

(ii) u = 0.

Denotamos por

ck = ‖uk‖L2(0,T ;L2(Ω)) e vk =
uk
ck
, (3.84)

logo
‖vk‖L2(0,T ;L2(Ω)) = 1. (3.85)

Dividindo (3.78) por ck obtemos
v′k − i∆vk + 1

ck
a(x)g(uk) = 0 em M× (0,∞)

vk(0) = v0
k := 1

ck
u0
k em M

(3.86)

Observe que, pela Hipótese 3.1.1 e por (3.85), temos∫ T
0
‖uk‖2

L2(Ω)dt∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)uk dMdt

=
c2
k

c2
k

∫ T
0
‖uk‖2

L2(Ω)dt∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)uk dMdt

=
‖vk‖2

L2(0,T ;L2(Ω))∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)

uk
c2k
dMdt

≤ c1∫ T
0

∫
M a(x)|vk|2 dMdt

. (3.87)

Logo, de acordo com (3.70) e (3.87), obtemos que

lim
k→∞

∫ T

0

∫
M
a(x)|vk|2 dMdt = 0. (3.88)
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Devido ao fato de a(x) ≥ a0 > 0 em (M\Ω) ∪M∗, conclúımos, por (3.88), que

∫ T

0

∫
(M\Ω)∪M∗

|vk|2 dMdt ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
(M\Ω)∪M∗

a(x)|vk|2 dMdt

≤ a−1
0

∫ T

0

∫
M
a(x)|vk|2 dMdt −→ 0,

quando k →∞, isto é,

vk −→ 0 forte em L2(0, T ;L2(M\Ω)). (3.89)

De acordo com (3.68), temos

2

∫ T

0

Ek(t)dt ≤ a−1
0 c−1

1

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)uk dMdt+

∫ T

0

∫
Ω

|uk|2 dMdt,

e como Ek(T ) ≤ Ek(t), ∀ t ≤ T, segue que

TE(T ) ≤
∫ T

0

Ek(t)dt ≤
a−1

0 c−1
1

2

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)uk dMdt+

1

2

∫ T

0

∫
Ω

|uk|2 dMdt.

Logo

Ek(T ) ≤ C

[∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)uk dMdt+

∫ T

0

∫
Ω

|uk|2 dMdt

]
. (3.90)

Além disso, pela identidade de energia dada em (3.60), podemos escrever

Ek(0) = Ek(T ) +

∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)uk dMdt. (3.91)

Consequentemente, por (3.90) e (3.91) temos

Ek(0) ≤ C̃

[∫ T

0

∫
M
a(x)g(uk)uk dMdt+

∫ T

0

∫
Ω

|uk|2 dMdt

]
. (3.92)

Dividindo (3.92) por c2
k, obtemos

Ek(0)

c2
k

≤ C̃

[∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)uk dMdt

c2
k

+ 1

]
, (3.93)

donde, de acordo com (3.71), garantimos a existência de uma constante M > 0 tal que

‖v0
k‖2

L2(M) =
‖u0

k‖2
L2(M)

c2
k

=
2Ek(0)

c2
k

≤M, (3.94)
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para todo k ∈ N, estabelecendo assim uma limitação para {v0
k} em L2(M). Portanto,

existe uma subsequência de {v0
k}, ainda denotada da mesma forma, e v0 ∈ L2(M) tal

que
v0
k ⇀ v0 fraco em L2(M). (3.95)

Note que para cada n ∈ N, vk é solução do problema{
v′k − i∆vk = Fk em M× (0,∞)
vk(0) = v0

k em M,
(3.96)

onde Fk = − 1
ck
a(x)g(uk).

Seja χ ∈ C∞0 (M× R) tal que χ = 1 em Ω× [0, T ] e 0 ≤ χ ≤ 1.

De acordo com a Hipótese 3.2.2 é válido que

‖vk‖L2(0,T ;H
1
2 (Ω))

≤ Cχ
(
‖v0

k‖L2(M) + ‖Fk‖L1(0,T ;L2(M))

)
. (3.97)

No entanto, por (3.71), é temos que

‖Fk‖2
L2(0,T ;L2(M)) ≤ ‖a‖L∞(M)

∫ T

0

∫
M

a(x)|g(uk)|2

c2
k

dMdt

≤ ‖a‖L∞(M)c
2
2

∫ T

0

∫
M

a(x)|uk|2

c2
k

dMdt

≤ ‖a‖L∞(M)c
2
2c
−1
1

∫ T
0

∫
M a(x)g(uk)uk dMdt∫ T

0

∫
Ω
|uk|2dMdt

−→ 0,

quando k →∞, isto é,

Fk −→ 0 forte em L2(0, T ;L2(M)) ↪→ L1(0, T ;L2(M)). (3.98)

Portanto, de acordo com (3.94), (3.97) e (3.98) segue que

{vk} é limitada em L2(0, T ;H
1
2 (Ω)). (3.99)

Na sequência, vamos fazer uma estimativa para v′k.

Como Ek(t) ≤ Ek(0), para todo t ≥ 0, temos que

‖∆vk(t)‖[D(A)]′ =
‖∆uk(t)‖[D(A)]′

ck
≤ C
‖uk(t)‖L2(M)

ck
≤ C
‖uk(0)‖L2(M)

ck
,

onde C é uma constante positiva que não depende de k, D(A) = {w ∈ H1(M),∆w ∈
L2(M)} e ∆ : L2(M)→ [D(A)]′ é definido por

〈∆w,ϕ〉[D(A)]′,D(A) = (w,∆ϕ)L2(M).

Levando em conta (3.93), deduzimos que
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{∆vk} é limitada em L∞(0, T ; [D(A)]′).

Ainda, como

‖w‖[D(A)]′ = sup
ϕ∈D(A)

|〈w,ϕ〉|
‖ϕ‖

≥ sup
ϕ∈H1

0 (Ω)∩H2(Ω)

|〈w,ϕ〉|
‖ϕ‖

= ‖w‖[H1
0 (Ω)∩H2(Ω)]′ ,

segue que

{∆vk} é limitada em L∞(0, T ; [H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)]′). (3.100)

Portanto, por (3.86), (3.98) e (3.100) segue que

{v′k} é limitada em L2(0, T ; [H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)]′). (3.101)

Portanto, devido a cadeia de imersões

H
1
2 (Ω)

c
↪→ L2(Ω) ↪→ [H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)]′,

juntamente com (3.99), (3.101) e o Teorema de Aubin-Lions, obtemos a existência de
uma subsequência de {vk}, ainda denotada da mesma forma, e ṽ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tal
que

vk −→ ṽ forte em L2(0, T ;L2(Ω)), (3.102)

quando k → ∞. Além disso, pelo fato da energia ser uma função não crescente e por
(3.94), segue que existe v ∈ L∞(0, T ;L2(M)) tal que

vk
?
⇀ v fraco estrela em L∞(0, T ;L2(M)) (3.103)

Logo, por (3.89), (3.102) e (3.103) temos que

v(t) =

{
ṽ(t) em Ω
0 em (M\Ω) ∪M∗.

(3.104)

Fazendo k → ∞ em (3.86), levando em consideração (3.95), (3.98), (3.103) e
(3.104), obtemos 

v′ − i∆v = 0 in M× (0, T ))
v(x, t) = 0 in (M\Ω) ∪M∗ × (0, T )
v(0) = v0 ∈ L2(M),

(3.105)

no sentido distribucional, onde v ∈ L∞(0, T ;L2(M)).

Aplicando racioćınio análogo ao do caso (i), conclúımos que v = 0 emM× (0, T ).

Mas, por (3.85),

‖vk‖L2(0,T ;L2(Ω)) = 1,
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donde juntamente com (3.102) segue uma contradição. Isto encerra a demonstração do
lema.

2

Observação 3.2.6. É importante observar que dada uma variedade Riemanniana (Mn,g),
n ≥ 2, não compacta, simplesmente conexa, orientável, sem bordo e “non-trapping” mu-
nida com uma métrica Riemanniana g, completa e de classe C∞, satisfazendo

secg ≤ 0,

então é posśıvel livrar de efeitos dissipativos todo o conjunto Ω. De fato, de acordo
com a Proposição 1.4.12, existe uma função estritamente convexa definida sobre toda a
variedade. Este é o fato crucial, pois desta forma podemos aplicar o Teorema 1.5.2 na
sequência de soluções {uk} do problema (3.63) diretamente em Ω∗ ⊃⊃ Ω, uma vez que
uk = 0 em Ω∗\Ω× (0, T ), não necessitando que uk seja nula em M∗ × (0, T ).

Note que, de acordo com (3.68) e pelo Lema 3.2.5, temos provado a desigualdade
desejada, a saber: ∫ T

0

E(t) dt ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)g(u)udxdt,

onde C é uma constante positiva.

Demonstração do Teorema 3.2.3:

Análoga a demonstração do Teorema 3.1.2 e por isso é omitida.

3.2.3 Exemplos de Variedades Riemannianas Non-trapping

Nesta seção daremos dois exemplos de variedades Riemannianas “non trapping”.
O segundo exemplo pode ser encontrado em [54].

1) O exemplo mais simples é o caso em que M = Rn está munido com a métrica
Euclidiana, onde as geodésicas são retas.

2) Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente conexa e orientável arbitrária,
munida com uma métrica Riemanniana g∗ completa. Definimos em R × M a
seguinte métrica:

〈X, Y 〉 := xy + erg∗(X∗, Y ∗); X = (x,X∗), Y = (y, Y ∗) ∈ T(r,p)(R×M).

A métrica Riemanniana 〈 , 〉 é completa. Vamos mostrar que R×M munida com
a métrica 〈 , 〉 definida acima é “non-trapping”. Com efeito, seja c(t) = (r(t), u(t)) uma
geodésica em R×M. Provaremos que a função r(t) não tem máximo, o que implica que
não existe geodésicas fechadas em R×M.
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Suponha que exite t0 máximo de r(t). Seja (U, (u1, ..., un)) um sistema de coorde-
nadas local em torno de u(t0) e seja (g∗ik) a representação local de g∗ em U. No sistema
de coordenadas local (R×U, (Id, u1, ..., un)), a métrica Riemanniana 〈 , 〉 tem a seguinte
forma:

g00 = 1,

gi0 = 0 for i ≥ 1,

gik = erg∗ik for i, k ≥ 1.

Os śımbolos de Christoffel da equação diferencial associada à r(t) são

Γ0
0k = 0 for k ≥ 0,

Γ0
ik = −e

r

2
g∗ik for i, k ≥ 1.

A equação diferencial correspondente à r(t) é

r̈(t) +
∑
i,j≥1

Γ0
iju̇

i(t)u̇j(t) = 0,

ou ainda,

r̈(t)− er

2

∑
i,j≥1

g∗iju̇
i(t)u̇j(t) = 0,

onde ṙ = dr
dt

.

Assim, conclúımos que

r̈(t) =
er

2
g∗(u̇(t), u̇(t)).

Como ṙ(t0) = 0, resulta que u̇(t0) 6= 0. Consequentemente r̈(t0) > 0, o que implica
que t0 não é um ponto de máximo de r(t), uma contradição. Isto encerra a demonstração.
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CANTI, V. N. Uniform decay rate estimates for Schrödinger and plate
equations with nonlinear locally distributed damping. J. Differential Equa-
tions, v.254, n.9, p.3729–3764, 2013.
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domaines extérieurs. Annales de l’Institut Henri Poincaré. Analyse Non Linéaire,
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