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Resumo

A presente tese trata de condicbes suficientes para a estabilidade orbital de ondas
periddicas de algumas equagcoes de evolucao que suportam ondas dispersivas nao lineares.
Nosso método pode ser visto como uma extensao da teoria de ondas solitarias, desenvol-
vida em [51], para ondas periddicas na variavel espacial e os resultados nao dependem
da parametrizacao da onda. Além disso, se a existéncia de uma parametrizacao para
onda periédica for determinada, mostramos que a positividade das entradas principais
da matriz Hessiana, relacionada a um funcional conveniente, sao suficientes para obter
a estabilidade. Consequentemente, podemos estabelecer a estabilidade orbital de ondas
periddicas para varios modelos dispersivos nao lineares. Como exemplos, apresentamos
a estabilidade de ondas periddicas associadas a equacao de Schrodinger ciibica quintica,
uma equacao de Schrodinger nao linear de quarta ordem e um equagao do tipo Korteweg-
de Vries generalizada. Acreditamos que nosso método pode ser aplicado em uma ampla
classe de equacoes de evolucao; em particular, pode ser estendido para equacoes de ondas
dispersivas regularizadas.

Palavras chave: Estabilidade orbital, Funcional de Lyapunov, ondas viajantes, ondas

periodicas.



Abstract

The present thesis deals with sufficient conditions for orbital stability of periodic waves
of some evolution equations supporting nonlinear dispersive waves. Our method can be
seen as an extension to spatially periodic waves of the theory of solitary waves recently de-
veloped in [51] and the results do not depend on the parametrization of the periodic wave
itself. In addition, if the existence of a smooth parametrization of periodic waves is deter-
mined, we show that the positiveness of the principal entries of the Hessian matrix related
to a convenient functional are also sufficient to obtain the stability. Consequently, we can
establish the orbital stability of periodic waves for several nonlinear dispersive models.
As examples, we present the stability of periodic waves associated to the cubic-quintic
Schrodinger equation, a fourth-order nonlinear Schrodinger equation and a generalized
Korteweg-de Vries type equation. We believe our method can be applied in a wide class
of evolution equations; in particular it can be extended to regularized dispersive wave
equations.

Key words: Orbital stability, Lyapunov functions, travelling waves, periodics wave.
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Introducao

A estabilidade orbital de ondas viajantes peridédicas para equagoes de evolucao nao
lineares possui hoje uma quantidade significativa de trabalhos. Isso se deve ao acréscimo
consideravel de pesquisadores que estao interessados em apresentar técnicas que visam
melhorar a compreensao qualitativa dos modelos propostos. Outro fator importante para
este acréscimo é a importancia fisica que esta relacionada aos modelos evolutivos.

Uma classe de equagoes de evolugao que recebeu importantes contribuicoes que tan-
gem a estabilidade orbital de ondas periddicas, sao as equagoes dispersivas nao lineares.
Em linhas gerais, uma equagao diferencial parcial é caracterizada como dispersiva se suas
solugoes se espalham no espaco a medida que o tempo evolui. Tais equagoes possuem ca-
racteristicas importantes como a presenca de simetrias, que ajudam a entender melhor o
funcionamento da dinamica de suas solucoes dentro de um espaco de Sobolev conveniente®.
Portanto, vamos considerar a estabilidade de ondas periddicas como sendo a estabilidade
da érbita gerada por simetrias adequadas (no nosso caso, rotagoes e/ou translagoes).

Grosseiramente falando, dizemos que um perfil de onda ¢ é orbitalmente estavel num
espaco de Hilbert X, se ao considerarmos perto de um estado inicial ug do modelo evo-
lutivo, a evolugao temporal u(t) permanecerd proximo ao perfil ¢ médulo suas simetrias.
Nossa proposta com essa tese é apresentar resultados de estabilidade orbital de ondas
viajantes periddicas para trés modelos nao-lineares especificos. Vamos detalha-los um de
cada vez.

O primeiro modelo estudado é a equacao de Schrodinger com nao linearidade cubica-
quintica, a saber,

iy + Upy + alul*u — blu|*u = 0, (1)

onde u : R x R — C é uma funcao complexa e periddica na variavel espacial e a,b sao
constantes reais positivas. Este modelo surge como um caso especifico da equacao de
Schrodinger,

iUy + Uge + V (2, t)u =0, (2)

Dado um espaco de Sobolev H®, temos a pergunta natural: para quais valores de s € R podemos
esperar solugoes convenientes? As simetrias da equacao dispersiva sao uteis para responder esta questao.



onde V' é um potencial real. Fisicamente, a equagao (2) é usada na mecéanica ondulatéria
para a funcao de onda de uma particula. Ela se assenta num modelo atomico inteiramente
baseado em ondas estacionarias e constitui a base da fisica e quimica modernas. Além
disso, a equagao de Schrédinger (2) permite calcular a fungao de onda associada u a uma
particula que se move dentro de um campo de forgas descrito por um potencial V' (z,t).
Especificamente no caso em que a > 0 e b > 0, a equacdo (1) aparece na interacao do
gas de béson e dtica nao linear (ver [8] e suas referéncias). Este tipo de nao linearidade,
dada na equacao (1), é interessante posto que a presenga da poténcia dupla nos fornece a
abséncia de invariancia de escala. Este fato causa, por exemplo, dificuldades na obtencao
do expoente critico em L? para a boa colocacao global de solugoes (ver [34, Capitulo 6]),
quando comparamos a mesma equacao nao linear de Schrodinger com poténcia simples,
isto é, se V. = al|ulPu, p € N e a € R\{0}. Ademais, a invaridncia de escala neste
ultimo caso é crucial para obtermos resultados de estabilidade/instabilidade de ondas
solitdrias (solugbes que possuem uma crista ondular simples e que decaem & zero no
infinito, juntamente com suas derivadas) para o modelo em questao (ver [50]).

No que tange a estabilidade de ondas periddicas, Hernandez em [25] apresentou a
existéncia e estabilidade orbital de ondas estacionérias do tipo u(x,t) = e“!¢(z) para a
equagao (1) no caso a =1 e b = —1. Neste trabalho, foi mostrado que ondas de periodo

fixo do tipo dnoidal dadas por

aydn(dzx, k)

oe) = 1+ adn(dz, k)?

(3)

sao orbitalmente estaveis no espaco de Sobolev periédico ngr([(), L]). Em (3), a;, i = 1,2,
e d sao parametros que dependem suavemente da frequéncia da onda w, dn é funcao
eliptica de tipo dnoidal e k& € (0,1) é chamado médulo da fungao eliptica (ver Capitulo
1 para uma defini¢ao precisa das fungoes elipticas). Para este fim, o autor fez o uso da
teoria abstrata em [6], com intuito de obter a quantidade e multiplicidade dos autovalores
nao positivos do operador linearizado L4, = —0% + w — 3¢* — 5¢?, juntamente com a
teoria de estabilidade determinada por Bona, Souganidis e Strauss [10] e Weinstein [52],
adaptadas para as equacoes do tipo Schrodinger.

Nossa proposta é estabelecer a prova da estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas
de perfodo fixo para a equacdo (1) com a > 0 e b > 0 da forma u(z,t) = ¢“e'2@=H g (x —
ct), onde w e ¢ sdo parametros reais e ¢ = ¢, é uma fungao suave em relagdo aos
parametros w e ¢, a qual possui a mesma forma que (3). Para isto, vamos utilizar do
recente desenvolvimento apresentado por Stuart [51] (no caso unidimensional). Neste
trabalho, o autor determinou condicoes suficientes para a existéncia de um funcional de
Lyapunov e, de posse deste fato, provou a estabilidade orbital (apenas considerando a

érbita gerada por rotagoes) de ondas solitdrias para a equagao (2) com V(x,t) = f(Jul?),



sendo f : R — R uma funcao real e regular (veja também [39]).

Ohta em [43], estudou a estabilidade/instabilidade de ondas estacionarias solitarias
para a equagao (1), assumindo valores mais abrangentes de a,b € R. Apesar de nosso
trabalho estar condizente com o trabalho de Ohta, infelizmente, devido a dificuldade em
se trabalhar com as fungoes elipticas, nao conseguimos um resultado tao geral quanto os
que foram obtidos em [43]. A principal dificuldade foi estabelecer uma forma adequada

de se calcular a positividade da quantidade?

28w/ e (4)

onde L é o periodo da funcao ¢. Neste caso, calcularemos a quantidade I numericamente,
seguindo a abordagem em [38].
Outro modelo no qual provaremos a estabilidade orbital de ondas estacionérias serd a

equacao nao linear de quarta ordem dada por
1
i0pu + 02u + §|u|2u + voiu + vN (u, 1, Oyu, Optt, 02, 071) = 0, (5)

onde u : R x R — C ¢é periddica na varidvel espacial, v é uma constante real e o termo

nao linear N’ vem dado por
3
N (u, @, Opu, Oy, O2u, O211) = |u]4u + = (8 u)?u + |OpulPu + u282u + 2Jul?02u.

A equacdo (5) surge no contexto do movimento tridimensional de um filamento de
vértice, o qual estd imerso em um liquido inviscido e incompressivel em uma regiao infi-
nita. Além disso, existe uma conexao entre a equagao (5) e a bem conhecida equagao de

Schrodinger com nao linearidade cubica,
. I s
WU + Ugy + §|u\ u =0, (6)

ao fazer v = 0. Em verdade, Hasimoto em [24] propds uma transformagao (a trans-
formacao de Hasimoto) que estabelece uma conexao intrinseca entre as equagoes (5) e (6)
para v # 0.

O estudo da estabilidade orbital para ondas viajantes solitarias da forma u(z,t) =
ePleiarp,, (x —ct) (tais solugoes sdo também conhecidas como sélitons de Hasimoto), onde

0w, w > 0, resolve a equagao diferencial ordinaria
" 1 3
_¢w +w¢w - §¢w =0

c e [ sao parametros reais que dependem suavemente de «, w e v, possui uma quantidade

razoavel de contribuidores. De fato, Cazenave e Lions [17] provaram que o séliton de

2A positividade da quantidade I em (4) é uma das condicdes suficientes para a estabilidade orbital,
segundo os trabalhos em [22] e [52], para as equacdes do tipo Schrodinger.

4



Hasimoto, para o caso v = 0, ¢ orbitalmente estdvel no espago energia H'(R). Para o
caso v # 0 e a = 0 (solugoes ondas estacionarias), Maeda e Segata em [35] mostraram que
a correspondente onda solitdria ¢, é orbitalmente estdvel em H™(R), para todo m € N,
usando métodos variacionais®. Para o caso v # 0 e a # 0, Segata [48] provou que o séliton
de Hasimoto é orbitalmente estédvel em H'(R) usando o método variacional dado em [17].

No caso periédico, nao encontramos na literatura atual algum resultado que permite
concluir a estabilidade orbital para o caso v # 0. O caso v = 0 foi tratado primeiramente
por Angulo [4], onde foi mostrado que solugdes do tipo dnoidal com periodo fixo sdo
orbitalmente estdveis em H),.([0, L]). Para este fim, o autor combinou as abordagens em
[10] e [52].

Baseado em argumentos similares aos que foram utilizados para a equagao (1), vamos
mostrar que se |v| é suficientemente pequeno, ondas estacionérias periddicas (de periodo

fixo L > 0) da forma u(x,t) = e“t¢,(z) e com perfil dnoidal,

ou(x) = bidn(box, k), (7)

onde b;, i = 1,2 sao parametros que dependem suavemente de w, sao orbitalmente estaveis
em Hp%er([(], L)), para todo m € N, par e m # 2.

Por fim, vamos utilizar a abordagem proposta em [51] para estabelecer condigoes sufi-
cientes para a estabilidade orbital de ondas viajantes periédicas para equacao generalizada

do tipo Korteweg-de Vries, dada por,
w4 (f(u)e — (Mu), =0, (8)

onde f: R — R é uma funcao suave e u : R x R — R é periddica de periodo L > 0. Em
(8), M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial que pode ser definido como um

operador multiplicativo via transformada de Fourier por
My(k) = 0()(x), r €L 9)
onde # é assumido ser uma fungao par e continua sobre R e que satisfaz
v1|k|™ < O(K) < vl K™, My > 0, (10)

para todo |k| > kg e para alguns v; > 0, 1 = 1, 2.
Ondas viajantes periddicas para a equagao (8) sao solugbes da forma u(z,t) = ¢(x —

wt), onde w € R and ¢ : R — R é uma fungao suave peridédica. Substituindo esta forma

3Tal fato ocorre pois a equacdo (5) possui infinitas leis de conservacao (ver [33]), o que permite estudar
a estabilidade orbital em espacos com alta regularidade.



de solucao em (8), obtém-se
Mo +wo — f(¢) + A =0, (11)

onde A é uma constante de integracao.

Conforme ja dissemos anteriormente, usando a teoria dada em [51], vamos também
construir funcional de Lyapunov conveniente de modo a obter a estabilidade orbital de
ondas viajantes periédicas para a equacao (8). Essencialmente, o trabalho em [51] deter-
minou condigoes suficientes para a estabilidade orbital de ondas estacionarias solitarias

para sistemas Hamiltoniano abstratos da forma,
u(t) = JE'(u(t)), (12)

em um espago de Hilbert X. Aqui, F denota a energia associada a equagao (8) (ver
Capitulo 4), J é um operador invertivel, limitado e antissimétrico. Todavia, apesar de
ser possivel escrever a equagao (8) na forma (12), com J = 0., é sabido que, neste caso,
o operador J nao é invertivel (pois 0,{1} = 0). Nossa ideia serd modificar os argumentos
em [51], com intuito de estabelecer um critério bem amplo para a estabilidade orbital em
H,:T;([O, L]) para a equagao (8).

A existéncia e a estabilidade orbital de ondas periédicas para equagoes do tipo (8)
ganhou mais atencao apés o trabalho de Angulo, Bona e Scialom [5] (ver também Benja-
min [9]). No referido trabalho, os autores consideraram a equacao de Korteweg-de Vries
(M= -0%2e f(s) = % em (8)), e provaram a existéncia e estabilidade orbital de on-
das periddicas do tipo cnoidal com média nula e periodo fixo. Neste caso, também foi
necessario provar a positividade da quantidade I, em (4), com intuito de obter a estabili-
dade orbital. A existéncia de ondas periddicas de periodo fixo torna possivel o calculo da
quantidade I e, consequentemente, pode-se aplicar as técnicas classicas de estabilidade
em [10], [22] e [52] as quais foram feitas para deduzir a estabilidade orbital no caso de
ondas solitarias, associados a modelos de evolucao nao lineares.

Johnson [31] estabeleceu condigbes suficientes para a estabilidade orbital de ondas

periddicas para a seguinte equacao de Korteweg-de Vries
ur + U'pu:c + Ugge = 07 (13)
’;:11 ). Neste

trabalho, ele construiu ondas periddicas suaves, da forma ¢(-, A, B, w), cujo periodo L > 0

onde p > 1 é um inteiro (basta considerar na equagao (8), M = —9%e f(v) =

depende da terna (A, B,w) € (5, onde O C R? é um conjunto aberto. Aqui B é uma cons-
tante de integracao que aparece na forma de quadratura associada a equagao diferencial
de segunda ordem em (11) e que pode ser interpretada como a energia associada. Com

isto, se M e F sado as quantidades conservadas convenientes (veja (4.3) e (4.4) para as



defini¢Ges precisas) e assumindo que o sinal dos determinantes Jacobianos Lg, {L, M} 5
e {L,M,F}ap. (de acordo com a notagao contida no trabalho) sao positivos no ponto
(Ao, Bo,wo) € O, conclui-se a estabilidade orbital da onda o(+, Ao, By, wp). Em particular,
a positividade de tais determinantes foram determinadas no caso de ondas periédicas que
estao “préximas”das ondas solitarias e dos pontos de equilibrio referentes a equacao de
segunda ordem em (11).

De acordo com todas as referéncias apresentadas no caso da estabilidade de ondas
periédicas para modelos evolutivos, podemos enxergar que foi necessario a construcao
de uma familia suave de ondas periddicas ¢, de periodo fixo ou nao, que dependem dos
parametros da equacao diferencial que regem tais ondas. Se uma parametrizacao con-
veniente de solugoes é determinada, a estratégia geral para provar a estabilidade orbital
consiste em dois fatos basicos: o primeiro deles é provar a estabilidade em relacao a per-
turbacoes em uma variedade conveniente, frequentemente dada em termos das quantidades
conservadas que o modelo possui. Segundo, é possivel estender a classe de perturbacoes
para o espaco todo usando um argumento de desigualdade triangular ou a construgao de
uma sequéncia conveniente (ver [2], [3], [4], [5], [6], [7], [10] [12], [13], [15], [21], [22], [25],
[27], [31], [30], [38], [41]). Em qualquer um desses ultimos casos, é necessario determinar
que a matriz Hessiana de um funcional conveniente (ou entao, algumas quantidades en-
volvendo determinantes como os que foram tratados em [31]) seja nao singular (em alguns
modelos, a quantidade I em (4) corresponde a matriz Hessiana associada). Em geral, esta
verificacao é bem complicada, ou entao bem restrita. Apesar de aplicarmos a abordagem
em [51] para modelos particulares, nosso método nao requer este tipo de informagao sobre
a matriz Hessiana e, em particular, uma parametrizacao de solugoes periddicas nao se
faz necessaria (ver Corolario 4.10). Além disso, o periodo da solu¢ao periédica pode ser
considerado fixo ou variando em relacao aos parametros da equacao. Esta vantagem se
da gracas a construgao de um funcional de Lyapunov modificado, que sera apresentado
em cada um dos modelos propostos.

No Capitulo 1, apresentaremos a notacao usada na tese e alguns resultados basicos.
A estabilidade de ondas periddicas para a equagao (1) sera apresentada no Capitulo 2.
O Capitulo 3 traz resultados de estabilidade orbital para a equagao (5). Finalmente, no
Capitulo 4 apresentamos condicoes suficientes para a estabilidade orbital para a equagao

de Korteweg-de Vries generalizada (8).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos de Sobolev Periddicos

Nesta secao, introduziremos brevemente o conceito de Transformada de Fourier
para funcos periddicas e definiremos os espacos de Sobolev peridédico, que serao usados
nos capitulos seguintes. A maioria dos resultados contidos aqui podem ser encontrados
em Iério e Idrio [29].

Seja © um aberto de R. Representaremos por LP(Q2), 1 < p < 400, 0 espago vetorial

das (classes de) fungoes mensurdveis a Lebesgue f: Q — K, onde K = R ou K = C, tais

que
1
p
|u|| ey = (/ |u(x)|pdzp) < 00, se 1l <p < +oo,
Q
ou
||u|| Lo = sup ess|u(x)| < oo, sep = +o0.
e
O espaco normado (LP(Q2), || - || zr(n)) € um espago de Banach. No caso p = 2, L*(Q2) é um

espaco Hilbert, munido do produto interno
ey = [ Fa)ala) do, ¥ f.g € 129

Seja L > 0 um niimero real fixado. Denotemos por P = Cr, = Cp¢ ([0, L]) o conjunto
de todas as funcoes f : R — C, que sao infinitamente diferenciaveis e periddicas de
periodo L. Designemos P’, o Espaco das Distribui¢oes Periddicas, como sendo o conjunto
de todos os funcionais lineares continuos definidos de P em C. O valor de ¢ € P’ em

@ € P é denotado por ¥(p) = (¥, p).



2mikT

Consideremos k € Z e a fungao O4(x) = e L , para todo z € R. A Transformada de

Fourier de v € P’ é a funcao 15 : Z, — C, dada pela lei de formacao

~ 1
Y(k) = zw,@f@, V ke Z.

Fixemos p real, de modo que p > 1. A funcao ¢ € LP([0, L]) define uma distribuigao

periédica. Neste caso, 1) € P’ com

(P, ) = /¢ ) dz, ¥V ¢ € P.

Desta maneira, a Transformada de Fourier da funcao ¢ € L?([0, L]) é dada por

1 L 27rzrwc
= Z/ w(zx)e dx, ¥V k € Z.
0

Dado s € R, definimos o espago de Sobolev H; ([0, L]) como sendo o conjunto de

todas as distribuicoes periédicas f € P’, de modo que

fs ooy =L ) (L P FR)P

K=—00
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O conjunto H?, ([0, L]) é um espago de Hilbert, munido do produto interno

per

(fs Dm0y =L Y (U467 F(0)3(k), ¥ g € Hy,, (0, L)).

K=—00

Definamos L,,.([0, L]) := H}.,([0, L]). Por sua vez, o conjunto L2..([0,L]) ¢ um espaco

per per

de Hilbert, munido do produto interno

()2 (0 —/ F(2)9(@) dx, ¥ f.g € L2.(0, L).

Além disso, para todo s € R, (H,,,.([0, L]))’, o dual topoldgico de H3..([0, L]), ¢ iso-

per

metricamente isomorfo ao espago H,5([0, L]). Se f € H 5([0,L]) e g € H,,.([0, L]), o par

per per

dualidade é representado por

(o9 s ooy, oz = L D F(R)3(k).
Vemos que H%,.([0, L]) — H’..([0, L]), sempre que s > r, onde s, r € R. Em particular,

per per

para cada s > 0, HS, ([0, L]) — L2,.([0, L]). Complementamos que

per per

H! ([0,L]) < L2 ([0, L]) < L2 ([0, L]), ¥ p1,p2 € [1,+00], p1 > po.

per per per



Neste tltimo caso, para p € [1,4+00], convencionamos que

Ly, ([0,L]) :=={f; f € uma fungao L — periddica e [y ;; € L*([0, L])}

per

1Al 2o,y = 1 flerqo,nyys ¥ F € Ly, ([0, L)).

Seja s = m € ZT. O Espago de Sobolev H™ ([0, L]) pode ser interpretado como o

per

conjunto das distribuicoes periddicas f € P’ tais que

f9er? ([0,L), Vje{0,1,... ,m}

per

onde f denota a j-ésima derivada de f, tomada no sentido de P’. A norma

2

1AW e 0.1y = <Z\|f ”LZQ,QT[OL])> v e Hy (0, L)),

é equivalente & norma de H)?, ([0, L]) apresentada acima para indice geral.

No decorrer deste tese, por simplicidade, denotaremos a norma em Lb_ ([0, L]) por

| - [|lz» e a norma de H,.([0,L]) por || - ||[gs. Além disso, para simplificar a notacao,
em alguns casos, denotaremos LP, ([0, L]) e Hy..([0, L]) simplesmente por LD, e Hp,,
respectivamente.

1.2 Funcoes Elipticas de Jacobi

Nesta secao, estabeleceremos algumas propriedades das integrais elipticas de Jacobi.
Uma descri¢ao mais detalhada pode ser encontrada nas referéncias [11] e [14].

Sejam ¢ € [0, g] e k € (0,1). A integral eliptica do primeiro tipo é definida por

/ \/ 1—t2 1—/€2t2 / /1 kzsm -

onde y = sin(p). A integral eliptica do segundo tipo é definida por

1 — k242 ®
—det:/ /1 — k2sin2(0) do =
1_t 0

O nimero k£ é denominado o médulo da integral eliptica e o ntimero k' := V1 — k2

¢ denominado o médulo complementar a k. O parametro ¢ é chamado o argumento da
integral eliptica.

T
Como 0 < ¢ < 5 temos que 0 < y < 1. Se y = 1, as integrais acima sao ditas

10



completas. Neste caso, escrevemos

/ \/1—252 1 — k?t?) / /1 — k2 sin?( B ( >
L=k 2 m
- — _ k2 g3 2 — — — —
/0,/ - dt /0 1 — k2sin (9)d6_E<2,k>_E(k)_E.

Vemos que lim K(k) = lim E(k) = E, lim E(k) =1e lim K(k) = +o0. Além
k—0+ k—0+ 2 k—1- k—1—
disto, para cada k € (0,1), E(k) < K(k) e, sao validas as seguintes identidades

dK E-K°K . 1E_E-K
dk — kk® dk —k

Para y; € [0,1] e k € (0, 1), consideremos a integral eliptica,

Y1
Uu ; k) = =F ) 7
01 %) /0 V(1= 12)(1 — k2t2) / /1 — k2 sin? ok

onde ¢y € [0, g] satisfaz y; = sin(yy). Para k fixado, u é uma fungdo estritamente

crescente na variavel y;. A inversa da funcao u, para k fixado, define a funcao senoidal,
que ¢é descrita por sn(u; k) = sin(p1) = y1 € 1 = am(u; k) (a funcdo am(u; k) é chamada
fungao amplitude de u). Podemos escrever ainda, y; = sn(u) quando ndo é necessario
enfatizar o médulo k. As outras duas funcoes elipticas basicas, as funcoes cnoidal cn e

dnoidal dn, sao definidas em termos de sn da seguinte maneira:

=/l -2 =+/1—sn2(wk) e dn(uk)=/1—k2?=+/1—k2sn2(u;k).

Vemos que estas fungoes sao normalizadas, fazendo-se uso de dn(0; k) = 1, en(0; k) =

1 e sn(0;k) = 0. As fungoes dn(-;k) e cn(-; k) sao pares; a fungao sn(-;k) é impar.
Além disso, tais fungoes sao periddicas, com periodos minimos dados por 2K, 4K e 4K

respectivamente, isto €,
dn(u+ 2K k) = dn(u; k), en(u+4K;k) = en(u; k) e sn(u+4K; k) = sn(u; k).
Para k € (0, 1), estas as fungoes satisfazem as seguintes relagoes:

( sn?(us k) 4+ en?(u; k) = 1, k?sn2(u; k) + en®(us k) = dn?(us k),

S K2sn*(uj k) +dn*(u; k) =1, =1 <sn(u;k) <1, =1 <cn(u;k) <1

\ K2 <dn(u; k) <1, sn(u+2K;k) = —sn(u; k) e en(u+ 2K k) = —en(u; k).

11



Temos ainda que,

sn(K) =1, lim sn(u;k) =sin(u) e lm sn(u;k) = tanh(u).

k—0+ k—1—

Finalmente, tem-se as férmulas para as derivadas

2sn(u) = cn(u)dn(u), =—cn(u) = —sn(u)dn(u), —dn(u) = —k*cn(u)sn(u).

ou ou ou

1.3 Teoria de Floquet e Espectro do Operador de Hill

Nesta segao, apresentaremos um breve estudo da teoria Floquet e alguns resultados
que caracterizam o espectro dos operadores de Hill. Além disso, enunciaremos resultados
importantes que serao utilizados ao longo de todo o trabalho.

Sejam L > 0 e K designando o corpo R ou C. Consideremos @ : R — K uma fungao

de classe C?, L-periddica e consideremos a equacao diferencial

—y" + Qz)y = 0. (1.1)

Conforme [23], a equagao (1.1) possui duas solugbes y; = y1(z) e y2 = y2(x), continua-

mente diferencidveis, que sao univocamente determinadas pelas condigoes iniciais

y1(0) =1, ¥1(0) =0, 12(0) =0, y5(0) = 1. (1.2)

Antes de estabelecermos o Teorema de Floquet, devemos definir a equacao carac-
teristica e o expoente caracteristico associado a (1.1). Neste contexto, a equagao carac-

teristica é a equagao
p* = (L) + ya(D)lp +1 =0, (1.3)
e 0 expoente caracteristico o é um ntimero que satisfaz as equacoes
et = py, el = py, (1.4)

onde p; e pg sd0 raizes da equagao (1.3). Nestas condigoes, segundo [36], podemos enunciar

o seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema de Floquet).
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1. Se p1 # pa, entao, a equagdo (1.1) tem duas solugoes linearmente independentes fy
e fo, de forma que fi(z) = " P(z) e fo(x) = e " Py(x), onde P, e Py sio duas

funcgoes periddicas com periodo L.

2. Se py = pa, hd duas possibilidades: py =ps =1 epr =ps=—1. Sepy=pa=1, a
equagao (1.1) tem uma solu¢ao nao-trivial periédica de periodo L. Se p; = py = —1,
a equagao (1.1) tem uma solugdo nao-trivial periédica de periodo 2L. Suponhamos
que p(z) denote uma solucao periddica de (1.1) e que y(x) seja uma outra solugdo
de (1.1), linearmente independente a p(x). Entao, existe uma constante 0, de modo

que
y(x + L) = pry(x) + 0p(z),¥ z € R. (1.5)
Além disto, 6 = 0 se, e somente se,

yi(L) +95(L) = £2, yo(L) =0 e yy (L) = 0.

Demonstracao: Ver pagina 4 em [36]. O

Dado \ € C, fixo, consideremos agora a equagao

y' + A= Q)] =0, (1.6)

e sejam y; e Yy duas solugoes linearmente independentes determinadas pelas condigoes
iniciais
y1(07>‘) = 17 yi(ov)\) = 07 y2(07)\) =0e y;(07>\) =L
O seguinte teorema, devido a Liapounoff e Haupt, juntamente com sua demonstracao,

pode ser encontrado em [36].

Teorema 1.2 (Teorema da Oscilagao). Ezistem duas sequéncias de nimeros reais mondtonas
nao decrescentes,
Aoy AL, Aoy Az, Ay, e (1.7)

K, 2, 3, Mg, K5y - - - (18)

tais que (1.6) possui uma solugao de periodo L se, e somente se, X = \,, n=10,1,2,3,...
e uma solugcao de periodo 2L se, e somente se, A = p,, n = 1,2,3,.... Os A\,’s e p,’s

satisfazem as desigualdades,

/\0</L1S,U/2</\1§)\2<,U/3§/L4<)\3§/\4... (19)
e as relacoes
1 ) 1
lim — =0 e lim — =0 (1.10)
n—o00 )\n n—00 [y



As solugoes de (1.6) sao limitadas nos intervalos

(Aos f11), (p12, A1),y (A2 p13), (fra; Az, - - - (1.11)

Nos pontos finais desses intervalos, (1.6) possui, em geral, solugoes ilimitadas. Isto sem-
pre é verdadeiro para A = Xg. As solugoes de (1.6) sdao limitadas para X = Agpi1 ou
A = Aopio Se, e somente se, Aopi1 = Aopio € elas sao limitadas para N = pio,y1 0U
A = lonio Se, € somente Se, o1 = Hont2. Para valores complezos de A (1.6) sempre
possui solugoes ilimitadas. Os A, ’s sao as raizes da equacao A(N) = 2 € 0S [, ’s sGo as

raizes da equag¢iao A(N) = —2, onde

Usando o Teorema da Oscilacao, podemos caracterizar o espectro do operador de Hill

L: D(£)=Hp,([0,L]) C L7.([0,L]) — L;..([0,L])

per per

(1.13)
y = Ly = —y" + Q(x)y.

Se o(L) denota o espectro do operador linear £, entdo (L) = 0ess(L) U 0gise(L), onde
Oess(L) € 04isc(L) denotam, respectivamente, o espectro essencial e o espectro discreto de
L, (veja [47]). Em verdade, temos que espectro de £ coincide com o conjunto de seus
autovalores e, portanto, o.ss(L,) = 0 (ver [37, Proposi¢ao 3.1.1]).

O préximo resultado, devido a Haupt, relaciona a posicao do autovalor no espectro e

o numero de zeros das respectivas autofuncoes.

Teorema 1.3. Seja y(z, \) uma solugao real periddica nao trivial de (1.6), com periodo
L ou 2L.

1. Se A = )Xo, entao y(x,\) nao possui zeros no intervalo semiaberto 0 < x < L;

2. Se X = lopi1 0u N = Lo, entao y tem exatamente 2n + 1 zeros mo intervalo

semiaberto 0 < x < 2L;

3. Se A= Xop_1 ou XA = )Xoy, entao y tem exatamente 2n zeros no intervalo semiaberto
0<z< L.

Neves, em [41], apresentou uma nova versao para o item (2) do Teorema Floquet. Neste
trabalho, o autor mostrou que a fungao p(z) contém todas as informagoes necessarias para
caracterizar o autovalor A, a saber se A é simples ou duplo e quando A = A9, _1 ou A = \y,,.

Primeiramente, nas condigoes do item (2), Neves apresentou uma caracterizagdo para

a solucao vy, da equacao de Hill (1.1).

14



Teorema 1.4. Seja p(x) uma solug¢io L-peridodica de (1.1). Entdo, para cada a € R
fizxado,

v = —a@) + [ 3 i) | pla) + 2(2) /xwdt, (1.14)

t
z;€(a,x] p( )

¢ solugdao de (1.1) no intervalo [a,a+ L), e satisfaz a condi¢ao inicial

y(a) = —q(a), y'(a) = q'(a), (1.15)
onde
r — z;
q\r) = ) T € |Ti-1,T;),
( ) p(l’) [ 1 )
comi=2,3,....2n+1, zopr1 =21+ L exopy1 =21+ L e
. Zi+l — Zi
jla) = ——5——
(@) 20

Aqui, os z;’s e x;’s sao os zeros de p(x) e p'(x), respectivamente. Em particular, y(z) €

linearmente independente de p(x) e W(p,y) = 1.

Em seguida, Neves obteve uma nova versao para o item (2) do Teorema Floquet, que

nos permite caracterizar a constante 6.

Teorema 1.5. Se p(z) é uma solu¢io L-periddica de (1.1) e y(x) é a solugdo linearmente

independente com p(x) apresentada no teorema anterior, entdo
y(z + L) =y(z) + Op(x), (1.16)

onde 0 ¢ dado por

b="% j(xi)—l—Z/OL @) ;. (1.17)

il p(x)

Em particular, y(z) € L-periodica se, e somente se, § = 0.

Finalmente, o principal resultado de [41], nos permite saber a posicao de um deter-
minado autovalor no espectro, em vista do sinal da constante # e da quantidade de zeros

que a autofungao possui no intervalo [0, L).

Teorema 1.6. Se p(z) € uma autofuncao de L associada ao autovalor A\, k > 1 e 0 é
a constante dada pelo Teorema 1.5, entao N\, € simples se, e somente se, 6 # 0. Além
disso, se p(x) possui 2n zeros no intervalo semiaberto [0, L), entdo Ny = Xop_1, se 0 <0

e A, = Aoy, se 0 > 0.

Seja L operador autoadjunto definido em um espago de Hilbert H de dimensao infinita.
O indice de inércia In(L) é um par (n,z), onde n é a dimensao do autoespago negativo

de L (ou seja, a dimensao do espago gerado pelas autofungoes associadas aos autovalores
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estritamente negativos de £) e z é a dimensao do autoespago nulo de £ (isto é, a dimensao
do autoespago associado ao autovalor 0 de L).

Notemos que, se L for o operador autoadjunto definido em (1.13), vale o Teorema da
Oscilagao e, portanto, o indice In(L) esta bem definido. Isto pois, para cada v > 0, existe

uma quantidade finita de autovalores que sao menores do que 7.

Definicao 1.7. Uma familia de operadores autoadjuntos L, que depende de um parametro
s €V, onde V C R € um intervalo aberto, é chamada isoinercial se o indice de inércia

In(Ls) nao depender de s € V.
Segundo [40] e [42], podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 1.8. Seja L, o operador de Hill
Lh=—h"+Q(x,s)h,

definido no dominio D(L,) = H., ([0, Ly]). Se X\ =0 ¢ um autovalor para L, para cada
s €V, e o potencial Q(x, s) € continuamente diferencidvel, entao, a familia de operadores
{Ls}sey € isoinercial com respeito ao parametro s € V. Em particular, a familia {Ls}sey

€ 1soinercial com respeito ao periodo L.
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Capitulo 2

Estabilidade de Solucoes do tipo
Onda Viajante Peridodica para a
Equacao de Schrodinger

Cubica-Quintica

Neste capitulo, investigaremos a estabilidade orbital de solucoes do tipo onda via-

jante para a equacao de Schrodinger nao linear, com poténcia ctibica-quintica
ity + Uge + alul*u — blu|*u = 0, (z,t) e RxR (2.1)

onde a,b > 0.

Estamos interessados em solugoes da equagao (2.1), que sao da forma

u(z,t) = ei“te%(“’d%(x —ct), (2.2)
onde w,c € R, w > 0 e ¢ é uma funcao real, suave e periddica, de periodo L > 0. Notemos

que a funcao
v(€) = e7g(¢)
nem sempre é uma fungao L-periddica. Assim, vamos assumir que c satisfaz a relagao

_Lc

=1

q (2.3)

para algum ¢ € N.
Substituindo a expressao (2.2) na equagao (2.1), vemos que ¢ deve satisfazer a seguinte
equacao diferencial ordinéria
2

¢'() + (CZ - w) 9(6) +ad’(€) — bs*(€) = 0. (2.4)

17



onde £ = x — ct.
Para fazer o estudo da estabilidade orbital da equagao (2.1), seguiremos as ideias
propostas em [51] (ver também [39]), adaptadas para o caso periédico. Para isso, consi-

deraremos as seguintes quantidades conservadas (ver Teorema 2.1)

1 [t b
E(u) = 5/0 uaf? = Sl + 5 ul’da (2.5)
e
R
Fu) == |u|“dzx. (2.6)
2 0

Escrevendo u = ug + iuy e separando as partes reais e imaginarias, as quantidades (2.5)

e (2.6) se tornam

1 [F b
E(u) = 5/ uéz + ui — g(u% +u?)? + g(u?{ +u?)’dx (2.7)
0
1 L
F(u) = 5/ uf + utdze. (2.8)
0

Deste modo, definindo o funcional conservado

G(u) = BE(u) — (Z - w) F(u), (2.9)

vemos por (2.4), que ® = (¢,0) é um ponto critico de G. Além disso, podemos definir o

7

operador L, por L, ~ G"(®) (explicaremos melhor a defini¢ao de “~” na Observagao

2.15), ou seja,

2

—0? — 3ag?* + 5bp* — <CZ - w) 0

b= 0 —(()g—aqbQ—i—bng‘l—(%—w)

, (2.10)
cujo conhecimento de quantidade e multiplicidade de autovalores nao positivos sera ne-
cessario na nossa analise de estabilidade.

Na primeira secao deste capitulo, provaremos que o problema de Cauchy, associado a
equagao (2.1), é globalmente bem colocado em H,,,.([0, L]). Na Segao 2.2 mostraremos a
existéncia de solugoes periddicas explicitas para equagao (2.1). As propriedades espectrais

de L, serao estudados na Secao 2.3. Finalmente, na Se¢ao 2.4, construiremos um funcional

de Lyapunov conveniente para provar nosso resultado de estabilidade.
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2.1 Boa Colocacao

Nesta secao, veremos que o problema de Cauchy periddico associado a equagao (2.1),

dado por

Uy + Uy = G(u), z,t) e R xR

! () (%) (2.11)

u(x, 0) = U’O(x> < H;er([ov L])’

onde G(u) = —alul*u + blu|*u e a e b sao constantes reais positivas, é bem colocado
s 1 . . Yo s

em H  ([0,L]), com s > 5. Nosso principal propésito é estabelecer um resultado de
boa colocacao global no espago H,,,.([0, L]), pois nossa teoria de estabilidade exige tal
resultado.

O resultado de boa colocacao local para o nosso problema, segue as mesmas linhas
do que foi provado em [25]. Para este fim, foi utilizado a teoria contida em [29], onde os
autores estudaram a boa colocagao do problema (2.11) assumindo hipéteses mais gerais

para a funcao G, a saber,
(GNLS 1) G : H:,,.([0, L]) — H:,.([0, L]), para algum s € R, e G(0) = 0;

per per

(GNLS 2) G ¢ localmente Lipschitz, isto é,

1G(v) = G(w) |l < C([[v]] s,

v—wl|gs, Yo,w e H;, ([0, L]),

’wHHg) per

onde C(-,-) é uma fungao continua, nao decrescente com respeito a cada um de seus

argumentos. Em particular,

IG(v)]

ws < C(||v]

#+,0)[|v]

Hs$, VU € H;er([()?L])

A demonstragdo do préximo resultado pode ser encontrada em [29, Capitulo 5] (ver
também [25]).

Teorema 2.1. O problema (2.11) € localmente bem posto em H?, ([0, L]), para s >

1
per 2

no seguinte sentido: dado uy € Hp,.([0,L]), evistem T > 0 e uma tnica fungdo u €

C([0,T], Hy,,), tais que u(0) = ug e a equacdo diferencial € satisfeita no sentido que

u(t+ h) — u(t)

lim —i(O%u(t) — G(u(t))) =0, (2.12)

h—0

Hs—2
onde as derivadas emt =0 et =T sao calculadas pela direita e pela esquerda respecti-

vamente. Ademais, a aplicacdo ug — u € continua entre espacos de fungoes adequados.

Tem-se ainda as quantidades conservadas,

1 L
E(u) = 5/0 g |* — g]u\4 + —|u|®dx (2.13)
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Flu) = & /O luf2dz. (2.14)

Consideremos ug € H,,, e definamos

T*(up) = sup{T" > 0; existe uma unica soluc¢ao de (2.11) em [0,7}.

Teorema 2.2. Sejam s > 3 e ug € H5, ([0, L]). Entdo T*(ug) = o0 ou T*(ug) < oo €

per

lim [Ju(t)||gs = oo. (2.15)
t—T
Demonstragao: Ver [29, Segao 5.2]. U

Teorema 2.3. Seja uy € H! ([0, L]). Entdo, a solugao u do problema (2.11) é global-

per

mente definida.

Demonstracao: Em virtude do Teorema 2.2, basta mostrarmos que a norma ||u(t)|| g
com t € [0,7%(up)) é uniformemente limitada. Uma vez que a norma L2, é conser-

vada, é suficiente provamos a limitagao uniforme da quantidade |[lu,||3.. De fato, pela

desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, obtemos
lullze < di(lluallz2llullz> + llulz2), (2.16)
onde d; é uma constante positiva. Por outro lado, segue da desigualdade de Young que
1 9 d2a

ullze < = lluallfz + —- HUHLz + dy||ul| 2. (2.17)
2a

Usando as estimativas (2.16) e (2.17), assim como as quantidades conservadas F e F

definidas em (2.13) e (2.14) respectivamente, vemos que

a b
ucle = 28(u)+ Sl - 2l
a1 d2a
< 260+ § (g Il + Nl + il )

d2

1 2 CLdl
= 2B(w) + lluellzz + =~ llullze + =

SRS

Logo pelo fato de que E e F serem quantidades conservadas, deduzimos que

luallZ2 < %(2E(UO) + CF(ug)® + DF (ug)?), (2.18)

onde C' e D sao constantes. Portanto, pelo Teorema 2.2, a solugao u é global. U
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2.2 Existéncias de Ondas Viajantes Periodicas
Nesta secao, explicitaremos solucgoes periddicas para a equagao
iy + Ugy + alul*u — blu|*u = 0, (2.19)

as quais serao objetos de estudo da maior parte deste capitulo. Nossa abordagem é
baseada nas referéncias [26] e [44].

Lembremos que u é uma funcao complexa nas variavies z,t € R e a e b sdo constantes
positivas.

Estamos interessados em solugoes do tipo
u(z, t) = eiwte%(m—ct)¢($ —ct), (2.20)

onde w,c € R, w > 0, ¢ é uma funcao real, suave e periédica.
Substituindo a func¢ao (2.20) na equagao (2.19) e escrevendo £ = x — ct, obtemos a

equacao diferencial ordindria

2
")+ (5 =) 00) + ad*(©) ~ be*(6) =0, (2.21)
Multiplicando (2.21) por ¢’ e integrando uma vez, obtemos
/2_9 6 a4 C — 4w
(¢)° =3¢ —5¢ M (2.22)

onde M é uma constante de integracao.

Vamos assumir que a solugao da equacao (2.22) tem a forma

o(§) = - (2.23)

Vay2(€) + 5
onde 9 é solucao da equacao diferencial ordinaria auxiliar
(W) = pp? + gw‘ +r. (2.24)

Substituindo a expressao (2.23) em (2.21), e comparando os coeficientes de ¢ em

(2.24), encontramos as seguintes relagoes
1203 M + 120w — 3a%c? + 4b — 6aa = 0,

60*M + dow — ac® —a = fq,
12aM + 4w — ¢ = 4p
MpB=r.

Consideremos p =2 —k*, g= —2er = —(1—k?), k € (0,1). Desta forma, a equagao
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(2.24) tem uma solucdo que é dado por ¥(§) = dn(, k). Consequentemente, a equagao

(2.21) tem como solucao

dn(&, k)
(&) = du(§) = ; 2.25
(© = 0ul0) = = (225)
onde w, # e M satisfazem
202k% 4+ o®c? — 2b — 4a? + 3ax
= 2.2
¥ = , (2:26)
202k? + 2b — 40? — ax
= 2.2
5 - , (2.27)
6a%k? — 2b — 120 + 3acx
M=— 2.2
503 , (2.28)
e a ¢ raiz da equagao
—12a*k* + o® (—8bk* 4 16b + 3a”) — 8aab + 4b* = 0. (2.29)

Agora, vamos investigar de que maneira podemos considerar os parametro «, 3, a fim
de garantir adn?(¢,k) + 8 > 0, para todo £ € R e para todo k € (0,1). E claro que a
e 3 nao podem ser negativos simultaneamente e, em virtude da limitacao 0 < 1 — k2 <
dn(z,k) <1, devemos ter 8 > —a(1 — k?)?, para todo k € (0, 1).

Por outro lado, vemos que (2.29) é uma equagao biquadrada em k. Resolvendo esta
equacao em k, lembrando que a,b > 0 e k € (0, 1), encontramos duas possiveis expressoes

para k, que dependem do sinal de «,

_ V60 + 480 — 24aab + 9a*a® — 2b
V6o '

Substituindo o valor de k% em 3, para a,b > 0 fixos, podemos olhar 8 como uma

k (2.30)

funcao de «

B(a) V1602 + (4802 — 24ac) b + 9a?a? + 4b — 12a* — 3aa
o) = .

2.31
12« ( )

Em verdade, para cada a,b > 0 fixos, a fungdo [(«) possui duas assintotas obliquas,

2__ 2_ , .
fla) = —a 4 =220 —vaa lﬁbj}\% V34 6 g(a) = —a — —W, uma assintota vertical, o = 0, e
2 2
seanulaema:—@—%ea:—vlﬁiﬂ_%_
2 5 ¢ " 16b2+48a2b—24aab+9a2a?—2b
Logo, se a € (0, Y1842 _ 2 entdo § serd positivo, k = V/ VG + B8 b e +9a%0?-2b

teremos adn?(&, k) + B > 0, para todo € € R e para todo k € (0,1).

Com base no que foi apresentado nesta secao, podemos enunciar o seguinte resultado

Teorema 2.4. Consideremos L = 2K (k) e ¢ € R, de tal modo que se verifica a igualdade
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Figura 2.1: Gréfico da fungao 5(«), onde a =5, b = 1.

(2.8). A equagao (2.21) possui solugdo da forma

dn(&, k)

_ , 2.32
0l = 232
desde que o os paramtros w, 8 e M satisfacam
202k? + a?c® — 2b — 40* + 3ax 202k% + 2b — 4a® — ax
w = ) /8 = )
4a? 4o
M- _6a2k2 —2b—12a% + 3a04’
1203
onde o € raiz da equacao
—12a*k* + o® (—8bk* 4 16b + 3a”) — 8aab + 4b* = 0. (2.33)

Com dn tem periodo fundamental 2K, onde K = K (k) é a integral eliptica completa

do primeiro tipo, segue que ¢ tem periodo fundamental 2K (k). Vemos que se k — 07,

= 4ab£2bv/a?—16b 2b—4a?—aa a2 —2b—4a2+3aa
entao o — =, f— == w— o .

Além disso, notemos que quando k£ — 17, obtemos a — «ag = Ba—/3v/3 ~16b 15“2’161’, b —

By = Y3V3a%-16b W? c—=0,w—1&—=xedn(&17) ~ sech(€). Consequentemente,

N sech(x) B V2
Vagsech?(x) + fBo B V200 + Bo + Bocosh (2x)7

se k — 17,

¢(&)

que é a solugado onda solitdria para (2.1), obtida em [43], no caso em que w = 1.

Observagao 2.5. Notemos que, para garantir que os parametros w, [, « sejam reais,

0 \/16b+a2_a)
) 4 4/

devemos considerar a,b € R, de modo que a>—16b > 0. Além disso, se o € ( )
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entao >0 e ¢(§) € definida para todos & € R e k € (0,1). Notemos também que existe

uma relagao entre os parametros ¢ e w, pois podemos escrever

2 2a2k% — 2b — 4a® + 3aa
w—— = )
4 402

2.3 Analise Espectral

Devido a funcao ¢, estabelecida em (2.32), podemos estudar as propriedades do opera-
dor linear £, : H2,.([0, L]) x H}([0,L]) — L2..([0, L] x L2 ([0, L])), definido em (2.10).
Pelo formato “diagonal”do operador L, , a analise do seu espectro pode ser feita levando
em consideragao separadamente a anélise do espectro dos operadores lineares £ e L2,

descritos, respectivamente, por

2
Ll = —02 — 3a¢? + 5bp* — (CZ - w) (2.34)

2
L2 =~ — ad? + bgt — <CZ . w) . (2.35)

Ao longo do desenvolvimento, mostraremos que, para alguns valores de a e b, o ope-
rador £, possui exatamente um autovalor estritamente negativo, que é simples e, além

disso, veremos que 0 é um autovalor duplo.

Teorema 2.6. Considere ¢ € R tal que a relagdo (2.3) seja verificada. Entao para valores
de a e b de modo que a solu¢ao do tipo dnoidal ¢ € dada por (2.32), temos que o operador
LY em (2.34), definido em L2,([0,L]) e com dominio H2,([0,L]) tem exatamente um

autovalor negativo o qual € simples; zero € um autovalor simples com autofuncdo ¢'.

Além disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores.

Demonstragao: O operador linear £} : H2 ([0,L]) — L2, ([0,L]) é um operador

per per

de Hill, autoadjunto, com dominio denso em L2, ([0, L]). Pelo Teorema da Oscilagdo, o

conjunto dos autovalores do operador £} é infinito, tem apenas elementos reais e apresenta

0 seguinte comportamento
)\0<>\1S)\2<)\3§>\4<"'<)\2n_1S)\2n<...,

onde a igualdade Ag,_1 = A9, significa que temos um autovalor duplo. Por outro lado,

usando a igualdade
Lle = —0%¢ — 3ap*¢ + 5bo*e) — (% — w) & (2.36)
2
= <0 (00 + (T-w) o0 rad© -1©) 0. @30
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vemos que 0 é um autovalor de £}, associado a autofungao ¢'. Em vista do Teorema 1.8,
concluimos que a familia de operadores { £} } ¢ isoinercial, ou seja, para que conhegamos as
outras propriedades espectrais dos operadores da familia {£L} é suficiente que estudemos

o espectro do operador ,Cijo, para wy fixo. Consideremos o PVI

—§" — 3a¢?y + 5bpry — (% - w> 7

S — 1
y(0) = ~50) (2.38)
y(0)=0
Usando a relagao (1.5), temos
_ y(Lo)
¢"(0)

Com auxilio do programa Maple, deduzimos a constante € associada a ¢, para al-
guns valores de a e b que foram escolhido de acordo com as condigoes estabelecidas na

Observagao 2.5.
a | b | k| e0) |0 ¢"0) | 7o) Lo | y(Lo) |¥(Lo)| 0

51 11]01]0706| 0 |-0,006 153,324 | 3,149 | 153,324 | 0,013 | -2,079
71 2101]059]| 0 |-0005]| 181,276 | 3,149 | 181,276 | 0,015 | -2,880
81 2]01]0540] 0 |-0,005| 195448 | 3,149 | 195,449 | 0,018 | -3,684
10] 3 [0,1]0481| 0 |-0,004| 218,747 | 3,149 | 218,747 | 0,021 | -4,666
20122(0,10,384 | 0 |-0,003|301,863 | 3,149 | 301,863 | 0,021 | -6,532
30 50 [0,1]0,315| 0 |-0,002 | 369,456 | 3,149 | 369,456 | 0,026 | -9,692

Usando a tabela acima, constatamos que ¢ < 0 e, desta forma, o Teorema 1.6 nos
garante que A\; = 0. Logo, o operador £! tem 0 como um autovalor simples e este
operador apresenta um unico autovalor estritamente negativo que também é simples.
Desde que a familia {£L} ¢ isoinercial, segue que todos os operadores da familia {£}},
independentemente dos valores de w € R, téem 0 como um autovalor simples e admitem

um unico autovalor estritamente negativo que também é simples. O
Agora, estudaremos o espectro do operador £2.

2

2er ([0, L])com dominio

Teorema 2.7. O operador linear autoadjunto L2 definido em L
ngr([O, L]) nao possui autovalor negativo; zero é um autovalor simples com autofun¢ao ¢.

Além disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores.

Demonstragao: O operador £2, sobre L2, ([0, L]), com dominio H2,.([0, L]), ¢ linear,

autoadjunto e ilimitado. Além disto, usando a equagao (2.21), vemos que 0 um autovalor

2 . N ~ .
de L7, associado a autofungao ¢, pois

L26 = —¢" — ad® + bg® — (%—w)qs:o
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Desde que fun¢do ¢ nao tem zeros em [0, L], segue, pela teoria Floquet, que zero é o

primeiro autovalor de £2 e portanto é simples. [l

O préximo resultado garante que existe uma familia suave de solugoes do tipo onda

periédica, com periodo L > 0 fixo, para a equacao (2.21).

Proposicao 2.8. Sejam wy > 0 fizo e ¢, a solu¢io Lo-periddica de (2.21), onde Ly =
2K (ko). Se 6 # 0, onde 0 é a constante dada no Teorema 2.6, entdo existem uma
vizinhanga aberta O C (0,+00) de wy e uma familia ¢, € H,,,([0, Lo]) de solugoes Lo-

periddicas para (2.21), que dependem suavemente de w € O.

Demonstragao: Ver [38, Teorema 3.3]. O

2.4 Estabilidade

Sejam (a,b) € Y := {(5,1),(7,2),(8,2),(10,3),(20,22),(30,50)}, w € O e {¢,}ueco a
familia Lg-periddica estabelecida na Proposicao 2.8. Agora, seguindo a teoria proposta
em [51] (ver também [39]), construiremos uma fungao de Lyapunov adequada, para provar
a estabilidade da solugao onda dnoidal ¢, em (2.32), da equagao (2.1).

Por toda essa secao, ¢ denotara uma constante que pode variar com cada desigualdade.
Além disso, por simplicidade, vamos adotar as notacoes L2, = L2, x L2, e Hs = =

H .. x Hp. ., as normas nestes espagos por || ||z, || - [[ms e os respectivos produtos internos

por (+,)rz e (-, )ms.

Inicialmente, notemos que a equagao (2.1) pode ser interpretada como uma equagao
Hamiltoniana abstrata. De fato, escrevendo u = ug + iuy, onde ug e uy sao fungoes reais,
e separando as partes reais e imagindrias, vemos que a equagao (2.1) é equivalente ao
sistema

d

—U(t) = JE'(U (1)), (2.39)

UR

Ur

0 1
—(n ) v

A equacdo (2.1) possui duas simetrias basicas: translagoes e rotagoes. Isso significa
—if

onde E’ represente a derivada de Fréchet de E com respeito a U = ( ) e J é a matriz

antissimétrica

que, se u(x,t) é solugao de (2.1), entdo e "u e u(z — r,t) também sao, quaisquer que

. . UR . ~
sejam as constantes reais ¢ e r. Em outras palavras, se U = ( ¢ uma solucao de
ur
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(2.39), entao

cos(f)  sin(0) UR ug(-—r,-)
T(0)U = e Ty(r)U = , 2.41
©) ( —sin(f) cos(0) ) ( ur ) r) ( ur(-—r,-) ) (2:41)
também s@o solugoes de (2.39).

As transformagdes T1 e Tj definem grupos unitarios sobre L.2,.([0, Lo]) e seus geradores

infinitesimais sao, respectivamente

T{(O)U:(_O1 ;) (“R>=J<“R> e TQ/(O)U:(J?I(UR). (2.42)

Dessa forma, nossa noc¢ao de estabilidade serda médulo tais simetrias.

Definicao 2.9. Seja m um inteiro par. Definimos o conjunto Q¢ C Hﬁm a obita gerada

por ® = (4,0), como sendo,

Qg :={T1(0)T2(r)®;0,r € R}.

m
2

Em Hpr, vamos definir a pseudométrica d por

d(f,9) = mt{||f = To(0)Ta(r)gll gy ; 0,7 € R},

em particular, vemos que d(f,Qq) = d(f, ®).
Com esta terminologia, dizemos que a solu¢do onda pericdica (2.20) da equagdo (2.39)

m
¢ orbitalmente estavel em Hye, se:

1. Emiste so € R, tal que H, C Hér e o problema de valor inicial associado a (2.59)

¢ globalmente bem posto em HZY, .

2. Para todo € > 0, existe 0 > 0, tal que para cada Uy € H?0 = satisfazendo

per

[Up — @[y <9, a solugdo de (2.89), com U(0,x) = Up(x), satisfaz
dlU(t),®) < e.
Caso contrdrio, dizemos que a solucao (2.20) é orbitalmente instdvel em Hﬁr.

Antes de enunciarmos o teorema de estabilidade, provaremos alguns resultados uteis.

Lema 2.10. FEuxiste (5 > 0, tal que

(£2Q,Q)r> > GlIQI7-, (2.43)

para todo Q € ngr, satisfazendo (Q, ¢)r2 = 0.
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Demonstragao: Escrevamos L2, = [¢] & M, onde ¢ L Qy, para todo Q; € M. Como

per

¢ pertence ao niicleo de L2 segue de [32, Teorema 6.17, p.178] que o espectro de £2 | é
igual a o(£2) \ {0}.
Por outro lado, usando o Teorema 2.7 e os argumentos em [32, p. 278], concluimos

que o operador £2 ¢é limitado por baixo. Sendo assim, existe ¢, > 0, tal que

(L2Q1,0Q1)12 > (|| Q1]3e, para todo @, € M N HZ,,. (2.44)

Dado Q € H,

er?

do lema. ]

de modo que (@, ¢) = 0, temos que ) € M, isto conclui a demostragao

O préximo resultado serd estabelecido em vista do Lema E.1, proposto por Weinstein,
[52].
Lema 2.11. Sejam Ly > 0 fizo, ¢ a onda Lgy-periodica, obtida na Proposi¢ao 2.8 e C
definido por

¢ :=inf{(LLP,P)r2; P € H.,,|P|l12 =1,(P,¢)> = 0},

entao, ¢ = 0.

Demonstragao:

Segue do Teorema 2.6, que £, é limitado por baixo, assim ¢ é finito. Por outro lado,
como LL¢' =0e (¢,¢)2 = 0, deduzimos que ¢ < 0.
Consideremos (P))jen C Hp,,., tal que ||Pjl|r2 = 1, (P;,$)12 = 0, para todo j € N, e
(LLP;, P;)r2 — ¢, quando j — oo. Deste modo, existe M € R tal que (LLP;, Pj)r2 < M,
para todo j € N. A desigualdade de Garding (ver [53], p.175), nos garante que existem

constantes positivas p; e €1, de modo que
(LoPy, Py)re = || Pyl — 1| Pl e,

para todo 5 € N e, em vista disto, obtemos que

M + o0,
€1

HF)JH?{Q S = M07 v.] € N7

donde concluimos que a sequéncia (P;)jey ¢ limitada em H?, . Sendo assim, existem uma
subsequéncia de (P))jen de mesmo nome e uma fungao P € M2 ([0, L}), tais que P; — P
fracamente em H2, ([0, L]).

Usando argumentos de compacidade, concluimos que [P,z = 1 e (P,¢)2 = 0.

Também vemos que, pelo Lema de Fatou,
¢ < (LLP, P)px < lminf(LLP;, Py)1e = C.
o que garante que (¢ ¢ atingido na funcao P.
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Veremos agora que existe uma fungao suave , tal que LLy = ¢. Com efeito, em

(2.21), vemos que

" + ad® — bg® — (% — UJ) ¢=0 (2.45)

Derivando a expressao (2.45) com respeito ao parametro w, encontramos

N" L 3022 _ 512 Lo ()00
(&u) + 3ag Ow 50¢ 8w+¢ (4 “ aw_o'
Logo,
o¢
1 _ —

e (-52) =

Assim, como ¢’ L ¢, temos
X = _% — (El)flgb
. Ow @ '

Devido ao Lema E.1, em [52], se mostrarmos que (x, ¢)zz < 0, podemos concluir que

¢ > 0. De fato, vemos que

10

—I=(x,9)1> = _5%/0 O ¢(f)2d5- (2.46)

Usando a Proposigao 2.8 e as ideias em [38], podemos calcular a quantidade I, resol-

vendo numericamente o PVI

—1" — 3a¢*n + 5bd'n — (zg - wo) n=-¢

L _
7(0) = = [ o(a)j(x)da (2.47)
1'(0) =0,
onde n = g—z e § é a solugdo do PVI (2.38). Aqui a condicao inicial n(0) foi obtida

multiplicando a primeira equagao de (2.47) por ¢ e integrando o resultado em [0, Ly]. A
condicao 7'(0) = 0 decorre do fato de ¢ ser uma fungao par.
Com o auxilio do programa Mathematica, calculamos a quantidade I para os valores

de a, b e ¢ escolhidos no Teorema 2.6.

a | b | k| ¢0) ] ¢0)]¢"0) | yO) | Lo | I

5 | 110,110,706 0 |-0,006 | 153,324 | 3,149 | 0,222
712 (0,110,599 0 |-0,005 | 181,276 | 3,149 | 0,162
8 | 210,110,540 0 |-0,005 | 195,448 | 3,149 | 0,113
10 3 10,110,481 0 |-0,004 | 218,747 | 3,149 | 0,088
20 122]0,110,384 0 |-0,003 | 301,863 | 3,149 | 0,090
30 |50 0,110,315 0 |-0,002 | 369,456 | 3,149 | 0,062

Baseados na tabela acima, podemos concluir que existe OcC O, tal que (x,¢)r2 <0,

para todo w € 0. Logo, pelo Lema E.1, { = 0. O
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Lema 2.12. Seja (; definido por
Go=inf{(LLP, P)r2; P € H |Pllr2=1,(P,¢)12 = (P,¢')2 = 0},
entao ¢; > 0.

Demonstracao: Em virtude do Lema 2.11, temos que ¢; > 0. Suponhamos, por absurdo
que (; = 0. Usando argumentos similares aos usados na prova do Lema 2.11, podemos
com (Pv ¢)L2 = (P7 ¢/)L2 =0e

| P||z2 = 1. Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existem constante m, n, 7 € R,

concluir que o infimo é atingido em uma funcao P € ngr,

tais que
L.P=mP +ng+7¢. (2.48)
Fazendo o produto interno em Lfm de (2.48) e P, vemos que ¢(; = m = 0.

Por outro lado, como o operador £ é autoadjunto, temos que
(LLP, &) 2 = 7l|¢]172 = 0. (2.49)

e assim 7 = 0. Logo, LL P = né.

el
ow?

[¢'], deduzimos que P — nx = o¢’, para algum o € R.

Agora, como L.y = n¢, onde y = —52, segue que L (P —nx) = 0. Como ker(Ll) =

Calculando (P —ny, ¢)r2 e usando o fato que (x, ¢)r2 < 0, para a € IcC (0, —VIGZJ”‘”Q —

%), concluimos que 7 = 0. Logo, P = 0¢' com ¢ # 0, pois || P||;2 = 1. Mas isto contradiz
o fato de (P, ¢')r2 = 0. Portanto, ¢; > 0. O

Corolario 2.13. Sejav = (P,Q) € H?

ers tal que

(Qa ¢)L2 = <P7 ¢)L2 = (P7 ¢/)L2 = 0.
Entao, existe ¢ > 0 tal que

(Lov, )2 > CllvlIE-.

Demonstragao: Segue dos Lemas 2.10 e 2.12 que existem (1, ( > 0 tais que (£L2Q, Q)2 >
GIQIG: e (LLP,P)2 > Gi||P||7.. Como L,v = (LLP, L2Q), basta consideramos ¢ =
min{Cl, CQ} OJ

Lema 2.14. FExistem constantes positivas o e €, tais que
(Lov,v)2 2 eflvflin — ollvliZ,

para todo v = (P, Q) € H?

per*
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Demonstracao: A desigualdade de Garding (ver [53, p.175]) garante que existem

constantes positivas €y, €, 01 € 09, tais que

(LoP. P)rz = [Pl — ol P72 e (£5Q, Q)12 2 e2]|Qllin — o2l Q1%

Assim, pela defini¢ao de L, basta consideramos € = min{ey, &2} e o = max{oy, 00}. O

Observagao 2.15. Vemos que L,, € o unico operador linear autoadjunto que satisfaz

2 € H?

per’?

(G"(DP)v, z) = (Lyv, 2)12, v € H

per?

(2.50)

onde G" representa a segunda derivada de Fréchet de G e (-,-) € a dualidade em H .

Em particular, G"(®)v = L, v, para todo v € H2_, onde T : H}  — H_L ¢ a injecdo

per? per per

1 -1 ‘ 2 4o g
natural de H,,, em H,., com respeito ao produto em L%, isto €

(Zu,v) = (u,v)Lz. (2.51)

Lema 2.16. Seja v = (P,Q) € H!

pers Satisfazendo

(Q, )2 = (P, ¢)r2 = (P, ¢/)L2 = 0.
Entao, existe ¢ > 0 tal que
(G"(@)v,v) = (|[vlFp-

Demonstracao: Por densidade, é suficiente considerarmos v € H? Combinando

per*
Corolério 2.13 e o Lema 2.14, obtemos que
0 2
(1 + Z) (EW'U, U)]LQ Z EH’U”Hl.
Assim,
€¢ 2
(Lov,v)e 2 ——=||v][g-
o+ ¢
Pela observacao anterior, concluimos o desejado. 0
Seja R : ]H[}M — H;elr o isomorfismo de Riesz com respeito ao produto interno em
1 . ,
HL,.,, isto é
(Ru,v) = (u,v)m u,ve . (2.52)

O Lema 2.16 estabelece a positividade do operador G”(®) sob condigoes de ortogona-

lidade em ]Lf,er. O proximo lema mostra que a positividade é mantida se consideramos
1

condigoes de ortogonalidade em H,,,,.
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Lema 2.17. Sejam Z o operador definido na Observacao 2.15 e J definido em (2.40).

Consideremos
Z={zcH(2,J0)m = (2,9 )m = (2, R"'ZP)m = 0}.
Entao, existe ¢ > 0, tal que
(G"(®)z,2) > (|25, z € Z. (2.53)
Demonstragao: Primeiramente, definamos as funcoes

1
=——Jb =@ =J = Jps.

Assim, ||o1]|Lz = ||p2llLz = |12 = ||t2]lL2 = 1 e sendo J antissimétrica, obtemos

(1, %112 = (2, ¥2)2 = (1, P2)12 = (Y1, 2)r2 = 0.
Dado z € Z, definamos
vi= 2 — (2, 1)1 — (2, 92)1202 — (2, Y1)L2n.
Afirmamos que v satisfaz as hipoteses do Lema 2.16. De fato, como
(v, )12 = (v, )12 = (v, Y112 = 0,
se assumirmos que v pode ser escrito como (P, @), a igualdade anterior se torna
(Q,0)12 = (P,d)r2 = (P, ¢)2 = 0.
Assim, pelo Lema 2.16, existe ¢ > 0, de modo que
(G"(@)v,v) = (vl (2.54)
e, por (2.52), podemos escrever
(RTIG"(®)v,v)m > (|lvllfp- (2.55)
Notemos que, por (2.51) e (2.52), temos
(f, 9z ={Zf,9) = (R'Zf,9)m,  f,9€H,. (2.56)

Como, por hipdtese

1

= RIZP =0
e o Lt =0

((I), Z)]lﬁ

z, 2 =
(e = g
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segue que

vi= 2z — (2, 01)12901 — (2, P2)12¢02. (2.57)

Sendo ¢ e o fungodes suaves e L1 = L,p2 = 0, por (2.50) G"(P)p; = G"(P)py = 0.
Portanto, por (2.57), temos

G (B)z = G"(®)w. (2.58)

Para simplificar a notagao, denotemos oy = (2, 1)1z, @ = (2,p2)12 € S : HL_.[0, Lo] —

per
H!..[0, Lo] o operador autoadjunto definido por S : = R™'G"(®).

per

Como z € Z, vemos que
2[5 = (2,0 + 11 + o) = (2,0)mr + a1 (2, 01)m + aa(2, @2)m = (2, V).
Fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos
120l = 1(2, v | < [zl [l

isto &, fl2lls < ol

O fato de S ser autoadjunto e a igualdade (2.58) nos permite concluir
(Sz,2)m = (Sv,v)m + a1(Sv, 1)m + az(Sv, po)m = (Sv,v)m.
Finalmente, combinando a igualdade anterior com (2.55), segue que
(82, 2)m = (Sv,v)m > (vl > ¢ll=lf-

Logo, por (2.52) concluimos o desejado. O

Definicao 2.18. Dados um nimero real p > 0 e m um inteiro par, denotamos por Qf a

p-vizinhanga de g, isto é
Qf = {v e Hz,,d(v,Qs) < p}.
Lema 2.19. Dados p > 0 e v € Qf, existem 1,0, € R que satisfazem

v = T1(01)T2(r1) @[l < p

(v — T (0)To(r1)®, JTy(6,) T (r) @) = (v — Ty(6,)Ta(r)®, T1.(0)) To (1) )i = 0.

Demonstracao: Dadov € f, existem 6y € Rery € R de modo que ||[v—T7(60)Ta(ro)P||m <
p.
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Definamos f : R* — R por f(6,r) = [jv — T1(0)T2(r)®||?:. Como ® ¢ suave, temos
que f é de classe C'. Assim, existem 0; € [0,27] e ry € [0, L], tais que

f(01,m1):= min f(0,7) < f(0o,10) < p*.

[0,27]x[0,L]

Por outro lado, sendo f uma fungao periddica, podemos concluir que este minimo é global.
Logo V f(61,71) = 0, isto é

(v =Ty (01)T5(r)®, JT1(61)T2(r1)®)m = (v — T1(01)To(r1)®, Ty (61)T2(r1) D )m = 0.

0

Agora, veremos a definicao de funcional de Lyapunov, para entao definirmos um fun-

cional que atenda as nossas propostas.

Definicao 2.20. Uma func¢ao V : Hﬁ,« — R € dita ser um funcional de Lyapunov para a

m

orbita Qe C H2, se satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Eziste p > 0 tal que V : Q4 — R € de classe C? e, para todo v € Qg

Viv)=0 e V'(v)=0.

(ii) Erxiste k > 0 tal que para todo v € Qf, temos

V(v) > k(d(v,Qe))>

(iii) Para todo v € Qf, temos

(V'(v), Jv) = (V'(v),0,v) = 0.

(iv) Seu(t) € uma solugao global para o problema de Cauchy (2.39) com dado inicial uo,
entao V(u(t)) = V(up), para todo t > 0.

Counsideremos

e definamos
V(v) = G(v) — g1+ N(F(v) — g2). (2.59)

Mostraremos que, para N suficientemente grande, V' é uma funcao de Lyapunov para a
6bita Qg C HY

ser- Para tanto, precisaremos do seguinte resultado:

34



Lema 2.21. Consideremos S : H!_ ([0, Lo]) — H_,.([0, Lo]) o operador autoadjunto defi-

per per

nido por S := R7G"(®). Existem constantes positivas N e (, tais que
(Sv, V) + 2N(R'I®,v)2 > (v,

para todo v € {J®, &'} = {v e H', (v, J®)m = (v, ') = 0}.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que, por (2.56), temos

(RZ®, J®)y = (@, JP)p» (2.60)

(R7'ZD, d ) = (0, D) 2. (2.61)
Deste modo, para v € {J®, ®’'}+, podemos encontrar constantes reais p, ¢ e 7, tais que
v=7pw+qgJP+ 7P + z, (2.62)

com w :=RIIP/|RILD||m e 2z € {JP,®', RIZP}L. O Lema 2.17 implica que

(Sv, ) = pQ(Sw,w)W +2p(Sw, 2)mr + (Sz, 2)m
> pP(Sw, w)m + 2p(Sw, 2)m + ||z ||7n-

Mas, pelas desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young, segue que

272
(5w p2)an < a1 + - |Sull.

Assim,
(Sv,0)m > P(Sw,w)m + 2p(Sw, 2)m + (|l 2Fn
> p(Sw,w)m — 2|(Sw, p2)m | + ¢z (2.63)
> p(suwim — (Sl + ZlsuwlRs ) + cleli
Denotando o := ||R™1Z®||g, podemos escrever

(R_11<I>, 'U)Hl = U(w, ’U)Hl.

Escolhamos N > 0, de modo que

DO [y

2
(Sw,w)m — Zuswuﬁl +2No? > (2.64)
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Observemos que N nao depende de v. Deste modo, por (2.64), obtemos

(Sv,v)m + 2N(R™'IZ®,v)Z
2(g Sy 27 Swll2 2 L o N2
p(Sw,wham = { Sllzlla + c [Swlig: | +Cllzll +2Np o

¢

2
> 7 ((Sw e - 2wl + 2802 + S

¢,
> S0+ Il

Por fim, como z € {J®,®' R1ZO}

Jv[fn = (2 + pw, 2z + pw)m
= |zl + 20(2, w)m + P ||w|fn
= |lzllfn + 2*l|lwllfn,

= el + 2%

o que conclui a demonstracao. U

Proposicao 2.22. Eziste N > 0, tal que o funcional definido em (2.59) é um funcional
de Lyapunov para a drbita Qe C H,.([0, Lo)).

per

Demonstragao: Como E e F' sao quantidades conservadas, e o problema de Cauchy
associado a (2.39) é globalmente bem posto, temos que V (u(t)) = V(uyp), para todo t € R.
Além disso, como E e F sdo de classe C?, concluimos que V é de classe C2. Logo, o item
(iv) é vélido.

Provemos o item (i). Dado v € Qg, existem 6y, ro € R tais que v = T1(0y)T2(ro)P. Pela
defini¢ao de V', vemos que V(®) = 0 Uma vez que F e F' sao invariantes por translagao

e rotac@o, podemos concluir que V' (v) = V(T1(00)T2(ro)®) = 0. Por outro lado, como

(V'(u),v) = (G'(u),v) + 2N (F(u) — q2)(F'(u),v), Vu, v, € H (2.65)

per

e ® é ponto critico de G, vemos que V'(®) = 0. Portanto, para v = T1(6y)T2(ro)P,
obtemos V'(v) = V'(T1(00)T2(r0)P) = 0.

Se v € Qf, como
G(T\(0)0) = G(v), F(Ty(6)v) = F(v)

para todos # € R e v € H!_ . obtemos

per’

V(T3 (6)0), JT(0)) = V(T (6)0) = =V (0) =0, (2.66)

isto é, (V/(T1(0)v), JT1(#)v) = 0, para todos # € R e v € H!_ . Em particular, se § = 0,

per*
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concluimos que (V'(v), Ju) = 0. Analogamente, para verificar que (V'(v), d,v) = 0, basta

notarmos que
G(Ta(r)v) = G(v),  F(Ty(r)v) = F(v),

para todos 7 € R e v € H},.. Assim, o item (iii) é satisfeito.

Em virtude de (2.65), vemos que
(V"(u)v,v) = (G"(u)v,v) + 2N (F(u) — ¢){(F" (u)v,v) + 2N {(F'(u), v)>.

Em particular,

(V"(®)v,v) (G"(®)v,v) + 2N (F' (D), v)?

= (R'G"(®),v,v)m +2N(RF(®),v)2.
Lembrando que
1 1, 1
FU) = §(U, Uz = 5(73 ZU,U)g = §<IU, U),
temos que F = Z. Portanto,
(V"(®),v) = (Sv,v)m + 2N (RIP,v)2
Pelo Lema 2.21, deduzimos que existem constantes positivas ( e N, tais que
(V" (®)v,v) = (lJvfz, (2.67)

para todo v € {J®,®'}+. Como V ¢ de classe C?, usando a expansao de Taylor, vemos
que X
V() = V(@) + (V'(®),0 = ) + (V' (@) (v = @), v — @) + h(v),

onde h é uma funcao satisfazendo

lim ) _

o= [
Deste modo, dado ¢ > 0, existe p > 0 tal que

h < ¢ 2 2.68

()] < 7llv = Sl (2.68)

para todo v € B,(®), onde B,(®) denota a bola aberta em H!_ de centro ® e raio p.

per

Como V(®) =0 e V/(®) = 0, usando (2.67) e (2.68), obtemos, para v € B,(®) tal que
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(v —®) € {JD,d'}, que

V) = SV(@) 0~ ®)0— @)+ ho)
> Sl @l — Sl @l (2:69)
= Sl -2l
> Sl o)

Agora, consideremos v € Q4. Em virtude do Lema 2.19, existem 6;,7; € R, tais que
u = Tl(—Hl)TQ(—ﬁ)v c Bp(q)) €

(v — Ty(0))To (1)@, JTy(0:)To (1) @) = (v — Ty(0:)To(r1)®, Ty (60:)To (1)@ ) = 0,

isto 6, |[u — ®[jm < pe (u—®) € {JP, &} Consequentemente, por (2.69), concluimos

V() = Vi) > S, )] = $d(w, )]
0 que prova o item (ii) e completa a prova da proposigao. O

Finalmente, podemos provar nosso resultado de estabilidade.

Teorema 2.23. Considere (a,b) € YV, w € O e {¢p,}weco a familia de solugdes Ly-periddica

para a equagdo (2.21). Entdo a onda viajante periddica

U t) = ¢(x — ct) cos(wt + §(z — ct))
7 ¢(x — ct) sin(wt + 5(z — ct))

€ orbitalmente estdvel em H.,,.([0, Lq)).

Demonstracao: Fixemos ¢ > 0 e consideremos V' : Q4 — R a funcdo de Lyapunov,

dada na Proposicao 2.22. Como V(®) =0 e V é continua, existe 0 € (0, p) tal que

V(v) =V(v) = V(P) < Kmin {%,52} v € Bs(P),

onde K é a constante que aparece na Defini¢cao 2.20. A invariancia de V' com respeito as
simetrias T} e 15, implica que

2
V(v) < K min {%,82} v € QY. (2.70)

Seja Uy € H!_, uma fungao de modo que Uy € Bs(®). Pelo Teorema 2.3, a solugao U (¢)

per

do problema (2.39), associado ao dado inicial Uy, é definido para todo t > 0. Consideremos

W o intervalo definido por
W ={s>0,U(t) € Qf para todo t € [0, s)}.
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O fato de 0 € (0,p) e a dependéncia continua de U(t) com relagdo ao dado inicial im-
plicam que W é um intervalo nao vazio e inf W = 0. Queremos mostrar que ¥V é um
intervalo ilimitado, isto é, s* = sup WW = oco. Suponhamos por contradicao que s* < oo.

Combinando os itens (i) e (iv) da Definigao 2.20, obtemos

2

KU (1), )] < VU() = V(Th) < w1

para todo t € [0, s*), onde na tltima desigualdade nés usamos o fato que Uy € Bs(P) e
(2.70). Assim, nés concluimos que d(U(t),2s) < &, para todo t € [0, 5*).

Sendo U(t) continua, temos que a fungao t — d(U(t),2¢) é continua. Consequente-
mente, d(U(s*),s) < 5. A continuidade de U(t) implica também que sup W > s*, o que

é uma contradigdo. Portanto, W = [0,00) e
Kld(U (1), )]* < V(U(1) = V(l) < ke,

para todo t > 0, o que completa a prova do teorema. [l
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Capitulo 3

Estabilidade de Solucoes do tipo
Onda Estacionaria Peridédica para

uma Equacao de Schrodinger de
Quarta Ordem

No presente capitulo, vamos estudar a estabilidade de solucoes do tipo onda esta-

cionaria periddica, associadas a equagao de Schrodinger
1
10 + 02u + §|u|2u + voiu + vN (u, 1, Opu, Optt, 02u, 021) = 0, (3.1)

onde u : R x R — C é periddica na variavel espacial x, v é uma constante real e o termo

nao linear A/ é definido por
_ B (VI 2. 9 L 9o 292
N (u, @, 0yu, 0,4, Oju, 050) = §|u] u+ 5(0xu) U+ |Oyul u + U 0z + 2|ul“0zu.

A equacao (3.1) possui infinitas quantidades conservadas. As trés primeiras quantida-

des conservadas sao dadas por

1 L
Flu) = & / ful2dz, (3.2)
2 Jo
1 [F 1 [F
Ei(u) = —/ |8xu|2dx——/ lu|*dz, (3.3)
2 Jo 8 Jo
|y L[
Ey(u) = 5/0 1024 dx+1—6/0 lu[Sdz (3.4)

1 g 1 [*
+—Re/ lu|*ud?udx — —/ |u|?|0pul*dz.
4 Jo 2 Jo
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Em geral, as quantidades conservadas podem ser expressas por

1

L L
P;(u) = 5/ ]u(j)|2dx+/ ¢;(ur, ur, ...,ugfl),uy*l))dx, JjEeN, (3.5)
0 0

onde ug, us sdo as fungodes reais, u = ug + ius e ¢; € um polindmio (para mais detalhes,
ver [33], [35] e [49]).
Mediante as quantidades conservadas (3.2)-(3.4), podemos definir a quantidade con-

servada auxiliar

E(u) = Ey(u) — vEy(u), (3.6)

e o funcional

G(u) = E(u) + cF(u) = Ey(u) — vEy(u) + cF(u). (3.7)

Inicialmente, apresentaremos um resultado relativo a boa colocagao global desta equacao.

Conforme [49], podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja m > 8, um inteiro par. Dado ug € Hpi-([0, L)), existe uma inica

m

solugdo forte u de (3.1), tal que u € C([0,T), Hy:), para todo T > 0. Além disso, a

fungdo dado-solugdao HET([O, L]) — C(]0,T); Hpr[0, L]) é continua.
Demonstragao: Para demonstrar este resultado, basta notar que, combinando a quan-
tidade conservada Pz e a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, obtemos a estimativa a

priori |lu(t)|| ;2 < C(lluoll ;% ). Portanto, a boa colocacao global de (3.1) segue direta-

%

mente da teoria de boa colocagao local (ver [49, Teorema 1.1]) e da estimativa a priori
definida em (3.5) (ver [49, Teorema 1.2]). O

3.1 Existéncias de Ondas Estacionarias Periodicas

Consideremos ¢,w € R, w > 0, e suponhamos a existéncia de uma funcao suave e
L-periédica ¢ : R — R, tal que
u(x,t) = (), (3.8)

seja uma solugao classica para a equacao (3.1), para todo (z,t) € R x R. Substituindo a

funcao (3.8) na equagao (3.1), obtemos a seguinte equacao diferencial ordinaria nao linear
o 1 1 3 1 3 5 o 12 5 2.0\ __
C¢+¢ +§¢ +v §Z5 +§¢ +§(¢)¢+§¢¢ = 0. (39)

Notemos que, se v = 0, entao a equacao (3.1) se torna a equagao de Schrodinger com

nao-linearidade polinomial cibica e a equagao (3.9) torna-se

b+ 9"+ 560 =0, (3.10)
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Em [4], o autor mostrou que a equagado (3.10) tem solugao periddica explicita da forma

2 .2
¢(x) = du(z) = mdn (ﬂx, k) : com k? = N2 (3.11)
2 m

onde 0 < 15 < 1 sao constantes reais que dependem de w e satisfazem
i+ = dw. (3.12)

Vemos também em [4], que existe uma curva suave (dependendo de w) de solugoes

ondas dnoidais para (3.10).

. . . . 2 s
Teorema 3.2. Seja L > 0 arbitrariamente fixado. Consideremos wy > QLLQ e o unico

2.0 = N2(wo) € (0,V2w), tal que Ty, = \/ﬁTo)K(k(nZO)) = L. Entao,

1. Ezxistem um intervalo J(wp) com wy em seu interior, um intervalo B(nag) com no
em seu interior e uma unica fung¢io A : J(wo) — B(n20), tal que Alwy) = 120 €
4

L=—o K(k(n)),
—— (k)

onde w € J(wo), 2 = Aw) e k* = k*(w) € (0,1) ¢ definido por k* = o205

4w—n§
2. A solug¢io onda dnoidal em (3.11), determinada por m = m(w), ne = na(w) tem

periodo fundamental L e satisfaz (3.10). Além disso, a aplicagdo

we J(wo) > de H (0,L]) n>4

p

€ uma funcao suave.

3. J(wp) pode ser escolhido como <2Li;, oo).

Demonstracao: Ver Teorema 2.1 em [4] O

Corolario 3.3. Consideremos a aplicagao A : J(wy) — B(n20) determinado pelo teorema

anterior. Entdo A é uma funcgao estritamente decrescente em J(wy).

Demonstracao: Ver Coroldrio 2.2 em [4]. O

Com o propésito de estudarmos o caso em que v # 0, adaptamos o trabalho em [35],
e mostramos que se (3.11) é uma solugao periddica de (3.10), entao (3.11) é também uma

solucdo periddica para a EDO (3.9). Mais precisamente, provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.4. Sejam w e ¢ dados no Teorema 3.2. Se c satisfaz ¢ = vw* +w — Av, onde
A a constante de integracao que aparece na forma da quadratura de (3.10), entdo €' é

uma solug¢ao para (3.1).

42



Demonstracao: Sabemos que ¢(x) = (w)dn(#x, k) é solucao de (3.10). Diferenci-

ando (3.10) duas vezes, temos
" =~ g 368 — S5 (313)
Usando as identidades (3.10) e (3.13), obtemos
—Avp —cop+ ¢ +v¢"" = —%(1 + vw) ¢ — 3ve(¢')? — guqngb”. (3.14)

Aqui usamos a relagao vw? +w — Av — ¢ = 0. Por outro lado, multiplicando (3.10) por ¢’

e integrando o resultado, vemos que
1
(¢)? = we? — 76" + 240,

Logo,

sl = (Gr-av) o+ (v v) oty (3.15)

— (;V — 41/) P(¢) +w (—;y + 1/) @ — %1 (—gz/ + y) ¢° — Avg.

Por outro lado, a identidade (3.10) implica

—§l/(;52¢” _ (_gy_y) ¢2¢//+ (;V_g> ¢2¢// (3.16)

R B W P NN - PR i SR D
= ( 5V V)gbgb +w<21/ 2>gz5 2<2V 2)¢.
Substituindo (3.15) e (3.16) em (3.14), conseguimos
// 1 /11 3 5 / 5 //
—cp+ ¢ +§¢3+V<¢ +§¢5+§(¢)2¢+§¢2¢)=0,

o que conclui o desejado. O

3.2 Analise Espectral

Nesta secao estudaremos as propriedades espectrais do operador linearizado L, :
H2 ([0, L]) — L2, ([0, L]), caracterizado por

Ll 0
L(f,9) = ( Sf 2 ) , (3.17)

onde Ll e L2 sao os operadores lineares definidos, respectivamente, por
1 2 3 4 15 4 5 9 5 90
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1 3 1 3
Llg:=—0ig+cg—5¢°g—v (8;59 + 58'9 + 5620 + 366,029 + $6rag + §¢28ig) .

Nossa estratégia para estudar o espectro do operador (3.17) serd analisar o espectro
do operador £, no caso em que v = 0 e, utilizando a teoria da perturbacao de operadores,
em [32], mostrar que, para v préximo de zero, o operador £, possui a mesma estrutura
espectral deste operador.

De fato, consideremos o operador linear Lo : H,,.([0, L]) — L2_.([0, L]), definido por

per

(3.18)

—82 _ 3.2

0 —079 +wg — 30°g
Fazendo o uso da teoria Floquet associada & equacao de Lamé, em [4] o autor mostrou

que o operador Ly possui as seguintes propriedades espectrais:

Teorema 3.5. Sejam ¢ a onda dnoidal dada em (3.11) e w € (QL”—;, +00). Entdo

- 1_ _ 92 3 42 : 2 ]

1. o operador linear L = —0;+w—35¢°, definido em L:,.[0, L], com dominio H,,,[0, L]
tem um unico autovalor negativo, que € simples. Além disso, zero € um autovalor
simples associado a funcao ¢' e o restante do espectro é constituido por um conjunto

discreto de autovalores limitado longe de zero;

2. 0 operador linear L = —02+w—1¢?, definido em L2,.[0, L], com dominio H,,.[0, L]
¢ um operador nao negativo que tem o espectro constituido por um conjunto discreto
de autovalores. O autovalor zero é simples, associado a autofuncao ¢, e o restante

do espectro € limitado longe de zero.

Demonstragao: Ver Teorema 3.1 em [4]. O

O proéximo resultado mostra que £, — Ly, quando v +— 0, em C (]Lf,er), 0 espaco

dos operadores fechados de ]Lf,e,, em ILIQM.

Teorema 3.6. Consideremos L > 0 fizado e ¢ = w + vw? — Av, conforme o Teorema
3.4. Sejam Lo : HL ([0, L]) — L2 ([0, L]) e £, : H2 ([0, L]) — L2_.([0, L]) os operadores

per per per per

definidos em (3.18) e (3.17), respectivamente. Entdo
lim 3(L,, £o) = 0.

onde § ¢ a métrica definida em C(Lier). Ademais, se v = 0, entao o operador L, tem
um unico autovalor negativo, que é simples. O autovalor zero é duplo com autofuncgoes
associadas (¢',0) e (0,¢). Além disso, o restante do espectro € constituido por um conjunto

discreto de autovalores que estao longe de zero.
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Demonstragao: Mostremos que £} — £} uniformemente. Seja f € H2 ([0, L]) tal que

per

| fllg+ = 1. Temos que

IS + 0L + 6 + S0 + 566,00 f + 500w f + 2?02 1
< (R + eIl + 19 + ol lzs + esllO2 1)

< M|l Sl

= M

1£of = Lof 22

onde M = max{1, (w? + ¢1), 2,3} € c1, ¢, €3 s20 constante positivas. Logo,

sup ||LLf — Lifllze < M|v| — 0 (3.19)

If1 a=1
Consideremos B > 0, por (3.19), temos que (L. + B) — (L} + B) uniformemente
em H, .([0,L]), quando v — 0. Se B ¢ suficientemente grande, o operador (£, + B)

é invertivel, com inversa limitada. Pela continuidade da inversa e o fato de (L} + B)
também ser invertivel, com inversa limitada, obtemos que (£ + B)™' — (£} + B)™!
uniformemente em LIQM([O L)), quando v — 0. De modo andlogo, concluimos que (L2 +

B)™!' — (£2 + B)~! uniformemente em L?_ ([0, L]), quando v — 0. Em virtude de [32,

per

Teorema 2.23, p.206], resulta que
lim 5(L,. £o) =

Usando o Teorema 3.5 e [32, Teorema 3.16, p.212], obtemos o restante da demonstragao.
O

3.3 Estabilidade

Nesta se¢ao veremos que, se |v| for suficientemente pequeno e v > — o

de (3.1), obtidas na Secao 3.1, sdo orbitalmente estaveis, no sentido da Definigao 2.20,

1 ~
—3=x, as solugoes
ow

nos espacos de Sobolev periddicos Hﬁr([(), L]), onde m > 4 é um inteiro par. No caso em
que m = 4, provaremos a estabilidade usando o método abordado na Secao 2.4 e, para
m > 6 par, adaptaremos a teoria proposta em [35] para obter a estabilidade.

Notemos inicialmente que, a equagao (3.1) é invariante por rotagdes e translagoes e é,
formalmente, equivalente ao sistema Hamiltoniano

d

ZU(t) = JE(U()), (3.20)

onde E(U

— vEy(U(t)), E' representa a derivada de Fréchet de E com

Eq(
respeito a U(t ( ) e J é a matriz definida em (2.40).
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Além disso, temos que £, é o tnico operador linear autoadjunto que satisfaz

2 € H?

per’

(G"(D)v, z) = (L, 2)12, v € HS

per’

(3.21)

onde G” é a segunda derivada de Fréchet de G, (-,-) é a dualidade em H 2 e ® = (¢,0).

per

Em particular, vemos que G”(®)v = ZL, v, para todo v € H®_, onde Z : H2_ ([0, L]) —

per? per

H,2([0, L]) a injecao natural de HZ, em H. 2, com respeito ao produto interno em

L2.,.([0, L]), ou seja

per

(Zu,v) = (u,v);2 , u,v € H2,,.([0, L]). (3.22)

per

Assim, devido as propriedades espectrais de L,, apresentadas no Teorema 3.6, se

1

., usando uma ar-

provarmos um resultado semelhante ao Lema 2.11 para o operador £
gumentagao similar aquela detalhada na Segao 2.4, fazendo as alteragoes necessérias,

podemos construir um funcional de Lyapunov para a 6bita (2 C ngr([o, L)).

Lema 3.7. Seja v definido por
v :=inf{(L,P, P)12; P € H,,,,||P|l;2 =1, (P, ¢)2 = 0}.

Se |v| for suficientemente pequeno, entdao v = 0.

Demonstracao: Definamos

Ci=nf{(LLP, P); P € H2,. | Pl = 1, (P, )12 = O}. (3.23)

per’

Para provar que v = 0, é suficiente mostrarmos que ¢ = 0 e que o infimo em (3.23) é
atingido, pois, neste caso, a teoria de Multiplicadores de Lagrange implica que ( = 7.

Uma vez que |v| é pequeno, em virtude do Teorema 3.6, temos que £} é limitado por
baixo, assim ¢ ¢ finito. Por outro lado, como £L1¢' = 0 e (¢/, )2 = 0, podemos concluir
que ¢ < 0. Vejamos agora que o infimo é atingido.

Com efeito, consideremos (Pj)jen C Hp,, tal que || Pj|2 = 1, (P}, ¢)2 = 0, para
todo j € N, e (LLP;, P;) — (, quando j — oo. Deste modo, existe M € R tal que
(LLP;, Pj) < M, para todo j € N. A desigualdade de Garding (ver [53], p.175), nos

garante que existem constantes positivas o e €, de modo que
(L,P;, ) = el Pyl — oll Py1Z2

para todo 5 € N e, em vista disto, deduzimos que

M+ o

1Pl 7 < = Mo, VjeN.

Como (P;)en ¢ uniformemente limitada em H,., existem uma subsequéncia de mesmo

nome e P € H?

> tais que P, — P em HZ, . Consequentemente, P; — P em L2, e

per:* per
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(P, ¢)r2 = 0. Como a imersao H2, — L2, é compacta, temos que |P|;z =1e P; — P

per per

forte em war Além disto, pelo Lema de Fatou, segue que

¢ < (LLP.P) < lminf{LLP;, Py) = ¢,

o que garante que o ( ¢é atingido na funcao P.
Agora, mostraremos que ¢ > 0 e para isto, usaremos o Lema E.1 em [52]. De fato,

derivando a equagao (3.9) com relagio a w, lembrando que ¢ = vw? + w — Av, obtemos

d¢ dA
cl (8w) (2 vw+1— ”a—w> ¢, (3.24)

Consideremos v # —ﬁ e definamos
~ow

Resta-nos agora verificar que

((ﬁi)_l(qﬁ),fb)mz(x,cb)n:—y(%_ - / 2 (x)dr < 0

De fato, como dn é uma funcdo par e tem periodo fundamental 2K (k), fazendo mu-

— "711'

danca de variavel £ = &=, obtemos

AL L K (k)
ol =200 [ * ant(e. ks = 21 [T e e

Agora usando que

K(k) 1 )
| ente ks = 1pw) - 0 - #)K )
juntamente com a relagao dn?(&,k) = 1 — k* + k*cn?(&, k), vemos que

1 [E o, 8
. /0 S (x)de = SK(R)E(R).

Logo,

01 8 d dk
I3 | ewar =5 A s

Devido ao Teorema 3.2 ¢ ao Corolario 3.3, vemos que a aplicagdo w — A(w) = n2(w)
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¢ estritamente decrescente e, sendo assim,

dk 1 45 — Swihns

— = ————=>0. 3.25
dw 2k (4(JJ . 7722)2 > ( )

Além disso, uma vez que aplicacdo k € (0,1) — K(k)E(k) é uma fungao estritamente

crescente, entendemos que

2(
8w2/¢ Ydz > 0.

Provemos agora que —2;3,4 < 0. De fato, notemos que, usando as relagoes, em [4],
Y Bw

dadas por
1 4w — 2n3 4K (k)
A= ——(dw —n3n2, BP=——2 e L=—F—rn, 3.26
8( 772)772 4("]_77% \/m ( )
encontramos
41T = k2K (k 4(2 — k) K (k)? 2(k2 — 1)K (k)*
po WKW | _1Q-BEW  RE-DEE gy

Deste modo,

0A 0 (32(k*—1)K (k)" 0k 64K (k)’ (K*K (k) — 2K (k) + 2E (k)) Ok
w0k L ow kLA ow’

Como > 0, podemos escrever

% 1 _ k(1K) L2 . (3.28)
Ow g—‘];’ 8K (k) (2k?K (k) — 2K (k) — k?E (k) + 2E (k))
Logo,
1 L*((2 = 2k*) K (k) + (k* — 2) E (k))
2w — 2 K (k)2 ((—3K* + 9k — 6) K (k) + (k* — 62+ 6) E (k) (3.29)
Notemos inicialmente que limy_,o+ ——5x = — f’ol;i e limy_, - —ﬁ = 0.

2w—52
Além disso, vemos que (2 — 2k?) K (k) + (k* — 2) E (k) < 0, pois definindo a fungao

f(k) = (2—2k*) K (k)+(k* — 2) E (k), temos que limy_,o+ f(k) = 0. Assim, como K (k) >
E(k) para k € (0,1), obtemos que f'(k) = 3k (E (k) — K (k)) < 0, donde segue que f é
uma funcao estritamente decrescente em (0, 1).

Definamos agora a funcao g(k) = (—3k* + 9k* — 6) K (k) + (k4 — 6k* +6) E (k) e ob-

servemos que limy_,o+ g(k) = 0. Assim, para mostrarmos que — -5 x < 0, basta verificar

2w—582
que g(k) é estritamente crescente em (0,1). De fato, temos

g'(k) =5k ((3—2k*) K (k) — (3—k*) E(k)) (3.30)
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Notando que (3 — 2k?) K (k) > (3 —k*)E (k) se k € (0,1), pela igualdade (3.29) con-

cluimos o desejado.

01 02 03 04 03 06 07 08 0% 10
1 1 1 1 1 1 1 1 1 |

-0.0034

-0.010+

-0.015

-0.0204

-0.02354

-0.0304

Figura 3.1: Gréafico da fungao —(2w — g—ﬁ)*l, para L = 1.
Portanto, se v > _Qw—;@’ obtemos
Ow
2(
— Ydx < 0.
v (2w + 1 &u 2 / s
Logo, pelo Lema E1 em [52], temos que ¢ > 0 e consequentemente, ( =y = 0. 0

Nas condigoes do Lema 3.7, podemos adaptar os resultados da Se¢ao 2.4 de acordo

com os dominios do operador £, e do funcional G e mostrar o seguinte resultado:

Proposigao 3.8. Eriste N > 0 tal que o funcional V : H2_ ([0, L]) — R, definido por

V(v) = GW) — ¢+ N(F(u) — ¢2)?, (3.31)

onde ¢y = G(®) e qo = F(®), é um funcional de Lyapunov para a érbita Qe C H2,.([0, L]).

per
Finalmente, estamos em condigoes de provar o principal teorema deste capitulo.
Teorema 3.9. Consideremos |v| suficientemente pequeno e v > —=—L5+. Seja ¢ a solugdo
Qw—g—w

periddica de (3.20), entdo a onda

Uie.t) = ( () c?s(ct) )
¢(x) sin(ct)

¢ orbitalmente estdvel em Hﬁr([o, L)), onde m € 2Z e m > 4.
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Demonstracao: Uma vez que V, definido em (3.31), é um funcional de Lyapunov, a
prova da estabilidade em Hf,e,, ¢ andloga a demonstracao do Teorema 2.23.

Agora, mostraremos a estabilidade no caso em que m = 6.

Suponhamos que U(x,t) seja instavel em Hf;er. Entao, existem Uy, € Hﬁer, t, >0e

go > 0, tais que
r .
HUom — ¢HH3 < E e mf{HUn(tn) — Tl(e)T2(7")¢Hngra 9,7’ € R} > €y, (332)

onde U, (t,) sao as solugoes do problema de Cauchy associado a (3.20), com dado inicial

U,(0) = Up,,. Como ja provamos a estabilidade em H}%er, podemos assumir que
nf{ U (t0) — T (O)To(r)¢" |luz,,; 0,7 € R} > %0 (3.33)

para n suficientemente grande.

A quantidade conservada P3 combinada com as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg
e Young nos garantem que ||U,(t,)|lms < C(||Uonllms), para cada n € N. Mas como
(Uom)nen converge em HP, . existem B > 0 que verifica ||[Up,llgs < B, para todo
n € N. Assim, existe uma subsequéncia de (U, (t,))neny de mesmo nome, de modo
que Upn(tn) — Ti(60)T2(r0)¢ em H,., para alguns 6,79 € R e, consequentemente,

U (t,) — Ti(00)Ta(ro)¢" fraco em L2

ver-  Ainda pelo fato de P ser uma quantidade

conservada, temos que
Py(Un(tn)) = P3(Uow) — P5(). (3.34)

Definindo

S oy 1Tz
B3(U) == P5(U) —5 (3.35)

temos que P é um funcional continuo em H?,, e, desde que Uy (t,) converge para Ty (69)T5(r0) ¢

2 3
em H ., concluimos que

Py(Un(ta)) = P3(9). (3.36)

Assim, ||U(t,)||L2 — [|¢"||L2 e este fato resulta que U, (t,) — T1(8y)T2(ro)¢ forte em
ngr. Portanto, temos uma contradigao.

Finalmente, para provar a estabilidade em H,2,, para m > 8 par, basta notarmos que

Pn(U) = (Al + Pu(U), onde Pm é continua e definida em H.Z
#(U) = 77 + Pp(U), onde Py € contlus

Suponhamos que U(z,t) seja estavel em Hp2 e instdvel em HyZ,. Usando argumentos

m
similares ao caso m = 6, podemos provar a estabilidade em H,, por meio da estabilidade
m—2

de H,er . U

Observagao 3.10. A teoria em [22] pode ser usada para concluir os resultados de esta-
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bilidade e instabilidade da orbita gerada pela funcao ®, obtida no Teorema 3.4, desde que
|v| seja pequeno e v # —@. Primeiramente, como consideramos a solucao ¢ obtida
apenas pela simetria de rotagao (ver (3.8)), a ébita Qg¢, na Definicao 2.9, deverd ser res-
trita apenas a essa simetria. Consequentemente, devemos restringir o espaco energia ]Hlper
ao espaco H?

per,e’

Neste novo espago, o operador L, em (3.17) possui, usando o Teorema 3.6, apenas um

restrito as fungoes pares (a translacao nao é invariante neste espago).

autovalor negativo, o qual € simples, e zero é um autovalor simples associado a autofuncao
(0,¢) (pois ¢' é impar). Com isso, a estabilidade, sequndo [22], € verificada desde que
o funcional de classe C? d(c) = E(®) + cF(®) seja estritamente convero. Entdo, como

= (¢,0) € ponto critico do funcional E + cF, temos

(e 2ac/ oz - 28w/ Hz dx_

— 0 - 2
B 2(21/w+1—y )(%J/ ¢lz) de.

Consideremos L > 0, fizo, e g > 0, de modo que se v € (—eg,&0), 0 operador L,

possui as propriedades espectrais dadas no Teorema 3.6. Por simplicidade, vamos denotar

1
ri=— o -
2w— gy

Pelo provado anteriormente, se v € (—gg,€0) e v > 1, temos que a drbita gerada por

d ¢ estdvel em Hf,ere Isto acontece, por exemplo, se v > 0, ou se —gg > 1.
Por outro lado, pelo Teorema de Instabilidade em [22], temos que se —eg < v <1 <0
(notemos que, se L > 0 for suficientemente pequeno, —eo < 1), entdo a orbita, gerada

~ ;- . 2
por rotagao, serd instavel em H . .
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Capitulo 4

Condicoes Suficientes para
Estabilidade Orbital de Ondas
Perioédicas para Equacoes do tipo
KdV

Neste capitulo, apresentaremos condigoes suficientes para a estabilidade orbital de

solugoes do tipo onda viajante periddica, relacionadas a seguinte equagao
e+ (F(u))e — (Mu), =0, (4.1)

onde f: R — R é uma funcao suave e u : R x R — R é uma funcao periédica na variavel
espacial, com periodo L > 0 (podendo ser fixo ou nao). Além disso, M é um operador
diferencial ou pseudo-diferencial no contexto de fungoes periddicas, conforme (9) e (10).

Formalmente, a equacao (4.1) admite as seguintes quantidades conservadas

Bu) = % /0 (Mu)u — W () da, (4.2)
Flu) = % /0 W2z, (4.3)

M(u) = /0 " s (4.4)

Aqui, W denota a primitiva da funcao f, isto é, W' = f.
Ao longo deste capitulo, vamos assumir que a equacao (4.1) admite solugoes ondas

viajantes da forma
u(z,t) = ¢z — wt), (4.5)

onde w € Re ¢: R — R é uma fungao suave periddica. Substituindo (4.5) na equagao
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(4.1) e integrando a expressao obtida, encontramos
Mo +wp — f(¢) +A=0, (4.6)

onde A é uma constante de integracao.

As quantidades conservadas acima nos permite considerar o funcional
G(u) = E(u) + wF(u) + AM (u), (4.7)
e a quantidade conservada auxiliar
Q(u) = aM(u) + bF (u), a,beR. (4.8)

Um importante operador a ser considerado em nossa teoria de estabilidade é o operador
linearizado

L=M+uw—f(e), (4.9)

que seréd considerado sobre o espago L2 ([0, L]), com dominio D(L) = H}([0, L]). E
possivel mostrar que o espectro do operador £, em (4.9), é constituido apenas por um
conjunto discreto de autovalores, (ver [37, Proposigao 3.1.1]).

Nao é dificil ver a relagdo entre o operador (4.9) e o funcional (4.7). De fato, £ é o

unico operador linear autoadjunto tal que

(G"(O)0,2) = (Lv,2) 12, v e CZ(0,L]), z € Hye ([0, L), (4.10)

per
onde G” denota a segunda derivada de Fréchet de G e (-, ) é a dualidade em Hper ([0 L)).
Em particular vemos que G"(¢)v = I[,U para todo v € Cp,, onde T : HpezT ([0,L]) —

Hper? ( [0, L]) é a inje¢ao natural de HpgT ([0, L]) em pr ([0 L]), com respeito ao produto

interno em L2,.([0, L]), isto é

(Zu,v) = (u,v);2, u,v € Hp%([o, L]). (4.11)

Nossa estratégia para obter a estabilidade sera assumir que as hipéteses, que citamos
abaixo, sao verificadas, construir um funcional de Lyapunov conveniente e, em seguida,

my
provar que, sob estas condigoes, ¢ é orbitalmente estavel no espago Hpé ([0, L]).

(Ho) Seja ¢ € Cpe,.([0, L]) uma solugao onda viajante L-periédica de (4.6), com L > 0.
O operador £ possui apenas um autovalor negativo, que é simples, e zero é um

autovalor simples, com autofucao associada ¢';

(H,) Existe uma constante positiva ¢, tal que

(Lv,v) 2 = Coll7a,
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para todo v € H"1(]0, L]), satisfazendo (v, ¢'),>» = (v,Q'(¢));> = 0.

per

Os argumentos usados aqui seguem a abordagem proposta em [51], onde o autor
estabeleceu a estabilidade orbital de ondas estacionarias para um sistema Hamiltoniano

abstrato da forma

u = JE'(u(t)), (4.12)

definido sobre um espacgo de Hilbert H, onde o operador J : H — H é antissimétrico,
invertivel e limitado e £ : H — R é um funcional de classe C?.

Porém, a teoria apresentada em [51] ndo poder ser aplicada diretamente aqui, pois,
embora a equagao (4.1) possa ser reduzida em um sistema Hamiltoniano como em (4.12),
com J = 0,, o operador J nao é invertivel. Assim, adaptamos a teoria apresentada em

[51], a fim de considerar o caso em que J nao ¢é invertivel.

4.1 O Funcional de Lyapunov e a Estabilidade Orbi-
tal

Uma vez que a equagao (4.1) é invariante por translagoes, nossa defini¢ao de estabili-
dade requer uma pequena modificagao em relagao a Definicao 2.9.

Vamos definir a érbita gerada por ¢, como
Qy = {To(r)¢; r € R}, (4.13)
e, em HE ([0, L)), consideremos a pseudométrica d dada por

d(f,g) = mf{[|f — To(r)gll =, r € R}. (4.14)

Notemos que a definicao de distancia entre f e g é a distancia entre f e a drbita gerada

por g.
Dado p > 0, definimos a p-vizinhanga de {2y por

0 = {v € Hy, ([0, L]); d(v, ) < p}.

Inicialmente apresentaremos alguns resultados técnicos uteis sobre o operador £ e sua
representagao dual G”(¢). Durante estes resultados, 7 denotard uma constante que pode

variar com cada desigualdade.

Observacao 4.1. Consideremos v € C ([0, L]). Combinando (9), (10), a suavidade de

per
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f, e o fato que ¢ € limitada, vemos que

(Lv,v);. = /0 (Mv)v + wv? — f/(¢)v?

> di Y (0(k) + D[D(K)]* — dalv]|7
KEZ

> ds > (14 |k[*2)[5(R) = dalv]F (4.15)
KEZL

> dy Yy (14 |6 [B(k) — dallv]3
KEZ

= duljv]|i — dolv]lZ:,

onde d;, i = 1,2,3,4, sao constantes positivas que nao dependem de v. FEste resultado

serd util no proxrimo lema.

Para simplificar a notagao, vamos definir

X={veHd (), =W0Qq @) =0}

Lema 4.2. Suponha que a hipdtese (Hy) seja satisfeita. FEntao existe uma constante
7 >0, de modo que
(G"(®)v,v) > Tl i, (4.16)

para todo v € X.

Demonstragao: Por densidade, podemos considerar v € C52.([0, L]). Uma vez que a

hipétese (H;) é satisfeita, obtemos, pela Observacao 4.1, que

d
(1 + ?4) (Lv,v). > dQHquZ%. (4.17)
Logo,
da¢ 2
(Cocihie 2 (7252 ) o (4.13)
Por (4.10), obtemos o desejado. O

mq mq

Agora, vamos considerar R : Hp2 ([0, L]) — Hper? ([0, L]) 0 isomorfismo de Riesz com

my

respeito ao produto interno em H,Z2 ([0, L]), ou seja,
(Ru,v) = (u,v) ,m, u,v, € Hp2 ([0, L]). (4.19)

O Lema 4.2 estabeleceu a positividade do operador G”(¢) sob condigbes de ortogo-
nalidade em L2,.([0,L]). O préximo lema mostra que esta positividade é mantida, se

my
consideramos condigoes de ortogonalidade em Hyé, ([0, L]).
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Lema 4.3. Consideremos Z o operador definido em (4.11). Seja

Z = {0 RIQU)} (4.20)
= {z€ Hd (10, L); (2,0) = (5 R7'IQ(9)) ,zp = O},

Entao existe uma constante positiva T, tal que
(G"(9)z,2) 2 7|2 m (4.21)
para todo z € Z.

Demonstracao: Consideremos ¢ = e, para z € Z, definamos

_¢
41l L2
v=2z—(2,9)29. (4.22)

Deste modo, v € X. De fato, como ||¢| 2 = 1, temos que (v,¢')r2 = 0. Além disso,

usando o fato que Q'(¢) = a + b, concluimos que

(0.Q ) = (RIQ@).0)ys = ~ (= 0)(Q @) ) =0 (423)
Em virtude do Lema 4.2, existe 7 > 0, assim
(G(6)0,0) = ol . (4.24)
isto equivale &
(RG(@)0,v) > ol . (4.25)

Por outro lado, desde que L¢' = 0, por (4.10), vemos que G”(¢)¢’ = 0. Deste modo,

pela defini¢ao de v, podemos escrever
G (p)v=G"(¢)z. (4.26)

Definamos o operador autoadjunto S : HE([O, L)) — HE([O, L]), por S = RG"(¢).
Nao é dificil ver que

(SU,U)H% =(Sz,2), m (4.27)

H7Z

Ademais, uma vez que z € Z, segue da desigualdade de Cauchy-Schwartz que
20 1 = (2,0 + (2,0)129) 1 = (2,0) . < 2l] [0 e (4.28)

isto &, [|z[| ;= <[lv]|, = . Finalmente, combinando a desigualdade anterior e a desigual-
dade (4.25), obtemos

(Sz,z)H@TI = (SU,’U)H% > THUHZ% > THZHZ% (4.29)
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Por (4.19) e (4.29), concluimos o resultado desejado. O

Lema 4.4. Existem constantes positivas N e T tais que
(S0.0) s+ 2N(RVTQ(6), 0 my > 7wl
para todo v € {¢'}+ = {u € Hper ([0, L]); (u, ¢') ;. = O}

Demonstracao: A demonstracao deste resultado é andloga a demostracao do Lema

2.21 no Capitulo 3. Notemos que por (4.11) e (4.19), obtemos
(RIQ'(9),¢') ,ma = (IQ'(9),¢) = (Q'(¢), #)r2 = 0. (4.30)
Dado v € {¢'}*, podemos escrever

V= oW + 2,

R™'IQ'(¢)

onde W = Rz e &
H 2

= (v, w)HmTl e z € Z. Pelo Lema 4.3, vemos que

> -

(Sv,v) ;m > oz2(Sw,w)H% +2a(Sw, 2) e+ THZH?{%
Usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young, temos
2a(50. ), 3 < Sl + 2 S,
Assim,
(Svctdym 2 a¥(Swiu),m — (G o + IS0l g ) + 71

Denotando 3 := HR‘lIQ’(qb)HHg}, podemos escrever

(RTZQ'(¢),v) . = o(w,v) my.

Escolhamos N > 0, de modo que

(Sw,w) m — %HSwnjﬂl LONGE > g (4.31)
Observemos que N nao depende de v. Deste modo, por (4.31), obtemos
(S0,0) 2 + 2N(RTTQ ()0 my = = (0% + 2l m ) = S0l m
U
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Lema 4.5. Dados p >0 e v € Q) existe r1 € R, tal que

o =To(r)oll ,m <p e (v—Ta(r1)$,To(r1)¢'),,m = 0. (4.32)
Demonstragao: Definamos a fungao f(r) = ||v — TQ(T)Qb”i{%, r € R. Como v e ¢ s@o

periédicas e f é de classe C', deduzimos que f possui um ponto de minimo global em

algum r; € [0, L]. Logo, f'(r1) = 0 e as relagoes em (4.32) sao vélidas. O

Como a equacdo (4.1) possui apenas uma simetria, nossa definicdo de funcional de

Lyapunov também deve ser adaptada.

my
Defini¢ao 4.6. Uma funcao V : Hpé ([0, L]) — R ¢é dita ser um funcional de Lyapunov
my
para a orbita Qy C Hpé ([0, L]), se satisfaz as sequintes propriedades:

i) Existe p > 0 tal que V : QF — R € de classe C* e, para todo v € ()
¢ ¢

Viv)=0 e V'(v)=0.

(ii) Eriste ¢ >0, de modo que para todo v € Qf, temos
V(v) = <(d(v, Q)%
(iti) Para todo v € Qf, temos
(V'(v),0,v) = 0.

(iv) Seu(t) € uma solugdo global para o problema de Cauchy associado a (4.1) com dado
inicial ug, entao V(u(t)) = V(ug), para todo t > 0.

Consideremos
n==G() e q=Q©).

Dado uma constante positiva N, definamos o funcional V' : H,:Ti ([0,L]) — R por
V(v) =Gv) — g1+ N(Q(v) — g2)*. (4.33)
Agora provaremos o principal resultado desta secao:

Proposigao 4.7. Suponhamos que o problema de Cauchy (4.1) é globalmente bem colo-
cado, em um espago de Sobolev conveniente H,, ([0, L]), s > 5. Entdo existe N > 0, tal

que o funcional definido em (4.33) € um funcional de Lyapunov para a drbita €.

Demonstragao: Desde que E e () sao quantidades conservadas suaves e o problema
de Cauchy associado & equacdo (4.1) é globalmente bem colocado e V é de classe C?,

concluimos que o item (i) da Definicao 4.6 é satisfeito. Por outro lado, como V' (¢) = 0,
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e os funcionais F e @) sdo invariantes por translagao, temos que V(v) = 0, para todo

v € . Além disso, como

(V'(u),v) = (G'(u), v) + 2N(Q(u) — 2){(Q'(u), v}, (4.34)

my
para todos u,v € Hpé ([0, L]) e ¢ é um ponto critico do funcional G, obtemos que V'(¢) =
0. Observando também que T5(7)¢ é ponto critico do funcional G, concluimos que V'(v) =
0, para todo v € €2y, 0 que mostra o item (7).

Como
Qu(-+7)) =Q(v),  Gu(-+7))=G(v),
para todos 1 € Re v € H;T; ([0, L]), derivando as igualdades acima com respeito a r,
concluimos o item (%)
Finalmente, mostraremos o item (7).

Deduzimos por (4.34) que
(V" (w)v,v) = (G"(w)v,v) + 2N (Q(u) — ¢2)(Q" (w)v, v) + 2N(Q'(u), v)*.

Usando (4.19) e o fato de Q'(¢) € C22,, obtemos

per?

(V"(@)v,v) = (G"(9)v,v) +2N(Q'(9),v)*
= (R7'G"(¢),v,v) ,m +2N(Q'(9),v)72
= (Sv,v) Tl+2N<:f@'<¢),v>2
= (Sv,0),m +2N(R7ZQ'(¢),v)] m -
Assim,
(V"(¢),v,0) = (Sv,v) m +2N(RTZQ'(¢), v)f{%. (4.35)

Pelo Lema 4.4, deduzimos que existem constantes positivas N e 7, tais que
(V" (@)v,v) 2 7l|v]l? i (4.36)
para todo v € {¢'}*. Como V é de classe C?, a expansido de Taylor nos dd
V(o) = V(g) + (V/(6),0 = 9) + 5{(V"(6)(w — 8),v — 6) + hlo),

onde h é uma funcao que satisfaz

h(v)
lim ————=——— = 0.
029 [[v = Gl my
Deste modo, podemos escolher p > 0 tal que
|h(v)] < ZHU - ¢||Z%, para todo v € B,(¢). (4.37)
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Uma vez que V(¢) = 0 e V'(¢) = 0, usando (4.36) e (4.37), obtemos, para v satisfa-
sendo o — 9|l m < pe(v—¢) € {¢}, que

V@) = S(V(@)0 =)0 ) +h)
> Sllo =0l m — 7l =6l m (438)

2
= o= 6l

21w, )

v

Agora, consideremos v € Qg. Em virtude do Lema 4.5, existe r; > 0, tal que u :=
Ty(r1)v € By(¢) e

(U — Tz(?”1)¢, TQ(Tl)Qb/)H% =0,
isto &, [lu — ¢ ,m <pe(u—¢) e {#}. Consequentemente, por (4.38), concluimos

V(©) = V(u) > 7l Q)] = Z[dw, )P

A~

0 que prova o item (i) e completa a prova da proposigao. U

Agora, de modo similar ao Teorema 2.23 no Capitulo 3, podemos provar o seguinte

resultado.

Teorema 4.8. Suponha que as hipdteses (Hy) e (Hy) sejam satisfeitas, entao a solu¢ao
onda viajante periodica ¢ de (4.1) é orbitalmente estdvel em HE([O,L]), no sentido da
Defini¢dao 2.9, com a drbita Qs dada em (4.13).

Demonstracao: Fixemos ¢ > 0 e consideremos V : Qg — R a funcao de Lyapunov,

dada na Proposigao 4.7. Como V(¢) =0 e V é continua, existe § € (0, p) tal que

2

V(v) =V(v) = V(¢) < ¢min {%,52} v € Bs(9),

onde ¢ ¢é a constante que aparece na Definicao 4.6. Como V ¢ invariante pela simetria 75,

obtemos )

V(v) < ¢min {%,62} (NS Qgs- (4.39)

m

Seja ug € HpZ uma fungao de modo que uy € Bs(¢). Como estamos assumindo um
resultado de boa colocacao em um espago de Sobolev conveniente, a solucao, digamos
u(t), do problema de Cauchy associado a (4.1), com dado inicial ug, é definido para todo
t>0.

Consideremos W o intervalo definido por
W = {s > 0,u(t) € Qf para todo t € [0, s)}.
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O fato de 6 € (0,p) e a dependéncia continua de u(t) com relacdo ao dado inicial im-
plicam que W é um intervalo nao vazio e inf W = 0. Queremos mostrar que ¥V é um
intervalo ilimitado, isto é, s* = sup WW = oco. Suponhamos por contradi¢ao que s* < oo.

Combinando os itens (i) e (iv) da Defini¢ao 4.6, obtemos

2

sla(u(t), Q) < V(u(t) = V(uo) < s'F.

para todo ¢t € [0, s*), onde na tltima desigualdade nds usamos o fato que ug € Bs(¢) e
(4.39). Assim, nés concluimos que d(u(t),2y) < &, para todo t € [0, 5*).

Sendo u(t) continua, temos que a fungao t — d(u(t),2,) é continua. Consequente-
mente, d(u(s*),Q2) < £. A continuidade de u(t) implica também que sup W > s*, o que

é uma contradigdo. Portanto, W = [0,00) e
Sld(u(t), Q)" < V(u(t)) = V(up) < 2%,

para todo t > 0, o que completa a prova do teorema. [l

4.2 Condigoes Suficientes para a Estabilidade Orbital

Nesta se¢do, vamos assumir que a hipdtese (Hy) é vélida e apresentar condigoes sufi-

cientes para obter a hipdtese (H).

Proposigao 4.9. Suponha que exista » € H™.(]0, L]), tal que (L, )2 = 0, para todo

per

v € To={uec Hp([0, L]); (Q'(¢),u) > = 0} e
(Lap,b)r2 < 0. (4.40)
Entao existe uma constante T > 0, tal que
(Lv,v)re > 7]vlZ, (4.41)
para todo v € Yo, tal que (v, ¢ )2 = 0.

Demonstracao: A prova deste resultado pode ser encontrada em [10], [31] e [40], para
o0 caso M = —9?. Para um melhor compreendimento do leitor, vamos apresentar a prova

em sua plenitude. Primeiramente, provemos que

inf{p € H24((0, L]); (2, Q' (6))2 = (2,612 = 0 e [lgllpz = 1} i= 7 > 0,
Notemos que se a hipdtese (Hy) é satisfeita, podemos escrever

Ly ([0, L]) = ] @ [¢'] & P, (4.42)
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onde x satisfaz ||x||zz = 1, Lx = —A2x, com \g # 0 e (x,p)rz = (¢,p)2 = 0, para
todo p € P C Lf,e,,([O, L]). Além disso, como o espetro de £ é limitado por baixo, os
argumentos em [32, p. 278| nos permite concluir que £ também é limitado por baixo e,
deste modo,

(Lv,v)2 > 7o||v][22, Yo € H™([0,L]) N P, (4.43)

per

onde 7y é uma constante positiva.

Agora por (4.42), podemos escrever

Y = apx + bo¢’ + po, ag,bp €R e py € HL([0, L]) N P.

per

Desde que ¢ € ker(L), Lx = —A3x e (L1, 1) 2 < 0, obtemos

(Lpo,po)rz = (L(¥ —aox — bod'), (¥ — apx — bod')) 12

= (L"wa w>L2 + 20’0)\8()(7 w)LQ + a(2)(£X7 X)L2 (444)
= (LY, )12 + 2apAG — agAd
< ahs.

Considerando ¢ € Ty, tal que ||¢]|z2 =1 e (¢, @)z = 0, vemos que ¢ = a;x + p1, onde
a; € Rep, € H'([0,L]) N P. Assim,

per
0= (LY, )2 = (—ag g + Lpo, arX + p1)rz = —apar Ay + (Lpo, p1)z2- (4.45)

Deste modo, combinando (4.44) e (4.45), resulta que

(Lo, @)z = —afkﬁJr(ﬁpl,pl)Lz
Lp1,po)3e
> —a’)\? (Lp1po), 4.46
= ThAT (Lpo,po)r2 ( )
(aoal)\2)2
> —a%/\(z)—l— &3)%0
= 0.

Aqui usamos o fato que a funcao ¥(f, g) = (Lf, g)r2, definida em Hp?i([(), L])N P, é uma
forma sesquilinear nao negativa em P. Assim, dados f, g € HIE ([0,L]))NPeseR,

(L(sf —9),(sf = 9))rz = 7ollsf = glL> 2 0.
Desta forma,
sH LS, f)re —2s(Lf, 9)r2 + (Lg,9)2 > 0, Vs € R.
Em particular, se s = (Lf, g)r2[(Lf, f)r2]~*, obtemos

((f,9)| < (LF, f)r2(Lg, g) L2
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Notemos que podemos assumir, sem perda de generalidade, que py # 0, pois, se pg = 0,
como L1 = —agAix e (L1, )2 = —ajapAt = 0, deduzimos que a; = 0. Assim ¢ = p; e
a desigualdade (4.46) ocorre. Logo, podemos concluir, por (4.46), que 7 > 0.

Provemos que 7 > 0. De fato, suponhamos que 7 = 0 e consideremos (¢;)jen C Yo,
tal que (Lyj, ;)2 — 0, (05,0 )2 e ||¢;llr2 = 1, para todo j € N. Escrevendo ¢; =

_ 2
ai ;X + p1j, com py; € P com (Lpyj,po)r2 = apai jA*, vemos que

A2)? (a0)3)?
Lo, o 22_a2,)\2+M:a2.<—0—)\2)>0-
( ©j SOJ)L L,j70 (Lpo, po)r2 Li (Lpo, o) 2 0

Usando o fato que (Lgj, ¢;),» — 0 e a desigualdade anterior, concluimos que ai ;—0.
Assim, (Lp1;,p1,5) ;2 — 0 € como (Lp1j,p15) ;2 = Tollp1ll32, onde 79 nao depende de 7,

obtemos que ||p1;]|2. — 0. Desta forma,
1= lg;llze = ailIxlIze + Ipogllze — 0,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, 7 > 0.

Agorase v € Tg e (v,¢')r2 = 0, temos que

(2 () )2
[l ) Tolle )

(Lv,v)p2 > TH’UH%Q.

ou seja,

O

Em virtude do Teorema 4.8 e da Proposigao 4.9, concluimos que para obtemos a estabi-
lidade orbital da solugao onda viajante ¢ de (4.1), assumindo a hipétese (Hy), é suficiente
encontrarmos um funcao ¢ € H2L([0, L]) que satisfaga as hipéteses da Proposicao 4.9. O

proximo resultado é uma aplicacao imediata deste fato.

2

Corolario 4.10. Suponha que o problema de Cauchy associado a (4.1), com f(v) = %
seja globalmente com posto, em um espago de Sobolev conveniente H. ([0, L]), s > "

Assuma também que M satisfaca (10), com ko = 0. Se a hipdtese (Hy) for satisfeita e

M(¢) > wL, entdo a onda periddica ¢ € orbitalmente estdvel.

Demonstracao: Para provar este resultado, basta considerarmos a = w e b = —1 em

(4.8) e tomarmos 1 = 1 na Proposicao 4.9. O

Observacao 4.11. Podemos observar que, no resultado contido no Corolario 4.10, nao
€ necessario que tenhamos uma familia parametrizada de ondas periodicas que dependam
dos parametros A e w. Conforme mencionamos na introducdo, em praticamente todos os
resultados de estabilidade orbital de ondas periddicas, o conhecimento prévio de tal familia

foi essencial.
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Nosso préximo passo serd obter condigoes que garantam a existéncia de uma funcao
¥, que atenda as exigéncias da Proposicao 4.9.
Antes disso, vamos investigar a estabilidade de uma superficie suave de ondas L-

periédicas.

(H) Suponha que exista um subconjunto aberto @ C R? de modo que (w,A) € O —
Dw,a) € C55.([0, L]) seja uma superficie suave de ondas viajantes periddicas, com

periodo fixo L > 0, que resolvem (4.1). Além disso, vamos assumir que a hipdtese

espectral em (Hy) permanece vélida para ¢ := ¢, ), (w, A) € O.

Agora, tendo a hipdtese (Hs) em mente, podemos definir as aplicagoes

0 0
= 5oty Bi= gadwa, (4.47)
L L
Ma6) = [ nde, Maé) = / . (4.48)
0 0
e
1 [=a,,
= 5/ a_w<¢(w,z4)>dx7 / 8A wA (4.49)
Temos uma conexao natural entre £ e M, (o), F,(¢), Ma(¢) e Fa(¢). De fato, dife-
renciando (4.6) com respeito & w e A, obtemos respectivamente Ln = —¢ e LS = —1.

Uma vez que 1,¢ € [¢/]* e L : [¢]1 — [¢/]* é invertivel, vemos que

My(@)2 = —(L7 0, 1) 12, Ma(¢) = —(L711,1) 2, (4.50)

F (¢) = —(L7',¢)r2, Falo) = —(L7'1,¢) . (4.51)

O resultado a seguir nos fornece condigdes suficientes para obter (4.41).

Proposigao 4.12. Seja A : R? — R a funcdo definida por

A(z,y) = 2*Ma(¢) + zy(Mo () + Fa(9)) + y*Fl ().

Suponha que exista (g, o) € R?, de modo que A(xg,y) > 0. Entao existey € H™([0, L]),

per

tal que (L, )12 = 0, para todo ¢ € Ty e
<£¢7¢)L2 < 0.

Demonstracao: A demostracao deste resultado foi provada primeiramente em [40].

Definamos ¢ := xf + yon e consideremos a = xg e b = 9 em (4.8). Como LS = —
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e Ln = —¢, obtemos que (L1, )2 = 0, para todo ¢ € Ty. Por outro lado,

(LY, )2 = (=m0 — Yo, 0B + Yon) L2
= — (2 Ma(9) + zoyo M., + Toyo Fa(9) + Yo Fu(9))
= —A(zo,%0)
< 0,

0 que completa a prova. O

Combinando a hipdtese (Hs) e as Proposicoes 4.9 e 4.12, podemos enunciar o seguinte

teorema:

Teorema 4.13. Assuma que o problema de Cauchy associado a (4.1) seja globalmente

bem posto, em um espaco de Sobolev conveniente H;er([O,L]), s > %t Suponha que a

hipdtese (Hy) seja vdlida e que existam (xo,y0) € R?, tais que A(xg,y0) > 0, entdo a
onda periodica ¢ € orbitalmente estavel. Em particular, o resultado de estabilidade ocorre

se pelo menos uma das sequintes hipoteses forem satisfeitas
(i) MA(¢) = —(ﬁ_ll, 1)L2 > 0,
(i) Fu(¢) = —(L7¢, )2 > 0.

(it1) M(6)* — FL(6)Ma() = (£L76,1)2% — (£76,6)12(L 71, 1)z > 0.

Demonstracao: A primeira parte do teorema segue diretamente do que foi exposto
acima. Para demonstrar os itens (i) e (i1), basta considerarmos, respectivamente, (xo, o) =
(1,0) e (zg,y0) = (0,1) na Proposigao 4.12.

Mostremos o item (7). De fato, derivando a equacao (4.6) com respeito a w, multi-

plicando o resultado por ¢ e em seguida integrando o resultado final sobre [0, L], obtemos
L L L
(Mn, ¢) + / P*dx + w/ nodr — / f(@)nedr = 0. (4.52)
0 0 0
Agora, usando o fato de M ser autoadjunto e a equagao (4.6), vemos que

—AM, () + / F(é)nde + / Pda / F(éyndde = 0. (4.53)

Da mesma forma, se derivarmos a equacao (4.6) com respeito a A, multiplicarmos o
resultado por ¢, integrarmos o resultado sobre [0, L] e, em seguida, usarmos fato de M

ser autoadjunto e (4.6), encontraremos

A+ [ p@pde+ [ od= [ rie)sodn o (4.54)
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Assim, derivando (4.53) com respeito a A, (4.54) com repeito & w e comparando os resul-

tados obtidos, podemos concluir que

Fa(9) = Mo(¢). (4.55)

Logo,
Az, y) = 2> Ma(¢) + 22yM,, + > Fu(0) = (y,2)S(y, z)", (4.56)

onde S é a matriz simétrica

O fato de det(S) = —(M,,(¢)* — F,,(¢)Ma(¢)) < 0 implica que S tem dois autovalores
com sinais opostos e, por conseguinte, podemos concluir que a forma quadratica A é

indefinida. Portanto, existem (zg, ) € R?, satisfazendo A(zg,yo) > 0. O

Em muitas situagoes, os parametros w e A em (4.6) nao sao independentes. Em vez
disso, ambos sao dependentes de um terceiro parametro, digamos &, onde £ pertence a
algum intervalo aberto. Neste caso, em vez de termos uma superficie suave, como em
(H,), teremos uma curva suave de ondas periddicas.

O proximo resultado mostra que nossas condigoes ainda sao suficientes para obter a

estabilidade orbital neste contexto.

Coroldrio 4.14. Assuma que o problema de Cauchy associado a (4.1) seja globalmente

bem posto, em um espago de Sobolev conveniente Hy. ([0, L]), s > “5t. Suponha que a

hipdtese (Hs) seja vdlida e que w e A dependam suavemente de £. Se 1 = B%Qb(w(g),A(g)),

my
entdo a onda periddica ¢ = P (e),ac)) € orbitalmente estdvel em Hyper ([0, L)), se

dA d dw d

(L, )2 = _d_gd_gM(¢) - d_gd_gF(¢) <0. (4.57)

Demonstracao: A demonstracao segue diretamente da Proposicao 4.9, considerando

a=9%c¢b="2% em (4.8). De fato, se ¢ € Yy, temos que

o€ o¢”
, _(0A 0w B
Qo= (Ge + Ge00) =0
Assim,
0A ow
(Lap, p)re = (ﬁ (8_56 + 8_§77> 790) .
0A Ow
= T~ T Q¥ = 07
(% %0%)..

o que conclui o resultado. 0
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Observacao 4.15. Notemos que, (4.57) é uma generalizac¢ao do critério para a estabili-
dade orbital de solugoes de ondas solitdrias, para equagioes da forma (4.1) (sob condigoes
espectrais adequadas, como em (Hy)). De fato, neste caso € claro que A =0 e w = &.

Assim, (4.57) € imediatamente reduzido para

%/Rgzﬁ(xfdx > 0.

Para maiores detalhes sobre este fato, veja, por exemplo, [10].

4.3 Aplicacoes
A fim de ilustrar o que desenvolvemos neste capitulo, vejamos algumas aplicagoes:

Exemplo 4.16. Considerando M = =32 e f(v) = % em (4.1), obtemos a equacao de
Korteweg-de Vries

U + Uy + Upgy = 0. (4.58)

Em [5], os autores apresentaram ondas periddicas com a propriedade média zero, dadas

b(z) = 8 (dn2 (QKL(’“):E, k:) _ %) | (4.59)

onde L > 0 € fixo e B depende suavemente da velocidade da onda w > 0. Aqui as fungoes

por

K e E indicam, respectivamente, as integrais elipticas de primeiro e sequndo tipo e ambos
depende do médulo k € (0,1). Lembrando que dn?(z) = 1—k*(1—cn?(x)), onde cn indica
a funcao eliptica cnoidal, estas solugoes sao, em verdade, as solucoes cnoidais estudadas
por Benjamin em [9]. Neste caso, a constante A € dada por A = % fOL o(z)*dw e, assim,
esta depende suavemente de w.

Para obter as propriedades espectrais requeridas na hipétese (Hy), precisamos usar a
teoria Floquet associada com a equagao de Lamé (para mais detalhes, ver [5, Sec¢ao 5]).
Conforme o Corolario 4.14, consideremos & = w e 1 = %qb. Os argumentos em [5,
Teorema 5.2] indicam que %fOL é(x)*dx > 0, para todo w > 0. Logo, uma vez que ¢

possui média zero, a condigdo (4.57) implica que

) L
(L, ) = ——/ ¢(z)*dx < 0, w > 0. (4.60)
ow J,
Portanto, a onda periddica cnoidal em (4.58) € orbitalmente estdvel em H,,.([0, L]).
Exemplo 4.17. Se M = —0? e f(v) = ”;)p:ll em (4.1), encontramos a equa¢do de

Korteweg-de Vries generalizada

Uy + uPUp + Uy = 0, (4.61)
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onde p > 1 € um inteiro. Substituindo u(z,t) = ¢(xr — wt) na igualdade (4.61), onde

w > 0, encontramos a EDO
—¢" +we — qpr +A=0, AcR. (4.62)

Caso 1. Primeiramente, estudaremos o caso em que existe uma superficie suave de
ondas viajantes L-periddicas, de periodo fixo, que resolvem (4.62).

Consideremos O C R? um aberto. Suponhamos que exista uma superficie (w, A) €
O = dwa = ¢ € H(0,L]), n € N, de ondas periddicas, de periodo firo L > 0,
que resolvem (4.62). Sem perda de generalidade, podemos supor que L > 0 é o periodo
minimal de ¢ (ver [27, Proposicao 2.2]).

Provemos que ker L = [¢'], para todo (w, A) € O. De fato, suponhamos por absurdo
que exista (wy, Ag) € O, tal que y, no Teorema 1.1, seja L-periddica no parametro (wq, Ao)
(em outras palavras, suponha que ker L = [¢',y]). Pelo Teorema 1.1, temos que {¢',y} é

um conjunto linearmente independente de funcoes que resolvem a EDO linear
2"+ wz— P2 =0, (4.63)
o qual podemos assumir, sem perda de generalidade que
W' y)=¢y —¢"y =1, Va € [0, L]. (4.64)
Por (4.64), podemos deduzir, apds integra¢ao por partes,
L
—2/ ¢"(z)y(x)dx = L. (4.65)
0
Combinando (4.65) e (4.62), temos
L = —2/ " (x
= —2/ (wgb(m) — —gb( P4 A) y(z)dx (4.66)
L
= —2w/ o(x da:'—i——/ o(z)PHy(x )d:r;—QA/ y(z)dz.
0

Agora, por outro lado, pela argumentacao feita na pdgina 64, temos
Ln=—¢ e LB =—1. (4.67)

Multiplicando (4.67) pory e integrando em [0, L], usando os fatos que y € periddica e que
L=—0%+w— ¢ € autoadjunto, com Ly =0, obtemos

/ @)y (x)dz = /O " y@)dz = 0. (4.68)

68



Por fim, multiplicando (4.62) pory, integrando o resultado sobre [0, L] e usando (4.63)

e (4.68), concluimos que

L

~ (a)y(e) +wdlaly(e) — o) + Ay(e) ) do

p+1

1

~0(a)y" (o) — o (o) ) de (4.69)

(
) (6" he) — 0P (o))
(

() ento) - day(e) - oo y(a) ) do

Assim, combinando os resultados (4.66), (4.68) e (4.69), temos um absurdo. Con-
sequentemente, ker L = [¢'], como desejado na hipdtese (Hsz). Podemos enfraquecer a

referida hipotese da sequinte maneira:

(H}) Suponha que exista uma aberto O C R?, de modo que (w,A) € O+ ¢a) = ¢ €
Crer([0, L]) seja wma superficie suave de ondas viajantes periddicas, de periodo fivo

L >0, para (4.61). Além disso, suponha que o operador correspondente L tenha

um tnico autovalor negativo, o qual é simples'.

Desta forma, assumindo que a hipdtese (H)) seja satisfeita, podemos obter a estabilidade
orbital de ondas periodicas usando o Teorema 4.13.
Caso 2. Agora, veremos o caso em que existe uma superficie suave de ondas viajantes
L-periédicas que resolvem (4.62), onde L varia de acordo com pardmetros da equagao.
Em [31], o autor construiu uma superficie suave ¢ = ¢(-, A, B,w) de ondas L-periddica
que resolvem a equagao (4.62), onde B € a constante de integra¢ao oriunda da forma da

quadratura de (4.62),

2

2 _
Grnpry? T2 2E =0 o

_¢/2+w¢2_

Neste caso especifico, o periodo L € uma funcao real que também depende dos parametros
(A, B,w) e, assim, nao podemos aplicar diretamente os resultados contidos na Proposi¢ao
4.12 e no Teorema 4.13. Entretanto, como os argumentos na Sec¢ao 4.1 nao dependem de
qualquer parametrizacao das solugoes de (4.62), se admitirmos que a hipdtese (Hy) € sa-

tisfeita, precisamos apenas encontrar um elemento v que cumpra as condi¢oes requeridas

1Usando a continuidade da constante 6 = z:'((Lo)) em relacdo aos pardmetros (w, A) € O e o fato que

0 =0 < y é L-peridédica, podemos concluir que 6 < 0 ou § > 0, para todos (w, A) € @. Com isso, basta
saber o sinal de @ num valor especifico (w1, A1) € O para determinar o seu sinal, para todos (w, 4) € O.
Feito isso, podemos usar o Teorema 1.6 para concluir que, se § < 0, entao o operador £ correspondente
terd um tnico autovalor negativo, o qual é simples.
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pela Proposicdo 4.9. Em [31, pag. 1935], o autor definiu uma fun¢ao periédica 1p por

da La Ma(o)
Y=\ ¢ Lp Mg(9) | (4.71)
¢ Lo My(9)

onde oo = a%qﬁ, ¢ = 8%¢, etc. Além disso, um cdlculo simples mostra que L) pode ser

expresso em termos de determinantes de Jacobianos convenientes e da onda periddica ¢,

como
Lip = —{L,M}p, —{L, M} 459, (4.72)
onde
B Lg MB(¢) . L MA(qb)
{L7 M}B,w - Lw Mw(¢) ‘ € {Lv M}A,B - LB MB(¢) | : (473)

Agora, considerando a ={L,M}p, eb={L, M}ap, em (4.8), temos que (L1, p) =
0, para todo p € Tq e

(LY, ) = —{L,M}ap{L,M,F}4p.. (4.74)

Desta forma, em vista da Proposicao 4.9 e do Teorema 4.8, ¢ € orbitalmente estavel em
H,..([0,L]), se {L,M}sp{L,M,F}ap., > 0. Assim, sob hipdtese (Hy), recuperamos o
resultado de estabilidade orbital em [31, Lema 4.1].

Apresentamos agora uma maneira simples de provar a estabilidade orbital de ondas
periédicas, com a propriedade de média zero, para a a equacao ILW (Intermediate Long

Wave Equation), em portugués, a Equacao de Ondas Longas Intermedidrias.

Exemplo 4.18. Supondo que M = T50, —% e f(v) =v? em (4.1), temos a equacio ILW
wp + 2utty + 0 My — (T5) e = 0, 0> 0. (4.75)

O operador linear Ts € definido por

1 —L/2
Tsu(z) = TPV /L/2 s r(x —y)u(y)dy, (4.76)

onde p.v. denota o valor principal de Cauchy da integral e

2 )
sy =—1 Z coth ( ﬂZL(s) eZnme/L (4.77)

E bem sabido que, se o parametro § — 0o, (4.75) reduz-se formalmente a equagao de
Benjamin-Ono
Uy + 2utly — Hilge = 0, (4.78)
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com H denotando a transformada de Hilbert periddica e definida, para funcoes L-periodicas,

por

Hf(x) = %p.v. /L :/2 coth (@) Fy)dy. (4.79)

Por outro lado, se 6 — 07 em (4.75), tal equagao pode ser formalmente interpretada como
a variacao da equacao KdV

s + 6UlUy + Uppy = 0. (4.80)

A estabilidade orbital para a equac¢ao de Benjamin-Ono foi estabelecida em [6] (con-
tudo, podemos usar método desenvolvido neste capitulo para obter wma prova mais sim-
ples). Supondo que solugoes da equagao (4.75) sao da forma u(z,t) = ¢(x — wt), w > 0,

vemos que ¢ deve satisfazer a equagao
wop —¢* + Mo+ A=0, (4.81)

onde A € uma constante de integracao. O simbolo de M € dado por

2 2 1
O(k) = %ﬁ coth ( ﬂ;d> — 5 K € Z. (4.82)

Notemos que, usando a relagao, em [1, Lema 4.1], dada por
1 1
-5t 27|y| < 27 coth(2moy) < 5T 27y, >0,y eR, (4.83)

podemos considerar vy = %’T, em (10). Escolhendo ko suficientemente grande, de modo

que 6 > - obtemos
KOT

27 2
Yy i=— — —>0. 4.84
0 L I{()é ( )
Agora, tomando vy > 0, tal que v1 < ¥y, podemos concluir que, para |k| > Ko,
2 2mlk| _ 27k 27K 1
< —= < —— coth — —=0(k). 4.
v]K| < st—7 < co ( 7 ) 5 (k) (4.85)
Assim, (10) € wvdlido, com m; = 1, e o espagco natural para estudamos (4.75) é

HL2([0, L)), A solugio suave L-periédica com média zero ¢ dada pela expressio

b(x) = QKL(’“” {z <2KL(’€) (z — i6): k:) _z (QKL(M (z + i6): k)} , (4.86)

onde Z € a funcao Zeta de Jacobi. Em [7], os autores mostraram que o operador lineari-
zado L = M + w — 2¢ cumpre todas as propriedades requeridas na hipdtese (Hy). Além
disso, para um 0 > 0 fixado, foi determinado que % fOL é(x)?dx > 0, para todo w > 0.

Agora, tomando £ =w ey = %gb no Coroldrio 4.14, vemos que
0 0 10 (F 9
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Portanto, a onda periddica ¢ € orbitalmente estdvel em H%Z([O, L)).

Observagao 4.19. Nao nos preocupamos em estabelecer resultados formais de boa co-
locagao global no espago energia para os modelos propostos. Todavia é possivel responder
tais questoes de forma satisfatoria. No caso dos Exemplos 4.16 e 4.17, podemos utilizar os
trabalhos de [18]. No caso do exemplo 4.18, temos o artigo [1] que trata da boa colocagao
global em HEGT([O,L]), para s > 3.

4.4 Extensoes para o Caso Regularizado

Os argumentos desenvolvidos na secao anterior podem ser usados para determinar
condicoes suficientes para a estabilidade orbital de ondas periddicas relacionadas com a
equacao generalizada

w + ug + f(u)y + (Mu), =0, (4.88)

onde f é uma fungao suave e M ¢ definido como em (9) e satisfaz as mesmas condigoes
em (10). Assim como no caso anterior, a equacao (4.88) admite solugoes ondas viajan-
tes periddicas da forma u(z,t) = ¢(x — wt), onde w pertence a um intervalo I C R.

Novamente, se substituirmos este tipo de solu¢ao em (4.88), obtemos, apés integragao,
(w—=1)p— f(¢) + wMop + A. (4.89)

A equagao (4.88) possui, formalmente, pelo menos trés quantidades conservadas,

1 L
B() = /0 (Mu)u — W () da, (4.90)
F(u) = %/0 (Mu)u + v?dr, (4.91)

M(u) = /OL udz. (4.92)

Aqui a fungao W denota a primitiva de f, ou seja, W' = f.

Definamos o funcional G(u) = F(u)+ (w—1)F(u)+ AM (u) e a quantidade conservada
Q(u) = aM (u) + bF(u), para a,b € R.

Assumindo que as hipéteses (Hy) e (H;) sao verificadas, podemos repetir os argumen-
tos usados na Secoes 4.1 para encontrar resultados similares a respeito da positividade do
operador linearizado £ = wM + (w — 1) — f'(¢), bem como construir um funcional de
Lyapunov e, consequentemente, mostrar a estabilidade orbital para este caso.

Além disso, vamos assumir que a condigao em (Hj) é satisfeita. Consideremos n e (3

como em (4.47) e definamos
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Mo(6) = /0 Code. Ma() = /O " g, (4.93)

1 Lo 1 [t o
Fu(e) =5 /0 %(¢(W,A)M¢(W7A)+¢%w,x4))dx7 Fa(d) =5 /0 8_A(¢(w7A)M¢(W,A)+¢%M,A))d‘r'

Deste modo, podemos obter os resultados similares aos da Proposicao 4.12 e do Teorema
4.13. Ademais, se assumirmos que ¢, 4) ¢ uma solucao onda viajante periddica que
soluciona (4.89), com w e A dependendo de um parametro &, um resultado similar ao

Corolario 4.14 pode ser estabelecido.
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Capitulo 5

Comentarios e Estudos Futuros

Algumas questoes levantadas nessa tese ainda merece nossa atengao para eventuais

extensoes ou trabalhos futuros, os quais colocamos abaixo:

e O primeiro problema abordado nesta tese foi a estabilidade orbital de ondas viajan-

tes periddicas para a equagao de Schrodinger com nao linearidade ctibica-quintica
iy + Uyy + alul*u — blu|*u = 0, (5.1)

onde a,b > 0.

Este tipo de nao linearidade, dada na equagao (5.1), é interessante posto que, dife-
rente a mesma equacao nao linear de Schrodinger com poténcia simples, neste caso

nao ha invariancia de escala.

A invariancia de escala é essencial para obtermos resultados de estabilidade/instabilidade
de ondas solitarias no caso de poténcia simples (ver [50]). Esta é uma das razoes
pelas quais os modelos relacionados a este ultimo caso foram mais estudados que os

modelos envolvendo poténcias duplas.

Uma ideia para estudos futuros seria buscar uma forma adequada de se calcular
a quantidade I, definida em (4). Deduzida esta quantidade, pretendemos estu-
dar a estabilidade/instabilidade orbital das onda periédicas assumindo valores mais

abrangentes de a,b € R.

e Natali e Pastor, em [39], baseados na teoria em [51], determinaram a estabilidade
da onda solitaria com perfil secante hiperbdlico para a equacao de Schrodinger de
quarta ordem

Uy + Ugy — Ugges + |u[?u = 0. (5.2)

Um problema em aberto que gostariamos de ter abordado nesta tese, é a estabili-

dade de solugoes periddicas para a equagao (5.2). No referido trabalho, os autores
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calcularam a qualidade I de um modo nao trivial, usando polinomios ortogonais,

contudo, encontramos dificuldades para adaptar esta abordagem ao caso peridédico.

Ao longo desta tese, estudamos a estabilidade orbital de trés modelos que podem
ser escritos na forma abstrata

— = JE'(u(t)). 5.3
L = JE(u(t) (53)
Grillakis, Shatah e Strauss, em [21] e [22] , desenvolveram uma teoria de estabilidade
para sistemas Hamiltonianos da forma (5.3) em um espaco de Hilbert X, onde

J: D(J) C X* — X é um operador linear antisimétrico, £ é um funcional de classe
C? definido em X.

Nos referidos trabalhos, autores assumiram que (5.3) é invariante pela representagao
unitaria 7' de um grupo de Lie GG, de dimensao finita. Assim, para todo g € G,
T(g) é um grupo unitério fortemente continuo sobre X. Além disso, os autores

consideraram que F ¢é invariante pela acao deste grupo, isto é,
E(T(g)u) = E(u), parage G,ue X
e que J "comuta” com 7', no seguinte sentido
T(g)J = JT*(—g), para todo g € G,

onde T*(g) : X* — X* é o adjunto de 7.

Uma questao natural a ser pensada, que nos direciona para pesquisas futuras, seria
ampliar as ideias do nosso trabalho, a fim de obter um critério de estabilidade
para sistemas Hamiltonianos arbitrarios, que sao invariantes sob a agao de simetrias

convenientes.
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