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RESUMO

Esta tese aborda o estudo da estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas rela-
cionadas a trés importantes equacoes dispersivas nao lineares. Inicialmente, estudamos a
estabilidade orbital com perfil dnoidal associada a equacao de Kawahara baseando-se nos
argumentos desenvolvidos em [7] e [13]. Num segundo momento, motivados pelo trabalho
apresentado em [28], determinamos resultados de boa colocagao bem como a estabilidade
orbital de ondas viajantes peridédicas relacionadas a equacao logaritmica de Korteweg-de
Vries. Neste contexto, construimos uma superficie suave de ondas periddicas utilizando um
aperfeicoamento da teoria desenvolvida em [63]. O mesmo trabalho foi utilizado para esta-
belecermos as propriedades espectrais do operador linearizado em torno da onda periddica.
Apés este ocorrido, uma adaptacao das teorias de estabilidade contidas em [45], [54] e [79]
foi apresentada afim de obtermos nossos resultados de estabilidade. Por fim, apresentamos
um novo critério para se obter a estabilidade orbital de ondas periédicas relacionadas a uma
classe geral de equagoes dispersivas regularizadas. O estudo é baseado nas recentes ideias
desenvolvidas em [6] e possui, como aplicagdo direta do nosso método, o fato de que uma
classe especial de equacoes regularizadas fracionarias de Korteweg-de Vries sempre admite
ondas periddicas estaveis.

Palavras-chave: Estabilidade orbital, Ondas viajantes peridédicas, Equacao de Kawahara,

Equacao logaritmica de Korteweg-de Vries, Equacao dispersiva regularizada.
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ABSTRACT

This thesis concerns the study of orbital stability of periodic traveling waves related for
three important nonlinear dispersive equations. Initially, we study the orbital stability with
dnoidal profile associated to the Kwahara equation based on the arguments developed in [7]
and [13]. After, motivated by [28], we determine a global well-posedness result as well as
the orbital stability of periodic waves related to the logarithmic Korteweg-de Vries equation.
To do so, we have presented a smooth surface of periodic waves by using an improvement
of the theory in [63]. The same work was used to establish the spectral properties of the
linearized operator around the periodic wave. Next, an adaptation of the stablity theories
developed in [45], [54] and [79] were presented to get our stability results. Final, we showed
a new criterion to obtain the orbital stability of periodic traveling waves related to a general
class of regularized dispersive equations. The study is based on the recent ideas from [6]
and it has, as a direct application of our method, the fact that a special class of regularized

fractionary Korteweg-de Vries equations always admit stable periodic waves.

Key-words: Orbital stability, Periodic traveling waves, Kawahara equation, Logarith-

mic Korteweg-de Vries equation, Regularized dispersive equation.
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INTRODUCAO

Atualmente, o estudo da estabilidade orbital de ondas viajantes para modelos de evolugao
nao lineares estd se destacando significativamente no cendario atual de pesquisa em Ma-
tematica. Tal fato é justificado pelos recentes resultados publicados que visam abordar as
simetrias naturais caracteristicas de modelos onde os problemas envolvidos se relacionam a
fenomenos presentes na natureza tais como: fluxos de agua, ions, ondas eletromagnéticas e
comportamento de particulas.

As equagoes diferenciais de evolucao estudadas nesta tese sao do tipo dispersiva e algumas

delas pertencem a classe de equacoes que possuem a forma abstrata
u = JE'(u) (1)

onde u : O xR — K", O C R”, é uma funcao com valores em K", n > 1, sendo K = R
ou K = C, J é um operador definido em um espaco de Hilbert X e E é o funcional energia
associado a equacao com FE’ representando a derivada de Fréchet do mesmo. As equacoes
oriundas da forma (1) que estudaremos possuem ao menos trés quantidades conservadas.
Além disso, neste contexto, as leis de conservacao sao funcionais de classe C? e definidos
em espagos de Hilbert adequados ao problema (iremos detalhar estes fatos nos préximos
capitulos).

Um dos primeiros estudos do comportamento desses modelos dispersivos se iniciou na
metade do século XVIII quando John Scott Russell observou que ondas criadas na superficie
de um canal de aguas rasas se propagavam com velocidade constante e sem mudar o seu
formato. Estas ondas foram chamadas de ondas viajantes. Apods esta observacao, varias
equacoes que admitem este tipo de solucao tem sido estudada na literatura corrente. Dentre
tais modelos destacamos as seguintes equagoes dispersivas unidimensionais (n = 1) que sao

frutos de estudo desta tese.

(I) Equagao de Kawahara

(II) Equacao de Korteweg-de Vries com nao linearidade logaritmica

(IT1T) Equagao do tipo regularizada dispersiva

g + Uy + vy + (Mu), = 0.



onde M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial definido via multiplicador de Fourier
por

Mg(r) = 0(r)g(r), r€Z, (2)

com 6 continuo e satisfazendo
vi|K|™ < 0(K) < volk|™2, My >0, (3)

para todo k € Z e para algum v; > 0,7 =1, 2.

Nas as equagdes citadas anteriormente, a dnica que nao se encaixa na forma (1) é a
equagao (III). Entretanto, as equagoes apresentadas em (I), (II) e (III) possuem uma ca-
racteristica em comum: elas sao invariantes pela acao do grupo R de translacoes. Neste

contexto, as ondas viajantes consideradas sao solugoes da forma

u(z,t) = p(r — wt), (4)

onde w € R ¢ a velocidade da onda e ¢ é uma funcao periddica suave. Deste modo, as ondas
do tipo (4) a serem estudas possuem um perfil periédico com periodo fixado L > 0, isto é,

satisfaz as condicoes
©(0) =¢(L), e ¢'(0)=¢'(L).
De um modo geral, o processo para encontrar estas ondas viajantes se resume em obter

solucoes de uma EDO da forma
F(M(p),p,w,A) =0, (5)

onde F é uma funcao suave, w e A sdo parametros reais, e M é o operador definido em
(2). Sendo assim, é esperado que ¢ seja dependente de w e A e, consequentemente, podemos
denotar ¢ := @, 4).

Suponhamos que uma equacao dispersiva arbitraria possua existéncia e unicidade de
solugoes globais. Quando pensamos em ondas viajantes para esta equacao, uma pergunta
natural de se fazer é: se considerarmos um dado inicial suficientemente préximo de uma
onda viajante, sera que as solugoes evoluidas em qualquer tempo t com este dado inicial se
manterao perto da érbita gerada por translagoes dessa onda? Esta pergunta se resume ao
conceito de estabilidade orbital. Formalmente, dizemos que uma onda viajante do tipo (4)
¢ orbitalmente estavel em um espaco de Hilbert X, se para cada € > 0 dado, existe § > 0 tal
que se |lug — ¢|lx < eu(x,t) é uma solugdo da equagio com dado u(x,0) = ug(x), entao
u(x,t) existe para todot € R e

inf |lu(-,t) — (- +y)l|x <e,
yeR

para todo t € R. Caso contrdrio, dizemos que a onda viajante é orbitalmente instavel. E
importante salientar que o conceito de estabilidade orbital acima esta relacionado a equacoes
que possuem invariancia por translacoes. Para o estudo da estabilidade orbital onde as

equagoes possuem outras simetrias, recomendamos ao leitor as referéncias [45] e [46].



Descreveremos agora o que nos motivou a estudar esses trés problemas. Uma das mo-
tivacoes para estudarmos a estabilidade orbital para a equacao de Kawahara apresentada

em (I) foi o trabalho realizado por Albert [4] onde ele provou que a onda solitéria da forma

12
u(z,t) = p(x — cot) = sech? (x - £t> ) (6)
12, . . . ) .
com ¢y = 35 ¢ uma solucao orbitalmente estavel com respeito ao fluxo da equacao de
Kawahara
Tty + ! 0 (7)
U UlUy T —SUger — Thign Uzzzze = Y-
! 420 1680

Para obter este resultado, Albert usou a ortogonalidade dos polinomios de Gegenbauer para
provar que a quantidade I = (U, ¢)12(r) ¢ estritamente negativa, onde ¥ € H*(R) ¢ tal que
LV = . Em outras palavras, ele obteve seu resultado de estabilidade considerando apenas
a Orbita gerada por uma tunica solu¢do uma vez que, com o perfil apresentado em (6), ndo
era possivel construir uma curva suave de solucoes ondas solitarias associadas a equacao
(7) conforme é necessario para que a teoria da estabilidade de Grillakis, Shatah e Strauss
[45] possa ser aplicada. No contexto periédico, também podemos citar como motivac¢ao
para estudarmos esta equagao, o trabalho desenvolvido por Haragus, Lombardi e Scheel [49],
onde os autores provaram a estabilidade linear de ondas periédicas com amplitude pequena
relacionadas a equacao de Kawahara. Mais detalhadamente, eles estabeleceram a estabili-
dade espectral de ondas viajantes com velocidade ¢ desde que a amplitude A satisfizesse a
condigdo A = o([c|1)2. A titulo de comparacdo, em nosso estudo desta equagdo, provamos a
estabilidade orbital de ondas periddicas viajantes para qualquer velocidade ¢ real.

No que tange a estabilidade orbital para a equagao de Korteweg-de Vries com nao linea-
ridade logaritmica apresentada em (II) (log-KdV daqui em diante), vimos que no trabalho
desenvolvido por Carles e Pelinovsky [28], os autores estabelecem a estabilidade espectral de

solugoes com perfil onda solitaria Gaussiana da forma

22

bo(z) =eit5e"% weR. (8)
Neste caso, os autores estudaram a estabilidade espectral para esta solucao via operador
linear, proveniente da linearizagao da equacio log-KdV em torno de (8), no espaco L*(R).
Em particular, eles mostraram que tal operador possui um espectro puramente discreto com
um autovalor duplo no zero e uma sequéncia simétrica de autovalores imagindrios puramente
simples. Além disso, eles verificaram que as autofungoes associadas nao decaem da mesma
forma que as fungoes Gaussianas, porém, decaem algebricamente. Vale ressaltar que, em
[28], os autores também apresentaram a estabilidade orbital de ondas viajantes da forma
(8). Entretanto, devido a necessidade da unicidade e dependéncia continua do problema,
este resultado foi apresentado de maneira condicionada. Mais precisamente, os autores esta-
beleceram a estabilidade orbital (no espago de energia) desde que a unicidade e a dependéncia

continua do problema ocorressem em um espago adequado de H'(R) com a condigao
Ox(log ul) € L=(R; L*(R)). (9)

3



Notemos que nos deparamos com um grande problema, pois a solugdo dada em (8) nao
satisfaz a condigao (9). Em nossa abordagem, apesar de ser necessario assumir (9) para que
o problema de Cauchy associado & equacao log-KdV (II) possua unicidade de solugao, pro-
vamos que as solugoes periddicas construidas sao regulares e limitadas. Portanto, satisfazem
claramente a condigao (9).

Por fim, podemos dizer que a motivagao para estudar a equacao regularizada apresentada
em (III) surgiu das ideias desenvolvidas no estudo da equagao log-KdV dada em (II) e do
trabalho desenvolvido por Hur e Johnson [51]. Neste artigo, os autores apresentaram a
estabilidade orbital no contexto periddico de solugoes ondas viajantes oriundas da equacgao

de Korteweg-de Vries fraciondria (f-KdV daqui por diante) dada por
uy — ANuy + (u?), =0

com a € (1/3,2] e A = \/—92. Mais precisamente, os autores mostraram que a existéncia de
uma superficie de solucoes ondas viajantes provenientes de uma minimizacao de funcionais
relacionados a energia do problema sao cruciais para a obtencao de estabilidade. Apesar de
grande relevancia do problema, tal resultado ficou condicionado a nao singularidade de uma
matriz Jacobiana associada as quantidades conservadas do problema (os detalhes sobre essa
condi¢ao podem ser encontrados no Capitulo 4).

Quatro dos principais trabalhos pioneiros ao conceito de estabilidade orbital, cuja as
ideias apresentadas sao utilizadas até os dias atuais, foram as teorias de estabilidade nao
linear desenvolvidas por Bona [20], Bona, Souganidis e Strauss [21], Grillakis, Shatah e
Strauss [45] e Weinstein [79], [80] e [81]. Os trabalhos citados anteriormente estabelecem
resultados de estabilidade orbital para ondas solitarias, isto é, solugoes ¢ = ¢, que satisfazem

lim ™ (z) =0, paratodo n€N.

r—+oo

E importante observar que, nestes casos mencionados, temos A = 0 na equagao (5).

Por outro lado, quando estamos no contexto periddico, temos que A pode ser nao nulo.
Desta forma, uma das maneiras de contornar esta dificuldade e provar a estabilidade usando
as teorias até entao conhecidas foi assumir a condi¢ao de média zero para a onda viajante
conforme foi apresentado na referéncia [12]. Com o decorrer do tempo, varios trabalhos de
grande relevancia (ver [9], [10], [13], [14], [63], [67], [69] e [70]) abordaram o caso onde as
solugoes ondas viajantes periddicas foram obtidas assumindo-se que A = 0. Vale ressaltar
que, neste caso, além de solugoes ondas solitarias, também ¢é possivel de se obter solucoes
ondas peridédicas. O motivo de assumir a condicao A = 0 era devido ao fato que nas teorias
classicas de estabilidade havia a necessidade de se provar que a onda ¢ era um ponto critico
de um funcional conveniente.

Recentemente, varios trabalhos estao sendo desenvolvidos considerando-se o caso A # 0.
Como exemplo, podemos citar o trabalho de Johnson [54], onde o autor explora a estabilidade

de ondas viajantes para a equacao GKdV dada por
Ut = Uggy + f(u)r7 (10)

4



onde f é uma fungao suficientemente suave satisfazendo algumas hipéteses de convexidade.
Nesta abordagem, Johnson nao utiliza a forma explicita da onda viajante. A principio, este
fato parece vantajoso. Todavia, é necessdrio supor a positividade de certos determinantes
Jacobianos que dependem das quantidades conservadas referentes a equagao (10).

Um outro trabalho de grande relevancia a ser citado é o artigo desenvolvido por Natali
e Neves [66], onde os autores também abordaram o caso A # 0. Nesta caso, os autores
seguiram as ideias desenvolvidas por Weinstein [79], [80] e [81], e conseguiram obter a esta-
bilidade orbital de ondas viajantes peridédicas pares paras as equagoes 3-KdV(equacao (10)

com f(u) = u*) e logaritmica Schrodinger
ity + Uy + log(|ul*)u =

onde u é uma funcao de valores complexos.

De um modo geral, para a obtencao de estabilidade orbital, baseando-se principalmente
nos argumentos desenvolvidos por Grillakis, Shatah e Strauss [45] e Weinstein [79], [80] e
[81], consiste em usar as quantidades conservadas para se obter a uniformidade no tempo
necessaria na condicao imposta pela definicao de orbitalmente estavel. Mais detalhadamente,
¢ preciso definir um funcional G : X — X de tal modo que a solugao onda viajante seja um

ponto critico de G, ou seja, G'(¢) = 0. Tal funcional pode ser escrito como
G=F+wF+ AM, (11)

onde E, F' e M sao funcionais conservados que nao dependem de w e A. A seguir, mostra-
se que a onda viajante ¢ é um minimo local do funcional F restrito a um certo vinculo.
E importante mencionar que, recentemente, tem se observado que tal restricao nao ¢ mais
necessaria (veja por exemplo [6]) e, consequentemente, resultados mais abrangentes estao

surgindo. Em todo este processo, a analise do espectro do operador
L:=G"(p) (12)

é essencial, uma vez que a minimizacgao citada é obtida via método variacional.
Basicamente, para se obter a estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas para os
modelos (I), (II) e (III) (dentre outros) ¢ preciso determinar quatro propriedades listadas a

seguir.

(P1) Mostrar a existéncia uma curva suave nao trivial de solug¢oes ondas viajantes periédicas

para a equacao (5) da forma

kEJCR—>¢(w(k) ECOO ([ ])7

per
ou mostrar a existéncia de uma superficie suave de solugoes ondas viajantes periddicas

para a equacao (5) da forma

(w,A) € O C R? — Pw,a) € Coo ([0, L]).

per

Esta escolha vai depender da equacao e da diretriz que sera tomada para se obter os

resultados desejados;



(P2) Provar que o operador £ := G”(p) possui autovalores reais e um unico autovalor
negativo \g sendo este simples. Este fato é essencial para conseguirmos as minimizagoes

necessarias para o teorema de estabilidade;

(P3) Concluir que o autovalor 0 é simples para o operador L e estd associado a autofuncao

¢'. O fato de 0 ser autovalor decorre diretamente da equagao (5);

(P4) Considerar um espago tangente Y a uma variedade adequada ao problema dependente
das quantidades F' e M, e mostrar que existe ® € X tal que (LP, p) = 0, para todo

p € Ty, e
I:=(LD,P) <0, (13)

onde (-,-) representa o produto interno em L2 ([0,L]) com periodo L > 0. Esta
condigao é extremamente importante pois desta forma conseguimos mostrar a existéncia

de uma constante B > 0 tal que
(Lv,v) > Bljv|%,

para todo v € Tq tal que (v,¢') = 0. Vale mencionar que, recentemente, foram
desenvolvidos trabalhos nos quais a condigao (13) é trocada por uma condigao de nao
singularidade de uma matriz Jacobiana (veja, por exemplo, [51]). Neste caso estudado,
tal resultado é provado usando a existéncia de uma superficie suave de solugoes ondas

periédicas oriunda de uma minimizacao de funcionais.

Nesta tese, iremos nos basear nestas quatro propriedades. Além disso, melhoraremos a
relevancia dos argumentos citados e forneceremos uma importante contribuicao para se obter
a estabilidade orbital usando a existéncia de curva e superficie de solucoes ondas viajantes
periodicas.

No capitulo 2, provamos a estabilidade de ondas viajantes periédicas para a equagao de
Kawahara (I). Mais precisamente, mostramos a existéncia de uma curva suave de solugoes

periddicas da forma

2K E
— 2 —
plr)=a + b(dn (L:mk) K)
2K 2F  1—k?
4 [ (o
+ d(dn(La:,k) (2 k;)3K+ 3 ),

onde K = K(k) é a integral eliptica do primeiro tipo, £ = FE(k) é a integral eliptica do

segundo tipo e ambas dependem do mdédulo k& € (0,1). As propriedades espectrais para o
operador L citadas em (P2) e (P3) sao provadas baseando-se na teoria desenvolvida por
Angulo e Natali [13]. E, por fim, a condi¢ao (P4) é provada utilizando-se a forma explicita
de .

No capitulo 3, provamos a boa colocagao para a equacao logaritmica de Korteweg-de

Vries (II). Além disso, mostramos a existéncia e, em seguida, a estabilidade orbital de ondas



viajantes periddicas para tal equagao sem o conhecimento da forma explicita de tais ondas
baseando-se na teoria desenvolvida em [66].

Finalmente, baseando-se no trabalho de Hur e Johnson [51], mostramos no Capitulo 4
que a equacgao regularizada dispersiva apresentada em (III) sempre possui ondas viajantes
orbitalmente estaveis.

A presente tese deu origem aos seguintes artigos:

e NATALI F.; CRISTOFANI, F.; ANDRADE, T. P. Orbital Stability of Periodic
Traveling Wave Solutions for the Kawahara Equation. Journal of Mathematical
Physics, 58 (2017), pg. 051504.

e NATALIL F.; CRISTC)FANI, F.; PASTOR, A. Orbital Stability of Periodic Traveling-
Wave Solutions for the Log-KdV Equation. J. Diff. Equat., 263 (2017), pg.
2630-2660.

° CRIST()FANI, F.; NATALI, F.; PASTOR, A. Periodic Traveling-Wave Soluti-
ons for Regularized Dispersive Equations: Sufficient Conditions for Orbital
Stability with Applications. Preprint, (2017).



CapiTULO 1

Preliminares

1.1 Espacos de Sobolev Periédicos

Nesta secao, veremos resumidamente o conceito de transformada de Fourier para fungoes
periddicas e, usando tal conceito, definiremos os espacos de Sobolev periédicos. As in-
formagoes aqui apresentadas podem ser encontradas detalhadamente em Iério e Iério, [53].

Sejam o intervalo J C R e p tal que 1 < p < oo. Denotemos por LP(J) o espago de todas

as funcoes mensuraveis a Lebesgue f : J — K, onde K =R ou K = C, tais que

1
1l = ( [1ser dx) <o, se1<p< oo
J

| fllze(sy = supess |f(x)] < o0, se p = .
xeJ

O espago normado (LP(J), || - || ze(s)) é um espago de Banach. Além disto, L*(.J) é um espago
de Hilbert munido do produto interno

F. 9 i) = /J f(2)9@) da, ¥ f.g € LX),

Seja L > 0 um nimero real fixado. Denotemos por P = Cpe. = Cp¢ ([0, L]) o conjunto
de todas as fungoes f : R — C que sao infinitamente diferencidveis e periédicas de periodo
L. Designemos P’, o espago das distribuigoes periddicas, como sendo o conjunto de todos os
funcionais lineares continuos definidos de P em C. O valor de ¢ € P’ em ¢ € P é denotado
por ¥(i) = [, 4.

Consideremos k € Z e a fungao Oy (z) = egﬂzkm, vV z € R. A transformada de Fourier de

Y € P’ é a funcao 12 : Z, — C dada pela lei de formacao

Y(k) = %[w, O_4, VEkeZ

O espago das sequéncias rapidamente decrescentes, denotado por S(7Z), é o conjunto de

todas as sequéncias de valores complexos o = (qy)rez tais que

S kPlag] < o0, ¥V =0,1,2,... .

k=—o00

A transformada de Fourier inversa de a = (ay)kez € S(Z) é a funcdo & € P dada por

e}

a(r) = > aO().

k=—oc0
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Fixemos p real, de modo que p > 1. A funcado ¢ € LP([0, L]) define uma distribuicao

periddica. Neste caso, 1) € P’ com

[V, ] = /¢ ) dz, ¥ ¢ € P.

Desta maneira, a transformada de Fourier da fungao ¢ € LP([0, L]) é dada por

]. L 27'rzkz
=— [ Y(x)e de, ¥V k € Z.
L 0

O espago das sequéncias @ = (ay,)rez denotado por 2 é definido como sendo

o0
2 ol = ( S w) o

Seja s € R. O espago de Sobolev H?, ([0, L]) é definido como o conjunto de todas as

N|=

per
distribui¢oes periddicas f € P’ com
£ W ooy = L D (L4 [KP)[F(R)
k=—oc0

O conjunto H3, ([0, L]) é um espago de Hilbert munido do produto interno

per

(f, )., o) = L Z 1+ k) F(k)a(k), ¥ f,g € H:,.([0, L]).

k=—o00

Definamos L2,.([0, L]) := H),.([0, L]). Por sua vez, o conjunto L2,,.([0, L]) é, na verdade, um

per per

espaco de Hilbert munido do produto interno

<f7 LQET(OL] / f d.ﬁC v f?g € Lper([()?L])

e norma || - [|zz, (o.z))- Adicionalmente, para todo s € R, (H,,,([0, L]))’, o dual topolégico
de H;..([0,L]), é isometricamente isomorfo ao espaco H 5 ([0, L]). Se f € H;([0,L]) e

g € H2, ([0, L]), o par dualidade é representado por

per

s bz 0.0 g 0.y = L Z F(k)5(R)

k=—oc0

Vemos que H?, ([0, L]) — H’. ([0, L]) sempre que s > r, onde s, r € R. Em particular,

per per

para cada s > 0, H2, ([0, L]) — L?.,([0, L]). Complementamos que

per per

H ([0, L]) = L™([0, L)) — L™2([0, L)), ¥ my,ms € [1,+00], m1 > m.

per per per

Neste ltimo caso, para m € [1, +oc], convencionamos que

Lye, ([0, L]) == {f; f ¢ uma funcdo L — periddica e fly, ;; € L™([0,L])}

per

9



1Al g, 0.2y = N Fllemo.zyy, ¥ f € Lie, ([0, L]).

Seja s =n € Z*. O espago de Sobolev H}, ([0, L]) pode ser interpretado como o conjunto

das distribuigoes periddicas f € P’ tais que
U e L2 ([0,L]), ¥V j€{0,1,...,n},

onde f denota a j-ésima derivada de f tomada no sentido de P’. A norma

£l g, o,y = (an ||L2M(0LD> v f e H ([0, L)),

é equivalente & norma de H}, ([0, L]) apresentada acima para indice geral.

Sejam L > 0 e n € Z*. Definamos H,., ([0, L]) como o conjunto de todas as funcoes
f:[0,L) — K tais que f € H,, ([0, L]) e a extensao L-periddica de f sobre R é uma funcao
par. Denotemos L2 ([0, L]) := HC, ([0, L]) e, para cada n € Z*, podemos provar que

per,e per,e

H” . .(]0,L]) é um espago de Hilbert.

per,e

Sejam a = (ag)rez © B = (Br)rez duas sequéncias de nimeros complexos e s € R. O

espaco (3 ; = (2 (Z) é definido por

k=—o00

0.(2) = {a = ()rez; llalle, =L Y (1+k[*)’Jaxf* < OO}

O espago ﬁi ;, definido acima é um espaco de Hilbert com relacao ao produto interno
@ Be, =L Y L+ D) b
k=—oc0

De acordo com o que foi visto, temos que f € H,, ([0, L]) se, e somente se (f(k‘)) €
keZ

2} e, além disso, ||f]

Hs. (0,L]) = ||f||4§)L. Definamos a convolugdo de o e § com sendo a

per

sequéncia « x [ dada por

(axB),= > ar ;B

j=—o00
sempre que o lado direito da igualdade acima faca sentido.
Denotemos por PC),., o espaco das funcoes continuas por partes e periédicas de periodo

L. Dado f € PCy,, a transformada de Fourier de f ¢é sequéncia de nimeros complexos

7= <f(k)>kez definida por

Flk) = e = /f

Os nimeros f(k) = ¢ sdo os coeficientes de Fourier de f e a série

o0
2mikx
E cpe L

k=—o00

¢ a série de Fourier gerada por f.
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1.2 Teoria Floquet e o Espectro do Operador de Hill

Nesta secao, estudaremos uma versao aprimorada da teoria Floquet. Natali e Neves apre-
sentaram, em [66], uma adaptacao da teoria Floquet que permite o estudo de caracteristicas
espectrais do operador de Hill em vista da deducao do sinal de uma determinada constante.
Este estudo foi recentemente aprimorado por Natali, Pastor e Cristéfani (veja [65]) e nos
permite compreender que, sob certas exigéncias, independentemente do periodo relativo ao
espaco de Sobolev periédico considerado, é possivel construirmos familias de operadores com

os mesmos indices de inércia e, consequentemente, com as mesmas caracteristicas espectrais.

1.2.1 Existéncia de Ondas Periodicas

Consideremos a equacao de Euler-Lagrange

—¢" + g(p, ) =0, (1.1)

onde g: P xR — R e P C R” Nosso intuito é estudar a existéncia de solucoes periédicas
para a equagao (1.1). Assumamos que g € P, onde P C R™ é um conjunto aberto. Con-
siderando que a fungao g(-, ¢) seja diferenciavel em P e g(u,-) seja, no minimo, localmente
Lipschitziana, temos que a ocorréncia do teorema da unicidade para problemas de valores
iniciais associado a (1.1) é valido para este caso. Como a equagao (1.1) é conservativa, segue
que suas solucoes periddicas estao contidas em curvas de nivel de energia do tipo

2

Hip.6) =~ +Glu.p) (1.2

onde ¢’ =&, 0G/0p =ge G(u,0)=0.

Adicionalmente, suponhamos que a fungao g atenda as seguintes condigoes:

(al) Para cada p € P, a funcao g(u,-) admite duas raizes consecutivas r; = r(p) e ro =
ra(p) que correspondem aos pontos de equilibrio (p,¢’) = (r1,0) e (¢,¢") = (r2,0)
tais que r; < ry. Assumamos que (¢,¢’) = (r1,0) seja um ponto de sela e que

(p,¢") = (r2,0) seja um ponto de centro.

(a2) A curva de nivel H(p, &) = H(r1,0) contém uma curva simples fechada C*°, denotada

por I, de modo que o par (73, 0) encontra-se no interior da regido delimitada por I'.

(a3) Para p € P e para (¢, ) no interior da regido delimitada pela curva I'; a funcéo g(u, ¢)
é de classe C' e ¢'(u,7m2) < 0, onde ¢’ denota a derivada & Fréchet da funcdo g com

respeito ao parametro .

Todas as 6rbitas de solugdes ¢ da equagao (1.1) que, no plano de fase, estao no interior
da regiao delimitada pela curva I' sdo periddicas, estdao em torno do par (r9,0) e pertencem
a uma curva de nivel H(p, &) = B, de tal modo que H(ry,0) < B < H(rs,0).

Seja p € P. Pela teoria das EDO’s, existe uma fungao periddica ¢ = ¢, que satisfaz a
equagao (1.1) e a condigao inicial (¢(0),¢'(0)) = (ay,az), onde (a1, ) € R? e (aq, aq) #
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(r9,0), é considerada no interior da regiao delimitada pela curva I'. Além disso, é esperado

que o periodo L da funcao ¢ satisfaca

L>a()=——2" (1.3)

—9'(p,72)
onde «a(p) denota o periodo das solugbes da linearizagao de (1.1) no ponto de equilibrio
(r9,0). Podemos supor, sem perda de generalidade, que ay =0, oy > ry € g(p, 1) < 0. Em
vista da simetria associada ao problema, obtemos que as solugoes de (1.1) sao periédicas e
par. Além disso, z = 0 é maximo local de .

Prova-se, em [65], o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Suponhamos que (al) — (a3) ocorre. Entdo, para todo p € P e B € R
satisfazendo H(r1,0) < B < H(rs,0), a equagao (1.1) possui solugoes periddicas pares de
periodo L na qual podemos denotar por ¢. Ademais, ¢ = ¢, p e L, sao continuamente
diferencidveis com respeito a e B.

Em particular, se adictonarmos a hipotese

oL
Lg:=—<0 1.4
PoB T (1.4)
seque que L pertence ao intervalo (a(p), 00).
Demonstracao. Os detalhes desta demonstragao podem ser encontrados em [65]. O

Observacgao 1.2. O Teorema 1.1 ainda continua valido se enfraquecermos algumas condigoes
das hipdteses (al) — (a3). De fato, é suficiente assumirmos que g(p, ) possui uma raiz, di-
gamos o, na qual é mdzimo local de G(u,-). Neste caso, todas as drbitas em uma regido de
(re,0) deverao ser periddicas e simétricas com respeito ao eixo ¢ no plano (¢,§) (veja [47,
pdgina 178]).

Uma das vantagens da demonstragao do Teorema 1.1 é a determinacao de procedimentos
que permitem deduzir numericamente o periodo minimo de uma solucao periddica para
a equacdo de Euler-Lagrange (1.1). Seja p € P fixado. Consideremos ¢ = ¢, uma
solugdo da equagao (1.1) deduzida pela proposta desta se¢ao. Ou seja, suponhamos que
(0(0),¢'(0)) = (a4,0), onde r; < 19 < a; e o par (ay,0) encontra-se no interior da regiao
delimitada pela curva I'.  Assumamos que L, seja o periodo minimal da funcao ¢. Seja
B de forma que H(p,¢') = B. Consideremos a fungdo G vista em (1.2) e denotemos
G(¢) = G(u, ). Finalmente, consideremos que by e by sejam as duas raizes admissiveis para
a equacao H((,0) = B. O periodo minimal L, é dado por

bo dC

"2 ) VaGic) 2B

A demonstracao do Teorema 1.1 também estabelece que o periodo minimal de ¢ pode,

L

(1.5)

alternativamente, ser obtido como

. 2 2T (t)
L, = =/, 70 dt, (1.6)
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onde

D(t) = = —2-x(t) -sin(t), x(t) = r(t) - sin(t),

r(t) - cos(t)
_g,(:ua TQ)
e a fungao r(t) soluciona o problema de valor inicial
9(p, ¥(1)) - sin(t)
—9' (4, 72)

Y(t) =72+

D(t)r'(t) =2-r(t) - + x(t) - cos(t)

r(0) = (a1 —72) - V=g (11, 72).
No préximo resultado, veremos que, para L fixado, é possivel encontrarmos solugoes

periddicas de perfiodo L quando p varia em um subconjunto de P.

Corolario 1.3. Suponhamos que (1.4) ocorre e consideremos py € P fizado. Seja L um
nidmero real satisfazendo L > a(ug), onde a(u) € definido em (1.3). Entao, existe uma
vizinhang¢a O C P de pg tal que para todo € O, a equagao (1.1) possui solugdes periddicas
de periodo L denotado por 1,,.

Em particular, se a = a(p) nao depende de € P, entio O = P.

Demonstragao. Fixando g € P e L > (), segue imediatamente do Teorema 1.1 que (1.1)
possui solugoes periddicas de periodo L. Além disso, a continuidade da func¢ao p — «(p) nos
permite concluir que L > a(f) em uma vizinhanga de . Portanto, aplicando novamente

o Teorema 1.1 obtemos o desejado. O

1.2.2 Propriedades Espectrais

Seja ¢, p uma solucao qualquer de (1.1) estabelecida em vista do Teorema 1.1. Notemos
que ¢, p ¢ uma funcao suave e peridédica de periodo minimal L com p € P. Definamos o
operador de Hill

L,p: H2.(0,L)) — L2.([0,L])

per per

(1.7)
Yy = L,p(y) = —y"+ g (1 0uB)Y.

Este operador é autoadjunto e seu espectro coincide com o conjunto de seus autovalores.
Nestas condicoes ¢ valido o Teorema da Oscilagao que garante que o espectro de £, p ¢é

constituido por uma sequéncia ilimitada de nimeros reais {\,}52, de forma que
)\0<>\1§)\2<...<)\2571S)\25<..., (18)

onde a igualdade indica que o autovalor \o._1 = A9, € duplo.

Considerando a derivada com respeito a x em (1.1), resulta de imediato que gpﬁh p bertence
ao nicleo do operador £, p. Além disso, pela nossa construgao, ¢/,  possui exatamente dois
zeros no intervalo semi-aberto [0, L). Desta forma, pelo Teorema de Haupt (veja Teorema

2.14 em [62] para mais detalhes), resulta que zero é o segundo ou terceiro autovalor de £, p.
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Lema 1.4. Suponhamos que (al)—(a3) e (1.4) ocorrem. Entdo, o operador L, g definido em
L2..([0,L]) com dominio H7,.([0, L]) possui exatamente wm autovalor negativo, um autovalor

simples no zero e o resto do seu espectro € positivo e limitado longe do zero.
Demonstragao. Ver Lema 4.2 em [54]. O

E fundamental notarmos que em [54] o autor nao considerou o sinal de menos na frente
da segunda derivada em (1.1), ou seja, ele considerou uma EDO da forma ¢” + g(¢) = 0.
Consequentemente, a hipdtese dL/OB > 0 em [54] é equivalente a (1.4) em nosso caso.

Consideremos, conforme visto acima, ¢, p solucdo periédica com periodo L de (1.1)

obtida pelo Teorema 1.1. Seja a funcao ¢, a Unica solucao do problema auxiliar

—y" 4+ ¢ (1, u8(x)y =0
B 1
y(0) =

T (1.9)

<

—
o

~
I
o

Resultados descritos em [66], em [65] e em suas referéncias, apontam que a funcdo y(x) é

linearmente independente a ), p(z) e existe uma constante 6 de tal modo que

(@ + L) = y(x) + 00}, p(x). (1.10)

Desta forma, derivando a ultima expressao e considerando x = 0, obtemos

—/ o / _ gl(L>
(L) =7 0)+ 0,50 = 0=

(1.11)

Segundo [66] e [65], é vélido o seguinte resultado:

Teorema 1.5. Seja 6 a constante dada em (1.11). O nimero 0 é um autovalor simples de
L, B, se e somente se, 0 # 0. Supondo 0 # 0, tem-se que A\ =0 se <0 e, Ay =0 se d > 0.

Uma pergunta que podemos fazer é: qual é a relagao entre 6 e JL/0B? O Lema 4.2 em
[54] estabelece que o zero é um autovalor simples de £, 5 se, e somente se 0L/0B # 0. Desta
forma, se ¢ é qualquer solugao de £, 5(y) = 0 e 6 é a constante definida acima, obtemos que

OL/OB # 0 se, e somente se # # 0. Veremos a seguir que, na verdade, temos que dL/0B = 0.
Teorema 1.6. g—é =40, onde 0 é a constante em (1.11).

Demonstragao. Consideremos ¥ e ), p conforme visto anteriormente. Como ¢/, 5 ¢ fmpar e
periddica, segue que ¢/, 5(0) = ¢}, (L) = 0. Portanto, a suavidade de ¢/, 5 com relagdo ao
parametro B nos permite concluir que

OL 0y, 5(L)

Pl gp + 5= =0. (1.12)

Multiplicando a equagao (1.1) por ¢, 5, deduzimos, apdés uma integragao, a seguinte
quadratura
SD;E,B(@

S + G(p, pup(2)) = B, (1.13)
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para todo x € [0, L]. Derivando a equagao (1.13) com respeito a B e considerando = = 0,
8%0#,3(0) _ 1
o8 T @0
a‘pp,B(O)
0B
para equagoes diferenciais ordindrias aplicado ao problema (1.9) nos permite concluir que

Y= —ag‘gB . Estas informagoes combinadas com (1.12) nos d4 o resultado desejado uma vez

B‘PH,B
0B

concluimos de (1.1) que Ademais, como ¢, p é par, segue que

= 0. O teorema de existéncia e unicidade

também ¢é par e, consequentemente,

que ¢ 5 é par. H

O resultado apresentado anteriormente é novo na literatura corrente e nos ajuda a final-
mente entender a rela¢ao entre 6 e 9L/0B. Além disso, utilizando o Teorema 1.6, podemos

reformular o Lema 1.4 da seguinte forma

Corolério 1.7. Suponhamos que (al) — (a3) ocorre e que 8 < 0 onde 6 € dado em (1.11).
Entao, o operador L, g definido em L2,.([0, L]) com dominio HZ,.([0, L]) possui ezatamente

um autovalor negativo, um autovalor simples no zero e o resto do seu espectro € positivo e

limitado longe do zero.

Veremos a seguir que, sob determinadas condigoes, # nao muda de sinal quando y e B

varia. Dada uma solucao periédica ¢, g, denotaremos por 6, p a constante correspondente
em (1.11).

Definicao 1.8. Seja QQ uma fungao periodica de periodo L suave. Seja também L um
operador de Hill definido em H2, ([0, L]) com dominio H?2, ([0, L]) dado por

per per
L=-0;+Q()

O indice inercial de L denotado por in(L), € o par (n,z), onde n denota a dimensao do

subespaco negativo de L e z denota a dimensao do nicleo de L.

Defini¢ao 1.9. Seja Q(x) = Q,(z) uma funcgdo periddica e dependente do parametro v € 2
em algum aberto Q@ C R™. A familia de operadores L, = —0? + Q,(x) € dita ser isonercial se

in(L,) é constante para todo ¢ € .
Segundo [65], podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 1.10. Suponhamos que (al) — (a3) ocorre. Seja p,p a familia de solugdes
periddicas obtida no Teorema 1.1 e suponhamos que g (i, p,u5(2)) seja de classe C*. Entao
a familia de operadores L, g € isonercial. Em particular, se 6, p, < 0 para algum (0, Bo),

entdo 0, g < 0 para todo (41, B).

Observemos que o Teorema anterior estabelece que para calcularmos o indice de inércia

de L, p ¢ suficiente calcularmos para alguma par (o, By).
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1.3 Espectro de Operadores via Propriedades de Posi-
tividade

Consideremos a equacao
u + uuy — (Mu), =0, (1.14)

com p > 1 inteiro e M operador diferencial ou pseudo-diferencial no contexto das funcoes
periddicas. Mais precisamente, M é definido como sendo um operador multiplicador de

Fourier da forma
Mg(k) =0(k)g(k), k € Z, (1.15)

onde 6 é assumido ser uma fungao real, mensuravel, localmente limitada, par e satisfazendo
as condigoes
Ayln[™ < 0(n)| < Az(1 + |n[)™

para my < mag, |n| > ng, #(n) > bparatodon € Z, c>—-be A; >0,i=1,2.

Suponhamos que (1.14) admite solugoes viajantes periddicas da forma
u(z,t) = oz —ct), c € R,

onde ¢ é uma funcao suave e periédica com um periodo L > 0. Entao, substituindo esta

forma de w em (1.14) e integrando de 0 a L, obtemos que ¢ é solugao da equagao

(M+c)p — i+ A=0, (1.16)

14+p

onde A > 0 é uma constante de integragao. Assumindo a priori que existe solugao periédica e
suave ¢ para a equagao (1.16), podemos considerar o operador linear £ : D(L£) — L2,,([0, L])

per

definido em um subespago denso de L?_ ([0, L]) dado por

per
Lu= (M +c)u— ¢Pu. (1.17)

Proposicao 1.11. O operador L definido em (1.17) € fechado, nao-limitado e autoadjunto

sobre L2, ([0, L]). Seu espectro consiste em wm nimero enumerdvel infinito de autovalores

(que se acumulam no infinito), isto €, tem-se gess(L) = O (onde oess(L) denota o espectro

essencial do operador L). Em particular, L tem o autovalor 0 com autofuncao ¢'.
Demonstragao. Ver [63]. O
Encontraremos agora condicgoes suficientes para obtermos propriedades tais como:
e L possui um unico autovalor negativo e simples;
e o autovalor 0 é simples.

Essas propriedades serao essenciais para obtermos algumas minimizacoes locais de ope-
radores estudados nesta tese.
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Definigao 1.12. Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais o = (v,)acz €Std na classe
PF(2) estrita e discreta se:

(i) an >0, para todo n € Z,
(11) Qg —my Ong—my — Oy —my Ong—my > 0 para ny < ng e my < mo.

(11i) a desigualdade dada em (ii) ocorrer estritamente sempre que os intervalos (ni,ny) e

(my, mg) se interceptarem.

Esta definicao é, na verdade, uma discretizagao do caso continuo com funcoes reais g :
R — R. Neste caso, dizemos que g esta na classe PF(2) se:

(i) g(x) >0, Vz € R,

(ii) g(x1 —y1)g(r2 — y2) — 9(x1 — y2)g(x2 — y1) > 0 para 1 < x5 € y1 < Yo.

(iii) a desigualdade dada em (ii) ocorrer estritamente sempre que os intervalos (z1,x3) e

(y1,y2) se interceptarem.

O proximo resultado nos traz uma condicao suficiente para que uma funcao g esteja na

classe PF(2). A demonstracao pode ser encontrado em Albert e Bona [5].

Lema 1.13. Suponha que g é uma funcao positiva duas vezes diferenciavel sobre R e satisfaz
;—;(log g(x)) <0 para x # 0. Entdo g € PF(2).

Demonstragao. Ver [5]. O

Para o caso de sequéncias pares em PF(2) estrito e discreto, temos o seguinte resultado

que sera muito util nas aplicagoes mais adiante.

Teorema 1.14. A convolugio de duas sequéncias pares em PF(2) estrito e discreto estd em
PF(2) estrito e discreto.

Demonstragao. Ver [55]. O
Finalmente, temos o principal resultado desta subsecao.

Teorema 1.15. Seja ¢ uma solugao onda viajante periddica positiva e par para (1.16).
Suponhamos que $ > 0 e @P € PF(2) estrito e discreto, entdo o operador L definido em
(1.17) possui um unico autovalor negativo e este autovalor é simples. Além disso, o autovalor

0 também € simples.

Demonstragao. Ver [63]. O
Afim de simplificarmos nossa notacao, nesta tese a norma e o produto interno em
L2..([0, L]) serao denotados, respectivamente, por || - || e (-, -).
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CAPITULO 2

Estabilidade Orbital de Ondas

Perioédicas para a Equacao de

Kawahara

Neste capitulo, estudaremos a estabilidade orbital de ondas viajantes periédicas para a
equacao de Kawahara

onde u(x,t) é uma funcdo de valor real com dominio R x R. Esta equagdo modela a pro-
pagacao de ondas com baixa amplitude em uma dimensao e possui fundamental importancia
nos modelos dispersivos.

Suponhamos a priori que a equagao (2.1) admite solugdes da forma u(z,t) = p(x — ct),
¢ € R. Substituindo essas solugoes em (2.1) e integrando de 0 a L, obtemos que elas
satisfazem a equacao diferencial ordinaria

1
080_5802_90/,+90//,/+A:07 (2.2)

onde A é uma constante de integracao.
No contexto periddico, temos que (2.1) admite formalmente as seguintes identidades

conservadas

1

1 [* 1 L L
E(u) = 5/0 uim+ui—§u3dw, F(u) = 5/0 wldr e M(u) :/0 udz. (2.3)

Estas identidades possui grande importancia em nosso estudo, uma vez que precisamos
definir e estudar o funcional conservado

S(u) = E(u) + cF(u) + AM (u). (2.4)

Note que, devido a (2.2), ¢ é um ponto critico do funcional S, ou seja, S'(¢) = 0. Além

disso, podemos definir o operador linear

o 0?

ot a2 Y
definido em L2,.([0, L]) com dominio denso D(L) = H3,,([0, L]).

per per

L= 5p) = 25

Nosso intuito é provar a existéncia de minimizadores locais associados ao funcional de

Lyapunov S utilizando o comportamento do espectro do operador L. Estas condigoes sao

18



fundamentais e muito aplicadas em resultados classicos de estabilidade orbital de modelos
dispersivos (veja por exemplo Grillakis, Shatah e Strauss [45]). Em outras palavras, para
obtermos a estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas para a equacao de Kawahara,
precisamos verificar as propriedades (P1)-(P4) apresentadas na introdugao desta tese. Para

este caso em especifico elas sao requisitadas da seguinte forma:

(P1) Existe uma curva nao trivial de solugdes periddicas para a equacao (2.1) da forma
ceJ CR— ¢, € H ([0,L]), paratodon e€N;

per

(P2) L possui um unico autovalor negativo Ay sendo este simples;

(P3) O autovalor 0 é simples e esta associado a autofungao ¢’;

(P4) I:=(L (%), %) <0.

As ideias que serao utilizadas na proxima se¢ao sao baseadas no trabalho desenvolvido

em [7].

2.1 Existéncia de Solucao Explicita e Propriedades Es-

pectrais

Nesta secao, estudaremos a existéncia de solucoes ondas viajantes peridédicas explicitas
para o problema (2.1). Mais especificamente, encontraremos solugoes do tipo fungoes elipticas
(ver Apéndice) para a equagao (2.2). Em seguida, entenderemos o comportamento do espec-
tro do operador £ para futura aplicacao em minimizacoes locais que serao necessarias para
o Teorema de Estabilidade.

Antes de verificarmos a existéncia de solucoes ondas viajantes citadas no paragrafo an-
terior, precisamos do resultado de boa colocacao para o problema de Cauchy peridédico as-

sociado a equagao (2.1) dado por

(2.6)

Up + Uy + Uzgr — Ugzzaer = O, te R)
u(z,0) =up(x), x€][0,L],

Note que o espaco desejado para tal resultado é o espago de energia H,.([0, L]) uma vez
que na proxima se¢ao utilizaremos o funcional (2.4) para obtermos a estabilidade orbital em
nosso contexto.

Pelo principio de Duhamel,
t
u(t,x) = U(t)up(z) — / Ut —tu(t', z)u, (', x)dt’ (2.7)
0

é a equagao integral associada ao problema de Cauchy (2.6) onde U é o semigrupo de con-

tragoes de classe CY que possui o operador A = 95 — 92 como seu gerador infinitesimal.
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Teorema 2.1. O problema de valor inicial (2.6) € localmente bem posto com dados iniciais
ug em Hp,, ([0, L]). Mais precisamente, existe Ty = To(||uollmz,,) > 0 e uma dnica solugdo,

definida em [—Ty, Ty|, satisfazendo (2.6) no sentido da equagdo integral associada (2.7). Além

disso, as identidades de energia em (2.3) sao vdlidas para todo t € [Ty, To).
Demonstragao. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [57]. ]

Observacao 2.2. Usando as identidades conservadas (2.3) e a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg, obtemos que as solugoes encontradas no teorema anterior para o problema (2.1)
sdo, na verdade, solugoes globais em H?2 ([0, L]), ou seja, as solugdes encontradas no Teo-

per

rema 2.1 estao definidas em [—T,T| para todo T > 0 (para mais detalhes veja [35]).

Com a ajuda do programa Maple 16 no auxilio dos célculos, vamos agora verificar
a ocorréncia da propriedade (P1), ou seja, que existe uma curva nao trivial de solugoes

periédicas para a equagao (2.1). Com efeito, substituindo o ansatz (ver [73])

o oo () E)

2K 2F  1—k?
4 288 (o _ 22
+ d(dn (L:E,k) (2 k)3K+ 3 ), (2.8)

na equagao (2.2), obtemos os valores de a, b e d dados por

a=c+ g ((—k* + k* + 1)302848 K* + 14560 L* K*(k* — 2)
+43680L*FK — 31L*%), (2.9)
1120 ) 0 o i _ 26880K*
b= 13L4((208k A6)K? + LK e d="—1. (2.10)

onde a funcao K = K (k) é a integral eliptica do primeiro tipo, £ = E(k) é a integral eliptica
do segundo tipo e ambas dependem do mddulo k € (0,1) (ver Apéndice). Observemos em
(2.8), (2.9) e (2.10) que ¢ depende linearmente de ¢ e, devido a este fato, denotaremos
@. := . Formalmente, podemos escrever ¢.(x) = ¢ + po(z).

Em adicional a esse contexto, também temos que A é dado por

C2

2

com z(k, L) dependendo suavemente de k e L. Mais detalhadamente, temos

1
k. L) = — ((91716911104k% — 4114158583808k°
2k, L) = zrao0 7s ((

+15998049779712k* — 4114158583808k + 91716911104) I®
—8818933760L%(k* + 1)(k* + 3k + 1)(k* — 3k + 1) K°
+230770176 L* (k* — k* + 1) K* — 902720L° (k* + 1) K*) + 961.

A=z L) (2.11)

Devido a estas relagoes, torna-se necessario considerar um par (k, L) no qual resolva a
seguinte equacgao implicita:
89989120
31

ooy (k2= L) 2 g 2080 M g g DK*+15=0. (212
2 31
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Notemos que se considerarmos Z = L?, entdo a equacao anterior se torna uma equacao
polinomial de grau 3, donde resulta que sempre existe solugao para tal equagao. Seja
(ko, Lo) € (0,1) x (0,+00) solugdo da equacao (2.12). Uma simples aplicagdo do Teorema
da Fungao Implicita nos garante a existéncia de dois intervalos J, C (0,+00) e J; C (0,1)
com Ly € Jy e ky € Jy tais que a funcao k € J; — L(k) € Jy é suave e (k, L(k)) é solucao
de (2.12) para todo k € J;. Portanto, sendo ¢ um parametro livre, obtemos a existéncia de
uma curva suave de solugdes ¢ € R — ., onde . é dada por (2.8). Além disso, . tem
periodo fixo L € J5.

A seguir, veremos que o operador £ possui as propriedades espectrais necessérias (P2) e

(P3) para o nosso problema.

Teorema 2.3. Seja L € Jy fizo. Para todo ¢ € R, o operador L definido em (2.5) é fechado,

2

2er([0, L]). Seu espectro consiste em um conjunto enumerdvel

iimitado e autoadjunto sobre L
nfinito de autovalores e, além disso, L possui um unico autovalor negativo no qual é simples

e zero é um autovalor simples com autofunc¢ao ..

Demonstracao. A primeira parte segue imediatamente da Proposicao 1.11. Provaremos a
segunda parte utilizando o Teorema 1.15. Com efeito, escrevendo a solugao (2.8) em série

de Fourier (ver [59] ), temos que

- nr K’ 21
(x) =a+7Y nesch ),
o) =a+r 2 nesc < e > cos ( 7 x)

2

2 512 2,2 . . ~
com vy = (% + kczl}r(z (4 §k + %5 )) Deste modo, os coeficientes de Fourier sao da forma

a n =70
5.(n) = ’ 2.13
5.(n) {am), " 213
onde o(n) = Zncsch (%Kl)

Consideremos agora ¢ > 0 suficientemente grande tal que a > ¢(0) e definamos g(z) =
”K/), x € R. Notemos que g—i (log g(z)) < 0 (veja a Figura 2.1). Pelo Lema 1.13

K
segue que g pertence a classe PF'(2) e, consequentemente, como a > ¢(0), podemos redefinir

zxcsch (

a funcdo g por uma fungao diferencidvel s : R — R de modo que s(0) = a e s(z) = g(x) em
(—o0, —1]U[1, +00). Logo, podemos concluir que s(n) = ¢.(n), n € Z, esté na classe PF(2)
estrito e discreto. Portanto, resulta pelo Teorema 1.15 que as propriedades requeridas (P2)

e (P3) ocorrem para todo ¢ > 0 suficientemente grande.
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-10 -5 0 3 10

Figura 2.1: Gréfico de g—z (log g(z)) com L = 2.

Seja pu € R. Provaremos usando a Invariancia Galileana da equagao (2.2) que, na verdade,
as propriedades (P1) e (P2) ocorrem para todo ¢ € R. Com efeito, definamos ¢. = p + ¢,

onde @, é solucao da equagao (2.2). Entao, resulta que ¢, soluciona a equagao

~ 1 ~ ~ ~
(c+ p)pe — 59002 - 900” + ‘Pc/m + A =0,
com A= A— cp — %2 Ou seja, @, soluciona uma equagao similar a (2.2) com velocidade

¢ + p. Portanto, segue imediatamente que

ot o? o4 02 ~
Sar o O T o g O M T e b
Através desta ultima desigualdade concluimos o desejado. O]

2.2 Estabilidade Orbital

Apresentaremos, nesta secao, a validade da propriedade (P4) e todos os demais argumen-
tos necessarios para a estabilidade orbital do nosso problema. Primeiramente, precisamos

considerar a variedade suave Y. definida por

Se = {u e H..([0,L]); Q(u) = Q(¢.)},

onde Q(u) := 6‘2(6“) = F(u) + 22M(u). Adicionalmente, definamos também a variedade

tangente associada a X, isto é,
0A
T, := {u S ngr([o, L)); (u,Q(p.)) = <u,<pc + §> = } .
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Com o intuito de provarmos nosso resultado de estabilidade orbital, precisamos considerar

a semi-distancia dada por
plu, p.) == i2£ lu — (- + T)HH,?W'
No Lema a seguir, concluiremos a veracidade da propriedade (P4).

Lema 2.4. Eziste um intervalo aberto jg C Jy C (0,400) tal que se L € <72 ¢ arbitrariamente

_ dp.\ O\ ) dp.
= (e (22 2 -~ (a0.22) <.

Demonstracao. Seja L € Jy. Do fato de F' e M em (2.3) serem funcionais suaves definidos
em H2 ([0, L]), temos que

per

fixado, entao

Fl(o)) =¢c e M(p.)=1.

Logo, derivando (2.2) com respeito a ¢, obtemos

L (%@CC) =— (% + soc) = —Q'(¥e)-

Ope _ 04 _ 1 o 0A _ _ :
o 5. = 1 e 5= = —c, podemos concluir que

r= (@, ) = - (Mg~ 1),

Desta forma, usando que

Sabemos que M (p.) = aL e, além disso, podemos deduzir de (2.9) que a — ¢ depende

somente do par (k,L) € J; x Jo. Portanto, podemos escrever

I = —L(a—c¢)
302848(—k* + k2 + 1)K + 14560L2 K2(k? — 2) + 43680L2EK — 31L*
= — 50718 (2.14)
1
= — k,L?).
=Ptk L)

Denotando Z = L?, conseguimos reescrever a fungao p(k, L?) como p(k, Z). Ademais, esta
mudanca de varidvel simplifica a relagao implicita entre k e L em (2.12), ou seja, podemos

escrever (2.12) da seguinte forma

1

12
89989120 12 _ 9 (k2 - 5) (k2 + 1)K®

31

908544
31

Zk* — K+ 1D)K*+ 2 =0.  (2.15)

Usando o programa Maple 16, podemos resolver algebricamente a equagao (2.15) em termos

do modulo, isto é,
104 7(k)
Z(k) = =)
onde r(k) e q(k) sdo complicadas expressoes contendo algumas poténcias de k. Como [ =

—Em%p(k, Z) = —ﬁﬁ(/{;), podemos plotar o gréifico de Z e p(k) afim de entender o
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comportamento de tais funcoes. A figura abaixo mostra que existe Jy C Jo tal que I < 0,
para todo L € J;.

4000 -

k=1

" 3000 4 014

1000 k

Figura 2.2: Lado esquerdo: gréfico da fungao Z(k). Lado direito: grafico da funcao p(k).

]

Seja L € Jo. Para o proximo lema precisamos definir

Ualpe) = {u € ngr([()’ L]); p(u, pc) < a}.
Este conjunto serd o dominio de uma funcao auxiliar necessaria aos proximos resultados.

Lema 2.5. Ezistem o > 0 e uma fungio T : Uy(p.) — R de classe C tal que para todo
u € Uy(pe), temos

(u(- +T(u)), ¢.) = 0.
Demonstracao. Definamos o funcional

(u, ') = G(u,T) = i u(x + 1)l (z)dz.

onde (u,I') € HZ,.([0, L]) x R. Como G(p.,0) =0, G é de classe C' e

a /112
WG(@C)O) - ||QOC|| 7é 07

segue pelo Teorema da Fungao Implicita que existem « > 0 e uma tnica fungao I'(u) tal que
G(u,I'(u)) =0 para todo u € By(¢.),

onde Ba(pc) = {u € Hp, ([0, L]); flu — pell

per

< a}.
Vamos agora estender I' para o conjunto U,(p.). Com efeito, notemos primeiramente
que se u € By(p.) e f € R é um nimero tal que 75u := u(- + 3) € Ba(p.), entao

G(rpu,I'(u) — ) = G(u,I'(u)) = 0.
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Consequentemente, pela unicidade de I', resulta que
I'(rpu) = '(u) — . (2.16)

Agora, olhando por outro lado, temos que se u € U, entao existe 5y € R tal que ||u —
7'50<p0||H3M < a, ou seja, T_g,u € B,(p.). Deste modo, para u € U,, basta definirmos a

extensao
F(u) = D(r_su) — fo
Esta defini¢do nao depende de f5y. De fato, se para algum 3y # Sy, temos ||[u—7g, ¢cllm2 < a,

per

entao 7_gu € Ba(p.). Dai, como 7_g,u € B,(g.), temos que, usando (2.16),

F(T—ﬂ1u) P = F(Tﬁo—ﬁlT—ﬁou) — b
= D(r—gu) = (Bo = A1) — b
- F(T*/Bou) - ﬁo-

Logo, a afirmacao estd provada.

Finalmente, temos que se u € U,, entao para algum E € R segue que T_Gu € B, (p.) e,

consequentemente, G(7_gu, I'(7_zu)) = 0. Portanto, usando (2.16), concluimos que

0 = G(r_zu,I'(7_zu))
T_gu(z + I'(7_gu))p.(r)dz

u(@+T(7_zu) - B)¢l(x)dz

/L
[

Il
CD

(u,

Isto conclui nossa demonstracao. O

No préximo resultado, exibiremos um subconjunto de ngT([O, L)) onde o operador L é

positivo definido.
Lema 2.6. Suponhamos que (P1)-(P4) ocorrem e consideremos
A="T.n{v € Hy, ([0, L)); (v, ;) = 0}.
Entao, existe C' > 0 tal que
(Lv,v) > CHUH%JE,ET’ para todo v € A .
Demonstracao. Primeiramente, provaremos que
inf{(Lv,v); v e A, |v|]|=1}:=(>0.

Com efeito, como as propriedades (P1) e (P2) sao verdadeiras para £ e, além disso, £ é

um operador fechado, ilimitado e autoadjunto sobre Lper([O, L]), segue que podemos escrever
(veja [58, pag. 278])
Lf)er([ ]) [é-c] [ c] P7
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onde &. € D(L), ||| = 1 e L(&) = —A3&., Ao > 0. Ademais, sendo P um espago positivo,
temos que existe n > 0 tal que

(Lp,p) >nllp||?>, para todo p € HZ ([0,L]) N P.

per
Desta maneira, usando as informacoes acima, podemos escrever

0P,
B aoée + bl + po,
C

com py € H2 ([0,L]) N P e ag,by € R. Note que, neste caso, py € H2,.([0, L]) pois &, ¢. e

per per
% pertencem a H?2, ([0, L]). Lembremos que £ ¢ autoadjunto e ¢, € ker(L), logo,

per

a c ! a c / a c 8 c
<£p07p0> = <£ ( agoc - aogc - bO@c) 7a_i - aogc - bog@c> = <‘C ( 500 ) ) (f;pc > +a(2))\g

Deste modo, usando o Lema 2.4, podemos concluir que (Lpg, po) < adAZ.

Por outro lado, consideremos agora v € A tal que ||v|| = 1. Devido a esta consideragcao,
podemos escrever v = a&, + p1, com p; € H2 ([0, L]) N P. Portanto,

per

0=—(M'(¢c),v) = <£ (8;;0) ,v> = —agag + (Lpo, p1) -

Como (Lp1, &) = (p1, LE) = =N (p1,&.) = 0, entdo usando a igualdade anterior, a desi-
gualdade (Lpg,po) < a2)3 e o fato de que a fungdo (f,g) — (Lf,g) definida para f,g €

H2..([0, L]) N P é uma forma sesquilinear nao negativa em P, obtemos que

| (Lpo, p1) |7
<£p07p0>

(aoa)\g)Q

<£U,1J> = —CLQ)\?) + <£p1,p1> > —CLQ)\g + 2—)\2
ApAp

> —a’A\ + =0. (2.17)

A desigualdade (2.17) nos permite concluir que ¢ > 0. Provaremos agora que ¢ > 0. De
fato, suponhamos que ¢ = 0, entéo existe uma sequéncia {v, }nen C A tal que (Lv,,v,) — 0
quando n — oo. Para cada n € N, escrevemos v, = a,&. + p,. Desta forma, segue que
(LPns Po) = aoan\j e

(Lvy,v,) > a2 (ﬂ - )\(2)) > 0.
(Lpo; po)

Esta tltima desigualdade implica que a? — 0, isto é, (Lp,,p,) — 0. Como consequéncia
resulta que ||p,|| — 0, pois para todo n natural, (Lpn,p.) > nllpall, n > 0. Portanto,
concluimos que

1= [lvnl® = azll&cl® + lIpall® — 0,

o que ¢ uma contradicao. Logo, ¢ > 0.

Pela definicao de ¢, temos que

(Lv,v) > (||v]|?, para todo v € A. (2.18)
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Além disso, utilizando a desigualdade (2.18) e a defini¢ao de £ (2.5), segue que para qualquer
b >0,

Il + 6 (12 + I1"?) < (§+b) Loy =0 [ (= o))
1

< (_ + b) (Lv,v) +bllc = @ell gz,

v||2.

¢

Logo, escolhendo b > 0 conveniente tal que (1 — bljc — @[ L2

per

) > 0, deduzimos que
(Lo, v) = C®,Q) (ol + V17 + v"11%)

para todo v € A.

Finalmente da desigualdade anterior, podemos concluir que
(Lv,v) > CHUH%,%W, para todo v € A.
Logo, o lema esta provado. O

A seguir, apresentamos um Lema que serd extremamente ttil para obtermos a uniformi-

dade em t requerida na definicao de estabilidade orbital.

Lema 2.7. Ezistem a > 0 e C'(a) > 0 tais que
S(U) - S((,Dc) > Cp(u7 900)27 (219)
para todo u € Uy(p.) que satisfaz a igualdade Q(u) = Q(ve).

Demonstragao. Seja o > 0 proveniente do Lema 2.5. Consideremos u € U,(p.) N X, e

definamos
vi=u(- +I(w) — e = C1Q'(¢e) +y, (2.20)

onde y € 7. := {Q(¢)}+ N {¢.}+ e C; é uma constante. Notemos que, fazendo uma
translagdo em . se necessario, podemos assumir que ||v|| mz, < a. Com efeito, se u € U,
entao existe ro tal que [|u — @c(- +70)||lmz, < . Desta forma, escolhendo so = I'(u) + 7o,

obtém-se que

[u- +T(w)) = @e(- + 50)lm3

per

= [Ju — (- + To)Hngr <,

0 que prova afirmacao.

Aplicando a expansao de Taylor em @(u) no ponto ¢, temos que

Q(u) = Q(u(- + I'(w))) = Qpe) +(Q'(¢c), v) + O(llv]*).

Como y € 7., também temos que (Q'(¢.),v) = C1 (Q'(¢.), @ (pe)) . Desta forma, utilizando
que Q(u) = Q(p.), deduzimos que

Cr = O([[v]*) = O(llvllz,,)- (2.21)
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Por outro lado, sendo S suave, S'(p.) = 0 e S"(¢.) = L, deduzimos pelo teorema de
Taylor que

S(u) = S5(pe) = % (Lv,v) + o([[v]*). (2.22)
Devido a relacao entre v em y dada em (2.20), podemos escrever (Lv,v) como
(Lv,v) = CT(LQ (c), Q'(e)) +2C1 (LQ'(pe) ) + (LY. y) - (223)
Agora, usando (2.21) e a desigualdade
2C1(LQ' (ve), y) | < 2|CHlIILQ (o) Iyl

< 2GHILQ (@)l (lvll + [[CL@Q (ee) )
< Gy (ol +1lvll*)

onde C; > 0 é uma constante que nao depende de v, resulta que
CYLQ (¢e), @ (9e)) +2C1 (LQ'(¢c), y) = O([[v[I*). (2.24)
Logo, por (2.23) e (2.24), obtemos que
(Lv,v) = (Ly,y) + O(|Jv]°). (2.25)

Prosseguindo com a demonstragao, vemos que utilizando (2.22) e a igualdade anterior

(2.25), segue que
1
S(u) = S(¢e) = 5 (Ly,y) + ol[l0]]). (2.26)
Como y € 7., podemos usar o Lema 2.6 para concluir que existe C' > 0 tal que
(Ly.9) > Clyls, (2.27)
Portando, de (2.26) e (2.27), concluimos que
S(u) = S(we) = Cliylz,, + olllv]?). (2.28)
Analisando agora por outro lado, vemos que usando (2.20) e (2.21), podemos deduzir

IWllmz, = v, — Cllvllz;, >0,

per

para HUHH’gET suficientemente pequeno. Portanto,

Cliyllzz,, = Clivllz,, + OlvliEg,,)- (2.29)

per per

Finalmente, podemos concluir por (2.28) e (2.29) que a desigualdade

S(u) = S(ee) = Cllvllzz,, + ollvlz,, )

per

ocorre e, portanto, para « suficientemente pequeno temos que existird o(a) > 0 tal que

Cla) =C—o(a)>0e

S(u) = S(ee) = Cllvllz,, +olllvli, ) = Cla)llvlz,, > Cla)p(u, o).
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A seguir, temos o teorema no qual garante a estabilidade orbital desejada para nosso

problema. Em sua demonstragao utilizaremos ideias baseadas em [21] e [54].

Teorema 2.8 (Estabilidade). Seja L € T fixo. Para todo ¢ € R, a onda viajante peridodica

@. em (2.8) ¢ orbitalmente estdvel em H, ([0, L]) com respeito ao fluzo da equagio de
Kawahara (2.1).

Demonstracao. Seja L € jg, onde J, ¢ o intervalo aberto obtido no Lema 2.4, e consideremos
a > 0 como sendo a constante dada pelo Lema 2.5. Dividiremos nossa demonstracao em
dois casos: ¢ =0e ¢ # 0.

Primeiramente, consideremos ¢ = 0. Neste caso, como %A = 0, temos que Q(py) =
F(¢o). Logo, a demonstragdo ocorre usando argumentos similares aos utilizados em [21,
Teorema 4.1].

Vejamos agora o caso ¢ # 0. Com efeito, sem perda de generalidade, vamos supor que
¢ > 0 (o caso ¢ < 0 pode feito usando argumento similares). Como S é continuo em ¢,

temos que dado € > 0, existe § € (0, ) tal que se |lug — ¢¢l[nz,, < J, entdo
S(uo) — S(pe) < Ce?, (2.30)

onde C' > 0 é a constante dada pelo Lema 2.7. Dividiremos agora esta parte da demonstracao
em duas situagoes: ug € X. e uy ¢ 2.

Suponhamos que ug € .. Como F' e M sdo quantidades conservadas, temos que u(t) €
Y, para todo t > 0. Além disto, também temos que a continuidade no tempo da funcgao

p(u(t), ¢.) nos permite escolher 7" > 0 tal que
p(u(t),p.) < «, paratodot e [0,7T), (2.31)

isto é, temos u(t) € U,(p.), para todo t € [0,T"). Desta forma, combinando o Lema 2.7 com

(2.30), concluimos que
p(u(t),¢.) <e, paratodotel0,T). (2.32)

Vejamos que, na verdade, em (2.31) ocorre p(u(t), p.) < «, para todo t € [0,400). De
fato, seja T3 > 0 o supremo de todos os valores T' > 0 tal que (2.31) ocorre. Suponhamos

por contradicao que 77 < 4o00. Temos entao que escolhendo € < §, obtemos de (2.32) que

, para todo t € [0,T}).

| o

p(u(t), pc) <

~—

Como a aplicagao t € [0,400) — p(u(t), p.) é continua, resulta que existe 7o > 0 tal que

p(u(t), ¢.) < 2a < a, para t € (0,71 + Tp) o que contradiz a maximalidade de T;. Logo,

Ty = +o00 e a afirmagao estd provada. Usando o Lema 2.7 e a desigualdade (2.30), concluimos
p(u(t), p.) <e, paratodot € [0,00).
Portanto, o teorema esta provado para o caso ugy € X..
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Consideremos agora uy ¢ .. Primeiramente, afirmamos que existe ¢; > 0 tal que
Q(pe,) = Q(ug). Com efeito, definamos v(c) = Q(p.), ¢ > 0. Como v'(c) = —cL < 0, a
aplicacao v : (0,400) — R é um difeomorfismo local. Consequentemente, existe um tnico
c1 > 0 tal que Q(ug) = Q(pe,). Isto prova a afirmagao.

Prosseguindo com a demonstragao, temos, de modo andlogo a primeira situacao, que

dado £ > 0, existe 0 < 0y < € tal que se tivermos [lug — ¢, [|mz,, < d1, entao

p(u(t), ve) < para todo t € [0, 00). (2.33)

€
§a
Como a aplicagao ¢ — ¢, é suave, também temos que existe do > 0 tal que se tivermos

|c — 1| < d, entdo
01

llee = eerllmz., <5 (2.34)

Observemos agora que, utilizando o difeomorfismo local v e continuidade de ), podemos

escolher 0 < & < 2 suficientemente pequeno tal que se ||ug — @c|| mz,, <0, entao
|C - 01’ < (52.

Desta forma, se |[ug — ¢¢llnz, < 0 para este ¢ escolhido, temos que, utilizando (2.34),

lto = Pz, < lluo = wellz, + e = pallg, < 2+ 2 = 4.

per per

Dai, por (2.33), resulta que
p(u(t), o) < g, para todo t € [0, 00).

Consequentemente, utilizando (2.34) e a desigualdade anterior, podemos concluir que

(51 £

19 g
p(u(t), ve) < p(u(t), we,) + p(@e, Pey) < 5T 5 <gtgz<e

Portanto, o teorema esta provado. O
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CapiTULO 3

Estabilidade Orbital de Ondas
Periddicas para a Equacao log-KdV

Neste capitulo, estudaremos resultados de boa colocagao e estabilidade orbital de ondas

periddicas viajantes relacionados a equacao logaritmica Korteweg-de Vries

onde u = u(x,t) denota uma funcao de valor real de varidveis z e t.

A equagao (3.1) ¢ uma equagao dispersiva. Logo, dependendo das condigoes impostas pelo
problema fisico, é natural considerarmos casos especiais de soluc¢oes do tipo ondas viajantes.
Em nosso contexto, tais ondas sao da forma u(z,t) = ¢(z — wt), onde w € R indica a
velocidade da onda e ¢ é uma fungao suave. Substituindo estas solugdes em (3.1), obtemos

a seguinte equacao diferencial de segunda ordem:
—¢" +wp — ¢logp® + A =0, (3.2)

onde A é uma constante de integracao.
Para apresentarmos nossos resultados precisamos, primeiramente, observar que a equagao

(3.1) possui formalmente as seguintes identidades conservadas: a energia

1 (F
E(u) = 5/ (u2 + u* — u?log(u?)) d, (3.3)
0
a massa
1t
Fu)=- [ wu%dx, (3.4)
2 Jo
e a carga

M(u) = /0 i (3.5)

Nossos resultados serao obtidos no espago de energia X := H! ([0, L]), L > 0.

per

3.1 Resultado de Boa Colocacao

Nesta parte da tese, veremos a demonstracao da teoria de boa colocacao global para a
equagao log-KDV baseando-se nos argumentos contidos em [28] e [29]. Além disto, prova-

remos tal resultado em todo o espaco de energia X. Em outras palavras, nosso objetivo é
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provar o resultado de existéncia e unicidade de solugoes fracas para o problema

teR

{ U+ U + (wlog(u?)), (3.6)

-0,
uw(z,0) = ug(x), =z €]0,L],

no espaco de energia X. Aqui e em toda secao, L > 0 serd um numero fixado representando

o periodo das func¢oes em questao.

Observacao 3.1. Se considerarmos o problema (3.6) em R, a energia (3.3) somente faz

sentido para fungoes na classe
Y :={uc H'R); u’log|u| € L'(R)}. (3.7)

Isto fez com que os autores em [28] estudassem o problema de existéncia e unicidade para

(3.6) em Y. Por outro lado, em vista da desigualdade de log-Sobolev (veja [39, Teorema

4.1])
L L 1 /L L
/ v log(|v|?)dz < C {/ v2dx + log <—/ UQdI) / v2dx] , (3.8)
0 0 L Jo 0

tal restrigao nao é necessdria para o problema periddico. Deste modo, o espaco de energia

X € apropriado para estudarmos (3.6).

O teorema a seguir nos mostra o resultado de existéncia e unicidade de solucoes fracas
para o problema (3.6) no espago periddico X = H! ([0, L]).

per

Teorema 3.2. Para todo uy € X, existe uma solucao global u € C(R; X) de (3.6) tal que
M(u(t)) = M(ug), F(u(t)) = F(uy) e E(u(t)) < E(up), para todot € R. (3.9)

Além disso, se
Oz (log [u]) € L= (R; Ly, ([0, L])), (3.10)

per

entdo a solu¢io u existe em C(R; X), € unica, para todo t € R, satisfaz M(u(t)) = M (uo),
F(u(t)) = F(ug) e E(u(t)) = E(ug) e, para todo T > 0, a funcao dado-solugdo uy € X
ue C([-T,T]; X) é continua.

Para demonstrarmos o teorema anterior é necessario relembramos o seguinte resultado

de boa colocagao associado a equagao KdV (generalizada) no contexto periédico

Teorema 3.3. O problema de valor inicial

{ Ut + Ugae + ['(W)u, =0, tER, (3.11)

u(x,()) = UO<I>7 LS [07L]7
¢ localmente bem posto desde que f seja uma funcdo C° e o dado inicial pertenca a H;’er([O, L)),
s > 1/2. Mais precisamente, existe Ty = To(||uol|ms,,, f) > 0 e uma dnica solugio u €
C([-To, To], H,..([0, L])) para (3.11) satisfazendo tal equagdo no sentido da equagdo integral

associada.
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Demonstragao. Veja Teorema 1.3 em [50]. O
Finalmente, podemos apresentar nossa demonstracao do Teorema de boa colocacao.

Demonstracao - Teorema 3.2. A suavidade da fungao f no Teorema 3.3 nos permite estabe-
lecer que
M(u(t)) = M(ug), F(u(t)) = F(uy), paratodot € [Ty, Ty, (3.12)

E(u(t)) = E(ug), para todo t € [=Ty, Ty, (3.13)
onde E é a energia modificada definida por

~ 1

mm:§AZ@m—Aﬂwmm,W@y:AW@m& (3.14)

Como consequeéncia, deduzimos que se v, pertence a H;er([(), L)), entao a solugao obtida
no Teorema 3.3 pode ser estendida globalmente no tempo (veremos isso detalhado mais
adiante).

E 6bvio que f(u) = 2ulog|u| ndo satisfaz as hipéteses do Teorema 3.3. Devemos entio
regularizar a nao linearidade. Seja 0 < ¢ < 1, definamos a familia de nao linearidades

regularizadas da seguinte forma

fe(u) = { flu), - Jul 2 &, (3.15)

pe(u), Ju|l <e,

onde f(u) = 2ulog(|u|) e p. é um polindémio de grau 13 definido por

6
1 a; i
pe(u) := (log(e) — 5) U+ E Euz +h

com a; € R, 1 <i <6, determinado pela igualdade 0%p.(¢) = 0¥ f(¢), para todo 0 < k < 6.

Consideremos agora o problema de Cauchy aproximado

{ U+ Uy + LU =0, 1> 0, (3.16)

u(z,0) = up(x),

e suponhamos que ug € H}. ([0, L]). Pelo Teorema 3.3, segue que existe 7. > 0 e uma tinica

per
solugao u® em C([—T¢,T.]; HL. ([0, L])) satisfazendo (3.16). Além disto, temos que

per

M(uf(t)) = M(ug), F(u®(t)) = F(up), paratodote [T, T.], (3.17)

E.(u(t)) = E.(up), paratodot e [-T.,1.], (3.18)

onde E. é a energia definida por

E.(u) := %/OL udr — /OL We.(u)dz, W(u) := /O" fe(s)ds. (3.19)
3
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Mostraremos agora que a solucao u® pode ser estendida a qualquer intervalo de tempo
[T, T], T > 0. Para fazermos isto, iremos majorar a norma de u® em X por uma constante
utilizando o fato de que E. é uma identidade conservada. Com efeito, notemos primeiramente

que

U2

— (log(u?®) — 1), se |u] >¢,
5 (log(

3.20)
log(e) - 3) (
{og(e) = 5) i Z u?t? se Jul <e.

We(u) =

onde a; sao constantes reais que dependem somente de a;. Assim, podemos dizer, para
t € [-T:,T.], que

/0 W.(u(z,t))dr < %/0 uf(z,t)? (log(u®(z,t)?) — 1) da
| log(e ) H 5 ||2+Z|al|/ —2i e 1, ¢ 21+2dl,

Por outro lado, observemos que se 0 < |u®(x,t)| < ¢, ent@o
juf(z, t)|"* >, i=1,..,6. (3.21)

Além disso, como 0 < € < 1, temos

|log(e) — 3

b .22
2 < 05 (3 )

com by > 0 constante.

Logo, podemos concluir que

/0 Wo(u (2, )z < % /0 2w (2, ) log (v (x, £)?) — e (x, £)?da

+ bollus( ||2+Z|az|||u Ol

S‘Atﬂ%ﬂﬁ$—§M%MP+hWﬂ0W
< IOz IO + (3 5 ) IOl

2 1 € 2
< WO @ + (- 5) Lol

Isto é,
- [ W > e Ol O - (0= ) @ 329

onde b; é uma constante positiva independente de . Considerando § > 0 e utilizando a

desigualdade de Young, temos a estimativa

1
WO < Sl @Iy, + 55l @

per

[u @)1 .,



Desta forma, utilizando (3.23) e (3.18), podemos estimar, para todo t € [T, 1], que

Ec(ug) = E:(u(1))

= eI - [ W)

1 3 1 € B €
= SOy, — SO - [ Wela e )
0
1 € 2 € 2 52 € 2 1 € 4
> Iy, bl O - S, — 55l

Escolhendo, ¢ tal que % — % > 0, concluimos que

Ec(ug) = bollus(t)|F,, — bsllus ()] = bullus(t)]”
= bollu(®)l7n,, — balluoll* — balluol® (3.24)

com by, by, b3 > 0 independentes de €. Portanto,
lus (I3, < Cluo,e), te [T TL].

onde C' = C(ug, €) é uma constante positiva que depende somente de ug e €. Consequente-

mente, podemos concluir que u¢ € C(R; HY, ([0, L])) (para mais detalhes veja pdgina 82 em

per
[35]), ou seja, u®, 0 < e < 1, pode ser estendida a qualquer intervalo de tempo.

Dividiremos agora a nossa demonstracao em duas etapas.

Etapa 1: Passagem ao limite. Suponhamos que uy € H,,,([0, L]). Entéo temos a

seguinte afirmacao.
Afirmagao 1: E-(uy) — E(ug) quando € — 0.
Primeiramente, notemos que para ug e x € [0, L] fixados, temos que se escolhermos &

suficientemente pequeno tal que |ug(z)| > €, entao

W () = " (logur (@) — 1) = We (o ).
Logo, podemos dizer que
W (ug(x)) = W(ug(z)) quando & — 0. (3.25)

Vejamos agora que We(ug(z)) é uniformemente limitado. Com efeito, como ug € H},.([0, L]) <

Cper ([0, L]), entdo existe by > 0 tal que |ug(z)| < by, para todo = € [0, L]. Desta maneira, se
|up(x)| > €, obtemos que
uo()

[We(uo(2))| = 5 (log(uo(x)*) — 1)

1
< Juo(@) + 5 luo(w)l”

b2
b+ 2,
4t 5

IN
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Além disso, se |ug(z)| < €, podemos afirmar, utilizando (3.21) e (3.22) que

(Weluo(2))] < ———= \2+Z\CLZH<€ o ()
< bobiJrZ@HUo(l“)Q

6
< bobj + Z |53
i=1

Assim, concluimos o desejado , ou seja, W.(ug(z)) é uniformemente limitado.

Aplicando o Teorema da Convergéencia Dominada de Lebesgue, resulta que
L L
/ W (up(x))dz — / W (ug(z))dz, quando & — 0.
0 0

Isto prova a afirmacao 1.

De acordo com a afirmacao 1, segue que existe g tal que
E.(uy) < E(ug) +1 para todo ¢ € (0, ).

Assim, utilizando (3.24), podemos afirmar que

s ()12 bl (E(uo) + 14 bsF(ug)* + blF(uo)z) ,

per
para todo t real. Consequentemente, temos que {u°}occcs, ¢ uma sequéncia limitada em
C([-T,T),H. ([0, L])), para todo T > 0. Ademais, utilizando a igualdade (3.16), temos

per

que a sequéncia {uf} é limitada em L>([-T,T], H,2([0, L])). Pelo Teorema de Aubin-Lions

per

(veja [61]), resulta que existe u € C([-T,T], H...([0, L])) tal que, a menos de subsequéncia,

per

temos

u® — u forte em C([-T,T), L2, ([0,L])) (3.26)

per
para todo T" > 0.
Afirmacao 2: F(u(t)) = F(up), t € [T, T], para todo T > 0.

Basta ver que, utilizando (3.26), temos

L L L
| tata)ae = [ Pds - [ ute P
0 0 0

quando ¢ — 0. Logo, a afirmacao estéd provada.

Afirmacao 3: E(u(t)) < E(ug), t € [-T,T], para todo T' > 0.
Sabemos, devido a semicontinuidade inferior fraca de H,,,.([0, L]), que
lu@lz, < lim e (®)]F;,, - (3.27)

per k—e—07t per
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Por outro lado, refazendo as mesmas contas em que fizemos para demonstrar a afirmacao 1,

temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

L
/ W(u(x,t))dx = 11I(I)1+ W.(u®(z,t))dx, te[-T,T], (3.28)
e—

para todo 7" > 0. Desta forma, utilizando a desigualdade (3.27), a igualdade (3.28) e a

afirmagao 1, podemos concluir que

Bu) = 5 (WO, - WOF) - [ W)
< hI{%_ B (us(t))
= lim E.(up)

e—0t

= E(up) (3.29)

Portanto, a afirmacao 3 esta provada.

Mostraremos agora que o limite encontrado u € C([-T,T], H,,,([0, L])) é uma solugao
fraca para o problema de valor inicial (3.6) para todo 7" > 0. De fato, consideremos u® €
C([-T,1T], H;e,,([O, L])), T > 0, solugdo do problema (3.16), entdo para quaisquer fungoes

teste ¢ € C§°([0, L)) e ¢ € C°(R), temos

[t o)+ e meta + [ / £ () () o (1) = 0

lembrando que (-, -) denota o produto interno em L2, ([0, L]). Como f.(u®) — f(u) quando

e — 0%, temos que, aplicando o limite (3.26) na equacao acima,

w0+ vt + [ / F () @) ot ddt = 0

onde v e 1 sdo fungoes teste arbitrarias. Portanto, u € C([-T,T], H. ([0, L])) é uma solugao

per

fraca para o problema de valor inicial (3.6) para todo 7" > 0.

Etapa 2: Unicidade da Solugao. Nesta etapa, usaremos a condigao 0, (log |u|) €
L>(R; Lee ([0, L])) afim de mostramos a unicidade do problema (3.6).

per

Suponhamos que u e v pertencentes a C([-T,T], H,,,([0, L])) sejam duas solucdes do
problema (3.6), para todo 7" > 0, com o mesmo dado inicial uy. Definamos w := v —u, entao

we C([-T,T),H. ([0, L])) e, além disso, w é uma solucao global fraca para o problema

per

{ Wi+ Wege + (v1og(v?) —ulog(v?)), =0, ¢ € [-T.T], (3.30)

w(z,0) =0, z € [0, L],

para todo T" > 0.

Multiplicando a equagao (3.30) acima por w e integrando sobre [0, L], temos que

%(% /O ’ dem) + /O ’ 2 (vlog(?) — ulog(u?)) wix = 0. (3.31)
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Mas notemos que

% (vlog(v?®) — ulog(u?)) = v, log(v®) + 2v, — (uy log(u®) + 2uy) .

Logo, devido a periodicidade de u e v, podemos escrever (3.31) da forma

%F(w) +9 /0 (v log([v]) — s log([u])) wdz = 0. (3.32)

Nossa intengao agora é usarmos a limitacao

v — |

|log |v] — log Jul| < (3.33)

min([v], [u)

apresentada em [29], e a igualdade (3.32) afim de majorarmos 2 F(w). Com efeito, primei-

ramente, notemos que

10
——F(lw) = - v, log(|v]) — ug log(lul)) wdz
st = [ (wloaleh —wtos(lu)

= [ wwtosleh) e dos(ful) wi
= — v, (log(lv|) — log(|ul)) wdz — log(|u|)ww,dx
v Gosel —tos(ubyuds — [ tos(ul
_/>| |um (log(|v]) — log(|u|)) wdz — log(|v])ww,dx

V]2 ul

Desta forma, aplicando (3.33), estabelecemos que

[ o outlo) ~ os(lub) wde + [, Qog(ll) ~ () wi
vl <ful

[v[>[ul
< / Yo w2d:v+/ Ya w?dx
ol<lu] ' Y o[ >[ul ' Y
< (I=] 1= ) 2Fe.
v oo u oo

Por outro lado, integrando por partes, também temos que

—/ log(|u])wwxd:v—/ log(|v|)ww,dx
v[<|ul

[v[=[ul

1 1
= = log(|u|)),w?dz + = log(|v])),w?dx
24|<|u( g(|ul)) +2/|v|>u( g(v])

( )

Logo, utilizando as desigualdades acima, podemos afirmar que

%F(w)‘ < 6(

Vg

v

IN

|
L()O

Uy
u

Lo

Vg

v

o | ) Flw) (3.34)

/U/I'
w e
Como wy := w(x,0) = 0, resulta pela desigualdade de Gronwall que F'(w) = 0 para todo

t, o que prova a unicidade desejada.
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Para concluirmos que F(u(t)) = E(ug) para todo t € R basta utilizarmos os argumentos
apresentados no Teorema 3.3.9 da referéncia [29]. A igualdade M (u(t)) = M(ug) para
todo t € R segue da afirmacéo 2 e do fato de L2,.([0, L]) estar imerso em L}, ([0,L]). A

dependeéncia continua também pode ser provada utilizando os argumentos contidos na Se¢ao

9.3 em [29]. Portanto, finalmente podemos dizer que o teorema esté provado. O

3.2 Estabilidade Orbital

Nesta se¢ao, usaremos a teoria introduzida nas preliminares desta tese para estabelecer-
mos a existéncia e estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas para a equacao (3.1).

Inicialmente, observemos que (3.2) é da forma (1.1) com

g(w, A, ) = wp — ¢plog ¢* + A. (3.35)

Claramente, g é suave com respeito a (w, A) € R? e localmente Lipschitziana em ¢.

[remos agora dividir nossa analise em dois casos.

3.2.1 Primeiro caso: A =0

Ja é conhecido que, se A = 0, entao a equagao (3.2) admite solu¢ao com perfil de onda
solitdria (veja, por exemplo, [30] e [31])

22

v liw 22

() =e€2T2e7 2, weR. (3.36)
Desta forma, a dinamica associada a (3.2) para o caso de onda solitaria é um pouco mais
rica que a estudada nesta subsecao, uma vez que no contexto de ondas solitarias, as ondas
viajantes estao apresentadas de forma explicita.

A funcdo g em (3.35) pode ser reduzida a funcao

9(w,0,9) = gu(¢) = wo — log(¢*)¢. (3.37)

Pode ser visto facilmente que g, possui trés raizes, a saber, 0 e +e*/2. Afim de verificarmos
que g, satisfaz a hipdtese (al) enunciada na segao 1.2 e obtermos solugoes positivas, consi-

w/2

deraremos 11 = 0 e 75 = /. Como 71 e ry sao, respectivamente, minimo e maximo local

da fungao (veja a Figura 3.1)

_w—l—l

G(w,0,9) :== Gu(9) 9

1
& — 56" og &,
segue que (r1,0) é um ponto de cela degenerado e (r2,0) é um ponto central (veja [47, pag.
179]). Isto mostra que a hipé6tese (al) é satisfeita, para todo w € R.
Neste contexto apresentado, a fungao energia é dado por
2 £ w+1l

1
E(6.6) = =5 +Cul0) = —5 + 56" — 58 log .
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-3
|— Function g —— Function G|

Figura 3.1: Lado esquerdo: Graficos das fungoes g = g, e G = G, para w = 1. Lado direito:
Plano de fase da equacao —¢" + w¢ — ¢log ¢? = 0. As érbitas em azul sdo aquelas tais que

¢ é periddica e nao muda de sinal.

Como a onda solitéria (3.36) satisfaz

(¢)? , wt1
T2 T

podemos concluir que £(¢, ¢') = £(0,0) = 0. Isto significa que é possivel tomar uma curva

1
¢ — 56" log * = 0,

fechada I", condizente com a hipdtese (a2) apresentada na segao 1.2, em torno da 6rbita de
(3.36) junto com o ponto de equilibrio (r;,0) = (0,0) (veja Figura 3.1). Como a origem
pertence a I', fica claro que g, é suave na regiao dentro de I' e ¢/ (r2) = —2 < 0, para todo
v € R. Portanto, g, satisfaz as hipdteses (al)-(a3) enunciadas na se¢ao 1.2 com P = R.

A seguir veremos que o Teorema 1.1 e o Corolario 1.3 podem ser aplicados afim de
provarmos a existéncia de solugoes periddicas positivas com periodo L, on L pertence ao
intervalo (o, +00), com a = 21/y/—g.,(r2) = 7v/2. Mais precisamente, temos

Proposicao 3.4. Seja L € (\/§7T, +00) fizado. Entao, para todo w € R, a equagao
—¢" +wp — plogp? =0 (3.38)
possut solucoes periodicas de periodo L nas quais sao pares e estritamente positivas.
Antes de demonstrarmos a proposi¢cao acima precisamos do seguinte resultado.
Lema 3.5. Consideremos a equacao diferencial
2"(t) + g(z(t)) = 0.

e suponhamos que existem a* e b* tais que —oo < a* < 0 < b* < +00 e uma funcgao suave
positiva tal que
g(x) =zh(x), a" <z <b, (3.39)
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0<G(a")=G(b") =" < oo, (3.40)

onde

Se
g(0)=0, ¢0)>0, ¢"(x)>0, ¢"(x)<0, z€ (a*b"), (3.41)

entdo a funcgdo energia-periodo ¢ € (0,c*) — T'(c) € diferencidvel e T'(c) > 0, ¢ € (0, c").
Demonstragao. Basta combinar o Corolario 2.5 e a Proposigao 3.1 (ii) em [33]. O
Agora sim podemos demonstrar a Proposigao 3.4.

Dem. da Proposicao 3.4. Primeiramente, observemos que se ¢y ¢ uma solucao peridédica com

periodo L de
— ¢ — dolog ¢ =0, (3.42)

entdo 1, = e“/2¢y é solucao periédica também com periodo L de (3.38) para qualquer w € R.
Consequentemente, em vista do Teorema 1.1 e Corolério 1.3, é suficiente mostrarmos que as

solugbes periddicas de (3.42) satisfazem

oL
55 <0 Be(0.1/2) (3.43)

Notemos que £(0,0) =0 e £(0,73) = £(0,1) = 1/2. Reescrevendo (3.42) como
o + dolog g = 0, (3.44)

podemos ver que, na verdade, é suficiente provarmos que as solugoes periddicas de (3.44)
satisfazem
aL>0 B e (-1/2,0) (3.45)
95 , ,0). .

Afim de encaixarmos nosso problema na estrutura do Lema 3.5 devemos fazer a mudanga
de variavel ¢y = 1y + 1. Assim, ¢y é uma solucao periédica de (3.44) se, e somente se 1y é
solugao periddica de

0 + (o + 1) log(¢hp + 1) = 0. (3.46)

Seja g(x) = (x + 1) log(z + 1)2. E facil ver que

G(z) = /Oxg(s)ds = _lzt D) + (@+1) log(z + 1) + %

2 2
Para obtermos (3.45), é suficiente mostramos que as solugoes periédicas de (3.46) satisfazem

oL
98 0, Be(0,1/2). (3.47)
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Finalmente, usaremos o Lema 3.5 para demonstrar tal fato. Com efeito, notemos que a* =

—1,b* = =14 €2, e ¢ = 1/2. Ademais, em (a*,b*), temos que
2 1 2
g(x) ==z (log(x +1)* 4+ - log(z + 1) ) = zh(z).

Com o intuito de verificarmos a positividade de h(x) (para x > —1), notemos que h(—1) = 0

W) = — (2 S ) S 1)2) |

o +1 T 2

e

Logo, h(x) > 0 se, e somente se h'(z) > 0, ou seja, se, e somente se x > log(z + 1), mas isto
é verdade para todo x > —1. Deste modo, resta agora mostrarmos (3.41). Para este fato,
basta ver que ¢'(z) = 2+ log(z + 1)?, ¢"(z) = 2/(x + 1) e ¢"(x) = —2/(x + 1)%. Aplicando

o Lema 3.5 temos, portanto, a conclusao da nossa demonstracao. O

Com o Corolario 1.3 e a Proposicao 3.4 em maos podemos, enfim, estabelecer a existéncia
de uma curva de solucdes periédicas de perfodo L, para cada L > v/27. Mais precisamente,

temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.6. Sejam L € (v/2r,+00) fizo e ¢y a solugio periédica de periodo L obtida
na Proposicao 3.4 com w = 0. Entao,

w € R, = ey € H2, ([0, L))

¢ uma familia suave de solugées positivas e periddicas de periodo L para (3.38).

E facil ver que se ¢ é solugdo de (3.38), entdo —¢ também é. Desta forma, em vista
da proposicao anterior, também podemos obter uma curva suave de solucoes negativas e

periddicas de periodo L. Mais detalhadamente, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.7. Sejam L € (\/§7r, +00) fizo e ¢y a solugdo periddica de periodo L obtida

na Proposicao 3.4 com w = 0. Entao,
weR— 1, =—e2p € ngr([O,L])
¢ uma familia suave de solugoes negativas e periddicas de periodo L para (3.38).

Colocaremos nossa atencao agora em resultados de estabilidade orbital das ondas periddicas
obtidas nas Proposicdes 3.6 e 3.7. Deste modo, no que segue nesta secio, L € (v/27, +00)
estd fixado e ¥, w € R é a solugao positiva obtida na Proposicao 3.6 ou a solucao nega-
tiva obtida na Proposigdo 3.7. Recordemos que as quantidades E e F, definidas em (3.3) e
(3.4) sao conservadas com respeito ao fluxo de (3.1) e invariante sobre a a¢ao do grupo de
translagoes T'(s)f(-) = f(- + s), s € R. Em nosso problema, temos que o funcional E néo é
suave na origem em H' ([0, L]). Entretanto, os argumentos usados anteriormente implicam

per

que 12 é estritamente positiva, para qualquer w € R, e isto garante a suavidade do funcional
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E em torno de qualquer solucao onda viajante periddica 1),. Isto é suficiente para aplicar-
mos a teoria de estabilidade, pois a estabilidade orbital é determinada para dados iniciais
suficientemente préoximos de ),,.

Definamos o funcional H = E+wF'. Segue de imediato que H é suave em uma vizinhanca
de 1,. Isto nos permite calcular a derivada Fréchet de H em ), e concluir, via (3.2), que

1, € ponto critico de H, isto é,

H/<¢w) = (E +WF)/(ww) = —%: + w¢w - ww Ingi = 0.

Além do mais, podemos reescrever a equagao (3.1) como um sistema Hamiltoniano abs-
trato, a saber,
u, = JE'(u), (3.48)

2

com J = 0,. Apesar de J nao ser sobrejetor sobre Lz,

([0, L)), ainda assim podemos aplicar
a teoria desenvolvida em [45], uma vez que tal hipdtese somente deve ser imposta para
demonstrar resultados de instabilidade. Conforme enfatizamos acima, nossos resultados
mostrarao a estabilidade de ondas viajantes 1),,.

Precisamos agora considerar o operador linearizado Ly, := H"(1,,), isto é,
Lo (0) = HY ()0 = —0" + (w— 2 — log g2 ). (3.49)

Temos que Ly, é um operador ilimitado devido sobre L2,,.([0, L]) com dominio H2,.([0, L]).
Afim de enunciarmos o resultado de estabilidade, recordemos que se as hipdteses (P1),
(P2), (P3) e (P4) anunciadas abaixo ocorrerem, entdo a teoria apresentada em [45] garante

que ), é orbitalmente estavel.

(P1) Existem um intervalo aberto J C R e uma curva suave de solugoes periédicas, w €
J C R~ 1, € H),,.([0, L]) para (3.38).

(P2) O operador Ly, definido em (3.49), possui somente um autovalor negativo no qual

este é simples.

(P3) O autovalor 0 é simples para o operador Ly, definido em (3.49), e estd associado com

a autofungao ¢/, w € J.

(P4) Se d:J — R é a funcado definida como d(w) = H(1),,), entdo

d
d"(w) = d—F(l/Jw) >0, paratodow € J.
w
Observacao 3.8. Notemos que as hipdteses (P1)-(P4) acima estdo inteiramente relaciona-
das com as propriedades (P1)-(P4) citadas na introdugdo desta tese. Todavia, vale ressaltar
que as hipoteses inseridas aqui sao aplicadas ao caso A =0 e fazem parte da teoria cldssica

de estabilidade orbital ja desenvolvida em [45].

Finalmente, podemos provar nosso resultado de estabilidade.

43



Teorema 3.9. Suponhamos que a unicidade e a dependéncia continua ocorrem para (3.6) de
acordo com o Teorema 3.2. Fizemos L € (v/2m,+00) e seja w € R 1, € H2 ([0, L]) uma

per

familia suave de solucoes periddicas com periodo L obtida na Proposicao 3.6 ou Proposi¢cao

3.7. Entdo 1, € orbitalmente estdvel em X com respeito ao fluzo de (3.1).

Demonstracao. Considere 1, como sendo a solugao periédica dada na Proposicao 3.6. O
caso para 1, obtida na Proposicao 3.7 é andlogo. Conforme visto acima, provaremos que

(P1)-(P4) ocorrem. De fato, basta conferir os argumentos abaixo.

Etapa 1: (P1) ocorre. A existéncia da curva suave segue imediatamente da Proposi¢ao
3.6. Além disto, J = R.

Etapa 2: (P2) e (P3) ocorrem. Segue da Proposigao 3.4 e Lema 1.4.

Etapa 3: (P4) ocorre. Afim de concluirmos nossa demonstracao, resta provarmos que

d"(w 2d / Y2idr > 0. (3.50)
w

Mas sendo 1, = e“/?¢y, concluimos imediatamente que

d'(w) = L L¢2dx ie‘” >0
2\J, ™ dw '

Logo, (3.50) esté provado e a demonstragao esta concluida. O

3.2.2 Segundo caso: A #0

Suponhamos agora que A # 0. Neste caso, a fungao g é vista da mesma forma que (3.35)

e G é dada por

w—+1 1

Glw, A,0) = 2526 = S log 6 + Ao,

Primeiramente, vamos analisar as raizes de g. Com efeito, observemos que g(w, A, ¢) = 0

é equivalente a g,(¢) = —A, onde g,(¢) é a funcao definida em (3.37) . Sendo assim, é

conveniente analisarmos ¢,,. Fazendo uma conta simples, temos que zy = e*/?>~1 e —x, séo
os unicos pontos criticos de g,. Além disto, para todo w € R,
lim g,(x) =—00 and lim g,(x)= +o0.
T—r+00 T—>—00
Como g,,(z9) = 2¢*/>7 e g,(x) = —g,(—x), obtemos trés cendrios diferentes a ser estudado

para as raizes de g.

Caso 1: |A| < 2e¥/*71. Para este caso, existem exatamente trés niimeros reais 7o < 7 <

ro satisfazendo

9u(r0) = gw(rl) = gw(TQ) = —A,
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Mas entao isto significa que 79,71 e 75 sdo trés raizes de g(w, A, ), para qualquer w € R e
—2e¥/?71 < A < 2¢%/271. Notemos que r; > 0se A <0er <0seA>0 (veja Figura
3.2). Também temos que xy > 0 implica que ro > 0. Ademais, devido ao fato de, para ¢ em
uma vizinhanga de 79, g(w, A, ¢) > 0 se ¢ < ry e g(w, A, ¢) < 0 se ¢ > 1y, resulta que ry é
méximo local de G(w, A, ). Uma anélise similar nos mostra que ry também é maximo local

de G(w, A, ).

Figura 3.2: Lado esquerdo: Gréfico das fungoes g (vermelho) e G (azul) para w € R e
|A| < 2e%/271 A < 0. Lado direito: Grafico das funcdes g (vermelho) e G (azul) para w € R
e Al <2e¥/271 A > 0.

Caso 2: |A| = 2¢*/>71. Aqui, existem 7; < 0 < 7 tnicos tais que g, (r1) = gu(r2) = —A.
Consequentemente, g(w, A4, -) possui exatamente duas raizes se w € R e |A| = 2e/271 (veja
Figura 3.3).

— N WA
h n 1

' | ' ' |
[ Y
1 1 1 h 1

Figura 3.3: Lado esquerdo: Gréfico das fungoes g (vermelho) e G (azul) para w € R e
A = 2e¥/*71. Lado direito: Gréfico das fungdes g (vermelho) e G (azul) para w € R e
A= —2ew/271,

Caso 3: |A| > 2e%/271. Neste tltimo caso, existe um tnico nimero real ry satisfazendo
gu(r2) = —A, ou seja, g(w, A, -) possui uma tnica raiz se w € R e |A| > 2e2/271. Além do
mais, r, < 0se A <0ery>0seA>0 (veja Figura 3.4). Por fim, devido ao fato de, para
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¢ em uma vizinhanga de 1y, g(w, A,¢) > 0se ¢ < 1y e glw, A, ) < 0 se ¢ > 1y, podemos
concluir que 7y é maximo local de G(w, A4, ).

Figura 3.4: Lado esquerdo: Gréfico das fungoes ¢ (vermelho) e G (azul) para w € R e
|A| > 2¢¥/271 A < 0. Lado direito: Gréfico das funcdes g (vermelho) e G (azul) para w € R
e |A] > 2e9/271 A > 0.

Em virtude da discussao dos casos analisados acima, temos que se (w, A) pertence a
P = {(w,A) € R%: w e R, |A] < 2e¥/271} (3.51)
ou
Ps = {(w,A) € R} weR, |A] >2e~/271}, (3.52)

entao a funcdo g(w, A, -) sempre possui uma raiz real r na qual G(w, A, -) se torna maximo

local. Como consequéncia da Observagao 1.2, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 3.10. Suponhamos que (w, A) pertence a Py ou P3. Entao, a equagao (3.2) possui

uma solugdo periddica par ¢, ay. Além disso, temos o sequinte.

(i) Se (w,A) € Py com A <0, entdo todas as solu¢des em torno de (r2,0) sdo estritamente
positivas e todas as solugoes em torno de (rg,0) tais que pertencem a uma vizinhanga
pequena de (rg,0) sdo estritamente negativas.

(ii) Se (w, A) € Py com A > 0, entao todas as solugdes em torno de (rg,0) sao estritamente
negativas e todas as solugoes em torno de (r9,0) tais que pertencem a uma vizinhanga

pequena de (r9,0) sdo estritamente positivas.

(i1i) Se (w, A) € P3 com A <0, entdo as solugdes em torno de (r2,0) e pertencentes a uma

vizinhan¢a pequena de (r2,0) sao estritamente negativas.

(iv) Se (w,A) € Py com A > 0, entdo as solu¢oes em torno de (r4,0) e pertencentes a uma

vizinhan¢a pequena de (r2,0) sdo estritamente positivas.

O plano de fase para (w, A) pertencente a P; ou P pode ser visto nas Figuras 3.5 e 3.6
abaixo.
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Figura 3.5: Lado esquerdo: Plano de fase para |A| < 2e¥/271 A < 0. Lado direito: Plano
de fase para |A| < 2¢*/27! e A > 0. Nos dois casos, as dérbitas em azul sdo aquelas em que

P (w,4) € periddico e nao muda de sinal.

®

Figura 3.6: Lado esquerdo: Plano de fase para |A| > 2e%/?>~!, A < 0. Lado direito: Plano de
fase para |A| > 2e%/>71 e A > 0. Neste caso, as 6rbitas em azul sdo aquelas em que D(w,a) €

positivo.

@/2=1 " entdo também temos a obtencdo

Observagao 3.11. E visto facilmente que se |A| = 2¢
de solugdes onda periddicas que nao mudam de sinal. Entretanto, nesta situagao, (w, A) nao

pertence a um subconjunto aberto de R2.

Observacao 3.12. Uma vez apresentado o Teorema 3.10, hd a necessidade de fazermos
algumas comparagoes. Notemos que no contexto desta subse¢ao, ao contrario do caso onde
A =0, nao temos o controle do tamanho do periodo de ¢, ). Hd também a possibilidade
das solucgoes, até mesmo em torno dos pontos criticos, mudarem de sinal. Lembremos que

para o caso A =0, as solucoes periodicas de periodo L nao mudavam de sinal qualquer que
seja L > V2.

Vamos agora construir uma familia suave de solugoes periddicas necessaria aos resultados
de estabilidade.
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Teorema 3.13. Fizemos (wy, Ag) de acordo com o Teorema 3.10 e seja Ly o periodo de

P(wo,A0)- Entao, existem uma vizinhanga O de (wo, Ag) e uma familia

(w,A) € O Pa) € H.,. ([0, Lo))

per,e
de solugoes periddicas com periodo Ly para (3.2) na qual depende suavemente de (w, A) € O.

Demonstracao. Nesta equacao nao é possivel utilizar o Lema 3.5. Desta forma, em vez de
calcularmos a derivada do periodo conforme fizemos na Proposicao 3.4, utilizaremos um
outro método para enxergarmos o sinal de 6. Em vista dos Teoremas 1.6 e 1.10, isto é
o suficientemente para concluirmos o desejado. Para calcularmos o sinal de 6 em (1.11),
precisamos calcular o valor de §'(Lg) resolvendo o sistema linear (1.9) com g(wy, Ag, ¢) =
wod — log(¢?)d + Ay. Afim de fixarmos algumas ideias, consideremos wy = 1 and Ay = 1.
Neste caso, temos que (wg, Ag) € Py e as raizes da fungao g(wp, Ag, ) sdaorg = —1, 1 = —0.28
e ro = 2.09. Para conseguirmos obter solugoes estritamente positivas com um maéaximo local
em = = 0, a condicao inicial de ¢(11) deve satisfazer 2.09 < ¢,1y(0) < 3.51. Unindo todas

estas informagoes e considerando ¢(1,1)(0) = 3, somos capazes de enxergar que ¢ = ¢

satisfaz
—¢" + ¢ — ¢log¢® + 1 =0,
6(0) = 3, (3.53)
¢'(0) = 0.

Utilizando (1.6) podemos estimar que L = 4.18. Calculando numericamente o problema
de valor inicial (3.53), podemos concluir que 6 ~ —0.08. Isto nos permite aplicar o Corolario
1.3 e concluirmos o resultado para este caso em particular. Na Tabela 1, apresentamos dife-

rentes valores para 6, utilizando ou argumentos estabelecidos no Teorema 3.10.

Valores de 6 relacionados a wy e Ay
wo | Ao ¢(w07A0) (0) Ly 0

2 | 4 5 3.49 -0.14

-1 -1 -0.1 4.32 -0.02

1| -2 -2 3.65 -0.03

-1 ] -2 -1 3.37 -0.03

Tabelal: Valores de 6 e Ly para diferentes (wq, Ao).
Portanto, o este teorema esta provado. O
As propriedades espectrais em relacao ao operador linearizado
L=L(v)=—0"~+ (w—2—log(¥{,))v. (3.54)

podem ser deduzidas combinando os argumentos inclusos na demonstracao do Teorema 3.13
com o contexto utilizado nas preliminares desta tese. Mais detalhadamente, temos a seguinte

proposicao.
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Proposicao 3.14. Sejam (w, A) € O e 9,4y a solugao pericdica de periodo Lo determi-
nada pelo Teorema 3.13. Entdo, o operador fechado, ilimitado e autoadjunto L em (3.54)
definido no L2, ([0, Lo]) com dominio H2,.([0, Lo]) possui um tinico autovalor negativo onde

a autofuncao associada € par. Zero € um autovalor simples com autofunc¢ao associada 1Z)Ew A)-

E, além disso, o restante do espectro deste operador € limitado e longe do zero.

A partir de agora, apresentaremos com detalhes os resultados de estabilidade orbital
referentes as ondas construidas anteriormente. Antes de iniciarmos, devemos observar que
nao podemos aplicar diretamente os critérios estabelecidos em [45], pois nossas ondas nao
sao ponto critico do funcional E + wF'. Todavia, nossos resultados a serem apresentados é
fruto de uma ampla adaptagdo dos argumentos contidos em [21], [45], e [54]. Baseado em
nosso objetivo, no que segue, consideraremos 1) = 94, 4,) como sendo uma solucao qualquer

dada no Teorema 3.13 com periodo minimal L. Definamos

0 0
n = a—w¢(w,A) (wo,Ao)7 6 Ca a_A¢(w,A) (wo,Ao)7
e consideremos
g [Fo 0 Lo
Mw = a5 w d > M = a1 w d s
() 9 . V(w,a)(T)dz o) A(Y) 94 |, V(w,a)(z)dx ondo)
10 [l 19 [l
F, = —— 2 d F = —— 2 d .
() 20w , Vi a)(@)dx o) e a(y) 294 J, Vi a)(@)dx o)

Antes de enunciarmos nosso teorema de estabilidade, precisamos de algumas defini¢oes

e também de alguns resultados preliminares. Seja p a semi distancia definida no espaco
X = H!, ([0, Ly]) dada por

per
plu, ¥) = inf [lu —v( +y)lx. (3.55)
Para € > 0 dado, definamos a e-vizinhanga da 6rbita O, como sendo
Us. . ={u e X; p(u,v) < e}. (3.56)
E necessario também considerarmos a variedade suave
So = {u€ X; F(u) = F(¥), M(u) = M()}, (3.57)

e 0 espaco tangente
Yo ={ueX; W,u)=(1,u) =0} (3.58)

Lema 3.15. Existem o > 0 e uma funcio o : U, — R de classe C' tal que, para todo

u € U,, temos

(ul- + o (), ) = 0.

Demonstracao. Omitiremos esta demonstracao pois ela ocorre de maneira idéntica a de-

monstragao do Lema 2.5 inserido no Capitulo 2. [
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O préximo resultado garante, sobre certas restrigoes, que o operador L ¢é estritamente

positivo.
Lema 3.16. Suponhamos que existe ® € X tal que (LP,p) =0, para todo ¢ € Ty, e
I:= (LD, D) <0. (3.59)
Entao, existe uma constante T > 0 tal que
(Lv,v) > 7lv]%,
para todo v € Yq tal que (v,9') = 0.

Demonstracao. Apresentaremos apenas as partes mais relevantes da demonstracao, pois os
argumentos utilizados aqui serao analogos aos da demonstracao do Lema 2.6 feita no capitulo
anterior.

Utilizando a Proposicao 3.14 podemos escrever
LZer([()? LO]) = [X] D [1//] D P7 (360)

onde y satisfaz ||x|| =1 e Lx = —Ax, Ao # 0. Fazendo uso dos argumentos contidos em

[58, pag. 278] temos que
(Lp,p) > 7u[pl?,  paratodope X NP,

onde 73 é uma constante positiva.

Deste modo, utilizando (3.60), podemos escrever
O =apx + bot +po,  ag,bo € R,
onde pp € X N P. Como ¢’ € ker(L), Lx = —A2x, e I <0, concluimos que
(Lpo, po) = (L(P — agx — bot)"), ® — agx — bot)’) = (LD, ®) + aj\§ < agAj. (3.61)

Considerando v € YTy tal que ||v|| =1 e (v,¢') = 0, é possivel escrever v = a;x + p;, onde
p1 € X N P. Logo,

0= (LD, v) = (—agA2x + Lpo, a1 X + p1) = —apar Ny + (Lpo, p1).

Observemos que (Lp1, x) = (p1, LX) = —Mi(p1, x) = 0, entdo, usando a igualdade ante-
rior, a desigualdade (3.61) e o fato de que a funcao (f, g) — (Lf, g) definida para f,g € XNP
é uma forma sesquilinear nao negativa em P, deduzimos que
(aoal/\%)Q

(Lv,v) = —a%)\g + (Lp1,p1) > _a%)\(z) + 2)2
Ao

= 0. (3.62)

Consequentemente, usando os argumentos de sequéncia contidos na demonstracao do Lema

2.6 do Capitulo 2, podemos concluir que
(Lv,v) > 7|]v||?, T >0,
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para todo v € T tal que (v,9') = 0. Vejamos agora que, na verdade, a desigualdade acima
ocorre para a norma de X. Com efeito, seja ¢ = w — 2 — log(w(?w’ A)). Temos, para qualquer
b >0, que

ol 417 < (F40) oy - " g (@)

-
1 2
< (2 +8) (2o.n) + bl I
Logo, escolhendo b > 0 conveniente tal que (1 — b||q|| ng”) > 0, podemos dizer que
(Lv,v) > r|vllx, e>0,

para todo v € T tal que (v,¢’) = 0. Portanto, isto prova o desejado e a demonstracao esta

concluida. O

No que segue, precisamos considerar H = E + woF + AgM, onde E, F' e M sao as
identidades conservadas definidas em (3.3), (3.4) e (3.5), respectivamente. O lema anterior

¢ extremamente 1til para estabelecermos o seguinte resultado.

Lema 3.17. Sobre as hipdteses do Lema 3.16 ezistem o >0 e D = D(a) > 0 tais que

H(u) — H(3) > Dp(u,¥)?,
para todo u € U, N 2.

Demonstracao. A ideia para demonstrar este lema segue os mesmos principios inseridos no
Lema 2.7 do Capitulo 2.
Seja u € X N Xy. Pelo Lema 3.15, segue que se u € U,, entao existem constantes a e b

tais que

u(-+o(u)=(14+a)+ <b+a<1/zol>) 1+y, (3.63)

com y € Ty. De fato, basta ver que escrevendo X = Ty @ Yy, segue que {1,% — (1,1)/Lo}

¢ uma base ortogonal para Y e, consequentemente, podemos escrever

u(~+0(u))—¢:a(¢—<¢L;1>)+bl+y, a,beR e ye Yy,
0

0 que prova a afirmacao.
Observemos agora que, por outro lado, se u € U, entdo existe ry tal que ||[u—y(-+7o)||x <

a. Dal, escolhendo sy = o(u) + ry, resulta que

[u(- + o (u)) =& (+ s0)llx = lu = (- +ro)lx <

Logo, quando tivermos u € U,, podemos assumir, a menos de uma translacao em 1 que

vl x < a com v :=u(-+o(u)) — .
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Consideremos a partir deste ponto que u € U, N ¥y. Sabemos que M ¢ invariante sobre

translacoes, deste modo resulta, por Taylor, que

M(u) = M(u(- + o(u))) = M) + (1,v) + O([[o]*).

(1,0) = <1,a(¢—<¢L+1>) + b1+ y) = bL.

0
Logo, sendo M (u) = M (1)) podemos concluir que

b=0O(|[vl) = O(lvllx)- (3.64)
Também sabemos que F' é invariante sobre translagoes, desta maneira, por Taylor segue
que
F(u) = F(u(- + (w))) = F(¢) + (¢, v) + O(|Jv]|*).
Como

o= (o (v =2 ) <o (ot - 28 o),

F(u) = F(¢) e b= 0O(||v||x), obtemos que
a = O([[v]x). (3.65)

Analisando agora H, temos que sendo 1 # 0, H'(¢)) = 0 e H suficientemente regular longe
do zero, entao podemos aplicar Taylor no ponto u(- + o(u)) = ¥ + v e, consequentemente,

obter que
H(u) = H(u(-+0(u)))
= HE) + (W), 0) + {5 ()0, ) + ol [ol])
= H@)+ %(ﬁv, v) + o([|v]|?)- (3.66)
Utilizando a defini¢ao de v e as igualdades (3.65) e (3.64), podemos reescrever (3.66) como
H () — () = 5 (L) + olllo]).
Além disto, pelo Lema 3.16, segue que existe D > 0 tal que
H(u) = H(y) = D|yl% + o(|[v]]*)-

Finalmente, usando os mesmo argumentos contidos no Lema 2.7 do Capitulo 2, podemos

dizer que para ||v||x suficientemente pequeno,
H(u) — H(¥) = DJv[|% + o(|[v[I%).
Portanto, para « suficientemente pequeno, temos a existéncia de D(«) tal que

H(u) = H(y)) 2 Dl + o([vl[X) = D(a)[vllx = D(a)p(u-4)*.
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Finalmente, podemos apresentar o nosso resultado de estabilidade. No que segue nesta

segao, estamos assumindo a boa colocac¢ao do problema (3.6) apresentada no Teorema 3.2.

Teorema 3.18 (Estabilidade). Seja ¥ = 1) (y,4,) @ onda periédica obtida no Teorema 3.13.
Suponhamos que a matriz

Fa(y) Ma(y)
Fu(¥) Mu(v)
seja invertivel. Se existir & € X tal que (LD, ) = 0, para todo p € Yo, e [ = (LD, D) <0,

entao 1 ¢ orbitalmente estavel em X com respeito ao fluzo de (3.1).

Demonstracao. Seja o > 0 a constante oriunda do Lema 3.17. Como H é continuo em 1,

temos que, dado € > 0, existe § € (0, «) tal que se ||ug — 1| < 0 entdo
H(up) — H(y)) < De?, (3.67)

onde D > 0 é a constante do lema 3.17. Agora precisamos dividir nossa demonstracao em
dois casos.

Primeiro caso: ug € ¥y. Como F' e M sao quantidades conservadas, se ug € X resulta
que u(t) € Xy, para todo t > 0. Além disso, o fato da fungao p(u(t),v) ser continua no
tempo nos permite escolher 7" > 0 tal que

p(u(t),v) < «, paratodote[0,T). (3.68)

Desta forma, u(t) € U,, para todo ¢t € [0,7). Combinando o Lema 3.17 com (3.67), con-
cluimos que
p(u(t),) <e,  paratodote[0,T). (3.69)

Provaremos agora que p(u(t), ) < «a, para todo t € [0,400), donde é possivel concluir, de
imediato, a estabilidade orbital restrita a pertubacoes na variedade 3. Com efeito, seja
Ty > 0 o supremo dos valores T" > 0 tais (3.68) ocorre. Afim de obtermos uma contradigao,

suponhamos que 77 < +o0. Escolhendo ¢ < § resulta, de (3.69), que
p(u(t),v) < %, para todo t € [0,7}).

Como t € (0,+00) — p(u(t), ) é continua, existe Ty > 0 tal que p(u(t),?) < %a < «, para
t € 10,71 + Tp), contradizendo a maximalidade de T3. Portanto, 77 = 400 e o teorema estd
provado para ug € .

Sequndo caso: ug ¢ Y. Primeiramente, afirmamos que existe (wy,4;) € O, tal que
F(Y,,a1)) = Fug) € M(Yw,,a,)) = M(uo). De fato, como M e F sao suaves e det(D) # 0,
pelo Teorema da Funcao Inversa, segue que existem 71,7y > 0 tais que a aplicacao

I': Brl (WO, Ao) — Br2<M(w>7 F(Zﬂ))
(w, A4) = (M (Pn), F($wa))
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é um difeomorfismo onde B, ((z,y)) denota a bola aberta em R? centrada em (z,y) com raio
r > 0. A continuidade dos funcionais M e F' nos permite obter que (se necessario, escolha
d > 0 menor)
M) = M()| < 5 and [F(u) = F()| < %,

ou seja, (M(ug), F(ug)) € B.,(M(), F(¢)). Como I' é um difeomorfismo, resulta que
existe um tnico (wi, A1) € By, (wo, Ag) tal que (M (ug), F(uo)) = (M (Y(wr,41)), F (Y, a1)))-
Portanto, a afirmacao esta provada.

Dando continuidade a demonstragao, temos, de acordo com o primeiro caso, que dado

e > 0, existe 0 < §; < € tal que se tivermos ||ug — ¥, a,)||x < d1, entao

p(u(t), Y, ay)) < ° para todo t € [0, c0). (3.70)

27
Sendo (w, A) — Y, a) suave, também temos que existe 6, > 0 tal que se tivermos

|(w, A) = (w1, A1)]| < 62, entao

o1

||¢(UJ,A) - 77Z}((1.11,Al)||)( < E (371)

Agora notemos que, utilizando o difeomorfismo local I' e continuidade de F' e M, podemos

escolher 0 < 9 < %1 suficientemente pequeno tal que se ||ug — || x <, entdo
||(OJ0,A0) - (wlaAl)HRZ < 52.

Desta forma, se ||ug — ¥||x < § para este § escolhido, temos que, utilizando (3.71),
4 0y
luo = Yen,anllx < lluo = dllx + ¥ = Y anllx < 5 + 5 =0

Logo, por (3.70), resulta que

p(u(t), Yiw, A1) < c para todo t € [0, 00).

2 )
Consequentemente, utilizando (3.71) e a desigualdade anterior, podemos concluir que

6 € ¢

p(u(t), %) < p(ut). Yiwran) + P, Ynan) < 5+ 3 <5 +5 <e

Portanto, o teorema esta provado.

No préximo resultado daremos condigoes suficientes para concluirmos que I < 0.
Proposicao 3.19. Seja K : R? =+ R a funcdo definida por
K(z,y) = 2*Ma(y) + 2y(Mo,(¢) + Fa(¥)) + y* Fo(v).

Suponhamos que existe (a,b) € R? tal que K(a,b) > 0. FEntdo, existe ® € X tal que
(LD, p) =0, para todo ¢ € Yq, €

[ = (LD, ) < 0.
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Demonstracao. Basta definirmos ® := af3 + bn. Desta forma, devido ao fato de L5 = —1 e
Ln = —, resulta que (LD, p) = 0, para todo ¢ € Ty, e

(LD, D) = (—a — b, afl + bn)
= —(2MA(¥) + abM,(¥) + abFa(v) + b*E, (1))
= —K(a,b).

Portanto, a demonstracao esta finalizada. O

Corolario 3.20. Suponhamos que Ay seja suficientemente pequeno. Entdo, 1 = 1y, 4) €
orbitalmente estdvel em X desde que det(D) # 0.

Demonstragao. Derivando a equagao
—" +wip —Plog? + A=0 (3.72)

com respeito a w e multiplicando tal equacao obtida por ¢ junto com sua integragao sobre
[0, Lo], obtemos que
2F,(¢) = 2F(¥) — Ao M., (¢). (3.73)

Dai, como F(¢)) > 0, obtemos que se Ay é suficientemente pequeno, entao F,(¢) > 0.
Portanto, considerando (a,b) = (0,1), concluimos que K (a,b) > 0. A conclusao final desta

demonstracao decorre da Proposicao 3.19 e Teorema 3.18. [

Corolario 3.21. Suponhamos que 1 > 0 e det(D) # 0. Se Ay > 0, entao eziste (a,b) € R?
tal que K(a,b) > 0. Consequentemente, existem ® € X tal que I = (L, D) < 0 e ) €

orbitalmente estavel em X.

Demonstracao. De acordo com a Proposicao 3.19 e o Teorema 3.18 ¢é suficiente mostrarmos
a existéncia de (a,b) € R? tal que K(a,b) > 0. Se M4()) > 0, podemos considerar (a,b) =
(1,0). Se F,(¢) > 0, podemos considerar (a,b) = (0,1). Suponhamos agora que M4 (¢)) <0
e F,(¢) <0. Notemos que do fato de det(D) # 0 temos que o caso (M4 (v)), M, (v)) = (0,0)
pode ser descartado. Derivando a equagao (3.72) com respeito a A, multiplicando a equagao

obtida por 1 e integrando sobre [0, Lo, obtemos que
2F4(¢) = M(¢) — AgMa(¥). (3.74)

Deste modo, derivando a equagao (3.73) com respeito a A e a equagao (3.74) com respeito
a w e comparando os resultados, concluimos que Fu(¢) = M, (1). Assim, a fun¢do K na

Proposicao 3.19 pode ser vista como
K(z,y) = 2*Ma() + 20y M., () + y* Fo(¥).

Se M4(v) = F,(¢) = 0, podemos considerar (a,b) = (—1,1) ou (a,b) = (1,1) de acordo
com o sinal de M, ().
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Dividiremos agora o resto da demonstracao em dois casos.

Caso 1. M, () < 0. Notemos que

A= M) = Ma(d) Fu(®)
= M) = Ma(e) (F(8) — AM,(4))
= Ma()* = Ma()F () = AMA($)M,(4) > 0.

Logo, ou K(z,1) = 0 ou K(1,y) = 0 possui duas raizes reais. Em qualquer um dos casos,
temos a existéncia de (a,b) € R? tal que K(a,b) > 0.

Caso 2. M, (1)) > 0. Observemos que

My) A

- Sa10)) - Matw) (F(0) - S00(0))

det(D) = o) (M - 2

= SMOM.) ~ MaW)F() > 0.

Dal, se M4(¢) < 0 temos que M4(v) det(D) < 0. Considerando (a, b) = (M, (), —M4(v)),

deduzimos que

K (a,b) = = My,(¢)*?Ma()) — My, () Ma(¥)) (Mos(9h) + Fa(¥)) — Ma(¥0)*Fiu (1))
= —Ma() (M, () Fa(y)) — Ma(¥) F(¢))
— — Ma(sb)det(D) > 0.

Finalmente, suponhamos que My(¢)) = 0. Como F,(v) = 0 ja foi estudado, podemos
M., (v)

Fu(¥)

MuWP | Mo _ M)
W) | EW) | @)

Portanto, isto finaliza a demonstracao deste corolario. O]

assumir que F, (1)) < 0. Considerandoa =1e b= — , obtemos que

K(a,b) = -2

Observacao 3.22. A Tabela a sequir apresenta alguns valores de M () det(D), M4(v), e
F,(v). Apesar de nao sermos capazes de provar analiticamente, calculos numéricos sugerem
que det(D) # 0 e F,(¢v) > 0 (o que implica K(0,1) > 0), para todo (w,A) € P;, i = 1,3
(recordemos que isto € verdade para A =0). Aplicando o Teorema 3.18 e a Proposi¢do 3.19,

podemos concluir, para os casos calculados, que 1 é orbitalmente estavel em X com respeito
ao fluzo de (3.1).
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Valores de I relacionados ao wy e A

wo | Ao | 9(0) | Lo | Ma(y)det(D) | Ma(v) | FL(¢)
1 1 3 4.18 -0.47 -0.21 7.41
2 4 5 3.49 3.13 24.99 21.81
-1 -1 | -0.1 | 4.32 0.50 0.44 1.42
1 -2 -2 | 3.65 2.80 8.99 7.82
-1 -2 -1 3.37 -1.65 -0.14 0.52
5) 3 15 | 4.21 354.78 1.22 349.28
-3 -2 | -0.5 295 0.18 0.43 0.22
-5 |-0.11]-0.1 | 3.76 0.01 0.45 0.01
-10 ) -2 | -0.2 | 2.03 0.0008 0.20 0.004
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CapiTULO 4

Estabilidade Orbital de Solucoes

Ondas Periédicas para Equacoes

Dispersivas Regularizadas

Nesta parte da tese, apresentamos condigoes suficientes para a estabilidade orbital de

ondas viajantes periddicas associadas ao seguinte modelo de equacao dispersiva regularizada
u + Uy + uy, + (Mu)y =0, (4.1)

onde u : R Xx R — R é uma fungao L-periédica (isto é, com periodo L) de valor real. Aqui,
M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no contexto peridédico e é definido via

multiplicador de Fourier por
Mg(r) = 0(r)g(r), K€ (4.2)
onde # ¢ assumido ser continuo e satisfazendo
v1|k|™ < 0(k) < Vol k™2, Mg >0, (4.3)

para todo k € Z e para algum v; > 0, i = 1,2. Formalmente, a equagao (4.1) admite as

seguintes quantidades conservadas

1 [t 1,
P(u) = —/ uMu — U dx, (4.4)
0

L
F(u) = 1/ uMu + u’dzr, (4.5)
0

M(u) = /O e (4.6)

A partir deste momento, assumiremos que a equagao (4.1) possui solugdes onda viajante
periédica da forma u(x,t) = ¢(xr — wt), onde w € R e ¢ : R — R é uma fungao suave.

Substituindo este tipo de solugao em (4.1), obtemos que

1
WMP,a) + (W = 1),a) — §¢?W,A) +A=0, (4.7)

onde A é uma constante de integracao.
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As quantidades conservadas dadas em (4.4), (4.5) e (4.6) nos permite considerar o funci-
onal

G(u) = P(u)+ (w—1)F(u) + AM (u) (4.8)

e o operador linearizado em torno de ¢, 4y dado por
L= ﬁ(%A) =wM + (w — 1) — gb(w,A) = G”(¢(w,A))- (4.9)

Observacao 4.1. Em todo o contexto desta secao estamos assumindo a existéncia e unici-

dade de solugoes globais para o problema de valor inicial

{ g + Uy + vty + (Mu), =0, tEeR

u(z,0) = ug(x), x€]|0,L]. (4.10)

@
Note que o espago desejado para tal resultado € o espago de energia X = Hpé ([0, L])
uma vez que na prorima se¢ao utilizaremos o funcional (4.8) para concluirmos os resultados

desejados.

Nossos resultados sobre estabilidade a serem apresentados se focam em torno da seguinte

hipétese a ser assumida:

(H) Seja (wo, Ag) € (0,400) x R fixo. Suponhamos que ¢ := ¢(u,,40) € Cpo([0, Lo]) é uma

per

solucdo onda viajante periédica par para a equagao (4.7) com periodo fixo Ly > 0. Além

disso, o operador autoadjunto Ly := L,,,4,) possui somente um autovalor negativo
sendo este simples e zero é um autovalor simples com autofuncao ¢’ := a% .

Com a hipétese (H) inserida, a ideia é construir uma superficie de ondas periédicas com
periodo fixo
(w,A) € O = d,n) € H,,. ([0, Lo]), paratodon € N, (4.11)

perye
tais que essas solugoes resolvem (4.7) para todo (w,A) € O onde O é um subconjunto
aberto de (0,+00) x R. Além disto, a hipdtese (H) serd muito 1til para entendermos o
comportamento do espectro nao positivo do operador linearizado L, 1) em (4.9). Estes
argumentos citados nos permitird provar a estabilidade orbital de ondas peridédicas sem
o prévio conhecimento do comportamento da matriz hessiana associada ao funcional de
Lyapunov apresentado em (4.8) conforme ¢é requirido em vérios trabalhos tais como [7], [13],
[21], [45], [54], e em muitos outros relacionados ao assunto. Nossos argumentos sao baseados

em [6] e [65], e eles aprimoram as ideias apresentadas em [45].

4.1 Estabilidade Orbital de Ondas Periodicas

Nesta se¢ao, apresentamos a teoria de estabilidade baseando-se nos argumentos contidos
em [21], [45] e [54]. Para chegarmos aos resultados principais precisamos, primeiramente,
garantir que a hipdtese (H) é suficiente para mostrarmos a existéncia de uma superficie de
solugbes periddicas para (4.7) na qual serd extremamente 1til para as futuras andlises de

estabilidade que serao apresentadas.

29



Teorema 4.2. Suponhamos que a hipdtese (H) ocorre. Entdo existe uma vizinhanga aberta

O C (0,00) x R contendo (wo, Ag) e uma superficie suave

(w, A) € O = dw,a) € H,,. ([0, Lo]), para todo n € N, (4.12)

per,e
de solugoes Ly-periddicas pares que resolvem (4.7).

Demonstragdo. Definamos Y : (0,00) x R x H™2 ([0, Lo]) — L2, ([0, Lo]) onde

per,e per,e
1
T(w,4,0) = Mo + (0 — 1) — 56 + 4, (4.13)
e H.. ([0, Lo]), n > 1, indica o espago de Sobolev periddico H}., ([0, Lo]) constituido pelas

fungoes Lo-periddicas pares. Pela hipétese (H), segue que Y (wy, Ag, ¢) = 0. Além disto, no-
temos que T é suave e sua derivada a Fréchet com respeito a ¢ calculado no ponto (wp, Ao, ¢)
¢ dada pelo operador
G = woM + (wg — 1) — ¢.
Sabemos, pela hipdtese (H), que ¢ é a unica autofungao de G (onde estamos olhando para
G como um operador definido em L2,([0, Lo]) com dominio H?% ([0, Lo])) cujo autovalor é

A = 0. Mas sendo ¢’ fmpar, resulta que ¢’ nao pertence a H)2 ([0, Lo]) e, consequentemente,
G é injetivo. Vejamos agora que G também é sobrejetivo. Com efeito, como G é um operador
autoadjunto, segue que 0(G) = 04i5.(G) U 0ess(G). Dai, sendo H2 ([0, Lo]) imerso compac-

er,e
tamente em Lf,em( [0, Ly]), obtemos que G possui resolvente corﬁpaeto. Consequentemente,
0ess(G) = 0 e 0(G) = 0aise(G) é constituido por autovalores isolados com multiplicidade
algébrica finita. Finalmente, como G é injetivo, temos que 0 nao é um autovalor de G e,
portanto, 0 nao pertence a o(G). Logo, 0 € p(G), onde p(G) denota o conjunto resolvente de
g e, consequentemente, por definicao, G é sobrejetivo.

Os argumentos acima implicam que G~! existe e é um operador linear limitado. Portanto,
como T e T, sao fungoes suaves, pelo Teorema da Fungao Implicita concluimos o resultado

desejado. O]

Nosso préximo resultado nos mostra que a propriedade espectral contida em (H) é preser-

vada via pequenas pertubagoes do par (w, A) em um subconjunto aberto contendo (wg, Ap).

Proposicao 4.3. Suponhamos que (H) ocorre e seja ¢, 4y a solu¢io onda periodica obtida
no Teorema 4.2. Entdo, para todo (w,A) € O, o operador L = wM + (w — 1) — d(u,4)
possui somente um autovalor negativo sendo este simples e zero € um autovalor simples cuja
autofuncao é %gb(w,A)

Demonstragao. Primeiramente, consideremos (w, A) € O com O proveniente do Teorema 4.2
e definamos £ := %L. A familia de operadores autoadjunto L=M+ “T_l — % ¢ definida em
L2, ([0, Lo)) com dominio D(L) = H™2([0, Lo)). Considerando a métrica gap 6 (veja pégina

per per

197 no Capitulo IV de [58]), segue, pelos Teoremas 2.14 e 2.17 no Capitulo IV de [58], que

~ ~ o allie) = # P4 *
5(£(wo,Ao)7 ﬁ) <2|1+ 2 0 E(won) + w L
L°°:| ’

w

2
W

wo—l w-—1

‘ N H%’A)  Plwo.Ao)
w

Wo

Wy w
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~ o~

ou seja, (E(MO,AO),E) — 0 quando (w, A) — (wo, Ap). Desta forma, pelo Teorema 3.16
contido no Capitulo IV de [58], resulta que os autovalores isolados de L., 4,) 580 estaveis.
Logo, concluimos que L possui a mesma propriedade espectral de Z(wm 4y) Para todo (w, A) €

0. Consequentemente, sendo £ = w/j, w > 0, temos que o resultado esta provado. O

No que segue, suponhamos que (H) ocorre. Utilizando a Proposigao 3.14 e o fato de

Lo > 0 ser fixo, podemos considerar as seguintes denotagoes:

n = a%dﬁ(w,A) ey P a%éﬁ(w,A) o)’
Seja também
5 Lo o Lo
My (¢) = 7w J, Pw,a)(T)dx o) My(¢) = 94 /. Plw,4)(T)dz o)
@) =2 [ oM + Gm(elds]
20w J, ’ (0,40)
) 1o [

Fa(¢) = =— 2 .
al0) =551 i (w,4) M P, ) + O, 1) (7)d o)

Antes de enunciarmos nossos principais teoremas, precisamos de algumas consideracoes e
defini¢oes preliminares. Neste capitulo, a definicao de semi-distancia é a mesma do Capitulo
my
3, porém, o espaco de energia a ser considerado é X = Hp. ([0, Lo]).

Definamos o funcional auxiliar
Qu) == xoF(u) + yo M (u), (4.14)
com o, Yo # 0, e consideremos o espago tangente
To={ueX; (xg(M¢p+ ¢) + yo,u) = 0}. (4.15)
Nos proximos resultados, assumiremos algumas condigoes necesséarias para xg € yp.
Proposicao 4.4. Seja A : R? — R a funcdo definida por
Az, y) = 2°Fo(9) + ay(Ma(9) + Fa(9)) + y*Ma(9).

Suponhamos que existe (xo,yo) € R? tal que A(xzo,yo) > 0. Entdo, existe ® € X tal que
(Lo®,p) =0, para todo p € Ty, €

[ = (Lo®, ) < 0.

Demonstracao. Basta considerarmos ® := xgn + yo8. O resto da demonstragao ocorre de

maneira idéntica a demonstracao da Proposicao 3.19 do Capitulo 3. O

61



Corolario 4.5. Suponhamos que (H) ocorre. Sewy—1—2A9#0 e

Lo
$(¢) = (20}0(0)0 - 1) + 2A0 + 1) M(¢) -+ UJO/ QSMQSdZU + (QAO(CUQ + 1) — Wo + 1) L() > O,
0

entdo existe (xo,yo) € R? tal que A(xg,y0) > 0. Em particular, se M(p) > 0, podemos
escolher wy e Ay tais que A(xg,yo) > 0.

Demonstragao. Primeiramente, afim de simplificarmos as notagoes, definamos ¢ := ¢ a)
como sendo a solugdo periédica obtida no Teorema 4.2. Derivando a equacao (4.7) com

respeito a w e A, temos, respectivamente, que

My +wMn+yp+(w—-1)n—yn=0 (4.16)
e
wMpB+(w—-1)8—¢B8+1=0. (4.17)
Consequentemente, se integrarmos as equagoes (4.16) e (4.17) sobre o intervalo [0, Ly], ob-
temos que
1o [* ,
A | Ydr = M)+ (w—1)M, () (4.18)
20w J,
e
1o Lowzd = Lo+ (w—1)Ma(v) (4.19)
29A ; r = Ly w A . .

Por outro lado, multiplicando (4.16) por ¢ e (4.7) por 1, somando as equagoes resultantes

e usando (4.18), concluimos que

10

M(¢) + (w —1- g) M, () = F(¢) + wF, (1) — Za_w/o ' Rde. (4.20)

Similarmente, multiplicando (4.17) por ¢ e (4.7) por (3, somando as equagoes resultantes e

usando (4.19), segue que

A 1 10 [

Agora, multiplicando (4.16) por v, integrando sobre [0, Ly] e usando (4.7), temos que

19 [f
2F (1)) — =— 3de — AM,,(¢) = 0. 4.22
)~ 550 | W -AML) (1.22)
Analogamente, multiplicando (4.17) por %, integrando sobre [0, L] e usando (4.7), obtemos
que
()~ 2 [ e~ AMw) = 0 (4.23)
604 J, T oA =R '

Desta forma, derivando (4.22) com respeito a A, derivando (4.23) com respeito a w, e

somando os resultados, obtemos a igualdade

Fa(y) = Mu(¥). (4.24)



Dai, comparando os resultados em (4.22), (4.23) e (4.24) com (4.20) e (4.21), podemos
concluir que
M) +2F(¥) + (w — 1 = 24) M, () = wF,(¢) (4.25)

Lo+ (w — 1 — 24) Ma(¥) + M () = wM,, (). (4.26)

Finalmente, coletando os resultados em (4.25) e (4.26), considerando wy — 1 — 24y # 0,

e calculando os resultados no ponto (wy, Ag), obtemos que

r3(wo — 1 — 24)

2
Ao, y0) = < + 2wy + &> M.()

Wo Wy — 1— 2A0
+ 55 (M(9) + 2F(6)) - — B (M(6) + Lo)
Wo Wy — 1— 2A0 0/
Escolhendo yg # 0, 2o = % e usando o fato que
1 [ho
(w0 = DM(8) + 5 [ 6Mods+ ALy = F(@), (1.27)
0

nos concluimos que

y2 Lo

A(zo,yo) = (@ —1 - 24,2 (2wo(wo — E)r+ 240 + 1) M(6) 4 wo ; pMeodz
I'

+(?A0(WQ + 1) — Wo + 1/)[40

I

Isto prova a primeira parte da demonstragao. Vamos agora verificar a segunda parte do
resultado, isto é, quando tivermos, em particular, que M (¢) > 0. Com efeito, observemos
que é possivel escolhermos wy e Ay tais que wp — 1 — 24y # 0, '} > 0 e I'y > 0 (escolha,
por exemplo, Ay = 1 e wy suficientemente grande) onde I'y e I'y sdo definidos na equagao
acima. Logo, usando (4.3) e a hipdtese M(¢) > 0, deduzimos que s(¢) > 0 uma vez que

wo OLO dModz > 0, o que conclui a demonstragao. O

Vejamos agora algumas consideragoes que serao de extrema importancia para os proximos

resultados. Notemos que o operador Ly é o inico operador autoadjunto tal que

(G (P)v, 2] = (Lov, 2), veCT

per

([0, Lo]), =z € X, (4.28)

onde G” denota a segunda derivada a Fréchet de G e [, -] a dualidade em X'. Em particular,
temos que G"(¢)v = ZLyv, para todo v € C2.([0, Ly]), onde Z : X — X' denota a injegao

per
2

natural de X em X' com respeito ao produto interno de L.,

([0, Lo]). Mais precisamente,
[Zu,v] = (u,v), u,ve X. (4.29)

O proximo resultado estabelece em que condigoes o operador L é estritamente positivo.
Nesta proxima proposicao a ideia que serd apresentada é a mesma utilizada no Lema 3.16
no Capitulo 3.
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Proposicao 4.6. Suponhamos que (H) ocorre e que existe & € X tal que (Lo®,p) = 0,
para todo ¢ € Yy, e
I:={(Ly®,®) <0

Entao, existe uma constante T > 0 tal que
(Lov,v) = 7[v]%,
para todo v € g tal que (v,¢') =0

Demonstracao. A demonstracao desta proposicao ocorre de maneira idéntica a demonstracao

do Lema 3.16 do Capitulo 3. Sendo assim, omitiremos esta prova. O]

E importante ressaltar que, devido a Proposigao 4.6 e a relagao (4.28), segue por argu-
mentos de densidade que
[G"(¢)v,v] > T|v]I% (4.30)

para todo v € T tal que (v, ¢’) = 0.
Consideremos R : X — X’ como sendo o isomorfismo de Riesz com respeito ao produto

interno em X, ou seja,

[Ru,v] = (u,v)x. (4.31)

O préximo lema nos mostra que a positividade apresentada em (4.30) é mantida se conside-

rarmos as condicoes de ortogonalidade em X.

Lema 4.7. Sobre as hipdteses da Proposi¢ao 4.6, consideremos I definido em (4.29) e

z = {¢,R'IQ(¢)}"
{Z € X; <27¢/>X - <ZaR_IIQ/(¢>>X = O}

Entao, para o mesmo T > 0 existente em (4.30), temos que
[G"(¢)z, 2] = 7ll=]1%
para todo z € Z.

Demonstracao. Definamos, para cada z € Z,

U:Z_<va>¢
com 1) = H¢’H Notemos que v € Ty, pois
(0.6 = (endh) = ()
= (z,¢) = (z,¢)
= 0
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(Q'(0),v) = (RTIQ(¢), v)x = (z,9)(Q'(9),¢) = 0.

b
el

Desta forma, pelo Lema 4.6, existe 7 > 0 tal que
[G"(¢)v,v] > 7v]%,
ou equivalentemente,
(R7IG"(9)v,v)x = 7llv%- (4.32)

Analisando agora as caracteristicas de G”, temos que G”(¢)¢’ = 0. Consequentemente,

resulta pela definicao de v que
G"(p)v = G"(¢)z.
Definamos o operador S : X — X, dado por

S :=R1'G"(). (4.33)
Entéao, podemos escrever
(Sv,v)x = (Sz,2)x.

devido ao fato de S ser autoadjunto. Além disso, se z € Z, temos que

I21% = (2,0 + (2, ¥)¥)x = (2,v)x < 2lxllv]lx,

isto é, ||z]|x < ||v||x. Finalmente, combinando a desigualdade anterior com (4.32), obtemos
que
[G"(¢)z, 2] = (Sz,2)x = (Sv,v)x > 7ok > 7ll2%-

Portanto, o lema esta provado. O

O resultado anterior é extremamente 1til para estabelecermos o seguinte lema.

Lema 4.8. Sobre as hipoteses do Lema 4.7, existe N > 0 e 11 > 0 tal que
(Sv,v)x +2N(RT'ZQ'(¢),v)x > mlv[l%,
para todo v € {¢'}" = {u e X; (¢,u)x =0}, onde S € definido em (4.33)

Demonstragao. Como (R™'ZQ'(9), ¢ )x = [ZQ'(¢),¢'] = (Q'(¢),¢’) = 0, entdo podemos
escrever v € {¢'}" como
vV=RWA 2

R'IQ'(¢)

Tk = (v,w)x e z € Z. Pelo Lema 4.7, obtemos que

com w =
(Sv,v)x > K*{(Sw,w)x + 2r(Sw, 2) x + 72| %- (4.34)

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young, deduzimos que

252

26(Sw, z)x < s[lz[1% + 7\|Sw\|§<. (4.35)

o | S
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Notemos que, além disto, podemos escolher N > 0 dependendo somente de ¢ tal que

2 !/
(Sw.w)x — Z|ISwl} +2N|RIQ @)% = 3. (4.36)

\)

Portanto, usando (4.34), (4.35) e (4.36), concluimos que

(Sv.0)x + 2NRITQ(0). 00k = (Sv.v)x +2NR2RVTQO)}

2 2
Swwhx -+ 7l = (Gheli o+ Zlsulk )
PNRIRIIQ )

:
26+ 20

2
= Zjoll

A%

v

donde podemos concluir esta demonstracao. O]

Seja N > 0 a constante obtida no lema anterior. Para prosseguirmos com nossas ideias,

é necessario definirmos o funcional V : X — R dado por

V(u) = G(u) — G(9) + N(Q(u) — Q(¢))*, (4.37)

onde G é definido em (4.8) e validado no ponto (wp, Ag). Verifica-se facilmente que V' (¢) = 0
e V'(¢) =0, pois

V' (), 0] = [G'(u), v] + 2N (Q(u) — Q(4)) [Q'(u), v],

para todo u,v € X. O préoximo lema nos traz uma importante propriedade de minimizacao

do funcional V.
Lema 4.9. Existem o« > 0 e D > 0 tais que
V(u) > Dp(u, ¢)*
para todo u € U, = {u € X; p(u, ¢) < a}.
Demonstracao. Primeiramente, observemos que pela definicao de V' segue que
V" (w)o,v] = [G" (u)v, 0] + 2N(Q(u) = Q(9)) [Q"(w)v, 0] + 2N [Q'(u),v]",

para todo u,v € X. Em particular,

[V"(¢)v,0] = [G"(¢)v,v] + 2N [Q(¢),v]?
= (Sv,v)x + 2N(R'ZQ'(¢),v)%.

Consequente, pelo Lema 4.8, resulta que
V" (@)v,v] = milvlk. (4.38)
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para todo v € {¢'} .
Por outro lado, utilizando Taylor para fazer uma expansao de V' em torno de ¢ nos revela

que

V(W) = V() + V(@) u— g+ 5 V(@) u—dhu—g] +hw),  (439)

com lim 4 — 0. Deste modo, podemos escolher o > 0 tal que

|h(u)| < %Hu — o||%, para todo u € B,(¢), (4.40)

onde B,(¢) = {u € X;||u— ¢||x < a}.
Como V(¢) =0e V'(¢) =0, temos de (4.38), (4.39) e (4.40) que
Vi) = 5 V@) 9)u— o] +hlw)
Slu =613 = Sl —¢l%

> plu,o)

v

para todo u € B,(¢) tal que (u— ¢) € {¢/}".

Vamos agora provar que (4.41) ocorre para qualquer u € U,. Com efeito, definamos
f(r) = lu—¢(-+7r)||%. Sendo u € U,, entao existe um ponto de minimo global r; € [0, L] tal
que u(-—r1) € Ba(¢) com (u(-—r1)—¢) € {¢/}". Como V é invariante por translacao, resulta
que (4.41) ocorre e, portanto a afirmacao estd provada. Desta forma, também podemos

afirmar que a demonstracao esta finalizada. O
Finalmente, apresentamos agora nosso teorema de estabilidade.

Teorema 4.10 (Estabilidade). Seja V' o funcional definido em (4.37) e suponhamos que
a hipdtese (H) ocorre. Se existir ® € X tal que (Lo®,@) = 0, para todo ¢ € Yo, e
I = (LoD, ®) <0, entdo ¢ é orbitalmente estavel em X com respeito ao fluro de (4.1).

Demonstracao. Seja a > 0 a constante existente no Lema 4.9. Como V é continuo em ¢,

temos que dado € > 0, existe 6 € (0, a) tal que se ||ug — ¢||x < J, entdo
V(ug) = V(ug) — V(¢) < De?, (4.41)

onde D > 0 é a constante do Lema 4.9.

A continuidade no tempo da fungao p(u(t), ¢), nos permite escolher 7' > 0 tal que
p(u(t),¢) < o, paratodot € [0,T). (4.42)

Logo, u(t) € U,, para todo t € [0,7"). Combinando o Lema 4.9 e o fato de que V(u(t)) =
V(up) para todo t > 0, obtemos que

p(u(t),¢) <e,  paratodot e [0,T). (4.43)
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Vejamos agora que, na verdade, p(u(t), ¢) < a, para todo t € [0, +00), donde poderemos
concluir esta demonstracao e, consequentemente, a estabilidade orbital de ¢. Com efeito,
seja Ty > 0 o supremo dos valores de 7" > 0 tal que (4.42) ocorre. Afim de obtermos uma

contradicdo, suponhamos que 77 < +00. Escolhendo, ¢ < § resulta, de (4.43),
p(u(t), ¢) < %, para todo t € [0,77).

Como a funcdo t € (0,400) — p(u(t),¢) é continua, segue que existe Ty > 0 tal que
p(u(t),¢) < 3a < a, para t € (0,71 + Ty), contrariando a maximalidade de Ty. Portanto,

Ty = 400 e o teorema esta provado. O
Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.11. Suponhamos que a hipotese (H) ocorre. Se s(¢) > 0, entdo a onda

periodica ¢ € orbitalmente estdvel em X.

4.2 Aplicacoes

Nesta ultima secao, aplicaremos os argumentos desenvolvidos na se¢ao anterior afim de
obtermos a estabilidade orbital de ondas periddicas relativas a vérias equacoes dispersivas

regularizadas inseridas na literatura corrente.

4.2.1 Equacao Benjamin-Bona-Mahony

Se considerarmos M = —3? em (4.1), nds obtemos a equagao Benjamin-Bona-Mahony

(BBM daqui por diante)
U + Uy + Uy — Uggr = 0. (4.44)

O resultado de existéncia e unicidade de solugoes globais para o problema (4.44) pode ser
encontrado em [3] e [17]. Neste caso, o problema (4.44) é bem posto no espaco H,.,.([0, L])
com s > 1.

Na referéncia [15], os autores construiram solugdes Lg-periddicas associadas a seguinte
equacao

1
—W0P(iun, 40) T (Wo = D)o, a0) — §¢%w0,AO) + Ao =0, (4.45)

Neste caso, foi considerado Ag = 0 e Ly > 2m. Estas solugoes foram obtidas de forma

explicita e, mais especificamente, sao dadas por

E
() = Pug,a0) () =a+D (an(dx; k) — ?) (4.46)
onde
18w K E — 16K 2wo(2 — k2) + (wo — 1) L2 48wy K oK
a= : b= ; d=—
L2 2 Lo
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L
wn =
" L2 16K2V1 - R + kP

Aqui, a fungao K = K (k) denota a integral eliptica completa do primeiro tipo e E = E(k)

(4.47)

denota a integral eliptica completa do segundo tipo. Ademais, ambas as funcoes dependem
do médulo eliptico k € (0,1). O grafico de wy(k) com periodo fixo Ly = 47 pode ser visto
na figura 4.1.

Observemos que

lim L§ — 16 K°V1 — k2 + k* = L3 — 47%,

k—0
Como estamos considerando Ly > 27 segue que o limite acima é positivo e, portanto, existe
ki(Lo) tal que L2 — 16 K2y/1 — k? + k* > 0 no intervalo (0, k1(Ly)). Notemos também que
L2 — 16 K*V/1 — k? + k* é decrescente neste intervalo pois 16 K2v/1 — k2 + k% é crescente.

Dal, wy € (w§,00), para todo k € (0, k1(Lg)), onde wj = S5~ 0. Além disso, segue de

L3—4n?

(4.47) que wy é positivo e estritamente crescente neste intervalo (veja, por exemplo, a figura

4.1).

Figura 4.1: Grafico de wy dado em 4.47.

O operador associado a este caso é dado por
,Co = —woﬁg + (CUO — 1) — ¢

Analisando o Teorema 7.1 apresentado na referéncia [15], podemos concluir que todas
as propriedades espectrais de Ly necessarias ao nosso problema foram estabelecidas, isto
é, temos que Ly possui exatamente um autovalor negativo sendo este simples e zero é um
autovalor simples cuja autofuncao é %qﬁ. Deste modo, apds todas estas informagoes serem
apresentadas, podemos concluir que a hipétese (H) é verificada para este caso.

Vejamos agora que s(¢) > 0. Com efeito, primeiramente, lembremos que para este caso
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temos que
Lo
s(¢) = (2wolwo—1)+1)M(p)+ wo/ dMaopdx + (1 — wy) L
Lo "
= 51(6) + wo / dModa.
0

Notemos que M (¢) = aLy. Dali, segue deste fato que

s1(¢) = (2wolwo —1) +1) M(¢) + (1 —wo)Lo
= (2wo(wo — a+a— (wy — 1)) Lo.
Por outro lado, existe ko(Lg) (veja Figura 4.2) tal que

_ ABwoKE — 16K%wy(2 — k%) wy
L Lj

(48KE — 16K*(2 — k%)) > 0,

a— (wo—1)

para todo k € (0, k2(Ly)). Seja kr, = min{k;(Lg), ka(Lo)}. Sendo a > 0, wy > 1 e k — wo(k)
crescente sobre (0, kz,), concluimos que

2wo(wo — 1)a+a— (wp—1) >0
no intervalo (0, kr,). Consequentemente,

s(@) > s1(¢) >0, com wy € (w,00).

40

30

20
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Figura 4.2: Gréfico de g(k) := 48K E — 16 K*(2 — k?).

Finalmente, pelo Corolario 4.11, obtemos que ¢ em (4.46) é orbitalmente estéavel em
H ([0, Lo]) com respeito ao fluxo de (4.44).

per
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Observacao 4.12. O mesmo resultado de estabilidade orbital apresentado nesta aplicagao foi
concluido no trabalho [15]. No entanto, os autores deste trabalho apresentaram tal resultado
utilizando argumentos cldssicos contidos na referéncia [45] donde foi necessdrio calcular a
condi¢io F,(¢) > 0 . Em nosso contexto, concluimos o resultado de estabilidade orbital de
uma maneira mais simples e sem a necessidade de calcular este termo mencionado. Devido
a este fato, acreditamos que a teoria apresentada meste capitulo possui grandes aplicacoes

em problemas até entao nao solucionados.

4.2.2 Equacao de Quinta Ordem

Nesta subsecao, apresentamos a estabilidade orbital de ondas viajantes periddicas rela-

cionadas ao seguinte modelo de quinta ordem
U + Uy + Uy + Uggper = 0. (4.48)

Em outras palavras, estamos considerando M = 9 na equagao (4.1). Vale salientar que

(4.48) é a equagao regularizada da equagao

na qual é extremamente utilizada em modelos de propagacao nao linear em linhas de trans-
missao.
Existéncia e Unicidade

Provaremos, nesta subsecao, que o problema de Cauchy periédico

{ Ut + Uy + UG + Uggrat = 07 (450)

u(z,0) = ug(x).

possui existéncia e unicidade de solu¢do em X = H? ([0, Lo]). Inicialmente, observe que

podemos escrever (4.50) na seguinte forma

(140;) uy = —0, (u + %u2> : (4.51)

Dai, aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados de (4.51) na variavel espacial

x, obtemos
1 A
(1+ kHay (k) = —ik (u + §u2) (k), kel (4.52)
Logo, podemos afirmar que

~ A
R ik 1,
w (k) = E (u +5u ) (k)

— (K % (u + %qﬁ))/\ (k) (4.53)
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onde (K W (k) = 1?:4 u(k). Consequentemente,

1
Integrando (4.54) de 0 a t e usando que u(z,0) = up(z), obtemos a forma de Duhamel

¢ 1
u(z,t) = up(x) +/ K * (u + §u2) (x,T)dr (4.55)
0
associada ao problema de Cauchy (4.50).

Teorema 4.13. Para cada uy € H},

tal que w € C([0,T), H2,.([0, Lo))).

per

([0, Lo)), existe T > 0 e uma tunica solug¢do u de (4.55)

Demonstrac¢ao. Consideremos um tempo 7" > 0 a ser escolhido mais adiante e definamos o
espago
Y = C([07 T]? H;er<[07 LOD)?

munido da norma ||ully = sup |lu(?)|/gz,,. Além disso, definamos o operador A tal que
te[0,T

A:Y =Y
. Lo (4.56)
u— Au) =ug + [ K * (u+ 3u?) dr.
Existéncia Local. Com o intuito de utilizarmos o Teorema do Ponto Fixo de Banach,
vejamos que existem rg > 0 e T > 0 tais que A(u) € B,, sempre que u € B,,, onde
B,, = {u €Y; |ully <o} e, além disto, A : B,, — B,, ¢ uma contracao. Com efeito,
inicialmente temos, devido a desigualdade (1 + k%)2k?/(1 + k*)? < 1 para todo k € Z, que

se consideramos w € H}, ([0, Lo]) qualquer, entao

+o0
1K *wlf = Lo Y (L+KPIKE) o)
k=—0o0
+o0 kz
= T 1 22 Y1 2

“+o0o
< Lo ) ok

k=—00

= [l (4.57)

Por outro lado, usando o fato de que H3,,([0, Lo]) é uma élgebra de Banach para s > 1,

resulta que

U2

= = cilul (4.58)

5 per
Hper
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com Cy > 0 constante. Desta forma, considerando uy € Hp,,.([0, Lo]), obtemos por (4.57)

com w = u + zu® e (4.58), que

! 1
A, < Tuollag, + [ |15 (w4 guer) | - ar
0 H]2)ET‘
! 1
< ol + [ fute)+ guter| s
o 2 Mlag,
<

t
||UO||H§ET + / ||U(t)||HgT + C’1||u(t)||§{gerd7'
0

< luollag,, + T (lully + Cillully) .

- per

para todo t € [0,7T], o que implica que

1AWy < lluollmz, + T (Jully + Cillully) - (4.59)

per

A desigualdade acima (4.59) nos permite concluir que A estd bem definido. vejamos agora
que A é uma contracdo. De fato, usando (4.57) e o Teorema do Valor Médio, temos que
existe 0 € (0,1) tal que

e [ (]
< 4flov+ (1= B)ul(u — v)]?
2
< A, + (1= B)ull=)” (= o))
2
< G (vl + lullag, ) N — o)l (4.60)

com Cy > 0 constante, para todo u e v em H2 ([0, Lo]). Logo, (4.57) e (4.60) nos fornece

per

que

1A(u(t)) = Aw()lmz, < AHK»@@»—M@M@”+HK*wuf—vwﬁuw dr

per

< [ 10 = o)l
[ VG (IOl + 1O, ) 1) = o)
< [ 1) = o)l

t
+ Aymumm+wwwmww—wmm@m
< Tlu—vlly (14 v/ (ol + Jlully))
para todo t € [0,7]. Portanto, segue que
JA@) = A@)ly < Tllw = vy (1+v/C (ol + ully)) (4.61)
Finalmente, se u,v € B,,, entao resulta de (4.59) e (4.61) que

IA@)lly < lluollaz,, +T(ro + Cirg)

per
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[A(w) = A(v)[ly < Tlju = vlly (1 +2+/Caro).

~ o\ -1 -
Escolhendo ro = 2||ug|| e T = (1 + C’r()) com C' = max{C1,2y/Cy}, obtemos que

1
1AWy < 7o e [[A(u) = A@)lly < Fllu—vlly.

Concluimos desta maneira que A : B,, — B,, ¢ uma contragao e , portanto, existe uma

tnica u € B,, C Y tal que A(u) = u, o que prova o desejado até este momento.

Unicidade. Suponhamos que u e v satisfazem (4.55) com dados iniciais ug e vy, res-
pectivamente. Utilizando (4.57) e (4.60), segue que

lu(®) =v@llmz,, < lluo = volluz

per

t [ 1) = ol (14 Vol + ) dr

|Uo - UOHH

per

b (1 V@ ol + b)) [ 160(7) = (e

Desta maneira, usando a desigualdade de Gronwall, concluimos que

lu(t) = o(t) |z, < Iluo — vollsz,, excp (V@2 vlhy +ully) )t (4.62)

para todo t real no intervalo [0,7]. Portanto, se considerarmos uy = vy, entao u = v em Y’

e a unicidade esta provada.

m
Verificaremos agora no préximo lema que as energias da equagao de quinta ordem

e, L s

Pu)== [ wu, —-u’dx, (4.63)
2 Jo 3
1 L

Flu) = 3 / 2, + uldr, (4.64)

0

M(u) = /OL udx. (4.65)

sao conservadas.

Lema 4.14. Os funcionais P, F, e M apresentados em (4.63), (4.64) e (4.65), respectiva-

mente, sao conservados.

Demonstragao. Definamos A = (1 + 8;)%, entao podemos escrever

1
u = —A720, (u + §u2) ) (4.66)
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Por outro lado, como A% € B(L2,,.([0, L), Ha. ([0, Lo))), entao A=29, (u + 2u?) € HZ ([0, L))

per per per

Assim, u; € H?, ([0, Lo]) e, portanto, F(u;) < oo. Além disso,

per

%F(u(t)) _ /0 (1 + U )

— _/ (U + Ugpee )N 20, (u + §u2) dx
0

Lo 1
= — A2 uA~20, <u + §u2> dx

0

= —/ w0, (u—l— —u2) dx
0 2
Lo
= —/ g + utugde
0
1 [t 2, 2 3
2/0 Oy (u + 3u ) dx
=0

Isto prova que F' é conservado. Para provarmos que P é conservado, provaremos primeiro

que

~ 1 [ho 1
P(u) := 5/0 u? + gu?’dx

é conservado. Com efeito, notemos que
0 ~ Lo 1
EP(U) = /0 (u + §u2> wpdx
Lo 1 1
= —/ (u + —u2> A20, (u + —u2) dx
0 2 2
Lo 1 1
= —/ At (u + —u2) O, At (u + —u2) dx
) 2 2
1 [lo 1 2
e G G0 K
= 0.

Desta forma, como P = F — P, resulta que P é conservado. Para verificarmos que M é

conservado, basta integrar (4.66). Portanto, a demonstragao esta concluida. ]

Finalmente, provaremos no proximo resultado a boa-colocacao global para o problema

estudado nesta subsecao.

Teorema 4.15. Para cada ug € H},.([0, Lo]), o problema de Cauchy (4.50) é globalmente

bem colocado em H?, ([0, Lo]) com u € C(R, HZ,.([0, Lo])).

per

Demonstragao. Considerando vy = u(7) e a equagdo integral

v(z,t) = vo(x) + /OtK * (v + %’UQ) (x,7)dT, (4.67)
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temos pelo teorema de boa colocacao local que existem T e uma tnica solucao v para a
equagao (4.67) tal que v € C([0,T], H2,([0, Ly])). Definamos entao

per

(2.1) u(z,t), se 0<t<T
w(x,t) == ~
vz, t —=T) se T<t<T+T.

Deste modo, constatamos para 0 < s < T que

w(x,T+s) = v(x,T+s—T)

= v(x,s)

= wo(r) + /OSK* (v+ %v2> (z,7)dr
= u(z,T)+ /OSK * (v + %122) (z,7)dr.

Desta forma, fazendo a mudanca de variavel £ — T = 7, obtemos que

T+s 1
w(z, T+s) = u(z,T)+ K x (v + 502) (x,& —T)d¢
T
T 1 T+s 1
= up(z) + / K x (u - —u2> (z,7)dT + K * (v - —112) (z,& —T)d¢
0 2 T 2
T+s 1
= up(x) + K x (w + 511)2) (x,7)dT, (4.68)
0

para todo 0 < s < ’i ou seja, w é a extensao unica da solugao u ao intervalo [0, T + ’.ﬂ

Pelo Teorema 4.13, temos que

~ 1 ~
7= L (1420wl

Além disso, como ||vg||gz. = [|[u(T)|| 2

per per

= [[uo| uz,, , resulta que
T=T.

Portanto, podemos concluir que a solugao u pode ser estendida a C([0, 27T, H2,,([0, Lo])).

per

Repetindo este processo, constatamos que u pode ser estendida a C([0, 00), H7,.([0, Lo])).
Além disso, como K nao depende de t, temos que (4.55) é reversivel no tempo e assim u
pode ser estendida para todo a reta, isto é, u € C(R, HZ,.([0, Lo])). Logo, a demonstracao
esta concluida.

O

Estabilidade Orbital

Considerando ondas periddicas especiais da forma u(x,t) = ¢(x —wpt), obtemos de (4.48)

(apds integracao) que ¢ resolve a seguinte equacao diferencial ordinéria nao linear

1
_¢%W0,AO) + AO = 0 (469)

wogbl(lvl-:o,Ao) + (wo - 1)¢(WO,AO) - 9
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A equagao (4.69) acima admite solugoes explicitas Lo-periédicas dadas por

p(z)=a + b (dn2 (&L(’“)g;,@ _ %)
(4.70)

2
+d (ant (B8 k) — (2 - k)220 + 1)

onde k := ko = %2,

—1792&)0(/{?3 — k’g + 1)K(/€0)4 + 3L%(CUO - 1) b— 17920@0(/{?(2) — 2)K(k’0)4
3L4 ’ B Lt

a =

. 268800)0[((]{?0)4
= Lé .

Tal solucao é obtida substituindo o ansatz (4.70) na equagao (4.69). Vale ressaltar que o

d

ansatz (4.70) foi escolhido baseado nos argumentos contidos em [28]. Também é importante
mencionar que, neste caso estudado, wy e Ly > 0 sdo parametros livres em (4.70) (por
conveniéncia, consideraremos wy > 1). Além disso, Ag é uma funcdo suave que depende de
Lo>0ewy> 1.

Afim de obtermos as propriedades espectrais do operador linearizado relacionado ao pro-
blema desta subsegao Ly = wd? + (wy — 1) — @, precisamos usar alguns resultados introdu-
zidos nas preliminares desta tese (para mais detalhes veja [13]). Consideremos a solugao ¢

em (4.70) com a seguinte expansdo de Fourier
- nw K’ 2mn
— h 2
o(x) =a+ 73:1 nesc ( I ) cos ( 7 ZL‘) :

2 2 _9L2 2.2 . . ~
onde v = (% + ,;i’;@ (4 3% + %5 )) Os coeficientes de Fourier, neste caso, sao dados por

. a, n=>0
éln) = { sncsch (”’;{Kl) , n#0. (4.71)

Seja agora 1 € R fixado. Notemos que se considerarmos g := p + ¢, onde ¢ é solucao de

(4.69), resulta que p é solugao da equagao

1 —
woo"" + (wo — 1+ p)o — §Q2 + Ay =0.

onde 2{\6 = Ay — plwy—1) — ”—22 Além disto, segue que
Z;::woé’i—i-(wo—l—i-,u)—Q:woai—l—(wo—1)—¢:£0.

Desta forma, as propriedades espectrais de £y podem ser determinadas investigando o espec-

tro de Z;. Definamos g(x) = Jxcsch ("”}f/), x € R e consideremos p suficientemente grande

tal que 9(0) = a + p > ¢(0). Utilizando o programa matemético MAPLE conseguimos

verificar que g—z (logg(x)) < 0 para todo z real tal que |x| > 1 (note que para nosso caso,
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isto é suficiente pois estamos interessados no problema discreto). Tal afirmagao mencionada

pode ser vista na Figura 4.3 abaixo.

Figura 4.3: Gréfico de g—z (log g(z)).

Deste modo, pelo Lema 1.13 temos que g pertence a classe PF(2) e, portanto, podemos
redefinir a fungao g por uma funcao diferenciavel p : R — R tal que p(0) = a+p e p(x) = g(z)
in (—oo, —1] U [1,4+00). Logo, podemos concluir que p(n) = g(n), n € Z pertence a classe
discreta de PF(2) e, consequentemente, pelo Teorema 1.15 podemos afirmar que ZE = Ly
possui somente um autovalor negativo sendo este simples e zero ¢ um autovalor simples com
autofuncao %qﬁ. Neste momento, fica-se entao provado que a hipétese (H) é vélida para este
caso.

Analisando agora s(¢), temos que com a ajuda do programa MAPLE é possivel escre-

VEermos

Lo
s(¢) = (2wolwo —1) 4240+ 1) aLy + wo/ (¢")?dx + (2Ag(wo + 1) — wo + 1) Lo
0

—wi K (ko)*

L(IJQ jl(LO)

onde ji(Lg) é um polinomio em termos de L.

Plotando o grafico de j; afim de analisarmos o comportamento de s(¢), podemos verificar,
por exemplo, que se 2 < Ly < 24 e wy > 1, entao s(¢) > 0 (veja figura 4.4 abaixo). Portanto,
utilizando o Teorema 4.10, concluimos que ¢ dada em (4.70) é orbitalmente estdvel em
H?..([0, Lo]) com respeito ao fluxo de (4.48) desde que consideremos os intervalos de wy e Lo

citados anteriormente.
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Figura 4.4: Gréfico de j;

4.2.3 Estabilidade Orbital de Minimizadores

Nesta ultima aplicagao apresentamos, de uma maneira simples, a estabilidade orbital de
ondas periddicas viajantes relacionadas a equagao (4.1) na qual minimizam um funcional
suave conveniente ao nosso caso e com um certo vinculo. Primeiramente, deduziremos a
existéncia de ondas periddicas via método de minimizagao e imersoes compactas. A seguir,
seguiremos os argumentos em [51] afim de obtermos que zero é um autovalor simples e esta
associado com a autofuncao ¢’. Para darmos continuidade a nossa aplicacdo, vamos supor

as seguintes hipdteses:

(H1) Uma autofungao em X N CY,,.([0, Lo]) correspondente ao j-ésimo autovalor de
Ly=woM + (wo— 1) — ¢, j =1,2,3, ... muda de sinal no maximo 2(j — 1) vezes sobre o
intervalo periddico [0, Ly).

(H2) O espago de energia X estd compactamente imerso em L3 ([0, Lo]).

(H3) Toda solugao ¢ € X of (4.7) pertence a L ([0, Lo]). Ademais, ¢ é par e estritamente

per

decrescente sobre o intervalo (0, Ly/2).
(H4) Existe U € D(Ly) tal que LoV = ¢.

Observagao 4.16. Quando M = A®, a € (1/3,2] e A = /=02, os autores em [51]

estudaram a equacgao do tipo KdV fraciondria dada por
uy — Auy + (u?), =0

apresentando (H1) como resultado e nao como hipétese (o mesmo foi estabelecido em [42]
para o caso de ondas solitdrias). Além disso, temos, neste caso especifico, que X = H,?f([(), Ly))

estd compactamente imerso em L3, ([0, Lo]) (isto €, (H2) € satisfeito) e a solugio ¢ € X
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da equagao correspondente satisfaz a hipdtese (H3) (o fato de que ¢ € par e estritamente
decrescente sobre o intervalo (0, Lo/2) € obtido via argumento de rearranjo). Também temos
que, neste caso, € possivel verificar a hipotese (H4) utilizando-se a existéncia de superficie
de solugoes. Nossa intengao nesta subse¢ao é melhorar os argumentos em [51] no sentido
de que € possivel generalizar o operador M. Além disso, mostraremos que, em nosso caso,
¢ possivel calcularmos s(¢) > 0 de tal modo que as Proposi¢oes 4.4 e 4.6 ocorrem sem a

necessidade de hipdteses adicionais. Vale lembrar que em [51] € preciso calcular que

Ma(¢) Fa(9)
M,(9) Fu(9)

para que se tenha a validagao da Proposicao 4.6, e isto nao é um cdlculo simples de se fazer.

Seja agora v > 0 e consideremos o seguinte conjunto

Lo
sz{ueX;/ u3:7}.
0

Nossa intengao é encontrar um minimizador periddico para o conjunto
{Blu): we Y},

onde

Lo
B(u) = %/0 uMu+ (wo — 1) (v® + uMu) dz,  wo > 1. (4.72)

Observemos que, utilizando (4.3), temos que B é um funcional estritamente positivo desde

que u # 0. Desta forma, podemos considerar uma sequéncia minimizante {u,} C Y, tal que

B(u,) — iné B(u), sen — oo.
UE Yy

Além disso, podemos notar que

(wo — 1)

—llnllx < Blun) < wollunllx, para todo n €N,

donde segue que ||u,||x é limitado. Logo, existe ¢ € X e uma subsequéncia de mesmo nome
tal que
U, — ¢ em X.

quando n — oco. Pela semicontinuidade inferior fraca de B, concluimos que

B(¢) < lim B(u,).

n—o0
Por outro lado, utilizando a hip6tese (H2), temos que
u, — ¢ em L3 ([0, Lo)).

per
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quando n — oo. Além disso,

Lo Lo
/ ud — ¢3dr| < / lu? — ¢*|dx
0 0

Lo
/ = B + 3|t [t — S|da
0

< llun = olzs,, +3llun — dllrs, Il

per per

IN

UnHLB

per

Consequentemente, podemos afirmar que fOLO ¢*dx = v, donde segue que ¢ é o minimizador
periddico desejado. Assim, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, resulta que existe
C1 = C1(7,¢) # 0 (veja Proposigao 2.2 em [51] para o caso M = A®) tal que

woM¢ + (wy — 1) = C1¢°.

Através de um simples argumento de escala podemos considerar C = % Logo, ¢ satisfaz a
equacao
1
wWoMe + (wo — 1) — §¢2 =0, wo > 1. (4.73)

Usando (H3), é possivel verificar que ||¢?|| < ||¢]| e

per
2

per

¢|| < oo. Desta forma, pela equagao
acima, temos que M¢ pertence a L7, ([0, Lo]) e, consequentemente, utilizando argumentos de
bootstrap, podemos dizer que ¢ pertence a H;;“,,([O, Ly]), para todo m € N. Notemos também
que, neste caso, temos Ay = 0 e, além disto, ¢ pode ser considerada par e estritamente
decrescente sobre o intervalo (0, Ly/2) (veja hip6tese (H3)).

Pela hipdtese (H4) existe U € D(Ly) tal que Lo¥ = ¢. Consequentemente, podemos
deduzir, via cdleulos simples, que Lo(1 — ¥) = (wy — 1) e Lo¢ = —3¢*. Logo, sendo wy > 1,
obtemos que {1, ¢, *} esté contido na imagem de Ly. Finalmente, utilizando a hipétese (H1)
junto com [51, Proposicao 3.1], podemos concluir que ker(Ly) = [¢']. Sabendo agora que o
nucleo de Ly é simples e ¢’ é impar, podemos aplicar o Teorema 4.2 e, consequentemente,
obter a existéncia de um conjunto aberto O C (1, +00) x (—dg, d), dp > 0 e uma superficie
suave de solucoes Lo-periédica 1 := ¢, 4y, (w, A) € O na qual resolvem a equagao (4.7).

Antes de prosseguirmos, precisamos fazer algumas consideragoes e também enunciar o
Teorema do fndice, situado em [56, Teorema 5.3.2] e adaptado ao nosso contexto, afim de
obtermos a condigdo n(L) = 1, onde L = wM + (w — 1) — 9. Consideremos o espago
Y € X C Y tal que £ € B(Y,Y’) e fixemos um subespaco de codimensao finita A C Y
tal que a projecao ortogonal, IT : X — Im(II) C X, satisfaz 1Y = A. Definamos agora
S := A+ C X como sendo um subespaco de dimensao m gerado por {si, Sy, ..., S;n } tal que
S C ker(£)*. Por fim, definamos Ly := 1L : D(£L) N A C 11X — IIX e consideremos D

como sendo uma matriz Hermitiana de tamanho m x m dada por
Dij = <8i,£_18j>. (474)

Ap0és estas consideragoes, podemos finalmente enunciar o Teorema do Indice:
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Teorema 4.17 (Teorema do fndice). Seja D a matriz Hermitiana definida em (4.74), entdo

temos a sequinte igualdade
n(Lu) = n(L) —n(D) — z(D),

onde z representa a dimensao do niucleo e n o numero de autovalores negativos do operador.

Além disso, temos que
2(Ln) = z(L) + z(D).
Verificaremos agora que n(L£) = 1. Para verificar tal fato usaremos o Teorema 4.17 com
D = (Ly'R'(¢), R'(¢)), onde R(u) = fOLO u3dz. Notemos que sendo o nticleo de £, simples e
gerado por ¢’ temos que é possivel conhecer explicitamente £y ' R'(¢) e, além disso, podemos

escrever D da seguinte maneira
LO LO
D= —18/ P3dx = —36/ (WM + (w — 1)¢*) dz < 0.
0 0

{{R,(@}L) = 0 e, portanto, pelo

Teorema do Indice resulta que n(Ly) = n(D) = 1. Finalmente, aplicando a Proposicio 3.14

Dai, sendo ¢ um minimizador periédico, segue que n (Eo

obtemos que o ntcleo do operador linearizado £ = wM + (w — 1) — ¢ é simples, gerado por
Y e n(L) =1, para todo par (w,A) € O C (1,400) x (—dp, ).
Para atingirmos nosso resultado de estabilidade resta agora calcularmos s(¢), onde ¢ =

®(wo,0), Wo > 1. Primeiramente, observemos que

$(6) = (2w(wo — 1) + 1)M(6) + wp / " oModz + (1 — wo)Lo. (4.75)

E possivel explicitarmos uma expressdo mais conveniente para M (¢) e, consequentemente,

s(¢). De fato, integrando (4.7) com (w, A) = (wp, 0), resulta que

1 Lo
M(o) = —/ dx. 4.76
@ =57 | ¢ (4.76)
Por outro lado, multiplicando a equagao (4.7) por ¢ e integrando o resultado, temos que
Lo ) Lo 5 Wo Lo
dr = —— dr — Maodzx | . 4.77
M= g | [ - 2 [T omons] (4.77)
Deste modo, utilizando (4.76), (4.77) e a igualdade fOLO ¢*dr = v, conseguimos encontrar
que
Y Wo Lo d
M(d) = — : 4.78

Substituindo agora o valor M(¢) em (4.78) na expressao (4.75) e utilizando o fato que
J. Lo OdMaodxr > 0, deduzimos que

0

(2(4.)0({4}0 — 1) + 1)"}/ Wo Lo
4wy — 1)? * 2wy — 1)2 /0 pModz + (1 — wo) Lo

s(¢)

(4.79)
(2wo(wo — 1) + 1)y

4wy — 1)? + {1~ wo)lo
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Finalmente, como v > 0, wy > 1 e Ly > 0 sao arbitrarios, podemos escolhe-los de tal forma
que s(¢) > 0. Portanto, o minimizador periédico ¢ serd orbitalmente estavel em X nestes
casos.

Observacgao 4.18. Se considerarmos M = A*, a € (1/3,2] e A = \/—_8§, temos que todas
as condi¢oes (H1) — (H4) sdo verificadas (veja [51]). Desta forma, € possivel deduzirmos,
de acordo com os argumentos estabelecidos nesta subse¢do, que (w,A) € O Pw,a) €
H}..([0, Lo]), para todo n € N ¢ uma superficie suave de solugdes periddicas para a equagdo
(4.7) com periodo Lo > 0 fizado. Ademais, podemos concluir que o nicleo do operador linea-
rizado L = wA*+ (w—1) —1) € simples e gerado por ' (veja [51, Proposicio 3.1]). Impondo
condigoes sobre v, wyg e Lo > 0, conforme foi visto anteriormente, € possivel concluirmos que
s(¢) > 0. Consequentemente, ¢ € orbitalmente estdvel em ngé?([O, Lo]) e, portanto, podemos

dizer que a equacdo (4.1), no caso fraciondrio, sempre admite ondas periddicas estdveis.
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CAPITULO b

Apeéendice

5.1 Funcoes Elipticas de Jacobi

Aqui, serao estabelecidas algumas propriedades basicas das funcoes elipticas de Jacobi.
Uma descri¢ao mais detalhada pode ser encontrada nas referéncias [2], [22] e [27].

Sejam ¢ € [0, g] e k € (0,1). A integral eliptica do primeiro tipo é definida por

/y dt _ /%0 do
o VA=) -k) Jo 1 pegin2e)

onde y = sin(p). A integral eliptica do segundo tipo é definida por

1 — k2¢2 ¢
—kzt dt:/ 1 — k2sin?(0) df =
1—¢ ;

= F(p, k),

O numero k é denominado o médulo da integral eliptica e o numero k' := V1 — k2 é

denominado o médulo complementar a k. O parametro ¢, por sua vez, é denominado o
7

argumento da integral eliptica. Como 0 < ¢ < > temos que 0 <y < 1. Sey =1, as

integrais acima sao ditas completas. No caso das integrais completas,

/1 dt _/5 df _
o VI=B)AT-RE) o[ Cprinie)

(g k) = K(k) = K

1 — k2t2 2 T
- — _ 2 q 2 f— — — —
- dt A 1 kmuww_EQJ)_mm_E

Vemos que lim K(k) = lim E(k) = z, lim E(k)=1e lim K(k) = 4oco. Além disto,
k—0+ k—0+ 2 k—>1- k—1-
para cada k € (0,1), E(k) < K(k) e, sao vélidas as seguintes identidades
dK F—k*K dE. E-K
dk kk' dk k
Fundamentados nas integrais elipticas, acima apresentadas, definimos as funcoes elipticas
de Jacobi. Para y; € [0,1] e k € (0,1), consideremos

= F(Spla k)a

Y1 dt & db
u(yi; k) = /0 V(A= 2)(1 - k22) - /o \/Tsm%ﬁ)
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onde p; € [0, g] satisfaz y; = sin(pq). Para k fixado, u é uma funcao estritamente crescente
na variavel y;. A inversa da funcao u, para k fixado, define a funcao senoidal que é descrita
por sn(u; k) = sin(e1) = y1 e p1 = am(u; k) é designada como a funcdo amplitude de w.
Quando nao se faz necessério enfatizar o médulo k, denotamos simplesmente sn(u) = y;. As
outras duas funcoes elipticas basicas, as func¢oes cnoidal cn e dnoidal dn, sao definidas em

termos de sn da seguinte maneira:

en(us k) =4/1— g2 = /1 —sn2(u;k) e dn(wk) = /1 — k2?2 = /1 — k2sn2(u; k).

Vemos que estas fungoes sdo normalizadas fazendo-se uso de sn(0; k) = 0, cn(0;k) =1 e

dn(0; k) = 1. As fungdes elipticas de Jacobi sao estendidas periodicamente de forma que
sn(u+ 4K; k) = sn(u; k), en(u + 4K k) = en(u; k) e dn(u + 2K k) = dn(u; k).

As fungoes cn(-; k) e dn(+; k) sdo pares; a fungao sn(+; k) é impar.

Para k € (0, 1), as fungoes elipticas de Jacobi também satisfazem as seguintes relagoes:

(sn?(uj k) + en?(w; k) = 1, K2sn2(u; k) + en®(u; k) = dn®(u; k),

k?sn(u; k) 4+ dn®(uj k) = 1, —1 <sn(u;k) <1, —1 < cn(us k) < 1,

\ k? < dn(u; k) <1, sn(u+ 2K k) = —sn(u; k) e en(u 4+ 2K; k) = —en(u; k).
Finalmente,

sn(K) =1, lim sn(u;k) =sin(u) e lim sn(u;k) = tanh(u).

k—07t k—1—
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CAPITULO 6

Comentarios e Estudos Futuros

Acreditamos que ainda existam varios problemas relacionados a estabilidade orbital a
serem estudados. Além disso, as diversas adaptacgoes e melhorias desenvolvidas nos argu-
mentos utilizados, principalmente nos Capitulos 3 e 4, nos motiva a acreditar que varios
problemas ainda em abertos possam ser solucionados utilizando-se estas ideias apresentadas.

Um dos problemas que pretendemos estudar é estabelecer um critério variacional para a
obtengao de solugoes periddicas assim como condigoes suficientes para a estabilidade orbital

de ondas viajantes peridédicas associadas ao sistema de equacgoes do tipo KAV

Uy + fl(uav>;r - (Mu)ac =0
vy + f2(u7v)m - (Mv)x =0 ’

onde M ¢é tal que ./\//EL(KJ) = O0(k)u(k), kK € Z, v = u(x,t) e v = v(z,t) sdo fungoes
peridédicas de valores reais e f; e fo sao funcoes suaves com condicoes a serem defini-
das. As ondas periédicas viajantes a serem estudadas serdao do tipo (u(zx,t),v(z,t)) =
(p1(z — wt), pa(x — wt)) onde w > 0 designa a velocidade da mesma. Afim de concluir-
mos o resultado de estabilidade, usaremos uma nova abordagem que tange em definir um
novo funcional de Lyapunov para a érbita gerada pela onda periddica. Este funcional de
Lyapunov esta inteiramente relacionado com o funcional V' definido no Capitulo 4. Nosso
objetivo é mostrar que essa determinada classe de sistema de equagoes sempre possuira ondas
periédicas estaveis em determinadas situacoes.

Uma outra abordagem que desperta nosso interesse, é aplicar a teoria desenvolvida no
Capitulo 4 em equagdes nao lineares dispersivas sem utilizar o fato de que o funcional Q(u)
definido em (4.14) seja necessariamente um funcional conservado. Recentemente, consegui-
mos obter resultados relevantes nesse sentido e acreditamos que podemos avancar ainda mais
nesse caminho.

Por fim, pretendemos melhorar a condigao de simplicidade do nicleo do operador lineari-
zado por supor que este subespaco seja apenas finitamente gerado. A condigao do ntcleo ser
simples é talvez a hipétese mais dificil de ser checada na teoria de estabilidade e acreditamos

que temos resultados concretos nesta direcao.
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