UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
(Doutorado)

Eduardo Michel Vieira Gomes

Rotulamentos de Constelagoes de Sinais Uniformes e Cadeias de
Particionamentos Ungerboeck Hiperbdlicas sobre o Bitoro

Maringa-PR
2017



Eduardo Michel Vieira Gomes

Rotulamentos de Constelacoes de Sinais Uniformes e Cadeias de
Particionamentos Ungerboeck Hiperbdlicas sobre o Bitoro

Tese apresentada ao Programa de Pds-Graduacgao
em Matematica do Departamento de Matematica,
Centro de Cieéncias Exatas da Universidade Esta-
dual de Maringé, como requisito parcial para ob-
tencao do titulo de Doutor em Matematica.

Area de concentracao: Matematica Aplicada.

Orientador: Dr. Eduardo Brandani da Silva

Maringa-PR
2017



il

Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicacdo (CIP)
(Biblioteca Setorial BSE-DMA-UEM, Maringa, PR, Brasil)

G631lr

Gomes, Eduardo Michel Vieira

Rotulamentos de constelacdes de sinais uniformes
e cadeias de particionamentos Ungerboeck
hiperbdlicas sobre o bitoro / Eduardo Michel Vieira
Gomes-- Maringéa, 2017.

83 f£. : il. figs., tabs.

Orientador: Prof®. Dr°. Eduardo Brandani da
Silva.

Tese (doutorado) - Universidade Estadual de
Maringéa, Centro de Ciéncias Exatas, Programa de Pds-
Graduacdo em Matemadtica - Area de Concentracédo:
Matemdtica Aplicada, 2017.

1. Cbébdigos geometricamente uniformes. 2.
Rotulamentos. 3. Geometria hiperbdlica. 4. Grupos
tiling. 5. Particionamento Ungerboeck. 6.
Geometrically uniforme codes. 7. Labeling. 8.
Hyperbolic geometry. 9. Tiling groups. 10.
Ungerboeck partitions. I. Silva, Eduardo Brandani
da, orient. II. Universidade Estadual de Maringé.
Centro de Ciéncias Exatas. Programa de Pdés-Graduacgédo
em Matemdtica - Area de Concentracdo: Matemdtica
Aplicada. IV. Titulo.




EDUARDO MICHEL VIEIRA GOMES

ROTULAMENTOS DE CONSTELACOES DE SINAIS UNIFORMES E CADEIAS DE
PARTICIONAMENTOS UNGERBOECK HIPERBOLICAS SOBRE O BITORO

Tese apresentada ao Programa de Pds-Graduagdo em Matemdtica do Departamento de
Matemaitica, Centro de Ciéncias Exatas da Universidade Estadual de Maring4, como parte dos
requisitos necessdrios para a obtengo do titulo de Doutor em Matematica tendo a Comissdo

Julgadora composta pelos membros:

COMISSAO JULGADORA:

e

Prof. Dr duar?ﬁrandani da Silva
DMA/Universidade Estadual de Maringa (Presidente)

f‘ .
W /=t
Prof. Dr. Marcelo Firer
Universidade Estadual de Campinas

80@%0\/1 \Q (\O\/\\/cz /}\ 3

Prof. Dr. Edson Donizete de Carvalho
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” — Ilha Solteira

Tl S

V”f Prof. Dr. Ryuichi Fukuoka
DMA/Universidade Estadual de Maringa

Aprovada em: 03 de fevereiro de 2017.
Local de defesa: Auditério Adelbar Sampaio, Bloco F67, campus da Universidade Estadual

de Maringa.



“Cedo ou tarde vocé vai perceber como eu, que ha uma diferenca entre conhecer o caminho

e percorrer o caminho.” Morpheus, do filme Matrix.



A minha amada esposa Elisangela, pelo seu amor e carinho.



AGRADECIMENTOS

A Deus, por todas as bengaos concedidas e por me guiar com amor e fé.

A minha atenciosa e leal esposa Elisangela Diisman, pelo seu amor, carinho, paciéncia e

companheirismo. Sem amor verdadeiro a vida nao tem sentido.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Eduardo Brandani da Silva, por sua atencao, paciéncia,
orientacoes e por sempre confiar em mim. Debater os problemas matematicos com o pro-
fessor Brandani é sempre um momento de muito entusiasmo e abertura para pensamentos

inovadores, é impossivel nao se apaixonar pela Matematica nestas conversas.

Aos professores Dr. Reginaldo Palazzo Junior, Dr. Marcelo Firer, Dr. Edson Donizete
de Carvalho e Dr. Marcelo Escudeiro Hernandes, por aceitarem o convite de participar da
banca examinadora deste trabalho e pelas cuidadosas contribuicoes para melhora-lo.

Também aos professores Dr. Ryuichi Fukuoka e Dr. Luciano Panek, pelo apoio.

Aos professores do Programa de Pés-Graduacao em Matematica, que contribuiram com
ensinamentos, aten¢ao e apoio para meu crescimento profissional.

A coordenacao e secretaria do PMA, em especial a Licia, que sempre me ajudaram e me
receberam com muito carinho.

Aos meus colegas de estudo, em especial aqueles que cursaram as disciplinas comigo, pelas

indmeras conversas produtivas (ou nao).

E finalmente, aos colegas de trabalho da UTFPR de Francisco Beltrao, que possibilitaram

meu afastamento integral para cursar o doutorado.



RESUMO

Neste trabalho sao construidos rotulamentos para cédigos geometricamente uniformes sobre o
bitoro por meio de grupos tiling. Por meio desta abordagem foi possivel obter explicitamente
ao menos um grupo de rotulamento para cada uma das 11 tesselacoes existentes sobre o bitoro
oriundas de grupos triangulares fuchsianos, além de extensoes destes grupos de rétulos, de
modo a gerar novos cédigos. Mais ainda, sao construidas cadeias de particionamento para
codigos geometricamente uniformes por grupos de rotulos soluveis, que em alguns casos

resultam em particionamentos Ungerboeck hiperbdlicos para a superficie.



ABSTRACT

In this work, labels for geometrically uniform codes on the double torus are constructed
from the using of Tiling groups. From this approach, it was possible to obtain at least one
labeling group for each one of the 11 regular tesselations existing on the double torus using
Fuchsian triangular groups. In addition, extensions of these labeling groups are obtained, in
order to generate new codes. Moreover, partitioning chains for geometrically uniform codes
are constructed by groups of soluble labels and, in some cases, it is obtained hyperbolic

Ungerboeck partitions for the surface.
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INTRODUCAO

O conceito de cddigos geometricamente uniformes (CGU) introduzido por Forney em [20]
generalizou os codigos reticulados e codigos de grupos de Slepian. Esta nova abordagem, por
considerar como grupo gerador o grupo de todas as isometrias do espaco, fez com que essas
duas categorias de codigos, que tinham pouco em comum e eram tratadas separadamente até

aquele momento, fossem entendidas como parte de uma mesma classe de cédigos.

Além de englobar essas duas categorias de codigos, o tratamento dado por Forney estende
o processo de particionamento de um conjunto de sinais criado por Ungerboeck, uma técnica
que traz ganhos significativos na codificacao de sinais e foi o marco inicial da modulacao
codificada. Mais ainda, estes codigos apresentam boas propriedades de simetria, tais como:
todas as regioes de Voronoi sao congruentes, os sinais possuem a mesma probabilidade de

erro, o perfil de distancias é o mesmo para cada sinal, entre outras.

Outro conceito importante desenvolvido na mesma época foi o de rotulamento casado,
criado por Loeliger. Tal conceito cria uma forma bastante adequada de associar um conjunto
de sinais a uma estrutura algébrica apropriada. A motivacao principal era a busca de uma
certa linearidade para o cédigo. Seu principal resultado foi mostrar que conjuntos de sinais
casados a grupos sao equivalentes a conjunto de sinais de Slepian [34]. Loeliger demonstrou
que, sob certas condigoes, tais conceitos sao equivalentes.

Devido as boas caracteristicas apresentadas pelos CGU, vérias pesquisas tém sido desen-
volvidas no sentido de fornecer uma fundamentacao tedrica matematica necessaria, e propor
generalizagoes para que tais propriedades possam ser estendidas a uma classe ainda maior de

conjuntos de sinais [29], [13], [1], [15], entre outros .

Além disto, trabalhar em ambientes fora do contexto euclidiano tem se mostrado uma
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abordagem muito promissora, pois certas propriedades destes espagos podem ser eficazmente

exploradas na construgao dos codigos.

Por exemplo, conjectura-se que é possivel arquitetar coédigos corretores de erros mais
eficientes, em termos de probabilidade de erro, se estes forem elaborados a partir de variedades
bidimensionais com género g > 2, e sabe-se que a geometria inerente de tais superficies é a
geometria hiperbdlica [2].

Com relagao a construgao de tais cédigos em superficies de género g > 1, muitos trabalhos
veém sendo desenvolvidos, contudo esses trabalhos invariavelmente tratam o problema de
rotular os CGU enfatizando padroes das regioes fundamentais para superficies de diferentes

géneros [49], [9], [4], [39], excecao desta abordagem fica por conta do trabalho [15].

O tratamento dado neste caso parte de rotulamentos para CGU sobre o toro, com diferen-
tes formas para sua regiao fundamental, ou seja, fixa-se o género da superficie e considera-se
diferentes rotulamentos para varias formas de representar o toro como regiao planar. O
presente trabalho segue esta vertente, fazendo um tratatamento similar para uma superficie

compacta de género 2.

Porém, em decorréncia das inimeras diferengas entre a geometria Euclidiana (a geometria
inerente do toro) e Hiperbdlica (a geometria adequada para a construcao do bitoro) e suas
consequéncias sobre os padrdes geométricos dos reticulados, o trabalho [15] serviu mais como
fonte de inspiragao e motivacao, do que como base para uma generalizacao, uma vez que as

técnicas usadas naquele trabalho nao puderam ser usadas neste.

O presente trabalho apresenta rotulamentos para cédigos geometricamente uniformes so-
bre o bitoro por meio de grupos tiling. Por esta abordagem foi possivel obter explicitamente
ao menos um grupo de rotulamento para cada uma das 11 tesselacoes existentes sobre o
bitoro, oriundas de grupos triangulares fuchsianos. Também sao fornecidas extensoes destes

grupos de rétulos usando involugoes de modo a gerar novos codigos.

Além disto, pelo fato dos grupos tiling serem todos soltiveis para o bitoro, todas as cadeias
de particionamento para codigos geometricamente uniformes sao realizadas por grupos de
rotulos soltveis, tornando o particionamento mais interessante pois, em cada nivel da cadeia,

os grupos de rotulamento sao abelianos.



Introducao Xix

Outra caracteristica presente é que, dependendo da cardinalidade do grupo de rétulos e
da sua estrutura algébrica, foi possivel exibir alguns particionamentos Ungerboeck binarios
para a constelagao de sinais. Desta forma, apresentamos de maneira inédita particionamentos

Ungerboeck tanto para a superficie quanto para o disco hiperbdlico.

A abordagem proposta para a construcao de C'GU sobre o bitoro por meio dos grupos
tiling e OP-tiling pode ser estendida para superficies compactas orientaveis de géneros ainda

maiores, fato que ficara claro no decorrer no texto.

O trabalho esta dividido da seguinte forma: no capitulo 1, sao revisados alguns conceitos
fundamentais sobre grupos e espagos métricos. Além disto, sao explorados, com especial
interesse, alguns modelos de geometria hiperbélica e muitos objetos associados a estes espagos,

tais como: poligonos, isometrias, tesselacoes, grupos triangulares, entre outros.

No capitulo 2, inicialmente é apresentado, de maneira bastante resumida, um sistema de
comunicagao digital. Na sequéncia, discorre-se sobre os codigos geometricamente uniformes e
rotulamentos casados, os principais objetos de interesse do trabalho. Finalmente, definimos
os grupos tiling e OP-tiling, os quais sao as ferramentas fundamentais para a construcao dos

rotulamentos e particionamentos hiperbdlicos.

No capitulo 3, apresenta-se a primeira contribuicao deste trabalho. Sao obtidos, de modo
explicito, rotulamentos casados entre conjunto de sinais geometricamente uniformes sobre o
bitoro e seus respectivos grupos de rétulos. Tais grupos sao sempre isomorfos a subgrupos
do grupo de automorfismos da superficie. Ressalta-se que, diferentemente dos trabalhos pre-
cedentes sobre sobre CGU hiperbdlicos, sao consideradas regioes fundamentais nao regulares

para a superficie.

No capitulo 4, tem-se como contribuicao, a determinacao de cadeias de particionamento
Ungerboeck para a superficie e para o disco hiperbdlico. Estas cadeias surgem como con-

sequéncia direta dos rotulamentos obtidos no capitulo anterior.

Finalmente, no capitulo 5, o trabalho encerra-se com a apresentacao das conclusoes e de

algumas sugestoes para trabalhos futuros.



CapiTULO 1

Grupos, Espacos Métricos e

Geometria Hiperbdlica

Com relacao a grupos e espacos métricos, por serem assuntos bem conhecidos pela grande
maioria dos interessados em teoria dos cédigos, a abordagem serd bastante sucinta, atendo-se
apenas a conceitos e resultados de importancia vital para o presente trabalho. Para estudos
mais aprofundados sobre estes temas recomenda-se para grupos [7] e [23], enquanto que para
espagos métricos recomenda-se [32] e [17].

Sobre geometria hiperbdlica, as se¢oes serao apresentadas de forma um pouco mais deta-
lhada. O objetivo é evidenciar aspectos essenciais sobre a teoria, de modo que as ferramentas
usadas no trabalho estejam satisfatoriamente bem compreendidas. Para um estudo aprofun-

dado sobre os temas apresentados nestas segoes recomenda-se [6], [50], [8] e [25].

1.1 Grupos

O principal objetivo deste trabalho é explicitar rotulamentos casados para certos cddigos
sobre o bitoro, a superficie compacta orientavel de género 2. Estes rotulamentos casados serao
correspondéncias biunivocas entre conjuntos finitos de pontos sobre a superficie em questao
e determinados grupos. Estes grupos sao bastante especificos e originam-se de uma intima

relacao entre as estruturas geométricas associadas com eles e com a superficie ambiente.

Deste modo, a estrutura de grupo ¢é a principal estrutura algébrica utilizada neste traba-
lho. A justificativa para a finitude dos conjuntos de pontos e, consequentemente dos grupos,

ficard evidente no decorrer do texto.
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Definicao 1.1. Sejam G um conjunto nao vazio e x uma operac¢ao definida sobre G. O par

(G, %) € chamado de grupo se as sequintes propriedades estao satisfeitas:

i) para todo a,b € G tem-se que axb € G (G € fechado para operagao *);

i1) dados a,b,c € G entdo ax (bxc) = (a*b) * ¢ (associatividade);

iii) existe um elemento e € G tal que e x a = a * e = a para todo a € G (existéncia do
elemento neutro);

iv) para cada elemento a € G existe um unico elemento o’ € G tal que axa' =a xa=e

(existéncia do inverso de um elemento).

Eventualmente, nos casos em que a operagao considerada estiver claramente subentendida,
denotaremos o par (G,*) apenas por G. Além disto, em certas ocasides usaremos ainda a
notacao 4+ ou . ao invés de *, nestes casos o elemento neutro do grupo e o inverso de um

elemento a € G serao denotados por 0 e 1 ou —a e a™!, respectivamente.

O grupo (G, %) é chamado de abeliano ou comutativo satisfizer a seguinte condigao adici-
onal: para todo a,b € G vale que a *xb = b* a, caso contrario serd chamado de nao-abeliano.
Se um grupo G tem um ntmero finito de elementos entao ele sera dito finito e denotaremos
sua quantidade de elementos por |G|, a qual é chamada de ordem ou cardinalidade de G.

Caso contrario, dizemos apenas que G é um grupo infinito.

Diz-se que um subconjunto S de um grupo G é um conjunto de geradores de G se todo
elemento de GG pode ser escrito como uma composi¢ao de elementos de S e seus inversos.
Neste caso escrevemos G = (S). Se S é finito entdo G = (S) é dito finitamente gerado e se
G tem somente um unico gerador, entao G é chamado de grupo ciclico. Note que um grupo

finitamente gerado ou ciclico pode ser finito ou nao.

Defini¢ao 1.2. Seja H um subconjunto de um grupo (G, *). Dizemos que H € subgrupo de
G se H, munido com a opera¢ao do grupo, é também um grupo. Denotaremos esta situa¢ao

por H < G.

Defini¢ao 1.3. Sejam (G, ) um grupo, H um subgrupo de G e a um elemento em G. Os
subconjunto aH = {axb:be€ H} e Ho = {bxa:b e H} sio chamados de classe lateral a

esquerda de H em relacao a a e classe lateral a direita de H em relacao a a, respectivamente.
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Se o numero destas classes laterais a direita ou a esquerda for finito, entao existe a mesma
quantidade de classes a direita e a esquerda e esta quantidade é chamado de indice de H
em G a qual serd denotada por [G : H]. Se aH = Ha para todo a em G entao dizemos
que H é subgrupo normal de GG e denotaremos este fato por H <1 G. Mais ainda, o conjunto
G/H = {aH : a € G} munido com a operacao (aH) % (bH) = (a * b)H é um grupo, o qual
denominamos por grupo quociente de G por H.

Todo grupo G tem como subgrupos triviais ele préprio e {e}. E em um grupo abeliano
todos os seus subgrupos sao normais. Se os Unicos subgrupos normais de um grupo G sao
{e} e G, entao G ¢ dito simples.

Na tultima secao do préximo capitulo, sao apresentados os grupos OP-tiling G e os grupos
tiling G*, ambos com importancia fundamental para o trabalho. Os grupos OP-tiling serao
obtidos por meio de quocientes entre determinados grupos e um subgrupo normal, bem
especifico, a todos eles. Além disto, a proposicao a seguir é a justificativa para considerar os

grupos OP-tiling G como subgrupos normais dos grupos Tiling G*.

Proposigao 1.4. [7] Sejam G um grupo e H < G. Se [G : H| = 2 entao H € subgrupo

normal de G.

O proximo teorema estabelece a relagao entre a cardinalidade de um grupo G e a cardi-

nalidade de seus subgrupos no caso em que G é um grupo finito.

Teorema 1.5. (Teorema de Lagrange) [23] Sejam G um grupo finito e H um subgrupo
de G. Entao |G| = |H||G : H|. Em particular, a ordem de H e o indice de H em G dividem

a ordem de G.

Defini¢ao 1.6. Sejam (G1,*1) e (Ga,*2) grupos quaisquer e ¢ : G1 — Go uma aplicagao.

Dizemos que ¢ é um homomorfismo de Gy em Gy se
(a1 b) = p(a) x2 (b),
para todo a,b € Gy.

Se existe um homomorfismo entre dois grupos quaisquer, entao dizemos que tais grupos

sao homomorfos entre si. Se a aplicagao ¢ ¢ bijetiva entao ¢ é chamado de isomorfismo de
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G em (G5 e, neste caso, dizemos que os grupos GG; e G5 sao isomorfos entre si e denotamos
tal fato por G; ~ G,. Dada uma aplicacao ¢ : G; — G3, chamamos de ntcleo de ¢ o
subconjunto Nuc(y) = {a : p(a) = e}, onde e representa o elemento neutro de Gs.

Um isomorfismo de G em G é denominado de um automorfismo de G. O conjunto de

todos os automorfismos de um grupo GG munido da operagao de composicao forma um grupo

o qual é denominado por o grupo de automorfismo de G e denotado por Aut(G).

Definicao 1.7. Sejam K e Q) grupos. Definimos uma extensao de K por () como sendo um
grupo G tal que
i) K € um subgrupo normal de G.

i) G/K ¢ isomorfo a Q.

Dados dois grupos (G, *1) e (Ga,*3). O grupo G1 X Gy = {(ay *1 by, ag %2 by) : a;,b; €
Gi,i = 1,2} é denominado produto direto de Gy por Gs.

Definigao 1.8. Sejam (G1,*1) e (Ga, *2) grupos e ¢ : Gy — Aut(G1) um homomorfismo. O
produto semi-direto de G1 e Gg, com relagao a ¢, denotado por Gi X 4Gy, € o grupo formado

pelos pares (g1, 92) tais que g1 € G1,92 € Go € cuja operagao € definida por

(ala a2) X (bb b2) = (a *1 ¢(Cl2)(bl), Qg *2 b2)
com a;,b; € Gi,i=1,2.

O produto semi-direto G x4 G é um grupo que, em geral, nao ¢ abeliano. Se ¢ ¢ tal
que ¢(g) = eau(c,) para todo g € G, entao temos o produto direto usual. Em casos em que
o homomorfismo ¢ for omitido, denotaremos o produto semi-direto de G; por GGy apenas por

G1 X GQ.

O teorema abaixo d4 um modo de obter produtos semi-diretos a partir de subgrupos.

Teorema 1.9. [7] Sejam H e K subgrupo de G. Suponha que HJG, HK = G e HNK = {e}.
Entao G € isomorfo ao produto semi-direto H x, K, onde ¢ : K — Aut(H) € definido por:

o(y)(z) =yry L,r e Hye K.
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Definicao 1.10. Um grupo G € solivel se existe uma série finita de subgrupos

tais que
1) G;<Giyq parai=0,...,n—1,
2) Giy1/G; € abeliano para i =0, ...,n — 1.

Note que a condicao G; <1 G;41 nao implica que G; < G.

Os grupos podem ser vistos sob uma forma geral de representéd-los. Esta forma bastante
util de vizualizé-los é conhecida como presentagao de um grupo. Apesar de existirem questoes
muito dificeis envolvidas com a presentacao de um grupo, ela é uma maneira bastante pratica
de escreve-los, principalmente quando se trata de grupos que estao associados a determinadas

figuras geométricas ou superficies.

Seja S um conjunto finito de k£ simbolos. Se a é um simbolo de S entao introduziremos

um outro simbolo a~! e o conjunto formado por tais simbolos denotaremos por S~*.

Agora considere todas as concatenagoes (justaposicao) de simbolos tomados em S U S™!

1 1

sujeito a condicao que concatenacoes da forma aa™ e a”a sao removidas. Estas conca-

tenacoes de n simbolos sao chamadas de palavras de comprimento n. Seja
W, = {U)n =Aqap...an . a; € S U S‘l,aiﬂ 75 Cli_l}.

Denotaremos por e a palavra vazia, isto é, a palavra formada por nenhum simbolo e, por
consisténcia, seja wy = e.
Dadas duas palavras w,, e w,, podemos formar uma nova palavra w,,w, de comprimento

no maximo m + n por concatenacoes, de fato, se w,, = a;...a,, e w, = by...b,, entao
Wy Wy, = A1...Qmb1...0,.

Se by = a,, ! entdao o termo a,,b; é eliminado do produto w,,w, e assim sucessivamente

para os termos a,,_1bs, a,,_obs e etc.
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Definicao 1.11. Seja S um conjunto finito de k elementos. Definimos

Fr = UnZO Wn;

a colecio de todas as palavras finitas (sujeita a condi¢dio que os simbolos a e a™ nunca

precedem um ao outro) como sendo o grupo livre sobre k geradores.

Podemos verificar que, de fato, a operacao de concatenacgao esta bem definida e que é

associativa, existe o elemento neutro de Fj, além de todo elemento admitir um 1nico inverso.

Uma relacao é uma palavra que é declarada ser a identidade. Sendo assim, sempre que
ocorrer a concatenacao de simbolos que formam uma relagao, esta cadeia deve ser imediata-
mente eliminada da palavra. Por meio da introducao de uma relagao em Fj, é possivel obter

uma ampla variedade de grupos.

Definigao 1.12. Sejam S = {ay,...,ar} um conjunto finito de simbolos e {wy,ws, ..., Wy}

um conjunto finito de palavras. Definimos o grupo
I'={(a1,a,...,a, : W =Wy = .. W, =€)

como sendo o conjunto de todas as palavras de simbolos de S U S™!, sujeito a condicao de

L sdo eliminadas e que ocorréncias de concatenacoes

que concatenacoes da forma a™ta e aa”
da forma wy, ...,w, também sao eliminadas. O grupo I' é chamado de grupo com geradores

S ={ay,...,ar} e relagoes {wy, wa, ..., Wy }.

Diz-se que o grupo I' é finitamente presentado se pode ser escrito com uma quantidade
finita de geradores e relagdes. Uma expressao de I' na forma (ay,as, ...,a, : w3 = wy = ... =

wy, = e) é chamada de uma presentagao de I'.

1.2 Espacgos Métricos

Fundamentalmente, um cédigo é um conjunto discreto formado por elementos de um de-
terminado espaco métrico. Em um espaco métrico é possivel calcular distancias entre seus

elementos e, em decorréncia deste calculo, é que obtém-se os principais parametros de um
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coédigo. Em particular, os codigos geometricamente uniformes sao determinados por meio
do grupo de isometrias do espaco métrico ambiente do codigo. Sendo assim, se os grupos
sao a principal estrutura algébrica relacionada ao trabalho entao, os espagos métricos e suas

isometrias sao os principais entes geométricos.

Definicao 1.13. Dado um conjunto nao vazio M, seja d : M X M — R uma aplicacao.

Dizemos que d € uma métrica sobre M se as sequintes condi¢oes estao satisfeitas:
i) d(z,y) >0 ed(z,y) =0& x =y,

i) d(z,y) = dy, v);
iii) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) para todo x,y,z € M.

Nestas condigoes, cada imagem d(z,y) recebe o nome de distancia de z a y e o par (M, d)
recebe 0 nome de espaco métrico. Quando nao houver ambiguidade diremos apenas espaco

métrico M.

Se (M, d) é um espago métrico, entao podemos considerar qualquer subconjunto nao vazio
S C M como um espago métrico também. Para isto, basta considerar a restricao de d a S x S.

Neste caso, a restricao de d é chamada de métrica induzida e S de um subespago métrico de

M.

Definicao 1.14. Sejam (M, dy;) e (N, dy) dois espagos métricos. Uma aplicagio f : M — N

€ denominada de imersao isométrica se

dn(f(2), f(y)) = du(z,y)
para todo x,y € M.

Da igualdade acima fica evidente que f ¢ injetiva. Se f for também sobrejetiva entao f

seréd chamada de isometria de M em N.

Dado um espaco métrico M, o conjunto de todas as isometrias de M em M formam um

grupo sob a operagao de composigao. Tal grupo serd denotado por I.SO(M).

Definigao 1.15. Sejam X um conjunto, (M,d) um espago métrico e f : X — M uma

aplicacao injetiva. Definamos a aplicacao
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dy X x X >R,
com

dy(x,y) = d(f(z), f(y)),
para todo x,y € X.

A funcao dy ¢ uma métrica no conjunto X denominada métrica induzida por f. Esta é a

unica métrica em X que torna a aplicacao f uma imersao isométrica.

Defini¢ao 1.16. Seja (,)nen um sequéncia de pontos de um espag¢o métrico (M, d). Diz-se
que a sequéncia (x,)nen converge para x € M, e denotamos por x, — x se para todo € > 0

existe n. € N tal que para todo n > n. ocorre que d(z,,x) < €.

Seja x € M e € > 0, o conjunto B.(z) ={y € M : d(x,y) < €} é chamado de bola aberta
de centro x e raio e. Dizemos que um subconjunto Y C M ¢é aberto se para cada y € Y existe
e > 0 tal que a bola aberta B.(y) = {z € M : d(z,y) < €} estd contida em Y. Obviamente
as bolas abertas sao conjuntos abertos. Um subconjunto Y de M é dito fechado se o seu
complementar M \ Y é aberto. Qualquer aberto contendo um ponto x € M é chamado de

vizinhanga de x.

Diz-se que um ponto x de um subconjunto X de um espaco métrico M é um ponto interior
de X se existe uma bola aberta tal que B.(z) estd contida em X. O conjunto de todos os

pontos interiores de um conjunto X é denotado por int(X).

Definicao 1.17. Sejam M, N dois espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N € dita
continua se para cada aberto V de N tem-se que a imagem inversa f~(V) é um aberto de

M.

Sejam M e N dois espacos métricos, diz-que uma aplicacao bijetiva continua f : M — N
¢ um homeomorfismo se a aplicacao inversa f~! é também continua. Neste caso, diz-que M

e N sdo homeomorfos.

Uma cobertura de um subconjunto X de um espago métrico M é uma familia de sub-

conjuntos C = (Cp) s, de M tal que X C [z, Cp. Assim, para cada elemento z em X

BeL
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existe ao menos um indice J € L tal que € Cy. Se existe um subconjunto L' C L tal que a
familia de subconjuntos C’' = (Cp) 4, ainda ¢ uma cobertura para X entao esta subfamilia
C' é chamada de uma subcobertura de C.

Uma cobertura em C = (C3)ger, em que Cg é um aberto de M para todo 8 € L é chamada

de cobertura aberta, e uma cobertura tal que L é finito, é chamada de cobertura finita.

Definicao 1.18. Um espaco métrico M é chamado de compacto se toda cobertura aberta

possui uma subcobertura finita.

Um ponto = € M é ponto isolado se existe € > 0 tal que B.(z) = {x} ou seja, nao existem
outros pontos de M arbitrariamente préximos de x. Um subconjunto de M é chamado

discreto se todos os seus pontos sao isolados.

Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Diz-se que um ponto y é ponto de
acumulacao para X se toda vizinhanca de y contém pontos de z € X tal que y # x. O
conjunto de todos os pontos de acumulagao de um conjunto X serd denotado por A(X) e

chamado de conjunto limite de X.

Sejam I' um grupo de isometrias de um espago métrico M e x um ponto de M. A érbita

de = com relacao a I' é o conjunto
I'(z) ={y(z) :vel'} C M.
E o estabilizador de x com relacao a I' é o conjunto
Stabr(x) ={y €Tl :y(x) =z} CT.
E fécil provar que Stabr(z) é um subgrupo de T'.

Definicao 1.19. Sejam M um espaco métrico e I' um grupo de isometrias de M. FEntao
diz-se que 1" age propriamente descontinuamente sobre M se para todo x € M e para todo

subconjunto compacto ndao vazio K C M o conjunto {y € I' : v(z) € K} € finito.

Por meio da definigao acima é possivel caracterizar uma das principais ferramentas deste

trabalho, os grupos fuchsianos. Tal caracterizacao sera apresentada na secao 4 deste capitulo.
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1.3 Modelos para Geometria Hiperbdlica

A geometria hiperbdlica pode ser construida de muitas formas diferentes porém, equivalentes.
Essas construgoes sao chamadas de modelos da geometria hiperbdlica. Destacam-se entre
estes modelos o modelo do semi-plano, o modelo do disco de Poincaré e o modelo de Klein.
A longo do trabalho usaremos o modelo do semi-plano H e o modelo do disco de poincaré D,
também chamado de modelo do disco hiperbdlico. O disco D sera o preferido pois algumas
figuras sao mais facilmente representadas neste modelo e além disto, nele as simetrias de

certas regides podem ser percebidas de forma bem mais simples do que em outros modelos.

Seja C o plano complexo. Para todo z = x + iy € C denotaremos por Re(z) = x e
Im(z) = y a parte real e a parte imaginaria de um ndimero complexo, respectivamente.

Denotaremos por |z| a norma de z dada por |z| = y/22 + y2.

Definicao 1.20. O semi-plano H € o conjunto formado pelos nimeros complexos z com parte

mmagindria positiva, ou Seja,
H={zeC:Im(z)>0}.
Definigcao 1.21. Um circulo no infinito ou fronteira de H é definido como sendo o conjunto
OH={z€C:Im(z) =0} U{c0}.
Ou seja, OH € o eizo real unido com um ponto infinito co.

Considere semiplano H munido da métrica riemanniana
ds — \/ dz?+dy?
Y
Agora, seja I = [0,1] e v : I — H um caminho diferencidvel por partes, vy(t) = z(t) =
x(t) +iy(t) € H com t € I. Assim, o comprimento hiperbdlico h(y) é dado por
V@& %
(G0)2+(%
h(v) = f (t b f[ o) dt
A distancia hiperbdlica d(z,w) entre dois pontos z e w € H é definida pela equagao
d(z,w) = inf,{h(7)}, onde infimo é tomado sobre todo ~ ligando os pontos z e w € H.

Disto, para todo z,w € H segue que:
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di(z,w) = In(F-E=t).

Definicao 1.22. O disco
D={zeC:|z| <1}

¢ chamado de Disco de Poincaré. O circulo 0D = {z € C: |z| = 1} € chamado de circulo no

infinito ou fronteira de ID.

Counsidere sobre D a métrica riemanniana

ds — 24/ dz2+dy?
S B =R
Como antes, seja [ = [0,1] e v : I — D um caminho diferencidvel por partes, y(t) = z(t) =

x(t) +iy(t) € D com t € I. Assim, o comprimento hiperbdlico é dado por:

A distancia hiperbdlica d(z, w) entre dois pontos z, w de D é dada pelo inf,{h(y)}, onde
o infimo é tomado sobre todo ~ ligando os pontos z e w em . Assim,

dp(z,w) = (=)

As geodésicas no modelo H sao as retas verticais e o semi-circulos ortogonais ao eixo real.
As geodésicas em D sdo dadas por diametros do disco e por arcos de circulos que encontram
0D ortogonalmente. Mais ainda, dados quaisquer dois pontos em H ou em DD existe uma
unica geodésica que contém simultaneamente estes dois pontos. Além disto, as medidas de

angulos em D ou H sao as mesmas que no caso euclidiano.

Sejam z,w € D N ID. Denote por [z, w| a parte da geodésica que conecta z e w. O
segmento geodésico [z, w| é chamado de arco ou segmento geodésico hiperbdlico entre z e w.
Sejam z1, 29, ..., 2, em D N JD. Entao o poligono hiperbélico P com vértices z1, 2o, ..., 2, €
a regiao de D limitada pelo seguimentos geodésicos [z1, 2a), ..., [2n—1, 2], [2p, 21], 08 quais sdo

chamados de arestas de P. Um poligono de p lados é também chamado de um p—gon.
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Se o poligono P tem todos seus angulos interiores variando entre zero e 7, podendo ser
igual a zero ou m, entao o poligono sera chamado de convexo. Um poligono serd dito regular
se todos seus angulos internos sao iguais entre si e todas suas arestas tém a mesma medida.

2

Os poligonos regulares com p lados, tais que seus angulos internos sejam todos iguais a <<,
q

com p, q inteiros, serao denotados por {p, q}.

Eventualmente, alguns dos vértices podem estar sobre 0ID. Vértices com tal propriedade
sao chamados de vértices ideais. Se todos os vértices de um poligono estao sobre a fron-
teira 0D, entao o poligono é chamado de poligono ideal. Note que o angulo interno de um
poligono em um vértice ideal é igual a zero, uma vez que as geodésicas de D encontram 0D

ortogonalmente.

Teorema 1.23. (Teorema de Gauss-Bonnet para Poligonos Hiperbdlicos) [50] Seja
P um p—gon hiperbolico com dngulos internos ou, ...,a, nos vértices zi, ..., z,, respectiva-

mente. Entdo a drea de P, denotada por Area(P), € dada por
Area(P) = (p—2)mr — (g + ... + ).

Na geometria euclidiana os angulos internos de um poligono qualquer nao determinam
sua area, diferentemente da geometria hiperbdlica. Se considerarmos o resultado acima para
0 caso em que o poligono P é um triangulo, fica claro que a drea de um triangulo hiperbdlico

nao é maior que 7, sendo exatamente 7 se o triangulo for ideal.

1.4 Grupos de Isometrias Hiperbdlicas

O bitoro, assim como muitas outras superficies, podem ser vistas como o espaco quociente do
espaco métrico hiperbdlico por um determinado grupo de isometrias agindo sobre este espaco.
Neste sentido, além das isometrias determinarem, por defini¢ao, os cédigos geometricamente
uniformes e seus rétulos, elas desempenham papel fundamental na construcao da superficie
ambiente do cédigo. Com base nestas informagoes, fica bem claro o interesse em estudar as

caracteristicas e propriedades dos grupos de isometrias hiperbodlicas.

Denotaremos por 1SO(D) e ISOT(D) (ISO(H) e ISO*(H)) o grupo de isometrias em D
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e o grupo de isometrias em D que preservam orientagao (grupo de isometrias em H e o grupo

de isometrias em H que preservam orientagao), respectivamente.

Para compreender de forma intuitiva o significado do termo “preservar orientacao” para
uma isometria hiperbdlica, considere a seguinte situagao: tome um triangulo hiperbdlico
A tal que suas arestas estejam orientadas (um vértice é considerado inicio da aresta e o
outro vértice o fim) em algum sentido, digamos, no sentido hordrio. Se v é uma isometria
hiperbdlica entao v(A) é também um triangulo hiperbdlico. Assim, se v(A) é um triangulo
que tem suas arestas também orientadas no sentido horario, entao diz-se que v preserva
orientagao, caso contrario, se y(A) estiver com orientagao em sentido anti-horério, entao diz-
se que a isometria v nao preserva orientacao. Para uma defini¢ao rigorosa em um contexto
de isometrias hiperbdlicas, indica-se [8] e [25], enquanto que para um contexto mais geral,
indica-se [19].

O grupo formado pelas transformacoes do tipo v : H — H da forma

7(2) = &4

onde a,b,c e d sao reais tais que ad — bc > 0 é chamado de grupo de transformacoes de

Mébius de H, e é denotado por M ob(H).

O grupo de transformacoes de Mobius em D é o grupo formado pelas aplicagoes do tipo

v :ID — D com

v(2) = §22

onde « e 3 estao em C e |a|? + |3]?> = 1. Denota-se este grupo por Mdb(D).
Definicao 1.24. O conjunto de matrizes

a b
SL(2,R) ={A= la,c,c,d € R,det(A) = ad — bc = 1}
c d

munido com a operac¢ao de multiplicacao de matrizes é chamado de grupo linear especial de

R2.

Com base nas defini¢oes anteriores considere a seguinte a aplicagao:
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W+ SL(2, R) — Mob(H)

a b
c d

= y(z) = 22,

A aplicacao 1 é um homomorfismo sobrejetivo de grupos. Além disto, nucleo de ) é

Nuc(y) = {1} e, portanto,

PSL(2,R) = “£&0 ~ Mob(H).

O grupo PSL(2,R) = Sfﬁ’?), onde I é a matriz identidade, é definido como sendo o

grupo topoldgico especial linear projetivo.

Além disto, é possivel estender v de forma que o dominio seja ampliado para H U OH.

Para isto, considere y(co) = oo se ¢ = 0, y(—%) = 00, y(00) = 2 se c £ 0 e y(z) = ij:g para

os demais pontos de H U 0H.

Do fato das transformacoes de M 6b(H) serem isometrias que preservam orientagao, tem-se

que elas pertencem a I.SOT(H). Destas consideragoes é possivel provar o seguinte resultado:
Proposicao 1.25. [25] PSL(2,R) ~ Mob(H) = ISO™(H).

Considere também o grupo definido por PSL*(2,R) = SL{;%R) onde SL*(2,R) sao as

matrizes 2 X 2 reais com determinante igual a +1. Assim, PSL(2,R) pode ser visto como

subgrupo com indice 2 de PSL*(2,R) e tem-se o seguinte resultado.
Proposigao 1.26. [25] ISO(H) ¢é isomorfo a PSL*(2,R).

De modo geral, as isometrias em H e D sao caracterizadas pelo teorema abaixo.
Teorema 1.27. [8] O grupo de isometrias de H é exzatamente o grupo de aplicagoes da forma

a(—%)+b
c(=2)+d’

az+b
cz+d

Z = ez

onde a,b,c e d sao numeros reais e ad — bc > 0.

O grupo de isometrias de D sao as isometrias da forma
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az+c az+c
z = cz+a €z cz+a’

onde |al? — |c|* = 1.

As transformacoes de Mobius também preservam angulos, ou seja, sao aplicagoes confor-

mes.

Proposicao 1.28. [50] Seja v uma transformagao de Mébius de D tal que v # I. Assim,

uma das trés afirmacoes deve ocorrer:

i) v tem dois pontos fizos em 0D e nenhum em D;
i1) v tem um ponto fixro em D e nenhum em D;

iii) v nao fiza pontos em D e fiza um ponto em D.

Se uma transformagao de Mobius tem ao menos trés pontos fixos entao ela ¢ a identidade
(e obviamente fixa todos os pontos). Sendo assim, podemos classificar as transformagoes de

Mobius em tres tipos.

Defini¢ao 1.29. Seja v € Mob(D). Entao ~y serd dita:
i) hiperbdlica se tem dois pontos fizos em 0D e nenhum em D;

i1) parabdlica se tem um ponto firo em OD e nenhum em D;

iii) eliptica se nao fixa pontos em ID e fiza um ponto em D.

Uma transformagao de Mobius y(z) = Z‘jj:g de H é dita normalizada se ad—bc = 1. E uma
transformacao y(z) = %j—ig de D ¢ dita normalizada se |a|?+|3|*> = 1. Sejam 71,2 € Mob(H),

diz-se que 71 e 2 sdo conjugadas, se existe uma outra transformagao g € Mob(H) tal que

71 = g 'y2g9. De modo andlogo, define-se conjugagao em Mab(D).

Defini¢ao 1.30. Seja v € Mob(H) na forma v(z) = % onde ad — bc = 1. Define-se

7(7) = (a+d)? como o traco de y. Se y(z) = ZF2 de D ¢ normalizada entdo define-se como

T Bzta
seu trago o valor 7(7y) = (a + @)%

De acordo com o resultado a seguir, para classificar as transformacoes de Mobius de forma

bastante pratica podemos usar o trago da transformacao.

Proposicao 1.31. [50] Seja v € M6b(D) tal que v # 1. Entao:
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i) v € parabdlica se, e somente se, T(y) = 4;
it) v € eliptica se, e somente se, T(7y) € [0,4);

ii1) v € hiperbdlica se, e somente se, T(y) € (4, 00).

Além disto, sabe-se que se 71 e 3 sao transformacoes de Mobius conjugadas entre si,

entdo 7(v;1) = 7(72). Disto, pode-se provar os seguintes resultados:

Proposicao 1.32. [50] Seja v € Mob(D) \ {I}. Entdo sdo equivalentes:

i) v € parabdlica;

it) T(y) = 4;

iii) v € conjugada com uma translagdo;

iv) v € conjugada ou a uma translagdo z — z+1 ou conjugada a uma transla¢ao z — z—1.
Sao equivalentes ainda:

v) 7 € hiperbdlica;

vi) T(7y) > 4;

vii) v € conjugada ou a uma dilatacao, isto €, v € conjugada a uma transformagao de
Mobius do tipo z — kz, k > 0.
E além disto, também sao equivalentes as afirmacaoes:

viii) 7y € eliptica;

ix) () € 10,4);

x) v € conjugada a uma rotagio z — ¢z, 6 € (0,27).

ISO(H) além de grupo, pode ser visto também como um espago métrico. Para isto, basta

considerar sobre ISO(H) a métrica de R* da seguinte maneira:

d(%,%) = mm{|| (ahblycla d1) - (a2, b2,02,d2) ||; || (alyblacladl) - (—az, —by, —c2, —d2) ||}

onde 7y = DL, — @228 ¢ MGH(H) e || . || é a norma de R*.,

O espago métrico ISO(ID) pode ser definido de maneira andloga. Obviamente, as métricas
de ISO(H) e 1SO(D) sao herdadas pelos subgrupos de isometrias Mob(H) e Mob(D), res-

pectivamente.

Definicao 1.33. Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto de Mob(D) (ou M6b(H)).
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Proposicao 1.34. [8] Seja T' um subgrupo de Mob(D). As sequintes afirmagies sao equiva-
lentes:

i) T' € um subgrupo discreto de Mob(DD), isto €, é um grupo fuchsiano;

i1) a identidade de I' € um elemento isolado;

iii) Para cada z € D, a orbita I'(z) é um subconjunto discreto de D.

Defini¢oes analogas e os mesmos resultados sao validos para o modelo hiperbdlico do

semi-plano H. O préximo resultado é uma importante caracterizacao de grupos fuchsianos.

Teorema 1.35. [25] Seja I' um subgrupo de Mob(D). Entao I' € um grupo fuchsiano se, e

somente se, I age propriamente e descontinuamente sobre .

Proposicao 1.36. [25] Dado z € D, se I é um grupo fuchsiano, entio I'(z) nao tem pontos

de acumulacao em D.

Ou seja, o resultado anterior garante que se I'(z) tem pontos de acumulagao, eles necessa-
riamente estarao na fronteira 0D. Na secao 1.7 serao estudadas as caracteristicas do conjunto

formado pelos pontos de acumulacao de I'(z) e sua relagdo com o grupo T'.

1.5 Regioes Fundamentais

Definicao 1.37. Seja I' um grupo fuchsiano. Uma regidgo fundamental F para I' é um

conjunto fechado com interior nao vazio de D tal que:

i) Uyer 7(F) = D,
i) 31 (int(F)) N a(int(F)) = 0 se 1,7 € Ty # 7.

Neste caso, dizemos que as imagens de F' tesselam I sob a agao de I'. A colegao {v(F) :

v € I'} é chamada de tesselagao ou reticulado de D.

Uma tesselacao de D é na verdade uma particao de ID. Se esta particao é feita por
poligonos, entao estes poligonos se interceptam somente em arestas e vértices. Ainda, se a
particao ¢ feita por poligonos regulares da forma {p,q} tem-se que que em cada vértice da
tesselacao existe o encontro de ¢ p—gons. Denotaremos este 1ltimo tipo de tesselacao por

{p,q}. A tesselagao dual de {p, q} é a tesselagao {q,p}.
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No plano euclidiano existem somente trés tipos de tesselacoes regulares, elas sao deter-
minadas por quadrados, hexdgonos regulares e triangulos equilateros, denotadas respecti-
vamente por {4,4},{6,3} e {3,6}. Estes pares sdo determinados pela solugao da equagao
(p —2)(q — 2) = 4. No caso do disco hiperbdlico, as tesselagoes {p, ¢} s@o as solugoes para
a desigualdade (p — 2)(¢ — 2) > 4, que sao infinitas. Assim, conclui-se que para D existem
infinitas tesselagdes do tipo {p,q}. Estes resultados decorrem diretamente do teorema de

Gauss-Bonnet.

Um grupo fucshiano pode ter regioes fundamentais de formatos diferentes porém o resul-

tado abaixo diz que sua area é um invariante numérico.

Proposicao 1.38. [25] Sejam Fy e Fy duas regioes fundamentais para um grupo fuchsiano

[ com Area(F1) < oco. Entao Area(F)) = Area(Fs).

O proximo resultado estabelece uma relacao entre as regioes fundamentais de grupos

fuchsianos com as regides fundamentais de seus subgrupos.

Proposicao 1.39. [25] Seja I' um grupo fuchsiano e suponha que I'y < T' com indice n. Seja
I'= F1’71 U FQ’}/Q U..u Fn’Yn

a decomposicao de I' em classe laterais de I'y. Seja F' uma regigo fundamental de I'. Entao:
i) Fy =T (F) Uy (F)..Lyya(F) € a regidgo fundamental de T'y.
i1) Se Area(F') € finita entao Area(F)) = nArea(F).

Existem muitas formas para se determinar a regiao fundamental de um grupo fuchsiano.
No presente trabalho, destacaremos o método que determina as chamadas regioes de Dirichlet

ou poligono de Dirichlet.

Lema 1.40. [50] Se T' é um grupo fuchsiano entdao existe p € D que nao € fixo por nenhum

elemento nao trivial de T, isto €, y(p) # p para todo v € T'\ {I}.

O processo de construcao de uma regiao de Dirichlet para um grupo fuchsiano segue os

seguintes passos:

i) Escolha p € D tal que y(p) # p para todo v € I\ {I}.
i1) Para dado v € I \ {I} construa o segmento de geodésica [p,v(p)].
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i17) Tome o bissector perpendicular L, () de [p, y(p)].
iv) Determine o semi-plano H,(7) determinado por L,(y) que contém p. O semi-plano
H,(v) ¢é formado por todos os pontos de z € D que estao mais préximos de p do que de y(p).

v) Finalmente construa D(p) com

D(p) = nyer\{f} Hp(V)-
Teorema 1.41. [50] Sejam I' um grupo fuchsiano e p € D wm ponto que nao € fizo por ne-
nhum elemento nao trivial de I'. Entao a regido de Dirichlet D(p) € uma regido fundamental
para T'. Mais ainda, se Area(D(p)) < oo, entao D(p) € um poligono hiperbdlico convexo e,

em particular, tem finitos lados.

Um grupo fuchsiano, que tem um poligono hiperbdlico convexo com um nimero finito
de lados como sua regiao de Dirichlet, é chamado de geometricamente finito. Nestes casos,
faz sentido referir-se a D(p) como um poligono porém, vale ressaltar que alguns destes lados
ou vértices podem estar sobre d. Claramente um poligono com um nimero finito de lados

também tem um numero finito de vértices.

Além disto, D(p) depende da escolha de p. Escolhas diferentes de p podem acarretar em

diferentes caracteristicas para D(p) como, por exemplo, um numero diferente de lados.

Seja I um grupo fuchsiano e seja D(p) um poligono de Dirichlet contido em D para I'
com uma orienta¢ao em seus lados. Suponha que D(p) tem um nimero finito de lados. Seja
s um lado de D(p). Suponha ainda que existe v € I' \ {/} tal que 7(s) também seja lado
de D(p) (note que, neste caso, v~ também estd em T'\ {I} e v~! transforma ~(s) em s).
Nestas condigoes, diz-se que os lados s e y(s) lados sdo emparelhados (ou pareados) e que
é uma transformacao de emparelhamento (ou pareamento) de lados. E f4cil notar que esta

aplicagao associa vértices com vértices e lados com lados da regiao fundamental.

Considere que este processo se aplique a todos os lados da regiao fundamental de I'.
Tome, juntamente com o processo anterior, uma aplicagdo * que associa um par (v,s) a
um par (v, xs) onde s e xs sdao os lados que tem v como vértice em comum. Munidos destas
aplicacoes, é possivel criar um conjunto de vértices associados e também um conjunto de lados
associados entre si. A sequéncia de vértices associados é chamado de ciclo de vértices ou ciclo

eliptico. As transformagoes de I' associadas entre si é chamada de ciclo de transformagoes
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ou ciclo eliptico de transformagoes. Note que, o resultado de um ciclo de transformacoes é a

transformacao resultante da composicao das transformagcoes presentes no ciclo.

Tendo o poligono um numero finito de lados e vértices esta claro que existem finitos ciclos

elipticos e finitos ciclicos elipticos de transformacoes.

Proposicao 1.42. [8/ Seja I um grupo fuchsiano e seja v € T' um elemento eliptico. Entao

existe um inteiro m > 1 tal que ¥ = 1.

Cada vértice v de um poligono tem trivialmente associado a si um angulo interno «,,.

Proposicao 1.43. [8] Seja I' um grupo fuchsiano com um poligono de Dirichlet D com todos
os vértices em . Suponha que € = vyvy...v,—1 com v, = vy seja um ciclo eliptico com angulos

internos associados vy, ..., . Entao existe um nimero inteiro m. > 1 tal que
mesomal(e) = 2,
onde soma(e) = auyy + ... + v, -

Diz-se que um ciclo eliptico € satisfaz a condicao do ciclo eliptico se existe um inteiro

m > 1, que depende de ¢ tal que msoma(e) = 2.

A seguir, finalizamos esta secao com o impressionante teorema de Poincaré.

Teorema 1.44. (Teorema de Poincaré) [§/ Seja D um poligono hiperbdlico convezo com
um numero finito de lados. Suponha que todos os vértices estejam em D e que D esteja
equipado com uma colecao G de transformacoes de Mobius que emparelham os lados. Suponha
também que os ciclos elipticos €1, ...,&, de D satisfazem a condi¢cao do ciclo eliptico, isto €,
para cada €; existe m; > 1 tal que m;soma(e;) = 2m. Entdo:

i) O grupo T' = (G) é um grupo fuchsiano.

i1) O grupo I' tem D como regiao fundamental.

iii) O grupo I pode ser presentado em termos de geradores e relagoes na forma
=g : ™ =..=v""=c¢).

onde vy; € a transformacao ciclo eliptico associada a €;.
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O teorema de Poincaré estabelece de forma precisa a relacao entre uma regiao fundamental
de um grupo fuchsiano e os geradores deste grupo, além de exibir uma presentacao com
geradores e relagoes pra ele. Percebe-se que as isometrias responsaveis pelos emparelhamentos

dos lados de um poligono de Dirichlet sao exatamente os geradores do grupo.

Definicao 1.45. Um n-gon com lados rotulados, onde cada rotulo aparece no mdximo duas
vezes, possivelmente com expoente “-17 é chamado de poligono nao orientdvel se as palavras
geradas pelo emparelhamento de lados sao da forma ...a...a... para pelo menos um rotulo. E

chamado poligono orientavel caso contrdrio.

Desta definicao e da representacao de superficies por poligonos, obtemos a definicao de

superficies orientaveis e nao orientaveis.

Defini¢ao 1.46. Uma superficie é dita orientdvel (nao orientdvel) se o o poligono associado

¢ orientdvel (nao orientdvel).

1.6 Assinatura de um Grupo Fuchsiano

Seja I' um grupo fuchsiano com um poligono de Dirichlet D com &rea finita em D. Nestas
condigbes, é possivel construir um espago D\ T' que, grosseiramente falando, é resultado da
“colagem” dos lados que sao associados pelas transformacoes de emparelhamento de D. Este
espaco é chamado de espaco quociente, espaco de identificacao ou orbifold. Um caso bastante
conhecido, que exemplifica esta situagao, é o caso em que um quadrado no plano euclidiano

pode ser identificado como um toro.

Este espaco de identificacao serd exatamente a superficie ambiente dos cédigos estuda-
dos neste trabalho, o bitoro. A assinatura de um grupo fuchsiano é uma quantidade de
informagoes geométricas da superficie D \ I' minimamente suficientes para que certas carac-

teristicas de I' e, consequentemente de D, possam ser determinadas.

Seja ¢ um ciclo de D. Todos os vértices sobre este ciclo eliptico sao associados entre si
e a soma dos angulos associados a estes vértices, soma(e), pode ser ou nao igual a 2. Se

D\ I' é exatamente 27 entdo chamamos este ciclo de acidental. Se soma(e) # 27 entéo o
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ciclo eliptico resulta em ponto sobre D \ I' com angulo total menor que 27. Este ponto é

chamado de ponto marcado. Estes pontos sdo como “quinas” na superficie D \ T.

No caso em que o ciclo de vértices é um ciclo parabdlico, o ponto formado sobre a superficie
¢ uma cuspide no infinito. Se D\ I' ndo tem pontos marcados, entao ela é uma superficie

hiperbdlica.

Um importante invariante topoldgico para uma superficie é a caracteristica de Euler.
Dada uma regiao compacta K, podemos tesselar essa regiao com um nimero finito de copias

de um certo poligono. Define-se como a caracteristica de Euler de K, o niimero
X(K)=V —-E+F,

onde V, E e F' denotam o numero de vértices, arestas e faces da tesselacao, respectivamente.

Outro importante invariante topoldgico da superficie é o seu género, o qual denotaremos
por g. Tal invariante pode ser determinado pela caracteristica de Euler e, para superficies

orientaveis, a equacao ¢ dada por
X(K) =2—2g,

onde g é um inteiro maior ou igual a zero.

Intuitivamente, o género de uma superficie pode ser entendido como o nimero de “bura-

b

cos” que existem através da superficie.

Definigao 1.47. Um grupo fuchsiano I' € chamado de cocompacto se o espago quociente D\T'

€ compacto.

Proposicao 1.48. [25] Um grupo fuchsiano I' € cocompacto se, e somente se, I' tem poligono

de Dirichlet D com um numero finito de lados, todos em D.

Os grupos fuchsianos também podem ser classificados em aritméticos ou nao aritméticos.
Chamamos de aritmético todo subgrupo de PSL(2,R) com coeficientes inteiros e também os
subgrupos de indice finito destes subgrupos. Para uma defini¢ao via algebra de quatérnios e

resultados importantes ver [25].

A assinatura de um grupo cocompacto I' é um conjunto de dados geométricos suficientes

para construir I' como um grupo abstrato.



1.6 Assinatura de um Grupo Fuchsiano 23

Definigao 1.49. Sejam I' um grupo fuchsiano cocompacto e g o género da superficie D\ I
Suponha que existam k ciclos elipticos €1, ..., e, e que g; tem ordem m;. Considere que &1, ..., &,

sao nao acidentais e que €,41, ..., sao acidentais. A assinatura de I' € definida como

Slg(r) - (97 may, "'7m7’)'
Se todos os ciclos sao acidentais entao a assinatura € dada na forma sig(I') = (g; —).

A proposicao a seguir determina que € possivel calcular a area de um poligono de Dirichlet

de um grupo fuchsiano cocompacto I'" por meio de sua assinatura.

Proposicao 1.50. [8] Sejam I' um grupo fuchsiano cocompacto de assinatura sig(I') =

(g;m1,...,m,) e D uma regigo fundamental para I'. Entdo

Area(D) = 27 ((2g —-2)+> (11— W%))

O proximo resultado estabelece as condigdes sobre os parametros para que uma dada

assinatura tenha associada a si um grupo fuchsiano cocompacto.

Teorema 1.51. [8] Seja g >0 em; > 2 com 1 <i < r inteiros. Ser =0, entao assumimos

que ndo existem mls. Suponha que

(eg-2)+¥,a-4) >0

Entao existe um grupo fuchsiano cocompacto I' com assinatura

SZg(F) = (g;mlu "'7m7“)'

Em particular, para cada g > 2 existe um grupo fuchsiano I'; com assinatura (g; —). Ou
seja, para cada g > 2 pode-se encontrar um grupo fuchsiano I'; tal que D\ I'y é um toro de
genero g.

O caso de interesse do trabalho é o caso em que I' é um grupo fuchsiano cocompacto de

assinatura (2; —). Assim, a area de qualquer regiao fundamental de I" é exatamente 4.

Na proxima secao, explicitaremos um limitante inferior e um superior para a quantidade
de lados de um poligono de Dirichlet de um grupo fuchsiano cocompacto de assinatura

qualquer. Em especial, destacaremos o caso em que I' tem assinatura (2; —).
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1.7 Conjunto Limite de um Grupo Fuchsiano

Sejam [' um grupo fuchsiano agindo sobre o disco de Poincaré D e z € D. Denotaremos por
A(T')(2) o conjunto formado pelos pontos de acumulacao de I'(z) em DU ID. Note que, pela
proposigao 1.36 da secao anterior A(I')(z) C ID.

E possivel mostrar que dados 21, 2, € D entao A(T)(z1) = A(T')(22). Logo, faz sentindo em
considerar o conjunto dos pontos de acumulagao de um grupo fuchsiano independentemente

do ponto z.

Definigao 1.52. Seja I' um grupo fuchsiano agindo sobre o disco de Poincaré . Define-se
como o conjunto dos pontos de acumulag¢io A(T') de I' como sendo o conjunto A(T")(z) para

qualquer z € D.

Diz-se que dois grupos fuchsianos I'; e 'y sdo conjugados entre si se existe g € Mob(D)

tal que

Ly =g 'Tg={9'ng ' 1 e}

Se dois grupos fuchsianos sao conjugados entre si, entao seus conjuntos de pontos de
acumulacdo tem a mesma cardinalidade. Além disto, A(I") é subconjunto fechado (e neste
caso, compacto) de dD. Mais ainda, v(A(I")) = A(T") para todo v € I". Na verdade, A(I") é o
“menor” subconjunto I'—invariante em JID, no sentido que, se C' C dD é ['—invariante entao

AT) cC.

Proposicao 1.53. [25] Sejam T' um grupo fuchsiano e A(T') seu conjunto de pontos de

acumulagdo. Entao A(T) tem 0,1,2 ou infinitos elementos.

Um grupo fuchsiano I' é elementar se A(I') tem uma quantidade finita de elementos. Caso

contrario, diz-se que I" é nao elementar.

Teorema 1.54. [25] Seja T' um grupo fuchsiano nao elementar. Entio uma das duas igual-
dades deve ocorrer:

i) A(T') = 90D ou

i1) A(I") € um subconjunto de D perfeito e denso em parte alguma (ou seja, € um conjunto

de Cantor).
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Com base no resultado anterior os grupos fuchsianos sao classificados da seguinte forma:

Definicao 1.55. Seja I' um grupo fuchsiano. Diz-se que I' é um grupo fuchsiano do primeiro

tipo de A(T') = 0D. Caso contrdario, I' é dito do sequndo tipo.

Proposicao 1.56. [25] Seja T' um grupo geometricamente finito e do primeiro tipo. Entao

I' tem uma regiao fundamental de area hiperbolica finita.

A reciproca deste resultado é valida mesmo sem a hipdtese de que I' é geometricamente

finito.

Proposicao 1.57. [25] Seja T um grupo fuchsiano nao elementar. Suponha que exista uma

regiao fundamental com drea hiperbdlica finita para I'. Entao I' € do primeiro tipo.

O resultado abaixo fornece limitantes inferior e superior para o nimero de lados de um

poligono fundamental para determinados grupos fuchsianos.

Teorema 1.58. [8] Seja I um grupo fuchsiano finitamente gerado do primeiro tipo e seja D
um poligono convexo que serve de regiao fundamental para I'. Suponha que D tenha N lados
(e nenhum lado seja pareado consigo mesmo).

i) Se G tem assinatura (g;my, ...,my) com a possibilidade de n = 0, entdo
N <12g+4n—6

O limite superior € atingido pela regiao de Dirichlet com centro p para quase todas as
escolhas de p.
it) Se I' tem assinatura (g; —), entdo N > 4g e este valor é atingido para algum D.

iii) Se T' tem assinatura (g;my,...,my), n > 0, entdo
N >4g+2n—2
e este valor € atingido para algum D.

Se I" tem assinatura (2; —) entdo 8 < N < 18. Mas neste caso, necessariamente tem-se que

Area(D) = 47 e, portanto, os tnicos poligonos regulares que servem de regiao fundamental

para I" sdo {8,8},{10,5},{12,4} e {18, 3}.
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1.8 Grupos Triangulares

As consideragoes sobre grupos triangulos expressas nesta secao sao feitas de forma restrita a
casos de isometrias em espacos hiperbédlicos, com especial atencao aos grupos que preservam

orientacdo. Para estudos mais gerais sobre este tema recomenda-se [16], [19] e [35].

Sejam ¢, 0, 0, as reflexdes nos lados de um triangulo hiperbélico Ay com angulos T, T
Py Y p’q

e =. As imagens de A sob a acao de distintos elementos do grupo (p, g, r)*, o grupo gerado

por o,, 04, 0., tessela D sem sobreposi¢oes ou lacunas. O grupo (p, ¢, r)* tem presentagio:

<Jpa Oq, Oy - J:02 = Jq2 =0, = (Upaq)r = (Upgr)q = (Uqgr)p =1)

A definicao de grupo triangulo pode ser considerada bem mais geral do que esta apre-
sentada anteriormente. A definicao usada acima esta feita desta forma para se adequar aos
propositos do trabalho.

De modo geral, um grupo triangulo é um grupo do tipo (a, 3,7) gerado pelas reflexdes
em torno dos lados de um triangulo com angulos internos «, 8 e . Impondo certas condigoes
sobre os angulos, estes grupos podem assumir um contexto de geometria euclidiana, esférica
ou hiperbdlica.

O grupo triangulo (p, g, r)* possui um subgrupo de indice 2 formado apenas por isometrias

que preservam orientagao, o qual denotaremos por (p,q,r). Tal grupo tem presentagao:
(a,b:a" =W = (ab)? = 1)

onde a,b sao 0,04, 0,0,, respectivamente.

Estd claro que (p, q,r) é subgrupo normal de (p, ¢, r)*.

Proposicao 1.59. [8] Um grupo G é um grupo triangulo (p,q,r) se, e somente se, € um

grupo discreto do primeiro tipo com assinatura (0;p, q,r).

Os grupos triangulos sao importantes ferramentas para o desenvolvimento deste trabalho.
Em resumo, o problema serd restrito a se de determinar tesselacoes triangulares sobre uma

regiao fundamental D para um grupo de assinatura (2; —). Tais tesselagdes triangulares estao
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associadas aos seus respectivos grupos triangulos os quais, para nosso intuito, devem conter
o grupo de assinatura (2; —) como subgrupo normal uma vez que, os grupos de rotulamentos
pretendidos s@o os grupos oriundos do quociente (p,q,7)/I'y sendo T's justamente o grupo

com assinatura (2; —).

Note que D tessela o disco de Poincaré e que A, a regiao fundamental do grupo triangulo
(p,q,7), além de tesselar D também tessela D. Como o grupo I'y associa os lados de D
gerando desta forma o bitoro, a sub-tesselacao triangular de D também é transformada em
uma tesselagdo porém, desta vez, sobre a superficie D \ T's.

(p,g,7)
T2

Ao determinarmos os grupos quocientes estamos criando grupos que, de alguma

forma, estao associados a tesselacoes triangulares sobre a superficie.

Neste ponto, surgem muitas perguntas importantes: para quais grupos triangulares o
grupo I's pode ser visto como subgrupo normal? Para os casos que existe normalidade,
como determinar os grupos quocientes? Uma vez determinados tais grupos quocientes, qual

a relacao deles como a tesselagao triangular sobre o bitoro?

Todas estas perguntas serao devidamente respondidas na secao sobre grupos tiling do
capitulo 2. Ficard evidente que, ao responder tais perguntas, naturalmente chegamos ao
objetivo do trabalho que é rotular constelagoes geometricamente uniformes sobre o bitoro.
Porém, para que isto realmente faca um sentido, faz-se necessaria a leitura do capitulo a
seguir no qual definiremos os Cdédigos Geometricamente Uniformes e rotulamentos casados,

os principais objetos de interesse do trabalho.



CapriTULO 2

Cdédigos Geometricamente Uniformes,

Rotulamentos e Grupos Tiling

Este capitulo estd dividido da seguinte forma: inicialmente sao definidas algumas nocgoes
elementares sobre um sistema de comunicagao digital. Em seguida, sao apresentados os
conceitos de cédigos geometricamente uniformes e rotulamentos casados em um contexto
geral e, em sequéncia, sao apresentados os principais resultados que envolvem estes dois
temas no contexto de geometria hiperbodlica e superficies compactas. Finalmente, o capitulo
encerra-se com as definicoes e propriedades dos grupos tiling e OP-tiling. Tais grupos contém
as respostas para as perguntas levantadas no final do capitulo 1, bem como sua interpretacao

geométrica é a solucao para exibir os rotulamentos casados pretendidos.

2.1 Sistemas de Comunicacao Digital

Nesta secao é apresentado de forma bastante resumida o modelo tradicional de um sistema

de comunicagao digital. Um estudo mais detalhado sobre este tema aparece em [22].

Fundamentalmente, comunicagao envolve transmitir uma informacao de um lugar até
outro através de um processo. Primeiro é gerada uma mensagem que pode ser sonora ou
uma imagem, por exemplo. A mensagem é descrita com uma certa medida de precisao por
um conjunto de simbolos que podem ser, por exemplo, elétricos, visuais ou sonoros. Estes
simbolos sao adequadamente codificados para transmissao por um meio fisico de interesse. A
partir deste ponto, a transmissao dos simbolos codificados é feita para o destinatario e dai,

sao realizadas a decodificagao e reproducao dos simbolos originais. Finalmente, a mensagem
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original é recriada com possiveis perturbacoes ocasionada pelas imperfeicoes do sistema.

Além dos disturbios ocasionados pelas imperfeicoes do sistema, o ruido e as interferéncias
de outros sinais (provenientes de outras fontes de informagao) também sao adicionados ao
canal, fazendo com que a mensagem recebida seja uma versao corrompida da mensagem
original.

Os sistemas de comunicacao podem ser divididos basicamente em dois tipos: analdgico
ou digital. Em um sistema analdgico a informagao ¢é transmitida por meio de sinais elétricos,
magnéticos ou eletromagnéticos, que variam em amplitude, frequéncia, fase e tempo. No
sistema digital a informacao é enviada por um sequéncia de mensagens discretas por meio
de sinais elétricos, magnéticos, eletromagnéticos ou luminosos, que variam em amplitude,

frequéncia, fase e em intervalos fixos de tempo.

Em 1948 os fundamentos tedricos da comunicacao digital foram criados por Claude Shan-
non em um artigo intitulado “A Mathematical Theory of Communication”. Shannon demons-
trou, entre outros resultados, a possibilidade de se transmitir informagao com probabilidade
de erro tao baixa quanto se queira, sem sacrificar a taxa de transmissao. Este resultado é

conhecido teorema da codificagao de canal [22].

Uma descricao resumida de um sistema de comunicagao digital pode ser representado

pelo digrama mostrado na figura 2.1.

Uma fonte de informacao pode ser caracterizada em termos do sinal que a informagao
carrega. Um sinal é definido como o valor que uma fungao (que tem o tempo como varidvel
independente) assume em determinado instante do tempo. Uma fonte que emite mensagens

que nao dependem das mensagens anteriores é chamada de fonte sem meméria.

O codificador de fonte remove informacoes redundantes da mensagem da fonte e é res-
ponsavel pelo uso eficiente do canal. Ele associa as saidas da fonte a sequéncias de simbolos
chamadas de palavras-cédigo de fonte. O codificador de canal, por sua vez, transforma a
palavra-codigo de fonte em uma outra sequéncia de simbolos chamada de palavra-cédigo de
canal. A funcao do codificador de canal é acrescentar redundancias a palavra-cédigo de fonte

tornando-a, desta forma, uma palavra mais longa que a primeira.

Finalmente, o modulador representa cada simbolo da palavra-cédigo de canal por um
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Figura 2.1: Diagrama de blocos de um sistema digital (modificado de [22])

correspondente simbolo analdgico, apropriadamente selecionado de um conjunto finito de
simbolos analégicos. A sequéncia de simbolos analégicos criadas pelo modulador é chamada
de forma de onda, a qual é transmitida através do canal em um sinal continuo com duracao

de um intervalo de tempo.

O decodificador de canal e o decodificador de fonte tem a funcao inversa dos seus respec-

tivos codificadores.

2.2 (Cdbdigos Geometricamente Uniformes

O conceito de cédigos geometricamente uniformes (CGU) introduzido por Forney [20] ge-
neralizou os codigos reticulados e codigos de grupos de Slepian. Esta nova abordagem, por
considerar como grupo gerador o grupo de todas as isometrias do espaco, fez com que essas
duas categorias de codigos que tinham pouco em comum e eram tratadas separadamente até

aquele momento, fossem entendidas como parte de uma mesma classe de codigos.
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Além de englobar essas duas categorias de cédigos, o tratamento dado por Forney estende
o processo de particionamento de conjunto de sinais criado por Ungerboeck, uma técnica
que traz ganhos significativos na codificacado de sinais e foi o marco inicial da modulacao
codificada. Mais ainda, estes codigos apresentam boas propriedades de simetria, tais como:
todas as regioes de Voronoi sao congruentes, os sinais possuem a mesma probabilidade de

erro, o perfil de distancias é o mesmo para cada sinal, entre outras.

Originalmente os codigos C'GU foram propostos em contexto euclidiano porém, no pre-
sente trabalho, as consideragoes sobre tais codigos serao tomadas sobre um espaco métrico
qualquer. Este tratamento jé foi proposto em outros trabalhos, tais como [21] e [15], entre

outros.

Um cddigo é qualquer subconjunto nao vazio C' de um espago métrico M. Se além disto,

C for discreto, entao ele sera chamado de conjunto de sinais.

Definigao 2.1. [20] Um conjunto de sinais C' é geometricamente uniforme se, dados quais-
quer dois pontos v ey em C, existe uma isometria ug, : M — M que transforma x em y

enquanto u., (C) = C.

Em outras palavras, C' é geometricamente uniforme se a agao de seu grupo de simetrias
['(C) sobre C' é transitiva, ou, se a érbita de qualquer ponto zg em C sobre a acao de I'(C)
éC.

Um conjunto de sinais C' geometricamente uniforme finito é chamado de constelacao

uniforme e se for infinito é chamado de reticulado uniforme.

Definicao 2.2. [20] Dado um conjunto de sinais C, um subgrupo U(C) de T'(C') é um grupo
gerador de C, se C = {u(xo),u € U(C)} para um xy fixo. Além disto, U(C) é minimal
na geracio de C' se a aplicagio m : U(C) — C definida por m(u) = u(xg) € injetiva (e

portanto, bijetiva).

A aplica¢do m induz em C' a estrutura de grupo de U(C'), e por isto m pode ser considerada

um isomorfismo entre grupos.

Observacao 2.3. Nem todo cddigo geometricamente uniforme tem gerador minimal [43].

Além disto, se um grupo gerador minimal existe ndo mecessariamente ele € unico, ou seja,
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existem codigos geometricamente uniformes que admitem mais de um gerador minimal que

ndo sao isomorfos entre si [20)].

Sejam C' um conjunto de sinais geometricamente uniforme com um grupo gerador U(C')
e U'(C)<U(C). Se C é 6rbita de xq sob a agao de U(C') entao as érbitas de xg geradas pelas
classes laterais de U’(C') sao subconjuntos disjuntos de C' tal que a unido destes subconjuntos
formam C, ou seja, sao uma particao de C.

Denote a dérbita de x4 sob acao de U'(C) por C’ e, a partigao induzida por U’'(C') em C,

denote por C'/C". Formalmente, tem-se que:

Definicao 2.4. [20] Uma parti¢io geometricamente uniforme C/C" é uma parti¢io de um
conjunto de sinais geometricamente uniforme C' com um grupo gerador U(C) que € induzido
por um subgrupo normal U'(C) de U(C'). Os elementos da particio C/C" sao subconjuntos

de C' que correspondem as classes laterais de U'(C) em U(C).

Usa-se, frequentemente, a notacao U(C") para indicar U'(C).

Teorema 2.5. [20] Seja C'/C" uma parti¢ao geometricamente uniforme. Entao os subconjun-
tos de C' na particao sio geometricamente uniformes, mutuamente congruentes e tem U'(C')

como grupo gerador em comum.

O teorema anterior pode ser estendido se U(C')/U(C")/U(C")/... é uma cadeia de partigoes
de grupos, neste caso, existe cadeia correspondente C'/C’/C" ... de partigdes geometricamente
uniformes, a qual em cada nivel os subconjuntos sao geometricamente uniformes, mutuamente

congruentes e tem o mesmo grupo gerador em comum.

Um grupo de rétulos para uma partigdo geometricamente uniforme C'/C” é um grupo que
¢ isomorfo ao grupo quociente U(C')/U(C"), onde U(C') e U(C") sdo os grupos geradores de

C e (', respectivamente.

Defini¢ao 2.6. [20] Seja G um grupo de rétulos para uma particio U(C)/U(C"). Um ro-
tulamento isométrico é uma aplica¢ao injetiva m : G — C/C" obtida pela composi¢io do
isomorfismo entre G e U(C)/U(C") e a aplica¢ao injetiva induzida por m a U(C)/U(C") em
c/c.
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Proposicao 2.7. [20] Uma particao C/C" admite um rotulamento isométrico por um grupo

G se:

1) C € geometricamente uniforme,

2) seus subconjuntos sio geometricamente uniformes e mutuamente congruentes e

3) existem grupos de isometrias U(C) e U(C") tais que U(C) € grupo gerador de C,
U(C") € grupo gerador comum dos subconjuntos de C', normal em U(C) e G € isomorfo a

u(e)/u(c).

Proposicao 2.8. Os grupos triangulos (I,m,n) induzem reticulados geometricamente uni-

formes em D.

Demonstracao: Seja (I, m,n) um grupo triangulo que tem uma regiao fundamental T' €
D. Considere como ponto inicial xog € D o centro da regiago T'. Agora denote por C' o conjunto
de sinais gerados pela a¢do do grupo (I,m,n) em xq, isto €, C'= {y(xg) : v € (I, m,n)}. Com
base nestas consideracoes, € certo que C' é um conjunto de sinais geometricamente uniforme

infinito. Esta afirmagao decorre diretamente do fato de que (I, m,n) tessela D.

Note que, neste caso, C' € um reticulado uniforme que tem (I, m,n) como gerador minimal.

Denote por 'y um grupo de assinatura de (2; —). Suponha que I'y seja subgrupo normal
de (I,m,n) com indice finito n. Neste caso, é possivel associar n regides congruentes a T,
geradas pela tesselagao de (I, m,n) em D, de modo que a unido destas n regides sub-tesselem

D, uma regiao fundamental para I's.

Como a acao do grupo I's sobre D é uma tesselagao do disco D, temos que estas regioes,
que sao imagens de D pela acao de I'y, sao mutuamente congruentes entre si. Além disto, os

subconjuntos que tem como gerador comum o grupo I's sao geometricamente uniformes.

Assim, a particao C'/C" admite um rotulamento isométrico G, onde G' é um grupo isomorfo

a (l,m,n)/Is.
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2.3 Rotulamentos Casados

Outro conceito importante desenvolvido na mesma época que os CGU foi o de rotulamento
casado, criado por Loeliger [34]. Tal conceito cria uma forma bastante adequada de associar
um conjunto de sinais a uma estrutura algébrica apropriada. A motivacao principal era
a busca de uma certa linearidade para o cédigo. Seu principal resultado foi mostrar que
conjuntos de sinais casados a grupos sao equivalentes a conjuntos de sinais de Slepian [34].

O autor demonstrou que, sob certas condicoes, tais conceitos sao equivalentes.

A proposta original, apresentada por Loeliger, foi realizada para espacos métricos eucli-
dianos porém, assim como na se¢ao anterior, as consideragoes serao tomadas em relacao a
um espago métrico qualquer. Tal abordagem ja foi realizada em outros trabalhos tais como

[13], [21], [1], entre outros.

Definicao 2.9. [34] Um conjunto de sinais C' de (M,d) é casado a um grupo (G,.) se eziste

uma aplicagao sobrejetiva m de G em C' tal que, para todo g e h em G,

d(m(g),m(h)) = d(m(g~".h),m(e)),

onde e denota o elemento neutro de G. Uma aplicagao m satisfazendo esta condicao é

1

chamada de aplicacdo casada. Se, além disto, m for injetiva entdo m=" € chamada de rotu-

lamento casado.

Lema 2.10. [34] Sejam m uma aplicagdo tal que o conjunto de sinais C de (M,d) esteja
casado a um grupo G e . = m(e). Se H =m™*(z.) entio H é um subgrupo de G e, além
disto, m(g) = m(g') < gH = ¢'H para quaisquer g,g' em G. Ou seja, g e g’ estao na mesma

classe lateral a esquerda de H em relacao a G.

Proposicao 2.11. [3/] Se C estd casado a um grupo G e H € subgrupo normal de G, entao
C' estd casado a G/H.

Definigao 2.12. [8// Sejam m uma aplicagao que torna C' um conjunto de sinais casado a um
grupo G e H definido como no lema anterior. Entao diz-se que a aplicagcdo m € efetivamente
casada se H ndao contém subgrupos normais nao triviais de G. Neste caso, diz-se que C' e G

sao efetivamente casados.
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Teorema 2.13. [34] Sejam G e C casados por meio da aplicagao m e H definido como no
lema anterior. Entao C estd efetivamente casado ao grupo quociente G/N onde N é o maior

subgrupo normal de G contido em H.

Teorema 2.14. [3/] Se o conjunto de sinais C de M estd casado com G e f: C — f(C) €

uma isometria, entdo f(C) também estd casado com G.

Proposicao 2.15. [3/] Um conjunto de sinais C' € casado a um grupo G via aplicagdo casada
m: G — C se, e somente se, G € homomorfo a um subgrupo transitivo de I'(C'), o grupo de

stmetrias de C'.

Corolario 2.16. FExiste um rotulamento casado entre o conjunto de sinais C' e o grupo G

se, e somente se, G é isomorfo a um subgrupo transitivo de I'(C').

Com base neste ultimo resultado, é possivel notar que, se C' é um conjunto de sinais
geometricamente uniforme com gerador minimal U(C') entao C' e o grupo U(C') sdo casados.
A reciproca também é verdadeira, ou seja, se m~! é um rotulamento casado de C' em G entao

o conjunto de sinais C' é geometricamente uniforme com gerador minimal U(C') ~ G.

No contexto de grupos triangulares (I, m, n) e grupos de assinatura (2; —), temos a seguinte
andlise: se C' é o conjunto de sinais da forma C' = {y(zo) : v € ['} com z, fixo, entao o grupo
triangular (I,m,n) é um grupo gerador minimal para C' e portanto, pelo corolrio 2.16,
(I,m,n) e C sdo casados. Se o grupo I'y com assinatura (2; —) é subgrupo normal de (I, m, n)

entao, pela proposicao 2.11, C' é também esté casado com (I,m,n)/Ts.

Mais ainda, como I's tessela D, sabe-se que o bitoro surge do colapso de D na regiao D, a
regiao fundamental de I's. Logo, o conjunto de sinais C' de D passa a ser representado por um
conjunto finito que pode ser visto simultaneamente em D e no bitoro e, consequentemente,

este conjunto finito sobre a superficie também estd casado com o grupo (I, m,n)/Ts.

Em resumo, a partigao criada em C por I'y admite um rotulamento casado por (I, m,n) /Ty
e, os representantes desta particao de C', podem ser escolhidos adequadamente de modo que

estejam contidos na regiao D.

Corolario 2.17. [34] Se um conjunto de sinais C estd efetivamente casado a um grupo G,

entio G € isomorfo a um subgrupo transitivo de I'(C).
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A reciproca deste resultado nao é verdadeira [34]. Um contra-exemplo pode ser encontrado

em [28].

2.4 CGU e Rotulamentos Casados sobre Superficies e

em Espacos Nao-Euclidianos

Devido as boas caracteristicas apresentadas pelos CGU, varias pesquisas tém sido desenvol-
vidas no sentido de fornecer uma fundamentacao teérica matematica necessaria e de propor
generalizagoes para que tais propriedades possam ser estendidas a uma classe ainda maior
de conjuntos de sinais, como pode ser visto em [3], [14],[29], [15], entre outros. Além disto,
trabalhar em ambientes fora do contexto euclidiano tem se mostrado uma abordagem muito
promissora, pois certas propriedades destes espacos podem ser eficazmente exploradas na

construcao de codigos.

Esta secao apresenta um breve histérico dos resultados obtidos nos estudos sobre CGU

em espacos hiperbdlicos.

Em [14], conjecturou-se que é possivel arquitetar c6digos corretores de erros mais efici-
entes, em termos de probabilidade de erro, se estes forem elaborados a partir de variedades
bidimensionais com género g > 2, e sabe-se que a geometria inerente de tais superficies é a

geometria hiperbdlica.

Quanto ao estudo de CGU com métrica, nem euclidiana e nem hiperbdlica, tem-se alguns
trabalhos, tais como, [21], [5] e [15]. Eles abordam C'GU com a métrica de Hamming e Lee

nos dois primeiros e métrica de grafo no tltimo.

No ambiente hiperbélico, o estudo de c6digos foi iniciado em [41] e [42]. Nestes trabalhos,
constelagoes PAM, PSK e (QAM-circulares em espacos hiperbdlicos tiveram seus desempe-
nhos comparados com suas versoes equivalentes do caso euclidiano. Para que tal anélise fosse
possivel, varios conceitos foram introduzidos com destaque para a criacao de uma funcao de
densidade de probabilidade gaussiana para o plano hiperbdlico e a caracterizacao do ruido

de um canal gaussiano hiperbdlico por meio das isometrias hiperbdlicas do plano.

Em [1] foi desenvolvido um limitante superior para a probabilidade de erro no espago
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hiperbdlico. Também foi mostrado que a comparacao entre constelacoes equivalentes em
espaco euclidianos e hiperbdlicos, quanto ao desempenho da probabilidade de erros, poderia

ser feita por meios computacionais.

Com base em [41] foi estabelecida em [28] e [29] uma teoria de cédigos geometricamente
uniformes para espacos hiperbolicos. Nestes trabalhos ficou evidente que, pelo fato do grupos
de translacoes hiperbdlicas nao serem comutativas, a utilizagao de subgrupos normais destes
grupos de translagoes seria uma alternativa vidvel no estudo de C'GU hiperbdlicos. Além
disto, foram obtidos alguns subgrupos normais de (2,8, 8)* trabalhando-se com a tesselacao
{8,8}. Anélises desta tessselagao associadas a subgrupos normais de (2,8, 8)* também apa-
recem em [1] e [30].

Em [13], estudou-se c6digos corretores de erros a partir de codigos geometricamente uni-
formes. Tais cddigos foram relacionados com p—Grupos e com certos elementos de um corpo
de Galois. Especificamente para C'GU hiperbdlicos, a estrutura algébrica associada para a
geracao de codigos corretores de erros foi extraida por identificar os sinais com determinados

elementos de uma ordem dos quatérnios.

Novamente em [1], foram obtidas familias de constelagoes, algumas delas sem uniformi-
dade geométrica, sobre superficies compactas e nao-compactas. Com respeito as superficies
nao compactas verificou-se que os codigos sao infinitos e se comportam de forma semelhante
aos reticulados obtidos por grupos cristalograficos no plano euclidiano. Com relacao aos
g—toros, analisou-se o grupo triangular (4,4, 2¢)*, mostrando que ele gera um cédigo geo-
metricamente uniforme sobre a superficie, e que seu indice no grupo I'; de assinatura (g; —)
é 8g. Contudo, o grupo de rétulos nao foi determinado e, consequentemente, o rotulamento

casado também nao.

O grupo de rétulos isomorfo a (4,4, 2¢g) /I, foi explicitado somente em [30]. Foi verificado
que se tratava do grupo Dg, X I'y, onde Dg, é o grupo diedral de ordem 8¢ (o grupo de
rétulos foi exibido em [28] para o caso g = 2). Porém, novamente o rotulamento isométrico
nao foi explicitado. Os resultados destes quocientes sao discutidos detalhadamente do ponto

de vista puramente matemdatico em [19].

Com relacao as abordagens para gerar rotulamentos associados com superficies compactas
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em espacos hiperbdlicos, a maioria dos trabalhos concentram-se em determinar os grupos
de translacoes que tesselam, D ou H, agindo sobre um poligono regular que seja regiao

fundamental para uma determinada superficie.

Como o conjunto de sinais considerados sao os centros destas regioes fundamentais, o
conjunto de sinais estd, essencialmente em D ou H e nao sobre a superficie pois, nestas

condicgoes, tem-se sobre a superficie exatamente um tnico ponto do conjunto de sinais.

Assim, para exibir os rotulamentos de conjunto de sinais que de fato estejam inteiramente
sobre uma determinada superficie é necessario, antes de mais nada, conhecer grupos que
tenham como subgrupos normais o grupo associado a esta superficie. Dai, os grupos de

rotulos sao exibidos calculando-se os grupos quocientes.

Os grupos de rétulos com as caracteristicas descritas no paragrafo acima, ou seja, oriundos
de tais quocientes, sao exibidos de forma esporadica e, em quase todas as ocasides que iSso
ocorre, ¢ feito para um determinado grupo que, invariavelmente, estda em funcao do género
da superficie, como nos casos [1], [30] e [28], ou em fungao de um parametro como no caso
[49].

Uma abordagem para C'GU hiperbdlicos usando teoria de grafos pode ser encontrada
em [33]. Por meio do mergulho de grafos associados a um canal sem memoéria em su-
perficies, determinou-se algumas estruturas algébricas relacionadas a estes canais. Este tra-

balho também foi baseado no uso de tesselagoes por poligonos regulares.

Ainda com teoria de grafos, em [39] s@o obtidos CGU derivados de grafos sobre quocientes
de inteiros e de ordens dos quatérnios. Quanto aos casos hiperbdlicos, estes sao os oriundos
de quocientes de ordens dos quatérnios. O trabalho é enfatizado nos padroes geométricos
das tesselacgoes e assume como o grupo de rotulamento as isometrias de emparelhamentos de
lados. Esta é a tinica estrutura de grupo associada as tesselagoes.

Tem-se em [9], seguindo em uma vertente semelhante a [39], reticulados hiperbdlicos
usando a identificacao de grupo fuchsianos com ordens maximais dos quatérnios. Foi proposto
ainda, um algoritmo para construir grupos fuchsianos associados a g—toros tendo como uma

regiao fundamental um poligono regular.

O trabalho [44] apresenta um modelagem hiperbdlica para linhas de transmissao usando
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o semi-plano direito como modelo hiperbdlico. Além disto, s@o construidas constelagoes
regulares no plano hiperbdlico do tipo {12g — 6,3} onde g > 2 é o género de um g—toro.
Mais ainda, sao calculados o nimero de pontos para constelacoes estudadas. Calculos de

contagem similares para o niimero de sinais de uma constelacao ja apareciam em [41].

Em [49] o objetivo é criar reticulados (tesselagdes) a partir de grupos fuchsianos aritméticos
derivados de algebras de divisao de quatérnios sobre um corpo. Esta abordagem segue, em li-
nhas gerais, o tratamento utilizados em [13]. O trabalho também apresenta explicitamente as
isometrias de emparelhamento de arestas para varios tipos de regioes fundamentais e géneros

de superficies para um parametro A criado pelo o autor.

Gusmao em [14] mostrou, entre outros resultados, que a curvatura de um espago de sinais
tem influéncia sobre um sistema de comunicagoes e que, espagos com curvatura negativa

constante sao os que apresentam melhor desempenho quanto a probabilidade média de erro.

Na referéncia [4] sdo apresentados todos os resultados possiveis para emparelhamentos de
lados de poligonos que tenham nimero de lados variando entre 3 e 8. Estes emparelhamentos
podem resultar em esfera, faixa de Mobius, Garrafa de Klein, Plano Projetivo, Toro ou
Bitoro. Para que um bitoro seja gerado ¢ necessario que o poligono tenha no minimo 8 lados
e, neste caso, existem somente quatro emparelhamentos possiveis (a menos de equivaléncias

por rotagoes) que resultam em tal superficie.

O resultado anterior e mais todos os possiveis emparelhamentos para que um poligono
regular gere um bitoro aparecem de forma completa em [24] e [37]. Com base neles, é possivel
saber que, além dos 4 possiveis emparelhamentos para o bitoro oriundos de {8,8}, existem

6,6 ¢ 8 emparelhamentos para os poligonos {10,5},{12,4} e {18,3}, respectivamente.

Em [31] apresentou-se um modo de criar tesselagoes do plano hiperbdlico a partir da
relacao entre fragoes continuas e tesselacoes de Farey. O trabalho apresenta ainda dois novos

cédigos para compactacao de fontes, um céodigo de arvore e um cédigo de bloco.

Os primeiros trabalhos a enfatizarem diferentes tipo de tesselagao sobre uma superficie
foram [2] e [3], neles estudou-se cédigos quanticos topoldgicos. Tais cédigos foram construidos
sobre g—toros com 2 < g < 5, obtendo-se versoes dos cédigos de Kitaev para o ambiente

hiperbdlico. O estudo também apresentou, todas as possiveis tesselacoes regulares que podem
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ser obtidas sobre um g—toro para os casos g considerados no trabalho. No caso do bitoro,

sao 18 nao triviais e 4 triviais.

Resumidamente, pode-se dizer que, a partir das consideragoes anteriores, todos os tra-
balhos trazem grande contribuicao para a teoria de cédigos em ambientes hiperbdlicos ou
superficies compactas. Em se tratando especificamente de CGU, ocorre que quase todos os
trabalhos estao fortemente focados em emparelhamentos dos lados de um poligono como o
grupo de rétulos e ainda, aqueles que tratam de superficies compactas, consideram como
regiao fundamental um poligono regular. Quase sempre, os padroes dos grupos de rétulos

sao dados em funcao do género da superficie, ou de um determinado parametro.

Assim, percebe-se que os estudos de CGU sobre superficies compactas concentram-se nos
grupos fuchsianos de emparelhamentos de lados e em regides fundamentais regulares. Ha
rarissimas abordagens sobre estes codigos tendo como espaco ambiente a superficie ao invés

de D ou H. Além disto, nestes casos, pouco se sabe sobre o grupo de rétulos.

No que diz respeito as estruturas algébricas obtidas, especialmente nos trabalhos que se
apoiam em algebra de quatérnios, a relacao destas estruturas parecem estar muito longe das
estruturas geométricas associadas aos codigos, principalmente se comparados ao trabalho
pioneiro do Forney. Em sua origem, os CGU tinham as suas estruturas métricas e algébricas

(grupos, a saber) diretamente associadas.

Em [15] criou-se rotulamentos para CGU sobre o toro com diferentes formas para sua
regiao fundamental, ou seja, o género da superficie foi fixado, e estudou-se diferentes ro-
tulamentos para varias formas de representar o toro como regiao planar. Por se tratar de
um toro, a geometria que serviu de base para o trabalho é a euclidiana. O trabalho obtém
explicitamente os grupos de rotulamento para as constelagoes de sinais. Além disto, sao

construidos codigos perfeitos usando sobre a constelagao de sinais a métrica do grafo.

O artigo supracitado foi a principal motivacao para a realizacao do presente trabalho.
Em esséncia, a abordagem adotada aqui foi tentar reproduzir os resultados obtidos em [15]
para o caso imediatamente posterior, o bitoro. Porém, a estrutura de espaco vetorial de R?
foi fartamente explorada no caso do toro e, como os ambientes hiperbdlicos nao admitem tal

estrutura, meios alternativos tiveram que ser buscados.
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Como mencionado anteriormente, optou-se por usar certos grupos triangulares tendo como
subgrupo normal um grupo de assinatura (2; —). A determinagao de quais grupos sao estes,
quais sao os grupos quocientes e como interpreta-los para exibir o rotulamento casado sao

respondidas na se¢ao a seguir.

2.5 Grupos Tiling

Esta segao apresenta os grupos tiling G* e OP-tiling G. Para o estudo aprofundado da
teoria que envolve estes grupos recomenda-se [11] e [12], trabalhos que fundamentam quase
que por completo esta secao. No mais, muitos dos comentarios e resultados citados podem
ser encontrados em [19], [18], [36], [38], [27], [37] e [24], além dos dois primeiros trabalhos

anteriormente mencionados.

A listagem dos grupos G encontrada em [11] é a classificagao completa de grupos finitos
agindo (preservando orientacao) sobre superficies de género 2 e 3. Estes grupos podem ser
caracterizados, a menos de equivaléncias topoldgicas, por um conjunto de informagoes que
sao chamados dados de ramificagdo. Tais dados sao escritos na forma (¢ : my,...,m,) onde
r,0,M1,...,M, Sa0 numeros inteiros tais que, r indica o nimero de pontos ramificados da
cobertura ramificada S — S/G na superficie S, m; indica as ordem de certos elementos de

G os quais fixam pontos de S, com o0 < g, r < 2g + 2 e g indicando o género da superficie.

Todos estes grupos devem satisfazer a equacao de Riemann-Hurwitz

29_G_|2 =(20—-2)+ E1§jgr(1 - m%):

0 que impoe restri¢coes ao grupo G.

Considerando que toda agao de um grupo sobre uma superficie surge por selecionar algum
subgrupo normal livre de tor¢ao de um grupo fuchsiano e ainda, restringindo a discussao para
o caso em que GG é triangular (r = 3) sobre o bitoro (g = 2), podemos identificar estes grupos
G como os quocientes de grupos triangulares fuchsianos aritméticos por um subgrupo normal

livre de tor¢ao com assinatura (2; —). A lista completa pode ser encontrada em [27].

Em [12] é oferecida uma forma, que nao é a tnica, de se entender um grupo do tipo G
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para um grupo G*. Esta extensao é dada por uma involugao (aplicagdo de ordem 2) 6 tal
que 0(a) =a e f(b) =b""!, onde a e b sdo os geradores de G. Os grupos G, como serd visto

mais adiante, serao gerados por, no maximo, dois elementos.

Os rotulamentos para codigos geometricamente uniformes sobre o bitoro serao determi-
nados por meio de grupos Tiling. Por esta abordagem ¢é possivel fornecer explicitamente ao
menos um grupo de rotulamento para cada uma das 11 tesselacoes existentes sobre o bitoro,
oriundas de grupos triangulares fuchsianos aritméticos. Além disto, extensoes destes grupos

de rétulos pela involucao 6 sao usadas como meio para gerar novos codigos sobre a superficie.

A abordagem proposta para a construcao de C'GU sobre o bitoro por meio dos grupos
tiling e OP-tiling pode ser estendida para superficies compactas de géneros ainda maiores,

fato que ficara claro no decorrer no texto.

Definigao 2.18. [11] Sejam S uma superficie orientdvel de género g, Hom(S)™ seu grupo de
homeomorfismos que preservam orientagdo e G- um grupo finito. Diz-se que G age (orientdvel
e efetivamente) sobre S se existe um monomorfismo € : G — Hom™(S). Se e : G —
Hom™(S) é outra agdo, entao diz-se que £, sao equivalentes (topologicamente) se existem

w € Aut(G) e um h € Hom(S)T tais que
g'(g) = he(w(g))h ™, g € G.

Seja S uma superficie compacta de género g e G um grupo finito agindo orientavel e
efetivamente sobre S. O espaco quociente S/G é uma superficie diferencidvel e a projecao

quociente 7 : S — % ¢ chamada de recobrimento ramificado.

Broughton, por um método indutivo, foi capaz de explicitar todos os grupos GG para as
superficies compactas de género 2 e 3 em [11], e completar a classificagdo para os géneros g <
13 para casos triangulares em [12]. Na verdade, para os géneros menores muitas informacoes
e resultados importantes ja estavam estabelecidos, porém Broughton colocou as questoes sob

um ponto de vista menos topolégico e muito mais algébrico.

Além disto, em [12] a forma dada para se estender G para um grupo G* é tal que, ]%| =2
e, portanto, G < G*. Os grupos G* e G serdao chamados de tiling e OP-tiling (preserva
orientagao), respectivamente, e tém papel crucial no rotulamento de conjunto sinais sobre as

superficies compactas de género g > 2.
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Observacao 2.19. Para clarificar a relagao entre tais grupos G, para os casos triangulares, e
0s CGU, considere a sequinte situacao: tome sobre uma superficie um reticulado formado por
triangulos nao obtusos de modo que cada reflexao em torno do lado de um destes triangulos
estende-se como uma isometria para toda a superficie, preservando o reticulado. Além disto,
considere que os lados destes triangulos se estendem a uma geodésica fechada sobre a su-
perficie, formada apenas pelos lados destes triangulos. O grupo tiling G* € o grupo gerado

por estas reflezoes em torno dos lados dos triangulos.

Esses grupos sao formados por automorfismos de S que preservam o reticulado com as
caracteristicas descritas acima. Cada um destes grupos possui um subgrupo de indice 2

formado por automorfismos conformes que, obviamente, também preservam tais reticulados.

No contexto dos C'GU, estes grupos podem ser usados como grupos de rétulos para esco-
lhas adequadas de constelagoes de sinais. De fato, dada uma superficie compacta, considere
como uma constelacao de sinais os incentros de cada um dos triangulos de um determinado
reticulado com as caracteristicas acima descritas. O grupo tiling associado a este reticulado
tem as propriedades desejadas, ou seja, € subgrupo do grupo de simetrias da superficie, possui

a mesma cardinalidade da constelagao de sinais e preserva o reticulado.

Deste modo, estes reticulados servem de base para a criagao de CGU que tem como grupo
gerador minimal os grupos tiling ou os grupos OP-tiling.

Néétdnen determinou todos os grupos de assinatura (2; —) que admitem um poligono
regular como regiao fundamental em [24] e [37]. Todos os grupos sdo fuchsianos aritméticos.
Além disto, apresenta uma lista completa dos grupos triangulares fuchsianos aritméticos que

contém um subgrupo de assinatura (2; —) [37].

Contudo, muitos casos em que o grupo de género 2 pode ser visto como subgrupo de um
grupo triangular, a sua regiao fundamental sera representada por um poligono nao regular.
Alguns destes casos sao exemplificados pela prépria Néédténen em [37]. Além disto, pode

ocorrer que a regiao nao seja nem mesmo convexa [16].
Outra observacao importante é que nem toda regiao fundamental para o bitoro esta associ-

ada ao um grupo fuchsiano aritmético [37]. Como consequéncia disto, o grupo triangular que

tem tal grupo como seu subgrupo normal (se existir) também nao serd um grupo aritmético.
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Algumas destas regioes sao obtidas por deformagdes do poligono {8,8} e tém associada a si

o grupo diedral de ordem 8 como grupo de simetrias [37].

Como ja mencionado anteriormente, a maioria dos trabalhos sobre busca de cédigos ge-
ometricamente uniformes em espacos hiperbdlicos, quando trata de superficies compactas,
considera como regido fundamental da superficie o poligono autodual {4g,4g}, e se outros
casos sao abordados, sao tomados sobre poligonos regulares. Esta abordagem limita a pos-
sibilidade de costrucao de C'GU, uma vez que as regioes fundamentais para as superficies
compactas sao muitas vezes representadas por poligonos nao regulares. Neste sentido, o pre-
sente trabalho se apoia em um tratamento mais geral, pois considera como regiao fundamental

poligonos regulares e nao regulares.

Como podera ser notado mais adiante, entre os 11 casos de grupos tiling (consequen-
temente, grupos OP-tiling) em apenas 7 a regiao fundamental do bitoro foi representada
como poligono regular, nos demais casos, as regioes sao representadas necessariamente como
poligonos nao regulares, sendo que em alguns destes casos os poligonos escolhidos podem ser

também nao convexos.

Teorema 2.20. [37] Os grupos triangulares fuchsianos aritméticos que tém como subgrupo
um grupo de assinatura (2;-) sao: (2,3,7), (2,3,8), (2,3,9), (2,3,10), (2,3,12), (2,3,18),
(2,4,5), (2,4,6), (2,4,8), (2,4,12), (2,5,5), (2,5,10), (2,6,6), (2,8,8), (3,3,4), (3,3,5),
(3,3,6), (3,3,9), (3,4,4), (3,6,6), (4,4,4) e (5,5,5).

Destes, o subgrupo de género 2 é subgrupo normal para os casos: (2,3, 8), (2,4,6), (2,4, 8),
(2,5,10), (2,6,6), (2,8,8), (3,3,4), (3,4,4), (3,6,6), 4,4,4) e (5,5,5). Em todos os casos, o
grupo de assinatura (2; —) é um subgrupo livre de torcao, [37] e [27].

Para conseguir tais resultados a autora se apoiou fortemente em [18], que classifica tes-
selagbes regulares sobre superficies e sua relagdo com grupos triangulares do tipo (p,q,2),
os grupos triangulares de Schwarz. A demonstracao que todos estes grupos sao fuchsianos
aritméticos é devida a Takeuchi em [46]. Os grupos OP-tiling sdo obtidos explicitamente
como grupo de matrizes complexas por meio de ferramentas geométricas para os géneros 2

por Kuribayashi [26].

Para o propédsito deste trabalho, somente os casos em que ocorre a normalidade serao
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. . ~ . . Im,
considerados, pois os rotulamentos serao por grupos e estes devem vir do quociente de %

I

onde I'y representa o grupo de assinatura (2; —) e, portanto, nao faz sentido considerar os

demais casos.

A abordagem seguird no sentido de Broughton, ao invés de Kuribayashi, pois assim é
possivel detalhar todos os grupo G para os casos de género 2 < ¢g < 13 permitindo, desta
forma, estender o presente trabalho para géneros maiores. Mais ainda, tal abordagem consi-
dera extensoes G* de G, possibilitando assim a geragao de mais grupos de rotulamentos para

um nimero maior constelagoes geometricamente uniformes.

Os grupos OP-tiling, formalmente definidos na sequéncia, serao exatamente os grupos
quocientes, que sao os objetos de interesse. Com base neles, teremos ainda as defini¢oes de

grupos tiling que também serao usadas para rotulamentos.

Definigao 2.21. [12] Seja S uma superficie orientdvel compacta de género g. Um tiling T
de S é uma cobertura completa sem sobreposi¢cio da superficie por poligonos, os quais sao
chamados ladrilhos. Os lados (ou arestas) dos ladrilhos sao chamados de lados (ou arestas)
do tiling e os vértices dos ladrilhos sao chamados de vértices do tiling. Denotamos por € e v

a colecao de arestas e vértices do tiling, respectivamente.

Definigao 2.22. [12] Um tiling T de uma superficie é dito caleidoscdpico se, para cada aresta
e € ¢ do tiling, a reflexao local r. em relagao a aresta e é uma isometria da superficie que
aplica ladrilhos em ladrilhos. Em particular, ele permuta dois ladrilhos que tém o lado e em

comum.

Definigao 2.23. [12] Um tiling caleidoscépico T' é chamado de geodésico, se para cada aresta
e o conjunto de pontos fixos de re, denotado por S,, = {x € S : r.(x) =z}, € formado por

uma uniao de arestas de T'.

Observacao 2.24. Fxistem tilings caleidoscopicos que nao sao geodésicos como, por exemplo,

o tiling dodecaedral da esfera por doze pentdgonos [12].

As reflex6es em relacao aos lados de um tiling geram um grupo de isometrias de tiling, o

qual é chamado grupo tiling. Pode ser mostrado que todo ladrilho da superficie é imagem,
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por algum elemento de um grupo tiling, de um tunico ladrilho, o qual é chamado de ladrilho
principal.

Todo o trabalho esta fundamentado sobre os grupos tiling que tem como ladrilho principal
um triangulo nao obtuso. Formalmente, considere o triangulo Ay de vértices P,Q e R, o
ladrilho principal, e denote por p, g e  0s lados opostos aos vértices P, () e R, respectivamente.
Denote ainda por o, 0, € 0, as reflexdes em relagao aos respectivos lados. Assim, por conta da
condicao geodésica, existe um mesmo nimero de angulos iguais para os triangulos em torno

de cada vértice. Disto, os angulos P, Q) e R tem medidas 7, 7~ e 7 radianos, respectivamente,

Sl= 313

com [,m e n inteiros maiores ou iguais a 2, tais que % + = + = < 1. Diz-se que Ay é um

1
m
(I, m,n)-triangulo [12].

Assim, 0,? = 0,2 = 0,2 = 1. Tomando a = 0,0,,b = 0,0, ¢ ¢ = 0,0,, temos que a,b
e ¢ sao rotacoes em sentido anti-horario em torno dos vértices de Ag com ordens [, m e n,
respectivamente. Denotando por G* =< 0,,0,,0, > e G =< a,b,c >=< a,b > temos que G
¢ o subgrupo de G* gerado pelas isometrias que preservam a orientagao. Logo, G é subgrupo

normal de indice 2 e G* =< 6 > X G, um produto semi-direto.

Observacao 2.25. A involugao 0 ¢ a reflexao em torno do lado q, que age sobre G da forma

0(a) =a=! e 0(b) = b~t, como mostra o teorema 2.27.

O desenvolvimento dos grupos tiling com ladrilhos triangulares é analogo ao desenvolvi-
mento feito na tltima secao do capitulo anterior para grupos triangulares no disco. Essenci-
almente, a diferenca entre tais grupos vem do fato de que os grupos tiling sao grupos finitos
que agem na superficie, enquanto que os grupos triangulares sao grupos infinitos que agem

no disco hiperbdlico.

A projecao m : D — S, do disco hiperbdlico da superficie S, relaciona as tesselagoes
geradas pelos grupos supracitados. Em linhas gerais, ocorre que triangulos de uma tesselacao

em D sao levados pela proje¢ao m em triangulos de uma tesselagao em S. Note que, como 7 é

conforme, ocorre que se A € D é um triangulo com angulos internos 7, ™ e = entao 7(A) € S

também é um triangulos com angulos 7, = e Z.
l'"m n

Definigao 2.26. [12] O grupo G* definido acima é chamado grupo tiling total de S ou apenas
grupo tiling de S. O subgrupo G é chamado de grupo tiling conforme ou grupo OP-tiling
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(preserva orientagdo).

E importante observar que podem existir isometrias de S que preservam o tiling e que nao
estao contidas em G*. Neste caso, o grupo de todas as simetrias do tiling pode ser fatorado

na forma U x G*, onde U ¢é o estabilizador do ladrilho principal [12].

Com relacao aos grupos de rotulamentos casados, sabemos que sao subgrupos transitivos
de um grupo de simetrias e que, no caso de serem grupos geradores minimais, a sua car-
dinalidade é a mesma do conjunto de sinais. Disto segue que, determinar os grupos tiling,
¢ o0 mesmo que encontrar um grupo gerador minimal para as tesselacoes associadas a estes

grupos sobre superficies compactas, ou seja, determinar o grupo de rétulos.

A principal contribuicao do presente trabalho foi detectar a forte relacdo entre grupos
tiling com CGU em superficies compactas. Além disto, o trabalho também oferece repre-
sentacoes geométricas das regices fundamentais para cada um dos grupos estudados, adequa-
damente associadas a uma regiao fundamental conveniente para o bitoro. Mais ainda, com
base na interpretacao geométrica de G e G*, os rotulamentos casados sao dados explicita-

mente em todos os casos.

Como consequéncia dos fatos supramencionados, foi possivel criar, de forma original,
cadeias de particionamento genuinamente hiperbdlicas e que, em alguns casos, admitem um

particionamento Ungerboeck (hiperbdlico).

A limitacao do género para construcao dos grupos é consequéncia da limitagao dos bancos
de dados dos programas GAP e Magma [12].

A tripla de elementos geradores de um grupo OP-tiling sempre pode ser tomada de forma
a satisfazer as relagoes o(a) = [, 0(b) = m,0(c) = n e abc = pgqrrp = 1. Ou seja, os elementos
a, b e ¢ podem ser escolhidos como geradores dos estabilizadores de uma tripla de pontos sobre

S.

Teorema 2.27. [12] Seja G um grupo OP-tiling sobre a superficie S com uma (I, m,n)-tripla

geradora (a,b,c). Se existir uma involugdo 0 de G satisfazendo

0(a) =qaqg =qpeq=qp=a"" e 0(b) = gbqg™' = qqrq =rq=">"",

entao a superficie tem um tiling T por (I, m,n)-triangulos, tais que o grupo OP-tliling cons-
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truido anteriormente € o grupo G desejado. Além disto, a tripla (a,b,c) é gerada de um

ladrilho principal de modo que G* ~< 0 > xG.

O Caso do Bitoro: Na tabela 2.1, adaptada de [12], sdo apresentados os 11 casos
de grupos OP-tiling GG, exatamente aqueles oriundos do quociente de um grupo triangular
fuchsiano aritmético que contém como subgrupo normal um grupo de género 2, livre de torcao.
Note que todos eles sao caleidoscopicos, ou seja, podem ser estendidos por uma involugao, o
que garante a existéncia do grupo tiling G*, tornando possivel deste modo duplicar o niimero
de reticulados sobre o bitoro, os quais serao também geometricamente uniformes, e com grupo

de rétulos G*.

Além disto, todos estes grupos tiling sao soluveis, um fato bastante interessante pois
permite a criacao de particoes uniformes dos cédigos. Mais ainda, os rétulos das partigoes
serao por grupos abelianos. Vale ressaltar que em géneros maiores, nem sempre é possivel
estender G a G*. Tal caracteristica de bom comportamento dos tiling sobre o bitoro sera

explorada no ultimo capitulo.

A notagao usada para os grupos ¢ feita como em [16], [11] e [26]. Assim, Z,, indica grupo
ciclico de ordem n, D,,, = {x,y : 2 = y? = 1,y" = y"} onde y* = z~'yx indica grupo
meta-ciclico de ordem pgq e [z, y] indica o comutador de z e y. Os simbolos GL(n, q) e SL(n,q)
denotam grupo geral linear e grupo especial linear de matrizes n X n sobre o um corpo de

ordem ¢, respectivamente.

Uma tabela representada por grupos de matrizes similar a esta pode ser encontrada em

[26].
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Tabela 2.1: Grupos de Rotulamento G (adaptada de [12])

G| (,m,n) G

(5,5,5)  Zs = {x|x® =1}

(3,6,6) Zg={z|z% =1}

(2,8,8) Zg={z|a® =1}

(4.4.4) (zylat =yt =122 =y y* =y
10 (2,5,10) Zip = {z|2'" =1}

12 (2,6,6) Zgx Zy={x]z® =1} x {y|ly* =1}
12 (344) Dy 1= (z,ylzt =y =1,y" =y
16 (2,4,8) Dogs = (z,ylz? =98 =1,y =¢%)
24 (2,4,6)

co oo O Ot

X Gw=y=C=Md=hw=[Cw =[x =1,
X=(y,wX=w)

1
24 (3a374) SLQ(B) - <$7 y|3j = Y =
0 1

48 (2,38) GLy(3) = (z,ylz = Y= )
0




CapriTULO 3

Rotulamentos de Cdédigos
Geometricamente Uniformes sobre o

Bitoro

Esta secao apresenta uma andlise sobre cada um dos rotulamentos realizados por meio dos
grupos OP-tiling G juntamente com sua extensao G*. Em cada um deles, sera apresentada
uma regiao fundamental para o grupo de género 2 (grupo de assinatura (2;—)), as regides

fundamentais para o grupos G e G* além, dos respectivos rotulamentos casados.

Denotaremos por I's o grupo de género 2 e por P, Pg e Pg« denotaremos as regioes
fundamentais de I's, G e G*, respectivamente. Além disto, as constelacoes de sinais geome-
tricamente uniformes sobre uma representacao planificada do bitoro no disco D, denotadas

por C, serao os centros (incentros) das regioes fundamentais de Pg e Pg-.

Em alguns casos, existem duas ou mais possibilidades para se representar as regioes
fundamentais dos grupos na regiao fundamental do bitoro porém, isso nao altera os grupos
de rotulamento, o que muda é apenas a forma de vizualizd-los. Os rotulamentos das regioes
partem sempre da escolha de um ponto para ser representado pelo elemento neutro do grupo
de rotulos e, a partir disto, os demais pontos sao determinados pelas caracteristicas algébrico-

geométricas destes grupos.

(a7b7c)
T's

Vale destacar que em todos os casos ocorre que ~ G e que G é subgrupo normal
de G*. Mais especificamente, G* = (f) x G, onde § é uma involucao sobre o bitoro, tal que

0(a) =a' e (b)) =b"! com a e b representando os geradores do grupo G.
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Figura 3.1: Rotulamento por G para (5,5,5).

3.1 Rotulamentos por G e G* Associados com (5,5,5)

(5,5,5)
1)

O grupo (5, 5, 5) admite um subgrupo normal I's com indice 5 e, portanto, tem-se que a
G = Zs. Disto, segue que Py subdivide P, em 5 regioes congruentes, determinando assim
uma malha sobre o bitoro de modo que, ao se considerar o conjunto de sinais C' como sendo

os centros destas 5 regides congruentes, temos que Z5 é um grupo de rétulos para C.

Aqui, a regido fundamental P, é um poligono regular {10,5}. A regiao fundamental Py é
o poligono com 4 lados iguais e angulos internos alternados em £ e 2?”, enquanto que a regiao

fundamental Pg- é o triangulo {3, 10}.

As tesselagbes sobre o bitoro determinadas por Pg e Pg+ estao representadas nas figuras
3.1 e 3.2, respectivamente . Note que a constelacao de sinais associadas a GG é a menos densa

de todas.
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Figura 3.2: Rotulamento por G* para (5,5, 5).

3.2 Rotulamentos por G e G* Associados com (3,6, 6)

O grupo I'y é subgrupo normal de (3,6,6) com indice 6. Pela tabela 2.1, tem-se que (31,6’6)

5
2

G = Zg, ou seja, a regiao fundamental do bitoro P, é subdividida em 6 regides congruentes

entre si, de modo que qualquer uma delas serve como regiao fundamental para G.

Neste caso, a regiao fundamental para I's é o 12-gon semi-regular com lados iguais e
angulos internos alternados %’r e 5. A regiao fundamental para G ¢é poligono regular {4,6} e
a regiao fundamental para G* é o triangulo (3,6, 6).

As tesselagbes sobre o bitoro determinadas por Py e Pg+ estao representadas nas figuras

3.3 e 3.4, respectivamente.

3.3 Rotulamentos por G e G* Associados com (2,8, 8)

Este é o tnico caso onde uma regiao fundamental regular para o bitoro que pode ser sub-

tesselada por um triangulo retangulo isésceles [38].

O grupo I'y é subgrupo normal de (2,8,8) com indice 8. Pela tabela 2.1, tem-se que
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Figura 3.3: Rotulamento por G para (3,6,6).

Figura 3.4: Rotulamento por G* para (3,6,6).
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Figura 3.5: Rotulamento por G para (2,8,38).

(27878)
I

~ (G = Zg, ou seja, a regiao fundamental do grupo do bitoro é subdividida em 8 regioes

congruentes, que sao regiao fundamental para G.

Neste caso, a regiao fundamental para I'y é o poligono regular {8,8}, o tnico que gera
um reticulado auto-dual para o bitoro. A regido fundamental para G é o triangulo (4,8,8) e
a regiao fundamental para G* é o triangulo (2,8, 8).

As tesselagoes sobre o bitoro determinadas por Pg e Pg+, juntamente com seus associados,

encontram-se representados nas figuras 3.5 e 3.6, respectivamente.

3.4 Rotulamentos por G e G* Associados com (2,5, 10)

O grupo I's é subgrupo normal de (2, 5, 10) com indice 10. Pela tabela 2.1, tem-se que @ o~

G = Zy9, ou seja, a regiao fundamental para o grupo associado ao bitoro é subdividida em 10
regioes congruentes entre si de modo que cada uma delas serve de regiao fundamental para
Zl().

Neste caso, assim como no primeiro caso, temos novamente o poligono regular {10,5}

como regiao fundamental para I'y. Os grupo G e G* tém como regiao fundamental o triangulo
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Figura 3.6: Rotulamento por G* para (2,8, 8).

(5,5,10) e o triangulo (2,5, 10), respectivamente. Note que este é o maior rotulamento por

um grupo ciclico sobre o bitoro possivel [12].

As tesselagbes sobre o bitoro determinadas por Pg e por Pg«, com seus rotulamentos

associados, estao representados nas figuras 3.7 e 3.8, respectivamente.

3.5 Rotulamentos por G e G* Associados com (4,4,4)

O grupo fuchsiano I's é subgrupo normal de (4,4,4) com indice 8. Pela tabela 2.1, tem-se

que % ~ (G = ()3, 0 grupo quatérnio de ordem 8. Este é o grupo nao abeliano finito de

menor ordem tal que todos os seus subgrupos sao normais.

Neste caso, assim como no caso (2, 8,8), tem-se novamente o poligono regular {8,8} como
regido fundamental para I'y. O poligono Pg« é o triangulo {3,8} enquanto que o grupo G
™

tem como regiao fundamental o quadrilatero de lados iguais e angulos internos alternados 7

€

SIE

Assim, as tesselagoes sobre o bitoro determinadas por Pg e por Pg- e seus rétulos sao

como nas figuras 3.9 e 3.10, respectivamente.
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Figura 3.7: Rotulamento por G para (2,5, 10).

Figura 3.8: Rotulamento por G* para (2,5, 10).
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Figura 3.9: Rotulamento por G para (4,4,4).

Figura 3.10: Rotulamento por G* para (4,4,4).
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Vale ressaltar que um outro rotulamento para Pg« sobre {8,8} foi apresentado em [40].
Naquele caso, o rotulamento ocorre por meio do grupo grupo D¢, 0 grupo diedral de ordem

16. Note que este tipo de situagao, de modo geral, ja havia sido prevista na observagao 2.3.

O método oferecido para criar rotulamentos sobre o bitoro, apresentado por este trabalho,
nao esgota todas as possibilidades de rotulamentos para uma dada constelacao, fato que ficou

evidente no paragrafo anterior.

A abordagem proposta apresenta uma forma sistematica de se encontrar ao menos um
rotulamento para cada caso em que o grupo I'y; pode ser visto como subgrupo normal livre
de tor¢ao de um grupo triangular fuchsiano aritmético. Por outra lado, os grupos de rétulos
por grupos de automorfismos conformes do bitoro associados com malhas triangulares sao

completamente listados.

3.6 Rotulamentos por G e G* Associados com (2,6, 6)

(2,6,6)

Aqui, 'y é subgrupo normal de (2,6,6) com indice 12. Pela tabela 2.1, tem-se que T

G226XZ2.

~

Neste caso, P, é o 10-gon semi-regular de lados iguais, formado pela uniao de dois
poligonos regulares {6,6}. A regiao fundamental para G é o triangulo (3,6,6), e a regiao
fundamental para G* é o triangulo (2,6,6).

Assim, as tesselacoes sobre o bitoro determinadas por Pg e Pg« com seus rotulamentos

associados estao representados nas figuras 3.11 e 3.12, respectivamente:

3.7 Rotulamentos por G e G* Associados com (3,4,4)

O grupo (3,4,4) tem I'y como subgrupo normal de indice 12. Pela tabela 2.1, tem-se que

(3.4,4) —
Ty ~ G = D473’,1.

Neste caso, a regiao fundamental para I'y é um 12-gon com angulos internos iguais a

5 e lados com um padrao de medidas [,1,2[,1,1,2l,1,1,2l,1,1,2l, onde [ ¢ a medida do lado

do triangulo (3,4,4), que estd compreendido entre os angulos internos 7 e 7. Este 12—gon
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Figura 3.11: Rotulamento por G para (2,6,6).

Figura 3.12: Rotulamento por G* para (2,6, 6).
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Figura 3.13: Rotulamento por G para (3,4,4).

aparece como regiao fundamental para o bitoro também em [16] e [37].

A regiao fundamental para G é o poligono de de 4 lados com angulos internos iguais a

Jqe %’r e a regiao fundamental para G* é o triangulo (3,4,4).

vl

)

NE

As tesselacoes sobre o bitoro determinadas por Pg e Pg+, com seus respectivos rotula-

mentos, estao devidamente representadas nas figuras 3.13 e 3.14.

3.8 Rotulamentos por G e G* Associados com (2,4, 8)

Neste caso @ ~ G = D33, que tem ordem 16. As regioes fundamentais P, Pg e Pg+ sao
respectivamente o 8-gon {8,8}, o tridngulo (4,4,4) e o triangulo (2,4, 8).

As tesselacgoes rotuladas sobre o bitoro determinadas por Pg e Pg+ estao representadas nas
figuras 3.15 e 3.16, respectivamente. Além disto, P, pode ser também facilmente representado

pela uniao de dois 8-gons {8,4} adjacentes formando, portanto, um 14-gon nao regular.
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Figura 3.14: Rotulamento por G* para (3,4,4).

Figura 3.15: Rotulamento por G para (2,4,8).
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0,y *x) (e,yz)

Figura 3.16: Rotulamento por G* para (2,4, 38).

3.9 Rotulamentos por G e G* Associados com (2,4,6)

Neste caso, 229 o G = (x,7,¢,w i 3 = 72 = ¢ = [1,] = [1,6] = [G,] = [r,x] = 1,¢% =
(v, wX = w™) = (4,6]2,2), de ordem 24. Para detalhes sobre a notagao (p, q|m,n) ver [16]
pagina 109 .

Este grupo, e sua construcao geométrica a partir de uma tesselacao hiperbdlica, sao
descritos em detalhes por Coxeter em [16]. O autor constréi uma regiao fundamental para
o bitoro, e deduz uma presentagao para o grupo G por meio de dois geradores, a saber
G = (z,y|lz* = 3° = (zy)? = (z7'y)> = 1). A mesma forma de representagao também foi
usada em [26].

Para rotular a constelacao deste caso adotaremos a presentacao dada por Coxeter. Os
poligonos Ps, Pg e Pg+ sao o 12-gon regiao fundamental para o bitoro usado no caso (3,4, 4),

0 4—gon com angulos internos 7,7,7 e T e o triangulo (2,4,6). As tesselacoes rotuladas

sobre o bitoro determinadas por Py e Pg« sao dadas nas figuras 3.17 e 3.18, respectivamente.
Este mesmo grupo G foi usado para rotular uma regiao fundamental nao convexa para o

bitoro em [16]. Tal regiao é chamada de regiao estrelada ou poligono de Petry. Nenhum tipo
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Figura 3.17: Rotulamento por G para (2,4, 6).

de poligono estrelado havia sido usado anteriormente nos trabalhos sobre CGU em espacos

hiperbdlicos.

A regiao fundamental P é o 12-gon estrelado de angulos internos alternados em % e %”, e

lados iguais medindo cada um duas vezes a medida do lado entre os angulos 7 e ¢ do triangulo
(2,4,6). As regides Pg e Pg+ sao, respectivamente, o triangulo (2,4, 6) e o quadrildtero com

angulos internos 7, 7,

vl

e

wly

Os rotulamentos para as constelacoes de sinais associadas com Pg e Pg« neste caso estao

representadas nas figuras 3.19 e 3.20, respectivamente.

E muito importante notar que o poligono estrelado usado acima tem seu grupo associado
I1, gerado por “glide-reflections” (composi¢ao de uma reflexdo com uma translagao) e, por-
tanto, nao pode ser subgrupo de (2,4, 6), uma vez que este ultimo é fuchsiano. Ocorre que
I, pode ser visto como subgrupo normal de um grupo nao fuchsiano ¥ tal que H% é isomorfo

a G.

Este tipo de situagao descrita no paragrafo anterior também ocorre no plano euclidiano.
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Figura 3.18: Rotulamento por G* para (2,4, 6).
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Figura 3.19: Rotulamento por automorfismos conformes do bitoro em um poligono estrelado.
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Figura 3.20: Rotulamento por um grupo de automorfismos do bitoro em um poligono estre-

lado.



3.10 Rotulamentos por G e G* Associados com (3,3,4) 66

y layzt Y TY

Figura 3.21: Rotulamento por G para (3,3,4).

O quadrado é regiao fundamental para o toro e pode tesselar todo o plano R? pela acao de

um grupo gerado “glide-reflections” [16].

3.10 Rotulamentos por G e G* Associados com (3,3,4)

(3,3,4)

== = G = SLy(3). As regides fundamentais para Pg e Pg+ sdo o 4-gon com

Neste caso,
angulos internos iguais a %, 7, 5 e %’r, formado pela uniao de dois triangulos (3, 3, 4) adjacentes
e o triangulo (3,3,4), respectivamente. A regiao P, é um poligono regular {8, 8}.

Assim, as constelagoes rotuladas determinadas por Pg e Pg« estao representadas nas

figuras 3.21 e 3.22, respectivamente.
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Figura 3.22: Rotulamento por G* para (3,3,4).

3.11 Rotulamentos por G e G* Associados com (2,3, 8)

(27378)
I

Aqui ~ G = GLy(3). A regiao fundamental P, é o poligono regular {8, 8}. As regides
Pg e Pg+ sao, respectivamente, os triangulos (3,3,4) e (2,3, 8).

Assim, as constelacoes de sinais sobre o bitoro determinadas por Pg e Pg+ e seus rotu-
lamentos estao representados nas figuras 3.23 e 3.24, respectivamente. Note que a primeira

figura representa a constelacao de sinais mais densa possivel sobre o bitoro, que pode ser

rotulada por automorfismos conformes.

Na figura 3.24 apenas alguns rétulos foram colocados, porém com base na figura 3.23
e na acao da involugao @, nao é dificil determinar os demais rétulos. Esta é a constelacao
mais densa, construida sobre o bitoro, que pode ser rotulada por um grupo de automorfismos

desta superficie.

A tabela 3.1 apresenta, para cada grupo G*, as areas dos triangulos da tesselacao, as

areas dos circulos inscritos nestes triangulos e a razao entre as areas, valor que é denominado
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Figura 3.23: Rotulamento por G para (2,3, 8).
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densidade do codigo.

Tabela 3.1: Densidade do Cdédigo

Constelagao Area do Triangulo Area do Circulo Densidade

G* de (5,5,5) 2n 0,5496 2,2864
G* de (3 6,6) T 0,4596 2,2784
G* de (2,8,8) T 0,3033 2,5895
G* de (4,4, 4) T 0,3867 2,2497
G* de (2,5,10) T 0,2509 2,5042
G* de (2,6,6) T 0,2271 2,3055
G* de (3,4,4) T 0,2720 1,9249
G* de (2,4,8) I 0,17 2,3099
G* de (2,4,6) x 0,1236 2,1181
G* de (3,3,4) x 0,1452 1,8030
G* de (2,3,8) x 0,0564 2,3209




CapriTULO 4

Cadelas de Particionamento

Hiperbdlicas

Este capitulo destina-se a analisar algumas cadeias de particionamento oriundas dos grupos
de rétulos das constelagoes de sinais sobre o bitoro, com especial atencao para as cadeias
binarias. Na primeira secao o conteido é apresentado de um modo geral, e um exemplo nao
bindrio ¢ exibido, enquanto que na segunda se¢ao, sao destacados os casos binarios. Para
cada um dos exemplos abordados, ¢ dada uma representacao sobre a regiao fundamental da

superficie.

4.1 Cadeias de Particionamento sobre o Bitoro

Ungerboeck introduziu a nogao de aplicagao por particionamento de conjunto em [47] e [48].
Neste conceito, um cédigo para o espago de sinais é definido por uma particao do conjunto de
sinais em subconjuntos, um rotulamento destes subconjuntos e um padrao sobre os rétulos,

que especifique a sequéncia de subconjuntos via uma sequéncia de rétulos.

Forney generalizou estas ideias mostrando que tal conceito equivale a determinar subgru-
pos normais para o grupo gerador minimal, que estejam associados a determinados subcon-
juntos dos conjuntos de sinais geometricamente uniformes. O rotulamento natural para as
particoes de sinais, neste caso, é dado por um grupo de rétulos que seja isomorfo ao grupo
quociente U(C)/U'(C).

Forney, mesmo com defini¢oes e teoremas gerais, concentrou sua abordagem nos casos em

que o grupo de rotulos para o particionamento é isomorfo a Z,". O proprio autor observa que
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mais estudos sobre as propriedades algebricas dos grupos de rétulos se faziam necessarios.

Um fato importante é que os grupos tiling sao todos soliveis para o bitoro. Assim, todas
as cadeias de particionamento para cédigos geometricamente uniformes sao realizadas por
grupos de rotulos soltveis, tornando o particionamento mais interessante pois, em cada nivel

da cadeia, os grupos de rotulamento sao abelianos e, eventualmente, ciclicos.

Outra caracteristica presente é que, dependendo da cardinalidade do grupo de rétulos
e da sua estrutura algébrica, é possivel exibir alguns particionamentos Ungerboeck para
a constelacao de sinais. Ou seja, é possivel, em algumas situagoes, construir cadeias de

rotulamento isomorfas a Zy", fato que ocorre para trés casos: (2,8,8),(4,4,4) e (2,4, 8).

Exemplo 4.1. (Cadeia de particionamento nao binaria) Considere a sequinte cadeia
de particionamento Zy X (Zy X Zg)/Zy X Zg/Zs/Zy do caso (2,6,6). Tal cadeia pode ser
representada como na figura 4.1. Note que é possivel usar também a cadeia Zy X (Zy X

7))/ Zy X Zg| Zg | Zs.

4.2 Particionamentos Ungerboeck sobre o Bitoro

Nesta secao apresentamos os casos em que as cadeias de particionamento sao binarias. Como

mencionado anteriormente, tais cadeias ocorrem para (2,8, 8),(4,4,4) e (2,4, 8).

As partigoes C'/C" que admitem um rotulamento isométrico por um grupo de rétulos
binarios de n—bits Z" sao de especial interesse. Estas cadeias, por admitirem tais rotu-
lamentos, podem ser tratadas sob o ponto de vista de um particionamento de conjuntos

Ungerboeck.

Definicao 4.2. Um rotulamento Ungerboeck de uma particio da forma 2" é definido da
sequinte forma: a particao C/C" € refinada em uma cadeia de n parti¢oes bindrias C =
Co/C1/.../]C, = C". Os rétulos dos 2™ subconjuntos sao escolhidos em Zs" de modo a refletir
sua estrutura nestes subconjuntos, de forma que rotulos de todos os subconjuntos que per-
tencem ao mesmo subconjunto do j—ésimo nivel possuem os iltimos (menos significativos)

j-bits iguais [20].
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Figura 4.1: Part. Hiperbdlico Completo com (2,6, 6).

Teorema 4.3. [20] Se C/C" € uma parti¢ao geometricamente uniforme que admite um rotu-
lamento isométrico bindrio e C = Cy/Cy/.../]C,, = C" € a cadeia de particionamento bindria
correspondente, entao C/C’ admite um rotulamento isométrico bindrio consistente com esta

cadeia.

Os primeiros bits em um rotulamento Ungerboeck sao chamados de bits mais significativos
e os ultimos sao chamados de bits menos significativos. Os limitantes para as distancias
podem ser estabelecidos de acordo com os rétulos em seus j—ésimos bits menos significativos.
Em geral, a cadeia é escolhida de forma que o valor minimo da distancia ao quadrado entre

dois pontos distintos de um mesmo subconjunto seja o maximo possivel.

O grupo G* = Zy x Zg correspondente ao caso (2,8,8) admite a seguinte cadeia de

particionamento binaria: G*/G/Z4/Zs, que esté representada na figura 4.2.
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Figura 4.2: Part. Ungerboeck Hiperbdlico com (2,8, 8).

O grupo G* correspondente a (4,4,4) admite a cadeia de particionamento G*/G/Z,/Z,,

como mostra a figura 4.3.

No caso (2,4, 8), temos G* = Zy X Dag3 € G = Dagg, 0 grupo semi-diedral de ordem 16 e,
portanto, Dogs possui trés subgrupos de ordem 8 a saber, o ciclico Zg, o quaternion (s e o
diedral D4. Ou seja, no terceiro nivel da cadeia podemos prosseguir de trés formas distintas
e, além disto, existem outras ramificacoes para os demais niveis, permitindo desta forma
varias possibilidades para a construcao de cadeias alternativas. Como ilustragao, a cadeia

G*/G/Zs/Z,] Zy esta representada na figura 4.4.

A cadeia exibida acima gera um particionamento bindrio da forma (Z3)" com n = 5, o
que resulta em 32 classes de conjugacao para o reticulado correspondente. Note que este fato
expoé uma enorme diferenca na busca de particoes binarias entre os conjuntos de sinais em
espagos hiperbdlicos e euclidianos. Forney observou em [20], que para reticulados no plano
euclidiano podemos obter no méximo 16 classes de conjugacao para um particionamento
em cadeia. E, de modo geral, o espaco euclidiano n-dimensional admite no maximo 4"-
particoes para a cadeia de rotulos. O exemplo acima deixa claro que tal regra nao vale para

particionamentos em espagcos hiperbdlicos.

Podemos observar que quanto maior é o género de uma superficie compacta, mais gru-
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Figura 4.3: Part. Ungerboeck Hiperbdlico com (4,4, 4).

pos tiling e OP-tiling ela possui. Além disto, grupos com cardinalidade cada vez maior sao
encontrados, e considerando que todas estas superficies podem ser representadas no disco
hiperbdlico, tais grupos podem originar cadeias de particionamento cada vez maiores neste
ambiente e, eventualmente, algumas destas cadeias podem ser binarias, como as do exemplo
2. Ou seja, para construir cadeias de particionamento binarias maiores associadas com su-
perficies compactas orientaveis para CGU no ambiente hiperbdlico, é necessario considerar

superficies de género maior.
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Figura 4.4: Part. Ungerboeck Hiperbdlico com (2,4, 8).
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CAPiTULO 5

Consideracoes Finais e Perspectivas

Futuras

5.1 Conclusoes

O trabalho apresentou rotulamentos para cédigos geometricamente uniformes sobre o bitoro
por meio dos grupos de automorfismos conformes da superficie e extensoes destes por uma
involucao. Estes grupos também sao chamados grupos OP-tilling e grupos tilling, respec-
tivamente. Por esta abordagem foi possivel fornecer explicitamente ao menos um grupo de
rotulamento para cada uma das 11 tesselagoes existentes sobre o bitoro oriundas de grupos

triangulares fuchsianos e suas respectivas extensoes.

Do fato de que os grupos tiling sao todos soliveis para o bitoro, todas as cadeias de
particionamento para codigos geometricamente uniformes podem ser realizadas por grupos

de rétulos abelianos e, em alguns casos, ciclicos.

Outra caracteristica presente é que, dependendo da cardinalidade do grupo de rétulos e
da sua estrutura algébrica, foi possivel exibir alguns particionamentos Ungerboeck binarios
para a constelacao de sinais. Esta construgao foi feita de modo original tanto para a superficie
quanto para o ambiente hiperbdlico.

Obviamente, a abordagem proposta para a construcao de CGU’s sobre o bitoro por meio
dos grupos tiling e OP-tiling pode ser estendida para superficies compactas orientaveis de
géneros ainda maiores.

Além dos resultados acima expostos, o trabalho expoe um tratamento para abordar con-

juntos de sinais finitos com certa regularidade em D ou H, que nao sao geometricamente
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uniforme nestes ambientes porém, quando considerados sobre uma superficie, estes conjuntos

sao geometricamente uniformes.

5.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Tendo em vista resultados obtidos neste trabalho e os meios para obté-los, apresentamos a

seguir algumas sugestoes para trabalhos futuros.

e Estudar constelagoes de sinais em superficies compactas orientaveis e nao orientaveis em
géneros ainda maiores. Além disto, avaliar a possibilidade de tratar tais constelagoes
diretamente por grupos de reflexdo (grupos de Coxeter) ao invés de usar os grupos

fuchsianos.

e Dado um conjunto de sinais com bastante regularidade porém, sem uniformidade
geométrica no ambiente hiperbdlico, determinar as superficies de menor género que
podem ter estas constelagoes projetadas, para que elas possam ser consideradas geo-

metricamente uniformes.

e Relacionar os grupos de réotulos das constelagoes de sinais com a Algebra de Quatérnios

associada a tais constelacoes.

e Abordar os rotulamentos no sentido de [10], ou seja, permitir que o grupo aja em mais

de um ponto inicial para a geragao do conjunto de sinais.
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