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Resumo

Esta tese aborda o estudo qualitativo da estabilidade orbital e linear para trés modelos
nao-lineares associados a equagoes de evolugao. Inicialmente, usando a teoria de Grilla-
kis, Shatah e Strauss, [37], é determinado que as solu¢oes ondas estacionarias periédicas
dnoidais da equagao de Klein-Gordon com poténcia polinomial quintica sao orbitalmente
instaveis em um espaco de Sobolev periddico de func¢oes pares. Num segundo momento,
usando a teoria variacional cldssica adaptada de Benjamin [14], Bona [17] e Weinstein
[66] (ver também Angulo [8]), s@o determinadas ondas estaciondrias periédicas orbital-
mente estéveis pelo fluxo em H),,.([0, L]) para a equacao de Schrédinger Logaritmica. Este
estudo aprimora os resultados propostos por Natali e Neves, [55], que haviam obtido a
estabilidade orbital para as mesmas ondas estaciondrias sobre uma restricao aos espagos
de Sobolev periédicos de fungoes pares. Em ambos os modelos de equagoes de evolugao
citados, faz-se a andlise espectral de determinados operadores de Hill, por meio de um
aprimoramento da teoria de Floquet detalhado por Natali e Neves (ver [55]) e por Natali
e Pastor (ver [56]).

Finalmente, é estudada a estabilidade linear de solucoes do tipo onda viajante periddica
para a Equagao Intermedidria de Ondas Longas. Nesta ultima abordagem, considera-se
ondas viajantes de média zero dadas explicitamente e usa-se como embasamento a teoria

do indice Hamiltoniano de Krein explorada por Deconinck e Kapitula em [31].

Palavras-chave: Estabilidade Orbital, Estabilidade Linear, Equacgao de Klein-Gordon
com poténcia polinomial quintica, Equagao de Schrodinger logaritmica, Equagao ILW (In-
termediate Long Wave Equation), Resultados de Boa Colocagao Local e Global, Operador

de Hill e Indice Hamiltoniano de Krein.
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Abstract

This thesis is concerned with the qualitative study of the orbital and linear stabi-
lity associated with three non-linear models of evolution equations. Initially, by using
the abstract theory due to Grillakis, Shatah and Strauss, [37], we determine the orbital
instability of periodic dnoidal waves at the Sobolev space constituted by even periodic
functions. Next, by using the classical variational theory as in Benjamin [14], Bona [17]
and Weinstein [66] (see also Angulo [8]), we show the orbital stability of periodic waves in
H;er([O, L]) related to the Logarithmic-Schrodinger equation. This study improves previ-
ous results proposed by Natali and Neves, [55]. These authors have obtained the orbital
stability of periodic waves by restricting the approach to the even periodic Sobolev space.
In both models, we present the spectral analysis of the associated Hill’s operators, by
using an adaptation of Floquet’s theory due to Natali and Neves (see [55]) and Natali and
Pastor (see [56]).

Finally, we study the linear stability of periodic traveling waves to ILW Equation (In-
termediate Long Wave Equation). We consider explicit periodic waves with the mean
zero property in order to use the Hamiltonian-Krein index’s theory given by Deconinck
and Kapitula in [31].

Key-words: Orbital Stability, Linear Stability, Klein-Gordon equation with quintic

nonlinearity, Logarithmic Schrodinger equation, ILW equation (Intermediate Long Wave

equation), Local and global well-posedness, Hill’s operator and Hamiltonian-Krein index.
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Capitulo 1

Introducao

Em matematica, fenomenos nao-lineares sao fascinantes, especialmente aqueles quando
o0 objeto em consideracao é a obtencao de solugoes do tipo onda estacionaria ou do
tipo onda viajante para equagoes dispersivas e para equacoes de evolucao. O estudo
da existéncia e estabilidade/instabilidade destas classes de solugdes é muito importante
para o entendimento de diferentes situagoes observadas em varios campos cientificos tais
como fluidos, plasmas e 6ptica nao-linear. As solugoes ondas estaciondrias e viajantes, as
quais estamos interessados neste trabalho, sao as do tipo periddico.

No contexto periddico, o estudo da estabilidade orbital de solucoes do tipo onda es-
tacionaria periodica e de solugoes do tipo onda viajante periddica tem sido bastante
explorado nos tltimos anos. De fato, Benjamin [14] apresentou os primeiros resultados
referentes a estabilidade orbital de ondas solitarias e de ondas viajantes periddicas que

solucionam a equagao de Korteweg-de Vries (a equagao KdV)
Up + Uy + Uggy = 0. (1.1)

Angulo, Bona e Scialom, [9], melhoraram os resultados propostos em [14] e estabeleceram
a existéncia de fungoes cnoidais que determinam ondas viajantes periddicas orbitalmente
estaveis para a equagao (1.1).

Angulo [8], fazendo uso dos métodos dados por Benjamin, Bona, Grillakis, Shatah,
Strauss e Weinstein, ver [14, 17, 36, 37, 66], estabeleceu a existéncia de fung¢oes dnoi-
dais que determinam solucoes ondas estacionarias peridédicas orbitalmente estaveis em

H,..([0, L]) para a equacao de Schrodinger com nao-linearidade polinomial ciibica

iy + Uge + [uPu = 0.

Ele também deduziu resultados de instabilidade orbital em H;BT([O, 2L]) para esta mesma
equacao e a existéncia de ondas viajantes periédicas orbitalmente estaveis para a equacao

KdV modificada

up + 3uuy + Uppr = 0. (1.2)



A abordagem proposta em [8] requereu, dentre outros aspectos, a anélise espectral do
operador linearizado centrado no perfil da onda associada a equacao, analise esta que foi
estabelecida em vista do conhecimento explicito de alguns dos seus autovalores de menor
valor real.

Angulo e Natali, [11], baseando-se nos resultados de estabilidade mencionados acima,
determinaram a estabilidade orbital para solugoes ondas viajantes peridédicas da equacao

de Benjamin-Ono
w4 2uuy + [H(u)]ee =0, (1.3)

onde H é a transformada de Hilbert

H(u) = % v /O " ot [@} u(y) dy.

Além disto, em [11], os autores determinaram a estabilidade orbital de ondas viajantes
periddicas positivas que solucionam a equagao KdV (1.1) e a equagao KdV modificada
(1.2). Eles exploraram propriedades da positividade da transformada de Fourier da onda
e o Teorema do Somatério de Poisson para a compreensao do comportamento espectral
do operador linearizado associado a cada uma das equacgoes. Além disto, seguindo o
mesmo direcionamento, Angulo e Natali, [12], determinaram a estabilidade orbital para
ondas viajantes periddicas do tipo dnoidal que solucionam a equacao KdV com poténcia
polinomial critica

us + 5utty + Uy = 0.

Mais que isto, em [12], foram determinadas situagdes de estabilidade e de instabilidade or-
bital para ondas estacionarias periddicas dnoidais que solucionam a equagao de Schrodin-

ger nao-linear polinomial critica
. 4
iUy + Ugy + |ul*u = 0.

Johnson, em [43], apresentou uma outra abordagem que possibilita o estudo da estabi-
lidade orbital de ondas viajantes periddicas que solucionam modelos associados a variagoes

da equacao do tipo

onde f é uma funcao suave sujeita a certas condicoes de convexidade. A variedade em que
tais solucgoes sao consideradas é descrita por quatro parametros e a estabilidade orbital
¢ tratada em vista de um conjunto de condicoes sobre a Hessiana proveniente de agoes
classicas associadas a variedade em questao. Johnson [43] estruturou o estudo da estabili-
dade orbital sem a necessidade de fixacao do periodo do perfil. Contudo, uma dificuldade
encontrada na leitura de [43] estd na falta de clareza na utilizagdo de determinadas desi-
gualdades triangulares e na consequente obtencao das ondas viajantes por parte do autor.

Consideremos ¢ > 0 e suponhamos que exista uma funcao ¢ : R — R, suave, tal que
u(x,t) = o(x —ct), (z,t) € R x R,

2



seja uma solucao onda viajante da equagao (1.4). Determina-se a existéncia de uma fungao

suave W tal que W' = f e U(0) = 0 e, existem constantes reais 71 e 7y, tais que

——+\If<g0)—7'1(,0:7'2- (15)

Uma outra situagao a ser pontuada é que 7, ser diferente de 0 é uma condicao suficiente
para o estudo da estabilidade orbital em vista de [43]. Em um trabalho recente, Andrade
[6] obteve situagdes de estabilidade orbital para modelos associados a proposta (1.4) no
caso em que a constante 7 em (1.5) é nula.

Um modelo que tem chamado a atencao de alguns pesquisadores é o que se associa a

equacao de Klein-Gordon nao-linear
Uy — Uge + g([u*)u =0, (1.6)

onde v : R x RT — C é uma funcao a valores complexos e g é uma funcao suave.

Trabalhos sobre estabilidade referentes a equagao (1.6) sdo recentes no contexto de
fungoes periddicas. De fato, Hakkaev [40] determinou a estabilidade linear de ondas esta-
ciondrias periddicas que solucionam modelos associados a equacao de Klein-Gordon (1.6),
no caso em que g ¢ um determinado polinémio. Este trabalho foi fundamentado nas
pesquisas de Stanislavova e Stefanov, [65], que, por sua vez, estao baseadas na teoria
dos operadores “quadratic pencils”. Jones, Marangell, Miller e Plaza, [44], também fize-
ram o estudo da estabilidade linear de ondas estacionarias periddicas para a equacao de
Klein-Gordon nao-linear, usando como referéncia o ponto de vista da analise espectral do
problema linearizado e da teoria de modulagao da onda.

Seguindo a mesma linha das referéncias [11] e [12], Natali e Pastor, em [57], deter-
minaram a existéncia de familias de solugoes do tipo onda estaciondaria periédica para a
equacao de Klein-Gordon nao-linear (1.6), nos casos em que g(s) = s e g(s) = 1 — s.
Nesta abordagem, também foram usados resultados da teoria abstrata estabelecida por
Grillakis, Shatah e Strauss em [37] e [38] e, os autores provaram os primeiros resultados de
instabilidade orbital para ondas estacionarias cnoidais que solucionam uma equacao dife-
rencial de evolugao definida em dominios periédicos. A analise espectral, neste contexto,
foi abordada levando em consideracao resultados propostos pela Teoria de Floquet.

Consideremos a equacgao de Klein-Gordon nao-linear com poténcia polinomial quintica
Uy — Ugy +u — [ul*u =0, (z,t) € R x RY. (1.7)

Notemos que a equagao (1.7) é uma versao particular da equacdo (1.6), no caso em que
g(s) =1 —s2 E conhecido que (1.7) é a equacdo que descreve a quéntica relativistica
para particulas de spin nulo. Os resultados dados por [11], [12] e [57] motivaram o estudo
que permite estabelecer a instabilidade orbital, em um espago de Sobolev periédico de
funcoes pares, das solugoes ondas estacionarias periddicas oriundas de funcoes dnoidais
que satisfazem a equacao de Klein-Gordon (1.7). Mais detalhes sobre este estudo serao

explorados adiante neste texto.



Um outro estudo a se considerar nesta tese é o estabelecimento da estabilidade orbital
de solugoes do tipo onda estaciondria periédica para a equacao de Schrodinger nao-linear

logaritmica
iUy + Ugy + log(|u|?)u =0, (1.8)

onde p > 1 é um numero inteiro e u : R x R — C é uma funcao a valores complexos. A
equagao descrita em (1.8), conforme Bialynicki-Birula e Sowinski, [15] e suas referéncias,
modela estudos relacionados a mecanica quantica, a fisica nuclear, a éptica e a geofisica.

Alguns estudos foram publicados acerca da estabilidade orbital de ondas estacionérias
que solucionam a equagcao (1.8), no caso especifico em que p = 2. Cazenave [27] e Cazenave
e Lions [29] usaram técnicas variacionais para determinar a estabilidade orbital de ondas

solitarias associadas a equacao
iy + Au + log(|u*)u =0, (x,t) € RY x R, (1.9)

onde N é um numero inteiro suficientemente grande. Em [16], os autores usaram a teoria
abstrata de Grillakis, Shatah e Strauss, [37], para determinar a estabilidade orbital de
ondas solitarias que solucionam a equagao (1.9) em um espaco a fungoes radiais.

No contexto de espacos de Sobolev periédicos, usando novamente os preceitos dedu-
zidos por [37], Natali e Neves [55] obtiveram ondas estaciondrias periédicas e*“*¢ que sio
solugdes de (1.8) orbitalmente estdveis no contexto do espago de Sobolev de fungoes pares
H).,.([0,L]), no caso em que p = 2.

A referéncia [55] (ver também [58] e [59]) trouxe inovagoes no sentido que apresentou
uma releitura da Teoria de Floquet que permite o conhecimento de caracteristicas espec-
trais do operador linearizado associado a equagao por meio de uma abordagem numérica.
Esta mesma abordagem pode ser usada para determinar a existéncia de familias de ope-
radores que preservam tal propriedade. Uma contribuicao, neste sentido, é que o estudo
da estabilidade orbital faz-se sem a necessidade do conhecimento da solugao explicita.
A referéncia [55], portanto, se difere de trabalhos publicados anteriormente acerca da
estabilidade orbital em espacos de fungoes periddicas, pois, as ondas estaciondrias que so-
lucionam a equagao (1.8) e que foram classificadas como orbitalmente estaveis nao estao
necessariamente associadas a classes de fungoes circulares ou a classes de funcgoes elipticas
de Jacobi. Um exemplo disto que estd comentado, é que em [55] foi obtida a estabilidade

orbital de ondas viajantes periddicas que solucionam a equacao 3-KdV
U + AUy + Uy = 0.

Por outro lado, em [55] foram apresentados alguns descuidos em sua abordagem no
que tange a estabilidade da equagao (1.9). Natali e Neves comentaram que a equagao (1.8)
estd bem colocada globalmente em vista da teoria proposta por Cazenave em [27], mas,
nao se apresentou algum esbogo de demonstracao. No caso das teorias de estabilidade
orbital existentes deve-se, no minimo, mostrar a existéncia de solugoes e a deducgao de

quantidades conservadas. A nao-linearidade logaritmica, presente em (1.8), acarreta em
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uma grande dificuldade no sentido que a fungdo = € R — zlog(|z|) nao é diferencidvel
na origem. Esta perda de suavidade interfere, por exemplo, em questoes relacionadas a
solubilidade local, o que nao nos permite fazer a aplicacao de argumentos de contragao
para deduzir a existéncia e unicidade de solucoes generalizadas e tampouco a deducao da
dependeéncia continua de solucoes com relagao a escolha das condigoes iniciais no referido
problema de Cauchy. Entretanto, nos trabalhos [24], [28] e [29], os autores solucionaram
equagoes similares a (1.8). Eles resolveram problemas regularizados ou aproximados e,
em vista de estimativas uniformes para as solugoes aproximadas obtidas, foram deduzidas
convergéncias fracas que determinaram que tais problemas tém uma tinica solu¢ao no sen-
tido fraco e a dependéncia continua do problema de Cauchy foi observada em apropriados
espacos de Banach. Nesta tese, usaremos o Método de Galerkin e algumas desigualdades

logaritmicas como estratégia para demonstrar a boa colocagao da equagao (1.8) referente
ao espaco de Hilbert H ([0, L]).

er

No recente preprintp[56], foram aperfeicoados os resultados apresentados por [55], de
maneira que se obteve uma espécie de uniformidade periédica das propriedades espectrais
do operador linearizado anteriormente observadas para uma classe “mais restrita” de
funcoes. Usando esta alteragao e a ja referida teoria proposta por Grillakis, Shatah e
Strauss, [37], Natali e Pastor (ver [56]) determinaram ondas viajantes periddicas que

solucionam a equacao KdV Logaritmica
U + Uggy + 2[log(|ul)u], =0,

as quais sao orbitalmente estaveis pelo fluxo em H;GT([O, L)).

Ao longo deste texto, usaremos como inspiragao os trabalhos [12], [55] e [56], de modo
a mostrar que as ondas estaciondrias periédicas obtidas em [55] sdo solugoes orbitalmente
estdveis para a equacao (1.8) no espaco H,,.([0,L]), onde L > 0 é o perfodo do perfil da
relacionada onda.

Além do estudo da estabilidade orbital de ondas estaciondrias periddicas, acima co-
mentado, esta tese também se ocupara em apresentar a analise da estabilidade linear
de ondas viajantes periddicas que solucionam a equacao ILW (Intermediate Long Wave
Equation), em portugués, a Equacao Intermedidria de Ondas Longas. Sejam L > 0 e

0 > 0 fixados. Consideremos o operador 75 definido por

To(g)(x) =i > coth (%Lms) G(r)e T, (1.10)

k€Z—{0}
L 2TWikT
onde x € R, g é uma funcao L-periédica suave e, (k) = I g(x)e” L dx, V Kk €Z,
0
é a Transformada de Fourier Periédica associada a g. A equagao ILW é descrita por
1
w4 2uu, + 5l + (T50,u), =0, (z,t) € R x RY. (1.11)

A equagao integro-diferencial nao-linear (1.11) descreve a propagagao de ondas gra-

vitacionais internas longas em um fluido estratificado de profundidade finita. Segundo



Parker, [61] e suas referéncias, esta equac¢do também modela o movimento de ondas lon-

gas no contexto atmosférico e oceanico, o comportamento de ondas nao-lineares em fluxos

de cisalhamento e o “fenémeno de dguas mortas” introduzido por Ekman [33].
Conforme [61], vemos que se o paramétro ¢ — 07 em (1.11), tal equacao pode ser

formalmente interpretada como a variacao da equacao KdV
Uy + 6uly, + Ugyr = 0.

Se § — 00, (1.11) reduz-se formalmente a equacao de Benjamin-Ono (1.3).
A derivacao fisica da equagao (1.11) no conjunto de fungoes periédicas requer que a

fungao u satisfaca
L
| ute) de=o.
0

o que pode ser sempre imposto em (1.11) em virtude de observarmos que qualquer termo
nao-nulo pode ser removido apds a aplicacao de uma transformacao Galileana da forma
v(z,t) = u(z + 27vt,t) — . Esta afirmac@o é determinada pelo mesmo raciocinio em
que Angulo, Bona e Scialom, [9], impuseram que as fungoes que originariam as solugoes
cnoidais da equagao KdV (1.1) s@o de média zero.

Por outro lado, a equagao (1.11) é um caso particular da equagao de evolugao
u + (p+ Duluy — (Mu), =0, (1.12)

onde M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no contexto de funcoes periédicas.

O operador M ¢ definido como um operador multiplicador de Fourier por
Mg(rk) = C(K)3(K), VK€ (1.13)

onde o simbolo ¢ de M é assumido ser uma fung¢ao mensuravel, localmente limitada sobre

R, que satisfaz a condicao
Arls™ < (k) < Ax(1+ |])™, VK €Z,

ressaltando que 0 < mq < mg, A1 >0e Ay > 0.

Abdelouhab, Bona, Felland e Saut, [1], provaram que o problema de Cauchy associ-
ado a equacao (1.11) estd bem colocado globalmente em espagos de Sobolev a fungoes
periddicas de certa regularidade. Esta informagao estabelece que a equagao (1.11) admite

quantidades conservadas sobre o espaco L2,.([0, L]). A quantidade conservada

1 [ 1 [*
E(u) = —/ (Mu)u dz — —/ uPt? dz,
2 0 p+2 0
L . < 1 -
por exemplo, é vélida na situacdo em que p = 1, M = 5 750, e nos possibilita
interpretar (1.11) como uma equagao Hamiltoniana abstrata.
Ablowitz, Fokas, Satsuma e Segur, [2], formalizaram a deducao de uma classe de

solugbes ondas viajantes periddicas para a equagao (1.11). Estes autores usaram como
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referéncia séries de funcoes e algumas identidades que associam funcoes elipticas previa-
mente conhecidas. Usando uma outra estratégia, Miloh [53] obteve funges definidas por
meio de séries que determinam ondas viajantes periédicas ou ondas viajantes solitarias
para a equacao (1.11). Parker, [61], supondo formalmente a existéncia de uma fungao
regular f para qual
u(z,t) = z% [ln (%)} , ¥V (z,t) € R x RY,

¢ uma solugao de (1.11), determinou uma classe mais ampla de solugoes para a equagao
(1.11) que compreende, como um caso particular, as solugoes estabelecidas por [2] e [53].

Na literatura, encontramos algumas contribuicoes referentes ao estudo da estabilidade
linear de ondas solitarias que solucionam equagoes que satisfazem a proposta de (1.12).

Kapitula e Stefanov, [46], determinaram resultados de estabilidade linear para a equagao

KdVv
u + (p 4+ DuPuy + tgee = 0, (1.14)

fazendo uso do indice Hamiltoniano de Krein na intencao de obter propriedades espec-
trais referentes ao estudo de um problema associado ao operador linearizado determinado
em vista da equagao (1.14). Adaptagoes do método em questdo também foram usadas
na obtencao de resultados de estabilidade linear para ondas solitarias que solucionam a

equagao de Benjamin-Bona-Mahony (a equagdo BBM)
Ut + Uy — Upgy + (upﬂ)m =0.

Lopes, [51], apresentou condigoes suficientes para a instabilidade linear de ondas so-
litdrias que solucionam a equagao (1.14), no caso em que p = 1. Neste estudo, foram
usados argumentos provenientes da teoria dos semigrupos de operadores. Em [48], Lin
propos uma outra interessante abordagem referente a estabilidade linear de ondas so-
litdrias que solucionam o modelo (1.14).

Com relagao ao caso periddico, o operador J = 0J,, por exemplo, nao é invertivel

2
per

sobre o espago de Hilbert L2, ([0, L]). Para que pudéssemos aplicar a teoria proposta por
[51] seria preciso que o operador J = 0, fosse invertivel. A teoria abstrata de Grillakis,
Shatah e Strauss, [37], também nao se aplica neste estudo de estabilidade linear devido a
nao verificagdo da invertibilidade de um operador associado a J = 0.

Entretanto, Deconinck e Kapitula, [31], restringindo a abordagem sobre os espagos de

funcoes de média zero,

= {se .0 | " (e) de = o}

estabeleceram a estabilidade linear de ondas viajantes periédicas que solucionam (1.14),
no caso p = 1. O método usado pelos autores foi claramente inspirado na proposta de
Haragus e Kapitula, [41]. Em [31], os autores usaram os preceitos do indice Hamiltoni-

ano de Krein e requereram o conhecimento explicito dos cinco primeiros autovalores do
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operador linearizado associado a equacao (1.14), a fim de determinar a estabilidade ou a
instabilidade linear de ondas viajantes periddicas senoidais, cnoidais e dnoidais que solu-
cionam a referida equagao KdV. Mais informagoes sobre o indice Hamiltoniano de Krein
sao apresentadas detalhadamente por Kapitula e Promislow, [45].

Ressaltamos que Bronski, Johnson e Kapitula, [21], usando a teoria dos operadores
“quadratic pencils”, também obtiveram resultados de estabilidade linear para solucoes
periédicas da equagao KdV (1.14). Angulo e Natali, [10], apresentaram uma teoria usada
no estudo da estabilidade linear de ondas viajantes periddicas que solucionam a equacao
(1.12). Os autores deduziram a estabilidade linear de ondas cnoidais para a equacao BBM
modificada

2
Up + Uy — Upge + U U, = 0

e de ondas dnoidais para a equagao KdV modificada (1.2).
Suponhamos que
u(x,t) = o(x —ct), (z,t) € R x R,

onde ¢ > 0, seja uma solugdo da equagdo onda viajante periddica da equagao (1.12).

Desta maneira, por procedimentos de integracao, existe uma constante real A tal que
—~Mp —cp + Pt = A

A distingdo da abordagem proposta por [10] e [31] estd no fato de que a primeira re-
feréncia exige que A = 0 algo que, de acordo com a segunda proposta, nao precisa ser
requisitado. A identidade exigida por Angulo e Natali, [10], nao é satisfeita no caso das
ondas viajantes periddicas de média zero que solucionam a equagao ILW (1.11), o que in-
viabiliza a utilizacao deste método na determinacao da referida estabilidade linear. Nesta
tese, usaremos nogoes tratadas em [12], [31] e [61], de modo a apresentarmos os primei-
ros resultados sobre a existéncia de ondas viajantes periddicas de (1.11) que s@o solugoes
linearmente estaveis no espaco de Hilbert H.

A presente tese estd organizada em capitulos que abordam separadamente a analise da
estabilidade/instabilidade orbital ou linear para cada uma das equagoes acima propostas.
Abaixo, mostraremos, em linhas gerais, o que abordaremos em cada um dos capitulos.

No Capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos preliminares que serao indispensaveis
para o estudo da estabilidade a ser discutido. Veremos nocgoes e propriedades referentes
aos espacos de Sobolev Periddicos, ao Teorema de Carathéodory e as funcoes elipticas de
Jacobi. Além disto, mostraremos brevemente as nogoes pertinentes a Teoria de Floquet e
ao estudo do espectro de um operador de Hill. Finalmente, apresentaremos um esboco da
Teoria de Floquet, devido a Natali e Neves, [55], que permite determinar propriedades es-
pectrais de determinados operadores autoadjuntos por meio de uma abordagem numérica,
mais precisamente, sem a necessidade de utilizagao da solugao explicita para o modelo em
questao.

No Capitulo 3 desta tese, trataremos aspectos relativos a equacao de Klein-Gordon

nao-linear com poténcia polinomial quintica (1.7),

Uy — Uge +u — |ul*u = 0.
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Inicialmente, notando que o potencial associado a equacao (1.7) é localmente Lipschitz,
mostraremos que o problema de Cauchy associado a esta equacao é bem colocado lo-
calmente nos espagos de Sobolev H! ([0, L]) x L2,.([0,L]) e H2,([0,L]) x H ([0, L]).

per per per per
Usando a regularidade inerente as solugoes do problema de Cauchy abordado, mostrare-
mos que, em um espaco de Sobolev H!_ ([0, L]) x L2,.([0, L]), a equagao (1.7) admite pelo

per per

menos duas quantidades conservadas:

EUC) = [ |luaC.OF - OF + 0P = Flute )| do

L L
FU( 1)) == Flu,uy) :Im/ Ty d:v:/ (Re u Im u; — Im u Re u;) dz,
0 0

onde U = (u,us) = (Re u, Im uy, Im u, Re uy) e |2| = \/IQi—i-y2 denota o médulo do numero
complexo z = = + iy, com x = Re(z) e y = Im(z). Estas leis de conservagao permitirao
adaptar a teoria proposta por [64] e garantiremos que a equagao (1.7) estd bem colocada
globalmente, para dados iniciais pequenos, no espago de Sobolev H},.([0, L]) x L2,.([0, L]).
Os resultados listados serao adaptados e obteremos uma andlise similar para o caso de
tratarmos o problema de boa colocacao em espacos de Sobolev Periddicos de funcoes
pares.

Nesta conjectura, observaremos que a equagao de Klein-Gordon (1.7) pode ser inter-

pretada como uma equagao Hamiltoniana abstrata, U, = JE'(U), onde

o = O O
o |
—_

o o O =

é um operador linear, antissimétrico e bijetor. Assim, a teoria dada em Grillakis, Sha-
tah e Strauss, [37], serd aplicada para estudarmos a estabilidade/instabilidade orbital de
solugoes do tipo onda estacionaria periédica para a equacao (1.7).

Em nosso estudo, faremos a suposicao de que existem ¢ € R e uma funcao suave
9. : R — R, de forma que a fungio u.(z,t) = e*‘p.(x) seja uma solucao do tipo onda
estaciondria periédica da equagao (1.7). Substituindo este tipo de solu¢ao em (1.7), resulta

que
—ol+ (1= c)pe— 2 =0. (1.15)

Fagamos w := 1 — ¢? e definamos ¢, = .. Multiplicando a identidade em (1.15) por ¢/, e
usando propriedades de integracao, teremos a existéncia de uma constante B, nao-nula,

de tal forma que

1
[oL)? = 5(—903 + 3wl 4 6B,,). (1.16)



Solugoes periddicas para a equagao (1.15) serao estabelecidas a partir da imposigao
de condicoes ao comportamento das raizes de um determinado polinomio. Com efeito,
fazendo a mudanga de variaveis ¢,, = v/, de (1.16), obteremos

UL = 5~ + B2 + 6B, ),

o que nos leva a determinar que

WL = 2QW(0), Y EER,

com Q(t) = —t* + 3wt + 6B, t. Se m1, 12 e 13 forem trés raizes do polindémio Q(¢), com
m < 0 < ny < n3, podemos reescrever Q(t) = t(t — m)(t — n2)(ns — t) e, por meio de

identidades propostas por Byrd e Friedman, [22], deduziremos que

2 (2 ¢
773dn (\/gggak>

1+ [2sn? (\/_iggg; k) 7

¢w(§) =

onde T2 S ¢w(§) S N3, v 5 € ]Ra

k? 2 -
ﬁ2:_n3_>07 g = e k2:_771(773 772)

M n3(n2 — M) n3(n2 —m)

Uma aplicacao do classico Teorema da Funcao Implicita nos levara a determinar que,
para cada L > m, existe um intervalo aberto I C R, de tal maneira que a aplicacao
celw o€ Hy ([0,L]), onde s > 1, é suave e, a funcio ¢, é uma solugao regular da
equagao (1.15), para cada ¢ € I. O estudo da instabilidade orbital das ondas estacionérias
periédicas que solucionam a equagao (1.7) considerard a dedugao explicita desta dltima
classe de fungoes.

Em seguida, consideremos o funcional G, := & — ¢F, definido a partir da curva acima

esbocada c € I — . € H?

per,e

([0, L]). O elemento (¢, icp.) = (@e, e, 0,0) é um ponto
critico de G.. Esta informacao motivard a deducao do operador linearizado

Lpe 0
ESOC = ( ROWC £ ) )
Im,pc

—924+1-5pF —c
Frese = < —c ’

2 +1—¢! ¢
ﬁlm,wc = ( 90 .
c 1

De modo a compreender o comportamento dos elementos nao-positivos do espectro

de forma que

dos operadores Lge e, € Lim,,,, estudaremos, respectivamente, caractaristicas do espectro
dos operadores
a2 2 5
L1, =—0;+(1—c") =5y,
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Lo, ==0;+ (1 =) — ¢,

Em [55], os autores apresentaram uma adaptagao da Teoria de Floquet em [58], o que
permite conhecer caracteristicas espectrais dos operadores £, ,, e Lo, por meio de uma
abordagem numérica. Estas informagoes combinadas determinarao o comportamento do
espectro nao-positivo do operador £, . Tal abordagem serd vista como vélida para qual-
quer que seja o parametro ¢ € .

Restrito ao espago de Hilbert [L2,, ([0, L])]* e, sendo [H}., ([0, L]) x L2, ([0, L])]* o
seu dominio, veremos que o operador autoadjunto £, admite um tnico autovalor nega-
tivo, o qual ¢ simples. Além disto, 0 ¢ um autovalor simples do operador L, associado a
autofungao (0,0, @., —cp,).

Finalmente, consideremos a funcao
d(c) = E(ve, cpe, 0,0) — ¢ F (e, cpe, 0,0), Ve e 1.

Analisaremos explicitamente que d’(c) < 0, ¥V ¢ € I. A teoria descrita em [37] estabelecera
que a fungao u.(x,t) = e“‘p.(r) determina, para qualquer que seja ¢ € I, uma onda
estaciondria periédica orbitalmente instdvel para a equagao (1.7), no espaco de Hilbert
Y = H, ([0,L]) x L2, .([0,L]). Isto é, existe e > 0 tal que, para cada § > 0, existe
um par (up,vg) € Y, de tal forma que ||(ug, vo) — (@e, icpe)||y < d e a funcdo 4 = (u,us),
solugao generalizada de (1.7) em Y com u(-,0) = (ug,vg), satisfaz

inf ||@(-,t) — e (¢, i >
érel]R ”u( 7t> e (%JC%)HY Z €

para algum “tempo” t > 0.
Seja p > 1, um numero inteiro. No Capitulo 4 desta tese, mostraremos o estudo
da estabilidade orbital de ondas estacionarias peridédicas que solucionam a equacao de

Schrodinger Logaritmica (1.8),
iU + Uy + log(|ul?)u = 0.

Inicialmente, como ja posto, mostraremos que a equagao (1.8) estd bem colocada global-
mente no espaco H,,,([0, L]). Para tal, usaremos o método de Galerkin, seguindo preceitos
de Cazenave e Lions, [26] e [49] respectivamente, que permitirao estabelecer a existéncia de
solucoes regulares a problemas aproximados ao problema de Cauchy associado a equagao
(1.8). Em vista de desigualdades logaritmicas, serdao observadas limitagoes uniformes que
implicarao na validade de algumas convergéncias fracas que levarao a determinacao da
existéncia e da unicidade de solugao fraca, em H},, ([0, L]), para o problema de valor inicial

associado a (1.8). Além disto, o método comentado também estabelecerd a validade das

quantidades conservadas

e, =5 [ [0+ (5 - og(ut o) . 0F] @
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1

Flu(-,1)) = 5/0 (- )2 da.

Tais quantidades, por sua vez, serao suficientes para a determinacao da referida boa
colocacao global da equagao (1.8).

Seguindo a mesma proposta estruturada para a equagao (1.7), suponhamos que ¢ € R
e que exista uma fungao ¢, : R — R, de tal forma que u.(x,t) = e*p.(x), V (z,t) € RxR,

seja uma solucdo da equagao (1.8). Substituindo u. em (1.8), resulta em

—ol + (1= *)p. — log(|pe")pe = 0. (1.17)

Solugoes periddicas para (1.17) podem ser determinadas em vista do estudo do plano
de fase estabelecido por esta equagao. Se p for um inteiro par, a equagao (1.17) apresenta
trés pontos de equilibrio: dois pontos de centro e um ponto de sela. Se p for um inteiro
fmpar, a equagao (1.17) apresenta dois pontos de equilibrio: um ponto de centro e um
ponto de sela. Em ambas as situagoes, (0,0) é um ponto de sela e (65,0) é um ponto

c . ~ c 71 .
de centro. Em torno do par (er,0), determinamos solugoes periddicas e estritamente

2
positivas para a equacao (1.17), todas de periodo minimal L > —— arbitrario. Além
p
disto, a funcao

caracteriza uma onda solitdria para a equagao (1.17). O estudo da estabilidade orbital
serd desenvolvido para as fungoes (. estritamente positivas, pares e periddicas de tal
forma que, no plano de fase, (¢, ¢.) encontra-se no interior da regiao delimitada pela
curva (g, 0.).

Assim como no estudo da equagao (1.7), a funcdo ., acima descrita, determina um

ponto critico para o funcional G. := £ + ¢F e, por consequéncia disto, estabeleceremos o

L ge 0
Eﬂac = ( RO’QDC E ) 9
Im,pe

Lpegp, =—0:4+c—log(|ecl’) —p e Limg, =—05+c—log(e.f).

operador linearizado

onde

Em decorréncia da teoria proposta em [55] e [56], determinaremos que o operador Lge .,
sobre L2,.([0, L(c)]), com o dominio H}, ([0, L(c)]), admite um tinico autovalor estrita-
mente negativo, o qual é simples e, 0 ¢ um autovalor simples de Lg.,, associado a au-
tofuncdo ¢.. Por sua vez, verificaremos que o operador Ly, ,. nao admite autovalores
negativos e 0 é um autovalor simples de Ly, ,. associado a autofungao ..

Em verdade, para cada ¢y > 0 fixado, trataremos a existéncia de uma curva suave
ceV C(0,400) = ¢, € Hp, ([0, L(co)]), de tal modo que ¢o, = @, € que @ seja uma

solugao periddica, par e estritamente positiva para a equagao (1.17), ¥V ¢ € V. Devido

a manutencao dos indices de inércia, verificaremos que as propriedades espectrais dos
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operadores Lpe 4. € Lim. S80 as mesmas que anteriormente estruturamos para o caso
dos operadores L Repey © L I'm,pe,» TESPECtivamente.

Finalmente, definamos a funcao
d(c) = E(pe) + ¢ F(pe), VeV,

1
Veremos que d”’(c) = _||¢0||%§ > 0, V ¢ € V. Esta informacao sera suficiente para que
p er

determinemos a existéncia de uma funcao “polinomial” hq, onde
hi(x) = ma®(1 = nox — e — O(a)),

com 7y, M2, N3 > 0. A fungao hy apresenta as propriedades de que hi(0) =0 e hy(z) > 0
para x suficientemente pequeno. Além disto, se ¢ > 0 for considerado um parametro sufi-
cientemente pequeno e se tomarmos ug suficientemente proxima a ¢., com a preservacao
da identidade F(ug) = F(¢.), veremos que

P (| 0(, ) r, wm, ) < Ge(uo) — Gelde) < ha(e),

per per
com w(-,t) = (Re [u(- + y,t)e? — ¢, Im [a(- + y,t)e? — ¢.]), onde @ é a solucdo do
problema de Cauchy associado & equagao (1.8), que satisfaz u(-,0) = ug e, as constantes
y =y(t) e = 0(t) sdo aquelas que minimizam o valor da funcao

Uy, 0) = @a(- + y, 1)’ = GLl7a, +clla- +y, 0)e” — ocll7,

per ’

A aplicacdo do método apresentado detalhadamente por Angulo (ver [8] e suas re-
feréncias) provard que as ondas estaciondrias periédicas associadas as fungoes ¢. sao
solugdes orbitalmente estaveis para a equacao de Schrodinger nao-linear logaritmica (1.8),
no espaco de Hilbert H,,,.([0, L]). Por sua vez, as ideias descritas em [55] e [56] mostrarao
que se ¢ > 0, entao, todas as fungoes periddicas ¢, estabelecidas pelo estudo do plano
de fase da equacao (1.17) e, cujas as drbitas encontram-se no interior da regiao delimi-
tada pela curva (g, ¢.), também caracterizam ondas estacionérias periddicas orbitalmente
estaveis para a equagao (1.8).

No Capitulo 5 desta tese, trataremos o estudo da estabilidade linear de solucoes do
tipo onda viajante periédica para a equagao ILW (1.11). Consideremos que L > 0 e que

d > 0 estejam fixados. Sejam o operador Ts, definido em (1.10), e o operador auxiliar

1
M = 5 T50:. A equagao ILW (1.11), conforme comentado, pode ser interpretada

como uma equagao de evolucao
gy + 2uu, — (Msu), = 0.

Nesta abordagem, o operador My é pseudo-diferencial e se g for uma funcao suave, é

valida a propriedade

(Mag)(x) = [2% coth (2"”";5) - H §(k), VK €T

13



Seja ¢ > 0 um numero real. Faremos a suposicao de que existe uma funcao . € Hy,
de tal modo que u.(x,t) = p.(x —ct), V (z,t) € R x RT, seja uma solugdo onda viajante
L-periédica para a referida equacao ILW. Ao substituirmos u, em (1.11), obteremos que

@ deve satisfazer a equacao

1 L
~Muge— ot it = 1 | o de (1.18)
0

Consideremos que ¢, seja uma solugdo da equacao (1.18). Definamos o operador
linearizado
L. :=Ms+c—2p,.

Diremos que a onda viajante periddica u,. é linearmente estavel em Hy se nao for possivel
determinar a existéncia de um par (A, ¢) € C x Hy, com Re (A\) > 0 e ¢ # 0, de tal

maneira que
&EECIHO UV = M.

Seguindo as ideias tratadas por Parker [61], mostraremos que para L = 7 e para deter-
minados valores de § > 0 fixados, existe (ko, k1) C (0,1) um intervalo aberto conveniente.

O parametro

L1 SwK(k) AK(K) L (46K(K)
c=ck) = S TR T L 'Z< L k)

4K<k:>.c“(45K ) (M ¥)

L 40K (k
sn
L

é positivo e estritamente crescente para k € (ko, k). Além disto, mostraremos que

o) _4KL(k) , <2K£k)§; k) 151 K(k)

i (%k)n (@@ sn (%Wk) -dn (Lék)ék)

2 2 ’
L . (QKék)g; k) N (ZKék:)cS; k,)

2 KK

(1.19)

+

onde k' = v/1 — k2, determina uma funcao em Hj tal que
uo(z,t) = pe(z —ct), ¥V (z,t) € R x R,

¢ uma solucao, no sentido pontual, onda viajante L-periddica na variavel espacial para a
equagao ILW (1.11). A funcéo dada em (1.19) se comporta similarmente a uma solugao
da equagao (1.11) determinada por Miloh [53].

Consideremos os parametros auxiliares

1/L<ﬂ(£)2dﬂc e a=CHVOHAS
0

5= 2

14



Determinaremos que ¢ := c¢+2a > 0 e que a fungao par e estritamente positiva ¢, := a4+,
tem como sua Transformada de Fourier é\g, uma funcao pertencente a classe PF(2) discreto
no sentido estrito. Fazendo uso de conceitos e resultados de positividade tratados por
Angulo e Natali, [11] e [12], estabeleceremos que o operador autoadjunto £. admite um
unico autovalor negativo, o qual é simples e, 0 é um autovalor simples de L. associado a
autofuncao ¢/, em Lfm([o, L]). Além disto, propriedades relativas as fungoes elipticas e ao

Teorema de Plancharel serao suficientes para garantir que

L
% |:/0 @C(§>2d£] > 0, vk - (ko,/{?l).

Estas informagoes combinadas, em vista da teoria proposta por [31], garantirdo que
Kiam = 0, onde Ky, € o indice Hamiltoniano de Krein associado ao operador L.
Usando os preceitos de Deconinck e Kapitula [31], concluiremos que, para cada k no in-
tervalo (ko, k1), a fungao u. determina uma onda viajante periédica linearmente estavel
para a equacao (1.11) no espago Hy.

Finalmente, no Capitulo 6, faremos reflexoes pertinentes a outros possiveis trabalhos e
resultados que conjecturamos ser estudados e obtidos, utilizando a teoria proposta nesta
tese.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Espacos de Sobolev Peridodicos

Nesta secao, introduziremos brevemente o conceito de Transformada de Fourier para
Fungoes Periddicas. Com base nesta nogao, definiremos alguns espacos de funcoes, os
Espacos de Sobolev Periddicos. As informagoes aqui apresentadas sao detalhadas em
Iério e Iério, [42].

Sejam o intervalo I C R e p tal que 1 < p < oo. Denotemos por LP(I) o espago de

todas as fungoes mensuraveis a Lebesgue f : I — K, onde K =R ou K = C, tais que

Il = ( [156@F d)" <00, se1<p <o
1

| fllzey = SuII)ess |f(x)] < oo, se p= 0.
re

O espaco normado (LP(1),] - |r»(r)) é um espago de Banach. Além disto, L*(I) é um

espaco de Hilbert munido do produto interno

(.9 = (frg) = /1 f(2)9(@) du, ¥ f.g € IA(D).

Seja L > 0 um niimero real fixado. Denotemos por P = C5,. = Cx¢ ([0, L]) o conjunto
de todas as funcoes f : R — C que sao infinitamente diferenciaveis e periddicas de periodo
L. Designemos P’, o Espaco das Distribuic¢oes Periédicas, como sendo o conjunto de todos
os funcionais lineares continuos definidos de P em C. O valor de ¢ € P’ em ¢ € P é
denotado por ¥(p) = (¢, p).

Consideremos k € Z e a fungao O,(z) = 6%2“, V x € R. A Transformada de Fourier

de ¢ € P’ é a funcao 1 : Z — C dada pela lei de formacao

D)= .0, Ve L

17



Fixemos p real, de modo que p > 1. A funcao ¢» € LP([0, L]) define uma distribuigao

periddica. Neste caso, 1) € P’ com

(¥, p) = /w ) dx, ¥ ¢ € P.

Desta maneira, a Transformada de Fourier da funcao ¢ € L?([0, L]) é dada por

]_ L 27rucac
:—/ v(x)e dz, ¥V k € Z.
L Jo

Seja s € R. O Espaco de Sobolev H?, ([0, L]) é definido como o conjunto de todas as

per

distribuicoes periddicas f € P’ com

11V, 0.0y = L Z (1+ |6’ f(r)* <

KR=—00

O conjunto H?, ([0, L]) é um espago de Hilbert munido do produto interno

per

(f. Doy = (F9)s =L D> L+ |6 f(r)3(x), ¥ f.g € H., ([0, L))

KR=—00

Definamos L2,,.([0, L]) := H},,([0, L]). Por sua vez, o conjunto L2,.([0,L]) ¢ um espaco

per per

de Hilbert munido do produto interno

(fs9)rz..o.n) = (f. 9) 0—/ f(x)g(z) d, ‘v’ngLper([O,L]).

Além disto, tem-se a norma | - ||z, (o,)) :== v/ (*; ")o-

Adicionalmente, para todo s € R, (H?,,([0, L]))’, o dual topolégico de H:, ([0, L]), é

per per

é
isometricamente isomorfo ao espago H_ ([0, L]). Se f € H ([0, L]) e g € H,..([0, L]), o

per per

par dualidade é representado por

o9 ooy g,z = 905 = L Z fs

Vemos que H,, ([0, L]) — H].,.([0, L]) sempre que s > r, onde s, r € R. Em particular,

para cada s > 0, HS_ ([0, L]) — L2,.([0, L]). Complementamos que

per per

H! ([0, L]) — L™.([0, L)) = L™([0, L)), ¥ mi,mqy € [1,+00], m; > my.

per per per

Neste tltimo caso, para m € [1, 4+00], convencionamos que

Ly, ([0, L]) == {f; f é uma fungao L — periddica e [y, ; € L™([0,L])}
1|z, qo.cny = N lemo.nny, ¥ F € Lpe, ([0, ).

Seja s = n € Z*. O Espago de Sobolev H” ([0, L]) pode ser interpretado como o

per
conjunto das distribuicoes periddicas f € P’ tais que
f9er? (0,L]), Vje{01,...,n}
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onde fY denota a j-ésima derivada de f tomada no sentido de P’. A norma

per

n 2
£ W ez, 0,00 = (ZHf(”Hiz ([O,L])> , ¥V f € Hy,, ([0, L),
j=0

é equivalente a norma de H,, ([0, L]) apresentada acima para indice geral.
Na abordagem a ser feita em secoes e capitulos posteriores, trabalharemos com res-
trigoes dos Espagos de Sobolev Periddicos HE,,.([0, L]).

per

Sejam L > 0 e n € Z*. Definamos H},, ([0, L]) como o conjunto de todas as funcoes
f:10,L) — K tais que f € H],,.([0,L]) e a extensdao L-periddica de f sobre R é uma
fungao par. Finalmente, denotemos L2, ([0, L]) := H?, .([0,L]) e, para cada n € Z,

per,e per,e

podemos provar que H” ([0, L]) é um espago de Hilbert.

per,e

Um outro conjunto a ser considerado é o espaco das funcoes de média zero

= {s e .0 | " (e de = o}

Hy é também um espaco de Hilbert.
O préximo resultado, devido a [26], descreve o comportamento de sequéncias limitadas

de fungoes em espacos vetoriais associados a espacos de Sobolev.

Proposicao 2.1. Sejam L > 0 e {fn}men uma sequéncia limitada no espago de So-
bolev L>(a, b; HY, ([0,L])). Suponhamos que {f! }men seja uma sequéncia limitada em

per
L>(a,b; Hyo ([0, L])). Entao,

(i) Eziste f € L>(a,b; H),,.([0,L])), com f" € L>(a,b; H ([0, L])), de tal modo que

hd uma subsequéncia { fm, tren C {fmtmen que, para cada t € [a,b], fm,.(t) — f(t)
fraco em HY. ([0, L]).

per

(ii) Se |l fon, (Dllzz,. = 1FE)]l1z

uniformemente para t sobre o intervalo [a,b], entao,
per

fu =3 f em C([a, b]; L7,..((0, L])).

fii) Se {fudmer € COlar 8 HL(10,2)) € s¢ [ Oy, "5 1)l wniforme-
mente para t sobre o intervalo [a,b], entdo, f € C°([a,b); H),.([0,L])) € fi, =X f
em C°([a, b]; HL, ([0, L])).

per

Demonstragao. Ver [26], Proposigao 1.1.2 e Proposi¢ao 1.3.14.

2.2 O Teorema de Carathéodory

Seja @ C R x C™ um conjunto aberto. Consideremos tg € R, de forma que (%o, xo) € 2.

Sejam a funcao f : 2 — C" e o problema de valor inicial

{ /(t) = f(t, x(t)). (2.1)

z(tog) = wo.
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Dizemos que a fungao f : 2 — C" satisfaz as condicoes de Carathéodory sobre €2 se forem

validas as seguintes premissas:
(i) f(t,x) é uma funcdo mensuravel em ¢, para cada x fixado;
(ii) f(t,z) é uma fungao continua em z, para quase todo t fixado;

(iii) Para cada conjunto compacto K C €2, existe uma fungdo mg : R — R integravel,
tal que
1F(t 2)l[en < mi(t), V(L x) € K.

Segundo [30], podemos enunciar os seguintes resultados.

Teorema 2.2 (Teorema de Carathéodory). Seja f: Q — C" uma fun¢ao que satisfaz as
condi¢oes de Carathéodory sobre Q). Entao, existem § > 0 e x(t) uma fun¢do absoluta-

mente continua que soluciona (2.1), para cada t admissivel sujeito a |t — to| < B.

Teorema 2.3. Sejam b >0 e T > 0. Consideremos Q = (=T,T) x B, com
={z e C [lzf <b}.

Consideremos f : Q0 — C", uma fungao que atende as condi¢oes de Carathéodory sobre €.
Suponhamos que to = 0, ||zo]| < b e que x(t) seja uma solugdo de (2.1). Suponhamos que
em qualquer intervalo I C [=T,T) para o qual x(t) estd definida se tenha a desigualdade
lz()|| < M,V t eI, com M independente de I e M < b. Entdo, x(t) admite um

prolongamento sobre o intervalo [—T,T).

2.3 Funcoes Elipticas de Jacobi

Nesta secao, serao estabelecidas algumas propriedades basicas das fungoes elipticas de
Jacobi. Uma descrigdo mais detalhada pode ser encontrada nas referéncias [3], [18] e [22].

Sejam ¢ € [0, g] e k € (0,1). A integral eliptica do primeiro tipo é definida por

/y dt :/“" do
o VA-BYL-RB) S0 1z

onde y = sin(p). A integral eliptica do segundo tipo é definida por

1—k32t2 ®
- dt = / 1 — k2sin?(0) df =
1—t 0

= F(p, k),
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O numero k é denominado o médulo da integral eliptica e o ntimero k' := v1 — k2 é

denominado o médulo complementar a k. O parametro ¢, por sua vez, é denominado o
T

argumento da integral eliptica. Como 0 < ¢ < 5 temos que 0 <y < 1. Sey =1, as

integrais acima sao ditas completas. No caso das integrais completas,

=K

' dt 3 do -
/o \/(1—t2)(1—k2t2):/o WEF(?’“)EKW
/1\/11:@2526575:/7; 1 — k2sin*(0) d@zE(%k);E(k)EE'

Vemos que lim K(k) = lim E(k) = E, lim E(k) =1e lim K(k) = +oo. Além
k—0+ k—0+ 2 k—1- k—1-
disto, para cada k € (0,1), E(k) < K(k) e, sdo vélidas as seguintes identidades
dK E—K’K dE E-K
— =—— & — = :
dk Kk’ dk k
Fundamentados nas integrais elipticas, acima apresentadas, definimos as fungoes elipticas
de Jacobi. Para y; € [0,1] e k € (0, 1), consideremos

= F(Sph k)?

" dt P1 do
u(y; k) = /o \/<1 —2)(1 — k2?) - /o \/Tst@?)

onde ¢; € [0, g} satisfaz y; = sin(¢q). Para k fixado, u é uma fungao estritamente cres-
cente na variavel y;. A inversa da funcao u, para k fixado, define a funcao senoidal que
é descrita por sn(u; k) = sin(¢1) = 11 e p1 = am(u; k) é designada como a fungao ampli-
tude de u. Quando nao se faz necessario enfatizar o modulo k£, denotamos simplesmente
sn(u) = y;. As outras duas fungoes elipticas bésicas, as fungoes cnoidal cn e dnoidal dn,

sao definidas em termos de sn da seguinte maneira:

en(us k) = /1 — 2 = /1 —sn2(us; k) e dn(u; k) = /1 — k22 = /1 — k2sn2(u; k).

Vemos que estas fungoes sdo normalizadas fazendo-se uso de sn(0; k) = 0, cn(0; k) = 1

e dn(0;k) = 1. As funcoes elipticas de Jacobi s@o estendidas periodicamente de forma

que
sn(u +4K; k) = sn(u; k), en(u+ 4K k) = en(u; k) e dn(u + 2K; k) = dn(u; k).

As fungoes cn(-; k) e dn(+; k) sdo pares; a fungao sn(+; k) é impar.

Para k € (0, 1), as fungdes elipticas de Jacobi também satisfazem as seguintes relagoes:

(sn2(u; k) + en2(u; k) = 1, k%sn2(u; k) + en®(u; k) = dn®(u; k),

k2sn?(u; k) 4+ dn®(u; k) = 1, —1 <sn(u;k) <1, —1 < en(ujk) < 1,

\ K? <dn(u; k) <1, sn(u+ 2K k) = —sn(u; k) e en(u + 2K; k) = —en(u; k).
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Finalmente,

sn(K) =1, lim sn(u;k) =sin(u) e lim sn(u; k) = tanh(u).

k—0+ k—1—

2.3.1 Funcoes Theta de Jacobi

K(K)
K (k)

Seja k € (0,1). Denotemos 7 = i . Definamos a fungao “nome” ¢ como sendo

Consideremos |¢| < 1. Para cada z € C, as quatro fungoes

o0

1(2,q) = 24" [Z<—1>”q"<"“> sin((2n +1)2)

n=0

)

Y

(2, q) = 24} [Z ¢ cos((2n + 1)z)

n=0

93(’27(]) =1 +2

Z 7 cos(2nz)]

n=1

94(’27(]) =1 +2

Z(—l)"q”2 cos(2nz)]

n=1

estao bem definidas. As funcoes 601, 0, 05 e 0, sao denominadas as Funcoes Theta de

Jacobi. Se a varidvel z for real, as fungoes 6; e 0y sao periddicas de periodo 27w. Ja

as funcoes 03 e 0, sao periddicas de periodo w. Lembremos que, no eixo imaginario, as

fungoes Theta de Jacobi também apresentam comportamento periédico.

2.3.2 Funcao Lambda de Heuman Ay(y, k)

A fungao Lambda de Heuman, Ag(y, k), é definida em termos das integrais elipticas

de primeiro e segundo tipo pela férmula

Moo, k) = 2 [K(K) (g, K) ~ K(R)F(p, K) + B(R)F(g, k)]

para cada p € [O, a e ke (0,1).
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Esta funcao aparece no calculo de integrais elipticas de terceiro tipo em casos circulares.

Foi inicialmente tabulada por Carl Heuman.

A funcao Lambda de Heuman pode ser relacionada com a funcao 6, por

Aolip,k) = - [mlf(i, a()],

mF (o, k)
2K (k)
A derivada com respeito ao modulo £ da funcao Ay é dada por

onde w = € R.

9 _ 2[B(k) — K (k)] sin(p) cos(y)
ok ole, )} = wky/1 — k2 sin(p)? ‘

™ ~
Esta ultima relacao nos leva a concluir que, independentemente de ¢ € (O, E)’ a funcao

Lambda de Heuman é estritamente decrescente com relagao ao médulo k.

2.3.3 Funcao Zeta de Jacobi

A funcao Zeta de Jacobi é definida por

Esta funcgao satisfaz

Z2K(k), k) =0 e Z(u+2K(k),k) = Z(u).

A funcado Z(u, k) pode ser relacionada com a fungdo Lambda de Heuman através da
identidade

Flp, K)

A0<§07 k) - K’(k))

+ K20 K),

onde ¢ = am(u). Além disto, a fungao Zeta se relaciona as fungoes Theta de Jacobi pelas
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seguintes identidades

6/1 mu ’ ()
Z(u k) = 2[:(’“)'91 EZZ;Z(;% _Cn(u,si)@’d;l)(u, k)
_ ,6/2(2;?1@)’4’(’“)) , dnu k) -sn(u, k)
2K (k) 0, (2;7{]{)&(1{:)) cn(u, k)
T & o a(h) 5 sn(u, k) - cn(u,
- QK(k)‘eggZE%:’Z(k)g g d’;)(% k; £) (2.2)
e _ez(Zgz‘k),qw)
2K, (%7(](@)

Nas relacoes acima, a derivada é tomada com respeito a primeira varidvel, ou seja,
) 0 .
ej(u7 q) = %[GJ(U, Q)]7 J = 17 27 37 4.
Byrd e Friedman, [22], apresentam uma versao da funcao Zeta de Jacobi definida para
variaveis complexas. Sejam u e v dois parametros reais. Estruturamos que
k% -sn(u, k) - cen(u, k) - dn(u, k) - sn(v, k')?
1 —sn(v, k")? - dn(u, k)?

Z(u+iv k) = {Z(u, k) +

, ) oT dn(u, k)% - en(v, k') - sn(v, k') - do(v, k)
- [Z(v, K)+ oK (kYK (k) 1 —sn(v, k’)? - dn(u, k)? } '

2.4 Teoria de Floquet e Espectro do Operador de Hill

2.4.1 Conceitos Elementares

Os resultados presentes nesta subsegao sao tratados por Neves, ver [58] e [59]. Neves,
por sua vez, estd baseado nas nogoes apresentadas por Magnus e Winkler, ver [52].

Sejam L > 0 e K designando o corpo R ou C. Consideremos @) : R — K uma funcao
de classe C? periédica de perfodo minimal L e consideremos a equacao diferencial

—y" +Q(x)y =0. (2.3)
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Conforme [39], a equagao (2.3) possui duas solugdes y; = y1(z) e yo = y2(x), continua-

mente diferenciaveis, que sao univocamente determinadas pelas condigoes iniciais
y1(0) =1, ¥1(0) =0, 12(0) =0, y5(0) = 1. (2.4)
Definamos a equagao caracteristica associada a (2.3)
p* = (L) +ya(L)]p+1=0. (2.5)

Suponhamos que p; e ps sejam as raizes da equagao caracteristica (2.5). Em verdade,

existe um ntimero complexo «, de modo que e** = p; e e = p,. Com base nestas

informagoes, segundo [52], enunciamos o teorema a seguir.
Teorema 2.4 (Teorema de Floquet).

1. Se p1 # pa, entao, a equagdo (2.3) tem duas solugoes linearmente independentes fy
e fo, de forma que fi(z) = " P(z) e fo(x) = e " Py(x), onde P, e Py sio duas

fungoes periodicas com periodo L.

2. Se py = pa, hd duas possibilidades: py =ps =1 epr =ps=—1. Sepyr=pa=1, a
equagdo (2.3) tem uma solu¢ao nao-trivial periddica de periodo L. Se p; = pa = —1,
a equagao (2.3) tem uma solug¢ao nao-trivial periédica de periodo 2L. Suponhamos
que p(x) denote uma solugdao periddica de (2.3) e que y(x) seja uma outra solugao de
(2.3), linearmente independente a p(x). Entdo, existe uma constante 6 de maneira

que
y(x + L) = pry(x) + Op(x),V x € R. (2.6)
Além disto, 0 = 0, se e somente se,
yi(L) +y5(L) = £2, y2(L) =0 e y4(L) = 0.
[

Adicionalmente, existe um importante aprimoramento do Teorema 2.4: a equacao
(2.3) admite uma solugao nao-trivial periddica de periodo L, se e somente se, p; = py = 1.
Se exigirmos condigoes adicionais ao potencial Q(z), segundo [52], é possivel prever o

comportamento das fungoes y; e y, univocamente obtidas como solugao de (2.3)-(2.4).

Teorema 2.5. Seja o problema (2.3) que é univocamente solucionado pelas fungies y; e
Yo que estao sujeitas as condigoes iniciais (2.4). Se o potencial Q(x) for par, ou seja, se
Qz) = Q(—x), Vx € R, entdo, a funcao y; € par e a func¢ao ys € impar. Além disto, se a
equagao (2.3) admitir uma solugdo periddica nao-trivial de periodo L, existe uma fun¢ao

periddica p(x) nao-trivial de periodo L satisfazendo (2.3) que € par ou é impar.
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Em seguida, baseado na equagao (2.3), consideremos o operador de Hill
L: D(L) = Hp,([0,L]) € L3..([0,L]) — L3..([0,L])

Yy = Ly=—y" +Qx)y.

Afirmamos que o operador £ é autoadjunto. De fato, inicialmente, interpretamos que
L=S+A onde S:=-0>+1eA:=Q—1. Além disto, D(S) = D(L) = HZ,([0, L])

per

e D(A) = L2 ([0,L]). Fazendo uso do Teorema de Lax-Milgram, [35], temos que o

per

(2.7)

operador S : D(S) — L2,,([0, L]) é sobrejetor. Como S é um operador simétrico, segundo
[25], segue que S é um operador autoadjunto.

Por outro lado, o operador A é simétrico e, devido ao comportamento da funcao @,
A é um operador limitado. A teoria detalhada em [7] determina que o operador L é
autoadjunto e, consequentemente, temos que o espectro do operador £ esta contido na
reta.

Afirmamos que o.4(L) = (). De fato, é conhecido que o.s(S) = (. Definamos
o operador auxiliar T := £ — S : H? ([0,L]) — L;..([0,L]). Temos a validade da
identidade T'(u) = Qu —u, ¥ u € H},.([0,L]). Usando a limitacdo de @ e a imersao
compacta H} ([0, L]) < L2,,.(0, L)), verificamos que 7' é um operador compacto. Estas

informagoes, segundo a abordagem descrita por [7], s@o suficientes para concluir que
Oess(L) = 0.
Mais que isto, para o operador £ é valido o Teorema da Oscilacao que garante que o

seu espectro é dado por uma sequéncia ilimitada de nimeros reais {\,}72,, de forma que
A<M <A< << <At S Ao <o (2.8)
onde, para cada k € N, )\, é raiz da equacao discriminante
AA) = y1(L,A) + y5(L, A) = 2

e y1(z, A) e y2(x, \) sdo as duas solugdes linearmente independentes univocamente deter-

minadas pela equacao diferencial
—y'(x) + (Qz) = AN)y(z) =0
sujeitas as condigoes iniciais
y1(0,A) =1, 1(0,A) =0, 42(0,A) =0, y5(0,\) = 1.

E vélido frisar que, para Kk € N, o autoespaco associado ao autovalor )\, do operador
L tem dimensao 1. Ademais, se 1, for uma autofuncao de £ associada ao autovalor A,
e se 1, for uma autofungao de £ associada ao autovalor \,, k1 # kg, entao, Y., € Yy,
sao linearmente independentes. Ou seja, (g, , Vwy) 2,2, = 0. Além disto, por [52], é
sabido que se p(z) for uma autofungao associada ao autovalor A\y,_1 ou ao autovalor g,
onde k € N entao, p(z) possui exatamente 2k raizes no intervalo [0, L).

Os resultados a seguir também provém de [52] e ddo uma importante contribuicao
para o conhecimento do autovalor \y do operador £ e das autofuncoes que estao a si

associadas.
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Teorema 2.6. Se p(z) > 0 for uma solug¢do periddica de periodo L da equagdio (2.3),

entao, p(x) € uma autofuncao do operador L associada ao autovalor g = 0.

Teorema 2.7. Seja o operador L, definido em (2.7), onde o potencial Q(x) é uma fungdo
par. Se p(x) for uma autofuncao associada ao autovalor Ny, entdo, a extensdo L-periodica

de p(z) sobre R, a menos de translac¢do, é uma fun¢do par que nao se anula.

2.4.2 Familias Isonerciais de Operadores Autoadjuntos

Seja £ : D(L) = H2,([0,L]) C L?

per per

([0,L)) = L2..([0,L]), com L > 0 fixado, um
operador autoadjunto. Definamos o indice de inércia do operador £ como sendo o par
(n,z), onde n é a dimensao do autoespago negativo de £ (ou seja, a dimensao do espago
gerado pelas autofungoes associadas aos autovalores estritamente negativos de L) e z é
a dimensao do autoespago nulo de £ (isto é, a dimensao do autoespago associado ao
autovalor 0 de £). O indice de inércia de £ é denotado por In(L).

Se L for o operador autoadjunto definido em (2.7), vale o Teorema da Oscilacao e,
portanto, o indice In(L£) estd bem definido. Isto, pois, para cada v > 0 existe uma
quantidade finita de autovalores que sao menores do que 7.

Seja s € V, onde V C R é um intervalo aberto. Definamos a familia de operadores de

Hill

L : D(‘Cs):H2 ([OvL]) — L ([O7L])

per per

2.9
y = Lyl = —y" + Qi(s, 2)y, (29)

onde Q1 : V xR — K é uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel e, na variavel
x, ()1 é periddica de periodo L. Notemos que, para cada s € V, L, é um operador
autoadjunto como (2.7). Dizemos que a familia de operadores {L,}scy ¢ isonercial se o
indice de inércia de Ly, In(Ly), ndo depender de s € V. Segundo Natali e Neves, [55], é

valido o resultado a seguir:
Teorema 2.8. Seja s € V, onde V C R é um intervalo aberto. Consideremos o operador

L definido em (2.9). Se A =0 for um autovalor simples de L, para cada s € V, entdio,

a familia de operadores {Ls}sey € isonercial.
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2.4.3 Nova Versao da Teoria de Floquet

Natali e Neves, [55], apresentaram uma adaptagao da Teoria de Floquet que permite
o estudo de caracteristicas espectrais do operador de Hill (2.7) em vista da dedugao do
sinal de uma determinada constante. Este estudo foi recentemente aprimorado por Natali
e Pastor, [56], o que permite compreender que, sob certas exigéncias, independentemente
do periodo relativo ao espaco de Sobolev periddico considerado, é possivel construirmos
familias de operadores como (2.7) com os mesmos indices de inércia e, portanto, com as
mesmas caracteristicas espectrais.

Consideremos a equacao de Euler-Lagrange

—¢" + g(u, ) = 0. (2.10)

Assumamos que p € V, onde V C R é um intervalo aberto. Considerando que a fungao
g seja infinitamente diferenciavel em todas as varidveis, a equagao (2.10) é conservativa e

suas solugoes periddicas estao contidas em curvas de nivel de energia do tipo
2

H(p, &) = —% + G(u, ), (2.11)

oG
onde ¢ =& — =ge G(u,0)=0.
P=8 G, = (1,0)

Adicionalmente, suponhamos que a funcao ¢ atenda as seguintes condigoes:
(al) Para cada p € V, a funcao g(u, -) admite duas raizes consecutivas r; = ri(u) e 1o =
ro(1) que correspondem aos pontos de equilibrio (¢, ¢") = (r1,0) e (p,¢’) = (12,0).
Assumamos que (¢, ¢") = (r1,0) seja um ponto de sela e que (¢, ¢’) = (r2,0) seja

um ponto de centro.

(a2) A curva de nivel H(yp, &) = H(r1,0) contém uma curva simples fechada C'*, deno-
tada por I', de modo que o par (r9,0) encontra-se no interior da regiao delimitada

por I'.

(a3) Para u € V e para (¢,£) no interior da regiao delimitada pela curva I', a funcao
g, ) é de classe C% e ¢'(j1,75) < 0, onde ¢’ denota a derivada & Fréchet da fungao

g com respeito ao parametro .

Atendidas as condigoes (al), (a2) e (a3), o par (rg,0) é um ponto de maximo local de H.
Além disto, todas as 6rbitas de solugoes ¢ da equagao (2.10) que, no plano de fase, estao
no interior da regiao delimitada pela curva I' s@o periddicas, estao em torno do par (rq,0)
e pertencem a uma curva de nivel H(p, &) = B, de tal modo que H(r1,0) < B < H(r2,0).

Fixemos € V. Pela teoria das EDO’s, existe uma funcao periédica ¢ = ¢, que
satisfaz a equagao (2.10) e a condicdo inicial (p(0),¢’(0)) = (a1, az), onde (ay, ag) € R?,
(a1, ag) # (19,0), é considerado no interior da regido delimitada pela curva I'. E esperado
que o periodo L da funcao ¢ satisfaca

2T

V _g/(:u: T2> '
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Em vista da simetria do problema associado a equagao (2.10), se tivermos oy > 15 > 71 €
as = 0, em particular, ¢ é uma funcao suave par que satisfaz max o(x) = ¢(0).
Te

Prova-se, em [56], o seguinte resultado:

Teorema 2.9. Seja jip € V fizado. Consideremos que @, seja uma funcgdao periddica de
periodo L = L, > B,,, a solu¢do da equagdo de Euler-Lagrange (2.10) no caso em que
= po, sujeita a condigao inicial (p,,(0), ¢, (0)) = (a1,0), onde (a1,0) # (r2(k0),0) € o
par (a1, 0) estd contido no interior da regiao delimitada pela curva T, com ay > 19 > 1.
Para cada p € 'V, existem L, € (B, +00) e v, uma funcao periodica par de periodo
L,, de tal forma que ¢, satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange (2.10). Mais que isto, as
fungoes ¢, e L, sao continuamente diferencidveis com respeito a variagdo do pardametro

p e a aplicagio p € V +— L, € (B,, +00) € sobrejetora.
[ |

Uma das vantagens da demonstracao do Teorema 2.9 é a determinacgao de procedimen-
tos que permitem deduzir numericamente o periodo minimal de uma solucao periddica
para a equacao de Euler-Lagrange (2.10). Mantenhamos p € V fixado. Consideremos
¢ = ¢, uma solugao da equacao (2.10) deduzida pela proposta desta secdao. Ou seja,
suponhamos que (¢(0), ¢'(0)) = (a1,0), onde 1 < 193 < a3 e o par (ay,0) encontra-se no
interior da regiao delimitada pela curva I'. Assumamos que L, seja o periodo minimal da
fungao . Seja B de forma que H(p,¢’) = B. Consideremos a fun¢ao G vista em (2.11)
e denotemos G(¢) = G(u, (). Finalmente, consideremos que b e by sejam as duas raizes

admissiveis para a equagdo H((,0) = B. O periodo minimal L, é dado por

bo dC
=92 .
: n /2G(C) — 2B

A demonstracao do Teorema 2.9 também estabelece que o periodo minimal de ¢ pode,

L (2.12)

alternativamente, ser obtido como

L_

B 2 2 op(t)
Y —9’(/%7“2)/0 D(¢) "

2-g(p, ¥(t)) - cos(t)
—9’(/% 702)

onde

D(t) = — 2 x(t) - sin(t), x(t) =r(t) - sin(t),

(t) - cos(t)

W(t) =g+~
_g/(/%?ﬂQ)

e a fungao r(t) soluciona o problema de valor inicial

g(p, () - sin(t)
_g/(M7 TQ)

7(0) = (1 —12) - /=g (1, 2).
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Seja {¢, }uey uma familia de fungoes estabelecida em vista do Teorema 2.9. Notemos
que ¢,, ¢ uma funcao suave e periédica de perfodo L,, que soluciona a equacao (2.10),

para cada u € V. Seja u € V fixado, porém, arbitrario. Definamos o operador de Hill

Ly=Lyg, HY(0,L)) — L3.([0,L,])

per per

o (2.13)
y = Lyl ==y + g (1, eu)y.

Este operador é autoadjunto e seu espectro coincide com o conjunto de seus autova-
lores. Nestas condigoes, como comentado a partir de (2.7), também é vélido o Teorema
da Oscilagao que garante que o espectro de £, = £, ¢ constituido por uma sequéncia

ilimitada de nimeros reais {A.(p)}or,, de forma que

)\0(/1) < )\1(/1) < )\2(,&) < ... < )\QH_l(/,L) < )\QK(M) < ..., (214)

onde a igualdade indica que o autovalor Ag,_1(p) = Agx(u) é duplo.

Conforme [56], temos também o seguinte resultado:

Teorema 2.10. Seja L, € (B,,,+00) fizado. Consideremos que j11 € V e que p,, seja

uma solucao suave, par e periodica da equacao

—¢p + 9(11, o) = 0. (2.15)
Seja L, == =02+ ¢ (1, o) 0 operador linearizado em torno da fungdo ¢,,, definido
sobre o espago de Hilbert L2,.([0,L,,]). Se ker(L,,) = span{y), }, entdo, eviste T C V),

um intervalo aberto que contém iy e existe uma familia de funcgoes {¢,},ecz, tal que ¢,
€ solugao da equagdao (2.10), ¥ p € Z. Além disto, ¢, € uma funcdo par, periddica de
periodo Ly, , ¢uy = pu € a aplicagio p € T — ¢, € H2. ([0,L,,]) € suave.

per,e

Demonstra¢ao. Consideremos a funcao H,

H: VXHp?er,e([()?LHl]) — Lger,e([O’LIMD
(1, @) = H(p, ) = —¢" + g(i, ).

Por hipétese, ¢, € H>

per,e

([0, L,,]) atende & expressao (2.15). Ou seja,

H(Mlagp/n) = _90;:1 +g(,u17(101t1) = 0.

Além disto, 0 é um autovalor simples do operador £, = —9% + ¢(p1, ¢, ). Isto se deve
ao fato do nicleo de £, ter dimensao 1 por ser gerado pela fungao @Ll. Como ¢, ¢
uma funcao nao-trivial par, segue que a funcao 90;“ é impar e nao-trivial e, portanto,
¢, & H>, ([0,L,]). Desta maneira,

oOH

%(Mlﬂ SO,U«I> = ‘Cul : Hzene([O? Lﬂl]) — Lzer,e([07 Lﬂl])
é um operador invertivel que possui inversa limitada. A aplicagao do Teorema da Funcao
Implicita (ver Teorema 15.1 e Corolario 15.1 em Deimling, [32]) é suficiente para concluir

a prova deste resultado.
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Teorema 2.11. Seja p € T — ¢, € H?

per,e

determinada pelo Teorema 2.10. Entao, a familia de operadores

0,L a familia de funcgoes L, -periodicas
([ M1 J751

Lo, =—02+¢ (1 d), n€T,
€ isonercial.

Demonstragao. Ver Neves, [58], Teorema 3.1.
|

Conforme o Teorema 2.11, para conhecermos caracteristicas do espectro dos operadores
da familia {£, ¢, }uez, é suficiente que estudemos o espectro do operador L5 4,,, onde
1o € L esta fixado.

Definamos p(z) := ¢/, (). Seja a fungdo ¥, a inica solugao do problema auxiliar
7"+ g (p2, bu,)y =0
5(0) =
y\) = —
12 (0)
7(0) = 0.

(2.16)

Resultados descritos em [55], em [56] e em suas referéncias, apontam que a funcao g(x) é

linearmente independente a p(x) e existe uma constante 6 de tal modo que
y(x+ L,,) =gy(x)+0p(z), ¥V eR. (2.17)

Desta forma,

¥ (Lyw)
i (0)

Segundo [55] e [56], também é vélido o seguinte resultado:

7 (L) =7(0)+6p'(0) = 0 =

(2.18)

Teorema 2.12. Seja 0 a constante dada em (2.18). O nimero 0 € um autovalor simples
de L,,4,,, se e somente se, 0 # 0. Supondo 0 # 0, tem-se que A\i(uz2) =0 se <0 e,
)\2(/12) =0sef>0.

Combinando os Teoremas 2.10, 2.11 e 2.12, é possivel enunciar o resultado adicional:

Corolario 2.13. Seja ¢,,, determinada pelo Teorema 2.9, a solu¢ao L, -periddica da
equacgdo (2.15), associada ao parametro puy € V. Se 0 # 0, onde 0 € a constante dada em
(2.18) em termos de p,,, entdo, ker(L,,) = span{y), } e o Teorema 2.10 é vdlido para
este parametro .
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Definig¢ao 2.14. Seja {¢,} ey, a familia de funcoes suaves L, -periddicas, determinada
pelo Teorema 2.9. Seja py € V, um valor fixado. A familia de operadores {L,},ev,

estabelecida em (2.13), € dita ser isonercial com respeito ao periodo L, > 0 se

In(L,) = In(L,,), ¥ p € V.

Segundo Natali e Pastor, [56], enunciamos o seguinte resultado:

Teorema 2.15. Seja {p,}uev a familia de fungoes estabelecida no Teorema 2.9. Entao,

a familia de operadores {L,},ev, determinada em (2.18), € isonercial com respeito ao

periodo L,,.
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Capitulo 3

Instabilidade Orbital de Solucoes do
tipo Onda Estacionaria Periodica
para a Equacao de Klein-(GGordon

com Poténcia Polinomial Quintica

Neste capitulo, investigaremos a existéncia e analisaremos a instabilidade orbital de
solucoes do tipo onda estacionaria periddica para a equagao de Klein-Gordon nao-linear

com poténcia polinomial quintica
Uy — Ugy +u — [u*u =0, (z,t) € R x RY. (3.1)

Inicialmente, veremos as nogoes usuais de onda estaciondria periédica e o conceito de
estabilidade orbital.

Definicao 3.1. A funcao u: R x RT — C € dita uma solucao do tipo onda estaciondria
periddica de periodo L > 0 da equagao (3.1) se existirem ¢ € R e ¢ : R — R, uma fun¢ao
suave e periodica de periodo L, tais que

u(z,t) == e“o(z), (z,t) € R x RT, (3.2)

soluciona (3.1) no sentido cldssico.

Defini¢ao 3.2. Dizemos que a solu¢ao onda estaciondria periddica (3.2) da equagdo de

Klein-Gordon (3.1) é orbitalmente estdvel se, para cada € > 0, existir 6 > 0 tal que se

(ug,v0) € X = H!_ ([0, L]) x L2,,([0, L)) satisfizer ||(ug,vo) — (0, ico)|x <6,

per per
entao, a solu¢ao U = (u,u;) de (3.1) com u(-,0) = (ug,vg) admite boa colocagio global em
H! ([0,L]) x L%,.([0, L]) e satisfaz

per per

\ inf al- 1) — i . ; . < e.
i‘;ﬁ)e@?yek““(’ ) — e (@(- +y),ico(-+y))llx <e

Caso contrdario, a solugao (3.2) é dita orbitalmente instdvel.
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Para fazer o estudo da instabilidade orbital da equacao (3.1), nos embasaremos na
teoria classica de Grillakis, Shatah e Strauss, vista na referéncia [37]. Esta teoria se
fundamenta em interpretar (3.1) como um sistema Hamiltoniano abstrato associado a
quantidades conservadas invariantes a agoes de determinados grupos. Tais acoes estao
associadas ao estabelecimento de simetrias. No caso considerado na Definicao 3.2, as
simetrias envolvidas sao as de translagao e de rotagao. Como desejamos aplicar a teoria
em [37], o estudo a ser apresentado se restringird ao caso em que a onda estaciondria
introduzida na Definicao 3.1 provém de uma funcao suave ¢ que é par. Nosso enfoque
levard em consideragao o espago de Hilbert H,, ([0, L]) x L2, ([0, L]), com L > 0, em
vez do espaco X. Nesta situacao, entretanto, é preciso que a nocao de estabilidade orbital
seja revista. Isto, pois, a funcao ¢ € H;er’e([o, L]), por exemplo, ao ser transladada pode

deixar de ser um elemento do espago H,, ([0, L]). Admitiremos, portanto, uma nova
nocao de estabilidade orbital que é compativel ao espaco em que as consideracoes sao

validas.

Defini¢ao 3.3. Dizemos que a solu¢ao onda estaciondria periddica (3.2) da equagdo de
Klein-Gordon (3.1), onde ¢ é uma fun¢ao par, € orbitalmente estdvel se, para cada & > 0,
existir & > 0 tal que se

(ug,v0) € HY ([0, L]) x L2, ([0, L)) satisfizer ||(uo,vo) — (¢, ice)||x <6,

per,e per,e

entdo, a solu¢ao U = (u,u;) de (3.1) com u(-,0) = (ug,vg) admite boa colocagio global em
H!, .([0,L]) x L2, .([0, L]) e satisfaz

per,e per,e

inf ||@(-, t) — e®(p, i <
i‘glgéER”“(’) e’ (p,ico)||x <e,

lembrando que X = H}, ([0, L]) x L?,.([0, L]).

per per

Caso contrdrio, a solu¢io (3.2) € dita orbitalmente instdvel.

Antes de fazermos o estudo propriamente dito da estabilidade orbital de ondas es-
taciondrias periédicas para a equacao de Klein-Gordon (3.1), apresentaremos o estudo

relativo a boa colocagao desta equacao.

3.1 Resultados de Boa Colocacao

Nesta se¢ao, estudaremos a boa colocacao da equacao de Klein-Gordon com nao-
linearidade da forma poténcia polinomial quintica (3.1), ou seja, trataremos a boa co-

locacao da equacao
Uy — Uy +u — [u[*u =0, (2,t) € R x RT.
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A abordagem serd feita com base nas solugoes generalizadas no contexto dos espacos de
Sobolev H' ([0, L]) x L2,.([0, L]) e H2, ([0, L]) x H. ([0, L]). Em um segundo momento,

per per per per
deduziremos quantidades conservadas a serem usadas no tratar da instabilidade orbital.
Finalmente, deduziremos que, sobre o espago de Sobolev H, ([0, L]) x L2 .([0,L]), a
equacao apresenta boa colocacao global para “dados pequenos” e identificaremos uma

situacao em que ha blow-up.

3.1.1 Problema de Cauchy Abstrato - Equacao Nao-Linear

Seja X um espago de Banach reflexivo. Seja A : D(A) C X — X um operador linear

nao-limitado. Consideremos o problema de Cauchy Abstrato sobre X

CU(0) = AU + QW) t> 0.

U(0) = Up.

Suponhamos que ) : X — X seja uma funcao continua e que Uy € X.

Definicao 3.4. Seja S um semigrupo de classe Cy sobre o espago de Banach reflexivo
X e seja A o gerador infinitesimal do semigrupo S. A fungao U € C°([0,T]; X) € uma

solugdo generalizada do problema (3.3), sobre o intervalo [0,T], se

U(t) = S(t)Uo—i—/t S(t—s)Q(U(s)) ds, ¥Vt el0,T].

Definicao 3.5. Seja S um semigrupo de classe Cy sobre o espago de Banach reflexivo X

e seja A o gerador infinitesimal do semigrupo S. Seja U uma fungao de tal forma que
U e CY([0,T]; X) N C°((0,T); D(A)),

onde D(A) é um espago de Banach munido da norma do grdfico. Esta fun¢ao U € dita

uma solugao regular do problema (3.3), no intervalo [0,T], se U(0) = Uy e
U'(t) = AU(t) + QU (1)),

para quase todo t € [0,T].

Em geral, uma solu¢do regular de (3.3) é uma solugdo generalizada de (3.3). A
reciproca, entretanto, nao é valida. Usando resultados provenientes da Teoria dos Se-
migrupos, [20], [35] e [62], se Uy € D(A), entao, a solucao generalizada de (3.3) é também
uma solucao regular do problema (3.3). Ao longo do desenvolvimento, trabalharemos com
o problema de Cauchy Abstrato que provém da equacao de Klein-Gordon com poténcia

polinomial quintica (3.1).
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3.1.2 Boa Colocagao Local em H!, ([0, L]) x L2,,.(]0, L])

per per

Consideremos o problema de Cauchy que envolve a equacao de Klein-Gordon com

poténcia polinomial quintica (3.1),

Ugt — Uge +u — |u|u = 0.
u(z,0) = up(x). (3.4)

uy(x,0) = vo(z).

Assumamos, a principio, que ug € H),,.([0, L]) e v € L2 ([0, L]), onde L > 0 esté fixado.
Para que possamos deduzir a boa colocagao local do problema (3.4), no espaco de Hilbert
X :=H,,([0,L])x L2,.([0, L]), é preciso que facamos a abordagem de (3.4) na perspectiva
de um problema de Cauchy Abstrato conforme (3.3). Formalmente, entendemos que a

equacao dada em (3.4) pode ser reescrita como

i U - (1 o Ut 4 0
dt \ w, B Uge — U+ |ultu B T — |u|*u
B 0 1\ u), [ 0
- la-1 0 uy lu|*u |

Definamos A : D(A) ¢ H,,,([0, L]) x L2,.([0, L]) = H,,,.([0, L]) x L2,.([0, L]) como o

per per per

0 1
A::<8§—1 O). (3.6)

Neste caso, em particular, D(A) = H2,([0, L]) x H!, ([0,L]). Fazendo uso do Teorema

per per

(3.5)

operador

de Lumer-Phillips, provaremos o seguinte resultado.

Proposicao 3.6. O operador A, definido em (3.6), € o gerador infinitesimal de um semi-
grupo de contragoes de classe Cyy sobre o espago de Hilbert X := H}, ([0, L]) x L?,.([0, L]).

per per

Demonstracao. Primeiramente, notemos que

Hye, ([0,L]) % L3 (10,L])

per

HE,, ([0, L)) x Hp,, ([0, L])

per per

1 2
= Hper([()? L]) X Lpe'r([o’ L])
Logo, o dominio de A é denso no espaco X.

u
Afirmamos que o operador A é dissipativo. De fato, seja ( ) € D(A). Ou seja,
v

uwe H2,([0,L]) e v e H., ([0, L]). Logo,

per per

v v Ugy — U v
X, X X, X
L L L L
= /ﬂvdm—/ u@da:—i—/ u_xvmdx—/ U0, dx € 1R,
0 0 0 0
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pois, 2y — xy € iR, V x,y € C. Esta dltima identidade é suficiente para termos

“( ()G

o que conclui que o operador A é dissipativo.

Em seguida, afirmamos que a aplicagdo (I — A) é sobrejetora. Ou seja, para o par

( / ) € X, existe ( “ ) € D(A), de tal modo que
v

BREGED!

Com a finalidade de provar esta ultima afirmacao, consideremos as seguintes equivaléncias

()= () Ea;:uﬁ(z)(;‘)

A afirmacao estard provada se mostrarmos que v = u — f € H;er([O, L]), onde a fungao
u € H2, ([0, L]) satisfaz a identidade —uy, +2u = f + g. Seja h:= f + g € L2,.([0, L]).

per per
Afirmamos a existéncia da fungdo v € H2, ([0, L]) de tal modo que —ugy + 2u = h. De
fato, consideremos a forma auxiliar

a: HL (0,L])x H. (0,L]) — C

per per

L L
(u1,us) > / Vu Vus dr + 2/ U Uy dx.
0 0

Obviamente, a é uma forma bilinear. Além disto, a é continua, pois, usando a Desigual-
dade de Cauchy-Schwartz,

L L
la(un, )| < / |Vu1|-|Vu2|d:L‘—|—2/ lua - [ua] da
0 0

< Blluallag

per

Up|lgr , ¥ (up,up) € HEY ([0, L]) x HY, ([0, L]).

per per per

Por fim, a é uma forma coerciva, pois,

L L
a(uy,uy) = / |V, |* dz + 2/ luy|? do > ||u1||fq;w, Vu € Hy,, ([0, L]).
0 0

Pelo Lema de Lax-Milgram, devido a termos h € L2, ([0, L]) — H,.L([0, L]), existe uma

per per
tinica funcao u € H,,,([0, L]) tal que

a(u,vl) = <h>U1>Hp;1T,H;6T7 Vo € H]}er([()?L])'
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Isto implica que, V v; € HL ([0, L)),

per

_<uwz7 U1>Hz;1r,H;6T + 2<u’ U1>H;EIT,H1 = <h7 U1>H1;1T,H1 :

per per

A relagao acima é suficiente para assegurar que —ug, +2u = h em H, ([0, L]). Como
a funcao u € H,,.([0,L]) — L2,.([0,L]) e h € L2,.([0, L]), segue que u, € L2,.([0,L]).
Portanto, u € ngr([(), L]), o que conclui a afirmagao auxiliar. Além disto, notando
que f € H,,.([0,L]), concluimos que v = u — f € H,,([0,L]), o que é suficiente para
garantirmos a sobrejetividade da aplicacao (I — A).

Pelo Teorema de Lumer-Phillips, o operador A, definido em (3.6), é o gerador infinite-

simal de um semigrupo de contragdes de classe Cy sobre o espago H,.([0, L]) < L2 ([0, L]).

O estudo do problema (3.4), conforme as observagoes acima, passa a ser entendido via

o estudo do problema de Cauchy Abstrato

()2 ( )+ ()
(2)o=(n)

Nosso préoximo objetivo é mostrar a boa colocagao local do problema (3.7) no espago de
Hilbert X = H!, ([0, L]) x L2.,.([0,L]). Usando argumentos de ponto fixo, provaremos

per per

esta boa colocacao a seguir.

Teorema 3.7. O problema (3.7) é bem colocado localmente em H!, ([0, L]) x L2, ([0, L]).

per per

Ou seja, para todo

Vo

<W>6X=@AMWX@ANW’

lvollzz ) > 0 e existe uma tnica fungao

er’ | per

existe T = T(||uo | a2

U € C°([0,T]; Hpe, ([0, L]) x Lipe, ([0, L]))

p per

solugdo generalizada do problema de Cauchy (3.7) sobre o intervalo [0,T]. Além disto,

Uog

para todo T', 0 < T' < T, ewiste uma vizinhanca V C X de de tal modo que o

Vo
fluxo dado-solucao

F: Vv - C°[0,T"); HL,.([0,L]) x L2,.([0, L]))

per per
Vo v
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Demonstragao. Seja A o operador definido em (3.6) e seja S o semigrupo de contragoes
de classe (), estabelecido pela Proposicao 3.6, que tem o operador A como seu gerador

infinitesimal. Fixemos

(%>€X=%AMWXQAMW-

Vo

A principio, mostraremos que existe T' > 0 e que existe uma tnica fungao

U:<Z)ecmmﬂﬂ;mumX@4mm»

u('vt) o Uo t s 0 5
( o t) ) = S(t) ( N ) +/0 S(t - s) ( e 8)'ul-, 5) ) ds,

para t € [0, 7.

Definamos a funcao

Q: Hy,([0,L]) x Ly, ([0,L]) — H,,([0,L]) x Ly, ([0, L])

per per per per

() s ()

Afirmamos que a funcao @ estd bem definida. Com efeito, 0 € H} ([0, L]). Em seguida,

per

tal que

consideremos u; € H}

ver([0, L]). Devido a cadeia de imersoes

Hye, ([0, L) = Lyg, ([0, L]) = L, ([0, L)),

per per per

existe uma constante k~1 > 0 de tal modo que

||[|U1\4U1]||L2 §HU1H4Loo uy| 2

LOgO, |U,1|4U1 S L?)er([07 L])

Afirmamos também que a fungao @) é localmente Lipschitz. Com efeito, seja R > 0

< Ry, < +oo.

fixado e suponhamos que

< Zl ) ’ ( ZZ > € X = H,,([0, L]) x L. ([0, L])

=== 102)

Em um primeiro momento, notemos que

(o) -e ()]~ C )~ ()

< ua[ur = walllrz,, + Mlual* = uolJuallzz,, < uallzee llur — usllz2

per per — per per

com

<R e
X

<R.

X

X

(3.8)

Hluallzge, - llunllzge, + lualleg, ] - llullZze, + luallZee ]+ M| = Juzl]llz

per per per per

39



Devido & imersao continua H,,,.([0, L]) < L3?,.([0, L]), existe uma constante ky > 0 de tal

modo que

1 Mlzge, < kall - [l

per — per

(3.9)

Pelo fato de termos |luillmy, < R e [lugllm, < R, usando a desigualdade (3.9), vemos

per —
que
HU1HLoo < szUlqu S kQR € Hu2HL°° < kQHUQHHl S kQR (310)

per — per per — per

Substituindo as relagoes (3.10) em (3.8),
V1 V2

S 5kz§R4||u1 — u2||H1%er S 5]€§R4

< kyRYuy — a2, + 4ks R |[Jur| — |ual]|| 2

per per
X

(n)-(2)

o que é suficiente para provar que () é uma funcao localmente Lipschitz. Ao longo do

(3.11)

I

X

desenvolvimento, usaremos esta propriedade com a finalidade de garantir a boa colocacao
local do problema (3.7) em X.

Seja T' > 0, um valor real a ser estabelecido. Definamos o conjunto

IT:= {( Zi ) c C°([0,T); X); ‘( Zig’g ) ( ZE >

O conjunto IT é um espago métrico completo, pois, II é fechado em C°([0, T]; X). Defina-

<1+
X

,Vte[O,T]}.

X

mos também a aplicacao @ : II — II, dada por

Ul('7t) . Uo ¢ s 0 s (751
) ( oyl ) = S(t) ( o ) +/0 S(t )( ) s ) ) ds, ¥ ( o ) eI,
(Z(J) >Oeﬁxemos<:jl>el'[.

Usando o mesmo procedimento detalhado para obter (3.8), para cada s € [0, 71,

para cada t € [0,7T)]. Estabelecamos que R := 1+

ul("s) _ Ug _ 0 _ 0
H@(M,@) Q() <|u1<.,3>|4u1<.,3>> (H)
< [l 9)lltss, + lollage, s - 9) L2z, + luollage,) - s (- ) 2, + NuollEe ]| (3.12)
12)-(3)

v1(+, 8) Uy N

Considerando ko > 0 a constante descrita em (3.9), para cada s € [0, 77,

(e
v1(+, 8) Vo
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s (), < Ballen (), < ko (3.13)

per —
Ug
Vo

Apliquemos (3.13) e (3.14) em (3.12). Vemos que, para cada s € [0, 7],
ur(,8) \ U ur(,8) \ [ uo
(i) oL =#leen) ()

I =5kiR" = 5k ( o )
Vo

Com a finalidade de mostrar a existéncia de uma unica solugao generalizada para o

uo||zee, < kalluol|m, < ko

per — per —

1+

] = kyR. (3.14)

X

<L : (3.15)

X

X

onde

1+

] . (3.16)

problema de Cauchy Abstrato (3.7), usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach sobre

o espaco métrico completo II. Para isto, entretanto, teremos que verificar que a funcao

® estd bem definida e é uma contragao. De inicio, estabeleceremos T > 0 de tal forma
u

que a funcao ® esteja bem definida. Seja ( ! ) € II. Usando o fato de que S é um
U1

semigrupo de contragoes de classe Cjy em associagao com a relagao (3.15), temos que, para

cada t € [0, T,
uy (-, 1) B U ¢ . 0 .
P ( (o) ) S(t) ( o ) +/O S(t—s) ( s (-, 8) | (- 8) ) d

X X

t .
<[ ™ +E/ uils) ) (o ds+T 04
Vo x 0 U1('>8) Vo x |U0| Ug x
U ~ U 0
< +T|L|1+2 + 4 .
Vo X Vo X |uo| *uo P%
Consideremos

1

(el (0)1) 10

Redefinamos T' de forma que 0 < T < T*. Desta maneira, para cada t € [0, 7],

()1
Ul(‘,t) Vo

T =

X

<1+

X X
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Isto conclui a boa definicao da funcao & : 1T — II.
Na sequéncia, se for preciso, reestabeleceremos T" > 0 de modo que a aplicacao ¢

caracterize uma contragao. Sejam

< t U ! d
< A — . S
0 s (-, 8)[*ua (-, ) ua (-, 8)[fua(-8) )]
< LT max wult) — ual ;
t€[0,7] Ul('7 t) UQ( ) t) X
o que implica que
U V2 CO([0,T);X) U1 v2 Co([0,T];Xx)

1
Fagamos 0 < Ty < min {T*, E} Para T € (0,T}), temos que a aplicagao @ : [T — 11 é
uma contragao.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach garante que, para este valor de 7', existe uma

u)EHtalque

(%

<ZE;; ) = S(t) ( ZS ) +/0t5(t—s) ( ‘u(.’s)(‘lu(_’s) ) ds, ¥t €[0,T).

Usando a Desigualdade de Gronwall em conjunto com uma adaptacao da relagao (3.8),

unica fungao (

. P . ~ U . , ;o - .
é possivel verificar que a funcao € II acima é a unica solucao generalizada do
v

problema (3.7) sobre o intervalo [0, 7.
Para encerrar a prova, refinaremos novamente o intervalo [0,77], se necessario, para

garantir as propriedades de dependéncia continua requeridas pelo problema (3.7). Obser-

vemos que
0 5
U
4 <Kluolin <K ]| - (3.17)
|| *ug X per Vo x
pOiS, || : ”L})QT([O,L]) < k?g” : ||H1%er([07L])7 com k?g > 0, uma vez que H;er([o, L]) — Légr([O,L])
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Usando as relagoes (3.16) e (3.17), segue que

1 E<1+2 (“0> )+ (! ?4 )
(2)]) [
< [5k;§+k;§]-(1+2 (“0> )

4
o <Rk (142
Vo X

5ky + k3

X

()

5

< 5k, <1+

>+k§
X

()

X

E:5k3<1+

J

()

Vamos redefinir T', de forma que

Estabelegcamos k4 :=

k 1
0<T<Ty = 4 >5 gmin{T*,T}. (3.18)

G

Evidentemente, a abordagem anteriormente detalhada para a existéncia e unicidade de

X

solugao generalizada para o problema de Cauchy (3.7) permanece valida para o valor de
T estabelecido em (3.18).

Seja T" fixado tal que 0 < T" < T. Em seguida, mostraremos que existe uma vizi-

nhanca V C X do par ( o ) € X de tal modo que o fluxo dado-solugao
Vo

F: v = C%0,7"; H,,([0, L]) x Lg,,([0, L]))

(-0

Com efeito, por um argumento de continuidade, em (3.18), existe § > 0 de tal modo

k4 k4
5 < 5"
2l )| +20 12
Vo X Vo x
Definamos a vizinhanca

{(5)e

=g}

(<4}

é Lipschitz.

que

T <T <




u
Se ( 5 > € V, obviamente,

Vo
g Uo
50 Vo
A relac@o (3.19) implica que

T/ k 4 k4

() ) (=)L)

O procedimento detalhado nesta secao para a existéncia e unicidade de solucao generali-

-0 < <

X

+6. (3.19)

X

u

zada para o problema (3.7) nos garante a existéncia de uma unica funcao ( N > e 11y,
v

onde

BN (DR CE) R €Y
u(,t) \ _ Uy ! . 0 . /
(@“(.’t) ) = S(t) ( ~ ) +/0 S(t—s) ( 8T, ) ) ds, ¥t €[0,T].

Procedendo de maneira andloga, para ( gf] > € V fixado, existe uma tnica funcao
Vo
( ﬁ ) € 1I,, onde
v
u 0 , u(-,t) o
I := € C([0,T]; X); ~
v v(-,t) Vo .

(ggg ) = S(t) ( %) ) —|—/0t5(t—s) ( ‘5(.,3)045(.,3) ) ds, ¥Vt e0,T).

Seja t € [0,7"]. Usando o fato de que S é um semigrupo de contragoes de classe Cy,

temos que
w(z)-(2)

<1+

X

,Vte[O,T’]}

<1+
X

,Vte[O,T’]}

~

<ﬂ(-,t) ) _(@(-, >>
g(‘,t) fﬁ('?ﬂ

t 0 !
_|_/O S(t—s) ( |ﬂ(.73)|4ﬂ(-,8) ) N ‘i(75)‘ i(-’s) )] ds )
(2)-(%)




Facamos adaptacoes das relagoes (3.12)-(3.16) e (3.19). Temos, na relagao imediata-
mente acima, que

() Gea)lL=1(2)-(3)
(-, 1) (1) o o

+ s (16, + 30 - [, + 7o), ]

<

X X

1 ol + .

H(“°)—(@’Z>
(L7105 -()

De acordo com a relagao (3.18), temos que

4
Uo 1 1
5k3 |1 < =< —.
2( + <U0> X> T T/

Logo, podemos redefinir § > 0, se necessario, de modo que

()

Relacionando as informagoes (3.20) e (3.21), vemos que

(2)-(F) (2)-(5)

o que ¢é suficiente para garantir que o fluxo dado-solugao

X

4
T/

S|

+5k3 +6

X

N

co([0,1]:X)

4

ks := 5k +4d| T < 1. (3.21)

X

1+

1
<
—1—ks

o0, 1]:X)

)

X

NN

N

F: V= C%0,T7; H,y,([0, L) x L;,,([0, L]))

per per
Vo

é Lipschitz. Portanto, o problema (3.7) estd bem colocado localmente no espago de Hilbert

X = H,,([0,L]) x L..([0, L]).

per per

=g

=3
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3.1.3 Boa Colocagao Local em H?, ([0, L]) x H, ([0, L])

per per

De acordo com o Teorema 3.7, o problema de Cauchy (3.7) é bem colocado localmente
no espago de Hilbert X := H},.([0, L]) x L2,,([0, L]). Este resultado pode ser aprimorado
de maneira a garantir a boa colocagao local para as solugoes regulares do problema (3.7)
no espaco de Hilbert H2, ([0, L]) x H,,,.([0, L]). Ao longo desta secdo, serdao formalizados
os resultados que contemplam a boa colocagao local do problema (3.7) neste espago de
maior regularidade.

Seja A o operador definido em (3.6). Tem-se que D(A) = H2, ([0, L]) x H},.([0, L]).
Esta identidade se deve ao fato de que a norma gerada pelo grafico do operador A é
equivalente & norma usual do espago H2, ([0, L]) x H},,.([0, L]). Para efeito de analise, na

verificagao a seguir, consideraremos H,.([0,L]) x H}, ([0, L]) munido com a norma do

grafico gerado por A.

Proposigao 3.8. Seja S o semigrupo de contracoes de classe Cy gerado pelo operador A
sobre o espaco X. Entdo, o operador S € um semigrupo de contracoes de classe Cy sobre
o espago D(A).

Demonstrag¢ao. Usando os preceitos tratados por [35], observamos que, para cada t > 0,
S(t)[D(A)] € D(A), S(t)Az = AS(t)z, ¥V z € D(A),

e que S é um semigrupo de classe Cy sobre o espaco de Banach D(A).
Seja x € D(A). Para cada t > 0,

[S@xlpay = I1SOzlx + [AS@)z]x = [SE)z]lx +[15(E) Az x
< llzllx + [ Azllx = llzllpa),

o que conclui S é um semigrupo de contragoes de classe C sobre o espago D(A).
[

Uma argumentacao similar aquela detalhada pelo Teorema 3.7 permite enunciar o
seguinte resultado:

Teorema 3.9. O problema (5.7) é bem colocado localmente em H2,.([0, L]) x H', ([0, L]).

per per

Ou seja, para todo

Vo

( o ) € D(A) = HZ,([0,L]) x Hp,([0,L]),

llvollgz ) > 0 e existe uma tinica fungao

er’ per

existe T = T(||uo|| a2

U € CH([0,T]; Hy, ([0, L]) x Ly, ([0, L])) N C([0, T]; Hpe, ([0, L]) x H,,,, ([0, L]))

per per per per
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solugdo regqular do problema de Cauchy (3.7) sobre o intervalo [0,T]. Além disto, para

todo T', 0 < T" < T, existe uma vizinhanga V C H?, ([0, L]) x H,,([0, L]) de ( o > de
Vo

tal modo que o fluxo dado-solucdo

F: V= C%0,77; Hp,([0, L]) x H,,,([0, L]))

per per
&) )
Vo v

Demonstracao. Notemos, inicialmente, que a fungao

G: H2([0,L]) x H' (0,L]) — H2([0,L]) x H- ([0, L])

per per per per

(1) ()

¢é localmente Lipschitz. Usando este fato em conjunto com a Proposicao 3.8, a mesma

¢ Lipschitz.

argumentacao detalhada na demonstragao do Teorema 3.7 prova a boa colocagao lo-
cal para as solucoes generalizadas do problema de Cauchy (3.7) no contexto do espago
Hp,, ([0, L]) x Hy,.([0, L]).
Seja
U € C°([0, T); Hy, ([0, L]) x H,, ([0, L])),

per per

a solucao generalizada do problema (3.7) associado a condigao inicial

Vo

( o ) e H2,([0, L)) x HY.([0, L]).

Fazendo uso de resultados relativos a Teoria dos Semigrupos, resultados detalhados nas

referéncias [20], [35] e [62], tem-se que, em verdade,
U= ( . > e C'([0,7); HL,.([0, L]) x L2,,.([0, L])) N C°([0, T]; H2,,([0, L)) x H,.([0, L]))

determina uma solugao regular para o problema de Cauchy (3.7). Isto é suficiente para

concluir a prova do Teorema em questao.

3.1.4 Deducgao de Quantidades Conservadas

Conforme o Teorema 3.9, o problema (3.7) estd bem colocado localmente no contexto
do espago H2, ([0, L]) x HL ([0, L]). Tal abordagem retrata que se uy € H2,.([0, L]) e se

per per per
vg € H 1

ver ([0, L]), entdo, existe um nimero real T' > 0 de tal modo que o problema

Ugt — Uy +u — |ultu =0
u(z,0) = ug(x) (3.22)

ui(x,0) = vo(x)
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é solucionado regularmente para t € [0,7]. Em outras palavras, existe uma fungao

u € C*([0,T]; Ly, ([0, L])) N CH([0, T; Hy, ([0, L])) N C([0, T; Hp, ([0, L])),

per per per

sujeita as condigoes iniciais u(-,0) = ugy e us(+,0) = vy e tal que
Upp — Ugy + U — [u[*u =0 (3.23)

é valida para quase todo (z,t) € [0, L] x [0,T]. Em verdade, a identidade (3.23) também
é valida em C°([0,T; Lf,eT([O, L))).

Deduziremos, em seguida, duas quantidades conservadas relativas ao problema (3.22).
Com esta finalidade, consideremos o conjugado complexo da expressao dada em (3.23).

Obtemos que
Uy — Uy + U — |ul*u =0, (3.24)

para quase todo (z,t) € [0,L] x [0,7]. Multipliquemos a expressao (3.23) por u; e a
expressao (3.24) por u;. Segue que, para quase todo (z,t) € [0, L] x [0,T],

Ugg T — U Ty + Ul — |u|*utly = 0 (3.25)

Uggty — Uggtly + Wy — |u| T, = 0. (3.26)

Somemos as expressoes dadas em (3.25) e (3.26) e integremos o resultado desta adigdo na

varidvel espacial sobre o intervalo [0, L]. Segue que, para quase todo ¢ € [0, 7],
L
/ Uy g+ Ty — Uy — Uty + T + Wy — |u|*(uty + wuy) dx = 0. (3.27)
0

Pela caracterizagao apresentada, lembremos que u € C?*([0,T); L2,,.([0, L])). Além

per

disto, a fungao u, € C*([0,T7]; L2.,([0, L])). Estas informagcoes, em vista da relagao (3.27),

per

nos levam a concluir que, para quase todo ¢ € [0, 71,

d (" 6
([ e - B ar) <o (3.9)
0

Pela verificacao (3.28),

1 [t 1
£U) = Euw) = 5 [ @mﬁﬂwﬁ+wﬁ—gmﬂda (3.20)

onde U = (u,u;) = (Re u,Im uy, Im u,Re u;), é uma quantidade conservada relativa

a equagao (3.23). Em outros termos, existe uma constante real kg tal que, para cada
t€10,7],

EWU(,t) = 5/0 [\ux(-,m? + |ug (- O+ ul-, ) — %\up,t)\ﬁ} dr = k.
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Na sequéncia, omitindo a dependéncia de ¢, afirmamos que
L L
FU) = Flu,ug) = Im/ uuy dr = / (Re u Im w; — Im u Re u;) dx (3.30)
0 0

também é uma quantidade conservada de (3.23).

Com efeito, sejam a = Re u e b = Im u. A expressao (3.23) nos leva a entender que
Qg+ byl — Qg — bygi + a + bi — |u|*a — |u|*bi = 0. (3.31)

Além disto, obtemos que

0

L L
g {/ (Re w Im u; — Im u Re w) dx} = / aby — bay dr € R. (3.32)
0 0

Mas, por outro lado, usando a identidade (3.31),

L L
/ aby — bay do = / [aatti — AQgei + abyy + a*i — ab — a*i|u|* + ab|u|ﬂ dx
0 0
L
+ / [bbeyi — aypb — bbyyi + ab + b* — ablu|* — b*i|u|!] dz (3.33)
0

L
= 2/ [aay + bby + |ug|” + |ul® — |u|’] dz € iR.
0

Combinando as informagoes (3.32) e (3.33),

0

L
—[/ (Re u Im w; — Im u Re w;) dx| =0,
ot | Jo

o que conclui que F é uma quantidade conservada da equagao (3.23).
Consideremos, novamente, o problema (3.22). Suponhamos que os dados iniciais sejam
ug € HL ([0,L]) e vy € L2

per 2er([0, L]). Pelo Teorema 3.7, existe 7' > 0 e existe uma tinica

funcao
( : ) € COO,T1s 1l (10.L) x L2 (0. L)),

que é uma solucao generalizada do problema adaptado (3.7). Denotemos v = .

Frisemos que

1 2
H2,.([0, L]) x Hi,, ([0, £]) e 8

per per

=H! ([0,L]) x L2, ([0, L]).

per per

Desta maneira, podemos considerar a sequéncia {ug, },en C H2, ([0, L]) de tal modo que

per
(T % e em H;er([O, L)) — Lger([O, L]) (3.34)

e a sequéncia {voy }ren C H,,, ([0, L]) tal que
Vo X 1o em LieT([O, L]). (3.35)

49



Redefinamos, se necessario, T' > 0. Pelo Teorema 3.9, para cada v € N, existe uma
funcao

u, € C*([0,T); L?

per

([0, L])) N €*([0, T]; Hp, ([0, L])) N C°([0, TT; Hp, ([0, L]))

P per
que soluciona regularmente o problema
8tt<ul/) - 8x:c(uy) +u, — |uy|4uz/ =0

u,(2,0) = ug ()
Oruy (x,0) = v, ().

Seja t € [0, T]. Devido as convergéncias (3.34) e (3.35) e as leis de conservagao (3.29)
e (3.30), temos a validade das identidades

1 [* 1
5 [ [0l O 4 00 0+ a0 = Gt )| o
0
(3.36)
L r* 2 2 s 1 6
== |0zt 0| + [vou|” + |uow]” — = |uon|®| dz, Vv eN,
2 Jy | ’ v gl
e,
L
/ [Re u, (-, t) Im Oyu, (-, t) — Im w, (-, t) Re Qpu,(-,t)] dx
0
(3.37)
L
= / (Re ug, Im vg, — Im ug, Re vg,) dz, Vv eN.
0
A dependéncia continua do problema (3.22) no espaco H,,,.([0, L]) x L?,,.([0, L]) garante
que
Uy v—+400 U 0 1 2
( ) 2t ( ) em OO0, T} HL. (0, L) x L2, (0, L)), (3.39)
Dy Ut
pois,

( Uo,u ) v oo < Ug ) om H;er([O,L]) % Lier([(),L])_ (3.39)

Vo

As convergéncias em (3.38) e (3.39), quando aplicadas em (3.36) e (3.37), nos levam
a concluir que, sobre o intervalo [0, 77,

1 [* 1
EWU) = E(u,uy) = 5/0 {|um|2 + Jug|® + |ul® — §|u|6 dz, (3.40)

L L
FU) = Flu,w) —Im/ g dx—/ (Re w Im u; — Im u Re w;) dx
0 0

sao quantidades conservadas da equagao (3.23) no espago H. ([0, L]) x L?,.([0, L]).

per per
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3.1.5 Boa Colocagao Global em H! ([0, L]) x L2,,.([0, L])

per per

Nesta subsec@o, mostraremos que, para “dados pequenos”, o problema (3.7) admite
boa colocagao global em X = H! ([0, L]) x L2, .([0, L]).

per per

Teorema 3.10. Seja 0 > 0 suficientemente pequeno. Consideremos o conjunto

()=

O problema (3.7) estd bem colocado globalmente para condigdes iniciais em =. Isto €,

(%1

5= {( “ ) € X := M}, (0, L)) x L0, L))

se | ") e E, entdo, a solugio U € C°([0,T); X) do problema de Cauchy (3.7), esta-
Yo

belecida no Teorema 3.7, estd bem definida para T = 4o00. Além disto, os preceitos de

to ), para cada T > 0.

dependéncia continua sao verificados numa vizinhanca de (
Vo

Demonstracao. Seja § > 0, uma constante suficientemente pequena. Consideremos que

1
( o > €EZequeU(t) = ( u((, t)) ) € X seja a solugao generalizada do problema de
Vo U\ -,

Cauchy (3.7) em X. Lembremos que, pelo Teorema 3.7, a fungao U € C°([0,T]; X), para
algum T > 0. Além disto, pelo estudo das quantidades conservadas, temos a validade de

(3.40). Com isto, para cada t € [0, 7], deduzimos que

1 1
luC D)l + e DlIzz,, = SlluC Ollzg, = lluolzy,, + lvollzs,, — 3lluollzg,, - (341)
Definamos, para cada t € [0, T], a fungao auxiliar

]
()L
(e, 7) .

Notemos que ¥ é uma fungao continua sobre o intervalo [0, 7]. Em vista de (3.41), temos

U(t) = sup {

0<r<t

que, para cada 7 € [0, T,

IN

1
+ 2l Tl

per

Py, + e Tz, luollZsy,, + llvollZz

er er

(3.42)
< W(0)2 + K ful7)[5,

([0, L)) = Ly, ([0, L]).

onde k7 > 0 é uma constante dada devido & imersao H} ver

per

Seja t € [0, 7] fixado. A desigualdade apresentada em (3.42) é suficiente para garantir

que
U(t)? < W(0)* + k3W(t)°

e, portanto,
U(t) < W(0) + kW(t)> (3.43)
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Na sequéncia, mostraremos que U(¢) nao apresenta comportamento de blow-up em

t = T. Com efeito, consideremos a funcao auxiliar f(z) := x — k;23, V o € R. Note-
mos que f'(z) = 1 — 3ks2?, V z € R. Logo, temos f(0) = 0, f/(0) = 1e f(z) >
se x > 0 for suficientemente pequeno. Além disto, f(z) < 0, se z for relatlvamente

grande. Na verdade, existe um dnico Ay > 0 tal que f(A ) 0 Em seguida, supo-
nhamos uma outra fungio auxiliar, g(z) := f(z) — ¥(0) = z — ¥(0) — ky2®, Vz € R.
Se ¥(0) for suficientemente pequeno, temos que g(z) < 0, para cada = € [0, A;), onde
Ay = Aiv(JJuollgr L ||vollzz. ) > 0 é uma constante. Além disto, g(x) > 0 para cada

per’ per

r € (A1, Az), onde Ay = As(|luollmy,, . llvollzz,,) > Ai. Finalmente, g(z) < 0, se
r € (Ay,+00). Complementamos que ¢'(z) > 0, se z € (0,A4;). E, ¢(x) < 0, se
z € (Ag, +00).

Vemos que g(¥(0)) = —k;¥(0)® < 0. Além disto, ¢'(¥(0)) = 1 — k;¥(0)* > 0 (pois,
estamos assumindo que W(0) fora tomado suficientemente pequeno). Isto é suficiente
para entendermos que ¥(0) € [0, Ay). Seja s € [0,7]. Afirmamos que ¥(s) € [0, A;]. De
fato, em vista de (3.43), g(¥(s)) < 0. Assim, hé duas possibilidades: ¥(s) € [0, A;] ou
U(s) € [Ag, +00). Suponhamos que ¥(s) € [As,+00). Devido a continuidade da fungao
U sobre [0,T], existe tg € (0, s) tal que U(ty) € (A1, Az). Isto implica que g(¥(ty)) > 0, o
que contradiz a relagao (3.43). Logo, ¥(s) € [0, A;]. Isto conclui que U(t) nao apresenta
blow-up no intervalo [0, 7.

Como V(T') < 400, podemos aplicar novamente o Teorema 3.7 com a condigao inicial
(u(-,T),uy(-, T)). Desta maneira, estendemos U(t) a um intervalo [0,7 + AT]. Seja T o
supremo dos valores de T', para os quais a solugdo U esteja estendida no intervalo [0, T ).

Provaremos que T' = +o00. Com esta finalidade, mostraremos que se T" < 400, entao,

i
ug (-, t)

Com efeito, seja T < +cc. Suponhamos, por absurdo, a existéncia de uma sequéncia
{tn}nen C Ry, tal que t, X T e

()

Utilizando (u(-, t,), (-, t,)) como condicdo inicial, obtemos pelo Teorema 3.7, a existéncia

= +400.
X

lim
=T

< kg, para todo n € N e para algum kg > 0 fixado.
X

de um tempo Ty > 0, Ty dependendo somente de kg, para o qual ha a existéncia e
unicidade de solugao generalizada para o problema de Cauchy associado a equacao de
Klein-Gordon (3.1) sobre o intervalo [t,, t, + Tp]. Escolhendo t,, suficientemente préximo
aT, conseguimos estender U(t) = (u(-,t),us(-,t)) a um intervalo [0, t,, + 7o) que contém o
tempo T'. Isto contradiz a ideia de [0, T) ser um intervalo maximal. Portanto, T = +00, 0
que conclui a prova de que o problema (3.7) estd bem colocado globalmente para condigoes

iniciais em =.
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3.1.6 Identificagao de Blow-up

Nesta subsegao, mostraremos que, sob certas condi¢oes, o problema de Cauchy (3.4)
pode admitir situacoes de blow-up. Em verdade, nos basearemos em um resultado devido
a Levine, [47]. Este resultado mostra que uma fungao positiva suave, sob certas condigoes,

necessariamente admite um rapido crescimento em tempo finito.

Lema 3.11. Suponhamos que uma fungao real A(t), duas vezes diferencidvel e positiva,

satisfaca para t > 0 a desigualdade
A'A—(1+a)(N)? >0,

onde o > 0. Se A(0) >0 e A'(0) > 0, entao, A(t) — 400 quando t — t; <

Demonstragao. Ver Levine [47].

Proposigio 3.12. Sejam | " eHierao,L])xH;w([o,LDeU<t>=(u(<"tt)>>,a
Vo ug (-

solugdo reqular do problema de Cauchy (3.4) para t sobre o intervalo mazimal [0,T). Se
E(ug,vp) <0 e se

L L
/ Re [ug(x)] - Re [vo(x)] dx +/ Im [ug(z)] - Im [vo(x)] dz > 0,
0 0

entao, T < +o00. Em outras palavras, sob as condi¢oes exigidas neste enunciado, o

problema de Cauchy (3.4) pode admitir uma situag¢ao de blow-up no tempo T > 0.

Demonstra¢ao. Em vista do Teorema 3.9, existe T > 0 e o problema de Cauchy (3.4)

admite uma funcao

u € C*([0,T}; Ly, ([0, L])) N CH([0, T; Hy, ([0, L])) N C([0, T; Hp, ([0, L)),

per per per

que o soluciona regularmente. Estamos assumindo que 7" > 0 é o tempo maximal para o

qual a funcao u estd bem definida. Definamos a funcao real

L
A(E) = / u(z, )2 da.
0
Claramente,
L
A(0) = / lug(2)|* dz > 0
0

¢ finito. Além disto, determinamos que

N(t) = /Ou(x,t)~ut(x,t) dx+/0 w(w,t) - w1 de

= 2 [/0 Re [u(x,t)] - Re [u¢(x,t)] dz —|—/0 Im [u(z,t)] - Im [w(z,t)] dx| .
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Por hipoétese,

L L
N (0) = / Re [ug(x)] - Re [vo(x)] dz +/ Im [up(x)] - Im [vo(z)] dx > 0.
0 0
Afirmamos que A”A — (1 + a)(N')? > 0, para a = 1. Com efeito, para t € [0,T),

A(t) = (ul- t),ul-, ) 2, 02, = N(E) = (u t), ue(, 1))z r2 + (ue( ), ul- 1)) 12, 12

per>—per per Hper

e,

A//(t) = <u<'7t)7utt('vt»l/%er,L%er + <utt('7t)7u('7t>>L?, L2, + 2<ut('>t>7ut('vt>>L2 L

2 .
erstHper pers>Hper

Usando a identidade (3.1) na expressao imediatamente acima, entendemos que

A”<t> = 2<ut<'7t)=ut('=t)>L2 L2 +<u('7t>7umfﬂ<'7t)_u("t)—i_|u('7t)|4u('7t)>lz2 L2

per»per per»Hper

+ <um&("t) - u('vt) + |u(-,t)|4u(-,t),u(-,t)>L2 L2,

per»per

Isto é,

N'(t) = 2(ug(t),up(-, )y g2 g2 — 2(u(-,t),u(-t))p2 12

per>Hper per»per

per»per

— 2ug (-, t),ug (-, )2 p2 —I—Q/O lu(z,t)|® d.

Devido a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

()| = /Ou(x,t)-ut(x,t) dm+/0 w(w,t) - w(w 1) de

()l

per per

L
< 2 [ fulw )] oo, 0] de < 2 a0l

0

Assim, determinamos que

AN (B)A() — (14 a)(A(1))?

> 2 fue( O)lzz, - GOl — 2wl OlZs, - lulOIZ

(3.44)
~2 o ()22, - Nul Oll7a, +2- [JuC, )iz, - lul- O)ll7

per per

—4- (L4 a) - Jlu( )7z, - lul, )7, -

per

Lembrando que a = 1, de (3.44), estabelecemos que

A(t) - A(t) = 2- [N (1))

> =12 E(u( 1), u( 1) - u( )75, +4- llul Ol - lu 0z, >0,

per
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pois, £ é uma quantidade conservada e, por hipétese, €(ug, vg) < 0. Em decorréncia do

A0 v
Lema 3.11, temos que existe ¢; tal que 0 < ¢; < A’((O)) e “u("t)HL%er % 4o0. Notando

que T = tq, a prova desta Proposicao esta concluida.

3.1.7 Boa Colocacao nos Espacos de Sobolev Periédicos Restri-

tos as Funcoes Pares

Os resultados de boa colocagao local do problema (3.22), tratados nos Teoremas 3.7
e 3.9, podem ser adaptados de maneira a considerar espagos de Sobolev que englobam
funcoes cujas extensoes L-periddicas sao sabidamente pares.

Consideremos o operador linear

A: D(A) C H, ([0, L) x Ly, ([0, L]) — Hy, ([0, L]) x L7, .((0, L])

per,e per,e per,e

(2) - (a2 (2)

onde D(A) = H2, ([0, L]) x H},, ([0,L]). Consideremos S, o semigrupo de contragoes
de classe Cy que admite A como seu gerador infinitesimal sobre o espago de Hilbert

H!  _([0,L]) x L2, ([0, L]). O problema (3.4) ¢ interpretado via o problema abstrato

per,e per,e
4
d U U 0
— =A + .
dt(“t) (“t) <|“|4“>

(3.45)

Enunciamos os seguintes resultados de boa colocagao:

Teorema 3.13. O problema (3.45) é bem colocado localmente em H},, ([0, L])x L2, ([0, L]).

per,e per,e

Ou seja, para todo

( " ) € X = Hlp (10.1]) % L ([0, )

llvollzz ) > 0 e existe uma tinica fungao

er’ per

U € C%([0, T); Hper o ([0, L]) x Ly, ([0, L]))

per,e per,e

existe T = T (||uo||

solugao generalizada do problema de Cauchy (3.45). Além disto, para todoT', 0 <T" < T,

u
existe uma vizinhanca V C X de | de tal modo que o fluzo dado-solu¢ao

Vo

F: vV = 0,1 Hp, ([0, L]) x L, .([0, L]))

per,e per,e

DR
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¢ Lipschitz.
[ |

Teorema 3.14. O problema (3.45) é bem colocado localmente em H2,, ([0, L])x H', ([0, L]).

per,e per,e

Ou seja, para todo

( ZO ) € D(A)=H_, .([0,L]) x H,,.([0, L]),

llvollgz ) > 0 e existe uma tinica fungao

er’ per

existe T = T(||uo|| a2

U € CH([0,T]; Hye, ([0, L]) x Ly, ([0, L])) N C°([0, T]; Hpe,. ([0, L]) X H,,, ([0, L]))

per,e per,e per,e
solugdo regqular do problema de Cauchy (3.45). Além disto, para todo T', 0 < T < T,

u
existe uma vizinhan¢a V- C D(A) de O | de tal modo que o fluro dado-solugao
Vo

F: V= C0,T)H2,.(0.L]) x HY, (0, L))

per,e
Vo v

¢ Lipschitz.
[ |

Observagao 3.15. As quantidades conservadas € e F, dadas respectivamente por (3.29) e
(8.30), também sao vdlidas no contexto do espago H,, ([0, L]) x L2, ([0, L]). Da mesma

forma, podemos deduzir a boa colocagdo global do problema de Cauchy (3.45) para “dados
iniciais pequenos” em H,. ([0, L]) x L%, ([0, L]).

per,e per,e

3.2 Condicoes Suficientes para Instabilidade Orbital

Mostraremos, nesta secao, requisitos e condigoes suficientes para que as solugoes do

tipo onda estaciondria periddica (3.2) para a equacao de Klein-Gordon nao-linear (3.1),
Uy — Uy +u — [u[*u =0, (2,t) € R x RT,

sejam, segundo a Defini¢ao 3.3, orbitalmente instaveis. Esta abordagem, que é estruturada
para fungoes pares, se baseia na teoria proposta por Grillakis, Shatah e Strauss, ver [37].
Seja ¢ € R arbitrario, porém, fixado. Consideremos a existéncia de uma fungao suave

v : R — R tal que
u(x,t) = e (2), V (z,t) € R x RT, (3.46)
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seja uma solucao do tipo onda estaciondria periédica de periodo L > 0 da equacao (3.1).
Substituindo (3.46) em (3.1), observamos que, para (z,t) € R x R,
et po(x) — e (2) + €Mpe(w) — €Npe(n) [ pe(z) = 0.
Ou seja,
—o! + (1 — A, — > = 0. (3.47)

As solugoes do problema (3.7) preservam duas conhecidas quantidades conservadas, £
e F, dadas respectivamente em (3.29) e (3.30).

Seja o funcional G := & — ¢F. Afirmamos que o vetor (¢, cp., 0,0) é um ponto critico
de G. Com a finalidade de provar esta afirmacao, determinaremos a derivada a Fréchet
de G. Primeiramente, contudo, estudaremos as primeiras derivadas a Gatéaux de £ e F.

Consideremos

£: X=H(0,L])x L2 (0,L]) —» R

per per

1 [* 1
(u,v) = E(u,v) = 5/ [|um|2 + [o]* + |ul® - §|u|6 dr.
0

Sabemos que £ é diferencidvel a Gatéaux em (u,v) € X se existe
f € B(X,K) = X"=H,,([0, L]) x Ly.([0, L])

per per

tal que

i 5 (E((1, ) + (G, ) = € ) = (Fh(G @] =0, ¥ (G, G) € X,

h—0

Neste caso, a derivada a Gatéaux de € em (p,v) € X é denotada por &'(u,v) = f.
Seja f € X'. Vemos que, para h € Re (u,v), ((1,() € X,

E((p, ) + 1(C1, C2)) — E(p, v) — (f, h(C1, C2)) x7 x

= % /0 [2h(Re i) (Re (G1)z) + B (Re (G)2)® + 2h(Im i) (Im (C1)2)

+h*(Im (¢1),)* + 2h(Re v)(Re ¢) + h*(Re (2)* + 2h(Im v)(Im (o)
+h*(Im ()? + 2h(Re p)(Re ¢1) + R*(Re ¢1)? + 2h(Im p)(Im ¢;) + A*(Im ¢;)?
~2 (3-2h(Re 10 + (Im 1?7 - ((Re )(Re ¢)

+ (Im 2)(Im ¢)) + hQﬁ(h))] dr — (f, h(Cr, Go))xr.xs

onde P é um polinémio em h com os coeficientes dados pela soma de multiplos de produtos
que envolvem Re p, Im p, Re (7 e Im (5.
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Fazendo uso do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim % E(p,v) + h(C1,C)) — E(pv) — (f, h(C1,(2)) x x]

= /0 [(Re gz} (Re (C1)) + (I g1z ) (I (G1)a) + (Re v)(Re Co) + (Im v)(Im C)
+(Re u)(Re Gi) + (Im p)(Im ¢;) — |p*(Re p)(Re G1) — |uf*(Im po)(Im )] dev

_<f7 (Cl’ C2)>X’,X

¢]

—Re (pz2) + Re (1) — Re (Jul*p) Re ¢ Re ¢

Re ¢ Re (2

(1)
< (v) Im ¢ > _<f Im ¢ >
—Im (o) +Tm () = Tm (Jpf*p) | 7| Im G | Tm g
(v)

X'\ X

—Re (ttza) + Re (1) — Re (|p|*p)
Im (v)
f= (3.48)
—Im (pze) +Im (p) — Im (|pf*p)
Re (v)
¢ a derivada a Gatéaux de € em (u,v) = (Re p, Im v,Im p, Re v).
Consideremos, na sequéncia, a funcao
Fi X= H;erqo?L]) X L?)er([ou L]) - R .
(u,v) — ]:(u,v):/ (Re w Im v —Im u Re v) dx.
0

Estabelecamos que g € X’. Por argumentos similares aos usados anteriormente em &,

obtemos para h € R e (u,v), (¢1,¢) € X,
F((p,v) + h(C1,¢)) — Fp,v) — (g, h(ChCQ»X’,X
L
:/ [hReuImC2+hImVReC1+h2 Re (G Im (o —h Im p Re (5
0

—hRevIm ¢ —h*Im ¢ Re Cg} dzr — (g, h(C1, () x7 x-

Usemos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue na relacao imediatamente
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acima. Temos que

lim % F(( 1) + 7(C1, &) = Flusv) = (g, h(G1, 6)) o x]

h—0

L
— [ Reptn G v Re G~ I i Re G~ Re v Im 1] do — (g, (o, G
0

Im v Re i Re ¢
_ Re i Im ¢, _ Im ¢,
N —Rev || Im (1 9 Im ¢
—Im p Re ¢ X' X Re ¢ X'\ X
e, pela arbitrariedade de ({1, (),
Im v
Re p
p— 3-49
g —Re v ( )
—Im p

¢ a derivada a Gateaux de F em (u,v) = (Re p,Im v,Im u, Re v).
Definido G := & — ¢F := X — R, pelas relagoes (3.48) e (3.49), segue que G é
diferencidvel a Gatéaux em (u,v) € X e

Re p —Re (ftzz) + Re (1) = Re (Ju|*p) — ¢ Im (v)
) = G fmv Im (v) —c Re (u)
TN | T (e + 1 ) o )+ e Be ) |5
Re v Re (v) 4+ ¢ Im ()

Como G ¢ diferencidvel a Gatéaux e o funcional G’ é continuo, segue que G ¢é diferenciavel
a Fréchet, com derivada a Fréchet em (u,v) € X dada também pela expressao (3.50).
Além disto,

e e+ (1= A)pe — ¢}

g/(%, ngOc) _ g/ CPc _ CPc — CPc _ 6,
0 0
0 0

o que implica que (p., cp., 0,0) é, de fato, ponto critico do funcional G. Frisemos que se
¢, for uma fungao par, entao, o vetor (¢, cpe, 0,0) também define uma fungao par.

Ressaltamos que, para U = (u,u;) = (Re w,Im w;, Im u,Re u;), uma solugao do
problema de Cauchy (3.7),

d
—U(t) =JE (Ut
SU(t) = JE W),
onde
0 0 1
-1
J_ 0 O 0
0O 1 0 O
-1 0 0 0



é um operador linear, antissimétrico e bijetor. Portanto, o problema de Cauchy associado
a equagao de Klein-Gordon (3.1) é interpretado como um sistema Hamiltoniano abstrato.

Com a finalidade de deduzirmos determinados operadores que serao tuteis para a abor-
dagem da estabilidade orbital, estudaremos o Jacobiano do funcional G aplicado ao ponto
critico (., cpe, 0,0). Na sequéncia, analisaremos a diferenciabilidade & Fréchet do opera-
dor G’ : X — X', o que serd feito apds analisarmos separadamente a diferenciabilidade a
Gatéaux dos operadores £ e F'.

Sabemos que

g X - X

(u,v) — &'(u,v) =

Dizemos que a funcdo f € B(X,X') =Y é a derivada a Gatéaux de £ em (u,v) € X se

lim % [8’((16,1)) + h(Ch CQ)) - gl(uv U)] - f(cla <2> - O’ v (Cl’ C2) € X.

h—0

Neste caso, denotamos £”(u,v) = f e temos £"(u,v)((1, &) = F(G, G), V (G, G) € X.
Seja f € Y. Vemos que, para h € R, h # 0 e (u,v), (G, () € X,

[ ((u,v) + Al ) = ' (w,0)] = f(G1, )

SRS

—hRe((Ct)ar) + hRe(G1) — hlul*Re(Gr) — 4h]uf*Re(u) (Re(u)Re(Cy)

1 h Im ()
b —hIm((G)ee) + Im(G) = hlu[Tm(G) — 4hful*Tm(u)(Re(u)Re(G)
h Re (()
Im(u)Tm(¢,)) + APy (h)
= S s | T,
h | Tm(u)Im(¢y)) + h2Py(h)
0

onde P, e P, sdo polindmios em h com os coeficientes dados por miltiplos de produtos

que envolvem Re u, Im u, Re (; e Im (;. Desta relacao, segue que

fim = [€/(u,) + (G, @) — €/, 0)] = F(G1, &) =~ F (G, 2)
“Re((G)er) + Rel(G)) — [ulRe(Gr) — 4lul*Re(u) (Re(w)Re(G:) + Tm(u) (&)
Im (¢2)

I ((G)e) + Tm(G) — fuTn(Gy) — 4T () (Re(w)Re(Gy) + T(u)Tm(G,))
Re (¢)

+

Y
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ou seja,

Re (1
fim 5 [ (00) + (G, ) = )] = G Go) = =F |
Re (2
—02+ 1 — |ul* — 4]ul*(Re (u))* 0 —4|u|*Re(u)Im (u) 0 Re ¢
N 0 1 0 0 Im ¢,
—4lu*Re(u)Im (u) 0 —02+1—|ul* —4Jul*(Tm (u))* 0 Im ¢
0 0 0 1 Re ¢

Pela arbitrariedade de ((i,(2) em X, segue que f a derivada & Gatéaux de &' em

(u,v) = (Re u,Im v, Im u, Re v) é determinada pelo operador

—02 + 1 — |ul* — 4]ul?*(Re (u))® 0 —4|u|?Re(u)Im (u) 0
0 1 0
. (3.51
—4|u*Re(u)Im (u) 0 —0*+1—|ul* —4|ul*(Im (u))? (3:51)
0 0 0 1

Em seguida, consideremos a funcao

F: X = X
Im v
Re u
—Re v

—Im wu

(u,v) = F'(u,v) =

Seja a fungao g € B(X,X’) = Y. Por argumentos similares aos usados anteriormente,
obtemos para h € R, h # 0 e (u,v), ((1,() € X, que

h Im CQ

h
)+ R0, G) = Pl =36 @) = 1 [ e | =66

—h Im Cl

Isto implica que

nm%vwmm+uggw—f%um—m@@)

h—0
01 0 0 Re (3 Re (i
10 0 o0 m¢ | .| Im¢
oo o0 -1 Im (; 1 G
00 —1 0 Re G Re (&
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e, da arbitrariedade de ((y, (o),

01 0 0
10 0 0
s 3.52
=100 0o -1 (3:52)
00 -1 0

¢ a derivada a Gatéaux de F' em (u,v) = (Re u,Im v, Im u, Re v).
De acordo com as informagoes apresentadas em (3.51) e (3.52), o operador G’ é dife-

rencidvel a Gatéaux em (u,v) € X e

G"(u,v) = (£" — ¢F")(u,v)

—02+1— |ul* — 4|u*(Re (u))* —c —4Jul*Re(u)Im (u) 0
(3.53)

B —c 1 0 0

B —4]u)?Re(u)Im (u) 0 —0241— |ul* — 4|u2(Im (u)? ¢

0 0 c 1

Devido a continuidade de G”, segue que G’ é diferencidvel a Fréchet com a derivada neste
sentido em (u,v) € X também dada pela expressao (3.53).
Ja se ressaltou que o vetor (p.,ico.) = (@e, ¢pe, 0,0) é um ponto critico do funcional

G. Apliquemos (., icp.) em G”. Resulta que

Pe —02+1-5p —c 0 0
, CPe —c 0 0
gl/ o ic o) = g// —
(pericpe) 0 0 0 —2+1-¢* ¢
0 0 0 c 1

Definamos o operador £, : X — X', dado por

—924+1-5pF —c 0 0 Re ¢
—c 1 0 0 Im ¢
Lo (1, G) = , 3.54
eo(C1,C2) 0 0 —P+1-¢! ¢ Im ¢ (3.54)
0 0 c 1 Re ¢,
V (¢1,¢2) € X.
Notemos que, por (3.47),
-2 +1-5p —c 0 0 o
—c 1 0 0 cy!
L, (¢ icp) = ¢
Pe (gpc SOC) 0 0 _8£ + 1 _ SOLCL c 0
0 0 c 1 0
R ACARNAS T A
_ / / 5
_ Cpe t e —§
0
0
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—92+1-5p% —c 0 0
—c 1 0 0 0
‘C i ¢y —CPc =
(1% ve) 0 0 —02+1—¢! ¢ Ve
0 0 c 1 —CPe
0
0 .
- 2 5 2 =0.
_az@c + Pe— Pe — CPc
CPe — CP,

Ou seja, os vetores (¢, ¢, 0,0) e (0,0, ¢., —cp.) pertencem ao nicleo do operador
L, : [H2,.([0,L]) x L2..([0,L])]* — [L2..([0, L])]*. Isto indica que 0 ¢ autovalor de Ly,
e estd associado as autofuncgoes (¢, cel,0,0) e (0,0, . —cp.). Vemos também que o
operador L, , dentre outras propriedades, ¢ autoadjunto e, portanto, seu espectro esta
contido na reta. Pelo formato “diagonal” do operador £, a andlise do seu espectro pode
ser feita levando em consideracao separadamente a andlise do espectro dos operadores

autoadjuntos, definidos de H2,.([0, L]) x L2,,.([0, L]) em L2,.([0, L]) x L2,,.([0, L]),

per per per per

4150t —
£Re,tpc - < * * Pe ¢ ) (355)
—c 1
(§]
—0?+1—t
Limo, = ( L i ) . (3.56)
C

Em verdade, o conjunto de autovalores do operador autoadjunto £, ¢ a uniao do conjunto
de autovalores do operador Lg. . com o conjunto de autovalores de L, . -

A teoria de Grillakis, Shatah e Strauss a ser usada para estabelecer a instabilidade or-
bital das ondas estacionarias periddicas pares que solucionam a equacao de Klein-Gordon
(3.1) leva em consideragao a anélise do espectro do operador definido em (3.54). Segue
abaixo alguns resultados que se fazem tteis no estudo do espectro dos operadores Lge .

(§] ﬁjm#,c.

Proposicao 3.16. Seja o operador autoadjunto
Lig. = _a:% +(1— CQ) - 59021,

definido sobre L2, ([0, L]) com dominio H2,.([0,L]). Consideremos o operador dado em

(3.55), Lge.y., definido sobre L2,,([0, L])x L?,.([0, L]) com dominio H2,.([0, L])x L%,,([0, L]).

per per per per

O nimero real A < 0 € um autovalor do operador Lg. .., se e somente se,

C2
=A1- <
K < A—1)—O

for um autovalor do operador L .. Mais que isto, existe uma relagao biunivoca entre

as autofuncoes do operador Lpg.,, associadas ao autovalor X < 0 e as autofuncoes do

operador L ,. associadas ao autovalor v < 0.
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Demonstracao. Inicialmente, suponhamos que A < 0 seja um autovalor do operador
LRep.. Ou seja, existe (g, h) € Hp,, ([0, L]) x L, ([0, L]), (g, ) # (0,0), tal que

per

e\ n h
<—8§+1—5gp§ —c)(g):<)\g>' (3.57)
—c 1 h Ah

A identidade em (3.57) ¢ vélida, se e somente se,

e, equivalentemente,

—g" +g—5ptg —ch=)\g (3.58)
e
—cg—i—h:/\h(:))\h—h:—cg@h:—)\ilg. (3.59)
2
Se vy:=\ (1 ~ N1 e A < 0, evidentemente, v < 0. Como as fungoes g e h estao
sujeitas as condigoes (3.58) e (3.59), segue que g # 0 e
2
Lig(g) = —g"+(1=¢)g =509 =—g"+9—=5¢g —ch— g —3—g
c? c?
— Ag—clg— —(1- — .
99— 379 ( A_1)9 o (3.60)

A relagdo (3.60) garante que v < 0 é um autovalor do operador L, associado a auto-
< 2
funcao g € H,.([0, L]).

Reciprocamente, suponhamos que v < 0 seja um autovalor do operador L, . Assim,
existe uma fungao g € Hp,.([0, L]), g # 0, para qual Ly, (g) = vg. Definamos a fungao
y, de forma que y(z) = 22 — (1+cZ+)z+7, Vo € R. A fungao polinomial do segundo
grau y apresenta exatamente uma raiz estritamente negativa, a qual sera denotada por A.

Temos a identidade
NM—(1+E+)A+y=0,

ou equivalentemente,

2

7:A<1—Ai1). (3.61)

Definamos a funcao h, h := —)\—ilg € H;er([O, L]) — Lfm([O, L]). Notemos que
" +9=5¢. —ch = —g"+(1—c)g—5p.g+cg—ch
2 2 2
9 c Ac Ac
Y9+ g+ 9=~ 9+ I =N
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Isto implica na condi¢ao (3.57) e, equivalentemente, Lpe o, ( z ) = ( Z > Portanto,

A < 0 é um autovalor do operador Lz,

Se v = 0, notemos que o unico valor para A < 0 que atende a identidade (3.61) é
A = 0. Para concluir o resultado, basta aplicar o mesmo procedimento do caso anterior
para A = 0.

Constatamos, portanto, que existe uma relagao biunivoca entre os autovalores estrita-
mente negativos do operador £, ,, com os autovalores estritamente negativos do operador

Lgep.- O mesmo entendimento se aplica as autofuncoes associadas a estes autovalores.
[ |

De maneira similar a Proposicao 3.16, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.17. Seja o operador autoadjunto
Lo, = =0, +(1—c") — ¢,

definido sobre L?..(]0, L]) com dominio H?,([0,L]). Consideremos o operador dado em

per per

(3.56), Lim.p., definido sobre L2, ([0, L])x L2,,.([0, L]) com dominio H2., ([0, L])x L2,.([0, L]).

per per per per

O nimero real X < 0 € um autovalor do operador Liy, ., se e somente se,

A ¢
= 1— <
) ( A—l)—o

for um autovalor do operador Ly .. Mais que isto, existe uma relagao biunivoca entre

as autofuncoes do operador L, . associadas ao autovalor X < 0 e as autofuncgoes do

operador Ly ,. associadas ao autovalor v < 0.
[

Observacao 3.18. Usando o raciocinio aplicado na demonstra¢ao da Proposicao 3.16),
obtemos que a dimensao do autoespaco associado ao autovalor O do operador L . € igual
a dimensdao do autoespaco associado ao autovalor O do operador Lge .. Analogamente,
a dimensao do autoespaco associado ao autovalor 0 do operador Lo, € igual a dimensao

do autoespaco associado ao autovalor 0 do operador Ly, . -

Suponhamos que exista um intervalo I C R, para o qual ¢, é uma solugao suave

periédica, de periodo L > 0 fixado, para cada ¢ € I, da equacao
—pp + (1 - 02)900 - 902 =0.
Consideremos a funcao

d: I — R
c = E(peicpe) — cF(pe,icpe) = E(Ye, ¢pe, 0,0) — cF (e, cpe, 0,0).
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Ja vimos que
g/((pc; CPc, Oa O) = 5/(@07 CPc, Oa O) - C‘F/((pcv CPc, Oa 0) = O

Isto indica que, para c € I,

L
d/<C> = _F<90676g067070> = _/ C@z(.ﬁ(f) dx.
0

Portanto, para cada c € I,

&'(c) = —di‘lc (C/OL A2(z) d:c) |

Segundo a teoria determinada por Grillakis, Shatah e Strauss (ver [37]), relaciona-
mos a seguir condigoes suficientes para que solugoes ondas estacionarias periddicas da
equagao (3.1) sejam orbitalmente instaveis, conforme a Defini¢ao 3.3. Seja L > 0 fixado

e suponhamos que sejam atendidas as premissas abaixo listadas:

(bl) Existe uma curva suave nao-trivial de solugoes periddicas pares ¢, de periodo L

para a equagao (3.47), de forma que

celCR—p. e H' ([0,L]), VneN,

per,e
onde I é um intervalo aberto;

(b2) O operador Ly, : [H},.([0,L]) x L2, .([0, L])]* = [L2,,.([0, L])]*, dado em (3.54),

per,e per.e

tem 0 como autovalor simples, onde 0 estd associado a autofungao (0,0, @, —cp.);

(b3) O operador Ly, : [H2, ([0, L]) x L2, ([0, L])]* = [L2,, ([0, L])]* tem exatamente 1

per,e per,e

autovalor estritamente negativo, o qual é simples;

L
(b4) _4 <c/ ©2(x) dx) <0,Vcel.
de 0

Atendidas as condigbes (b1)-(b4), obtemos uma familia de ondas estacionarias periédicas
orbitalmente instaveis conforme a Definicao 3.3. Estas ondas sao dadas por funcoes da

forma (3.46), sendo que a fungao ¢, atende a condigao (bl).

3.3 Instabilidade Orbital de Ondas Dnoidais

Seja ¢ € R arbitrario, porém, fixado. Inicialmente, nesta secao, serao impostas
condicoes sobre ¢, de modo a obtermos ¢., uma funcao suave estritamente positiva,

periddica de periodo L > 0 fixado, de tal forma que
uc(xu t) = eiCthc(‘r)a ((L’,t) € R x R+7 (362)
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seja uma solugao do tipo onda estaciondria periédica a equacao de Klein-Gordon (3.1).
Verificaremos que a fungao ¢, obtida, além de ser suave, é par. Na verdade, esta funcao
apresenta o comportamento determinado por uma funcao eliptica do tipo dnoidal. Em
seguida, sera descrita a construgao de uma curva de fungoes pares ¢., todas de mesmo
periodo, que sao suaves conforme a variagao do parametro ¢ e ainda satisfazem a pro-
priedade de que (3.62) é solucao de (3.1). Finalmente, serd feita a andlise espectral de
determinados operadores, o que permite estudarmos a instabilidade orbital destas solugoes

ondas estaciondarias periddicas em conformidade com a Definicao 3.3.

3.3.1 Existéncia de Ondas Estacionarias Dnoidais

Formalmente, para ¢ um parametro real fixado, suponhamos a existéncia de uma
funcao . suave, periddica de periodo L > 0 e estritamente positiva de tal modo que
(3.62) atenda a equagao de Klein-Gordon (3.1). Como jé visto em (3.47),

—@e+ (1= c)pe — 2 =0.
Definamos w := 1 — ¢? e consideremos ¢,, := ¢.. Dal,
—¢l + wp, — ¢, = 0. (3.63)
Multiplicando a expressao (3.63) por ¢/, segue que
~ PPl + WP, — PP, =0,
ou seja,

o 5 Y TG

Dai, existe uma constante B, tal que

/1 \2 2 6
_(905) ﬂ)% _ % - B, (3.64)

Como ¢, é uma funcgao estritamente positiva, podemos supor que
1
Y, =3 > 0. (3.65)
Substituindo (3.65) na igualdade (3.64),

YoIWL)? L e WD
T T e

ou equivalentemente,
4
(V)" = 5 (=% + 3wyl + 6By 1), (3.66)
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Logo,
4
(¢:.:>2 = §P<pw(ww>7

onde P, (t) = —t* + 3wit? + 6B, t.

Finalizado o trabalho formal, iremos impor condicoes ao polinémio P, (t), de forma a
obtermos 1), uma funcao periédica de periodo minimal L > 0, estritamente positiva, nao-
constante que satisfaz a equagao (3.66). Suponhamos que o polinémio P, (t) apresente

quatro raizes reais: 0, 11, N2 e 3, de forma que 17, < 0 < 72 < n3. Isto indica que

P, (t) = —t(t—m)t—n2)(t—1n3)
= " (e 03t — (mme + mans + nam)tE A+ mnanst - (3.67)

e sao validas as seguintes relagoes:

m+mn+n=0
mn2 + 1213 + N3 = —3w (3.68)
mmnenz = 6By, .

Como buscamos solugoes estritamente positivas, exigimos que 7, < v, < n3. Espera-

mos que

max ¢, () = ¢,(0) =73 e min P,(x) = Yu(0) = 02,

2€[0,L] z€0,L]

onde o € (0, L). Pela regra de Leibnitz, a equacao diferencial (3.66) nos garante que

" dt 2
/wc(@ Vi =0t —m)(t —m) ﬁ@ + M), (3.69)

sendo que £ € R e M, é uma constante de integragao. Segundo a férmula 257.00, apre-

sentada por Byrd e Friedman, [22],

/wm@) V(s — t)(tdt— it —m) /0“1 du = g(sn~"(sin(¢o(€)): k),  (3.70)

onde

2 —
k= _771(773 12) (3.71)

g e —
773(772 - 771) n3(n2 — M)

_ et [ =) (s — Yu(€))
i (\/<n3 ) (66 - m>> | (872

Sabendo que a equagao (3.63) é invariante por translagoes, verificamos de (3.69)-(3.72)

que, para cada & € R,

(772 - 7]1)(773 - ww(f)) — sn2 L .
(s — 1) (s (§) —m) (ﬁgg’k) ’
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do que segue

(112 = m)ms = (12 = )t () = (M3 — 12) (Vs (§) — m)sm” (\%yi; k) :

Desta ultima igualdade,

(2 — m)ns + m (3 — n2)sn? <\/—%gf; ki)
(72 —m) + (3 — m2)sn? (\/—iggf; k’)
e ()

o) (G5¢%)

@Z)w(f) =

ou seja,
1 — k2sn? ( ) nsdn? (iﬁ, k:)
Pu() = ns 3k2 g \/_29 = — V3g : (3.73)
- (\/_ 39 ) g (\/_ 39 )
onde 3% = _773_2 > 0. Notemos que a fungao 1), em (3.73), é par. Pela construgao, a

T
fungao ¢, definida via (3.65), também é par.

Como estamos considerando que a fungao v, tem periodo minimal L > 0, vemos que

2 2K WK
= L =+3gK = L. (3.74)
N n3(n2 — m)

Pelas relagoes dadas em (3.68),
mne +1mens + N3 = —3w = (=102 — n3)N2 + M21m3 + M3(—12 — 13) = —3w.
Logo,
5 + 13 + nams = 3w. (3.75)

Em virtude das desigualdades 0 < 7y < n3 e da relagao (3.75), w > 0. Além disto, valem
os seguintes fatos:

0<3 <2+ +np=3w=>0<n <w=0<n<Vw
€
Bw =3 +n5 +mms < 303 <33 + 15 + ) = = w < Mh < 3w = Vi <z < V3w
Logo,
m<0<n<w<n <Va3w. (3.76)
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As relagoes (3.68) e (3.75) nos permitem esbogar formalmente 7, e 1y em termos de

—n3 — 4/ —3n% + 12w —n3 + /=33 + 12w
= e 1y = . (3.77)
2 2
Usando as identidades dadas por (3.71), (3.74) e (3.77),

ns + 1/ —3n3 + 12w 3n3 — /=303 + 12w

N3 € w, sendo

m

2 2
2 — _ms =)
n3(12 — m) nsy/ =302 + 12w
(3.78)
3n3 + 1/ —3n3 + 12wn3 — 6w
24/ =303 + 12wn?
2 2 2
9= Vs —m) - B 2 "% (3:79)
a2 — \/7]31 /12w — 313 (12wn5 — 3n3)
e
23K (k
L 23K (3.80)

(12n2 — 358)F

Para w > 0, percebemos que a expressao dada em (3.73) é uma solugao estritamente
positiva, par, periddica e nao-constante a equagao (3.66). Esta solugdo pode ser cons-
truida, portanto, em termos de w e n3. Usando as relagoes (3.78), (3.79) e (3.80), pode-
mos definir uma fungao que associa 13 ao periodo minimal da funcao 1,,. Fixemos w nas
condigdes acima. Seja Ty, : (vw, V3w) — R, dada por

2v/3K (k(113))

Ty.(n3) = . BE (Vw, V3w), (3.81)
(12w7]3 — 3773) 4
onde
32 — 6w + ¢/ 12wn2 — 3n3
k(ns) = : (3.82)

2¢/12wn3 — 3n4




Posteriormente, serd mostrado que a fungao Ty, ¢ estritamente crescente no seu in-
. , .. ~ . m

tervalo de definicao. Portanto, o periodo minimal da fungao 1, deve ser maior que T
w

Através do programa Maple 16 é possivel, a partir do periodo minimal desejado, apre-

sentar esbogos das solugoes estritamente positivas e periddicas para a equagao (3.66). O

mesmo vale para as solugoes da equacao (3.63) - ver Figuras 3.1-3.2.

0.6

0.4

0.2 02
6 4 2 ] 2 4 flb 10 3 0 5I 10
£ g

Figura 3.1: Gréfico da funcdo ¢, tal Figura 3.2: Gréfico da funcdo ¢, tal
que ¥, = 2 é dada por (3.73). Neste que ¥, = 2 é dada por (3.73). Neste
caso, w =1 (¢ =0) e o periodo L = 3,2. caso, w =1 (¢ =0) e o periodo L = 5,0.
O valor do médulo k é de aproximada- O valor do médulo k é de aproximada-
mente 0,4982. mente 0, 9468.

Também ¢é valido frisar que se 73 — (\/J)Jr, entao, ¥, (§) = vw e p,(§) = w. Para
¢ no intervalo (—1,1), a fungao p.(£) = v/1 — ¢ é uma solugao constante, nao-trivial a
equagao (3.47). Além disto,
V3w (dn* (Vwé k) vBw(l — tanh?(y/we))

R w S L S B ot R BT s

~ VB (sech(2/¢)) .

ou seja, quando 73 — (v3w) ™,

N

(2v/we).

Para ¢ € (—1,1), a fungdo ¢.(§) = (3 — 302)%sech%(2\/1 — c2¢) é uma solucao onda

solitdria associada a equagao (3.47).

0u(€) = (Yu(€))? — (3w)Tsech

No que procede, pensemos em w > 0, a priori, nao associado ao valor de ¢. Nosso

proximo objetivo é construir para um periodo fixado L > T, uma curva regular de
w

solugbes para a equacao (3.63).
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Teorema 3.19. Seja L > 0 fizado. Consideremos wy > T2 €T30 = n3(wo) € (v/wo, V3wo)
tal que Ty, (n30) = L. Entdo,
1. Existe um intervalo I(wy) em torno de wy, um intervalo J(nso) em torno de nsp e

uma dnica fungio I' - I(wo) — J(n3p) tal que I'(wg) =130 €

2V3K(k)
(12wn2 — 37

onde w € I(wp), N3 = N3(w) ='w) e k = k(w) € (0,1) € dada por

302 — 6w + 1/ 12wn3 — 3n3
k= .
24/ 12wn? — 3n3

2. A fungao periddica p,(+,n3) = /U, (), determinada por nz, tem periodo minimal L

e satisfaz a equagao (3.63). Além disto, a aplicagao
w € I(wo) = o € Hy,, ([0, L])

per,e

¢ suave, ¥V n € N.

2
3. I(wo) pode ser escolhido como I = <7r )

E,OO

Demonstracao. Definamos o conjunto aberto

2
Q= {('rz,w) €ER; w> % US (\/c?,v?w)}
e seja a funcao F': 0 — R dada por

~ 2VBE(k(n,w))
Flnw) = (12wn? — 3?74)i

com

3’ —6 v/ 12wn? — 3nt
k(n,w) = | 2L "INV EIE 2Oy ) € Q.
24/ 12wn? — 3n*

Seja (n,w) € Q. Para simplificagoes, consideremos b := 12wn? — 3n* > 0. Entao,

_ 3
2\/§cl_f(%bi 2v/3(24wn : 1203 K
dk on 4bi

Vb

Fy(n,w) =

(3.83)
23 [(dK Ok

- O 3Kn(2w —1?) ) .
7 (G 3yt~ 38020 =)
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Por outro lado,

d 1 2 1 ;
—k = - - 6n + 5 (12wn* — 3n") 72 (24wn — 121
5P (1) 2% 1120 3 (n+2( wi® = 3n*) 72 (24wn — 120°)
n—3n
1 1 1 1
x  (12wn* —3n*)2 — — . - (12wn? — 3n*) 2
(12" = 30")* = o H{12unf — gy U2 = 317)
X (24wn — 121°) - (3772 — 6w + (12wn* — 3774)%)
_12p(12wn? — 3n*) + 144w?n + 36n° — 144wn?
8kb2 ’
ou seja,
0 ~ 18w?p

8—nk(n,w) = T >0 (3.84)

Como 7 € (y/w, V3w), consideraremos duas possiveis situagoes. Se n € [v2w, v/3w),
vemos que 2w — n? < 0. Dal, por (3.83) e (3.84), claramente, F,(w,n) > 0. Caso ocorra

n € (yw, V2w), segue que
b(2w — n*)? < 9w?

o que implica que

v/ b Vo 2¢/3 (dK ok >
Y F(nw) = : 2 — 3Kn(2w — n?
ovan " = G e oy PR )
1 18w dK ,
= — 2 Qw—)K
5w k2T
1 /6w?dK 3w? [2F — 2k2K
| = 302K ) = - K
>\/5(kdk "") ﬁ( e )
e, desta forma,
i3 3w? (2F — (2 + K)k2K
YR (w) > (RE - @+ K)KK) (3.85)
6v/3n VOk2k"?

Notando que
2F — (2 + k)K?K >0,

conclui-se pela desigualdade (3.85) que F, (n,w) > 0.
Pelo Teorema da Funcgao Implicita, segue a existéncia de uma tnica funcao regular

', definida em uma vizinhanga I(wp) de wy, de tal modo que F(I'(w),w) = L, para todo

w € I(wp). A arbitrariedade de wy no intervalo 0o | e a unicidade de I' permitem

ﬁa
2
estender I(wp) ao intervalo (ﬁ’ oo), o que completa a demonstracao do Teorema.
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Corolario 3.20. A funcao I' : I(wy) — J(n30) determinada no Teorema 3.19 € estrita-

mente crescente.

Demonstragao. O Teorema 3.19 nos déd que F(I'(w),w) = L para todo w € I(wp). Pelo

Teorema da Funcao Implicita, temos

d F,

T(w) = -7 (3.86)
Além disto,
A dk ) 24V3IPK
Fu(nw) — Vi d“’bﬁ abs 2\/\2_‘:’ (%g—fjb—SnQK) <0, (3.87)
pois,
3/f(wm) S - : (—6 + Laowp - 3774)‘5(12772)) - (12wn? — 3%)>
Ow 2k 4(12wn? — 3n*) 2

1 127° 2 2 a1 2 4
S (302 — 6w + (1201 — 3 ) 12017 — 3
ok 4(12wi? — 317 (" w o+ (12w = 30)2 ) - (120n° = 31r°)

1
2

—12b% + (T2wi® = 36n" )b 9uwn® -0
8kb RV

Lembrando que F),(n,w) > 0, de (3.86) e (3.87),

d
—TI 0
() >0,

provando que I' é estritamente crescente no intervalo I(wy).

2
Teorema 3.21. Sejam L > 0, w > %, ns = n3(w) =I'(w) e a fungao mddulo

3n3 — 6w + 4/ 12wn? — 33 (358)
24/ 12wn? — 3n3

k(w) =

d
—k .
7 (w) >0

Entao,

2
ﬁ,oo> — n3(w) é

diferencidvel. Pelas relagoes dadas em (3.77), podemos perceber que 7; e 72, em fungao

Demonstracao. No Corolario 3.20, vemos que a aplicacao w € (

de w, também sao diferencidveis. Segue que

—n2 4+ 1/ 12w — 313

2 Y

n3 = n3(w) =
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(W) = 3n§—6w+\/12wn§—3n§_1+ 33 — 6w
2+/12wn3 — 3n;3 2 2312w — 32

1 6w — 315 — 3124/ 12w — 312
= 5_|_
(—772 + 4/ 12w — 377%) \/12w + 613 + 6124/ 12w — 312

1 6w — 303 — 34/12wn3 — 315 12w — 613 — 1/ 48wn? — 1213
- — —
2 (6w — 33 + 1/ 12wn3 — 317;1) 12w — 613 + 1/ 48wns — 1213

e, fazendo p:= 12w — 6193 e r := 48wn3 — 123,

4803 + 96w, — 48031,

12 — 12m9m), —
d 279 2\/;
Qk(w)%k’(w) = 5 r

48n2 + 96wnent, — 48131, -

- ( M2y + NG (p \/;)

(P +/r)?
(3.89)

24 (1 mah)r — (20 + dwneny — 20n))P)
Vr(p+ Vr)?

24 (24wn? — 48uwnn))

Vr(p+Vr)?

Pelo Corolario 3.20, 5 > 0. Isto implica que, pela segunda equagao em (3.77), n} < 0.

d
Logo, de (3.89), @k(w) > 0.

Como visto, & priori, w := 1 — ¢® e w > 0. Desta forma, temos que ¢ € (—1,1) e,

s
portanto, w € (0, 1]. Além disto, como esperamos que L > T, o periodo minimal L é
w

maior do que 7.
Usando (3.65) e (3.73), temos para ¢ € (—1,1), a fungao

e

\/1 + [?sn? <\/_L3g€; k:)

¢ uma solugao estritamente positiva, periddica, par e ndo-constante a equagao (3.47).

(&) = , ER, (3.90)

Seja L > 7. Notemos que a funcao

L2 — 72 7T2 5 L2 — 72
7 - (O,T) — (ﬁ,l), 71(1‘):1—33 , Ve (O,T),
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L2 — 72

L

L2 — 72 w2 L? — 2
Y : (—T,O) — (ﬁ,l) , a(z)=1—a% Ve (—T,O) )

12 — 12
L

nos argumentos acima estabelecidos, podemos apresentar uma versao mais especifica do

é bijetora, decrescente e de classe C* (0, > Por sua vez, a fungao

também ¢é bijetora, crescente e de classe C™ (— ,O>. Baseado nas fungoes e

Teorema 3.19, através da qual, garantimos a existéncia de uma curva suave de solucoes
periédicas pares de mesmo periodo L > 0 a equagao (3.47). Esta curva constitui a primeira

etapa para a analise da instabilidade orbital que nos propomos a fazer.

Teorema 3.22. Seja L > w. Sejam

L2 — 72
Cy € (0, T) € T30 = 7’]3(00) c <\/]. - C%, \/3 - 30%)

tal que

2v3K (k(n3,0))

30 — 6(1— ) + /121 — B)nd, — 3k
(12(1 - 03)7732,,0 - 377?:,0)

2\/12(1 = B — 3k,

L:

€ k(773,0) =

N

Entao,

1. Existe um intervalo I(cy) em torno de ¢y, um intervalo J(nsp) em torno de nsq e
uma dnica fungao I : I(co) — J(nsp) tal que I'(co) =ns30 €

2v/3K (k)
(12(1 — A2 — 3pd)7’

I —

onde ¢ € 1(cy), n3 =n3(c) =T(c) e k =k(c) € (0,1) € dada por

k:

373 — 6(1 — ) +/12(1 — )2 — 3

(3.91)
2\/12(1 —)n3 — 3n3

2. A funcao periddica v.(-,n3), determinada por ns em (3.90), tem periodo minimal L
e satisfaz a equagao (3.47). Além disto, a aplicacao
c€I(co) = . € H., ([0, L])

per,e

¢ suave, YV n € N,
12 _ n2
3. I(co) pode ser escolhido como I = [ 0, —— |.

d
4. A fungao T € estritamente decrescente e, para k em (3.91), d—k(c) < 0.
c
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Observacgao 3.23. Optamos, por conveniéncia, abordar o assunto levando em consi-

VIZ — 72

deragao a restricao do parametro ¢ ao intervalo (O, ) Um resultado andlogo

L
T2 _ 2
ao Teorema 3.22 poderia ser determinado se considerdssemos ¢y € _T’O}
d L? — 72 dk
Neste caso, teriamos —k(c) > 0, V ¢ € ——W,O e — = 0. Os demais re-
dc L de|,_q

sultados a serem apresentados nas proximas subsecoes também podem ser adaptados para

este caso aqui pontuado.

Na sequéncia, mostraremos que os elementos apresentados na construcao da fungao
. podem ser dados exclusivamente em termos das variaveis k e L.

Com efeito, pelo fato de termos definido w = 1 — ¢2, segue que
b= 12n3 — 12c¢*n3 — 3n;.
Além disto,

3 —6+6c2+ Vb 12 12K2

k? e .
2v/b Vb

Entao, obtemos o sistema

144K*
1205 — 12¢%n5 = 33 = —5
(3.92)
12K?
Logo, por (3.92), resulta
144 K4
1215 — 12¢%n5 — 3 = i
9 , 12K* : . 144K1
L 24K? , 144K*
= 3773 - T2 (2]{: - 1)773 - LA = 07
ou seja, 13 estd sujeito a identidade
8K? 48 K4
ng — 7(21& — )3 — =0 (3.93)

Como 73 > 0, vemos que a equacao biquadrada (3.93) tem como solugao

2K
o — _V; AV R T 14202k 1), (3.94)
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Usando a segunda equacdo de (3.92) e a identidade (3.94), temos

12K?
12

62 = 6—3n5 + (2k* — 1)

6K?
0=

12K
(4\/1{4 TR 1+ 22K — 1)) ok 1)

L2

2

= 66— 24%\/1:4 k241,

o que implica que

L2 — AKVE =R+ 1

4K7?
c:\/l——vk4—k2+1: \/

12 I (3.95)
A defini¢ao de ¢ em termos de k e L dada na expressao (3.95) sé faz sentido se
L? —4K*VEY — k241> 0. (3.96)

Desta forma, para L > 7 é preciso analisar com cuidado os valores de k& € (0,1) para
os quais a caracterizagdo de ¢ em (3.95) é aceita. A Figura 3.3 nos déd uma ideia do
comportamento grafico da fungao f: (0,1) = R, f(k) =4K*Vk*—k2+1, V k€ (0,1).

20

304

Figura 3.3: Gréfico da funcdo f, f(k) = 4K?Vk* —k2+1, V k€ (0,1).

A fungao f acima definida é crescente. Dai, para L > 7 fixado, existe ag € (0, 1)
tal que f(ay) = L, f(k) < Lse0 <k <aye, f(k) > Lsel>k>a;. Com auxilio
do programa Maple 16 podemos, para L > 7 fixado, determinar o intervalo maximal
I c (0,1) tal que a relacio (3.96) é assegurada, para cada k € I. Na seguinte tabela
estao relacionados os intervalos I (dado no Teorema 3.22) e I associados a determinados
periodos L.
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I=(0,a0) e I =(0,ay)
L ag ay L ag ay
3,15 | 0,07301283 | 0,31862855 6 | 0,85196498 | 0,9803219418
3,2009 | 0,19160733 | 0,499903865 7 10,89363276 | 0,9927289494
4 0,61899089 | 0,8515822214 || 8 | 0,91966702 | 0,9973197521
5 0,77795618 | 0,9468049515 || 10 | 0,94937029 | 0,9996368661
5,3 | 0,80538406 | 0,9605437270 | 20 | 0,98758594 | 0,9999999835
5,4 | 0,81334876 | 0,9642778663 | 100 | 0,99950640 | 0,9999999999

Assim como 73, também determinamos 7; e 7o em termos de k e L. Segue que

\/12 —12¢% — 3n3
2 2

m =

= —% : (@\/4\/,{4 — k2 +14+2(2k* - 1)

+ \/48—W—3 <4W+ 2(2k2—1)>> (3.97)

— _% <\/4\/m+ 22k — 1)

+ \/5\/4m—2(2k2—1)>

Ny = %(ﬁ\ﬁm—%%?—m
(3.98)

\/4\/k4 — k2 + 1+ 2(2k* - 1)) :
Vemos que os elementos 7; e 72 estdo bem definidos para cada k € (0,1). Além disto,

b (3.99)

(3.100)

2k:2\/4\/k4 — K2+ 1+2(2K* - 1)
\/4\/k4 — K24+ 14+2(2k* - 1)+ \/3\/4\/1@4 — k2 +1-2(2K* — 1)

Fazendo uso das relagoes (3.94), (3.95) e (3.97)-(3.100), temos que a fungao ¢., dada

m (3.90), pode ser construida suavemente em termos de k e L.

79



3.3.2 Analise Espectral 1

Em vista da funcao ., determinada em (3.90), serd possivel estudar aspectos do

espectro do operador £,,_, definido em (3.54). Ao longo do desenvolvimento, mostraremos

Per

que para L > 7, o operador L, apresenta exatamente um autovalor estritamente negativo,

o qual é simples e associado a uma autofuncao par. Além disto, veremos que o operador
Lo, + [Hpe, ([0, L]) x L,.((0, L)J* — [L3,. ([0, L]))*

per per per

tem 0 como um autovalor duplo. Em verdade, concluiremos que o operador L, restrito
ao espaco [H, ([0, L]) x L2, .([0, L])]* admite 0 como um autovalor simples associado a
autofuncao (0,0, ¢., —cp.).

Seja L > 7 fixado. Sejam [ o intervalo e ¢. uma funcao suave, par e periddica de
periodo L, dados pelo Teorema 3.22, onde ¢, esta associada ao parametro ¢ € I. Como

posto acima, a funcao ¢, é dada em (3.90). Consideremos o operador

—92+1-5pF —c
L‘»Re,goc = ( . 1 .

Segundo a Proposicao 3.16 e a Observacao 3.18, a andlise do espectro nao-positivo do
operador Lg. . pode ser feita via o estudo do espectro nao-positivo do operador

Ly, Hoep ([0, L]) € Ly, ([0, L)) — L5,.([0, L),

per per

definido por

£17¢c<y> - _yﬂ + (1 - 62 - 590§)y7 v ye H;?er([oa L])

O operador Ly, é linear, autoadjunto e ilimitado, com dominio denso em L2, ([0, L]).

Notemos que 0 é um autovalor de £, associado a autofungao ¢, pois, usando a igualdade

(3.47),

Li,.(pL) = =020+ (1 = A)pl. — bpppl = O (=l + (1 = P)p. — ¢2) = 0. (3.101)

Em verdade, £, ,, ¢ um operador de Hill e o espectro deste operador coincide com o
conjunto de seus autovalores. Além disto, devido ao Teorema da Oscilagdo, o conjunto
dos autovalores {\,(c)},en do operador L;,, ¢ infinito, tem apenas elementos reais e

apresenta o seguinte comportamento
)\O(C) < )\1(0) < )\2(C> < )\3(6) < )\4(0) <. < )\anl(C) < )\Qn(C) < ...

com A, (c) = oo quando p — oo.
Como a relagao apresentada em (3.101) é valida para cada ¢ € I, pelo Teorema 2.8, a
familia de operadores {L£ ,, }cer € isonercial se mostrarmos que 0 é um autovalor simples

de Ly, para algum c € I. Neste caso, a dimensao do espacgo gerado pelas autofuncoes
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associadas aos autovalores estritamente negativos de L, independe de c. O mesmo
pode ser dito com respeito a dimensao do autoespaco gerado a partir do autovalor 0.
Em seguida, faremos a verificacao de que a referida familia de operadores é isonercial e
buscaremos a “posicao” que o autovalor 0 ocupa na ordenagao crescente dos autovalores
de Ly ..

De modo a ilustrar, consideremos o caso em que o periodo L é igual a 4. Conforme apre-
sentamos anteriormente, o intervalo de defini¢ao de ¢ é I = (0, ag), com ag ~ 0,61899089.
O médulo k, por sua vez, é definido no intervalo I = (0,a1), onde a; =~ 0,8515822214. Se
k = 0,5, na relacao determinada em (3.95), ¢ ~ 0,5996827. Este valor de ¢ é usado como
referéncia. Através de (3.90) e com auxilio do programa Maple 16, temos que a fungao ¢,
associada a L =4 e ¢ = 0,5996827 (k = 0,5) é aproximada por

10,9808 dn (0, 8429¢; 0, 5)
V14 0,1514 sn? (0,8429¢;0,5)

Pe(§) (3.102)

Assumamos p(x) := ¢.(x), conforme (3.101), uma solucdo periddica de periodo L = 4

da equacao
—y" + (1= =50y =0, (3.103)

no caso em que ¢ ~ 0,5996827. A fun¢ao p(z) admite exatamente duas raizes no intervalo
[0,4) e p(0) = ¢.(0) = 0. Conforme a teoria em [55], descrita na Subsecao 2.4.3 desta

tese, existe a fungao y(z), solugao da equagao (3.103), que é linearmente independente a

p(x) e estd sujeita as condicoes y(0) = — = — e 1/(0) = 0. Além disto, existe
@ = e Y

uma constante # de maneira que

y(x +4) =y(x) +6p(z), VoeR

0.15

003 4

-01.05

-0.101

-0.13 1

Figura 3.4: Gréfico da fungao ¢, para L =4 e ¢ ~ 0,5996827, onde ¢, é dada por (3.102).

Em (3.102), notemos que ¢.(0) =~ 0,9808 e ¢”(0) ~ —0,2797. Com auxilio do pro-

grama Maple 16, podemos determinar numericamente, para ¢ ~ 0, 5996827, a funcao y(x)
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acima considerada, ja que esta é a funcao que satisfaz o problema de valor inicial
—y" + (1 —c* = 5oy = 0.
y(0) = o0 ~ 3,5753.
y'(0) = 0.
Nestas condigoes, notemos que y(4) ~ 3,5753 e y/(4) ~ 1,9283. Além disto,
y(z +4) =y(x) +0p(z) = y'(x +4) =y () + 6p'(2)

e, finalmente,

/
4
y'(4) =4 (0) +6p'(0) = 07(0) = 0= 5;”((0)) ~ —6,8942 < 0.

Pelo fato de termos obtido # < 0, segue do Teorema 2.12 que o autovalor 0 do operador

L1, ¢ simples. Além disto, como ¢/,(z) tem duas raizes no intervalo [0, 4), concluimos que
0 é o autovalor de nimero 1 na ordenacao crescente dos autovalores de £L; .. Portanto,
Ly, - H2,([0,4]) — L2,.([0,4]) admite exatamente um autovalor estritamente negativo,
o qual é simples. Este fato é valido para todo ¢ € I, pois, como ja comentado, a familia
{L4,p. }cer é isonercial. Lembremos também que, pelo Teorema 2.7, a autofuncao associada
ao autovalor de ordenacao 0 pode ser tomada par. Isto nos leva a concluir que, para
cada ¢ € I, o operador Ly, : H}, ([0,4]) — L2, ([0,4]) admite um tnico autovalor
estritamente negativo, o qual é simples.

Para efeito de ilustracao, determinaremos alguns valores de 6 para variados valores de

L e k fixados. Em todas as situagoes, evidententemente, 6 < 0.

Valores de 6 relacionados ao periodo L.

L |k c ec(0) | ¢2(0) | y(0)=y(L) | ¥'(L) 0
3,15 10,2 ]0,06748458 | 1,0139 | -0,0624 | 16,0289266 | 0,1651 | -2,6463
3,2009 | 0,2 | 0,18963431 | 1,0059 | -0,0599 | 16,6843128 | 0,1691 | -2,8215
4 0,2 | 0,61860169 | 0,8998 | -0,0343 | 29,1258115 | 0,2362 | -6,8807
5 0,5 | 0,76821636 | 0,8773 | -0,1601 | 6,24575978 | 2,6948 | -16,831
5,3 10,5(0,79701984 | 0,8521 | -0,1384 | 7,22520110 | 2,9410 | -21,249
54 10,5 0,80537268 | 0,8442 | -0,1321 | 7,57085041 | 3,0246 | -22,899
6 0,5 | 0,84580516 | 0,8009 | -0,1015 | 9,85231734 | 3,5424 | -34,902
7 0,5 | 0,88932340 | 0,7414 | -0,0690 | 14,4845620 | 4,4640 | -64,660
8 0,5 | 0,91646322 | 0,6936 | -0,0494 | 20,2248465 | 5,4540 | -110,31
10 0,5 | 0,94738540 | 0,6203 | -0,0283 | 35,3313528 | 7,6222 | -269,30
20 0,5 | 0,98710930 | 0,4386 | -0,0050 | 199,864313 | 21,559 | -4308,9
100 | 0,5 | 0,99948756 | 0,1962 | —0,00009 | 11172,7547 | 241,04 | —269303

Em verdade, segundo [55] e [56], a prova do Teorema 2.15 garante que, para qualquer

que seja L > me c € I = I(L), o operador L;,, apresenta as mesmas propriedades
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espectrais descritas para o caso em que L = 4. Frisemos que este resultado ¢é valido pelo
fato de conhecermos explicitamente o comportamento da fun¢do ¢. em (3.90) (outros
detalhes sobre o comportamento da funcao ¢, serao explorados e estabelecidos na subsegao
subsequente).

Continuemos a entender que L > 7 ¢é arbitrario, porém, fixado. Da Proposicao 3.16,
o operador

Liep. + Hper ([0, L]) x Ly, ([0, L]) = Ly, ([0, L]) x Lp,.([0, L])

per per per per

apresenta um tunico autovalor estritamente negativo, o qual é simples, para todo ¢ € I.
Em verdade, para cada c € I, o operador

Leg. t Hpero([0, L]) X Loy ([0, L]) = Ly, o ([0, L]) x Ly, ([0, L])

per,e per,e per,e per,e

também admite um tnico autovalor estritamente negativo, o qual é simples. Esta ultima
informacgao é outra consequéncia da demonstragao da Proposicao 3.16. Isto, pois, se a

funcao (.(x) for a autofuncao par de £, ,, associada ao autovalor Ag(c) < 0, entao, o vetor

Ce()
( —cCe()/(Mo(e) = 1) > (3.104)

caracteriza a autofuncao par que estd associada ao autovalor estritamente negativo do
operador Lpre o, -

Pela Observacao 3.18, 0 é um autovalor simples do operador Lg. ., para todo c € I.
Entretanto, é preciso que facamos uma ressalva. Notemos que ker(L ) = span{¢,}.
Como . ¢ uma fun¢do par nao-trivial, segue que ¢, ndo ¢ uma func¢do par. Dai, o
operador

Li,t H2, (0, L) = L2, ([0, L)

per,e

nao admite 0 como autovalor. Pelo fato da autofuncao de Lg. . associada ao seu autovalor

/

/

Pe ~ - .

0 ser , temos que a mesma nao é uma funcgao par. Disto, segue que o operador
CP.

Lege t Hper ([0, L]) X Lpey ([0, L]) — Ly, o ([0, L]) x Ly, ([0, L])

per,e per,e per,e per,e

nao admite 0 como autovalor.

Seja ¢ € I. Agora, estudaremos o espectro do operador

-2 +1-pt ¢

Similarmente ao que se fez no caso anterior, os autovalores nao-positivos do operador

Lim,,. sao estudados a partir do espectro nao-positivo do operador
Loy, = =02+ (1—c?) — b
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O operador Ly, , sobre L2, ([0, L]), com dominio H2, ([0, L]), ¢ linear, autoadjunto e

ilimitado. Além disto, 0 ¢ um autovalor de Lo, associado a autofuncao ¢.. Isto, pois,

Lo (pe) = =0pc+ (1 = &)pe — pipe = 0 = Ogp,. (3.105)

A relagao (3.105) é independente de L e de ¢ € I.

Como ¢, > 0, para cada ¢ € I, o Teorema 2.6 garante que os operadores da familia
{L2.,. }cer ndo tém autovalores estritamente negativos e sempre tém 0 como um autovalor
simples de L, .. Para cada c € I, pela Proposicao 3.17 e pela Observacao 3.18, o operador
Lim,,. nao tem autovalores estritamente negativos e 0 é um autovalor simples de L, .. -
Estas observagoes adicionadas ao fato de que ve é a autofuncao do operador

—CPc
Lim . associada ao autovalor 0 garantem que, para cada c € I, os operadores

Loy, Hyep ([0, L]) = Ly, ([0, L])

per,e

»Clm7<pc : H2 ([07 L]) X L2 ([07L]) — L2 ([O’ L]) X L2 ([07 L])

per,e per,e per,e per,e

nao admitem autovalores estritamente negativos e tém 0 como um autovalor simples.

Portanto, para cada L > 7 e ¢ € I, o operador

L e 0
Ecpc - < RO’SDC r ) )
Im,pc

admite exatamente um autovalor estritamente negativo, o qual é simples. O ntmero 0 é
um autovalor duplo de L, : [H2,.([0, L]) x L2,.([0, L])]* — [L2,,([0, L])]*. Por sua vez, o

operador

Loo [Hper ([0, L]) x Ly, ([0, LDJ* = [L5r, ([0, L])]*

per,e per,e per,e

admite exatamente um autovalor estritamente negativo, o qual é simples, e admite 0 como
um autovalor que também é simples e estd associado a autofungao (0,0, ¢., —cp.). Desta
maneira, contemplamos as exigéncias (b2) e (b3) referentes ao estudo da instabilidade
orbital das ondas estacionarias periddicas vinculadas a ¢. que solucionam a equacao de
Klein-Gordon (3.1).

3.3.3 Analise Espectral 11

Seja L > m. Consideremos que w := 1—c? e que ¢, = ¢, seja a funcao determinada em
(3.90). Nesta subse¢ao, mostraremos um estudo que aborda alternativamente a deducao
de caracteristicas espectrais do operador L ..

A fungao ¢, satisfaz a identidade (3.63), ou seja,
—o!! +wp, — @2 =0.
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d
Definamos 1, := d—(gow). Derivando a expressao (3.63) com respeito a w, resulta que
w

=1} + Wiy + Pu — 5k, = 0. (3.106)
Seja y, a funcao que soluciona o problema de valor inicial

—y" + (w = 5pg)y = 0.

y(0) = — SO,}(O) . (3.107)

y'(0) = 0.

Pela Teoria de Floquet (ver Neves, [58] e [59]), {¢.,, ¥} constitui um conjunto fundamental

de solugoes para a equacao —j” + (w — 5p? )y = 0. Além disto,
y(z+ L) =y(x) + 0g,(x), Vz €R,

onde

6 = (3.108)

~—

@l (0

¢ uma constante. Ressaltamos que y(0) = y(L) e é sabido que W (¢!, y)(0) = 1, onde W
¢ o Wronskiano de ¢/ e y. Em verdade, pela Férmula de Abel Liouville, determinamos
que

W(pl,y)(z) = W(g,,y)(0) =1, V2 eR.

Isto implica que
eu(@)y (2) — pi(x)y(z) =1, Vz e R (3.109)

Multipliquemos a expressao (3.106) por y e integremos o resultado deste produto sobre

o intervalo [0, L]. Vemos que
L
/ (=11 + Wit + 0w — Bpinuly da =0,
0
o que implica que
L
(L)Y (L) = n.(0)y'(0) + / [=nuy” + Wiy + wuy — Sy de=0.  (3.110)
0
Usando as informagoes dadas em (3.107) na identidade (3.110), determinamos que

na(0)y/ (L) + / oyl de = (L)Y (L) + / (puy] dz = 0. (3.111)

Por outro lado, multipliquemos a identidade (3.63) por y e integremos o resultado

deste produto sobre o intervalo [0, L]. Resulta que
L
/ [~ + wew — ¢lly dz =0,
0
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0 que é equivalente a

pu(L)y (L) = ¢, (0)y'(0) + /0 [~y + weuy — @hy] dz =0

Usando as informagoes dadas em (3.107) na identidade imediatamente acima, temos que

o (0)y/(L) + 4 / ly] do = (L)' (L) + / 4gly] dz = 0. (3.112)

Em seguida, consideremos a identidade proposta em (3.109) e a integremos sobre o

intervalo [0, L]. Determinamos que

L
/ Ly — ¢yl de = L.
0

Fazendo uso de integracao por partes, deduzimos que

L L L
L=—2 / ] dr = 2 / (o] de +2 / (o] do (3.113)
0 0 0

Combinando as informagoes (3.111), (3.112) e (3.113), estabelecemos que

Pwhmy-;%mﬂqu:L. (3.114)

A identidade (3.114) garante que y'(L) # 0. Como ¢”(0) < 0, em vista de (3.108),
concluimos que ¢ # 0. Do Teorema 2.12, 0 é um autovalor simples do operador L; ..
Usando a férmula explicita de ¢, em (3.114), podemos deduzir o sinal de y'(L) (e, conse-
quentemente o sinal de 6).

Com efeito, seja ¢, a funcao deduzida em (3.90). Temos que ¢, (0) = /13, onde 73
é definida em termos de k e L na relagao (3.94). Por outro lado, derivando a fungao ¢?

com relacao a variavel k, podemos estabelecer que

v, 0
o) 2=

o que implica que

nw<o>(a”)1~%<o>[ S

ok ok 0w ok [, 0w ok
9.2 . 9. 2.
Logo,
1 ow\ ' 0 1 Ony (0w
2 (0) — Lo (0) = . () L Wi L O (0w s
2 Ui \ok) ok T 2 T Ul |T ok \ ok 2
1
Pelas consideragoes acima apresentadas, o sinal da expressao 2wn,(0) — §<pw(0) éo
mesmo sinal de w - % . (g—:) — % Contudo, simplificamos esta tltima expressao
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CcOo1mo

5 =

s <aw>—1_n3 ; k2 (k2 1) K?

w B (2 - 2.
Ok \Ok L \/2-M+2k2—1
(3.115)
1
2-E-(=k'"+ K —1)+ K- (k' =3k +2)]

Definamos a fungao auxiliar
3-k*-(K*—1) K?

v(k) = .
[2.E.(—k4+k2—1)+K.(k4—3k2+2)}.\/2~\/k4—k2+1+2k2—1

Notemos que, conforme a Figura 3.5, v(k) > 0, para cada k € (0, 1).

900 4

8004

600 4

3004

4004

200

1004

Figura 3.5: Gréfico da fungao v(k), associada a (3.115), onde k € (0, 1).

Em vista da identidade (3.115), determinamos que, independentemente do periodo

L > 7, 2wn,(0) — %gpw(O) > (0. Esta informac@o permite garantir, devido a (3.114), que
y'(L) > 0. Como ¢”(0) < 0, segue que § < 0. Do Teorema 2.12, o operador L, ,, admite
um unico autovalor negativo, o qual é simples. Notemos que esta abordagem alternativa
determina informagoes acerca do espectro do operador £L; . sem a necessidade de utilizar
as aproximagoes numéricas e o conceito de familia isonercial exigidas na abordagem da

subsecao anterior.

Observagao 3.24. Em [54], o autor estudou a estabilidade orbital de ondas viajantes
periodicas para a equacao 4-KdV. No referido trabalho, ele analisou os autovalores estri-
tamente negativos do operador associado fazendo uso da expansao em série de Fourier da
funcao goz aqui tratada. Neste caso, a funcao suave, estritamente positiva, par e periodica
Y, que satisfaz (3.90) e

— g 4wy, — gl =0, (3.116)
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possui a expansao em série de Fourier

+o00 sinh (M)
n=1 Sinh( e )

onde C(ns, a, k) é uma constante, a« € C € tal que o® = —f%, v = sin™* <L> ,

Ny

dK
E=+vV1—-k? K = 5 ¢ Ao(v, k) € a Fungdo Lambda de Heuman dada por

Ao(v. k) = = [K(K)E(w, k') — K(k)F(v, k') + E(k)F(v, k)]

SHES

Seja v = (Vn)nez uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que v € PF(2) discreto
no sentido estrito se vy, > 0,Y n € Z € S€ Yn,—my Yng—ma — Vny—maVng—my > 0, para ny < ne
e my < my. Sequndo [54], com a fungdo ¢, atendendo a o, >0 e (Zg;\) € PF(2) discreto
no sentido estrito, entdo, o operador L = —02 + w — by, com D(L) = H>, ([0, L]),
admite exatamente um autovalor estritamente negativo, o qual é simples, e 0 também é um
autovalor simples de L. FEsta verificagdo seria, portanto, uma outra proposta alternativa

a abordagem detalhada nesta Se¢ao.

3.3.4 Convexidade da funcgao d

Nosso proximo passo ¢ analisar, para ¢ € I, I dado no Teorema 3.22, o sinal de

#0) = (o [ty ar).

onde L > 7 estd fixado. O sinal de d”, como exposto na condigao (b4), é de fundamental
importancia para garantir, conforme a Definicao 3.3, a instabilidade orbital das ondas
estacionarias periddicas em estudo.

Voltemos a considerar w := 1 —¢? e ¢, = .. Como visto em (3.63) e (3.64),
— ¢, + wp, —<P2 =0

1
(¢L)" = 3 (=l + 3wl + 6By, . (3.117)

Integrando a expressao (3.117) sobre o intervalo [0, L] e fazendo uso de integragao por

partes,

L L
1
—/ Pl dr = g/ (=2 + 3wl + muans) dx,
0 0
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do que segue, por (3.63),

L L N L 1L
—w/ @2 dm—l—/ @8 dx:——/ ©° d:c—irw/ 2 d:c—l——/ mnans dz,
0 0 3 Jo 0 3 Jo

ou equivalentemente,

4 L L 1 L
§/ @8 dx = Qw/ @2 dx + §/ mn2ns dx. (3.118)
0 0 0

Derivando a expressao (3.118) com relagao ao parametro w,

8/L5d( ) d 2/L2d +2 /Ld(Z)d +1/Ld( ) dz(3.119)
— (Puw = w — T+ - — .
0 Yo dw 1 o 0 P G o dw Yo 3 )y dw ks

d
Fagamos 7, := — (9,,). Derivando a identidade —¢” + wep,, — ©> = 0 com relagio ao

parametro w, temos a validade da identidade (3.106),
—1} + Wi + Pu — 50 = 0. (3.120)

Multiplicando a expressao (3.120) por ¢,, e integrando o produto no intervalo [0, L],

segue que

L L
0 = / (=1 + Wi + 02, — dpln,) do = / (=1l + wiwp + 05 — BN, do
0 0

L L L
= / [— (W — @) + Whwpw + @2 — Bpon.] do = / ol dz — 4/ >N, dz,
0 0 0

ou seja,

S

L d L
5 )
0o (0w) dx :/ @, dx. 3.121
JRr | (3121)

Logo, combinando (3.119) e (3.121),

L L d
2/ ol dr = 8/ ) —(pu) dx
0 0 d

L ) L d ) 1 L d
— 2 dr + 2 - de +- | — d
/0 @, dr + W/O dw(%) $+3/0 dw(nmzng) T

Lod 1 [t a
9 SN de=—= | = d
w/o dw(%) % 3/0 T (mnans) de,

donde



Portanto, para c € I,

d//() _ _i /L Zd __/L 2d_i /L 2d
c - dC c 0 gpc T - 0 QOC T CdC 0 gpc T
L d d L

_ 2 . el el 2
- /0 SOC dl? c <dC<w<C))> dw (\/0 ng dl’)
L, ) 1 L q

L ) 2 d L
S d s d
/0 Yo AT+ 530 </0 213 ZC)

2
9 L d 0
= —|lg.l?- (kK . )
el + 5 - (k) - 5 ()
Para L > =, L fixado, temos que
V2K
TN = —\/2_—L (\/5\/4\/1@4 —k24+1-2(2k* — 1) + \/4\//<;4 — k2 + 1+ 2(2k* - 1))]

« [2K (VBVIVRT=R T T - 202 — 1) - 1V R Lk - 1>>]

X g\/%/k‘l — K2+ 1+ 202k — 1)] ,

o que indica que

2K
miens = —% (8\/k4 —k2+1— 16k + 8) \/4\//%;4 — K2+ 1+2(2k* - 1)

4V2K3 2 2
= -5 <\/k;4—k:2+1—2k: +1) \/4\/k4—k2+1+2(2k; —1).
Usando a identidade dada imediatamente acima, segue que

4
(%(nmws) = 23[ {31?(2 a0 (\/k4—k2+1—2k2+1> \/4\/k4—k:2+1+2(2k2—1)

2 3
+ [5(#—4!@) \/4\/1<;4 K2+ 1+ 22k — 1)
w2k
+ K3 <,/k4_k2+1_2k2+1> k4—k2+1

\/4\//<:4 — K2+ 1+2(2k* - 1)

24K2\/2\/k4 — k2 + 142k -1
a L3k(1 — k2)

< [(VE=EFT-2 1) E- (-8 (V=TT +1) K],

90



0 que garante que

0
ok (mmnanz) > 0, (3.123)

pois,
(\/k4—k:2+1—2k2+1>E—(1—k2) (x/k4—k2+ —k2+1>K<0, v ke (0,1).
Notemos que, em vista de (3.123) e do Teorema 3.21,

2L d 0
32 -3 dw (k(w)) - %(7717727]3) < 0.

Finalmente, fazendo uso da igualdade (3.122), temos que
d'(c)<0,Vcel.

Com base no que foi apresentado nesta se¢ao, podemos enunciar o seguinte resultado:

T2 _ 2
Teorema 3.25. Seja L > w. Para todo c € I = (0,aq), onde ag = Tﬂ, existe uma

funcgao p., solucao suave, estritamente positiva, par e periodica de periodo L da equagao

(3.47),
—g+ (1= — 2 =0,
que € determinada pelo Teorema 3.22. Além disto, a funcao u.,
u(z,t) = "o (x), (z,t) € R x RT,

€ uma solugao onda estaciondria orbitalmente instavel para a equacao de Klein-Gordon
(3.1), conforme a Defini¢cio 3.3,V c € I.

Observagao 3.26. Seja H!(R) x LZ(R) C X, onde X := H'(R) x L*(R),
H!R) = {f € H"(R); f ¢ funcdo par} e LX(R)={g e L*(R); g € fungio par}.

Neste contexto, a verificagao de que solucoes do tipo onda solitdria sdo orbitalmente

instdveis, sequndo as premissas dadas pela Definicio 3.3, provém de uma combinagdo

da teoria classica de Sturm-Liouville com a teoria classica de Grillakis, Shatah e Strauss.
Sejam c € (—1,1) e

0o(€) = (3 — 3¢%)isech? (2v/1 — %¢), € € R, (3.124)

uma fungdo suave par, solu¢ao do tipo onda solitdria a equagdo (3.47). Notemos que a
fungdo @. nao tem alterndancia de sinal, isto €, temos que p.(§) > 0, V £ € R ou temos

que p.(§) <0, V & € R. Além disto, a fungao ¢, admite exatamente uma raiz - o nimero
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0. Pela Teoria de Sturm-Liouville, como ¢.. € uma autofun¢do associada ao autovalor O
do operador Ly, : H*(R) — L*(R), seque que 0 € um autovalor simples deste operador
e L1, : H*(R) — L*(R) admite exatamente um autovalor estritamente negativo, o qual
também ¢é simples. Como a autofuncao associada ao autovalor de ordenacao 0 € par,
seque que o operador Ly ,, : HZ(R) — L2(R) admite um tnico autovalor estritamente
negativo, o qual € simples. O niumero 0 nao € um autovalor deste ultimo operador, pois,
ker (Ly,,,) = span{¢.} e ¢l ndo € uma fungao par. Em vista disto, o operador

Lpey. : HX(R) x LZ(R) — L2(R) x L*(R)

e

admite exatamente um autovalor estritamente negativo, o qual € simples, e 0 nao € um
autovalor para este operador. Por sua vez, devido a nao alternancia de sinal, como @, é
uma autofungao associada ao autovalor 0 do operador Ly, : H*(R) — L*(R), seque que
o operador Ly ,, : H*(R) — L*(R) nao admite autovalores estritamente negativos e 0 ¢,
portanto, um autovalor simples. As mesmas consideracoes valem para o operador

Limo. : HA(R) x LA(R) — LA(R) x L3(R).

e

Concluimos, portanto, que o operador Ly, : [HZ(R) x L§(R)]2 — [Lg(R)}4 admite exata-
mente um autovalor estritamente negativo, o qual € simples, e 0 é também um autovalor
simples associado a este operador. Além disto, no caso das ondas solitdarias, temos que a
constante B, ¢ identicamente nula e usando uma argumentacdao similar a feita no caso

das ondas periddicas, ver (3.122), seque que
d//(C) = _HSOC“%Q(R) < 07 Vece <_17 1)7

o que tmplica, pela Teoria de Grillakis, Shatah e Strauss, que as fungoes determinadas
em (3.124) estao associadas a solugoes da equagao de Klein-Gordon (3.1) que sao ondas

estaciondrias orbitalmente instdveis no contexto da Definicdo 3.35.
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Capitulo 4

Estabilidade Orbital de Solucoes do
tipo Onda Estacionaria Periodica
para a Equacao de Schrodinger

Logaritmica

Seja a equacgao de Schrodinger Logaritmica
iUy 4 Uge + log(|ul?)u =0, (z,t) € R xR, (4.1)

onde p € N estd fixado. O objetivo deste capitulo é fazer o estudo da estabilidade orbital
de solugbes do tipo onda estaciondria periédica para a equagao (4.1). Em um primeiro
momento, para cada T' > 0, deduziremos a existéncia e unicidade de solugao fraca para o
problema de Cauchy relativo a equagao (4.1). Mais que isto, mostraremos que o problema
citado apresenta duas quantidades conservadas e uma dependéncia continua das solugoes
fracas com respeito a variagao da condigao inicial. Em seguida, deduziremos a existéncia
de solugoes do tipo onda estacionaria peridédica para a equagao (4.1) e, finalmente, serao
exibidas condigoes que garantem, via procedimento classico, a estabilidade orbital destas

ondas no contexto do espaco H,,,([0, L]).
4.1 Existéncia, Unicidade e Dependéncia Continua

de Solucoes Fracas

Seja p € N fixado. Sejam L > 0 e T > 0 também fixados. Suponhamos que a
funcao ug € Hp,,([0, L]). Ao longo desta segao, iremos averiguar a existéncia, unicidade e

dependeéncia continua de solugoes fracas para o problema de Cauchy associado a equacao
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de Schrodinger Logaritmica (4.1),

(4.2)

iUy + Uyy + log(|uP)u = 0.
u(z,0) = up(x), z € R.

Definigao 4.1. Dizemos que a fun¢io u : R x [=T,T] — C € uma solugdo fraca do pro-
blema (4.2) seuw € L=(=T,T; H. ([0, L])), uy € L=(=T,T; H.1([0, L])) e se a identidade

per per

perstiper

i (ue(+, 1), &) y=1 —/0 Vu(-, )V dx+/0 u(-,t) log(|u(-, t)|")¢ dz =0

for satisfeita para cada ¢ € H; ([0, L)) e para quase todo t no intervalo [—T,T]. Além

er

disto, u deve satisfazer a condi¢ao inicial u(-,0) = uo.

Em seguida, provaremos o resultado que concentra os principais objetivos desta secao.

Teorema 4.2. Erxiste uma fungio v € C°([=T,T); HL..([0,L])) que € a tnica solugao

per

fraca para o problema de Cauchy (4.2).

Além disto, existem duas constantes reais ¢ € ¢ para as quais

ettt i=g | [ et (3 ogut0) e 0 o] = (43)
f@@ﬂ%-%AﬂMﬁdeE@, (4.4)

para quase todo t € [T, T].

Finalmente, suponhamos que {X,}uen C Hl}er([O, L)) e que u, seja a solu¢do fraca para

o problema de Cauchy

0 02

ia(“u) + @(uu) + log(|uy|")u, = 0.

uu(x,0) = xu(x), z €R.

(4.5)

—s00
Se xp "= ug em H!

per

([0, L)), entao,
u =3 u em CO([-T,TJ; Hy,, ([0, L])).

Demonstrag¢ao. Com a finalidade de provarmos a validade do Teorema 4.2, usaremos como
referéncia os preceitos que fundamentam o conhecido Método de Galerkin. Seguiremos
ideias propostas por Cazenave e Lions, [26] e [49], respectivamente. Para facilitar a

abordagem, esta demonstragao serd apresentada em sete etapas.
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Etapa 1: Problema Aproximado

A ideia inicial é fazer a construcao de uma sequéncia de solugoes fracas para problemas
aproximados a (4.2), de modo a usi-la como referéncia para provar a existéncia de uma
solucdo fraca para o problema de Cauchy (4.2).

Seja v € C fixado. A principio, consideremos o conjunto de autofungoes {w;}jen que

soluciona o problema espectral

{ —2[w;] + w; = Njw; em (0, L).
w3(0) = (L) = 7.

Aplicando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, redefinamos {w, },en, se

necessario, de modo a garantir que
e {w,},en é um conjunto ortonormal completo em Lper([O, L]);

e {w,}yen é um conjunto ortogonal completo em H,,,.([0, L]).

Para cada m € N, definamos V,,, := [wy,ws,...,wy], 0 subespaco gerado pelos m
primeiros elementos da base {w,},en. Tratemos o problema de determinar, para cada
meNete|[-T,T], afungdo um,(t) € Vi,

t) = Z Gim (t)wj, (4.6)

que satisfaz o seguinte problema de valor inicial

(i), (1), @)1z, 1z, — (Vum(t), Veoy)rz, 1

per»per perstper

+(um (t) log(Jum (t)[P), w2 12 =0, 7€{1,2,...,m}.

per»~per

(4.7)

Um(0) = uom = Za]mwj "% e em HY ([0, L]).

per

\

Fazendo uso do Teorema de Carathéodory, provaremos a seguinte afirmagao:

Afirmagao 1. Seja m € N. Eriste uma func¢do absolutamente continua u,,(t), definida
conforme (4.6), que soluciona o problema (4.7). Consequentemente, sobre o intervalo

[—T,T], a funcao u,,(t) existe no sentido de Dini.

De modo a provar a Afirmacao 1, consideremos um problema equivalente a (4.7).
Substituamos a igualdade (4.6) em (4.7). Temos o problema de determinar as fungoes

Gims J € {17 2,...,m}, que satisfazem

ngm wmwﬂ> L2, L3, — ngm( )(Vw,.i, vw]) L2, L2,
k=1
+<um( ) log(|um () P), wj)rz,, 2., =0, (4.8)
\ g]m(o) ajma J = 1a 27 , M



Desenvolvendo a identidade apresentada em (4.8), esperamos que, para cada t € [T, 7],

(Wi, wi)rz, 2, - (Wmowi)rz, L2, Jim (1)
(W, wm)L,%er L2, --- (Wi, wm)L,%eT L2, G (t)
<Vw1, Vw1>Lger Lper Ce (Vwm, Vw1> per Lper Jdim (t)
+ 1 e : : (4-9)
(Vwy, Vwm) 2,02, - (Vom, Vom)rz 1z, Gmm (1)

/O i (£) 108t (1) )7 diz

/0 i (£) 108 |t (8) )

Lembremos que o conjunto {w, },en é ortonormal no espaco L2,,.([0, L]). Disto, segue

que
<w1, W1>ng L2, <W2, W1>L§W L2, - <wm7 uJ1>L§W 2, 10 0
(wi,wa)rz, 12, (wo2,w2)rz, 12, - - (W wo)rz, 12, _ o1 ...0 1
(Wi, Wm) 12, 12, (W2, Wm)r2,, 12, -+ (Wm W)Lz, 12, 00 ... 1
Também definamos a matriz
<Vw17 Vw1>L12,e,r LpeT st <vwm7 V('Ul)L;%er LpeT
V=i : . (410)
<VW1, Vwm> er L;Q;er e <Vwm, Vwmﬁ%er L%er
e, para cada t € [T, T], o vetor
gim (t)
Y(t):= : ) (4.11)
Grmm (1)

Em seguida, definamos a fungao @, Q(A) := Alog(|A]?), V¥ A € C. Usando que
W= (wi,wa, - W)

¢ um vetor m-dimensional e, relacionando as informagoes (4.9), (4.10) e (4.11), obtemos

que u,,(t) =W - Y(t) e segue a identidade

z/o QW - Y (t))wr dx
Y'(t) + VY(t) = : . (4.12)

i /0 QW - Y (1)) da
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Introduzamos a funcao R : C™ — C™, cuja a lei de formacao é dada por
L
i [ Q- yar ds
0
R(y) := : : (4.13)

i/OLQ(W-y)mdx

onde y = (&,...,&n) € C™. Associando as informagoes (4.12) e (4.13), vemos que o

problema (4.8) pode ser tratado como

Y/(t) + VY (1) = R(Y(2)), (414)
Y(O) = Yo, '
Y(0) = yo := ;m eC™. (4.15)

Com a finalidade de aplicar o Teorema de Carathéodory para provar a Afirmacao 1,

estabelecamos a funcdo auxiliar h : [-T,T] x C™ — C™, definida por

h(t,y) = R(y), (4.16)

onde t € [-T'T) ey = (&,...,&n) € C™. Para aplicar tal resultado, entretanto, serd

preciso que facamos a verificacao de trés condicoes elementares:
(i) Para cada y € C™ fixado, a funcao h(t,y) é mensuravel na varidvel ¢.
(ii) Para quase todo t € [T, T fixado, h(t,y) é uma fungao continua na variavel y.

(iii) Para cada compacto U C [—T,T] x C™, existe uma fun¢ao my(t) que é integravel
e tal que
1A, y)llem < mu(t), ¥ (¢ y) € U.

Em um primeiro momento, notemos que a funcao h, definida em (4.16), independe da
varidvel t. Logo, para cada y € C™ fixado, a fungao h(t,y) é mensuravel na varidvel t.
Isto prova o item (i) acima listado.

Em seguida, consideremos {y,},en C C™ uma sequéncia tal que v, Xy em C™.
Obviamente,

Wy, =3 W .-y em H. ([0,L]) = L ([0, L]).

per per

Isto é suficiente para garantir que, em vista da continuidade da funcao (), para cada
je{1,2,...,m},

(W (@) - ) log(IW () - 9 [P)w; () = (W (x) - y) log(|W (z) - y|")w; () em C,
para quase todo z € [0, L.
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Suponhamos que vy, = (v, y2, ..., y™). Notemos que, pelo fato de a sequéncia
{y»}ven ser convergente em C™, existe uma constante k; > 0, de tal modo que, para
quase todo x € [0, L],

(W) -yl =

> yiwi(@)
j=1

Logo, usando a continuidade da funcao (), obtemos a existéncia de uma constante ky > 0,

<> Iyl sw [lwellig,] < ki, Vv eN.
j=1 ke{l,...m}

de tal maneira que se j € {1,2,...,m}, entao,

ke{l,...,m}

(W () - y) log(IW () -y |P)w; ()| < |QW () - )| [ sup [HWk:HL;;gT]] <ks, VveN,
para quase todo x € [0, L]. Além disto, para cada j € {1,2,...,m},
L
/ (W (x) - y,)log(|W (z) - y|")wj(x)| dov < koL, Vv e N. (4.17)
0

A desigualdade vista em (4.17) permite a aplicagdo do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que garante que, para cada j € {1,2,...,m},

L L
z/ Q(W‘yy)w_jdxl’_}—ofi/ QW -y)w; de em C
0 0
e, portanto,
R(y,) =5 R(y) em C™. (4.18)

Por sua vez, a convergéncia apresentada em (4.18) é suficiente para garantir que, para
cada t € [-T,T)] fixado,

h(t,y,)—h(t,y) em C™ sempre que y, — y em C™.

Isto conclui a verificagao do item (ii).
Finalmente, assumamos que U C [T, T] x C™ seja um conjunto compacto. Conforme
a verificagao (4.18), em vista da continuidade da func¢ao R, existe uma constante k3 > 0

tal que
[h(t, )llcm = [ B(y)llem < ks, V (t,y) € U. (4.19)

Como toda fungao constante é integravel, a rela¢ao vista em (4.19) conclui a validade do
item (iii) acima estabelecido.

Atendidas as condigoes de Carathéodory (i), (ii) e (iii), temos a existéncia de uma
funcao Y'(t) que soluciona o problema de valor inicial (4.14). Tal solugao é obtida para ¢
variando sobre um intervalo [T, T),], com 0 < T,, < T. Além disto, Y (¢) é uma funcao
absolutamente continua e, portanto, derivavel quase sempre sobre o intervalo [—T,,, T},].
Tal regularidade também serd herdada pelas fungoes do tipo g;(t) e, obviamente, pelas
fungoes do tipo u,,(t). Esta consideragao prova parcialmente a Afirmacao 1. Para finalizar
esta alegagao, serd preciso que obtenhamos a extensao das solugoes u,,(t) sobre o intervalo
[—T,T). Isto serd possivel apds estipularmos uma estimativa conveniente para ||u,, (t) Higer;

estimativa esta que independe do indice m.
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Etapa 2: Estimativas a Priori

O Teorema de Carathéodory garante que a func¢ao wu,,(t) é absolutamente continua
e que a funcdo u/,(t) existe no sentido de Dini sobre o intervalo [-T,,,T,,] C [-T,T].
Fixemos t € [T}, Tpn]. A fungdo u,,(t) soluciona o problema (4.7). Ou seja, para cada
Jj€{1,2,...,m}, u,(t) satisfaz

i, (t), widrz,, r2,, — (Vum(t), Vwj)rz 12+ (um(t) log(lum()[7), wj) 12, 12, = 0. (4.20)

per»per per»per

Multipliquemos (4.20) por g;,(t) e somemos sobre j. Resulta que

W (8), um (1)) 22,12, = (Vum(t), V(b)) 2, 12

perstper

H(um () log([um () [7), um(t)) 3, .12, = 0.

per»~per

Equivalentemente, temos que

z'/o () (t) dz —/O |V, (t)|? dz +/0 10 ([t () [P) [t (1) |* dz = 0. (4.21)

Em seguida, consideremos o conjugado complexo da identidade apresentada em (4.20).

Vemos que

—z'/o ul (tw; dx —/ Vi (t)Vw; dz +/ U () og (|t (1) [P)w; dz = 0. (4.22)

0

Multiplicando a expressao (4.22) por gj,(t) e somando sobre j, obtemos que

‘i/o Uy (1)t (1) dw—/o |Vt (t)]? dx+/0 10g(|tm (8)7) |t (£)[* dz = 0. (4.23)

Facamos a diferenga entre (4.21) e (4.23). Deste processo, resulta que

;i [ /L [t (£)[* dfv} —i/OL [um(t)%(t) + ()1, (£) | dz = 0. (4.24)

Como uma consequéncia natural de (4.24) e pelo fato de {w, },en ser um conjunto orto-

normal completo no espago L2 ([0, L]), temos que
125, = N ()25, = Nuomll2s., < lluollZs, < luoll (4.25)

Lembremos da fungao Y (t) definida em (4.11). Pela relacao (4.25) temos que, para
cadam € N e para t € [-T,,, T),

Y ®)llen = Igjm )= llum@®Zz,, < lluollfy,, -
pe

per

O Teorema 2.3 permite obter, para cada m € N, uma extensao da fungao w,,(t) sobre o

intervalo [—T, T]. Desta maneira, a prova da Afirmagao 1 estd finalmente concluida. Além
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disto, a desigualdade apresentada em (4.25) é vélida para cada t sobre o intervalo [T, T7,
uma vez que a mesma foi estruturada independentemente do indice m relacionado.

As proximas estimativas a serem estabelecidas estarao intimamente relacionadas a
deducao da funcao u proposta no enunciado do Teorema 4.2.

Inicialmente, mostraremos que {u;, }men é uma sequéncia limitada no espago de So-
bolev L>(=T,T; H',.([0,L])). Seja t € [-T,T]. Multipliquemos a expressio dada em

per

(4.20) por gjm( ) e somemos sobre j. Resulta que
(0, (D12 23, — (Tt (8), V() 13, 1.,

+H(um () log(Jum () [), w, (1)) 13,22, = 0,

ou equivalentemente,

i /0 ! ()2 dr — /0 Vun()V (D) de + /O Log( [ty (£) | )1t (£) (D) dx = 0. (4.26)

Multipliquemos a expressao (4.22) por gj,,(t) e, novamente, somemos sobre j. Logo,

—i/o lul ()] dx—/o YV (t)Vu,, (t) d:zc—l—/o 108 ([t (1) |P) [t ()2, (t) dz = 0. (4.27)

Somemos as expressoes dadas em (4.26) e (4.27). Este procedimento garante que

_% {/OL |V, (1)) dm} +§/OL log (|t (t)[*) [K(t)u:n(t) +u;n(t)um(t)} dx = 0. (4.28)

Em um primeiro momento, notemos que

%MWWWMW)MF%Mwl

(4.29)
+ /0 [ty (£t (£) + s (t) 0, (1))
:Aﬂmmmwﬁﬂm%w+%@u dm~{/h%\”4-
Relacionando as informagoes (4.28) e (4.29), temos que
_% [ OL|vum(t)y2 dm} _5% [ [ lun ()P dx}
(4.30)



A identidade apresentada em (4.30) é suficiente para que tenhamos

L
p p
IVl + 5 lun(®l3s, ~ 5 [ (0 log(lun()) do
0

2 b 2 p [* 2 2
= Vo, + Slonly, =5 [ wonfog(on ) d

ou ainda,

L
p p
@l + (5= 1) im0z, =5 [l O ol () do

(4.31)
p p [*
— lon g, + (5 = 1) luom g, ~ % [l og(luon ) do.
per 0
Associemos as informagoes (4.25) e (4.31). Vemos que
o [
Jun ®lFyg, = Tuomly, — 5 [ uonf log(luan?) do
0
(4.32)

= B[ 0 toa(fun ()7

Devido ao fato de o conjunto {w, },en ser ortogonal no espago H,,,.([0, L]), segue que

[uom Iz, < lluollz,, - (4.33)

pe per

Adicionalmente, uoy, € H,,,.([0,L]) < L32,.([0, L]). O fato de a funcao A — [X[*|log(|A]*)]
ser continua e a limitacdo proposta em (4.33) garantem a existéncia de uma constante

ky > 0, k4 independente do indice m, de tal forma que
[wom ()% log(|wom (2)[*)] < ka, ¥ @ € [0, L]. (4.34)
Devido & desigualdade (4.34), determinamos que

pkyL

L
0

De modo a deduzir uma limitagao conveniente para a terceira das parcelas apresentadas

no lado direito da identidade proposta em (4.32), consideremos um resultado auxiliar.
Afirmacao 2. Seja a funcdo 7 : R — R, dada pela lei de formacao

7(0) =0 e 7(x) = 2%log(|z|) — 2*, sexz € R —{0}.
Entao, 7(x) <0, Vx € R.
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A validade desta informacao serd garantida em etapas. Inicialmente, notemos que a
fungao 7 é par e que 7(0) = 0. Seja z € R — {0}. Temos que 7(z) = z*[log(|z|) — =?].

Se z € (0, 1), entao, log(|z|) < 0. Isto é suficiente para que tenhamos log(|z|) — 2% < 0
e, consequentemente, 7(x) = z*[log(|x|) — 2?] < 0.

Seja x > 1. Definamos a fungao o, onde o(z) = log(|z|) — 2% = log(z) — z*. Vemos
que o(1) =log(1) — 12 = —1 e que

1 1 — 222
o(r)==—-2r= T <o
x x
Em virtude desta desigualdade, o(x) < o(1) = —1 < 0. E, consequentemente,

7(z) = 2*[log(|z|) — 2%] = 2°0(x) < 0.

Portanto, como 7 é uma funcao par, segue que 7(z) <0, V x € R.
Em vista da Afirmagao 2,

/0 [t () 2 log (|t ()]) da S/o | (8)|* dz. (4.36)

A Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg determina a existéncia de uma constante k5 > 0,
ks independente de m, de tal modo que

lum(®llts,, < ks [IVem(®)llzz

per

un (033, + lum(®lLs, | (4.37)

Seja M > 0 uma constante arbitraria. Aplicando a Desigualdade de Young em (4.37),

temos que

[~ 1
lun(®llls < ks M2||wm<t>||%gw+@num(wn%;”+||um<t>||igw}

per

(4.38)

[ —. 1
< ks [ D lun(0)] +THUm(t)HGLger+Hum(t)migw]'

v M?

Redefinamos M := . Fazendo uso das desigualdades propostas em (4.25), (4.36)

1
\ 2])]{75

e (4.38), temos que

g /0 |1t (1) |2 10g (|t (1) 2) d < [t (8)]| 4

per

1
< §||Um(7f)||§{;w + 20° k3| (D) 122, + Psllum ()72, (4.39)

1
< §Hum(t)\ﬁ{;w + [2p2k§\|uoH?{5w +pk5\|u0H§{geJ ,

Estabelegcamos a constante
ke == 2 [2p2k§HuoH%;er + phs||uo| [y, + HUOH%;W] + pkaL.
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Obviamente, kg > 0 independe do indice m. Relacionando as informagoes (4.32), (4.33),
(4.35) e (4.39), determinamos que

Hum(t)“%;er < kg, parat € [-T,T].

Desta tltima relagao, entendemos que

HumHLOO(fT,T;H}W) < v ks. (4.40)
Por construcao, temos que u,,(t) € L2, ([0, L]) — H,1([0, L]), para cada t € [-T,T].

O proéximo passo é fazer um estudo apropriado para a limitacao da sequéncia de funcgoes
{u}, }men no espago de Sobolev L>(—=T,T; H, ([0, L])).

per

Sejat € [T, T] fixado e consideremos a funcao v € H,,,.([0, L), sujeita a [|v]|, < 1.

per

Suponhamos que v := vy + v9, de forma que v; € span{w,}", e que

0= (vo,wy)r2 12 , Yve{l,2,...,m}. (4.41)

perr»~pe

Em vista do problema de valor inicial apresentado em (4.7), temos a identidade

(up, (t),v1) 2 12+ i(Vum(t), Vo) 2 2 = i(um(t) log(|um(8)[P), v1)r2 12 . (4.42)

per»per per»per per>per

Por sua vez, a rela¢do (4.41) mostra que
<u;n<t) PCT 1087” Z‘g]m wk’ UQ L?)er Lper = O (443)

Combinemos as informagoes (4.42) e (4.43). Vemos que

<u;n(t)7 U>H71 H1 = <U;,n(t), U>L%ervL12)er

perstiper

= —i(Vun(t), Voi)rz, 12, +i(un(t)log(|lum(t)["), v1) 12, 12

per»~per

e, naturalmente,

< [(Vun(t),Vui)rz 12

pers>Hper

|<u;n<t) V) -t JHY,

pers

(4.44)

+ [um () log(lum()[), v1)13,,.13

per»~per

Devido a Desigualdade de Cauchy-Schwartz, a ortogonalidade do conjunto {w, },en
em H! ([0,L]) e a verificacao (4.40),

per

[(Vum(t), Vor)iz, iz, | < [IVum @)z, Vo 2

per per —

< v Ol g, o1

per per per per

(4.45)
||H;e'r S vV ]{?6, vV méeN.

Em virtude da imersao de Sobolev H!, ([0, L]) — L2 ([0, L]) e da majoragao proposta

per per

< um@ly

per

m (4.40), existe uma constante k7 > 0, tal que
|um(x,t)| < k7, para quase todo (z,t) € [0, L] x [T, T].
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Esta desigualdade, em face da continuidade da fungao A — |A|?|log(|]A|?)|?, estabelece a

existéncia de uma constante kg > 0, de tal maneira que
[ (@, )]? | Jog (|um (z, )P)* < ks, (4.46)

para quase todo (x,t) € [0, L] x [-T,T]. Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz e a
relagao (4.46), vemos que, para t € [—1,T],

[ (tm () Log (fum (D)), 01) 12, 12 vl

per»~per

<t (£) log(Jum (1) )] 2

per per

. . (4.47)
2
s{/|wﬁwu%w%mVde loullmy, < vEsEllollmy, < v/ksL.
0

Finalmente, definamos a constante kg := v/ kg + \/ ksL. Notemos que tal constante é
independente do indice m. Combinando as relagdes (4.44), (4.45) e (4.47), temos que

(o (0), 0 ot g | < o

para cada t € [-T,T]. A arbitrariedade da funcio v € H! ([0, L]) é suficiente para

per

concluir que
||u ||L°° (=T, T;Hpet) = < ky. (4.48)

Etapa 3: Passagem ao Limite

Em seguida, usaremos as estimativas a priori obtidas como estratégia para que consi-
gamos garantir a existéncia de solucdo fraca para o problema (4.2).

As estimativas (4.40) e (4.48) sdo suficientes para determinar a existéncia de uma
subsequéncia de {u, }men, denotada pela mesma simbologia da sequéncia original, para

qual existe uma funcao u tal que

Up, — u fracamente em L*(=T,T; H}, ([0, L])),

uy,, — u' fracamente em L*(=T,T; H ([0, L)), (4.49)
U = u fraco —x em L*(=T,T; H],,([0,L])) e '
w2 fraco —x em L®(=T,T; s Hoo([0, L])).

Subsequentemente, faremos uso do Teorema de Aubin-Lions, ver [49]. Consideremos
os espacos de Hilbert By = H! ([0, L]), B = L2, ([0, L]), B, = H,..([0, L]) e denotemos

per per

po = p1 = 2. Devido & imersio HY,. ([0, L]) <> L2,.([0,L]) < H,.1([0, L]), temos que
W= v e PTTHL(0.0), v = 5 € DT T A(0.L) )

é um espaco de Banach imerso compactamente em L*(=T,T;L2,.([0,L])). Pelas veri-

ficagoes (4.40) e (4.48), {um}men é uma sequéncia limitada na norma de W. Desta
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maneira, existe uma subsequéncia de {u, } men, também denotada da mesma maneira que

a original, tal que

U, — u fortemente em L*(—T,T; L2, ([0, L])). (4.50)

per

Esta tultima informacao é suficiente para garantir que
U (z,1) =3 u(x,t), para quase todo (z,t) € [0, L] x [=T, T].

Por sua vez, a continuidade da fungao Q(A) = Alog(|A|P) garante que

m—o0

|t (2, ) og([um (2, 1)) — ulz, 1) log(fu(z, 1)|")] 0, (4.51)

para quase todo (z,t) € [0, L] x [T, T].
Da relagao (4.40) e da imersao de Sobolev H! ([0,L]) — L2 .([0,L]), existe uma

per per

constante k1o > 0 tal que

Hum”Loo(fT,T;Loo ) < klO; VY m € N. (452)

per

Tal informagao, em conjunto com a continuidade da fungao ) e o fato de que a fungao
u € L>([0, L] x [-T,T]), garante a existéncia de uma constante ki; > 0 tal que, para
quase todo (z,t) € [0, L] x [-T,T],

|t (2, 1) 10g (|thyn (2, 1) [P) — w(z, t) log(|u(z, t)[P)|* < K11,V m € N, (4.53)

Usando as premissas (4.51) e (4.53), em vista da aplicagao do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue,

T L
/ / i (2, £) Jog[ttm(, D)) — ulz, £) logJul, O)P)[ dax dt "= 0,
-1 Jo
e, consequentemente,
U, 10g (|t |P) — ulog(|ul?) fortemente em L*(—T,T; L;er([(), L])). (4.54)

Consideremos 0 € D(—=T,T). A principio, da quarta convergéncia proposta em (4.49),
lembremos que

ul, o' fraco-+ em L(=T,T; HL([0, L])).

per

Desta forma, para cada x € L'(=T,T; H' ([0, L])), temos que

per

/ T [<uin(t),x(t)>H;;,Hl }dt“ﬂ’f / ' [(u'(t), Xt | dt.

per per

-T -T

Seja X(t) = 0(t)wj, onde j € N. Evidentemente, X € L'(=T,T; H,,,([0, L])), pois,

T T
[ ROy = [ 10001 sl e < 27100y s, <+
T =T
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Com base nas informacoes acima apresentadas, para cada j € N,

per per

=T =T

/ NCACR o = / 00,00 |

T
[(Ul(t)v Wj)H,;IT,Hl
T

} o(t) dt.  (4.55)

/Z [t (0).03) 1y, | 000) ™ /

Agora, usemos a terceira informagao proposta em (4.49). Temos que

Uy = u fraco-« em L®(=T,T; H! ([0,L])),

per

o que implica que

/ (a1 1y, ] ™5 (wl®) 3 )y, |

sempre que x1 € L'(=T,T; H, ([0, L])). Definamos a fungao x1(t) := —6(t)Aw;, onde

per
j € N. Notando que Aw; € H_ ([0, L]), vemos que x; € L'(=T,T; H ([0, L])) e vale a

per per

convergeéncia

_/T [<um(t)7%ij>H1 H*l] dt =% — /TT [(U(t)’MA%‘)HI H;JT} dt.

per»tiper pers

_T _

Por sua vez,

_/T [<um(t)’ij>H;w,nga] o(t) dt "= _/

=T =T

T

[(ult), D)y s | O12)

pers

e, consequentemente,

/ i {(vum@),Wﬁng%} o(t) dt "3 / Z [<vu(t),wj>Lgngw} o(t) dt. (4.56)

Finalmente, usando a convergéncia forte proposta em (4.54), temos que

T

/ (1) 08 O, T, 15,1, ] ™5 [ [ttt tosttuto ), @iz, 1) d

=T =T

(S

/T [(um(t) 10g(|“m(t)|p)aWj)L%eT,LgW] O(t) dt

-7
(4.57)
T
¥ [ O os(uOP), 0),0.] 000 de.
-7
Por outro lado, fixemos j € {1,2,...,m}, onde m € N. Sabemos que u,,(t) e w;, para

cada t € [T, T], satisfazem a rela¢ao (4.20). Ou seja,

i{un, (), wi)rz 12— (Vun(t), Vw2 12+ (un(t) log(|um(t)P),w;) 2 12 =0.

perstper per»per pers»per
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Multipliquemos a relagao (4.20) pela funcao 6 = 6(t) e integremos o resultado deste
produto sobre o intervalo [—T',T|. Segue que

[ 0O, |00 @ [ (00,9005, 00)

persfper

_T _

+/T [(um(t) log(\um(t)yp),wj>LgngeT} 8(t) dt = 0.

-T

Fagamos m — oo na identidade (4.58). Usando as verificagoes (4.55), (4.56) e (4.57),

temos que, para cada j € N|

perstiper

=T =T

[ 0, |00 [ (900, Vi 0] 00)

i /_j [(ult) log(u(®)), wy)1z,,.12,, | 0(2) dt = 0.

Seja ¢ € H,,,.([0,L]). Em vista da totalidade do conjunto {w;};en em H,,.([0,L]) e

per

em L2, ([0, L]), a relagdo (4.59) permite estabelecer que

i / Z (0, 8) sy, | O0) it /

T

[(Vu(t), Vo), 1z | 00) dt
T

(4.60)
+/kawbywawxw@m%ge@wﬁ:0
Em seguida, notemos que
(), Ozt € DT, T). (461)

pers>tiper
Isto é justificado, pois,
T T
/ [(u'(8), )yt gy, | At < /T 1/ (O 101, dt < 2T 0]y, (10| oo a2y < 00
_T —

Analogamente a (4.61), observamos que

(Vu(),Vo)rz, 12, € L'([-T,T)). (4.62)

erper

Além disto, ulog(|ulP) € L*(=T,T; L?,.([0, L])) — L'(-T,T; L?,.(]0, L])). Dali,

per per

T T
| 1O ox(u0). 015,03, 1t < [ o) 0Pz, 10115,

=T

< lolles

per

1L1Cﬁ;(|1t|p)||L1(_QF¥T;L2 ) < 4*CX3,

o que indica que
(u(-)log(lu()"), #)1z,, 12, € L'([=T,T)). (4.63)
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As informacoes (4.61), (4.62) e (4.63) sao suficientes para determinar em (4.60) que

O Dy, 0) = (Vul), Vo)iz, 03,,.0)

per

D'\ D

(4.64)
+ () log([u()), 0),.13,,.0) =0,

D'\ D

Aplicando o Lema de Du-Bois Reymond, em fung¢ao da identidade (4.64), temos que

P

L _ L N
i<ul(" t)7 ¢>H}1T,H;ET - /O VU(,t)V(b dx + /0 u('vt) 10g(|u<'>t)|p)¢ dx =0,

para quase todo t no intervalo [T, 7.

Observagao 4.3. Notemos que

w € L*(=T,T; H,,([0, L])) = L'(=T,T; H,,([0, L]))

per per

e que
w =1 € L%(=T,T; H:1([0, L)) — L'(~T,T; H;.1([0, L])).

per per

FEstas informacoes sao suficientes para garantir que

u € CU[=T.T; Hy, ([0, L])) (4.65)
e, consequentemente, que
ue Cy(=T,T; H,,.([0, L])). (4.66)

Na sequéncia, mostraremos que a funcao v € C([-T,T7; L;,,.([0, L])). Conforme a

verificagao (4.25), temos que

lum ()I1Z3,, = lum (0)IZ,, = luomllZs,, -

per

Da construcao proposta,

m—roo

letom 25, ™23 lluoll2s. (4.67)

Por outro lado, em vista da verifica¢ao (4.50),
T
[ len® — a5
_T per

onde u € L>®(=T,T; H! ([0,L])). Esta informagio é suficiente para que tenhamos que,

per

para quase todo t € [T, T],

m—ro0

lum )12, = lu(®)IZz, - (4.68)

Facamos m — oo e relacionemos as informacoes (4.25), (4.67) e (4.68). Para quase

todo t € [T, T], vemos que

lu(®)llZz,, = lluollzz,, - (4.69)

per
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Dal, a funcdo t — |lu(t)||7. ¢ tida como continua sobre o intervalo [T, T7.
Por outro lado, em vista de (4.66), a funcao u € Cs(=T,T; H,,,([0, L])) e, consequen-
temente, u € Cs(=T,T; L2,,([0, L])). Este fato, combinado com a continuidade da fungao

t— Hu(t)H%%T, estabelece que u € CO([-T,T]; L?,.([0, L])), pois, se t — t, € [-T,T],

per

entao,
lu(t) = ulto)ll7s,, = llu()ll7s, — (u(t), ulto))rz,, 22, — (ulto) w(t))rz,, 2., + luto) Iz,

t—t
= luto)ll7z,, — 2(ulto), ulto))rz,, 2., + lulto)ll = 0.

per»~per

Etapa 4: Condigao Inicial

Estamos proximos de provar que a funcao u é uma solugao fraca para o problema de
Cauchy (4.2). Falta-nos mostrar que u(-,0) = ug € H},.([0, L]).

Consideremos que § € (0,7] e definamos a func¢do auxiliar

1—E, se 0 <t <4
0
65<t>2:

0, sed <t<T.

Sejamm € Ne j € {1,2,...,m}. Lembremos que a funcao u,,(t) atende a relacao (4.20).
Multipliquemos (4.20) por 65 e integremos o resultado deste produto sobre o intervalo
[0,T]. Visto que 05(t) =0, V¢ € [0,T], temos que

i/: {(u;z(t),wﬁL%er,ng} 05(t) dt — /06 [<V“m(t)7VWJ’>L,%H.,L,%CT.] 05(t) dt

! /06 () 0(n (). 913,15, | B5(0) dt = 0.

Desta ultima igualdade, pelo fato que 65(0) = 1 e 05(5) = 0, via integracdo por partes,

temos que

[t )0, 50+ [ [(n O,z 3. ] 850)
(4.70)

+/05 [(Vum(t), ij>L§ewa,eJ 05(t) dt = /06 [(Um(t) 10g(|um(t)|p)=Wj>L%er,L§,er] 05(t) dt.

Conforme a construcio apresentada, entendemos que t,,(0) — 1y em H,.,.([0, L]).

Isto indica que

m—oo

[<um(0)a°~’j>L2 12, 06(0) = (um(0),wj) 1 =1 — <u0>°~’j>ng,,,H;e£- (4.71)

per»~per persyiiper
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A funcao 05 € H'([0,T]), por sua vez, estd sujeita a

1
—5 se 0 <t <.
05(t) = (4.72)

0, sed <t<T.
Definamos a funcao auxiliar

0, sete[-T,00U[s,T].
Os(t) == .
05(t) = —5 e t € (0,0).

Seguindo o padrao ja detalhado no decorrer da Etapa 3, para cada j € {1,...,m}, dedu-
zimos que Os(-)w; € LY (=T, T; H},.([0,L])). Em vista da terceira convergéncia proposta

per

em (4.49), temos que

Uy, = u fraco — em L>®(=T,T; HY, ([0, L])).

p

Disto, segue que

/T [t (8), ©5(0)) g | ™5 /

=T =T

[t @601y, ]

donde

4 1
/ [(um(t),wjﬁ%nger] 0L(t) dt "% / [(u(t),wjﬁgm,;ger} 0L(t) dt. (4.73)
0 0
Em seguida, definamos uma outra funcao auxiliar. Seja

0, set e [-T,0).
Os(t) ==
s5(t), set e [0,T].
Temos que O5(-)w; € L*(—T,T; L%, ([0, L])) e que Os(-)Aw; € L'(~T,T; H,1([0, L)),
para cada j € {1,2,...,m}. Novamente usando a terceira das convergéncias propostas

em (4.49), temos que

T

T —_—~ ~
/ (1), 8008}y ] 5 / ). 85(0) 8y |
e, consequentemente,
19 T _
/ [<vum(t),wj>%,%er] 05() dt = — / [<um(t),@5(t)ij>H;wH;€1T] dt
0 -T

(4.74)

mog / ' [(u(t), O5(1)Awy) g |t = /0 5 (Vult), Vay)iz, iz, | 05(t) dt

per»tiper
=T
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Finalmente, devido a convergéncia forte proposta em (4.54), estabelecemos que

/05 |:<Um<t> log(\um(t)]l’),wj>LgeT7L%eT} 05(t) dt
(4.75)

5
5 [ Gute) log(huto)P) s}, ., ] () .
0
Consideremos a identidade (4.70) e fagamos m — oo. Usando a defini¢cao da fungao
05 e as relagoes (4.71)-(4.75), temos que, para cada j € N,

Z'[<U0,wj>Hp_e1r,H1 } - %/06 [(U(t),wﬂ[{;elr,m ] dt

per per

+ [ vt Vo] (1-8) @ (4.76)

5
t
- [ [worontutr) g ) (1-5)
0
Em seguida, facamos ¢ — 07. Da identidade (4.76) e do Teorema da Média, concluimos
que

i[<uo,wj>H_1 o } — [<u(.,0),wj>H_1 . ] —0,VjeN. (4.77)

pertlper perstper

A totalidade do conjunto {w, },en em H!, ([0, L]) determina, em vista de (4.77), que

per

<u0’5>H;61T,H1 = <u(’ 0)75>H1;1T,H,}er7 Voue H;er([oa L])

per

Portanto,
U(,O) =Up € H;er([()?[’])

Etapa 5: Unicidade de Solucao

Os resultados detalhados na Etapa 3 e na Etapa 4 provam que existe funcao u que é
uma solugao fraca para o problema (4.2). Nesta etapa, mostraremos que tal fungao é a
unica solucao fraca para este problema.

Suponhamos que o problema (4.2) apresente duas solugoes fracas: u e v. Desta ma-
neira, u € L>(=T,T; H),,.([0, L])) e u; € L>*(=T,T; H,,.([0, L])). Além disto, para quase
todo t € [T, T,

L _ L N
i<ut('7t)7 ¢>H*1T,H?}€T - /0 Vu(, t)v¢ dx + /0 u(-, t) 10g(|u('7t)|p>¢ dz =0,

Y ¢ € H,,,([0, L]). Também é valida a condigao inicial u(-,0) = uo.
De forma analoga, v € L*(-T,T;H,,,([0,L])) e v, € L>(-T,T; H,,([0,L])). Para
quase todo t € [—T,T],
7;<Ut('7 t)7 ¢>H71

per>

H., — /OL Vu(-, )V dx + /OL v(-,t) log(|v(-,1)|P)¢ dz = 0,
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V ¢ € H,,,([0, L]). Finalmente, v(-,0) = uo.
Definamos a funcao w := u — v. Pelas informacoes acima fundamentadas, temos que
we L*(=T,T;H. ([0, L])) e w, € L=®(=T,T; H,.([0, L])). Para quase todo t € [-T,T],

per per

L J—
i(we(-,t), ) y—1 —/0 Vuw(-,t)Vo dx

perstiper

(4.78)
+/OL[U(', t)log([u(-, 1)[?) — v(-,t) log(Jv(-,t)[")]¢ dz = 0, ¥ ¢ € H,, ([0, L]).
Complementamos que w € C°([—T, T}; L2,,([0, L])) e que
w(-,0) = u(-,0) — v(-,0) = uy — uy = 0. (4.79)

Seja s € [T, T]. Notemos que a fungao w(-,s) € H.,.([0, L]). Em vista da identidade

per

(4.78), temos que

i 8) 0D, — [ [T0C 9 do
(4.80)

+ / [u(-, ) log([u(-, 8)|7) = v(-, 5) log([o(-, ) ")|w( 5) da = 0.

Integremos a identidade (4.80) sobre o intervalo [0,¢], com 0 < ¢ < T'. Posteriormente,

consideremos a parte imagindria desta expressao. Resulta que

i/ot Re [(w’(-,s),w(-,s»Hq o | ds

perstiper

(4.81)
= [t ot 0P) — ) oot )P ) e s

Por outro lado,

per per

/Ot Re [(w'(-,s),w(~,s)>Hp—;mH1 } ds = %/Ot [%Hw(.,s)‘@ 1 ds. (4.82)

Relacionemos as premissas (4.79), (4.81) e (4.82). Segue que

0, = ot 01, — .01, = [ [l | o
= ip/o /0 Im {[u(m, s)log(|u(z, 5)|?) — v(z, s) log(|v(z, 5)|*)]w(z, s)} dr ds  (4.83)

t oL
<p [ [ | {fute. ) og(lutz, )~ ot ool ) ute 5T} o ds.
o Jo
Sejam «aq, ag € C. Segundo Cazenave ([26], Cap. 9, Lema 9.3.5), a relagao
Tm{[a log(|an|?) — azlog(|as|*)] - [a1 — @]} < 4far — asf?
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¢ valida. Usemos esta informagao na desigualdade proposta em (4.83). Vemos que

t L t
Hw(.7t)|]%%er < 4p/ / |w(:1:',s)|2 dx ds < 4p/ Hw(‘vS)H%ZET ds. (4.84)
o Jo 0
A conhecida Desigualdade de Gronwall ([34], pg. 625) estabelece que, devido a (4.84),
lu(-,t) — v(-,t)||%%” =0, para quase todo t € [0,T].

Este mesmo raciocinio pode ser empregado para concluirmos a unicidade de solucao
fraca para o problema de Cauchy (4.2) para ¢ escolhido sobre o intervalo [—T),0].
A frente, mostraremos que a funcdo u € CO([-T, T); H),,.([0, L])). Isto serd visto

como uma consequéncia do estudo das quantidades conservadas associadas ao problema
de Cauchy (4.2).

Etapa 6: Quantidades Conservadas

Inicialmente, mostraremos a validade da quantidade conservada (4.3).

Seja t € [=T,T]. Devido a informacao apresentada em (4.31), temos que

@), + (5 = 1) llum 1133 —§A\wﬁWmamemdw

per

L
p p
= luonl + (5= 1) Ny, =5 [ ton P 1og(luon ) do.

Ou seja,
E(um(t)) = E(uogm)- (4.85)

Consideremos uma fungao real auxiliar § € C°([-T,T]), de modo que 6 > 0. Mul-
tipliquemos a fungao 6 em ambos os lados da expressao dada em (4.85) e integremos o

resultado deste produto sobre o intervalo [—T,T]. Temos a igualdade

/ ' E(un(£))0(t) dt = / ' & (uom)0(t) dt. (4.86)

=T =T

Por construcdo, uom — ug em HY, ([0, L]) = L2 ([0, L]) = L2,.([0, L]). Esta con-
vergéncia € suficiente para garantir que

p p
ltomliZ,, + (5 = 1) NuomlZ, ™% luolidy, + (5 = 1) luoll3y, . (487

Também temos que

m— 00

|uom ()| — |uo(z)|, para quase todo = € [0, L].
A continuidade da fungao A — |\|[*log(]A|?) é suficiente para garantir que
m—oo

|u0m(x)|210g(|u0m(x)|2) — |u0(ac)|2log(|uo(x)|2), para quase todo x € [0, L].
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Devido a limitagao da sequéncia {||uom ||z tmen, determinamos que

per

/0 o () 10g (1o () [2) iz ™5 / o () [*ogfuo(2)|?) dz. (4.88)

em razao de uma aplicacao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Das convergéncias (4.87) e (4.88), concluimos que & (uoy) —s & (uo) e, consequente-

mente, que

/T & (ugm)0(t) dt =3 /T E(up)f(t) dt. (4.89)

Usando a convergéncia (4.50), temos que

m—ro0

U (z,t) — u(x,t), para quase todo (z,t) € [0, L] x [T, T},
o que implica que
[t (2, 1) | — |u(z, 1)|?| =30, para quase todo (x,t) € [0, L] x [T, T). (4.90)

Pelo fato de termos v € L*(=T,T; H,,, ([0, L])) e da limitagao

proposta em (4.52), existe uma constante kio > 0 de tal maneira que, para quase todo
(x,t) € [0, L] x [-T,T],

([0,L])) < L=(=T,T; L2

per

et (2, 1) — (i, 8)[2] < 1oy ¥ € N. (4.91)

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, em vista de (4.90) e (4.91),

temos que
T L T L
'/ G(t)/ U (2, 1) d dt—/ O(t)/ |t (2, )| d dt‘
-T 0 -T 0
T L
< [ O | [ e OF = fune. O do|de
-T 0
<0llran [ [ e OF = e O] do de "5 0.
-TJO0
Logo,
T L T L
(2—1)/ 0(2&)/ (s D)2 da dt ™25 (3—1)/ H(t)/ (e, 8)[2 do dt. (4.92)
2 _T 0 2 -T 0

Por raciocinios similares aos usados na obtengao de (4.53) e de (4.92), deduzimos que

/_Tw)/o |t (2, 8)]* Log (Jum (z,1) ") d dt
(4.93)

moco /_ () /0 iz, £)[2Tog([u(z, O)|?) d dt.
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Em seguida, lembremos da primeira das convergéncias listadas em (4.49), isto é,

Uy, — u fracamente em L*(—T,T; H', ([0, L))).

per

Esta convergéncia indica que

[ 00y s ™5 [ 0G0y s ¥ € € LT T (0. L)

per: per>

=T =T

Notemos que se ¢ € L*(=T,T; H;1([0, L)), entdo, V¢ € L*(—T,T; H;([0, L])). Por

per per
este motivo, ¥V ¢ € L*(=T,T; H,.\([0, L)),

/ ), VG0 g, s " / ult): VO i

pers»tiper perstiper

e isto implica que

[ @m0, 6Oy @85 [ IO, Oy

Logo,
VOu,, — vV0u fracamente em L*(—T,T; H', ([0, L])).

per

Em vista da aplicacao do Lema de Fatou, temos que
||\/§U||L2(—T,T;H;ET) < lim gg\l ||\/§Um||L2(—T,T;H,}ET)7

0 que, por sua vez, indica que

T T
/ O()|[u(t)|y  dt < lim inf / 0(0) [um(8)|2: . (4.94)
_r per meN 7 per

Combinemos as premissas (4.92), (4.93) e (4.94). Temos que

/ ' E(u(-,1))0(t) dt < lim inf / ' & (upm (£))0(t) dt. (4.95)

_T meN _T

Pelas informagoes (4.86), (4.89) e (4.95), vemos que

/T E(u(-,1))0(t) dt < /T E(uo)0(t) dt.

=T =T

A arbitrariedade da funcao 6 nos leva a deduzir que, para quase todo t € [-T,T],
E(ul-11) < E(uo). (4.96)

O préximo passo mostrard que ha uma igualdade na relagdo apresentada em (4.96).
Sejam ¢ e T dois elementos pertencentes ao intervalo [—7,7T]. Definamos a condigao
inicial ¢ := u(-,0) € H}

ver ([0, L]) e a funcdo v é, para T > T adequado, a solucdo fraca do

problema de Cauchy

(4.97)

1y + Vg + log(|v|P)v = 0.
v(x,0) =¢(z) =u(z,0), x € R.
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Em virtude da unicidade de solugao fraca para o problema (4.2), segue que
u(z,t) =v(x,t — o), V (z,t) e R x [-T,T].
Devido a validade da relagao (4.96) para a fungao v, temos que
E(u(-, 7)) =E(w( 7 —0)) <EW) = E(ul,0)). (4.98)

Na sequéncia, definamos a fungao & := u(-,7) € H. ([0,L]) e w é, para T > T

per

conveniente, a solucao fraca do problema de Cauchy

iwg + Wy + log(lw|P)w = 0.
w(x,0) =¢&(x) =u(z,7), v €R.

Pelos mesmos argumentos usados no caso anterior,
u(z,t) =w(x,t —71), ¥ (x,t) € R x [T, T]
e vale a relagao
E(u(-0)) = E(w( 0 —7)) < &) = E(u(-,7)). (4.99)
Relacionemos as informagoes (4.98) e (4.99). Determinamos que E(u(-, 7)) = E(u(-, 0))
e, no caso particular em que 7 =t € [-T,T] e 0 = 0, concluimos que
E(u(,1)) = E(u(-,0)) = E(uo),

o que estabelece a validade da quantidade conservada (4.3).

Observacao 4.4. Seja tg € [T, T|. Devido a verifica¢ao (4.66), a fun¢ao
u € Cy(=T,T;H. ([0, L)])).

per

Fazendo uso do Lema de Fatou,

luC-s to)ly,, < Tim inf fJu-, )|, - (4.100)

per

Mais que isto, verificamos que u € C°([-T,T); L2,,.([0, L])). Tal propriedade estabelece

per

que

= lJul- to)l 2

per

Lim [llu(:, s) |z

per

—lim Ju(s) — u(to)|z =0 (4.101)
s—to

per

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim log(|u(z, 8)[P)|u(z, s)* dx :/0 log(|u(z, to) ) |u(z, to)|* dz. (4.102)

s—to 0
Relacionemos as informagoes (4.100), (4.101) e (4.102) ao fato de que
E(u(,t)) = c1, para quase todo t € [0,T].

Finalmente, fazendo uso do Lema 2.4.4, Cap. II, ref. [28], determinamos que a aplicagdo
t = Ju- 0|3 € uma fungao continua sobre o intervalo [—T,T]. Este ltimo fato,
per

relacionado com a informacgao (4.66), estabelece que

ue C°([-T,T); H,,,([0, L])). (4.103)
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Em vista da informagao (4.69), temos que

u(-, )7 = ||uo||2L%€T7 para quase todo t € [T, T].

per

Desta maneira,
F(u(-,t)) = F(uo), para quase todo t € [-T,T].

Portanto, a quantidade conservada (4.4) também é valida.

Etapa 7: Dependéncia Continua

Nesta etapa, mostraremos que hé a boa colocacao global para o problema de Cauchy
associado a Equacao de Schrodinger Logaritmica (4.1).
Inicialmente, definamos a constante

ki =142 -sup{||u(-,t)||g. ; t € [-T,T]} > 0.

per

Tal constante estd bem definida, pois, u € L*(-T,T; H,,,([0, L])).
= [Ju(-,0)[lm,, < kiz- Seja {Xu}uen C Hp, ([0, L]), de tal

([0, L]). Logo, para u suficientemente grande, temos que

Notemos que ||uo| a,,
modo que x, 2% up em H),,
Xl g, < Fas.

Para dar prosseguimento a prova, recorreremos a algumas informagoes abordadas pelo
método de Galerkin, nas Etapas 2 e 3. Seja u,, a solugao fraca do problema (4.5), associada
a condigao inicial x,. Por construcao, temos a existéncia de uma sequéncia {u,,,, }men, de

tal modo que

X, fraco-x em L®(=T,T; H.([0,L])) e

Up per

m

u! Au; fraco- x em L®(=T,T; H ([0, L])).

Hm per

Mais que isto, existem constantes k14 = k14(x,) € k15 = k15(x,), de tal modo que

Nty || Lo (-, ) < Kra e (g, e rm sty < kis, Vm €N

per

Em vista da limitacao da sequéncia {x,},.en em H}, ([0, L]), as constantes k14 e kis
podem ser escolhidas de modo a serem independentes do indice p (para mais detalhes,
rever as estimativas propostas na Etapa 2). Desta maneira, para u suficientemente grande,

ol < i g, ) < B

per per
Hu;LHLOO(—T,T;Hp_elr) < hmmiEEO ”%mHLw(_T,T;H;;) < k5.
Logo, {u,}uen é uma sequéncia limitada em L>*(=T,T; H,,([0, L])). A sequéncia {u/,},en

per
é limitada em L>(=T,T; H,L([0, L])).

per
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A limitacao destas sequéncias determina a existéncia de uma subsequéncia de {u,, }  en,
denotada conforme a mesma simbologia da sequéncia original, e existe uma funcao v de

tal modo que

u, — v fracamente em L*(=T,T; H,,,.([0, L])),
w, = fracamente em L*(—=T,T; H,, ([0, L])),
u, = v fraco —x em L>®(=T,T; H.,,([0,L])) e
uLi\v’ fraco — % em L>(=T,T; H,..([0, L])).

Repetindo o mesmo procedimento detalhado na Etapa 3, temos que

u, — v fortemente em L*(=T,T; L2, ([0,L])) e
u,, log(|u,|?) — vlog(|v[?) fortemente em L*(=T,T; L2 ([0, L])).

Além disto, V ¢ € H,,.([0, L]),

L L L _
iV’ (-, 1), ¢>Hp‘e%~,H,%eT - /0 Vou(, )V dx +/0 v(-,t)log(|v(-,t)|P)¢ dx =0,

para quase todo ¢ no intervalo [T, T].

Um procedimento similar ao apresentado na Etapa 4 também garante que

v(+,0) = lim u,(-,0) = lim x, = uo € H,,,([0, L]).

U—00 HU—>00

Logo, a unicidade de solugao fraca para o problema de Cauchy (4.2) estabelece que v = w.

Por outro lado, é vélida a quantidade conservada (4.4). Assim, para t € [T, T],

heaCo 2 = IxallZs, e B2, = lluolZs,
Isto implica que
—
sup [, ONZz,, = luC OlZz, | = 1xullZz,, = luolZs, | = 0. (4.104)

te[-T,T)

Fazendo uso do item (ii) da Proposigao 2.1, a convergéncia dada em (4.104) nos leva a
obter que
u, "= u em C°([-T,T); L2,.([0, L])).

per

Em seguida, afirmamos que

/0 (-, £) P ogfup -, £)]) i — / fu-, )P log((u(- 8)]) dz| "ZF 0, (4.105)

uniformemente para ¢ sobre o intervalo [T, T.
Com efeito, definamos a fungao f : RT — R, dada por f(z) = x?log(x), V x > 0.
Vemos que f'(x) = z+2xlog(z), Vx > 0. Em vista do Teorema do Valor Médio e do fato

de a sequéncia {u, },en ser limitada em L(—=T7,T; H}),,.([0, L])) e, consequentemente, ser
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limitada em L>°(=T,T; L, ([0, L])), temos a existéncia de uma constante real kg > 0,

de tal forma que

sup
te[-T,T]

/0 (-, £) P og (g (-, £)]) i — / -, ) og(u(-£)]) dz

< sup / [l (- £)*og (Ju (- £)]) — [u(- £)[*log(Ju(-, 1)])| dz

te[-T,11J0

1

< kioVT sup {/OL (1) — u(~,t)|2dx] 2

te[-T,T

< k16

sup / (-, 1)) — [, )] d

te[-T,7] Jo

< k}lﬁ\/_HUM — U”CO([ TT] L2 ) 2)0 0

per

Ou seja, a afirmacao proposta em (4.105) é valida.

Finalmente, afirmamos que

sup Hluu( B)llz,, — Il Ol | = 0. (4.106)

te[-T,T per

Com o objetivo de provarmos este resultado, lembremos a validade da quantidade conser-

vada (4.3). Segue que, para cada t € [-T,T],

p
)y, = e, )y | < 208000 = ECo) + |5 = 1] - (DI, = DI,

per

/0 (-, £) P og(fup (-, £)]) dz — / u-, ) log(|u(- £)]) dz|.

+p

Fagamos p — oo na desigualdade imediatamente acima. Notando que &(x,) 2% E (o)
e usando as convergéncias dadas em (4.104) e (4.105), temos a validade da convergéncia
proposta em (4.106).

Como u, € CO[—T,T]; H-,.([0,L])) e [[uu(-, )|z =3 |Jul-, t)|l g, uniformemente

per per

para t sobre o intervalo [T, T], vemos que, pelo item (iii) da Proposigao 2.1,

uH‘H—O;u em C°([-T,TJ; H,..([0,L])),

per

o que conclui a demonstracao do Teorema 4.2.

4.2 Estabilidade Orbital de Solucoes do tipo Onda

Estacionaria Periodica

O objetivo desta secao é fazer o estudo da estabilidade orbital de solugoes do tipo

onda estaciondria periédica para a Equagao de Schrodinger Logaritmica (4.1),

iUy + Uge + log(|ul?)u =0, (z,t) € R x R,
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onde p € N esta fixado.

Seja L > 0 fixado. Em conformidade com a Definicao 3.1, dizemos que a funcgao
u: R xR — C é uma solucao do tipo onda estacionaria periddica de periodo L > 0 da
equagao (4.1) se existirem ¢ € R e ¢ : R — R, uma funcao suave e periddica de periodo

L, tais que
u(z,t) == e“p(x), (r,t) € R xR, (4.107)

soluciona (4.1) no sentido classico.

A nocao de estabilidade orbital a ser considerada também se estrutura similarmente
a nocao de estabilidade orbital para as ondas estacionarias periédicas que solucionam a
equagao de Klein-Gordon polinomial de poténcia quintica (3.1). A distingao encontra-se

no fato de, na situacao atual, tratarmos solugoes fracas em vez de solugoes generalizadas.

Definigao 4.5. Dizemos que a solugdo onda estaciondria periddica (4.107) da equagao
de Schridinger Logaritmica (4.1) € orbitalmente estavel se, para cada € > 0, existir § > 0
tal que se

ug € H!_ ([0, L)) satisfizer ||ug — Ollm,, <9,

per

entdo, para cada T > 0, a solugdo fraca u de (4.107) com u(-,0) = ug admite dependéncia
continua com relagdo & condigdo inicial sobre o espago normado C°([=T,T); H},,.([0, L]))

e a funcao u satisfaz a relagao

inf Ul 1) — o .
sup _inf__ [ 6) = %o+ y)ly,, <<

Caso contrdrio, a onda estaciondria (4.107) € dita orbitalmente instdvel.

Na sequéncia, apresentaremos algumas nocoes que serao tteis no desenvolvimento do
estudo da existéncia de solugoes do tipo onda estacionéria periédica a equagao (4.1) e,
sobretudo, para a analise da estabilidade orbital das mesmas.

Inicialmente, consideremos ¢ € R e suponhamos a existéncia de uma funcao suave

e : R = R, peridédica de periodo L > 0, tal que
uc(x,t) = e (x), V (2,t) €ER x R, (4.108)

seja uma solucao cldssica para a equagao (4.1).

Substituamos a func¢do (4.108) na equacao (4.1). Para cada (x,t) € R x R, vemos que

ee'po(x) + el (x) + e og(|pe()[P) pe() = 0,
o que implica que
_cplc/ + cpe — 10g(|§06|p)§06 =0. (4109)
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Entendemos que a fungao ¢, determina uma onda estacionaria a equagao (4.1) se for
vélida a identidade (4.109).

A equacao (4.1), em conformidade com o Teorema 4.2, admite pelo menos duas quan-
tidades conservadas, £ e F, dadas respectivamente por (4.3) e (4.4). Usando esta mesma

notacao, definamos os funcionais auxiliares

£: H. (0,I]) —» R

per
1

0 = E(@) = 5/OL [|ag,;|2+|a|2 (g—log(w)ﬂ dz

F: H (0,1]) — R

per . .
u = F(u) = —/ [ul? dz,
2 Jo
lembrando que u = (Re @,Im u) e que |z| = /22 + y? denota o médulo do nimero
complexo z =z + iy = (z,vy).
Assumamos, para efeito de analise, que @ € H,,,.([0, L]) seja uma funcio que nao se

anula sobre o intervalo [0, L]. Definindo o funcional G = G, := £ 4 ¢F, vemos que

g@—w+gwmmmmw<_%@m:M@WWWHﬁ%@»

—Im () — Im () log(|ul?) + ¢ Im (@)

e que
G'(@ = (& +cF")((Re @, Im @)

—92 + ¢ — log([af?) — p (Re (u))? D Re (@ Im (u)

i i
p Re(w) Im (u ~
_— 02 + ¢~ logl[i") ~

p (Im (@))*
Juf?

Suponhamos que a funcao suave ¢, que satisfaz a equacao (4.109) nao tenha variagao

de sinal. Temos que o vetor (Re ¢, Im ¢.) = (¢.,0) é ponto critico de G := € + ¢F, pois,

/ _/c,_l cp et c ~
g«%o)):( p og(\sg\)s@ cs0>:0'

Além disto, notemos que

(—%+c—mgwwv—p 0 )

G" ((¢e;0)) = 0 —07 + ¢ — log(|.|?)

Esta tltima identidade motiva a defini¢do do operador L, por L, := G” (¢.,0). Ou seja,

(e e—toglledn) 0 e
L,.(¢) = ( 0 —92 + ¢ —log(|e.|?) ) (ImC > |
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V¢ = (Re ¢,Tm ¢) € HL ([0, L], x HL([0, L)),

O espectro do operador L, tem grande relevancia para o estudo da estabilidade
orbital da onda estacionéria (4.108) que soluciona a equacao (4.1). Fazendo uso da relagao
(4.109), verificamos que os vetores (¢.,0) e (0, p.) pertencem ao nicleo do operador L, .
Portanto, o nimero 0 é um autovalor de L, associado as autofungoes (¢.,0) e (0, ¢.).

Consideremos os operadores auxiliares

Lpeyp. = =05 +c —log(lecl”) —p (4.110)

Limp. = —0; + ¢ —log(|pc"). (4.111)

Pelo formato “diagonal” do operador L, _, o seu conjunto de autovalores coincide com a

Per
uniao do conjunto de autovalores do operador Lg. . com o conjunto de autovalores do
operador Ly, . -

Nas subsecoes que serao apresentadas a seguir, verificaremos a existéncia de ondas
estaciondrias periddicas que solucionam (4.1) e mostraremos a analise espectral dos ope-
radores Lpep, © Lim,p,.. Por fim, usando a abordagem classica, mostraremos que ha
ondas estaciondrias periddicas que sao solugoes orbitalmente estaveis para a equacao de

Schrodinger Logaritmica (4.1).

4.2.1 Existéncia de Ondas Estacionarias Periodicas

Seja p € N fixado. Consideremos que ¢ € R. Nesta subsecao, nos propomos a estudar

a existéncia de solucoes periddicas para a equacao de Euler-Lagrange
_(p” + h(C, (10) = 07 (4112)

onde h satisfaz h(c, p) := cp — log(|¢|?)p.

Exijamos que a funcao ¢ seja estritamente positiva. Notando que a funcao h é sufici-
entemente suave sobre qualquer conjunto aberto O C R x (0, +00), temos que a equagao
(4.112) é conservativa e suas solugoes periédicas estao contidas em curvas de nivel de

energia do tipo
¢ (C p) s 1 2
H(p,§) 5 T lgT7) ¥ —losl@)e’,
onde ¢ = &. A fungao H,

c p 1
H(c, @) = (5 + Z> - 510g(%0p)9027

atende, por sua vez, — = h e lim H(c,p) = 0.
p e Jim, H(c, )
Fixemos ¢ € R. Se p for um nimero par, a func¢ao h(c,-) admite trés possiveis raizes:

< < , , ~ . , . 7
—er, 0 e er. Se p for um nidmero impar, a funcao h(c,-) admite duas possiveis raizes: 0
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¢ er. Em verdade, estamos considerando 0 como raiz de h, uma vez que, pela regra de
L’Hopital, h(c,) — 0 se ¢ — 07. Trabalhemos com as rafzes consecutivas r1(c) = 0
e r5(c) = er. Notemos que, sobre R x (0,+00), a derivada de h(c,-) com respeito ao
parametro ¢, denotada por h/(c, ), é dada por h/(c, ¢) = ¢ — p —log(¢P). Desta maneira,
I (c,e§> =-p<0e lim A'(c,p) = oc.

p—0t

A teoria classica das EDO’s garante que, para cada ¢ € R, o par (p,¢’) = (e§,0>
caracteriza um ponto de centro para as solugoes periddicas da equagao (4.112). Além
disto, o par (p,¢') = (0,0) determina um ponto de sela para esta mesma conjuntura. A

funcao
l+£ 7@
oc(x) =ez"re T VaeR,

por sua vez, é uma solugao do tipo onda solitdria & equacao (4.112). O par (g, 0.)
caracteriza, no plano de fase, uma curva fechada C* e o par (r3(c),0) = ei, 0 ) encontra-
se no interior da regiao delimitada pela curva (o, g.).

Usando argumentos de continuidade, estabelecemos que H(0,0) = 0. Notemos também

que a onda solitaria . satisfaz a identidade

, ; 2 c 1
H(0e, 0) = —% + (5 + g) 0; — 3 log(e?)o2 = 0 = H(0,0).

As informagoes acima relatadas remetem as condigoes (al), (a2) e (a3), estudadas na
Secao 2.4.3 desta tese. Assim, (eg, 0> é um ponto de maximo local de H. Além disto,
todas as solugoes da equacao (4.112) que, no plano de fase, estdao no interior da curva C'*
determinada por (g, 0.), orbitam em torno do par <e§, O), sao estritamente positivas e

estao sujeitas a curva de nivel H(p, &) = B, para algum B tal que

0=(0,0)<B<H (&,o) - ge%.

Uma exigencia adicional nos permite obter a existéncia de fungoes estritamente posi-
tivas que solucionam a equagao (4.112), sendo que tais fungdes sao pares. Em verdade,
usamos o fato que a teoria das EDO’s garante que para cada par (aq,as) no interior da
regiao delimitada pela curva (g, 0.), onde (aq, az) # (r2(c),0), existe ¢ solugao periddica
suave da equacao (4.112), sujeita as condigoes iniciais ¢(0) = a; e ¢'(0) = as e, a curva
determinada por (¢, ¢') situa-se no interior da regiao delimitada por (g, 0.). Pela simetria
da equagao (4.112), se exirgirmos que

c

er =1y(c) < g < 0c(0) = e2™

N

c
r e ag=0,

temos que ¢ é uma funcao estritamente positiva, par e satisfaz max o(x) = ¢(0). Com-
xe

plementamos que é esperado que L, o periodo minimal desta fungao ¢, atenda a

2 2

L>Bi=—n-" ==
—h’(c,ei) VP

De maneira similar ao que foi tratado na Secao 2.4.3, enunciamos o seguinte resultado:
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Teorema 4.6. Seja ¢y € R fizado e seja ¢ = ¢, uma funcgao estritamente positiva e
periddica de periodo L = L., > (3, a solugdo da equagao (4.112) no caso em que ¢ = cy,
(a1,0), onde (ay,0) # (670,0)

encontra-se no interior da regiao delimitada pela curva (o, 0,,). Entao, para cada c € R,

sujeita a condigao inicial (., (0), ., (0)) = e o par (ay,0)

existem L. € (8,4+00) € uma fun¢io ¢., par, estritamente positiva e periddica de periodo

L., que satisfaz a equagao (4.109),

— @l 4 cpe — log(|pel? ). = 0.

Mais que isto, as funcoes p. e L. sao continuamente diferencidveis com relacao a variagcao

do parametro ¢ e a aplica¢ao ¢ € R — L. € (B, +00) € sobrejetora.

Em seguida, fazendo uso do programa Maple 16, verificaremos o comportamento espe-

rado para algumas solucoes pares e periddicas da equagao (4.109). Inicialmente, foquemos

no caso em que p = 2 e ¢ = 1. Para obtermos uma solucgao estritamente positiva, periédica

e par de (4.109), é suficiente que (¢.(0), ¢L(0)) =
Considerando «; = 2, obtemos adicionalmente que max e(z)
S

(a1, 0) satisfaga 1,6487 < oy < 2,7183.

= ¢.(0).

As Figuras 4.1 e 4.2 apresentam, respectivamente, o plano de fase e o comportamento

grafico da solucao da equagao

sujeita as condigoes iniciais p(0) =2 e ¢/'(0) =
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Figura 4.1: Plano de fase da equagao

(4.113).

A curva em torno de (e%%,0)

¢ a solucdo par ¢ de (4.113) sujeita a

condigao inicial (¢(0

), ¢'(0)) = (2,0).

— log(¢?
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(4.113)

Figura 4.2: Comportamento gréfico da

funcdo par ¢ que soluciona (4.113) su-
jeita a ((0), ¢'(0)) = (2,0).



Podemos deduzir o periodo minimal da fun¢do ¢ que soluciona a equagao (4.113) e

esta representada graficamente na Figura 4.2. Notando que ¢(0) =2 ¢ ¢/(0) = 0, temos

1 2 1
Higos) = (543 ) 0l07 = Jolp(02)o(0) ~ 1,227
Seja B = 1,227. Consideremos a equagao H(¢,0) = B. Ou seja,
1 2\ , 1 9\ -9
-+ - —=1 = 1,227. 4.114
(5+3) ¢ ploste) = 1,227 (4.114)
A equagao (4.114) apresenta duas raizes: by ~ 1,270 e by = 2. Além disto, assumamos a
funcao H,
1 2 1
H() ==+ - =log(¢A)C.
©=(5+2) ¢~ jrouec
O periodo minimal da fun¢ao ¢ que satistaz (4.113) é dado por
2
d
L= 2/ ¢ ~ 4,4807.
1,270 \/2H(¢) —2-1,227
Facamos uma analise similar no caso em que p = 4 e ¢ = —1. Para obtermos uma

solugao estritamente positiva, periédica e par de (4.109), é suficiente que a condigao inicial
(0:(0), ¢L(0)) = (aq,0) satisfaga 0,7788 < a; < 1,2840. Consideremos oy = 1.
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Figura 4.3: Plano de fase da equagao Figura 4.4: Comportamento gréfico da
(4.115). A curva em torno de (e~%%5,0) funcao par ¢ que soluciona (4.115) su-
é a solucao par ¢ de (4.115) sujeita a jeita a (©(0),¢'(0)) = (1,0).

condigdo inicial (¢(0),¢'(0)) = (1,0).

As Figuras 4.3 e 4.4 apresentam, respectivamente, o plano de fase e o comportamento

grafico da solugao da equacgao

—¢" — ¢ —log(p)p =0 (4.115)

sujeita as condigoes ¢(0) = 1 e ¢/'(0) = 0. O periodo da fungao ¢ que satisfaz (4.115) e
tem seu gréfico representado pela Figura 4.4 é L ~ 3,1924.
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4.2.2 Analise Espectral

Nesta subsecao, focaremos nossos esforcos no caso em que o expoente p € A =
{1,2,3,4,5,6,8,10,20} estd fixado. Sejam ¢y = 1,0 e ¢ = ¢, uma fungao estritamente
positiva, periddica e par, sujeita aos preceitos do Teorema 4.6. Em verdade, assumamos

que (¢(0),¢'(0)) = (a1,0), onde o nimero «a; € <e%,e%+%>. A fungao ¢ tem periodo

™

minimal Ly = L., > 7 No caso em que p = 1, consideremos que a; = 3,0. No caso
p

em que p € {2,3,4}, consideremos que a7 = 2,0. Nas demais situagoes, trabalhemos com

) = 1,5

Proposicao 4.7. Suponhamos que {¢.}eer seja a familia de funcgoes L.-periddicas es-
tabelecida pelo Teorema 4.6. Entao, para cada ¢ € R, o operador Lge,, definido em
(4.110), admite um unico autovalor estritamente negativo, o qual é simples. Além disto,

0 € um autovalor simples de Lpe . associado a autofuncao ¢,

Demonstragao. Seja ¢ € R. Notemos que o operador
LRe,p. = —8323 +c—log(|p.l) —p = _ag + 1 (c, pc)

atende a teoria detalhada na Secao 2.4.3. Desta maneira, em vista do Teorema 2.15, a
familia de operadores {Lpe . }cer € isonercial com respeito ao periodo L.

Vemos que, para cada c € R,

Lregp. [0t] = =020+ el —log(|c|") ¢l — pol,
= [l + cp. — log(|cl?)pe] = 0,[0] = 0.

Logo, 0 é um autovalor do operador L., associado a autofuncao ¢,. Para conhecermos
as propriedades espectrais dos operadores da familia {Lgc ;. }cer, estudaremos o espectro
do operador Lge g, -

Seja ¢ = ¢, a fungao acima estabelecida. Lembremos que esta fungao é Ly-periddica
e que

_Splc/o + copey — 10g([0ee ") e, = 0.

Consideremos também a funcao y que satisfaz identicamente o problema

—g" + [1 —p —log(|e")]y = 0

1
7(0) — —
y( ) S0//(0)
y'(0)=0
e definamos a constante
7L
©"(0)

Com auxilio do programa Maple 16, deduzimos a constante  associada a ¢ para os

variados valores de p € A acima relacionados.
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Valores de 6 relacionados ao expoente p € A.

p 10) | ¢0)] ¢"(0) | 90) | Lo | §(Lo) | §(Lo) | 0

1] 3,0 0 -0,2958 | 3,3802 | 6,2944 | 3,3802 | 0,0878 | -0,2902
2120 0 -0,7726 | 1,2943 | 4,4807 | 1,2943 | 0,2340 | -0,3029
31 20 0 -2,1589 | 0,4632 | 3,7961 | 0,4632 | 0,7899 | -0,3659
4 1 20 0 -3,5452 | 0,2821 | 3,4848 | 0,2821 | 2,0958 | -0,5912
51 1,5 0 -1,5410 | 0,6489 | 2,8377 | 0,6489 | 0,2188 | -0,1420
6 | 1,5 0 -2,1492 | 0,4653 | 2,6019 | 0,4653 | 0,2623 | -0,1220
8 | 1,5 0 -3,3656 | 0,2971 | 2,2702 | 0,2971 | 0,3184 | -0,0946
10| 1,5 0 -4,5820 | 0,2182 | 2,0424 | 0,2182 | 0,3508 | -0,0766
20| 1,5 0 -10,664 | 0,0938 | 1,4676 | 0,0938 | 0,3907 | -0,0366

Por construgao, a funcdo ¢’ admite exatamente duas raizes no intervalo [0, Ly). Usando
a tabela acima, temos que 6 < 0, para cada p € A. Pelo Teorema 2.12, o operador
Lpey : H2, ([0, Lo]) — L2,.([0, Lo]) tem 0 como um autovalor simples e este operador
apresenta um tunico autovalor estritamente negativo, o qual também ¢é simples.

Como a familia {Lpe . }eer € isonercial com respeito ao perfodo L., segue que todos
os operadores da familia {Lgc . }eer, independentemente do valor de ¢ € R e do periodo
da respectiva fungao associada ., tém 0 como um autovalor simples e admitem um tnico

autovalor estritamente negativo, o qual é simples.
[ |

Observagao 4.8. Sejam p € A e ¢c; > 0 um niumero real. Consideremos uma fung¢dao real
Yo, Suave, estritamente positiva, par e periddica de periodo Ly = L.,, determinada pelo
Teorema 4.6, que satisfaz

_90:;/1 +C1¥ey, — 10g(|g001 |p)9001 = 0.

Em wvista de uma combinacao do Teorema 2.12 com a Proposicao 4.7, determinamos
que 0 # 0 (constante obtida a partir do estudo de p., ). FEsta informag¢ao nos permite
aplicar o Coroldrio 2.13 com respeito a fungao ¢.,. Desta forma, existe uma vizinhanga
V C (0,+00) de ¢; e existe uma familia de fungoes {¢.}eev tal que ¢. é uma solug¢ao da
equagao (4.109), ou seja,

- + cp. —log(|peP)p. =0, ¥V c € V. (4.116)

Além disto, ¢. € uma funcdao par, estritamente positiva e periodica de periodo Ly, a

igualdade p., = ¢., € valida e a aplicagao

ceVis ¢ € H2 ([0, L]

per,e

¢ suave. Finalmente, pela manutencdo dos indices de inércia, os operadores da familia
{LRes. }cev apresentam as mesmas propriedades espectrais requeridas pelo operador LEe ., -

Em outros termos, In(Lre,, ) = In(Lreg,), para todo c € V.
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Seja co > 0 um outro numero real e @.,, a fung¢ao L.,-periddica determinada pelo
Teorema 4.6, uma solug¢do da equagao (4.109). Podemos repetir o mesmo procedimento
acima detalhado e determinar a existéncia de uma vizinhanca VC (0, +00), que contém

o, € a existéncia de uma familia {&.} constituida por funcoes pares, positivas e L.,-

ceV
periddicas que solucionam a equagdo (4.109). Complementamos que, para todo ¢ € V,
In(Lpee,) = In(Lrep.,) = IN(LReg,.), onde Lpeg, == —02 + ¢ —log(|&[P) — p.

Observacao 4.9. Nos resultados a serem enunciados, consideraremos que ¢. € uma

fungao determinada em vista da Observagao 4.8. Interpretamos que {¢.}eev € uma familia

. .. g ™ y .
de funcoes positivas, pares e Li-periddicas, onde Ly > _p estd fixado, que solucionam a

equagao (4.109). Aqui, V C (0, +00).

Proposicao 4.10. Suponhamos que {¢.}eev seja a familia de funcoes Ly-periddicas es-

tabelecida na Observacgao 4.8. Entao, para cada ¢ € V, o operador
Limg. = —0; + ¢ —log(|¢c/?),

definido conforme (4.111), nao admite autovalores estritamente negativos. Além disto, 0

¢ um autovalor simples de Ly, 4. associado a autofuncao ¢..

Demonstragdo. Seja ¢ € V. Notemos que o operador L, 4. : H2, ([0, L1]) — L2,.([0, L1])

per per

admite 0 como autovalor associado & autofuncao ¢.. Isto ocorre devido a (4.116), pois,

L. [Pc] = _¢/c/ + cpe — log(|¢e|”) e = 0.

Como ¢, é uma funcao periddica de periodo L; e ¢. > 0 segue, pelo Teorema 2.6,
que o operador Ly, 4, nao esta associado a autovalores estritamente negativos e 0 é um

autovalor simples para este operador.

Observagao 4.11. Sejam p € A e c € V em consonancia com a Observacao 4.8. Pelas

consideracoes apresentadas, o operador

Lo, [Hper (10, Li])J* = [Lg ([0, L)),

per per

Lre 0
Ly, = ( RO’% c ) ,
Im,p.

admite exatamente um autovalor negativo, o qual é simples, ¢ 0 é um autovalor de mul-

onde

tiplicidade dois, associado as autofungoes (¢..,0) e (0, ¢.).
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4.2.3 Convexidade da funcao d

Seja {¢.}eev a familia de fungoes estabelecida na Observagao 4.8. Lembremos que ¢, é
uma fungao par, suave, estritamente positiva e Li-periddica, para cada ¢ € V' C (0, +00).
Além disto,

—¢! + e —log(|peP)p. =0, V c € V.

Por sua vez, a aplicagao ¢ € V' — ¢. € H, ([0, L1]) é suave. De modo a facilitar a
abordagem, denotemos L := L.

Definamos a fungao

d:'V —- R

(4.117)
c = E(de) +cF(¢e) = E((¢c,0)) + cF((¢e, 0)).

Lembrando que

G'((¢e,0)) = E'((¢e, 0)) + cF'((¢c, 0)) = 0,

temos que, para cada c € V,

&(e) = F((60,0) /cb

Portanto, para cada c € V,

d"(c =3 dc ( / *(z) dx)

O estudo da estabilidade orbital das ondas estacionarias peridédicas que solucionam a

equagao (4.1) requer, em geral, que d"(c¢) >0, Vce V.

Proposicao 4.12. d’(c) >0, Vce V.

Demonstracao. Seja ¢ € V. Objetivamos determinar o sinal da expressao

1d ("

Como ¢. > 0, em vista da identidade (4.116), temos que
¢g - C¢c + lOg(%)gbc = 0.

Definamos a fungao 7. := — (¢.). Derivemos a expressao dada em (4.116) com respeito

ao parametro c. Segue que

e — ¢e — cne + log(¢7)ne + pne = 0. (4.118)
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Multipliquemos a expressao (4.118) por ¢. e a integremos sobre o intervalo [0, L]. Dai,

L
/0 (1 6c — @2 — cnede +10g(dF)1cPe + pPerte] da =0

que, via integragao por partes, resulta

L
/O [$ene — &7 — cnede + log (8 )nede + poenc] da = 0. (4.119)

Combinemos as expressoes (4.116) e (4.119). Segue que

L
/O 62 + poan.] dz = 0.

L d L 2 L L
—/ ¢? dx + p— (/ = dw) = —/ P> dx—l—p/ dene dr = 0. (4.120)
0 de \Jo 2 0 0

Da expressao (4.120), segue que

£ ([oaw)-3f

Portanto, para cada c € V,

Logo,

per

Ui 1
d"(c) = 2—9llcbc||iQ > 0. (4.121)

4.2.4 Estabilidade Orbital

Sejam p € A fixado, ¢ € V e {¢.}ecv a familia de fungdes Li-periddicas estabelecida
na Observagao 4.8. Nesta subsecao, mostraremos que a fungao

u(z,t) = uc(z,t) = “oo(z), ¥ (z,t) € R x R,

¢ uma solucao do tipo onda estacionaria periddica orbitalmente estavel para a equacao de
Schrodinger Logaritmica (4.1). Continuemos a denotar L := L;. A abordagem proposta
¢ baseada nas referéncias [8], [14] e [17].

Inicialmente, mostraremos propriedades mais apuradas acerca dos operadores Lgc 4,
e L., definidos em conformidade com (4.110) e (4.111), respectivamente.

Em vista da Proposigao 4.10, o operador L, 4. definido sobre Lger([o, L}]), com do-
minio H7,.([0, L]), ndo admite autovalores estritamente negativos e admite 0 como um
autovalor simples que esta associado a funcao ¢.. Uma consequéncia imediata desta ob-
servacao ¢ que

(Lrmo V)W) s gn 20, V9 € Hy, ([0, L)). (4.122)

per
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Proposicao 4.13. Sejamc eV e

perstiper

L
=i { a0 0Dy 5 9 € Hpe (0.0, Ioiliz, =1, [ vorlostet) do =0},
Entao, g > 0.

Demonstragao. De inicio, em vista de (4.122), temos que § > 0. Suponhamos que = 0.

Dai, existe uma sequéncia {1;}, C H,.,([0, L]) tal que

(Lrmoc 03] 05) i, 5 0 (4.123)

r

com

H%’HLger, =1ce <wjv¢010g(¢€>>1: 2 =0, VjeN

2
pers>tper

Afirmamos que a sequéncia {H%H o } ¢ limitada. Com efeito, pela convergéncia
per ) jeN
vista em (4.123), dado € > 0, existe Ny € N tal que

—e < [T + el ~ o@D )] do <, ¥ 5> Mo

Esta informacao é suficiente para garantir que

0< /0 (@) + (9;)*] do < e + k‘17/0 [(¢)?] dz = & + k7,

YV j > Ny, onde k17 > 0 é uma constante. Desta maneira, a afirmacao de que a sequéncia

1051 0 } é limitada esta provada.
per jEN
Logo, existe uma subsequéncia de {1, };en, a ser denotada como a sequéncia original,

e existe uma funcao ¢ € H,,,.([0, L]) tal que

¥; — 1 fracamente em H', ([0, L]).

per

Fazendo uso de argumentos de compacidade,

[Wll2, =1 e (¥, ¢clog(d2)) 2 12 =0. (4.124)

per per»*~per

Além disto, pelo Lema de Fatou,

0 < (Lime. V], ¢>H,;1T,H1 < linré%]nf (Lrmg Vil Vi) g2 g =0,

per pers>tiper

o que garante que J = 0 é atingido na fungao . Deste modo, podemos aplicar a teoria

do multiplicador de Lagrange que garante a existéncia de constantes a e b, de forma que

Lim o] = a0 + b log(@?). (4.125)

Fazendo o produto interno em L2,.([0, L]) de (4.125) com a funcao 1), segue que a = 0.
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Por outro lado, notando que ker(Ly,, 4,) = span {¢.}, vemos que

0= <w7 Elm,dk [¢C]>L 2. = <£Im,¢c [w]a ¢C>L%ET7L2 =b <¢C 1Og(¢lc))7 (bc)L L2

2 2 .
pers»per per pers»per

Como a fungao ¢, soluciona a identidade (4.116), segue que

L L
(0clog(¢0), Pe)pa, 12, = /O Ge (—@! + ch.) dv = /O [(6)% + c4?] dz >0, (4.126)

o que implica em b = 0. Usando a identidade (4.125), com a = b = 0, existe uma constante
kis # 0 tal que ¥ = kig - ¢.. Como consequéncia de (4.126),

(. 6clog(@)) 1 1 #0.

per
o que caracteriza uma contradi¢ao com (4.124). Logo, 5 > 0.
|

Em seguida, faremos uma andlise similar com respeito ao operador Lz, 4.. Segundo

a Proposicao 4.7 e a Observagao 4.8, o operador Lge 4, definido sobre L2, ([0, L]), com

per

dominio HZ,.([0, L]), admite um tnico autovalor estritamente negativo e este é simples.

Além disto, ker(Lg.4,) = span{¢.}. O resultado a frente serd estabelecido em vista do
Lema E.1 proposto por Weinstein, ver [66].
Proposicao 4.14. Sejace V.

1. Se

perstiper

L
w::inf{wRe,%m,w,{l € H (O, ol =1, [ we. dx:o},
entao, v = 0.

2. Se

¢ = i {{Lregul ] 0) ot g 5 ¥ € g (10, L]), I, =1,

L L
/ by d = 0, / Wllog(¢2)l, + pol] du = o},
0 0
entao, ¢ > 0.

Demonstracao. 1. Pelo comportamento da funcao ¢., que é limitada, segue que -y é finito.

Notemos que

L
(00 sz, = [ Gl =0 ¢ Laalol =0
Estas informacoes sao suficientes para garantir que v < 0.
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c H' ([0,L)) tal

Como na prova da Proposicao 4.13, existe uma sequéncia {¢j}j N per

que

(Lres Uil 03) gt . =5, (4.127)

PET er

com

ij“L;Q)er =1le <1/}j7¢c> L2 = 0, VJ e N.

er per

Notemos que a sequéncia {Hw] | 71 } ¢ limitada. De fato, por (4.127), dado £ > 0,

per

existe N; € N tal que, V 7 > Ny,

ye< / (602 + (e — p)(,)? — log(@®)(1,)?] do <~ +e.

Isto é suficiente para garantir que

L L
0< / [(%)2 + (%‘)2] dr < e+ le/ [(%)2] dr =€+ kig, V j > Ny,
0 0

onde kig > 0 é uma constante.

Em vista da abordagem acima detalhada, existe uma subsequéncia de {wj} a ser

jeN >
denotada da mesma maneira que a sequéncia original, e existe uma funcao ¢ € pe,.([() L))

tal que

1; — 9 fracamente em H,.,([0, L]).

per

Usando argumentos de compacidade,

[l =1 e (&, ¢e)pz 12, =0. (4.128)

perr»~per

Também vemos que, pelo Lema de Fatou,

v < <£Re,d>c WJ] ¢>H L H < hm Hlf <£’Re be [¢j] 77Z)J>H L =

per persiiper

o que garante que ~ ¢é atingido na funcao . Pela teoria do multiplicador de Lagrange,

existem constantes a, e b, de modo que

Lres.[¥] = ap + b (4.129)

Em seguida, afirmamos que existe uma fungao suave M, tal que Lge 4. [M] = ¢.. Isto

é, M satisfaz a igualdade
—M" + (¢ — p)M — log(é?)M = 6.
Com efeito, lembremos que a funcao ¢. esta sujeita a
—! + cp. —log(¢P)p. =0, V c € V C (0, +00). (4.130)
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Derivemos a expressao (4.130) com respeito ao parametro c. Resulta que
d . d d d
— | = — —1 — —p|— = 0.
|:dC (¢C):| + c |:dC (¢C):| + ¢C Og(qslcj) dC (¢C) p |:dC (¢C):| O

Desta maneira, pelo fato de termos ¢. L ¢/, no contexto do espaco L.,.([0, L}),

d d
»CRe,(;SC [%(qﬁc)} - _¢c e M:= ‘C}_%i,qﬁc[gbc] = _%(qsc)

De acordo com a Proposigao 4.12, d”(¢) > 0. Esta informagao é suficiente para que

tenhamos

er»~per

(Lreglded be)ps 1o == /0 P {%(%)} dr = —d"(c) < 0. (4.131)

Adicionalmente, lembremos que o operador L. 4, apresenta exatamente um autovalor
estritamente negativo e este é simples. Este autovalor é o nimero inteiro —p e esta

associado a autofungao ¢, pois, devido a (4.130),

ERe,dk [¢c] = _¢,c/ + C(bc - 10g(¢€)¢c - p¢c = _p¢c-

No inicio desta demonstragao, mencionamos que v < 0. Entretanto, como —p é o inico
autovalor estritamente negativo do operador Lg.4,, € previamente sabido que v > —p.
Assim, v € [—p,0]. Afirmamos que v ¢ [—p,0).

Com a finalidade de provarmos esta tltima afirmacao, retomemos a identidade (4.129).
Fazendo o produto interno em L2 ([0, L]) da identidade dada em (4.129) com a funcao

per

1, segue da relagao (4.128) que

v = (Lreg V], V)12 2

per»“per

Ou seja, v = as.

Suponhamos que a, = —p. Pelo produto interno em L2, ([0, L]) da relacao (4.129)

per

com a fungao —po., temos que

—D <¢, ¢C>L2 1.2 = <¢a £R€7¢c [¢c}>L2 12 = <£Re,¢c W}]a ¢C>L2 .2

per»per per>per pers>Hper

= a (¥, bedpz, 1z, +0(0e b)pz

ers>Hper

LQ

ers>Hper

Isto implica que b(¢¢, de)rz ;2 = 0e, como
L
(0s60) 15, 13, = | [oda)} do 20,
0

segue que b = 0. Desta maneira, em vista de (4.129),

L Re. (W] =—p e ¥ =ky-o¢,
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onde kyy # 0 é uma constante. Isto contradiz (4.128), pois,

(s 0c)pa, 13, = ka0 (Per Pe) 12, 7 0.

er per

Logo, a, # —p.
Suponhamos, em seguida, que v = a, € (—p,0). Pela identidade (4.129) e pelo fato

de Lge,4, admitir um unico autovalor estritamente negativo, segue a identidade

U = b(Lreg, — axd) [¢e]. (4.132)

As relagoes (4.128) e (4.132) garantem que b # 0.

Seja a € (—p,0). Definamos a funcao g, onde

g(a) = <(£R67¢c - ¢c ¢C>L2 L2

perstper

Por conta de (4.128) e (4.132), também vemos que

g(a*) = <(£R€7¢c - ¢c ¢C>L2 L2 =0.

per»per

O operador Lgq, ¢ autoadjunto, portanto, Lg. 4, ¢ um operador fechado. Desta

forma, a identidade

d _ _
dCL (ER6¢C [) ‘= (ER6,¢>C - &I) 27 Vae (_p7 O>7

é valida uniformemente. Além disto, V a € (—p,0),

! a) = <(£Re7¢c Cbc ¢C>L2 L2

per»~per

= ((Lreg. — al) o), (Lreg. —al) V) o 1o = ||(Lres. —al) " [0 15, >o0.

per>~per per

Sabendo, por (4.131), que

<£Re be (bc] ¢C>L2 L2 < 07

per»~per

temos que g(a) # 0,V a € (—p,0). Isto é suficiente para garantir que a, ¢ (—p,0), o que

conclui a primeira parte da proposi¢ao. Portanto, v = a, = 0.

2. Em virtude da primeira parte da proposi¢ao, temos que ¢ > 0. Suponhamos que
¢ = 0. Pelo mesmo procedimento feito na parte anterior, podemos determinar uma funcao
v € HL,(0, L)), tal que

(Lres V) V) g1 g =0, (4.133)

persidper

com

[ll2, =1, (b, 0c)pa 2 =0 e (4log(@)d, + pde)rs ;2 =0.  (4.134)

per per»per per»~per
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Pela teoria do multiplicador de Lagrange, existem constantes by, by e b3 de tal modo

que

Lpeg W] = b1 -+ by - ¢ + bs - [log(¢?) .. + po]. (4.135)

Do produto interno em L2,,.([0, L]) entre a expressao (4.135) e a funcao 1, segue que,
devido a (4.133) e (4.134), by = 0. Em seguida, vemos que

0 = (& Lresc Py, zr = (Lres V], Ge)pz 1

per per»per

= by (0o L)pa s, + s (Q0g(SD)0L + D&l By 1o

ery»Hper

= b3 (log(¢7)d + Py, dr) 2

er per

Por conta desta informacao, temos que b3 = 0, uma vez que

(108 (¢2)6, + Pt L) s 1s. / o (og(62)6, + po,) d

(4.136)
L
= {6, = s = [ 6 + (@0)7) i > 0.
per»tiper 0
Logo,
‘CRe,qbc [w] = b2 : ¢c~ (4137)
Conforme determinado na prova do item anterior,
d
L e - \@Pe = —@c-
. | 3000 = 0
Isto implica que
d
Lpep. |+ o %(ch) =0
e existe uma constante by de tal modo que
d /
Y+ by d—c(qﬁc) = by - ¢... (4.138)

Fagamos o produto interno de (4.138) com a funcao ¢.. Usando as relagoes (4.131) e
(4.134), segue que by = 0. Pela relacao (4.137), ¢ € ker(Lpgey.) € temos que by # 0 na
identidade ¢ = by - ¢/.. Devido a relagao (4.136),

(0, log(éF) e + o) 3, 12, 7 O-

Este tltimo resultado ¢ uma contradi¢do com a terceira condi¢ao apresentada em (4.134).
Portanto, ¢ > 0.
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Usando como referéncia o método classico que é descrito no estudo da estabilidade
orbital de solucoes do tipo onda estaciondria periddica para uma equacao de Schrodinger

nao-linear polinomial, apresentado por Angulo, [8], provaremos o seguinte resultado.
Teorema 4.15. Seja ¢ € V' fizado. A fungdo
ue(w,t) = ‘o), V (2,t) ER x R,

€ uma solucao do tipo onda estaciondria periodica orbitalmente estdvel para a equacao de

Schrddinger Logaritmica (4.1), em conformidade com a Defini¢do 4.5.

Demonstragao. Seja ug € H,.([0, L]) uma funcao arbitraria, porém, fixada. A principio,

consideremos a funcao u(-,t) € H', ([0, L]), onde t € R. A fungao u é, para cada T > 0,

per

uma solucao fraca do problema de Cauchy

(4.139)

iUy + Ugy + log(JulP)u = 0.
u(z,0) = up(x), v € R.

Definamos a érbita estabelecida pela funcao ¢. sendo o conjunto
Oy, = {eiegbc(- +v); (y,0) e R x [0,277')} )
Sejam y € [0, L] e 8 € [0,27). Para cada t € R, denotemos a fungao 2; por
Q(y,0) = 1T + 9.0 — SLlZs + cllil- +y, e — dull2, .

Para cada t fixado, a raiz quadrada de ,(y, ) representa uma expressao equivalente a
norma do elemento u(- + y, t)e” — ¢. no espago H,,,.([0, L]).
Notemos que, para cada t € R, a funcao €2; é continua sobre o dominio compacto
[0, L] x [0,27]. Esta informacao implica na existéncia de um par (y,0) = (y(¢),6(t)) de
tal maneira que
O (y(t),0(t)) = inf 0y, 0) = [p(T(-, 1), Os)]*, YVt €R. 4.140
WO00) = i (,6) = (il 0), 0, (4.140)
A expressao p.(u(-,t), Oy, ) € interpretada, no tempo ¢, como a “distancia” entre a funcao
u e a orbita O, determinada pela onda ¢.. Uma informacao adicional é que devido a
regularidade da funcao u, a aplicagao
t— inf Qi (y, 0
(y,0)€[0,L] x[0,27) t(y )
¢ continua (ver Bona, [17], Cap. 4, Lema 2).

Em seguida, consideremos que w é uma perturbacgao da funcao ¢.. Facamos
u(z 4y, t)e” = po(z) +w(z,t) comw:=A+iB, (4.141)
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ondet € R,z € Rey = y(t) e d = 0(t) sdo os parametros determinados em vista de
(4.140). Além disto, as fungdes A e B sao a valores reais.
Pela propriedade do minimo atribuida ao par (y, ) e pela relacao (4.141), segue que

as funcoes A e B satisfazem as seguintes condigoes de compatibilidade

/O LA 8)] - log(é?)6, + pel] dx = 0 (4.142)

/0 (B(-.1)] - log(¢?)ée] dux =0, (4.143)

VteR.

Lembremos que G = G, := £ + ¢F é uma quantidade conservada, onde £ e F estao
definidas respectivamente em (4.3) e (4.4). G é invariante por translagdes e rotagoes.
Desta maneira, V¢t € R,

AG = G(ug) — G(¢c) = G(u(-, 1)) — G(¢c)

— g(ewﬂ( + y,t)) - g(¢c) - g(w(7t> + ¢c) - g(¢c)

Usando o fato de que G/(¢.) = G'((¢¢,0)) = 0, entendemos que, ¥V t € R,

4 (n)
ag = 3 [T a0+ 0wl )

onde wW(-,t) = (A(-,t), B(-,t)). Logo, ¥V t € R,

AG = %<£Re,¢C[A(-,t)],A(.,mH;elmH;”+%<£zm,¢c[B(-,t)],B(-,t)>Hz;;,H;€,.
B %9/0 {3%1(-,75)3(-,;3 —l—A(-,t)} d (4.144)
| [Aw) +6A<-7t>¢§<-,t> —3B<»t>} dz + O(w(-, 1)),

onde conjecturamos que

O (- ) < OUT(, )l <y, )- (4.145)

per per

Notemos que, para cada r > 2, a seguinte cadeia de imersoes de Sobolev

Hy, ([0, L]) = L7, ([0, L)) = L5,.([0, L])

per per per
é valida. Pelo comportamento da funcao ¢. que é limitada e ¢. > p > 0, onde p é uma
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constante, segue a existéncia de uma constante #3 > 0 tal que

2 [ [

< Lo {2 [V lacop + 1ac s o ]

(4.146)

< B { 2L [IAC 1, + 14Ol

per

B(, I, |

per

< s
2

[1AC O, + IAC Ol IBC DI, | < B0, o,

per per

Analogamente a (4.146), existe uma constante 54 > 0, de tal forma que

2% /OL [A(-,t)4 + 6A(-,t);l;(-, t)? — BB(-,t)T "

< Ball@( ), - (4.147)

Relacionemos as informagoes (4.144)-(4.147). Segue que, para cada t € R,

—_

1

AG(t) = AG 2 o {Lreg[ACOLAC D)yt s, + 5 Lrmoe[BCOLBCO) s ng,,
(4.148)
= BalldC O,y — Ball@C O,y — OUGC O, )

lembrando que as constantes (3, e 5, sao estritamente positivas e sao definidas a partir
do comportamento da funcao ¢..
Na sequéncia, faremos o estudo da estabilidade orbital sobre a variedade constituida

pelas funcoes ug € H. ([0, L]) tais que

F(pe) = F(ug) = F(u(-,t)), VteR. (4.149)

Sem perda de generalidade, assumamos que ||¢.|| 12, = 1. Parat € R, definamos as
fungoes auxiliares Py(-,t) e P (-,t) como

PUt) = [(AC 0,6 5, | 6 @ PLt) = AG D) = By,

per»per

Temos que Py (+,t) L ¢.em L2, ([0, L]). Além disto, P, (-, t) L [log(¢P)¢L.+pgL]. De modo

per

a verificar esta ultima ortogonalidade, usemos a condi¢ao de compatibilidade (4.142) e o
fato de que

/¢clog¢>P>¢ T pd] =——/ b0, d = 0.

Nas condicoes da Proposicao 4.14, temos a existéncia de ¢ > 0 de forma que

(Lreo[PLOOL PLE ) ot g = CIIPLG DI, - (4.150)

per per
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Em vista da particularizacao estabelecida em (4.149), V t € R,

loelZs, = I 8)l2s, = €% + 3. )25, = I6e + A1) +iB( )2,

per

— l6elZa, + 1A OI2, + IBC O, +2(AC 1), 60) s s

persper

Esta identidade implica que

(AC D, 00 1. = —5 [IAC O, + 1B DIZ,

per»per per per

e, por sua vez,

1P D, = [(AC 0,0 i | = [1ACHIE, +1BCOIR, ] (1)

per per> pe'r

Também ponderamos que, V ¢t € R,

<A('>t)’A('7t)>L2 L2 = <P\|('7t)+PJ_('>t)’P||('v )_I'PJ_ >L2 L2

per>—per per»Hper

= PGB, + IO, +2C(PLC ) P 1) s

per per» per

Como (Py(-,t), P(, = 0, segue de (4.151) que

D)1, 13

per>per

1PLC I, = ACOIZs, — 1RGN, = IAC DL —illﬁ( )Lz, w12

per per per per pﬁr per

(4.152)

> JAG DI, — 1Ol

per 4 per

Pelas relagoes (4.150) e (4.152), segue que

(Lres POt PLOt) o 2 CIAC DNz, = IOy, - (4.153)

per per per

Além disto, para cada t € R,

(Lrep[ACDLAC D) g1 gy = (LReg [PLC DL PL(5 ) gt

(4.154)
+2(Lrege P OLPLC D) g o + (Lrea PICDLPIC D) s
Notemos também que
2(Lrea PIOLPLC D) o | S 2IPLC Dy, [|Cres [Pt H%T
< 200y, ey, ([Lres PG O
< DIy iy, 1reselddly,  (4155)
< Bslld(, ), <, »

per per

140



onde (5 > 0 é uma constante. Finalmente,

‘<£Re,¢c[P||('7t)]7PH('at)>LI2JET7L%ET < HP”(’t)HL%er |£R57¢C[P|‘("t)]HLger
< ||w('7t)||12LI;8TxHF}ET £R€7¢c[P||("t)]HL%8T
< 1Oy ey, [Lres ol (4.156)
<

Bl )l oy

per

onde fg > 0 é uma constante. Usemos as relagoes (4.153), (4.155) e (4.156) na expressao
(4.154). Segue que

<£Re,¢>c[A('7t)]vA('ﬂt»H*l H1 > CHA(ut)“i?

perstiper per
(4.157)
— Bl DI ey, — (BTG DIy ey

Consideremos que v; +v2 = 1, onde v; > 0 e 75 > 0 e escrevamos

<£R€,¢c[A<'7t)]7A(Wt))H*l HL  — (’71 +'72) <LR6,¢C[A('7t)]aA('vt»H*l H1

peryidper persidper

Pela defini¢ao do operador Lg. 4,, existe uma constante 3 > 0, 3 independente de v; e

v, tal que

persyidper

N <£Re,¢c [A('7t)]7 A(? t))H*I Hl > ’71/0 [Aﬂc(v t>]2 dr — Y173 HA(’?t)Hi%e,. :

Combinando as relagoes imediatamente acima com (4.157), temos que

<£Re,¢>c[A('7t)]JA('ﬂt»H*l HL > 71/0 [Al“('vt)]2 dr + <C72 - 7173) ||A(7t)||§,2

persidper per

— Bl B Oy a2+ BN DIy .-

per per per

Por este motivo, as constantes v; e 7, podem ser escolhidas de forma que

<£R€,¢c [A<'7t)]7 A(Wt))H*l H1 > V4 ”A(7t>||§{;€,

persiiper

(4.158)

= BellwC Oy, e, — BB D)y, sy,

per % Hper per
onde as constantes 74, f7 e g sao estritamente positivas.
Por outro lado, a condigdo de compatibilidade (4.143) permite concluir que, pela
Proposigao 4.13, existe a constante § > 0 de maneira que

(Lrmo BCOLBC ) yoa 2 BB

peryidper per

Fazendo uso de um procedimento similar ao que foi feito no caso do operador Lg. 4.,

obtemos uma constante v5 > 0 que atende a desigualdade

<£1m7¢c [B<> t)]? B('? t))H*1

pers

. 2 IBC O - (4.159)
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Substituamos as relagoes (4.158) e (4.159) em (4.148). Desta maneira, V t € R,

Ag(t) 2 ’76”13('725)”%{1 XH;eT_77||U7(’7t)H%(1 xH},,

per per

(4.160)

- ’VSHIE('?t)H}l{l XH;”_O(Hﬁ('>t)|’EJ)LI1 xXH} )7

per per per
onde as constantes g, 7 € g sdo estritamente positivas. Portanto, pela relagao (4.160),
segue que, para cada t € R,

AG(t) = h(l[@( Ol my,,xa3,,),

per per

sendo que a fungao hy(z) := ma?(1 — nex — nzz? — O(23)), com 1y, 12, 13 > 0, apresenta
as propriedades de que hy(0) =0 e hy(x) > 0 para pequenos valores de z.

Definamos a variedade
S=5 = {uo € H;er([O,L]); Flug) = F((bc)} )

Suponhamos que ug € S. Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos
que, se ug — ¢. em H,, ([0, L]), entdo, &(ug) — E(pc) em R.

Seja € > 0 suficientemente pequeno. Conforme as informacoes apresentadas imediata-

mente acima, existe d = (e, ¢) > 0 de tal maneira que se ug € S e

|uo — Gl m1,, <0,

per

entao, para cada t € R,

h1<||u_j('7t)||H1 x H} ) < Ag(t) = AG < h1(6).

per per

Por consequéncia da invertibilidade da funcao hq, V t € R,

[ N .

 <e.

Isto é,VteR,
(- + (1), )™ — el <e,

o que conclui a estabilidade orbital no caso particularizado.

Em seguida, faremos a prova para o caso geral. Seja ¢ € V fixado. Podemos revisitar
toda a abordagem feita no estudo da estabilidade orbital do caso particular. Notemos a
existéncia de uma constante d; = d;(c) > 0 e também a existéncia de uma fungao real
2o, de tal modo que zy(0) = 0 e z é estritamente crescente sobre o intervalo [0, D], onde
D > 0 é suficientemente pequeno. Além disto, para cada t € R,

seV e Gi(uo) = Gs(ds) = 2o(l|ws(- )|y, sy, ) (4.161)

per per

sempre que |s — c| < 01 e F(ug) = F(os).
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Seja € > 0 suficientemente pequeno. Devido a continuidade e a regularidade do fun-
€
cional £ numa vizinhanga de ¢, temos a existéncia de dy = da(c,€) > 0, Jy < 3 de tal

modo que se ugy, vy € Bs,(¢.) C HL ([0, L]), entao,

per

1€ (uo) — E(w0)] < 20 (%) . (4.162)

Pela suavidade da aplicagao s € V +— ¢, € H2, ([0, L]), também temos a existéncia de

per,e

d3 > 0, tal que se |s — ¢| < d3 < 07, entdo,

€
165 = Pellmy,, <02 < 5 (4.163)

Afirmamos que existe d, > 0 tal que se

d
luo = éellmy,, < b1 < 3,

entao, existe s* = s*(ug) > 0 tal que |s* — ¢| < 03 e F(ug) = F (s« ).

Com efeito, definamos a funcao hy : V' — R, de tal modo que

(o) = 7o =3 [ [ @) w| vsev

Em vista da Proposigao 4.12, temos que hi(s) = d’(s) > 0, ¥V s € V. Isto garante que a

funcao hy € crescente sobre V. Consideremos o parametro 05 := 2500 comportamento
da fungao hy garante que ha(c + 05) > ha(c) > ha(c — d5). Além disto, existe uma tal
d¢ > 0 tal que

hQ(C — 55) — hQ(C) < =0 <0< g < h2(0+ 55) — hQ(C). (4164)

Da continuidade do funcional F, existe d, > 0 tal que se

0
[uo = dellmy,, < da < 52, (4.165)
entao,
0 )
— < F(0e) = Flu) < 5. (4.166)

Seja o elemento ug € H),,.([0, L]) satisfazendo a condicao (4.165). Combinando as relages

(4.164) e (4.166), segue que

h2<C — 55) — I(UO) = hQ(C— 65) — hQ(C) + hQ(C) — I(UO) < _66 + % = _%
d¢ Op
ha(c+ 05) — F(ug) = ha(c+ 05) — ha(c) + ha(c) — F(ug) > d¢ — 5 =5

Como hy é continua e estritamente crescente sobre o intervalo (¢ — d5, ¢ + 05), existe um
tnico s* € (¢ — d5,¢+ d5) C V tal que

F(ug) = hao(s") = F(¢s). (4.167)
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Seja g satisfazendo a relagao (4.165). Como |s* —c¢| < d5 < d3, vemos que ¢« satisfaz
a relacao (4.163) com s = s*. Logo, pela relacao (4.162),

€
1€ (uo) — E(ds)] < 20 (5) . (4.168)
Devido as informagoes (4.167) e (4.168), temos que
€
G- (1) — G- (65+) <:zo<§>. (4.169)
Na sequéncia, combinemos as premissas (4.161), (4.167) e (4.169). Dai, V t € R,

ZU(HQES*("t)”Hl x H} ) < gs* (UO) - gs*(gbs*) < 2o <E) .

per per 2

Em virtude da invertibilidade da funcao zy, para cada t € R,

= €
W (s Ol b3, <1, < 5- (4.170)

per per 2

Portanto, pelas relages (4.163) e (4.170), para cada t € R,

[[e (-5 )|l

per

X Hp., yE[O,L}l,DGE[O,QW) HU( +v, )6 ¢c||H?}er

< [ (5 0l

per

€ €
XH;%er + H(bs* - ¢c”HéeT < 5 —+ 5 = €.

Esta ultima verificacao garante a estabilidade orbital da onda estacionéria periddica
u(r,t) = e“oo(z), ¥ (z,t) € R x R,
em conformidade com a Definicao 4.5.

A Observagao 4.8 permite reenunciar o Teorema 4.15 de uma forma mais abran-
gente. Segue abaixo o enunciado que contempla os estudos e resultados apresentados
neste Capitulo.

2
Teorema 4.16. Sejap € A. Consideremos que ¢y > 0 e que L € (B3, +00), onde 8 := —W,

seja o periodo da func¢ao ¢ = p.,, a solucao par, estritamente positiva e L-periodica da
equagao de Euler-Lagrange (4.109) dada em wvista do Teorema 4.6. FEntdo, eriste um

intervalo V- C (0,400) que contém cy, de tal maneira que a curva de fungoes

ceV . H2 ([0,L]), s> 1,

per

é suave e ¢. € uma solugdao par, periodica e estritamente positiva da equagao (4.109), para
todo ¢ € V. Finalmente, para cada ¢ € V, a func¢ao

uc(z,t) = "¢z — ct), (v,t) € R x R,

determina uma solucao onda estaciondria periodica orbitalmente estdavel para equacao de
Schrédinger Logaritmica (4.1).
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Capitulo 5

Estabilidade Linear de Solucoes do
tipo Onda Viajante Periddica para a
Equacao ILW

Ao longo deste capitulo, estudaremos a estabilidade linear de solugoes do tipo onda
viajante periédica com média nula para a equagao ILW (Intermediate Long Wave Equa-
tion). Primeiramente, apresentaremos a teoria geral de estabilidade linear seguindo as
ideias de Deconinck e Kapitula, [31]. Apds isto, determinaremos uma classe de solugoes
do tipo onda viajante periédica de média nula para a equacao ILW e, com auxilio do es-
tudo do indice Hamiltoniano de Krein, determinaremos que tais solugoes sao linearmente

estaveis.

5.1 Condicoes Suficientes para Estabilidade ou Ins-

tabilidade Linear de Ondas Viajantes Periddicas

Sejam L > 0 um numero real e p € N fixados. Consideremos a equacao de evolugao
u + (p+ DvPu, — (Mu), =0, (x,t) € R x RT, (5.1)

onde M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no contexto de funcoes L-

periédicas. Em verdade, M ¢é definido como um operador multiplicador de Fourier por
Myg(n) = ¢(n)g(n), ¥V n € Z,

onde o simbolo ¢ de M ¢é assumido ser uma funcao real, mensuravel, localmente limitada

e par. Assumamos que existem constantes mq, mo € R, 0 < m; < my, tais que
An|™ < ((n) < Ao(1+ n])™, ¥ |n] >0,
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onde A; > 0 e Ay > 0. Adicionalmente, fagamos ((0) = 0. Afirmamos que se u é uma

funcao no dominio de M, entao,
L
Mu+a)=M(u), VaeR e, / (Mu) dx = 0.
0

Com efeito, seja a € R. Notemos que se n € Z—{0}, entao, a(n) = 0. Como ((0) =0,

—

complementamos que (Ma)(n) = ((n)a(n) = 0, para cada n € Z. Isto implica que
M(a)=0e
M(u+a) = M(u) + M(a) = M(u).

Além disto, pela defini¢do de Transformada de Fourier Periddica,
L —_—
/ (Mu) de = L - (Mu)(0) = L{(0)u(0) = 0.
0

Em seguida, definiremos a nocao de solugcao do tipo onda viajante periddica para a

equagao de evolugao (5.1).

Definigao 5.1. A funcio u : R x Rt — R € dita uma solucao do tipo onda viajante
periddica de periodo L > 0 para a equagao (5.1) se existirem ¢ € R, ¢ >0 e ¢ : R = R,

uma fungao suave e periodica de periodo L, tais que
u(z,t) == p(x —ct), (r,t) e R xR, (5.2)

soluciona (5.1) no sentido pontual.

Suponhamos a existéncia de c € R, ¢ > 0 e de ¢ : R — R, funcao suave e periddica de
periodo L > 0, de tal modo que (5.2) seja uma solugao do tipo onda viajante periédica

da equagao (5.1). Substituindo (5.2) na expressao (5.1), resulta que
—co' + (p+ 1Py’ — (M), = 0. (5.3)

Integremos a expressao (5.3) sobre intervalos do tipo [0,¢], onde 0 < & < L. Temos a

existéncia de uma constante de integracao A, tal que
—cp+ P — My = A. (5.4)

Na sequeéncia, definiremos as nogoes de estabilidade e instabilidade linear para as
solugdes do tipo onda viajante periédica da equagao de evolugao (5.1). De fato, consi-
deremos uma funcao suave L-periddica ¢ = . que depende do parametro ¢ € RT e que

satisfaz a identidade (5.4). Introduzamos o operador linearizado associado a ¢,
L:=M+c)—(p+ 1), (5.5)
definido sobre o dominio H™2([0, L]), que é denso no espago de Hilbert L2, ([0, L]).

per per
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Suponhamos que exista uma funcao v : R x Rt — R, de tal modo que
u(x,t) = p(x —ct) +v(x —ct,t), V (z,t) € R x R, (5.6)

também seja uma solugao para a equagao (5.1). Substituindo a expressao (5.6) na equagao
(5.1), temos que

—cp' —cvz + o+ (p+ D[ +0)7 (¢ + v:)] = (M) — (M), = 0.
Isto é,
—cp' —cvy + v+ (p+ 1P + (p+ 1)0:(¢Pv) — (M), — (Mov), = O(v).  (5.7)
Em vista das identidades (5.4) e (5.7), temos que
v = vy + (p+ 1)da(9P0) — (M), = O(v).
Ou seja,
v = 0,(Lv) + O(v). (5.8)

O estudo da estabilidade linear das solugbes da equagao (5.8) pode ser estruturado
em termos de propriedades referentes ao estudo da estabilidade linear das solugoes da
equagao vy = 0,(Lv).

Consideremos que (\, 7)) € C x L2

per

([0, L]) e que
(&, t) = eMY(€), V (§,1) e R x RY,

seja uma funcdo suave que soluciona a equagao v, = 0,(Lv). Finalmente, ao substituir a

funcao v nesta ultima identidade apresentada, obtemos o seguinte problema de autovalores
0L = M. (5.9)

Defini¢ao 5.2. Dizemos que a onda viajante periddica (5.2), solu¢ao da equagao de
evolugdo (5.1), € linearmente instdvel no espago de Hilbert L2, ([0, L]) se existir A € C,

per

Re () > 0, e se existir uma fun¢do ¢ € L7,.([0,L]), ¢ # 0, de tal modo que se verifica
a identidade (5.9). Caso contrdario, dizemos que a onda viajante periédica é linearmente

estdvel no espaco L?,.([0, L]).

per

Tratemos agora a equagao Hamiltoniana abstrata
u = JE (u) (5.10)

definida sobre o espago de Hilbert H, onde o operador J : H — R(J) C H é antissimétrico
e o funcional £ : H — R ¢ de classe C?. As referéncias [37] e [51] apresentam resultados

para estabilidade e instabilidade linear de ondas viajantes periédicas que solucionam a
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equacao (5.10), no caso em que o operador J é invertivel. Notemos que no caso especifico
em que J = 0, e que

1 [t 1 [F

E(u) = —/ (Mu)u dx — —/ uPt? da,

2 Jo P+2Jo

a equagao (5.1) pode ser reduzida formalmente a forma dada pela equagao (5.10).
Consideremos a fungao ¢ que soluciona a equagao (5.4) e seja £ o operador definido

em (5.5). Se supormos que o espaco de Hilbert seja H = L2,.([0,L]), temos que o
operador J = 9, nao é invertivel. Isto, pois, ker(J) = span{1}. Esta verificacao, contudo,
nos impede de fazer o estudo da estabilidade linear das ondas viajantes periédicas que
solucionam (5.1) via teoria apresentada por [37] e [51]. Para suprir tal dificuldade, [31]
e [41] consideram uma modificacdo do problema (5.9), que passa a ser estruturado sobre
um espago de Sobolev de média zero.

No que segue, iremos considerar o subespaco fechado de L2,,.([0, L]) dado por

= {re e [ e a=o},

o qual é um espago de Hilbert. Vamos olhar o problema (5.9) restrito ao espago Hy, ou

seja, consideremos o problema de obter (A, 1) € C x H, tal que
JE] g = N, (5.11)
onde J := 0,.

Definigao 5.3. Dizemos que a onda viajante periddica (5.2), solu¢ao da equagao de
evolugao (5.1), € linearmente instavel no espago Hy se existir X\ € C, onde Re (\) > 0,
e se existir uma funcao suave Y € Hy, 1 # 0, de tal modo que se verifica a identidade
(5.11). Caso contrdrio, dizemos que a onda viajante periddica € linearmente estdvel no
espaco Hy.

Observacao 5.4. Notemos que a instabilidade linear no contexto de Hy implica na ins-

2

2er([0, L]). Por sua vez, a estabilidade linear no contexto de

tabilidade linear no espaco L

L2 ([0, L]) implica na estabilidade linear no espago Hy.

per

Em seguida, introduziremos os elementos que serao usados na definicao do indice

Hamiltoniano de Krein.

Definicao 5.5. Definimos k, como a quantidade de autovalores reais estritamente posi-

tivos do operador J£|HO, contando as possiveis multiplicidades.
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Definicao 5.6. Definimos k. como a quantidade de autovalores complexos do operador

JL| 1,» Cuja parte real € estritamente positiva, contando as possiveis multiplicidades.

Seja A um operador autoadjunto. Denotemos por n({w, Aw)y) a dimensao do su-
bespaco maximal para o qual (w, Aw)y < 0, onde (-,-)¢ denota o produto interno em

L2.,.([0,L]). Seja A um autovalor nao-nulo puramente imagindrio do operador JL| .

Finalmente, consideremos FE\ o autoespaco associado ao autovalor .

Definicao 5.7. Definimos a assinatura de Krein para A por

k7 (A) = n <<w (£|HO)\EAw>O) .

Dizemos que o autovalor \ tem assinatura de Krein negativa se k; (N) > 1. Caso verifi-

quemos que k; (A\) =0, dizemos que \ possui assinatura de Krein positiva.

Se A for um autovalor algébrica e geometricamente simples de JL| H,» CUjo autoespago

associado é gerado pela autofuncao 1, vemos que

- — O’ S€ <77/))\,(£|H0)¢>\>020
k(A {1, se (s (L) )y < 0.

Definicao 5.8. Definimos a assinatura total de Krein através da quantidade

kr= ) k(A

A€iR—{0}

Definicao 5.9. Definimos o indice Hamiltoniano de Krein associado ao operador J£|H0
pelo numero
Kuom :=ky + ke + k.

Nosso proximo passo € supor a validade de duas relevantes condigoes:

(c1) Consideremos o operador
L=L =M+c—(p+1)e.

Suponhamos a existéncia de um operador autoadjunto Ly, de modo que (L) ™! seja

um operador compacto e que:

(1) L= Lo+ B, onde B é um operador que satisfaz

1Bul|z;

per per

< allulliz, +blILol ul,,, ¥ u e L2 (0, L),

per

para constantes positivas a, b e r € [0, 1).
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(17) A sequéncia crescente de autovalores nao-nulos p, de L satisfaz

D | < oo,
n=1

para algum [ > 1.

(4ii) Existe uma subsequéncia de autovalores de Lo, {fin; }jen, € existem constantes

¢>0er >rtais que

~ ’f'/
Hn+1 — Hny > Cll’nj+1‘

(c2) ker(L£) = span{y.}. Além disto, o operador £ ¢é autoadjunto e o espectro de L é
constituido por uma sequéncia de niimeros reais de modo que existe uma constante
e > 0 para qual existe somente uma quantidade finita de elementos y < ¢ que
pertencem ao espectro de L.

Observagao 5.10. Seja {en}nen uma base ortonormal do espago L2, ([0, L]) constituida

pelas autofungoes do operador Ly. Entao, o operador |Lo|" pode ser interpretado como

+oo +o0

|Lo|"u = Z lwn (Lo)| unen, onde u= Zunen.

n=1 n=1
Suponhamos que sejam vélidas as condigoes (c1) e (¢2). Segundo [31], se Im(L£) = 0,
entdo, k. é um inteiro par. Além disto, para cada A € iR, temos que k; (A) = k; (\), o
que também implica que k; ¢é necessariamente um inteiro par.
O estudo do indice Hamiltoniano de Krein nos apresenta parametros que podem ser
usados para deduzir a estabilidade ou a instabilidade linear de solugoes do tipo onda via-
jante periddica para a equagao (5.1). Com base no que foi descrito nesta se¢ao, enunciamos

o seguinte resultado devido a [31].

Teorema 5.11. Suponhamos que as imposi¢oes (cl) e (c2) sejam vdlidas e que ¢ > 0. Se
Kyam = 0, entao, a fungdo definida por u(z,t) = @.(x — ct), V (z,t) € R x RT, € uma
solugdo do tipo onda viajante periddica da equagao (5.1) linearmente estdvel no espago
Hy. Se Kyom =1 e Im(L) = 0, entdo, a referida solugdo é linearmente instdvel no espago

Hy (e, consequentemente, linearmente instdvel no espago L,,.([0,L])).

Demonstracao. Se Kyam = 0, entao, k. = k. = 0. Isto implica que nao existe um par
(A, 1) € C x Hy, onde Re (A) > 0, de tal forma que se verifique a identidade (5.9). Se

Kpam = 1 e Im(£) = 0, entdo, k., = 1, o que é suficiente para concluir a prova.

Unterpretamos o operador Im(£) como aquele que associa um elemento v € D(L) & parte imaginaria

de L(u).
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Na sequeéncia, apresentaremos um resultado que pode ser usado na deducao analitica
do indice Hamiltoniano de Krein Ky,,,. Para isto, é preciso que facamos algumas consi-
deragoes. Em funcao de termos 1 L ¢, e ¢, L ¢/, no contexto do espaco L2, ([0, L]), as

imposigoes (c1) e (c2) permitem obter £L7![1] e £L7![p.]. Assim, podemos definir
J = (L7 1], 1) (5.12)
e, se J # 0, definamos a matriz

b1 (<£1[soc],%>o <c1[soc],1>o>'

(e 1o (L1 1o (5.13)

Entendemos que

)0, se (£7M1],1)0 >0
) = { 1, se (L1, 1) < 0.

Denotemos por n(£) o nimero de autovalores estritamente negativos do operador
L (somando as devidas multiplicidades) e designemos n(D) o numero de autovalores
estritamente negativos relativos a matriz D. Para que conhecamos informagoes acerca de
n(D), basta analisarmos o sinal de det(D). Suponhamos que J # 0 e que det(D) < 0.
Neste caso, D apresenta um autovalor estritamente negativo e um autovalor estritamente
positivo. Isto implica que n(D) = 1. Se J # 0 e det(D) > 0, ha duas possibilidades:
n(D) = 0 (D possui dois autovalores estritamente positivos) ou n(D) = 2 (D possui dois
autovalores estritamente negativos). O trabalho em [31] deduz uma relagao entre o indice

Hamiltoniano de Krein e o nimero de autovalores estritamente negativos relativos a L,

J eD.

Teorema 5.12. Suponhamos a validade das imposicoes (c1) e (c2). Se J # 0 e se a
matriz D for nao-singular, entdo, o indice Hamiltoniano de Krein associado ao operador
JL|y, € dado por

Kuom =k + ke + k7 =n(L) —n(T) — n(D). (5.14)

Demonstracao. Ver [31] e sua referéncia [41].

5.2 Estabilidade Linear de Ondas Viajantes Periédicas
para a equacao ILW

Sejam L > 0 e § > 0 fixados. Ts designara o operador definido por

TN =i 3 corh (270) fuge e

n€Z—{0}

151



onde z € R, f é uma funcao L-peridédica suave e,

_ 27minx

L
fo) =1 [ 1@e = ar vnez
0

Nesta se¢ao, apresentaremos a existéncia de uma classe de solugoes do tipo onda viajante

periddica para a equagao ILW (Intermediate Long Wave Equation)
1
Uy + 2uuy + Sl + (T50,u), =0, (x,t) € R x R, (5.15)

Além disto, mostraremos o estudo da estabilidade linear para as ondas viajantes obtidas.

Seja f uma funcao L-periédica suave. Vemos que

T = (57) . v ez

e, interpretamos que
— , 2nmd\ —x _(2nm 2nmé
(T o) = scorh (272) (i = (27 ) com (272

Em seguida, definamos o operador auxiliar

>

(n), Vn € Z. (5.16)

1
M == —=T50, — 5

Dai, a equagao ILW (5.15) pode ser interpretada equivalentemente como
uy + 2uu, — (Msu), =0, (z,t) € R x RT. (5.17)

Além disto, em vista da verificagdo (5.16), se g for uma fun¢ao L-periddica suave perten-

cente ao dominio de Mg, entao,

(Mog)(n) = {Q”T” coth <2”T7”5> _ H i(n), Vnez (5.18)

Fagamos M = M; e p = 1. A equagao de evolugao (5.1) torna-se a equacao (5.17).
Devido a verificagao (5.18), a equagao ILW aqui abordada atende a proposta detalhada na
Secao 5.1. Isto indica que podemos estudar a estabilidade linear de solucoes do tipo onda
viajante periédica para a equagao (5.17) fazendo uso do indice Hamiltoniano de Krein.

Entretanto, antes de estudarmos condigoes que permitem estabelecer a estabilidade
linear de ondas viajantes periddicas que solucionam equagao ILW (5.17), relataremos
um resultado que garante a boa colocagao do problema de valor inicial associado a tal
equacao. A boa colocagao para este problema permite que obtenhamos a existéncia de leis
de conservacao relevantes para que a equagao (5.17) admita a estrutura de uma equagao

Hamiltoniana em conformidade com (5.10).

3
Teorema 5.13. Seja ug € H,,.([0,L]). Ses=1 ouses= 2’ entao, existe uma func¢dao

u € L>(R*; Hy ([0, L])), de tal forma que u soluciona o problema de valor inicial

_ _ +
{ u + 2u, — (Msu)y =0, (2,t) € Rx RY. (5.19)

u(0) = uo.
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3 3
Se s > 5 €€ l €N € tal que s—21 > —5 entao, existe uma unica funcdao u que soluciona
o problema de valor inicial (5.19) e, para cada T > 0, u € C'([0,T]; H:,*([0, L])). Além

per

disto, a aplicagao que associa ug & unica solu¢ao u do problema (5.19) € continua de

H:, ([0,L]) em C'([0,T]; H5,2([0, L])), para cada T > 0.

per per
Demonstragao. Ver [1], Teorema 9.1.
[

Fazendo uso dos resultados propostos por Abdelouhab, Bona, Felland e Saut, ver [1]

e suas referéncias, e usando de resultados referentes a densidade dos espagos H,,,.([0, L])

em L2,.([0, L]), determinamos as seguintes quantidades conservadas associadas & equagao

(5.17):
I 4(u)= /OLu dzx, Io(u) = %/OLU2 dx

1 [* 1 [*
E(u) = —/ (Msu)u dz — —/ u® d.
2 Jo 3 Jo
Vemos que a equagao (5.17) satisfaz, supondo que a evolucao u seja regular,
Uy = —2uu, + (Msu), = 0,(—u* + Msu) = JE (u),

onde J = 0,. Logo, a equagao ILW (5.17) admite a estrutura de uma equac¢ao Hamilto-
niana abstrata, conforme comentamos anteriormente.
Na sequéncia, consideremos ¢ € R, onde ¢ > 0 é arbitrario, porém, fixado. Suponha-

mos que exista uma fungao ¢ € Hy, de tal forma que
u(z,t) = p(x —ct), (z,t) € R x RT,

solucione a equagao ILW (5.17). Devido a verificacao (5.4), existe uma constante A, de

tal modo que
—cp + ¢ — (Msp) = A. (5.20)

Integremos a identidade (5.20) sobre o intervalo [0, L]. Como a fungao ¢ satisfaz a condigao

de média nula, isto é,
L
| et de=o.
0

segue que

Mostraremos, no que segue, a validade da seguinte premissa:
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(c0) Existe uma curva suave de fungoes periddicas, todas de mesmo periodo L > 0,

ceVrop.€ HHNH:, ([0,L]), s>1,

per

onde V C (0,400) é um intervalo aberto e a fun¢ao ¢, satisfaz a identidade

1 L
Mo — oo+ = Z/ P62 dE, VeeV. (5.21)
0

Determinemos que
L=L.:=Ms+c—2p., YVceV, (5.22)

é o operador estabelecido em (c1). Também mostraremos que, para certos valores de L e
J, para cada ¢ € V, o operador £ = L, atende as condigdes (cl) e (¢2). Com isto, serd
possivel a aplicacao do Teorema 5.11 e do Teorema 5.12, os quais tornam viavel a analise

da estabilidade linear das solugoes do tipo onda viajante periddica
u(x, t) = p.(x — ct), (z,t) € R x RT,

para a equacao ILW (5.17).

5.2.1 Existéncia de Ondas Viajantes Periddicas

O objetivo desta subsecgao é apresentar a existéncia de ondas viajantes L-periddicas que
solucionam a equagao ILW (5.17). Em [61], Parker deduziu uma classe de solugoes para
a equagao (5.17). Dentre tais solugoes, conforme uma abordagem particular, se obtém
uma curva sujeita a condigao (c0) acima estabelecida. Na sequéncia, apresentaremos, em
linhas gerais, a construgao determinada por Parker, [61], evidenciando as relagoes que
existem entre os parametros associados.

Suponhamos, inicialmente, a existéncia de uma funcao f : C x R — C, de tal modo

o, flx+16,1)
£) =i 2 | (LAY
ue,t) = fa; {n(f(w—id,t)
seja uma solucao da equagao ILW (5.17).
Denotemos fi(z,t) = f(x+1id,t) e f_(z,t) = f(x—id,t). Segundo Parker, [61], existe

uma constante de integracao B, de tal maneira que

que

)], (xz,t) € C x R,

{th n %DI — D2+ B} fo-fo=0, (5.23)
onde

Di*Dia(w,t) - b(z,t) := (Or — Op)™ (0r — Ow)"alz, )b(2" )|y oy -
Mais que isto, propriedades referentes aos operadores diferenciais D; e D, permitem
deduzir em (5.23) que

F(Dy,D,)f - f=0, (5.24)
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onde
~ 1
F(Dy,D,) =i (Dt + ng) sinh(i6D,) + (D2 — B) cosh(id D,,).

Seja z = pr + wt, onde p e w sao constantes reais a serem estabelecidas. Suponhamos

que

f(x,t) =05(z,q) :=1+2

+o0 Yoo
ZQ”Q COS(an)] = Z " ez,

n=1 n=-—o00

; _mK@®) ~ o . .
onde ¢ = €™ = ¢ K® ¢ a fun¢do “nome” e Im(7) > 0. Substituindo f na identidade

(5.24), temos que
Fob3(22,¢%) + Fiq™205(22,¢%) = 0,
de forma que 0, ¢ a segunda fungao Theta de Jacobi vista na Subsegao 2.3.1 e
_ +o00
Fpo= Y F[2i(2n —m)w,2i(2n —m)plg" T m =0,1.
De modo que f(x,t) = 05(z,q) seja uma solucao de (5.24), é suficiente que tenhamos
Fy, = F, = 0. Por sua vez, para que seja valida esta ultima informagao, em vista da

caracterizacao dada a funcao F', é suficiente que tenhamos

1(w+%’>Ag P Par —AB=0 e 1(w+5>A’ P D ar—aB=0, (525

) 02 ) 02
onde
Ay = Ao(p ¢, Z ¢ cosh(4npd) = 05(2ipd, ¢°),
(n—1)2 _ 1 . 2
A1 = Ai(p; g, Z g" " cosh[2(2n — 1)pd] = q265(2ips, ¢°)

e, Aj e A} caracterizam, respectivamente, as derivadas de Ay e A; com respeito ao
parametro p.
Fixados os parametros p, g e 9, a resolucao do sistema de equacoes apresentado em
(5.25) nos leva a determinar que
B = B(p;q,0) = g ik
02 AgA| — AYA,

P CAgAY — AGA; p p* 0

_ . 0 _ _ L
w = (.U(p,q,é) (5 + = 5 AOA/ A{)Al 5 + 5 a {ln[ (AO?Al)]}7

onde W (Ap, A1) = AgA] — A)A; é o Wronskiano de Aj e A;.

Fazendo uso de algumas identidades elementares que envolvem fungdes elipticas (para
informagoes sobre tais identidades, referimos ao leitor [3] e [22]), concluimos que, para p,
q e ¢ fixados, f(z,t) = 03(z, q) satisfaz a identidade (5.24) se
01(2ipd,q) 670, q)
01(2ips,q)  61(0,q)
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NACT
= lpd) = =5 20 5

Uma abordagem similar pode ser feita no caso em que consideramos a mudanca de

./ Z
variavel z +— 5 Vemos que se

(o _p* [07(wd g(k))  67(0,q(k))
B=B0ik0) = = | 5 paatk) ~ 050, 4(h) (526)
e P, .o 01(ipd,q(k))
w=uw(p;k,d) = =5 +ip” - Bipd a(B))’ (5.27)
~K (k")

onde k € (0,1), ¥ = V1 —k2 q(k) =™ =e¢ K® ¢ a fungao “nome” e

! dt
Kk = /0 VI —2)(1 = k22)

5 ( {93 (%(Z—M),Q(k’))

entao,

u(z,t) = i—<In
ox 1 .
o0 (:-+ 9.0
(5.28)
0, (5~ o).a(k)) 04 ( 5=+ ipd). alh)
B @ 3 2 ) B 3 2 )
2 1 : 1 :
05 (5(2 —ipf), Wﬂ)) 05 (5(2' +ipf), Wﬂ))
é uma solucao da equagao ILW (5.17), no caso de termos z = px + wt.
2
A fungao u, descrita em (5.28), é L-periddica na varidvel espacial, onde L := %

Além disto, para k fixado, a funcao 03(z, ¢(k)) tem zeros simples em

1 1
z = <m+§>ﬂ+<n+§)7rr

(onde m e n sdo inteiros quaisquer) e, desta maneira, a expressao vista em (5.28) admite
uma rede de polos simples que deve ser evitada. Esta situacao é contornada desde que p,

0 e k satisficam a condicao de analiticidade

K(K")

0<pd<—inT=m Kk) (5.29)
Seja k € (0,1) fixado. Assumamos que k satisfaga
26 K(k)
L,6,k) :=—- .
WLB) = T e (530
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Desta maneira, a condigdo de analiticidade vista em (5.29) estd satisfeita. Assumamos
também que B esteja sujeita a (5.26) e w atenda a (5.27). Usando a férmula 16.34.3

relatada por Abramowitz e Stegun, [3] (nesta tese, ver (2.2)), em (5.28), temos que

w(,t) = up (o, 1) = P {Z (@(z — ipd): k> _z <K7(Tk) (= + ipo): k)} (5.31)

™

determina uma classe de fungoes L-periddicas (na varidvel espacial) que solucionam a

equagao ILW (5.17), onde Z é a funcao Zeta de Jacobi definida como

Z(x; k) = /0 {an(g; k)—%} d€.

Em seguida, seja ¢ um parametro estabelecido como

[ 2mdi
omi 1 (T Q(k))

T'el (27;51"(](@)'

Fazendo uso da férmula 16.34.1 dada por Abramowitz e Stegun, [3], temos que

L 4iE(k) |, (42'61( (k) k) n - (4i5§(k);k) o (42.6[2(@;%) . (5.32)

“T5 L L (4@5}((1@)
n 7 ik

w 1 0(ipd,q(k))

1
5 Bt ) 5

Lembremos que z := pr + wt e consideremos & := x — ct. Notemos que a solucao de

(5.17), dada em (5.31), pode ser apresentada como

a(w,t) = LR :Z (K<k) (z—ipé);k) _z (Mk) (z—l—z'pé);k:)]

™ ™

(S o)) (B2 1))

_ 2K(k) :Z (%(k)(x et — za);k) "y (2KL(’“> (z — ct+z'<5);k>] .

Esta tultima expressao nos leva a introduzir a funcao

%@wzwaa&h®=2Ky”[Z(”ﬁ“@>w®m)—Z(g%@@+mmkﬂ<5%>

Por construgao, ¢. € Hy. Além disto, a fungao par ¢. determina uma solugao do tipo

onda viajante L-periddica para a equagao ILW (5.17), pois, ¢, satisfaz a identidade

1

L
~Mype oot = 7 | eule)? de (5.34)
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Notemos que o parametro c e a fungao . sao reais. Inicialmente, aplicando a férmula
143.01 - ver Byrd e Friedman, [22] - na identidade (5.33), temos que

AK (k) <2K(k)5.k/>_457r K(k) (5.35)

o) === 2\ = 2 K

4K (k) dn < L

M;k)Q .en (Mk;> sn (%W;k/) dn (Mk)

N L L
2 2
L . (2K£k;)§; k) - (2}(5@6; k)

Figura 5.1: Gréfico da fungdo ¢. em Figura 5.2: Gréfico da fungdo ¢. em
(5.35). Neste caso, L=7m,d=1ek = (5.35). Neste caso, L=m,0=1ek =
0,5. O valor de ¢ é de aproximadamente 0,8. O valor de ¢ é de aproximadamente
—1,00282166. 0,058332455.

Em seguida, apliquemos as férmulas 143.02, 161.01 e 120.02 em [22] na expressao que

denota ¢ em (5.32). Temos que

o1 STK(R) KK (45[((@.]{,)

5 L2K(K) L L
45K (k) 45K (k) .
. 4K<k>,cn< L) an (B)
L N (4512(k);k,)

Notemos que para L e ¢ fixados, a fungdo ¢ = ¢(k), determinada em (5.36), é dife-
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renciavel com relagao ao parametro k. Fazendo as devidas simplificacoes, temos que

d 4

L2k (1= k2)- K(K)?-sn (4K£k)5; k’>2

« {L K(K)-Z (Lg“)é k) . [sn (%W k’)2 CE(k) — K(k)]

FL- B(k) - K(K)? - sn <%W k:> ‘en <@ k;) .dn <%W k:> (5.37)

+2-0-[K(K)-E(k)— K(K')-K(k)+ E(K)-K(k)]

« [—2 CK(R) - K(K) + [r+2- K(k) - (K() — B())] - sn (4K£’“)5; k) ] } |

52.2 1°Caso: L=med=1

Nesta subsecao, faremos a andlise da estabilidade linear de solugoes do tipo onda
viajante periédica para a equagao ILW (5.17), no caso particular em que L =7 e d = 1.
Seja v a funcdo definida em (5.30). Com auxilio do programa Maple 16, verificamos
que, para cada k € (0,k;), onde k; ~ 0,944085037, v(m,1,k) < 1. Ou seja, sobre o
intervalo (0, k1), estdo bem definidas as férmulas de . e ¢ = ¢(k) = ¢(m, 1, k), dadas res-
pectivamente em (5.35) e (5.36). Graficamente, temos que c¢(k) é uma fungao estritamente

crescente sobre o intervalo (0, k). Dai,

d
e [e()] >0, Y k € (0, k). (5.38)

Nesta conjuntura, temos que ¢(0) = lim c(k) &~ —1,07462944 e lim ¢(k) = +00. Em

k—0t k—ky

verdade, pela desigualdade proposta em (5.38), hd uma relagao biunivoca entre k € (0, k)
e ¢ € (¢(0),400). Finalmente, observamos a existéncia de kg = 0,795178532, de tal

maneira que
C(ko) =0 e C(k) > 0, V ke (k’o, k‘l) (539)

No caso em que L = m e 6 = 1, a Figura 5.3 apresenta o comportamento da fungao

c(k) e a Figura 5.4 apresenta o comportamento da funcao ¢ (k).
Em seguida, mostraremos que o operador £ = L, atende as condigoes (c1) e (¢2), para
cada ¢ € (0, +00).
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Figura 5.3: Grafico da fungao c(k), em Figura 5.4: Gréfico da fungao ¢ (k), em

(5.36), no caso em que L =7 e § = 1. (5.37), no caso em que L =7 e § = 1.

Analise Espectral do Operador L,

Seja o operador

1
;C() = M(S—’—g

Ao longo da abordagem, mostraremos que o operador L, é autoadjunto e que o opera-
dor (Ly)™! estd bem definido, é compacto e autoadjunto. Além disto, apresentaremos o
comportamento dos autovalores do operador L.

~ Iy ,
Proposicao 5.14. O operador Ly := M;s + 5 € autoadjunto sobre o espago Lﬁer([o, L)).
Demonstracao. Afirmamos, inicialmente, que o operador My é simétrico. Com efeito,

sejam u, v € D(M;s) C L3,,.([0, L]). Temos que

M) = L3 (Ml
5 e ()Y
T GET
- LY Ml = (o M)

Como consequéncia, o operador Ly também é simétrico.
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Afirmamos que o operador Ly é sobrejetivo. Com efeito, seja f € Lper([O,L]). Em

particular, (]/”\(n))nez € [?. Consideremos a funcao u € D(Ly), de forma que

-1
u(n) = [M—W coth (QWT(;) ! + 1} fn), Vnez.

L L )

Assim,

(Lou)(n) = {Q”T” coth (@)} in) = f(n), Vnez,

e, consequentemente, Lou = f.
Como L é um operador simétrico e sobrejetivo, segue que Ly é um operador autoad-

junto.

Proposicao 5.15. Seja o operador

1 -1

Entao, R € um operador compacto e autoadjunto e, adicionalmente, existe {fin}nen C R,
o conjunto infinito e enumerdvel de autovalores do operador Ly sobre L2,.([0,L]), que

satisfaz a cadeia de desigualdades

0<po<p <ps<

Demonstra¢ao. Afirmamos que o operador Ly é positivo. Com efeito, seja u € D(Lp).

Vemos que

(Cowu) = LY [Loul(n)a(n)

2nm 2nmd 1 1] ., =
= Ln;oo {— cot (T) -5 5] u(n)u(n)
> 5L S AT =5l

Como consequéncia, o operador Ly é injetivo.
Na prova da Proposicao 5.14, temos que o operador Lj ¢é sobrejetivo e, portanto, é

invertivel. Desta maneira, o operador

1\
R:= (L)) ' = (./\/l5 + 5) Lfm([(), L]) — D(Ly)
estd bem definido. Além disto, para cada n € Z,

Redl(n) = {2”?”0 th (QTZ“S)} ")
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Afirmamos que o operador R é limitado. Com efeito, seja u € L2,,.([0, L]). Temos que

|Rulls, = Lni@m)m
_ Lnio [27” th(m;a)} o

+o00
< LY [an)® = 6lulZs,

n=—oo

< Oullzz -

per

o que é suficiente para provar que ||Rul| 2.,

Em seguida, afirmamos que o operador R é de Hilbert-Schmidt sobre o espaco LpeT([O, L)).

Ou seja, consideremos que {e;} ez seja uma base ortonormal de L2 ([0, L]), de forma que

Gi(n) =0, se j #n,

1

Mostraremos que

Z ||Rej||%%er < 400.
jEz

De fato, para cada j € Z, temos que

||R€J||ng = L Z Re] Rey]( )
X [2nr 2nmd
- anzoo [T th (T)] 5(n)é;(n)

e, dai,

Slrelt, - LYY {%—”eoh(”f‘s)}z@m)@(n)

JEZ JEZ n=—00
_ f -271_71'0 o 2nmd

N ~ | L L )]

X ronn mré\1 2

= Z —— coth .
L )

n=—o0o0 -

Nosso proximo passo € mostrar que

+00 —2
2nm 2nmd

n=—oo

Para atingir este proposito, consideremos a funcao

4Ara? 2m0xT

2
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que é par e estritamente crescente sobre o intervalo (0, +00). Notemos que se z > 0, a

4 4x? 26z \ 2
— < —coth

desigualdade

L2 — L2 L

¢ valida. Isto implica que

ora 0 omdx *2< L2
L L = qm2g?

Desta maneira,

P omér\] " L2 [®de L?
/ {ﬂ coth < WL‘”)} dr < vz (5.42)
1

L = Am? ), a2 Ax?

Em vista de (5.42), fazendo uso do teste da integral, temos que a série

= [2n7 onrs\1 2

Devido ao fato de que

2
lim [%—W coth (23:7?5)} = §2

z—0

e que a fungao dada em (5.41) é par, com x variando sobre a reta, o mesmo raciocinio
aplicado para deduzir (5.43) conclui a validade de (5.40). Portanto, R é um operador de
Hilbert-Schmidt sobre L2,.([0, L]).
Por consequéncia, R é um operador compacto (ver [60], Teorema 26.5). Mais que isto,
como Ly é um operador autoadjunto e invertivel, segue que R é um operador autoadjunto.
Afirmamos que 0 nao é um autovalor do operador R. Suponhamos, por absurdo, que

: 2
exista u € Ly,

([0, L]), u # 0, de forma que Ru = 0. Dai, para cada n € Z, temos que

{2”7” coth (Q”T”‘S)} ) = [Fal(n) = 0.

Como u # 0, existe ng € Z de tal forma que u(ng) # 0 e, portanto,

2 memd\ 1"
{ ?Wcoth ( nzw )] = 0.

Isto nao ocorre e 0 nao é um autovalor do operador R.

Como R ¢ um operador compacto e autoadjunto, podemos aplicar o Teorema Espectral
(ver [60], Teorema 30.11). Dai, existe uma base ortonormal {t,},en de L2, ([0, L]),

per

constituida pelas autofuncoes de R. Para cada n € N, entendemos que a autofuncao v,

esta associada ao autovalor real nao-nulo A,. Mais que isto, temos que
/\02)\12/\22...>0

e A\, 0.
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Sejan € N. Temos que Ry, = \,,. Em particular, aplicando £, em ambos os lados

desta igualdade, 1), = Lot,. Definamos p,, = T Temos que {fi, }nen caracteriza

An n
um conjunto de autofuncoes do operador Ly e a ordenacao

O0<po<pr <pp <o

’ . n—oo
é verificada, com p, — 4o00.

Sabemos que o operador £; é autoadjunto e que o(Ly) C R. Suponhamos que p € R

seja um autovalor do operador Ly. Obviamente, p # 0. Além disto, existe uma fungao
1 1
Y € D(Ly) tal que ¥ # 0 e Lotp = prp. Como consequéncia, Ry = — - . Dai, u = ~
I n
e ¢ = 1, para algum n € N. Isto conclui que {u,}nen constitui o conjunto de todos os

autovalores do operador Ly, o que finaliza a prova desta Proposicao.

Observacao 5.16. Podemos determinar explicitamente quais sao os autovalores do ope-
rador Loy dados na Proposi¢ao 5.15.

2mn 2mno
—— coth ineN
constitui o conjunto de todos os autovalores do operador Ly.

2 2mnod 1
Em verdade, lir% [% coth <7r_n>] = — ¢ um autovalor simples de Ly e o numero
n—

L )
real %TW coth 2n7r5)

Determinamos que

¢ um autovalor de multiplicidade 2, para cadan > 1. Finalmente,

o,(Ly) C E,Jroo).

Sem perda de generalidade, assumamos que

n 2nmwd

P 3= coth (

onde { (i, }nen € 0 conjunto dos autovalores do operador L.

),VnEN,

Seja L. o operador definido em (5.22). Notemos que

1 1
£CZM5+C_2QDCZ (M(S—i_g) + (0_5_2900) :£O+(K'_2§0c)a
onde kK := ¢ — = é uma constante real. Definamos o operador auxiliar B := x — 2¢.. Em

seguida, provaremos o resultado que contempla a validade da exigéncia (cl).

Proposicao 5.17. Sdo vdlidos os sequintes resultados:

(i) Seja r = 0. Ezistem constantes a > 0 e b > 0, tais que

1Bullzs,, < @llullzz, +blllLol"ullz,,, ¥ ue Li.([0, L]).

per per per
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+oo
(ii) Eziste l > 1, tal que Z |1tn| ™ < +o0.
n=0
(iii) Eriste uma subsequéncia de autovalores do operador Lo, {jin,}jen, € evistem cons-

tantes ¢ > 0 e ' > 0, tais que iy, 41 — fin; > C- u;;+1.

Demonstracao. Notemos que a fungao ¢, é limitada. Desta maneira, existe uma constante
K > 0 tal que
1Bullrz,, < Kllullrz,, < Kllullzz,, + [[[£o|*ul 2

per — per per

Vue L2, ([0,L)).

er’ per

Fazendo @ = K e b = 1, verificamos a validade do item (i).
Seja [ = 2. Em vista da verificacdo de (5.40), temos a validade do item (i).

Finalmente, lembremos que a fungao

. 2mx h 2mdx
T = —— o
L L

é crescente sobre o intervalo (0,+00) e que

. 2T h 270 .
lim 7 co 7 = +00.

Assim, é possivel estabelecer uma sequéncia de indices naturais {n;};ey de forma que
1 > 2pn;, V j € N Isto, por sua vez, é suficiente para que tenhamos
1
,uanrl o Mnj+1

:uanrl - ,unj > Iu’nj+1 - 2 - 9 ) V] € N7

o que demonstra a validade do item (7i¢) no caso em que ¢ = 5 e que r'=1.

Analise Espectral do Operador L,

Em seguida, estudaremos propriedades espectrais do operador
L.:=Ms+c— 2.,

definido em (5.22). Antes, entretanto, serd preciso que estudemos algumas nogoes e
resultados elementares de positividade que sdo detalhados por Angulo e Natali, [12] e
[11].

Definigao 5.18. Dizemos que uma sequéncia v = {7V, tnez estd na classe PF(2) discreto

no sentido estrito se:
(i) vn >0, VneZ;

(1) Yy —my Yrg—ms — Yng—maYng—my > 0, para ny < ng € my < my.
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A Definicao 5.18 nada mais é do que uma discretizacao da definicao usual que é tratada

no caso continuo.

Definicao 5.19. Seja g : R — R uma funcao real. Dizemos que a fungao g estd na classe

PF(2) continuo no sentido estrito se:
(i) g(x) >0, VxeR;

(ii) g(x1 —y1) - 9(w2 — y2) — g(x1 — o) - g(x2 —y1) > 0, para 1 < 23 e Y1 < Ya.

A fungao g(z) = sech(z)? estd na classe PF(2) continuo no sentido estrito. O lema
abaixo, determinado por Albert e Bona, ver [5], apresenta uma condi¢ao suficiente para

que uma fungao continua esteja na classe PF(2) continuo no sentido estrito.

Lema 5.20. Suponhamos que g seja uma funcao estritamente positiva, duas vezes dife-

rencidvel sobre R e que g satisfaca

- log(gla)] <0, ¥ 0.

Entao, g € PF(2) continuo no sentido estrito.

Demonstragao. Ver [5].
|

O resultado mais representativo feito em [12] (e também em [11]) e que nos permite

estudar propriedades espectrais do operador L. esta enunciado a seguir.

Teorema 5.21. Suponhamos que ¢ > 0 e que ¢. seja uma funcao par e estritamente

positiva que atende a identidade
~ M — s + ¢2 = 0. (5.44)
Suponhamos também que ggg € PF(2) discreto no sentido estrito. Entao, o operador
L= Ms~+¢—2¢.

possui somente um autovalor estritamente negativo, o qual é simples e 0 € também um
autovalor simples do operador L. associado a autofuncao ¢.. Além disto, existe uma
constante € > 0 para qual existe somente uma quantidade finita de elementos x < € que

pertencem ao espectro de L.

Demonstragao. Ver [12].
|

Usaremos o Teorema 5.21, de modo a provar o seguinte resultado que contempla a
validade da imposicao (c2):
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Teorema 5.22. Seja k € (0,k). O operador L. é autoadjunto e ker(L.) = span{¢.}.
Além disto, o espectro de L. € constituido por uma sequéncia de niumeros reais de modo que
existe uma constante € > 0 para qual existe somente uma quantidade finita de elementos

X < € que pertencem ao espectro de L.. Finalmente, n(L.) = 1.

Demonstracao. Lembremos que Ly é um operador autoadjunto e que B = k — 2p, é um
operador simétrico e limitado. Estas informacoes combinadas concluem que o operador
L. = Ly + B ¢é autoadjunto.

Seja k € (0, k). Temos que a fungao ., descrita em (5.35), satisfaz a condi¢ao (5.34).
Desta maneira, para cada ¢ = c¢(k) € (¢(0), +00) estabelecido em (5.36), vale a identidade

1

L
_M(S(Pc — Cpe + 903 = Z/ 900(§)2 dg-
0

Definamos as fungoes
L
ME) = [ el g e S =2,
0

para cada k € (0, k).

Em seguida, estudaremos particularidades da fungao M (k). Consideremos as seguintes

notagoes:
y 4KL(’f) ‘en (2K£k)5; k) sn <2Kgf)5; k;) dn <2Kgf)5; k) . (5.45)

my = sn (2K é’“)‘s; k’)Q, (5.46)

s —@-ZGKS{M;I@’) —45—3% e mi -—%(’“) (5.47)

Usando as notagoes (5.45), (5.46) e (5.47) na funcao (5.35), temos que

pel€) = mr - L my (5.48)

e, por consequencia,

dn (my - & k)"
1 —my - dn (my - & k)%

M(k) = /OL%@? d&zmi-/oL[ €

(5.49)

L RPAY:
+ 2myms / dn (ma - &:F) 5 d§ + ng,.
0 1—m2-dn(m4-f;k‘)

167



Pela férmula 410.04 dada por Byrd e Friedman, ver [22], temos que

L dn(myg-&k)° 1 el dn(G k)
- . d
/0 1 —my-dn(myg-&k)° ® My /0 1 —my-dn (¢ k) ¢
_ 1 /QKU“) dn (¢; k)
oma Jo 1 —my 4 my-k2-sn (¢ k)’

B 2 K& dn (¢ k)?
el

m4-(1—m2

1—a2-sn(C: k)’

d¢

(5.50)

dg

_ 2 [ 7 (K~ 0%) - Ao(¥. k) ]
2v/a? (1—a?) (a2 — k)|’

my - (1 —mg)

onde
my - k2 . a?
a2:—1_m2 < 0 (quando mg # 1), ¢ =sin ( PR
e Ag é a funcao Lambda de Heuman dada por
2

com

1 — k2 v s

——dt, B(,K) :/0 V1 - (01— k2)sin’(9) db
e

. ¥ do
Fo.) = | S (- ks

Finalmente, pela férmula 410.08 dada por [22],

/OL [ dn (my - & k) 1 /OW.L [ [dn (¢ k)zf 5 d¢

22d§ - 2
1—m2-dn(m4-§;k:)} my 1—m2-dn(C;k‘)]

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

my

1 /2K<k> [1—k-sn (¢ k)]
0 [1—my +my - k% sn (¢ k)7

7 d¢

[\

m4-(1—m2

- my - (12— m2)2 ' % ' [k4 . K(k)

2 . K(k) [1—k2-sn(C;k)2]
)? /0 [1—a2-sn((’;k:)2]

7 d¢

(5.55)

+ 2k (@ — k) -I(a? k) + (o® — k%)* - V3],
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onde

2K Z.A
k? —« 2\/a2 (1—a?)- (a® —k?)
e
v 1 2k a® =2 k'+a*- (1 - k)] - K(k)
2T 202 =1) - (k2= a?) k? —a?
(5.57)
N az-E(k)—W. (2-a2-k2+2~a2—a4—3-k2) o AoV, k) .
2v/a? - (1—a?)- (a2 — k?)
Preservando as informagoes dadas em (5.45)-(5.57), temos que
L 2-m? 1
M) — (6)2 de = LK (k
#) = [ e de = T [k K(R)
+ 2k (@ — k) -I(a? k) + (o® — k%)* - V3 (5.58)

+ Lmj.

2~m1~m3 ) 7T'<k'2— 2) Ao(w,l{?)
my-(1—=ma) | (/a2 (1—-a2)- (a2 —k?)

Na sequéncia, para cada k € (0, k;), notemos a existéncia de a = a(k) > 0, de forma
que
a4 ca—S=0. (5.59)

Em verdade,

— N 4
o= 20 45 (5.60)

No caso particular em que L = 7w e d = 1, a Figura 5.5 mostra que, independentemente

da escolha de k € (0, k), temos a relagao

a>— min @.(§) = —¢. (£> : (5.61)

€€(0,1] 2

Definamos a constante ¢ := ¢+ 2a = V¢ + 45 > 0 e denotemos a funcao ¢, := a+ ..
Fazendo uso da relacao (5.61), temos que ¢. > 0. Além disto, como ¢, é uma funcao par,

entao, ¢. também é par. Em seguida, afirmamos que a funcao ¢. atende a identidade
(5.44). De fato, em vista de (5.34) e (5.59),

—Mspe — che + ¢? = —Msp, — chpe — 2a¢, + ¢?
= ~Mspe — clpe +a) = 2a(pe + a) + (e +a)’
= _MJQOC_CSOC"FQOz_S:O‘
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Figura 5.5: Suponhamos que L =7 e 6 = 1. A linha continua caracteriza o comportamento de
a dado em (5.60) conforme a variacao de k sobre o intervalo (0, k1). A linha tracejada caracteriza

o comportamento de —p.(0,5 - L) conforme a variagao de k sobre o intervalo (0, k1).

No que segue, verificaremos que, para cada k € (0, k), q/b\g € PF(2) discreto no sentido
estrito. Lembremos que k satisfaz a relagao (5.30). Apliquemos a férmula 905.01 dada
por Byrd e Friedman, ver [22], na fungao definida em (5.33). Temos que

o) — KB [Z <2KL(k:)£_Z,2KL(k;)5; k) , <2KL(I<:)£+Z,2KL(I<;)5; k)}

211
L Z , mrK(K)\ Z . mn K (k') (562)
m=1 ginh ( —————— m=1 ginh ( ———————
K(k) K(k)
- 2mmd
4 *f T 2mé
L 2=t sl mnK (k) O\ )
K (k)
Desta maneira,
sinh (_2m7r6>
4 2 L 2mmé
¢€(€) =a+ f’mzz:l b mﬂ'K(k?l) - COS (T) . (563)
K (k)
Portanto, a Transformada de Fourier Periddica da funcao (5.63) é dada por gz?g(O) =ae
sinh (2m7r5>
$(m):2—ﬁ~ L VmeZ— {0}
* L sl mrK(k')\’ '
K (k)
Denotemos
L 276 . _ mK(K)
- I ="K



Em virtude da imposigao (5.30), vemos que 0 < v < p. Definamos a fungao auxiliar

sinh(vx)

Q(x) = Snh(z) x # 0. (5.64)
Segundo Albert, ver [4],
dd—; [log(Q(z))] <0, ¥V #0. (5.65)

Devido a esta tltima desigualdade e ao Lema 5.20, @ € PF(2) continuo no sentido estrito.
Além disto,

sinh (%)
b 2T L) aneK(k)
&0 L h(ﬁK(k;’)&) - L2K(K)C
K (k)

(5.66)

A Figura 5.6 abaixo apresenta o comportamento de

2
a—%-U(L,é,k):a—lv(ﬂ,l,k),

conforme a variagao de k sobre o intervalo (0, ky).

05

0.6

Figura 5.6: Seja a situacdo em que L = 7w e d = 1. O gréfico acima apresenta o comportamento

dea— =" -v(L, 6, k) conforme a variacao de k sobre o intervalo (0, k7). A fungao a estd definida

em (5.60). A fungao v, por sua vez, estd definida em (5.30).

Notemos que, para cada k € (0, ky),

> % = 2% (L, 8, k). (5.67)

Em razao das informagoes (5.64)-(5.67), podemos definir a fungao 7 : R — R de modo

_ 2mQ(x)
L

, Vo e (—oo,—1]U[l,400), 7(0) = a e 7 € PF(2) continuo no
sentido estrito. A existéncia da funcao 7 é suficiente para garantir que

que 7(z) :

b = {de(m) }mez € PF(2) discreto no sentido estrito.
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Segundo o Teorema 5.21, o operador L. admite exatamente um autovalor estritamente
negativo, o qual é simples e, 0 é também um autovalor simples do operador L. associado
a autofuncao ¢_. Mais que isto, existe uma constante € > 0 para qual existe somente uma
quantidade finita de elementos y < € que pertencem ao espectro de L..

Além disto, observemos que
Lo=Ms+¢—2p. = M;s+ (c+2a)— (20 + 2a) = Ms+c—2p, = L. (5.68)
e que
ker(L.) = ker(L,) = span{¢/} = span{,s}. (5.69)

Adicionalmente, as demais propriedades espectrais apresentadas pelo operador £, também

sao satisfeitas por L. e, obtemos que
n(L.) = 1. (5.70)

Estabilidade Linear

Na sequéncia, apresentaremos o estudo da estabilidade linear da solucao do tipo onda
viajante periddica da equagao ILW (5.17), associada a fungao ¢, introduzida em (5.35).
Usaremos como referéncia o estudo do indice Hamiltoniano de Krein Ky, € os Teoremas
5.11 e 5.12.

Teorema 5.23. Seja k € (ko, k1). A fungdo
u(x,t) = oz —ct), (v,t) € R x R,
¢ uma solugao do tipo onda viajante periodica linearmente estavel para a equacao ILW
ug + 2uu, — (Msu), =0, (2,t) € R x R,

no espago de Hilbert Hy. Isto é, para cada k € (ko, k1) (ou, equivalentemente, para cada
c¢>0), ndao existe um par (\,¢) € C x Hy, com ¥ # 0 e Re(\) > 0, para o qual

axccw = A\,
onde L. := Ms+ ¢ — 2¢,.

Demonstragao. Consideremos que k € (ko, k1). Existe ¢ = ¢(k), uma funcao diferencidvel,

e o operador L. satisfaz
L.[l] = Ms[1] + ¢ — 2. = ¢ — 2¢p.. (5.71)
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Como ker(L.) = span{¢.}, ¢. L 1 e ¢, L ¢., aplicamos o operador £;! em ambos os
lados da igualdade apresentada em (5.71). Disto, resulta que

1=cL 1] — 2L [, (5.72)

o que implica que
C<£;1[1]7 1)0 = <17 1>0 =+ 2<£;1[g00], 1>0

e, como c > 0,

-1 L 2(‘671[900]7 1)0‘

(Lo = — + == (5.73)

Como a funcao . satisfaz a identidade (5.21), temos que

1 L
~Mspe — Cpe + 2 = Z/ we(€)* d¢, ¥ ¢ € (0,400).
0

Derivemos a igualdade dada em (5.21) com respeito ao parametro ¢. Vemos que

s [ 200 — =[] + 20 [ 2] = 1 [ [ (et e

o que indica que

Me[ o] +e o] ~ 20 [ o] = o 1 [ (eute)

e[ Do) = ek [T 2 (oo e (5.71)
caCSOc = e L/, 80900 . .
Apliquemos o operador £ ! na identidade (5.74). Este procedimento implica que

Selo) =~ led = o | [ oo @] e (5.75)

Fazendo uso de . € Hy, temos que

(291) - [ 2 =2 [ oac| = Zoi=o (5.76)

Combinemos as relagoes (5.75) e (5.76). Segue que

L2 er ] e =o (577

<‘Cc_1[90c}7 1>0 +
Logo, de (5.73) e (5.77),
D0+ g | [ e de] - e = 2
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L
e, no caso de termos cL # —2 - 82 {/ 0e(€)? dg},
¢ LJo
LQ

vz 21 [ e |

Nestas condigoes, fazendo uso das relagoes (5.73) e (5.78),

B
(LM ee) 1) = elfe QLo g = te [/ } (5.79)

cL+2- c%Uo (6)? dg}

Finalmente, usando as identidades (5.72) e (5.79) e o fato que . € Hy,

v 2] [ e a

ser+4.2 /L (€)? de |
o | ), %
Suponhamos que J # 0. Usando as identidades (5.78), (5.79) e (5.80), simplificamos

que

T =Te=(L1],1)0 =

(5.78)

(L2 e pedo = 5 (L2 W o = — (5.80)

det(D) = det(D,) =

1
2L +4- o [/OL (©) dg} L2 L VOL%(g)ng} J
= 52 o[ etera
Lembremos que
n(J)=0T>0 e n(J)=1T<0
e, no caso de termos J > 0,
(D) = 1 < % [ /0 ’ goc(f)2d§} - 0. (5.81)

Determinaremos n(J) e n(D). Inicialmente, mostraremos que J > 0. Notemos que,
para cada k € (ko, k1),

aﬁ[/L (o i) = o UL (6! de] =53 (5.52)

No caso em que L = 7 e 6 = 1, conforme apresentado em (5.38), ¢(k) > 0, para

cada k € (ko, k1). Em seguida, estabeleceremos o sinal de M’(k) sobre o intervalo (k, k1).
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Antes, entretanto, serd preciso que vejamos a fungao M (k), em (5.49), sob uma outra
representacao.

A fungao ¢., em vista de (5.62), pode ser expressa na forma de uma série como

- 2mmd
apix W L

G2 P (ki) 7%)
K(k)
Desta maneira, G,(0) = 0 ¢
. 2mmd
Pe(m) = 2% ‘ o }&SWK%SC/))) , Vm e Z—{0}. (5.83)

Devido a (5.83) e ao Teorema de Plancharel, para cada k € (ko, k1),

o (2mro\1?
M= [ aerd=1 S amE=3 (% )} . (584
R TR )

A convergéncia uniforme da série (5.84) nos permite determinar que, se k € (ko, k1),
ommd\ ]’ mn K (k') d [K(K)
- |sinh ~lecosh | ———— || - | =+ | —~
e [ o () |- (5] L)
M(k) = — 6T L K(k) dk | K(k)

= o (0]
Como

d [K(k’)] [B(k) — K (k)] - K(K') + K (k) - B(K')

dk | K (k) - k(k2 —1) - K(k)? <0, Vke(0,1),

facilmente observa-se que, pelo comportamento dos sinais das fungoes sinh(z) e cosh(z),
M'(k) >0, Vke (ko ki). (5.85)

Devido as verificagdes (5.38) e (5.85), temos que

-1
2- [%[c(l{)]] -M' (k) >0, Vk € (ko k). (5.86)
As informacoes (5.39), (5.78) e (5.86) garantem que
L2
j = P 1 > O, VEke (k’o, k’l) (587)
c(k)L +2- [%[c(k)]] - M'(k)
Em particular,
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Finalmente, em vista de (5.81), (5.82) e (5.86), temos que

Logo, para cada ¢ € (0,400), devido a (5.70), (5.88) e (5.89), o Teorema 5.12 garante
que

Kpam =n(L:) —n(T.) —n(D,)=1-0—-1=0.

Portanto, pelo Teorema 5.11, a funcao u(x,t) = p.(z — ct), (x,t) € R x Rt caracteriza
uma solugao do tipo onda viajante periédica linearmente estavel para a equacao ILW
(5.17) no espago Hy.

Os resultados desenvolvidos nesta secao estao absorvidos pelo seguinte Teorema:

Teorema 5.24. (i) A fungao c: (0, k) — (c(0), +00), de modo que ky ~ 0,944085037,
c(0) &~ —1,07462944 e

8K (k) 4K (k) 4K (k)
clk) = 1_7TK(k’)_ - -Z( ,k)

é suave e estritamente crescente.

(ii) A fungdo

+ : a

. o (PO ()

para todo £ € R, satisfaz a identidade

—Mip. — C(k)‘pc + 903 =

N | =

/ pul€) . ¥ k€ (0, k),
0

onde

—

(Myu)(n) = (2ncoth (2n) — 1)a(n), V n € Z.
Além disto, a aplicag¢io ¢ — . € suave sobre o espagco Hy N HE, ([0, 7)), s> 1.

per
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(111) Seja ko ~ 0,795178532. Para cada k € (ko, k1), a fungdo
u(@, 1) = pole — ct), (2,1) € R x RY,

¢ uma solugcao do tipo onda viajante periddica linearmente estdvel para a equacao

ILwW
up + 2uu, — (Myu), =0, (x,t) € R x RT,

no contexto do espago de Hilbert Hy. Isto é, para cada k € (ko, k1), ndo existe um
par (A, ¢) € C x Hy, com ¢ #0 e Re(\) > 0, para o qual

8x£cw = /\w,

com L. := My +c—2¢p..

5.2.3 2°caso: L=med=0,5

Podemos fazer uma analise similar aquela que resultou no enunciado do Teorema 5.24,
para o caso em que L =7 e § =0,5.

Seja v a funcao definida em (5.30). Com auxilio do programa Maple 16, verificamos
que, para cada k € (0, ), onde k1 ~ 0,999586300106303, v(7, L, k) < 1. Ou seja, sobre

)9
o intervalo (0, s1), estdo bem definidas as férmulas de ¢, e ¢ = c(k) = ¢(m, 3, k), dadas
respectivamente em (5.35) e (5.36).

Figura 5.7: Gréafico da fungao ¢(k), em (5.36), no caso em que L =7 e § =0, 5.

No caso em que L =7 e 0 = 0,5, a Figura 5.7 apresenta o comportamento da fungao

c(k). Graficamente, temos que ¢(k) é uma funcao estritamente crescente sobre o intervalo
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(0, k1). Nesta conjuntura, temos que

¢(0) = lim ¢(k) =~ —0,62607057100 e lim c(k) = +oo.

k—0t k—ki

Em verdade, hd uma rela¢ao biunivoca entre k € (0,x1) e ¢ € (¢(0),400). Finalmente,

observamos a existéncia de kg ~ 0,9440850374075, de tal maneira que
c(ko) =0 e c(k) >0, V k € (Ko, k1).

Seja a, o parametro definido em (5.60). Graficamente, notamos que, para k € (0, K1),

s 1
> — min (&) = —p. (= >2.0(m=k).
a 52}32}*0(5) @ (2) e a v(ﬁz )

054

04-

0.1+

Figura 5.8: A linha continua caracteriza
o comportamento de a dado em (5.60)
conforme a variacao de k sobre o inter-
valo (0,%1). A linha tracejada caracte-
riza o comportamento de —.(0,5 - )

conforme a variagao de k sobre (0, k7).

Figura 5.9: O gréfico acima apresenta
o comportamento de a — 2 - v(m, %,k),
conforme a variacao de k sobre o inter-
valo (0, k1). A fungao a esta definida em
(5.60). A fungao v, por sua vez, estd
definida em (5.30).

O mesmo procedimento detalhado na prova do Teorema 5.22 garante que, para cada
k€ (0,k1), n(L.) = 1. Por sua vez, a demonstragdo do Teorema 5.23 garante que, para
cada k € (ko, k1), n(J.) = 0, n(D,) = 1 e a fungao ¢, determina uma solugao do tipo

onda viajante periddica linearmente estavel no espago Hy para a equagao ILW (5.17).

524 3°caso: L=med=41

Seguindo o padrao detalhado em situagoes anteriores, enunciamos mais um resultado:
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Teorema 5.25. (i) A fungdoc: (0,71) — (c(0), +00), de modo que v, =~ 0,07316436345,
c(0) ~ —1, 75000045014 e

1 RK(k) AK(K)  (16K(k)
elk) = 4 aK(k) o« 'Z( T ’k>

4K (k) o (@;k’) o (@;k’)’ V ke (0,m),

- - (16K(k) | k)

™

é suave e estritamente crescente.
(ii) A funcgdao

s ™

T 1_dn<2K(l¢)§;k)2'sn (SK(kz);k/)z

para todo £ € R, satisfaz a identidade

N =

Mo — gt — / el d, ¥ k € (0,),
0

onde

—

(Myu)(n) = <2n coth (8n) — i) u(n), VnezZ.

Além disto, a aplica¢io ¢ — . € suave sobre o espago Hy N HE, ([0, 7)), s> 1.

per
(111) Seja vy =~ 0,05437549544. Para cada k € (v0,71), ¢(k) > 0 e a fun¢ao
u(x,t) = ()Oc(‘r o Ct)7 (LC,t) eRx RJru

¢ uma solugcao do tipo onda viajante periodica linearmente estdvel para a equacao
ILW

up + 2uu, — (Myu), =0, (x,t) € R x RT,

no espaco de Hilbert H.
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Capitulo 6

Comentarios e Estudos Futuros

Basicamente, ao longo desta tese, foram abordados trés problemas:

e A instabilidade orbital de ondas estaciondrias periédicas dnoidais para a equacao

de Klein-Gordon nao-linear com poténcia polinomial quintica (3.1),

Up — U +u — |u[*u =0, (2,t) € R x RT.

e A estabilidade orbital de ondas estacionarias periddicas para a equacao de Schrodin-

ger Logaritmica (4.1),
iUy + Uz + log(JulP)u =0, (z,t) € R x R,
onde p € N esta fixado.

e A estabilidade linear de ondas viajantes periddicas para a equacao ILW (5.15),

1
g + 2uu, + sl + (Ts0,u), =0, (x,t) € R x R,

Cada uma das abordagens referentes aos problemas acima listados abre precedentes
para que busquemos estratégias similares que podem ser usadas na resolucao de outros
problemas que estao em aberto. Ao que segue, mostraremos alguns exemplos de proble-

mas que cogitamos solucionar em pesquisas futuras.

Instabilidade Orbital de Ondas Estacionarias Periddicas Cnoidais para a Equacgao

de Klein-Gordon Nao-Linear com Poténcia Polinomial Quintica

Uma ideia para estudos futuros seria a obtencao de parametros reais A, B e C, de

maneira que se obtenha a existéncia de uma funcao

_ Acen(C¢E; k)
@e(§) T Bm(CE R

VEeR,
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de tal forma que u.(z,t) = e“p.(z), V (z,t) € R x RT, seja uma solugao do tipo onda
estaciondria periédica da equacao (3.1).
Deduzida esta funcao, buscaremos estratégias para verificar se tais ondas sao orbital-

mente instaveis em conformidade com as Definigoes 3.2 ou 3.3.

Estabilidade Orbital de Ondas Estacionarias Periddicas para a Equagao de

Klein-Gordon Nao-Linear Logaritmica

Seja a equacao de Klein-Gordon Nao-Linear Logaritmica
Ut — Ugy +u— log(’u‘p)u = 07 (37, t) S R x R+7 (61)

onde p € N. Suponhamos a existéncia de ¢. : R — R, uma fungao suave, de tal maneira
que
u(w,t) = e, (x), (x,t) € R x RT,

solucione a equagao (6.1). Verificamos que

—@¢ + (1= ¢)pe — log(leel”) e = 0. (6.2)

Usando a teoria das equacgoes diferenciais ordinarias, pelo método do plano de fase,

deduzimos a existéncia de uma funcao suave, estritamente positiva par ¢, : R — R, que é

2
L-periédica, onde L > —W, de tal forma que . satisfaz a identidade (6.2). Pretendemos

determinar a estabilidade ou a instabilidade orbital das ondas u.(x,t) = e“p.(x).
Um problema adicional encontrado é que ja sabemos ser possivel estabelecer, em

vista do Método de Galerkin, a boa colocagao da equagao (6.1) no espago de Hilbert

2
H,..([0,L]) x L2,.([0,L]), no caso em que o periodo satisfaz 0 < L < \/—7;_9 Com isto,

é preciso deduzir a boa colocagao da equagao (6.1) para os demais valores de L > 0,
de modo que o estudo da referida estabilidade orbital possa ser embasado nos preceitos

detalhados pelos Capitulos 3 e 4 desta tese.

Estabilidade Orbital ou Estabilidade Linear de Ondas Viajantes Peridodicas
para a Equacao ILW

Com relacao a equacao ILW, objetivamos pesquisar a existéncia de outras classes
de ondas viajantes periddicas que solucionam (5.15) e, a partir da determinagao destas
funcoes, fazer a estudo de sua estabilidade linear.

Um outro problema a ser pensado é utilizar a forma explicita da fungao (5.35), solucao
da equacao ILW (5.15), de modo a determinarmos o comportamento da estabilidade linear
nos casos limitantes em que § — 0" e § — oo.

Finalmente, baseados em Andrade, [6], conjecturamos ser possivel fazer o estudo da

estabilidade orbital das ondas viajantes periddicas tratadas nesta tese.
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