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Resumo

Neste trabalho introduzimos os conceitos de semianel e semimodulo de valores de uma
curva algebroide reduzida (). Mostramos que estes objetos sao sempre finitamente gerados
e apresentamos algoritmos para obter conjuntos chamados de Bases Standard cujos valores
sao geradores do semianel e o semimddulo de valores.

No caso analitico plano, nossos resultados nos permitem conectar diretamente os resul-
tados de Zariski e Waldi que caracterizam o tipo topolégico de ) e determinar o conjunto

de valores do médulo de diferenciais de Kahler, um importante invariante analitico de Q).

Palavras-chave: curvas reduzidas, semianel, semimodulo.
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Abstract

In this work we introduce the concepts of semiring and semimodule of values of a
reduced algebroid curve ). We prove that these objects are always finitely generated
and we present algorithms to obtain sets we call Standard Bases and whose values are
generators for the semiring and the semimodule of values.

In the analytical plane case, our results allow us to connect directly the results of
Zariski and Waldi that characterize the topological type of () and determine the set of

values of the module of differentials of Kéahler, an important analytical invariant of Q).

Key words: reduced curves, semiring, semimodule.
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Introducao

Seja f € C{X,Y} uma série de poténcias convergente em alguma vizinhanca U da origem
de C%. A curva analitica plana determinada por f é o germe do conjunto Cy = {(a,b) €
U; f(a,b) =0} c C%

Dizemos que duas curvas planas Cy e C, sao topologicamente equivalentes, ou equi-
singulares, e escrevemos Cf =r,, Oy, se existem vizinhangas U e V da origem e um

homeomorfismo ¥ de (C?,0) tais que
v(CrnU)=Cy,NV.

Duas curvas regulares irredutiveis sao sempre topologicamente equivalentes. No caso
singular, muitos matematicos se interessaram pela questao da equivaléncia topoldgica.
Nas décadas de 20 e 30, Zariski, Brauner e Burau em [34], [7] e [8] abordaram a clas-
sificacao topolédgica e como consequéncia de seus trabalhos temos que duas curvas irre-
dutiveis sao topologicamente equivalentes se, e somente se, elas tém os mesmos expoentes
caracteristicos, os quais podem ser facilmente computados por meio de parametrizagoes
de Newton-Puiseux de C e C.

Vérios outros invariantes topolégicos completos foram descritos: os pares caracteristicos,
a sequeéncia de multiplicidades na resolucao canonica da singularidade, o semigrupo de
valores, etc. Todos estes invariantes podem ser obtidos uns dos outros.

Para o caso de curvas com vérias componentes irredutiveis (ramos), Zariski, também
nos anos 30, mostrou que dadas curvas planas Cy = |J;_, Cy, e Cy = Uj=1 Cy,, em que
f=1l_ fieg= szl g;j sao séries de poténcias reduzidas, com componentes irredutiveis
Cy, Cg, 1 <i<rel<j<s, temos Cr =1, C se, e somente se, r = s e existe uma
bijegao p: {1,...,r} = {1,...,r} tal que

C, =10p C

9p(i)

S (Cfmcfj) = (C

Ip(3)? Cgp(j))

para todo 1 < i < j <, em que (Cy,, Cy;) denota a multiplicidade de intersegao entre



s,

k3

e Cy,, que pode ser calculada por

(Cr. Cp) =1(fis f3) = dimccéi(’—;?-

Como no caso irredutivel, existem outras informagoes que caracterizam a equivaléncia
topolégica para uma curva plana C; com vérios ramos. Uma destas informacgoes é o
semigrupo de valores Sy introduzido por Waldi em 1972 (veja [33]).

De maneira mais explicita, se C'y é a curva determinada por f = [[._, fi € C{X,Y}

com f; irredutivel, entao o semigrupo de valores de Cy ¢

Sy = {(f(fufl), o (R, fr) €ENT e C{X Y} U(fﬁ} :
i=1
Para o ramo CY,, definimos, de maneira analoga, o semigrupo de valores
Sy, ={I(h, fi) €N; h e C{X, Y} \ (fi)}.

Os conjuntos Sy e Sy, sao de fato (sub)semigrupos aditivos de N” e N respectivamente,
isto é, sao fechados com respeito a adigao e possuem elemento neutro. Claramente, temos
Sy C P, Sy, e, além disto, se

IV N" — N
(a1,...,a,) — a
denota a projecdo na i-ésima coordenada, entao m;(Sy) = Sy,.
Semigrupos de curvas irredutiveis e de curvas com varios ramos admitem muitas pro-
priedades comuns (ambos admitem condutor!, por exemplo), mas também possuem dife-
rengas muito significativas, como o fato de semigrupos de curvas irredutiveis admitirem

um conjunto finito de geradores, enquanto semigrupos de curvas com varios ramos nao.

1 L) L] L[]
1

Semigrupo da curva Cy em que f = XY

'Um semigrupo S C N” admite condutor, se existe ¢ € S tal que ¢+ N" C S.



Como mencionamos anteriormente, no caso irredutivel ha métodos diretos de se obter
um invariante topoldgico por meio dos demais. Naturalmente, os resultados de Zariski e

Waldi nos fazem questionar.
Questao 1: Como obter Sy por meio de Sy, e I(f;, f;) para 1 <i <7r?

Nos anos 80, esta questao motivou teses de doutorado no Brasil. Mais especificamente,
Garcia em [18] e Bayer em [3] consideraram o caso de curvas planas com dois ramos C, e
Cy,. O primeiro autor considerou o caso em que 0s ramos nao possuem mesma tangente,
enquanto o segundo nao impos restrigoes.

Os resultados contidos nestes trabalhos introduzem o conceito de pontos maximais
de Sy que ocorrem em uma quantidade finita, a saber, temos I(f1, f2) desses pontos.
Os pontos maximais possuem propriedades que os distinguem dos demais pontos de Sy.
Bayer denominou “pontos maximais irredutiveis” os pontos maximais que possibilitam
obter todos os pontos maximais. Tais pontos sdo determinados por Sy,, Sy, e I(fi1, fa).

Como 7;(Sf) = Sy, e o nimero de pontos maximais é I(f1, f2), o semigrupo Sy deter-
mina Sy,, Sy, € I(f1, f2). A reciproca também é abordada por estes autores apresentando
resultados que permitem obter Sy por meio de Sy,, Sy, e dos pontos maximais.

Vale destacar que os resultados de Bayer e Garcia nao utilizam propriedades to-
polodgicas ou analiticas das curvas, apenas propriedades aritméticas e combinatorias dos
semigrupos envolvidos e deste modo, se aplicam a curvas algebroides definidas por séries
de poténcias formais sobre corpos algebricamente fechados de caracteristica arbitraria.

Assim, uma abordagem mais algébrica do que geométrica permite considerarmos uma
curva algebroide plana como um ideal @ = (f) em que f = [[/_; i € K[[X,Y]], com
(f;) # (f;) e K=K um corpo.

Sob este ponto de vista, Delgado em 1987 (veja [15]) aborda a Questao 1 para curvas
planas algebroides com r ramos. Para tanto, o autor estende a nocao de pontos maximais
para o caso em que r > 3, dentre os quais nomeia (dependendo de determinadas pro-
priedades) os “pontos maximais relativos” e “pontos maximais absolutos”. Por meio de
uma propriedade de simetria, ja observada por Garcia para o caso de dois ramos, Delgado
mostra que R é um ponto maximal relativo de Sy se, e somente se, C' — R — (1,...,1) é
um ponto maximal absoluto de Sy, em que C' ¢ o condutor de S; e que ¢é caracterizado
por meio de Sy, e I(f;, f;) paral <i < j <r.

Similarmente ao realizado por Bayer, Delgado identifica determinados pontos maxi-
mais absolutos e os denomina “pontos maximais absolutos irredutiveis”. Tais pontos sao

descritos explicitamente por meio de Sy, e I(fi, f;) para 1 < i < j < r e relacionados com



valores de contato maximal com determinadas curvas. Tais pontos maximais absolutos ir-
redutiveis geram os demais pontos maximais absolutos. Uma prova é apresentada, porém
ela nao é deterministica, no sentido de que nao é apresentado um modo sisteméatico de
obter precisamente todos os pontos maximais absolutos.

Com tais conceitos, Delgado apresenta uma resposta para a Questao 1 caracterizando
os pontos de Sy em termos de propriedades que fazem uso dos pontos maximais relativos
e dos semigrupos de todas as curvas planas definidas por H’}_? fj para 1l < i < r. Note

JIF
que embora seja apresentada uma resposta, a solucao transfere o problema para curvas
com r — 1 ramos e assim sucessivamente, aumentando consideravelmente o nimero de
semigrupos a serem determinados. Por exemplo, se r = 5, entao para obter Sy, o método
de Delgado exige a determinagao de 120 semigrupos intermediarios.

O Capitulo 1 deste trabalho, entre outras coisas, propoe uma resposta direta para
a questao 1 por meio de ferramentas algébricas no espirito das abordadas por Hefez e
Hernandes em [23].

Mais geralmente, consideramos uma curva algebroide no espago n-dimensional como

um ideal radical préprio @ = (;_; P C K[[X]] = K[[X}, ..., X,,]] tal que K é um corpo
K{[X]]

algebricamente fechado e o anel O; = T] tenha dimensao de Krull um para cada primo

isolado P;, com i € {1,...,r}.

O anel local da curva é o anel quociente O = K[X]]

que é identificado com sua imagem
homomérfica no fecho inteiro O = @)_, K[[t;]] utilizando as parametrizagoes ¢;(t;) €
K{[[t;]]* de cada ramo P;.

Munimos o conjunto
= {((h),...,v(h); h e K[X]]} c N,

em que v;(h) = ordy, h(¢;(t;)) e N = NU{oo}, com as operacoes da Algebra Tropical, isto
é, (I',;min, +) de modo que tal conjunto tem estrutura de semianel, o qual denominamos
semianel de valores da curva.

Mostramos que I' é finitamente gerado (como semianel), bem como apresentamos
um algoritmo que permite obter um conjunto de tais geradores. O método consiste em
calcular uma Base Standard para o anel O. Chamamos a atencao para o fato de que varias
adaptagoes em conceitos ligados a classica Teoria de Bases de Grobner necessitaram ser
feitas, tais como nos conceitos de S-processo, reducao, etc. Um ponto crucial foi adaptar
tais conceitos a subélgebras de €p)_; K[[¢;]] munidas de uma ordem parcial ao contrario
da teoria classica que utiliza ordem total.

O semianel I' e o semigrupo S; se determinam mutuamente como conjuntos, ou

4



seja, I' é também um invariante topologico completo quando consideramos curvas pla-
nas analiticas. Os resultados apresentados, quando aplicados ao caso de uma curva plana
Q = (f) = (I, fi), nos fornece um modo direto de obter I', e consequentemente Sy,
por meio de I'; (ou equivalentemente S;) e I(f;, f;), fornecendo uma conexao entre os
resultados de Zariski e Waldi, por meio da algebra tropical.

Os resultados apresentados permitem deste modo determinar quando um elemento de
N’ pertence ou nao ao semianel I de uma curva @, bem como sua contrapartida algébrica,
ou seja, podemos determinar quando um elemento de @;_, K[[t;]] pertence ou nao ao anel
O da curva Q.

Um passo natural é avancar para estruturas algébricas mais gerais. Nesta direcao, no
Capitulo 2, adaptamos a teoria desenvolvida no Capitulo 1 para ideais fraciondrios® de
O. Um exemplo trivial de ideal fracionario é o proprio anel O.

O conjunto de valores de um ideal fracionario Z de O, denominado ideal relativo, é

v(Z) = {(vi(q), .., v (q); ¢ €L}

que também pode ser munido com uma estrutura tropical, a saber, (v(Z), min) ¢ um
semimédulo sobre o semianel (I, min, +).

Vérios autores (veja [2] e [14]) se interessam por questdes aritméticas envolvendo
semigrupos e ideais relativos, porém nao conhecemos na literatura métodos que permitam
obter sistematicamente o ideal relativo de um ideal fracionario e, muito menos, uma
abordagem sob a ética da dlgebra tropical, o que esperamos permitir uma nova visao sobre
a teoria. Neste trabalho, mostramos que o ideal relativo de um ideal fracionario é sempre
finitamente gerado como semimddulo e, similarmente ao caso do semianel de valores,
apresentamos algoritmos que permitem calcular um tal sistema finito de geradores.

Os conceitos e resultados relacionados aos ideais fracionarios correspondem a uma
generalizagao natural e podem ser obtidos de maneira andloga aos apresentados para o
caso do anel O. Optamos por nao repetir demonstragoes que sao adaptagoes naturais dos
resultados ja descritos no Capitulo 1. Poderia ser questionado porque entao nao optamos
em apresentar demonstracoes detalhadas para este caso ao invés do feito para o anel O
ja que este é um caso particular de ideal fracionario? Isto poderia ser feito a exemplo do
que é apresentado em [23]. No entanto, como os resultados referente a ideais fraciondrios
necessitam previamente das conclusoes obtidas para o anel O, para maior comodidade do

leitor optamos pela apresentacao dada aqui.

2Um ideal fraciondrio Z de O é um subconjunto do anel total de fracoes Q de O que é um O-médulo,

contém um nao divisor de zero e O :g Z # {0}.



Dentre os ideais fracionarios do anel O de uma curva plana ) destacamos um relaci-
onado ao médulo de diferenciais de Kahler

Q- Odzx + Ody
O(fedz + fydy)

Mais especificamente, se T = {w € ; existe um nao divisor de zero h € O; hw =0} é o

submddulo de torgao de €2, entdao podemos considerar (a menos de isomorfismo)
Q_ ~NY% _Nm =
re®7 D

e ,—S} pode ser considerado como um ideal fracionario de O.
Q

No caso de curvas analiticas planas, o ideal relativo A = v (?) é um importante
invariante analitico, que foi considerado em [25] e [26] para o estudo da classificacao
analitica. Além disto, Pol em [30] utiliza o ideal relativo A para obter os valores de
residuos de formas diferenciais logaritmicas e relaciona A com o ideal jacobiano de curvas
de intersecao completa, embora nao apresente algoritmo para calcular o conjunto A para
curvas com varios ramos. Assim, a tltima se¢ao do Capitulo 2 se justifica.

Reservamos o Capitulo 3 para algumas outras aplicacoes relacionadas a curvas planas.
Uma delas é encontrada na Teoria de Folheacoes, uma vez que uma folheacao holomorfa
no plano pode ser definida por uma 1-forma diferencial. Adotamos uma abordagem super-
ficial mais abstrata e algébrica para os conceitos da Teoria de Folheagao, evitando assim,
a introducao de muitos conceitos geométricos e apresentando diretamente os conceitos
que utilizamos.

Um resultado classico da Teoria de folheagoes, conhecido como o Teorema da se-
paratriz de Camacho-Sad, assegura que toda folheacao em C? dada por uma 1-forma
w=a(X,Y)dX + b(X,Y)dY admite uma curva analitica (f) invariante (ou separatriz).
Tal fato se traduz algebricamente pela relacao w Adf = gfdX AdY, em que g € C{X,Y}.
Obter separatrizes de uma folheagao a partir da 1-forma que a define nao é ainda uma
questao resolvida. Aqui nao abordamos tal questao, mas uma no sentido contrario: dada
uma curva plana (f) como descrever folheagoes que a admitem como separatriz?

Para abordar tal questao buscamos relacionar o submoédulo de tor¢cao 7 do mddulo
de diferenciais de Kéhler do anel O da curva (f) e as folheagoes que admitem tal curva
como separatriz. Deste modo, foi possivel aplicar os métodos desenvolvidos no Capitulo
2 de modo a responder a questao apresentada para curvas planas com dois ramos, que

corresponde a determinar geradores para o submédulo T .



O capitulo finaliza com uma secao em que apresentamos a descricao do conjunto A,
com a apresentacao de uma Base Standard para ,—S;, para todas as curvas com multipli-
cidade menor que 4. Acreditamos que tal descricao pode ser um bom catdlogo para a
pesquisa nesta area, seja para a classificacao analitica, calculo de invariantes, descrigao
de folheacoes, estudo do submodulo de torcao T, etc. A limitacao pela multiplicidade 3,
nao é certamente uma restricao dos métodos, mas como o leitor verd, os calculos se tor-
nam extensos e mais complicados, motivando entre outras possiveis continuidades deste
trabalho, a implementacao dos algoritmos aqui descritos em um sistema de computagao

algébrica.



Capitulo 1

Bases Standard para o Anel Local

1.1 O Semianel de Valores de uma Curva

Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica arbitraria. Denotamos por
K[[X]] o anel K[[X7,..., X,]] das séries de poténcias formais nas indeterminadas X7, ...,
X,, com coeficientes em K e por C{{X}} o anel C{{Xj,..., X, }} das séries de poténcias

convergentes na origem nas indeterminadas X, ..., X,, com coeficientes em C.

Definigao 1.1. Uma curva algebroide no espago n-dimensional K™ (n > 1) é um ideal

radical proprio

Q:ﬂHCNM]

[3

tal que o anel O; = @ tenha dimensao de Krull um para cada primo isolado P;, com

ie{l,....,r}. Quando QQ C C{{X}}, dizemos que () é uma curva analitica.

Assumiremos que a curva @) seja ndo degenerada, ou seja,

dlmKW =n,
onde M denota o ideal maximal do anel local, completo e reduzido O = @.
Cada P, é chamado de ramo da curva. O fecho integral O; do dominio O; = K[g” é

um anel de valoragao discreta isomorfo a K[[t;]], onde ¢; é um parametro uniformizante

de O; e temos (via isomorfismo)

Ogé@igazé@:éﬂ{[[tiﬂ, (1.1)

onde O denota o fecho integral de @ em seu anel total de fracoes.
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Neste trabalho, consideramos
N := NU {cc}.

Se v; : O; — N denota a valoracdo discreta normalizada de O;, onde v;(0) = oo, para

todo i =1,...,7, entao o conjunto

Si ={vi(g9); g€ O; \ {0}} €N

é classicamente chamado de semigrupo de valores de O; ou de P;. Agora, dado um nao

divisor de zero g € O, definimos

v(g) == (v1(9),...,v(g9)) € N,

onde v;(g) é o valor da imagem homomoérfica de g € O em ;. Desta maneira, obtemos

o conjunto

S :={v(g); g ndo ¢ um divisor de zero de O} C @Si C N,
i=1
que é chamado de semigrupo de valores de O ou de Q.
Denotaremos o conjunto de indices {1,...,r} por I. Em N, denotamos ¥=0,7)

Em particular,

Consideramos a seguinte ordem parcial: se v = (7v,...,7%) e ¥ = (71, ...,7.) sao

elementos de Nr, entao
v<v & v <~ paratodoic€ I.

Escrevemos v < v se v <+ e v #+/. E, claramente, 0 < v < oo, para todo v € N

No que segue, identificaremos X;+P; € O; com sua imagem isomoérfica x;(t;) € K[[t;]] e
O; com K[[z1(t;), ..., x,(;)]]. Chamaremos ¢;(t;) = (z1(t;),. .., x,(t;)) de parametrizagao
de P,.

Consideremos o conjunto
i := {vi(g:) = ordy,(gi 0 ¢3)(t:); g € O;} €N

E imediato que I'; é subsemigrupo aditivo de N, considerando 7; + co = oo para todo

’yiEFiez'EI.



Denotando t = (t1, ..., t,), chamaremos ¢(t) = [¢1(t1), ..., ¢-(t,)] de parametrizacao de
Q. Assim, dado g € O, definimos

g(t) == (g0 9)(t) = (9o ¢1)(tr), ..., (g0 & )(L)) € @K[[tiﬂ

v(g) = (vi(g); - - -, ve(9))-
Obtemos entao o conjunto de valores de O:
I:={v(g) = (vi(g),...,v(9); g€ Oy CEPT CN.
i=1

E facil ver que (', +) é um semigrupo, considerando
v+ 00 =00, paratodoyel.

Como conjuntos, S e I' se determinam mutuamente, pois S := I' N N". Logo, I' é
também um invariante topologico completo para curvas analiticas planas. Além disso,
como semigrupo, I' é o fecho topoldgico de S no espaco produto N, com N munido da
topologia da compactificacao em um ponto. Este completamento foi considerado para

curvas planas por Delgado (para detalhes, veja a Secao 2 de [15]).

Consideremos agora um subconjunto nao vazio J = {ji,...,js} de I. Escrevendo I';
para o conjunto de valores de O; = &%, denotamos por Q7 a imagem canoénica do
jeJ = J

ideal (N;cp s Fi + Mjes P C K[[X]] em O e por v7(Q”7) o T'j-monomdédulo
{vs(q) = (v, (q), .-, v5.(0); a € Q7).

Se J = {i}, escrevemos Q" = @’ e U{i}(Q{i}> =ui(Q").

Observacao 1.2. Uma vez que O é um O-mddulo de tipo finito, temos que o condutor
C=(0:0)=1{ge0; gOC O} éum ideal de O contendo um ndo divisor de zero e
C=(t]",...,t7)O. O elemento 0 = (0y,...,0,) € I' é chamado de condutor de I' (e
também de S). Como I'; tem um condutor, existe 6; € v;(Q?) tal que & + N C v;(Q") e §;
¢ 0 menor elemento em v;(Q") com esta propriedade. D’Anna, em [14] (Proposi¢io 1.3),

prova que o; = 0; para todo i € I.

Em [23] é apresentado um algoritmo para calcular o conjunto de valores para qualquer
O,;-médulo finitamente gerado em K[[¢;]]. Em particular, podemos obter v;(Q°) e calcular

o; para qualquer 7 € [.
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Observagao 1.3. Para uma curva plana Q = ([[,c; fi) = Nier(fi), temos

(ILser f3) + (fi)

O=

E temos o I';-monomddulo
Uz’(Qi) =1 <H;§f fj> fi) + I = Zﬁf [(fjv fi) + I,

onde I(g,h) = dimK%, para g, h € K[[X,Y]]. Desta maneira, temos a bem conhecida

1qualdade
0; = Z [(f]7fz) + ¢,

Jel j#i
onde ¢; é o condutor de T'; (e também de S;), que pode ser calculado em termos do conjunto

minimo de geradores de I';.

Sejam v = (v1,...,7%) ey = (V1,...,7.) elementos de I'. Temos as seguintes propri-

edades:

A) Se v, = 7, < oo para algum k € I, entao existe 7/ = (v{,...,7,) € I tal que
v/ > min{~y;, v/} para todo i € I (a igualdade é vélida se v; # i) € v > Y = V.-

B) min{y,7'} := (min{y1,7,},...,min{y,, 7 }) €T

C) Se 7; = 0 para algum i € I, entao v = 0.

A Propriedade B acima nos permite considerar I' munido com as operagoes (a adigao

e a multiplicagdo tropicais):

v®7 =min{y,7"} e 7O =7+7"

Deste modo, (T',®,®) é um semianel comutativo. De fato, sejam v,7',7” € T.

e (I',®) é um mondide comutativo com elemento neutro oc:
o (y&9') &7 = min{(min{y,7'}),7"} = min{y,7',7"} = min{y, (min{y’,v"})}
=y (o)
® 20 ® 7 = min{oo, 7} = 7 = min{y, 00} = 7 00;
* 7 @7 =min{y,7} =min{y,7} =7 .
e (I',®) é um mondide comutativo com identidade 0:

c(vOY)OY' =(v+ )+ =7+ (YY) =v0 (Y O");
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*0OYy=0+7=7=7+0=700;
*1OY =7+ =7+7=701
e A multiplicacao é distributiva em relacao a adigao:
* 70 (' ®7") =7 +min{y, 7"} =min{y +7,7 +7"} = (yO) & (y©);
e (Y®7)©9" =min{y,7'} +7" = min{y +7",7" +9"} = (O ") & (' ©).

Definigao 1.4. Chamamos (I';®,®) de semianel de valores associado a curva @ =

Nier B

Introduziremos a seguir alguns conceitos importantes para a teoria que desenvolvere-

mos sobre o anel local e o semianel de valores nas se¢oes seguintes.

Definicao 1.5. Um elemento v € I'\ {0} € chamado de irredutivel se
v=707 77" €l = =7 ou =1
Destacamos a seguinte notacao: se v = (71, ...,7) € N \ {oo}, entéo
Ly ={iel; 7 # oo}.

Se g € O\ {0}, entao I, = I,,). Ela serd ttil quando precisarmos evitar coordenadas

infinitas.

Dados v € N\ {o0} e um subconjunto préprio J de L, definimos os conjuntos:
F;7)={YeN; v/>~yparaie,\Jer= paraj gl \J}

Fy(y)={y €l; v >~ paraie,\Jer; = paraj &L, \J} = F,;(y)NT.

Definicao 1.6. Dizemos que v € I' é um ponto (maximal) absoluto de I' se F;(y) = ()

para todo subconjunto préprio J de I,.

Notemos que se I, tem somente um elemento, entao nao existe um subconjunto préprio
J de I, tal que Fy(y) # 0. Desta maneira, por vacuidade, v é considerado um ponto
absoluto de I'.

Para r = 1, a definicao acima é equivalente a dizer que todo elemento de I" é um ponto
absoluto e o sistema minimo de geradores de I' é precisamente seu conjunto de pontos
absolutos irredutiveis.

O lema a seguir caracteriza elementos v de I' tais que ; > o; para alguma coordenada

finita i € I. Sua demonstracao segue as ideias do Lema 1.8 de [16].
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Lema 1.7. Seja J um subconjunto nao trivial de I e seja v = (V1,...,7) € N’ com
0; < 7y < 00 para todo i & J, em que o = (01, ...,0,) € o condutor de I'. Entao v € T se,
e somente se, eviste ¥ = (yy,...,7,) € I', onde 7; = ~; para todo j € J e 7; = oo para

todo 1 & J.

Prova. Suponhamos que 7 € I'. Para simplificar a demonstracao do lema vamos assumir
que J = {1, ..., s}. Denotemos por i o maior inteiro tal que s < i < r para o qual existe um
elemento do tipo () = (Y1, .., Vss Vagts -0 Vi Vi1, -, Vr) € I com 7y, > 7, para s < k <.

Se i < r, consideremos 5 € Fy;113(7(i)) com ¥, > max{c;,7;} para todo j € J. Uma
vez que 5 > o, temos 7 € I' e, pela Propriedade A, existe v € I" tal que /., > 741
e v = 7(i); para todo k # i + 1. Logo, 7" é um elemento do tipo (i + 1), o que é
contraditério a maximalidade de 7. Assim, i = 7.

Agora, consideremos um elemento ' do tipo y(r). Como 7(r) satisfaz as mesmas
hipéteses de ~y, podemos construir v? do mesmo modo e, mais geralmente, a sequéncia
de elementos de I': v = 7% 4! ... ,y™ ... tal que v € F;(y™) para todo m > 0.
Entao 7 = (71, ..., Vs, 00, ..., 00) € I', uma vez que este elemento é o limite (topoldgico) da
sequéncia acima.

Suponhamos agora que 7 € I'. Uma vez que (00, ..., 00, Ys41, ..., V) € Fs(7), temos
Fpns(v) # 0. Vamos mostrar que F;(y) C I'. Para isso, consideremos 7' € F';(). Como
Fps(7') # 0, podemos escolher v € Fp ;(7'). Portanto, temos v/ =75 @+"” € I'.

Em particular, temos Fj(y) # 0. Deste modo, se v € F;(vy) e v € Fps(7), con-
cluimos que v =~ ® 4" € T. [

1.2 Bases Standard

Nesta secao introduziremos o conceito de Base Standard para o anel local O de uma curva
algebroide reduzida que generaliza a nocao dada por Hefez e Hernandes em [23] para o
caso irredutivel e que sera ferramenta crucial para os principais resultados deste trabalho.
Antes, porém, apresentaremos conceitos preliminares que serao amplamente utilizados
neste trabalho.

Seja G um subconjunto nao vazio do ideal maximal M de O. Um G-produto é um

¢ =1lg"
j=1

elemento da forma
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ondemeN, gjeGea=(n,.., o, € N

Definicao 1.8. Sejam g € O\{0} ek € I,. Dizemos que h é uma k-redugdo de g modulo

G se existem ¢ € K e um G-produto G tais que
h=g—cG?,
com v;(h) > v;(g), para todo i € I e com desigualdade estrita para i = k.

Definigao 1.9. Dado g € O\ {0}, dizemos que h é uma redugdo de g mdodulo G se h é

uma k-reducao de g modulo G, para algum k € 1.
O lema a seguir nos d4 uma outra caracterizacao para uma k-reducao.

Lema 1.10. Sejam g € O\ {0} e k € I,. Existe uma k-redugdo de g modulo G se, e

somente se, existe um G-produto G* tal que
vi(g) < vi(GY),
para todo i € I e com igualdade para 1 = k.

Prova. Suponhamos que h seja uma k-reducao de g modulo G. Entao existem ¢ € K
e um G-produto G* tais que h = g — ¢G*, com v;(h) > v;(g), para todo ¢ € I e com
desigualdade estrita para i = k.

Se v;(G*) < v;(g) para algum i € I, terfamos v;(h) = v;(G*) < v;(g), o que contradiria
a definigdo de k-redugao. Logo, v;(g) < v;(G®), para todo i € I.

Se v(g) < vi(GY), terfamos vk (h) = vi(g), 0 que também contradiria a definigao de
k-reducao. Assim, temos vg(g) = vi(G?).

A reciproca é imediata. [ |

Observagao 1.11. Se g € mzil P, \ P, admite uma redugio modulo G, entao uma vez
1#k

que I, = {k}, g admite somente k-redugdo e, neste caso, existe um G-produto G* tal que

v(g) = v(G®), visto que vr(g) = vk(G*) € vi(g) = 00 = v:(G*).

Seja agora g € O\{0} e considere uma cadeia (possivelmente infinita) de redugoes

g=hyg—>hy —>hyo—...—> h — ..., (1.2)
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onde hj; é uma kj-reducao de h;_; médulo G, com k; € I, , para todo j > 1. Deste

modo, existem c¢; € K e G-produtos G tais que

l
hl =4g— ZCjGaj,
7j=1

onde, devido a defini¢ao de reducdo, devemos ter v(G%1) # v(G%2) para j; # Ja.
Notemos ainda que
v(g) S v(GY), Vj=1

Se a cadeia (1.2) for infinita, obteremos a seguinte sequéncia em O:

1
s = chGaj, [>1.
j=1

Observemos que se G é finito, digamos G = {g1, ..., gm }, entao a sequéncia (s;);en+ é
convergente em O, uma vez que O é completo com respeito a topologia M-ddica (para
detalhes sobre a topologia M-éddica, veja [21]).

Com efeito, a condigdo v(G%1) # v(GY2), para j; # ja, implica em G*1 # G%2, para
J1 # j2. Logo, o conjunto {¢;G%; j > 1} ndo tem elementos repetidos.

Consideremos agora b € N e suponhamos que mult(G%) = b. Se GY% = g{’" - ... gmi™,

entao

m
E aymult(g;) = b,
=1
e assim temos a seguinte equacao diofantina associada
a1z1+ ... + apmzym = b,

onde a; = mult(g;) > 1, paral = 1,...,m. Uma vez que as solugdes dessa equagao devem

ser naturais, teremos um conjunto finito de solugoes. Assim,
87 >1; mult(GY) = b} < oc.

Portanto, a familia {¢;G% ; j > 1} é soméavel em O e a soma de seus elementos é o

limite da sequéncia (s;);>1.

Definigao 1.12. Sejam g € O\ {0}. Dizemos que h é uma redugdo final de g modulo G
se h € obtido a partir de g via uma cadeia de redugoes modulo G e h nao pode mais ser

reduzido.
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Notemos que se uma redugao final de um elemento g € O \ {0} médulo G é nula e G

g="> &G,

JSTAN

¢ finito, entao podemos escrever

onde A é um subconjunto de N¥¢, ¢; € K e G° é um G-produto.

Introduzimos agora o conceito de Base Standard para o anel local O de uma curva
algebroide @ = (,_, P

Definicao 1.13. Seja G um subconjunto finito e nao vazio de M. Dizemos que G € uma

Base Standard para O se todo elemento nao nulo de O tem uma reduc¢ao modulo G.

Observacao 1.14. Se G = {g1,...,9m} € uma Base Standard para O, entao todo g €
O\ {0} admite uma cadeia de redugées médulo G a 0, ou seja, g = limy_oe S, ;G

ou, equivalentemente, O = K|[g1, ..., gm]|-

A seguinte propriedade nos permite apresentar uma outra caracterizacao de uma Base

Standard para o anel local O.

Proposicao 1.15. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes.
(a) Todo elemento nao nulo g de O tem uma k-redugao modulo G para todo k € 1.

(b) Todo elemento nao nulo g de O tem uma redugdo mdodulo G.

Prova. E suficiente provar que (b) = (a). Suponhamos, por absurdo, que existam g €
O\ {0} e k € I, tais que g admita redu¢do médulo G, mas ¢g nao tenha uma k-reducao.
Podemos assumir que g tenha apenas j-reducao para j em um subconjunto nao vazio J
de I, \ {k}.

Consideremos agora um elemento A € O obtido a partir de g via uma cadeia finita de
redugdes modulo G de modo que h ndo tenha uma j-reducao médulo G ou o; < v;(h) < oo,
para todo j € J. Notemos que h # 0, v;(h) = v;(g) para todo i € I\ J, isto é, i € I), C I,
e desse modo h nao admite i-redugdo para nenhum i € I, \ J, caso contrario o mesmo
seria verdadeiro para g.

Seja L C J tal que h nao admita i-redugdo para nenhum i € I, \ L D I, \ J, ou seja,
oy < y(h) < oo para todo | € L. Se L = (), entdo h nao tem redugdo médulo G, o que
é uma contradigao. Por outro lado, se L # (), entao pelo Lema 1.7 existe b’ € O\ {0}
tal que v;(h') = v;(h) para todo i € I\ L e v;(h') = oo para todo [ € L. Porém, dessa

maneira h’ ndo admite reducao médulo G e obtemos uma contradi¢ao novamente. |
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Como uma consequéncia imediata do conceito de reducao e da proposicao acima, temos
o seguinte corolario que nos d4 outra caracterizacao de uma Base Standard para o anel

local de uma curva algebroide.

Corolario 1.16. Seja G um subconjunto finito e nao vazio de M. As sequintes condigoes
sao equivalentes.

(a) G € uma Base Standard para O.

(b) Para todo elemento ndo nulo g € O e para algum k € 1, existe um G-produto G*
(dependendo de k) tal que v;(g) < v;(G*) para todo i € I e vi(g) = vi(G*).

(c) Para todo elemento nao nulo g € O e para todo k € 1,, existe um G-produto G*
(dependendo de k) tal que v;(g) < v;(G*) para todo i € I e vi(g) = vi(G*).

Em [23], a no¢do de Base Standard foi introduzida para anéis locais de curvas irre-
dutiveis e, neste caso, sua existéncia é imediata. O seguinte teorema garante a existéncia

de uma Base Standard para o anel local de uma curva algebroide com varios ramos.
Teorema 1.17. O anel local O de uma curva Q = (\,_, Pi admite uma Base Standard.

Prova. Seja H um subconjunto de O satisfazendo v(H) = v(M) = ' \ {0} tal que
v(h) € v(H\{h}) para todo h € H. Definimos

By = {h S H, Ul(h) < o0;se1 € [h}

Paratodoi € I, consideremos B;, B/ C O tais que as imagens homomérficas de B; e B!
em O; sejam Bases Standard para o anel local O; e para o O;-médulo Q' respectivamente.
Tais bases podem ser obtidas como descrito em [23].

Uma vez que a imagem homomérfica de qualquer subconjunto finito A de O tal que
v;(A) = v;(BY) é uma Base Standard para @°, podemos considerar B! como um subcon-
junto da imagem homomorfica de ﬂ;g P; em O, ou seja, vj(h) = oo para todo j € I\ {i},
onde h € BY.

Seja agora B; = B; U B}. Afirmamos que o conjunto finito G = |J;_, B; ¢ uma Base
Standard para O.

Consideremos um elemento nao nulo g de O.

Se v;(g) < o; para todo i € [, existe um G-produto G* (mais especificamente, um
By-produto) tal que v(g) = v(G®).

Se 0% < vi(g) para algum k € I,, entdo, pela Observagao 1.2, vx(g) € vx(QF). Como
as imagens homomorficas de By, By C O sao Bases Standard para Oy, e Q*, existe um G-

produto G* (mais precisamente, G* = (B})* hy, onde (B})® é um Bj-produto e hy, € BY)
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tal que v (g) = v (G*) e vi(g) < v;(G*) = oo para todo i € I'\{k}. Pelo corolario anterior,

concluimos que G' é uma Base Standard para O. [ |

Exemplo 1.18. Consideremos a curva plana QQ = (f), com
f=0=X)(X?-Y?)

2

Vamos escrever f; = y*> — a2 e fo = 2° —y3. A figura abaizo ilustra os elementos de

v(By) com coordenadas finitas e que pode ser obtida sequindo os resultados de Garcia e

Bayer.
L e o
|
i) e o :
|
4 e o o
|
3 ° :
|
2 o o |
|
|
|
|
‘ . >
0 2 3 4 5 6

Elementos de v(By) com coordenadas finitas.
Os pontos com alguma coordenada infinita sao (4,00) e (00,4). Deste modo,
v(Bo) ={(2,2),(2,3),(3,2),(4,4),(4,5),(5,4), (5,5), (4,00), (00, 4) }.
Assim, podemos considerar
Bo={z+y,2,y, fi + f2s 2y + fo,zy + fr, 2y, f2, f1}-

Vemos entao que By = By = {z,y} e, pela Observacao 1.3, concluimos que BY = { f}
e B = {fi}, isto €, By = {x,y, fa} e By = {x,vy, f1}. Desta maneira, G = U?_,B; = By

¢ uma Base Standard para anel local O da curva Q).
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O Teorema 1.17 nos permite concluir que o semianel de valores associado a uma curva

algebroide é finitamente gerado.
Teorema 1.19. O semianel I' é gerado por v(G), onde G é uma Base Standard para O.

Prova. Seja G = {¢i, ..., gm} uma Base Standard para O, com

U(Qj) =7 = (’yjlv"-aﬁ)/jr) € Nra para 1 S j S m.

Notemos inicialmente que 0 = 37", 0-7; =) © ... @ 7p,, em que ;7 1= a; - ;.
Pela Observacao 1.11, para cada 0 # h, € QF, existe um G-produto GP tal que
v(hy) = v(GP*). Desta maneira,

= v(h1) + v(hg) = v(G™) + v(G™) = v(G*) Za] Y= 0. Oy,

onde 81 + B2 = a = (aq, ..., Q).
Agora, dado p = (p1,...,p,) € T'\ {0,0}, existe g € M\ {0} tal que p = v(g).
Se I, = {i1,...,1s}, pelo Coroldrio 1.16, existem ay; e Ncom 1 <k <sel<j<m

tais que

g1

P, = i, (91 o gmm) e pr Su(gitt e gnim), paratodo i € 1\ {ig}

Deste modo, se i, € I, entao

m m
Pi,, = IMin E Q1 5Yjigy oo E UsiYjis ( -
j=1 j=1

Portanto,

p:min{Zaquj’.,"ZQSjvj} — 0411 .. @,}/oum)@ @(,YOCSI ® .. @,YOé.sm)
j=1

J=1

ou seja, o semianel I" é finitamente gerado por v(G). n

Se G é uma Base Standard para O e v(G) = {71, ..., Ym }, escrevemos

I'= <717 a7m>

para indicar que 7, ..., ¥, geram [
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Exemplo 1.20. Consideremos novamente a curva plana Q = (f), com
f=*-X*)(X?-Y?).
Vimos no Exemplo 1.18 que uma Base Standard para o anel local O da curva @ €

G:{x7y7'r+y7xy7f17f27fl+f27'ry+f17xy+f2}’

Logo, pelo Teorema 1.19, o semianel de valores I' associado a curva Q) € dado por

I'=1((2,3),(3,2),(2,2), (c0,4), (4,00), (4,4), (5,4), (4,5), (5,5)).

1.3 Bases Standard minimas

Notemos que se G é uma Base Standard para O e g € O\ {0}, entdao G U {g} é uma
Base Standard para O. Além disso, o Exemplo 1.18 sugere que o elemento xy pode
ser descartado de G' de modo que ainda tenhamos uma Base Standard para O. Desta
maneira, ¢ natural questionarmos a existéncia de uma Base Standard com o menor nimero

de elementos possivel.

Definicao 1.21. Seja G uma Base Standard para O. Dizemos que G € minima se para

todo g € G' ndo existe reducdo de g modulo G\ {g}.

Na préxima proposicao, garantiremos a existéncia de uma Base Standard minima para
o anel local O. Mais precisamente, provaremos que sempre podemos extrair uma Base
Standard minima de uma Base Standard G, descartando elementos ¢ € G que admitem

alguma reducao médulo G \ {g}.

Proposicao 1.22. Seja G uma Base Standard para O. Se g € G admite alguma redugdo
modulo H = G\ {g}, entao H é uma Base Standard para O.

Prova. Suponhamos que g admita uma k-redugao médulo H para algum k € I, ou seja,
existem ¢; € K e um H-produto H*' tais que h = g — ¢ H** satisfaz v;(h) > v;(g) para
todo i € I e vi(h) > vg(g).

Se v;i(g) = v;(H*') para todo i € I, pelo Corolario 1.16, g admite uma i-redugao
modulo H para todo i € I,. Logo, H é uma Base Standard para O.

Por outro lado, se existe j € I, tal que v;(g) < v;(H*'), entdao j € I e h admite

uma j-reducao moédulo G, visto que G é uma Base Standard para O. Consequentemente,
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existem ¢y € K e um G-produto G? tais que o elemento b/ = h— oGP = g —c; HY — ¢,G?
satisfaz v;(h') > v;(h) > v;(g) para todo i € I e v;(h') > v;(h) = v;(g).

Deste modo, devemos ter G® = g ou G? é um H-produto H®2. Se G® = g, entdo
o =1, 1 =—ctH" e vp(h) = v, (H*) < vg(h), o que é uma contradi¢do. Segue que
GP = H°2 e obtemos v;(g) < v;(h) < v;(H*?) para todo i € I e v;(g) = v;(H*?). Pelo
Corolario 1.16, concluimos que g admite uma j-reducao moédulo H. Portanto, H é uma

Base Standard para O. ]

Exemplo 1.23. No Ezemplo 1.18, podemos constatar que x+y, f1+ fo,xy+ f1 e zy+ fo
admitem redu¢ao modulo G = {x,vy, f1, fa}. De fato, temos

vi(x4+y)=2=v(z) e v(r+y)=2<uvy(x)
fit o) =4=u(fa) e valfi+ f2) =4 <wvafo)
ry+ f1) =5 =uv(zy) e vy + fi) =4 <va(zy)

vi(zy + f2) =4 =0i1(fo) e valay + fo) =4 < wva(fa).

(
vy (
vy (
(
Logo, G € uma Base Standard para o anel local O da curva ) do Eremplo 1.18. Mais
ainda, G é uma Base Standard minima para O. Com efeito, se x admitisse uma 1-
redug¢ao modulo {y, fi1, fo}, existiriam aq, g, a3 € N tais que vi(x) = 2 = v (y™ f12 f5?).
Porém, devido as ordens de y, fi e fo, isto € impossivel. Também nao € possivel fazer
uma 2-reducao de x modulo {y, f1, fo}. Analogamente mostra-se que y nao admite redugdao
mddulo {x, f1, fo}. Notemos agora que qualquer tentativa de se fazer uma 2-redugio de
f1 implica na utilizagao de fi, uma vez que qualquer produto da forma x“'y* f3*, com
ay, e, a3 € N, nao satisfaz vi(f1) = oo < vy (z*y* f5*). Da mesma maneira, concluimos

que fo nao admite uma 1-redugao médulo {z,y, f1}.

E facil ver que os elementos em uma Base Standard minima tém ordens duas a duas

distintas. Mais ainda, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.24. Se G e H sdo Bases Standard para O com H minima, entao v(H) C
v(G). Em particular, todas as Bases Standard minimas para O tém o mesmo conjunto

de valores.

Prova. Sejam H = {hy,...,hs} e G = {g1,...,9m} Bases Standard para O tais que H
seja minima.

Mostraremos que v(h;) € v(G) para todo h; € H.
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Sem perda de generalidade, podemos considerar [ = 1. Como G é uma Base Standard
para O, dado k € I, existe um G-produto gi" - ... g% (com a; = 0 se vi(g;) = 00) tal

que
vi(hy) <wi(gyt - ... - gom), para todo i € I, e vg(hy) = vk(g7" - ... - gom).

Por outro lado, para cada j € {1,...,m}, com wv;(g;) # oo, existem H-produtos
PP hY tais que

vi(g5) < vi(hf” -...-hP), paratodoi € I, e vp(g;) = vk(hf” b,
Mas, desta maneira, temos

vi(hy) < vy (R 0P i aBiy e todo i €

Uk(hl) = Uk(hlzjzl B . hszjzl O‘jﬁjs).

Em particular, devemos ter 27;1 a;Bin < 1.

Se > 'L, ajB;1 = 0, entdo h; admite uma k-redugao médulo H \ {h,}, o que contradiz
o fato de H ser uma Base Standard minima para O.

Segue que Y 7" ;i = 1e Y a;fp = ... = 3" a;B; = 0. Logo, existe
Jo € {1,...,m} tal que o, = Bjo1 = 1,0, Bjp2 = ... = @, B50s = 0 e, consequentemente,
Bjot = 0 para [ = 2,...,s. Entao obtemos vy(gj,) = vi(h1) e o; = 0 para todo j # Jjo.
Além disso, v;(h1) < vi(gj,) < vi(h1).

Portanto, v(hy) = v(gj,) € v(G). u

Pela proposigao acima, se G é uma Base Standard minima para O, entao v(G) é o
sistema minimo de geradores para o semianel de valores I'. No que segue continuaremos
a explorar a relagao entre uma Base Standard G para O e o semianel de valores I'.

Notemos que o valor de qualquer elemento em uma Base Standard minima é um ele-
mento irredutivel do semianel. A contrapartida algébrica desta propriedade é verdadeira
também, ou seja, todo elemento em uma Base Standard minima G é irredutivel em O.

De fato, se g = ¢'¢” € G, onde ¢, ¢" € M, entao

y=uv(g) =v(g) +v(g") =" +1", com~ #~#4",

que nao pode ocorrer, uma vez que v(g) é um elemento irredutivel de I
Lembremos que, dados 7 € I' e um subconjunto préprio J de I, o conjunto F(vy) é

definido por
Fi(y)={y €T vi>viparai € I,\ J e~ =r; paraj &I\ J}
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Observagao 1.25. Notemos que se v(g) = v # o0 e Fy(vy) # 0, com relagao a um
subcongunto préprio J de I, entao para todo j € J existe uma j-redugao de g mddulo
uma Base Standard G. Por outro lado, se Fy(y) =0 para todo ) # J C L, entao a inica
possibilidade de reducio de g € h = g — cG®, com v;(h) > v;(g) para todo i € L, ou seja,
v(g) = v(G").

Mostraremos agora que, analogamente ao caso irredutivel, I' ¢ um semianel minima-

mente gerado pelos seus pontos absolutos irredutiveis.

Teorema 1.26. Seja G uma Base Standard para O tal que seus elementos tém ordens
duas a duas distintas. Entao G € minima se, e somente se, v(G) é o conjunto de pontos

absolutos irredutiveis de I'.

Prova. Suponhamos que G = {¢1,...,gm} seja uma Base Standard minima para O e
consideremos ¢ € G. Em particular, v(g) # 0 é irredutivel. Se v(g) ndo é um ponto
absoluto de I', entao existem h € O e um subconjunto nao trivial J de I, tais que
v;(g9) < v;(h) paratodoi € I,\J e vj(g) = v;(h) paratodo j & I,\J ou, equivalentemente,
para todo j € JU (I \ I;). Como G é uma Base Standard, para cada k € J existe um G-
produto G* (dependendo de k) tal que v;(h) < v;(G®) para todo i € I e vg(h) = vi(G®).
Logo, vi(g) < v;(G*) para todo ¢ € I com vi(g) = vx(G*) e vj(g) < v;(G*) para j € I,\ J.
Mas, desta maneira, G* é um G \ {g}-produto, isto é, existe uma redugado de g médulo
G\ {g}, um absurdo pois G é minima. Portanto, v(g) é um ponto absoluto irredutivel de
I.

Agora, seja v = v(g) um ponto absoluto irredutivel de I". Pela Observagao 1.25, existe
um G-produto tal que v(g) = v(G®). Além disso, desde que o elemento v é irredutivel,
devemos ter G* = g7 - ... - gj - ... - g, para algum 1 < j < m. Portanto, v = v(g;) € v(G).

Reciprocamente, suponhamos que v(G) seja o conjunto de todos os pontos absolutos
irredutiveis de I' e seja g um elemento de G. A Observacao 1.25 implica que v(g) = v(G%)
para algum G-produto G®. Agora, como os elementos de G tém ordens duas a duas
distintas e v(g) é irredutivel, devemos ter G* = g, ou seja, g nao tém redu¢ao médulo

G \ {g}. Portanto, G é uma Base Standard minima para O. n

Exemplo 1.27. Com o Exemplo 1.23 e o Teorema 1.26 concluimos que os pontos abso-

lutos irredutiveis do semianel T associado a curva plana Q = (f), com
f=?-X°)(X*-Y?)
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sao (2,3),(3,2),(c0,4) e (4,00).

Observemos que no exemplo acima os pontos absolutos irredutiveis de I' com uma
coordenada infinita correspondem aos valores de f; e f;. Investigaremos esse fato a
seguir.

Para encerrar essa secao, demonstramos o seguinte corolario do Teorema 1.26.

Corolario 1.28. Seja G um subconjunto finito e nao vazio de M tal que v(G) seja
exatamente o conjunto dos pontos absolutos irredutiveis de I'.  Entao G é uma Base

Standard minima para O.

Prova. Seja G’ uma Base Standard para O. Entao G” = G’ UG também é uma Base
Standard para O e podemos extrair uma Base Standard minima H de G”. Pelo Teorema
1.26, devemos ter v(G) = v(H), o que implica em v(G®) = v(H”), onde G* é um G-
produto e H? é um H-produto. Isto é suficiente para mostrar que G é uma Base Standard

para 0. Pelo Teorema 1.26, concluimos que G é minima. ]

1.4 Curvas Planas

Para uma curva analitica plana @ = Ni_;(f;), Zariski em [36] mostrou que o tipo to-
pologico de () é completamente caracterizado pelos semigrupos Sy, Ss, ..., .S, e pelas mul-
tiplicidades de intersecao I(f;, fx), com 1 < j < k < r. Por outro lado, Waldi em [33]
obteve a caracterizacao topoldgica de () através do semigrupo S. Desta maneira, o co-
nhecimento de S é equivalente ao conhecimento de S;, para 1 < i < r, e I(f;, fx), para
1<j<k<r.

Mesmo no caso de curvas algebroides, dado J C I, se m; denota a projecao natural de
N’ sobre o conjunto NW, entdo m;(S) = S; e o nlimero de pontos absolutos de m; 5y (S) é
exatamente a multiplicidade de intersecao I(f;, fi) (para mais detalhes, veja [19]). Desta
maneira, sabemos como obter S;, para 1 <i <r, e I(f;, fx), para 1 < j < k <r, a partir
de S.

Uma questao que surge naturalmente é a seguinte:

Questao 1.29. Como obter S a partir de S;, para 1 < i <r, e I(f;, fr), para 1l < j <
kEk<r?
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Para curvas planas com dois ramos (ndo necessariamente analiticas), Garcia em [19]
e Bayer em [4] responderam esta questao usando os pontos absolutos de S.

No caso geral, Delgado em [15] caracterizou S em fungao dos semigrupos das curvas
Q) = <H§§ fi) e o conjunto R dos pontos maximais relativos de S (veja o Teorema
da Geracao em [15]). Para obter R, deve-se encontrar o conjunto dos pontos absolutos
irredutiveis de S, o qual Delgado mostra corresponder ao conjunto A dos valores das
curvas de contato maximal com algum ramo de () e, usando uma propriedade de simetria
com respeito ao condutor de S, Delgado obtém um conjunto que contém R e este conjunto
nos permite aplicar o Teorema da Geragao. Notemos que A é exatamente o conjunto dos
pontos absolutos irredutiveis de S = I'NN" e ele pode ser obtido através de S;, parai € I,
e I(fj, fr), paral < j <k <r.

O método de Delgado nao nos permite, porém, obter S diretamente a partir de S;, com
1 <i<r,el(f;, fr), paral < j <k <r. Os Teoremas 1.19 e 1.26 nos dizem como I" pode
ser obtido a partir de seus pontos absolutos irredutiveis. A proxima proposicao descreve os
pontos absolutos irredutiveis de I' com alguma coordenada infinita em funcao de I(f;, fx).
Desta maneira, como o semianel I' e o semigrupo S se determinam mutuamente, tal
resultado nos diz como obter S diretamente a partir de S;, para 1 < i < r, e I(f;, fx),

para 1 < j <k <r.

Proposicao 1.30. O conjunto de pontos absolutos irredutiveis de I' com alguma coorde-

nada infinita para uma curva plana Q@ = Nier(fi) € {v(f;); i € I'}.

Prova. Se v = v(f;) ndo é um ponto absoluto de I' para algum i € I, entao existe um
subconjunto néo trivial J de Iy, = I\ {i} tal que Fy(y) # 0, ou seja, existe 7 € I tal
que 7} = «; para todo j € J, 7, = 7; = 00 e 7}, > ¥, para todo k ¢ J e k # i. Como
Vi = 7; = 00, concluimos que 7' = v(hf;) para algum h € O.

Por outro lado, a igualdade ’y} = 1;, para todo j € J, implica v(h) = 0, mas, desta
maneira, 7' = 7, o que é um absurdo pois 7, > 7, para todo k ¢ J e k # i. Portanto,
v(f;) é um ponto absoluto de T'. E imediato que v(f;) é irredutivel, pois f; é irredutivel.

Agora, se v = v(g) ¢ N” é um ponto absoluto irredutivel de I'. Fazendo K = I\ I,,

concluimos que g = h - [[,cx fr* €

y=0v(g) =v(h) + Y ar-o(fi).

keK

Uma vez que v ¢é irredutivel, devemos ter v(h) = 0, K = {ko} e oy, = 1, ou seja,

Vzv(fko)' u
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Vamos agora aplicar os resultados apresentados por Delgado em [15] e a Proposigao
1.30 para o caso de uma curva plana Q) = ([ [, fi) tais que quaisquer dois ramos possuem
tangentes distintas ou, equivalentemente, I, ; = I(fi, f;) = mym;, para 1 < i < j <,
onde my, denota a multiplicidade de f.

Se o conjunto minimo de geradores do semigrupo S; é {v; o, ..., Vi }, onde v, g =m; e
g; € o género de 5;, isto é, g; + 1 é a cardinalidade do conjunto minimo de geradores de
S;, escrevemos

€0 =Vio € € = MDC(ei,j—lavi,j>7 Jj=1..9:.

Uma curva plana irredutivel (h) C K[[X, Y]] de multiplicidade n e de género q < g;
tem contato maximal de ordem ¢ com o ramo P; = (f;) se
I(fi, h) _ CiqVigt1

min v,

Para g > 0, consideremos os conjuntos

We:={iel; g > q},

T?:= {A € p(W?); existe uma curva plana de género ¢ que tem contato maximal

de ordem ¢ com P;, para todo i € A},

M? := {elementos maximais de T? com respeito a inclusao},

em que p(W?) denota o conjunto das partes de W¥¢.
Seja ¢ > 0. Definimos como wvalores de contato maximal de género ¢ para () os
elementos do conjunto
Va(f) = {v(hg); E € M},

onde (hg) denota uma curva com contato maximal de ordem ¢ com P; para todo i € E.
Por razoes técnicas, definimos V=1(f) := {(v1,0, ..., vr0) } caso todos os ramos de @ tenham
a mesma tangente e V1(f) := ) caso contrdrio. Os valores de contato maximal para Q

sao os elementos do conjunto finito

V(f)= ] Vif)csScrT

g=—1

Omitiremos as demonstracgoes dos resultados enunciados a seguir. Tais demonstragoes

podem ser encontradas em [15].
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Proposicao 1.31 (Delgado). Sejam ¢ > 0, E € MY e (h) uma curva plana com contato

maximal de ordem q para todo ramo P;, com 1 € E. Entao

L :
vi(h) = vigs1, sei € E, evj(h) ==L sej¢FE.

i,q
Teorema 1.32 (Delgado). O elemento v é um ponto absoluto irredutivel de S se, e

somente se, v € um dos valores de contato mazimal para Q, isto é, v € V(f).

Vamos aplicar tais resultados no caso em que os ramos da curva () tém tangentes duas
a duas distintas.

Notemos primeiramente que
M?=T?={{i}; i€ leg >q}

Considerando entao E = {i} e uma curva plana (h; ,) com contato maximal de ordem

g com o ramo P;, pela proposicao anterior, temos
h _ h . Ii,j _mymy . .
Vi(hig) = vigr1 e vj(hig) = = , sej#i.
Ciq Ciq

Logo,

h . m;ma m;m,
U( i,q) - y ey Vigtls -oos )

€iq €iq
com1<i<re0<g<yg;.

Portanto, pelo teorema acima, o conjunto
V=Av(hiy); 1<i<re0<g<g}

é o conjunto dos pontos absolutos irredutiveis de S.

Observemos ainda que, pela Proposicao 1.30, os elementos da forma
U(fz) = (Ii,la L, OO0, ]i,r) = (miml, ..y OO, ...,mimr)

correspondem aos pontos absolutos irredutiveis de I' com alguma coordenada infinita.

Dessa maneira, I' é minimamente gerado por V U {v(f;); i =1,...,r} e
gV = Z(gz +1).
i=1

O exemplo seguinte generaliza o Exemplo 1.27 e sera retomado no préximo capitulo.
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Exemplo 1.33. Consideremos a curva plana QQ = (f), com
f=m = XM (X =Y,

onde MDC(m;,n;) = 1 < m; < n;, para i = 1,2. FEscrevemos f; = Y™ — X™ e
o= X7z — Y72,

A curva QQ admite a parametrizacao
o(t) = [0, 17), (83, 15"%)].

Uma vez que os ramos possuem tangentes distintas e o género de cada ramo € igual a 1,
o numero de pontos absolutos irredutiveis do semianel I' associado a () € z (1+1)=4

e sao dados, de acordo com o que vimos anteriormente, por:

(mhwmﬂz(mﬁmm)zmmmww@x

CWM )Z(ﬁ?ﬂﬁzmmw:m@

(00, mima) = v(f1),
(

mims, 00) = v(f2).
Portanto, o semianel de valores associado a curva () €
['= ((ma1,n2), (n1,m2), (00, mims), (mima, 00) ).

Além disso, pelo Coroldrio 1.28, concluimos que o conjunto G = {z,y, f1, f2} € uma

Base Standard minima para o anel local O da curva Q).

Notemos que o método de Delgado esta restrito ao caso de curvas planas, isto é,
seu método nos permite apenas obter os pontos absolutos irredutiveis com coordenadas
finitas do semianel de valores I' associado a uma curva plana reduzida (). Na proxima
secao desenvolveremos um algoritmo que permitira obter uma Base Standard para o anel
local O de uma curva reduzida @) qualquer (plana ou espacial) e, consequentemente, os

pontos absolutos irredutiveis de I'.

1.5 Algoritmo para Obtencao de uma Base Standard

Encontramos em [23] um método que permite obter uma Base Standard para o anel

local de uma curva irredutivel por meio de uma parametrizacao. Tal método é uma
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generalizagao do cléssico algoritmo de Buchberger para o contexto de subdlgebras de
K{[[t]] utilizando a ordem total correspondente & multiplicidade de intersegdo com a curva.

Nesta secao, propomos uma outra generalizacao do referido algoritmo, em que conside-
ramos a ordem parcial natural em @;_, K[[t;]]. Nossa abordagem ¢ coerente e compativel
com o caso de curvas reduzidas com varios ramos. Antes, porém, necessitamos adaptar
alguns conceitos de [23] para a nossa situagao.

Seja G C M tal que O = K][[G]]. Desta maneira, dado g € O, podemos representar g
cOmMO uma soma nao necessariamente tnica da forma s . asG%, onde a5 € K e G° é um

G-produto.

Definigao 1.34. A altura da representagdo D 5o a a;G° de g € definida como

ht (;A a5G5> = (ht1 <5€ZA a5G5) ..., ht, (ag a5G5>> :

onde para cada i € 1

ht; (Z a5G5> = min{v;(G%); & € A}.

deA

A amplitude da representagio Y 5. asG° de g ¢ definida como

Amp (Z a5G5> = (Amp1 (Z a(;G‘s) , .., Amp, (Z a(;G‘S)) ,
seA seA sen

onde Amp;(3"scp asG°) € 0 mimero de G-produtos G° tais que v;(G°) = ht; (3" 5o 5 asG°).

Observagao 1.35. Dada uma representagdo Y s. a;G° de um elemento g de O, sempre

ht (Z a5G5> <w(g).

ISTAN

temos

Embora o resultado abaixo seja de facil constatacao, ele esta em destaque para re-

feréncia no préximo teorema.

Lema 1.36. Seja g € O e consideremos uma representacao de g como uma soma da
forma Y 5o p asGO. Se ht (Yscp asG?) = v (g), entdo para cada k € I, existe 6, € A tal
que

vi (9) < vi(G*),

para todo i € I e com igualdade para i = k.
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Prova. Para cada k € I existe 6, € A tal que vy(G%) = hty, (ZJGA a(;G(S). Seja i € I,
temos

v; (g) = ht; (Z a5G6> < v;(G%),

dEA
com igualdade se 7 = k. [ ]

O proéximo conceito é crucial para o algoritmo que propomos.
Definicao 1.37. Sejam G C M e k € I. Um Si-processo de G € um elemento da forma
aG™ + bG”,
onde a,b € K e G, G® sio G-produtos tais que
v (aG* + bGP) > hty(aG* + bGP).

Observemos que se aG® 4+ bG” é um Sy-processo de G, com G* = | J g?j e GP =
I g}, ento vp(G®) = v, (GP), isto &,

Z ajur(g;) = Z Bivi(g;)-
p =1

Deste modo, (o, 3) € N?™ corresponde a uma solugao da equacgao diofantina ho-
mogenea
> ulg)Ws = vil9)Z;, (1.3)
j=1 j=1
que pode ser obtida por varios métodos (veja [12] ou [13]).

O teorema a seguir é uma generalizagao do Teorema 4.1 de [22].

Teorema 1.38. Seja G um subconjunto nao vazio de M tal que O = K][G]]. As seguintes
afirmacoes sao equivalentes.

(a) Todo elemento ndao nulo de O tem uma redug¢do mddulo G.

(b) Toda redugdo final médulo G de qualquer elemento de O \ {0} € nula.

(¢) G é fechado em relagdo a Sk-processos, isto é, todo Sk-processo de G tem uma redugao
final nula modulo G.

(d) Todo Sy-processo nao nulo aG® + bG? de G tem uma representagdo como uma soma

da forma Y s A a;G°, onde as € K, G° ¢ um G-produto e

ht; <Z a(;G‘S) > ht;(aG® + bG?),

dEA

para todo i € I e com desiqualdade estrita para 1 = k.
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Prova. (a) = (b) Suponhamos que todo elemento nao nulo de O tenha uma redugao
médulo G. Consideremos g € O\ {0} e h uma reducao final de g médulo G. Se h # 0,
entao h admite uma reducao médulo G, o que contradiz o fato de h ser uma reducao final

de g médulo G. Portanto, h = 0.

(b) = (c) Basta observar que todo Si-processo nao nulo de G é um elemento de O.

Portanto, admite uma reducao final nula médulo G.

(c) = (d) Seja g = aG* + bGP um Si-processo nao nulo de G e suponhamos que g
tenha uma reducao final nula médulo G. Podemos escrever entdao g = > 5.5 asG?, onde
as € K e G° é um G-produto. Isto implica em v(g) < v(G?), para todo § € A. Devido a
Observagao 1.35, concluimos que v(g) = ht (ZaeA a5G5). Logo,

ht; (Z a5G5> > ht;(aG* + bGﬁ), para todo i € I.

deA

Além disso, pela definigdo de Si-processo, temos

hty, (Z a5G6> > hty,(aG* + bG”).

J<TAN

(d) = (a) Seja g € O\{0} e consideremos o conjunto das alturas das representagoes de g
em relacao a G

htg(g) = {ht (Z a5G5> ;g = ZatgG‘;} :

seA seA
Tal conjunto é nao vazio. Além disso, pela Observacao 1.35, sabemos que ele é limi-

tado superiormente por v(g). Logo, hts(g) admite elementos maximais. Assim podemos

g= Z asG°,

0EA

considerar uma representacao

cuja altura seja um elemento maximal de hts(g). Devido ao Lema 1.36, é suficiente provar
que

ht <Z a5G5> = v(g).

deA

Suponhamos, por absurdo, que

ht (Z a5G5> < v(g).

0EA
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Entao para algum k € I, temos
<Z asG ) < vg(g).
e

Logo, Amp,, (ZaeA a(;G‘S) > 2. Isso significa que existem «, § € A tais que

(Z%G ) = v (GY) = v (GP),
Jeh

bem como existe b € K tal que h := a,G* + bagG” é um Sj-processo de G. Agora, por

hipotese, existe uma representagao
h=> bG’
0cO
onde by € K, G? é um G-produto e

ht; (Z bgGG) > hty(anG* + bagG?),

0cO

para todo ¢ € I e com desigualdade estrita para ¢ = k. Dessa maneira,

a, G + CLBGﬂ = (1 - b)CLBGﬁ + Z bQGO.

€6
Assim, podemos escrever
g=(1=0)asG" +> bG"+ > a;G =G,
beo seA\{a,} g€z

onde ¢ € K e G¢ é um G-produto.
Se Amp,, (3 5cp asG?) > 2, entédo

k (Z CgGg) = htk (Z CL(;G&) .
¢e= seA

Neste caso, para i € I\{k} temos

ht; (Z 05G5> > min{v;(G?), v;(G?),v;(G°); 0 € 0,5 € A\ {«, B}}.
geg
Uma vez que min{v;(byG%)} > min{v;(G%),v;(G”)}, para todo i € I'\{k}, temos
ht; (Z 05G5> > ht; <Z CL(;G(S) , para todo i € I\{k}.
¢eE seA
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Se ocorrer desigualdade estrita para algum i € I\{k}, teremos

ht (Z chﬁ) > ht (Z a5G5> :

£e= dEA

o que seria um absurdo, pois supomos que ht (Z sen asG° ) era um elemento maximal de

hte(g)-
Por outro lado, se ht; (dez c§G§> = ht; (3 5cp asG?), para todo i € I'\ {k}, teremos

ht (Z c§G5) = ht (Z a5G5> ,

£e= dEA

mas com Amp,, (dea 05G5> < Ampy, (Xsen asG°).
Dessa maneira, podemos supor que Ampy, (5o a5G°) = 2.

Se b # 1, entao

hty, (Z 0,5G5> = ht;, <Z a5G5> :

¢e= seA

porém Amp, (2565 C§G§> = Amp,, (Y50 asG°) — 1= 1.

Consequentemente,

Uk(g) = htk (Z C§G£> = htk (Z a5G5> .

£e= dEA

Porém, isso é um absurdo, pois assumimos

htk (Z CL(;G5> < ’Uk(g)

seA
Por outro lado, se b = 1, temos
htk (Z C£G£> > htk (Z G5G5>
gEE deA
e para i € I\{k}, temos
ht; (Z 05G§> = min{v;(G?),v;(G%); 0 € 0,5 € A\ {a, B}}.
¢e=
Assim obtemos
ht; (Z 05G5> > ht; <Z CL(;G(S) , para todo i € I\{k}.
¢e= seA
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Portanto,
ht (Z 65G5> > ht (Z a5G5> )

¢eE seA

Mas isso é um absurdo, pois supomos que ht (Z seA a5G5) era um elemento maximal
de htg(g)

Portanto, devemos ter

i (D) = vt

dEA

donde concluimos que g tem uma reducao médulo G. [ ]

Observacao 1.39. Se o conjunto G no Teorema 1.38 for finito, entao teremos na verdade

outras caracterizagoes para uma Base Standard para o anel local de uma curva.

O leitor deve ter observado que, até este ponto nesta secao, nao utilizamos nenhuma
propriedade especifica do anel local de uma curva algebroide. De fato, os conceitos e re-
sultados até o momento poderiam ser apresentados para uma subdlgebra A C @@;_, K[[t;]]
qualquer, utilizando v;(a) = ordy,(a;) para a = (ay, ...,a,) € A. No entanto, ao considerar
A = O, temos, devido ao Teorema 1.17, a existéncia de uma Base Standard, bem como
podemos utilizar o condutor C = (O : O) (veja Observacido 1.2) para obter uma Base
Standard para O. Mais precisamente, a caracterizagao dada pelo item (¢) do teorema

anterior permite-nos obter um algoritmo para encontrar uma Base Standard para O.

Teorema 1.40. Seja Gy um subcongunto finito e nao vazio de M tal que O = K[[Gy]] e
Ul_,B; C Gy, onde B; é como na demonstra¢ao do Teorema 1.17. Sempre obtemos uma

Base Standard G para O com o sequinte algoritmo:

ALGORITMO 1. Base Standard para O

input: Gy,

define: G_; := () and j := 0;

while G; # G-, do
S :=U,_{g; g € um Sy-processo de G; e v;(g) < 0; para algum i € I};
R :={h; h € uma redugdo final de g modulo G;, g € S e h # 0};
Git1:=G;UR;

output: G = Gj,;.
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Prova. Notemos inicialmente que em cada iteracao o conjunto S € finito devido a condi¢ao
“vi(g) < o; para algum i € I” imposta a um Sg-processo g de S. Por outro lado, a
hipétese “Ul_; B; C Go” nos permite dizer que se v(g) > o, entdo g admite reducao final
nula médulo Gy.

Consideremos entao G = U;>¢G; e seja g um Si-processo de GG. Logo, g também ¢é
um Si-processo de G; para algum j > 0. Pelo Algoritmo 1, g tem uma redugao final nula
modulo G41. Consequentemente, sua redugao final médulo G' também ¢é nula, ou seja, G
é fechado em relacao a Si-processos.

Vamos mostrar agora que G é finito. Seja H = {hy, ..., hgy} uma Base Standard para
O, que existe pela Proposicao 1.17. Pelo Teorema 1.38, para todo h; € H e para todo
k € I, existe um G-produto G**! tal que v;(h;) < v;(G*+) para todo i € I e com

igualdade para ¢ = k. Consideremos entao o conjunto finito
G'={g € G; g divide G**', com 1 <l <dekel}

Notemos que G’ C G; para algum j > 0. Agora, como todo elemento nao nulo de O
tem uma reducao médulo H, pois H é uma Base Standard para O, todo elemento nao
nulo de O tem uma redugao médulo G’ e, consequentemente, médulo G;. Assim, pelo
item (c) do Teorema 1.38, todo Si-processo de G; tem redugao final nula médulo Gj.
Desta maneira, G,;41 = Gj, o que mostra que G = G ¢é finito e, portanto, uma Base

Standard para O. m

Exemplo 1.41. Consideremos a curva espacial Q = (,c; P C K[ X1, ..., X,]], onde
-Pi = <X17 sy X’i—ly Xi-i—la L) XT>7

para todo i € I. Uma parametriza¢ao para o ramo P; é ¢;(t;) = (0, ..., ;, ..., 0).

Notemos que O; ~ K[[t;]] e Q' = (z;). Assim, B; = {x;} e podemos iniciar o Algoritmo
1 com o conjunto

Go = {z1, ...,z }.

Observemos agora que como v;(Q°) = N\ {0}, o condutor do semianel I associado d

curva @ é o = (1,...,1), ou seja,
P={0}uf{l+7; yeN}
Logo, uma vez que v(x;) = (00, ..., 1,...,00), todo Sk-processo de Gy tém reducdo final

nula modulo Gy e, dessa maneira, G1 = Gy. Portanto,

G = {.73'1, ...,xr}
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¢ uma Base Standard para o anel local O da curva Q.
Uma vez que x; nao admite redugao médulo G\ {z;}, concluimos que G é uma Base

Standard minima para O. Consequentemente,

r

I
3
3
B
3
B
3

Examinemos um pouco mais a equagao (1.3). Consideremos G = {g1,...,gm} C M.
Podemos supor que um Si-processo de G seja da forma G* 4+ bGP, onde b € K. O S-
processo é entdao unicamente determinado pelo vetor (a, 3) € N*™ solugdo da equacio
diofantina homogénea (1.3).

O conjunto de todas as solugoes de (1.3) é um subsemigrupo aditivo de N*™_ gerado
pelo conjunto finito F de todas as solugdes nao nulas de (1.3) que sdo minimas com

respeito a ordem parcial
(o, 8) < (,f') & a; <ajef; <Bj, paratodo j=1,..,m. (1.4)

Em [12], encontra-se um algoritmo que permite obter o conjunto de todas as solugoes

minimas de uma equacao diofantina nao necessariamente homogénea.

Definigao 1.42. Seja G um subconjunto finito e ndao vazio de M\ {0}. Os Si-processos
correspondentes as solucoes minimas da equac¢ao acima, ou seja, ao conjunto E, sdao

chamados de Si-processos minimos de G.

A conjectura a seguir nos permite melhorar a performance do Algoritmo 1. Exem-
plos analisados além dos contidos neste trabalho nos dao indicios de que a mesma seja

verdadeira.

Conjectura 1.43. Seja G = {g1, ..., gm} C M tal que O = K][[G]]. Se todo Sy-processo
minimo de G tiver uma reducdo final nula médulo G, entio todo Sy-processo aG*+bG” de
G terd wma representagao como uma soma da forma Y 5 asG%, onde A C N™, a5 € K,

G° ¢ um G-produto e

ht; (Z a505> > ht;(aG* 4 bG?)

JSTAN

para todo i € I e com desigualdade estrita para i = k.

A seguir provaremos a conjectura acima para o caso de dois ramos, isto é, I = {1,2}.

Prova da Conjectura 1.43 para dois ramos.
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Podemos supor k£ = 1, sendo o caso k = 2 inteiramente andlogo. Fixemos um S;-
processo de . Sem perda de generalidade, podemos assumir que ele seja da forma
G® + bG”, onde b € K é univocamente determinado por G, o e 3.

Desde que a solucao (a, f) da equagao diofantina associada ao Sj-processo pode ser

escrita na forma ]
(Oé, ﬁ) = ZTZ](OZJ, 5])7
j=1

onde (o, B;) € E, d =4E e nj € N, podemos escrever

d d
G =1J@) e ¢° =TJ(G@%)m.
j=1 j=1
Além disso, S; = G% + b;GP representa um S;-processo minimo de G, para j =

1,...,d. Logo, por hipdtese, S; tem uma reducao final nula. Podemos entao escrever
S; = Z(Jje@j ag,; G%, onde ©; C N™, ag, € K, GY% é um G-produto e

bt | Y ap,G% | > hti(G +b,G%),
9j€®j

para todo i € I e com desigualdade estrita para ¢ = 1. Assim,

G = —b;G% + Y ay, G,

9]' E@j

Escrevemos agora D = {1,2,...,d} e fazemos

D' = {j € D; hto(G¥ + b;G%) = vy(G™)};
D" = {] € D; htg(Gaj + bjGﬁj) = ’UQ(Gﬁj) < UQ(Gaj)}.

Notemos que D' UD” = D e D'N D" = (). Temos entdo G* = G*G*", com

nj
¢ = [y =TI [ -0e" + S w6 | . ¢ =L@
JeED! jebD’ 0;,€0; jebD’
G = [l @) =] [-06%+ > an,G% | e & =[G
jen” jeD" 0,€0; jeD”

Além disso, para bem unicamente determinados ¥, € K, G¥ + VG ¢ G*" +1'GP"

sao Si-processos.
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Observemos agora que

nj n; Pj
—b;GP+ Y ap, G| = (=GB Y ( " ) (=b;G5)5 7P |y a4y, G
0,€0; pi=1 \ Pi 0;€0;
Escrevendo v
52 v e
pj=1 p] 9‘7'69]'
teremos
Ga/ = H ((—bJG’BJ>n] + EJ) == [H (—bj)nj G’Bl —f- Z CL(;/G(S,
jen’ jeD’ S'en
onde
> anG” =) | [T o™ | T] =
drel’ JjeD] JjeD;

com DyUDy=D' DinNDy=0e D, +0.

Notemos agora que uma vez que para todo j € D',

bty | Y ag, G | > bty (G + b;GP),
ejE@j
teremos
htl (Z a5/G5'> > U1 H (Gﬂj)nj +u H (Gﬂj)nj
dyen! jeD] jeD,
= (H (Gﬂj)nj> = 01(G?) = 0,(G¥) = ht; (G + VG?).
jen’

Desde que a constante b' é unicamente determinada, temos —[[;cp (—b;)" = V', o
que mostra que
G +VG" = ayG”.

e’
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Mais ainda,

htz(ZaafGé')zvz [T | +o| [T

drel’ JjeED] JjED,

> vy | [T @) | +oo | J](G*)

jeD] jeD)

= V9 H (Gaj)nj> = 'UQ(GQI) = th(GO/ + blGﬁl)

Analogamente, temos

” 1 1"
G + V'GP = E agn G
" eA
com

ht, ( > a5//G5/,> > hty (G + 'GP,

6// GA”

hts ( > a(;,,aﬁ”) > 0y(GP") = hto (G + 'GP,

SeAr
Para facilitar a notagao, vamos escrever agora
G+ 0GP =% e G + V'GP =5
Assim, temos
G = GG = (—VG" +¥)(—t'G" +5")
=WY'GPGY WGP — 'GP 4+ 2y
Consequentemente,
G —VV'G" = -0 G + 5 (=G + %)
= VG + TG = asG.

seA
Notemos que

ht, (Z a505> — min{ht,(G#¥"), ht{(X'G*")}

seA
> min{v1 (G¥G?"), v (G¥GY")}
= ht; (G* + bG"),
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o que nos mostra que G* — b'b"G? é um S;-processo.

Logo, b = —b'b", pois b é unicamente determinado. Além disso,

ht, (Z a5G5) — min{ht,(G#'Y"), hto(X'G¥")}

YA
> min{vy(G¥ GP"), vy(GYGY')}
= hto (G + bGP).

Portanto, conseguimos uma representacao como uma soma da forma » ;.\ as;G° para

o Si-processo G + bGP tal que

ht, (Z a5G5> > ht; (G* 4+ bG?) e hty (Z a5G5) > hty (G + bGP).

JEA dEA

Corolario 1.44. Seja G um subconjunto finito e ndo vazio de M tal que O = K[[G]].
Assumindo a Conjectura 1.43, G é uma Base Standard para O se, e somente se, todo

Si-processo minimo de G tem uma reducao final nula modulo G.

Com esses resultados, podemos modificar o Algoritmo 1 de forma a otimizd-lo. A
demonstracao do teorema a seguir é essencialmente a mesma demonstracao do Teorema
1.40 e como a Conjectura 1.43 ¢é verdadeira para curvas com dois ramos, o teorema pode

ser aplicado neste caso.

Teorema 1.45. Seja Gy um subconjunto de M tal que O = K[[Gy]]. Se a Conjectura 1.43
¢ verdadeira, entao sempre obtemos uma Base Standard G para O aplicando o sequinte

algoritmo:

ALGORITMO 2. Base Standard para O

input: Gy;

define: G_; := 0 and j := 0;

while G; # G,_; do
S :=U;_1{g; g € um Si-processo minimo de G; e v;(g) < 0;, para algumi € I};
R :={h; h € uma reducdo final de g modulo G;, g € S, e h # 0};
G =G UR;

output: G = Gj,;.

40



Vejamos um exemplo da utilizagao do Algoritmo 2.

Exemplo 1.46. Consideremos a curva espacial Q@ = P, N Py C K[[X,Y, Z]], em que
car(K) # 2,
P=(X?-Y*Z-XY) ¢ BL,=(X?-Y%Z+XY).
Sejam g1 =, go =y, g3 =2, 1 =" —y’, gs =2 —ay, go = v — y* e gr = z + 1y.

Como a curva ) € parametrizada por

¢(t> = [¢1(t1>? ¢2(t2)] = [(ti)? t%? tz)> <t§> t;’, _tg)]a

temos

Seja Gy = {g1, g2, ..., g7 }- Notemos que O = K[[Gy]]. Além disso, aplicando os métodos
de [23], vemos que {g1, 92}, {96, 97}, {91, 92} € {g4,95} sao Bases Standard para Oy, Q*,
Oy e Q? respectivamente e o = (6,4). Desta maneira, todo Sy-processo g de Gy tal que
v(g) > o admite redugdo final nula médulo Gy.

Iniciaremos entao o Algoritmo 2 com o conjunto Go = {91, g2, ---, g7}

Um Si-processo de Gy € da forma

al oo Q3

9= 10795 952 g5 9%° + 29y 952 952 95 g5

onde as constantes c1,co € K devem ser determinadas.
Uma vez que as imagens de g1, ga, g3 € g7 em K[[t1]] sao mondomios, se ay = 4 = 0,

teremos v1(g) = co. Desta maneira, g € {ga, gs), 0 que implica em
v2(g) > 4 = min{va(ga), v2(gs) }-
Logo, teremos v(g) > o, ou seja, g admitird redugdo final nula mddulo Gy.
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Assumiremos agora que ag # 0 e By = 0, pois estamos considerando apenas Si-
processos minimos. Se ay > 2 ou ap + g + ag + as # 0, entdo vi(g) > 6. Se f5 # 0,
teremos vo(g) = 00. Logo, v(g) > o e, novamente, g admitird redu¢ao final nula médulo
Gy.

Suponhamos entao que f5 = 0. Assim, vo(g) = vg(glﬁlggQggs) =206, + 3085+ 503. Para
termos vo(g) < 4, as unicas possibilidades sdao
o f1=1, fa=03=0;

e Br=1, 51 =p03=0.

No entanto, tais valores nao fazem de g um Si-processo de Gy.

Consequentemente, g deve ser da forma g = c1ge + czgflg§Qg§Sg$5, 0 que nos fornece
a equacdao diofantina 50, + 209 + 703 + 705 = 4. Sua unica solugcao € Py = 2, isto €,
g=gs+g; e

g(t) = (1" =t + 1. 15) = (1", 13),
0 que mostra que g admite redugao final nula modulo Gj.

Um Ss-processo de Gy € da forma

g =190 9579595 95° + 207" 952 95" 91" 957
onde as constantes ¢y, co € K devem ser determinadas.
Uma vez que as imagens de g1, ga, g3 € g5 em K[[ta]] sao mondomios, se ay = B4 = 0,

teremos vo(g) = 0o. Desta maneira, g € (gs,gs), 0 que implica em

vi(g) = 4 = min{vi(g4), v1(gs) }-

Se v1(g) = 4, entao g pode ser reduzido a um elemento h usando gs. Afirmamos que
vi(h) > 6. De fato, se vi(h) fosse b, teriamos (5,00) € I', o que implicaria em o < (6,4).
Portanto, g admite reducdao final nula modulo Gy.

Assumiremos agora que ay # 0 (consequentemente, B, = 0). Neste caso, va(g) > 4.
Se Bs # 0, teremos vi(g) = co. Logo, v(g) > o e, novamente, g admitird redugao final
nula modulo G.

Suponhamos entdo que B5 = 0. Assim, vi(g) = Ul(gflg§29363) =501 + 205 + 705.

Para termos v1(g) < 6, as dnicas possibilidades sao
e Bi=1,5=0=0;

e fo=1, 51 =03=0;
® Sy =2 p=0;=0.
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As duas primeiras possibilidades nao fazem de g um Sa-processo de Gy. Para a terceira,

temos g = gigs — g% €
g(t) = (=11, t3(t; — 5°) — 13) = (—t1, —15").
Assim, g — h:=g— g €
h(t) = (—th — (1 — 1), ~857) = (~°, ~13D),

0 que mostra que g admite redugao final nula modulo Gjy.

Logo, todo Si-processo minimo de Gg tém reducdo final nula modulo Go e, dessa
maneira, G; = Gy. Portanto, G = {g1, 92, ..., g7} € uma Base Standard para o anel local
O da curva Q.

Observemos ainda que gz admite redugao mdédulo H = G\{gs}, uma vez que gs—g192 =
gs € tal que

v1(gs) =00 > T =10v1(g3) e v2(g5) =5 = va(g3).

Devido as ordens dos elementos de H, constatamos que H € uma Base Standard

minima para O. Consequentemente, o semianel de valores I' associado a curva @) é

['=((2,3),(5,2), (00,4), (20,5), (4, 0), (7,00) ).

Semianel da curva Q = P, N Ps.
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Capitulo 2

Bases Standard para ldeais

Fracionarios

Enquanto o semianel de valores do anel local O de uma curva analitica plana é um
invariante topoldgico completo, varios invariantes analiticos estao relacionados com outros
objetos algébricos tais como o ideal Jacobiano (f, fx, fy) e o médulo de diferenciais de
Kahler da curva. Tais objetos algébricos sao casos particulares de uma estrutura mais
geral: os ideais fracionarios. Neste capitulo vamos estender as ideias apresentadas no
capitulo anterior para ideais fracionarios do anel local @ de uma curva algebroide )

qualquer.

2.1 Ideais Fracionarios e Ideais Relativos

Iniciaremos esta se¢ao recordando a nocao de ideais fracionarios. Sejam A um anel comu-
tativo e F4 seu anel total de fragoes. Dizemos que um subconjunto Z de F4 é um ideal
fraciondrio de A se

(a) Z é um A-médulo;

(b) A:py T # {0}

(¢) Z contém um nao divisor de zero.

Observacao 2.1. Muitos autores definem ideal fraciondrio impondo apenas as condig¢oes

(a) e (b) acima e, neste caso, ele é chamado de regular ao satisfazer a condi¢ao (c).

Como anteriormente, () = N;_; P; ¢ uma curva algebroide com semianel I'. Denotando

por Q; o corpo de fracoes de O; e por Q o anel total de fracoes de O, podemos escrever
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(via isomorfismos)

Ogé@ig@:é}@:éﬂq[ti]] géK((ti)) :égi: Q. (2.1)

i=1
No que segue, consideraremos apenas ideais fracionarios de O finitamente gerados.
Notemos que se Z é um ideal fracionario de O, entao a imagem homomorfica Z; de Z
em Q; é um ideal fracionario de O;, para todo ¢ € I. Mais ainda, considerando a inclusao
LT — @,_, Qi = Q e projegao canodnica m; : Q - Q; = K((¢;)), temos (m; 0 )(Z) = Z;.
Observemos também que o préprio anel local O é um ideal fracionario de si mesmo.
Deste modo, os resultados neste capitulo se aplicam também a O e correspondem aos
apresentados no Capitulo 1.
Sewv;: Q;, 7 :=7U {o0} denota a valoracdo discreta normalizada de Q;, onde

v;(0) = 0o, para todo i € I, entdao o conjunto

ui(Z) =A{wi(f); feL}CZ

é chamado de ideal relativo associado a Z;.
Dado f € Q, definimos

’U(f) = (Ul(f)v s 7Ur<f)) € ZT;

onde v;(f) é o valor da imagem homomérfica de f € Q em Q;. Desta maneira, obtemos

o conjunto
o(Z) = {o(f); fGI}C@vz )7

que é chamado de ideal relativo associado a Z.

Além disto, denotamos por Z° a imagem canonica do @-médulo

Ti {f €Z; vj(f) = o0, paratodo j € I\ {i}}

em Z; e v;(Z°) = {v;(f); f €Z'}. Notemos que se Z =0, entao Z; = O; e I' = O".
Podemos obter v;(Z;) e v;(Z") usando o algoritmo apresentado em [23] para calcular o
conjunto de valores de um O;-mddulo finitamente gerado em K[[¢;]].
Sejam A = (Ag,...,A.) e N = (N, ..., \) elementos de v(Z). As seguintes proprieda-

des sao de fécil verificagao:

A) Se A\ = A} < oo para algum k € I, entdo existe \" = (A],...,\) € v(Z) tal que
A/ > min{\;, A/}, para todo i € I (a igualdade é vélida se A\; # X)), e X > A\ = .
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B) min{\, X'} := (min{A\, |}, ..., min{\, A.}) € v(Z).
C) I'+v(Z) Cv(Z).
D) Existe v € I tal que v+ v(Z) C T
Observemos que as propriedades A e B acima sao exatamente as mesmas propriedades
A e B que o semianel de valores I' satisfaz. Deste modo, muitos dos resultados que se

baseiam nestas propriedades e que foram demonstrados no Capitulo 1 serao apresentados

neste capitulo sem demonstracao.

Observagao 2.2. A Propriedade C indica que v(Z) admite um condutor, o qual denota-

remos por k= (k1,..., k) € v(T), isto é, k + N C v(T).
A Propriedade B permite considerarmos as operagoes
@ :v(Z) xv(Z) = v(T) e ©:I'xv(Z)—v)
definidas por
AN =min{\, N} e ~YON=7g+A\

para todos A\, \ € v(Z) e todo v € T".
Essas operagoes sao tais que (v(Z), ®) é um mondide comutativo com elemento neutro
o0 e, para v,y € T'e \, N € v(Z), temos
e 7OMNBN)=y+min{\, NV} =min{y+ A, 7+ N} =N D (yON);
e (Y@7)OA=min{y,7y} +A=min{y + A7 + A} = (YO & (Y ©N);
e (YOY)OA=(1+7)+A=7+(+A) =700 ON);
e 0OA=0+A= A\
Isto faz de v(Z) um I'-semimédulo.

No que segue, vamos rever conceitos introduzidos no capitulo anterior agora para ideais

fracionérios e ideais relativos.

Definigao 2.3. Um elemento A € v(Z) \ {0} € chamado de irredutivel se
A=~y N; yelLNevZ) = =0
Como antes, usaremos a seguinte notacao: se f € Q, entao
Iy =I5y = {i € I; vi(f) # oo}
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Dados A € Z' \ {0} e um subconjunto préprio J de I, definimos os seguintes con-

juntos:
Fy(\)={N€Z; X;> ) parai €\ Je X, =\ paraj &I\ J}
Fy(A) ={XN €v(); X;> N paraie L\ JeX, =) paraj €I, \ J} = F;(\) No(Z).

Definicao 2.4. Dizemos que A € v(Z) é um ponto absoluto de v(Z) se F;(\) = 0 para

todo subconjunto proprio J de I.

Como no caso do semianel de valores I', se A € v(Z) e §I, = 1, entdo A é um ponto
absoluto.
O lema a seguir caracteriza elementos A de v(Z) tais que \; > k; para alguma coorde-

nada finita ¢ € I. Sua demonstracao é analoga a prova do Lema 1.7.

Lema 2.5. Sejam J um subconjunto nao trivial de [ e A = (A1, ..., \.) € Z' tal que k; <

\i < 00, para todo i & J. Entdo N € v(T) se, e somente se, existe X = (A1, ..., \.) € v(T),
onde Xj = \j, para todo j € J, e \i = 0o para todo i & J.

2.2 Bases Standard

Nesta secao introduziremos o conceito de Base Standard para um ideal fracionario Z do
anel local O de uma curva algebroide reduzida Q.
Consideraremos G sempre como uma Base Standard para O.

No que segue, H é um subconjunto nao vazio de Z.

Definicao 2.6. Sejam f € T\ {0} e k € Iy. Dizemos que f' € uma k-redugio de f
mddulo (H,G) se existem ¢ € K, um G-produto G* e h € H tais que

f'=f=cGh,

com vi(f') > vi(f), para todo i € I e com desigualdade estrita para i = k. Dizemos que
f' € uma reducao de f mddulo (H,G) se f' € uma k-redu¢io de f mddulo (H,G), para
algum k € Iy.

Notemos que é possivel recuperar o conceito de reducao apresentado no Capitulo 1,
bem como os demais conceitos e resultados utilizando H = {1} no caso em que Z = O.

Embora redundante, apresentaremos os resultados, observagoes e conceitos cujas jus-
tificativas decorrem como no caso do anel local @. No entanto, omitiremos as demons-

tracoes, a menos que apresentem alguma diferenca relevante.
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Lema 2.7. Sejam f € T\ {0} e k € I;. Eziste uma k-redugdo de f mddulo (H,G) se, e

somente se, existem um G-produto G* e um elemento h € H tais que
vi(f) < vi(GDh),
para todo i € I e com igualdade para 1 = k.

Prova. Analoga a demonstracao do Lema 1.10. ]

Observagao 2.8. Se f € T\ {0} admite uma redu¢io mddulo (H,G), entdo, uma vez

que Iy ={k}, f admite somente uma k-redugdo e, neste caso, existem um G-produto G*
e h € H tais que v(f) = v(G*h), visto que vi(f) = vi(G*h) e v;(f) = 0o = v;(G*h).

Como antes, dada uma cadeia de redugoes

f=fi=>hHh—fo—=..—= fi—., (2.2)

podemos escrever
!
_ o
fi=f— E c;Ghy,
=1

onde ¢; € K, G-produtos G% e h; € H, com v(G%1hj,) # v(G*2h;,), para j1 # js, €
v(f) <ov(G%h;), Vj>1.
Se a cadeia (2.2) for infinita, obteremos a seguinte sequéncia em Z:

l
si=Y ¢;GYhy, 1> 1.
j=1
Se H é finito, entao a familia {¢;G* h;; j > 1} é somavel em 7.
Dizemos que f’ ¢ uma redugao final de f € Z\ {0} médulo (H,G) se f' é obtido a
partir de f via uma cadeia de redugoes médulo (H,G) e f' ndo pode mais ser reduzido.

Além disto, se uma reducao final de f € Z\ {0} médulo (H, G) é nula, podemos escrever

f = Z C5G6h57

dEA

onde A é um subconjunto de N*¢, ¢ € K, G° é um G-produto e hs € H.
Uma vez reapresentados os conceitos anteriores, podemos também estender a nocao

de Base Standard para um ideal fracionario Z do anel local O de uma curva algebroide

Q = ﬂ:=1 P;.
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Definicao 2.9. Um subconjunto finito e nao vazio H de T € uma Base Standard para T

se todo elemento nao nulo de I tem uma redug¢ao mddulo (H, Q).

Se H ¢é uma Base Standard para Z, entao H é um conjunto de geradores de Z como
O-mddulo e, neste caso, escrevemos Z = (H).
Como no Corolario 1.16, obtemos as seguintes caracterizacoes de uma Base Standard

para um ideal fracionario Z.

Proposicao 2.10. Sejam G uma Base Standard para O e H um subconjunto finito e nao
vazio de L. As sequintes condigcoes sao equivalentes.

(a) H € uma Base Standard para T.

(b) Para todo elemento ndo nulo f € T e para algum k € Iy, existem um G-produto G* e
h € H (dependendo de k) tais que v;(f) < v;(G*h), para todo i € I, e vi(f) = ve(G*h).
(c) Para todo elemento nao nulo f € I e para todo k € Iy, existem um G-produto G* e
h € H (dependendo de k) tais que v;(f) < v;(G*h), para todo i € I, e vp(f) = ve(G*h).

O seguinte resultado garante a existéncia de uma Base Standard para um ideal fra-

cionario do anel local de uma curva algebroide com vérios ramos.

Teorema 2.11. Todo ideal fraciondrio T do anel local O de wma curva Q = (\i_, P;

admite uma Base Standard.

Prova. Seja Bj, um subconjunto de Z satisfazendo v(BY) = v(Z)\{0} e v(h) & v(B{\{h}),
para todo h € Bj. Definimos

By :={h € Bj; vi(h) < k; sei € I},}.

Para todo ¢ € I, consideramos B; C 7 tal que a imagem homomorfica de B; em Z;
seja uma Base Standard para Z', que pode ser obtida como descrito em [23]. Uma vez
que a imagem homomérfica de qualquer subconjunto finito A de Z tal que v;(A) = v;(B;)
¢ uma Base Standard para Z!, podemos considerar B; como um subconjunto de 77, isto
é, vj(h) = oo para todo j € I\ {i}, onde h € B;.

Afirmamos que o conjunto finito H = |J,_, B; ¢ uma Base Standard para Z.

De fato, seja f um elemento nao nulo em Z.

Se v;(f) < k;, para todo i € Iy, existe h € By tal que v(f) = v(h).

Se kx < wi(f), para algum k € Iy, entdo vi(f) € vp(ZF). Desde que as imagens
homomérficas de G C O e B, C T sdo Bases Standard para O) e Z* respectivamente,
existem um G-produto G® e hy € By, tais que v (f) = vi(GPhy) e vi(f) < v;(GPhy) = o0
para todo i € I\ {k}.
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Pela proposicao anterior, concluimos que H é uma Base Standard para Z. [ ]

O teorema anterior permite recuperarmos os resultados da Secao 1.2 para o contexto
de ideais fraciondrios do anel local de uma curva algebroide reduzida. Em particular, o
ideal relativo v(Z) é um I'-semimdédulo gerado por v(H), onde H é uma Base Standard
para Z. Mais especificamente, se H = {hy,...,hs}, entdo todo elemento \ € v(Z) se
expressa como

A=y OQu(h) B ... By ©vlhs),
com vy; € I', para todo j =1, ..., 5.

A partir de agora G sempre denotarda uma Base Standard minima para O.

De modo natural e similar ao que introduzimos no Capitulo 1, dizemos que H é uma
Base Standard minima para Z se para todo h € H nao existe reducao de h modulo
(H\{h},G).

Sem maiores esforcos, analogamente as Proposicoes 1.22 e 1.24, podemos obter uma
Base Standard minima para Z simplesmente descartando elementos A de uma Base Stan-
dard H que admitem alguma redugao médulo (H \ {h},G). Em particular, duas Bases
Standard minimas para Z tém o mesmo conjunto de valores.

Elementos de uma Base Standard minima H de um ideal fracionario de O tém pro-
priedades particulares. De fato, como no caso do anel local O, se h € H, entdao v(h) é um
elemento irredutivel de v(Z) e h é irredutivel em Z, isto é, ndo podemos escrever h = gh’,
comgeMCOel el

Além disto, analogamente ao Teorema 1.26 e Corolario 1.28, temos o seguinte reultado.

Teorema 2.12. Seja H um subconjunto finito e ndao vazio de um ideal fraciondrio I do
anel local O de uma curva algebroide (). Entao H € uma Base Standard minima para T

se, e somente se, v(H) € o conjunto de pontos absolutos irredutiveis de v(I).

Com as devidas adaptacoes dos conceitos apresentados na Secao 1.5, podemos obter
um algoritmo para encontrar uma Base Standard para um ideal fracionario Z de O a
partir de um conjunto finito de geradores.

Mais diretamente, sejam G uma Base Standard para O e H um conjunto finito de gera-
dores paraZ. Dado f € Z, podemos representar f como uma soma da forma » ;. asG?hs,

onde A C N¥¢ g5 € K, G° é um G-produto e hs € H. A altura dessa representacio de f

ht (Z a5G5h5> = (htl (Z a5G5h5> ,...,htr <Z a5G6h5>> N
ISTAN LISTAN ISTAN
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onde para cada 1 € [

ht; (Z a(gG&h(g) = min{v;(G°h;), § € A}.

d0eA

e a amplitude da representacao Y s . asG°hs é

Amp (Z aéaéha) = (Amp1 (Z a5G5h5> ..., Amp, (Z a505h5> ) :

deA YA JSTAN

onde Amp; (> ;.5 asG°hs) é 0 niimero de § € A tais que v;(G°hs) = ht; (3501 asGhs).
Dado k € I, um Sg-processo de um par de elementos hq, hy de H sobre G é um

elemento da forma

aGhy + bGP hy,

onde a,b € K e G*, G sdo G-produtos tais que
ve(aG%hy + bGP hy) > hty(aGhy + bGP hy).

O teorema abaixo, cuja demonstracao é analoga a prova do Teorema 1.38, é o ponto
chave para o algoritmo que permite calcular uma Base Standard para um ideal fracionério
7 de O.

Teorema 2.13. Sejam H um conjunto de geradores para L e G uma Base Standard para
O. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

(a) Todo elemento nao nulo de T tem uma redugao mddulo (H,G).

(b) Toda redugdo final médulo (H,G) de qualquer elemento de Z \ {0} ¢ nula.

(c) H € fechado em relagdo a Sy-processos, isto é, todo Sy-processo de um par de elementos
de H sobre G tem uma reducgdo final nula médulo (H,G).

(d) Todo Sy-processo nao nulo aG*hy + bGPhy do par de elementos hy, hy de H sobre G
tem uma representagdo como uma soma da forma Y s A asG°hs, onde A C N*C | a5 € K,

G° ¢ um G-produto, hs € H e

htl' (Z a5G5h5> 2 hti(aGahl + bGﬁhg),

deA

para todo i € I e com desigualdade estrita para i = k.

Obtemos a partir desse teorema, analogamente ao Teorema 1.40 (isto é, ao Algoritmo
1), um algoritmo para encontrar uma Base Standard para um ideal fracionario Z do anel

local O de uma curva Q = N;_, F;.
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Teorema 2.14. Seja Hy um conjunto finito de geradores para T tal que U;_,B; C Hy,
onde B; € como na demonstracao do Teorema 2.11. Sempre consequimos obter uma Base

Standard H para T com o sequinte algoritmo:

ALGORITMO 3. Base Standard para Z

input: G, Hy;

define: H ; :=() and j :=0;

while H; # H,_; do
S :=U_{f; f € um Sy-processo de H; sobre G e v;(f) < k; para algum i € I};
R :={h; h € uma redugdo final de f modulo (H;,G), f €S, eh#0};
Hipi=H;UR;

output: = H; .

Algumas observacoes merecem ser feitas. Primeiramente, enquanto o condutor do
semianel de valores I' pode ser calculado antecipadamente considerando o conjunto de
valores v;(Q%), nao conhecemos algo semelhante para um ideal fraciondrio Z qualquer.
Deste modo, a condigao “v;(f) < k;” na instrugao do algoritmo pode ser substituida por
um limitante superior para x em cada etapa do algoritmo.

Vejamos mais de perto o conceito de um Sg-processo. Se G = {g1, ..., g} ¢ uma Base
Standard para O, entao um Si-processo de um par de elementos hq, ho de H sobre G é da
forma G®hy 4+ bGPhsy, onde b € K. O Si-processo é entdo unicamente determinado pelos

vetores «, f € N, solucoes da seguinte equacao diofantina

m m
> ajuilg;) + vk(ha) =Y Bivklg;) + vi(ha). (24)
=1 j=1
Apesar do conjunto de todas as solugoes da equacgao acima nao ter estrutura de
monoéide quando v(hy) # v(hy), podemos definir o conjunto D’ de todas as solugdes
(nao nulas) que sdo minimas com respeito a ordem parcial (1.4). O conjunto D" é entdo
finito e uma solucao da equagao diofantina (2.4) pode ser obtida através da adigao de
uma solucao minima pertencente a D’ com uma solucao da equacao homogénea associada
(1.3), cujo conjunto de solugdes D sabemos ser finitamente gerado.
Ambos os conjuntos D e D' podem ser computados por meio de algoritmos apresen-
tados em [12] e [13].
Como antes, um Sj-processo associado a uma solugao no conjunto D’ é chamado de

Si-processo minimo do par hy e ho.
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A Conjectura 1.43 também admite uma versao analoga no contexto mais geral de

ideais fracionéarios.

Conjectura 2.15. Seja H um conjunto finito de geradores para L. Se todo Sy-processo
minimo de um par de elementos de H sobre G tiver uma reducao final nula modulo G,
entdo todo Si-processo aG®hy +bGPhy do par de elementos hy, hy de H sobre G terd uma
representagio como uma soma da forma Y so A asG°hs, onde A C N¥¢ a; € K, G° ¢ um
G-produto, hs € H e

htZ <Z agG‘Sh(;) 2 hti(Gahl + bGﬁhg)
LISTAN

para todo i € I e com desigualdade estrita para i = k.

Se a curva () tem apenas dois ramos, podemos constatar a veracidade da conjectura

acima e como consequéncia do Teorema 2.13, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.16. Seja H um conjunto finito de geradores para um ideal fraciondrio Z do
anel local de uma curva com dois ramos. Entao H é uma Base Standard para T se, e
somente se, todo Sy-processo minimo de um par de elementos de H sobre G tem uma

redu¢do final nula mddulo (H,G).

Com esses resultados para curvas com dois ramos (ou se a Conjectura 2.15 for ver-
dadeira), podemos modificar o Algoritmo 3 de forma a melhoré-lo. A demonstracao do

teorema a seguir € essencialmente a mesma demonstracao do Teorema 2.14.

Teorema 2.17. Seja Hy um conjunto finito de geradores para I tal que U;_,B; C H,.
Sempre obtemos uma Base Standard H para I com o sequinte algoritmo:
ALGORITMO 4. Base Standard para Z
input: G, Hy;
define: H ; :=() and j :=0;
while H; # H,_; do
S :=U_{f; f € um Si-processo minimo de H; sobre G e 3i € I,v;(f) < ki};
R :={h; h € uma reducdo final de f modulo (H;,G), f €S, eh#0};
Hjw = H;UR;
output: = Hj; .
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2.3 O Modbdulo de Diferenciais de Kahler

Nesta secao exploraremos o modulo de diferenciais de Kéahler de uma curva plana reduzida.
Ele é um relevante exemplo de ideal fracionario do anel local de uma curva analitica plana,
pois seu conjunto de valores A é um importante invariante analitico que desempenha papel
crucial na classificagdo analitica, como pode ser visto em [25] para o caso irredutivel e
em [26] para o caso de dois ramos. Embora utilizado como importante ferramenta e
com ligacao com outros invariantes analiticos nao se conhece um modo sistematico de se
calcular A para curvas com varios ramos.

No que segue, K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e @ = (f)
¢ uma curva algebroide plana reduzida, com f = [[..; fi € K[[X,Y]].

Consideremos o K[[X, Y]]-m6dulo das 1-formas diferenciais
Qg = K[[X, Y]JdX + K[[X, Y]|dY.

O madulo de diferenciais de Kahler de O é o O-mddulo

e o — Qe ~, Odz+ Ody
TUOT KXY + [ (feda + fydy)

em que df = fxdX + fydY.
Uma diferencial w € €2 é chamada de exata se w pertence a imagem da K-derivagao

universal d : O — ) definida por
d(g) = dg = gxdx + gydya

para todo g € O, isto ¢, se existe g € O tal que w = dg = g,dz + g,dy. Se nao existe tal
g, dizemos que w é uma diferencial nao exata.

Exceto para o caso no qual a curva é regular, o O-modulo 2 tem um submédulo de
torcao

T :=To ={w € Q; gw = 0 para algum nao divisor de zero g € O}

nao trivial.
De maneira analoga, para cada ¢ € I, definimos o médulo de diferenciais de Kahler de

O Oudz; + Oyd
Q= Qo — iax; + O;ay;

b Az dri 4 (fi)ydy)

e seu respectivo submédulo de torcao:

Ti:=To, = {w; € Q;; giw; = 0 para algum g; € O; \ {0}}.
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Para cada i € I, seja w; = p;dx; +q;dy; € €);. Representamos o elemento w; = w; +7; €
Q? por w; = p;dw; + q;dy;.

%i — K][[t;] (veja

Temos entao um monomorfismo bem definido de O;-médulos ¢; :

[25]) dado por
@i(Pidx; + Gydy:) = pi¢i(ts)) - wi(t) + ai(di(t)) - yi(ta),

onde ¢;(t;) = (x;(t;), yi(t;)) é uma parametrizagdo do ramo (f;).

Identificando % com sua imagem isomérfica em O; = K([[t;]], podemos considerar

7-

P —
— CO,.
T <

Além disso, podemos definir o homomorfismo de O-médulos ¥ : Q — @;_, ©; de modo

que se w = pdx + qdy € (), entao

onde w; = p;dx; + q;dy;, para todo 7 € I.

O homomorfismo ¥ nao é injetivo, pois considerando, por exemplo, uma curva plana
com dois ramos Q) = (f), com f = fi fo, temos fidfs # 0 em Q, mas ¥(f,dfs) = (0,0) em
Q1 D Q.

Notemos que fidfs € T. De fato, como f, = fi(f2), + (f1),f2 nao é divisor de zero
em O, fidfy =df — fodfi e

fofrdfa = f1(f2)yfrdfs + (f1)y fofrdfs

fi(f2)
= fi(f2)y(df — fodfr) + f(f1)ydf2

= filfo)ydf — f(f2)ydfr + f(f1)ydf>

= fi(f2)ydf + f((f1)ydf2 — (f2)ydfr) =0,

concluimos que fidf, é uma diferencial de torcao.

Bayer, Hefez e Hernandes demonstram em [6] a seguinte proposigao.

Proposicao 2.18. Se T e T; sdo os submddulos de tor¢cao de €2 e €); respectivamente,

T)Cé’ﬁ.

Mais ainda, o homomorfismo de O-mddulos W : —) D._, 7. dado por

entao

95



V(w+T)=(wi+T1,wr+T) = (Wi, ..., w +€BT
¢ bem definido e injetivo.

Dessa maneira, podemos considerar (via isomorfismo)

TN TN
=1 =1
Com tais inclusoes, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.19. O O-mddulo 72_ € um ideal fraciondrio do anel local O.

Prova. Utilizando a imagem isomoérfica de 72. em O, podemos ver que g% C O, onde
g € O é tal que v(g) = 0. Logo,
Q
O 0= 0}.
o7 {0}
Agora, uma vez que dO C £, concluimos que 79_ contém um nao divisor de zero.

Portanto, T ¢ um ideal fracionario de O. ]

Para cada ¢ € I, definimos a ordem ou valor de um elemento w; € % como
vi(w;) = vi(pi(w;)) +1 €N,

onde v;(p;(w;)) é a valoracao discreta normalizada de K][¢;]].

Assim, definimos o conjunto das ordens das diferenciais de O; como

A; = {I/(wi); w; € %}

Definimos a ordem v(w) de um elemento w € 2 identificando-o com um elemento

(Wi eoeyp) € BT, 7— e considerando

v(w) = (i (w), oy vr(w)) €N,

A= {I/(w); w e 79_}

para representar o conjunto das ordens das diferenciais de O.

€SCreveimos

Corolario 2.20. O conjunto A € um ideal relativo.
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Notemos também que para todo g € M, temos v(dg) = v(g). Isto implica, em
particular, que I' \ {0} C A ek <o.

Deste modo, podemos aplicar os algoritmos da secao anterior para encontrar uma Base
Standard para % e, consequentemente, descrever o conjunto A.

Primeiramente, seja G uma Base Standard para O. Logo, v(f;) € v(G), para todo
1 € I. Podemos supor entao que f; € GG, para todo i € G. Além disto, podemos assumir
que G seja minima e que pode ser computada por meio do Algoritmo 1.

Como nao conhecemos um modo de calcular o condutor k de A previamente, podemos
utilizar o condutor ¢ de I'; uma vez que I' \ {0} C A.

Observemos agora que na inicializacao do Algoritmo 3 usamos um conjunto finito Hy de
geradores para o ideal fracionério tal que U]_, B; C Hy, onde B; é como na demonstracao
do Teorema 2.11 e pode ser encontrado utilizando o algoritmo apresentado em [23].

No entanto, na demonstragao do Teorema 2.11, o conjunto U]_,B; foi ttil apenas
para garantir que podemos reduzir elementos tais que sua ordem (Ag,...,A.) é tal que
A; > k;. Como estamos adotando o como limitante superior para x, basta considerar que
H, contenha um conjunto de elementos que permita reducao de elementos com ordem
(A1, .., Ap) com \; > oy, para algum i € I. Como v(dg) = v(g), para todo g € M,
podemos, como analisado na Proposicao 1.17, considerar B; como um conjunto tal que
sua imagem homomoérfica seja uma Base Standard para d@Q’. Desta maneira, no caso de

Q.

curvas planas, podemos simplesmente utilizar o seguinte conjunto de geradores para =

Hy, = {dg; g € G}.

A proposicao a seguir caracteriza o conjunto A no caso em que Hy é uma Base Standard

Q
para T

Proposicao 2.21. Seja G = {g1, ..., gm} uma Base Standard para O. As sequintes afir-
macoes sao equivalentes.

(a) dG = {dg, ...,dgm} € uma Base Standard para 2;
(b) A =T\ {0}.

Prova. (a) = (b) J4 sabemos que I\ {0} € A. Se dG é uma Base Standard para 72_,

entao dado v € A,

Y=7Ov(dg) D ... D Ym © v(dgm)
=71 0V(g1) D ... DYm ©v(gm) €'\ {0},

ou seja, A =1\ {0}.
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(b) = (a) Seja A = v(w) € A\ {x} =T\ {0,00}. Deste modo, existe g € O\ {0} tal que
v(g) = A

Seja agora k € I, = I,,. Como G é uma Base Standard para O, existe um G-produto

G =gy -...- gom tal que
Ai < v (GY), paratodoi € I, e A\, = vi(GY).

Uma vez que g # 0, existe j, 1 < j < m, tal que a; # 0. Assim, podemos escrever

a;—1

G = GPg;, onde G” é o G-produto gi* - ... - 9; - g%m. Dessa maneira, temos
i <v(GPg;), paratodoi €I, e A\ =u(GPg;),
o que significa que
vi(w) < v;(GPdg;), paratodoi € I, e v(w) = 1(G dg;).

Q

Portanto, dG ¢ uma Base Standard para =.

Corolério 2.22. Se A # I'\{0}, entdo toda Base Standard para % contém uma diferencial

nao exata.

Prova. Seja H' uma Base Standard para 72- e suponhamos, por absurdo, que H’ contenha
apenas diferenciais exatas. Logo, H' = dG’ para algum subconjunto finito G’ de O.

Podemos considerar uma Base Standard G para O que contenha G’ e, dessa maneira,
H = dG é uma Base Standard para 72,, uma vez que H' C H. Portanto, A =T"\ {0}, uma

contradicao. [ ]

Observagao 2.23. Pol em [30] mostra que para uma curva analiticamente equivalente a

uma curva quasehomogénea, temos
A=T\{0}
(veja o Lema 4.15 de [30]).

Para encerrar esse capitulo, aplicaremos o Algoritmo 4 para caracterizar o conjunto
minimo de geradores do conjunto A de uma curva analitica plana ) com dois ramos com

tangentes distintas e cada ramo com multiplicidade 2.
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Exemplo 2.24. Hefez, Hernandes e Rodrigues Hernandes mostram em [26] que uma
curva analitica plana Q com dois ramos com tangentes distintas e cada ramo com multi-

plicidade 2 tem a sequinte parametrizacao (forma normal)

(85, 47), (85, 3)],

(1)
com m,n impares e maiores que 2, ou seja, podemos supor
Q= (Y- X")(X*-Y")).

Pelo Ezemplo 1.33, uma Base Standard minima para o anel local O da curva Q) €

G = {’r’y7 flaf?}; onde fl = y2 —x™m e f2 — .TQ _ yn
Assim, temos

e}

8

(zo@)(t) = (1, t3),
(yod)(t) = (1" 13),
(froo)(t) = (0,t; — t5™),
(f200)

(
f2o9)(t) = (t; — 7™, 0),

e o condutor de " é 0 = (m + 3,n + 3).

Vamos entdo iniciar o Algoritmo 4 com o conjunto Hy = dG. Notemos que

(dz o §)(t) = (2t1,nty™"),

(dy o ¢)(t) = (mt]"™", 2t),

(dfi 0 9)(t) = (0,483 — mnty" ™),
(dfz 0 9)(t) = (48] — mnt™ ", 0).

Observemos ainda que Si-processos minimos w de um par de elementos de Hy sobre
G tais que v(w) > o admitem redugao final nula mddulo (Hy, G).

Calculemos agora os Si-processos minimos de pares de elementos de Hy sobre G.
e Si-processos minimos entre dr e dy: w = c;xy*? f3*dx + ngﬁlyﬁsz/Bde.
wy = mydr — 2xdy = (mtT - 2t; — 262 - mt7 L mit2 - nty ™t — 218 - 2t5) = (0, (mn — 4)t5 )
wy = ma™ tdx — 2ydy = —df,
wy = mfi" Ve — 2ydy = (m(th — ) m=D/2 Lo — opm ol 942 . 0t,)

= (=m(m — DI 448
wy = mydde — 2f"V Py = (medm . 2ty — 2(t4 — ¢ mAD/2 Ll S L g

= (m(m + )™M =3 4 ot
1 2
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ws = max"dr — 2y fody = (mt?(mﬂ) Sty — 2 (th — ) mtg(mH) -ty
— (2mt§rm+2m—l7 mnt;nn+2n—1)
we = my fodr — 223dy = (mtT - (t5 — t7™) - 2t — 25 - mt "1 2137 . 2t,)
= (—2mumtmrl gl
Nos proximos Si-processos os expoentes indicados sao todos nao nulos (quando o Si-
processo de fato existir).
wr = mf&ide — 2P yPedy = (m(th — tmm)es L oy — 2300 TPyt _ounPr 4252 o)
= (—2magtesT Mt gyt
ws = may2dy — 2P dy = (mt> 70 . 2ty — 214 — )P L e L 4202 L gL
_ <2m63t111(63—1)+mn+m—1 o mnt§a1+2a2+n—1)
wy = my®2dz — 225 fBdy = (mt7e? - 2ty — 24200 . (¢4 — ¢mm)Bs gt 202 Y
= (—2mByt P tmn2bitm=l | pgnt2ee )
wig = ma® f&dx — 2P dy = (mt? - (¢ — mm)es L 24y — 24T Tt —2e22 L 9t,)
4(az—1)+mn+2a1+1 4o _4t§@2+1)'

= (2mast;
Os Sy -processos wa, Wy, ws, we, wy € ws claramente tém redugao final nula mddulo (Hy, G).
Para ws e wyg, temos
w = = wy dfy = (=m(m = DT At 4 48—ty )
= (—m(m — D" —mntg )
wio = Wiy = wio + y?21dfy
= (2ma3t‘11(043—1)+mn+2a1+1 ¥ —4t§52+1 n t362_2(4t§ )

(az—1)+mn+2a1+1 2B2+mn—3
+ ..., —mnt; ).

= (27710431511

Vemos assim que wh e wy, admitem redugao final nula mddulo (Hy, G).

Para wg, se ag = 1, devemos ter obrigatoriamente 1 =1 e B3 =0, o que nos dd ws.
Logo, as > 2 e, neste caso, temos vy(wg) > n+3 = oy. Portanto, we admite redugao final
nula mdédulo (Hy, G).

Notemos finalmente que wy nao admite redugio médulo (Hy, G). De fato, se wy ad-
mitisse uma redugdo wy, existiriam ¢ € K e oy, as, a3 € N tais que w)| seria de uma das
sequintes formas
A) W] =y eat g fsdf,

B) W) = wy 4 ca™y®2 foH e,
C) W) := wy + ca™ye2 fe3tidy.

No caso A, teriamos noy + 20 + 4dag = vo(wy) — va(dfy)) =n+2—-4=n—2. No

entanto, n — 2 & I's.
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No caso B, teriamos nay +2as +4ag = vo(wq) —va(dr) —v(fi1) =n+2—-2—4=n—4.
No entanto, n — 4 & I's.

No caso C, teriamos nay + 20 +4as = vo(wr) — va(dy) —v(f1)) =n+2—-—n—4 = -2.
No entanto, —2 &€ T's.

Logo, nao existe redugdo de wy mddulo (Hy, G).

e S)-processos minimos entre dx e dfy: w = c;x Yy f53dx + cox™t yﬁ2f§3df2.
w1 = 2xdr — dfy = (212 - 2t; — (483 — mnt?™ 1), 213 - nty ™) = (mat?" " 20201
wio = 2y%dw — 2™ Ldfy = (2t3™ - 2t — t?(m_l) (483 — mnt T, 2t -t

= (mnt3m™tmn3 opnt3)
w1z = 2fadx — xdfy = (2(tF — 7)) - 2t; — 2 - (43 — mnt?" 1), 0) = ((mn — 4t 0)
wiy = 2y%de — f{MVRAf, = (263 28y — (82 — ¢ mD/2 L (443 — it 248t

= (p(t1), 2nt5+3), com ordy, (p(t1)) > 2m + 1
wis = 202 g —g2dfy = (281 — er) D2 oy — 2 (43—t 0)

= ((mn —2m — 2)t7" ™1 4 0)
wig = 2% foda — 2™ dfy = (22" - (¢4 — ¢ 2t — £ (483 — mnt? 1), 0)

= ((mn — 4)t7™r2m+L o),

Nos prozimos Si-processos os expoentes indicados sao todos nao nulos (quando o Si-
processo de fato existir).
wir = 2y°2da — P [ dfy = (26702 - 2ty — B0 - (tE — 7Y L (483 — mntTTY) 2622 L ntn )

= (p(t1), 20ty 2271 " com ordy, (p(t1)) > mn
wis = 20 fy dw — yPdfy = (26 (K — 17)00 - 2t — 477 - (48] — mnt" ), 0)

= (p(t1),0), com ordy, (p(t:)) > mpBs + 3
wig = 2fs3dx — aPyPdfy = (20t — t7m)es - 2ty — £ 7P L (443 — mntT™ ), 0)

= (p(t1),0), com ord,, (p(t1)) > mpPs + 201 + 3
wao = 2x Y 2dx — [P dfy = (2024722t y — (tE =755 (483 —mnt ), 24500 1202 gL

= (p(ty), 2ntyer 22—y “eom ord,, (p(ty)) > mag + 201 + 1.

Ezceto por wyz, todos 0s Sy-processos tém reducao final nula obvia. Para wi7, devemos
ter ag obrigatoriamente par (para o Si-processo ezistir). Logo, ag > 2 e, neste caso,
temos vo(wi7) > n + 3 = g9. Portanto, wg admite redugdo final nula modulo (Hy, G).

e Si-processos minimos entre dy e dfy: w = ciz®y*? f53dy + CQxﬁlyﬂ2f2B3df2.
wor = 4x2dy — mydfy = (4t1 - mt™ ™ — mt - (483 — mntT"Y), 4820 - 2ty)

— (m2ntgnn+m_1, Stgn—i-l)
wa = dydy — ma™2dfy = (47 - mt7 " — m2" D (43 — mnt Y, 442 - 2t)

— (m2nt§rm+2m—57 8t§)
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woz = Afody — mydfa = (4(tF — 7)) - mt "t — mtT - (483 — mnt™ 1), 0)
= ((m?n — 4m)tytm=10)
woy = 4Pdy — mfytdfy = (4857 - mtT T — m(th — )™ (4t — mntY), 448 - 2ty)
= ((m?n 4 4m? — 4m)tmHam=>5 o 8tT).
Nos prézimos Sy-processos os expoentes indicados sao todos nao nulos (quando oS-
processo de fato existir).
was = dardy—my® [ dfy = (ATt =t (87 (4 —mnt ), 4657121
= (p(t1), 85>, com ordy, (p(t1)) > mBy + 483 + 3
wag = Ay*2 fE3dy — maPrdfy, = (46792 - (t4 — ¢mm)os ot — 2P (463 — mnt? 1Y), 0)
= (p(t1),0), com ordy (p(t1)) > mas +m + daz — 1
wor = Ay dy—ma® fEdfy = (472 it =m0 (=) B (43 —mnt 1), 48292t
= (p(t1),8t3°*™1), com ordy, (p(t1)) > mag +m — 1
was = 4z f83dy — myPdfy = (4630 - (¢4 — )2 gt — ™ L (483 — mnt? 1Y), 0)
= (p(t1),0), com ord, (p(t1)) > mpPs + 3
wag = Af&3dy — maPryPdfy = (A4 — 7)o -t — it (43 — ), 0)
= (p(t1),0), com ordy, (p(t1)) > m + 4ag — 1
wso = 4z y°2dy — m £y dfs
= (483 2 ot — it — ) (48— mnt ), A5 - 1507 - 2ty)
= (p(t1), 85 224N com ordy, (p(t1)) > mag +m + 20y — 1.
Os S1-processos way, Was, Wag, Wag, Wag € w3 claramente tém reducao final nula mddulo
(Hy, G). Para wey, way € war, temos
Way — Why 1= wWay — 2df; = (M2nt™ 275 83 — 2(4t3 — mnty" 1))
= (M2t A5 ot
Way — Why i= woy — 2y%df1 = ((MPn+4m> — 4m)t7™H4m=> 4 8tT — 2t - (4t3 — mnty" 1))
= ((m2n + 4m? — dm)t " Hm=5 4 omnt ")
war = Why = wyr — 227Ny = (p(t), 8657 — 2657 - (46 — mnty )
= (p(tr), 2mnty"20277),
Vemos assim que why, wh, € wh, admitem reducao final nula médulo (Hy, G).
Para wos, se oy = 1, nao temos um Sy-processo. Logo, a; > 2 e, neste caso, temos

Vo(was) > n + 3 = 09. Portanto, wes admite redugao final nula mddulo (Hy, G).
e Sy-processos minimos entre dr e dy: w = c;xy* f3*dx + CQxfBlyB?fQ’Bde.

Estes sao andlogos aos Sy-processos minimos entre dz e dy. Logo, o unico Se-processo

minimo sem redu¢do final nula modulo (Hy, G) € o correspondente a wy. Para facilitar a
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notacao, ele serda denotado por wy. Assim,
wy = 2ydx — nxdy = ((4 — mn)t" 1 0).

e Sy-processos minimos entre dxr e df;: w = c;xy* f3*dx + CQIBnyB?fZBSde.
Estes sao andlogos aos S1-processos minimos entre dy e dfs. Logo, todos terdao reducao

final nula mddulo (Hy, G).
e Sy-processos minimos entre dy e df;: w = c;x®y*? f5*dx + czx51y52f253df1.
Estes sao andlogos aos Si-processos minimos entre dx e dfy. Logo, todos terao redugao
final nula mddulo (Hy, G).
Temos, portanto, Hy = {dz, dy, df1, dfs,wy,ws}.
Calculemos agora os Si-processos minimos de pares de elementos de Hy sobre G.
Notemos que devemos calcular Sy-processos minimos envolvendo apenas wi ou ws.
o Si-processos minimos entre dr e wy: w = c;x* Y2 f53dx + coxPryP? f2ﬂ3w2.
Primeiramente observemos que vi(w) > m + 3. Desta maneira, se ag # 0, teremos
v(w) > o. Portanto, podemos supor que az = 0 e, assim, ficamos com 0s sequintes

S1-processos minimos.

w1 = (4—mn)z™dr — 2yws = ((4—mn)t3™ - 2t; — 247 - (4 —mn)t7H, (4 —mn)ty™ -nth )

(

(4 — mn)ydr — 2wy = ((4 — mn)tT - 2t; — 2(4 — mn)t7, (4 — mn)t2 - nth ™)

= (0, (4n — mnHtyt!) = —nw,

wzz = (4 — mn)z™2dr — 2y fows

= ((4 = mn)E2"2) Lo — 2 (14— gmm) (4 — mn) Y (4 — mn)tSTTT g
= ((8 = 2mm) 7™ 2™ H1 (4 — mp?)t AL
Todos esses Si-processos tém reducao final nula médulo (Hy, Q).

e Si-processos minimos entre dy e wy: w = c1x™y*? f33dy + 02x51y52f§3w2.

Podemos supor também que as = 0, ficando com os sequintes Sy-processos minimos.

wyy = (4 —mn)zdy — mwy = (4 —mn)t2 - mt7 1 —m(4 — mn)tP, (4 — mn)t} - 2t5)

= (0,2(4 — mn)tyth) = —2w,
wzs = (4 — mn)y*dy — max™ wy
= (4= mn) 2™t — m2 D (4 — )t (4 — mn)t - 2t,)
= (0, (8 = 2mn)t3)
— (4 — 2dy — (m—1)/2
wys = (4 —mn)y*dy —mf, w2
= (4 —mn)2™ - mt7 ' —m(td — ) D2 (4 — )t (4 — mn)t - 2t)
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= (mlmollzmn)ymntsm=2 4 (8 — 2mn)t3).

No prézimo Sy-processo os expoentes indicados sao todos nao nulos (quando o Si-
processo de fato existir).
wir = (4 — mn)y*>dy — maP fPuw,

= (4 — mn)t7o2 -t — Pt — ) L (4 — mn)tP T (4 — mn)t2e? - 2ty)

= (p(t1), (8 = 2mn)t3*>™), com ord,, (p(t1)) > mag +m — 1.

O Si-processo wsy tém reducdo final nula médulo (Hy,G) ébvia. Para os demais Si-

processos, temos
W35 —> Why 1= W35 — 8_im”ydf1 = (0, (8 — 2mn)t5 — 8_%#25% - (483 — mntgm_l))

= (0, Ui sy

A 8—2mn
W3e — Wag 1= W3 — 4 ydfy

_ <m(m71;(4fmn)t7lnn+3m72 + .. (8 _ an)tg _ Bfimnt% . (4@ _ mnt;nnfl))
_ <m(m71)2(4fmn) tgnn+3m—2 + . (47m2n)mnt£nn+1)

A 8—2mn —1
W37 — Wiy 1= w3y — S y*? T df)

= (p(th), (8 — 2mn)t3++! — 83D (4g — g™ 1))

= (plty), Lmgmn g ea3)

Vemos assim que whs, wis € why- admitem reducao final nula mddulo (Hy, G).
e Si-processos minimos entre dfs € wy: w = 1™ yY*? f33dfy + coxP yf32f23w2.

Todos satisfazem v(w) > o. Logo, todos terao redugdo final nula médulo (Hy, G).
o Sy-processos minimos entre dr e wy: w = cyx*y*? f53dxr + cox1y? f263w1.

Estes sao andlogos aos S1-processos minimos entre dy e wy. Logo, todos terao reducao

final nula mddulo (Hy,G).
e Sy-processos minimos entre dy e wy: w = c;x®y*? f53dy + czx51y52f§3w1.

Estes sao andlogos aos S1-processos minimos entre dx e wo. Logo, todos terdo reducdo
final nula mddulo (Hy,G).

o Sy-processos minimos entre dfy e wy: w = 1™ y*? f33df + CQ:CBly’BQfQSWI.
Todos satisfazem v(w) > o. Logo, todos terdo reducgdo final nula médulo (Hy, Q).

Desta maneira, Hy = Hy. Portanto,

H = {dx,dy, df,, df2,w:,ws}

¢ uma Base Standard para 72_

Majis ainda, devido as ordens dos elementos de H, constatamos que H é uma Base

Standard minima para % Consequentemente, o conjunto A € minimamente gerado pelo
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conjunto
v(H) ={(2,n),(m,2),(c0,4), (4,00), (c0,n + 2), (m +2,00)}.

Embora a complexidade do algoritmo apresentado cresca com o ntimero de ramos, o
procedimento pode ser implementado e possibilita inclusive determinar todos os possiveis

conjuntos A para curvas com um semianel I' fixo.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Os resultados apresentados nos capitulos anteriores permitem utilizagoes em varios ramos
da Matematica. Por exemplo, o estudo de ideais fracionarios permite abordagens mais
abstratas e aritméticas como as realizadas em [1], [2] e [14] e o célculo do conjunto
de ordens de diferenciais, um importante invariante analitico utilizado em [26] para a
classificacao analitica de curvas planas reduzidas.

Pol em [30] mostra que o conjunto de valores A das diferenciais de Kéhler para uma
curva plana Q = (f) estd relacionado com o conjunto de valores do médulo de residuos
logaritmicos e com o conjunto de valores do ideal Jacobiano J; = (f, fx, fy) da curva.
Mais especificamente,

v(Jp) =A+0—(1,..,1),

em que o é o condutor do semianel de valores I" associado a @ (veja o Coroldrio 3.32 de
[30)).

Neste capitulo aplicaremos os resultados em duas situacoes: uma de grande interesse
na Teoria de Folheacoes e a outra para ilustrar como se pode calcular o conjunto de ordens
de diferenciais para classes de curvas.

Tais aplicagoes que demandaram muitos calculos, nos motivam a implementar os al-

goritmos apresentados.

3.1 Folheacoes com Separatrizes Pré-fixadas

Camacho e Sad em [9] provaram um resultado, hoje conhecido como Teorema de Camacho-
Sad ou Teorema da Separatriz, que assegura que toda folheagao no plano admite uma

separatriz analitica. Nesta secao, propomos estudar a questao na outra direcao: dada

66



uma curva reduzida, como descrever folheacoes no plano que admitem tal curva como
separatriz?

Como o objetivo desta secao é aplicar os resultados ja apresentados, propomos a
introducao dos conceitos relacionados a Teoria de Folheacoes do ponto de vista abstrato,

como abordado por Cano, Cerveau e Déserti em algumas segoes de [10].

3.1.1 Folheacoes, Separatrizes e o Submoédulo de Torcao

Seja w = p(X,Y)dX + q(X,Y)dY, com p,q € C{X,Y}, uma 1-forma holomorfa em

(C%,0). Denotaremos por Q<1c2,o o conjunto das 1-formas holomorfas, isto é,
Qe = C{X,Y}dX + C{X,Y}dY.

Uma folheagio singular holomorfa F em uma vizinhanga de (0,0) € C? pode ser

definida por uma 1-forma
w=p(X,Y)dX +q(X,Y)dY € Qpay,

com singularidade isolada na origem, isto é, p,q € C{X,Y}, p(0,0) = ¢(0,0) = 0 e sdo
tais que p e ¢ nao tém fatores comuns.

Seja Q = (f) = ([ L;c; fi) uma curva analitica plana reduzida. Dizemos que @) é uma
separatriz de uma folheacao singular holomorfa F definida por uma 1-forma w se f divide
w A df, ou seja,

wAdf =gf dX NdY,

onde g € C{X,Y} e A é o produto exterior de 1-formas.

Observacao 3.1. E conhecido da Teoria de Folheagoes que a defini¢do acima € equiva-
lente ao sequinte fato: se ¢;(t;) = (z(t;),y(t;)) € uma parametriza¢ao do ramo P; = (f;),
entao

w(@i(ts)) == plx(ts), y(t:)a' (t:) + q(w(t:), y(E:)y'(t:) = 0,

para todo i =1,...,r. O caso irredutivel pode ser encontrado em [10] (Lema 3.4). Para o

caso em que f = [[;_, fi, basta usar o caso irredutivel wma vez que

seque que

w/\df:i( ﬁ fj>w/\dfi: (igZ)fdx/\dy.
i=1

=1 \j=Lj#i
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Denotamos por Fol(Q) o conjunto de todas as folheagoes em (C?,0) com singularidade
isolada que admitem ) como separatriz. Podemos identificar Fol((Q) com um subconjunto

1
de Q(Cm.

Saito mostrou em [32] que Q'(log @), o C{X,Y }-médulo de todas as 1-formas me-
romorfas w tais que fw e w A df sao holomorfas, é minimamente gerado por dois ele-
mentos. Mais ainda, Q'(log Q) é isomorfo ao C{X,Y }-mddulo gerado pelo conjunto
Fol(Q), o qual denotaremos por [Fol(Q)] e, portanto, existem wy,ws € Fol(Q) tais que

[Fol(Q)] = [w1,ws]. Esta condigao é equivalente a
w1 Awe =uf dX ANdY, (3.1)
para alguma unidade v € C{X,Y}.
Exemplo 3.2. Consideremos a curva analitica plana Q = ([[,c; fi), onde
Ji=Y" — ¢ X",

com MDC(m,n) =1 < m < n ec¢ # ¢j, sei # j. Seja agora a folheagcio singular
holomorfa F definida pela 1-forma

1 1
w=—YdX — —XdY € Qf,.
m n '
Para todo i € I, temos
]_ ]- n—1 m—1
wAdfi = —YdX — =XdY | A (—ne; X" dX +mY™ dY)
m n

= (Y™ — X" dX AdY
= £, AX A dY.

Desta maneira,

w/\dfzw/\i( ﬁ fj)dfi:i< ﬁ fy) (w A dfy)

i=1 \j=1,j#i i=1 \j=1,j#i

:Z( 11 fj) frdX AdY =) f dX AdY
i=1 \j=1,#i i=1

=rf dX AdY,

0 que mostra que Q) € uma separatriz de F. Mais ainda, concluimos que w e df sdo

geradores minimos de [Fol(Q)].
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Exemplo 3.3. Consideremos a curva analitica plana
Q= (Y(X?-3XY°-Y"—Y®)).
Consideremos também as 1-formas

w =3Y (Y2 +Y?4+2X)dX — (15X% + 7XY? +8XY?)dY,
wy = =3Y (X +Y?)dX + (7X* + 8XY?® + Y°)dY.

Notemos inicialmente que wy,ws € Fol(Q). De fato, como Q admite a parametrizagdo

o) = [(t1,0), (t5 + 15, 13)],

temos:

wl(tl) =0

wi(ta) = 3t5(t + 15 + 2(t5 + 15)) (7tS + 8tI) — (15(¢3 + 15)% + 7(t% + t3)t5 + 8(¢1 + t5)t3)3t2
=0

CUQ(tl) =0

wa(ta) = =3t5((t + 13) + t3)(TtS + 8t5) + (7(t + 13)% + 8(¢5 + 13)t5 + t3°)3t3 = 0.
Observemos também que

wiAwy = Y [(V34+Y242X)(TX2H8XY3+Y ) — (15 X2+ 7XY 248X Y3 (X +Y3)] dX AdY
= 3Y(X3 —3XY’ — Y7 - Y®) dX AdY
= -3f dX AdY.

Portanto, wy e wy sao geradores minimos de [Fol(Q)].

Os exemplos acima instigam a curiosidade e nos levam a indagar como obter as 1-
formas wy e we que admitem uma curva ) = (f) como separatriz.

Dada uma curva @) = (f), consideremos o seguinte submédulo de [Fol(Q)]:
F(Q)=A{hdf + fn; he C{X,Y} en € Uz}

Notemos que o médulo de diferenciais de Kahler €2 da curva ) pode também ser

definido do seguinte modo
2
F(Q)
Escrevemos w para representar a imagem de uma 1-forma w € Q(%IQ,O em ().
O submédulo de tor¢ao T de Q2 é entao

[Fol(Q)]
FQ)
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Logo, todo elemento de [Fol(Q)] pode ser expresso como uma soma de elementos de
T e de F(Q).

Pinkham mostrou em [29] que o comprimento [(7) do submédulo de tor¢ao 7 de ©
estd relacionado com o ideal Jacobiano Jy = (f, fx, fy) C C{X,Y} de @ = (f). Mais
precisamente,

C{X,Y} @

=dimg ——.

Jf O<f:p,fy>

Em [17], encontramos uma outra relacao entre o numero de Tjurina de uma curva

(T)=1=dimc

plana @ = (f) e o submédulo de torgao. Mais especificamente, se T = [wy,Ws] €
wi Ndf = gif dx N dy,

entao temos

C{X,Y}

p—1=1(g1,92) = dimg 0.0

em que p é o numero de Milnor de @), que satisfaz

u:dimc(c{X—’Y}:ZuiJr2 Z I(fi, fj) —r+1

(fx, fy) =1 1<i<j<r

e p; denota o nimero de Milnor do ramo (f;), isto é,

C{X, Y}
(fi)x, (fi)y)

que coincide com o condutor do semianel associado a (f;).

pi = dimg

Saito em [31] mostrou que () é analiticamente equivalente a uma curva plana (f),
onde f é um polinomio quasehomogéneo, se, e somente se, ;4 = 7, ou, equivalentemente,

f € {fx, fy). Dessa maneira, podemos supor que
f=q- fx+p-fy, comp,qgeC{X Y}
Isto equivale a afirmar que
(pdX —qdY)Ndf = f dX NdY,

isto é, {pdX — qdY,df } gera [Fol(Q)] como C{X,Y }-médulo e {pdx — qdy} gera T como
O-mobdulo.
Por outro lado, se T ¢ ciclico e [Fol(Q)] = [wi,ws], entdo podemos assumir que

Wy € [@1] = T, ou seja, existem g, h € C{X,Y} e n € Qg tais que
wo = gwy + hdf + fn.
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Sabemos de (3.1) que wy; A ws = uf dx Ady e como Q = (f) é uma separatriz da
folheacao definida por wy, temos wy A df = g1 f dx A dy. Assim,

uf de Ndy = wy Aws = hwy ANdf + fuwr An.
Sen = adx+bdy e wy = aydr+bidy, com ay, by € (z,y), entdao wiAn = (a;b—bia) dxAdy

(u—ab+bia)f de Ndy = hg, f dz A dy,

ou seja, u — a1b+ bia = hg;.
Deste modo, h e g; sao unidades, isto é, w; e df geram [Fol(Q)].

Tendo em vista os resultados acima, o submédulo de tor¢cao 7 do médulo de diferenciais

Q= <H(Ym - ciX”)>

) da curva analitica

icl

do Exemplo 3.2 é ciclico. Mais precisamente,
T = [iydx — lxdy} :
m n
O submédulo de torcao 7 do médulo de diferenciais €2 da curva analitica
Q=(Y(X?-3XY" -Y"-Y®))
do Exemplo 3.3 é dado por T = [w;,wy], onde

Wy =3y(y’ +y° + 22)dz — (152° + Tay® + 8xy°)dy,
Wy = —3y(z + y*)de + (72° + 8xy® + ¢°)dy.

Definiremos a seguir multiplicidade de uma 1-forma holomorfa e multiplicidade de um

submédulo de Q(1C2,0‘
Definicao 3.4. Seja w = pdX + qdY € Q}CQ’O. Definimos a multiplicidade de w por
mult(w) := min{mult(p), mult(q)}.

A multiplicidade de um submddulo 33 de Q}CQ’O € definida por

mult(X) := min{mult(w); w € 3}.
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A multiplicidade de uma 1-forma holomorfa satisfaz as seguintes propriedades:

A) mult(gw) = mult(g) + mult(w), para todo g € C{X,Y} e para todo w € Qs g;

B) mult(w; + ws) > min{mult(w; ), mult(ws)}, para quaisquer wy,ws € Qs .

Em particular, da condi¢ao (3.1) dada por Saito, segue que se [Fol(Q)] = [wy,ws],
entdo 0 < mult(w;) < mult(f), em que Q = (f).

O seguinte lema nos mostra que ¢ sempre possivel extrair dois elementos w; e wy, de
[Fol(Q)] de um conjunto qualquer de geradores {wy, ...,w,} de [Fol(Q)] satisfazendo (3.1),
isto ¢, [Fol(Q)] = [wj, wk]-

Lema 3.5. Seja N = {wy, ...,ws} wm conjunto de geradores de [Fol(Q)]. Entdo existem
wj,wr € N tais que [Fol(Q)] = [wj, wi].

Prova. Sejam N = {wy,...,w,} um conjunto de geradores de [Fol(Q)] e n1,m2 € Qg
tais que [Fol(Q)] = [m,n2]. Logo,

m AN =uf dX ANdY,

onde u ¢ uma unidade de C{X,Y}. Uma vez que mult([Fol(Q)]) = mult(w), para algum
w = p1m + panp € [Fol(Q)], temos

mult([Fol(Q)]) = mult(pim + pene) > min{mult(p;) + mult(n;); i = 1,2} > mult(n;).

Logo, mult([Fol(Q)]) = mult(n;), para i = 1 ou ¢ = 2. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que mult([Fol(Q)]) = mult(n,).

Por outro lado, escrevendo w = >} | g;w;, teremos
mult([Fol(Q)]) = mult(w) > min{mult(g;) + mult(w;); i = 1,..., s} > mult(w;).

Deste modo, mult([Fol(Q)]) = mult(w;), para algum j = 1,...,s. Agora, visto que

wj = g1M + gan2, temos
mult(w;) = mult([Fol(Q)]) = mult(m),

isto é, g1 ¢ uma unidade de C{X,Y} e mult(gene) > mult(gy7;) = mult(n;).

Notemos também que 7, = gl_le — g7 'gama, ou seja,
[Fol(@)] = [, n2] C [w, me] C [Fol(Q)].
Consequentemente, [Fol(Q)] = [wj,72], 0 que nos diz que
wj Az = gim A = giuf dX NdY.
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Mas, como 7 € [wy, ..., ws], temos 7y = Y ._, hjw; e, assim,

quf dX/\dY:Wj/\T]Q:UJj/\ZhZ’Wi.

i=1
Notemos que wj Aw; = h;uf dX ANdY, com h;; € C{X,Y}, para todo ¢ # j. De fato,
se
wj = g1m + gon2 € wi = Gi1M + GigN2, para i # j,
entao
wj ANwi = (91952 — 929i1) M A2 = (91952 — g2gip)uf dX NdY
e a afirmagao segue considerando h;; = ¢1¢i2 — G2Gi1-

Assim, temos

i=1

i=1 i=1
Logo, g1 = Y _;_; hih;;. Desta maneira, existem unidades hy e h;y, para algum k # j.
Temos entao

wj ANwy = hjpuf dX NdY,

ou seja, [Fol(Q)] = [wj, wgl. u

Observacao 3.6. Pelo Lema 3.5, notamos que a escolha de w; € feita dentre os geradores
Wi, ..., ws de [Fol(Q)] com menor multiplicidade e a determina¢ao de wy pode ser feita

calculando wj N\ w;, para todo i # j.

3.1.2 Algoritmo e Exemplos

Sejam agora G uma Base Standard para O e H = {wy, ...,,} uma Base Standard para
72—. Logo, todo Si-processo minimo nao nulo s(w;,,w;,) do par de elementos @,,,w;, de
H sobre G tem redugao final nula médulo (H, G), isto é,

Sk(wjl,wh) = aGawjl + bG'Bij = Z (Z CL(;Z.G&> ;. (32)
d;

i=1

E claro que devemos ter k € ijl N I@.Q para de fato existir o Si-processo acima. Além

disso, definimos
n(jl?j?ak) = ﬂ{$k<wjl7wj2); 1< jl < j2 < s, ke ij1 N [wjz}'

73



Consideremos agora wy, ..., w, € €1 tais que w; = w; + T, para todo [ = 1, ..., s. Obser-

vemos que o conjunto

By = {ni = Hf] wi; 1<i<selg #1
jels,
estd contido em 7. De fato, seja ¢y (tx) uma parametrizagao de (fx). Se k & I,, temos
(wi)k(dk(tr)) = 0. Por outro lado, se k € I, temos <Hj€1wi fj) (Pr(ty)) = 0. Assim,
ni(¢(t1, ..., 1)) = 0 e, pela Observagao 3.1, segue que n; € T .
Definimos também

S

Wit,jz kil = aGawjl + bGﬁij o Z (Z aélGéi) B <3.3>
8

i=1
para 1 <jy < jo <s, k€ly NI, el <1< n(J1, Jo2, k).

Notemos que wj, j, k1 € T € que o conjunto
By = A{wjy jokt; 1< 1 <ja<s, k€l N, el <1< n(j,jak)}
é finito.

Conjectura 3.7. O conjunto B = By U By gera o submaodulo de tor¢ao T de €.

Notemos que se a conjectura anterior for verdadeira, como T = %, podemos usar
o Lema 3.5 e obter geradores para [Fol(Q)].
A seguir provaremos a Conjectura 3.7 para o caso de uma curva analitica com dois

rameos.

Proposicao 3.8. Seja Q uma curva analitica plana com dois ramos. FEntao o conjunto

B = By U By gera o submdédulo de tor¢ao T do modulo de diferenciais ) de Q).

Prova. Seja w € T \ {0}. Como H = {wy,...,ws} é uma Base Standard para 0

Q
T?
conjunto {ws,...,ws} gera . Assim, existem gq,...,gs € O (ndo todos nulos) tais que

S
W= GiWi-
Obtemos entao a seguinte relagao em 79,

S
Z giw; = 0.
i=1
Notemos que se

ht (ZS: gi@) = 00,
=1
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entdo v(g;w;) = oo para todo i = 1,..., s, ou seja, g;w; € T para todoi=1,...,s.
Suponhamos que g; # 0 para algum i. Neste caso temos Iz, # I. Com efeito, se
I;, = I, terfamos v;(w;) < oo, para todo j € I e, como g¢; # 0, vx(g;) < oo para algum
k € I. Logo, vx(g:w;) < 00, 0 que seria uma contradigao.
Observemos agora que se j € Iy, e v;(g;0;) = 0o, entdo v;(g;) = oo, isto é, f; divide

g;- Desta maneira, devemos ter g; = h; [] fj, com h; € O. Portanto, se gw; € T,

Jj€l,
para todo i = 1,...,s com g; # 0, temos

giw; = h; H I | wi = hin,

J€ly,
o que mostra que w pertence ao @-médulo gerado por B (mais precisamente, por By).

Agora, uma vez que G é uma Base Standard para O, podemos escrever g; = > a.,G"".

Vi
Consequentemente, temos a seguinte representacao de 0 € ,—S}

igiwi = i <Z awiG%) w; =0,
i=1

=1 Vi

ou seja, (g1, ..., gs) € sygyzy para (@y, ..., Ws).

Suponhamos agora que
ht (Z <Z a%G”’i) wi) #+ .
=1 Vi
Logo, existem j; e jo, com 1 < j; < jo < 5, e o, B € NFC tais que
Vk<Ga/wj1) = Vk(Gﬁ/wh) = htk (Z <Z G%,G%) wz> < 00,
=1 Yi

para algum k € I, NIy, . Em particular, existe 0’ € C\ {0} tal que
w = aa/Ga/wﬁ + b/ag/G’B/ij

seja um Si-processo do par de elementos W;, e w;, de H sobre G.

Sem perda de generalidade, podemos supor que j; = 1 e j, = 2. Assim, temos

T+ Y a,G'm A+ (1= V)apGPT+ Y a,Gmy+ Y (Z a%.G%‘) W =0 (3.4)

n#a! Y2 FE B i=3 Vi

O Si-processo w acima pode também ser escrito da seguinte forma

d d
W= Gy (H(Gan)m) G°w + Vag (H(Gﬁn)m> GPw,,

n=1 n=1
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onde m € N, (a, ) é uma solugao minima da equagao diofantina associada ao Si-processo
entre Wy e W e (ay, f,) é uma das solu¢oes minimas da equagao diofantina homogénea
correspondente.

Definindo G? := Hizl(Ga")m, temos
d
@ = awGPG W, + Vag (H G™) ) Fwy +0"ap G GPwy — b ap G GPws,
n=1
onde b € C é tal que

aa/GQGawl + b”CLB/GOG’ng = Ge(aa/Gawl + b”angﬁwg)

seja um Sy-processo entre Wi e Ws.
Notemos agora que a,G*w; + b” aﬁ/Gﬁwg é um Sj-processo minimo entre wW; e wo.

Assim, existe ¢ € C tal que
aa/G“wl + b”aﬁ/G’ng = C- Sk(wl,wz).

Desse modo, por (3.2) e (3.3), temos

@ =G’ <3 (@1, @) Z (Z% G‘S>wl> +cG"Z <ZG5G5) i

=1

+ag (VG —V'GOGP)w,. (3.5)

A partir de (3.4) e (3.5), obtemos

oG’ <sk<w1,wz) - Z (Z as, G5> ) + Z (Z aeiGQ) wi =0,

i=1 \ &

onde
> (Z aG> m=cG"y (Z agiG5i> T+ ap (VG —V'G'CONmy+ Y 0, Gy
=1 € =1 &i y1#£a!
+(1=)apG'@+ > a,GPwy+ Y (Z a%G%) Wi
Y2 #B =3 Vi

=’ Z (Z a(;iG‘Si) @i + az(G¥ —V'GGPYw,
+ Z a,, G"wy + Z a,, Gy + Z (Z a%G%) w;.

MN# Y2 #B
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Vamos agora desenvolver a expressao acima. Como a curva tem apenas dois ramos,

sem perda de generalidade podemos supor que

(frer) <o (frer)

n=1 n=1

Observando que h = ag (G — b"G’GP) € O e que G é uma Base Standard para O,

h = Z CL&G?
3

podemos escrever

Dessa maneira,

i <Z CLEiGEi> wl‘ = CGQ i <Z CLJiGai> wi + Z CLgGng
i=1 € i=1 di 3
+ ) a,Gwm+ Y a,GPwy i (Z a%G%) ;.

n#a Y2 F# B =3\ i

Notemos que

XS: (Z aeiG“) wz‘ =0e€ 79,

i=1 €

e essa representacao de 0 satisfaz

(B(0e)) (g )]

De fato, por (3.3)

ht; (GG (Z aéiG&') wi> > min{y;(G*G°w,), v;(G*G’w,)}

=1 \ &
= min{y;(G*T,), v;(G*G?w,)}
> min{v;(GT),v;(GP @)}
> ht; (Z (Z a%G%) @) .
=1 Yi
E também
ht; (Z afG&@) = v;(hws) > vj(G7wy) > ht; (Z (Z a””G%) wi> |
13 1=1 Vi

As outras somas nao precisam ser verificadas, pois elas ja aparecem na representagao

S (T, 0 0)
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Observemos ainda que se

(E(Eer)) (o))

entao podemos ter

»

hty, (Z (Z aeiG“) wi> = 1 (G¥@,),

=1 €q

para um tunico & ou
htk <Z (Z agiGgi) wz) = I/k(G%wi),
=1 €;
para algum ~;, comi=1,....s e y; # o, 3.

Assim, no maximo pode ocorrer

Amp,, (i (Z aeiGgi) wi) = Amp, (i: <Z a%G%) wi> —1.

i=1 \ ¢ i=1 \ 7

Para concluir que o conjunto B gera 7T, notemos que

G’ (sk(wl,@) - Z (Z a(;l.G‘”) @) + Z <Z aeiGEi> w; =0

i=1 \ & i=1 \ ¢
nos fornece o seguinte:
w= cGengM + ZS: (Z aeiGe’) W;.
i=1 \ ¢

Observemos também que os célculos que fizemos com » 7, (27 a, G%) w; podem ser
- K2

feitos com Y27 | (32, ae G) w;. Assim, apés um nimero finito de passos, encontramos

w=uw+ i (Z aCiGCZ) Wi,
i=1

Gi

onde w' é uma soma finita de elementos da forma ¢G%w;j, j, 1.1, com ¢ € C, e

(B2 ) o (E(E):)

Procedendo similarmente com o elemento » 7, (ZCZ aCiGQ) w;, concluimos que

w=uwp, + i (Z apiGPi> Wi,
=1 pi
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onde wp, é uma soma (possivelmente infinita) de elementos com a forma de W' e

(55 )

A convergéncia da soma infinita se deve ao fato da familia {G%w,, ;, 1.} ser somdvel,
pois G e o nimero de Sg-processos minimos sao finitos. Assim, podemos escrever w =
wp, +wp,, onde wp, pertence ao O-modulo gerado por B; e wp, ao gerado por Bs, o que

mostra que B gera T . [

Exemplo 3.9. Consideremos a curva analitica plana Q = (f), onde
== X*)(X?-Y?).

Pelo Exemplo 1.33, uma Base Standard minima para o anel local O de () € o conjunto
G = {z,y, f1, fo}, onde fi = y*> — 23 e f, = 2* — y® sao as imagens homomdrficas de
fi=Y?2—-X3¢e fy = X%2-Y3 em O respectivamente, as quais representaremos com a
mesma notacgao.

Consideremos também os sequintes elementos wy = dx, wy = dy, w3 = df; = —3x%dxr+
2ydy, wy = dfs = 2xdr — 3y?dy, ws = 3ydr — 2xdy e wg = 2ydx — 3xdy de Q, que em

virtude do Exemplo 2.24 sabemos que H = {@y, ...,we} € uma Base Standard minima para
Q

7

Vamos entao computar os dois geradores minimos de T por meio de B = By U Bs.
Antes de determinarmos tais conjuntos, observemos que se w € um desses dois geradores
minimos de T, entdo mult(w) > 1. De fato, se w = pdx + qdy suponhamos, por absurdo,
que mult(p) = 1. Logo, p(z,y) = ax + by + p1(z,y), com a,b € C, nao ambos nulos, e
mult(p;) > 1. Como w Adf = gf dx A dy, com g € M, pois T ndao é ciclico, e

wAdf = (pfy —qfs) dx Ndy
= (p- (22%y — 5y* + 32%%) — ¢ - (22y® — 5a* + 32%y)) da A dy,

devemos ter mult(pf, — qf;) > 5. Desta maneira, p(z,y) = cy+pi(x,y) e também temos
q(z,y) = cx + q1(x,y), com mult(q1) > 1 e c € C\ {0}. Escrevamos agora

w = c(ydzr + zdy) + (prdz + q1dy)
e notemos que v(ydz + xdy) = (5,5). Além disso,
vi1(prdx + qidy) > hty (prde + q1dy) = 6 e vo(prde + qidy) > hte(prdx + ¢1dy) = 6,
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o que mostra que v(w) = (5,5), o que contradiz o fato de w pertencer a T . Portanto, um
elemento em B tem multiplicidade no minimo 2.

Comecemos entdao pelo conjunto By = {ns, 4,5, M6}, onde

1,2 yS

( )(=
= fiws = (y* — %) (2xdr — 3y*dy) = (2xy* — 22*)dx — (3y* — 32%y?)dy
N5 = fows = (2% — y*)(Bydx — 2xdy) = (32%y — 3y*)dx — (22° — 22y*)dy
(y? — 2*)(2ydr — 3xdy) = (2 — 22°y)dx — (3xy* — 32*)dy.

= fows = 32x2dx + 2ydy) = (32%y® — 32*)dw + (22%y — 2y*)dy

= f1w6

Observemos que mult(n;) = 3, para i = 3, ..., 6.
Agora com base no Exemplo 2.2/, vamos encontrar os elementos de By. Inicialmente

obtemos os elementos da forma wi21,:

w1211 = 3ydr — 2xdy — ws = 0
Wi,21,2 = 3$2dl’ — dey + w3 = 0
W1,2,13 = 3 fodx — 2ydy + 3y3dx + w3 =0

9 6
wig1a = 3yde — 2f5dy — —yPws + —2*(2y — 2*)ws

5 5
9 6 ,
w1215 = dxydr — 2 fody — gxwg, + 5.7: YWe.

Notemos que wy 215 tem multiplicidade 2, bem como o elemento

)
W= wiais = (—6zy + 62%y*)dx + (42 — 92°y + 5y*)dy € T.

Do mesmo modo, por meio de um Sy-processo entre Wy e Wy e uma reducdo final, €

possivel obter o elemento

9 6
w225 = 2fidr — 3xydy — gy% + 593y2w5,

que também tem multiplicidade 2, asstm como o elemento

5
w' = w1225 = (—4y* + 9xy® — 52°)dx + (6zy — 62°y*)dy € T.

Consideremos agora os sequintes elementos em [Fol(Q)]:

= (—6XY +6X°Y?)dX + (4X* — 9X°Y +5Y?)aY,
= (—4Y? +9XY? - 5X%)dX + (6XY — 6X*Y?)dY.

Por abuso de notacao, continuamos usando w e w' para representar tais elementos.
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Afirmamos que [Fol(Q)] = [w,w']. Com efeito,
WAW = (=20 + 45XY)f dX A dY.

E, portanto, w e W' sao geradores minimos do submddulo de tor¢ao T do mddulo de

diferenciais da curva Q.

Exemplo 3.10. Consideremos a curva analitica plana Q = (f), onde
f={?=X")(X*-Y"),

com m,n impares e maiores que 1.

Novamente, o FExemplo 1.33 nos dd que uma Base Standard minima para o anel local
O de Q € o conjunto G = {x,y, f1, fo}, onde fi = y* — 2™ e fo = 2% — y" sdo as
imagens homomdrficas de fi = Y2 —X™ e fo = X2 —Y™ em O respectivamente, as quais
representaremos com a mesma notagao.

Além disto, pelo Exemplo 2.24, temos que H = {w,...,ws} € uma Base Standard
minima para ,—S}, em que w; = dz, wy = dy, wy = dfi = —ma™ tdr + 2ydy, wy = dfs =
2adr — ny™ dy, ws = mydxr — 2xdy e wg = 2ydr — nady.

Como generalizagao do exemplo anterior, vamos mostrar que os elementos de Qéz 0
b

w= (=2mXY +2mX" Y dX + (4X2 — ma XY 4 (mn — 4)Y")dY
W = (—4Y? + mnX"72Y" — (mn — 4)X™)dX + (2nXY — 2nX™ Y dY

sao geradores minimos de [Fol(Q)]. Primeiramente, notemos que w € Fol(Q). De fato,

como uma parametrizacao para Q) €

¢(1_5) = [(tit;’l)a (tgat%)]a

e escrevendo w = (wy, ws), temos

wi(ty) = (=2me2tm + 2mt> ™V oy 4 (44t — gm0

+ (mn — 4t ymt !
= —4mt T AmtT T At 2t gt gt
=0,

wa(ts) = (=2mt2t2 + 2mea ™ V2 D)=t (420 — mntpm 2" 4 (mn — 4)620)21,
= —2mnt3" T 2mnty TS 820 omng TS L omingan t — 82t

=0.
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Logo, pela Observagao 3.1, concluimos que w € [Fol(Q)]. De maneira andloga podemos
mostrar que w' € [Fol(Q)].

Agora observemos que
wAW = [—4(mn —4) + mn(mn — 4) XY™ 2] f dX AdY.

Portanto, [Fol(Q)] = [w,w'] e disto concluimos que o submddulo de tor¢ao T do

modulo de diferenciais da curva (Q € minimamente gerado por

= (—2may + 2ma™ " Hdr + (427 — mnz™y" " + (mn — 4)y"™)dy,

| &

S

T = (—4y* + mna™ 2y" — (mn — 4)2™)dx + (2nxy — 2na™ 1y dy.
Em particular, temos

wAdf = (m+2)(—4 +mna™ 2y )af dv A dy,
W Adf = (n+2) (=4 +mna™ 2y ")y f de A dy.

Como observamos no inicio desta secao, podemos relacionar a codimensao do ideal

gerado por
g=(m+2)(—4+mnz™ " Nz e ¢ = (n+2)(—4+mna™ 2y" )y
com [ e T por meto da relagao
p—1=1I(g,9)=1I(xy) =1
Como
p=p1+po+2I(f1,fo) —1=(m—-1)+n—-1)+2-4—1=m+n+5,
temosT=pu—1=m+n+4.

Exemplo 3.11. Vamos considerar uma situagao similar ao exemplo anterior, porém com
ramos admitindo mesma tangente.

Seja Q = (f) wma curva analitica plana, com
f={?=X")(Y*-X"),

com m,n impares e n. >m > 1.
Pelos resultados vistos na Secao 1.4, uma Base Standard minima para o anel local

O de Q € o conjunto G = {x,y, f1, fo}, onde fi = y* — 2™ e fo = y?> — 2™ sao as
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imagens homomdrficas de f; =Y? —X™ e fo = Y? — X" em O respectivamente, as quais
representaremos com a mesma nota¢ao.
Consideremos também os elementos w = dx, wy = dy, ws = df; = —ma™ *dx + 2ydy,

wy = dfy = —na" tdx + 2ydy, ws = mydr — 2xdy e wg = nydx — 2xdy de 2. Aplicando o

Q

Algoritmo 4, vemos que H = {wy, ...,we} € uma Base Standard minima para =

Consideremos também os sequintes elementos de Q%p o

w=(n—m)X"+mY? - nX"""Y?)dX +2(X""Y — XY)dY,
W =mn(X"Y - X)X +2((n —m)Y? — nX" +mX™)dY,
obtidos por meio de reducao final de Si-processos minimos de um par de elementos de H

sobre (.

Uma vez que
o(t) = (11, 11"), (83, 13)]

¢ uma parametriza¢ao de Q, escrevendo w = (wy,ws), temos

wi(ty) = ((n— m)t2" + mt2™ — nt2" M E2m)2t, 4 220D 2!
= 2(n — m)t2"TL 4 oamtdm o2t ot ot —
e também
wa(ts) = ((n — m)t2" + mt2" — nt2 ™™ 224, + 2420 g2 gt

( _
2(n o m)tgn—i—l + 2mt§n+l o 2nt421n—2m+1 + 2nt421n—2m+1 o 2nt§n+1 =0.

Assim, w € [Fol(Q)]. Da mesma maneira podemos constatar que w' € [Fol(Q)].

Além disto, temos [Fol(Q)] = [w,w']. Com efeito,
wAw =2(n—m)(m—nX""")f dX ANdY.

O submaddulo de tor¢ao T do mddulo de diferenciais da curva @ € entao minimamente

gerado pelos elementos

€l

= ((n —m)z™ + my*> — na" "y*)dx + 2(z" "y — zy)dy,

mn(z" ty — 2" y)dr + 2((n — m)y? — na" + ma™)dy.

&l

Como no exemplo anterior, podemos calcular o numero de Tjurina de @ sabendo que

wAdf =4y(m —nz"™™)f dx A dy,
W Adf =2(m+n)x"H(—m +na™™) f dx A dy.
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Assim, g = dy(m—nx™™) e g = 2(m+n)z™ (—=m+nz""™) nos dio p—1 = m—1.
Uma vez que p = (m—1)+(n—1)+2-2m—1=5m+n—3, obtemos T = 4m+n—2.
Observacao 3.12. Embora tenhamos apresentado 3 conjecturas: Conjectura 1.43, Con-
jectura 2.15 e Conjectura 3.7 e que tém formulacoes aparentemente distintas, o cerne das

mesmas € idéntico, a saber, controlar a altura de representagoes para 3 ou mais ramos no

processo de reducdo. Mais especificamente, no caso de dois ramos se duas representacgoes

S e Y sao tais que ht (") = ht1 (>, entdo hto(Y") e hto(>) satisfazem a tricotomia

ht2(32) < ht2(3), hta(30) > hto(32') ou hta(32) = hta(32).

Porém, para 3 ou mais ramos e duas representagées . e > tais que ht;(Y) =

ht, (Y, podemos ter, por exzemplo,

ht2(3) <ht2(3) e hts(X) > hts(X)

o que foge de nosso controle ao refinar as andlises.

3.2 Descricao de A e 7 para Curvas de Multiplicidade

menor que 4

Como vimos na secao anterior, o niimero de Tjurina de uma curva plana pode ser calculado
por meio de informagdes do submédulo de tor¢ao do moédulo de diferenciais de Kahler do
anel local de uma curva plana Q = ([[;_, fi) = Ni_,(f:). No entanto, podemos computar
7 diretamente por meio de A. Em [6] e [20], encontramos resultados que permitem tal

célculo. Por exemplo, em [6] encontramos o seguinte resultado.

Proposigao 3.13. Seja Q = (I[;_, fi) = N_,{fi) uma curva analitica plana reduzida.

Entao o numero de Tjurina de Q) €

r Q;

@z 1 ’T

T:ZTZ Z L;i+1 (3.6)
=1 1<i<j<r

em que T; € o numero de Tjurina do ramo (f;) e I;; € a multiplicidade de interse¢io dos

ramos (f;) e (fj)-

Para calcular o nimero

l (%) : (3.7)

T
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utilizaremos alguns resultados sobre ideais fracionérios e ideais relativos. Tais resultados
encontram-se nas referéncias [1] e [2].

Para cada ¢ € I, definimos ¢; := (0, ...,0,1,0,...,0) € N".

Proposicao 3.14. Sejam o € N” e Z um ideal fraciondrio de O. Consideremos ainda o

conjunto Z(a) = {h € Z; v(h) > a}, que também € um ideal fraciondrio de O. Entao
(2 ) <
(o +e;)
com igualdade se, e somente se, FZ-U(I)(oz) ={8ecv@); Bi=a; eB;>aj jF#i} #0.

Seja Z um ideal fracionario de Q. Pela Propriedade B dos ideais fracionarios apresen-
tada no Capitulo 2, o ideal relativo v(Z) admite um elemento minimo a. Agora, dado

B € v(Z), consideremos uma cadeia saturada de elementos em v(Z)
a=ad’<al <. .<a™=4,
isto é, para todo j =1,....m, o — /™! = ¢;, para algum i € I. Entao
z (Ii) _ il (I(ajf1)> |
@)~ &'\ z@)

Proposicao 3.15. Sejam Z C J dois ideais fraciondrios de O. Entao

(7)) - ()

onde k € o condutor de v(I).

As Proposigoes 3.14 e 3.15 nos permitem calcular o niimero de Tjurina de uma curva
analitica plana ) utilizando a férmula (3.6). Em particular, para uma curva () com dois

ramos, em [6] obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.16. Seja Q = (fife) = (f1) N (f2) uma curva analitica plana reduzida.

Entdao o numero de Tjurina de () €
T =T+ T+ I12 + ma, (3.8)
onde my denota o nimero de pontos absolutos do conjunto A N N2.

Observamos que o nimero de Tjurina para o caso em que @ é irredutivel com multi-

plicidade menor que 4 é bem conhecido e divulgado na literatura, veja, por exemplo, [37]
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ou [24] para resultados que incluem curvas de multiplicidade 4 e descrigdo completa do
conjunto A N N.

Se Q = (I[;_, f;), entao pelo Lema 5.1 de [21], sabemos que por meio de uma mudanga
de coordenadas, podemos assumir que o ramo (f;) admite uma parametrizacao da forma
(t7", ¢(t1)), onde my é a multiplicidade de f; e a multiplicidade de (1) nao é divisivel
por my.

Se @ tem multiplicidade 1, entdo @ é irredutivel, ' = N, A =T\ {0}, 7=pu=0¢ca

curva é analiticamente equivalente a curva (Y), cuja parametrizagao é (1,0).

3.2.1 Multiplicidade 2

Uma curva de multiplicidade 2 pode admitir 1 ou 2 ramos. Analisemos tais casos.

1 RAMO

Consideremos um ramo plano () com multiplicidade 2. E fato conhecido que
(a) I' = (2,n,00), com n impar;
b) @ ¢é analiticamente equivalente a um ramo com parametrizagao ¢(t) = (t,t");

(
() A=T\{0};
(d)T=p=n-—1.

2 RAMOS

Consideremos uma curva plana reduzida Q = P, N P,. Como a multiplicidade de cada
ramo é 1, o semianel de valores associado ao ramo P, é dado por I'; = N, para i = 1, 2.

Neste caso, podemos ter duas situagoes de acordo com o cone tangente das curvas.
TANGENTES DISTINTAS

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a reta tangente a Py é (Y) e a reta
tangente a P é (X).

A multiplicidade de intersegao I; » entre os ramos também é 1.

Entao P, admite uma parametrizacao da forma (t1,0) e P, uma da forma (¢2(t2), t2)
com multiplicidade de s (t9) maior que 1.

Por meio da mudancga de coordenadas o(z,y) = (z — azy’,y), com i > 1, temos que @
¢ analiticamente equivalente a uma curva parametrizada por ¢(t) = [(¢1,0), (0, 2)], isto

é, podemos considerar, a menos de mudancas de coordenadas analiticas, que @ = (XY').
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Deste modo, pelo Exemplo 1.41, segue que o semianel de valores associado a ) é

[ = ((1,00), (00, 1)) = {(0,0} U{(1,1) + (11,%); (11,72) € N'}.

Como @ é definida por um polinomio quasehomogéneo, segue da Observacao 2.23 que

—2
A=T\{(0,0)} ={(1,1) + (71,72); (71,72) € N'}.
Além disso, T=p = +p2+2L2—-1=04+0+2-1-1=1.

MESMA TANGENTE

Neste caso podemos supor que reta tangente dos ramos seja (Y) e que a multiplicidade
de intersecao entre os ramos P, e P, seja I1 3 = n > 1, ou seja, podemos considerar que a

curva seja parametrizada por

B(t) = [(tl,O), (tg,tg—i- f: aﬂfé)] :

i=n-+1

Mais ainda, por meio de mudancas de coordenadas da forma o(x,y) = (z,y — a;x'y),
para i > 1, a curva () é analiticamente equivalente a uma curva com parametrizagao
o(t) = [(t1,0), (ta, th)]. Assim, @) é analiticamente equivalente a curva quasehomogénea
(Y(Y — X™)).

Utilizando os resultados de Delgado vistos na Secao 1.4 e a Proposicao 1.30, consta-

tamos que os pontos absolutos irredutiveis do semianel de valores I' associado a ) sao

v(g1) = (1,1), v(g2) = (00, n) e v(g3) = (n,00), onde g1 =, g2 =y e g3 = y — 2". Logo,
o semianel de valores associado a () é

I'= <(17 1)? (007 n)v (nv OO) >
Como a curva @) é quasehomogénea, pela Observagao 2.23 segue que
A =T\{(0,0)}.

Mais especificamente,

A= {(1’ 1)7 L) (TL - Ln - 1>} U {(TL,TL) + (/71772); (717’72) € NQ}
Além disso,

T=p=p +p+2hLs—1=0+0+2n—-1=2n—1.
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3.2.2 Multiplicidade 3

Uma curva com multiplicidade 3 pode admitir uma, duas ou trés componentes irredutiveis.

Analisemos cada um destes casos.

1 RAMO

Consideremos um ramo plano () de multiplicidade 3. Neste caso, o semianel de valores
associado a Q é I = (3,n, 00), com MDC(3,n) = 1. E conhecido (veja [37] e [24]) que hé
duas possibilidades.

1) Se A =T\ {0}, entéo @ é analiticamente equivalente a um ramo com parametrizac¢ao
o(t) =, t") e =pn=2(n—1).

2) Se A # I'\ {0}, entéo @) ¢é analiticamente equivalente a um ramo parametrizado por
o(t) = (3, " +¢*73™), para algum 2 < m < [2] (parte inteira de 2). Consequentemente,

A é minimamente gerado por {3,n,2n —3(m —1)} e 7 =2n—m — 1.

2 RAMOS

Consideremos uma curva plana reduzida () = PN P,. Podemos supor que a multiplicidade

do ramo P; seja 1 e a multiplicidade de P seja 2. O semianel de valores associado a P;

é entdo I'; = N, o semianel de valores associado a P; é T'y = (2,1, 00), com n impar.
Como no caso de multiplicidade 2, temos duas andlises a considerar de acordo com as

tangentes dos ramos.
TANGENTES DISTINTAS

Neste caso, a multiplicidade de intersecao entre os ramos é o produto das multiplici-
dades, ou seja, I; o = 2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que a reta tangente

de P, é (Y) eade P, é (X), isto é, podemos considerar a curva parametrizada por

¢(t) = [(tla 0)7 (902(252)’ tg)],

com mult(ps(t2)) > 2.

Por meio de mudangas de coordenadas da forma o(z,y) = (z+ay®,y) e o' (x,y) = (z—
bay*, ), podemos eliminar os termos de s(ts) com poténcias 2k e n+ 2k, k > 1, ou seja,
@ ¢ analiticamente equivalente a uma curva parametrizada por ¢(t) = [(¢1,0), (t5,t3)],
isto ¢, podemos assumir que @ seja dada por (Y (X? —Y™)), que é quasehomogénea.

Agora, pelo que vimos na Secao 1.4, os pontos absolutos irredutiveis do semianel de

valores I' associado a curva @ s@o v(g1) = (1,n), v(g2) = (00,2) e v(g3) = (2,00), onde
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g1 =1, go =1y e g3 =2>—y". Logo, o semianel de valores associado a Q) é
I'=((1,n),(c0,2),(2,00)).
Mais explicitamente, temos
n—1
I' = {(0,0)} U {(041,2062% o Z lel S (6%) S T}
—2
U {(L,n)}u{2n+1)+ (n.12); (1,72) €N

Novamente, pela Observacao 2.23, concluimos que

A=T\{(0,0)}.
Além disso, temos 7 = p = + po + 2L —1=0+(n—-1)+2-2—-1=n+2.

MESMA TANGENTE

Como antes podemos assumir que a reta tangente dos ramos seja (Y). Deste modo,

(@ é analiticamente equivalente a uma curva parametrizada por

o(t) = |(t1,0), | 12, Za]t + Zajt]é , coma; € Cea,#0.
j=n

Notemos que a multiplicidade de interse¢ao I, entre os ramos dessa curva serd a

multiplicidade de
(5]

Z a;ty + Z a;t),

Vamos entao dividir nossa anéalise em dois casos.

Caso 1. I, =2m < n.

Neste caso, considerando mudancas de coordenadas:

e o(z,y) = (z,y — aa’™™y), i =m+1,..., [%], eliminamos o termo ¢3';

o o(z,y) = (z,y — bja"+1+2=2m) eliminamos os termos t5 "% com i > 0;

o o(z,y) = (z,y — i(y — 2™)a'y), eliminamos os termos ¢ 2" com i > 0;

e o(z,y) = (:1: + o™y + aymaty), i > 1, e as mudancas de parametros p;(t;) =

t(1 4 aith) e palts) = ta(1 + a;t2)2, eliminamos o termo t5+%,
Combinando as mudancas de coordenadas e parametros acima, podemos assumir que

a curva seja parametrizada por ¢(t) = [(t1,0), (£3, 3™ + cty)], com ¢ # 0.
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Mais ainda, considerando v € C tal que y" 2™ = ¢, o(z,y) = (V2x,v*™y), p1(t1) = vt

e pa(te) = yta, podemos considerar a seguinte parametrizacao para a curva Q:

¢<t> = [(tla 0)7 (t%, tgm + t;)]

Desta maneira, @) é analiticamente equivalente & curva (Y ((Y — X™)% — X")).
Sejam
Gr=x, gp=y—a" g=y e g=(y—a")’—a"
Utilizando os resultados descritos na Secao 1.4, constatamos que os pontos absolutos
irredutiveis do semianel de valores I" associado a curva @ sao v(g1) = (1,2), v(g2) = (m,n),

v(g3) = (00,2m) e v(gs) = (2m, 00). Logo, o semianel de valores I" associado a @ é
I'=((1,2), (m,n), (c0,2m), (2m, c0) ).

Consequentemente, uma Base Standard minima para o anel local da curva @) é o

conjunto G = {g1, g2, g3, ga }-
Sejam agora €2 o mdédulo de diferenciais de Kéhler da curva @) e T seu submédulo

de torcao. No apéndice deste capitulo pode ser encontrada uma Base Standard minima

H para 72. Essa base H nos fornece o conjunto de geradores minimos para o conjunto

das ordens de diferenciais A de @) e, consequentemente, para o conjunto A. Tal conjunto
minimo é
{(1,2), (m,n), (c0,2m), (2m, 00), (co,n 4+ 2), (m + 1,00)}.

Além disso, o condutor de A é Kk = (m + 1,n + 1) e temos m, = m pontos absolutos

de A N'N? dados por
(1,2),(2,4),....,(m — 1,2(m — 1)), (m,n).
O nimero de Tjurina de @ pode ser calculado por (3.8), ou seja,
T=T1+T+Ls+ma=0+n—-1)+2m+m=n+3m—1.

Caso 2. I, =n.

Neste caso, consideramos a parametrizagao

o(t) = [(tlao)a (té, ty + Zajtgﬂ)] , com a; € C.
j=1

Por meio da mudanga de coordenadas o(z,y) = (z,y — aix'y), com i > 0, podemos

eliminar o termo com expoente n + 2i, por meio de o'(z,y) = (z,y — Vjy*z?), j > 0,
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podemos eliminar termos com expoente 2n + 2j e por meio de o”’(x,y) = (z + y,y)
juntamente com a mudanca de pardmetros ps(ts) = to(1+ atl =2 + ...)2, em que p2(t2) =
2 + a(t? + S 7)), podemos eliminar o termo ¢2"~2. Desse modo, considerando tais

mudancas de coordenadas, podemos assumir que () admita uma parametrizacao
N
¢(t> = (tla 0)7 t%: tg + Z b]’t;”r?jil , com bj e C.
j=1

Temos assim dois subcasos.

Subcaso (%) b; = 0, para todo j =1, ..., 2.
Neste subcaso, temos a parametrizagao ¢(t) = [(t1,0), (¢3,15)], isto é, @ é analitica-
mente equivalente a curva (Y (Y? — X™)), que é quasechomogénea.
Pelos resultados da Secao 1.4, concluimos que G = {z,y, y*—x"} é uma Base Standard
minima para anel local da curva. Deste modo, o semianel de valores I' associado a () é
dado por

I'= <<1’ 2)7 (OO, n)v (TL, OO) >
Mais explicitamente, temos
—2
I'= {(07 0)7 (17 2)7 ey (n - 17 2(” - 1))} U {(TL, 2n — ]-) + (71772); (71772) €N }
Como @ é quasehomogénea, pela Observacao 2.23, temos A =1"\ {(0,0)} e

T=p=f+p+2hLy—1
=0+n—-1)+2n—1=3n-2.
Subcaso (iz) b; # 0, para algum j =1, ..., ”T_S
Observemos que para este subcaso devemos obrigatoriamente ter n > 5. Sejam m o

menor indice j tal que b; # 0 e

n—3
2

B(t) = | (1, 0), [ 13,15+ > bty ™!
j=m

Combinando as mudancas de coordenadas dadas no inicio do caso [ o = n, a mudanca
de coordenadas o (x,y) = (z+ox"™, y+a;22'y), i > 1, de parametros py(t1) = t1(14+o4t})
e pa(ts) = to(1 + a;t?)?, que eliminam o termo 3 > ~! podemos considerar que a

curva seja dada por uma parametrizacao da forma
o(t) = [(t1,0), (13, t5 + bty 1)].
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Mais ainda, considerando o(z,y) = (v2x,7"y), p1(t1) = Yt e pa(tz) = vyta, em que

2m—1

~v € C satisfazendo ~ = b, podemos assumir que () admite a parametrizagao

¢(t> = [(th 0)7 (t%, tg + t;z—&—Zm—l)]‘

Logo, ) é analiticamente equivalente a curva

n+2m—1

(v (2= X" =247y 4 xmenet) )
O semianel de valores I' associado a @) ainda é igual a
I'= <(1’ 2)7 (OO, ’I‘L), (nv OO)>

Uma Base Standard minima para anel local da curva @ é entdo G = {z, fi, fo}, onde

n4+2m—1 n+2m_1

fi=y e fo=y*—a"—22 2 y+ux

Sejam agora €2 o médulo de diferenciais de Kéhler da curva Q e T seu submdédulo de
torcao. No apéndice deste capitulo pode ser encontrada uma Base Standard minima H
para 79_ Essa base H nos fornece o conjunto de geradores minimos para o conjunto das

ordens de diferenciais A de ). Tal conjunto minimo é

2 1
{(1,2>7 (00, ), (00,n + 2m + 1), (%m) } .
n+2m—1

Além disso, o condutor de A é k = (%, n + 2m) e temos my = "= pontos

absolutos de A N N? dados por

n+2m-—1

(1,2), (2,4), ..., <Tn +2m — 1) .

O numero de Tjurina de @ pode ser calculado por (3.8), ou seja,

n+2m—1_5n+2m—3
2 B 2 '

T:T1+T2+[172+m/\:0+<n_1)+n+

3 RAMOS

Consideremos uma curva plana reduzida Q = P; N P, N P3 com multiplicidade 3. Como
a multiplicidade de cada ramo é 1, o semianel de valores I'; associado a P; é igual a N,

parat=1,2,3.
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A rigor podemos ter 3 possibilidades com respeito as tangentes dos ramos: todas
distintas, duas iguais e a outra distinta ou ainda, todas iguais. No que segue vamos

abordar as duas primeiras possibilidades conjuntamente.
AO MENOS DUAS TANGENTES DISTINTAS

Sem perda de generalidade, podemos assumir que os ramos P; e P, tenham tangentes
distintas. Logo, I = 1.
Supondo ainda que ;3 =n > 1, a curva () é analiticamente equivalente a uma curva

parametrizada por
o(t) = [(tl,o), (Z aitg,t2> : (tg,tg + ) bjtg,;)] .
=2 j=n+1

Se P, = (fi), entao considerando mudancas de coordenadas da forma o(x,y) = (z +

bfifs,y+cfifl), comi>1ej > 1, podemos eliminar termos 5" e t477, ou seja, podemos

assumir que a parametrizacao seja

¢(t) = [(tla O>7 (07 tQ) ) (t?n tg)] :

Deste modo, @ é analiticamente equivalente & curva quasehomogénea ( XY (Y — X™)).
Pela Proposi¢ao 1.30, vemos que os pontos absolutos irredutiveis do semianel de valores
I" associado a @ sao v(gl) = (OO, 17”)71}(92) = (17 00, 1) € U(g3) = (77/, 1, OO), onde g1 =y,

go=1x e g3 =y —x". Assim, temos
I'=((o0,1,n),(1,00,1),(n,1,00)).

Logo, uma Base Standard minima para o anel local da curva @ é G = {g1, 92, g3}
Pela Observagao 2.23, temos A =T\ {(0,0)} e

T=p=p+po+ps+2(La+nLis+1Is) —(3—1)
=04+04+0+2(1+n+1)—2=2n+2.

MESMA TANGENTE

Sem perda de generalidade, podemos supor que 1 < I1, =n < m = [; 3. Assim, a

curva () é analiticamente equivalente a uma curva parametrizada por

B(t) = [(tl,O), (tQ,t;Jr Z bg&é) , (tg,ct?+ Z cjt§>] :

i=n+1 j=m+1

com b;,c; € C, c e C\ {0}.
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Denotemos por I3 = p, sabemos que p > n.
Por meio de mudangas de coordenadas da forma o(z,y) = (z,y + a;z'y), com i > 1,

podemos assumir que a curva admita parametrizacao
o(t) = [(tl, 0), (ta,13), (ts, oty + Y cﬁé)] :
j=m+1

Além disso, mudangas de coordenadas da forma o(x,y) = (z,y + a;z'y(y — 2™)), com

1 > 1, permitem que consideremos a curva dada por

o= [i0 . s (o )]

Vamos agora dividir nossa andlise em dois casos.

Caso 1. n < m.

Neste caso, temos p =n e

o(t) = [(tl,()), (ta, 1), (tg,t? <a+ iaﬂfé))] .

Assim, @) é analiticamente equivalente a curva

<Y(Y - X" (Y - X" <a—|— gaj)(ﬂ)) > .

n—1
Nn=z, =y, gg=y—a"eg=y—a" <G+Z“j$j>,
j=1

Agora se

pelos resultados descritos na Secao 1.4, constatamos que os pontos absolutos irredutiveis
do semianel de valores I' associado a @ sao v(g1) = (1,1,1), v(g2) = (oo, n,m), v(gs) =
(n7 00, ’I'L) € ’U(g4) = (m7 n, OO)

Logo, o semianel de valores associado a @) é
I'=((1,1,1), (c0,n,m), (n,o00,n), (m,n,o0)).

Desta maneira, uma Base Standard minima para o anel local da curva () é o conjunto

G =1{91,92: 93, 9a}-

Sejam agora €2 o médulo de diferenciais de Kéahler da curva Q e T seu submdédulo de

torcao. No apéndice deste capitulo pode ser encontrada uma Base Standard minima H
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para % Tal base H nos fornece o conjunto de geradores minimos para o conjunto das

ordens de diferenciais A. O conjunto de geradores minimos é
{(1,1,1), (c0,m,m), (n,00,n), (m,n,o0), (co,00,m+ 1), (co,n+1,00), (m + 1,00,00)}.

Além disso, o condutor de A é Kk = (m+1,n+1,m+1).
Vamos agora usar a férmula (3.6) para calcular o nimero de Tjurina de Q.
Inicialmente, como cada ramo ¢é regular, temos 7; = p; = 0, para i = 1,2, 3.

Para encontrar (3.7), consideremos

0 o}
I=—=¢ J= =,
7 I-D7
= (1,1,1) e a seguinte cadeia saturada

=(1,,) <2, ,)<..<(m+1,1,1)=a™
a"=m+1,1L1)<(m+1,2,1)<...<(m+1,n+1,1)=a™™"
A" =(m+1In+1L, 1)< (m+n+1,2)<..<(m+1Ln+lm+1)=a*""" =g

Usando essa cadeia, temos

(7=

Si(sttiin) S (Gt )
zm: ( J(m+1,n+1,7) )

(m+1,n+1,j7+1)

Como v(J) = B, i = D, (N\ {0}), temos que
(,1,1) € /Y0, 1,1), j=1,...m
(m+1,5,1) e ' (m+1,5,1), j=1,..,n
(m+1,n+1,5) € F''m+1,n+1,5), j=1,..,m.

J
Logo, [ <—j(/<;)

Passemos agora ao calculo de [ (

):m+n—|—m:n+2m.

T (m)) Notemos inicialmente que v(Z) = A.

Agora, uma vez que (7,7,7) € FIU(I)(]', 1,1), para todo j = 1, ..., m, temos
& 1,1
] 1 + 7 9 )
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Afirmamos que F;(I)(m+ 1,7,1) = 0, para todo j = 1,...,n — 1. De fato, como j < n,
o0 unico elemento 5 = (1, a2, B3) € A, com By = 5 é = (4,4,7), pois (1,1,1) é o tnico
ponto absoluto irredutivel de A que podemos utilizar para gerar um elemento em A com
segunda coordenada menor que n. Além disso, notemos que (0o, n, m) € FQU(I) (m+1,n,1).

Logo,

il( Z(m+1,4,1) )_1
= \Z(m+1,j+11) '

Observemos finalmente que F;(Z) (m+1,n+1,7) =0, para todo j = 1,...,m. A prova

deste fato é similar & demonstragao feita para verificar que k é o condutor de A (veja no

Apéndice a Afirmagao 3 referente a esta curva). Logo,

il I(m+1,n+1,5) 0
: Im+1,n+1,7+1))

J=1

T
Assim, [ | —— | = m + 1. Consequentemente,
Z(x)

v
l(%) =n+2m—(m+1)=n+m-—1.

T

Portanto, utilizando a férmula (3.6), o nimero de Tjurina de @ é

3 Q;
T=Y T+ Y, ]J+l<®”7>
i=1

1<i<j<3

=04+04+0+n+m+n+n+m—-1=3n+2m—1

Caso 2. n=m.

Neste caso, temos a parametrizacao

¢(t> = [(t1a0)7 (tQatg)v (ti%tg (CL+ nz:ajté>>] )

com a € C\ {0,1}.
Seja agora k — 1 o menor indice j tal que a; # 0. Vamos dividir nossa andlise em dois

subcasos.

Subcaso (2) 2 <k <n—1.

Ficamos assim com a seguinte parametrizacao

P(t) = [(tho); (t2,15), (tg,tg (a-l— Z ajtfq;))] ,com2<k<n-—1.

j=k—1

3
|
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A curva @) é entao analiticamente equivalente a curva

<Y(Y - X" (Y - X" (a + jgl anJ)) > :

Counsideremos ainda

n—1
=2, 2=y, gg=y—a"equ=y—a" <a+ > aj:rj>.
j=k—1

Pelos resultados vistos na Secao 1.4, constatamos que os pontos absolutos irredutiveis
do semianel de valores I' associado a @ sao v(g1) = (1,1,1), v(g2) = (co0,n,n), v(gs) =

(n,00,n) e v(gs) = (n,n,00). Assim, temos
I'={((1,1,1), (c0,n,n), (n,o00,n), (n,n,c0)).

Logo, uma Base Standard minima para anel local da curva Q é G = {g1, g2, 93, g1 }-

Sejam agora €2 o médulo de diferenciais de Kéhler da curva Q e T seu submdédulo de
torcao. O leitor pode encontrar no apéndice deste capitulo uma Base Standard minima
H = {wi,ws, ...,ws} para %

Logo, o conjunto de geradores minimos de A é
{(1,1,1), (c0,m,n), (n,00,n), (n,n,o0), (c0,00,n+ k), (co,n + k,00), (n+ k,00,00)}.

Além disso, o condutor de A é k = (n+ k,n+ k,n+ k).

Assim, para calcular o nimero de Tjurina de @), consideremos

Q N
IT=—=¢ J= -,
77 -DB7
a = (1,1,1) e a seguinte cadeia saturada

=(1,1,1)<(2,1,1)<...<(n+k1,1)=a"™
"= (n+k1,1) < (n+k21)<..<(n+kn+k1)=a?"h
2 — (4 kn+ k1)< (n+kn+k2) <. < (n+k,n+k,n—|—k):oz3(”+k) = K.

Usando essa cadeia, temos
n+k—1 . n+k—1 .
J (k) JG+1L1L1)) = \T+kj+11)

" 11( T(n+kn+kj) )
- Jn+kn+kj+1))

+

1M

+
Bl

+

.
Il
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Como v(J) = @, A = @;_,(N\ {0}), temos que

Z(L) =n+k—14n+k—1+n+k—1=3n+3k—3.
J (k)

z

Para o calculode [ | ——
Z(k)

(7,7,7) € Flv(I)(j, 1,1), para todo j = 1,...,n 4+ k — 1, temos

n+k—1 .
7(5,1,1) \ _
Ezl(ﬂf+LLD)_n+k b

Jj=1

), notemos inicialmente que v(Z) = A. Agora, uma vez que

Também observemos que F;(Z)(n +k,j,1) = 0, para todo j = 1,...,n — 1. Por outro

lado, (00, 7,7) € F;(I)(n + k,j,1), para todo j =n,n+1,....,n + k — 1. Logo,

SN EAUESNAVER Bt
In+kj+1,1))

j=1

Finalmente como Fg(I)(n +kn+k j)=0, paratodoj=1,..,n+k — 1, temos

ni_ll I(n+k,n+k,j) _0
, In+kn+kj+1))

J=1

T
Assim, [ (m) = n + 2k — 1. Consequentemente,
K
o, 2L
l( ZEI T) =3n+3k—-3—-—(n+2k—1)=2n+k—2.
T

Portanto, utilizando a férmula (3.6), o nimero de Tjurina de @ é

3 @3 Q;
T:ZTi+ Z IZ,J+Z< 151%)
=1 T

1<i<j<3

=04+0+04+n+n+n+2n+k—-2
=bn+k—2.

Subcaso (it) k = n.

Ficamos com a seguinte parametrizagao

o(t) = [(t1,0), (t2, t3) , (t3, at3)] .
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Desta maneira, a curva ) é analiticamente equivalente a curva quasehomogénea
(Y = X")(Y —aX™)).
O semianel de valores I" associado a @) ainda é igual a
I'={((1,1,1),(c0,n,n), (n,o0,n), (n,n,c0)).
Como @ é quasehomogénea, pela Observacao 2.23, temos A =T\ {(0,0)} e

T=p=p+pe+pus+2(Lho+lLis+Is) —(3—1)
=04+0+0+2-(n+n+n)—2=06n-—2.

3.2.3 Tabelas

Reunimos nas tabelas a seguir os resultados encontrados nesta secao de acordo com a

multiplicidade da curva.

| Multiplicidade 1

=N
Parametrizagdo ¢ = [¢] Geradores minimos de A Nimero de Tjurina
¢ = (ta O) 1 =0

’ Multiplicidade 2

' = (2,n,00), n impar
Parametrizagio ¢ = [¢] Geradores minimos de A Numero de Tjurina
¢ = (t2,t") 2,n T=n-1
I'=((1,00), (o0,1))
Parametrizagdo ¢ = [¢1, ¢2] Geradores minimos de A Numero de Tjurina
¢1 = (t1,0), ¢2 = (0,t2) (1,00), (00,1) T=1
I'=((1,1),(c0,n), (n,00)), n >2

Parametrizagio ¢ = [¢1, ¢2] Geradores minimos de A Numero de Tjurina
¢1 = (t1,0), ¢2 = (t2,13) (1,1), (00, n), (n, 00) T=2n-1
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Multiplicidade 3

I'=(3,n,

o0), MDC(3,n) =1

Parametrizagao ¢ =

(9]

Geradores minimos de A

Ntmero de Tjurina

¢ = (tgvtn)

3,n

T=2(n-1)

(ZS — (t:’)7 tn + t2’l’7,—3’l”r7,)7
para algum 2 < m < [%]

3,n,2n —3(m—1)

T=2n—m-—1

I'={((1,n),(0,2),(2,00)), n impar e n > 1

Parametrizagio ¢ = [¢1, ¢2] Geradores minimos de A Numero de Tjurina
#1 = (t1,0), ¢o = (t5,13) (1,m), (00, 2), (2,00) T=n+1

I'=((1,2), (m,n), (c0,2m), (2m,00) ), 2m < n, n {impar
Parametrizagdo ¢ = [¢1, ¢2] Geradores minimos de A Numero de Tjurina
1 = (t1,0) (1,2), (m,n), (c0,2m), (2m, o), T=n+3m—1
B = (t3,43m + 1) (00, m+2), (m+ 1,00)

I'=((1,2),(c0,n), (n,00)), n impar e n > 1

Parametrizagdo ¢ = [¢1, ¢2] Geradores minimos de A Numero de Tjurina
¢1 = (t1,0), d2 = (13, 13) (1,2), (00, 1), (1, 0) T=3n-2
1 = (t1,0) (1,2), (00, n), (co,n + 2m + 1),
b2 = (13,15 + 132", (n42t1, o0) ~nram-3

n—3
para algum 1 < m < #5*

T'={(o0,1,n),(

17O<)71)7(n’170<))>7 nZ]‘

Parametrizacao ¢ =

[f1, P2, P3]

Geradores minimos de A

Numero de Tjurina

¢1 - (tl,o)v ¢2 = (07t2)7 ¢3 = (t37t§)

(007 17n)7 (]‘7 OO7 ]‘)7 (n? ]‘7 OO)

T=2n+2

r=((1,1,1), (c0,n,m),

(n,00,n),(m,n,00)), 1 <n<m

Parametrizagao ¢ =

[d)lv ¢27 ¢3]

Geradores minimos de A

Ntmero de Tjurina

¢1 = (t1,0)
¢z = (t2,13)
¢3 = (t3, 15 (a + 2272, Lat})), a #0

(1,1,1), (oo, n,m), (n,00,n),
(m,n,0), (00,00, m + 1),

(Oo7n+ 1700)7 (m+ ]"OO’OO)

T=3n+2m—1

I'=((1,1,1),(co,n,

n), (n,00,n), (n,n,00) ), n > 1

Parametrizagdo ¢ = [¢1, P2, P3] Geradores minimos de A Numero de Tjurina
¢1 = (t1,0), ¢2 = (ta2,13) (1,1,1), (00, m,m), (n,00,m),

3 = (tg,tg(a—i—Z; kl 1ajt3)) (n,n,00), (00, 00,n + k), T=bn+k—2
a#0,1eai_1 #0,paraalgum 2 < k <n-—1 | (co,n+ k,0), (n+ k, 00, 00)

¢1 = (t1,0), d2 = (t2,t5) (1,1,1), (o0, n,n), (n,00,n), T=6n—2

¢3 = (t3,ath), a #0,1 (n,n,00)

100




Apéndice

Curva Q =(Y (Y — X™)? - X")), 2m <n

Uma Base Standard minima para o anel local de @) é o conjunto G = {z,v, 2, fo}, onde

n

my2— pn

z=y—amefo=(y—x
Consideremos o conjunto H = {dx, dy, dz, dfs,w;,ws}, onde

wy = mydr — xdy e wy = nzdr — 2xdz.

Como uma parametrizacio para Q é ¢(t) = [(t1,0), (tao, t2™ + 13)], temos

zo¢)(t) = (t,13),
yoo)(t) = (0,85" +13),
z0¢)(t) = (—t1", 13),
faod)(t) = (1™ —11,0),

Afirmacao 1. Seja w € 72. Se v(w) > (m + 1,n + 1), entdo w admite redugao médulo

(H,G). Em particular, w tem uma reducao final nula médulo (H, G).

De fato, seja A = v(w) e escrevamos A = (Ag, Ag) € NQ, com A\ >m+1led >n+1.
Suponhamos que A\; < co. Como v(wy) = (m+1,00), considerando A\ = m+ 1+ «;, com

0 < a1 < o0, temos
nw)=M=m+1+a; =11(x%wy) e 1rr(w)= A < 0o =1a(x"w,y),

o que mostra que w admite uma 1-reducao médulo (H,G).
Suponhamos agora que Ay < oco. Uma vez que v(wy) = (00, n+2) e v(dy) = (00, 2m),
consideremos s = n + 1 + ag, com 0 < ay < 0.

Se iy é Tmpar, temos as = 21 + 1, para algum [ > 0, e Ay = n + 2] + 2. Assim,
vi(w) =M <oo=v(rlw) e (w) =X =n+2+2=(rlw).
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Se «ip é par, temos ag = 2, para algum [ > 0, e s =n + 1+ 2] > 2m. Assim,

n+1

n(w) =\ < 0o =u(2"T T "dy) e my(w) = =n—+1+20 =z T dy),

0 que mostra que w admite uma 2-redugao médulo (H, G).

Afirmacgao 2. O conjunto H é uma Base Standard minima para %
Vamos mostrar que todos os Si-processos e Sy-processos minimos entre dois elementos

de H sobre G tém reducao final nula médulo (H, G).
e S)-processos minimos entre dz e dz: w = c;x™ 2 f3*dx + coxPr 272 fQB 3dz
;= ma™ tdr + dz = ma™ tdx + dy — ma™ tdx = dy = df;
wy = mzdr — xdz = m(y — 2™)dx — z(dy — mx™ tdx) = mydr — vdy = w,
@y = mfadr+a™dz = (mEEm— )+ (—mt ), 2 o) = (—mtn, ng
wy = mPdr—xfodz = (m(—t™)>—t1- (2™ —t7)-(—mt" 1), mtdn-2ty) = (—mt" " 2mit )
ws = mfadr—rzdz = (M) —t - (—t7)-(—mt ™), —t243-nth 1) = (—mt?, —nt3")
wo = mzfade — 2"z = (m(=]) - (B = 17) = (" - (=t ™), —5P g
= (mtmtn, —pgptAmily
Notemos que devido a Afirmacao 1 os Si-processos ws, wy, ws € wg tém reducao final
nula médulo (H, G).
e Sy-processos minimos entre dz e dz: w = c;x® 2 f{*dx + coxPr 222 ff 3dz
wr = na"ldx — 2zdz = —df,
wg = nzdr — 2xdz = we
@ = na" M ldy — 2z fidz = (ntpt T 2T Log, —opm . (2m qn) -t Y)
= (ntyt™ 1t —ont )
wio = na™ Lzde — 2fidz = (7l (=), nt2 Y gm 2ty — 2(82m 4 ) -t )
= (—nt?™ 1 —onganh)
@i = na" L fidr —2zdz = (—2(—tT) - (—mt™ ), nt2 DL ($2m o gn) oty — 240 )
= (=2mt™ "t 2ty Al
wio = nzfide — 20 dz = (=267 (—tT L) it - (12m  41) - 2ty — 2420TD gy
= (2mt?™, 2ntan ).
Nos proximos Ss-processos os expoentes indicados sdo todos nao nulos (quando o
Sa-processo de fato existir).
wis = nz®2dr — 2fPdz = (n(—t7)2, ntho? . 2ty — (2™ + 172)% . g Y)
= ((=1)22nt]"*?, p(t2)), com ordy,(p(ts)) > nag + 1
Wiy = nfde — 22%2dz = (=2(—t7)P2 - (—mtT ), n(E2m 4+ 1) - 2ty — 257 pth )
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= ((=1)%H12e™ p(t,)), com ordy, (p(ts)) > nfs +n —1
w5 = nz?de — 227 fPdz = (n(—t7)02 ntho2 - 2ty — 2270 - (12M 4 17)5s . Y
= ((—=1)*nt]"*?, p(t2)), com ordy, (p(t2)) > nas + 1
wig = nfide —2aP 2P dz = (=240 - (=) - (—mtT YY), n (2 ) — 2020 D Y
= ((=1)=H26 0 p(ty)), com ordy, (p(ta)) > nffy +n + 261 + 1.
Logo, todos os Sp-processos minimos entre dx e dz tém uma reducao final nula médulo
(H,G).
e Si-processos minimos entre dz e dfy: w = c1x® 2 f¥dx + coxP zﬂ2f253df2
w7 = 2ma? Ve —dfy = (2mt3" = 2mtEm ot P, 2mt§(2m_1)-2t2) = (nt?, dmty™ )
wig = 2mzidr—axdfys = (2m(—t™)2 —t1-(2mt3" —ntt ), 2midn-2t,) = (2mnt}, 4mtam )
@y = 2mfodr — xdfy = 2m(E3™ — %) —t1 - (2mt7" ' —nt? 1), 0) = ((n — 2m)t7, 0)
woo = 2mztdr — x fodfy = (2m(—t7) —t1 - (3™ —17) - 2mt3™ 1 — 071 2mitdn - 2ty)
= ((2m + )2t — 21 gmig"th)
o1 = 2mf3dy — w22y = (2B — ) — 11 - (—7)? - 2t — 1), 0)
= ((n — 4m)t7™ " + 2mt3" 0)
oy = 2mz fodx + 2™ dfy = (2m(—t7) - (2™ — ) + ¢ 2m™ T — nt? 1), 0)
— ((2m — n)tp+,0)
wog = 2ma™ ! fodx + zdfy = (2mt7 - (B3 — 1) + (7)) - 2mEE™ —nt? 1), 0)
= ((n —2m)t7"71,0)
woy = 2ma™ L zdw + dfy = 2mtT T (=) 4+ 2mt3™ = nth ), 2mt§(m_1) 1l - 2t9)
= (—nt" ! 4mty It
wos = 2mfidx + 2™ zdfy = (2m(t3" — )2 F T (=) - (2mt? T — nt? 1), 0)
= ((n — 4m)t7™*" + 2mt3" 0).
Observemos agora que
Wi — Wy 1= wir — 20™dfy = (P Amty™ T — 202™ - (2mitEm T + oty )
= (nt}7t, —2nth Ay,
Logo, todos os S1-processos minimos entre dx e dfs tém uma redugao final nula médulo
(H,G).
e So-processos minimos entre dz e dfy: @ = ¢,z 22 f{*dx + cyz™ zﬁ2f1ﬂ3df1
wos = ma™ tda — dfy = —dz
Woy = m22dx — 2" Idfy = (m(—tT)2, mi2r - 2ty — LT 2mi2 T 4t Y)
= (mt}™, —nty" ")

wog = mfidr — xdf; = w;
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wag = m22 fidw — " dfy = (0, mt3™ - (3™ + 1) - 2ty — tg(nﬂ) - (2mtam Tt + ntd )
= (0, (2m — n)ta"*h).
Nos préximos Sy-processos os expoentes indicados sao todos nao nulos (quando o
So-processo de fato existir).
w0 = mz2dx — f*dfy = (m
= ((—=1)*mt"*?,p(ts)), com ord, (p(t2)) > nas + 1

w1 = mfdr — 2Pdfy = (0, m(t2m + t3)°3 - 2ty — 137 - (2mt2™ " 4 i)
= (0,p(t)), com ord, (p(t2)) > npPa+2m — 1

Wy = mz®2dx — 2P fRAf = (m(—t7)%2, mile? - 2ty — 127 (12 41255 - (2mit2m T ntdh))
= ((—=1)*mt]"*?,p(ts)), com ord, (p(tz2)) > nas + 1

wys = mfOde — 2P 2P dfy = (0, m(E2" + t3)%3 - 2ty — 27 157 (2mit2m 4 ntd )
= (0,p(t)), com ordy, (p(t2)) > npPs +2m + 25, — 1

wyy = ma® fi3dr — 2P2dfy = (0, mta - (137 4 15)% - 2ty — 1377 - (2mtI™ T 4ty h)
= (0,p(t2)), com ord, (p(t2)) > nfy+2m —1

w5 = ma® z2dr— fPdf; = (maSt-(— )22, mit 2 4802 . 2ty — (12 4-47) 55 (2mit 2 gL
= ((=1)2mt]**" p(ty)), com ordy, (p(ts)) > nay + 20 + 1.

(=), mty®2 - 2ty — (3™ 4+ 15)% - (2mt3™ ' + nth "))

Logo, todos os Ss-processos minimos entre dx e df; tém uma redugao final nula médulo
(H, Q).
e S)-processos minimos entre dz e wy: @w = c;x™ 22 f3¥dx + 02:1051252][253@
w36 = (2m — n)z"dr — we = ((2m — )t — (2m — )t (2m — n)t3™ - 2t,)
= (0,2(2m — n)t3" )
w37 = (2m —n)zdr +wy = ((2m — n)(—t7") + (2m — ), (2m — n)ty - 2t5)
= (0,2(2m — n)t3™)
= (2m —n) fodz — x™wy = ((2m —n)(E3™ —t7) —t7 - (2m —n)t, 0) = ((n —2m)t}, 0)
w39 = (2m—n) fodr+ 209 = ((2m —n) (2" —t7) + (=t7) - 2m—n)t7,0) = ((n—2m)t7, 0).
Notemos agora que

W39 — Why 1= W39 — Zmn;”:vdfl = ((0,2(2m — n)t%mJr1 — 2”‘7—”15% . (2mt§m_1 + ntg‘_l))

= (0, - Gmonnymety

m

Logo, todos os S;-processos minimos entre dx e ws tém uma reducao final nula médulo
(H,G).
e So-processos minimos entre dz e wy: @w = c;x™ 22 fi*dx + 02x51252f163w1
@y = (2m — n)a"dr — 2zw; = ((2m — n)t7, (2m — n)t2" - 2ty — 213 - (2m — n)ty ™)
= ((2m —n)ty,0)
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w1 = (2m — n)zdr — 2w = ((2m — n)(—t™), (2m — n)t} - 2ty — 2(2m — n)th™)

2m — )t - (=), (2m — n)EEm - tn - 2ty — 2(t2m 4 17) - (2m — n)ty )

n —2m)t3m, —2(2m — n)t3" )

w3 = (2m — n)zfidr — 2wy = (0, (2m — n)ty - (3™ +13) - 2ty — 2™ . (2m — n)ty )
= (0,2(2m — n)t3"*).

Nos proximos Sp-processos os expoentes indicados sdo todos nao nulos (quando o
So-processo de fato existir).
wag = (2m — n) fO3da — 2252w, = (0, (2m — n) (2™ 4+ 12)23 — 2457 . (2m — )i+
= (0,p(t)), com ord, (p(t2)) > npPs+n+1
w5 = (2m — n) fO2dx — 2271 2% w0, = (0, (2m — n) (127 + £2)%s — 2627 4372 . (2m — n)t5 )
= (0, p(t2)), com ordy, (p(ts)) > nPs +n+ 26, + 1
= (2m — n)z® fO3dx — 227df; = (0, (2m — n)te - (127 4 12)2s — 2457 - (2m — n)th+Y)
= (0,p(ts)), com ord, (p(t2)) > npbs +n+ 1.
Logo, todos os Se-processos minimos entre dx e w; tém uma redugao final nula médulo
(H,G).
e S)-processos minimos entre dz e dfy: @ = c; 7™ 22 f53dz + coz™ ZﬁQfégBdfg
wyr = 20™dz + dfy = (267 - (—mtT ) + 2mEm Tt — gt 262ty
= (—nth™! 2ntytAml)
g = 22dz—dfy = (2(—t7) - (—mt ") — (2mtT™ ) 2t nth ) = (nt T 2nt3" )
Wy = 2fadz — zdfy = (2(2™ — 1) - (—mt?Y) — (—t7) - 2m2™ T — nt? 1), 0)
= ((2m —n)t"=10)
wso = 2fadz + a™dfy = (2(83" — 1) - (—mt? ) + (87) - 2mt3" T — ntp ), 0)
= ((2m —n)t"*10).
Logo, todos os Si-processos minimos entre dz e dfs tém uma redugao final nula médulo
(H,G).
e So-processos minimos entre dz e df;: w = ¢z z*? f{¥dz + coxP zﬁfoSdfl
w5 = 2madz — nzdfy = (2mt - (—mtTY), 2mtdm o nth Tt — nth - (2mtaPm T 4ot )
= (—2m?2t3m 1 —p22nh
w5 = 2mzdz — nx" " ™df,
= @2m(—t7) - (=t 2mey -ty — 3" 2mtE T+ nty )

_ 242m—1 243n—2m—1
= (2m ", —nty )

105



53 = 2mfidz — nzdfy = (0,2m(t3™ +13) - nty "t — ntd - (2mta™ ! 4ty )
= (0,(2m — n)nta" ).
Nos préximos So-processos os expoentes indicados sao todos nao nulos (quando o
Sa-processo de fato existir).
sy = 2mz*2dz — nfl&dfl
= (2m(—t7)o2 . (—mt 7Y, 2mts2 -ty — (2™ 4 13)5 - 2mt3" 4 nth )
= ((=1)222m2" 2> t™1 (1)), com ordy, (p(ty)) > nag +n — 1
w5 = 2max* z%?dz — nflﬁi”dfl
= (2mtd - (=)0 (—mt™ L), 22t 502 DT — (12 1) (2t £t )
= ((—1)eztigmpeztmten=t h4))), com ordy, (p(ty)) > nag +n + 20y — 1
wse = 2ma® fO3dz —nzP2dfy = (0,2mt2 - (27 ) -ty —nty” - (2mtE T 4ntd )
= (0, p(t2)), com ordy,(p(t2)) > nPs +2m — 1
wsr = 2mz*2dz — nx™ f1ﬁ3df1
= (2m(—t7)02 - (—mtTY), 2mtpe? st — ity (837 12)Ps - (2mit 4 nt )
= ((=1)2 1 2m2 2t p(ty)), com ordy, (p(ts)) > nay +n —1
s = 2mf03dz —na® 2P dfy = (0, 2m(t3™ +13)08 -t~ — ntd? 5 (2mit2m g )
= (0, p(t2)), com ordy,(p(ty)) > nPs + 2m + 25, — 1.
Logo, todos os Sa-processos minimos entre dz e df; tém uma reducao final nula médulo
(H,G).
e Si-processos minimos entre dz e wy: w = 1™ 2*? f¥dz + coxPr 252 ff‘?’wg
wsy = (2m — n)xdz +mws = ((2m —n)ty - (—mt 1) +m(2m — n)t?, (2m — n)t - nth 1)
= (0, (2m — n)nth™) = nw,
(2m — n)zdz — ma™ tw,
((2m — n) (=) - (=t ™) =m0 (2m — n)E, (2m — )t - ™)
= (0, (2m —n)nt3" 1)
(
(
(
(

2m—n) fodz+mz?wy = ((2m—n) (2" —t3) - (—mt" ) +mti" 1 (2m—n)t7, 0)
(2m — n)mt "1 0)

wer = (2m — n) foadz — mx™ 2wy

(2m —n) ("™ —15) - (=mt™) —mt - (=) - (2m — n)t", 0)
= ((2m — n)mt*""10),

Logo, todos os Si-processos minimos entre dz e wy tém uma reducao final nula médulo
(H,G).

e So-processos minimos entre dz e wy: @ = c; w1 2% f3dz + P 27 flﬁgwl
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= (2m —n)xdz — nwy = ((2m —n)ty - (—mt), (2m — n)ts - nty"" —n(2m —n
2 d 2 t tm), (2 t2 -ty 2 ¢t
= ((n — 2m)mt}"**,0)
wes = (2m —n)z%dz — nz" tw,
(2m — ) (—t)? - (—mtP=), (2m — )t nt ™ — 2D (2m — n)t)
((n = 2m)mty™ ", 0)
= (2m —n) fidz —nz™ wy = (0, (2m —n) (2™ + 1) - el — 2™V (2m — n)tath)
= (0, (2m — n)nt3" ).
Nos proximos Ss-processos os expoentes indicados sdo todos nao nulos (quando o
Sy-processo de fato existir).
wes = (2m —n)z*2dz — nf*w
(2m —n)(—tm)e2 - (—mt? ), (2m — n)t5*2 - ntyt — n(t2m 4 t3)5 . (2m — n)ty )
(=)t (2m — n)mt2 ™1 p(ty)), com ordy, (p(ty)) > nag +n — 1
o2m —n) f3dz — nzPwy = (0, (2m — n) (2™ 4+ 12)2 - nth ™t — ntd® - (2m — )it
0,p(t2)), com ordy,(p(ty)) > nPs +n+1

= (
= (
= (
= (
(2m — n)z* z*2dz — nfw

((2m=n)t (=172 (=mt "), (2m—n)t5* 5% nty " —n(t5" +t5)%-(2m—n)t5*!)
((—=1)*2 1 (2m — n)ymt T p(ty)), com ordy, (p(ts)) > noas +n + 204 — 1
= (
= (
(
(
(
= (

2m—n)z® fodz—nzPwy = (0, (2m—n)t2r (2 442)0s . ntd —nt - (2m—n) i)
0,p(t2)), com ordy,(p(ty)) > nPs +n+1

om — n)z®2dz — naP fPw,

(2m—n)(—t7)22 - (—mt™ ), (2m —n)t3o? - nth Tt —ntdPt - (127 4-13) 55 (2m —n) i)
(=12t (2m — n)mt > p(ty)), com ordy, (p(ty)) > nag +n — 1

2m—n) fO2dz—na® 22w, = (0, (2m—n) (27 +13) -nt3~ —nt3 5% (2m—n)ts )
= (0,p(t2)), com ordy, (p(t2)) > npbs +n+ 206, + 1.

Logo, todos os Sa-processos minimos entre dz e w; tém uma reducao final nula médulo

(H,G).

e S)-processos minimos entre dfs e wy: @ = c1x% Y2 f52dfy + cpx™ y52f2ﬁ3w2

Todos satisfazem v(w) > (m + 1,n + 1). Logo, todos tém redugao final nula médulo
(H,G).
e Sy-processos minimos entre df] e wi: @ = c;rM Y2 f{3dfy + coxPry® fPw;

Todos satisfazem v(w) > (m + 1,n + 1). Logo, todos tém redugao final nula mddulo
(H,G).
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Portanto, H é uma Base Standard para 79- A minimalidade de H é devida as ordens

de seus elementos.

n+2m—1

Curva Q = <Y(Y2 _ X ox®Ety 4 X”+2m—1)>, | <m <ot

Uma Base Standard minima para o anel local de @ é o conjunto G = {z,y, f»}, onde
o=y —a"— 2

Consideremos o conjunto H = {dz, dy,w;,ws}, onde

n+2m—1
2

y+xn+2m71

n+2m—1

wy =nydr —2xdy e wy = (—2m+ 1)z~ 2 dr—w;.

Como uma parametrizacio para Q é ¢(t) = [(t1,0), (t2, 53 4+ t5 > 1)] temos
(o 9)(t) = (tr,13),
(yod)(t) = (0,5 + 57271,
(fa0d)(t) = (=7 +177*71,0),
(dz o 9)(t) = (1, 2%,),
(dy o @)(t) = (0,nt3™" + (n+2m — 1);*"7),
(wr 0 @)(t) = (0, (—4m + 2)t57™),
(w20 d)(0) = ((=2m+ Dty ¢ ,0).

Afirmacao 1. Sejaw € 72_ Sev(w) > (%, n + 2m), entao w admite reducao modulo
(H,G). Em particular, w tem uma reducao final nula médulo (H, G).

De fato, seja A = v(w) e escrevamos A = (A1, Ag) € N2, com \; > % ey > nt+2m.

nt2m+1

Suponhamos que A; < co. Como v(w,) = (242

,oo), considerando \; = % + o,
com 0 < a; < 00, temos
n+2m-+1
nw) =M= T +a; =1 (2%wy) e r(w) = Ay < 00 = 1a(x™ws),
0 que mostra que w admite uma 1-redugao médulo (H, G).
Suponhamos agora que A < co. Uma vez que v(w;) = (co,n +2m + 1) e v(dy) =
(00, n), consideremos Ay = n + 2m + as, com 0 < @y < 00.

Se ap € impar, temos ay = 2l + 1, para algum [ > 0, e Ay =n + 2m + 2] + 1. Assim,
nw)=x1x <oo= Vl(mlwl) e ww)=X=n+2m+1+20= Vg(mlwl).
Se ap € par, temos g = 21, para algum [ > 0, e Ay = n + 2m + 2[. Assim,

vi(w) = A\ < oo = (a™dy) e (w) = Ay =n+2m + 2l = vy (a™dy),
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0 que mostra que w admite uma 2-redugao médulo (H, G).

Q

Afirmagao 2. O conjunto H ¢ uma Base Standard minima para =.

Vamos mostrar que todos os Si-processos e Sp-processos minimos entre dois elementos
de H sobre G tém redugao final nula médulo (H, G).

e S)-processos minimos entre dz e wy: w = c;x™ fy?dx + coxP f252w2.

n+2m—1
w=0C2m—1)z 2 dr+w =—-w
n—2m+1 n—2m+1 n+2m—1

@y = (2m—1)fadv—2""2  wy = (Cm—1) (=P +t72" " H—t, > (=2m+1)t; > ,0)
= ((2m — 1)1, 0).

Notemos que devido a Afirmacao 1 o Si-processo wy tem reducao final nula médulo
(H,G).
e Sy-processos minimos entre dz e dy: @ = c;x® y*2dx + coxry 2 dy.
w3 = nz" tdx — 2ydy

= (7Y, 2D oty — 20t 4 P L (g 4 (4 2m — 1))

= (nt771, —2(2n + 2m — D)™ T2 2(n + 2m — 1)t2mHmT3)
wy = nydxr — 2xdy = w;.

Notemos que devido a Afirmacao 1 o Ss-processo ws tem reducgao final nula mdédulo
(H,G).

e Sy-processos minimos entre dz e wy: @ = ¢,z y*2dx + corPyw;.

n+2m—1 n+2m-—1

ws = (2m—1)z" 2 drtw = (2m—1)t, > ,(2m—1)t52" "1 2ty + (—dm+2)t5 ™)
n+2m—1
=(@m -1t * ,0)=—w
n—2m+1

we = (2m—1)y?dz +x 2 w
= (0, (2m — 1) (3 + 52 12 2y 4 572 L (—dim + 2)5T2™)
= (0, (8m — 4)t5" 2™ 4 (4m — 2)ga" M=),

Notemos que devido a Afirmacao 1 o Sp-processo wg tem redugao final nula médulo
(H,G).
e S,-processos minimos entre dy e wy: @ = c;x* y°2dy + corPyP2w,.

Todos satisfazem v(w) > (%,n%— Qm). Logo, todos tém reducao final nula
moédulo (H,G).

Portanto, H é uma Base Standard para 7@- A minimalidade de H é devida as ordens

de seus elementos.
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Curva @ = <Y(Y—X") (Y X <a—|—z 1a3 7))>, l<n<me
a # 0
Uma Base Standard minima para o anel local de @ é o conjunto G = {g1, g2, g3, 94}, onde

G =x,02=Y,93=y—x"egr=y—a" (a+Z 1a3$3)
Consideremos o conjunto H = {wy,ws, ...,wr}, onde w; = dg;, para i =1,2,3,4 e

Ws = NGgow1 — g1Wa,

maq
wg=(Mn—m)grws — (M + ——g1 + ... | W5,
a(n —m)

wr = (n—m)gws — (1+ ag!"™" + ...) we.

Como uma parametrizacao para @) é ¢(t) = [(tl, 0), (t2, %), <t3, 5 (a + Z 1 a;t ))] ,

temos
g1(t) = (t1,t2,t3),

n—1
go(t) = [ 0,18, ¢ (a +> aﬂé)) ,

J=1

n—1
gs(t) = | =7, 0,7 <a+ Zajtg,;) — tf;) :

j=1
n—1 ' n—1 .

ga(t) = [ =t (a +) ajt{> At (a + Zajt;> ,0) ,
i=1 j=1

wi(t) = (1,1,1),

n—1
wo(t) = | 0,nty ™" e~ (am +> (m+ j)ajtfé)) ,
=1
n—1 4
wy(t) = [ —nt?1,0, 07" <am +) (m+ j)ajtg) - mfg—1> :
=1
n—1 ' n—1 '
wy(t) = [ =t (am + Z(m —|—j)ajt{> A (am + Z(m +j)ajt§> ,O> ,
=1 i=1
n—1 .
ws(t) = |0,0,t5" (a(n —m)+ Z(n —m — j)ajt?,))) :
7j=1

we(t) = (0,n(n —m)ty,0),

wr(t) = (—(n — m)ty <am + i(m + j)aﬂé) ,0, O)

=1
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Afirmagao 1. Seja @ € 2\{0}. Se v(w) > (m+1,n+1,m+1), entdo @ admite redugao

médulo (H, G). Em particular, w tem redugao final nula médulo (H, G).

Com efeito, seja A = v(w) e escrevamos A = (Ay, Ay, A3) € N?’\{@}, com A, A3 > m+1
e Ag > n + 1. Suponhamos que A\; < co. Como v(w;) = (m + 1,00, 00), considerando

AM=m+14a, com 0 < a; < oo, temos

nw)=M=m+1+ao =11(97"wr),
V(@) = Ay < 00 = va(gy" wr),
v3(w) = A3 < o0 = v3(gy" wr),

o que mostra que w admite uma 1-reducao médulo (H,G).

Analogamente mostra-se que se A\ < 00, entao w admite uma k-redugao mddulo
(H,G), para k = 2, 3.

Afirmagao 2. H é uma Base Standard minima para 72_
Para provar essa afirmacao, basta aplicar o Algoritmo 3 ao conjunto H. Notemos

inicialmente que devido a Afirmacao 1 se w é um Sj-processo de H sobre G tal que

viw) > (m+1,n+1,m+ 1), entdo @ tem reducao final nula médulo (H, G).
Analisemos agora vy (w), v2(w) e v3(w), onde w é um Si-processo de H sobre G.

e Si-processos entre wy € ws: @ = 197" g5°gy wr + 02911953954003

* 11 ()
Notemos que vi(w) > a3 + naz + may + 1 = 51 +npPs + mPBy + n. Assim, se ay # 0

ou 34 # 0, entdo vy (w) > m. Se ay = 4 = 0, entdao devemos ter
@1 (tr) = (1) %0t (—7)* + (=) (=) " (—nt7 1) = 0.

Portanto, sempre temos v (w) > m.

* v9(w)

Notemos que vy(w) = (g7 g5° g w1). Assim, se az # 0, entdo vy(w) = oo. Se
az = 0, entdo vy(w) = ag + nay + 1. Deste modo, se oy # 0, entdo vy(w) > n + 1.
Agora se ay = 0, como a; + naz +may + 1 = 1 +npbs+mpby +n é a equacao diofantina
associada a esse Si-processo, temos a; > n—1. Se ay > n—1, entdo v5(w) > n. Portanto,
vo(w) < n+ 1 se, e somente se, a3 =ay =0e a; =n — 1.

* v3(w)
a1 a3

Notemos que v3(ww) > min{vs(g g5 g5 w1), v3(g)" 95" gi'ws)}. Assim, se oy # 0 e

By # 0, entdo v3(w) = co. Supondo que ay = 0 e By # 0, devido a equagao diofantina,

111



temos v3(w) = a3 + naz + 1 = 1 +nPs + mpby +n > m. Supondo que ay # 0 e 5y = 0,
devido a equagao diofantina, temos v3(w) = 1 +nfs +n = ag + nag + mag + 1 > m.
Supondo que oy = 4 = 0, obtemos v3(w) > aj + naz + 1 = f1 + nfs + n (novamente

pela equagao diofantina). Agora, como neste caso ¢; = (—1)%n e ¢y = (—1)*, temos

n as
ws(ts) = (—1)2nts! (té” (a + Zajtg) - tg)

J=1

n Bs n
. (t? (a +) ajt§> - t;}) (tgH (am +) (m+ j)aﬂfé) - mfg—l)
j=1 j=1

— (_1)a3+ﬂ3n(t§c1+na3 _ t§1+n53+n—1) +p(t3),

com ord, (p(ts)) > a1 + nas. Isto nos diz que w também é um Ss-processo entre w; e ws.

Assim, se a3 # 0 e B3 # 0, entao v3(w) > min{oy+n(ag—1)+m+1, B1+nbs+m} > m.
Se ag = 0 e B3 # 0, entdo v3(w) > By +nbs+m > m. Se az # 0 e 3 = 0, entdo, pela
equacao diofantina, temos 51 > 1. Logo, v3(w) > min{ay+n(as—1)+m+1, f1+m} > m.
Agora, se a3 = f3 =0, temos a; > n — 1. Se a; > n — 1, entao $; > 1. Desta maneira,
v3(w) = B1 +m > m + 1. Portanto, v3(w) < m + 1 se, e somente, se ag = ay = 0 ¢
a; =n— 1.

Logo, o tinico Si-processo w entre w; e ws que nao satisfaz v(w) > (m+1,n+1,m+1)

é @ = ng! 'w; + ws. Porém, observando que

n—1
w(t) = (nt’f‘l —nt? oty nty Tt et (am + Z(m + j)ajtfq;) — nt§_1>

Jj=1

-1
= (o,nts-l,tg"-l ( Z m+ j) t)) = wy(t),

concluimos que todo Si-processo entre wy e ws tem redugao final nula médulo (H, G).

e Si-processos entre wy € wy: w = 197" 95" g5 wy + czgllgg:“gf“w
* vy (w)

Temos vy (w) > 11 (g0 g5 g2 wy) > 11 (wy) = m.
* Vo (w)

Notemos que vy(w) > min{vs(g0 5% 54w ), v3(g0 g5 g4 wy)}. Assim, se a3 # 0 e
B3 # 0, entao v5(w) = co. Supondo que az = 0 e f3 # 0, temos vo(w) = a; +nay + 1. Se
ay # 0, entdo vp(w) > n+1. Se ay = 0, como ag +nag+may+1 = F1+nfs+mpPs+méa

equagao diofantina associada a esse Si-processo, temos vo(w) = f1 + nfs +mpPy+m > n.
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Supondo que a3 # 0 e 3 = 0, temos vo(w) = B + nPs +n. Se f; # 0 ou By # 0, entdo
vo(w) > n. Se 1 = 4 = 0, pela equagao diofantina obtemos ay + nag +mag+1=m, o
que implica em oy = 0. Assim, podemos ter ry(w) <n+1se f; =p3=01=a,=0c¢€
az # 0. Supondo que ag = B3 = 0, obtemos v5(w) > min{a; +nay+ 1, 51 +nbs+n}. Se
o minimo é a; + nay + 1, entdo ja sabemos que vy(w) > n. Se o minimo é f; + nfy + n,
entdo vo(w) = f1+nPs+n e, analogamente ao que foi feito acima, vemos que podemos ter
vo(w) <n+1se f; =pPs=ps=as=as=0. Portanto, os tnicos S;-processos entre w;

e wy que podem nao satisfazer vo(w) > n+ 1 sdo da forma w = amg; g5*w; + (—1)*3wy.

* v3(w)

Notemos que v3(w) = v3(g7"95% g5 w1). Assim, se ay # 0, entdo v3(w) = oo. Se
ay = 0, entdo v3(w) = a1 + naz + 1 = 1 + nfs + mpPy + m, pela equagdo diofantina. Se
p1 # 0 ou Ps # 0 ou fy # 0, entdo v3(w) > m. Portanto, v3(w) < m+1 se, e somente se,
bi=0s=01=as=0.

Pela analise feita acima, os inicos Si-processos entre wy e wy que podem nao satisfazer
vo(w) > (m+1,n+1, m+1) sdo da forma w = amg* g5°w1+(—1)*w,. Porém, observando

que para ag # 0

wi(t1) = amtf* (—t7)* 4+ (—=1)* <—t§”_1 (am + i(m —l—j)aﬁ{)) ,

j=1

@) = (~1)° (nt g (m + Z<m+j>ajté>) ,

j=1
n—1 ' a3
’W3(t3) = amt?l <t§n (CL + Z aﬂ%) — tg) ,
j=1
vemos que v(w) = (m + k,n,m), com k > 1. Mais ainda, como

@alta) = (~1)™nty™ + ..

ws(ts) = (—=1)®amt3 " + . = (=1)amty " + ..,

w tem a seguinte reducao modulo (H,G):

n:=w— (—1)%w,.
Para a3 = 0, temos
wo(ty) = amtS* +nty ™t + . =ntd +amty
w3(ts) = amt§' + ... = amty ' + ...
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Logo, w tem a seguinte redu¢ao médulo (H, G):
N i=w — Wwa.

Em ambos os casos, v(n) > (m+1,n+1,m+ 1), ou seja, w admite uma redugao final
nula médulo (H, G).

Pela analise feita acima, concluimos que todo Si-processo entre w; e wy tem redugao
final nula médulo (H, G).

e Si-processos entre w e wy: @ = ¢ g7 g wr 4 cog) g5 g wr

* v1(w)

Temos v (w) > Vl(gflgg?’gf“wﬁ > v (wr) =m+ 1.
* Vo(w)

Notemos que vo(w) = (g7 g5 g5 w1). Assim, se az # 0, entdo vo(w) = oo. Se
az = 0, entdo va(w) = ag +nay + 1. Deste modo, se ay # 0, entao vy(w) > n+ 1. Agora
se oy = 0, como o + nas +may +1 = B +npfs +mpBs +m +1 ¢ a equagao diofantina
associada a esse Sj-processo, temos vy(w) = a3 +1 =1 +nfs+mpBys+m+1>n+1.
Portanto, sempre temos v5(w) > n + 1.

* v3(w)

Notemos que v5(w) = v3(97"95°g5 w1). Assim, se ay # 0, entdo vy(w) = oo. Se
ay =0, entao v3(w) = ag +nag+1 =G +nbs+mpPs+m+1>m+1 (devido a equagao
diofantina novamente). Portanto, sempre temos v3(w) > m + 1.

Pelo que observamos acima, concluimos que todo Si-processo entre w; e wy tem reducao
final nula médulo (H, G).

e Si-processos entre ws e wy: @ = 197 g5°g5 w3 + czgllg§3gf4w4

* vy (w)

Temos 14 (w) > Vl(glﬁlgg?’gf‘*m) > vy (wy) = m.
* Uy(w)

Notemos que v(w) = 15(g0 ga° g w,). Assim, se 35 # 0, entdo 1(w) = co. Se
Ps =0, temos v3(w) = P +nbs+n. Se B1 # 0 ou By # 0, entdo vo(w) > n+ 1. Portanto,
vo(w) < n+ 1 se, e somente se, /1 = f3 = 4 = 0.
* v3(w)

Notemos que v5(w) = v3(97"95° g5 ws). Assim, se ay # 0, entdo v3(w) = oo. Se
ay = 0, como aq +nag+mayg+n = B +nfs+mpBy+m é a equacao diofantina associada

a esse Si-processo, obtemos v3(w) = a3 + naz +n = B +nbs +mby +m. Se 51 # 0
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ou B3 # 0 ou By # 0, entdo v3(w) > m + 1. Portanto, v3(w) < m + 1 se, e somente se,
p1 =03 =01=0.

Agora, devido a equacao diofantina, se f; = B3 = (4 = 0, devemos ter ay = 0 e
a1 + nasg +n = m. Logo, os Unicos Si-processos @ entre ws € wy que nao satisfazem
viw) > (m+ 1L,n+ 1,m + 1) sdo da forma w = amg*g5°ws — (—1)*nw,y. Porém,

observando que

wi(ty) = amt‘fl(—t’f)aa(—nt’f—l) —(=1)*n <_t71n—1 (am + z_:(m —|—j)ajt{>) ,

=1
n—1 4
wxh):-x—n%n<mg*—t?*<mn+§:wm+ﬁ%g>>,
=1
n—1 . a3 n—1 '
w3(t3) = amts? <t§” (a + Zajtg,;) — t?) (tg"_l (am + Z(m “l‘j)@jté) — nt§_1> :
=1 =1

vemos que v(w) = (m + k,n,m), com k > 1. Mais ainda, como

w2(t2) = (—1)“3+1n(nt§‘_1 + ),

ws(ts) = (—1)* n(amtd st 4 ) = (=) Pn(amty ™ + L),

w tem a seguinte redugao médulo (H, G):

@ty s,

ni=w—(=1)

Logo, v(n) > (m+1,n+1,m+ 1), ou seja, w admite uma redugao final nula médulo
(H,G).
Pela anélise feita acima, concluimos que todo Si-processo entre wsz e wy tem reducao

final nula médulo (H, G).

e Si-processos entre ws € wy: @ = 19 g5 gT w3 4 cog g g wr

* v1(w)

Temos vy (w) > 11 (g7 g5 g wr) > 11 (wr) = m + 1.
* Vo(w)

Temos v5(w) = 00.
* v3(w)

Notemos que v3(w) = v3(g7"95% g5 ws). Assim, se ay # 0, entdo v3(w) = oo. Se
ay = 0, como a1 +nas+may+n = B1+nfs+mpBs+m—+1 é a equacao diofantina associada
a esse Si-processo, obtemos v3(w) = a1 + nag+n =5 +nbs+mby+m+1>m+ 1.

Portanto, sempre temos v3(w) > m + 1.
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Pelo que observamos acima, concluimos que todo Si-processo entre w3 e wy tem reducao
final nula médulo (H, G).

e Si-processos entre wy € wr: @ = c19° g2 g wy + cogt g5 g wr

* vy (w)

Temos vy (w) > 11 (g7 g5 g wr) > 11 (wr) = m + 1.
* Vo(w)

Notemos que vo(w) = (g7 g5° g5 wy). Assim, se az # 0, entdo vp(w) = oo. Se
az = 0, temos v3(w) = a1 + nay +n. Se oy # 0 ou ay # 0, entdo vo(w) > n+ 1. Agora,
como aq + nag +may +m = B1 +npPs +mps+m+ 1 é a equacao diofantina associada
a esse Sp-processo, devemos ter a; # 0 ou az # 0 ou ay # 0. Portanto, sempre temos
v3(w) > m+ 1.

* v3(w)

Temos v3(w) = oo.

Pelo que observamos acima, concluimos que todo S;-processo entre wy e w; tem redugao
final nula médulo (H, G).

Portanto, todo Si-processo de H sobre G tem reducdo final nula médulo (H,G).
Analogamente, podemos mostrar que todo Ss-processo e todo Sz-processo de H sobre
G tém redugao final nula médulo (H,G). Isso nos permite concluir que H é uma Base
Standard para 72, A minimalidade de H é devida a ordem de seus elementos.

Deste modo, o conjunto das ordens de diferenciais A de () é minimamente gerado pelo

conjunto
{(1,1,1), (c0,m,m), (N, 00,n), (M, n,00), (00,00,m+ 1), (co,n+ 1,00), (m + 1, 00,00)}.

Afirmacao 3. O condutor de A é k = (m+1,n+1,m+1).

De fato, como o elemento

A= (00,00,m+ 14+ A3) @ (co,n+ 1+ Ay, 00) & (m + 1+ A, 00, 00)
=(m+1+A,n+1+X,m+1+A;)
=(m+1Ln+1,m+1)+ (A, A, A3)

é um elemento de A, para quaisquer A, Ao, A3 € N, jé temos k < (m +1,n+1,m + 1).
Também temos (m,n,m), (m + 1,n,m), (m,n+ 1,m), (m,n,m + 1) € A. Logo, é

suficiente mostrar que (m+ 1,n+1,m),(m+1,n,m+1),(mn+1,m+1) & A.
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Suponhamos, por absurdo, que (m + 1,n + 1,m) € A. Entao existe w € Q tal que

[CARPNC PN K PN 71

v(w) = (m+ 1,n+ 1,m). Notemos agora que a igualdade vs3(w) = v5(g7" 595> g4 w;)
apenas ¢ possivel se i = 1,2,3 e ay = a4y = 0. Assim, se i = 1, entdo m = v3(w) =
ay + nag + 1. Mas como v (g7 g5%w1) = a1 + nas + 1, temos v (g7" g5°w1) = m < v(w).
Se i = 2, uma vez que v3(wy) = m, temos a; = az = 0. Porém, vp(ws) = n < va(w). Se
i =3, entao m = v3(w) = a1 + nag +n. Mas como v(g7" g5°ws) = oy + naz + n, temos

vi(97" g5 ws) =

que contradiz o fato de H ser uma Base Standard para . Portanto, (m+1,n+1,n) € A.

m < v(w). Isso implica que w nao admite uma 3-reducao médulo (H, G), o

De maneira andloga, mostramos que (m + 1,n,m+ 1), (m,n+1,m+ 1) € A.

Curva Q = <Y(Y—X”) (Y X" (HZ; I 1an3>)>, n>1,2<
Ek<n—1eaz#0,1

Uma Base Standard minima para o anel local de @ é o conjunto G = {g1, g2, g3, 94}, onde
G =, 02=Y,g3=y—a"eg=y—a" <a+2?;§_1ajfcj)-
Consideremos o conjunto H = {wy,ws, ...,wr}, onde w; = dg;, para i =1,2,3,4 e

Ws = NGgawi — g1Wa,

ankay, n
- e w
(k'_’l)ak—lgl 5y
n+k—1Dag_1 ,_
( - ) b 1g’f 1—1—...) we-

we = (k — 1)ap_1gFws + (cm

wr = (k — 1)ap_1gFw, + ((a —-1)—

Como ¢(t) = [(tl, 0), (t2, %), (tg, ty (a + ZJ b1 a]tg)ﬂ é uma parametrizagao para
(), temos

g1<t) = (t17t27t3>7

n—1
g(t) = [0, <a+ > ajtf>)
j=k—1
n—1 '
g3<t) =\~ 71170775? ((@_ 1) + Z aﬂ%)) )
j=k—1
n—1 - n—1
gu(t) = [ -t (a + ) ajt{> ,—t0 ((a —1)+ a]t;> ,0) ,
j=k—1 Jj=k—1
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ws(t) = —nt?‘l,o,tg_l ( a—1)n+ (n +j)ajt§>> ,
k-1

Jj=

n— n—1
wy(t) = | =771 <cm—|— (n+ j)a;t ) —t5~ l(a—ln—l— Z n+j ajtj> O),

j=k—1 j=k—1

n—1
ws(t) = 10,0,—t5 jajtg);),

k-1
we(t) = (0, (k — Dnay_t571,0),

wr(t) = (—(k — Dag_t5 1 <an + "i (k —i—j)aﬂé) ,0,0) :

j=k—1

As Afirmacoes 1, 2 e 3 a seguir sao analogas as afirmacoes feitas para a curva () =
<Y(Y—X") (Y Xm (a—l—z 1 G j)>>, coml <n<mea#0, etém demons-
tragoes também analogas as realizadas naquele caso.

Afirmacao 1. Sejaw € 2\ {0}. Se v(w) > (n+k,n+k,n+k), entdo w admite redugio
médulo (H,G). Em particular, @ tem reducao final nula médulo (H, G).

Afirmacgao 2. H é uma Base Standard minima para 72—

Afirmagao 3. O condutor de A é k = (n+ k,n+ k,n+ k).
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