UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
(Doutorado)

HELIO VINICIUS M. TOZATTI

Dispersividade e Recursividade para Acoes de
Semigrupos.

Maringa - PR



HELIO VINICIUS M. TOZATTI

Dispersividade e Recursividade para Acoes de
Semigrupos.

Tese submetida ao corpo docente do Programa de
Pés-Graduacao em Matematica da Universidade
Estadual de Maringda - UEM-PR, como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do grau de
Doutor.

Orientador: Prof. Dr. Josiney Alves de Souza;

Co-Orientador Prof. Dr. Carlos José Braga Bar-
ros.

Maringa - PR



AGRADECIMENTOS

Agradeco em especial ao orientador Prof. Dr. Josiney Alves de Souza e ao
Co-orientador Prof. Dr. Carlos José Braga Barros pelo empenho e dedicagao ao meu
desenvolvimento cientifco desde a minha graduagao. Ao amigo de pesquisa Victor Hugo

Lourenco da Rocha que contribuiu com este trabalho e a Capes pelo apoio financeiro.

Hélio Vinicius M. Tozatti

1



RESUMO

Os conceitos de recursividade e dispersividade para sistemas dinamicos em
espagos métricos estao relacionados com estabilidade de Poisson, pontos nao-dispersivos,
instabilidade de Poisson e pontos-dispersivos. No presente trabalho sera exposto uma
extensao destes conceitos para agoes de semigrupos em espacgos admissiveis. Apresen-
taremos os conceitos de prolongamento, conjuntos limites prolongacionais, estabilidade
de Poisson, pontos nao-dispersivos, instabilidade de Poisson e pontos-dispersivos para
acoes de semigrupos. Provaremos a principal propriedade de um ponto nao-dispersivo,
ou seja, o ponto ¢ nao-dispersivo se, e somente se, este ponto pertence ao seu conjunto
limite prolongacional e mostraremos quais condi¢oes para que a acao é dispersiva se, e
somente se, para todo ponto do espago topoldgico, o prolongamento deste ponto é igual a
sua érbita e nao existem pontos quase periédicos. Em seguida, apresentaremos algumas

aplicagoes para sistemas de controle e fibrados.

Palavras Chaves: Recursividade, Dispersividade, Estabilidade de Poisson,
Instabilidade de Poisson, Prolongamentos, Conjuntos Limites Prolongacionais, Agoes de
Semigrupos, Espacos Admissiveis, Sistemas de Controle, Espacos Fibrados, Sistemas

Dinamicos e Sistemas Semi-Dinamicos.
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ABSTRACT

The recursive and dispersive concepts for dynamical systems in metric spaces
are related to Poisson stability, non-wandering points, Poisson instability and dispersive
points. The present thesis extends these concepts to semigroup actions on admissible spa-
ces. We present the concepts of prolongation, prolongational limit sets, Poisson stability,
non-wandering points, Poisson instability and dispersive points for semigroups actions.
Prove the main property of a non-dispersive point, i.e., the point is non-dispersive if,
and only if, this point belongs to the whole prolongational limit and show conditions for
which the action is dispersive if, and only if, for every point of the topological space, the
prolongation of this point is equal to its orbit and there are not almost periodic points.

We also present some applications to control systems and fiber bundles.

Key Words: Recursive, Dispersive, Poisson Stability, Poisson Instability,
Prolongation, Prolongational limit sets, Semigroups Actions, Admissible Spaces, Control

Systems, Fiber Bundles, Dynamical Systems and Semi-Dynamical Systems.
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INTRODUCAO

O estudo dos conceitos de dispersividade e recursividade em sistemas dinamicos
tem como ferramenta os conjuntos limites, prolongamentos e conjuntos limites prolon-
gacionais. Estes conjuntos descrevem o comportamento assintético das trajetérias no
espaco de fase. Neste trabalho, iremos estender estes conceitos para agoes de semigrupos
em espacos admissiveis, referente a uma familia F de subconjuntos do semigrupo, que

estd relacionada com as propriedades de direcao e invarianga do semigrupo.

A ideia de considerar uma familia F de subconjuntos do semigrupo para
definir conceitos dinamicos se deve primeiramente a Braga Barros e San Martin em [3],
que introduziram o conceito de conjunto JF-controlavel por cadeias. Este conceito foi
estudado em termos de uma familia F de subconjuntos de um semigrupo agindo em um
espago métrico. O estudo de agoes de semigrupos em espacos admissiveis surgiu com
Braga Barros e Souza em [4] e [5], com a finalidade de estender os conceitos de atrator
e recorréncia por cadeias para acgoes de semigrupos em espacos topoldgicos. Para esse
fim, houve a necessidade do espago topolégico possuir uma familia de coberturas abertas
admissivel, conceito primeiramente idealizado por Patrao e San Martin em [11] e [12].

Com a mesma metodologia surgiram os trabalhos [2], [6], [15], [16] e [17].

No primeiro capitulo, desenvolvemos resultados de Souza em [13] e de Braga
Barros; Rocha e Souza em [7], sobre espacgos admissiveis. Iniciamos o trabalho apresen-
tando o conceito de familia admissivel e espacos admissiveis. Em seguida definimos o
conceito de U-vizinhanga de um conjunto, onde I/ é uma familia de coberturas abertas.

Mostramos que dado um espaco admissivel M, a colecao de todas as U-vizinhancas,



onde U pertence a uma familia admissivel de M, é uma base para uma topologia de
M e esta topologia coincide com a de M. Provamos que se M é um espago paracom-
pacto e Hausdorff entdo a familia de todas as coberturas abertas de M é admissivel.
Finalizamos a secao de espacos admissiveis, provando que todos espac¢os uniformes sao
espagos admissiveis, ou seja, existe uma classe enorme de espagos topoldgicos que pos-
suem uma familia admissivel. Na segunda secao, desenvolvemos uma breve introducao
sobre convergéncia de redes, e mostramos algumas propriedades de convergéncia de redes

relacionadas com espagcos admissiveis.

No segundo capitulo abordamos os estudos de comportamento assintético
para agoes de semigrupos em espagos topoldgicos desenvolvido em [3], [4] e [5], onde
sao definidos érbitas progressivas e regressivas de um conjunto e as propriedades de in-
varianca. Definimos conjuntos minimais e algumas de suas propriedades. Em seguida,
apresentamos a definicao dos conjuntos omega-limites para acoes de semigrupos referente
a uma familia de subconjuntos do semigrupo, mostramos uma definicao equivalente en-
volvendo redes e que a definicao feita para agoes de semigrupos generaliza o conceito de
conjuntos omegas-limites para sistemas dinamicos. Apresentamos as hipoteses necesérias
sobre a familia de subconjuntos do semigrupo para estabelecermos quando os conjun-
tos omega-limites possuem as propriedades de invarianga e mostramos algumas relagoes
entre conjuntos minimais e conjuntos limites. Na segunda secao, apresentamos os con-
ceitos de prolongamentos e conjuntos limites prolongacionais para acoes de semigrupos
desenvolvidos por Braga Barros; Rocha e Souza em [7] e Souza e Tozatti em [20]. Inicia-
mos definindo conjuntos prolongacionais e conjuntos limites prolongacionais para acoes
de semigrupos em espagos admissiveis, mostramos defini¢des equivalentes envolvendo
redes e mostramos que estes conceitos generalizam os de sistemas dinamicos. Conclui-
mos mostrando sobre quais hipdteses os conjuntos limites prolongacionais satisfazem as

propriedades de invarianca.

Desenvolvemos no terceiro capitulo os conceitos de recursividade e dispersivi-

dade para agoes de semigrupos apresentados por Souza e Tozatti em [20]. Iniciamos com
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os conceitos de recursividade para a agao de semigrupo em um espaco topoldgico, refe-
rente a uma familia F de subconjuntos do semigrupo. Em seguida, apresentamos estabi-
lidade de Poisson, definimos o que é um ponto F-Poisson estavel, relacionamos este con-
ceito com os conjuntos limites e mostramos propriedades entre pontos quase peridédicos
e pontos F-Poisson estaveis. Continuamos o estudo definindo pontos F-nao dispersivos
e mostramos a principal relacdo com os conjuntos limites prolongacionais, ou seja, um
ponto é F-nao dispersivo se, e somente se, ele pertence ao seu conjunto limite prolonga-
cional. Provamos sobre quais hipdteses os pontos pertencentes ao conjunto omega-limite
de um ponto sao F-nao dispersivos, mostramos que os pontos pertencentes ao fecho do
conjunto dos pontos F-progressivamente Poisson estaveis ou F-regressivamente Poisson
estaveis sao JF-nao dispersivos. Provamos que para um espaco métrico completo, onde
a agao ¢ aberta e sobrejetiva e todos os pontos sao F-nao dispersivos, o conjunto dos
pontos F-Poisson estaveis ¢ um conjunto denso do espago. Expomos os conceitos de
dispersividade para acoes de semigrupos, definindo quando uma acao é Poisson instavel,
completamente instavel e F-dispersiva. Demonstramos as principais propriedades para
que a agao é F-dispersiva, ou seja, a acao ¢ F-dispersiva se, e somente se, todos os con-
juntos limites prolongacionais sao vazios e mostramos quando o semigrupo é um espago
topoldgico, onde a familia F satisfaz certas hipoteses, a acao é F-dispersiva se, e somente
se, para todo ponto do espago topoldgico, o prolongamento deste ponto é igual a sua

orbita e nao existem pontos quase periédicos.

O quarto capitulo é dedicado ao trabalho de Souza e Tozatti em [19], onde
sao abordados prolongamentos, conjuntos limites prolongacionais, conceitos de recursivi-
dade e dispersividade para sistemas de controle. Neste capitulo apresentamos a estrutura
necessaria para aplicarmos os resultados expostos nos Capitulos 2 e 3, referente ao com-

portamento assintotico das concatenacoes das solucoes do sistema.

No quinto capitulo, apresentamos acoes de semigrupos em fibrados. Os con-
ceitos deste capitulo foram estudados em [5], [12], [14], [17]. Iniciamos introduzindo os

conceitos basicos de fibrados associados a um fibrado principal, agoes de semigrupos em
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fibrados e aplicacoes equivariantes. Mostramos algumas propriedades sobre estabilidade
de Poisson e pontos nao-dispersivos em fibrados. Provamos que se um ponto no espaco
total é F-nao dispersivo entao a sua projecao no espaco base também serda F-nao dis-
persivo. Expomos um exemplo de um sistema semi-dinamico dispersivo que induz um
sistema semi-dinamico nao-dispersivo. Encerramos o capitulo definindo o conceito de co-
ciclo e um exemplo que mostra uma forma de construir agoes de semigrupos em fibrados

principais triviais por meios de cociclos.

O sexto capitulo é sobre o estudo de dispersividade e recursividade para
sistemas semi-dinamicos em fibrados, referente ao trabalho de Souza e Tozatti em [21].
Todo o capitulo ¢ desenvolvido tendo como pré requisitos os Capitulos 2,3 e 5, mostrando
quais relagoes existem entre espaco total, espaco base, fibra e espago associado referente
as propriedades de dispersividade e recursividade. Apresentamos as condi¢oes necessérias
para provar que o sistema semi-dinamico no espago base ¢é dispersivo se, e somente se,
nao existem pontos quase periédicos e o sistema semi-dinamico no fibrado associado é

dispersivo.
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CapiTULO 1

Espacos Admissiveis

Para o desenvolvimento dos estudos, apresentaremos uma estrutura bésica
dos espacos topoldgicos onde serao desenvolvidos os conceitos de recursividade e disper-
sividade para acoes de semigrupos. Na primeira secao deste capitulo, apresentaremos o
conceito de familia admissivel de um espaco topoldgico e suas propriedades. Mostraremos
que todo espaco topoldgico uniforme possui uma familia de coberturas abertas admissivel.
Temos como referéncia os artigos, [7] e [13]. Na segunda secdo, serd apresentado uma
breve introducao sobre convergeéncia de redes e algumas propriedades importantes para

o desenvolvimento do assunto.

1.1 Familia Admissivel de Coberturas

Nesta secao, apresentaremos o conceito de familia de coberturas abertas ad-
missivel de um espagco topolégico. Mostraremos algumas propriedades topolégicas e quais

classes de espacos topoldgicos possuem uma familia de coberturas abertas admissivel.

Inicialmente, fixados M um espaco topoldgico e duas coberturas abertas U
e V de M, denotaremos por V < U se V é um refinamento de U e V < %Z/l se para
quaisquer V, V' € V, com VNV’ # &, existe U € U tal que VUV’ C U. Observe que <
¢ uma pré-ordem no conjunto das coberturas abertas de M. Denotaremos por U AV a

cobertura

UNY={UNV:UeleV eV}

Por construgao, temos que U AV <UelUU NV V.



Para um subconjunto C' de M, definimos o conjunto
U,Cl={Uel:CNnU +# o}.

Definicao 1. Sejam V' um aberto de M e K um subconjunto compacto de M contido em
V. Dizemos que uma cobertura aberta U de M é K-subordinada a V' se todo elemento

de U que intercepta K estd contido em V', ou seja, se U € U, K], entao U C V.

Definicao 2. Uma familia O de coberturas abertas de M ¢é admissivel se satisfaz as

sequintes propriedades:

1. para cada U € O, existe ¥V € O tal que V < %Z/{;

2. dado um aberto V-.C M e dado um compacto K C M contido em V', entdao existe
U e O que é K-subordinada a V.

3. dadas U,V € O, existe W € O que refina simultaneamente U e V.

Definicao 3. Um espago topologico M € um espago admissivel se M possui uma

familia admissivel.

A seguir definiremos um conjunto que é uma ferramenta importante para o
desenvolvimento do trabalho. Este conjunto tem a propriedade de vizinhanca aberta

referente a um conjunto fixado.

Definicao 4. Seja U uma cobertura aberta de M. Chamaremos de U-vizinhancga de

um subconjunto C' de M, o conjunto

B(C,U)={y e M: existemx € C eU €U tais que x,y € U} = U U.
Uel,c)
O conjunto B(C,U) definido acima é conhecido em geral como a estrela de C

com respeito a cobertura Y. Observe que B(C,U) é um conjunto aberto. Para z € M,

B ({z},U) serd denotado por B (x,U).



Definicao 5. Sejam M wum espaco topolégico, V e U coberturas de M. Dizemos que V
¢ um refinamento estrela de U se para cada V €V, B(V,V) C U para algum U € U.
Notacao V¥ < U.

Sobre a definicao acima, temos que Vx < U implica V < %M. De fato, para
V,V'eVonde VNV £, temos que VUV C B(V,V). Como Vx < U, existe U € U
tal que B(V,V) C U entao V UV’ C U, mostrando que V < %Z/{. Mas a reciproca nem

sempre vale, como no exemplo a seguir.

Exemplo 1. Dado R com a topologia usual, seja a cobertura U = {(—n,n) : n € N}.
Temos que U < %L{, mas Ux < U € falso. De fato, sejam (—nq,ny),(—ng,n2) € U. Para
n = maz{ni,no} temos que (—ni,ni) U (—na,no) C (—n,n) € U, provando U < 1U.
Como B((—n,n),U) = R para todo n € N, temos que nao eziste (—n,n) € U tal que

B((—n,n),U) C (—n,n), mostrando que Ux < U € falso.

Na proposicao a seguir, apresentamos uma propriedade sobre a segunda condicao

da Definigao 2. Proposigao se encontra em [7] e [23].

Proposigao 1. Seja O uma familia de coberturas abertas admissivel de M. Dados um
compacto K C M, um aberto V-C M que contém K el € O, entao U é K -subordinada
aV se e somente se B(K,U) C V.

Demonstracao: A equivaléncia é imediata a partir do fato que

B(K.uy= |J w

Weu,K]

O préximo lema, mostrado em [7] e [23], destaca uma importante carac-

teristica das coberturas que satisfazem a primeira exigéncia da Definicao 2.

Lema 1. Sejam U eV duas coberturas abertas de M tais que U < %V e C' um subconjunto

de M. Entao, B (C,U) C B(C,V).



Demonstracao: Seja x € B(C,U). Entao, existem zy € B (z,UU) NB(C,U) e c € C
tais que 2y € B (¢,U). Por definicdo, existem Uy, Uy € U tais que z, 2y € Uy e ¢, 2y € Us.
Como U < %V, existe V € V tal que U; UU; C V, de modo que ¢,z € V. Isso significa

que x € B(c,V) C B(C,V) provando o resultado. O

No teorema a seguir, retirado de [23], mostraremos a relagao entre a topologia
do espago M e o conjunto de todas as U-vizinhangas B(z,U), onde z € M e U pertence

a uma familia de coberturas abertas admissivel de M.

Teorema 1. Seja (M, T) um espago topoldgico e O uma familia de coberturas abertas
admissivel de M. A coleg¢ao de todas as U-vizinhangas B (x,U), comxz € M el € O, €
uma base para uma topologia em M. Essa topologia coincide com a topologia inicial de

M.

Demonstracao:  Seja Bp = {B(z,U):x € Meld e O}. Dado z € M, existe
U € O tal que x € B(z,U) C M. Agora, sejam B (x,U),B(y,V) € Bp dois ele-
mentos de Bp que possuem interseccao e tome z € B(z,U) N B(y,V). Como O é
admissivel e B (z,U) N B(y,V) é um conjunto aberto de M, existe W € O tal que
B(z,W) C B(z,U) N B(y,V). Isso mostra que Bp é uma base para uma topologia
em M. Denote por 7o a topologia gerada por Bn. Mostraremos que 7 = 7p. Seja
% uma base para a topologia 7. Tome x € M e B € B tal que x € B. Como O ¢é
admissivel, existe U € O tal que B (z,U) C B, de modo que 7o D 7. Reciprocamente,
sejam z € M e B (y,U) € B tais que = € B(y,U). Como B (y,U) € 7, existe B € B

tal que x € B C B (y,U), de forma que 7 D 70. Portanto, 7 = 70. O

Referente ao resultado apresentado, se @' é uma outra familia de coberturas
abertas admissivel de M, entao as topologias geradas por O e O’ coincidem. Além disso,
concluimos que um subconjunto U de M é aberto em M se e somente se, para cada

x €U, existe V € O tal que B (z,V) C U.



O préximo resultado diz que se M é um espaco topoldgico paracompacto
e Hausdorff, entdao a familia de todas as coberturas abertas de M ¢é admissivel. A
demonstracao deste resultado foi retirada de [10, pag. 170]. Para provar este resultado,

usaremos um teorema encontrado em [24, Teorema 20.14] que sera enunciado a seguir.

Teorema 2. Seja M um Ti-espaco. Entdo M € paracompacto se, e somente se, toda

cobertura aberta de M possui um refinamento estrela aberto.

Teorema 3. Se M € um espaco paracompacto e Hausdorff entao a familia de todas as

coberturas abertas de M ¢ admissivel.

Demonstracao: Denote por O a familia de todas coberturas abertas de M. Como
M é paracompacto temos pelo Teorema 2, que para cada U € O existe ¥V € O tal que
Vx < U. Sabendo que Vx < U implica V < %L{ , entao a primeira condicao de familia
admissivel é satisfeita. Para mostrar a segunda condicao de familia admissivel, sejam Y
um subconjunto aberto de M e K um subconjunto compacto de M que esta contido em
Y. Como M ¢é Hausdorff, K é um subconjunto fechado de M e U = {Y, M\ K} é uma
cobertura aberta de de M. SejaV € O tal que V¥ <U. Se V € V com VNK # (), entao
V & M\K, ou seja, V C Y. Assim temos que B(K,V) C Y e V é K-subordinado a Y,
provando o segundo item da Definicao 2. Por fim, se U,V € O, tome W =U AV € O.
Assim W < U e W < V, mostrando que satisfaz a terceira condigao de familia admissivel

e concluindo que O é admissivel. O

A classe de espacos topolégicos que possuem familia de coberturas abertas
admissivel ndo se limita aos espagos paracompactos e Hausdorff. Em [[12], Proposigao
3.19] foi demonstrado que espagos Tychonoff possuem uma familia de coberturas abertas
admissivel. O que iremos mostrar nesta secao é que espacos topoldgicos uniformizaveis
possuem uma familia de coberturas abertas admissivel, resultado retirado de [13]. A
teoria de espagos topoldgicos uniformizéaveis é referente ao Capitulo 9 de [24]. Em [[24],

Teorema 38.2| estd provado que um espago topoldgico é uniformizavel se, e somente se,



é completamente regular. Logo qualquer espaco Tychonoff é um espaco uniformizavel,
mas nem todo espago uniformizavel é Tychonoff. De fato, seja M um espaco topologico
com mais de um ponto, munido da topologia trivial. De acordo com [[24], Exemplo 35.8],

M é uniformizével e conforme [[24], Exemplo 13.2], M néo é um Ty-espaco.

No préximo resultado, retirado de [13], mostramos que um Ty-espago que

possui uma familia de coberturas abertas admissivel é Hausdorff.

Proposicao 2. Se M ¢é um Ty-espaco que admite uma familia O de coberturas abertas

admissivel, entao M ¢é Hausdorff.

Demonstracao: Sejam z,y € M e V um subconjunto aberto de M tal que x € V e
y € V. Escolha U,V € O tais que U ¢ {z}-subordinada a V e V < JU. Agora sejam
Vi,Vo € Vtaisque z € Vi ey € V3. Mostraremos que V; NV, = (). De fato, se ViNV;, # 0,
entao existe U € U tal que VUV, C U, pois V < %U. Assim, temos que z,y € U. Como
U é {x}-subordinada a V e x € V, entao U C V, ou seja, z,y € V, o que contradiz a

hip6tese. Portanto, Vi NV, = ), concluindo que M é Hausdorff. O

Com o resultado acima, podemos afirmar que se M é no maximo um 7;-espaco

e nao Hausdorff, entao M nao possui familia de coberturas abertas admissivel.

A partir de agora, assumiremos que M é um espago uniforme e O a familia de
todas as coberturas uniformes de M (ver [[24], Def. 36.1]). De acordo com a Proposi¢ao

36.2 de [[24]], a familia O satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se Uy, Us € O entao existe Uz € O tal que Usx < Uy e Usx < U,

2. SeU <U eUd e Oentao U € O.

Cada membro desta familia é chamada de cobertura uniforme. Uma base de

O é qualquer subcolecao O de O tal que

O ={U : U é uma cobertura de M e U’ < U para algum U’ € O'}.
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A demonstracao do teorema que serd enunciado se encontra em [[24], 36.6].

Teorema 4. Se O € uma base da familia O de M, entao os conjuntos B(x,U) onde

U e O formam uma base de vizinhangas de x na topologia uniforme de M.

A seguir mostraremos um resultado de [13], onde todo espago uniforme possui

uma familia de coberturas abertas admissivel.

Teorema 5. Se M ¢ um espaco uniforme entao existe uma familia de coberturas abertas

admissivel de M .

Demonstracao: Sejam M um espaco uniforme e O uma base da familia de todas
as coberturas uniformes de M. Para U,V € O, temos que existe W € O tal que
Wx < U e Wx < V. Como Wx < U implica que W < %U e esta condicao implica
em W < U. Entao temos que W < %U, W< UeW <V, para quaisquer U,V € O,
provando a primeira e terceira condi¢ao de familia de coberturas abertas admissivel. Seja
Y C M um conjunto aberto e K um compacto de M tal que K esta contido em Y. Pelo
Teorema 4, os conjuntos B(z,U) onde U € O formam uma base de vizinhangas de x
na topologia uniforme de M. Assim, para cada x € K podemos tomar U, € O tal que
B(x,U,) C Y. Note que K C (J,.x B(x,U,), ou seja, os conjuntos B(x,U,) com x € K
formam uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, existem zq, ..., x, € K tais
que K C U, B(z;,Uy,). Agora tome V € O tal que V < U,, para todo i = 1,...,n.
Assim, dado V € [V, K] temos que z; € V para algum i = 1, ...,n. De fato, suponha que

x; € V para todo i = 1,...,n. Entao V N B(z;,U,,) = ) para todo i = 1,...,n, ou seja,

VC ﬁ(M\B(xi,uxi)) — M\ OB(%UM) c M\ K,

i=1
que contradiz a hipdtese de V' € [V, K]. Como V < U;, entao existe U € U; tal que
V c U C B(x;,U,,) C Y. Portanto, ¥V é K-subordinado a Y, provando a segunda

condicao de familia de coberturas abertas admissivel e finalizando o teorema. ]



1.2 Convergéncia de redes

Nesta secao, introduziremos o conceito de convergéncia de redes em espagos
topoldgicos, teoria encontrada em [[24], Capitulo 11]. Apresentaremos algumas proprie-

dades de redes em espacos admissiveis.

Inicialmente, assumiremos que M ¢é um espago topologico que possui uma
familia O de coberturas abertas admissivel. Agora, comentaremos algumas definigoes e
notacoes de redes e subredes. Seja A um conjunto e < uma pré-ordem em A. Dizemos
que A é um conjunto dirigido se, para quaisquer A\, Ay € A, existe A € A tal que
A= A1 e A= A Neste caso, dizemos que < é uma diregao em A. Uma rede em M
é uma aplicacio z : A — M. E usual denotar uma rede = : A — M por (72) en OU
(zx). Uma subrede de x : A — M ¢é uma rede da forma zo¢ : X — X, onde ¥ é

um conjunto dirigido e ¢ : ¥ — A é uma aplicagao crescente e cofinal, isto é,

1. se 01,09 € &, 01 < 09, entao ¢ (o1) < ¢ (02) (¢ é crescente) e

2. dado A € A, existe 0 € ¥ tal que A < ¢ (o) (¢ é cofinal).

Dizemos que uma rede (x,) converge a x € M se para qualquer vizinhanga

U de x em M, existe \g € A tal que, se A = \g, entao =, € U.

Referente a defini¢ao de convergéncia de redes, como B (z,U) é aberto, para
toda cobertura aberta U € O, temos que uma rede (z,) em M converge para © € M se,
e somente se, para toda cobertura aberta U € O, existe A\g € A tal que, se A = )y, entao

z) € B(x,U).

O terceiro item da Defini¢ao 2 permite trabalhar com redes tendo como con-
junto dirigido a familia O. A relacao em O que a torna um conjunto dirigido é a ordem

contraria a dada por refinamentos. Em outras palavras, a pré-ordem em O definida por
U <LV se esomente se V<U, comU,V € O,

torna a familia O um conjunto dirigido. Daqui em diante, sempre que trabalharmos com



redes indexadas em O, utilizaremos essa pré-ordem. Além disso, escreveremos V = U

com o mesmo significado de U < V.

Com estas observagoes temos os seguintes lemas referente aos trabalhos [7] e

23].

Lema 2. Seja x € M. Se para cada V € O, tomarmos xy € B(x,V), entao xy — x.

Demonstragao: Seja U € O. Observe que, se V = U entao B (x,V) C B (x,U). Logo,

xy € B (z,U) e segue o resultado. O

Uma generalizacao do lema anterior para conjuntos compactos é apresentada

a seguir.

Lema 3. Seja K um subconjunto compacto de M. Para cada V € O, tome xy €

B (K,V). Entao, eriste uma subrede (:p¢(0))0_62 de (Tv)yeo que converge a algum ponto

de K.

Demonstragao: Inicialmente, observe que
B(K,V)=JB(kV),
keK

para toda cobertura aberta V € (. Assim, para cada V € O, existe ky € K tal
que xy € B(ky,V). Como K é compacto, existe uma subrede (k¢(0))aez de (kv)yeo
que converge a algum ponto de K, digamos k4,) — k € K. Vamos mostrar que
Tyo) — k. Sejald € O e tome W € O tal que W < %L{. Para a W-vizinhanga
B (z, W) de z, existe 01 € ¥ tal que, se 0 >~ o1, entdo kyy € B (k, V). Além disso,
existe o9 € X tal que ¢ (03) = W e existe gy € X tal que og = 01 e 09 > 03. Note
que ¢ (00) = ¢(01) e ¢(00) = ¢(02). Fixe 0 = 0p. Temos que kyoy € B(k,W) e
Tyr) € B (k¢(a),<;§(a)) CcB (k¢(g),W). Pela Definicao 4, existem abertos Wi, W, € W
tais que kg, k € Wi e Tyo), ko) € Wa. Como W < %Ll e Wi NWy # @, existe

U €U tal que Wi UW, C U. Assim, z4(,), k € U. Em outras palavras, x4 € B (k,U).
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Portanto, x4,y — k. O

Um outro fator relevante é que podemos relacionar fecho de um subconjunto

M em termos de redes indexadas em (0. Mais precisamente, temos o seguinte lema.
Lema 4. Seja C' um subconjunto de M. Entio x € C se e somente se existe wma rede

(2v)yeo C C, tal que vy — .

Demonstragao: Se existe uma rede (zy ), C C tal que 2y — z, entao pela definigao
de fecho temos que = € C. Por outro lado, se = € C, entdo, para cada cobertura aberta

V € O, existe zy € B(z,V) N C. Entao, (zy),.n C C e, pelo Lema 2, xy — x.
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CapriTULO 2

Acoes de Semigrupos em Espacos
Topologicos

Sabendo que um semigrupo ¢ um conjunto munido de uma operacgao interna
que satisfaz a associatividade, neste capitulo apresentaremos os conceitos de conjuntos
limites, prolongamentos e conjuntos limites prolongacionais, para a acao de um semi-
grupo em um espaco admissivel. Em conjunto, definiremos os conceitos de invarianga da
acao do semigrupo e discutiremos sob quais hipoteses os conjuntos limites e os conjuntos
limites prolongacionais sao invariantes, além de algumas propriedades particulares dos

mesmaos.

2.1 Conjuntos limites

Nesta secao, apresentamos o conceito de agao de um semigrupo em um espaco
topoldgico. Definiremos o conceito de conjunto limite para uma familia de subconjuntos
do semigrupo que age em um espaco topoldgico. Os resultados apresentados nesta secao
sao referentes aos trabalhos [4], [5], [6] e [14], exceto o Teorema 6, que relaciona conjuntos

limites com o conceito de redes, um resultado deste trabalho.

Primeiro, comecamos com as notacoes usuais de agoes de semigrupos. Supo-

nha que M é um espago topoldgico e S um semigrupo.

Definicao 6. Uma ag¢do (ac¢do a esquerda) de S em M € uma aplicagdo

w: SxM— M
(s,2) > pls,z) = sa
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satisfazendo s(ux) = (su)x para todo x € M e u,s € S. Neste caso dizemos que S age

em M.

Denotaremos por p, : M — M a aplicagao definida como ps(z) = u(s, ).

Assumiremos que ug € continua para todo s € S.

Agora, definiremos as érbitas para agoes de semigrupos.
Definicao 7. Assumindo que S age em M, temos que para x € M, os conjuntos
Sz ={y € M; existe s € S tal que st =y} e
S*r ={y € M; existe s € S tal que sy = x},

sao chamados respectivamente de orbita e orbita regressiva de S no ponto x.

Dado X C M, definimos SX = |J,.x Sz e S*X =, .y S*z.

Para um subconjunto nao vazio X de M é usual dizer que:

1. X € progressivamente invariante para a acao do semigrupo S se SX C X.
2. X ¢ regressivamente invariante para a ac¢ao do semigrupo S se S*X C X.

3. X € wnwvariante para a agao do semigrupo S se este é progressivamente invariante

e regressiwwamente tnuvariante.

Para X C M, é imediato verificar que SX e SX sdo progressivamente invari-
antes por S. De fato, se z € SX, temos que existe s € S e x € X tal que sz = z. Assim
para qualquer t € S temos t(sz) = (ts)z € SX, logo S(SX) C SX, mostrando que SX

é progressivamente invariante. Para o caso SX, dado s € S, segue por continuidade que

sSX C sSX C SX,

logo temos que SSX C SX.
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Definicao 8. Dizemos que a acao do semigrupo S em um espago topoldgico M € uma
acao aberta se para todo s € S e todo conjunto aberto V de M, sV é um conjunto

aberto em M.

Proposicao 3. Se a acao do semigrupo S no espaco topologico M for aberta entao o

conjunto S*X € regressivamente invariante se ele nao for vazio.

Demonstracao: Dado z € S*S*X, existe s € S e u € S*X tal que sz = u. Seja V
uma vizinhanga de z. Sabendo que a acao de S é aberta em M temos que sV é um
aberto e sV é uma vizinhanca de u. Como u € S*X temos que sV N S*X # (). Tome
b e sVNS*X. Entao existe v € V tal que sv = b e existe s € S e x € X tal que
s'b = x. Assim temos que s'sv = z para algum =z € X, ou seja, (s's)v = x. Como
s's € S segue que v € S*X, concluindo que VN S*X # 0 e que z € S*X. Portanto S*X

é regressivamente invariante. O

Definicao 9. Um subconjunto X C M € um conjunto minimal para a acdao de S se

1. X € nao vazio, fechado e progressivamente invariante pela a¢ao de S.

2. X € minimal (com respeito a inclusao) satisfazendo a propriedade 1.

Usando a definicao apresentada acima, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4. Um subconjunto nao vazio X de M é um conjunto minimal pela acao

de S se, e somente se, X = Sz para todo v € X.

Demonstracao: De fato, suponha primeiro que X é um conjunto minimal para a acao
de S. Entdo Sz C X para todo z € X e consequentemente Sz C X = X. Mostramos
anteriormente que Sz é fechado e progressivamente invariante. Usando o fato que X
¢ minimal com respeito a inclusdo satisfazendo a propriedade 1, obtemos que Sz = X
para todo # € X. Reciprocamente, suponha que Sz = X para todo z € X. Temos

de imediato que X é fechado e progressivamente invariante. Seja X' C X satisfazendo
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a propriedade 1. Entdo Sz’ C X’ para todo 2’ € X’. Como 2z’ € X e, por hipétese,

Sz’ = X, podemos concluir que X’ = X. Portanto, X é minimal para a acdo de S. O

Definigao 10. Um semigrupo S é chamado reversivel a direita se SsN St # () para
todo s,t € S; no caso em que sSNtS # 0 para todo s,t € S o semigrupo S é chamado
de reversivel a esquerda. Um semigrupo S é chamado reversivel se ele ¢ reversivel

a direita e a esquerda.

Proposicao 5. Seja S um semigrupo reversivel a direita. Suponha que a acao de S em
M € aberta. Entao um subconjunto X de M € minimal para a acdo de S se, e somente

se, S*Sx = X para todo x € X.

Demonstracao: Suponha que X é minimal para a acao de S e tome x € X. Como
X é invariante e fechado, temos que S*Sz C X. Note que S*Sz é regressivamente
invariante, assim podemos tomar ¢t € S, x € S*Sz e uma vizinhanca aberta V de tz.
Como ;' (V) é uma vizinhanca aberta de z, existe y € p; '(V) N S*Sz, onde ty € V e
sy € Sx para algum s € S. Como S é reversivel a direita, para 7 € Ss N St temos que
Ty € Ssy N Sty C Sx. Logo ty € V N S*SX, resultando que tx € S*Sx e que S*Sx é
invariante. Pela minimalidade de X, segue que S*Sz = X. Reciprocamente, suponha
que S*Sz = X para todo z € X. Entdo X é um subconjunto invariante e fechado de
M. Seja Y um subconjunto nao vazio de X que é fechado e invariante. Tomando um
ponto y € Y, temos S*Sy C Y. Desde que S*Sz = X conclui-se que X =Y. Portanto

X é um conjunto minimal para a acao de S. a
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De agora em diante, denotaremos por F uma familia de subconjuntos do

semigrupo S. Para um subconjunto X de M e A € F, definimos:

AX ={y € M; existe s€ Aex € X tal que sz =y} e

A*X ={y € M; existe s € A ez € X tal que sy = z}.
Definicao 11. O conjunto w-limite de X C M referente a familia F €

w(X,F) =[] AX.

AeF

O congunto w*-limite de X referente a familia F €

WX, F) =[] &X.

AceF

Os conjuntos w-limite e w*-limite de X sao chamados conjuntos limite de X.

A seguir, definiremos algumas propriedades adicionais para familia F.

Definicao 12. Dizemos que:

1. F € uma base de filtro de S, se ) & F e para cada A, B € F, existe C € F tal
que C' C AN By

2. uma rede (ty) C S é F-divergente, se para todo A € F existe Ay tal que X > Ao

implica ty € A. Denotaremos por ty —r 0.

O conceito de familia F-divergente ¢ retirada do artigo [22].

No préximo resultado, forneceremos uma definicao equivalente de conjunto

w-limite usando as propriedades apresentadas na definicao anterior.
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Teorema 6. Para M um espaco admissivel com familia admissivel O e F uma base de

filtro, dado x € M,

w(z, F) = {y € M; existe uma rede (t)) C S tal que ty —5 o0 e tyxr — y}.

Demonstragao: Dado y € w(z, F), temos que y € Ax para todo A € F. Assim para
cada A € F, existe uma rede (z,,) C M onde z,, = ty,x, com ty, € Ae z\, = ¥.
Agora para cada V € O e A € F, tome A4 tal que ty,x € B(y,V). Tome também a rede
(tra), onde cada elemento desta rede satisfaz as condigoes acima. A direcao desta rede
serd a seguinte: Aay < Apy se B C Ael < V. Note que esta direcao esta bem definida.
De fato; Claro que Mgy < Aayp. Se gy < Ay € Apu < Aow, temos que C C B C A
e W <ULV, ouseja, Aoy < Aow. E, para Mgy e Agy, existem C CANBeW <V
e W < U, pois F é uma base de filtro e O é uma familia admissivel de coberturas de
M, o que implica em Acyy = Aay e Aew = Apy. Agora, note que iy, ,x — y. Para
mostrar isso, seja B(y,U) uma vizinhanca de y. Por construcao ¢y, ,z € B(y,U). Assim
para Ay = Aay temos iy, x € B(y,V) C B(y,U). Portanto ty, ,» — y. Note também
que ty,, —r oo. De fato, para cada A € F temos que ty,, € A para todo U € O.
Assim, se Apy = Aay entao B C A ety,,, € A. Para a inclusao oposta, se para y € M
existe (t,) C S com ty —F 00 e tyr — y, entdao dado A € F temos que existe \g tal que
A = Ao implica ty € A, assim temos (£,7)x2x, — ¥, OU seja, y € Ax para todo A € F,

concluindo que y € w(z, F). O

No exemplo a seguir, mostraremos que a Definicao 11 generaliza o conceito

de conjunto limite para fluxos e semi-fluxos.

Exemplo 2. Seja M um espaco métrico e o semigrupo S = R ou Z, com operac¢ao
interna da adi¢ao. Suponhamos que ¢ é um fluxo em M. Defina a agao a esquerda de
S em M por sx = ¢(s,x). Seja F a familia de todos os conguntos Ay = {s € S;s > t},
comt > 0. A familia F € chamada de filtro de Frechet de R. Para A; € F temos
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AX ={yeM:eristes>texeX como(s,v) =y} =, 0(s,X) e
ArX ={ye M : existe s>t ex € X com ¢(s,y) =z}
={yeM: eviste s >t ex € X comdp~'(s,2) = ¢(—s,2) =y} = U,_, ¢(r, X).

Portanto,

WX, F) = NisoU,z 05, X)) e (X, F) = Nyso (U 00, X))

que sao 0s conjuntos limites usuais usados na teoria de fluxos. No caso onde o semigrupo
¢S =R*Y ouZ" e tomando a familia F como descrito acima, temos que os conjuntos

limites sao

w(X, F) = NhesU,z 005, X)) € w (X, F) = Nyes (U 071 (r, X))
que sao os conjuntos limites usados na teoria de sistema semi-dinamicos.

Agora apresentaremos algumas hipéteses sobre a familia F de subconjuntos
do semigrupo S. Essas hipdteses sao importantes para a discussao de invarianga dos

conjuntos limites.

Definigao 13. A familia F satisfaz

1. A hipotese H,, se para todo s € S e A € F existe B € F tal que sB C A.
2. A hipotese Hs, se para todo s € S e A € F existe B € F tal que Bs C A.

3. A hipotese Hj, se para todo s € S e A € F existe B € F tal que B C As.
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Proposicao 6. Dados x € M, s € S e F uma familia de subconjuntos de S, entdo:

1. w(z, F) Cw(sz, F) se F satisfaz Hs;

2. w(sz, F) Cw(z, F) se F satisfaz Hs.

Demonstracao: Se F satisfaz Hs, para s € S e A € F, existe B € F tal que B C As.
Assim, para y € w(z, F) temos y € Bx C Asz. Pela arbitrariedade de A € F temos

y € w(sz,F). No item 2, a demonstracao é analoga. O

A seguir, mostraremos sob quais hipoteses os conjuntos limites sao progressi-

vamente ou regressivamente invariante.

Proposicao 7. Suponha que a familia F satisfaz a hipotese Hy. Entao w(X,F) é

progressivamente invariante se este € nao vazio.

Demonstragao: Sejam z € w(X,F), s€ S e A€ F. Como F satisfaz a hipdtese Hy,
existe B € F tal que sB C A. Pela definicdo de w-limite, 2 € BX. Pela continuidade

da acao de s temos que

sz € sBX c AX.

Como vale para todo A € F, temos que sz € w(X,F) e Sw(X,F) C w(X,F). Portanto

w(X,F) é progressivamente invariante. O

Observe que com as mesmas hipoteses da proposicao anterior, se x € w(z, F)
temos que w(z,F) = Ax para todo A € F. De fato, como w(x, F) é progressivamente
invariante temos

Az C Sx C Sw(z, F) C w(z, F),

para todo A € F. Como w(xz, F) é fechado, temos que Az C w(x, F) para todo A € F.
Usando a definicio de w(z, F), temos que w(x, F) C Az C Az, para todo A € F.
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Proposicao 8. Se a familia F satisfaz a hipdtese Hy e w*(X,F) € ndo vazio, entdo

w*(X,F) € progressivamente invariante.

Demonstracao: Tome z € w*(X,F), s € Se A € F. Como F satisfaz a hipdtese
Hj existe B € F tal que B C As. Aplicando a definicao de w-limite temos que
2z € B*X. Seja U um aberto que contém sz. Pela continuidade da acdo de s tem-se
que p; (U) é um aberto que contém z. Obtemos assim, u; ' (U) N B*X # (). Tomando
w € pu;'(U) N B*X, temos que existe b € B e x € X tal que bw = z. Além disso
sw € U. Como B C As obtemos que U N A*X # (), concluindo que sz € A*X. Como A
é arbitrario tem-se que sz € A*X para todo A € F, ou seja, sz € w*(X,F), provando

que Sw*(X,F) C w*(X,F). Portanto w*(X, F) ¢é progressivamente invariante. O

Proposicao 9. Suponha que a agdo de S em M € aberta, w* (X, F) € nao vazio e que a

familia F satisfaz a hipétese Hy. Entao w*(X,F) € regressivamente invariante.

Demonstracao: Tomemos A € F, z € w*(X,F) e w € S*z. Iremos mostrar que
w € A*X, obtendo assim que w € w*(X,F), o que mostra o resultado. De fato, dado
uma vizinhanca aberta U de w existe s € S tal que sw = z. Como a agao ¢ aberta tem-se
que sU é uma vizinhanca aberta de z. Pela hipotese Hy existe B € F tal que Bs C A.
Assim, z € B*X e obtemos que sU N B*X # (). Temos também que existe p € U tal que
sp € B*X. Portanto existe b € B tal que b(sp) = (bs)p € X. Como bs € A, temos que
UNA*X # () e concluindo que w € A*X. O

Aplicando a tltima proposi¢ao para o caso onde X = {z} e z € w*(z, F),
temos que w*(x, F) = A*x para todo A € F. De fato, como w*(x, F) é regressivamente

invariante, usando o fato de que x € w*(x, F) temos
A'x C S*x C S"w*(x, F) C w*(x, F),

para todo A € F. Pela definicdo de w*-limite temos que w*(z, F) C A*z para todo
AeF.
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A seguir apresentamos uma relacao entre conjuntos minimais e conjuntos

limites.

Proposicao 10. Seja F uma familia que satisfaz a hipotese Hy. Suponha que X C M
¢ um subconjunto minimal para a a¢ao de S e que w(x, F) € nao vazio para todo x € X.

Entao w(x, F) = X para todo x € X. Reciprocamente temos que w(x,F) € minimal se

w(z, F) =X para todo x € X e X # ).

Demonstracao: Suponha que X é um conjunto minimal para a acao de S. Para
x € X, temos que w(z, F) C X. Como w(x,F) é nao vazio, temos que w(x, F) é fechado
e progressivamente invariante. Assim, pela minimalidade de X que satisfaz estas pro-
priedades, obtém-se que w(x,F) = X. Por outro lado, suponha que w(x, F) = X para
todo z € X. De imediato temos que X é fechado e progressivamente invariante. Resta
mostrar que é minimal com essas propriedades. Para isto, seja um subconjunto Y nao
vazio, progressivamente invariante e fechado de X e tome y € Y. Como Y é progressiva-
mente invariante temos que w(y, F) C Y, mas por hipdtese w(y, F) = X. Assim X C Y

concluindo que X é um conjunto minimal pela agao de S. |

z

Definigao 14. Dizemos que a familia F ¢ ideal a direita, se para todo A € F, A ¢é

um ideal a direita de S, ou seja, SA C A.

E f4cil ver que se F é ideal a direita entao F satisfaz H.

Proposicao 11. Se F € ideal a direita e X é um conjunto minimal entdo w(zx, F) =

Az = Sz para todo x € X e A€ F.

Demonstracao: Como X é um conjunto minimal, pela Proposicdo 4, Sz = X para
todo z € X, assim Az C Sz = X para todo € X. Sabendo que F é ideal & direita,
pela continuidade da acdo, dado A € F, temos que SAx C SAx C Az C X, ou seja,

Az é um subconjunto de X progressivamente invariante. Pela minimalidade de X temos
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que X = Ax para todo A € F e z € X. Portanto, pela definicio de conjunto limite,
temos

wr, F)=((Az= ()X =X =35z

AeF AeF

2.2 Prolongamentos e Conjuntos Limites Prolonga-
cionais

Nesta secao, apresentamos os conceitos de prolongamentos e conjuntos limites
prolongacionais para agoes de semigrupos em espagcos admissiveis, assunto motivado pelo
conceito de prolongamentos e conjuntos limites prolongacionais para sistemas dinamicos
apresentado em [1]. Sendo assim, assumiremos que S é um semigrupo agindo no espago
admissivel Hausdorff M, F uma familia de subconjuntos de S e O a familia admissivel

de M. Os resultados apresentados nesta se¢ao tem como referéncia o artigo [7].

A seguir, definiremos primeiro prolongamento progressivo e primeiro prolon-

gamento regressivo referente a um subconjunto do semigrupo.

Definicao 15. Dados x € M e A um subconjunto nao vazio de S, chamaremos de pri-
meiro A-prolongamento progressivo e primeiro A-prolongamento regressivo

0s respectivos subconjuntos:

D(z,A) = (yeo AB(z,U) e D*(x, A) = (Vyeco A*B(z,U).
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Nos préximos resultados, apresentaremos formulacoes equivalentes para a De-

finigao 15.

Proposicao 12. Dados x € M e A C S, entdo
D(z,A) = {y € M; ezistem redes (ty) C A e (zy) C M tais que vy — x e tyzy — y}.

Demonstragao: Sejay € D (x, A). Entdo, y € W, para toda cobertura aberta
U € O. Note que, fixadasU € O e V € O, existe 24 € AB (x,V) tal que 2! € B (y,U),
de modo que existem #f € A e 24 € B(z,V) tais que 2{ = #{z{{. Agora, considere as
redes (t})) C S e (2}) C M. Pelo Lema 3, 2}, — z e )2}, — y. Reciprocamente, fixe
U e Oeye M para o qual existem redes (ty) C A e (zy) C M satisfazendo 2y, — x
e tyry — y. Como xy — x, existe Vy € O tal que, se V =V, entdo zy € B (z,U).
Logo, (tyxy)y.y, C AB(z,U). Isso mostra que y € AB (z,U), o que encerra a demos-

tracao. O

Proposicao 13. Dados x € M e A C S, entao
D*(x,A) = {y € M; existem redes (ty) C A e (zy) C M tais que tyxy — x e xy —> y}.

Demonstracao: Sejay € D*(z, A). Entéo, y € A*B (z,U), para toda cobertura aberta
U € O. Note que, fixadasU € O e V € O, existe 24 € A*B(z,V) tal que 24 € B (y,U),
de modo que existem #f € A e 24f € B(z,V) tais que {24 = z{{. Agora, considere as
redes (#)) C A e (2)) C M. Pelo Lema 3, temos que z}] — y e )2 — z. Reci-
procamente, fixe U € O e y € M para o qual existem redes (ty) C A e (zy) C M tais
que zy — y e tyzy —> x. Como tyzy — z, existe Vy € O tal que tyzy € B(z,U)

para V = Vy. Logo, (2v)y.y, C A*B(z,U), mostrando que y € A*B (z,U) e encerrando

a demonstracao. O

No exemplo a seguir, veremos que o conceito de prolongamento para agoes de

semigrupos generaliza o conceito de prolongamentos para sistemas dinamicos.
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Exemplo 3. Considere M um espaco métrico e ¢ um fluro em M. Por abuso de
linguagem omitiremos o fluxo ¢. Seja, A = S = Ry e O a familia admissivel das
coberturas abertas de M dadas pelas e-bolas, € > 0. Fizado v € M, entao dado y €
D(z,Ry), ezistem redes (ty) C Ry e (xy) C M tais que tyzy — y e vy — x. Note
que para estas redes podemos tomar uma subrede, tal que esta subrede € uma sequéncia.
Assim, dadoy € D(x,R,) existem sequéncias (t,) C Ry e (z,) C M tais que t,x, — y e
T, = x, ou seja, y € DT (x) referente a defini¢ao de DT (x) em [1]. Como toda sequéncia
¢ uma rede, temos que a inclusao DT (x) C D(x,Ry) é obvia. Assim mostramos que
a definicao de primeiro prolongamente progressivo, generaliza a defini¢ao de primeiro
prolongamento positivo. Agora vamos mostrar que a defini¢ao de primeiro prolongamento
regressivo generaliza a definicao de primeiro prolongamento negativo. De fato, dado M
um espago métrico, A =8 =Ry e O a familia admissivel das coberturas abertas de M
dadas pelas e-bolas, € > 0. Para x € M, temos que dado y € D*(x,Ry) existem redes
(ty) CRy e (xy) C M tais que tyzy — x e xy — y. Note que para estas redes podemos
tomar uma subrede, tal que esta subrede € uma sequéncia. Entao, existem sequéncias
(t,) C Ry e (z,) C M tais que t,x, — x e x, — y. Note que para cada V € O,
existe um indice ny € N tal que z,, € B(y,V) e tn, v, € B(x,V). Assim, tomando
Yny € B(z,V) tal que x,,, = —t,, Yn,,. Pelo Lema 3, temos que a rede (y,, ) converge
para x e a rede (—t,,Yn,) converge paray, com (—t,,,) C R_. Assim tomando subredes,
com mesma ordem de N, temos que existem sequéncias (—t,) C R_, (y,) C M tais
que Yy, — T e —t,y, — Y, ou seja, y € D™ (x) referente a definicio de D~ (x) em [1].
Reciprocamente tome y € D~ (x). Entdo existem sequéncias (t,) C R_, (y,) C M tais
que Yy, = = etyy, — y. Para cadaV € O, existe um indice ny € N tal que x,,,, € B (z,V)
e tn,Tn, € B(y,V). Seja y,, € B(y,V) tal que x,, = —t,,Yn,. Pelo Lema 3, temos
que as redes Ty, = —tn Yn, — T € Yn, — Y. Assim tomando as redes (yn,) C M,

(—tn,) C Ry, temos —t,, Yny, — T € Yn, — Y, ou seja, y € D*(x,R,).
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Proposigao 14. Seja x € M e seja A C S. Entao,
1. D(z,A) e D* (z,A) sao fechados;

2. Az C D(z,A) e A*x C D* (2, A).

Demonstracao:  Os conjuntos D (z,A) e D* (z, A) sdo obviamente fechados pois

consistem de interseccoes de conjuntos fechados. Para ver o item 2, lembre-se que

Ar C AB(2,U) e A*x C A*B(x,U), para toda cobertura aberta ¢« € O, de modo
que Ar C D (2, A) e A*x C D* (2, A). O

Fixada uma familia F de subconjuntos de .S, iremos definir primeiro conjunto
limite prolongacional progressivo e primeiro conjunto limite prolongacional regressivo

referente a um ponto do espaco topolégico M.

Definicao 16. O primeiro F-conjunto limite prolongacional progressivo e o
primeiro F-conjunto limite prolongacional regressivo de x € M sao respectiva-

mente 0s conjuntos:

J(x,F) = AQFD (x,A) e J" (2, F) = AQ;D* (x,A).

Os conjuntos w-limites mostra qual é o comportamento assintético do ponto.
A diferenca dos conjuntos w-limites para os conjuntos limites prolongacionais é que os
conjuntos limites prolongacionais mostra a intersecao dos comportamentos assintéticos

das vizinhancas do ponto.
De acordo com as Proposigoes 12 e 13, temos os seguintes resultados.

Corolario 1. Dado x € M, temos que

J(z,F) ={y € M; para todo A € F, existem (ty) C A e (yy) C M tais que yy — z e
tvyy — y} e

J*(x, F) ={y € M; para todo A € F, existem (ty) C A e (yy) C M tais que tyyy — x
eyy =y}
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Demonstracao: Segue imediatamente da defini¢ao e das Proposigoes 12 e 13. O

Coroldrio 2. Dados x, z € M, z € J (z,F) se, e somente se, x € J* (z,F).

Demonstracao: Segue imediatamente pelo corolario anterior. O

A seguir, apresentaremos uma definicao equivalente de conjunto limite pro-
longacional usando o conceito de rede F-divergente. Este conceito é referente ao artigo

[22], feito para o caso de espago métrico.

Teorema 7. Para F uma base de filtro, dado x € M temos que
J(z, F) ={y € M; existem redes t\ —F 00 e (x)) = x tais que trxxy — y}.

Demonstracgao: Dado y € J(z, F), entdo y € AB(z,U) para todo A € Feld € O.
Assim existem redes (ty,,) C A e (vr,,) C B(x,U) tal que ty,,ox,, — y. Primeiro,
observe que para cada W € O, existe um indice Aay tal que ty, oz, € B(y,W).
Assim, tome as redes (tx,,) € (Zx,,) com a direcio Aay = Apyse AC Beld < V.
Agora, temos que provar: (1) wx,,, — 2, (2) tr,, —F 00 € (3) tr,,Ta,, — y. De fato,
fixe Ap,y. Para Ay = Apy, temos ty, ,7x,, € B(y,V), como V é arbitrério, temos que
a convergéncia (3) ¢ verdadeira. Para B(z,V) temos x,,, € B(z,U) C B(xz,V), assim
temos que a convergéncia (1) é valida. Por ultimo, dado A € F temos ty,, € A e se
ABy = Aay entdo ty,, € B C A, provando a convergéncia (2). Por outro lado, seja
y € M tal que existem redes t), —r 00 e (z)) — = tais que tyxy — y. Fixe A € F
e U € O. Note que existe Ay tal que para A = Ag temos que t\, € A, z\ € B(z,U) e
trxzy € B(y,U). Como x) — x e tyxy — y para A = Ay, temos que y € m Pela
arbitrariedade de A € F el € O, temos y € J(x,F). O

Nos proximos exemplos, mostraremos que o primeiro conjunto limite prolon-

gacional negativo e o primeiro conjunto limite prolongacional positivo apresentados em
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[1] s@o casos particulares de conjunto limite prolongacional regressivo e conjunto limite

prolongacional progressivo para acoes de semigrupos.

Exemplo 4. Considere M um espago métrico e ¢ um fluxo em M. Por abuso de
linguagem omitiremos o fluxo ¢. Seja O a familia admissivel das coberturas abertas de
M dadas pelas e-bolas, € > 0. Tomando o filtro de Frechet F ={(a,+o0);a > 0} de
subconjuntos de R, dado y € J* (x,F), temos que para todo (a,+00) € F existem redes

(1) C (a,+00) e (y3) C M tais que tSys, — = e y3y — y. Em particular podemos tomar

a
m

sequéncias (t%) C (a,+00) e (y%) C M tais que t&ys, — x e y* — y. Como vale
para todo a € R, podemos tomar em particular as sequéncias a = n € N. Tomando a
diagonal de Cantor das sequéncias (y)) e (t1), obtemos duas novas sequéncia, (y') e
(th), onde y — y e thyr — x. Observe que t € (n,+00), para n € N, assim temos
que tI — +o00. Tomando as sequéncias, (xz} = tlyr) C M e (—t) C R_, temos que
= x e —thal =y — y, com —t — —oo, ou seja, y € J~ (x). Concluindo que
J*(x,F) C J~ (x). Reciprocamente, dado y € J~ (x), existem sequéncias (x,) C M
e (t,) C R_, onde t, - —o0, x, — = e t,x, — y. Fize (a,+00) € F, temos que
existe ng € N, tal que —t,, € (a,+o0), para todo m > ngy. Fizando as sequéncias,
(Yn = Tpang) C M € (an, = —tnin,) C (a,+00), temos que y, — = € —apy, — y. Assim,
para cada V C O, existe ny € N, tal que y,, € B(x,V) e —an,yn, € B(y,V). Como
— Gy Yny, € B(y, V) existe z,, € B(y,V), tal que an,zn, = yn, € B(x,V). Pelo Lema 3,
temos que a rede (z,,,) converge paray e a rede (Qy, 2, = Yn,) converge para x. Assim,
podemos concluir que existem redes (z,,) C M e (an,) C (a,+00), tais que z,, — y
€ Gpy2n, — . Pela arbitrariedade de (a,+00) obtemos que y € J*(x,F), ou seja,
J~ (z) C J*(x,F). Portanto J~ (x) = J* (z,F), mostrando que a defini¢do de conjunto

limite prolongacional negativo € um caso particular da defini¢ao de primeiro F-conjunto

limite prolongacional regressivo.
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Exemplo 5. Sejam M um espa¢o métrico, S =R, , F = {(a,+) : a € R}, O a familia
admissivel das coberturas abertas de M dadas por e-bolas e ¢ um fluxo definido em M.
Fizado a € Ry, note que D (az,Ry) = D (x, (a,+00)). Com efeito, dadoy € D (azx,R.),
existem sequéncias (t,) C Ry e (x,) C M tais que x, — ax e t,z, — y. Como ¢,
¢ continua, seque que —ax,, — x. Agora, considere as sequéncias (t, +a) C (a,+00)
e (—ax,) C M. Temos que —ax, — x e (t, + a — a)x, = t,xr, — y, de forma
que y € D (x,(a,+00)). Reciprocamente, dado y € D (z,(a,+0)), existem sequéncias
(sn) C (a,+00) e (z,) C M tais que x, — = € S,x, —> y. Como existe uma
sequéncia (t,) C Ry tal que s, = t, + a, para cada n € N, pela continuidade temos que
axr, — ax, ou seja, as sequéncias (t,) C Ry e (ax,) C M satisfazem as condigdes da
definicao D (az,R.), concluindo que y € D (ax,Ry). Portanto,

J(x, F) = () D(x,(a,+00)) = () D(x, (a,+00)) = ] D(azx,Ry) = [} D" (¢(a, x)),

a€Ry acR a€R a€R

que € a expressao para o primeiro conjunto limite prolongacinal positivo.

Agora, apresentaremos algumas propriedades dos prolongamentos e dos con-

juntos limites prolongacionais.
Teorema 8. Seja F uma familia de subconjuntos de S e x € M. Assumindo que J (z, F)
e J* (x, F) sao ambos nao-vazios:

1. Se F satisfaz a hipotese Hy, entio J (x, F) € S-progressivamente invariante.

2. Se F satisfaz a hipotese Hs, entao J* (x,F) € S-progressivamente invariante.

3. Se F satisfaz a hipdtese Hy e a a¢ao de S em M € aberta, entao J* (x,F) é S-

regressiwamente invariante.

Demonstracao: (1) Sejam s € S, z € J(z,F), A € F el € O. Da hipétese Hy,

existe B € F tal que sB C A. Pela continuidade da acao, segue que

sz € sBB (z,U) C sBB (z,U) C AB (z,U).
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Portanto, sz € J (z, F) e J (2, F) é S-progressivamente invariante.

(2) Sejam s € S, z € J*(z, F), A € F el € O. Pela hipétese Hs, existe
B € F tal que B C As. Segue que z € W Agora, seja U uma vizinhanca de
sz em M. Pela continuidade da acao, temos que p ' (U) é uma vizinhanga de z em M.
Logo, pu;* (U) N B*B (z,U) # @. Tome w € u;' (U) N B*B(z,U). Note que existem
b€ Becée B(x,U) tais que bw = ¢. Além disso, sw € U. Como B C As, existe
a € Atal que b= as. Assim, ¢ = bw = (as) w = a (sw). Por definigdo, sw € A*B (z,U).
Dessa forma, obtemos que sw € U N A*B (z,U). Portanto, sz € J*(z, F) e J* (x,F) é

S-progressivamente invariante.

(3) Dados y € S*J*(z,F), Aec Feld € O, existem s € S e z € J*(z,F)
tais que sy = z. A hipdtese Hy assegura que existe B € F tal que Bs C A. Seja U uma
vizinhanca de y em M. Como a acao de S em M é aberta, sU é uma vizinhanca de
sy em M, com isso, sU N B*B(x,U) # &, donde existe p € U tal que sp € B*B (z,U).
Isso implica que existe b € B tal que (bs)p = b(sp) € B(z,U). Como Bs C A,
temos que bs = a € A e ap € B(x,U), de maneira que p € A*B(z,U). Portanto,
UNAB(z,U) # 2,y € J* (x,F) e J* (z, F) é S-regressivamente invariante. O

Teorema 9. Fizada uma topologia em S, se para todo A € F e A® € compacto entdo
D(z,S) =Sz U J(z,F).

Demonstracao: Pela definicao de D(zx,S), temos de imediato que Sz U J(z, F) C
D(z,S). Assim, resta mostrar a outra inclusao. Dado y € D(z,S), entdao existem
(ty) C S e (zy) C M, tais que xy — z e tyxy — y. Vamos supor que y ¢ J(z, F), ou
seja, existe A € F, tal que para toda rede (ay) C A e (yp) C M com y, — z, entao

ayyy - y. Agora iremos analisar as seguintes situagoes da rede (ty) C S.

Se (ty) C A“ entdo existe uma subrede (t) C (ty), tal que ty — ¢, para algum
t € A°. Como t,z), — y e pela continuidade temos que tyzy — tz. Pela unicidade do

limite, temos que tx = y, ou seja, y € Sw.
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Se (ty)NA # 0, entao existe um indice V, tal que para todo V > V, t, € AC.
De fato, se a afirmacao fosse falsa, teriamos que para todo U € O, existiria V > U, tal
que ty € A. Assim, tomando a rede (ty,,)yco, temos que ty,,xy,, — y, 0 que é absurdo,
pois assumimos que y ¢ J(x,F). Agora, dado Vy tal que para todo V >V tem-se que
ty € A%, tomando a rede (ty)y>y,, temos que existe uma subrede (t)) C (ty)ysy, tal
que ty — t para algum t € A°. Como t\z, — v, pela continuidade temos que tyzy — ta.

Pela unicidade do limite, temos que tx = y, ou seja, y € Sx. O
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CapriTULO 3

Recursividade e Dispersividade para
Acoes de Semigrupos

Neste capitulo, estudaremos os conceitos de recursividade, estabilidade de
Poisson e a relacao de pontos estaveis com conjuntos limites. Em seguida, apresentaremos
o conceito de pontos nao-dispersivos e mostraremos a relacao destes pontos com os
conjuntos limites prolongacionais. Por fim, veremos os conceitos de dispersividade para
acoes de semigrupos. Os resultados apresentados neste capitulo sao referentes ao artigo
[20], motivado pela teoria de recursividade e dispersividade para sistemas dinamicos
encontrada em [1]. Mostraremos no final do capitulo que os conceitos de dispersividade
e recursividade para agoes de semigrupos generalizam os conceitos de recursividade e

dispersividade para sistemas dinamicos.

3.1 Recursividade para acoes de semigrupos

Assumiremos que M é um espaco topoldgico, S é um semigrupo agindo sobre

M e F uma familia de subconjuntos de S.

Definicao 17. Dado um subconjunto nao vazio X C M, diremos que X € F- pro-

gressitvamente recursivo com respeito ao conjunto nao vazio 4 C M, se para todo
Ae F, AZNnX # 0. Se para todo A € F, A*ZNX # 0, entao diremos que X é

F-regressivamente recursivo com respeito ao conjunto Z.

Referente a definicao acima, temos que se um subconjunto nao vazio X de
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M ¢é F-progressivamente recursivo com respeito ao conjunto nao vazio Z, entao para
todo A € F, existem a € A, x € X e z € Z, tais que z = az. Analogamente, se X
¢ JF-regressivamente recursivo com respeito ao conjunto nao vazio Z, entao para todo

Ae F, existemae A, x € X e z € Z, tais que axr = z.

3.1.1 Estabilidade de Poisson e pontos nao-dispersivos para
acoes de semigrupos

Nesta secao, apresentaremos a definicao de ponto Poisson estavel para agao
de um semigrupo em um espaco topoldgico, mostraremos algumas relacoes destes pontos
com conjuntos limites, veremos o que sao pontos quase periddicos e também veremos
algumas relagoes dos pontos quase periédicos com o conceito de estabilidade de Poisson.
Em seguida, definiremos o que sao pontos nao dispersivos e sua relacao com conjuntos
limites prolongacionais e mostraremos sob quais condigoes o conjunto dos pontos Poisson

estaveis é denso no espaco topoldgico.

Definicao 18. Um ponto x € M é F-progressivamente Poisson estdvel se para
toda vizinhanca V de x, V é F-progressivamente recursivo com respeito ao conjunto
{z}. Se para toda vizinhanca V de x, V' € F-regressivamente recursivo com respeito ao
conjunto {x}, dizemos que x é F-regressivamente Poisson estdvel. Dizemos que x
¢ F-Poisson estdvel, se x ¢ F-progressivamente Poisson estdvel e F-regressivamente

Poisson estavel.

Nas proximas proposigoes, mostraremos que um ponto é F-progressivamente
Poisson estavel se e somente se este ponto pertence ao seu conjunto w-limite e resultado
andlogo para um ponto F-regressivamente Poisson estavel. Assim, podemos concluir que

um ponto x é F-Poisson estdvel se, e somente se, € w(x, F) Nw*(x,F).
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Proposicao 15. Um ponto x € M ¢é F-progressivamente Poisson estdvel se, e somente

se, v € w(x, F).

Demonstracao: Se z é F-progressivamente Poisson estavel, entao para toda vizi-
nhanca V de z, V N Az # (), qualquer que seja A € F, ou seja, € Az, para todo
A € F. Isso prova que = € w(x, F). Reciprocamente, se x € w(z, F) temos que = € Ax,
para todo A € F, ou seja, para todo A € F e toda vizinhanca V de z, temos V N Ax # (),

mostrando que x é F-progressivamente Poisson estavel. O

Proposicao 16. Um ponto x € M é F-regressivamente Poisson estdvel se, e somente

se, v € w*(x, F).

Demonstracao: Se z é F-regressivamente Poisson estavel, entao para toda vizinhanca
V de z, VN A*z # () para todo A € F, ou seja, x € A*z, para todo A € F, provando que
x € w*(x, F). Por outro lado, se x € w*(x, F), temos que x € A*x, para todo A € F, ou
seja, para todo A € F e toda vizinhanca V de x, temos V N A*z # (), mostrando que x

é F-regressivamente Poisson estavel. O

Agora apresentaremos algumas propriedades de pontos Poisson estaveis.

Proposicao 17. Se F satisfaz a hipotese Hy e x € M é F-progressivamente Poisson

estdvel entdo Sz = w(z, F).

Demonstracao: Dado x € M F-progressivamente Poisson estavel, temos que = €
w(z, F). E claro que w(z, F) C Sx. Como F satisfaz Hj, pela Proposicdo 7 temos
que w(z,F) é progressivamente invariante. Usando o fato de que = € w(x,F) e de
que os conjuntos limites sdo fechados, podemos concluir que Sz C w(z, F). Portanto,

Sz = w(x, F). O
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Proposicao 18. Se F satisfaz Hy, Hy e x € M é F-progressivamente Poisson estdvel

entdo sx € F-progressivamente Poisson estdvel para todo s € S.

Demonstracao: Como F satisfaz H; e x é F-progressivamente Poisson estavel temos
pela proposicdo anterior, que Sz = w(x, F). Assim, dado s € S temos que sz € Ax para
todo A € F. Por H;, dado A € F existe B € F tal que B C As. Assim, Bx C Asz.

Como s € Bx C Asx e A é arbitrério temos sz € w(sx, F). O

Observe que a Proposicao 18 diz que o conjunto dos pontos F-progressivamente

Poisson estavel é progressivamente invariante se H; e Hj sao satisfeitas.
A seguir, definiremos ponto quase peridédico e em seguida apresentaremos as

relacoes entre pontos quase periédicos e pontos Poisson estaveis.

Definicao 19. Dizemos que © € M ¢ quase periddico se Sz é um conjunto minimal

contendo x.

Proposicao 19. Se x € M ¢ quase periédico e F € ideal o direita, entdo y € Sx é

F-progressivamente Poisson estavel.

Demonstracao: Supondo que z € M é quase periédico, temos que Sz é um conjunto
minimal. Pelas Proposicoes 4 e 11, temos que para y € Sz, w(y, F) = Sy = Sz, ou seja,

y € w(y, F), concluindo que y é F-progressivamente Poisson estavel. O

Agora, apresentaremos a definicao de pontos nao-dispersivos e mostraremos

que estes pontos estao relacionados com os conjuntos limites prolongacionais.

Definicao 20. Um ponto v € M ¢ F-nao-dispersivo, se para toda vizinhanca U

de x, U € F-progressivamente recursivo com respeito a U, ou seja, para todo A € F,

AUNU 0.

Na defini¢ao acima nao ha necessidade que M seja um espaco admissivel,
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mas para o teorema a seguir, que relaciona pontos nao dispersivos com conjuntos limites

prolongacionais, impomos essa condigao.

Teorema 10. Se M ¢ um espaco admissivel com familia admissivel O entao parax € M,

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. x é F-nao-dispersivo.
2. ve J(x,F).
3. Para toda vizinhanca U de x e A€ F, AU NU # (.

4. v e J(x, F).

Demonstracao: Pelo Corolario 2, temos que (2) é equivalente a (4). Para provarmos
o0 teorema, demonstraremos que, (1) é equivalente a (2) e (3) é equivalente a (4). Seja
x € M, tal que x é F-nao-dispersivo. Entao para cada V € O, B (z,V) N AB (z,V) # 0,
ou seja, existem zy € B(z,V) e ay € A tais que ayry € B(z,V). Pelo Lema 3, temos
que as redes (zy) e (aypxy) convergem para x, ou seja, x € J(x, F). Reciprocamente, se
x € J(z,F) para todo A € F, existem redes (ty) C A e (zy) C M, tais que xy —
e tyry — x. Pela convergencia das duas redes, dado U uma vizinhanca de z, existe
um indice Vy tal que xy,, ty,zy, € U, ou seja, AU NU # (), mostrando que = é F-nao-
dispersivo. Agora, suponha que para toda vizinhanca U de z, A*U NU # (). Dados
Ae FeVeO,temos que B (z,V)NA*B (2,V) # 0, ou seja, existem xy, 2, € B(z,V) e
ay € A, tais que apxy = z),. Pelo Lema 3, as redes (ayzy = 2,) e (xy) convergem para
x. Assim temos redes (ay) C A e (zy) C M, tais que xy — = e ayry — x, concluindo
que x € J*(x, F,). Reciprocamente, suponha que
reJ' (@, F)= D (x,A)= ()| ABU).
AeF AeFUEO

Seja U uma vizinhanga de z e A € F. Sabendo que O é admissivel, existe V € O

tal que B(x,V) ¢ U. Como U N A*B(x,V) # 0 e A*B(x,V) C A*U, temos que

35



0#£UNAB(x,V)CUNAU. O

No préximo teorema, mostraremos que todos os pontos que pertencem a um
conjunto w-limite sao nao-dispersivos, se a familia de subconjuntos do semigrupo satisfaz

a hipotese Hs.

Teorema 11. Assuma que F satisfaz a hipotese Hs e seja x € M. FEntao todo y €

w(z, F) € F-nao dispersivo.

Demonstracao: Dado y € w(x, F), vamos mostrar que y € AV, para todo A € F e
qualquer vizinhanga V,, de y. De fato, como y € w(z, F) temos que y € Sz. Dado V,
uma vizinhanga de y, temos que existe s € S tal que sz € V,. Como u;'V, é uma vizi-

nhanca aberta de x e que w(x, F) C J(z,F), temos que y € A (u;'V,) para todo A € F.

Por Hj, existe B € F tal que B C As. Assim, y € B (u;'V,) C As(u;'V,) C AV,.

Pela arbitrariedade de V, e A, temos o desejado. |

No teorema a seguir, mostraremos que os pontos que pertencem ao fecho do

conjunto de todos os pontos F-progressivamente Poisson estaveis sao F-nao dispersivos.

Teorema 12. Seja P C M, o conjunto de todos os pontos F-progressivamente Poisson

estaveis. Entao x € P é F-nao dispersivo.

Demonstragao: Dado z € P, seja (1)) C P, tal que x5 — 2. Assim, para todo
A, ) é F-progressivamente Poisson estavel, ou seja, z) € w(xy,F) para todo A\. Dado
uma vizinhanca U de x, temos que existe g tal que para X' = \g, x)» € U. Logo para
todo A € F, temos U N Axzy # (). Sabendo que xy € U, temos Axy C AU. Portanto,
) £U N Azy C UN AU. Pela arbitrariedade de A € F e da vizinhanga U de x, temos

que z é F-nao dispersivo. |

Teorema 13. Seja P C M, o conjunto de todos os pontos F-regressivamente Poisson

estaveis. Entao x € P é F-nao dispersivo.
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Demonstragao: Dado x € P, seja (1)) C P, tal que 2 — z. Logo, para todo ), z
é F-regressivamente Poisson estdvel, ou seja, x) € w*(xy, F) para todo A\. Dada uma
vizinhanca U de x, temos que existe Ay tal que para A = A\, xx € U. Assim para todo
A € F, temos U N A*xy # (0. Sabendo que zy € U, temos A*xy C A*U. Portanto,
0 #£UNA*xy Cc UNA*U. Pela arbitrariedade de A € F e da vizinhanca U de z, temos

que x é F-nao dispersivo. O

No teorema a seguir, assumiremos que a agao ¢ sobrejetiva, ou seja, dado

se S, sM =M.

Teorema 14. Seja M um espaco métrico completo. Assuma que todo x € M € F-nao
dispersivo e que a acao € sobrejetiva. Entao o conjunto P dos pontos F-progressivamente

Poisson estdveis € denso em M.

Demonstracao: Fixe A € F e sejam x € M e ¢ > 0. Acharemos y € B(x,¢) tal
que y € w(y, F). Tome U = B(x,¢). Desde que U N A*U # 0, existem z; € U N A*U
e % > g1 > 0, tais que Uy = B(x1,61) € UN A*U. Como, Uy N A*U; # (), existem
Te € U NA*U; e % > g9 > 0, tais que Uy = B (x9,69) C UNA*U;. Como, UyNA*Us # 0,
existem x3 € Uy N A*U; e }l > g3 > 0, tais que Uz = B (z3,e3) C Uy N A*U,. Procedendo
desta forma, obtemos uma sequéncia de conjuntos abertos {U,}, tais que U,41 C U, e
diamU,, "= 0. Como M é completo, temos que QUn = {y}. Como y € U, para todo n,
temos que existem a,, € A e z, € U,_1, tais que a,y = x,. Por construcao, x, € Ay e

T, — ¥, e assim temos que y € Ay. Pela arbitrariedade de A € F, y € w(y, F). a

Para o préximo teorema, assumiremos que a agao € aberta.

Teorema 15. Seja M um espaco métrico completo. Assuma que todo x € M € F-nao
dispersivo e que a acao € aberta. Entao o conjunto P dos pontos JF-regressivamente

Poisson estaveis € denso em M.

Demonstracao: Fixe A € F esejam x € M e ¢ > 0. Acharemos y € B(z,¢) tal
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que y € w*(y,F). Tome U = B(z,g). Desde que U N AU # 0, existem x; € U N AU
e % > g1 > 0, tais que U; = B(x1,61) € UN AU. Como, Uy N AU; # (), existem
zo € Uy NAU; ¢ § > &5 > 0, tais que Us = B (x2,82) C Uy N AU;. Como, Us N AU, # 0,
existem x5 € Uy N AU, e % > g3 > 0, tais que Us = B (23,e3) C Us N AU,. Procedendo
desta forma, obtemos uma sequéncia de conjuntos abertos {U,}, tais que U, C U, e
diamU,, =3 0. Como M é completo, temos que QUn = {y}. Como y € U, para todo

n, temos que existem a, € A e x,, € U,_1, tais que a,z, = y. Como por construgao,

x, € A*y e x, — y, temos que y € A*y. Pela arbitrariedade de A € F, y € w*(y,F). O

A seguir, assumiremos que a agao é aberta e sobrejetiva.

Corolario 3. Seja M um espago métrico completo. Assuma que todo x € M é F-ndo
dispersivo e a acdo € aberta e sobrejetiva. FEntao o conjunto P dos pontos F-Poisson

estavel € denso em M.

Demonstracao: Consequéncia imediata dos teoremas anteriores. O

38



3.1.2 Dispersividade para acoes de semigrupos

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de dispersividade para acoes de
semigrupos e mostraremos algumas relacoes destes conceitos com os conjuntos limites
prolongacionais e pontos quase periddicos. Sendo assim, assumiremos que M é um espaco

admissivel com familia admissivel O.

Definicao 21. Dado x € M, x € chamado de F -progressivamente Poisson instdvel
sex & w(x,F). Sex & w*(x,F) entao x é chamado de F-regressivamente Poisson
instdvel. Quando x ¢ w(z,F) e v ¢ w*(x,F), entdo x é chamado de F-Poisson

instdvel. Se v & J(x, F), entdo x € chamado de F-dispersivo.

Definigcao 22. A ac¢ao de S sobre M ¢ dita é:

1. F-progressivamente Poisson instdvel se para cadax € M, x é F-progressivamente

Poisson instdavel.

2. F-regressivamente Poisson instdvel se para cadax € M, x é F-regressivamente

Poisson instdvel.
3. F-Poisson instdvel, se para cada x € M, x é F-Poisson instdvel.
4. F-completamente instdvel, se para cada x € M, x é F-dispersivo.

5. F-dispersiva se para cada x,y € M, existem vizinhancas U, de v e U, de y,

tal que U, nao € F-progressivamente recursivo com respeito a U, ou seja, existe

A e F tal que U, N AU, = 0.
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Teorema 16. Dada a acdo de S em M, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A agao é F-dispersiva.
2. Para dados x,y € M, y & J(z,F).

3. Dadox € M, J(x,F)=10.

Demonstracao: Assumindo (1), dados z,y € M temos que existem vizinhangas U, de
z, Uyde y e A € F tais que U, N AU, = . Como O ¢é admissivel, existe V € O tal que
B(z,V) C U,. Assim AB(z,V) C AU, e U, N AB (z,V) = 0. Com estas informacoes
temos que y & AB (z,V), ou seja, y € J(z, F), o que mostra que (1) implica em (2).
Para mostrar que (2) implica em (3), observe que se J(x, F) # () para algum x € M,
entdo existe y € M tal que y € J(z, F). Finalmente, para mostrar que (3) implica em
(1) tome z,y € M, e assuma que J(y,F) = 0. Entao = ¢ m para algum V € O
e A € F. Assim, existe uma vizinhanga U, de z tal que U, N AB (y,V) = . Fixadas as
vizinhangas U, de z, B (y,V) de y dadas acima, temos que U, nao é F-progressivamente
recursivo com respeito a B (y, V). Pela arbitrariedade de x,y € M, temos que a agao é

F-dispersivo. O
Exemplo 6. Considere o sistema dindmico em R? definido pelas equacoes diferenciais

2’ =siny ey’ = cos?y.

O sistema dinamico contém em particular trajetorias py dadas por
T
e ={(,y) y = kr + S}, k=0;+1; 42 . ...

Essas linhas sao paralelas ao eizo x. Entre quaisquer duas jy’s consecutivas, as tra-

jetorias sao dadas por

p=A(,y): x+c=secy},
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onde ¢ € uma constante que depende da trajetoria. O retrato de fase entre as linhas
y=—5 ey =%, ¢ mostrada na figura abaizo. Esse sistema ¢ completamente instdvel
mas ndo € dispersivo. Isto seque do fato que para cada ponto p € u_1, JT(p) = uo e
para todos os pontos p & py, J*(p) = 0. Assim, p & J*(p) para todo p € R?, mas existe

p € p_y tal que J*(p) # 0.

/2 Mo

Y

/2 M M1

Figura 3.1:

Teorema 17. Sejam S um semigrupo topologico, F um ideal a direita satisfazendo Hj
e suponha que para todo A € F, A® € compacto em S. A acdo é F-dispersiva se, e

somente se, D(x,S) = Sx para todo x € M e ndo existe ponto quase periddico em M.

Demonstracao:  Suponha que J(z,F) = () para todo 2z € M. Pelo Teorema 9,
D(z,S) = Sx para todo x € M. Se existe um ponto = € M quase periédico entdao pela
Proposicao 11, () # w(x, F) = Sz, ou seja, § # w(z,F) C J(z,F), o que é absurdo
pois assumimos que J(z, F) = (). Agora, suponha que D(x,S) = Sz e que nao existem

pontos quase periddicos. Desde que D(z,S) é fechado, temos que Sz é fechado para
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todo 2 € M. Suponha por contradigdo que J(x,F) # (), para algum z € M. Assim,
J(xz,F) C Sz. Dado y € J(z,F), entdo y € Sz e x € J*(y,F). Como F satisfaz
Hs, J*(y, F) é progressivamente invariante, logo, Sx C J*(y, F), e como y € Sz temos
y € J*(y, F), ou seja, y € J(y,F). Sabendo que F satisfaz H;, temos que J(y, F) é
progressivamente invariante, o que implica, Sy C J(y,F), e como por hipGtese temos
J(y, F) C Sy, entao J(y,F) = Sy. Como y € J*(y,F) e J(y,F) é progressivamente
invariante, J(y, F) C J*(y, F). Tomando z € J(y, F) e seguindo os mesmos argumentos
feitos acima, temos que y € J(z,F) = Sz. Assim y € Sz e, portanto, J(y, F) é minimal,

o que implica que y é um ponto quase periddico, o que é contradicao. O

Observe que mesmo nao mencionando uma topologia em S, podemos consi-

derar S munido da topologia discreta.

Sabemos que um espago métrico M é um espaco admissivel e que um fluxo em
M define uma agao de R, em M. Mostramos no Capitulo 2 que tomando o filtro de Fre-
chet F = {(a,+00) : a € R}, os conceitos de conjuntos limites, prolongamentos e conjun-
tos limites prolongacionais para agoes de semigrupos generalizam os conceitos para siste-
mas dinamicos, e € claro que esta familia satisfaz as hipéteses de translacao da Defini¢ao
13. Sendo assim, se aplicarmos esta estrutura na teoria apresentada neste capitulo, os

resultados coincidem com os resultados desenvolvidos para sistemas dinamicos em [1].

No préximo exemplo, veremos que o conceito de dispersividade depende da

familia F.

Exemplo 7. Seja a agio de Ry em R, dada por txr = t + x. Note que tomando a
familia F = {(a,+0) : a € R}, temos que para todo v € R, J(z,F) = 0, ou seja, a
acao € F—dispersiva. Mas tomando a familia F' = {R}, temos que para todo x € R,

J(x, F') = (x,00), ou seja, a agao nao é F'—dipersiva.
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CapriTUuLO 4

Dispersividade e Recursividade para
Sistemas de Controle

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos de conjuntos prolongacionais em
sistemas de controle com finalidade de trabalhar os conceitos de dispersividade e recur-

sividade. Os resultados apresentados neste capitulo sao referentes ao artigo [19].

4.1 Conjuntos Limites Prolongacionais

Primeiro, apresentaremos os conceitos necesséarios para o estudo em sistema de
controle conforme desenvolvido em [8]. Em seguida, iniciaremos os estudos de conjuntos
limites para sistemas de controle de acordo com [6] e os conceitos de prolongamentos e

conjuntos limites prolongacionais para sistemas de controle.

Para inciarmos o assunto, seja M uma variedade diferenciavel C'*°, conexa de

dimensao n. Considere o sistema de controle

7'(t) = Xo(z(t)) + 2202, wiXi(x(t)), (1)

onde u € U, = {u : R — U, constante por partes }, U C R" e Xy, ..., X, s@o campos
de vetores C° de M. Assuma que para u € Uy, e x € M, o sistema tem tnica solucao
o(t,z,u), t € R com p(0,z,u) = x e os campos de vetores X,,, u € U sao completos. O
sistema de controle é determinado pelo conjunto de campos de vetores V = {X,, : u € U}.

O semigrupo do sistema é o semigrupo de difeomorfismos de M definido por
S = {efrYreln1Ynot | elo¥o Y €V ¢, > 0,n € N}.
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As oOrbitas positiva e negativa a partir de € M sao respectivamente os conjuntos

Sl‘:{yeM:eXiSteuez/{cpetzocomy:@(t“r?u)}’

S*r={y € M : existe u € U, et >0 com y = o(—t,x,u)}.

Dado T > 0, definimos os conjuntos:

n
Sep = {etnYnetn—IYn—l . eloYo . Y, eV, th <T,n €N},
j=0

n
SZT — {etnynetnflynfl . etOYO . Y7 6 V7 Zt] Z T’ n E N}.

=0
Note que, Sz = (J,.( S<iv e S*z = (J,o( S, onde
Scrx={ye M :existe 0 <t <Tewu€cl,comy=p(tzru}e

Sipr={ye M :existe 0 <t <T eu€lUy,comy=p(—t,z,u)}

A familia F. = {S>7 : T > 0} de subconjuntos de S é uma base de filtro de S, ou seja,
) & F.eparat,s >0, Ssips C S5 N S>s. Observe também que a familia F, satisfaz as

hipdteses Hy e Hy. Na verdade, F. ¢é ideal a direita e a esquerda.

De acordo com o Capitulo 4 de [8], se o conjunto de controle U C R™ é
compacto e convexo, entao U = Z/{_cp munido com a topologia ”fraca”’em L. (R, R") é um

espago compacto Hausdorff e a seguinte aplicagao
o:RxMxU— M, (t,z,u) = p(t,x,u)

¢é continua. Sendo assim, assumiremos que o conjunto de controle U C R™ é compacto e

convexo. Neste caso, S<rx e St x sao compactos para todo T > 0 e x € M, pois

Serz = ([0, T] x {x} xU) e

Sirx = o([=T,0] x {2} x U).
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Definidos os conceitos iniciais, o que iremos trabalhar é praticamente a aplicacao
dos Capitulos 2 e 3, onde a acao é a acao do semigrupo do sistema em M, e a familia de
subconjuntos do semigrupo do sistema ¢ a familia F.. O desenvolvimento deste capitulo
mostrara alguns resultados que sao validos para sistema de controle, mas nao sao validos
em geral. Apresentaremos alguns resultados ja demonstrados para agoes de semigrupos,

mas com demonstracoes distintas, especificas para sistemas de controle.

A seguir definiremos o conceito de conjuntos invariantes e conjuntos limites.

Definicao 23. Para um subconjunto X de M, dizemos que X ¢ positivamente inva-
riante se Sx C X para todo x € X, negativamente invariante se S*xr C X para

todo x € X e tnvaritante se X ¢ positivamente e negativamente invariante.

Definicao 24. O conjunto omega limite de x € M ¢ definido por

w(x) = yno S0t

= {y € M : existem sequéncias t, — +00 e (u,) em U, tais que @(t,, z,u,) — y}

e o conjunto omega* limite de x € M € definido por

w*(z) = ﬂt>0 ;tx

= {y € M : existem sequéncias t,, — —o0 e (uy,) em Ue, tais que ©(t,, x,u,) = y}.

Os préximos resultados sao sobre as relacoes dos conjuntos limites de um

ponto com as suas respectivas orbitas.

Teorema 18. Para todo v € M, Sz = Sr Uw(z) e S*x = S*r Uw*(x).

Demonstragao: Pela definicdo de w(z), temos de imediato que Sz U w(z) C Sw.
Agora, para y € %, temos que existe uma sequéncia (y,) C Sz, tal que y, — y. Note
que Yy, = ¢(tn,z,u,) para t, € RT e u, € U,. Assim, a sequéncia (t,) pode possuir
uma subsequéncia (t,,) que converge para algum ¢ € R* ou ¢, — +o00. Se t,, — +00

entao pela definigdo de conjunto omega limite, y € w(x). Se existe uma subsequéncia
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(tn,) tal que t,, — t, entdo p(t,,,, u,) = p(t,z,u) para algum v € U,. Pela unici-
dade do limite temos y = o(t,z,u) € Sx, concluindo que Sx C Sz Uw(x). Portanto

Sz = Sr Uw(r). Analogamente mostra-se que S*z = S*r U w*(z). O

Teorema 19. Dado x € M, se w(x) é nao vazio e compacto entio Sx € compacto.

Demonstracao: Seja K uma vizinhanga compacta de w(z), tal que 0K Nw(x) = 0.
Note que existe t > 0 tal que Ss;x C K. De fato, suponha que existem sequéncias
(t,) em R e (u,) em U, com t, — 400 e p(t,,x,u,) € OK. Como K é compacto,
podemos assumir que @(t,, z,u,) — y € 0K. Assim, temos que y € K Nw(z), o que

é absurdo. Sabendo que Sz = S<,x U S, entdo St = Sc,x U Ssyw é compacto, pois

S<ix é compacto e S,z é um subconjunto fechado do conjunto compacto K. Portanto

Sz é compacto. O

Teorema 20. Para todo x € M, w(x) é conexo sempre que w(x) é compacto.

Demonstracao: Se w(z) = () ndo a nada o que demonstrar. Se w(z) é ndo vazio e des-
conexo entao existem dois conjuntos compactos nao vazios P e @, tais que w(z) = PUQ e
PNQ = 0. Sejam Kp e K¢ vizinhangas compactas e disjuntas de P e @) respectivamente.
Agora, dados y € P e z € @, existem sequéncias (t,) e (t) em RT, (u,) e (u),) em U,
com t, — 400 e t!, — 400, tais que p(t,,z,u,) = y e ot x,ul) — z. Assumiremos
sem perda de generalidade que ¢(t,,z,u,) € Kp, ¢(t,,z,u,) € Ko e t;, —t, > 0 para
todo n. Desde que p([t!, t,], z,u),) é compacto e conexo para todo n, temos claramente
que estes segmentos interceptam 0Kp e 0Kg. Assim, existe uma sequéncia (7,,), com
tn, < 1, <, tal que (7, z,u,) € OKp. Como OKp é compacto, podemos assumir que
(T, z,u,) =y € OKp e 1, = +00, ou seja, y € w(x) com y’ ¢ PUCQ que é uma

contradicao. O
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Proposicao 20. Sejax € M. Para todo s > 0 e u € Uy, temos que w(p(s, z,u)) C w(z)

e w(p(—s,z,u)) C w*(x).

Demonstracao: Dado y € w(p(s,z,u)), entdo existem seugéncias (¢,) em R e (uy,)
em Ue,, com t, — +00 e p(t,, o(s,x,u),u,) = y. Sabendo que para cada n, existe
v, € Uy tal que @(t,, o(s,z,u),u,) = ©(t, + s,2,v,), temos ¢(t, + s,2,v,) = y e

y € w(z). Analogamente mostra que w(p(—s,z,u)) C w*(z). O

A seguir, introduziremos as nocoes de prolongamentos e conjuntos limites
prolongacionais para sistemas de controle. Sendo assim, M esta munido da métrica

Riemanniana.

Definicao 25. Dados x € M et > 0, o primeiro t-prolongamento positivo ¢ o
primeiro t-prolongamento negativo de x sao respectivamente os conjuntos:

D*(z,t)=(S=B(z.e) e D (x,t)=()5%B(z,e).

e>0 >0

Observe que D*(2,0) = (..o SB(z,€) e D™ (2,0) = (..o 5*B(z,¢€). Para

simplificar a notagao, denotaremos por DT (x,0) = D*(z) e D™ (2,0) = D~ (x).
A seguir, forneceremos defini¢oes equivalentes sobre os prolongamentos.

Proposicao 21. Dados © € M et > 0, entao D(x,t) = {y € M; existem sequéncias

(tn) C [t,+00), (un) C Uy e (x,) C M tais que T, — = € ©(tn, T, up) — Y}

Demonstracao:  Aplicando a Proposigao 12, temos D(x,t) = {y € M; existem
sequéncias (¢(tn, -, uy)) em Ss; e (x,) C M tais que z, — = e ©(ty, Tn,un) — Y},
isto é, D(xz,t) = {y € M; existem sequeéncias (t,,) C [t,+00), (un) C Uep € (x,) C M tais

que z, = x € p(tn, Tn,uy) — y}. O

Proposicao 22. Dados x € M et > 0, entao D™ (x,t) = {y € M; existem sequéncias

(tn) C [t, +00), (un) C Uy € (x,) C M tais que x, — = € ©(—tpn, Tn, Uyn) — Y}

47



Demonstragao: Aplicando a Proposicao 13, D~ (x,t) = {y € M; existem sequéncias
(@ (tn, - ta)) em Ssg e (yn) © M tais que (9t s ta)) = @ © Yo — y}, se e somente se,
D~ (z,t) = {y € M; existem sequéncias (t,,) C [t,+00), (u,) C Uy € (x,) C M tais que

Ty — T € O(—t,, Tn,uy) — y}, onde z,, = ©(ty, Yn, Un). O

Para o préximo teorema a ser demonstrado, usaremos o seguinte resultado

topoldgico.

Teorema 21. Sejam M um espago Hausdorff continuo (um espago compacto Haudorff
conexo), U um subconjunto aberto de M e C uma componente de U. Entdo U — U

contém um ponto limite de C.

Teorema 22. Para qualquer x € M et > 0, Dt (z,t) é conexo sempre que DT (z,t) é

compacto. Se D% (x,t) nao € compacto, entao existe uma componente nio compacta.

Demonstragao: Suponha que DT (x,t) é compacto e nao conexo. Assim existem dois
conjuntos compactos nao vazios e disjuntos P e @, tais que PUQ = D™ (z,t). Como P
e () sao compactos, existem vizinhangas compactas Kp e K¢ de P e () respectivamente,
tais que Kp N Ko = (. Note que, x € Q ou z € P. Vamos supor que = € P. Entao
existem sequéncias (t,,) em [t,400), (u,) em U, e (x,) em M, tais que z,, = z e
@ (tn, Tp, uy) — y € Q. Assumiremos que z, € Kp e ¢ (t,, xn, u,) € Kg. Observe que os
segmentos ¢ ([t,t,], z,, u,) interceptam 0K p para todo n. Assim, existe uma sequéncia
(1) com t < 7, < t,, tal que ¢ (7, Ty, u,) € OKp. Desde que 0Kp é compacto temos
que ¢ (T, Tn,uy) = 2 € OKp. Logo existe z € DT (z,t), tal que z ¢ P U Q, absurdo.

Portanto D% (x,t) é conexo.

Agora, provaremos a segunda parte do teorema. Considere a compactificagao

de Alexandrov M* = M U {co} da variedade M. Para cada x € M, defina o conjunto:

D* (x,t) = {y € M*; existem sequéncias(t,) em [t, +00), (u,) em U, ¢ (z,)

em M, tais que x, — = e @ (tp, Tp, uy) — y}.
O conjunto D* (x,t) é um subconjunto compacto de M*, pois D* (z,t) =
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DT (z,t)U{oo}. Usando os mesmos argumentos da primeira parte da demonstracao, ve-
mos que D* (z,t) é conexo. Agora, se DV (z,t) nao é compacto, temos que D (z,t) é um
subconjunto aberto de D* (x,t) ( Estamos asumindo que D* (z,t) é um espago topoldgico
com a topologia induzida de M*). Pelo resultado topolégico apresentado anteriormente,
cada componente de D% (z,t), tem um ponto limite em D* (x,t) — Dt (z,t) = {oo}.

Assim nenhuma componente de DV (z,¢) é compacta. O

Agora, mostraremos que os primeiros t-prolongamentos positivos sao positi-
vamente invariante e os primeiros t-prolongamentos negativos sao respectivamente nega-

tivamente invariantes.

Proposicao 23. Para x € M et >0, os conjuntos Dt (x,t) e D™ (x,t) sao respectiva-

mente, positivamente invariante e negativamente invariante.

Demonstracao: Faremos a demonstragao para o caso do conjunto DT (x,t), pois para
o caso D~ (z,t) a demonstracao é andloga. Para x € M et > 0, fixe y € D (z,t) e
tome w € Sy. Assim, existem u € Uy, e t' > 0 tais que p(t',y,u) = w e sequéncias
(tn) C [t,+00), (z,,) C M e (un) C Uep, tais que z,, = x € p(ty, Ty, u,) = y. Agora,
para cada n, existe v, € U, tal que p(t', o(t,, Tp,uy),u) = @(t' + tn, 2y, v,). Entdo,
tomando as sequéncias (¢ +t,) C [t,+00), (z,) C M e (v,) C Uep, temos z,, = x €

/

Ot + ty, xn,vn) = @t 0(tn, Tp,up),u) = o', y,u) = w, ou seja, w € DT (x,t), pro-

vando que D (z,t) é positivamente invariante. O
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A seguir, definiremos conjuntos limites prolongacionais para um ponto qual-

quer do espaco.

Definicao 26. O primeiro conjunto limite prolongacional positivo de v € M ¢é

0 conjunto

JH(x) = (D (1),

t>0

e o primeiro conjunto limite prolongacional negativo ¢ o conjunto
J ™ (z) = ﬂD_(x,t).
>0
O seguinte resultado caracteriza os conjuntos limites prolongacionais para

sistemas de controle.

Teorema 23. Para xz € M,

Jt(x) ={y € M : existem sequéncias (t,) C R*, (z,) C M e (u,) C U, onde

t, — 400, Ty = T e P(ty, Tn,un) — Yy} €

J~(z) ={y € M : existem sequéncias (t,) C R™, (z,) C M e (u,) C U, onde

by, — —00, Tp = X € Y(ty, Tp, Uy) — Y}

Demonstracao: Aplicando o Teorema 7, obtemos a primeira igualdade. Para y €

J~(x) temos que para todo ¢t > 0 existem sequéncias (t) C R, (zf) C M e (u}) C Uy,

onde zt, — z e p(th, zt ul)) — y. Note que para cada n € N, existe um indice m,, tal que
n n

an, € B(x,+) ety al ul ) € B(y,+). Tomando as sequéncias (27 Jnen € (80, ) €

usando o fato que ¢, < —n, temos que z), — z, t; — —oc e (i xp upn ) =y,
mostrando a primeira inclusao. Para a outra inclusao, suponha que para y € M, exis-
tem sequéncias (t,) € R™, (z,) € M e (u,) C Uy onde t, - —oc0 e x, — T €
O(tn, Tp, u,) — y. Fixado t > 0, existe um indice n; tal que para m > ny, —t,, > t. As-
sim, tomando as subsequéncias (—ty,)msn, C [t,+00), (Tm)msn, C M € (Up)msn, C Uep

temos que z,,, = & € Y(ty, T, U) — Yy, provando que y € D~ (z,t). Como ¢ é arbitrério,

temos que y € J (). O

20



Definicao 27. Um sistema de controle satisfaz as hipoteses de translagcao se para
todo g € S et >0, existe s > 0 tal que S>5 C S>1g e se para todo g € S et > 0, existe

5> 0 tal que S>s C gS>¢.

Teorema 24. Suponha que o sistema de controle satisfaz as hipdteses de translacado.

Para x € M, J(x) e J~(x) sdo invariantes sempre que $ao nao vazios.

Demonstragao: Suponha que J'(z) é nao vazio. Como F. satisfaz a hipdetse Hy,
temos pelo Teorema 8 que J* () é positivamente invariante. Sejam y € J*(x), g € S7*
e e,t > 0. Pela hipétese de translagao, existe s > 0 tal que S>, C ¢7'S5;. Dado U uma
vizinhanca de g(y) em M, entao g~ (U) é uma vizinhanga de y e g~ (U)NS>:B(z, €) # 0.
Entéo, temos ) # U N gSs,B(z,€) € U N SsB(x,€). Assim g(y) € S=,B(z, €) e portanto
J*(z) ¢ negativamente invariante. Agora, suponha que J~(z) ¢ ndo vazio. Como F,
satisfaz a hipéetse Hy e a agdo de S em M é aberta, temos pelo Teorema 8 que J~(x) é
negativamente invariante. Sejam z € J(z), g € S e€,t > 0. Pela hipdtese de translacao,
existe s > 0 tal que S>; C S>¢g. Dado V uma vizinhanga de g(z) em M, temos g~ (V)
vizinhanca de z e g7' (V)NS5 B(x,€) # 0. Entao, 0 # V NgS3 B(x,€) C VNSELB(z,e).

Assim, g(z) € S%,B(w,€) e portanto J~(x) é positivamente invariante. O

Teorema 25. Para todo x € M, temos que
DH(x)=SzUJ (z)=SzuJ(2) e D~ (2) = S~ la U J (2) = Stz U J ().

Demonstragido: E claro que Sz U Jt(z) € D*(z). Por outro lado, dado y €
D7 (z) existem sequéncias (t,) em R*, (u,) em U, e (z,) em M, tais que z, — =
e ¢(tn, Tn,u,) — y. Suponha que y & J*(x). Assim, para qualquer sequéncia (s,) em
R*, (v,) em Uy € (y,) em M, com y, — = € S, — +00 entdo p(Sn, Yn,vn) 7 y. Se
(tn) C [0,a] para algum a > 0, entdo existe uma subsequéncia (¢,,) que converge para
algum ¢ € [0, a] e uma subsequéncia (u,,) que converge para algum u € U,, e segue que

Oty s Ty, Un, ) = @(t, x,u). Assim, y = p(t,z,u) € Sz. Em outro caso, se (t,) Z [0, d
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para todo a > 0, existe uma subsequéncia t,, — +00 e segue que Q(tn,, Tn,, Un,) — Y
com t,, — +00 e x,, — = que contradiz y ¢ J¥(z). Assim, (¢,) C [0, a] para algum
a > 0, o que implica que y € Sz. Portanto Dt (z) C SxUJ"(x). Analogamente prova-se
para D~ (z). O

Exemplo 8. Considere o sistema de controle em M = R? determinado pelo conjunto de

campo de vetores F' = { X1, Xa} que tem trajetdrias dadas pela Figura 4.1.

AN
& b
NS 'S=78) N~

Trajetoria X, Trajetoria Xy

¢

7

Figura 4.1:

A origem 0 de R? € um ponto hiperbélico singular em ambas as situagoes. O
conjunto de trajetorias do campo de vetores Xi, contém duas gotas, que sao conjuntos
mvariantes delimitados por orbitas homoclinicas de origem O e preenchido com solugoes
periodicas. O exterior do conjunto é formado pela uniao destas duas gotas e também
preenchido com solucoes periodicas. O conjunto de trajetorias do campo de vetores Xo
coincide com o de X, no subconjunto {(xy,x2) : x1 > 0} de R?, mas nao contém solugoes
periodicas fora da gota singular. Agora considere um ponto x # 0 no limite da gota a
direita. Note que w(xr) = {0}. Para € > 0 suficientemente pequeno, o conjunto de

tragetdrias de X para B(x,€) € ilustrado pela Figura 4.2.
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o &// AN

Trajetoria da gota a direita do campo X;

Figura 4.2:

Juntando as trajetorias de X, e X, podemos construir trajetorias como ilustrado na
Figura 4.3. As trajetdrias resultantes feitas para os conjuntos S>B(x,€) (para todo
t > 0) formam a regido em cinza da Figura 4.4. Assim, o primeiro conjunto limite
prolongacional positivo J*(x) € a regiao fora da gota a direita juntamente com o seu

limite. Em particular, x € J*(x) e a inclusio w(x) C J*(z) € propria.

Trajetoria dos campos X; e Xo.

Figura 4.3:
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Figura 4.4:

Teorema 26. Dado x € M, entio w (z) # O sempre que J* (x) é compacto e nio vazio.

Analogamente, w* (x) # 0 sempre que J~ (z) € compacto e nao vazio.

Demonstracao: Se J' (z) é compacto e nao vazio e w (z) = (), entdo temos que Sx é
fechado e disjunto de J* (). De fato, como w () = 0, temos que Sz = Sz Uw (z) = Sx.
Se Sz N J*T (x) # 0, entdo existe s > 0 e u € Uy, tal que p(s,z,u) € J(z). Como
Jt(z) é compacto e positivamente invariante, temos que w(p(s,z,u)) # (. Pela Pro-
posigao 20, segue que w(x) é nao vazio, contradizendo a condi¢do de que w(x) = 0.
Assim, sabendo que Sz é fechado e disjunto de J* (z), entdo existe uma vizinhanga
compacta K+, de J* (2), tal que K+, é disjunta de Sz. Agora, dado y € J* (),
existem sequéncias (t,) em RT, (u,) em U, e (z,) em M, tais que t, — +00, T, = @
e ¢ (tn, Tn,u,) — y. Assumiremos que € K+ € @ (ty, Tn,un) € Kj+(y) para todo
n. Como os segmentos ¢ ([0,%,], 2y, u,) interceptam 0K j+(,) para todo n, existe uma
sequéncia (7,) com 0 < 7, < ¢, tal que (T, Tn, upn) € OK jt (). Desde que 0K j+(y)
é compacto temos que (7., T, u,) — z € 0Kp. Podemos tomar subsequéncia que
Tw — t € Rt our, - +oo. Se 7, -t € R" entao, pela continuidade, temos que
DTy Ty Uy) — @(t,x,u) = 2z € Sz, para algum u € U,,, contradizendo o fato de que
K+ () € disjunto de Sz. Se 7, = +00, entao ¢ (7, Tn, u,) = 2z € J* (2), que contradiz
o fato de que z € 0K s+ () € 0K j+ () N J T (x) = 0. Assim a hipdtese de que w (z) =0 é

insustentdvel. Para w* (z) a demonstragao é anéloga. O
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Proposicao 24. Dado x € M, J* (z) € nao vazio e compacto se e somente se DT (z)

¢ compacto. Analogamente, J~ (x) é nao vazio e compacto se e somente se D~ (x) é

compacto

Demonstracao: Se J* (x) é ndo vazio e compacto entao, pelo teorema anterior, w (z)
é nao vazio. Como w (z) é fechado e w (x) C J* (z), temos que w () é compacto. Uma
vez que w(x) é compacto, temos que Sz é compacto. Como Dt () = Sz U J* (1)
entdo DV (x) é compacto. Por outro lado, se DT (x) é compacto, segue do fato de
que Sz C D' (z) que podemos tomar uma sequéncia (¢ (t,,x,u,)), onde (t,) C RT,
(un) C Uep € t, = +00, e obter uma subsequéncia de (¢ (t,,, %, uy,)) de (¢ (tn, x, uy))
tal que ¢ (t,,x,u,, ) — y, ou seja, y € J* (x), mostrando que J* () néo é vazio. Por
fim, sabendo que J* (x) C DT (z), J* (x) é fechado e D () é compacto, temos que

J* (x) é compacto. Para J~(x) a demonstracao ¢ analoga. O

Teorema 27. Dado x € M, J* (x) é conexo sempre que J* (x) for compacto. Se J* (x)
nao é compacto, entio J* (x) tem um componente ndo compacta. Analogamente, J~ (z)
¢ conexo sempre que J~ (x) for compacto. Se J~ (x) ndo € compacto, entao J~ (x) tem

uma componente nao compacta.

Demonstracao: Seja J* (z) compacto. Se J* (x) = ), ndo a nada o que fazer. Assim
tome Jt (z) # 0. Se J* (z) é desconexo entao existem dois conjuntos compactos nao
vazios P e @, tais que J* () = PUQ e PNQ = (. Como J* (z) # 0, temos que w (x)
é nado vazio, compacto e conexo. Assim temos w (z) C P ou w(z) C Q. Suponha que
w(xz) C P. Entao PU Sz é compacto e disjunto de ). De fato, como w (x) é compacto e
nao vazio temos Sx compacto, que implica P U Sz ser compacto. O fato de que P U Sz
é disjunto de @ segue de que se Q@ N (PUSz) # 0 entdo Q@ N Sz # (). Assim, dado
y € QN Sz, temos w (y) # 0, pois Q N Sx é positivamente invariante e w (y) C w (),
conluindo que @ Nw (x) # @, absurdo. Finalmente, como D (z) = (SxUP)UQ e @

e Sz U P sao conjuntos compactos e disjuntos, entao DV () é compacto e desconexo,
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absurdo. Agora, provaremos a segunda parte do teorema. Considere a compactificacao

de Alexandrov M* = M U {oo}, da variedade M. Para cada x € M, defina o conjunto:

J* (x) = {y € M*; existem sequéncias (t,) em R onde ¢, — +00, (u,) em U, e (z,,)

em M, tais que x, — = e ¢ (tn, Tp, uy) — y}.

O conjunto J* (z) é um subconjunto compacto de M*, pois J* (z) = J* (z)U
{oo}. Pelo pardgrafo anterior, J* (x) é conexo. Agora, se J* (x) ndo é compacto, temos
que J* (z) é um subconjunto aberto de J*(x) ( Estamos asumindo que J*(z) é um
espaco topoldgico com a topologia induzida de M*). Pelo teorema 21, cada componente
de J* (z), tem um ponto limite em J* (x) — J* () = {oo}. Assim nenhuma componente

de J* (x) é compacta. Para J~(z) a demonstragao é analoga. O
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4.2 Estabilidade de Poisson e Pontos Nao Dispersi-
VOS

Agora, introduziremos a noc¢ao de pontos Poisson estaveis e pontos nao dis-
persivos. Mostraremos algumas caracterizagoes de pontos Poisson estaveis em termos
de conjuntos omegas limite e pontos nao dispersivos em termos de conjuntos limites

prolongacionais.

Definicao 28. Um subconjunto nao vazio X de M ¢é dito positivamente recursivo
com respeito ao subconjunto ndo vazio Y de M se para todot > 0, S5, Y N X # 0. O
conjunto X ¢ dito negativamente recursivo com respeito ao conjunto Y se para todo
t >0, S;}Y NX # 0. Un ponto x € M ¢ dito positivamente Poisson estdvel se
para toda vizinhanga U de x € positivamente recursiva com respeito ao conjunto {x}.
O ponto x € dito negativamente Poisson estdvel se para toda vizinhanca U de x €
negativamente recursiva com respeito ao conjunto {x}. O ponto x é Poisson estdvel

se x € positivamente e negativamente Poisson estdvel.

A seguir, mostraremos uma caracterizacao dos pontos Poisson estdveis rela-

cionada com conjuntos omegas limite.

Teorema 28. Dado x € M, x € positivamente Poisson estdvel se e somente se x € w(x).

Analogamente, x € negativamente Poisson estdvel se, e somente se, x € w*(x).

Demonstracao: Faremos a demonstracao para x positivamente Poisson estavel, pois
para x negativamente Poisson estavel a demonstragao é andloga. Assim, se x é positiva-
mente Poisson estavel temos que para todo t > 0 e toda vizinhanca U de =, Ss>;xNU # 0,
ou seja, ¥ € S>;x para todo t > 0, o que implica r € w(x). Por outro lado, se * € w(x),
temos que x € Ss;x para todo t > 0, ou seja, temos que para todo ¢ > 0 e toda vizi-

nhanga U de z, Ss;x NU # ), o que implica que x é positivamente Poisson estavel. O
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Observe que pelo resultado apresentado, x é Poisson estavel se e somente se

x € w(z) Nw*(z). A seguir apresentaremos o conceito de pontos nao dispersivos.

Definicao 29. Um ponto x € M ¢ nao-dispersivo se toda vizinhanca U de x € posi-
tivamente recursiva com respeito a ele mesmo, ou seja, Ss,U NU # O para todo t > 0.
Em outras palavras, x nao € dispersivo se e somente se para todo €,t > 0 existe y € M,

u € Uy tal que p(t,y,u) € B(x,e).

O seguinte teorema descreve pontos nao dispersivos por meio de conjuntos

limites prolongacionais.

Teorema 29. Um ponto x € M € nao dispersivo se, e somente se, x € J*(x).

Demonstragao: Suponha que x é nao dispersivo. Para todo n € N, existem vy, € M,
Up € Uep € Ty, > n tals que Yp, O(tn, Yn, un) € B(z, %) Como ambas as sequéncias (yy)
e (@(tn, Yn, uy,)) convergem para x com t, — +00, obtemos que z € J(z). Reciproca-
mente, se x € JT(z), existem sequéncias (t,,) em RY, (u,) em U, e (x,) em M tais que
Ty — T, t, = +00 e (t,, Tp,u,) — x. Dessa forma, para €, T > 0, existe ng > T tal

que Tpg, P(tng, Tngs Uny) € B(x, €), concluindo que = é nao dispersivo. |

Esta caracterizacao de pontos nao dispersivos fornece uma defini¢ao alterna-

tiva para ponto nao-dispersivo.

Proposigao 25. Dados x,y € M, y € J™(x) se, e somente se, x € J~(y). Em particu-

lar, x € J™(x) se e somente se x € J~(z).

Demonstragao: Suponha quey € J*(x). Entao existem sequéncias t,, — +00, T, — &
e (u,) em U,,y, tais que p(t,, Tn, u,) — y. Para cada n, defina y,, = p(t,, Tn, u,). Entao
O(—tny Yn, Up + tn) = Tp. Assim —t, — —00, Y, — y € p(—tp, Tp, Up - t,) — x, concluindo

que z € J(z). A reciproca é anéloga. O
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Observe que x € M ¢é um ponto nao dispersivo se e somente se para todo
6,7 > 0existemy € M, u € U, e t > T tais que y, p(—t,y,u) € B(z,€), ou seja, toda

vizinhanga U de z é negativamente recursiva com respeito a ele mesmo.

Como w(x) C J*(z) e w*(x) C J~(z), temos que todo ponto positivamente
ou negativamente Poisson estavel é nao dispersivo, ou seja, se z € w(x) ou x € w*(z),

entao este ponto é nao dispersivo.

O seguinte resultado mostra que os pontos pertencentes aos conjuntos omega

limites sao nao dispersivos.

Teorema 30. Seja v € M tal que w(x) é nao vazio. Paray € w(x), y € nao dispersivo.

Demonstracao: Se y € w(z) entdo existem sequéncias t,, — 400 e (u,) em U, tal

que ¢(t,,x,u,) — y. Tome uma subsequéncia (¢,,) tal que ¢ —t,, > k para cada k.

Nk+1

Defina 7, = t —tn, € T = P(tn,, T, Up, ). Entdo 7, — +00 e 2 — y, além do mais,

Nk41

QO(Tkv Ly Unjyq tnk) = Qp(tnkﬂ — Loy ¢<tnk7 Z, Unk)v Unpyq tnk)

= ¢<tnk+17 w(_tnk? @(tnk’ Z, unk)’ unk+1 ’ tnk)7 unk+1) - gp(tnk+1 y Ly unk+1)

e assim Q(7g, T, Un,,, - tn,) — y. Portanto y € J*(y). O

Existe um resultado andlogo para conjuntos limites negativos. O seguinte
exemplo ilustra uma situacao onde w(x) = J*(x), ou seja, todos os pontos nao dispersivos

sao Poisson estaveis.

Exemplo 9. Considere o sistema de controle

#(t) = Xo(2(t)) + u(t) X (x(t)),

1

no disco unitdario M = {x = (v1,22) : ||z]| < 1}, onde U = [,

1] e Xy e Xy sdo campos

de vetores dados por

X0<£E',y) = (ya —l‘) € X1<£L',y) = (l’ - .’L’y2 - x37y - y.CE2 - y3)
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Exemplos de trajetétias através de (72, D, (5 7), (5, %) eue{l, %, %}

Figura 4.5:

O plano de fase € dado pela Figura 4.5.

A origem 0 € um ponto singular e as trajetorias através dos pontos da esfera
unitdria S* sao periddicas e coincidem com S'. Assim, w(0) = w*(0) = {0} e w(x) =
w*(z) = S para todo x € S'. Assim, os pontos em S' U {0} sdo Poisson estdveis.
Para x € M\S' U {0}, temos w(z) = S' e w*(z) = {0}, concluindo que os pontos
em M\S' U {0} ndo sao Poisson estdveis. Agora dado € > 0 suficientemente pequeno,
temos S>,B(0,€) = M para todo t > 0. Assim, J*(0) = M. Para xz € S', temos
m = M para todo t > 0, assim J*(z) = M. Para v € M\S' U {0}, temos
S=B(z,¢) € M\{0} e m C M\S'. Uma vez que somente os conjuntos S' e
{0} sdo positivamente (e negativamente) invariante do sistema de controle, seque que
Jt(x) =S e J-(x) = {0}. Portanto os pontos em S' U{0} sdo pontos ndo dispersivos
do sistema e para x € M\S* U {0}, temos w(z) = J*(z) =S! e w*(x) = J (z) = {0}.
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4.3 Instabilidade e Sistema de Controle Dispersivo

Esta secao é dedicado aos conceitos dispersivos. Estes conceitos em sistema
de controle sao caracterizados pela auséncia de recursividade. O objetivo é mostrar que

os conjuntos limites prolongacionais sao fundamentais para o estudo de dispersividade.

Definigao 30. Um ponto x € M ¢ dito

1. positivamente Poisson instdvel sempre que x ¢ w(x), negativamente Pois-
son instdvel sempre que v ¢ w*(x) e Poisson instdvel se é positivamente e

negativamente Poisson instdvel.
2. dispersivo sempre que x & J*(x).

Definicao 31. O sistema de controle é chamado

1. positivamente Poisson instdvel se todo x € M € positivamente Poisson instdvel.

2. negativamente Poisson instdvel se todo v € M ¢é negativamente Poisson

instavel.
3. Poisson instdvel se todo x € M ¢é Poisson instdvel.
4. completamente instdvel se todo x € M € dispersivo.

5. dispersivo se para todo par de pontos x,y € M existem vizinhancas U, de x e U,
de y tal que U, nao € positivamente recursivo com respeito a Uy, ou seja, existe

t >0 tal que U, N S>,U, = 0.

Note que um ponto x € M ¢é dispersivo se e somente se existe uma vizinhanca
U de x e uma constante T" > 0 tal que U N ¢(t,U,u) = @ para todo ¢, u com |t| > T.
Este fato serd mostrado no seguinte teorema onde se mostra que os conjuntos limites

prolongacionais sao importantes para o estudo de sistema de controle dispersivo.

Teorema 31. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

61



1. O sistema de controle € dispersivo.

2. Para todo par de pontos x,y € M existem vizinhancas U, de x e U, de y e uma

constante T > 0 tal que U, N p(t,Uy,,u) =0 para todo t e w com [t| > T.
3. Para cada par de pontos x,y € M, y & J*(x).

4. Para todo x € M, J*(x) = 0.

Demonstragao: E claro que (3) implica em (4). Primeiro iremos mostrar que (1) im-
plica (2). Suponha que o sistema de controle é dispersivo e tome z,y € M. Entao
existem vizinhancas U, de x, U; de y e t; > 0 tal que U, N S5, U, = (). Disso resulta
que Ul Np(t, Uyl, u) = ) para todo ¢ e u com ¢ > t;. Por outro lado, existem vizinhangas
Uz de z e U} de y ety > 0 tal que U N S5, U2 = 0, isto segue que U; Np(t, U2, u) =
para todo ¢ e u com t > ty. Assim, U N(t, U}, u) = @ para todo t e u com t < —t,.
Tomando U, = U, NUZ, U, = U; NU; e T = max{ty,ty}, entdo U, N @(t,U,,u) = 0
para todo ¢ e u com |t| > T. Agora mostraremos que (2) implica (3). Suponha que (2)
é valido. Dados z,y € M, existem ¢,t > 0 tal que B(y, €) N S5;B(z, ) = (). Disto, temos
que y ¢ S>B(z,€) e portanto y ¢ J*(x). Finalmente, mostraremos que (4) implica
(1). Suponha que J*(x) = () para todo x € M. Dados z,y € M, existem €,t > 0 tais
que = & m, porque JT(y) = (). Assim existe uma vizinhanga U, de x tal que

U, N S>B(y, €) = 0. Portanto o sistema de controle é dispersivo. O

Usando o fato que y € J*(z) se, e somente se, x € J (y), temos um re-
sultado andlogo do teorema anterior para primeiro conjuntos limites prolongacionais
negativos. Assim, uma forte propriedade para um sistema de controle ser dispersivo é de
que J*(z) = () para todo x € M, ou seja, sistema de controle dispersivo ocorre somente

em variedades nao compactas. Veja alguns exemplos.

Exemplo 10. Considere o sistema de controle em M = R? determinado pelos campos

0 0

0 o
de vetores 327 € 7.5+ lemos que ¢l oar (x1,29) = (t 4+ 1, 29) € €92 (x1,29) = (21,22 + 1)
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para t > 0 e (11, 15) € R% Concatenando as trajetérias de 8%1 e 8%2 podemos construir
as trajetorias através de x = (a,b) como ilustrado na Figura 4.6 (A). Entdo para e,t >0
o conjunto S>:B(x,€) é a regigo em cinza na Figura 4.6 (B). Assim o prolongamento
Dt (z,t) = N.wo S=B(z,€), coincide com o cone Sz e portanto J*(z) = Niso S5t =

(). Assim o sistema € dispersivo.

~
7

=
-

(A) (B)

(A) trajetérias atraves de x = (a,b). (B) O conjunto Ss:B(x,¢€) é a regido em cinza.

Figura 4.6:

Exemplo 11. Considere o sistema de controle

2 0
0 -1

sistema na esfera unitdria S*, pela projecdo s(t) = EOIR Temos que o sistema de

em R? sem a origem, onde A = ( > e U = [a,b] com a > 0. Projetando este

controle induzido é

5(t) = u(t)[A — sT As]s

em St. A figura 4.7 ilustra a trajetoria deste sistema. Agora, considerando o sistema
obtido acima, em R?* menos o conjunto X = {(1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1)}, temos cla-

ramente que o sistema € dispersivo.
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Trajetoria do sistema na esfera unitaria

Figura 4.7:

A seguir apresentaremos uma ultima caracterizagao de sistemas de controle

dispersivo.

Teorema 32. Assuma que J*(x) € invariante para todo x € M. O sistema de controle
¢ dispersivo se, e somente se, para cada v € M, D¥(x) = Sz e nao existem pontos

singulares e trajetorias periodicas.

Demonstragao: Suponha que o sistema ¢ dispersivo. Pelo Teorema 31, J(z) = 0
para todo x € M. Pelo Teorema 25, segue que DV (z) = Sz para todo x € M. Desde
que os pontos singulares e as trajetorias peridédicas sao encontradas nos conjuntos limi-
tes prolongacionais, entao nao existem pontos singulares e trajetérias periodicas. Para
provar a reciproca, suponha que DT (x) = Sz e nao existem pontos singulares e tra-
jetérias periddicas. Pelo Teorema 25, temos J*(x) C Sz. Se Jt(z) # () entdo J*(z)
¢ invariante e fechado e segue que Sz U S*x C Jt(z) e Sz U S*z = Jt(z) = Sx.
Para T < 0 e u € U, existe T" > 0 e v € U, tal que p(T,z,u) = o(T",x,v), ou
seja, v = (=T, o(T",z,v),u-T). Assim, =T > 0 e T’ > 0, existe w € U,, tal que
o(=T,o(T",z,v),u-T) = p(T" — T,z,w) e podemos concluir que x = (17" — T, x,w).
Como w(s) = wy para todo s em um intervalo (a,b) contendo 7" — T', segue que a tra-
jetéria (7, x,wy) é T-peridédica com 7 = T" — T, que é uma contradigao, e portanto,

temos que J*(z) = () para todo = € M. O
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CaPiTULO 5

Acoes de Semigrupos em Fibrados

Este capitulo é dedicado a acoes de semigrupos em fibrados. Os resultados
apresentados sao referentes aos trabalhos [5], [12], [14], [17] e [21]. Iniciaremos com os
conceitos basicos de espaco fibrado associado a um fibrado principal. Apresentaremos
propriedades de estabilidade de Poisson e pontos nao-dipersivos em fibrados. Encerrare-
mos com um exemplo onde constroi-se acoes de semigrupos em fibrados triviais através

de aplicagoes continuas que satisfazem a propriedade de cociclo.

5.1 Fibrados Principais

Sejam M um espago admissivel com familia admissivel O, v : S x M — M uma acao de
semigrupo em M. Dado 7 : M — B uma aplicacao sobrejetora continua, chamaremos
a tripla (M, m, B) de fibrado. Os espacos topolégicos B e M sao chamados respectiva-
mente de espago base e espago total e a aplicagao continua 7 : M — B é chamada de
projegao. Para cada b € B, o conjunto 7 1(b) é chamado de fibra determinada por
b € B. Dado G um grupo topolégico, chamaremos de G-espago a direita em M uma

aplicacdo continua v : M x G — M, v ((z,s)) = xs, que satisfaz as seguintes condigoes:

1. Sex € M e s,t € G entao x (st) = (xs)t.

2. Para cada x € M temos que xe = x, onde e ¢é a identidade do grupo G.

Também existe uma definicao analoga para G-espaco a esquerda.
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Um fibrado (M, w, B) é chamado de G-fibrado, se existem um G-espago em
M e um homeomorfismo f : M/G — B, ou seja, a (M) = (M, 7', M/G) é isomorfo a
(M, m, B) referente ao isomorfismo de fibrados (Id, f) : a (M) — (M, w, B). (Ver segao

7.2 do Apéndice sobre isomorfismos de fibrados)

Um G-espaco M é chamado livre, se para algum =z € M, xs = x implica
em s = e. Denotaremos por M* o espago de todos os elementos (z,xs) € M x M onde
x € M es € G. Observe que existe uma funcao 7 : M* — G, tal que z7 (z,2') = o/,

para todo (x,z") € M*. A funcao 7 : M* — G é chamada de fungao translagao.

Referente a funcao translacao 7 : M* — G temos as seguintes propriedades:

1. 7(z,x) =e
2. 7(x,2" )T (2, 2") =7 (x,2")

3. 7(2,x) =7 (x,2) " para todo z, 2/, 2" € M.

Um G-espago M é chamado G-espago principal, se é um G-espaco livre com
a funcao translacao 7 : M* — G continua. Um G-fibrado principal é um G-fibrado

(M, p, B), onde M possui um G-espago principal.

Seja (M, 7, B) um G-fibrado principal e tome F' com um G-espagco a esquerda.
A relagao (x,y) s = (xs, s 'y) define uma estrutura de G-espago em M x F. O espago
quociente (M x F') /G é usualmente denotado por F, mg : E — B é a composigao da
factorizacio M x F ™3 M 5 B pela projecio M x F — E. Explicitamente temos

e ((z,y) G) = 7 (z) para (z,y) G € E.

Referente as anotagoes acima, o fibrado (E,7g, B), é chamado de espago
fibrado sobre B com fibra F' associado ao fibrado principal (M, 7, B). O grupo

G é chamado de grupo estrutural do espaco fibrado.

Definicao 32. Sejam (M, S, ) e (N, S,v) agdes de semigrupos em espagos topoldgicos.

Uma aplicagao p : M — N € equivariante se p(tz) = tp(z), para todo t € S.
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Seja (M, 7, B,G) um fibrado principal e (M, S) uma agao de semigrupo que
satisfaz t(qg) = (tq)g para todo ¢ € M,g € G et € S, ou seja, a agdo de S comuta com

a agao de G.

Temos que acao de S em M, induz uma acao em B. De fato, paray € B,t € S
e y = m(q), define ty = mw(tq). Consequentemente, m é uma aplicagdo equivariante. A

acao de S também induz uma agdo em E dada por t[g, v] = [tg, v].
Dado ¢ € M defina
S, =S(g)NmH(z)

onde r = 7(q). Através da identificagio da fibra sobre z com G viaa € G +— qa € 7 !(x),

S, pode ser visto como um subconjunto de G.

S,={g€G:3teS;tqg=qqg}.

Segue que S, é um subsemigrupo de G se S, # 0.

Seja F = {A: A C S} uma familia de subconjuntos de S. A familia F induz

uma familia 7, em S,. De fato, para cada A € F, defina:
A, ={geG:3te Atqg=qg}.
Assim, podemos definir a familia induzida F, = {4,; A € F}. Neste caso
consideraremos somente ¢ tais que A, # () para todo A € F.
Seja (F, g, B) um fibrado associado.
Proposicao 26. Sejam (M, n, B,G) um fibrado principal e ¢ € M. Se F satisfaz a

hipotese Hs, entao a familia F, satisfaz a a hipotese Hs.

Demonstracao: Para g € S, existe t € S tal que t¢ = qg. Para A € F tome B € F tal
que B C At. Para h € B, existe t' € B tal que t'¢ = gh. Desde que t' = at para algum
a € A, nés temos que gh = atq = aqg onde aqg = ghg™". Assim hg™' € A, e h € Ag.

Assim B, C A,g o que conclui a prova. O
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Proposicao 27. Assuma que M ¢é compacto e sejam X C M e F uma base de filtro que
satisfaz a a hipétese Hz. Entao w(X,F) C tw(X,F) para todot € S.

Demonstracao: Tome z € w(X,F), t € S e V a familia de todas as vizinhancas de x.
Para (V, f), (U,g) € V x FY defina (V, f) > (U,g) se V.C U e f(W) C g(W) para todo
W e V. Agora para A € F tome B € F tal que B C At. Para cada V € )V, temos

0 £BXNV CAXNV.

Agora, escolha tzya) € AsX NV, onde x4 € AX. Para cada (V,f) € V x FY,
usaremos a notagao x(y,y) ao invés de (v, svy), onde txvp € tf(V)NV. Considere a
rede (x(v,5)) em M. Desde que M é compacto existe uma subrede (z(y,f)) que converge
a um ponto y € M. Para uma vizinhanca U de y existe (Vp, fo), tal que z(y,5) € U para
todo (V. f) > (Vo, fo). Desde que F é uma base de filtro, para cada A € F podemos
definir f4 : V — F tal que fa(V) C AN fo(V) para todo V € V. Para (V, f) > (Vo, fa)
nés temos

rwvp €UNFIV)X CUN fa(V)X C UNAX.

Assim y € AX e y € w(X,F). Finalmente para uma vizinhanca W de z, nés temos
trevpy € Lf(V)X NV C W para todo (V, f) com V C W. Assim tx 5y — x. Desde que

txv,f) — ¥, n6s temos que x = ty. Portanto x € tw(X, F) e concluimos a prova. |

Teorema 33. Sejam S agindo nos espacos topologicos M e N, com M compacto, p :
M — N equivariante e F uma base de filtro sobre os subconjuntos de S. Para um

subconjunto X de M, temos que

p(w(X, F)) = w(p(X), F).

Demonstracao: Primeiro observe que

p(w(X, F)) =p([) AX) = (] p(AX) C (] Ap(X) = w(p(X), F).

AceF AeF AceF
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Por outro lado, para y € w(p(X), F), nés temos y = p(x4), onde x4 € AX
para A € F. Desde que M é compacto e F é uma base de filtro, podemos tomar uma
subrede {z4} tal que x4 — x em M. Dado V uma vizinhanga aberta de z. Entao
existe Ag € F tal que xg € V para todo B C Ay. Agora para todo A € F tem se que
Tana, €V, onde (ANA)) XNV # (. Assim x € AX ey = p(z) € p(w(X, F)). Portanto
W(p(X), F) € plw(X), F). 0

Como consequéncia, temos o seguinte resultado sobre fibrados.

Corolario 4. Dado (E, g, B) um fibrado associado com E compacto, entio para X C E

temos Tp(w(X),F) = w(me(X),F).

Teorema 34. Suponha que (E,7g, B) € um fibrado associado. Tome q € M tal que
m(q) = v ¢ X um subconjunto nao vazio de E. Dado Y C F um subconjunto tal que

XNnrYz) =lq,Y], entdo

(0,0 (Y, F)] = () ([Ag, Y] N7 L(x)).

AeF

Em particular

g, w(Y, Fy)] =w(X, F)N 7 ().

Demonstracao: Tome [q,u| € [¢,w(Y,F,)] e A € F. Seja V uma vizinhanga aberta
de [g,u] e tome U uma vizinhanga aberta de u e V N7 '(x) = [¢,U]. Uma vez que
UNAY # 0, tomev =gy € UNA,Y onde g € A, ey € Y. Isso segue que [q,v] = [tq,y],

para algum t € A. Portanto,

[q,v] € VN [Aq, Y] N7 (2)

[g,u] € [Ag, Y] N 7=1(z).

Temos

lq.w(y. F)l € () [Ag, Y] N7 1 (z).
AeF
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Por outro lado, tome

gw] € () Ag Y] nr (),

com A, € F,. Tome U C F aberto tal que VN7~ (z) = [¢,U]. Entao,
VN[Aq, Y] Nna ().

Assim existe t € A, y € Y e [¢,v] € V tal que [¢,v] = [tq,y]. Assim existe g € A, tal

que v = gy onde v € U N A,Y. Portanto v € A,Y, concluindo a prova. O

Corolario 5. Seja (E,mg, B) um fibrado associado. Se [q,v] € E é F-progressivamente

Poisson estdvel, entdo v € F,-progressivamente Poisson estdvel, ou seja, v € w(v, Fy).

Demonstracao: Denotando por X = {[g,v]} e Y = {v}, temos pelo teorema anterior,

(4, w(v, Fo)l = w(lg, o], F).

Como [g,v] é F-progressivamente Poisson estavel, temos que [¢,v] € w([q,v],F) =

(g, w(v, Fy)]. Assim, v € w(v,F,), ou seja, v é F,-progressivamente Poisson estével.

O

Definigcao 33. Sejam M e N espacos admissiveis, com O e O suas respectivas familias
admissiveis. Uma funcao f: M — N € dita uniformemente continua com respeito
a O e, separa cadald € O, existe V € O tal que x,y € V para algum V €V implica
em f(x), f(y) € U para algum U € U, ou seja, y € B(x,V) implica f(y) € B(f(x),U).
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Proposicao 28. Seja S agindo nos espacos admissiveis M e N. Sep: M — N € uma

funcao equivariante e uniformente continua, entao

p(J(z,0)) C J(p(x),O"),

para todo x € M.

Demonstracao: E claro que

p(J(z,0) Cp( [ AB(x,U))C
Ae]—" UueO
() ApBU)c () AB(p(),V).
AeFUeO AeFVeo’

Proposicao 29. Seja (M, 7, B) um fibrado, onde M e B possuem respectivamente as
familias de coberturas abertas admissivel O e O'. Se x € M € nao-dispersivo, entao

m(x) € B € nao-dispersivo.

Demonstracao: Como xz € M é nao-dispersivo temos que para todo A € F, exis-
tem redes (zy)peco em M e (ty)peo em A tais que xy — x e tyxy — x. Sabendo que
7 é continua e equivariante, temos 7(xy) — w(z) e tym(xy) — 7w(x). Note que para
cada U € O existe um indice V € O tal que w(xy), tym(zy) € B(n(z),U). Assim to-
mando as redes (m(zy), (tym(xy)) satisfazendo as condigoes acima, temos 7(xy) — m(x)

e tym(zy) — m(x), concluindo que 7(z) € J(n(z), F), ou seja, w(x) é nao-dispersivo. O
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Exemplo 12. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n e TM seu fibrado
tangente. Um referencial em x € M é um isomorfismo linear o, : R™ — T, M. Denote

por BM o conjunto de todas as bases em todos os pontos de M, ou seja,
BM ={o, :R" = T, M;0o, € isomorfismo linear, Vx € M}.

Para cada o, : R* — T,M onde 0, € BM e x € M, as operacoes que
trabalharemos com o, sao referentes a matriz que representa o isomorfismo linear o,.

Note que GL(n,R) age livremente e transitivamente a direita em BM :
(0,9) € BM x GL(n,R) — 0g:=00g € BM,

ou seja, para todo v € R, (0g)(v) = o(gv). Existe uma proje¢io natural w: BM — M
que associa a cada o, : R™ — T, M ao pontox € M. Note que m(01) = w(02), entao eziste
g € GL(n,R) tal que o9 = 01g. Como BM tem estrutura de variedade diferencidvel,

BM ¢é um fibrado principal com base M e grupo estrutural GL(n,R).

Seja, i : RY x BM — BM, definido por u(t,o,) = e ‘o,, onde
elo, :R*" > T,M

tem matriz representante e 'o,, ou seja, a matriz representante de o, multiplicada pelo
escalar e=t. Note que p define um sistema semi-dinamico topoldgico em BM . De fato,

para s,t € RT e o, € BM, temos que:
s+t pg) = e o, = e e, = s, e toy) = uls, u(t, 0,)).
Observe que a multiplicacao escalar € uma aplicagao continua e

1w0,0,) = o, = 0,.

E claro que parat € RY, 0, € BM ¢ g € GL(n,R), temos que t(o,g) =
e Ho.g) = (e7toy)g = (toy)g. Como e o, = (e pxn)or = 0x(€  xn), entio para

o, € BM,
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R} = {e "I« para todo t € R*}.

Oz

Observe que para o, € BM J(o,) = 0. De fato, seja y tal que existem redes

A

o) = 0, e e Mo} =y com ty — co. Como o) — 0,, temos que a rede (o)

) € limitada

e et — 0 quando ty — oo, assim e 0} — Opxn &€ BM. Como J(o,) = 0 entio

T

J*(0z) = 0, w(oz) = 0 e w*(o,) = 0. Com estas informagoes temos que o sistema

semi-dinamico € dispersivo e para todo o, € BM, o, € Poisson instdvel.

O sistema semi-dinamico em M induzido por (BM,u) € definido por tx =
n(to,) = w(e o) =z, para todo x € M et € RT. Assim temos J(x) = J*(z) = w(z) =
w*(x) = {x} para todo x € M. Assim, o sistema semi-dinamico na base é nao-dispersivo
e, para todo x € M, x é Poisson estavel. Portanto, temos que no espago total o sistema
semi-dinamaico € dispersivo e induz um sistema semi-dinamico nao dispersivo no espacgo

base, concluindo que a reciproca da proposicao anterior nao vale.

Definicao 34. Sejam p: S x M — M uma agcao em M e T um semigrupo topoldgico.
Uma aplicagao continua ¢ : S X M — T é um cociclo de M em T se para todo s,t € S

exeM,

90(375? :E) = 90(57 H(tu IL’))(,O(t, ZB)

Exemplo 13. Seja G um grupo topoldégico e M um espacgo topolégico. Primeiramente,
¢ claro que a aplicacao 7 : M x G — M definido por w(z,q) = = é uma aplicagao

sobrejetora e continua. Assim a tripla (M x G,m, M) é um fibrado. A aplicagdo
v:(MxG)xG—MxG,

definida por v((z, g), h) = (x, gh) torna o fibrado (M x G, 7, M) um G-fibrado principal.
De fato, € claro que v € continua, pois G é um grupo topologico. Para s,t € G e

(x,g9) € M x G temos
7[<x>g)75t] = (x793t> = (ZL‘, (gs)t) = 7[($793)7t] = 7[7[(1'79)’ S]?ﬂ
e[z, 9),¢] = (z,9¢) = (z,9).
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Note que, se (x,gs) = (x,g) entdo gs = g o que implica s = e. A funcgdo
translacao 7 : (M x G)* — G definida por 7((x,g), (x,9s)) = s para (x,g9) € M X G e
s € G € continua, pois T € a composi¢ao das aplicagdes continuas

p: (M xG)*— M xGx G, definido por p((x,g),(x,9s)) = (z,g,5) com
M x G xG— G, definido por ©'(x,g,s) = s.
Seja (M x G,p) uma agao do semigrupo S no G-fibrado principal (M x G, 7, M) tal

que p(t, (z,gh)) = p(t,(x,9))h parat € S, (x,9) € M x G e h € G. Denotaremos

u(t, (2, 9)) = (m(t, (z,9)), pa(t, (z, 9))), onde
pr: S X (MxG)—Meps:Sx(MxG)—G.

Sabendo que u(t, (z,gh)) = u(t, (x, g))h, temos

(/“Ll(t7 (xvgh))hLLQ(tﬂ (I,gh))) = (Ml(t7 («T,g)), M2(t7 ($7g)))h = (:ul(t7 (l’,g)), :uQ(t7 (.Z‘,g))h),

ou seja, ﬂl(ta (l’,gh)) = ﬂl(ta (xag)) € :u2(t7 (xagh)) = :uQ(t? (x’g))h para todo t € S:
(x,9) € M x G e h € G. Em particular, temos que pi(t, (x,e)) = p(t, (z,g)) para todo

g € G. Por abuso de linguagem, denotaremos a aplicag¢do

:U’l(t’ (:L‘7 6)) = :u1<t7 :L‘)

Como p define uma agdo, temos que parat,s € S e (zv,e) € M x G,
M(t57 (337 6)) - :u(tv M(S’ (ZE, 6)))7

(Ml(t87x)u MQ(tS7 (:L', 6))) = (Nl(ta :U’(S? (CL’, 6)))7 :u2<t’/~b(8’ (ZE, 6)))),
(:ul(tsa :E)’ ILLQ(tS7 ($’ e))) = (:ul(tv (:ul(s> $)’ IUQ(Sv (I> 6)))), MQ(t7 (:ul(sa Zlf), :u2($> (J:a 6))))),
(:ul(tsvx)v IL[/Q(tS7 (:E, 6))) = (:u1<t7 Ml(‘S?x))a :u2(t> (M1(57x)7 :U'?<37 (l‘, 6))))),

ou seja, pu(ts,x) = p(t, (s, z)) e

NZ(tsa (3:‘, 6)) = :u2(t7 (:u1<3a x)a/@(S? (QJ, 6)))) = :u2(t7 (Nl(su QL’), 6))”2(5, (.T, 6))
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Com as conclusoes acima, temos que a aplicagio py(-,e) : S x M — M,
definida por py(z,e) € uma a¢ao em M e ps(-,e) : S x M — G definida por ps(x,e) €

um coclico de M em G.

Reciprocamente, se 1 : S X M — M é uma agao em M e s : S X M — G

um coclico de M em G, temos que a aplicacdo
p:Sx(MxG)—MxG

definida por p(t, (z,g)) = (pui(t, x), u2(t, x)g) € uma agao no espago topolégico M x G.

De fato, por construcgao, p € uma aplicacao continua. Para s;t € S,

:u(tS? (l‘,g)) = (ul(ts,x),ug(ts,x)g) = (:ul(t’M(&x))v/@(t?ﬂl(s’x))ﬂ2(87x>g) €

,u(tv:u(sa (x,g))) = N(t’ (,ul(s,x),ug(s,x)g)) = (,ul(t,ILL1(S,£L')),[L2(t,M1(8,$))ﬂ2(8,$)g).

Provando o desejado.
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CAPITULO 6

Sistemas Semi-Dinamicos

Neste capitulo, trabalharemos os conceitos de dispersividade e recursividade
para sistemas semi-dinamicos e sistema semi-dinamicos em fibrados, referente ao trabalho
[21]. Para o desenvolvimento do estudo, considere M um espago admissivel e O sua

familia admissivel.

Definigao 35. Dizemos que o par (M, i) € um sistema semi-dindmico se a aplica¢ao

i RY x M — M satisfaz as sequintes propriedades:

1. pu(0,2) = x para todo x € M,
2. u(s+t,x) = u(s, u(t,z)) para todo s,t € R* ex € M

3. p € continua em RT x M

A seguir definiremos orbita de um sistema semi-dinamico.

Definigao 36. Dado (M, ) um sistema semi-dinamico e x € M, define-se respectiva-

mente orbita positiva e orbita regressiva como os sequintes conjuntos:

w(z) = {u(t, z), para todo t € RY},

p(z) ={y € M: u(t,y) = = para algum t € RT}.

Analogamente define-se para A C M,
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w(A) = | nia), e (4) = |J ' (a).

€A T€EA

Por abuso de linguagem denotaremos pu(t,z) = tx.

Nas préximas defini¢oes, veremos as condig¢oes para que um ponto seja critico

ou periddico para o sistema semi-dinamico.

Definigao 37. Um ponto x € M é chamado de ponto critico se u(t,z) = x para todo

teRT.

Definicao 38. Um ponto x € M ¢é chamado de ponto periodico se existe T > 0, tal

que (T, z) = x.

Sabemos que um sistema semi-dinamico é uma acao de R™ em M e que o
filtro de Frechet F = {(a,+00),a € RT} é uma base de filtro que satisfaz as hipGteses
Hy, Hy, H3 e é um ideal a direita. Como R*\(a,+o0c) = [0,a] é compacto para todo
a € R, temos que os resultados mostrados nos Capitulos 2, 3 e 5 sao validos para
esta estrutura no sistema semi-dinamico. Assim, os conjuntos limites, prolongamentos e

conjuntos limites prolongacionais para x € M sao:
w(z) = {y € M; existe uma rede (¢,) C R tal que ty, — 0o e ty\z — y},
Para T > 0,

D(xz,T) = {y € M; existem redes (ty) C (T, 00) e (zy) C M tais que xy — x e

tyry — y},

D*(z,T) = {y € M; existem redes (ty,) C (T, 00) e (xy) C M tais que tyry — z ¢

Ty — y}:
J(z) = {y € M; existem redes t\, — 00 e x) — = tais que tyx)y — y},

J*(z) = {y € M; existem redes t\, — 00 e ty\z) — « tais que ), — y}.
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6.1 Sistema Semi-Dindmico em Espacos Fibrados

Nesta secao apresentaremos resultados e exemplos sobre o estudo de sistema
semi-dinamicos em espacos fibrados. A teoria de fibrados apresentada nesta secao se

refere ao Apéndice e Capitulo 5.

Seja (M, m, B,G) um fibrado principal onde 7 : M — B é uma aplicagao
aberta e sobrejetora tal que m(qg) = 7(q) para todo ¢ € M e g € G. Assuma que
o espaco topoldgico F' é um G-espaco a esquerda e E o fibrado associado ao fibrado
principal (M, 7, B,G), indicado por (E,w, B, F, M). Denotaremos os elementos de E
por [g,v] e por m a projecao 7w : E — B, definida por 7([q,v]) = 7(¢). Um fibrado
principal (M, 7, B,G) é localmente trivial, existe uma cobertura aberta {U;};c; do
espaco base B tal que para todo i € I, existe um homeomorfismo ; : 71(U;) — U; x G,
Y; = (m,v;) onde v; : 7 1(U;) — G é uma aplicacao continua satisfazendo v;(qg) = v;(q)g
para todo g € 7 1(U;) e g € G. A familia ¥ = {(U;, ;) }ser é chamada de mapa de M.
Para cada i € I a aplicacio vF : 75 (U;) — F dada por vF([q,u]) = vi(q)u é aberta e
VE 7 M (U;) — U; x F dada por ¥F = (7g,vF) é um homeomorfismo. Assim o fibrado
associado é localmente trivial e a familia U* = {(U;, ¥F)}icr ¢ um mapa de E.

Tome p : RT x M — M um sistema semi-dinamico no espaco total M do
fibrado principal (M, 7, B, G) que comuta com a agao a direita de G, ou seja, u(qg) =
ut(q)g para todo ¢ € M, t € R" e g € G. Entao p é um sistema semi-dinamico
invariante a direita e cada aplicacao u; : M — M é chamado de endomorfismo de M.
O sistema semi-dinamico p induz o sistema semi-dinamico pp : RT x B — B no espaco
base definido por ug(t,7(q)) = 7(u(t,q)) e pgp : RY x E — E no fibrado associado
definido por pg(t,[q,v]) = [u(t,q),v]. Em particular, a proje¢do m é uma conjugagao
continua entre os sistema semi-dinamicos pug e pup. O sistema semi-dinamico p induz um

semigrupo agindo na fibra F' do fibrado associado E. Para ¢ € M defina o conjunto
RS = {g € G : existe t € R tal que u(t,q) = qg},

que é um semigrupo de G. Iremos denotar por g; o elemento de Rl‘; tal que u(t, q) = qg:.
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Entdao go = 1 € R, onde 1 é o elemento identidade de G. Além do mais g;g; = gi+s

para todo g, g, € RY.
Existem situacoes onde ]R;r ¢ um subgrupo a um parametro de G. Vejamos

alguns exemplos.

Exemplo 14. Sejam G um grupo topologico e H C G um subgrupo fechado de G. A
aplicagdo quociente w : G — G /H de G no espago homogéneo G/H é um fibrado principal
com grupo estrutural H. Seja v : R — H um subgrupo a um parametro de H, ou seja,
um homomorfismo de R em H. Defina pn: R x G — G por u(t,g) = v(t)g. Entao u é
um fluzo invariante a direita no fibrado principal (G, 7,G/H, H). Se 1 € a identidade
de G entao Ry = {y(t) }+er. Para cada h € H, Ry, € a conjugagio de Ry por h. Se H é

um subgrupo normal de G entio R, = g~'Ryg para cada g € G.

Exemplo 15. Seja m:V — B um fibrado vetorial n-dimensional real. Para x € B, um
frame o, em x € uma aplicacdo linear invertivel o, : R™ — V., onde V, € a fibra de V em
x. O conjunto de todos os frames é denotado por BV . O fibrados dos frames de V € o
fibrado p : BV — B definido por w(o,) = x. O grupo estrutural de BV é G = GL(n,R)
que age a direita me BV por og=co0g, 0 € BV eg € GL(n,R). Sejau: Rt xV =V
um sistema semi-dinamico invariante a direita que € linear e inversivel na fibra. Entao
i € o levantamento do sistema semi-dinamico em BV dado por py(oc) = pyo0. Efdcil
ver que pu(og) = p(o)g, para todo o0 € BV e g € GL(n,R). Suponha que a fibra V,, €
invariante por . Entdo p; € um automorfismo em V, para todot € RY. Assim, dado um
frame o, de x, existe g; € GL(n,R) tal que ;0 0, = 0,0 gy, Ou Seja, g = T, 0 iy © 0.
Assim nds temos que R, = {0 o iy 0 0, }ier+, que pode ser extendida a um subgrupo

a um pardmetro {o; ' o pi; 0 0, }er em GL(n,R).

Exemplo 16. Seja (M, m, B, G) um fibrado principal, onde G é um grupo de Lie conexo
com algebra de Lie g. Considere a aplicagio f : M x G — Aut(g) tal que f(qg) =
Ad(g~) o f(q) para todo g € M e g € G. (Por exemplo se w: B x G — B é um fibrado

trivial, defina f por f(b,g) = Ad(g™')). Tome o campo de vetores X no centro de g e
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defina a aplicagao A : M — g por A(q) = f(q)(X). Entao A satisfaz

Alag) = Ad(g~")Alq),

para todo ¢ € M e g € G. Defina o campo de vetores X em M por

X(q) = A@)a) = & (geap(tA@)]-o

A solugao da equagao diferencial ¥ = X(x) com wvalor inicial x(0) = q € Xi(q) =
qgexp(tA(q)). O fluxo pu:Rx M — M definido por pu(t,q) = Xi(q) € um fluxo invariante

a direita em M. De fato, para ¢ € M e g € G nos temos
u(t,q9) = Xi(ag) = qgexp(tA(qg)) = qgezp(Ad(g~")tA(q))

= qexp(tA(q))g = p(t, 4)g-
O fluzo induzido no espago base B é trivial, pois as fibras sao invariantes por . Para

q€ M, R, € o subgrupo a um parametro {exp(tA(q))}ier.

Exemplo 17. Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g identificada com conjuntos
dos campos de vetores invariantes a direita em G e considere uma métrica Riemmaniana
nvariante a direita em G. Tome A : R — g uma aplicacdo uniformemente continua e
limitada. Denotaremos por A a extensio continua A : H(A) — g, A(€) = £(0), onde

H(A) é o hull de A, e considere a familia de equagoes diferenciais em G
g=A(-t)g (teR,E€ H(A) g€ @)

Denote por o(t,g,&) a solugio do problema de valor inicial § = K(g -t)g, g(0) = g.

Entao ¢ satisfaz a propriedade do cociclo

o(t+s5,9,8) = p(t,1,€ - 5)p(s,9,8).

FEsse cociclo induz o fluro produto cruzado o : R x H(A) x G — H(A) x G dada

por o(t,&,9) = (£ - t,p(t,9,§)) parat € R, £ € H(A) e g € G, onde ¢(t,g9,&) =
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(o-t,0(t,1,£)g) para todot € R, £ € H(A) e g € G. Assim seque que o é um fluxo inva-
riante a direita no fibrado trivial H(A) x G — H(A). Seja G/ P a variedade homogénea
de G com projecao p : G — G/P. Denote por a : G x G/P — G/P a a¢ao natural a

esquerda de G em G/P. Entao temos a colecio da familia de equagoes diferenciais em

G/P
i = d(ag)1(A( 1)) (€ € H(A))

que sao denotados por T = /Nl(f -t)x. Note que a fungio p(t,1,§)x € a solugdo do
problema de wvalor inicial & = g(f -t)x, (0) = x. Entdo temos que o fluxo produto

cruzado p: R x H(A) x G/P — H(A) x G/P € dado por
u(t, & z) = (§-t, 0t 1,8)x) teR, &€ HA), x € G/P.

FEsse fluxo € isomorfo ao fluzo induzido por o no fibrado associado E = (H(A) x G) X¢

G/P. De fato, a aplicagdo
: H(A) x G/P — (H(A) x G) xg G/P,

definida por (€, 7) = [¢,1, 2] ¢ um homeomorfismo de H(A) x G/P em (H(A) x G) x¢
G/P e
Y(ut, & x) = (€ top(t, 1,8)z) = [§ -, 1t 1,§)z]
=[- &t 1,8), 2] =0(t, [, 1,2]) = a(t, (S, x)).
Agora, se Ase = limy_,o A(t) existe, entio A, € uma fungio constante em H(A). Assim,
0(t, Asoy 9) = (Aoer0(t, 9, Ase)) = (Ao, eap(tAss)g) para todot € R e g € G. Entio

0(t, A, 9) = (A, 9)g T eap(tAs)g para todo t € R e g € G. Portanto Ria,, 4 coincide

com o subgrupo a um pardmetro {g~ exp(tAs)g}icr de G.

Existem casos onde que o semigrupo R;r ¢ o subgrupo trivial {1}. No exemplo
18, Ry = {1} onde £ nao é constante. Em outros casos, se ¢ € M é um ponto critico

entao R; = {1} com g, = 1 para algum 7 > 0 e todo n € N. Para estudar o
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comportamento do limite da acao de R;“ em F', assumiremos que existe g; € ]Rj[ com
t > 0. Entao g,y = g;' € R; para todo n € N e nt — +o00. Dado um conjunto K C F, o

w-limite e o w*-limite de K sao definidos por

w(K) = {v € F : existem redes (t,) em RT e (x,) em K tal que t, — 400 e

gtAxtA — U}?

w*(K) ={v € F : existem redes (t,) em RT e (z)) em K tal que ty — +o0 e

-1
Gi, Ty — v}

Para v € F', o conjunto limite prolongacional progressivo e regressivo de v sao definidos

por

J(v) = {u € F : existem redes t, — 400 e vy — v tal que g, v\ — u},
J*(v) = {u € F : existem redes ty, — 400 e uy — u tal que g, uy — v}.

Desde que R; ¢ um subsemigrupo de um grupo, nés temos

J*(v) ={u € F : existem redes ¢ty — +00 e vy — v tal que g&lm\ — u}.

Proposicao 30. Seja p: RT x M — M um sistema semi-dindamico invariante a direita
no espago total M do fibrado principal (M, 7, B,G). Entdo w(q)g = w(qg), w*(q)g =

w*(qg), J(@)g = J(ag) e J*(q)g = J*(qg) para todo g € M e g e G.

Demonstracao: Se p € w(q), entdo existe t, — +oo tal que u(ty,q) — p. Para g € G,
segue que u(ty, qg) — pg e portanto pg € w(qg). Assim, w(q)g C w(qg). Por outro lado,

w(qg) = w(q9)g'g C w(qg)g e portanto w(q)g = w(qg). Se p € w*(q) e g € G, tome

1

uma vizinhanca aberta U de pg. Entao Ug~" é uma vizinhanca aberta de p. Para ¢t > 0,

nés temos Ug™ N py (q) # 0, que implica U N u; (qg) # 0. Assim, pg € u; (qg). Disto
segue que pg € w*(qg) e portanto w*(q)g C w*(qg). A inclusao w*(qg) C w*(q)g, segue
de w*(qg9) = w*(q9)g~ g C w*(q)g. Agora tome p € J(q) e g € G, entdo existem redes
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ty — 400 e gy — ¢ tal que u(ty, qn) — p. Assim qrg — qg e p(tr, ¢rg) — pg e portanto
pg € J(qg). A outra inclusao segue andlogo ao feito para os conjuntos w-limites. Assim
J(q)g = J(qg). Finalmente, se p € J*(q) entao ¢ € J(p). Assim qg € J(pg) e portanto
pg € J*(qg). Disto segue que J*(q)g = J*(qg). a

A proposi¢ao anterior mostra que a colecao dos conjuntos limites e conjuntos
limites prolongacionais sao invariantes por (. Essa propriedade implica os seguintes

resultados.

Corolario 6. Seja o : RY x M — M um sistema semi-dindmico invariante o direita no

espaco total M do fibrado principal (M, 7, B,G). As sequintes afirmacoes sao validas:

1. Se ¢ € M ¢é progressivamente (regressivamente) Poisson estdvel entao todos os

pontos na fibra G sao progressivamente (regressivamente) Poisson estdvel.
2. Se q € M € nao-dispersivo entao todos os pontos na fibra qG sao nao-dispersivos.

Corolario 7. Assuma que G age transitivamente a direita em M, onde M € um espaco

homogéneo de G, e que p : R™ x M — M um sistema semi-dindmico invariante a direita.

1. Se existe um ponto progressivamente (regressivamente) Poisson estdavel em M entao

todos os pontos em M sao progressivamente (regressivamente) Poisson estdveis.

2. Se existe um ponto nao-dispersivo em M entao todos os pontos em M sao nao-

dispersivos.
3. Se M ¢ compacto entao todos os pontos em M sdo Poisson estdveis.

4. Se existe um ponto progressivamente (regressivamente) Poisson instdvel em M

entdo o sistema semi-dinamico € progressivamente (regressivamente) Poisson instdvel.

5. Se existe um ponto dispersivo em M entao o sistema semi-dinamico é completa-

mente instavel.
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6. Se J(q) =0 para algum q € M entdo o sistema semi-dinamico € dispersivo.

Exemplo 18. Considere a equacao diferencial ¢ = Ag em GL(2,R) onde A é uma
matriz anti-simétrica. O fluzo associado a essa equagao € dado por u(t,g) = exp(tA)g
onde exp(tA) € SO(2,R). Assim as trajetorias dos fluzos sao periddicas e portanto todos

0s pontos em G sao Poisson estdveis.

Exemplo 19. Considere a equagdo diferencial ¢ = Ag em GL(2,R) onde A é uma ma-
triz diagonalizavel com autovalores nao negativos. O fluzo associado a essa equagao
¢ dado por u(t,g) = exp(tA)g, onde exp(tA) — 0 para t — —oo. Seja 1 a ma-
triz identidade. Se x € J*(1) entao existem sequéncias t, — —oo e x, — 1 tal que
exp(t,A)x, — x. Como exp(t,A)x, — 0, seque que x = 0. Assim J*(1) =0 e portanto

J*(g) = 0 para todo g € G, concluindo que o fluzo é dispersivo.

O préximo teorema ¢ retirado do artigo [18].

Teorema 35. Suponha que (E,m, B, F,M) é um fibrado associado. Fize ¢ € M e

_ . n ‘ L
considere a agao de Ry em F. Para l[q,v] € E as sequintes afirmagies sao vdlidas:

L. [g,w(v)] € w(lg, v]),
2 g, J(0)] < J([g, v]),
3. lg, J*(v)] < J*([g, v]).

Demonstragao: (1) Assuma que w(v) # () e tome [q,u] € [¢,w(v)]. Entdo existe

ty — +oo tal que g, v — u. Assim [q, g, v] = [g, u]. Como

[Q7 gt)\v] - [qgtm U] = [/“L(t)\a q)v U] = M(tka [Q7 U])?

temos que pu(ty, [q,v]) = [¢,u] com ty — 400 e portanto [g,u] € w(][g,v]).

(2) Suponha que [q,u] € [¢, J(v)]. Entao existem redes ty — 400 e vy — v
tais que giy0x — 1. Como [q, 6y0a] = (b, [g, 03]), temos que pi(ts, [g,va]) — [g; ] com

tyx — 400 e [q,vx] = [g,v] e portanto [q,u] € J([q,v]).
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(3) Andlogo ao (2). O

Corolario 8. Suponha que (E,m, B, F, M) é um fibrado associado. Fize ¢ € M e con-

sidere a agao de ]R;r na fibra F. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Se v € F € progressivamente Poisson estavel entao [q,v] € E € progressivamente

Poisson estavel.
2. Sew € F € nao-dispersivo entao [q,v] € E é nao-dispersivo.

3. Se [q,v] € E € progressivamente Poisson instdvel entdo v é progressivamente Pois-

son instdvel.
4. Se[q,v] € E € dispersivo entao v € dispersivo.

5. Se o sistema semi-dinamico em E é completamente instdvel entao o semigrupo

agindo em F é completamente instdvel.

6. Se o sistema semi-dinamico em E € dispersivo entao a acao do semigrupo em F' é

dispersivo.

7. Se a fibra F € compacta entao existe um ponto progressivamente Poisson estdvel

em E. Em particular o sistema semi-dinamico € nao-dispersivo.

Demonstracao: Os itens de (1) a (6) sdo consequéncias imediatas do teorema anterior.
Para o item (7), existe um conjunto N C F' que é R} -minimal pois I é compacto. Assim
todos os pontos em N sao progressivamente Poisson estaveis. Assim todos os pontos em

lq, N| C E sao progressivamente Poisson estéaveis. O

A préxima proposicao estd provada no artigo [18].

Proposicao 31. Seja o : Rt x N — N um sistema semi-dindmico no espaco admissivel

N. Assuma que f : M — N wma semiconjugacao continua entre | e o, ou Seja,
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f(u(t,z)) = o(t, f(z)) para todo v € M et > 0. Para X C M, temos que as sequintes

inclusoes sao verdadeiras:

1 f(w(X)) Cw(f(X));
2. f(D(X,1)) € D(f(X),1);

3. f(J(X)) € J(f(X)).

Demonstragio: (1) Para y € w(X), existem redes £y — +00 ¢ () em X tais que
p(ta, xx) — y. Assim f(p(tr,zx)) = f(y). Como f(u(tr, ) = o(tr, f(za)), entao
o(tr, f(xx)) = f(y) com ty = +oo e (f(zx)) C f(X). Portanto f(y) € w(f(X)).

(2) Se y € D*(X) entao y € D (x) para algum x € X. Assim existem redes
(ty) em RY e z\ — x tais que u(ty, z)) = y. Como f(xy) — f(z), f(u(ty,xx)) = f(y) e

f(u(tr, x2)) = o(ty, f(z2)) entdo o(ty, f(za)) = f(y) com (t)) em R™ e f(z)) — f().
Portanto f(y) € D*(f(z)) € DT(f(X)).

(3) Sey € J(X) entdao y € J(x) para algum =z € X. Assim existem redes
ty — 400 e xy — x tais que pu(ty,zy) — y. Como f(xy) — f(x), f(u(tr,zyn) = f(y)
e f(u(ty, ) = o(ty, f(xy)) entdo o(ty, f(xy)) = f(y) com ty — +oo e f(xy) — f(x).
Portanto f(y) € J(f(x)) C J(f(X)). 0

Proposicao 32. Suponha que (E,7, B, F,M) é um fibrado associado. As sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:

1. Selq,v] € E é progressivamente Poisson estdvel entao m(q) € B € progressivamente

Poisson estavel.

2. Se [q,v] € E € nao-dispersivo entio 7w(q) € B € nao-dispersivo.

Demonstracao: Desde que m é uma conjugacao continua entre os sistema semi-

dinamicos ug e pup, o resultado segue da proposicao anterior. O
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Os seguintes resultados sao consequéncias do Teorema 36 e Proposicao 31.

Corolario 9. Suponha que (E, 7, B, F, M) é um fibrado associado.

1. Se o sistema semi-dinamico no espago B € progressivamente Poisson instavel entao
o sistema semi-dinamico em E e a acao do semigrupo em F' sao progressivamente

Poisson instavesis.

2. Se o sistema semi-dinamico no espaco base B € completamente instdvel entao o sis-

tema semi-dinamico em E e acdo do semigrupo em F sao completamente instdveis.

3. Se o sistema semi-dinamico no espaco base B € dispersivo entdao o sistema semi-

dinamico em E e acao do semigrupo em F' sao dispersivos.

Corolario 10. Seja p: RT x V — V um sistema semi-dindmico invariante o direita no
fibrado vetorial n-dimensional w: V — B que € linear e inversivel na fibra. Se a fibra é
p-invariante entao todos os pontos na secio {|o,0|},epy sao progressivamente Poisson

estdvel.

Demonstracao: Considerando a notacao do Exemplo 16, para cada ¢ € BV temos o
subgrupo a um parametro RY = {07 o iy 0 0 }4cr de GL(n,R). Assim w(0) = {0}. Pelo

Teorema 36 segue que [0, 0] € w([o,0]). O

Exemplo 20. Considere o fibrado trivial 7 : B x GL(n,R) — B e tome a matriz
identidade X =1 de gl(n,R). Entdo o fluro pn : R x B x GL(n,R) — B x GL(n,R)
definida por u(t, (x, g)) = (x,e'q) € dispersivo. De fato, se (y,h) € J*(x, g) entao existem
redes ty — —oo e (zx,9x) = (z,9) tais que (xx,e*gyn) = (y,0), ou seja, y =x e h = 0.
Como (x,0) ¢ B x GL(n,R), temos que o fluro € dispersivo. Além do mais, desde que o
fluzxo induzido no espago base B € trivial entdo ele é Poisson estdvel em B e concluimos

que a reciproca da Proposicao 31 nao € valida.

Exemplo 21. Sejam M wuma variedade n-dimensional e TM o fibrado tangente. Entao

a projecao ™ : TM — M é um fibrado vetorial n-dimensional. Denote por BM o
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fibrado das bases de TM. Seja pp : R x BM — BM um fluzo invariante a direita
dado por p(t,o) = e'o. FEsse fluro induz o fluzo w([o,v]) = [elo,v] = [o,ev] em
TM = BM Xgrmpr) R" que € linear nas fibras. Assim pelo exzemplo anterior, esse
fluzxo € dispersivo em BM. Mesmo assim, o fluxo é nao-dispersivo no fibrado tangente.
De fato, para o € BV, R, € o subgrupo a um parametro {e'1}icg. E facil ver que
w*(0) = w(0) = {0}. Assim 0 € Poisson estdvel. Tomando u,v € R" tal que u € J*(v),
entdo existem redes ty — —oo0 e vy — v tal que ePvy — u. Como ePvy — 0 temos
que u = 0, ou seja, J*(v) = {0} para todo v € R™. Note também que e*v — 0
para ty — —oo, assim w*(0) = J*(v) = {0} para todo v € R™. Agora suponha que
J(v) £ 0 e tome u € J(v), entao v € J*(u) = {0}. Assim, J(v) # 0 se e somente se
v =20. Além do mais, J(0) = R™. De fato, para u € R™ temos que e"e "u = u — u
e e "u — 0 comn — +oo. Aplicando o Teorema 36, temos que [0,0] € w([o,0]) e
[0, R"] C J([o,0]). Assim os pontos da se¢io {[o,0]},cpn sGo Poisson estdveis. Além

do mais J({[o,0]}) =TM.

Agora, discutiremos a situacao em que um sistema semi-dinamico dispersivo
no fibrado associado induz um sistema semi-dinamico dispersivo no espaco base do espago
fibrado. Assuma que G age a esquerda no espago métrico compacto (F,d) e g : E — B
o fibrado associado de m onde E = M X F. Considere a cobertura trivializante {U; }ies
de M e tome o mapa ¥ = {(U;,v¥F)}icr de E. O espago total E é localmente compacto,
uma vez que é localmente trivial e que F' é compacto. Dados € > 0 e U uma cobertura
aberta de M, uma cobertura W-adaptada de E ¢ definido por U, = (U,¢) = {1 (U N
U;) x B(v,e)) : U € U,i € I e v € F}. Pela Proposigao 5.3 de [12] temos que a
familia Oy (E) de todas as coberturas abertas adaptadas é admissivel. Seja O a familia
de todas as coberturas abertas de B, onde este é paracompacto. Assim, temos que O
é admissivel. Tome a familia de todas as coberturas i-adaptadas. Para os proximos

resultados, fixaremos um sistema semi-dinamico invariante a direita p: R* x M — M.
Lema 5. Para quaisquer g € M e U, € Oy(E), vale a inclusdo
w5 (B(m(9),V)) € B(Ex(g,Ue) C mg' (B(m(q),U)),
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onde V refina U e {U,;}ier-

Demonstragao: Se [p,u] € 7' (B(n(q),V)) entdo n(p) € B(n(q),V). Assim existe
V eV tal que 7(p),m(q) € V. Como V refina U e {U,;}ics, existem U € U e i € T tal
que V C UNU;, ou seja, (p),n(q) € UNU;. Tome w = v;(p)u e v =v;(q) 'w, entao
V(o) = (n(p),w) € Y2 ((g,]) = (n(g),w). Assim [p,u), 0] € (GF) (U N T N
B(w)) e portanto [p,u] € B(Ey(),U,). Concluindo que 7' (B(w(q),V)) C B(Ex(y),Ue).
Agora tome [p,u] € B(Eyq),Uc). Entao existem U € U, i € I, w € F e [q,v] € I tais
que [p,ul,[q,v] € (WE)"L(UNU;) NBe(w)). Assim, mg([p,u]), 7([g,v]) € UNU;, ou
seja, Tp([p,u]) € B(n(q),U). Portanto B(Ey),U.) C 75 (B(w(q),U)). O

Teorema 36. Assumindo as hipdteses do pardgrafo acima, para cada ¢ € M temos

' (Dr(@) = () wlB(Exg),Ue)).

L{ee(’)d, (E)

Demonstracao: E facil ver que

5 (D(n(q) = 75" () nB(x(a).U))) = () 75" (u(B(x(q),U))).

UeoO Ueo

Como 7g é uma aplicacao aberta,

75 (D(n(9)) = () 75" (n(B(w(a).U))).

UeO
Agora tome [p,u] € 75! (u(B(n(q),U))). Entdo 7(p) € u(B(r(q),U)), ou seja, existe
t € R* e n(r) € B(r(q),U) tal que 7(p) = m(u(r)). Assim existe g € G tal que
p = pu(rg). Isto segue que [p,u] = pu([rg, u]) com mp([rg,u]) = 7(r) € B(w(q),U), ou
seja, [p,u] € pu (' (B(r(q).U))). Portanto 7' (u(B(r(q).U))) C p(ry' (B(m(q),U))).

Por outro lado, como 7 é uma conjugacao, nés temos
mp((rg' (B(m(q),U)))) = u(B(m(q), U)).
Assim, pu(m ' (B(w(q),U))) C 7' ((B(7(g),U))) e portanto

mp (u(B(n(q),U))) = p(r ' (B(w(q), U)))



e obtemos

5 (D(n(q)) = () plrg' (Blr(a),U))),

UueO

e o resultado segue aplicando o Lema 5. O

Teorema 37. Para cada x € B, 75" (D(z)) = D(E,).

Demonstragao: Tome x = 7(q). Como a fibra E ., ¢ compacta entdo o prolongamento
D(E~=()) ¢ fechado. Pela Proposicao 30, nés temos mg(D(Erq))) C D(m(q)). Assim,
D(Eqp) C 75" (D(n(q))). Por outro lado, tome [p,u] € 75" (D(7(q))) e uma vizinhanga
N de [p,u]. Desde E é localmente compacto, existe uma vizinhanga V' de [p,u] tal que
V é compacto e V C N. Pelo teorema anterior, para U, € Oy(FE), existem #,, € R
e [qu,vu.] € B(Erq) U tal que u(ty., [qu.,vu]) € V N u(B(Ery),U)). Como V e a
fibra Er(, sao compactos, podemos assumir que a rede ([qy,,vy,]) converge para algum
[¢,v] € Erg) e (u(tu., [qu.,vu.])) converge para algum z € V. Assim z € D([g,v]) N N e

portanto [p, u] € D(-Eﬂ(q)) = D(EW(q))' -

O seguinte teorema apresenta uma condi¢ao necesséaria e suficiente para a

dispersividade no espago base.

Teorema 38. O sistema semi-dinamico no espaco base B € dispersivo se, e somente se,
nao existem pontos quase periodicos e o sistema semi-dinamico no fibrado associado E

¢ dispersivo.

Demonstracao: Se o sistema semi-dinamico em B ¢é dispersivo entao nao existem pon-
tos quase periddicos pois os conjuntos limites sao vazios. Além do mais, pelo Corolario
10 temos que o sistema semi-dinamico em FE é dispersivo. Reciprocamente, suponha que
nao existem pontos quase periédicos e o sistema semi-dinamico em £ é dispersivo. Entao,
pelo Teorema 17, D([q, u]) = p([g, u]) para todo [q,v] € E. Assim, D(FE,) = u(E,) para

todo x € B. Pelo teorema anterior segue que D(x) = pu(x) para todo # € B. Novamente
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pelo Teorema 17, como nao existe ponto quase periédico, o sistema semi-dinamico em B

¢é dispersivo. O
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CapriTUuLO 7

Apeéendice: Teoria Geral de Espacos
Fibrados

Neste apéndice, serd exposto de forma resumida a teoria geral de espacgos
fibrados, seguindo o livro [9]. Mostraremos algumas relagoes entre conjuntos controlaveis

e fibrados.

7.1 Fibrados e Secoes Transversais

Definicao 39. Dados E e B espacos topologicos e p : E— B uma aplica¢ao sobrejetora
continua, chamaremos a tripla (E,p, B) de fibrado. Os espagos topoldgicos B e E
serdo chamados respectivamente de espaco base e espaco total e a aplicacao continua
p: E — B serd chamada de proje¢cdo. Para cada b € B, o conjunto p~'(b) serd

chamado de fibra determinada por b € B.

Intuitivamente um fibrado é a unido das fibras p~!(b) com b € B e munido
da topologia induzida do espago topoldgico E. Usaremos as letras gregas (£,1,(, A, ...)
para denotar o fibrado. Assim dado um fibrado £, denotaremos F (£) como espaco total

de £ e B (£) como espago base de &.

Definicao 40. Dados B e F' espaco topologicos, chamaremos de produto fibrado sobre
B com fibra F, o fibrado (B x F,p1, B), onde p1 € a projecao da primeira coordenada e

B x F' € o produto cartesiano entre os espacos topologicos, munido da topologia produto.
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Defini¢ao 41. Um fibrado (E',p', B") é um subfibrado de (E,p,B), se E' e B’ sao

subespacos topoldgicos de E e B respectivamente ep' :p | E' — B'.

Definigao 42. Uma se¢do transversal de um fibrado (E, p, B) é uma aplicag¢ao continua
s: B — FE, tal que pos = Idg, ou seja, uma se¢do transversal do fibrado (E,p, B) €

uma aplicagdo continua s : B — E, tal que s (b) € p~' (b) para todo b € B.

Proposicao 33. Seja (E',p', B) um subfibrado de (E,p, B). Se s € uma se¢ao transversal
de (E,p,B), entdao s é uma se¢do transversal de (E',p', B) se e somente se s(b) € E’

para todo b € B.

Demonstragao: Seja s uma segao transversal de (F,p, B) e (E',p/, B) um subfibrado
de (E,p, B). Se s é uma segao transversal de (E',p, B), entao s (b) € p’~! (b) C E’' para
todo b € B. Como s é uma secao transversal de (E,p, B), temos que s(b) € p~1 (D).
Sabendo que p’ : p | E' — B e usando o fato que s(b) € E' para todo b € B, entao temos

que p~ (b) = p'~! (b), concluindo que s (b) € p'~* (b) para todo b € B. 0

Proposicao 34. Se s é uma se¢do transversal de um produto fibrado (B x F,pi, B),
entdo s (b) = (b, f (b)) para todo b € B, onde f : B — F € unicamente determinado por

S.

Demonstracao: Toda aplicacdo s : B — B x F tem a forma s (b) = (s’ (b), f (b)),
onde s': B — Be f: B — F sao unicamente determinados por s. Como s é uma se¢ao
transversal de (B x F,p;, B), temos que b = p; o s (b) = s’ (b) para todo b € B, ou seja,
s(b) = (b, f (b)) para todo b € B. O

Observe que a proposicao anterior mostra que a funcao que é atribuida a secao
transversal s do produto fibrado (B x F,p;, B), na aplicagdo ps o s : B — F onde py :
Bx F — F ¢é aprojecao da segunda coordenada, ¢ uma bijecao entre o conjunto de todas
as segoes transversais de (B x F|pj, B) no conjunto de todas as aplicagdes continuas de

Bem F.
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Sobre as duas ultimas proposigoes, se (E,p, B) é um subfibrado do produto
fibrado (B x F,py, B), a se¢ao transversal de s de (E, p, B) tem a forma, s (b) = (b, f (b)),

onde f: B — F é uma aplicagao continua tal que (b, f (b)) € E para todo b € B.

7.2 Morfismos sobre fibrados

Definicao 43. Sejam (E,p,B) e (E',p/,B’') dois fibrados. Um morfismo fibrado
(u, f): (E,p,B) — (E',p', B") é um par de aplicagoes continuas u: E — E' e f: B —

B’ tais que p' ou = f op.

Note que a relagao p’ou = fop é exigir que o diagrama abaixo seja comutativo.

E % F
p\lf \Lp’
B Ly p

A condigao, p' ou = f o p pode ser expressa pela relacio, u (p~! (b)) C
()" (f (b)) para cada b € B, isto 6, a fibra determinada por b € B ¢é transportada na

fibra determinada por f (b) por w.

Definigao 44. Sejam (E,p,B) e (E',p/, B) dois fibrados sobre B. Um morfismo fi-
brado sobre B (ou B-morfismo) u : (E,p, B) — (E',p/, B) é uma aplicagao continua
u: E — E' tal que p' ou = p, ou seja, (u,ldg) : (E,p,B) — (E',p/, B) é um morfismo
fibrado.

Exemplo 22. Se (E',p/, B’) é um subfibrado de (E,p,B), f: B — Beu:E — FE
sao aplicagoes inclusao, entio (u, f) : (E',p/,B") — (E,p,B) € um morfismo fibrado.
De fato, dado x € E', temos que (fop')(z) = f(p/ (x)) =P/ (z) = p(z) = p(u(z)) =

(pow)(x), ou seja, o diagrama abaizo é comutativo.

E - FE
y o+ Ip
B L B
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Exemplo 23. Seja s uma se¢ao transversal de (E, p, B), temos que a aplicagao (s,Idp) :
(B,Idg,B) — (E,p,B) é um B-morfismo. De fato, como s é uma se¢do transversal,

temos que po s = Idg, ou seja, o diagrama abaizo é comutativo.

B = E
IdB \L \Lp
B & p

Relacionando com a defini¢do de morfismo fibrado, é obvio que (Idg, Idg) :
(E,p,B) — (E,p,B) ¢ um morfismo fibrado. Observe que, se (u, f) : (E,p,B) —
(E',p',B")e (W, f): (F,p,B)— (E" " B") sao morfismos fibrados, ou seja, o dia-
grama abaixo é comutativo,
E % B 5 B
\l/p \Lp/ J/p//
B L p L B
podemos definir o morfismo fibrado (v'u, f'f) : (E,p,B) — (E",p",B"),

como sendo o par de aplicacoes, v ou: E — E" e f'of: B — B’.

Definicao 45. A categoria dos fibrados, denotado por Bun tem como objeto todos
0s fibrados (E,p, B) e o conjunto de todos os morfismos fibrados. Para cada espago B,
a subcategoria de fibrados sobre B, denotado por Bung, tem como objeto todos os

fibrados com espaco base B e o conjunto de todos os B-morfismos.

Definigao 46. Um morfismo fibrado (u, f) : (E,p,B) — (E',p',B’') € dito um iso-
morfismo fibrado se e somente se existe um morfismo fibrado (', f') : (E',p', B')

— (E,p,B) tal que fo f'=1dg, fof =Idg, v ou=1Idg euou = Idg.

Definigao 47. Um espago topoldgico F € a fibra do fibrado (E,p, B), se para todo
b € B, a fibra p~' (b) é homeomorfo a F. Se F é uma fibra do fibrado (E,p, B), entdo
o fibrado (E,p, B) € um fibrado trivial com respeito a fibra F, se e somente se, eziste

um B-isomorfismo entre os fibrados (E,p, B) e (B x F,p, B).
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7.3 Produtos e Produto Fibrado

Definicao 48. O produto de dois fibrados, (E,p,B) e (E',p',B") € o fibrado
(ExE ,pxyp,BxB).

Defini¢ao 49. O produto fibrado & @ & de dois fibrados & = (Ey,p1,By) e & =
(Eo, p2, By) sobre B é (Ey @ Ey,q,B) onde Ey & Ey € o subespago de todos os pares

(z,2) € By X Ey, com py (x) = p2 (2') € q(x,2') = p1 (x) = p2 (2).

O produto fibrado é também conhecido como soma de Whitney. A fibra
¢ ' (b) de (B, @ Ey,q, B) sobre b€ B ép;* (b) x py ' (b) C Ey x E,. Esta é a razdo para

o termo produto fibrado.

A aplicacao produto fibrado @ : Bung x Bung — Bung é um functor. De
fato, dado uy : (F1,p1, B) — (E},p}, B) e ug : (Ea,p2, B) — (ES, ph, B) sdo dois B-
morfismos. Entao definindo o B-morfismo uy @ us : (Ey & Es,q, B) — (E] ® EY, ¢, B)
pela relacao (uy ® ug) (21, 22) = (ug (x1),uz (22)). Desde que pj o uy (z1) = p1 (1) =
po (22) = phouy (x2), 0 morfismo u; G us estd bem definido. Claramente a relagdo Idg, @
Idg, = Idg, ok, é valida. Se v : (B, p}, B) — (E{,p],B) e vy : (ES, ph, B) — (EY, ply, B)
sao ambos B-morfismos, entdo nds temos (v & vq) (ug & ug) = (v 0 ug G vy © ug), con-
cluindo que & ¢é um functor. O produto fibrado é o produto na categoria Bung no
sentido na teoria de categoria. O mapa u: B X F} X Fy — (B x F}) x (B X F3) definido
pela relagao u (b, y1,vy2) = (b,y1,b,y2) é um homeomorfismo e define um B-isomorfismo
no produto fibrado u : (B x Fy X Fy,q1, B) = (B X Fi,p1, B)® (B x Fy, py, B). Usando

este isomorfismo e as propriedades de functorial de @, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 35. Se (Ey,p1, B) € um fibrado trivial com fibra Fy e se (E3,ps, B) é um
fibrado trivial com fibra Fy entdo (Ey,p1, B) @ (Ea,p2, B) é um fibrado trivial com fibra
F1 X FQ.
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Proposicao 36. A segao transversal s de um produto fibrado (Ey @ Es,q, B) tem a
forma s (b) = (s1(b),s2(b)), onde s; € uma se¢do transversal de (Ey,p1, B) e sy é uma

se¢ao transversal de (Eq, pa, B), unicamente definidos por s.

Demonstragao: Cada segao transversal s ¢ um mapa s: B — E; @ Fy C Fy X Fy tem
a forma s (b) = (s1(b),s2(b)), onde s; : B — Ej e s : B — E;. Como s é uma segao
transversal temos que b = qo s (b) = p; 0 51 (b) = pa 0 59 (b) para cada b € B, ou seja, s;

e Sp sa0 segoes transversais, unicamente definidas por s. O

7.4 Fibrados Restritos e Fibrados Induzidos

Definicao 50. Sejam & = (E,p,B) um fibrado e A um subconjunto de B. Entdo o
fibrado restrito de & em A, denotado por £|A € o fibrado (E',p', A) onde E' = p~! (A)

ep =p|F.

Se £ é o produto fibrado sobre B com fibra F' e se A é um subconjunto de B

entao |A é um produto fibrado sobre A com fibra F'.

A restricao de fibrados satisfaz a seguinte propriedade transitiva. Se A; C
A C B e & é um fibrado sobre B, entao {|A; = (§|A)|A1 e&|B =& Seu:&—né
um B-morfismo e se A C B entao ug = u|lE (§|A) : {|A — n|A é um A-morfismo. Se
v:n — & éum segundo B-morfismo, temos que (vou), = vaous e (Ide), = Idga.

Consequentemente, as fungoes £ — £|A e u — uy4 definem um functor Bung — Buna.

Definigao 51. Sejam & = (E,p, B) um fibrado e f : By — B uma aplica¢ao continua. O
fibrado induzido de & por f, denotado por f* (), tem como espago base By, espago
total By de todos os pares (by,x) € By X E com f(b1) = p(x) e a aplicagdo proje¢cio
p1: By X E — By definida por py ((by, z)) = by.
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Exemplo 24. Dado € = (E,p, B) um fibrado sobre B ¢ A um subespaco de B. Seja
f A — B a aplicagao inclusio, entao §|A e f*(§) sao A-isomorfos. De fato, seja a
aplicacao u : §|A — [* (&) dada por u(z) = (p(x),x), note que estd bem definida, pois
[ (@) = p(@) e pla) € A Como pga (x) = p(a) € (pre(e) o) () = pye(e) (u(a)) =
prio (p(2),2)) = p(@), para todo = € E(EJA) = p (), temos que u ¢ um A-
morfismo. Agora tomando v : f* (§) — &|A dado por v ((a,x)) = x, temos que v é um A-
morfismo pois py (7)) = ¢ = p(z) € (pga o) (2,2)) = pea (z) = p(2). Sabendo
que (vou)(zx) = v(u(x)) = v(lp(@),2)) = x para x € E(E[A) e (uov)((a,r)) =
u(v((a,2) =u(z) = (p(z),z) = (a,z) para (a,z) € E(f*(£)), concluindo que &|A e
f* (&) sao A-isomorfos.

Exemplo 25. Sejam £ = (E,p, B) um fibrado sobre B e f*(§) o fibrado induzido de £
referente a aplica¢io f : By — B. Tomando a aplicacao fe : E(f*(§)) — E definido
por fe ((by,x)) = x juntamente com f, temos que a aplicacdo (fe, f) @ f*(§) — & define
um morfismo, de fato, dado (by,x) € E(f*(£)), temos que (po fe) ((b,x)) = p(x) e
(fopse) (bi,x)) = f(b1) = p(x). O morfismo definido é chamado de morfismo

canonico induzido pelo fibrado.

Proposigao 37. Se (fe, f) : f*(§) — & € o morfismo candnico induzido pelo fibrado &
referente a aplicagio f : By — B entdo para cada by € By a restrigio fe : p~' (b1) —
p L (f (b)) € um homeomorfismo. Além do mais, se (v,f) : n — & é um morfismo
fibrado entdo existe um By-morfismo w :n — f*(€) tal que feow =v. O morfismo w €

unico com respeito a estas propriedades.

Demonstragao: A fibra p~! (b)) C {b;} x E é o subespago com elementos (by,r) €
{b1} x E tais que p (z) = f (b1). Consequentemente, fe : {b1} X p;}(g) (by) = p L (f (b1))
defindo por fe ((b1,x)) = x estd bem definido e é um homeomorfismo. Para segunda ins-
trugao, tome w : n — f*(£) definido por w (y) = (p, (y),v (y)), para y € E (n). Desde
que (v, f) é um morfismo, temos que f (p, (y)) = p(v(y)), mostrando que a aplicacao

estd bem definida. Como, py+(e) (w (y)) = ppe ((py (), v (¥))) = py(y), temos que

w:E(m) — E(f* () é um By-morfismo. Claramente temos f; ow = v. Sabendo que
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Pre) (W (y)) = py (y) vale para todo By-morfismo e w e usando a relagado fe ow = v,

temos que w (y) = (p, (v) ,v (y)) paray € £ (n), provando a unicidade do morfismo w. O

Observe que se u : & = 1 é um B-morfismo e f : By — B uma aplicagao,
entdo f* (u): f*(§) — f*(n) definido pela relacao f* (u) ((by,z)) = (b1, u(z)) é um Bj-
morfismo. De fato, dado (b1, x) € E (f*(£)), temos que f (by) = pe () = p, (u(x)), mos-
trando que f* (u) estd bem definido. Como py«(¢) (b1, x)) = by € ppeiyy (f* (w) ((b1,2))) =
Pre(n) (b1, w (2))) = by, mostra que f* (u) é um Bi-morfismo. Claramente que f* (Idg) =
Ids-¢y e se v : p — £ é um B-morfismo entdo f* (vowu) = (by,x) = (b,v(u(x))) =

f5 ) (b,u(z)) = (f*(v) o f*(u)) (b1, x). Portanto temos a seguinte proposigao.

Proposicao 38. Para cada mapa f : By = B, a familia de funcoes f* : Bung — Bunp,
define um functor. Além do mais, para um B-morfismo u : & — n o sequinte diagrama

é comutativo.

E(f* () L E,
f*(u) u
/(
E(rE) L L B
\ \
Prx(¢)
B, RN B

Demonstracao: Devemos verificar a ultima afirmagao. Dado (by,z) € E (f*(£)) e

calculando
u(fe (b1, @) = u(z) = f (b, u(x)) = f, (f" (w)) (b1, ),

temos que u o fe = f, o f* (u). O

Proposicao 39. Dados g : By — By e f: By — B aplicacées continuas e & um fibrado
sobre B. Entao Id* (§) e & sao B-isomorfos e g* (f*(£)) e (f o g)" (€) sao By-isomorfos.

Demonstracao: Seja u : & — Id* (£) definido pela relagdo u (z) = (p(x),z), temos

claramente que u é um B-isomorfismo. Dado v : (fog)" (£) — ¢* (f* (£)) definido por
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v (by, ) = (ba, (g (b2) ,x)), temos claramente que v é um isomorfismo. O

Corolario 11. Dado f : (B1, A1) — (B, A) um par de aplicagcdes continuas, seja g =
flA1 : Ay — A e & um fibrado sobre B. Entao g* (£|A) e f* (&) | Ay sao Aj-isomorfos.

Demonstracao: Sejam j: A — B e j; : Ay — By aplicagoes inclusao. Entao, foj; =

f o g e pelas ultimas trés proposicoes temos a seguinte sequéncia de A;-isomorfismos

FH @ AL~ i o f(§) = (foj) (§) = (og) (§) =g (" (&) = g™ ({]4).

Proposicao 40. Sejam £ = (E,p, B) um fibrado, f : By — B uma aplica¢io continua e
(&) = (Ey,p1, By) o fibrado induzido de & referente a aplicagao f. Se p € uma aplicagao

aberta entao py € uma aplicagcao aberta.

Demonstracao: Dado W uma vizinhanga aberta de (by,x) € Ey, onde Ey C By x E.
Para provarmos a proposigao, temos que achar uma vizinhanca V' de by = p (b1, z), com
V C py (W). A partir da defini¢ao de topologia de Fy, existem vizinhancas V; de b; € B
eUdex € E,com (Vi xU)NE; CW. Dado V =V, N f~!(p(U)), entao para cada
by € V existe z € U tal que p(x) = f(by), ou seja, (by,x) € W e by = py(by,z) € V.

Portanto temos V' C py (W). O

Proposicao 41. Sejam & = (E,p, B) um fibrado, f : By — B uma aplica¢do continua
e (fe, ) + (&) — & o morfismo candnico do fibrado induzido. Se s € uma se¢do
transversal de & entao o : By — E (f*(£)) definido por o (by) = (b1, (so f) (b)) € uma
secao transversal com feoo = so f. Se f € a aplicacao identidade e o € uma secao
transversal de f*(£), tal que fe o o € constante para todo conjunto f~'(b) onde b € B,

entdao existe uma secao transversal s de § tal que so f = feoo0.
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Demonstracao: Note que p; oo (by) = py (b1, s0 f (b)) =by e f(by) =poso f(b).
Assim, o é uma secao transversal de f*(§). A relagdo feoo (by) = fe(by,s0 f (b)) =
so f (by) vale. Para a segunda inclusdo, nds temos a fatoragao de feoo por f, dando uma
aplicac@o continua s : B — E com so f = feoo. Além do mais, poso f =po feoo =
fopioo=fepos=Idg. Desde que f é uma aplicacao sobrejetiva entao temos s a

secao transversal desejada. O

7.5 Propriedades locais de fibrados

Definicao 52. Sejam & e n dois fibrados sobre B. Dizemos que estes dois fibrados sao
localmente isomorfos no ponto b € B se existe uma vizinhanga aberta U de b, tal

que £|U e n|U sdao U-isomorfos.

Definicao 53. Um fibrado & sobre B é localmente trivial com fibra F, se é local-

mente isomorfo com o fibrado produto (B x F,p, B).

Proposicao 42. A relagao de ser localmente isomorfo € uma relacdo de equivaléncia a

classe de todos os fibrados sobre B.

Demonstracao: As propriedades reflexiva e simetrica sao imediatas. Para a propri-
edade de transitividade, observe que dados U e V' vizinhancas abertas de b € B, tais
que &|U e n|U sao U-isomorfos e n|V e (|V sao V-isomorfos. Aplicando a proposicao 46,
temos que os fibrados £| (U NV), n| (UNV) e | (UNV) sao (U N V)-isomorfos. O

Corolario 12. Se & € localmente isomorfo a um fibrado localmente trivial entao & é

localmente trivial.

Demonstracao: Imediato da definicao. O
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Proposigao 43. Sejam & e n dois fibrados sobre B e f : By — B. Se £ en sao localmente

isomorfos entdo f*(§) e f*(n) sdo localmente isomorfos sobre B;.

Demonstragao: Pelo coroldrio 10, temos que f* (£|U) = f*(£) |f~! (U) para cada con-
junto aberto U de B. Se £|U e n|U sao U-isomorfos entao f* (£) [f~1 (U)e f*(n)|f~ (U)

sao f~1(U)-isomorfos. 0

Coroléario 13. Sejam £ e n dois fibrados sobre B e A um subconjunto de B. Entao &|A

e n|A sao localmente isomorfos.

Demonstracao: Aplicar o corolario anterior com a aplicagao inclusao7: A — B. O

Corolario 14. Sejam & um fibrado localmente trivial sobre B com fibra F', f: By — B

e A C B. Entdo f* (&) e {|A sao localmente triviais com a fibra F'.

7.6 Espacos Fibrados

Um espago fibrado é um fibrado munido com uma estrutura adicional da agao

de um grupo topoldgico sobre a fibra.

Definicao 54. Um grupo topologico G é um espaco topologico munido de uma estru-

tura de grupo tal que a aplicacio (s,t) — st™ € continua em G x G — G.

A continuidade da aplicagao (s, t) — st~! é equivalente a dizer que as aplicagoes

(s,t) — st é continua em G x G — G e s — s~ é continua em G — G.
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Definicao 55. Seja G um grupo topolégico. Um G-espago a direita é um espaco
topoldgico X munido de uma aplica¢ao continua de j1 : X XG — X . Para (z,s) € X XG,

denotaremos p ((x,s)) = xs. Assumiremos os sequintes axiomas.
1- Sejam x € X e s,t € G entdo x (st) = (vs)t.
2- Para cada x € X temos que xe = x, onde e é a identidade do grupo G.

Definicao 56. Seja G um grupo topolégico. Um G-espaco a esquerda ¢ um espaco
topolégico X munido de uma aplicagao continua de ¢ : GXx X — X. Para (s,z) € Gx X,

denotaremos ¢ ((s,x)) = sx. Assumiremos os sequintes axiomas.
1- Sejam x € X e s,t € G entdo (st)x = s (tx).

2- Para cada x € X temos que ex = x, onde e € a identidade do grupo G.

Observe que se X ¢ um G-espaco a esquerda, entdo a aplicacao xs = s 'z

define uma estrutura de G-espaco a direita em X, mostrando que existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre as estruturas de G-espaco a esquerda e G-espaco a direita.
Com isso estudaremos somente com as estruturas de G-espaco a direita. Para melhor

notacao chamaremos de G-espaco

Definicao 57. Uma aplicacdo continua h : X — Y entre G-espacos € chamado de

G-morfismo se h(zs) = h(x)s para todo x € X es € G.

Denotaremos por Mg (X,Y') o subespago dos G-morfismos entre X e Y. Uma
vez que a composicao de G-morfismos é um G-morfismo, a classe dos G-espacos e G-

morfismos forma uma categoria denotada por sp;.

Dados dois elementos z,y € X, dizemos que = é G-equivalente a y se existe
s € G tal que zs = y. Essa relagao é uma relacao de equivaléncia e o conjunto de todos os
elementos s com s € G sera denotado por G, que € a classe de equivaléncia determinada
por z € X. Denotaremos por X/G o conjunto de todos os G com x € X, munido da
topologia quociente, ou seja, a maior topologia tal que a projecdo 7 : X — X/G é

continua.
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Proposicao 44. Seja X um G-espago. A aplicagio s : X — X dada por ps (r) = s

onde s € G é um homeomorfismo e a projecio m: X — X/G é uma aplica¢ao aberta.

Demonstracao: Seja us : X — X dada por ps(x) = xs onde s € G, note que
is € injetiva, de fato: Dados x,y € X tais que s (z) = ps (y) entdao temos zs = ys.

1

Aplicando s™ a direita em ambos os lados, temos x = y. Para cada x € X, tome

y = xs ! entdao ps (y) = x, mostrando que p, é sobrejetiva. Note que a inversa da
aplicacao us é a aplicagao u,—1 que é continua, provando que pgs ¢ um homeomorfismo
para todo s € G. Para a outra afirmacgao, seja W um conjunto aberto de X. Note
que 7 (m (W) = UsegW's. De fato, dado = € 7! (7 (W)) entao existe w € W tal
que 7 (z) = wG. Como 7 (z) = G = wG entao existe s € G tal que x = ws, as-
sim x € U,egWs, provando que 7! (7 (W)) C U,egWs. Para outra inclusao, dado
y € UsegWs entao y € Ws para algum s € G, ou seja, existe w € W e s € G tal
que y = ws. Assim 7 (y) = 7 (ws) = 7 (w) para w € W, ou seja, y € 7 (7w (W)).
Como 7! (1 (W)) = UsecWs e Ws é aberto, entdao temos que 7! (7 (W)) é aberto,

pois 71 (7 (W)) é uniao de conjuntos abertos. Portanto 7 é uma aplicagao aberta. O

A partir do que foi apresentado, temos que todo G-espaco X determina um
fibrado o (X) = (X, 7, X/G). Seja h : X — Y é um G-morfismo entre os G-espagos
X e Y entao a aplicacao f : X/G — Y/G definida por f (xG) = h(x) G é chamada de
aplicacdo quociente de h. Denotaremos por « (h) o fibrado morfismo (h, f) : a (X) —

a(Y).

Proposigao 45. A colegao de funcgoes o : spg — Bun € um functor.

Demonstracao: Claramente, temos que « (Idy) = (]dX,IdX/G) eseh: X —-Ye

k:Y — Z sao dois G-morfismos entdo o (ko h) = a (k) o a (h). O
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Definigao 58. Um fibrado (X,p, B) é chamado de G-fibrado, se X ¢é um G-espago
e existe f 1 X/G — B é um homeomorfismo, ou seja, a(X) € isomorfo a (X,p, B)

referente ao isomorfismo de fibrado (Id, f) : a(X) — (X, p, B).

7.7 Fibrados Principais

Dizemos que um G-espago X possui a propriedade, xs = x para xz € X e
s € (G apenas para s = e, se e somente se, s = xt apenas para s = t, onde x € X e

s,t € G.

Definicao 59. Um G-espagco X € chamado livre, se para algum x € X, xs = x implica
s =e. Dado X um G-espaco livre, denotaremos por X* o espaco de todos os elementos
(x,zs) € X x X onde z € X e s € G. Observe que existe uma fungao 7 : X* — G,
tal que x = 7 (x,2") = a', para todo (x,2") € X*. A fun¢io 7 : X* — G € chamada de

fungao translagao.

Referente a definicao de funcao translagao 7 : X* — G temos as seguintes
propriedades:

1) 7(z,x)=¢e

2) 7 (z, 2 )7 (2, 2") =71 (x,2")

3) (' x) =1 (x,x/)_l para todo z,z’, 2" € X.

Definicao 60. Um G-espaco X ¢ chamado G-espac¢o principal, se X é um G-espaco
livre com a funcao translacao T : X* — G continua. Um G-fibrado principal € um

G-fibrado (X, p, B), onde X € um G-espago principal.

Exemplo 26. O produto G-espaco B x G, onde a acao de G € dada pela relacao,
(b,t)s = (b,ts) € principal. Observe que ((b,t),(V,t')) € (B x G)* se e somente se
b=10"e a fungdio translagio tem a forma 7 ((b,t),(b,t')) = t~'. O G-fibrado principal
correspondente € o produto fibrado (B X G,p, B). FEsse é chamado de G-produto fibrado

principal.
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Proposicao 46. Seja & = (X, p, B) um G-fibrado principal. Entao £ € um fibrado com
fibra G.

Demonstragao: Para z € p~!(b), define a aplicacao bijetiva u : G — p~!(b) pela
relagdo u (s) = xs. A inversa da fungao u é 2’ — 7 (z,2) que é continua. Assim u é um

homemomorfismo. O

7.8 Categorias de Fibrados Principais

Definicao 61. Um morfismo (u, f) : (X,p, B) — (X', p/, B) entre dois G-espago prin-
cipais ¢ um morfismo principal se u : X — X' é um morfismo entre G-espacos. Se

B=DB"e f=1dg entio u é chamado de um B-morfismo principal.

Desde que a composicao de morfismo principal ou B-morfismo é um morfismo
principal ou B-morfismo respectivamente, podemos dizer que a categoria Bun (G) que
consiste dos G-fibrados principais e morfismo e a subcategoria Bung (G) que consiste
de G-fibrados principais e morfismos sobre B. No6s temos duas estruturas naturais entre

os functores Bun (G) — Bun ¢ Bung (G) — Bung.

Teorema 39. Todo morfismo em Bung (G) € um isomorfismo.

Demonstracao: Dadowu: (X,p, B) — (X', p, B) um B-morfismo de G-fibrados princi-
pais. Primeiro mostraremos que u é injetiva. Para esta prova, seja u () = u (y). Assim,
p(x) =p (u(x)) = p' (u(y)) = p(y). Usando o fato de que (X, p, B) é um G-fibrado,
temos G = yG, assim temos que (z,y) € X* e zs = y para algum s € G. Como
u(r) = u(y) = u(zs) = u(x)s, nés temos s = e e consequentemente r = y. Agora
mostraremos que u é sobrejetora. Para cada ' € X', existe x € X, tal que p (z) = p (2/).
Entao, p’ (') = p(x) = p' (u(x)), ou seja, u (z) G = 2'G. Assim, u (z) s = 2’ para algum
s € G, tomando zs € X, temos u (zs) = u(z)s = 2/, mostrando que u é sobrejetora.

1

Para provar que u~' é continua, dado u (a) = o’ € X', V uma vizinhanga aberta de a
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em X. Pela continuidade da agao de G em X, existe uma vizinhanga aberta Vi de a
e X e Ndeeem G, tal que VN C V. Também existe uma vizinhanca W de ' em
X' tal que 7/ (W x W)NX"™) C N, onde 7" é a fungao translacdo de X’. Usando a
continuidade de u, podemos substituir V; por V; Nu~! (W), tal que u (V) C W. Agora
p (V1) = U é uma vizinhanga aberta de b = p(a) = p' (u(a)) = p’'(a’) em B. Trocando
W por W N (p))"" (U) temos que p/ (W) = U = p(V;). Para cada 2’ € W, escolha
x € V] tal que p(z) = p' (). Entao nds temos u (z), 2’ € W e u(x)s = 2’ para algum
se€Nex' =u(r)s=u(xs), onde zs € VN C V. Portanto para cada 2’ € W, temos

u 2y eV eu (W) CV. Isso prova que u~! é continua para cada a’ € X’. 0

7.9 Fibrados Induzidos de Fibrados Principais

Proposicao 47. Sejam X um G-espago associado ao fibrado & = (X,p,B) e [ : By —
B. Entao o espago total do fibrado f* (&) = (Xi,p1, B1) tem uma estrutura natural de
G-espago e existe um homeomorfismo g : X1/G — By tornando o sequinte diagrama

comutaivo.

X, 15

™ P1
v
x,/¢ % B L B

X
!

Além disso, a estrutura de G-espaco em X1, pode ser escolhida exatamente de tal forma
que fe € um G-morfismo. Finalmente, se (X,p, B) € um G-fibrado principal entdio

(X1,p1, B1) € um G-fibrado principal.

Demonstracao: Definiremos a agao de G em X, pela relacao (by,x)s = (b1, zs),
onde p(xs) = p(z) = f(b1). Entao fe((b1,2)s) = fe(b1,x8) = s = fe (b1, 2)s, ou
seja, fe ¢ um G-morfismo. Se f: ¢ um G-morfismo entao G age em X; pela relacao
(b1,x)s = (by,xs). Agora, seja g ((by,x)G) = b;. Desde que X;/G tem a topologia
quociente, a funcao g é continua. Sabendo que p é sobrejetora, também temos g sobre-

jetora. Pela proriedade p (x) = p(2') se e somente se 2’ = xs para algum s € G, temos
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que o0 mapa ¢ ¢ injetivo. Se W ¢é um subconjunto aberto de X;/G, entdao 7! (W) é
um subconjunto aberto de X e g (W) = p; (7~ (W)), que é um aberto em B;. Por-
tanto, g ¢ um homeomorfismo. Finalmente se 7 : X* — G ¢ a aplicacao translagao do
G-espago principal X, entao 71 : X7 — G definido por 7y ((by, ), (b1,2")) = 7 (x,2) é a
aplicagao translacao de X;. Observe que ((by, ), (b],2')) € X; se e somente se by = b}

e (xz,2') € X*. O

Proposicao 48. Sejam (v, f) : n — & um morfismo em G-fibrados principais e n =N
() fé ¢ a factorizagao canonica. Entao g € um isomorfismo sobre o fibrado prin-
cipal B (n) e portanto n e f* () sao G-fibrados principais isomorfos. Finalmente f* :

Bung (G) — Bung (G) € um functor.

Demonstracao: Recordando que g : X (n) — X (f*(£)) édado por g (z) = (p, (z),v (2)).
Entao temos que g (zs) = (p, (z),v(z)s) = g(x)s. Desde que f*(£) é um G-fibrado

principal entdo g é um B (n)-isomorfismo. O

7.10 Espacos Fibrados

Seja & = (X, p, B) um G-fibrado principal e tome F' um G-espago a esquerda.
A relagao (z,y)s = (xs, s 'y) define uma estrutura de G-espaco a direita em X x F.
O espacgo quociente (X x F') /G seré denotado por Xp, pr : Xp — B é a composigao
da factorizacio X x F 3 X 5 B pela projecio X x F — Xp. Explicitamente temos

pr ((z,y) G) = p(v) para (z,y) G € Xp.

Defini¢ao 62. Com as notagoes acima, o fibrado (Xp, pr, B), denotado por & [F] € cha-
mado de espacgo fibrado sobre B com fibra F' ou assoctiado do fibrado principal

€. O grupo G é chamado de grupo estrutural do espago fibrado & [F).

Grosseiramente falando, um G-fibrado principal ¢ = (X, p, B) consiste em

uma cépia de G para cada ponto b € B e todos ”colados” pela topologia de X. O espaco
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fibrado £ [F] consiste na cépia de F' para cada ponto b € B e colada na forma pescrita

pela topologia do espago total X.

Proposicao 49. Seja & [F] = (Xp,pr, B) 0 espago fibrado, associado com o G-fibrado
principal € = (X, p, B) e fibra F. Para cada b € B, a fibra F é homeomorfa a pg* (b).

Demonstragao: Sejam p(2’') = b para algum 2’ € X e f : F — Xp definido por
f(y) = (2',y) G. Desde que pr ((z',y) G) = p(2') = b, temos que f : F — pz' (b) é a
restricao de X para p}l (b). Provaremos que f tem uma inversa continua, basta consi-
derar ¢’ : p~' (b) x F — F dado por ¢ (z,y) = 7 (2',x)y, onde 7 : X* — G ¢ a fungao
translacio do G-espaco principal X. Claramente temos ¢’ (zs,s 'y) = ¢/ (x,y). Assim
compondo ¢’ com a factorizacdo do mapa quociente X x F — Xp, obtém a aplicacao

g:pp (b) = F. Por construgdo f e g sdo inversas uma da outra. O

7.11 Propriedades de Functorial em Espacos Fibra-
dos

Sejam (u, f) : € = (X,p,B) = & = (X',p/, B') um morfismo entre fibrados
principais e tome F' um G-espago a esquerda. O morfismo (u, f) definde um G-morfismo

uxIdp: X x F'— X' x F e passando o quociente, nés temos a aplicacao ur : Xp — X

e (up, ) E[F] = &' [F].

Definigao 63. Um morfismo entre os espago fibrados & [F] e &' [F] é um morfismo
fibrado com a forma (up,f) : {[F] — £'[F], onde (u,f) : £ = (X,p,B) — ¢ =
(X',p',B") é um morfismo entre fibrados principais. Se B = B’ e f = Idg entdo

up : E[F] — &' [F] € chamado de morfismo entre espacgos fibrados sobre B.

O resto da subsecao é dedicado a estudar as categorias do G-fibrados princi-

pais e a categoria dos espagos fibrados com fibra F' e grupo estrutural G.
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Proposicao 50. As fungoes & — E[F] e (u, f) — (up, f) define um functor entre a
categoria dos G-fibrados principais para a categoria dos fibrados que admitem a estrutura

de espago fibrado com fibra F' e grupo estrutural G.

Demonstracao: Dados (u, f) : &£ — & e (W, f") : & — £ morfismos de G-fibrados
principais. Aplicando o espago quociente functor e (v'u) X Idp = (u' X Idp) (u X Idp)

n6s temos (u'u), = wpup. Similarmente, (Idx) ¢é a identidade. O

Um morfismo de espaco fibrados (ug, f) : £ [F] — & [F] é um isomorfismo de

espagos fibrados se e somente se (u, f) : £ — £ é um isomorfismo de fibrados principais.

Proposicao 51. Sejam £ = (X, p, B) um G-fibrado principal e £ [F| o espago fibrado
associado a . Dado f : By — B existe um isomorfismo canénico g : f*(§[F]) —
(&) [F] dos fibrados sobre By tal que o morfismo natural fep : f* (E[F]) — £[F] €

factorado por

Demonstracao: O espago total X; de f* ([F]) consite nos pares (by, (x,y) G) onde
[ (b)) = pr((2,y)G) = p(x) e fer ¢ dada pela relagao fep (b1, (z,y)G) = (z,y)G.
O espago total Xy de f* (&) [F] consiste nos pares ((by,z),y)G onde f (b)) = p(x) e
(fe)p € dado pela relagao (fe), (((b1,2),y)G) = (x,y) G. Definindo o isomorfismo g
pela relagao g (b, (z,y) G) = ((b1,x) ,y) G. Esse isomorfismo é o resultado da aplicacao
do functor espago quociente o G-isomorfismo canonico B X (X x F) — (B x X) x F e

observe que (by,xs,s 'y) = (b1, z,y) parab € B, zr € X,y€ FeseG. a

Corolario 15. Seja & [F] um espago fibrado sobre B e tome A C B. Entdo {[F]|A e

(€|A) [F] sao fibrados canénicos A-isomorfos.

Demonstracao: Aplicando o teorema anterior com a plicacao inclusao de A em B,

temos o resultado. O
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7.11.1 Espacos fibrados triviais e localmente triviais

Dado £ o G-fibrado produto principal (B x G,p, B). Para cada G espago a
esquerda F', o espago fibrado £ [F] = (Y, ¢, B) é B-isomorfo sobre B para o espago fibrado
(B x F,p,B). Dado g : Y — B x F definido por ¢ ((b,s,y) G) = (b, sy). Entao g é um

B-isomorfismo.

Definicao 64. Sejamn e &, G fibrados principais sobre B. Dizemos que sao localmente
isomorfos se para cada b € B, existe uma vizinhang¢a aberta U de b, tal que U e
n|U sao U— isomorfos (como fibrados principais). Dados espacos fibrados & [F] e n[F],

dizemos que estes sao localmente isomorfos se & e n sao localmente isomorfos.

Definicao 65. Um G fibrado principal & sobre B € trivial ou localmente trivial se
& € um G— fibrado principal isomorfo ou localmente isomorfo ao G— fibrado produto

principal. Um espago & [F] € trivial ou localmente trivial respectivamente.

7.12 Descricao de secao transversal de um espaco
fibrado

O seguinte teorema é de grande importancia para classificagao de fibrados
principais e espacos fibrados, porque ele produz um critério para trivializacao de um

fibrado principal em meio a construcao por morfismo de fibrados principais.

Teorema 40. Seja & = (X, p, B) um G— fibrado principal e tome & [F| = (Xp, pr, B)
o espacos fibrado associado, onde F € um G-espago a esquerda. As secdes transversais
s do fibrado £ [F| tem uma correspondéncia bijetiva com os mapas X — F tal que

¢(xt) = t71¢(z) para v € X et € G. A secdo transversal correspondente a ¢ €
54 (2G) = (z,¢ (z)) G em Xp para cada G € B.

Demonstragao: Desde que (2t, ¢ (2t)) G = (zt,t7 ¢ (2)) G = (z,¢ (2))tG = (z,¢ (x)) G

em Xp a funcdo s, estd bem definida. Desde que s, é a factorizacao de z — (x, ¢ (z)) G
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pelo mapa quociente p, a fungao sy ¢ continua. Claramente a relagao

pr (54 (2Q)) = pr (2,0 (1)) G) = p(z) = 2G

vale e concluindo que o mapa s4 ¢ uma segao transversal. Reciprocamente, dado s uma
segao transversal de & [F] e tome ¢4 : X — F' definido pela relagao s (zG) = (z, ¢5 (z)) G
para cada x € X. Desde que (z,¢s (x)) G = (zt,t ¢, (z)) G = (xt, ¢, (xt)) G e desde
que s é uma segao transversal, a funcao ¢, satisfaz a relacao ¢, (2t) = t~1¢, (r) para cada
x € X et € G. Finalmente, resta provar que ¢5 é continua, porque ¢ — sy € § = @, €
uma inversa da outra. Dadoz € X, y = ¢ (x),b=p(x) e s(b) = (z,y) G. Tome W uma
vizinhanca aberta de y. Pela continuidade da acao de G em I, existe uma vizinhanca
aberta W' dey e N de e € G tal que NW’' C W. Tome V uma vizinhana aberta de x em
X, tal que 7 ((V x V)N X*) C N, onde 7 é a fungao translagao de £. Desde que s é uma
aplicagao continua, existe uma vizinhanga aberta de b tal que s (U) C (V x W') /G. Tro-
cando V por p~1 (U)NV arelagio s (U) C (V x W') /G é preservado e trocar p (V) = U.
Agora provaremos que ¢, (V) C W, tomex € Veb=p(z) € U. Entao s (b) = (2/,¢) G,
ondez’ € Vey € W. Desde (/,y) G = (z7 (z,2),y') G = (z,7 (', x) y') G, nds temos
¢s(x) =7 (2,2")y € NW' C W e ¢s (V) C W, o que prova o teorema. O

Corolario 16. Sejam & = (X,p,B) e ¢ = (X',p/,B’) dois G— fibrados principais.
Todos os morfimos entre G— fibrado principal § — &' tem a forma (¢s, f), onde s € uma

secao transversal de £[X']. Além do mais, usando a igualdade Xx = X nos temos

f=y)s.

Demonstracao: O seguinte diagrama ilustra a situacao deste corolério.

Xy = (XxX)/G =X
Py 4 L r
B LN B’

Pelo teorema anterior, o conjunto das segoes transversais de & [X'] é bijetiva com os

G—morfismos ¢s : X — X' tal que a aplicagdo continua ¢, : X — X' com ¢, (zt) =
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t7 ¢ () = ¢4 (z)t. Para a relagio f = (p)s, observe que s(zG) = (z,¢,(z)) G
e px (s (2G)) = px (2,0, (1)) G) = p (¢s () para x € X. Desde que f(2G) =

Py (¢s (7)), nés temos que a relagao f = (py) s. O

Corolario 17. As seguintes relacoes sao equivalentes com respeito a um G—fibrado

principal £ = (X, p, B).
1. O fibrado & tem uma se¢ao transversal.

2. O fibrado £ é isomorfo a f*(n), onde n é um produto fibrado sobre um ponto e f

€ um mapa constante.

3. O fibrado & € trivial.

Demonstracao: Desde que £ = £ [G], usaremos o teorema para provar (1) — (2).
O conjunto das secoes transversais £ é bijetiva com os mapas ¢ : X — G tal que
¢ (xt) =t"'¢(x) = ¢(x)t. Se f: B — * é um mapa constante, o induzido por ¢ e os
fibrados principais € e f*(n) s@o isomorfos. Obvio que, (3) — (1). (2) — (3) porque

um fibrado induzido por um fibrado trivial é trivial. O

7.12.1 Fibrado Reduzido

Definigao 66. Sejam p: X — B en : X' — B’ fibrados principais com respectivos
grupos estruturais G e G'. Um homomorfismo entre fibrados consiste de uma aplica¢do
f: X — X' e um homomorfismno de grupo h : G — G’ tal que f (xg) = f(x)h(g)
para todo x € X eg € G.

Definicao 67. Um homomorfismo f : X — X' é chamado de inje¢dao ou merqgulho

se f € um mergulho e h : G — G’ € um monomorfismo.

(Lembrete: Um funcdo é um mergulho entre espaco topolégicos, se esta

aplicacdo é um homeomorfismo sobre sua imagem.)
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Como B = X/G e B' = X'/G’ podemos definir a aplicacdo f : B — B’ tal

que f (2G) = fop(z) =7o f(z) = f(x) G, ou seja, f faz a diagrama abaixo comutar.

x L x
Pl i

x/G L Xx'/c

Se além disso B = B’ e f : B — B’ é a aplicacao identidade de B’, f :
X — X’ é chamado redugao do grupo G de p : X — B para G. O subfibrado de
p: X — B é chamado fibrado reduzido.

Seja X (B, G) um fibrado principal e H um subgrupo fechado de G. Entao

G age naturalmente em G/H a esquerda.

Seja E (B,G/H,G,X) o espago fibrado com fibra G/H.

Proposicao 52. O fibrado E associado com X pode ser identificado com X/H como
seque. Um elemento de E representado por (x,gH) € X x G/H ¢ aplicado no elemento
de X/H representado por xg € X. Consequentemente X (E, H) é um fibrado principal
sobre a base E = X/H com grupo estrutural H. A projecio X — E aplica u € X em

uH € E, onde u é considerado como uma aplicagio de G/H na fibra de E.

Demonstragao: ¢ : £ — X/H, ¢ ((u7 gH)> = ugH. ¢ estd bem definida: Se

(u,gH) = (v,hH), entdao existe t € G com (ut,t"'gH) = (v,hH), onde v = ut e
hH = t~1gH, logo ¢ ((u,gH)) =ugH = utt"'gH = vhH = ¢ ((v, hH)). ¢ é injetiva.
Se ¢ ((u,gH)) =9 ((v, hH)) entdo ugH = vhH, o que implica

ughy = vhhy = v =ughihy "W e (ghihy"h™") " g = hhoh™.

Dai t = ghihy'h™" é tal que v = ut e t7'g = hhohy', com hoh;' € H, donde

t7'g = hhohi'H = hH. Logo (u,gH) = (v,hH). ¢ é sobrejetora. ¢(x,H) = zH
para todo H € X/H. O
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Proposicao 53. O grupo estrutural G de X (B,G) € reduzivel a um subgrupo fechado
H se e somente se o fibrado associado E (B,G/H,G,X) admite uma se¢do transversal

o:B— FE=X/H.

Demonstragao: Suponha que G é reduzivel a um subgrupo fechado H e seja Y (B, H)
um fibrado reduzido com mergulho f : ¥ — X. Sejapu : X — E = X/H a
projecao canodnica. Se u e v estao em uma mesma fibra de Y entao v = wua para
algum a € H, dal p(f(v)) = pu(f(ua)) = p(f(u)i(a)) = p(f(uw)). Dessa forma
po f é constante em cada fibra de Y e induz uma aplicacao o : B = Y/G — X/H
dado por ¢ (uG) = po f(u) onde uG = 7 (f(u)) em : X — B = X/G. Dal
g oo (uG) = mg(f(u)H) = g (W) (pela proposigao anterior) Logo o é
uma secao de E. Reciprocamente dado uma secao transversal ¢ : B — FE, seja Y
o conjunto dos pontos u € X tais que p(u) = o(n(u)), onde u : X — X/H e
m . X — B sao as projecoes canonicas. Observe que para todo u € X temos que
m(u) =7mgoo(n(u) =7g(vH) =7g (W) = 7 (v), o que implica o (7 (v)) = wH
= mp(wH) = tgoo(m(v)) = m(w) = 7(v). Assim o (7 (w)) = wH = p(w). Po-
ratnto Y # 0. o (7w (v)) = o (mg (vH)) = vH = p(v), ou seja, Y # (. Orase u € Y
entao u € u~ (0 (B)) onde Y C u~! (0 (B)). Por outro lado, se v € =t (o (B)) entao
p(v) = o (r(x)) para algum = € X que implica 7g (1 (v)) = 7 (), onde 7 (v) = 7 (x).
Logo p(v) = o (7 (v)). Portanto Y = p~! (0 (B)). Para cada b € B, existe z € X tal

(
que p(x) = o (b), pois p é sobrejetor. Dai

z € plo®)cpu(cB)=Y=
p(r) = o(r(x)=o0(b)=o0c(r(r)) =
e (0(b)) = wg(o(r(x))) ondeb=7(z) comz €Y.
Assim a restri¢ao 7|y : Y — B é sobrejetora. Dados u e v pertencentes a mesma fibra

de X. Se u € Y entao v € Y se se somente se v = ua para algum a € H. Isto segue do

fato de p (u) = p (v) se e somente se v = ua para algum a € H. Logo Y é invariante por
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H. Considere a induzida 7y : Y/H — Y/G

Yy S Y/G y % Y/H
P\ STy TN\ s
Y/H Y/G

Entao Ty é sobrejetora. Além disso, se Ty (yH) = 7y (2H) entdo w(y) = 7(z) =
o(m(y)) = o(m(2)), o que implica p(y) = p(z) = yH = zH. Logo Ty ¢é injetora.
Temos que Ty oD (yG) = 7y (p(y)) = 7y (yH) = yG e pony (yH) = p(yG) = yH.

Portanto 7y é um homeomorfismo. O

7.13 Conjunto Controlavel

Seja S um semigrupo agindo em um espago topoldgico M.

Definicao 68. Um congjunto controldvel de S em M ¢é um subconjunto D C M

satisfazendo.

1. intD # 0.
2. D C Sx para todo x € D.

3. D é mazimal satisfazendo essas duas propriedades.
Um conjunto controlavel D é dito conjunto controlavel invariante se sa-
tisfaz Sz = D para todo = € D.

No entanto, trabalharemos com a hipdtese de que S satisfaz a propriedade de
acessibilidade, ou seja, int (Sx) # () para todo x € M e os conjuntos controldves sao de

fato S—invariantes e subconjuntos fechados.

Suponha que S e S7! = {¢g7! : g € S} satisfazem a propriedade de acessibili-

dade. Dado D um conjunto controlavel de S, defina o conjunto
Do={z € D:x€int(Sx)Nint (S 'z)}.
Temos o seguinte resultado.
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Proposicao 54. Suponha que Dy # (0. Entao

~

. D Cint (S™'z) para todo x € Dy.

. Do = int (S~'x) Nint (Sz) para todo x € Dy.
. Para todo x,y € Dy existe g € S que gr = y.
. Dy € denso em D.

. Dy € S— invariante em D, no sentido de que hx € Dy se h € S, x € Dy e hx € D.

Demonstragao:

1

.Dadoy € Dex € Dy. Como z € int(S~'z) N D entao existe g € S tal que
gy € int (S7'z). (Por D ser S—invariante SD = D e S™'D C D temos que existe
h € S tal que gy = x € int (S~ 'x) N D) Entao y € g tint (S™'z) Cint (S~ 1x).

Suponha que x € Dy e y € int (Sz) Nint (S~'x). Temos que int (Sx) = int (Sy) e
int (S~'x) = int (S~'y). De fato, dado z € int (Sy) entdo z = sy para algum s € S,
mas como y = g para algum g € S temos z = sgx, ou seja, z € int (Sx). Agora
dado w € int (Sz) temos w = sz para algum s € S, mas como y = g~ 'z para algum
g € S temos gy = x, assim w = sgy, mostrando que w € int (Sz). Analogamente
mostra que intS~tx = intS~ly. Portanto y € Dy. Por outro lado, se x,y € Dy
noés temos de 1 que y € int (S™'z) e z € int (S™'y). Assim existe g € S tal que
gxr = y. Desde que x € int (Sz) nds temos que y = gz € gint (Sx) C int (Sx).

Portanto y € int (Sx) Nint (S~'z).
Segue imediatamente de

Dy =int (Sx) Nint (S_lx) para todo x € Dy.

Seja ¥ € Dy, entdao D C Sx Nint (S~z) C Dy. Como Dy = int (Sx) Nint (S~1x),

entdo Dy C int (Sz) Nint (S—1z). Assim, seja y € D entdo existe um aberto V de
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X, talquey € VeyeVnint(Stz) = U, ouseja, UNSx # ) o que implica
V Nint (Sx) Nint (S~1a) =V N Dy # 0, portanto y € Dy.

5. Tome h € S e x € Dy e suponha que hx € D. Desde que x € int (Sz) nds temos

que hx € int (Sz) e por 1 temos hx € int (S~') e portanto hx € Dy.

Dizemos que Dy é o conjunto transitivo de D e D é chamado de conjunto
controlavel efetivo se Dy # (). Nesse caso Dy é chamado conjunto de transitividade

de D.

Proposigao 55. Seja x € M tal que x € int (Sz) Nint (S~'z). Entdo existe um tnico

conjunto controlavel tal que x € Dy, que é efetivo.

Demonstragao: O subconjunto int (Sx) Nint (S~'z) satisfaz as propriedades 1 e 2
da definicao de conjunto controlavel. Portanto, se aplica o principio de maximalidade
de Hausdorff de subconjuntos satisfazendo estas propriedades que contém z, temos um
conjunto maximal, digamos D que é um conjunto controlavel. Esse conjunto controlavel
claramente contém x e é efetivo. A unicidade decorre do fato de que conjunto con-

trolaveis diferentes nao se sobrepoem. O

Definicao 69. Seja D um conjunto controldavel efetivo de Syr. O semigrupo Sq € dito

acessivel sobre D se para algum, e portanto para todo, ¢ € 7' (Dy), int(Sgq) N

71 (D) # 0. Similarmente Sy € acessivel sobre D se int (Sg) N7~' (D) # 0.

Dado ¢ € @, a intersecao Sg (¢) N @, onde x = 7 (q), pode ser vista como

subconjunto de G, pondo

Sy ={a € G: existe ¢ € Sg;¢(q) = qa}.
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E facilmente visto que S, ¢ um subsemigrupo de G, se S, # (0. O subconjunto
T,={a € G: existe ¢ € Sg;¢(q) = qa € int (Suq)},

que ¢ identificado por int (Sgq) N @, é também um semigrupo de G.

O seguinte lema assegura a presenca de acessibilidade, se T, é nao vazio.

Lema 1. Dado D C M um conjunto controldvel efetivo de Sy e suponha que Sg €

acessivel sobre D. Dado q € 7= (Dy). Entio T, # 0 de modo que S, # 0.

Demonstragao: Seja ¢ € Sg, tal que ¢ (q) € int (Sgq) N7 ' (D), existe ¢ pois Sg é
acessivel sobre D. Desde que x = 7 (q) € Dy, existe 1 € Sg, tal que ¢ o ¢ (q) pertence
a mesma fibra de ¢ (Pois como D C int (S™'x) para todo x € Dy, existe 1;; € Sy}
tal que 7 (4 (q)) = 3, (), assim 7 (¥ o ¢ (q)) = ) Pela escolha de ¢, nés temos que

Yo (q) € int (Sgq), mostrando que T, tem ponto interior. O

Uma consequéncia imediata deste lemma é que a acessibilidade de Sg sobre D
implica que Sél é também acessivel sobre D. De fato, T, ' = {a™' : a € T}, identificado
com int (Sélq) N Q. de modo que Sélq ¢ nao vazio se T, # (). Antes de prosseguirmos,
mencionaremos que se ¢ e ¢’ = ga estao no mesmo fibrado entao os semigrupos Sy e S,

estao relacionados por S, = a~15,a.

De fato, seja ¢ € Sy tome ¢ € Sg tal que ¢(¢') = ¢'c. Entdo ¢(q)a =
¢ (qa) = qac, que é ¢ (q) = qaca™'. Isso mostra que aca™' € S, e portanto Sy C a~1S,a.

1

A outra inclusao é mostrado de forma andloga, escrevendo ¢ = ¢'a*. Com o mesmo

argumento, prova que Ty = a~'T,a.

Dado o espaco fibrado E (M, F,G, Q) associado com (), nés temos que Sg
induz um semigrupo Sg de homeomorfismo de F. Vamos assumir que a agao de G na

fibra tipica é transitiva.

Estamos interessado em conjunto controlaveis de Sg. Para isso note que dado

q € @, o semigrupo S, age em F. Assim a ideia de estudar conjunto de controle em E

119



¢ por quebra a acao de Sy para agao de Sy no espaco base e a agao de S, em F' com ¢

percorrendo diferentes fibras de Q).

Proposicao 56. Seja E' o espago fibrado acima com projecio m: E — M e Sq, Sg e

Sy o0s semigrupos acima. Dado D C E um conjunto controldvel de Sg, entao

1. existe um tnico conjunto controldvel C' C M de Sy tal que 7 (D) C C.

2. Se D é efetivo entao C é efetivo e 7 (D) C C'.

Demonstragao:

1. Dado z,y € (D), tome u,v € D tal que 7(u) = = e w(v) = y. Pela de-
finicao existe uma sequéncia ¢, € Sg tal que ¢, (u) — v. Portanto 7 (¢, (u)) =
¢ (m(u)) — 7(v) = y. Assim y € Syz. Desde que z e y sdo arbitrérios, isso
mostra que 7 (D) satisfaz a segunda condi¢ao de conjunto controlavel. Além do
mais, 7 é aberto e por isso 7 (D) tem interior nao vazio de modo que contém um
conjunto controle C' de Sj;. A unicidade de C' segue do fato de que a intersegao

de conjunto controlaveis diferentes é vazio.

2. Dado v € Dy, entdo v € int (Sgv)Nint (Sg'v). Isso implica que 7 (v) € int (Sym (v))N
int (Sy; 7 (v)) mostrando que 7 (v) € Cy. Assim Cp é nao vazio e concluindo que

C é efetivo.

Essa proposicao define um mapa D — C' dos conjuntos controlaveis em E

nos conjuntos controlaveis em M.
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