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Resumo

Neste trabalho consideramos o estudo existéncia, unicidade, dependéncia continua e do com-
portamento assimptotico de solucoes de uma equagao de KdV-Burgers sujeita a um mecanismo
de dissipagao localizado e com sinal indefinido. Técnicas de semigrupos de operadores lineares,
juntamente com argumentos de ponto fixo, foram utilizados e um critério fornecendo condicoes
suficientes para o decaimento exponencial das solugoes foi estabelecido. Consideramos também,
sob o aspecto analitico, numérico e computacional, uma equagao de onda sujeita a um meca-
nismo de dissipagao nao linear e localizado. Técnicas de semigrupos de operadores nao lineares e
recentes resultados nos garantem a existéncia de solugoes, bem como taxas para a estabilizacao
da energia. Além disso, o método espectral juntamente com aproximacoes de Fourier—Galerkin
nos permitiram concluir a convergeéncia e a estabilizacao do problema discretizado, ilustrados

com a implementacao computacional baseados em tais resultados numéricos.

Palavras-chave: Equacao de KdV-Burgers, Decaiento Exponencial, Damping Indefinido,

Equacao de Onda, Analise Numérica, Método Espectral.

Abstract

In this work, we study the well-posedness and the asymptotic behavior of solutions of a KdV-
Burgers equation subject to a localized dissipation mechanism with indefinite sign. Linear
semigroup techniques together with a fixed point argument have been used, and a sufficient
condition criteria for the exponential decay has been established. We consider also, under
analytical, numerical and computing aspects, a wave equation subject to a nonlinear, localized
dissipation mechanism. The theory of nonlinear operator semigroups and recent results provide
us the existence of solutions, as well as rates for the energy decay. Furthermore, a spectral
method together with Fourier—Galerkin approximations allows us to conclude the existence and
the stabilization of solutions for the discretized problem, as ilustrated by the computational

implementation of the results.

Palavras-chave: KdV-Burgers Equation, Exponential Decay, Indfinite Damping, Wave Equa-

tion, Numerical Analysis, Spectral Method.
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Capitulo

Introducao

O estudo de equagoes de evolugao vem sendo tema bastante abordado e fonte de pesquisa
a muito explorada por matematicos de diversas areas da andlise. Dentre estas, as equagoes de
onda e KdV-Burgers, também conhecida na literatura como versao dissipativa da ainda mais
conhecida equacao de KdV, sao tidas como referéncia de modelos hiperbdlicos e dispersivos,

respectivamente, e bastante estudadas.

Como primeira parte deste projeto, consideramos uma equacao de KdV-Burgers, definida em
IR e sujeita a um mecanismo de dissipagao linear e localmente distribuido e com sinal indefinido,
ou seja,

U + Ugzz — Ugy + Uty + AMx)u =0, x € R, t >0, (1.0.1)

onde A € L>*(R).

Para a segunda parte do projeto consideramos, sob os aspéctos numérico e analitico, uma
equagcao de onda definida em um dominio limitado 2 de IR", n € N, e sujeita a um mecanismo

de dissipacao nao linear, a dizer
uy — Au+a(z)g(ug), € Q, t >0, (1.0.2)

ponde a € C'(Q) e g € C(R).
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A escolha de problemas diferentes, do ponto de vista de grupos de pesquisa, e os aspectos
estudados em cada uma deles reflete o desejo, por parte dos orientadores e orientando, de
uma formacao de carater tedrico e de pesquisador amplos. Desta forma, diferentes técnicas e
ferramentas passam a ser de conhecimento e permitem aplicacoes e diferentes abordagens sobre

variadas equagoes.

Diversos sao os autores, e ainda mais os trabalhos, que podem ser relacionados na literatura
com o estudo destas equacoes. Dentre estes, no que diz respeito ao estudo de equagoes de KdV
e KdV-Burgers, gostariamos de citar os trabalhos iniciais de [57, 5, 8], e mais recentementente

[23, 10, 41], bem como referéncias dentro destas.

A presenca destes mecanismos dissipativos nos permite estudar o comportamento assintético
das solucoes, no que diz respeito a estabilizacao da energia considerada e, em muitos casos, a

explicitacao de taxas para esta estabilizagao.

Um dos principais objetivos daqueles que estudam o comportamento assintético de solucoes
de equacoes diferenciais, em especial a estabilizacao de sistemas dissipativos, é a explicitacao de
taxas que descrevam essa estabilizacao. Embora a obtencao taxas para a estabilizacao possa se
revelar um problema dificil, diversas técnicas vem sendo elaboradas a fim de fornecer possiveis
taxas. Além disso, dentre as possiveis taxas, a obtencao de taxas exponenciais é, certamente,

a de maior interesse.

Com relagao a equacao de KdV-Burgers (1.0.1), a presenca do termos dissipativo \u se
faz necessario para obtencao de taxas exponenciais para o decaimento. Com efeito, é possivel
mostrar que a energia em L?(IR) das solugoes de (1.0.1) e do problema linear homogéneo asso-
ciado

Up + Ugpe — Uz = 0, T ER, ¢ >0, (1.0.3)

sao equivalentes, e decrescentes. Entretanto, foi provado por [6] que a energia em L?(IR) das

solugoes de (1.0.3) decai com taxa polinomial, ou seja, para cada uy € L'(R) N H*(R) a



respectiva solucao de (1.0.3) satisfaz a seguinte estimativa
||u(t>”L2(R) S Ct_1/47 t> Oa

onde C' > 0 é uma constante positiva. Além disso, este resultado é 6timo posto que o dado

inicial satisfaz [ uo(z)dz # 0.

Considerando o comportamento assintético para solucoes de equacoes de KdV, gostariamos
de mencionar aqui o trabalho de [18], onde os autores forneceram nova contribuigdo quanto
ao decaimento da energia de solugoes fracas da equagao de KdV sujeita a um mecanismo de

dissipagao localmente distribuido
Ut + Uggy + DUy + v, +a(z)u =0, z € R, t >0, (1.0.4)

onde b > 0ea: R — IR" é uma funcdo nao negativa. Nesta direcdo, citamos ainda o trabalho
de [36], onde os autores consideraram a equagao de KdV posta no semi-eixo positivo da reta

real, com condicao de Dirichlet, e sujeita a um mecanismo de dissipacao linear localizado
Up + Uggy + Uy + utly +a(x)u =0, z € R, t >0, (1.0.5)

onde a fungao a é nao negativa e satisfaz a(x) > ay > 0 em |0,6[U]R, oo, onde ag, R > 0 e
0 < 0 < R, e provaram o decaimento exponencial da energia das solucoes. Posteriormente,
verificou-se em [45] que poderia se retirar a exigéncia acerca do intervalo |0, §] e estabeleceu-se
também o decaimento exponencial em espacos com peso. Também estabeleceu-se o decaimento
de derivadas intermedidrias, com relacdo a varidvel espacial, das solugoes. Ja em [9] os autores
também consideraram o problema de KdV (1.0.4), com a(x) > ap > 0 e b = 0, sem restri¢oes
quanto ao decrescimento do dado de fronteira, e provaram o decaimento exponencial em nivel

de H*(R™), k = 1,3 ou 4, e sem restricoes quanto ao tamanho do dado inicial.

Considerando equagoes de KdV em intervalos de dimensao finita e com mecanismos de
dissipagao localmente distribuidos, gostariamos de mencionar os trabalhos de [40, 44], e também

[36, 48] para extensao dos resultados a equagoes de KdV com nao linearidades mais gerais. Para
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problemas de KdV em dominios periédicos, veja, por exemplo, [30, 49, 29, 35].

A despeito da existéncia na literatura de muitos trabalhos relacionados ao estudo da equacao
de KdV, pouco se pode obter acerca da equacao de KdV-Burgers, e menos ainda quanto se
trata do comportamento assintotico de suas solugoes. Neste contexto, citamos aqui o recente
trabalho de [24], onde o autor faz uso da teoria de atratores a fim de estudar o comportamento
assintético da energia em H?(IR) das solugoes dadas pelo semigrupo associado a seguinte equagao

de KdV-Burgers generalizada

U+ (0Ugy + 9(1))y — VUgy +yu = f(z), 2 € R, t >0,

onde 6, > 0, v > 0 sdo constantes, f € H*(R) e g : R — R é uma fungdo de classe C*(RR).

No que concerne o estudo da equacao de onda (1.0.2), existem diversos resultados na liter-
atura acerca do comportamento assintético para as solugdes do problema (1.0.2) para os mais
variados casos de g e da funcao a. No caso em que a dissipacao g é linear e o mecanismo de
dissipacao é suposto efetivo em todo dominio, ou seja, quando a funcao a possui limitante infe-
rior positivo em todo o dominio €2, estimativas exponenciais para o decaimento sao facilmente
verificadas. Entretanto, quando a é suposta efetiva sobre apenas uma parte do dominio (2,
torna-sa mais dificil obter estimativas para o decaimento, veja por exemplo o trabalho pioneiro
de [59] e posteriormente [54]. Ainda mais trabalhos podem ser encontrados se considerando o
mecanismo de dissipagao com crescimento do tipo linear préximo da origem e atuando na fron-
teira do dominio, veja por exemplo [31, 32, 60, 4, 34]. Problemas com mecanismos dissipativos
que nao possuem tal comportamento proximo da origem se mostram ainda mais dificies e taxas
algébricas ou logaritmicas podem ser obtidas utilizando-se um método introduzido por [33].
Por fim, veja também os trabalhos de [39, 19, 2] onde sdo apresentadas mais taxas explicitas
para o decaimento da energia quando a funcao g nao possui crescimento linear préoximo da

origem.

Como segunda parte deste texto, estudamos a eficiencia e precisao do método espectral

para resolvermos uma equagao de onda em 2D, sujeita a um mecanismo de amortecimento (em



inglés damping) friccional néo linear (veja equacao (1.0.2)). Em particular, buscamos verificar
numericamente o decaimento polinomial da energia das solugoes de (1.0.2) quando o tempo
tende ao infinito e o mecanismo de amortecimento é suposto agir sobre uma regiao apropriada

do dominio.

Quando utilizamos o método de diferencas finitas para a discretizacao espacial do problema,
a correspondente energia semidiscreta nao decai a taxas exponenciais e uniformemente, com
respeito a largura do grid h, com excecao do caso em que o amortecimento é tido sobre todo o
dominio, veja por exemplo [26, 28]. Em [53], os autores adicionaram a equacao da onda uma
viscosidade artificial a fim de amenizar as altas frequéncias numéricas de ondas espuricas e,
portanto, obter a estabilizacao exponencial e uniforme, com relacao a largura do grid h, da
energia. Este resultado foi obtido para o problema em 1-D e para 2-D (quando considerando o

dominio como sendo o quadrado), e considerando o termo de damping do tipo linear.

Nos parece entao natural questionar a respeito do comportamento assintético da energia
discretizada, quando considerando aproximacoes via o método espectral, a medida que a largura
do grid h tende a zero e na presenca ou auséncia de uma viscosidade artificial. Além do
mais, é também bem conhecido que se os dados iniciais sao regulares e o dominio é simples, o
método espectral é tido como uma das melhores ferramentas com alta precisao dos resultados.
A precisao do esquema pendenderd essencialmente da regularidade dos dados e da solucao,
enquanto que para os métodos de diferencas finitas ou elementos finitos, essa a dependéncia
estard na ordem do esquema. Finalmente, do ponto de vista computacional, mostra-se uma
tarefa facil estendermos os resultados de 1D para 2D (e para 3D) quando consideramos o método

espectral, uma vez que tabalhamos essencialmente com os coeficientes de Fourier.

Por estas razoes, propusemos aqui a utilizacao do método espectral juntamente com uma
discretizacao explicita da varidvel temporal a fim de resolvermos, localmente, a equacao de
onda (1.0.2). Enfatizamos ainda que o termo de amortecimento friccional é do tipo nao linear,
e embora uniformemente distribuido, o método se estende também a mecanismos localmente
distribuidos (veja Observagao 4.6). Logo, estudamos a completa discretizagdo do problema

(1.0.2) em ambas as varidveis temporal e espacial. Como esperado, a discretizagao de problemas
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de evolucao em ambas as varidaveis pode levar a resultados de instabilidade ou estabilidade
condicionada. Fornecemos, via o método de energia, condigoes sucifientes para a estabilizacao
e provamos também a convergéncia do método. E claro que a prova aqui apresentada é também
valida para o problema em 1D, e pode ainda ser estendida para o problema em 3D, considerando
para isso restrigoes para o efeito estabilizante (devido as imersoes de Sobolev). Por fim, também
ilustramos numericamente o decaimento uniforme (com respeito a largura do grid) da energia
das solugoes associadas ao problema (1.0.2) para o caso em que o mecanismo de amortecimento

é uniformemente distribuido.

O texto esta organizado da maneira como segue. No capitulo 2, trazemos alguns dos conceitos
basicos, bem como dos principais resultados referentes as teorias aqui utilizadas. No capitulo 3
consideramos um problema de KdV-Burgers, definido em toda a reta e sujeito a um mecanismo
de dissipacao linear localizado e com sinal indefinido. No capitulo 4 estudamos, sob o ponto
de vista numérico, uma equacao de onda, definida em um dominio limitado e sujeita a uma
dissipagao nao linear. Por fim, o capitulo 5 traz um resumo dos resultados estabelecidos e das

questoes por responder acerca dos problemas estudados.

1.1 Motivacao e Objetivos

Tendo em vista na literatura que o problema de KdV-Burgers, posto em toda a IR, ¢é dissi-
pativo mas que suas solugoes nao decaem exponencialmente, chegamos a conclusao de que um
mecanismo extra de dissipacao é necessario. Porém, diferentemente da maioria dos trabalhos
que vem sendo realizados na area de estabilizacao de problemas de evolugao, optamos por con-

siderar um mecanismo que nao possui sinal definido, também tido na literatura como damping

indefinido.

Para o segundo trabalho, buscamos nossa motivagao na aplicabilidade e apreciagao dos
métodos numéricos de modo a aplicar os métodos de andlise numérica, bem como o novo
método espectral, aos problema de controle e estabilizacao de ondas sujeitas a dissipagao nao

linear.
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Em suma, nossos objetivos aqui sao, portanto, estabelecer que o problema de KdV-Burgers
aqui considerado (veja Capitulo 3) esta bem posto, segundo Hadamard, em H*® s € |0,3],
e também estabelecer condigoes suficientes para o decaimento exponencial da energia de tais
solugoes. Na segunda parte deste tabalho (veja Capitulo 4), nosso objetivo serd provar a
convergéncia do modelo discretizado da equagao de onda nao linear proposta, bem como da

estabilizacao da energia de suas solugoes.

1.2 Contribuicoes

Neste trabalho obtivemos um critério que fornece condigoes suficientes para o decaimento das
solucoes de uma equacao de KdV-Burgers, definida em toda a reta e sujeita a uma dissipacao
linear localizada e com sinal indefinido. Taxas explicitas para o decaimento sao obtidas para

as solugoes em H®, s € [0, 3].

Com relacao a segunda parte do trabalho, fornecemos uma andlise numérica de um problema
de onda, definida em um dominio limitado e sujeita a uma dissipacao nao linear. Esta andlise
permitiu a implementacao computacional do problema ilustrando assim a aplicagao do método

espectral para o estudo sob o ponto de vista numérico das solugoes do mesmo.

1.3 Publicacoes

Listamos aqui as publicagoes que compoem esta tese.

1. Cavalcanti, M. M., Domingos Cavalcanti, V. N., Komornik, V, Rodrigues, J. H., Global
well-posedness and exponential decay rates for a KdV-Burgers equation with indefinite
damping, Annales de I'Institut Henri Poincaré (C), Non Linear Analysis, aceito para

publicagao;

2. Domingos Cavalcanti, V. N., Rosier, C., Rodrigues, J. H., Numerical analysis for the wave

equation with locally nonlinear distributed damping, a ser submetido.



Capitulo

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns dos resultados e teorias utilizados durante a elaboracao
dos resultados obtidos e apresentados nos demais capitulos. Primeiramente, iremos trazer
alguns dos principais resultados utilizados na Teoria dos Espagos de Sobolev (veja Segao 2.1) e
analise funcional. A Secao 2.2 traz ao leitor um pouco sobre fungoes vetoriais e seus principais
resultados. Faremos também uma breve abordagem da teoria de semigrupos de operadores
lineares (veja Segao 2.3) e de operadores nao lineares (veja Segao 2.4), bem como alguns dos

principais resultados aqui utilizados.

2.1 Espacos L’ e de Sobolev

Para o que segue, denotaremos por €2 um subconjunto aberto de IR", n € IN. Desta forma,
para cada p € [1,00[ denotaremos por LP(£)) o espaco de todas as classes de fungbes definidas

em () e tomando valores em K (IR ouC) cujo valor absoluto é p-Lebesgue integrével, ou seja,

() = {u QST /Q\u(x)ypdx < oo}.

Além disso, a aplicacdo u € LP(Q) = [Ju]| 1) = {/, |u(x)\pdx}1/p é uma norma em LP(), de
modo que LP(2), munido desta norma, é um espago de Banach (veja Teorema IV.8 Fischer—

Riesz, pagina 57 em [12]).
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Observagao 2.1. O caso p = oo corresponde ao espago L™({2) das classes de todas as fungoes
que sdo essencialmente limitadas e, neste caso, temos que [|ul[ (o) := supess{u}, u € L>(),

é uma norma em L>().

Diversos sao os resultados concernentes aos espagos L” podendo em sua maioria serem en-
contrados, por exemplo, no Capitulo IV em [12]. Gostarfamos de destacar aqui alguns dos

resultados que podem ser encontrados na citacao anterior.

Proposicao 2.1 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q)) e g € LI(2), onde 1 < p,q < 00

sao tais que 713 + % = 1. Entdo f-g € L*'(Q) e ainda

/Q £+ 91dz < | fll ey N9 pocey

Demonstragao. Veja Teorema IV.6, pdgina 56 em [12]. ]

Decorre desta tltima proposi¢ao (veja Observagao 2, pagina 57 em [12]) que se K € N e

fi, fay .., fr funcoes tais que

1 1 1
fiel’(Q),1<i<k com —-=—+—+---+—<1,
P Dp1 P2 Pk
entdo, o produto f = fify... fr pertence a LP(Q)) e
HfHLP(Q) < ”leLpl(Q) s ||fk:||L0k(Q) )

Em particular, se f € LP(Q) N LY(2) com 1 < p < ¢, entdo f € L"(Q) paratodop <r <gqeé

valida a seguinte desigualdade de interpolagao

1
a l1-a
HfHLT(Q) < ||f||Lp(Q) ||f||Lq(Q) onde .

Lembramos ainda que os espagos LP(£2) sao reflexivos (caso 1 < p < 00) e separaveis (caso
1 < p < o0). Além disso, temos que o dual de LP(£2), para o caso em que 1 < p < oo é LI(2),

onde p e ¢ satisfazem % + % = 1. Esta ultima afirmagao faz uso do Teorema da Representacao
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de Riesz e resultados de densidade (veja Teoremas IV.11 e IV.12, pagina 61 em [12]).

Desigualdades integrais desempenham um papel importante em diversas areas da anélise.
Dentre elas temos a conhecida Desigualdade de Gronwall (veja [25], paginas 708 e 709) em suas

formas divergente e integral. Temos ainda a seguinte desigualdade.

Proposigao 2.2 (Gronwall-Bellman). Sejam T > 0 e m € L'(]0,T|) tais que m(t) > 0 para

quase todo t € [0,T], e a > 0 uma constante nao negativa. Se ¢ : [0,T] — R € continua e

verifica
t
o(t) <a +/ m(s)¢(s)ds, para todo t € [0,T7,
0
entao
o(t) < aelo m©ds - para todo t € [0,T).
Demonstragao. Veja Lema A.4, pagina 156 em [11]. ]

A principal aplicacao dos espacos LP estd na formulacao dos espacos de Sobolev, que pas-
samos a definir agora. Seja 0 C IR", n € IN. Para cada m € IN e p € [1, 00| definimos o espaco

de Banach

WmP(Q) = {u € L(Q); D € LP(Q), 0 <[af <m}, p €1, 00],

onde D% « € IN", denota as derivadas, no sentido distribucional, de ordem até m, e munido

da norma
1/p
Z ||Dau||iP(Q) Y € [LOOL
HuHmp = 0<|a|<m
« R
[ax [1D%ul| 0 () , D= 00.

Observagao 2.2. O Teorema de Meyers e Serrin (veja Teorema 3.17, pdgina 67 em [1]) permite a
formulacao de W™P(Q)) como o completamento de {¢ €eC™(): 9l < oo} com respeito

a norma |[|[[,,, .

Assim como os espagos LP, temos que, para cada m € IN e p € [1,00], W™P(Q) é um

espaco de Banach e separdvel (exceto para p = oo0). No caso particula de p = 2, temos
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que W™2(Q) é um espaco de Hilbert e denotaremos W™2(Q) = H™()). Ainda, para cada
m € N, denotamos por Wy™?(€2) o completamento de Cg*(€2) com relagao a norma [-[|,, . Em

particular, Wy*(Q) = HJ*(Q). Claramente, temos as seguintes imersoes continuas
Wi (Q2) C WH(Q) C LP(Q).

Estas e outras propriedades podem ser encontradas, por exemplo, em [1].

Dentre as principais propriedades dos espacos de Sobolev, destacamos as chamadas imersoes
de Sobolev (veja Teorema 4.12, pagina 85 em [1]). Em particular, em dimensao 1, e denotando

2 = I, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.3. Seja I C R intervalo. Entao existe uma constante C > 0 (dependendo

somente de |I| < 0o) tal que
||U||Loo(1) <cC ||u||wl,p(1) , weWH(I), 1<p<oo,

ou seja, WIP(I) C L>(I) com imersao continua para todo 1 < p < co.

Demonstrag¢ao. Veja Teorema VIIL.7, pagina 129 em [12]. a

Proposigao 2.4. Seja I C R um intervalo nao limitado e w € WYP(I) com 1 < p < oo. Entdo

temos
lim wu(x) = 0.
|z|—o0
Demonstragao. Veja Corolario VIIL.8, pdgina 130 em [12]. ]

No caso em © = R", n € N, temos a seguinte formulacao equivalente para o espago H™(IR")

H™(R™) = {u € 8 (1+|=)*)™?a € L*(R™)},

onde &’ denota o espaco vetorial constituido pelos funcionais lineares e continuos sobre o espaco
de Schwartz S, e @ denota a transformada de Fourier de um elemento u € S (veja Proposicao

2.1, pagina 242 em [17]). De maneira geral, podemos definir H*(Q2), s € Re s > 0.
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2.2 Funcoes a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espacos em que sao levados em conta as variaveis temporal

e espacial, o qual é necesséario para dar sentido a problemas de evolucao.

Seja X um espago de Banach, a,b € R. O espao LP(a,b; X), 1 < p < oo, consiste das classes

de fungoes mensurdveis sobre [a,b] com imagem em X, ou seja, as fungoes u :]a,b[— X, tais

1
b v
[l 2o 0y = {/ [Ju(@®)II% dt} < o0,

O espago L*(a, b; X) consiste das classes de fungoes mensuraveis sobre [a, b] com imagem em

que

X e quase sempre limitadas em Ja,b[. A norma neste espago é dada por

[l oo (0 = supess|u(t)] x-

O espago C™([a,b]; X), m € IN, consiste de todas as fungbes continuas u : [a,b] — X que

possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada por

m

m

@U(t)

X

Destacamos agora, algumas das principais propriedades desses espagos.

Proposicao 2.5. Sejam m € N e 1 < p < 00, X e Y espacos de Banach, sobre um corpo

K=IR ouC.

(a) C™([a,b]; X) € um espago de Banach sobre K;
(b) LP(a,b; X), 1 < p < o0 sao espagos de Banach sobre K;

(¢) O conjunto de todos os polinémios

w(t) =ag+at+ -+ ant™, meN,

onde a; € X, i =0,1,...,m, € denso em C([a,b]; X) e LP(a,b; X);
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(d) C(la,bl; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersdo C([a,b]; X) C LP(a,b; X) é continua,

(e) Se X € um espago de Hilbert com produto escalar (-,+)y, entio L*(a,b; X) € também um

espaco de Hilbert com produto escalar
b
(10) sy 1= | (a0, 0(0) s

(f) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < oo;

(g) Se X CY, entio L"(a,b; X) C La,b;Y), para 1 < q <71 < 00.

Demonstracao. Veja Proposicao 23.2, pagina 407 em [58]. ]

Denotaremos por D(a, b; X) o espago localmente convexo das fungoes vetoriais ¢ definidas
de Ja,b] em X infinitamente diferencidveis com suporte compacto em |a,b[. Além disso, uma

sequéncia {p, },en C D(a,b; X) converge para ¢ € D(a, b; X) se:
(i) Existe K Cla, b[, compacto, contendo os suportes de ¢, e ¢, para todo v € IN;

(ii) Para cada k € N, o) (t) = o®(t) em X uniformemente em ¢ €]a, b].

Observagao 2.3. Prova-se ainda que o conjunto {0¢, 6 € D(]a,b[),£ € X} é total em D(a, b; X).

Lembremos que se U e V sado dois espagos vetoriais topologicos, temos que L£(U, V') denota
o espago das fungoes lineares e continuas de U em V. Desta forma, o espago das distribuigoes
sobre |a, b[ com imagem em X, serd denotado por D'(a, b; X). Logo, D'(a,b; X) = L(D(a,b); X),
ou seja, é o conjunto de todas as aplicagoes lineares e limitadas de D(]a, b[) em X. Diremos que
S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (S,0) em X, para qualquer 6 € D(Ja,b]). Cada elemento

desse conjunto é uma distribuigao sobre (a,b) com valores no espago de Banach X.

d
A derivada &S de um elemento S € D'(a, b; X), é definida com um tnico elemento deste

espaco a qual satisfaz,

<§,¢> __ <s, %¢> Vo € D(Ja, b]).
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d
Além disso, a funcao S — ES é uma fungao continua de D’'(a, b; X) sobre ele mesmo.

Agora se f € L*(a,b; X) fica bem determinado o elemento f € D'(a,b; X) definido por

(7.6 = [ 10et0at. o € DO

A funcio f — f de L*(a,b; X) — D'(a,b; X) é linear e continua, e ainda é injetora e desta

forma identificamos f com f e obtemos L?(a,b; X) C D'(a,b; X). O espaco L. (a,b;X) é o

loc

espaco das funcoes u tal que para todo compacto K C (a,b), xxu pertence & L'(a,b; X), onde

Xk denota a funcao caracteristica de K.

O espago dual de LP(a,b; X). Consideremos Y = LP(a,b; X). Temos a seguinte relacao de

dualidade Y’ = L9(a, b; X') com % + % = 1 devido ao teorema seguinte.

Proposicao 2.6. Seja X um espago de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < oo, % + % =1.

a) Cada funcao v € Li(a,b; X') corresponde a um tinico funcional v € Y' dada por
(a) ¢ ,b; D P

T )yy = / (0(t), u(t)) o ydt, Y u €Y. (2.2.1)

Reciprocamente, para cada © € Y' corresponde a exatamente uma fungao v € Li(a,b; X')

dada por (2.2.1). Além disso

10lly = vl Laapxr)

(b) O espago de Banach LP(a,b; X) € reflexivo e separdvel.

Demonstracao. Veja Proposicao 23.7, pagina 411 em [58]. O

Assim podemos identificar Y’ com L4(a,b; X'), pois pela proposigdo acima existe um iso-

morfismo isométrico. Donde

1
q

b b
(v, u)yry :/ (), u(t) x xdt; |[v]lx = {/ Hv(t)||§(,dt} ,YueY, YoeY'
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Sejam a e b dois niimeros reais finitos ou nao, a < b, X e Y espacgos de Banach com X denso

em Y e m > 1 inteiro, definamos

m

W{(a,b) := {u € L*(a,b; X); %u =u™ e L*(a,b; Y)} ,

onde u(™ é uma distribuicio em D’(a,b; X), e a norma é dada por

1
||U||W(a,b) = [||U||i2(a,b;x) + Hu(m)HiZ(a,b;Y)} 2

segue dai que W (a,b) é um espago de Banach.

Proposicao 2.7 (Aubin—Lions). Sejam By, B e By espa¢os de Banach com By C B C By,
sendo estas imersoes continuas. Assuma também que a imersao By C B € compacta. Suponha

ainda que 1 < p,q < 0o, que By e By sejam reflexivos e defina

d
W = {u € LP(0,T; By) : Tk e L0, T; Bl)}.

Entao a inclusao W C L*(0,T; B) é compacta.

Demonstragao. Veja Proposicao 1.3, pdgina 106 em [50]. O

Funcgoes Escalarmente Continuas. Seja X um espaco de Banach. Definimos o espago das
fungoes escalarmente continuas (ou fracamente continuas) como o conjunto das fungoes f €
L>(0,T; X) tais que a aplicagao t — (z, f(t)) x» x € continua sobre [0,7], Vo € X', onde X' ¢
dual de X. Denotaremos tal espago por C(0,7; X). Note que se u € L*>(0,T; X)NC([0,T]; X)

entdao u € Cs(0,T; X). Mais geralmente, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.8. Sejam X e Y dois espacos de Banach, X CY, sendo esta imersao continua,

e X um espaco reflexivo. Entdo

L®(0,T: X) N Cy(0,T;Y) = C5(0,T; X).

Demonstracao. Veja [38]. O
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2.3 Semigrupos Lineares em Espacos de Banach

Definicao 2.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia o um parametro {S(t)}>o de
operadores lineares e limitados de X ¢é chamada semigrupo de operadores lineares e

limitados em X (ou simplesmente semigrupo em X ) se
(i) S(0) =1, (I € o operador identidade em X ).

(i) S(t+s)=S(t)S(s) para quaisquer t,s > 0 (propriedade de semigrupo).

Definicao 2.2. Uma familia de operadores lineares e limitados {S(t)}i>0 em um espago de

Banach X € dita ser uniformemente continua se

lim [|S(t) — I||x = 0.

t—0+

Diremos também que {S(t)}+>0 € fortemente continuo (ou de classe Cy) se

lim S(t)z =z, para todo x € X.
t—0+

Se X é um espago de Banach e {S(t)};>0 é um semigrupo fortemente continuo em X entao

podemos definir o operador linear A por
_ _ +
D(A) = {x € X:3d lim M} e Az = lim Slt)e — = d*5(t) , x € D(A),

t—0+ t—0+ t dt =0

e neste caso diremos que A é o gerador infinitesimal de {S() }>o0.

Definigao 2.3. Seja X um espaco de Banach. Diremos que um operador linear A é dissipa-
tivo se para todo v € D(A) existe z* € F(x) = {a* € X': (2%, 2)x, x = |z % = llz*] ¢} tal

que Re(z*, Az) ., x < 0.

Teorema 2.4 (Lumer—Phillips). Sejam X um espago de Banach e A um operador linear com

dominio D(A) denso em X.
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(a) Se A ¢ dissipativo e existe \g > 0 tal que a imagem R(Ngl — A) de (Aol — A) € X, entdo

A € o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contracoes em X.

(b) Se A € o gerador infinitesimal de um Co—semigrupo de contragcoes em X entao R(N—A) =
X para todo A > 0 e A € dissipativo. Mais ainda, para todo x € D(A) e todo x* € F(x),

tem-se Re (Az,z*) < 0.

Demonstragao. Veja Teorema 4.3, pagina 14 em [46]. ]

Proposigao 2.9. Seja A um operador linear densamente definido em X. Se ambos A e A*

forem dissipativos, entao A é um gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contracoes.

Demonstragao. Veja Coroldrio 4.4, pagina 15 em [46]. ]

Proposicao 2.10 (Stone). Um operador A € gerador infinitesimal de um Cy-grupo de oper-

adores unitdrios em um espaco de Hilbert H se, e somente se, iA € autoadjunto.

Proposicao 2.11. Sejam X um espaco de Banach e A um gerador infinitesimal de um Cp—
semigrupo {S(t)}>0 em X, satisfazendo ||S(t)|| < Me**, t > 0. Se B é um operador linear
limitado em X entio A+ B é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t)}i>0 em X

satisfazendo ||T(t)|| < Me@TMIBIE ¢ >0,

Demonstragao. Veja Teorema 1.1, pagina 76 em [46]. O]

Sejam X um espaco de Banach, x € X e T" > 0. Consideremos o seguinte problema nao

homogéneo de valor inicial

d
Sult) = Au(t) + f(t), t>0, (2.3.1)

u(0) = z,

onde A : D(A) C X — X é um operador linear e f : [0,7[— X. Para as defini¢bes que seguem,

suporemos que A é um gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo {S(t)}+>0 em X.
Defini¢ao 2.4. Uma funcdo u : [0,T[— X € uma solugdo regular de (2.3.1) em [0,T] se
u € continua em [0,T[, continuamente diferencidvel em 10, T, u(t) € D(A) para 0 <t < T e

satisfaz a equacao (2.3.1) para todo t € [0,T].
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Definigao 2.5. Uma funcio u diferencidvel quase sempre em [0,T] tal que u, € L'(0,T; X) ¢é
chamada solugdo forte do problema (2.3.1) se u(0) = ugy e us(t) = Au(t)+ f(t), quase sempre
em [0,T].

Definigao 2.6. Seja f € L'(0,T; X). A funcio u € C([0,T]; X) dada por
¢
ut) =S+ [ St-9f()ds. te.T) 2.32)
0

é chamada solugao mild do problema (2.3.1).

Observagao 2.5. Toda solugao regular de (2.3.1) é uma solucao forte e, ainda, toda solugao forte

¢ também uma solucao mild.

Note que, dados A um gerador infinitesimal e f € L'(0,T; X) entdo, para cada x € X, o
problema (2.3.1) admite uma tnica solu¢ao mild v em [0, 7. A existéncia de solugao regulares
para o problema (2.3.1) requer, pois, restrigoes para a nado homogeneidade f e diversos resul-
tados podem ser encontrados, dentre a consideravel literatura sobre o assunto, em [46]. Dentre
estes, destacamos o seguinte
Proposicao 2.12. Seja A gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {S(t)}i>0. Se f €
W(0,T; L*(R)) entao para cada x € D(A) o problema de valor inicial (2.3.1) admite uma

unica solugao forte em [0,T].

Demonstragao. Veja Corolédrio 2.10, pagina 109 em [46]. O

Proposigao 2.13. Sejam f € L'(0,T; X). Seu é uma solugio mild de (2.3.1) entdo para todo

T" < T, u € limite uniforme em [0,T"] de solugoes regulares de (2.3.1).

Demonstragao. Veja Teorema 2.7, pagina 108 em [46]. O

2.4 Semigrupos Nao Lineares em Espacos de Banach

Apresentaremos nesta se¢ao as nogoes bésicas de operadores (multivaluados) nao lineares,

semigrupos nao lineares e equacoes diferenciais em espagos de Banach, bem como os principais
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resultados. Para maiores detalhes, sugerimos os textos de [11], [3] e [50].

Se X e Y sdo espagos vetoriais sobre K (IR ouC), entdo um operador multivaluado de X em

Y é um subconjunto A C X x Y. Neste caso, o dominio D(A) e a imagem R(A) sdo dados por

Ar={yeY: (v,y) e A}; D(A) ={re X: Az # 0};

R(A) = U Az, A'={(y,7) €Y x X; (x,y) € A)}.
z€D(A)

Sejam X espaco de Banach, com norma |||, e X* seu dual topoldgico. Se z* € X* entao
denotaremos o valor de z* em x por (z*,z). Seja também F : X — X* a aplicagao dual que a

2
X* (-

cada x € X associa F(x) = {x* €X": (2,25 x = 2|3 = [|lz*|

Definigao 2.7. Um conjunto A C X x X* ¢ dito mondtono se

(3171 — Z2,Y1 — 3/2) >0,

para quaisquer (x1,y1), (T2,y2) € A. Diremos também que um conjunto mondtono A C X x X*
¢ maximal mondtono se nao estiver contido propriamente em nenhum outro subsconjunto

mondtono de X x X*.

Definicao 2.8. Um subconjunto A C X x X* ¢ dito limitado se A leva subconjuntos limitados

de X em subconjuntos limitados de X*.

Definicao 2.9. Seja A : X — X* u operador univalente tal que D(A) = X,

(i) Diremos que A é hemicontinuo em X se
w—%l_{ré Az + ty) = Ax,

para quaisquer x,y € X;
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(ii) Diremos que A é demicontinuo em X se

w-lim Ax, = Az,
n—oo

para qualquer sequéncia {x, tnen C X fortemente convergente para x € X.

Proposicao 2.14. Suponha que X e X* sao reflexivos e estritamente converos. Um sub-
conjunto monotono A C X x X* € maximal mondtono se, e somente se, para cada A > 0

(equivalentemente para algum X > 0), temos R(A + A\F) = X*.

Demonstracao. Veja Teorema 1.2, pagina 39 em [3]. ]

Proposicao 2.15. Suponha que X seja reflexivo. Seja B : X — X* operador mondtono,
hemicontinuo e limitado. Seja também A C X x X* operador mazimal mondtono. FEntdao

A+ B € mazimal mondtono.

Demonstragao. Veja Coroldrio 1.1, pagina 39 em [3]. O

Definig¢ao 2.10. Um subconjunto A C X x X é chamado dissipativo se para qualquer (z;,y;) €

A, i1 =1,2, existe f € F(x; — x3) tal que

(y1 — 2, f) <0. (2.4.1)

Neste caso, diremos que A ¢ maximal dissipativo se nao estd propriamente contido em

nenhum subconjunto dissipativo de X x X, e diremos ainda que A é m-dissipativo se R(I —

A) =X,

Observagao 2.6. Diremos que A C X x X ¢é acretivo (resp. maximal acretivo e m-acretivo)
se —A for dissipativo (resp. maximal dissipativo e m-dissipativo). Em particular, se X for um

espaco de Hilbert entao as nocoes de subconjuntos acretivos e monoétonos coincidem.

Definicao 2.11. Seja C' um subconjunto fechado de X. Um semigrupo de contracoes em

C' é uma fungao S : [0,00[xC — C' satisfazendo as sequintes condigoes:
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(i) S(t+s,x) = S(t,S(s,x)), para quaisquer x € C e t,s > 0;
(ii) S(0,x) =z, para todo x € C;
(iii) Para todo x € C, S(t,x) € continua em [0, 00;

(iv) [|S(t,z) = S(t,y)|lx < |z — vyl x, para quaisquert >0 e z,y € C.

Além disso, o operador A, definido por

S(h,x) —x

D(Ay) = {x e C: existe 1&&1%} e Agr=Ilim , ¥ € D(Ay),

hl0

onde consideramos o limite forte em X, € chamado gerador forte de S. De maneira andloga

definimos o gerador fraco A, de S considerando o limite fraco em X.

Observagao 2.7. Se X é uniformemente convexo, entao os geradores forte A; e fraco A, de S
coincidem e, neste caso, denotamos Ay = A, = A, e dizemos que simplesmente que Ay é o

gerador de S.

O resultado a seguir fornece condicoes suficientes para que um subconjunto A C X x X seja

um gerador de um semigrupo de contragoes S em D(A).

Proposicao 2.16. Suponhamos que A C X x X seja dissipativo e tal que D(A) C R(I — AA),
para algum A > 0 suficientemente pequeno. Entdo, o limite

S(t,z) = lim (1 - %A) U (2.4.2)

n—o0

existe para todo x € D(A), uniformemente em t em qualquer subconjunto compacto de [0, c0].

Além disso, S(t,-) assim definido é um semigrupo de contragoes em D(A).

Demonstracao. Veja Teorema 1.3, pagina 104 em [3]. ]

Consideremos o seguinte problema

d
Eu(t) € Au(t), t >0, (2.4.3)

u(0) = wo,
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onde ug € X e A é um subconjunto de X x X (ou operador multivalente X).

Defini¢ao 2.12. Uma fun¢ao u : [0,00[— X € chamada solu¢cao regular do problema de

Cauchy (2.4.3) se u(t) € continua em [0, 00| e Lipschitz em todo conjunto compacto de |0, o0],
d

além disso, u(0) = ug e para quase todo t €]0, 00 temos u(t) € D(A) € diferencidvel e Eu(t) €

Au(t) para quase todo t € [0, 00].

Observe que se u(t), t > 0 é uma solu¢ao de (2.4.3), com uy € D(A), entdao definindo
S(t,ug) = u(t), t > 0, a extensdo S(t,-) ao conjunto D(A) é um semigrupo em D(A) (veja
Proposigao 1.3, pagina 110 em [3]). Para a reciproca desta afirmagao, suponhamos que A

satisfaz

convD(A) C (| R(I — AA), (2.4.4)
A>0

onde convD(A) denota a envoltéria convexa de D(A). Consideremos também o problema

aproximado

d
e = >
dtU)\(t) A)\U)\(t), t = O, (245)

ux(0) = up,

onde ug € X, Ay = )\_1(J)\ —]) e Jy, = (I—)\A)_l, A > 0.

Proposicao 2.17. Seja X espaco de Banach real e A um subconjunto dissipativo de X x X

satisfazendo (2.4.4). Entao, para cada ug € D(A), sao vdlidas as afirmagoes:

(i) Para cada X\ > 0 o problema de valor inicial aprozimado (2.4.5) possui uma tinica solugdo

Uy € Cl(oa 00; X);

t —-n
(ii) 1/\1&)1 ux(t) = S(t,up) = lim (I - —A) ug, sendo o limite uniforme em subconjuntos
n—o0

limitados de |0, 00|,

(iii) Seug € D(A) e u(t) € uma solugdo de (2.4.3), entdo

A0 n—00

t —n
u(t) = limuy(t) = lim ([ — EA) ug, t > 0.

Demonstragao. Veja Teorema 1.4, pagina 115 em [3]. ]
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A Proposicao 1.6 acima mostra que solugoes de (2.4.3) pode ser aproximadas por solugoes do
problema aproximado (2.4.5). Além disso, temos que se o subconjunto dissipativo A de X x X

satisfaz (2.4.4) ent@o segue do Teorema 2.16 que, para cada ug € D(A), a fungao u(t) = S(¢,uo),

t > 0, esta bem definida, porém, nao é necessariamente uma solugao de (2.4.3).

Consideremos a funcéo (-, ), : X x X — R dada por

(y,z), = sup {(y,x*>x,x* FANS F(x)} (7)€ X x X.

Defini¢ao 2.13. Uma funcgdo u : [0,00[— X € chamada solug¢ao integral do problema de
valor inicial (2.4.3) se u(t) for continua em [0,00[, uw(0) = ug e, além disso, a sequinte de-

sigualdade se verifica

100 =l < 5 lute) =l + [ {ulr) = 2., (2.16)

para cada (z,y) € A e 0 <s<t<o0.

Observamos que toda solugao regular de (2.4.3) é também uma solugao integral. Além disso,
se A é um subconjunto fechado e dissipativo de X x X entao, segue da Proposi¢cao 2.17 que o

problema (2.4.3) admite uma tnica solucdo integral dada pela férmula exponencial (2.4.2).

As Proposigoes 2.16 e 2.17 asseguram que se u(t), ¢ > 0 é uma solugao regular de (2.4.3)
entao esta bem definido um semigrupo associado S(t, ), t > 0, em D(A), e ainda esta solugao é
dada pela férmula exponencial (2.4.2) e pode ser aproximada por solugdes em C*(0, 00; X) do

problema aproximado (2.4.5). Entretanto, propriedades extras para o espa¢o X sio necessérias

para a garantirmos a reciproca desta afirmacao, ou seja, a existéncia de solugoes regulares.

Proposicao 2.18. Suponhamos que X seja reflexivo e que A C X x X seja dissipativo e satisfaz
(2.4.4). Entao, para cada ug € D(A), o problema de valor inicial (2.4.3) admite uma unica

solugdo u : [0, 00[— X dada pela formula exponencial

n—oo

t —-n
u(t) = S(t,up) = lim (I - EA) ug, t > 0.
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Demonstracao. Veja Corolario 1.1, pagina 118 em [3]. H

Observagao 2.8. Se A é um conjunto m-dissipativo entao a propriedade (2.4.4) é satisfeita.

As Proposigoes 2.17 e 2.18 garantem a existéncia de solugoes (regular e integral) para o
problema (2.4.3), no caso em que o operador A C X x X ¢é dissipativo e satisfaz (2.4.4) (ou
m-dissipativo). Entretanto, em muitas aplicagoes ocorre que X = H é um espaco de Hilbert
e, portanto, tendo em vista a Observacao 2.6, os resultados acima se aplicam para operadores

mondtonos.



Capitulo

Equacao de KdV-Burgers com Damping
Indefinido

3.1 Introducao

Este capitulo é dedicado ao estudo da existéncia, unicidade, dependéncia continua e do
comportamento assimptdtico das solugoes de uma equagao de Korteweg-de Vries-Burgers, ou
simplesmente KdV-Burgers, posta em toda a reta real e sujeita a um mecanismo de dissipacao
localizado, como apresentada a seguir

Up + Ugpy — Uy + U, + Au=0 ,z€R, t>0,
(3.1.1)

u(0,z) = up(x) .z € R,

onde A : R — IR é uma funcao parametro dada. Equagao esta que deriva do seguinte modelo
de KdV-Burgers

Up + Ugpy — Uge + Uy =0, 2 € R, t >0, (3.1.2)

que descreve a propagacao de pequenas amplitudes de ondas em um meio dispersivo nao linear

e na presenca de efeitos dissipativos, sujeito ainda a uma segunda dissipacao dada por Au.

25
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3.2 O Caso Linear. Consideracoes e Resultados.

Como parte da estratégia adotada para o estudo do problema nao linear (3.1.1), esta sec¢ao

é dedicada ao estudo do problema linear nao homogéneo associado descrito a seguir

Up + Upge — Uy FAu=f , xE€R, t>0,
(3.2.1)

u(0,z) = ug(x) , ¢ €R,

onde f : Rx IRy = IRe Ay : R — IR. Provaremos a existéncia, unicidade e dependéncia
continua das solugdes mild e fortes de (3.2.1). Ao final da secao, iremos estabelecer um resultado
que fornecerd condigoes suficientes para o decaimento exponencial da energia em L*(IR) destas

solugoes.

Para o que segue, exceto quando mencionado, consideraremos que A € L*(RR). Entao,

definindo os operadores lineares A : D(A) C L*(R) — L*(R) e B : L*(R) — L*(R) por

AU = —Uypy + Uy, u € D(A) onde D(A) = H*(R),

Bu = —\u, u € L*(R),
podemos reescrever o problema (3.2.1) na seguinte forma equivalente:

w(t) = Axu(t) + f(t), t >0,
u(0) = g

(3.2.2)

onde Ay = A+ B.

O operador A, definido como acima é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente
continuo, ou seja, um Cp-semigrupo, {S(t)}s>0, no espago de Hilbert L?(R). Com efeito,
primeiramente observamos que o operador B ¢ limitado e ainda || B||z(z2gr)) < [ Al oo (r)- Logo,

tendo em vista a Proposicao 2.11, é suficiente provarmos que o operador A é o gerador infini-
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tesimal de um Cy—semigrupo, e neste caso temos ainda a seguinte estimativa
Al oo
ISl < oz €=, 2 0. (3.23)

Inicialmente, observamos que A é densamente definido. Além disso, utilizando integracao por

partes e tendo em vista a Proposi¢ao 2.4 temos

(Au,u)2ry = | —Ugaat + Ugpudx

\;U\

2
Uy Uy — Uy dT

/—ufdx—/ufdx
R
= /ugc dx

R

<0

Y

para todo u € D(A), provando assim que o operador A é dissipativo. A conclusao de que A é
gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo em L?*(IR) segue, pois, do teorema
de Lumer-Phillips (veja Teorema 2.4) bastando para isso provarmos que R(I — A) = L*(R),
ou seja, devemos mostrar que para todo f € L?(R) existe u € H?(IR) tal que seguinte equagao
se verifica

Com efeito, tomando a transformada de Fourier em ambos os membros desta equagoes obtemos

a seguinte relagao equivalente

W)L+ (i6)° — (1Y) = f(§) = a¢) =

1+ (i€)* = (1€)*

Observe que utilizamos o fato que o denominador h(§) = 1 + (i€)? — (i€)?, € € R, nunca se
anula. Além disso, temos ainda que h(§) é uma fungdo continua satisfazendo |h(£)] — oo

quando [£| — oo, donde segue que 1/h é limitada e, portanto, a tltima identidade possui uma
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tinica solucao @ € L?(IR). Finalmente, como

1+ €]+ ¢)7 + |
11+ (i€)3 — (i€)?|

— 1, quando [{] = oo,
segue que existe M > 0 tal que

Ggya()| < M|f@], j=0123

Decorre desta tltima desigualdade e do fato que f € L*(R), que v € H3(R). Isto conclui
a prova de que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo em L*(RR) e,

portanto, que Ay também o é.

Contudo, para cada T > 0, concluimos que dados uy € L*(R) e f € L'(0,T;L*(R)), o
problema (3.2.1) admite uma tinica solugao mild (veja Definicao 2.6), isto é u € C([0, T]; L*(R))
e é dada por

u(t) = S(t)uo + /Ot S(t—s)f(s)ds, 0<t<T. (3.2.4)

Entretanto, temos que a solugao u possui regularidade adicional, ou seja, u € L*(0,T; H'(RR)).
Com efeito, é suficiente verificarmos que u, € L*(0,T; L*(R)). Para isto, decorre da Proposi¢ao
2.13 que u é limite de uma sequéncia de solugoes regulares de (3.2.2) (veja Defini¢ao 2.4), ou

seja, existem sequéncias {ug ., tnen C H3(R) e {fy}tnen € WH(0,T; L*(R)) satisfazendo
Uy, —ug em LA(R) e f,— f em L'(0,T;L*(R))

de modo que

u, —u em C([0,T); L*(R)),

onde, para cada n € N, u,, é solucao regular de

Uy (t) = Axtn (£) + fult), t €]0, 77, (3.2.5)

un(0) = ugp.



3.2. O Caso Linear. Consideracoes e Resultados. 29

Logo, u, satisfaz a equagao (3.2.5) para todo ¢ €]0,7[. Desta forma, podemos “multiplicar” a

equagao (3.2.5) por u, e tomar o produto interno em L?(IR) a fim de obtermos

d1
dt?2 et )”L2 = (ung(t), un(t)) L2(R)

:(AAUn(t)’Un(t)) + (fu(t),u ())L?(R)
un(t)) 2Ry + (Bun(t), un(t)) 12(r) + (fu(t), un(t)) 22(R)

= (Au,(t)
nx dr — n\% 2d ) n\" d7
/\u (t, )| da / M) |uy(t, )] :c—l—/Rf(t:E)u(t:c)x
para t € [0,T7.

Segue dai que u,, satisfaz a identidade

1 t
3o+ [ [ (o) P (320

1
=5 ||Uo7n||iz / / ) [un (s, x)| d:vds+/ /fn S, X)up (s, z)dzds,

para t € [0,7].

Da mesma forma, dados m,n € IN, decorre da linearidade dos problemas (3.2.5) que podemos

reescrever a identidade acima para a diferenca u,, — u,, como segue

1 t
) = O3, + / [ ) = a5, P

== Hugn UOmHLz(R) / / ) Jun(s, ) — um(s, :z;)| dzds
¥ / [ (ls.2) = il ) ta(5:2) = ) s,

para t € [0,7].

Agora, segue das convergéncias de {ug .}, {fn} € {w,} mencionadas antes e também da iden-
tidade acima que a sequéncia {u,, }nen ¢ de Cauchy em L2(0,T; L?(R)) e, portanto, converge
a um elemento y € L*(0,7;L*(R)). Entretanto, decorre da convergéncia de u, para u em
C([0,T); L*(R)) que u,, converge a u, no sentido distribucional. Logo, concluimos assim que

X = u, e, portanto, que u, € L*(0,T;L*(R)). Portanto, conluimos que u pertence a classe
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C([0,T]; L*(R)) N L*(0,T; H'(R)). Além disso, tomando o limite em (3.2.6), tendo em vista as

convergéncias acima, concluimos que u satisfaz

1
5 || (t ||L2(R / / luz (s, )| dxds—i—/ / ) [u(s, ) |*dzds (3.2.7)
= Sl [ [ s ayuts,pyisds.

para quase todo ¢ € [0,T]. Por outro lado, decorre da estimativa (3.2.7) e da expressao (3.2.4)

que a solucao u satisfaz
t
||u<t)HL2(R < €H>\||LOO(R)t ||UOH + €>\||Loo(R)t/ e_”)\llLOO(R)S ”f(S)HLQ(R)dSv te [O,T],
0

donde segue que

All poo
s )l < 0 (ol + 150y - (3.28)
S )

Ainda, da identidade (3.2.7) temos

1
3 | (t) HL2 / /]um s, z)|*dxds
tl ) t
2 oy + 2 I / L (s s + / [ syt tods,

para quase todo ¢ € [0,7]. Calculamos a tultima integral na desigualdade acima utilizando

Cauchy-Schwarz, Young e (3.2.8) da seguinte forma

/0 / F(s,2)uls, 2)deds < / 1F) ey 1405 gy s

< sup u(s) e / 1)yl

s€[0,7

2
1 1 )
S = sup ||uls + = f '
L oin o ,
< §e2|| Lo w) T {HU0||L2(R) + Hme(O,T;LQ(R))}

1
+ 5 ||f||il(0,T;L2(R)) , te [O,T]
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Com isto obtemos

1
5 Hu< ||L2(R / /|Ug; S, T ‘ dxds

2
M oo
<3 [1 + el ] {”UOHL2(R) + HfHLl(O,T;L2(R))}

"1
+ 20 Mgy [ 5 luls)zamyds, t € 10,7,
0 2

Definindo
1
F(t) = EHU( ||L2 / /\ux s,z)|*dzds, t€[0,T],

segue da desigualdade anteriormente obtida que F' satisfaz

) t
F(t) < [1 + 62HA“L°°(R)T} {HuOHL2(R) + ||fHL1(O,T;L2(R))} +2 H/\HLoo(R)/O F(s)ds,

N | —

para t € [0,7]. Aplicando entao a desigualdade de Gronwall-Bellman (veja Proposi¢ao 2.2)

vem que

2
F(t) < |:1+€2||)\HL0<>(R)T] {HUOHLQ(R)+ HfHLl(O,T;LQ(R))} €2H>\“LOO(R)t’ te [O,T],

DN | —

ou seja,

t
2 2
oy +2 [ [ Juls, ) Pdnds
2
< |:1 + 62||>\HLoo(R)T] 62||)\||L<><>(R)T {HUOHL2(R) + ||f||L1(07T;L2(R))} 7 te [O,T]

Portanto, temos a seguinte estimativa para a solucao u do problema linear nao homogéneo

(3.2.1)

1/2

T
sup o0l + { [ [ huatt o)
t€[0,T] 0 R

1/2
S |:2 + 262||)\||L00(R)T:| ell)\HLOO(R)T {HUOHLQ(R) + ||f||L1(O,T;L2(R))} .

Temos, entao, concluido o seguinte resultado acerca das solugbes mild do problema (3.2.1).
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Proposigao 3.1. Sejam T > 0 e A € L*(R). Para cada uy € L*(R) e f € L'(0,T; L*(R)), o
problema (3.2.1) admite uma tnica solu¢io mild u na classe C([0,T]; L*(R))NL?(0,T; H'(R)).

Além disso, u satisfaz a sequinte identidade de energia

Hu( HLQ(R) +/ / |uy (s, )| d:vds—i—/ / ) [u(s, z)|*dzds (3.2.9)

||u0||L2 //fsx (s,x)dxds, te€[0,T].

Além disso, a solucdo u depende continuamente dos dados, ou seja, vale a sequinte desiqualdade

HUHC([O,T];LQ(R)) + HUxHLz(o,T;m(R)) <cr {||U0HL2(R) + ”fHLl(O,T;L?(R))} ) (3.2.10)

onde cr := 6”>‘”L°°(R)T(2 + 262“>\HL°°(R)T)1/2.

A Proposicao 3.1 assegura-nos que o problema linear ndo homogéneo (3.2.1) é bem posto,
no que diz respeito a solucoes mild. Entretanto, solugoes mais regulares podem ser obtidas,

como mostra o préoximo resultado.

Proposigao 3.2. Sejam T > 0 e A € H'(R). Para cada ug € H*(R) e f € WH(0,T; L*(R))
tal que f, € L*(0,T; L*(R)), o problema (3.2.1) admite uma tinica solugdo reqular u na classe

C([0,T]; H3(R)) N L2(0, T; H*(R)) para a qual se verifica a sequinte desigualdade

lull oo rmswyy + Ntz 120702 R))

< cr {||U0HH3(R) + HfHWM(o,T;L(R)) + ||f$||L2(0,T;L(R))} ) (3.2.11)

onde c3r > 0 € uma constante positiva. Mais ainda, u, € C([0,T]; L*(R)) N L*(0,T; H'(R)) e

vale a sequinte estimativa

luell o romy + 1wl 20.1.22(r))

< cor { ol scry + 1 O) Loy + I Fell ooy | - (3.2.12)

onde cor > 0 € uma constante positiva.
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Demonstracao. Nas condigoes do enunciado, segue da teoria de semigrupos lineares que o pro-
blema (3.2.1) admite uma tnica solugao regular u na classe C([0, T]; H*(R)). Assim, denotando

v = u; temos que v é solugao do problema

/Ut+vxxaz_vzx+)\1}:ft ,-TE'R, t>0,

v(x,0) = vo(x) , T €R,

onde vy = Uy + Uoge — Mg + f(+,0), na classe C([0,T]; L*(R)) N L*(0, T; H*(R)). Logo, a

equagao (3.2.1) é fatisfeita para todo ¢ € [0,T]. Desta forma, obtemos
Upprr = —Utz + Ugew — (M) + [z, em D'(R). (3.2.13)

Note que de u; € C([0,T]; L*(R)) N L?(0,T; H'(R)) segue que uy, € L*(0,T; L*(R)). Além

disso, observamos que A € H*(IR) temos Au(t) € H*(RR) para todo ¢ € [0,T] e ainda

T T t
/0 DOy < 2 / Iata(t) 2oyt + 2 / [\t (1) 2
2 r 2 2 r 2
<2 Ao / a1y + 2 A2 / ot (1)

2
< 4cf Az gy (T +2) |:HuHC([O,T};L2(R)) + HUIHL2(O,T;L2(R))} )

onde ¢; > 0 é uma constante provinda da imersao H'(RR) C L*(IR), donde concluimos

||<)‘U)r||L2(o,T;L2(R)) < 2¢ HAHHl(R) (T + 2)1/2 HUHC([O,T];LQ(R)) + Huw||L2(o,T;L2(R))] - (32.14)

Assim, segue da regularidade das fungoes que aparecem no lado direito de (3.2.13) que
Upeee € L*(0,T; L2(R)), ou seja, u € L2(0,T; H*(R)). Resta-nos obter as estimativas (3.2.11)

e (3.2.12). Primeiramente, observamos que de (3.2.1) vem que

[taze () L2ry < Mue(l] 2y + [t ()] 2y + 1A 2y + 1F Ol 2Ry - ¢ € [0, 7],

A fim de obtermos uma estimativa para ||tze.(t)| f2(gy, iremos estimar cada um dos termos a
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direita de (3.2.14)
Estimativa de ||uy(t)|| ;2gy- Comou; € C([0,T]; L*(IR))NL*(0, T; H'(RR)) aplicamos a estimativa

(3.2.10) de modo a obter

[ue(O)] p2ry < or {”uoxrpx + At = Uoze — [(0)| p2r) + HftHLl(o,T;Lz’(R))}

< ermax{2, &3 + 1} (llwoll sy + Iflwrs o.ray ) - (3.2.15)

onde ¢ > 0 é a constante provinda da imersao W'(0, T; L*(R)) C L>(0,T; L*(RR)).

Estimativa de ||Au(t)|| 2(gy- Das hipoteses temos

A 2r) < A oo ry 14| L2 Ry
< Mgy [ellogorzscry + tell iz orzcry

< 2 M gy { 100 rscry + 1 oz | - (3:2.16)

Estimativa de || f(t)| ;2g)- Claramente, temos

1Ol 2wy < 2 I fllwrrorr2wy - (3.2.17)

Estimativa de ||uze(t)]|2gy- Multiplicando a equagao (3.2.1) por tyq.(t) e integrando em R

obtemos

d1

2
d:2 [0 ( )HL?(R) + [[toae (t HL2

—

ol gy + 1Ol gy b e ()]
< 2 1 2
<3 {Ilfx( Maagry + 1O llay |+ 5 N0y

donde concluimos

wu

d1 1 2
i3 Mex Oy + (1= 5 ) Bass Oy < 3 {150l + OOl
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Escolhendo v =1 e integrando de 0 a t < T' chegamos a

ey + [ e

<2 / £ (5) s + 2 / 1O(3))e s
0

2
el sz + 1Ol 2o rszaimy |

{ <
2
<2 {1 fall o zeazmy + 200 WMy or (ol + W lwisorinmy) | - (3:218)

Combinando entao (3.2.15), (3.2.16), (3.2.17) e (3.2.18) concluimos

e () gy < 18 ol oy + 1w zszoqey + 1ol ooz

onde ¢; 3 = ¢13(7, \) > 0 é uma constante.
Contudo, a fim de fornecermos uma estimativa para t,,,, devemos estimar u,.
Estimativa para [|uz(?)||p2g)- Multiplicamos a equagao (3.2.1) por us, e integramos em R de

modo que

d1
e (Ol 72y + Ntae (D)1 720y < (MO 2y + 1F )] z2ry ) Ntt0a ()] 2qry
dt2

5 (0 ) + 17 Olley) + 5 s (1)

IN

donde concluimos que

d1 1 9 2
i3 1O + (1= 32 ) sl < 3 (0Ol + 1 Ole)

pO |2

Integrando de 0 a t < T" cada um dos membros desta ultima desigualdade obtemos

t 2
2 2
||Uw(t)HL2(R) +/0 ||“m<5)HL2(R)d5 < T'max{1,cr(1 + c2)} {||u0HH3(R) + HfHlel(O,T;L2(R))} )

para todo t € [0, 7.
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Segue das estimativas obtidas até aqui as seguintes limitacoes

sup ullzw < or {luolls + 1 s oirzagey |

t€[0,T)]
s ey < e {lolln) + 1 ooy |
€
, (3.2.19)
20 Neee®ll gy < ena {luolls + 1wy + I1ellisorimy 5
€ )

tS[%PT] [toze () r2r) < c13 {||u0||H3(R) + [ llwraor 2wy + ||fa:||L2(o,T;L(R))} ,
€|0,

onde ¢;; > 0, 7 = 1,2, 3 sao constantes que dependem de 7" e A. Disto segue que

ts[%l;] “u(t)||H3(R) < G {HUOHHS(R) + HfHWl»l(O,T;LQ(R)) + ||fm||L2(o,T;L(R))} ; (3.2.20)
S )

onde ¢ = ¢é1(T, ) =cr + Z§:1 Cly-

Resta-nos estimar a norma de U, em L*(0,T; L*(R)). Para isso, partimos de (3.2.13) de

modo a obter

2 2 2 2 2
”uwmcc(t)HL?(R) <2 {”utﬂc(t)HL?(R) + Huww(t)HB(R) + ”(/\u(t))zHL?(R) + ||far(t>||L2(R)} )

donde segue que

2
[P

T T
2 2 2 2
< {numumm,ﬁpm» T / it (1) 22yt + 11 O0)e ooy + / ||fm<t>||L2(R)dt} |
0 0

(3.2.21)

Estimaremos cada um dos termos que aparecem a direita de (3.2.21).

Estimativa de ||us || 1200 7.12(r))- Segue de (3.2.15) que

2
2
el a0recry < ormax{2, o+ 1} (luoll ey + 1 lwoorzy )| - (3:222)
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FEstimativa de fOT ||umx(t)||ig(R)dt. Observe que de (3.2.19) temos
T ) 9
2
/ ”umx(t)“m(R)dt < C1,3T{||U0||1L13(R) + ||f||W171(0,T;L2(R)) + ||fw||L2(0,T;L(R))} : (3-2-23)
0

Estimativa de ||(Au)x||iQ(O7T;L2(R)). De (3.2.14) e (3.2.10) temos

2
2 2
AWz llz200.7,r2r)) < Act Az gy (T +2) [||u||0([0,T];L2(R)) + ||Uz||L2(o,T;L2(R))]

2
< (e 1Ml ey (7 + 2)er (ol sy + 1w orizemy) ] - (3:224)

Combinando (3.2.21), (3.2.22), (3.2.23) e (3.2.24) concluimos

[tazaall 20 (r)) < Cr2 {||u0||H3(R) + 1w orizwy + ||fac||L2(o,T;L2(R))} ; (3.2.25)

onde ¢ 5 = ¢ (7, A) > 0 é uma constante.

De (3.2.20) e (3.2.25) chegamos a

lwll oqo . mery) + 1l 2073 Ry

< T/ sup ||U(75)||H3(R) + ||ux$zz||L2(0,T;L2(R))
te[0,T]

< [TW&M + 61,2] {HUOHH?’(R) + HfHWLl(o,T;p(R)) + foHLQ(O,T;L2(R))} )

donde segue (3.2.11) bastando para isso tomar ¢z = TV2¢, | + & .

A desigualdade (3.2.12) segue pois aplicando diretamente a Proposigao 3.1. O

Observacao 3.1. Segue da teoria de semigrupos lineares que para f € I/Vli’cl(IRJr; L*(R)) e ug €
H3(R), a respectiva solucao mild de u serd uma solugio forte. A regularidade necessdria para

f a fim de se obter solugoes classicas ¢ C*([0, T]; L*(R)).

No que concerne o comportamento assintético das solugoes do problema linear homogéneo,
vimos na segao introdutéria que as solugdes do problema (3.1.1) ndo decaem exponencialmente.

Logo, o termo “dissipativo” localmente distribuido Au se faz necessario caso desejamos obter
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taxas exponenciais. Entretanto, no caso de A € L*(IR) ser da forma A\(z) > A\g > 0 para quase
todo x € IR, o decaimento exponencial pode ser obtido sem muita dificuldade. Com efeito,

segue da identidade (3.2.9) que

1 t t
SO+ [ [ usts,o)dods < =20 [ uls) ey

donde concluimos

() 2y < Nuoll p2gry €, &> 0.

Neste caso, dizemos que o termo dissipativo localmente distribuido Au é um termo de “full
damping”, ou seja, é suposto agir em todo o dominio do problema. Isto nos leva a considerar o
problema de obter taxas do tipo exponencial para o problema com termo dissipativo localmente
distribuido, ou seja, nao agindo em todo o dominio do problema. Este tem sido um problema
de bastante interesse e, dentre os mais recentes resultados acerca deste tipo de problema,

mencionamos aqui o trabalho de [20].

A maioria dos trabalhos que tratam problemas com dissipacao ou termo de damping do
tipo localmente distribuido, consideram fungoes nao negativas ou seja, A(z) > 0 para quase
todo x no dominio. Entretanto, mostraremos a seguir que, para o problema de KdV-Burgers
considerado aqui, esta exigéncia nao se faz necessaria, ou seja, serd permitido a funcao A assumir
valores negativos em subconjuntos de medida positiva de IR. Neste caso, diremos que o termo
dissipativo ou de damping é indefinido. Nao existem muitos trabalhos na literatura que tratam
problemas de evolugao com termo de damping (ou dissipac¢ao) do tipo indefinido, e dentre eles,
gostarfamos de citar [51] para um sistema de Bresse, [42] para um sistema viscoeldstivo com

memoria e [43] para um sistema de Timoshenko.
Consideremos entao o problema linear homogéneo

Up + Upgy — Uy FAu=0 , x€R, t>0,
(3.2.26)

u(0, ) = ug(x) , € R,

com A € L*(R). Seja u uma solucdo forte, referente ao dado inicial uy. Observamos que o
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mesmo pode ser obtido para solucoes mild utilizando argumentos de densidade. Compondo

entao a equagao (3.2.26) com u e integrando por partes em x obtemos

d
37 1O ey + FaO) ey = = [ Ao alt,2) P, 20, (3:2.27)

Suponhamos entao que existam Ay > 0 constante positiva e A\; € LP(IR), para algum 1 < p < o0,
tais que

Az) > Ao + A\i(x), para quase todo = € R.

Logo, estimamos a integral do lado direito de (3.2.27) como segue

—/R>\<£IZ') lu(t, z)[*de < —)\0/R|u(t,x)]2dx—/R)\1(x) lu(t, z) | da

2 2
Ao [[u®)l 2y + 1Al oy (B 1220 Ry

2 2 2
— o 1)1 20gy + I o gry )75ty (D172 gy

IN

IN

onde ¢ verifica % + % =1.

Com isso, aplicamos as desigualdades de Holder e Young, a fim de obter

2p—1

—/RA@?) [u(t, 2)Pdz < —Xo [u(®)ll72gg) + 27 I\l oy lult )HLz lua ()1 g

2p—1 11 e
2
< o [t + T [—wwmmmwwM%ﬁ

17 y
+2—p[52 /P||ux()||L22zR)] , (3.2.28)

onde € > 0 é um numero a ser escolhido.

Combinando entdo (3.2.27) e (3.2.28), e escolhendo & > 0 tal que 2% = p, concluimos

1
d1 op—1 (2\%T
12 w72 g < [—)\0 + o (;) H)‘1HLP(R] [u(t)] 72 gy -
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Assim, supondo entao que A\g e \; satisfazem a relacao

_2p
/\/ = )\0 — Cp ||>\1”[2;E|1?) 5

_1

2p—1 2p—1 ¢
onde ¢, := F— (2) , concluimos
P p

d 2 2
dt HU@)HB(R) < —2X\ Hu(t)”H(R) , t2>0.

Decorre desta tltima estimativa que a solugao u satisfaz
() < ol gy €% €2 0,

provando assim o decaimento exponencial. Resumiremos este resultado na seguinte proposicao.

Proposicao 3.3. Seja A € L>®(R). Suponhamos que existam Ao > 0 e Ay € LP(R), para algum

1 < p < oo, tais que as sequintes relagcoes se verificam

(i) A(x) > Ao+ Ai(x), para quase todo = € R;

2p

(i) Ao > ¢ IMl 25 ky:

1

onde ¢, = 21;—;1 (1%)217771 Entio, para cada ug € L*(R), a respectiva solugao mild u de (3.2.26)
satisfaz
[ 2y < lluollr2gy e 1>, (3.2.29)
_2p
onde N := Ao — ¢ || M| f5gy > 0-
O resultado anterior mostra que a funcao localizadora A no termo dissipativo Au do problema

linear homogénea (3.2.26) nao precisa ter sinal, ou seja, A pode assumir valores negativos,

caracterizando-se assim Au como um damping do tipo indefinido.

Ezemplo 3.2. Consideremos Ao, R > 0 e A € L*(IR) dada por

>\0 ,|l’| Z Ra
_AO 7|I| < R7
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como mostra a Figura 3.1. A fim de aplicarmos a Proposicao 3.3, consideremos A\; : R — R

>\0 —_——

—_— e === —— =

_)\0

Figura 3.1: Grafico de A.

dada por

0 ,lz| =R,
Ai(x) =
—a x| < R,

onde a > 0 é um numero positivo a ser determinado. Observe que, neste caso, temos \; €

LP(R), com [[As| ) = a(2R)YP para p € [1,00[. Assim, temos
Az) > Ao + Ai(x), quase sempre em R < 2}, < .

e também

1
Ao I=3; 1 Ao p=1/2
A1l Lo Ry < (g) — af< %) (a :

Logo, podemos aplicar a Proposicao 3.3 bastando para isso escolhermos, por exemplo, a = 2\,

de modo que a seguinte relagao se verifique
ot =12\ PR < 1.

Observagao 3.3. O exemplo acima, e mais especificamente a ultima desigualdade, mostra que

o mecanismo de dissipagao, ou damping, pode ser inativo em subconjuntos arbitrariarmente
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grandes do dominio. De outra forma, podemos considerar funcoes localizadoras para o termo
dissipativo, que podem assumir valores negativos em subconjuntos arbitrariarmente grandes de

IR.

Na secao seguinte veremos como os resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua
para o problema linear ndo homogéneo (3.2.1) juntamente com um argumento de ponto fixo
resultam numa importante e eficiente ferramente para a obtencao de solucoes do problema nao
linear (3.1.1). Mais a frente, estabeleceremos também resultados que garantam o decaimento

exponencial das solugoes do problema nao linear (3.1.1).

3.3 Existéncia, Unicidade e Dependéncia Continua de

Solucoes

Nesta secao, voltamos nossa atengao ao seguinte problema de KdV-Burgers

Up + Ugpy — Ugy + Uty + Au =0, (£, ) €]0,00[XR,
(3.3.1)

u(0,2) = up(x), =z € R,

onde A : R — IR é uma funcao dada.

Inspirados pelo caso linear, estudado na secao anterior, para cada 7' > 0, definimos o espago
de Banach
Byr := C([0,T]; L*(R)) N L*(0, T; H'(R)),

munido da norma

N|=

T
2
il = sop ||u<t>||L2(R)+{ | [ttt dxdt} . weBor
S

)

Observagao 3.4. Decorre da Proposicao 3.1 que se u é uma solugao do problema linear nao
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homogéneo (3.2.1) entdo temos

HUHBO,T S cr {“UOHLQ(R) + “f”Ll(O,T;LQ(R))} N (332)
onde cr = eH)‘HLoo(R)T(Q + 262”)\”LOO<R>T)1/2,

Considerando a notacdo da se¢ao anterior, para A € L*(R), seja {S(t)}+>0 0 semigrupo

fortemente continuo em L?(IR) gerado pelo operador Aj.

Definig¢ao 3.1. Dado ug € L*(R), diremos que uma funcio u € By € uma solugao mild

local de (3.3.1) se u satisfaz a sequinte identidade
¢
u(t) = S(t)ug — / S(t — s)uug(s)ds, t € [0,T]. (3.3.3)
0

Diremos ainda que uma fungao u : [0, 00[— L*(R) ¢ uma solu¢do mild global de (3.3.1) se,

para cada T > 0, a restricao de u ao intervalo [0,T] € uma solugdo mild local de (3.3.1).

E importante observar aqui que pela Proposicao 2.3 temos H(R) € L*®(R) sendo esta

imersao continua. Além disso, temos
wll ooy < Nl gy » w € H'(R).

Logo, para cada u € By r temos uu,(t) € L*(R), para quase todo ¢ € [0, T]. Em verdade, temos

o seguinte resultado.

Lema 3.1. Para cada v € L*(0,T; H'(R)) temos que Mu := uu, € L*(0,T;L*(R)). Mais
ainda, o operador M : L*(0,T; H'(R)) — L'(0,T; L*(R)) assim definido satisfaz

2
HMUHLl(o,T;L?(R)) < HU||L2(0,T;H1(R)) , uwe L*(0,T; H'(R)). (3.3.4)
Além disso, se u,v € By entao

[Mu — MU”Ll(o,T;L?(R)) < \/§T1/4(||“”30,T + ||UHBO,T> lu — UHBOT : (3.3.5)
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Demonstragdo. Seja u € L*(0,T; H'(R)). Segue da imersao continua H'(IR) C L°(IR) que

[wa ()| L2y = [[(E)] ooy 122 ()] 2Ry
< @y 12Ol 2wy

< Hu(t)H?{l(R), (3.3.6)

para quase todo ¢ € [0, T]. Logo, integrando (3.3.6) concluimos que Mu = uu, € L'(0,T; L*(RR))

e vale a desigualdade (3.3.4). Agora, para quaisquer u,v € By temos

[Mu(t) = M) 2ry = [[wa(t) = vva ()] L2r)
= [Ju(ue = v2) () + (u = 0)ve (D) 12 gy
< Null ooy 112 (t) = va (Ol 2y + () = (O] oo gy 102 ()] 2Ry
< V2 [[ult)] s 1t ()] gy N1t (8) = 0(8)] 2

+V21[u(t) — v(t)]| gy e () — va()l| oty 102 ) 2Ry -

para quase todo t € [0,7]. Integrando de 0 a T" esta tultima desigualdade obtemos

/0 | Mu(t) — Moo gyt
<2 / ()| oty llua ()] oty et (8) = va ()] o gyt
V2 / ut) — ()12 ke (8) = 0 (E) 120 e ()] o

/2 .
sﬁ{% ||u<t>||L2<R>} L O T 0) = 20t

te[0,7]

2
+\/§{8up |IU(t)—U(t)||Lz(R)} /OHux(t)— va()|| otgy 102 ()| 2 gyt (3.3.7)

t€[0,T]
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Agora, utilizando a desigualdade de Holder (veja Segao 2.1) temos

T
1/2
/ ot (1) 12 Wt () = 0 (8) oy
0
1/2

<1+ /OT||um<t>||ig(R>dt}l/4{ [t Ot} - (339

De maneira analoga obtemos

T
1/2
/ eta () = v (O 2 0 ()] e
0

T ) 1/4 r 2
< T4 {/0 e (t) — Uz(t)Hm(R)dt} {/0 HUm(t)HB(R)dt}

1/2

(3.3.9)

Combinando entao (3.3.7), (3.3.8) e (3.3.9) concluimos

[Mu — MUHLl(O,T;L?(R))

< VAT

C([0,T];L2(R ||u$“L2 (0,T;L2(R)) ||u$ - v$||L2(O,T;L2(R))

1/2 1/2
+ V2T [Ju — U||c/(o:r] L%(R)) [ UwHL/? 0,T;L2(R)) ||Ux||L2(o,T;L2(R)) , (3.3.10)

e o desejado em (3.3.5) segue de (3.3.10) apenas comparando cada termo a direita desta com a

expressao da norma em By . []

Este resultado nos permite concluir que, para cada 7" > 0, a restricao do operador M ao
conjunto Byr ¢é localmente Lipschitz. Com isto, seguindo as ideias contidas em [47], esta-

beleceremos o seguinte resultado de existéncia local de solugoes para o problema nao linear

(3.3.1).

Teorema 3.5. Dados ug € L*(R) e A € L>(R), existe T > 0 suficientemente pequeno para o
qual o problema nao linear (3.3.1) admite uma tinica solu¢ao mild u no intervalo [0,T]. Além,

disso u satisfaz a identidade

1 t t 1
§||u<t>\|§2(m+/0 /R|ux(s,:c>|2dxds+/o /RA(@ |u(s,x)|2dxd5:§||u0||§2(R), (3.3.11)
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para t € [0,T].

Demonstragdo. Sejam ug € L*(R), A € L*(R) e T > 0. Vimos que para cada u € By temos
Mu = uu, € L'(0,T;L*(R)). Logo, pela Proposigao 3.1 temos que para cada u € Byr o

problema linear

w(t) = Av(t) — Mu(t), >0, (3.3.12)

v(0) = uo,

admite uma unica solugao mild v na classe By 1 e dada pela expressao

v(t):S(t)uo—/Ot S(t — s)Mu(s)ds, € [0,T].

Sendo assim, fica bem definido o operador I' : By — Byr que a cada u € By associa
I'u = v, a respectiva solucao do problema linear acima. Além disso, utilizando a estimativa

(3.3.2) juntamente com (3.3.5) no Lema 3.1 temos

2
ITulls, , < e lluoll oy + V2T er ulls, ,

Por outro lado, pela linearidade do problema (3.3.12) que define a aplicacdo I' segue que
se u,v € Byr, entdo I'u — I'v é solugdo do problema linear ndo homogéneo (3.2.1) com dado
incial nulo e f = Mu — Muv. Logo, aplicando a estimativa (3.3.2) juntamente com o Lema 3.1

concluimos

Escolhendo entao R = 2 |[uol| ;2 € T > 0 suficientemente pequeno de modo que
1 1/4
or + V2 e R <1,

conclufmos de (3.3.13) que I'(Bg(0)) C Bg(0), onde Br(0) = {u € Bor;[lullz, , < R} denota
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a bola em B, de centro 0 e raio R. Ainda, se escolhermos 7" > 0 de modo que
1/4 1
2\/§T crR < 5,

entao segue de (3.3.13) que

1
IPu = Tollg, , < 5 llu = lls, .

para quaisquer u,v € Bg(0), ou seja, a aplica¢ao I' é uma contracdo de Bg(0) em Br(0). Logo,
aplicando o teorema do Ponto Fixo de Banach-Cacciopoli concluimos que existe um tnico
elemento u € By r tal que I'u = u, ou seja, u satisfaz a expressao (3.3.3), provando assim que
u ¢ a tnica solugao mild local de (3.3.1) no intervalo [0,7]. Resta-nos portanto estabelecer a
identidade (3.3.11). Para isso, seja vy € Bg(0) e definamos v,, = I'v,,_1, para n > 1. Sendo I'

uma contragao de Bgr(0) em Bg(0) segue que a sequéncia {v, },>1 ¢ convergente e

lim v, =u, em Byr.
n—00 ’

Por outro lado, aplicando a identidade (3.2.9) para cada v,, temos
3 1en Oy + [ oo + / [ M@ (o) s
== HUOHL2 —/ //\/lvn 1n(s, z)dzds,  (3.3.14)
para todo t € [0,7.

Tomando entao o limite quando n — oco em (3.3.14), tendo em vista que M é continuo, vem

que

||U ||L2(R)+/ [ (2) ||L2 d8+/ / ) lu(s, z) | dxds

= —||u0||L2 —/ /./\/lu s, x)u(s, x)dxds,

para t € [0,7]. A identidade (3.3.11) segue entao bastando para isso provarmos que a tltima
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integral na equacgao (3.3.14) seja nula. Para isto, utilizamos integragao por partes e a Proposicao

2.4 de modo que

AMMMW@@W:L%@@Wwa

:%Aw@@%m

- 5, o

=0,

ficando assim provado o resultado. O

Como mencionado antes, as solugbes do problema nao linear (3.3.1) dadas pelo Teorema
3.5 sao locais, ou seja, existem para intervalos de tempo suficientemente pequenos. Veremos, a
seguir, que solucgoes locais podem ser extendidas a solugoes globais. Primeiramente, observamos
que se uy € By € us € Bopy,, T1, 1o > 0, sdo solugoes mild locais de (3.3.1) com uy(17) = uz(0)

entao a fungao u : [0,7] — L*(R), onde T' = T} + T3, dada por

u(t) = uq (t), t €]0, Ty,

us(t —Th), t €|y, T],
é também uma solugao local de (3.3.1) no intervalo [0,7] com dado inicial u;(0). Com efeito,
nao ¢é dificil ver que u € Byr e, para t € [0,T3], u(t) é dada pela expressao integral (3.3.3).
Portanto, resta-nos provar que u satisfaz a equagao integral para ¢t € [T},T]. De fato, seja
t € [Ty, T]. Fazendo a mudanga t :=t — T temos t € [0,Ty] e t =t + T;. Logo, utilizando as

propriedades do semigrupo obtemos
t
S(t)u(0) — / S(t — s)uug(s)ds
0
~ £+T1 ~
=S(t+T))ui(0) — / S(t+ Ty — s)uuy(s)ds
0

:S@(ﬂﬂmﬂm—AﬂS@—Qmmggﬁ)—/G#S@+ﬂ—@mMQ@.
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A segunda integral no lado direito desta ultima identidade é calculada fazendo-se a a mudanga

de varidveis r := s — T} temos modo que r € [0,1] e entdo

/ 1 S(t+ Ty — s)u(s)ug(s)ds = /o S(t — r)uug(r 4+ T1)dr

T

:iAaﬂf—rmﬂ@Aﬂdﬁ

Desta forma temos

onde usamos a expressao integral para us e a hipétese de que

u(0) = uy (17)

:S@mMm—Alﬂn—gmmawm

Por fim, conlcuimos o desejado apenas lembrando que ¢ = ¢t — T} e a definicao de u no intervalo

[Tlv T]

Este argumento nos permite estender uma solucao local até um intervalo maximal. Com
efeito, sejam A € L®(R) e ug € L*(R). Aplicando o Teorema 3.5 obtemos uma solucio
uy € By, para algum Ty > 0. Agora, como u;(7T}) € L*(R), aplicamos novamente o Teorema
3.5 de modo a obter uma solugao u; € B, 7, para algum T, > 0, do problema (3.3.1) com dado

inicial u;(T}). Logo, do provado antes temos que uy € By, T := T + T, dada por

ualt) = uq (t), t €[0,71] |
u](t — T1>, t e [Tl,TQ]

é solucao do problema nao linear (3.3.1) no intervalo [0, 73] com dado inicial uy. Prosseguindo
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com o raciocinio, obteremos uma solucao v € By r, para todo T' < T, < 00, do problema
(3.3.1) e dado inicial ug. Portanto, a fim de concluirmos que a solu¢ao u ¢é global devemos

provar que 7,,,, = oo. Para isto, precisaremos do seguinte resultado de alternativa de blow-up.

Proposigao 3.4. Sejam uy € L*(R) e u € By, para todo T < Tyuae, a respectiva solugdo
do problema (3.3.1) em seu intervalo maximal de defini¢io. Entdo uma, e apenas uma, das

alternativas € valida:

(Z) Tmax = 00,

(11) Tinax < 00 €, neste caso, lim [lu(t)|| =g, = .

max

Demonstragao. Suponhamos que T),q, < 00 € que t l%m [u(®)| 2(r) < o0, ou seja, existe M > 0
tal que

[u(t)|| f2r) < M, para todo t € [0, Trpaql.

Seja {t;}jen C [0,Tnae| tal que t; — Tpee, quando j — oo. Note que, em particular,
[u(tj)|l 2r) < M para todo j € N. Levando em consideracao a demonstragao do Teorema

3.5, segue que escolhendo T > 0 tal que as seguintes desigualdades se verifiquem
1 1/4 1/4 1
§CT + \/§T cerM < 1, 2\/§T crM < 5,

segue, que para cada j € N, existe uma solugdo v; € By do problema néo linear (3.3.1) com

dado inicial u(t;). Assim, temos que para cada j € IN, a fungao u; € B, r dada por

u(t), t €10, ],

Uj(t - tj)? te [tj7tj +T]7

¢ solucao do problema nao linear (3.3.1) no intervalo [0,¢; + 7] e dado inicial uy. Observe que
u; = u sempre que t; + T < Tq,. Logo, para j suficientemente grande tal que 75,0, — t; < T
segue que a solugao u; de (3.3.1) e dado inicial ug esta definida em [0,¢; + 7], com T}0, <
t; + T, o que contradiz a definicao de Tj,4,. Assim sendo, concluimos se T),,, < 00 entao

[u()]l 2(r) — o0 quando ¢ 1 T, O
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Decorre do resultado acima que, para provarmos que as solugoes de (3.3.1), definidas em in-
tervalos maximais, sao globais é suficiente provarmos que estas “nao explodem em tempo finito”,
em outras palavras, se u € By, para todo T' < T)as, € solugdo de (3.3.1) com dado inicial uy,
entao para todo T' > 0 existe M > 0, podendo depender de T e uo, tal que [[u(t)|| gy < M,

para todo t € [0, min{T},az, T}

Tendo em vista o exposto antes, a existéncia, unicidade e a dependéncia continua com relagao
aos dados iniciais de solugdes mild globais, para o problema nao linear (3.3.1) sdo apresentados

no seguinte resultado.

Teorema 3.6. Seja A € L(R). Para cada ug € L*(R), o problema (3.3.1) admite uma tinica

solucao mild global u. Além disso, a sequinte identidade € satisfeita

1 1
2 () g /Hux 2 ds+// Vs, ) Pdeds = 3 gl oy, £ 0. (3315)

Mais ainda, para cada T" > 0, existe uma fungao continua Bor @ Ry — Ry continua e nao
decrescente tal que o operador solucio Ay : L*(R) — Bor, que a cada elemento de L*(RR)

associa a respectiva solugao mild de (3.3.1), satisfaz

Moo — Aovoll, . < Bor(lluoll 2wy + [[voll 12ry) 1uo = voll 2w »

para quaisquer ug, vo € L*(R).

Demonstragio. De acordo com o Teorema 3.5, para cada ug € L?(R), o problema (3.3.1)
admite uma tnica solugao mild v na classe By, para todo T < T4, < 00. Além disso, esta
solucao satisfaz (3.3.15) para todo t € [0,T,,4,[. Assim, para cada t < Ty, partimos da
identidade (3.3.15) e procedemos como para o caso linear nao homogéneo (veja Sec¢do 3.2) a

fim de obtermos

1
() e / o (5) 22y

‘1
< 5 ol + 2y [ 5 1y + [ s s,
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Logo, aplicando a desigualdade de Gronwall-Bellman (veja Proposi¢ao 2.2) concluimos
1 2 ' 2 L2 et
5 [u()[72r) + ; e (s) |72 gy ds < B [uoll72r) € ®,
donde segue, em particular, que
(Ol 2y < lluoll oy == ®", ¢ € [0, Tnaal: (3.3.16)

A desigualdade acima, juntamente com a Proposicao 3.4 implicam que T,,,. = 00, ou seja, a

solucao mild u é global. Além disso, temos

||u||607T < V2eMle T ||uO||L2(R) , T >0 (3.3.17)

Para a segunda parte, sejam T > 0, ug,vo € L*(R) e u = Agug e v = Agvg as respectivas
solugbes de (3.3.1). Definamos n = |T'/6], ou seja, o maior inteiro menor que 7'/6, com 6 > 0

suficientemente pequeno a ser determinado mais a frente. Segue de (3.3.17) que
||U||[o,9] < ¢o HU0||L2(R) (resp. ||U||[o,9} < ¢o HUOHLQ(R))? (3.3.18)
onde ¢y = /2e/Mrew® o Ilp.¢ denota a norma no espaco By .
Como argumentamos na demonstragao da Teorema 3.5, a diferenca v — v é solugao do

problema linear (3.2.1) com dado inicial uy — vy e ndo homogeneidade Mu — Mv. Assim,

aplicando a desigualdade (3.3.2) a diferenga v — v obtemos

= vl < o { 1o = voll gy + M = Moll s g 1m0 }

< co lluo — vol gy + V38" { ol gy + ool oy } 1o = vl

onde cg = elMle®?(2 4 92l ®?)1/2 "¢ na tiltima desigualdade utilizamos (3.3.5) juntamente
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com as estimativas (3.3.18). Logo, se @ verifica
V20142 1
20" {HUOHLQ(R) + HUOHLQ(R)} <5
entao concluimos

lu — UH[@,@} < 2¢g [Juo — UOHL?(R) :

De maneira analoga, temos

HuH[kH,(kJrl)H} < Cy Hu(ke)HLQ(R)7 (resp. Hv“[ke,(kJrl)H} < Cp Hv(ke)HH(R))? t€[0,7], (3.3.19)

onde ||| g, (5+1y0 denota a norma em

BO,[k@,(k—i—l)@} = C([/ﬂg, (k + 1)(9], L2(|R)) M Lz(kﬁ, (k + 1)9, Hl(lR)>, k = 0, 1, o — 1.

Logo, tendo em vista as estimativas (3.3.19), vem que para cada k =0,1,...,n — 1 temos

Ju— U||[k9,(k+1)0] < ¢p ||u(kb) — U(k‘g)HL?(R)
+ \/5‘91/403 {Hu(kH)HL?(R) + ||U(k?9)||L2(R)} Ju— U”[k@,(k-{—l)@]
< co [[u(kO) — v(k0)| 1> g)

Al oo
+ V201 Ml w T {HuOHL2(R) + HUOHL?(R)} [ = Vllo 541)0 -
onde utilizamos (3.3.16) para a dltima desigualdade. Como ¢y < ¢, segue que para 6 verificando

\/591/4C2T€||A||L00(R>T {||U0HL2(R) + ||U0||L2(R)} < -, (3.3.20)

N —

concluimos

lu — U||[k0,(k+1)0] < 2¢p |lu(k0) — U(k9)||L2(R) , k=01...,n—1L
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A desigualdade (3.3.20) é satisfeita escolhendo, por exemplo, # da forma

1/4

0 :=
V26 el { gl 2(g) + 00l 2(r |

Observe que a escolha de ¢ depende pois, dentre outros, [[uol|z2(g) + [[voll 2(r)- Logo escre-
veremos 0 = 6([|uo|| 2y + [|voll 2(ry) = 0. Mais geralmente, podemos escrever 6 = 0(s), s > 0,

4
0(s) = {ﬁ} . Além disso, vemos que se lim 6(s) = 0. Desta forma, temos

A
c%e“ HLOO(R 5§—00

n—1

Ju — U”[O,T] < Z Ju — UH[ke,(kH)e]
k=0
< 2ncg [[uo — vol| p2 (g

2TCT
< 0 [[uo — voll 2R - (3.3.21)

A conclusao do resultado segue da desigualdade (3.3.21) apenas definindo Gy r : Ry — IR por

QTCT

ﬁo,T(S) = 9(8) )

Isto encerra a demonstragao do teorema. O]

Assim como no caso linear, solugbes mais regulares para o problema nao linear (3.3.1) podem
ser obtidas. Nosso préoximo objetivo sera estabelecer a existéncia, unicidade e dependéncia
continua de solugoes globais com mais regularidade. Assim sendo, para cada T" > 0, definimos

o espacgo de Banach

B3,T = C([Ov T]7 Hs(IR)) N L2(07 T H4(IR>>7
munido da norma
lullg, . = ullcqomymewy + |taseall 20 2Ry » % € Bsyr

Definigao 3.2. Sejam A € L™(R), up € H*(R) e u a respectiva solu¢ao mild global de (3.3.1).

Diremos que u é uma solugdo regular de (3.3.1) se, para cada T > 0, a restri¢io de u ao
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intervalo [0,T) pertence a Bsr.

Antes de estabelecermos a existéncia de solugoes regulares de (3.3.1), observamos que se u
é uma solugao regular entdo, derivando a equagao (3.3.1) com relac¢do a varidvel ¢t vemos que

v = u; é solugao do seguinte problema

Vs 4 Vgpw — Upe + AU = —(%uQ)zt , x€R, t>0,

(3.3.22)
v(0,z) = vo(x) , T €R,

onde vy := —Ugyee + Uozs — Mg — Uglipy € L*(IR). Desta forma, ao buscarmos solugoes regulares
do problema nao linear de (3.3.1), concluiremos também que a derivada temporal destas sao
solugdes do problema linear nao homogeéneo (3.3.22). Tendo em vista a ndo homogeneidade que

aparece no problema (3.3.22) temos o seguinte resultado

Lema 3.2. Seja T'> 0. Para quaisquer u,v € Bsp tais que u;, vy € By temos

%(uv)x € WU (0,T: [2(R)) e %(uv)m € L2(0,T: I2(R)).

Além disso, as sequintes estimativas se verificam

1
e VI il Bl + e Tl + e o,
(3.3.23)
S0 <272 fullg,, o]l - (33.24)
L2(0,T;L*(R))

Demonstragao. Para cada T' > 0 fixo, sejam u, v € Bs r tais que w;, v; € By r. Entao, para cada
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€ [0, 7] temos
1 1
300 =5 {100) Ol + 00O §
1
< B { “Loo (R) [Ju (2 )HL?(R) + Hu(t)“LOO(R) ”UI(t)HLQ(R)}
1/2 1/2
< 272 { o) iy low Ol iy Mo () 2(e

1/2 1/2
Oy laa (1 iy 12Oy -
Integrando em [0, 7] obtemos

dt
L*(R)

_ 12 1/2
<o { / o2 O i)y
T 1/2 1/2
b [ 1O T 0l Hw(t)HLz(R)dt}

P iooT 2
<o e <sup ||v<t>||L2(R>> ] bt { [ a0 e}
te[0,T 0 0
27 , i ,
# (s WO ) { [ T} { [ 10l
t€[0,T) 0 0

N[

donde segue que

< gl/2p1/4
L1(0,T;L2(R))

[ull, .. [1V]l5, (3.3.25)

Agora, como

d1 1 1
—i(uv)m = E(utv)m + §(uvt)m,

segue que procedendo como antes de modo a concluir

1

—(uvy)

<
- 2

L1(0,T;L*(R))

§(utv)x

—(uv) gy

E

i

4

L1(0,T;L*(R)) L1(0,T5L*(R))

<22 Yl 0l + el 1ot ) (3.3.26)
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Conclufmos, portanto, que 3(uv), € W(0,T; L*(R)) e a desigualdade (3.3.23) segue da com-
binagao de (3.3.25) e (3.3.26).

Resta-nos provar que 3(uv),, € L?(0,T;L*(R)) e a estimativa (3.3.24). Primeiramente,

observemos que

1 1

i(uv)m =3 [Upz¥ + UVLe + 2U0,] . (3.3.27)
Por outro lado, como u,v € C([0,T]; H*(R)) segue que u,v € C([0,T]; H(R)) para i =

s(w)e € L*(0,T; L*(R)). Para obter (3.3.24), calcularemos a norma

em L?(0,T; L*(R)) de cada termo em (3.3.27). Primeiramente, temos

0,1,2,3. Logo, temos

2
<
L*(R)

2 2
[0 o< Ry [t (D) L2y

|50

5(

<

N~ =

2
HU(t)HL2(R) HUIE(t)”L2(R) Hu(t)”m(R)

Integrando esta tltima desigualdade em [0, 7] obtemos

r

1 2

—(umv)(t)

e 2
. <5 [ 100 gy Foa Ol 1)

2 2
T{ sup Hv(t)Hm(R)} {SUP Hu(t)HH3(R)}
te[0,T] te[0,T]

L*(R)

<

DN | —

donde concluimos

1
o
L2 (0,T;L2(R))

2

De maneira analoga temos

L2(0,T;L%(R))

UV )

H

Por dltimo, temos

2 2 2
[(uv2) () |2 ry < Mtk (D) oo gy 102 () 2Ry

) 2
< 2{ sup Hu(t)HHg(R)} { sup Hv<t)HH3(R)}
te[0,T] t€[0,7]
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donde segue por integragao em [0, 7] que
vy < 27272 s, o]l (3.3.30

A desigualdade (3.3.24) segue, pois, combinando (3.3.28), (3.3.29) e (3.3.30). O

Estamos aptos a estabelecer o seguinte resultado de existéncia, e unicidade local de solugoes

regulares de (3.3.1).

Teorema 3.7. Seja T > 0 e A € H'(R). Para cada ug € H*(R) existe uma tinica solugdo
regular u € By do problema (3.3.1) tal que uy € Bor. Além disso, existe uma fungdo continua

e nao decrescente B3 : Ry — Ry tal que

[ullg, . < Bar(lluoll 2 gy) l1uoll s gy - (3.3.31)

Demonstragdo. Sejam T > 0 fixo, A € H'(R) e ug € H3*(R). Para0 < § < T e R > 0 definimos
o conjunto

So.r = {u € Bsg; u € By e HuHBM + Hut”gw < R} )

Definimos também Y5 ¢ := B3y x Byg munido da topologia

1w, )y, , = llulls, , +1vlls,, (w0) € Vs

Podemos considerar Sy r como subconjnto de Vs fazendo uso da seguinte aplicacao
u € Spr— U= (u,u) € Vsp.

Além disso, podemos ver que 57973 .= {i6; u € Sp.r} C Br(0), onde Br(0) denota a bola fechada
de centro zero e raio R em )3 9. Temos ainda que 5"973 é fechado. Com efeito, seja (u,v) € Vs
tal que existe {i, }nen C 5973 de modo que

lim @, = (u,v), em Ysy. (3.3.32)

n—oo
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Pondo, para cada n € N, @,, = (uy, un;) com u, € Bsg € u,; € Byy. Ainda,

||unHBgye + ||unt“30ﬂ < R. (3.3.33)

Segue da convergéncia (3.3.32) que
Tim (u,0) = @l = T flu =l + T o= e,

ou seja,

U, > u, em Bspg e u, — v, em By (3.3.34)

Segue de (3.3.33) e (3.3.34) que [|(u,v)|ly, , < R. Logo, resta provarmos que v = u;. Segue ime-
diatamente das convergéncias em (3.3.34) que u; = hrﬁ Uy no sentido distribucional. Portanto,
ne

devemos ter v = u;, provando que Sy i é fechado.

Agora, decorre do Lema 3.2 que, para cada u € Sy g, temos @ = (u,u;) € 5_"973 com %(u2)x €
WhH0,6; L*(R)) e 5(u?).e € L*(0,6; L*(R)). Portanto, segue da Proposi¢ao 3.2 que existe um
unico elemento v € B3y, com v, € Byy, para os quais v e w = v; sao solugoes dos respectivos

problema

= A\ + = A\w + fi,
w=Awtfo ) we=Aw (3.3.35)

v(0) = up. w(0) = wo,
onde f = _%(UQ):E € Wo = —Ugze + U0gz — )‘UO + f(O)
Assim, fica bem definida a aplicacao

uw€ SprTu:=7=(v,u0) € V39

que a cada u € Sy associa o par (v,v:) € Vsg, onde v e v; sdo as respectivas solugoes dos

problemas lineares em (3.3.35).

Nosso objetivo é provar que, para valores apropriados de R e 6, a aplicacao [ é uma contracao

de Spr em si mesma. Para isso, primeiramente observemos que se u € Sy entao, segue da
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Proposicao 3.2 que

ITully,, = lvllg,, +llvllg,,
L, L oy
< 309 lvoll gary + 5(“ ) + 5(“ )az
W11(L2(0,6;L2(R))) L2(0,0;L%(R))
1 2 Loy
+ Co,6 Uogze — U0za + /\u0 + —(U(O) )LE + —(’LL )tac .
2 r 12 L1(06:L2(R))
(3.3.36)
Agora, tendo em vista a estimativa
1 2 L
U0ggzr — U0ga T )‘UO + 5(”(0) )x < (1 + ||)‘HH1(R)) HUOHH5 + E(u ):c
L2(R) W1.1(0,0;L2(R)
e utilizando as estimativas do Lema 3.2, concluimos de (3.3.36) que
Lo
IPully,, < (eao + [+ Ay lco0) ol gy + (ca0 + 2c00) || 5 (u7)a
W(L2(0,6;L2(R)))
1
+C3,0 5(“2)w$
L2(0,0;L2(R))

2
< T 0) ol sy + V26 (50 + 2000) { Il , + 2 1l el .,
+ 29202, |ull,, Il 5,
1/4 2
< (T, ) ol sy + V26" (e + 2¢00) { Il , + el , }
2
+ V20 ey {ullg, , + s, , }

2
< T \) ol sy + 23 (s + co0) (04 +0) Ll , + el } - (3:3.37)

Observe que utilizamos o fato que c39 < c3r (respectivamente, cop < ¢o 1), posto que § < T.
Também denotamos ¢(T, A) := c37 + [1 + [[Al| 1 (g)lco,r = 0. Decorre de (3.3.37) e do fato que

u € Sp.r a seguinte desigualdade

ITully, < e(T,\) |uoll s gy + 2%2(csr + cor) (0* + 6Y/2)R2, (3.3.38)
V30 H3(R)
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Definindo entao R = 2¢(T, A) [[uol| gs (g, € escolhendo 0 < 6 < T tal que

282 (cgp 4 cor) (M + 0Y2)R < (3.3.39)

DN | —

concluimos de (3.3.38) que HFtuM < R, provando assim que I'u € §g7R, sempre que u € Sy g,
ou seja, I'(Spr) C 5973. Resta-nos, portanto, provar que I' é uma contracao. Para isso,
sejam up,us € Spr e denotemos 'u; = U; = (v;,vy), i = 1,2. Segue da linearidade dos
problema em (3.3.35) que ¢ := I"'u; — ['ug, dado por ¥ = (v,v;), onde v = v; — v € W = vy
sao as respectivas solugoes dos seguintes problema lineares nao homogéneos (3.3.35) onde f =

$[(u1 — us)(u1 + us)],. Assim, procedendo como antes, segue da Proposicao 3.2 que

1
IPus = Pl < (en -+ 2e07) [l = o) + )

2

Wh1(0,6;L2(R))

1

—[(ur — u2) (w1 + u2)]as

+ e 5

(3.3.40)

L2(0,0;L*(R))

Agora, utilizando as estimativas provadas no Lema 3.2, temos

|5t~ wun + o)

2 W11(0,0;L2(R))
< V260" [||U1 —uz|lg, , lur +u2llg,, + llur — w2l , luae + vz,
s =zl s + ol |
< V20 s = sl + N = il | [l + vl + e+ vl
< V20 iy = @ally,, |y, + Iy, | (3.3.41)
e também

|5t = w)ta + )l

. < 22012 [luy — s, , [lur + usllg, ,

L2(0,6;L*(R))

< 2520V i, — Wlly, , [Ty, , + 1Tl ,| - (3.3.42)
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Combinando entao (3.3.40), (3.3.41) e (3.3.42), segue do fato que uy, Uy € 5973 que

ITuy = Tus|ly, | < [2%(esr + 2c00)0"* R+ 2723 10" 2 R] ||ty — sy, ,

< 2P (csp + cor) (01 + 0V R iy — iy, -
Logo, supondo ainda que 6 satisfaz

252 (cs0 + cor) (0 + V)R < (3.3.43)

N | —

Contudo, se 0 < 0 < T satisfaz (3.3.39) entao (3.3.43) também serd satisfeita e, neste caso,
concluimos que I' é uma contragao de Sy g em si mesma. Portanto, a aplicacao I' admite um
unico ponto fixo u em Sy g, ou seja, u € Bsy é solucdo regular de (3.3.1), com u; € Byy. Além

disso, é valida a seguinte estimativa
lullg,, + s, < 26(7. ) ol ey - (3:3.44)

Embora a solugao obtida acima exista em [0, ], com 6 suficientemente pequeno, a desigualdade
(3.3.44) acima nos permite estendé-las ao intervalo [0, T'], bastando para isso proceder como na

demonstracao do Teorema 3.6 para solugoes mild.

Por fim, a desigualdade (3.3.31) segue, pois, definindo B3 r(s) = 2¢(T, \), para todo s > 0.

Isto conclui a demonstracao do resultado. O

Finalizaremos esta secao utilizando resultados de interpolagao, bem como os Teoremas 3.6 e
3.7, a fim de obtermos solugoes cuja regularidade quanto a variavel espacial x esteja em espagos
intermediarios (ou interpolados) de L?(R) e H3(R). Para isso, estabeleceremos a seguinte
notagao. Para cada T > 0 e 0 < s < 3, definimos os espagos de Banach

B,r = C([0,T]; H*(R)) N L*(0, T; H***(R)),

)
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munido da seguinte topologia

I

8.z = tlleqomsms®y + Ul 207141 r)) » v € Bsr-

O resultado a ser provado é o seguinte.

Teorema 3.8. Sejam 0 < s < 3 e A € H(R). Para cada uy € H*(R), a respectiva solugdo
mild uw de (3.3.1) pertence a classe Bsr, para cada T > 0. Além disso, existe uma fungao

continua e nao decrescente Bs 1 : Ry — Ry tal que

[ulls, . < Bsr(l[woll 2 gry) 1ol o gy (3.3.45)

Observe que os casos s = 0,3 sao precisamente o contetido dos Teoremas 3.6 e 3.7. Logo,
é suficiente provarmos o resultado acima quando 0 < s < 3. Além disso, quando s = 0 é

suficiente considerarmos A € L*(IR).

A demonstragao do resultado acima para 0 < s < 3 requer a caracterizagao dos espagos
H*(R) atravez da interpolagao dos espagos L?*(IR) e H3(IR), e utiliza um método de interpolagio

primeiramente introduzido em [52] e posteriormente adaptado em [7].

Primeiramente, sejam By e By espacos de Banach, com B; C By sendo esta imersao continua.
A interpolagao dos espagos By e Bj é feita utilizando o chamado K-method (ou método real)

(veja [13]) como descrito a seguir. Para cada f € By, definamos
KU.0) = inf 1S~ gl + ol ),
ondet>0e ||-||5 ¢ anorma em B;,i=0,1. Para0 <@ <1e 1l <p< oo definimos

[Bo, Bilo = By,

00 1/p
= {f € By : ||fHBM = (/0 K(f, t)ptepldt> < oo} , (3.3.46)

com a modificacao usual para o caso p = co. Temos que By, é um espago de Banach com norma
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Il 5. , dada como em (3.3.46), e serdo chamados espagos intermedidrios. Agora, dados dois
Bo,,

pares de indices (01, p1) e (62, p2) como antes, entao a seguinte relacao de ordem é estabelecida

01 < 092 ou
(01,1) < (02,p2) <=
th =0 e pi>ps.

Desta forma, temos que se (61,p1) < (62, p2) entao By, ,, C By, ;,, sendo esta imersao continua.
Com esta notagao, temos o seguinte resultado acerca da limitagao das aplicagoes nos espagos

intermediarios.

Teorema 3.9 (Bona & Scott [7]). Sejam B} e B espacos de Banach tais que B] C B}, sendo
estas imersoes continuas, 7 = 1,2. Sejam X\ e q tais que 0 < A <1 el < g < oo. Suponha que

A seja uma aplicagao tal que
(i) A: By, — B§ e para f,g € By, temos
IAF = Mgl < Aol F s+ llag I = gl
(ii) A: B{ — B} e para h € B} temos

ARl gy < Ba(llmlpy ) 1Al

onde B; : Ry — IRy sdo fungoes continuas e nao decrescentes, i = 0,1. FEntado, se

(N, q) < (0,p), A é uma aplicagao de B;,p em Bg,p; e ainda, para f € B(},p temos

IAFllsz < AU 15 -

onde B(r) = 48(4r)=98,(3r)?, r > 0.

Demonstragao. Veja o Teorema 1, pagina 89 em [7]. ]

A demonstracao do Teorema 3.8 segue, pois, como uma aplicagao do Teorema 3.9. Com
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efeito, sejam T > 0 e A € H'(IR). Definimos,

By = L*(R), B} =DByr, Bf=HR), Bi=DBsr,

e A é o operador solugao Ay para o problema (3.3.1). Com isto, temos que a exigéncia (i) no
Teorema 3.9 é assegurada pelo Teorema 3.6, onde 5y = fy . Temos ainda que a exigéncia (ii)
¢ assegurada pelo Teorema 3.7, onde 5y = fB5r. Logo, pondo p=2e¢ 6 =s/3, com 0 < s < 3,
e aplicando o Teorema 3.9 concluimos que, para cada uy € H*(IR), a respectiva solu¢ao mild
u do problema (3.3.1) pertence a classe Bsr. Além disso, a desigualdade (3.3.45) ¢é satisfeita,

onde B,.1(r) = 4801 (4r) /385 1(3r)*/3, r > 0. Isto conclui a prova do Teorema 3.8.

O seguinte resultado é uma consequéncia do Teorema 3.8 e estabelece que solugoes mild
de (3.3.1) s@o, em verdade, regulares quando consideradas fora de qualquer vizinhaga do dado

inicial.

Coroldério 3.1. Nas condigoes do Teorema 3.8, para cada ug € L*(R), a correspondente solugao
mild u de (3.3.1) pertence a classe Bs-.r) = C([e, T); H*(R))NL*(e, T; H*(R)), para todo T > 0

el0<ex<T.

Demonstragdo. Seja T > 0e 0 < e < T. Logo, para uy € L*(R), segue do Teorema 3.6
que o problema (3.3.1) admite uma unica solugdo u na classe Byr. Em particular, temos
u(t) € H'(R) para quaset todo ¢t € [0,T]. Seja ty €]0,¢[ tal que u(ty) € H'(R). Aplicando
novamente o Teorema 3.8 concluimos que a restri¢ao de u ao intervalo [to, T'] é solugao mild de
(3.3.1) na classe By i, 7. Em particular, temos u(t) € H*(R), para quase todo ¢ € [ty, T]. Seja
ty €lto, e[ tal que u(t;) € H*(R). Aplicando novamente o Teorema 3.8, segue que a restrigao
de u ao intervalo [t1,7] é solugao mild de (3.3.1) na classe By, 7. Em particular, temos
u(t) € H3(R) para quase todo t € [t;,T]. Seja ty €]t1,¢] tal que u(ty) € H3*(R). Aplicando
uma ultima vez o Teorema 3.8 concluimos que a restrigao de u ao intervalo [ts,T] é solucao
mild de (3.3.1) na classe Bsp, 7. A conclusdo segue, pois, observando que [e,T] C [t5,T] e

considerando a restrigdo de u ao intervalo [e, T7]. [
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3.4 Decaimento Exponencial e Taxas

Nesta secao iremos fornecer resultados que assegurem o decaimento exponencial das solugoes

de (3.3.1) obtidas na segao anterior, bem como exibir taxas para o decaimento.

Consideremos novamente o problema (3.1.1), reescrito abaixo

U + Upgy — Uze + M Fuu, =0 , x € Rt >0,
(3.4.1)

u(0,z) = ug(x) , € R,
onde A € L*(R) e uy € L*(R).

Se u é uma solugao regular de (3.4.1), e neste caso estamos considerando A € H'(RR) e

ug € H?*(R), entao multiplicando a equagao (3.4.1) por u e integrando em IR obtemos

d

7 1O ey + 2 ey = =2 [ M@ futt, o)

Assim, procedendo como no caso linear (veja Sec¢do 3.2), temos que se existirem Ao > 0 e

A1 € LP(R), para algum 1 < p < oo, tais que

Ax) > Ao+ Ai(z), para quase todo = € R,

e também )

Ao\

il < (22)
P
AN = , , ,
onde ¢, := (1 — 2—p) (5> , entao a seguinte desigualdade se verifica
a2y < ol 2y ™", ¢ >0,
_2p_

onde A" := Ao — ¢ | M| f5g)- A desigualdade acima fornece o decaimento exponencial, bem

como taxas para este decaimento, de solugoes regulares de (3.4.1). Este resultado pode ser

estendido a solugoes mild fazendo uso da propriedade de dependéncia continua das solucoes,
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propriedade esta descrita no Teorema 3.6. Desta forma, temos provado o seguinte resultado

acerca do decaimento exponencial da energia de solugdes mild do problema (3.4.1).

Teorema 3.10. Seja A € L*=(R). Se existirem \g > 0 e Ay € LP(R), para algum 1 < p < oo,

tais que as sequintes afirmacoes se verificam

(1) AMx) > Ao + Ai(x), para quase todo x € R;

1

g 172
@) Il < (22) 7

Cp

entdo, para cada uy € L*(R), a respectiva solucio mild u de (3.4.1) satisfaz a sequinte desigual-
dade
—\
@) 2Ry < lluoll p2gy e, t =0, (3.4.2)

_2p

2p—1
onde X' := A — ¢ | M| 5wy
Observagao 3.11. O resultado acima também pode ser verificada para o caso p = oo, com as
devidas adaptacdes. Neste caso, a taxa para o decaimento serd A\’ := Ay — [|A1[| o (g), sObTE 2

hipétese de que X assim definido seja positivo.

Tendo em vista a notacao utilizada na Sec¢ao 3.3, denotaremos, para cada t > 0, o espago de

Banach

Boterr) = O([t, t + T L*(R)) N L2(t,t + T; H'(R)),

CO11 norma

t+T ) 1/2
—— wpumgmmn+{/ H%@wp®ﬁ} L we By,
t

s€t,t+T]
Com esta notagao, decorre do resultado anterior a seguinte estimativa exponencial para as
solucoes mild.

Coroldrio 3.2. Sejam ug € L*(R) e A € L*(R), tal que as exigéncias (i) e (it) no Teorema

3.10 se verificam. Entao, para cada T > 0, existe uma funcgdo continua oo @ Ry — Ry tal
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que a correspondente solu¢ao mild u de (3.4.1) satisfaz

lells, .y < 0 (ol oy e ™" (34.3)

para todo t > 0.

Demonstragao. Sejam T > 0, ug € L*(R) e X nas condigoes do enunciado. Observamos que,
para cada t > 0, a restricao da respectiva solu¢ao mild u do problema (3.4.1), dada pelo

Teorema 3.6, ao intervalo [t,t 4 T, a dizer v = u|y41), € solu¢do mild do problema

Uy 4 Vggr — Vza + A0+ 00, =0, x € R, s €]0, T,

v(0,2) = u(t,z), r € R,

e ainda ||v||z . = [|u]l . Logo, aplicando os Teoremas 3.6 e 3.10, temos a estimativa
Bo,r By [t,t4+1)

lllg, v < Bocr ()] aggy) a0 ey

< BO,T(HUOHLQ(R)) HUOHL2(R) e, (3.4.4)

onde usamos a propriedade de que Sy é continua e ndo decrescente. A estimativa (3.4.3) segue

de (3.4.4), definindo ag 1 (r) = Bor(r)r, r > 0. O

O Teorema 3.10 fornece condigoes suficientes acerca da fungao A, para o decaimento expo-
nencial da energia em L*(R) de solugoes mild. Entretanto, vimos na Secao 3.3 que, para dados
mais regulares, as respectivas solugdes mild de (3.4.1) possuem mais regularidade, com relagao
a varidvel espacial. Logo, buscaremos provar que o decaimento exponencial em L?(IR) implica

em estimativas exponenciais para o decaimento de solugoes mais regulares.

A estratégia aqui utilizada foi inspirada nas idéias contida em [48], e consiste em utilizar
o resultado ja provado para solugdes mild (veja Teorema 3.10) a fim de estabelecer o decai-
mento para solugoes regulares e, portanto, concluir o decaimento para solugoes nos espagos
intermediarios, utilizando desigualdades de interpolagao. Estes resultados e, portanto, o decai-

mento exponencial para solu¢oes mais regulares de (3.4.1), sao dados a seguir.
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Teorema 3.12. Sejam s € [0,3] e A\ € HY(R) satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.10.
Entao existe Ty > 0, uma constante positiva v > 0 e uma funcao continua e nao decrescente

Bs : Ry — Ry tais que, para cada ug € H*(R), a respectiva solu¢ao mild u de (3.4.1) satisfaz

Hu(t>HHS(R) < BS(”UOHLQ(R))eﬂlt HuOHHS(R) , t 2T, (3.4.5)

Antes de passarmos a demonstracao do teorema anterior, consideremos o seguinte problema

linear homogéneo auxiliar

Uy + Vpge — Vge + A0+ (vu), =0, z € R, t >0,
(3.4.6)

v(0,2) = vo(z), = € R,
onde \,vp: R — IR ewu: R, xR — R sao funcoes dadas. Para este problema temos o seguinte

resultado.

Proposigao 3.5. Sejam T > 0 e A € L>(R). Para cada v € Byr e vy € L*(R), o problema
linear (3.4.6) admite uma unica solu¢ao v na classe Byr. Além disso, existe uma fungdo

continua e nao decrescente or : Ry — IRy tal que a sequinte estimativa é satisfeita

[0l < or(llullg, ) [voll L2 gy - (3.4.7)

Demonstracao. A prova da existéncia segue os passos do Teorema 3.6, ou seja, faz uso de
um argumento de ponto fixo. Logo, passaremos a prova da desigualdade (3.4.7) e, por tltimo
provaremos a existéncia. Assim sendo, consideremos inicialmente v solugao regular de (3.4.6).
Omitiremos as variaveis x e t quando necessario a fim de simplificar a notacao. Logo, multipli-

cando a equagao (3.4.6) por v e integrando em IR temos,

— — @®)|]2s e + v, (t 2, :—//\x v(t, 2dm—/ uv) vde
553 10Ol + ez = = [ M@ fo(t.2)Pde — [ ()

2 1
< ||)‘HL°0(R) HU(t)HLz(R) +/Ru <§U2 dx
1
<A oo gy 10O 2y + N L2 gy 5(“(”)3 ,
L*(R)
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para quase todo t € [0,T]. Integrando em [0,t], ¢ < T, cada um dos termos na desigualdade

acima vem que

t
2 2 2
Jo(t) 2oy + 2 / o2 (5)] e gts — [0l Zeqey
0

t t
1
2
< 2H>‘||L°°(R)/O HU(S)HL'Z(R)dSJFQHUHBO,T/0

M) ds. (3.4.8)

L2(R)

Agora, observe que usando a imersao H'(R) C L*(R) bem como a Proposigio 2.4 temos

/

L o
S((3))s

t
ds = / v () ] 2 s
R) 0
t
< / 100 oy 125 gy

1/2 3/2
<22 [ o)y ) s
t 3/4
< 912 {/ lo(s)II22r ds} {/ 102 (5) 122 s ds}
21/2 91 2374/3
— 4 4/ H ||L2 R)d8+ / ||Um HLQ(R (349)

onde v > 0 é um nimero a ser determinado mais a frente. Logo, combinando (3.4.8) e (3.4.9)

obtemos

t
2 — 2
ol + (1= 27289 fully, ) 2 [ oa(s) e

2712 lu]
B
< (2ie+ ) [ ot Il 0410
Pondo 1, := 1 — 273/2344/3 [ul,,. e escolhendo v > 0 tal que 7, > 3, digamos
a2\
y< o] (3.4.11)
3 ||U||BO,T

segue de (3.4.10), aplicando a Desigualdade de Gonwall-Bellman (veja Propisi¢ao 2.2) que

t
2 2 2
o) 2age + / () Zaguyls < ol Zagey € ¢ € [0, T,
0
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-1/2

onde 6, =2 ||)\||L00(R) + ||U||BO,T-

Observe que, trocando |ullz . por s > 0 na desigualdade (3.4.11), a escolha de v depende,
pois, de s > 0 e portanto 7, e 6, podem ser consideradas funcoes que dependem de s. Desta

forma, temos

1/2

T
2
ﬁmﬂﬂﬂhmu+{/|MﬁWy®ﬁ}
t€[0,7] 0

04T

e 2

< [lvoll p2(r) 5

= or([lulls, ,.) lvoll 2 gy

onde or : Ry — IR, é dada por
66’.Y(5)T

2

or(s) =

A conclusao de que op é uma funcao nao decrescente decorre do fato que 6, é uma funcao nao

decrescente. Isto pode ser verificado através da relacao (3.4.11). O

Outro resultado necessario para a demonstracao do Teorema 3.12 é o seguinte lema, que

fornece uma estimativa da norma de um elemento f € H?(R) em termos das normas em L*(IR)
de f e foza

Lema 3.3. Existe uma constante positiva c tal que

1
W sy < W llzqmy + [ fowall 2y 1 € H(R). (3.4.12)

Demonstragao. Seja f € H3(R). Utilizando a desigualdade de Gagliardo—Niremberg (veja [37])

temos que que existem constantes ci,cy > 0 tais que

1/3 2/3 2/3 1/3
1Fell 2y < 1l fraall ol £ otmy € [ faall oy < €2l frvall Zatmy ILF 1 oty -

Aplicando entao a desigualdade de Young concluimos

201

202
1ol L2y < HfHLzR>+ 1 fowellizry € Mfaall oy < HfHL2

Hfm:rHL?
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A desigualdade (3.4.12) segue destas tltimas estimativas tomando ¢ em fungao de ¢; e ¢y de

maneira apropriada. De fato, da estimativa acima temos

1 Ny < sy + el + el oy el
201 + o 202 +
< {1 2 g+ {1+ 2250 el

g@+q+@{WhmﬁWﬁMW®}

donde segue o resultado pondo ¢ := 2 + ¢ + ¢». O

Encerraremos esta secao, e portanto o capitulo, com a demonstracao do Teorema 3.12 asse-
gurando assim o decaimento exponencial, bem como taxas para o decaimento, de solucoes que

pertencem a H*(R).

Demonstracao do Teorema 3.12. Observamos que o caso s = 0 é precisamento o contetido
do Teorema 3.10. Assumamos o resultado para o caso s = 3, ou seja, suponhamos que exista
Ty > 0, uma constante positiva A” > 0 e uma fungao continua e nao decrescente 3 : R, — IR

tal que

Hu(t)||H3(R) < 51’a(||U0HL?(R)>€_A ' HU0||H3(R) , t 2> To. (3.4.13)

Portanto, paraT > 0,0 < s < 3euy € H*(IR), segue do Teorema 3.8 que a respectiva solu¢ao
mild u de (3.4.1) pertence a classe B, r. Além disso, segue do Coroldrio 3.1 que u € Bs o,
para todo 0 < ¢ < T. Por outro lado, utilizando desigualdades de interpolagao (veja [38], e
(2.43), p. 19) temos que existe uma constante C' > 0 tal que

< C ) ol )5y t > . (3.4.14)

()| sy

Combinando (3.4.2) e (3.4.13) com (3.4.14) concluimos

[u(®)]

He(R) = 55(HU0||L2(R)>€_W o] H5(R) >
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onde S : Ry — IR, é dada por

s —s5 s/3
B.(r) = CBa([|w()l o) "*r ™2 1wl 315gy » 7 > 0,
V= —S + A's/3 e <e <’ éum numero 11xo, porém arbpitrario.
N(1 3)+N's/3e0 T é ] fi ¢ bitrari

Logo, é suficiente estabelecermos o resultado para s = 3, ou seja, devemos provar (3.4.13).
Dessa forma, consideremos ug € H3(IR) e u € By 1 a correspondente solugao regular do problema

(3.4.1). Aplicando o Lema 3.3 e Teorema 3.10 concluimos

1
p @) 3wy < (@)l p2ry + oz O] 2

<e N ”uO”L?(R) + ||umar(t>||L2(R) , t20. (3.4.15)

A desigualdade acima mostra-nos que é suficiente estabelecermos estimativas exponenciais
para a norma da terceira derivada espacial. A fim de obtermos tais estimativas, consideramos

a equagao (3.4.1) e escrevemos
Uggy = —Ut + Ugy + —A\u — Ul

donde segue que

1
oon®l < Ty + Ol + Ny + 50620 o0 a0

L2(R)

Logo, iremos obter estimativas exponenciais para cada um dos termos a direita da desigual-

dade (3.4.16). Primeiramente, observemos que

IOl ey < Iy (8 gy ¢ > 0 (3:4.17)

O termo nao linear é estimado usando a imersao H'(R) C L>(R) e também a desigualdade
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de Young como segue

|52,

< ull oo gy 12 (O] 12(g)

2 12(R)

1/2 1/2
< 272 u(t) | g e ) g ()
- _ 2
<2V ) gy ot (8) gy + 27 et (8) 2y

< 9—3/2 Hu(t)HiQ(R) + (273/2 + 271/2> Huaz(t)Hi?(R) , t>0. (3.4.18)

Combinando entao (3.4.17) e (3.4.18) com (3.4.16), e tendo em vista as estimativas na demons-

tragao do Lema 3.3 obtemos

Co
otz () 2y < e8] ey QW| M)wmmy +5ﬂwn®®

N [(21/2 4 22)¢2 4 2¢,
3

4
] v [taze ()] 12 (R)

donde segue que

c 2

2 % 4
e s Ol ey < Ny + (I + 525 ) Tl + 5 1O

(2712 4 2Y2) 2 4 2¢,
3

3

2/3
3/2 . Escolhendo entao v = <(2,1/2+21/2)C%+202) temos

onde ¢(y) =1—7

1 -
c(y) = 5 e entao

202

iteae ()2 <2mxmmm+(mwwmwgﬁ)mwm%

202
— H (Ol72(gy > (3:4.19)

para t > 0.

Tendo em vista a estimativa exponencial para a solugao em L%(IR) dada no Teorema 3.10,
inferimos da desigualdade (3.4.19) acima que uma estimativa exponencial para u; em L*(IR)
é suficiente para concluirmos o desejado. Desta forma, voltamos nossa atencao para u; e,

inspirados pelas idéias contidas em [48], procederemos da maneira como segue.

Seja T' > 0 fixo. Como a solucao u é dada pelo Teorema 3.8 segue que v = wu; é solugao mild
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do problema (3.4.6) com dado inicial vy = —Ugyes + Uozs — Ao — Uglo, € L*(R). Além disso,
para cada t > 0, segue da propriedade de semigrupo que v'(s) = v(t + s) é também solucao de

(3.4.6) com dado inicial v*(0) = v(¢). Logo, observando que

1/2

T
oy = 50 15y + { [ I s

s€[0,T]

T 1/2

= s [olt-+ iy +{ [ I+ Sl

s€[0,T] 0

t+T 1/2

= sw Ol +{ [ Il

ret,t+T) t
= lolls, ..

para cada t > 0.
Por outro lado, aplicando a Proposigao 3.5 temos

[0l < ool oon) 10O oy - £ 0. (3.4.20)

onde o7 : Ry — IR, é uma func¢ao continua e nao decrescente.

Agora, pondo vy(t) = S(t)vg, t > 0, onde {S(t)}+>0 é o semigrupo de classe fortemente
continuo gerado pelo operador associado ao problema linear (veja Segdo 3.2). Entao v, é

solucao do problema linear

V1p + Vigge — Vige + A1 =0, z € R, t >0,

Ul(O) =19, T € R.

Aplicamos entao a Proposicao 3.3 a fim de obter a seguinte estimativa exponencial para v

lor ()]l gy < ool 2y ™", ¢ > 0. (3.4.21)

Em seguida, definimos vq(t) = f(f S(t —s)(v(s)u(s)).ds, t > 0. Logo, utilizando as estimati-
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vas para o semigrupo (veja desigualdade (3.2.3)) temos

T
[va(T) | 2 gy < €7l w / I((s)u(s))al 2y ds
0

T T
SeT”L‘”(R){ | el ads + [ ||v<s>ux<s>||Lz(R)ds}. (3.4.22)
0 0

Cada uma das integrais acima sao calculadas utilizando a imersao H'(R) C L*°(IR) e proce-

dendo como na demonstracao do Lema 3.1 como segue

T
/0 2 (5)1u(5) | gy
T
< / o (5) o 1(5) ] oy 5

T
1/2 1/2
<2 [ o)y o) gy (9

T ) 1/2 T ) 1/4 T ) 1/4
<22 { [ ot} { [ 1w} { [ luaolEpds)
< 2TV ol el - (3.4.23)
Analogamente, temos
T
[ 16 un(s) s < 27 ol - (3.424)
Combinando entao (3.4.23) e (3.4.24) com (3.4.22) chegamos a
oaT) oy < 22 =0 T ol (3.4.25)

Assim sendo, e tendo em vista a expressao

o() = S(#)vy /0 S(t — 8)[o(s)u(s)lad, £ > 0,
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segue das estimativas (3.4.21) e (3.4.25) que

10Tl gy < Ilvoll gy € X7 + 2¥2eT =0TV ]| 5 lull,
< lvoll gy e + 22T @ TV o ([l 5, ,) 1l g, . 100l 2R

_ [67,\@ + 2827 T w0 o (5, ) [l | 100 2Ry (3.4.26)

onde utilizamos a estimativa (3.4.20) com ¢ = 0.

Agora, para cada n € IN definamos y,, = v(nT) € L*(R). Se w, é a solugao do problema

W, (0) = yn, * € R,

onde v (t,z) = u(t+nT,z), paratodot > 0 e z € R, entao temos w,(t) = v"T (t) = v(t+nT),
para todo t > 0, e n € IN. Em particular, temos w,(T") = ynt1, n € N, e procedendo como

antes calculamos

Y1l 2 vy = llwn (D)l 2 gy

< ISl + | [ st o s

L2(R)

< g + P [T o,

Y T|IA|| 7 oo
<e M HynHL?(R) + 282t Al Hu“Bo [nT,(n+1)T] ||U||BO,[nT,(n+1)T]

— / oo
< e N 4 2324 T Ml vy Hu||BO,[nT,(n+1)T] UT(HUHO,[nT,(nH)T})] 1ynll 2Ry »

para todon € Ne T > 0.

Escolhendo T > 0 tal que e 7 < 1, segue do limite

Tl—lgl-‘r TUT(T) - 07
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que podemos determinar r > 0, suficientemente pequeno, tal que
O < /B — 6—)\/T + 23/2T1/4€TH>\||L00(R),r,O_T(,r,) < 1

Observe ainda que r depende, pois, da escolha de T.

Por outro lado, utilizando o Corolario 3.2, podemos determinar N > 0, suficientemente
grande, de modo que

)/
el ey < 0zt gy )e N <7,

para todo n > N, onde o 7 : Ry — IR} é uma fungao continua e decrescente.

Contudo, para tais valores de T' e N, assim determinados, concluimos

||yn+1|| S B ||y"+1||L2(R) ; (3427)

para todon > N, com 0 < # < 1.

Por fim, utilizano (3.4.20) e (3.4.27) chegamos a

HU||BO,[(N+k)T,(N+k+1)T] = HU(N+K)THBO,T

< op( ‘|U((N+k)T)|’L2(R)

”UHBO7[(N+I€)T,(N+IC+1)T] )

< UT(QO,T(HUOHH(R))‘EH\ Mgt HU(NT)HH(R) )

e pondo Ty := NT, vem que, se t > Ty entao existe k£ € N tal que t = (N + k)T + 60, com

t—Ty— 06
0 <6 < T. Logo, escrevendo k = TO’ concluimos

||U<t> HLQ(R) < HU ’|B[(N+k)T,(N+K+1)T]

< or(aor(lluoll 2my)e ™) 10(To) 12 gy 5 (3.4.28)
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parat > T. Agora, como 0 <0 <T e < f <1 temos

t—Ty—0 1 —t/T
ﬁk _ B 2 < (B) 6_(N+1)~

Isto juntamente com a desigualdade (3.4.28) implicam

1

—t)T
o020, < o (o (lualg)e ™) ol (5) 5

(o)l 2Ry - (3.4.29)

< or (aor(luol e ™™ ) €

onde v* := T~ 'In(1/B). Aplicando entao a Proposicao 3.5, tendo em vista a estimativa para u

dada pelo Corolario (3.2), temos

[o(To)ll 2wy < oy (lull g, 1) 10O 22y

< or, (o, ([[woll o)) [Voll 2Ry - (3.4.30)

Logo, resta-nos estimar a norma de vy em L?*(R). Para isso, usaremos a imersao H'(R) C

L>(R) procedendo da maneira como segue

HUOHL?(R) < ||u0mx||L2(R) + ||U0mHL2(R) + H)‘UOHL2(R) + HUOUOm||L2(R)
< Nwoszell 2 r) + 1v0zall 2 r) + 1A oo vy 10l 2Ry + [0l oo gy 1202l 2Ry
<(2+ ||)‘HL°°(R))[HuoxmeL?(R) + ||U0m:HL2(R) + ||U’OHL2(R)]
+2712 ||U0||?£2(R) +271/7 [0zl 2Ry
< 2+ Mgy +2717) [||u0zzx||L2(R) + [lwozall L2y + l1toull L2y + 1ol L2 gy
+271/2 ||U0H?£2(R)

<[4+ I gy +2772) 2772 22 ) oy (3.4.31)
Logo, combinando (3.4.30) e (3.4.31) concluimos de (3.4.29), tendo em vista que v = u, que

et gy < v (Jloll ey ) @ (3.4.32)
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onde

— — 2
any (1ol ) = om0 (@0 (1ol o)) ) (42 + Moy +2772) + 272 ey | -

Enfim, retornamos a (3.4.19) e utilizamos as estimativas exponenciais (3.4.2) e (3.4.32) para

u e u; em L?(R) a fim de concluirmos

. 2C2 o\
e ()2 < 200,70 (ol 2y )™ oll oy + (2 1M ey + 375)e Mol 2wy
2C2 AN 4
+ 3_7;,6 X ol 2y
< oy (Jluoll gy ) € ol s (3.4.33)

onde
2] 3
Q2,1 <HU0“L2(R)> = 2001, ([[uoll 2 (ry) + 379 (1 + HUOHLQ(R)) + 2[[All oo gy

e N := min{v*, \'}.
Por tltimo, retornamos a (3.4.15) utilizando (3.4.33) de modo a concluir

1 )/ A\
~ @l y < € ol gy + 20 (1ol pzqry ) €™ ol ey

donde segue o desejado em (3.4.13), bastando para isso tomarmos
Bs(r) = c[1 + aam,(r)], 7 > 0.

]

Observagao 3.13. O mesmo exemplo apresentado na Secao 3.2 para o problema linear, pode ser

considerado aqui para a equacao de KdV-Burgers considerada.



Capitulo I

Analise Numérica para Equacao de Onda com

Dissipacao Nao Linear

4.1 Introducao

Este capitulo é dedicado ao estudo e andlise numérica de uma equagao de onda com dissipacao

nao linear, mais precisamente,

u — Au+a(z)g(uy) =0 ,x € Qt>0,
u(t,z) =0 xel, t>0, (4.1.1)
U(O,I) = UQ(ZU), ut(O,JJ) - UI(I) RS Qv

onde Q C R", n = 2,3, é um conjunto aberto e limitado com fronteira J€2 = I' bem regular, e

a, g : IR — R sao fungoes dadas.

4.2 Revisao Sobre o Método Espectral

Consideremos o intervalo 2 =]0, 27r[. Desta forma, a familia de fung¢oes

V={¢px)=€¢": 2€Q, keZ}

81
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é um sistema ortogonal para o espago L*(£2), munido de sua norma usual. Logo, os coeficientes

de Fourier de uma dada fungao u € L?(f2) sao dados por

1 27

Uy, = o |, u(z)e *dy, ke Z.

Assim, a série de Fourier, referente ao sistema V', de uma funcao u € L'(Q) é expressa por

Fui=> iy (4.2.1)

keZ

‘m di im como n ntinu uénci inoémios trigonométri VU Y NeoN
Além disso, assim como no caso continuo, a sequéncia de polinomios trigonométricos { P c
dada por
N/2-1
Pyu(z) = Y e, N e2N.
k=—N/2

aproxima a fung¢ao u, ou seja, A}im Pyu = u. Logo, se para cada N € 2IN denotarmos Sy o
— 00

espago dos polinomios trigonométricos de grau até N/2, isto é
Sy = span{eikw : —N/2<k< N/Q},
entao nao ¢é dificil ver que, para cada u € L?(€2) temos
(Pnu,v)r2) = (u,v)2(), para todo v € Sy.

Proposicao 4.1. Se u : [0,27] — R é um fun¢ao infinitamente diferencidvel e periddica em

[0,27], entao ux = O(k™™), para todo m > 0, quando k — 0.

O Método de Fourier—Galerkin. Para € =]0, 27[, consideremos o seguinte problema de valor

inicial 5
8—?(37,15)—Mu(33,t):0 , e, t>0,
u(0,t) = u(2m,t) , >0,
u(z,0) = up(x) , v €,

M

onde M denota o operador de derivacao com respeito a variavel espacial, isto é, Mu = 9
x
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7 € IN.
Denotemos
N/2
Un(z.t)= > ap(t)ée(z), N € 2N
k=—N/2

Neste caso, para cada N € 2IN, a condicao

(%(7t)_MUN(’t)7¢l) :0, l:—]\/v/2,,]\/v/27
ot L2

1
juntamente com a condi¢ao de ortonormalidade 2—(¢k,gbl)L2(Q) = O, k, 1l = —N/2,...,N/2,
T
onde d;; denota a fungao Delta de Kronecker, implicam no seguinte sistema de equacoes or-
dinarias
d

(D) = @Ry an(t) = 0.

ox(0) = [ wla)on (o).

para k = —N/2,...,N/2.

O Método de Colocagio de Chebyshev. Aqui, denotamos =] — 1,1[ e consideremos o
problema
0
a—?—Mu:O Lz €] - 1,1 t>0,
u(l,t) =0, u(=1,t) =0 ,t>0,
u(z,0) — up(x) ,x €]l —1,1],
Hu , . .
onde Mu = Eoet j € IN. Neste caso, é conveniente escolhermos o sistema ortogonal {7} }xen;,
x

dado por
Ti(z) = cos(karccos(r)), x€]—1,1[, k€.
Logo, a solugao aproximada possui a representacao
N

Un(z.t) =Y op(t)Ti(z), NeN.
k=0

Ainda, as fungdes testes sao dadas por ¥;(x) = d(x — z;), 7 =1,..., N — 1, onde os pontos
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x; sdo pontos distintos em | — 1, 1[. Neste caso, a afirmacao
ou
() — MUN (-, 1), =0, j=1,...,N—1,

se reduz ao problema

Uy
ot
UN(—l,t):U,N(l,t):O ,t>0

Un(;,0) = uo(xy),

(xj,t) = M(Un)(z;,t) =0 , t >0,

para j =0,1,..., N.

-----

mente os zeros de Tl .

A Expansao Discreta de Fourier. Em muitas aplicacbes, métodos numéricos baseados em
séries de Fourier nao podem ser implementados exatamente da maneira como sugerido pelo
tratamento padrao destas séries. Dentre as dificuldades, temos que os coeficientes de Fourier
de uma funcao arbitraria dada podem nao ser conhecidos em sua forma fechada e devem,

portanto, ser aproximados de alguma forma.

A chave para superarmos esta dificuldade encontra-se no uso da chamada transformada

discreta de Fourier, que passamos a descrever a seguir.

Para um dado inteiro N, consideremos o conjunto dos pontos

Estes pontos sao também chamados “nés”. Desta forma, os coeficientes discretos de Fourier de
uma fungao a valores complexos u, definida em [0, 27], com respeito a estes pontos, sdo dados
por

N—
> u(zy)e ™, —N/2< k< N/2-1. (4.2.2)

=

[y

U =

1
N
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Devido a relagao de ortogonalidade

e I, p=Nm, m=0+1,+2, ...,

N <
j

=0 0, caso contrario,

temos ainda a seguinte férmula inversa que fornece os valores da fun¢ao u nos pontos de “noés”

escolhidos
N/2

u(z))= > age®, j=0,1,...,N -1 (4.2.3)
k=—N/2

Consequentemente, o polinomio trigonométrico

N/2
Inu(z) = Z e’
k=—N/2
possui grau N/2, e interpola u nos pontos (ou nés) z;, j =0,1,..., N — 1, ou seja,

Inu(z;) = u(z;), j=0,1,....N—1

O polinomio Iyu é também chamado de série discreta de Fourier de u.

Em andlise numérica é comum utilizarmos o biblioteca F'F'T (Fast Fourier Transform)
que nos permite calcular (4.2.2), e inversamente (4.2.3), com erro de aproximacao de ordem

O(N log N) utilizando adigao e multiplicagao, ao invés da ordem O(N?).

Os coeficientes u sao, portanto, uma aproximagao para os coeficiente de Fourier 4, de u

utilizando para isso a regra do trapézio.

Introduziremos ainda o produto interno discreto por

F

(u,v)y = u(x;)v(z;),

=]y

.
Il
=)

onde u,v sdo polinémios de grau N/2. A forma bilinear (-, -)y definida acima é portanto uma

aproximacao para o produto usual de L?*(Q2), definida para polinémios de grau até N/2. Desta
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forma, denotando por Sy o espago dos polinomios de grau até N/2 temos a seguinte relacao

entre os produtos internos discreto e usual de L?(£2)

(u,v) y = (u,v)2(), para quaisquer u,v € Sy.

Além disso, se u € L*(Q2), entao temos

(Inu,v)y = (u,v)n, paratodo v e Sy.

O operador Iy é também chamado projecao ortogonal sobre o espago Sy com respeito ao

produto interno (-, ).

Contudo, combinando (4.2.1), (4.2.2) e (4.2.3) obtemos

r

u(xj)efikxj

==

.

=2

ZIH

oo
2 ,& zmx]e ikx;

=0 m

Z Z i(m— ka:Ju

m=—0Q

Q

= Q5 + Z Upinm, k=—-N/2,N/2—1,

m#0

donde segue que

[Nu = PNU + RNU, (424)

onde

RNU = Z Z uk+Nm¢k (425)

k=—N/2,N/2-1 =22
A expressao (4.2.5) acima, também chamado aliasing error, fornece o erro cometido pela in-

terpolacao polinomial e a serie de Fourier truncada. Esta é ortogonal ao erro de truncamento
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u — Pyu de modo que

2 2 2
lu = Inulfa) = llu = Prulfaq) + | Byull 7o)

Estimativas para o erro de truncamento. Seja u € H}"(§2) onde Q =0, 27| e, para cada m € NN,

H"(€2) denota o subespaco de H™(€2) das fungoes periédicas. Temos

m

lu = Pnullpaq) < N7™ P

. m>0. (4.2.6)
12(9)

Mais ainda, podemos estimar o erro de truncamento em espacgos de Sobolev de ordem fra-

cionaria como segue

m

dxmu

|u — Pyul|; < ONE™ , m>0,0<I<m. (4.2.7)

£2(9) B

Estimativas para o erro de interpola¢io. Dado u € L*(0,27) temos Iyu € Sy e ainda Iyu(z;) =

u(zj), 7=0,1,...,2N — 1. Logo,

m
-—Uu

e , Vue HQ). (4.2.8)

L2(Q)

Ju — INU||L2(Q) <CONTT

Nota-se que o erro de interpolagao comporta-se de maneira assintética ao erro de truncamento.

Uma avaliagao do erro de interpolacao ¢ dada pela estimativas

m

l—m
lu = Inull gy < CNT" | =

u

, (4.2.9)
12(9)

ondem21,0§l§meuEHﬁ(Q).

O erro devido a interpolagao é, na verdade, sempre maior que o erro provido do trun-
camento da Série de Fourier. Entretanto, temos verificado que a influéncia do aliasing (ou
serrilhamento) na precisao do método espectral é assintoticamente de mesma ordem que o erro

de truncamento. De fato, as estimativas dos erros (4.2.6)-(4.2.9) mostram que os erros de trun-
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camento e interpolacao decaem na mesma taxa. Isto implica num comportamento similar dos

erros de aproximacao para os métodos de Galerkin e de colocacao de Chebyshev.

Observagao 4.1. As estimativas para o erro em na norma de L?({2) nos permitem estimar o erro

de aliasing Ryu = Iyu — Pyu como segue

||RNU||L2(Q) < flu— ]NU||L2(Q)

—U

< CNT™
=C dgm

, Vue HMQ).
L2(9)

Estimativas em L>*(Q) sdo dadas pela expressao

lu = Inull oo @) < ONT™ [|tml| 12 -

Uma imporante implicagao do fato acima observado é que o erro de aliasing nao é, assinto-

ticamente falando, pior que o erro de interpolagao na norma de L?(2).

Para mais detalhes sobre método espectral veja [14, 15, 56].

4.3 Equacao de Onda com Dissipacao Nao Linear
Nesta secao iremos apresentar os resultados de existéncia e unicidade de solucoes, bem como
quanto ao comportamento assintético de solugoes do problema (4.1.1).

Seja 2 C R", n > 1, aberto e limitado com fronteira I' = 92 bem regular, e consideremos o

seguinte problema

uy — Au+ a(x)g(u,) =0 ,x e, t>0,
w=0 Lz e, t>0, (4.3.1)

u(z,0) = up(x), u(x,0) =uy(z) , x €€,

onde a: 2 — R e g: R — IR sdo fungoes satisfazendo as seguintes hipdteses:
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H.1. a € C'(Q) é nao negativa e a(z) > ao > 0, para quase todo z € w, onde w é um
subconjunto aberto de © contendo I'(zg) = {x € R": (z — x¢) - v > 0}, onde 75 € R" e

v = v(x) é o vetor normal exterior de I'.

H.2. ¢ é uma funcao continua e mondtona crescente satisfazendo:

(i) g(s)s > 0, para s # 0;

(i) ms* < g(s)s < Ms? para |s| > 1, onde 0 < m < M.

A fim de estabelecermos os resultados de existéncia e unicidade de solugoes para o pro-
blema (4.3.1), utilizaremos a teoria de semigrupos nao lineares (veja Secao 2.4). Para isso,

consideremos o espaco de Hilbert H := H}(Q2) x L?(2) munido da topologia
I, 0)7 = IVull 2y + 072, (u,v) € H.
Em seguida, definimos os operadores A : D(A) C H -+ H e B: D(B) C H — H por

D(A) = [H*(Q) N Hy(Q)] x Hy(2) D(B) ={(u,v) € H : ag(v) € L*(Q)}
A(u,v) = (v, Au), para (u,v) € D(A) B(u,v) = (0,—ag(v)), para (u,v) € D(B)

de modo a reescrever o problema (4.3.1) da seguinte forma

d
EU(t) =AU(t), t >0, (43.2)
U(0) = o,

onde U(t) = (u(t),u(t)), t > 0, Uy = (up,u1) e A=A+ B, com D(A) = D(A)N D(B) =

{(u,v) € D(A) : ag(v) € L*(Q)}.

Com esta notacao e tendo em vista os resultados da Secao 2.4, a existéncia e unicidade de
solugdes para o problema (4.3.2) é assegurada provando-se que o operador A é m-dissipativo
ou, equivalentemente, que —A é m-acretivo. Entretanto, tendo em vista a Proposicao 2.14 e a
Observacao 2.6, é suficiente provarmos que —A é maximal mondtono. Com efeito, provaremos

que —A é maximal mondtono e que —B é mondtono, hemicontinuo e limitado, donde segue o
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resultado tendo em vista a Proposicao 2.15.
Prova de que —A é mazimal mondtono. Primeiramente, observemos que se Uy = (uqy,v1), Uy =

(ug,v9) € D(A) entdo entdo, segue das Férmulas de Green que
(—AUl, UQ)H = —/ VU1V’LL2 -+ ’UgAuldiC = / Vu1va -+ UlAUQdZ' = (Ul,AUQ)H,
Q Q

donde concluimos que (—A)* = A, ou seja, o operador adjunto de —A é A. Logo, segue do
Teorema de Stone (veja Proposigao 2.10) que —A é gerador infinitesimal de um semigrupo de
Classe Cj e, pelo Teorema de Lumer-Phillips (veja Proposicao 2.4), portanto, temos que —A é
mondtono e ainda R(—A + AI) = H, para todo A > 0. Sendo assim, segue da Proposigao 2.14
que —A é maximal mondtono.

Prova de que —B é mondtono, hemicontinuo e limitado. Sejam Uy = (ug,v1),Us = (ug,vq) €

D(B). Temos

(Uy — Uy, —BU, + BUy) g = /Qa(:v)(vl —09)(g(va) — g(vy1))dx

= —/Qa(x)(vl —v2)(g(v1) — g(v2))dx

<0

)

onde a desigualdade segue do fato de g ser mondtona (veja hipétese H.2). Portanto, —B é
mondtono. Agora, sejam U; € D(B), i = 1,2. A hemicontinuidade de —B segue do Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja por exemplo Teorema IV.2, pagina 54 em [12]),
ou seja,

Pn%(—B(Ul +tUs),U)g = (—BU,,U) g, para todo U € H.
—
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Por fim, seja U = (u,v) € D(B). Utilizando novamente as hipéteses H.1 e H.2 de modo que

|-BU, = { / \a<m>g<v>|2dm}l/2

1/2
< Jlall o { / o)+ [ |g<v>|2d:v}
{ze: |v(z)|<1} {zeQ: |v(z)|>1}

< HaHLOO(Q){ sup |g(t)] + max{m, M} [/Q\v(x)|2d:v]l/2},

te[—1,1]

provando assim que —B leva subconjuntos limitados de D(B) em subconjuntos limitados de

H.

Do exposto acima, temos provado que o operador —A é maximal monétono e, portanto, para

cada Uy € D(A) = H, o problema (4.3.2) admite uma tnica solugao U () na classe C(]0, oo[; H).

Em verdade, temos provado o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Suponha que as hipoteses H.1 e H.2 sejam satisfeitas. Entao, para cada ug €

Hi () euy € L*(Q), o problema (4.3.1) admite uma tnica solugdo u na classe
u € C([0, 00f; Hy (€2)) N ([0, 00[; L*(2)).

Observagao 4.3. Segue ainda dos resultados da Segao 2.4 que a solugao obtida no Teorema 4.2
podem ser aproximada pelas solucoes {Uy(t) = (ux(t), usr(t)) }aso € CH(0, 00; H3 () x L*(Q)),

dos problemas

d
EUA(t) = A)\U)\(t), t > 0,

U,\(O) - Uo,

onde A >0, Ay =X Jy—1)eJy=(I—- A"

Acerca do comportamento assimptotico das solugoes providas pelo Teorema 4.2, observamos
que se (ug,u;) € HY(Q) x L*(Q) o funcional de energia E,, : [0, 00[— R associado a solugao u,
dado portanto

E,(t) = %/vafu(t)ﬁ + | (t))*dz, t >0, (4.3.3)

é decrescente. Com efeito, procedendo formalmente, multiplicamos a equagao (4.3.1) por w(t)
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e integrando por partes em () obtemos

d

B0 = [ a@gtut)uitis <o (43.4)

onde usamos a parte (i) da hipétese H.2.

De acordo com os trabalhos de [22] e [21], estimativas para o decaimento da energia das
solugdes do problema (4.3.1) podem ser obtidas sem qualquer imposi¢ao para o crescimento
proximo ao infinito da funcao dissipacao g (veja hipétese H.2 (ii)), ainda sob a hipdtese de
arbitrariamente localizada no dominio 2 (veja hipdtese H.1), e posto que os dados iniciais
tomados em um espaco de mais regularidade. Mais precisamente, provou-se que as solugoes do

problema néo linear (4.3.1) satisfazem a estimativa de observabilidade

EMDSWOM(AaLM@ﬂWWMMQ,

onde 9(s) = ®((In((s7) +1))72%9), § > 0, h : Ry — R, é uma funcio concava, continua,
monotono crescente tal que h(0) = 0 estabelecida a partir do comportamento de g préximo a
origem e ® é uma fungao continua, crescente tal que ®(0) = 0 e dependendo do comportamento
de g proximo ao infinito. Neste caso, as taxas para o decaimento sao obtidas em funcao da

solucao S da seguinte equacao diferencial ordinaria
S, +K th oy 1(S) =0, S(0)=KE,(0),

onde K é uma constante obtida em fungao de h e dos dados iniciais.

Além disso, quando a dissipagdo g possui limitacao linear no infinito (veja hipétese H.1),

provaremos que as solugoes de (4.3.1) satisfazem a seguinte desigualdade de observabilidade:

Lema 4.1. Ezistem T > 0 e uma funcao concava, continua e monotona crecente h : R, —

R, satisfazendo h(0) = 0, tais que toda solugcdo u de (4.3.1), cuja energia inical € limitada
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E,(0) <r,r >0, satisfaz

E,(0)<h ( /0 ' /Q a(x)g(ut)utdasdt) . (4.3.5)

Demonstrag¢ao. De acordo com o trabalho de [33], existe hgy : Ry — IR, concava, estritamente

crescente e tal que ho(0) = 0, para a qual temos

ho(g(s)s) > g(s)? + 5%, |s| < 1. (4.3.6)

Agora, quando |s| > 1 segue da hipdtese H.2 (i) que

lg(s)|* + [s* < ha(g(s)s). |s| = 1, (4.3.7)

onde hi(s) = M+ s e R

m

Logo, a fungao h é entao definida por

h=hy+hyo——,
meas(w)

onde meas(w) denota a medida da regido w e I a fungao identidade. Sendo assim, decorre das

propriedades de h que é suficiente mostrarmos a desigualdade

E,(0) < C’/O /a(x) [g(w)? + uf ] dzdt. (4.3.8)

A desigualdade (4.3.8) acima é obtida utilizando-se técnicas de multiplicadores somado a um

principio de continuacao tnica para o problema conservativo. O

Inspirados pelas técnicas introduzidas por [33], consideramos a equagao diferencial ordinaria
S+ q(S) =0, t>0, S(O) = Sp, (439)

onde sp = E,(0) e q(s) =s— (I +p)~'(s), s € R, com p: R — R, é uma fungdo continua,



94 Capitulo 4. Analise Numérica para Equacao de Onda com Dissipacao Nao Linear

positiva e estritamente crescente, definida a partir de h. Antes de estabelecermos o resultado

principal, consideremos o seguinte lema.

Proposicao 4.2. Seja p uma fungdo positiva, crescente e tal que p(0) = 0. Como p € crescente,
podemos definir uma funcao crescente q, q(x) = x — (I + p)~!(x). Considere uma sequéncia

{$n}nen de nimeros positivos tais que

Sm+1 +p(8m+1) S Sm-

Entao s, < S(m), onde S(t) € a solu¢iao do problema (4.3.9). Mais ainda, se p(x) > 0 para

x> 0 entao temos lim S(t) = 0.

t—o00

Demonstracao. Veja Lema 3.3 em [33]. O

Estabeleceremos o seguinte resultado acerca do comportamento assimptdtico das solugoes

de (4.3.1).

Proposicao 4.3. Suponda que as hipoteses H.1 e H.2 sao validas. Entao existe uma constante
T > 0 tal que para todo r > 0, se u € uma solu¢ao de (4.3.1) para a qual E,(0) < r, entdo u
satisfaz

Eu(t) < S <% _ 1> i T, (4.3.10)

com tlim S(t) =0, onde S € a solugao da equagao diferencial ordindria (4.3.9).
—00

Demonstragao. Para a prova deste resultado, procederemos como em [33] (veja Lemas 3.2 e

3.3) adaptado para o nosso contexto. Denotemos os seguintes conjuntos
Wo ={(t,z) € (0,T) xw: |w(t,x)]>1}, ws=1[0,T) X w|\wa-
Segue da hip6tese H.1(ii) obtemos

M
/ |g(ut)|2 + ]ut|2dtd:c < ma—o/ a(x)g(ug)udtdz.
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Por outro lado, utilizando entao o Lema 4.1 temos

/ \g(us)|* + |ug|*dtda §/ h(g(ug)uy)dtdx
wp wg

Em seguida, utilizando a desigualdade de Jensen obtemos

/wﬁ h(g(us)ug)dtde < meas(wy)h (W /T /w a(g:)g(ut)utdxdt>

= meas(wr)r (/ / g(uy utdmdt>

onde 7(s) = h(s/No), s > 0 e Ny = apmeas(wr). Logo, concluimos

1 M
/ /|g w)|? + |ug[ dedt < ———— m_* / g(uy)ugdtdr

+ meas(wy)r (/ / g(uy utd:vdt> (4.3.11)

Tendo em vista que a energia é decrescente, segue de (4.3.11), juntamente com a hip6tese H.2

e as desigualdades (4.3.6) e (4.3.7), que

Eu(T) <

< Mo/ / g(ug)ugdxdt + Nor (/ / g(uy utdxdt>
< [MoI + Nyr] (/ / g(uy utdxdt>

onde My = mf;—;“M Portanto, observando (4.3.4) concluimos

P(Eu(T)) < EW(0) = Eu(T),

onde p(s) = [MyI + Nor|*(s), s > 0. Substituindo entao T' (respectivamente 0) por (m + 1)T

(respectivamente por mT') obtemos

E((m+1)T)+p(E((m+1)T)) < E(mT), param=0,1,....
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O resultado segue entao aplicando-se a Proposicao 4.2. ]

4.4 Descricao do Método de Aproximacao

Para o que segue, estaremos considerando € um dominio limitado de R*. Entretando,
dominios ilimitados podem ser considerados tendo em vista o principio de velocidade finita
para ondas. Estaremos também aqui que a(x) > ay > 0, para todo = € €2, e para algum ag > 0,

entretanto, podemos considerar exemplos de fungoes a menos restritivas, veja Observacao 4.6.

Por conveniéncia, escreveremos Q =| — 7, 7[* e denotaremos H)(Q2) e L2(Q) os seguintes

espagos
H;(Q) ={ue H'(Q): ué 2m-periddica}, Li(Q) ={u € L*Q): u é 2m-periddica}

munidos das topologias usuais de H*(Q2) e L?(Q2), respectivamente. Denotaremos ainda por Sy

o espago dos polinomios trigonométricos de grau N/2 definido por

SN:span{eik”: keZ? req, |k:|—N/2,...,N/2—1}.

Assim como descrito na Segao 4.2, se N € 2IN entao a série truncada de Fourier de ordem

N/2 um elemento u € L*(2) é dada por

N/2—1
_ ~ _ikx
Pyu = E uge ",
k=—N/2

e tendo em vista a relacao de ortogonalidade entre os geradores de Sy vemos que

(Pnu,v)r2) = (u,v)2(0), para todo v € Sy,

ou seja, Pyu é também a projecao ortogonal de u sobre o subespago Sy dos polindomios
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trigonométricos de grau até N/2. Convém lembrar aqui também que

2 ~A 12
||PNU||L2(Q) =2 Z |G|,
|k|<N/2

e que existe S(N) > 0, satisfazendo S(N) = O(N?), tal que
||PNUH12ql(Q) < S(N) ||PNu||iQ(Q) , para todo u € L*(Q). (4.4.1)
Seja T > 0. Particionaremos os intervalos [0, 7] e [0, 27| em subintervalos de igual compri-

mento a dizer At = T/(M + 1) e Ax = 2w/N, respectivamente, onde M, N > 0 sao inteiros

positivos. Iniciamos o processo de iteragao definindo UY como sendo a projegao ortogonal

de ugy sobre Sy em L2(Q2). Em seguida, definimos U}, tal que U}V;tUIOV = Pyuy, onde Pyuy é
a projegao ortogonal de u; sobre Sy em L?(Q). Assim, dados M, N > 0 inteiros positivos
e supondo conhecidos U}\‘,_l e Uy, para cada n € {1,..., M + 1}, obtemos U]’\I,Jrl através do

esquema semi-implicito dado pela equagao (4.3.1):

1
(At)?

Up — Ut
At

(Ut = 208 + UE™) + AUS™ + Py(al-)g( ) =0, (442)

onde A denota o operador de derivagao de segunda ordem com relacao a variavel espacial com
d2

as devidas condicoes de fronteira, isto é, A = 12 (ou o operador laplaciano, quando se
x

tratando de dimensoes maiores que 1). Além disso, as fungdes a e g sdo supostas satisfazerem

as hipoteses H.1 e H.2, respectivamente.

A expressao (4.4.2) é pois a discretizacao do problema (4.1.1). Observe ainda que podemos

reescrever a equagao (4.4.2) da seguinte forma

1 +1 -1 +1 Uy — UJT\lI_1
(At)Q (UN Uy +Uyx 7UN)L2(Q) + (UN 7UN)H1(Q) + N(a( )g( At ))WN 2@
=0, (4.4.3)

para todo vy € Sy.
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Assim sendo, decorre da expressao (4.4.3) que o termo U}\}Jrl é portanto definido pela ex-
pressao

a(Ur vy) = Ly(vy), para todo vy € Sy,

onde a(-,-) é uma forma bilinear definida sobre Sy continua e coerciva, ou seja, a(vy,vy) >
2 . N . . . .
low]| (o), Para todo vy € Sy. A existéncia e unicidade de tal elemento segue pois do Teorema

de Lax—Milgram (veja Coroldrio V.8, pagina 84 em [12]).

Na préxima se¢ao vermos como o método descrito aqui converge para as solugoes (4.1.1),

para uma tipica nao linearidade g satisfazendo a hipdtese H.2.

4.5 Estabilidade e Convergéncia do Método

Estabeleceremos aqui as desigualdades necessarias que nos permitam concluir a conrgéncia
das solugoes aproximadas do problema (4.1.1). Estaremos considerando a notagao utilizanda

nas secoes anteriores.

Assim como descrito em [27], introduzimos as discretizagoes para a derivada temporal e para

a energia, aqui adaptadas ao nosso esquema:

Up — Ut
Vit = NA—tN (discretizacao para derivada temporal);

R = (AUR, UN) 2o + (Ve VN”_I)Lz(Q) (discretizacao para a energia).

Denotaremos ainda a energia referente aos dados iniciais por Fy := ||“0H?:2(Q) + Ju | ),

Antes de estabelecermos o resultado de convergéncia, estabeleceremos alguns resultados de

estabilidade.
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4.5.1 Lemas de Estabilidade

Fazendo vy = U™ — UR no problema discretizado (4.4.3) obtemos

Un+1 — U™ & Unfl . Un — Unfl . .
0= ( ~ (Atgg M+ AUy + PN(ag(NA—tN)), UN+1 - UN) L)
=hL+ L+ I

onde
U —oum 4 !
[1 — ( N N N ,Un+l—Un> :
(At)? N Y) o)
I = (AUJr\LU U]7\l[+1 - U]7\ZI)L2(Q)a

Un _ Un—l
I; = (PN(GQ(NA—tN)),U}@H - Uz@) ]
L2(Q)

Calculemos cada um dos termos acima separadamente.

Cidlculo de 1.

{2(U =203 + UF ™ UR™ = UR) g

+ (U =208 + Uy URY = UR) oo

— (U™ =203 + U U™ = UR) e |

1
(18100 = IV + g 07— 20+ U e |-

N | —

Cdlculo de I5.

21 = 2 (AU, U™ = UR) 1)
= (AU]r\Lf+17 U]7\1/+1)L2(Q) - (A(U]T\l;rl - U]?f)? U]T\LT)L2(Q) - (AU]?/? U]T\LT)L2(Q)
+ (A(UZT\L/+1 - U]7\Lf)7 U]T\L/+1>L2(Q)

= (AUR™ URM) oy + (AURT = UR), URY = UR) 12

L*(Q)

+ (AUR, U]T\LI)LQ(Q) )

(4.5.1)

(4.5.2)
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donde segue que

L= 5 { (AU, UR) gy + (A2 (AVE VE) 1oy — (AUR, UR) 1oy }

(

DO | —

Combinando entao (4.5.2) e (4.5.3) concluimos

{F]\‘, — Fy 4 (A0 (AVE, V) ooy + ||V — Vﬁ_lui%m}

N | —

L+ 1=

Cdlculo de I5.

I = At /Q Pu(a(z)g(Vi—1))Vide

- At/ a(x)[VI PV — Vi tde + At/ a(x) yv;g—l}“d:c,
Q Q

onde usamos o fato de que Uy, — PyUy; € ortogonal a todo elemento de Sy.

Combinando entao (4.5.4) e (4.5.5) obtemos

n n n n n n— 2
Lot Do Iy = 5 { R = B (AP (AVRL V) gy + 1V = Vi g )

DO | —

LA / a(2) VPR — Vi de + At / a(z) |V da.
Q Q

Utilizando a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (veja [37]) temos

'At/ a(x)[VE PV — Vi dx
0
<X [ v —ver e+ (Ar? fal? vitd
_49‘1\7 N e+ (A) ||a||L°°(Q)Q‘N |"dx

1 n n— 2
< [ IV = Vi P+ Cox ol ey (40

1
< VR = Vi e+ Con lalf oy (A7 IV oy [ Vi

(4.5.3)

(4.5.4)

(4.5.5)

(4.5.6)

17676
I, ()|

1
< 3, V= Vi e ool (0PSO IV g f 1V '

(4.5.7)
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onde utilizamos a estimativa (4.4.1) e Cgn > 0 denota a constante provinda da desigualdade

de Gagliardo—Nirenberg.
Sejang € {0,1,..., M +1} tal que ||V](}Hiz(9) < ||Vﬁ°||iz(m, para todon € {0,1,..., M +1}.
Combinando entao (4.5.6) e (4.5.7) chegamos a

(At)®
2

1 1
S FT 5 VR =V ey + B AV VR + a0t [ [V '

1 n n—1|2 n n—114
< Z/QWN—V,L Pdz + Cox [|al ) (A8)2S(N) ||vN0||iQ(Q)/Q\vN e,
para todon € {0,1,..., M + 1}. Logo, somando em n de 1 a M obtemos

1 1 & At)? I
R DS V-V e+ O S IV e
n=1 n=1

M
1
+ [0 = Gl all e oy (AOPSN) IV ) 3 [ VR < 5 178
n=1

(4.5.8)
Finalmente, escolhendo M e N tais que
S(N)At < Qo , (4.5.9)
2CeN HaHLOO(Q) Lo
concluimos de (4.5.8) que
M M M
F 1 S IVE =V ey e D VR e +50AtZ/Q Ve da
n=1 n=1 n=1
1

< 51@%, (4.5.10)

onde &y := ag — 2CanS(N)At ||CLH?:<><>(Q) Ey > 0.

Com isto temos provado o seguinte resultado.

Lema 4.2. Para M e N satisfazendo a condi¢ao de compatibilidade (4.5.9) temos vdlida a



102 Capitulo 4. Analise Numérica para Equacao de Onda com Dissipacao Nao Linear

sequinte estimativa para a energia aprorimada

Fu < Fy < Ey, para todon € {0,1,..., M}. (4.5.11)

O Lema 4.2 anterior mostra, em particular, que as sequéncias {Uy }nen € {Vi tnen s@o

uniformemente limitadas em H'(Q2) e L?(Q2). Também temos a seguinte estimativa.

Lema 4.3. Suponha que N e M satisfazem a estimativa de compatibilidade (4.5.9). Entao

temos

M
Z HU}\lf—H - ij\Lf”;(Q) < C1At (4.5.12)
n=0
M
n=0

onde C e Cy sao constantes positivas.

Demonstragcao. Primeiramente, observemos que segue do Lema 4.2 que
n n |2 n|2
(U = U322y < (A0 Vi) < (ALEp,

para todo n € {0,1,..., M}. Logo, somando em n de 0 a M concluimos hipétese

M

n n 2
> lloit - U |l 20 < (AP(M +1)Ey = TEyAt,
n=0

donde segue a estimativa (4.5.12) bastando para isso definir C} := T'E}.

Para a segunda estimativa, compomos o problema aproximado (4.4.2) com V{ de modo a
obter
1
At
1 n||2 n—1]|2 n n—11|2 n+1 n
= ) {HVN“L2(Q) o HVN HL2(Q) - HVN — W HL(Q)} + At (AUN ’VN>L2(Q)

0= < (Vi = VILVR) oy + (AR VR) iy + (P(ag (V™). Vi) oo

+ (Pn(ag(Vi™), ALV o g - (4.5.14)
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Por outro lado, utilizando o fato de que A e A'/? sdo autoadjuntos e também a desigualdade

de Young temos

At (AUN V) o) = (AUS™ UV o) = (AURTUR) ooy (4.5.15)
e
‘(AU]@+17U]T\L,)L2(Q)‘ < \/(AU]@H’U}\L[H)B(Q \/(AUN,U )12(0)
1
<3 (AURT URY) oy + 5 (AU}Z’N UR) 2@ - (4.5.16)

Além disso, procedemos como na demonstracao do Lema 4.2 de modo que

At (Py(ag(Vi™)

~—

ALV LA (Q)

At [ a(z)g(Vi HVide

Il

>
——
:a\b\

a(x) }V](}*l‘zldx + /Qa(x)g(vjffl)[‘/](,1 — Vﬁl}dx}

v
L

n—1|4 1 n n—1]|2
ag — 2C ||l ] (o AtS(N)2E0] /Q Vit de - 1 VY = Vi e
Logo, escolhendo M e N tais que a condicao
ag — 2Can [|al () ALS(N)*Eg > 0, (4.5.17)
se verifique obtemos a estimativa
At (PN<QQ<VN ), VN))L2<Q) = 1 ||VN - Wy 1HL2(Q) : (4.5.18)
Contudo, combinando (4.5.15), (4.5.16) e (4.5.18) em (4.5.14) concluimos

1 1
{H‘%’Hi?(n) - HVJ(Tthi?(Q)} + 4 HVJG o VJG?IHiQ(Q) + 2 (AUJT\Lfﬂv UJT\L/H)L(Q)

1 n n
< B (AUR, UN)L?(Q) )

N | —
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donde segue somando em n de 1 a M e também utilizando o Lema 4.2

1 M+1]|2 1 N n+1 n—1||2 1 . n+1]|2
§HVN ||L2(Q)+ZZ”VN —Vy HL2(9)+§ZHUN HHl(Q)
n=1 n=1

1y on2 1
= 9 HVN||L2(Q) - §ME0'
A desigualdade (4.5.13) segue pois desta tltima escolhendo Cy := (M + 1)Ej,. O

Lema 4.4. Suponha que N e M satisfazem a estimativa S(N)?At < « para algum o > 0

suficientemente pequeno. Entao, existe C' = C(||ally1.00(q) > 0 tal que

Vil <C. N>1, n=0,1,... M. (4.5.19)

Demonstragdo. Compomos a equagio (4.4.2) com A(Un™ — U%) de modo a obter

1 n n n— n n n n n
A (UR = 2U% + UR " URT = UR) oy + (AURTAURT = UR)) g
Uur — Unfl
+ (sz(agWVA—tN)),A(U;@+1 ~ Uﬁ,)) —0.  (4.5.20)
L2(%)

Calculamos cada um dos termos na identidade acima como segue. Primeiramente, temos

1
e (Uni1 = 2U% + Uy URY = UR) ja g
- (V]G o VJ(II_I7V]</L)H1(Q)
1
= < {IV& @) — V3 Wiy + V& = V2 iy} (4.5.21)

Além disso, calculamos o segundo termo como segue

2 (AU AU = UR)) oo

— || AUz AUR 220y + AU = UR) |20 (4.5.22)

Hf‘ﬁ(Q) —|



4.5. Estabilidade e Convergéncia do Método 105

Por fim, calculamos o ultimo termo em (4.5.20) como segue

U — Uy et
(PutasESE) awz - vp)
12(9)

= At/ PN(ag(V]G_l))AV]G_ldx + At/ PN(ag(VfV‘_l))A(V]@ — V]G_l)da:
Q Q

onde

Ky = At / a(2) VI P AV da
Q

Ky = At / Pa(a(@) [V P)AVE — Vi1Vde.
Q

Agora, temos
K, = 3At / a(x) Vi PVt Pde + At / Vi *Va - VVitde. (4.5.24)
Q Q
Mas, por outro lado, usando a limitacao inferior de a temos

3At / a(z) Vi PVt Pde > 3aoAt / Va2 | vvet P de, (4.5.25)
Q Q

‘At / Vi PVa- VVide
Q

, , 2 L 2
< Atlollyomo { [ Wi P19V Pach | [ v af

At 2 1,00
2/, 2aq Q

Combinando entao (4.5.25) e (4.5.26) com (4.5.24) resulta que

5&0At

n—112 n—112 At Ha”?/VL‘X’(Q) n—114
Ve 9V e — S0 W@ g, (45.27)
Q Q

K, >
2(10
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Calculamos K, utilizando a desigualdade de Young e também a estimativa (4.4.1) como

segue

1| = \At [ Pelale)V A0 - Vi e

< AV = Vi | g 1PN @IV )

< Aty/S(N) llall ey VA = V™ oy VAPl 20

1 3
< 3 IV = Vi iy + A0SV Can lallfrroeiay [V 20y / Vi,
donde segue que

1 3
Ko 2 =5 [V = Vi ey = TSIV Co laliynwin 1VE ey [ 1V

(4.5.28)

Contudo, combinamos as estimativas (4.5.27) e (4.5.28) com (4.5.23) de modo a concluir

U — Uy et
(Ptas 5, A - o))
12(2)

5 1
> §aoAt/ Ve vV e - s [AVE = Vi) iz

At ][00
- [SCons 02t I o + M/ Ve e (4529
Agora, reunimos (4.5.21), (4.5.22) e (4.5.29) a fim de concluir a partir de (4.5.20) o seguinte

1
[V = IV ey} + 5 A0 = VA aiey + 5 LIATE ey ~ 14T 2
+5CLOAt

N —

LV 9V e 5 AR = Uy < Ot [ Ve

(4.5.30)

onde C' > 0 satisfaz

||a||W1°°( Q)

C > |:§S(N) AtEQCGN >0, VN,M

ao
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Somando (4.5.30) em n de 1 a M', onde M' € {1,..., M}, e tendo em vista a estimativa
(4.5.10) obtemos
v ’

H N

1 - n n= ! 2 < n n
# g VR =V iy + [A0F 7+ IR =00

M/
< VRl + 14U 32y +2080 Y [ Ve
n=1

2 ~
< HVJSHHl(Q) + Eo(1+ EqC/dy), para todo M' € {1,..., M},

donde segue o resultado. O

4.5.2 O Teorema de Convergéncia

A fim de estabelecermos os resultados de convergéncias, introduziremos as funcoes que apro-
ximarao a solucao. Com efeito, sejam M > 0 e N > 0 inteiros positivos dado como acima.

Assim como em [55], introduzimos as fungoes

un (7, 1) ZX[tn,tn+1 Uy (),

t—t,
a2 1) Z et (@) (70 = VR 7% + U3 ),

para x € Q, t € [0,T], onde t,, :=nAt, n=0,1,..., M + 1 (veja também Figuras 4.1 e 4.2).

Da mesma forma, introduzimos as fungoes

oy (x,t) ZX[tn,th[ YW (),
n+1 n l— tn n
UNM z, 75 ZX[tn,th[ V ( ) - VN(x)]T + VN(QC) )

para x € ), t € [0,T], onde t,, :=nAt, n=0..., M + 1.

Observe que as fungoes iy € Uy Sa0 continuas e derivaveis quase sempre. Além disso,
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Sn
Uk
Uy
U
Un
t
ty = 0 tq to t3 tu tM+1 =T

Figura 4.1: Funcao aproximacao un,

Sn
UMt
Uk
Uk Uy
Uy
Uy
t
to =10 t1 to ts tu tr41 = T

Figura 4.2: Funcao aproximacao uy,

Observagao 4.4. Gréficos semelhantes podem ser elaborados para as funcoes vy s € Uy ar-
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calculando as derivadas temporais de @y € Oy Vemos que

d . U U 2

— Uy = ———, para quase todo t €lt,, t,+1[, em L*(Q),
dt At

d Vit =V

EﬁN’M = NTtN’ para quase todo t €]t,,t,.1[, em L*(Q).

A introdugao destas fungoes se deve ao fato de podermos reescrever o sistema (4.4.3) da

seguinte forma equivalente:

d
(EﬁN7M(~,t) + AUN’M(-,t—i- At) + PN(ag(vN’M(-,t))),wN) = 0, t G]O,T[, wWN € SN.
L2(9)

Também temos o sistema:

d
UN,M('yt) — —ﬂNyM(-,t),wN = 0, t G]O,T[, wWN € SN.
dt L2(9)

Com as notagoes estabelecidas aqui, provaremos o seguinte resultado de convergeéncia.

Teorema 4.5 (Convergence Theorem). Sejam T > 0, g(s) = 5%, s € R e a € Wh(Q) tal que
a(x) > ap > 0, para quase todo x € . Suponha ainda que N e M satisfazem as condigoes de
compatibilidade S(N)?*At < «, para algum 0 < o < 1. Entdo, as sequéncias {un '} e {tna}
sdo limitadas em L*(0,T; H'(2)) N L>(0,T; L*(2)). Além disso, quando N, M — oo, temos

que un .y € Uy convergem para a solugao u de (4.1.1) em C([0,T]; H*(2)) para 0 < s < 1.

Demonstragao. Decorre dos Lemas 4.2 e 4.4 as seguintes limitagoes

(
{unar} é limitada em L*(0,T; H'(Q));

a ¢ limitada em W1>(0,T; L*(Q));
{ivarf ( () (4.5.31)
{vyar} é limitada em L>(0,T; H(Q));

| {Ona} ¢ limitada em L(0,T; H' ().

Além disso, como {vy .} é limitada em L*(0,T; H'(2)) temos que é também limitada

em L>=(0,T;LP()), para 1 < p < oo, donde segue em particular que [vy ]® é limitada em
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d
L>=(0,T; L*()) e, portanto, {E

de (4.5.31) vem que, recorrendo a uma subsequéncia se necessario, existem fungoes u, i, v e ¥

@N,M} é limitada em L2(0,T; H~'(2)). Destas limitagoes e

tais que

un.r — u, fraco estrela em L>(0,T; H'(Q));

Uy — U, forte em L*(0,T; L*(Q));

d d
—Uny — —1, fraco estrela em L>(0,T; L*());
dt dt (4.5.32)

vn.r — v, fraco estrela em L>(0,T; H'(2));

Onr — 0, forte em L2(0,T; L*(Q));

d d 2 -1
| v = 0 fraco estrela em L*(0,7; H=*(2)).

Utilizando a estimativa (4.5.12) no Lema 4.3 temos

/ /luNM_uNMl dxdt = Z/ /|Uvn+1 UN|2’ d dt

Z HUnH UNHL2(Q

At2
§C’1( 3) — 0, quando N, M — ~c.

Disto segue que @ = u em L?*(Qx]0,T|), ou seja, & = u quase sempre em Qx]0,7[. De

maneira andloga, utilizando a estimativa (4.5.13) no Lema 4.3 temos

r ~ a fott n n (t B tn)Q
/O /Q On.as — O] dadt = ; /t /Q (vt — vl gt
At <L .
< 3 ZO HVN+1 o VNH;(Q)

At
< CQ? — 0, quando N, M — 0,

donde segue que ¥ = v, quase sempre em 2x]0, T7[.

A fim de verificarmos que u é solugdo do problema (4.1.1), consideramos ¢ € D(2x]0,T7).
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Multiplicando (4.4.2) por ¢, tendo em vista as identidades e integrando em $2x]0, 7| obtemos

T d ~
_ / o Lonar(t) + Aunar(t + A8) + Pylaglonar(®) ) dt
0 dt L2(Q)

== [ iyt + [ (ol = A0, s () s o

+ /0 (Pr((t)); ag(onm (1)) 2 i, (4.5.33)

onde usamos o fato que Py é auto adjunto. Logo, observando que ag(vy ) — ag(v) fraco
estrela em L>(0,T; L*(12)), segue que passando o limite quando N, M — oo em (4.5.33) e tendo
em vista as convergéncias (4.5.32), juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (veja Teorema IV.2, pagina 54 em [12]) e o fato que Py (p(t)) — ¢(t) concluimos

/0 <¢(t), %U(t) + Auft) + ag(v(t))> dt = 0. (4.5.34)

HY (). H1(9)

Da mesma forma, tomando o limite quando N, M — oo em

/0 ' <UN,M(t) - %QN,M@), gp(t)) dt 0,

L2(2)

d
VeI que v = —-u em L>(0,T; L*(f2)). Disto e de (4.5.34) concluimos que u satisfaz a equagao

uy — Au~+ ag(u,) = 0, em D'(Qx]0,T7).

Finalizaremos este resultado provando as condicoes iniciais. Com efeito, observando as
convergéncias (4.5.32), segue do Teorema de Aubin-Lions que uy y — u em C([0,T7]; H*(R2)),
para 0 < s < 1. Logo, annm(-,0) = u(,-,0) em H*(Q2), 0 < s < 1, quando N, M — oo.
Por outro lado, temos uy a/(+,0) = U% = Pyx(ug) — ug em L*(Q) quando N — co. Logo,
u(-,0) = ug em L*(Q). De maneira andloga, segue das convergéncias em (4.5.32) e do Teorema

de Aubin-Lions que oy y — v = w em C([0,T]; H*(2)), para 0 < s < 1. Logo, temos

On (5 0) = w(+,0). Por outro lado, temos o (-, 0) = Ufl";tU]OV = Py(u1) = u; em L*(Q)

quando N — oo. Portanto, por unicidade do limite concluimos (-, 0) = u; em L*(Q). O
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Observagao 4.6. Destacamos aqui algumas das observagoes que podem ser feitas a respeito dos

resultados obtidos:

1. Como a solugao do problema (4.1.1) é dnica, um argumento de contradigdo mostra que

qualquer subsequéncia de {uy a} e de {ty a} convergem para a solugao.

2. A prova do resultado anterior pode ser adaptada para o caso mais geral em que a = Y.,

onde w C 2 é uma vizinhanca de [' = 0.

3. A dificuldade do resultado torna-se menor quando considerando o problema em 1-D. Tal

fato se deve a imersdo continua H((Q) C C(9Q).

4. O resultado pode ainda ser provado utilizando-se aproximagoes via método de elementos

finitos, ainda para dominios mais gerais.

4.6 Simulacoes Numéricas

Finalizaremos este capitulo apresentando algumas simulagoes numéricas om o objetivo de
ilustrar o método utilizado. Em verdade, simulacoes numéricas fornecem, em um primeiro
esforco, indicios da convergéncia ou nao do método escolhido. Apresentamos aqui algumas das
simulagoes numéricas obtidas para o método de Fourier—Galerkin, bem como para o método de

Chebyshev.

4.6.1 Aproximacoes de Fourier—Galerkin

Aplicamos o método de aproximagao de Fourier—Galerkin descrito nas se¢oes anteriores a fim
de ilustrar o decaimento uniforme para as solugdes do problem (4.1.1). Assim como foi mostrado
nas secgoes 4.2 e 4.4, resolvemos o problema de Cauchy (4.1.1) no quadrado Q2 =] — 7, 7[* e
partimos de dados iniciais com suporte inteiramente contidos em €2 a fim de evitarmos problemas

com reflexdao da onda na fronteira de €.
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Para as simulagdes que apresentaremos, exibimos a solucao de (4.1.1) em diferentes instantes
de tempo e também a evolucao da razao r(t) = f(gs—((ot)),t)v onde FE,(-) denota a energia associada
ao sistema (4.1.1) e f é uma fungao que depende de a e de g. E esperado que a razao r(t) seja lim-
itada por uma constante que depende somente da energia inicial F,(0). Para os testes numéricos

2

a serem exibidos, consideramos g(s) = s, p > le f(E,(0),t) = {EU(O)PTP +t(p — 1)}q (veja

exemplos 3 e 4 em [16]).

Consideramos inicialmente um mecanismo de damping nao linear uniformemente distribuido
sobre o dominio © (a = cst) e p = 3. Resolvemos a equagao de onda numérica utilizando o
esquema do “pulo do sapo” (em inglés leap frog) para a discretizacdo temporal, juntamente com
aproximagoes de Fourier—-Galerkin para a discretizacao espacial. Para o método de diferencas
finitas, precisamos dos valores de u nos instantes t = 0 e t = —At; os valores de u em instantes
anteriores a estes serdo determinados por u(z,0) = ug(x) e u¢(x,0) = ui(x). Consideraremos
dois subcasos: u; = 0 para as figuras 4.3 e 4.4 e uy correspondendo a um pulso left-moving

Gaussian para as figuras 4.5 e 4.6.
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t=0 t=0.66667

Figura 4.3: Evolucao da solucao v para u; =0, a =cst e p = 3.

12p

0.2 I I I I I I I I I ]

Figura 4.4: Evolucao de r(t) para uy =0, a = cst e p = 3.
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t=0 t=0.66667

Figura 4.5: Evolugao da solugao u para u; # 0, a = cst e p = 3.

11p

01 I I I I I I I I I ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 4.6: Evolucao de r(t) para uy # 0, a = cst e p = 3.
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Para os exemplos a seguir, consideramos a mesma funao g, porém, consideramos a(x,y) =

e () € Q (veja Figuras 4.7 e 4.8).

t=0 t=0.66667

Figura 4.7: Evolucao da solucio u para u; # 0, a(z,y) = -

11p

0.1 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ]
0

Figura 4.8: Evolucao de r(t) para uy # 0, a(z,y) = ep=23.

1
2+y2+1

Neste ultimo exemplo, vemos que a condi¢ao periddica de fronteira altera o efeito dissipativo

do mescanismo de damping e, portanto, o decaimento da energia da solugao. Por esta razao,
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consideramos na secao um método de aproximacao espectral que leva em conta condigoes de

fronteira do tipo Dirichlet.

4.6.2 Metodo Espectral de Chebyshev

A maneira natural de tratarmos, do ponto de vista numérico, problemas de valores de fron-
teira homogéneos do tipo Dirichlet é utilizando o método espectral de Chebyshev (ou método
de colocagao de Chebyshev). Neste caso, a solugao aproximada é representada por seus valores
nos pontos “noés” do grid considerado, a dizer z; = COS(%), onde j € {0,1,...,N}. Con-
sideramos os mesmos casos da se¢ao anterior. Finalmente, propomos também simulacoes para
g(s) = sign(s)s?. Na Figura 4.12, observamos instabilidades numéricas provavelmente devidos
ao aliasing error (veja expressao (4.2.5)) causado pelo termo nao linear, isto leva a um pe-
queno crescimento da razao r(t). A fim de evitarmos este problema, o termo nao linear pode
ser de-aliased por um método cldssico de truncamento: tomamos um grid mais fino para a dis-
cretizacao espacial e espcificamos como zero of coeficientes discretos de Fourier para k > N/3

(veja figura 4.13). Como a incrementagdo no tempo esta relacionada com N pela relacao de

compatibilidade, torna-se perceptivel o tempo de computacao dos resultados.
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t=0 1=0.66667

1 -1

t=1.3333 t=2

-1 -1

Figura 4.9: Evolucao da solucao v para u; =0, a =cst e p = 3.

14r

121

Figura 4.10: Evolucao de r(t) para uy =0, a = cst e p = 3.
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t=0 t=0.66667

P -1

t=1.3333 t=2

et -1

Figura 4.11: Evolucao da solugao u para u; =0, a(x,y) = ep=23.

1
x24y2+1

14r

12F

Figura 4.12: Evolugao de r(t) com N = 32 e para u; =0, a(z,y) = ep=3.

1
r24+y2+1
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1l4r

12F

Figura 4.13: Evolucao de r(t) com N = 64 e para u; =0, a(x,y) = ep=3.

1
z2+y2+1



Capitulo

Conclusao

Concluimos a elaboracao deste texto fazendo um breve resumo dos resultados obtidos e

apresentados algumas das questoes a serem respondidas e que podem levar a novos tabalhos.

5.1 Resumo dos Resultados Obtidos

Obtivemos no Capitulo 3, mais precisamente no Teorema 3.8, que o problema de KdV-
Burgers, definido em IR e sujeito a um mecanismo de dissipacao linear localizado e com sinal
indefinido, é bem posto segundo Hadamard nos espacos H*(IR), s € [0, 3]. Estabelecemos ainda
um critério que fornece condicgoes suficientes para que as solugoes deste problema possuam
decaimento exponencial da energia nestes espagos. Na segunda parte do trabalho (veja Capitulo
4), provamos a convergéncia numérica das solugoes do problema discretizado de onda, sujeito

a dissipacao nao linear, bem como da energia associada a tais solugoes.

5.2 Trabalhos Futuros

Diversas sao as perguntas que podemos fazer acerca dos problemas aqui abordados. Listamos

aqui algumas das quais surgiram durante o estudo realizado e elaboragao deste texto.

121
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Capitulo 5. Conclusao

Tendo em vista que a equagao de KdV-Burgers, definida em IR e sem mecanismo de
dissipacao localizado, é bem posto em H*(IR), com s > —3/4, como mostram os trabalhos
de Molinet & Ribaud [41] e Bona & Smith [8], é natural questionar a extensdo dos

resultados aqui obtidos para demais valores de s;

O estudo do problema de KdV-Burgers aqui considerado agora posto sobre um dominio

limitado;

E também de bastante interesse o estudo da equacao de KdV sob o mesmo aspecto

considerado para KdV-Burgers no Capitulo 3;

Esta sob investigacao o estudo do problema do tipo KdV-Burgers, agora considerado no

dominio limitado [0, 1], sujeito a dissipagao linear localizada e com sinal indefinido;

Estudo numérico da equacao de onda mas com dissipacao nao linear e localizada, bem

como dos modelos de KdV e KdV-Burgers aqui relacionados;

Utilizacao do método de elementos finitos a fim de estudar o mesmo problema em dominios

mais gerais;

Aplicagao do método para nao linearidades mais gerais, por exemplo g(s) = |s|s, s € RR.
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