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RESUMO

Rodrigues, Wenden Charles de Souza, Sistemas de Bresse com dissipacao lo-
calizada e nao-linear. 2014. 98f. Tese(Doutorado). Programa de Pés-Graduagao em
Matemaética da Universidade Estadual de Maringd, Maringa-PR, 2014.

Nesta tese consideramos um sistema de vibragao do tipo Bresse em um
dominio limitado unidimensional. Na primeira parte do trabalho, o sistema tem uma
dissipacao total e nao-linear na equacao do angulo de deslocamento do cisalhamento, e
dissipacao localizada e nao-linear sobre as outras equagoes. Neste caso, mostramos a esta-
bilidade assintdtica sem impor condigoes sobre a igualdade de velocidade da propagagao
de ondas. Na segunda parte do trabalho, o sistema tem dissipagao localizada e nao-linear
atuando em todas as trés equacoes de onda. Neste caso, obtemos algumas taxas de de-
caimento para suas solucgoes sem restricoes em torno dos coeficientes, bem como sobre a
igualdade de velocidade da propagacao de ondas. Um novo resultado sobre uma observa-
bilidade interna para o sistema conservativo também foi obtido, a fim de alcancarmos o
comportamento assintotico acima.

Palavras-chaves: sistemas de Bresse, observabilidade, estabilizagao, semigrupos nao-
lineares.
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ABSTRACT

Rodrigues, Wenden Charles de Souza, Bresse systems with nonlinear localized
damping. 2014. 98f. Tese(Doutorado). Programa de Pés-Graduagao em Matemadtica da
Universidade Estadual de Maringd, Maringa-PR, 2014.

In this thesis we consider a vibrating system of Bresse type in a one-
dimensional bounded domain. In the first part of the work, the system has an nonlinear
full damping acting in the equation of the shear angle displacement, and a nonlinear
localized damping on the others equations. For this case, we proved the asymptotic stabi-
lity without imposing any conditions on the equal-speed wave propagation. In the second
part, the system has nonlinear localized damping mechanisms acting in all the three equa-
tions. In this case, we obtain some decay rates for its solutions with no restrictions on
the coefficients as well as the condition of equal-speed wave propagation. A new result
concerning an internal observability for the conservative system was also proved in order
to reach the asymptotic stability above.

Keywords: Bresse systems, observability, stabilization, nonlinear semigroups.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Inicialmente gostariamos de destacar que esse trabalho trata-se de uma tese
oriunda da primeira turma de doutorado do Programa de Poés-graduacao em Matematica
da Universidade Estadual de Maringa.

O presente trabalho tem como objeto de estudo o sistema proposto ori-
ginalmente por Bresse. O engenheiro civil Jacques Antoine Charles Bresse (1822-1883)
dedicou grande parte de seus estudos ao problema de vibracoes em estruturas elasticas.
Pelas suas enormes contribuigoes em mecanica aplicada é um dos 72 nomes na Torre Eiffel.
Os resultados obtidos nesta tese sao decorrentes do chamado sistema de Bresse para vigas
curvas:

P1pw — K(@s + 1+ lw), — Kollw, — ] =0
p2¢tt - bqvam + ’{«Om + ¢ + lw) =0
P1W — Ho[wx - Z(P]ac + 51(9090 + w + lw) =0

em (0,L) x R;, onde R, = (0,+00), que é um sistema de equagoes diferenciais parciais
hiperbdlicas e acopladas, e ainda é um sistema conservativo.

As constantes positivas pi, po, b, [, kg, kK estao relacionadas com a compo-
sicao do material. Por w, ¢, and @ vamos denotar, respectivamente, o deslocamento
tangencial /longitudinal, o deslocamento vertical /normal e o deslocamento da se¢ao trans-
versal /cisalhante.
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O sistema de Bresse para vigas curvas também é conhecido como o problema
do arco circular:

Figura 1.1: o problema do arco circular.

Destacamos que se [ — 0, o modelo acima reduz-se ao notério sistema de
Timoshenko para vigas planas. Em seu livro Historia de Resisténcia de Materiais, Stephen
Prokofievich Timoshenko(1878-1972), aborda a teoria do estiramento de vigas. No meio
académico Timoshenko é considerado o pai da engenharia mecanica atual.

Existem alguns poucos resultados sobre o comportamento assintotico dos
sistemas de Bresse, onde os autores consideram diferentes tipos de mecanismos de dissipa-
¢ao. Por exemplo, em Liu e Rao [31], considera-se o sistema de Bresse com dois diferentes
tipos de mecanismos de dissipagao, dados por duas equacoes do calor, nao-dissipativas
e acopladas ao sistema. Em [I7] os autores consideraram o sistema de Bresse com uma
dissipagao térmica efetiva em uma equagao. Contemporaneamente em [40], provou-se que
o mecanismo de dissipacao dado por a(z);, onde a € L>°(0, L) pode mudar de sinal, mas

satisfazendo
1

L
z/o a(z)dx >0,

ainda deixa o sistema exponencialmente estavel. Em relacao ao caso nao-dissipativo com

a

a indefinido podemos mencionar os trabalhos de Chen et al. [I3], Freitas [I9], Freitas e
Zuazua [20], Benaddi e Rao [], Menz [34], Rivera e Racke [30], Liu, Rao, e Zhang em
[BQ], entre outros.
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A hipétese de igualdade entre as velocidades de propagacoes de ondas:

(1.1) &:%, e K= Ko,

P2

tem sido usada em muitos trabalhos que estabelecem taxas de decaimento exponencial,
veja por exemplo [40, Bl I8 [6]. Entretanto, no caso de velocidades de propagacao dife-
rentes, ou seja, quando falha, os mesmos trabalhos acima mencionados apresentam
apenas taxas de decaimento polinomial. Esta hipodtese, por outro lado, é uma hipdtese
matematica que nao é realistica do ponto de vista fisico. De fato, isto nunca acontece

1
desde que sendo v o raio de Poison, temos v € (O, 5) Vale mencionar que em todos os

trabalhos citados foram considerados mecanismos de dissipagao lineares.

Os resultados obtidos nesta tese foram publicados em (1] e [12]. Em ambos
os trabalhos tratamos com modelos dissipativos, ou seja, modelos que liberam energia.
Precipuamente destacamos que nossas dissipagoes sao nao-lineares. Em [4I]], tratamos do
sistema de Bresse com dissipacao total na equacao de rotacao das secoes transversais e
dissipacao localizada nas outras equagoes:

prou — Kz + 0 + lw), — Kollw, — L] + a(x)g1(pr) = 0
p2thi — Wby + K(r + ¢ + lw) + g2(¢P) =0
P1We — Ko[wx - lgp]x + Rl(gor + 1/} + lw) + 7(1’1)93(1015) - O

e em [I2] tratamos de dissipagoes localizadas em todas as equagoes:

prou — K(pz + 9+ lw)y — kKol[wy — o] + an(z)g1(pr) = 0
p277btt - bwmx + /{(Qox + ¢ + lw) + Oég(l?)Qg(i/)t) =0
1wy — Kolwy — 1ol + Kl(Yy + ¢ + lw) + as(x)gs(wy) =0

em (0,L) x Ry, onde R, = (0,+00), com condi¢oes de fronteira do tipo Dirichlet,
2(0.1) = (Lot) = ¥(0,8) = (L) = w(0,8) = w(L,t) =0, tER,,

ou seja, condigoes de contorno para o modelo de vigas curvas do tipo fixa-fixa. E condi¢oes
iniciais

QO(WO) = Yo, QOt(',O) = ©1, 1/}(70) = ¢07 ¢t('70) = ¢17 w('70) = Wo, wt('vo) = Ws.
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Assumiremos que as fungoes de localizacao «, v, o € L*(0, L), e as fungoes
g1, g2, € g3 sao continuas e mondtonas.

Nosso objetivo é obter taxas de decaimento para os sistemas propostos, sem
nenhuma restricao ou relagao entre os seus coeficientes. Além disso, particularmente em
[[2] uma importante desigualdade de observabilidade interna para o sistema conservativo
também é provada a fim de atingirmos nosso objetivo. Cumpre destacar que este é o pri-
meiro trabalho que estabelece esta observabilidade interna, e a técnica de multiplicadores
foi utilizada para este fim.

O escopo do problema estd direcionado as propriedades assintéticas das
solugoes dos respectivos sistemas dissipativos, ou seja, verificar se a dissipacao induzida
por algum dos mecanismos é forte o bastante para estabilizar o sistema e qual o tipo
de taxa de decaimento que podemos obter. Neste intuito, o comportamento assintotico
das solugoes é estudado a fim de se obter um controle do tipo exponencial ou polinomial.
A estabilizagdo que nos inspirou tem lastro no trabalho de Lasiecka e Tataru [25], com
o aporte da teoria de existéncia para semigrupos nao-lineares tratada nos trabalhos de
Barbu [I] e Brézis [3]. Concernente ao nosso resultado de estabilidade, mencionamos
os trabalhos de Cavalcanti et al. [I0, Ol [6] onde os autores fazem uso de um metédo a
principio introduzido por Lasiecka e Tataru em [25], e bastante utilizado posteriormente.
Destes trabalhos, destacamos o trabalho [6] em que os célculos foram bem adaptados para
provar a taxa de decaimento desejada para nosso problema. Este método fornece taxas
de decaimento que dependem da solucao de uma EDO.

Vénia concessa, visando uma melhor exposicao didatica a Tese foi dividida
da seguinte maneira:

#» No capitulo 2 apresentamos laconicamente defini¢oes, notagoes e resulta-
dos que serao utilizados no desenrolar do texto;

# No capitulo 3, abordamos o comportamento assintético dos sistemas de
Bresse tratados em [1].

#» Para finalizar, no capitulo 4, estabelecemos uma importante desigualdade
de observabilidade para o sistema conservativo e ainda apresentamos algumas taxas de
decaimento para o sistema de Bresse tratado em [12].



CAPITULO 2

PRELIMINARES

2.1 Espacos Funcionais
2.1.1 Distribuigoes

Sejam = = (x1,22,...,x,) € R" e o multindice o = (a1, as...,a,) € N
Denotaremos o operador derivagao em R"™ por

olel

= (51 a2 Y
0x "' 05 ...0xon

Da

onde |a] = a3 + as... + ay,.

Seja {2 um aberto do R" e ¢ : 2 — R. Definimos o suporte da funcao ¢ em
Q, denotado por supp(p), como o fecho em €2 do conjunto dos pontos = pertencentes a )
em que ¢ nao se anula, ou seja,

supp(p) = {z € B p(@) 20} -

Particularmente quando supp(p) é compacto, dizemos que a fun¢ao ¢ tem suporte com-
pacto em ().

Denotaremos por C3°(€2) o conjunto das fungoes ¢ : 2 — R que sao infini-

-5 -
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tamente diferencidaveis em €2, e que possuem suporte compacto.

O espago das funcoes testes de €2, que denotamos por D(2), é o espago
C§°(€2) munido da seguinte nogao de convergéncia:

Dada uma sucessio {¢,} de fungioes de C°(Q) e p € C§°(Q) dizemos que

(2.1) ©, — ¢ em D(Q)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto IC de € tal que

i) supp(p,) C K, Yv e supp(p) C K;

ii) D%p, — D“p uniformemente sobre K, Va € N".

Uma distribui¢ao sobre §2 é uma forma linear sobre D(£2) que é continua no
sentido da convergéncia dada em ([2.1]).

Chamaremos por D’'(Q2) o espago vetorial das distribui¢oes sobre Q. Diremos
que a sucessao {T,} de elementos de D'(§2) converge para T € D'(£2), e escreveremos

T, — T em D'(S),

quando
(T, ) = (T, ), Vo € D(Q).

Dados uma distribuicao 71" sobre 2 e o € N", a derivada distribucional de
ordem « da distribuicao 7', denotada por DT, serd dada por

(DT, p) = (=1)*I(T, D*¢) , Vo € D(Q).
Com essa definigao, uma distribuigao 7' € D’(€2) possui derivada distribuci-
onal de todas as ordens e D*T" € D'(£2). Além disso, a aplicacao

D*:D(Q) — D(Q)
T — D°T

é linear e continua.
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2.1.2 Espacgos L*()

Sejam 2 um subconjunto do R™ e p um ntimero real tal que 1 < p < oo.
Denotaremos por LP(£2) o espago vetorial das (classes de) fungdes mensurédveis u : Q2 — R
tais que |ul? é Lebesgue integravel sobre €2, ou seja,

LP(Q)) = {u : 2 — R mensuravel ;/ |u(x)|Pde < oo}.
Q

O espaco LP(§2) munido da norma
lullie = ( [ futop ac)”

Se define por L>(Q2) o conjunto das (classes de) fungdes u : 2 — R tais que

¢ um espaco de Banach.

u é mensuravel e essencialmente limitada(ou limitada quase sempre(q.s)) em €2, isto é,
L>*(Q) = {u : 2 — R mensuravel ;3 C > 0, ju(x)| < C q.s. em Q}

Neste caso, dizemos que o numero C' é um majorante essencial de u. Uma norma em

L>(2) é dada por

||| oo () = sup ess|u(z)| = inf{C Ju(z)| < C g.s. em Q},

z€e)
a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, o espaco L*(2) com o produto interno

(u,v) = /Qu(x)v(a:) dx,

e a norma |u|? = (u,u), é um espaco de Hilbert.

1 1
Seja 1 < p < oo. Diz-se que p’ é o indice conjugado de p se —+ — = 1.
p p

Proposicao 2.1 (Desigualdade de Young) Se a e b sao nimeros reais nao negativos,
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entao

1 1
sempre que 1 <p<ooe—+— =1.
p P

Demonstragao: Ver [2.

Proposicao 2.2 (Desigualdade de Hélder) Sejam u € LP(Q) e v € L (Q), com
1 <p<oo. Entiouve L' (Q) e

/Q juv] < |ful e llel 1 .

Demonstracao: Ver [2J].
3

Quando p = 2 a desigualdade de Hoélder é conhecida como Desigualdade
de Cauchy-Schwarz, que representamos como

|(u, 0)| < [lull2@[0]]2()-

Proposicao 2.3 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u,v € LP(Q2) e 1 < p < o0,
entao
lu+v||zo ) < [lullre@) + [10]| 2o (@)

Demonstracao: Ver [33].

Proposicao 2.4 (Desiqualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do R™, entao para
toda fungdo concava F e toda fungdo integrdvel g € L'(B) temos

F(mel(B)/Bg(x) dx)z m/BF(g(x)) da.

-8 -
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Demonstracao: Ver [35].

Teorema 2.5 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Se uma sequéncia {fi} de
fungoes integrdveis a Lebesque num conjunto €0 converge quase sempre em §) para um
fungdo f, e se |fi] < ¥ quase sempre em Q, Vk € N, para um certa fungdio ¢ € LY(Q),

/fdx:lim/fkd:z;.
Q k—oo Jq

entdo a integral [ f existe e
Q

Demonstragao: Ver [33].
Q

Denota-se por L} (), com 1 < p < 00, o espago das (classes de) fungoes
u: 2 — R tais que |ul? é Lebesgue integravel sobre cada subconjunto compacto K de 2,
ou seja,

Lp

loc

Q) = {u : Q@ — R mensurével ;u € LP(K) para cada K CC Q}

Proposigao 2.6 (Du Bois Raymond) Sejam u € L}, (Q) tal que

[ u@ota) dz = 0.0 € (@),

entao u = 0 quase sempre em §2.

Demonstracao: Ver [1].
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2.1.3 Espacgos de Sobolev

Sejam 2 um aberto do R, com 1 < p < oo em > 1. O espago de Sobolev
W™P(Q) é o espago vetorial de todas as fungoes u pertencentes a LP(Q2) tais que D%u
pertence a LP(§2), para todo |a| < m. Simbolicamente,

WmP(Q) = {u € LP(Q); D e LP(QQ), V|a| < m}.

Uma norma em W™P(Q) é dada por

D

|[ullwm.r@) = Z / |D%u(x)|P dz | , se 1l <p< oo,
0

|a|<m

|[ullwm.oo () = Z supess |D%(x)| dx, se p = o0,
jal<m “€

a qual o torna um espaco de Banach para o concernente p.

No caso p = 2 escreve-se W™?(Q) = H™(), e munindo-o com o produto
interno

(U, V) pm(q) = Z /QD“u(:c)Dav(x) dx,

laj<m

temos um espaco de Hilbert.
Define-se o espago W;""(€2) como sendo fecho de C5°(£2) em W™P(Q), ou
seja,
—————WmP(Q)

Wg () = C52(2)

Quando €2 é limitado em alguma direcao z; de R" e 1 < p < o0, entao a
norma em W, (Q) dada por

My / D) de
|a|=m

¢ equivalente a norma induzida por W™?(Q2).

Representa-se por W=7 (Q) o dual topolégico do espago W "*(Q), onde

- 10 -
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1 <p<ooep éo indice conjugado de p. Por H () denota-se o dual topolégico do
espago HJ'(£2).

2.2 Espacos de Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,T; X) o espaco local-
mente convexo completo das fungoes vetoriais ¢ : (0,7") — X infinitamente diferencidveis
com suporte compacto em (0,T). Dizemos que uma sucessao

v, — pem D(0,T; X)

se:

i) Existe um compacto K de (0,T) tal que supp(¢,) e supp(p) estdo contidos em K,
para todo v;

d* d"
ii) Para cada k € N, ﬁgo,,(t) — o em X, uniformemente em ¢ € (0, 7).

O espago das aplicagoes lineares continuas de D(0,7) = D(0,7;R) em X
serd denotado por D'(0,T; X), ou seja, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X ¢é linear e se
0, — 6 em D(0,T) implicar que (S, 6,) — (S,0) em X. Diremos que

S, — S em D'(0,T; X)

se
(S,,0) — (S,0) em V0 € D(0,T).

O espago D(0,T; X) equipado com a convergéncia acima é denominado espaco das dis-
truibuicoes vetoriaig] de (0,T) com valores em X.

Denota-se por L?(0,7T; X) o espago das (classes de) fungoes vetoriais u :
(0,7) — X mensurdveis em (0,7), com (0,7") dotado da medida de Lebesgue, tais que

T
/ llu(t)|Bodt < oo.
0

!Para mais detalhes sobre distribigoes vetoriais veja [2]

- 11 -
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O espaco L*(0,T, X) munido do produto interno

(u, v) L2(0,1,.) :/0 (u(t), v(t))xdt

é um espaco de Hilbert.

2.3 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Separa-
veis
Nesta secao temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca*, as-

sim como resultados de convergéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a
separabilidade dos espagos envolvidos.

2.3.1 Topologia Fraca

Considerando E um espaco de Banach, a topologia fraca o(E, E') sobre E
é a topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E'.

Seja {z,} uma sucessdo convergente para x na topologia fraca o(FE,E").
Quando nao houver possibilidade de confusao diremos apenas que {x,} converge fraco
para x, e denotaremos por
T, = xem F.

Proposicao 2.7 Seja {x, }nen uma sucessio em E, entdo

i) x, = x em E se, e somente se, (f,x,) = (f,x), Vf € F';
ii) Se x, - x em E, entio x,, = x em E;
iii) Se x, — x em E, entdo ||z||g € limitada e ||z||p < liminf ||z,||g;

iv) Sex, =z emE e f, — f em E', entio (fn,x,) = (f, ).

Demonstracao: Ver [§].
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Considere F': M C E — [—00,00] e E um espago de Banach. O funcional
F ¢é dito ser fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente num ponto u € M
se, e somente se,

F(u) < liminf F(u,)

n—oo

para cada sequéncia {u,} em M tal que u, — u.
2.3.2 Topologia Fraca*

Sejam E um espaco de Banach e x € F fixo. Considere a aplicagao

J. B — R
£ e fy={f2)

que ¢ linear e continua, portanto
J, € E" Vx e L.

Deste modo, definimos a aplicagao J : E — E” tal que J(z) = J,, a qual é chamada de
injecdo canonica de E em E”.

A topologia fraca*, ou o(E', E), é a topologia menos fina sobre E’ que faz
continuas todas as apligoes J,.

Seja {f,} uma sucessao convergente para f na topologia fraca*, ou seja,
na topologia o(E, E'). Com vistas a simplificacao das notagoes escreveremos apenas que
{fn} converge fraco® para f, ou simbolicamente,

fo = [ em E'
quando nao houver possibilidade confusao.

Proposicao 2.8 Seja {f,}nen uma sucessio em E', entao

i) fo—= f em E' se, e somente se, {fn,x) — (f,x) Yo € E;
ii) Se f, — [ forte, entao f, — f em o(E', E");
iii) Se f, — f em o(E',E"), entio f, = f em E';

w) Se f, = f em E', entdo ||fu||p estd limitada e ||f||g < liminf||f,||z;

- 13 -
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v) Se f, > fem E' ex, — x em E, entio (fn,x,) — (f,z).

Demonstracao: Ver [§].

2.3.3 Espacgos Reflexivos e Espagos Separaveis

Dizemos que um espaco de Banach é reflerivo quando a injecao candnica
J : E — E" é sobrejetora.

Um funcional F': M C E — [—00,00] é coercivo se F(u) — oo sempre que
||u||g — oo, para u € M.

Teorema 2.9 Seja E um espaco de Banach reflexivo, M C E um convexo fechado nao
vazio e F': M — (—o0,00] uma fungao convexa, semicontinua inferiormente, coerciva e
F # oo. Entdo F alcanga seu minimo sobre M, isto €, existe ug € M tal que F(ug) =

Demonstragao: Ver [2.
J

Para a unicidade do minimo no teorema anterior precisamos que F' seja
estritamente convexo, como exarado pelo:

Teorema 2.10 O funcional F': M C E — R tem quando muito um minimo sobre M no

caso que

i) M é um subconjunto convexo de um espago linear E;

ii) F ¢é estritamente convexo, isto €,
F((1=thu+tv) < (1 —t)F(u)+tF(v)

para todo u,v € M, u # v, e para todo t € (0,1).
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Demonstracao: Ver [42].

Teorema 2.11 Seja um funcional F : M C E — [—00, 00| sobre um convezo, fechado e
M um subconjunto nao vazio de um espaco de Banach reflexivo real. Se F € fracamente
sequencialmente semicontinuo inferiormente e coercivo, entao F' possui um minimo em
M.

Demonstracao: Ver [42].
a

Um espaco métrico E é dito separdvel quando existe um subconjunto M C
E enumeravel e denso em FE.

Teorema 2.12 Seja E um espaco de Banach tal que E' é separdvel. Entao E é separdvel.

Demonstragao: Ver [2.

Teorema 2.13 Seja E um espago de Banach separdvel e seja {f,} uma sequéncia
limitada em E'. Entao existe uma subsequéncia {f,,} que converge na topologia fraca*

(0(E', E)).

Demonstracao: Ver [2.

Teorema 2.14 Seja E um espago de Banach reflexivo e seja {x,} um sequéncia limitada
em E. Entdao existe uma subsequéncia {x,, } que converge na topologia fraca (o(E,E")).

Demonstracao: Ver [2.
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2.4 O Espago W(0,T;X,Y)

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, X C Y com imersao
continua e densa. Definimos um novo espaco de Hilbert

W(0,T;X,Y) = {ue L*0,T; X);u, € L*(0,T;Y)},

com a norma
Hu||12/V(0,T;X,Y) = HUH%Q(O,T;X) + HutH%?(O,T;Y)'

Para mais detalhes sugerimos uma leitura de Dautray e Lions [I5].

Considere o espago C([0, T]; E') como sendo o conjunto das fungoes continuas
de [0,7] em E, munido da norma

ulleqorymy = sup [[u(t)][s.
te[0,T

Com as notagoes supracitadas, temos o

Teorema 2.15 Se u € W(0,7;X,Y) entao u € C([0,T];[X,Y]
a interpolagd(ﬂ entre os espacos X eY.

), onde [X,Y]y denota

1
2

Demonstragao: Ver [29].

2.5 Alguns Resultados

2.5.1 Teorema de Carathéodory

O teorema de Carathédory é uma ferramenta indispenséavel, por isso o enun-
ciamos aqui e uma demonstracao pode ser encontrada em Coddington e Levinson [I4].

Considere Q = (0,7) x © um aberto do R"™, (¢,z) € Q tal que t € (0,7)

2Para mais detalhes sobre espagos interpolados veja Lions e Magenes [29].

- 16 -
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ex €, afuncao f: () — R" e o problema de valor inicial

(2.2) Qfl(t) :_f(t>$(t))

Diz-se que a funcao f satisfaz as condigoes de Carathéodory se

i) f(z,t) é mensurdvel em t para cada x fixado;
ii) f(x,t) é continua em x para todo t fixo; e

iii) para todo compacto K C @ existe uma fungao real integravel my(t), de modo que
Hf(ta x)HR” < mlC(t)7 para todo par (t>$) e K.

Teorema 2.16 (de Carathéodory) Seja [ : Q — R" satisfazendo as condigies de
Carathéodory. Entdao o problema (2.2) tem uma solucao x(t) em algum intervalo |t —to| <

B, com > 0.

Corolario 2.17 Sejam @ = [0,T[xB com T > 0, B = {z € R"; |z| < b}, onde b > 0
e f:Q — R™ nas condigoes de Carathédory. Suponhamos que x(t) € uma solug¢do de
tal que |zo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida, se tenha
lz(t)] < M, para todo t € I, M independente de I e M < b. Entao x(t) possui um
prolongamento a todo [0,T).

2.5.2 Teorema de Holmgren

Consideremos o plano
A= {(x,t) € R" x R; Zaixi + bt = c}
i=1

onde a;, b, e ¢ sdo constantes arbitrarias. O polinémio caracteristico P(ay, ..., a,,b) asso-
ciado ao operador diferencial P(x, D) = D? — A é definido por

n

P(ay, ... anb) =b" =Y |,

i=1

e portanto, A é caracteristico de P(x, D) se, e somente se, » ., |a;|* = b

_ 17 -
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Teorema 2.18 (de Holmgren) Sejam Oy e Oy dois abertos convexos do R™ tais que
O1 C O, e seja P(D) um operador diferencial com coeficientes constantes, tal que todo
plano A caracteristico de P(D) que verifica A N Oy # O satisfaz também A N Oy # 0.
Entao, qualquer solugao u € D'(Os) da equag¢ao P(D)u = 0 tal que u =0 em Oy, verifica
u=0 em O,.

Demonstragao: Ver [28]

2.5.3 Resultados usuais

Devido a dimensao do trabalho, enunciamos nesta secao mais alguns resul-
tados reiteradamente utilizados no texto.

Teorema 2.19 (do Valor Médio) Seja f : U C R™ — R diferencidvel em todos os
pontos do segmento de reta (a,a + v) e seja continua sua restricio ao segmento fechado
la,a+v] C U CR" Euxiste 0 € (0,1) tal que

fla+v)— fla) =df(a+ Ov) v—i 0

=1

fla+60v).a,
onde v = (o, ..., ).

Demonstragao: Ver [20].

Proposicao 2.20 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que 1 <p < oo eQ) CR" é
um aberto limitado. Entdo existe uma constante C(dependendo de Q) e p) tal que

||u||Lp(Q) < C||Vu||Lp(Q), Yu € Wol’p(Q).

Demonstragao: Ver [2]
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Proposigao 2.21 (Lema de Gronwall) Sejam z € L>=(0,T) e ¢ € L*(0,T) tais que
z(x) >0, p(t) > 0 e seja ¢ > 0 uma constante. Se

o(t) < c+/0 z(s)e(s)ds, Vt € [0,T],

entao
o(t) < c.elo 2@yt e [0, 7).

Demonstragao: Ver [32].

Teorema 2.22 (da Representacdo de Riesz-Fréchet) Seja H um espaco de Hilbert.
Dada ¢ € H', existe f € H unico tal que

(p,uy = (f,u), YVu € H.

Além disso,
L1 = llel]a-

Demonstragao: Ver [2.
J

Seja H um espago de Hilbert. Uma forma bilinear a(u,v): H x H - R é

i) continua se existe uma constante C' tal que

la(u,v)| < Clullv|, Yu,v € H e

ii) coerciva se existe uma constante K > 0 tal que

a(v,v) > K|v|?, Vv € H.

Teorema 2.23 (de Laxz-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coer-
civa. Entao para toda ¢ € H' existe unico uw € H tal que

a(u,v) = (p,v), Yv € H.
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Além disso, se a € simétrica entao u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u,v} — (¢, v) = min {%a(v,v) - (cp,v)} .

veH

Demonstragao: Ver [2]
a

Se chama base um espaco de Hilbert H, ou simplesmente base hilbertiana,
a toda sucessao {e,} de elementos de H tais que

i) |len]|r =1 Vn € N, e ainda (e, e,)g =0, Ym,n com m # n.

ii) O espago vetorial gerado pelos {e,} ¢ denso em H.
Com essa definicao temos o seguinte resultado:
Teorema 2.24 Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base hilbertiana.

Demonstracao: Ver [2.

Teorema 2.25 (da Regularidade Elitica) Seja Q C R™ um aberto de classe C* com
fronteira T limitada. Seja f € L*(Q) e u € H} () satisfazendo

/Vquo—l—/ugo:/fgp, Vi € Hy(Q).
Q Q Q

Entao u € H*(Q) e ||ul|nz@) < c||fll12@), onde ¢ € uma constante que s6 depende de Q.
Além disso, se Q € de classe C™% e f € H™(Q) entdo

w € H™ (@) com |[ullmnsaqey < ||l

Em particular, se m > g temos u € C%(Q). Se Q € de classe C* e f € C>(), temos

ue C®(Q).
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Demonstracao: Ver [Z]

Teorema 2.26 (da compacidade de Aubin-Lions) Sejam By, B e By espagos de

cont

Banach tais que By g By, onde By e By sao reflexivos. Definamos
W = {U € LPO(O,T; BO); Uy € LPl(O,T; Bl)} s
onde 1 < py,p1 < oo. Consideremos W munido da norma

[ullw = [lul|ro0.7;80) + [|tt]| o1 (0.7;81),

a qual o torna um espago de Banach. Entao a imersao de W em LP°(0,T; B) é compacta.

Demonstracao: Ver [27]

2.6 Semigrupos Nao Lineares
Seja X um espaco de Banach e X’ o seu espaco dual. Denote também por
F: X — X" a aplicacao dualidade de X.

Um operador A : X — X é dito dissipativo se

V(1,y1), (x2,12) € A, 3f € Foy — 22); (31 — 12, f) < 0.

Seja C C X. Diz-se que uma funcao S de [0,00) na familia das aplicagoes
de C em C é um semigrupo sobre C se:
i) S(0) = I, onde I é o operador identidade em X;
i) S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s > 0 (propriedade de semigrupo).
Diz-se que o semigrupo S é continuo se
iii) lim S(t)z =z, Va € C.

t—04

E diz-se que S continuo é do tipo w , com w € R, se

- 21 -



Wenden Charles - 22 - 2 Preliminares

iv) [|S(t)z = Syl < e[z =yl

Quando w < 0, diz-se que S é um semigrupo de contracoes.

Teorema 2.27 (da formula exponencial) Seja X um espaco de Banach e o operador
A X — X dissipativo tal que

D(A) C R(I — \A),

para todo A > 0 suficientemente pequeno. Entao existe o limite

t —n
lim <I — —A) x,
n— oo n

para x € D(A) uniformemente em t sobre todo intervalo compacto de [0,00[. Definindo,

n—o0

(2.3) S(t)z = lim (1 - %A) o

temos que, S(t) definido pela formula (2.3)), é um semigrupo de contrag¢oes sobre D(A).

Demonstragao: Ver Teorema 1.3, no capitulo 3 de [I].
a

O semigrupo associado ao operador A citado no teorema anterior serd dito
semigrupo gerado por —A, e —A é o gerador exponencial de S.

2.6.1 Operadores Moné6tonos

Estudaremos nessa se¢ao os operadores mondétonos que sao uma generaliza-
¢ao das fungoes monétonas, conforme apresentado em [21].

Seja f : R — R uma funcao mondtona nao decrescente, ou seja, se

z,y e D(f)ex <y= f(z) < fly),

ou equivalentemente,

(x —y)(f(x) = f(y)) = 0;V,y € D(f).

- 922



Wenden Charles - 23 - 2 Preliminares

Seja H um espaco de Hilbert. Um operador linear T' de H é dito positivo
se
(QJ,T:L’)H >0; Ve e H,

e um operador A de H é dito monoténo se

(1 — 22,01 — y2)m > 05 Y(z1,11), (22,y2) € A.

Assim a definicao de operador mondtono em um espaco de Hilbert é uma
generalizagao natural da definicao de funcao monodtona crescente. Em geral temos:

Definicao 2.28 Seja X um espaco vetorial topoldgico real, X' o seu dual ¢ A : X — X’
um operador. Dizemos que A é monotono se

<x -y, — y’> >0, V(z,2'), (y,y) € A.

Observamos que se A é um operador univoco e linear de um espago de Hilbert entao A é
monotono se, e somente se, A é positivo.

Para generalizar ainda mais a nocao de fungao mondétona nao decrescente,
observemos que se H é um espaco de Hilbert, entao seu dual H' pode ser a ele identificado
e, assim, os operadores monoétonos de H podem ser considerados como operadores A :
H — H’. Sendo assim, o produto interno pode ser encarado como dualidade (-, ) g g
Neste caso a monotonia é caracterizada pela norma, como vemos a seguir.

Proposicao 2.29 A ¢ um operador mondtono de H se, e somente se,

|21 — 22 + A(y1 — v2) || = [lor — 22|,

para todo (x1,11), (xe,y2) € A e para todo X > 0.

Demonstragao: Ver Proposi¢ao 2.1 em [3].
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2.6.2 Operadores Maximais Mond6tonos

Dizemos que um operador mondtono A é maximal mondtono se nao admitir
extensao monotona propria, em outras palavras, se ele nao esta propriamente contido em

algum outro subconjunto mondétono.

Teorema 2.30 Seja A um operador mondtono de H. Sao equivalentes as sequintes afir-

macoes:

(i) A é maximal mondtono;
(i1) A € mondtono e R(I + A) = H;

(iii) Para todo A >0, (I + NA)™' : H — H € uma contragao.

Demonstragao: Ver Proposi¢ao 2.2 em [3].
J

Quando A é linear, conhecemos o teorema a seguir como Teorema de Hille-
Yosida( veja [38]).

Teorema 2.31 Seja A um operador mazimal mondtono de H. Para todo ug € D(A),

existe uma unica fungdo u(t) : [0,00[— H, tal que
(i) u(t) € D(A), Vt > 0;
(i) u(t) € lipschitziana em [0, 00|, isto é, 7 € L*>(0,00, H);

(7i) u(t) satisfaz o sequinte problema de Cauchy abstrato

du

—+ A
dt+ u>30
u(0) = ug

Demonstracao: Ver Teorema 3.1 em [3].
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Para todo ¢ > 0 definamos

e denotemos novamente por S(t) a extensao de S(t) sobre D(A). Pelo teorema anterior,
verifica-se que S(t) é um semigrupo de contragoes nao-lineares sobre D(A). Portanto,

S(t) é o semigrupo gerado por —A.

Considerando o Teorema ([2.31]), estamos aptos a definir solucao forte. Seja
X um espago de Banach e A : X — X. Diremos que uma funcao u(t) : [0, 00[— X é uma

solucao forte do problema
du

dt
u(0) =z € D(A)

+Au>0

se satisfizer:
(i) u(t) € D(A) para t € (0,00);
(ii) w(t) é lipschitziana em [0, 00);

d
(iii) —d—? € Au quase sempre, para t € (0, 00).

Necessitaremos ainda do seguinte conceito. Um operador B : X — X' serd
dito hemicontinuo se for univoco, e além disso

Vr,y € X, B(x +ty) — Bx
em X' quando t — 0.

Corolario 2.32 Seja X reflexivo, e seja B um operador mondtono, hemicotinuo e limi-
tado de X em X*. Seja A um operador maximal mondtono em X x X*. Entdao A+ B €
mazimal monaotono.

Demonstragao: Ver Coroldrio 1.1, no capitulo 2 de [IJ.
a

Em particular, segue que qualquer operador monétono, hemicotinuo, e ainda,
limitado de X em X* é maximal mondtono em X x X*.
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CAPITULO 3

DISSIPACAO COM LOCALIZAGAO MISTA

Este capitulo foi publicado em [41].

3.1 Introducao

Vamos considerar o sistema de Bresse disssipativo:

prpu — Kz + U + lw), — Kolw, — lo] + a(x)gi(p) =0
p2¢tt - b,‘vbcc:c + K’(QD:C + 'l/) + lw) + 92(77Z)t) =0
P1Wi — KO[wz - l(p]r + Iil(gDz + 1/} + lw) + V(m)gii(wt) - 0

(3.1)

em (0,L) x Ry, onde R, = (0,+00). As constantes pi, p2, b, 1, ko, k sdo positivas e, estao
relacionadas a composi¢ao do material. Por w, ¢, e 1 denotamos o deslocamento longitu-
dinal, vertical e de cisalhamento e, (¢,%,w) é a solu¢ao procurada do sistema ([3.1)).

Seguindo as leis sobre deformacao de estruturas eldsticas, consideramos o
sistema de Bresse com dissipagao dada pelas equacoes de movimento:

prpw = Qi +IN+ I,
p?djtt - Mx_Q+F27
prwy = Ny —1Q + F3,
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onde usamos N, () e M para denotar a forga axial, a forca de cisalhamento, e o momento
de curvatura, respectivamente. Estas forcas sao as relacoes de tensao-estiramento para o
comportamento elastico e sao dadas por:

N = ko(w, — L), Q = k(s + lw+ ), and M = b,

Finalmente, os termos F; denotam forcas externas, sobre as quais imporemos condi¢oes
na secao . Como veremos as fungdes de localizacao «,y € L*(0, L), e as fungoes g;, g2,
e g3 sao continuas e mondtonas.

Para o sistema ({3.1]) consideramos as seguintes condigoes iniciais:

(3.2)
90('70) = o, th(-,O) = ©1, ¢(70) = 77007 Q/Jt(wO) = ¢1’ w('v()) = Wo, wt('70) = W,

e as condigoes de Dirichlet na fronteira:

(3.3) ©(0,t) = p(L,t) =(0,t) = (L, t) = w(0,t) = w(L,t) =0, em R, .

Observamos que condigoes de Dirichlet na fronteira (em todas as equagoes)
trazem complicacoes devido aos termos de fronteira, mas usando os resultados de obser-
vabilidade poderemos estimar estes termos.

Nosso intuito é provar a estabilidade assintdtica sem a condi¢ao técnica de
igualdade entre as velocidades de propagacgoes de ondas, isto é,

Pr _ KR
(3.4) — =—, e K=Ky,

p2 b
bem como no caso contrario. Existem muitos trabalhos com esta condicao, e citamos
por exemplo [B]. Mas aqui, queremos trabalhar com sistemas concretos principalmente do

ponto de vista fisico, e portanto, como em nosso sistema temos dissipagao na trés equagoes
nao iremos usar a condicao ({3.4)).

Um outro diferencial é relativo ao método. Ele é baseado na seguinte taxa
de decaimento para a energia E(t): Para algum Ty > 0,

(3.5) Et)<S (Ti — 1) E(0) N0, para todo t > Tg, t — oo,
0
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onde a funcao escalar S(t) (contracao nao-linear) é a solugao da seguinte EDO:

©5(0) + q(5(1)) = 0

S(0) = E(0)
onde a funcao ¢ é definida em Lasiecka e Tataru [25].

Conforme argumentado em [24], ressaltamos que a taxa é uma gene-
ralizagao natural de um critério de estabilizacao linear creditado a Datko e Pazy [3§].
Além disso, fornece taxa de decaimento exponencial para a dissipacao que é limitada in-
feriormente por uma funcao linear, e taxa de decaimento algébrica para dissipagao com
comportamento polinomial na origem.

3.2 Boa colocacao e Regularidade

Nesta secao, discutiremos a existéncia, unicidade e regularidade da solugao
do sistema ((3.1). Abordaremos tais pontos fazendo uso da teoria de semigrupos nao-
lineares amplamente tratada em Barbu [I] e Brézis [3.

Indicaremos por T a transposta. Reescrevemos o problema de valor inicial
(3.1) - (3.3), como um sistema de primeira ordem para V (t) = (¢, ¢, 1, ¥y, w, w;)7, entao

V satisfaz formalmente

Vi+ AV =0
(3.6)
V(0)=V=0
com A= —(A+ B), onde os operadores ( ainda formalmente) sdo:
0 1 0 0 0 0
£g2—mlp oo £, o (mly o
p1° p1 p1 % p1 z
Y 0 0 0 1 0 0
a —£9, 0 LP-E] 0 sl 0|’
P2 p2 p2 p2
0 0 0 0 0 1
lmlly 0 s 0 m2_sE g
p1 z p1 p1 p1
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0 1 0 0 0 0
0 —g () 0 0 0 0
5|0 0 0 0 0 0

- 1

0 0 0 —Lg() 0 0
0 0 0 0 0 1
()

0 0 0 0 0 —Lg)

Consideremos o espaco de Hilbert
H := H)(0,L) x L*(0,L) x H (0, L) x L*(0,L) x H}(0, L) x L*(0, L)
e a norma dada por

U3, = (e, @0, 9,w,W)T|3

L
_ /p1\®|2+p2| B2 4 o[ WP + b2 + kolws — lo® + Klgs + 0 + Lwl? da
0

Como temos
D(A) = (Hy(0,L) N H?*(0, L) x Hy(0, L))?,

e D(B) = H, por conseguinte o dominio D(A) = D(A).

Vamos tecer as seguintes hipoteses:

3.2.1 A funcao g;, para cada i = 1,2,3, € continua e mondtona crescente, e

ainda satisfaz as sequintes condigoes:
>(i)  gi(s)s >0 para s # 0,
>(i1) kis < g;(s) < K;s para |s| > 1,

onde k; e K; sao constantes positivas, com k; < K.
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3.2.2 Assumiremos que o,y € L*>(0, L) sao fungdes nao-negativas tais que

(3.7) a(x) > ag>0,and y(z) > % >0 ¢ s. eml.:=(L—¢ L),

onde € > 0 € um numero positivo arbitrdrio.

Teorema 3.1 Assumindo as hipdteses (3.2.1) e (3.2.2), temos para cada Uy € D(A) uma
unica solugao forte para (3.6). Além disso, se Uy € ‘H entdo (3.6)), tem uma dnica solugao
fraca.

Observacao | 3.2.1

w Sequndo a defini¢io de solugao forte sua reqularidade é C([0,00[;H). Logo a
energia estd bem definida para este tipo de solugao.

Desejamos provar que o operador A é maximal mondtono, e assim usar o
teorema ([2.31]), para mostrar a primeira parte do teorema acima. Observamos ainda que
a segunda parte segue do teorema 3.1, do capitulo 3 de [IJ.

Demonstragao:

Precisamos mostrar que o operador A = —(A + B) e maximal monétono
de H. Faremos a prova em duas partes, jd que queremos usar o corolario (2.32)), onde
requer-se duas afirmacoes:

@ | O operador —A é maximal mondtono.

Para mostrarmos a afirmacao @, iremos provar que o operador —A é mo-
notono e R(I — A) = H, assim pelo teorema ([2.30)) o resultado segue. Com efeito, como

(—AU,U)y =0,

temos a monotonicidade de —A.
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Agora considerando (F1, ..., Fs) € H, obtemos

3.8) w—®=F ¢ Hj(0,L),
3.9) P — K@y + 10+ 1w, — Kollw, — lp] = p1 Fy € L*(0, L),
3.10) Y-V =Fye Hy(0,L),
) P20 — bibyy + K@y + ¥ + lw) = poFy € L*(0, L),
3.12) w—W = Fs € Hy(0,L),
) p1W — kolw, — o], + kl(y 4+ + lw) = p1Fs € L*(0, L).

Substituindo ®,W, W dados por (3.8]), (3.10)), (3.12)) em (3.9), (3.11) e (3.13), respectiva-

mente adquirimos

p1p — k(e + U +lw), — Kol[w, — lo] = fi,
P2t — by + K(pz + ¥ + lw) = fo,
1w — kO[wx - l@]x + /fl(% + ¢ + lw) - f3a

onde
fi=pi(Fi+ F),  fo=p(F3+ Fy),  fs=pi(F5+ Fo).
Com isto, vislumbramos que
a: (Hy(0,L) x Hy(0,L) x Hy(0,L))*> — R
dada por

L
/ p1oU + pahv + prwz + K(py + Y + lw)(uy + v + 12) + kolw, — ][z — lu] dadt
0
onde temos
(¢, 9, w), (u,v,2) € (Hy(0, L) x Hy (0, L) x Hy (0, L))

¢ uma forma bilinear, continua e coerciva. Usando o teorema ([2.23) de Lax-Milgram,
obtemos a sobrejetividade desejada.

Portanto, o operador —A é maximal mondtono pelo teorema (2.30), e a
afirmacao @ esta provada. A segunda afirmacao é a seguinte:

@ | —B é um operador mondétono, hemicontinuo, e limitado.
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Para prova desta afirmacao, inicialmente pela admissibilidade das hipdteses
(3.2.1) e (3.2.2)), o operador — B satisfaz

(—=BU,U)y >0,

logo ele é monotono.

Para hemicontinuidade consideremos
_ T
U’i - (gpia¢i7¢ia@iawi7wi) € Ha
para ¢ = 1,2, e consideremos ainda a seguinte expressao

(=B(U, +tU2),U)y = (a(x)g1(P1 +1DP3), D),

+ (g2(W1 +t0,), V),
+ (v(@)gs(Wr + tW2), W),
com t > 0.
Como almejamos mostrar que
113(1) ((z)g1(P1 + 1D2), )12 = ((2)g1(P1), P) 2
(3.14) lim (g2(Wy + 105), W) 12 = (92(V1), ) 12

lim (5(2) g1 (Wh + tW2), @) 12 = (y(2)g5(Wh), W) 2

mostraremos somente a primeira igualdade, ja que as outras decorrem de maneira intei-
ramente analoga.

Para este fim, consideremos a funcio f € L(0, L) definida por
f(@) = a(z)g1(P1(2))2(x),
e definamos a sequéncia {f,} C L'(0, L), expressa por
1
fa(2) = a(2)g1(P1(x) + —Ps(2))2(2).

Assim temos,

lim f,(x) = f(x), q.s. em (0, L).

n—o0
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Definindo o conjunto
1
X, = {a e 0.L] o) + 1ma(o)] < 1},

obtemos a limitacao da sequéncia {f,}. Entao, usando o teorema ([2.5) da convergéncia
dominada de Lebesgue, concluimos o limite da primeira igualdade de (3.14). Portanto,
diante do exposto —B é hemicontinuo.

E patente que o operador —B transforma subconjuntos limitados em sub-
conjuntos limitados, concluindo-se a prova da afirmacao @.

Com as afirmacoes @ e @, o operador A é maximal mondtono, e assim pelo
teorema ([2.31]) concluimos a prova.
a

3.3 Desigualdade de Observabilidade

Deliberadamente vamos considerar o sistema (3.1)) com F; =0, i = 1,2,3.
Destarte, temos que o sistema considerado nesta secao é conservativo.

Estabeleceremos uma desigualdade de observabilidade. Assim, multipli-
cando a primeira equacao do sistema conservativo por ¢;, a segunda equacao por ¥, a
terceira equacao por w; e, integrando-as por partes, resulta:

L

1

(3.15) / 5 (Pl + paltel* + prlwnl® + bl |* + wolws — ll® + Klps + ¥ + w*) (2, t)da,
0

definindo-se como a energia E(t) do sistema conservativo, e também do sistema ([3.1)).

A expressao (3.15]) define também uma norma, e ela é equivalente & norma usual
em H(veja secao [3.4). Inferimos que

E(t) = E(0),Y t > 0.

Multiplicando a primeira equagdo do sistema conservativo por (¢, + ¢ + lw)z
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temos:

T L
0 = / / {p1ou — K(pz + ¥ + lw), — kol[wy — L]} (@r + ¢ + lw) x dxdt
0 0
T oL
(3.16) = / / P1Pt cpz—l—zl)—l—lw):ndzz:dt—/ / (pz + U +1w)y (e + ¢ + lw) x dxdt
0 0

T L
_ / / rol[wy — 1o (vr + ¥ + lw) x dxdt.
o Jo

Vamos estimar algumas integrais da tltima igualdade.

Estimativa para I := fOT fOL p1¢1(pz + ¢ + lw)x dedt. Integrando por partes, obtemos

L T T oL
L= [m / sot<sox+w+1w>xdw] s / / ot(Pe + 1 + lw)y  dudt
0 0 0 0
L g P1 T L
(3.17) _ [m / ¢t<¢x+w+1w>xdm] -2 [t @
0 o 2 Jo 0

=0
m [T [F T L
/ / ‘P? dxdt — ,01/ / ot (¥ + lw)px dxdt.
2o Jo o Jo

Estimativa para Iy := fo fo —k(pz + U + lw) (¢ + ¥ + lw)x dzdt. Temos

K T L
dt+/ / (¢u + 1 + lw)?* dadt
2Jo Jo

T L
I, = —/ (gox—l—z/J—i—lw)Q:E
0 0

T K T rL
0 0 0

E combinando (3.16)), (3.17)) e (3.18]), gera-se

L
0 = [pl/o ot(pz + 1 +lw) xdm} //cptd:rdt
T L
(3.19) - p1/0 /0 got(w—i-lw)txdxdt—z/o W2(L)dt

T L
b [ ] B+ 1) = ol + 6+ b, — L dade
0 0

Multiplicando a segunda equagao do sistema conservativo por . x, podemos
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escrever

T L
0 = / / {p2¢tt — by + K/(sz +vY+ lw)}¢x x dxdt
0 0

T oL T L
(3.20) = / / P2y x dxdt — / / bW pathy x dadt
o Jo o Jo

T L
+ / / Koz + 1 + lw)), x dxdt.
o Jo

Estimativa para I3 := fOT fOL p2hu), x dxdt. Procedendo analogamente ao feito em ([3.17), tem-
T

se
L P2 T
(3.21) I3 = [pg/o ¢tz/)zxdx]0 — 2/0 (Y2 x) dt—|— / / V2 dxdt.

*,_/
=0

Estimativa para Iy := —b fOT fOL VeaWe T dxdt. Temos

T Ll d b T
Iy = —b / de(z/)fg)xdxdt:/ (V3 z)

_ oL T2
(3.22) = -3 0% )dt + - //wd:cdt

dt+ //d;mdxdt

Acomodando-se (3.20)), (3.21) e (3.22), induz-se que

0 = [pz/OLwthxdx] +/ / wtdxdt—/ V(

b T L )
(3.23) + 2/0 /0 wl,dmdt—i—/o /0 K(pz + U + lw)th, x dadt.

Enfim, procedendo a multiplicacao da terceira equagao do sistema conservativo
pelo termo [w, — ly] x, obteremos a seguinte igualdade:

0 = / /{lett—lﬂo[wz—l@]x+ﬂl(¢m+¢+lw)}[wm—l<P]33dxdt
o Jo

T L T (L
/ / prwy[wy, — lo| x dedt — / / Ko[wy — l@]a[we — lp] x dadt
0o Jo 0o Jo

T rL
+ / / Kl(pgy + 9 + lw)[w, — L] x dzdt.
0 0

(3.24)
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Estimativa para Is := fo fo prwg|wy — lo| x dedt. Temos
Is = [m/ wilwy — 1] :Uda:] —p1/ / wylwy — Lyl x dxdt
0
L P1
(3.25) = [pl/ wt[wx—lw]xdm] —/ (wfx) dt
0 o 2 Jo 0

=0
o (T [* T L
/ / wt2 da:dt—i—pll/ / wepr x dxdt.
2 Jo Jo o Jo

Estimativa para Ig := fOT fOL —kolwyz — lp]z[we — lp] x dzdt. Temos

Ko T L Ko T L
Iy = —= | [wy—lgfax| dt+ = / [wy — lp)*dxdt
2 Jo 0 2 Jo Jo
L L T rL
(3.26) = B2 w2y + 2 / [wy, — lp|2dadt.
2 0 2 0 0

Conciliando (3.24), (3.25) e (3.26)), vale que

L
0 = [pl/ wi[wg — 1] xdaz] //wtd:cdt
2

L
(3.27) + pll/ / wtgotsvdxdtfﬁL

/ / 2+ Kl(po + 1 + lw)lwg — lplw dudt.

wm(L) dt

Por outro lado, note que multiplicando a segunda equacao do sistema conservativo

por % obteremos que:

T L
0 = / / (Pt — bibas + (pa + 1 + L)) dadt

- / / o) dodt — / / bbyath ddt + / / (0o + ¥ + lw)e dedt
(328) = [m / wtwdmh—m / / R dadt — /0 | at
b b

=0

T L T L
b / / V2 dxdt + / / k(pz + ¥ + lw)i dadt,
0 0 0 0
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e multiplicando a primeira equacao do sistema conservativo por ¥z, temos
T L
0 = / / {p1otr — K(pz + ¥ + lw)y — kol[wy — L]} x dadt
0o Jo

L T T (L T L
(3.29) = [pl/o o1 :cdx] —p1/0 /0 N xda?dt—/o k(e + ¥+ lw)p x| dt

0

+ // (0z + U + lw)(Ypx + ) x dxdt — //Ii()l — Lol x dxdt.

Assim, adicionando (3.19)),(3.23),(3.27), (3-28), e (3.29) decorre que

0 = // Kk — ko)l(pz + ¥ + lw)[w, — lp] x + kol|wy — L] x dadt
- L / w2 (L) + bUA(L) + row(L)dt
_ 2
n // (P + 1+ 1) + 2, — L] dadt

T / / p10F — o + pru? + 3bu2 dadt
0 0
T

L
+ [/0 {P191(Yx + ¢ + lw) + p2thyt)y + potheth + prwewy — lo] — prop} o de|
0

ou melhor,

T L
/ dt+/ / b2 dudt = —/ / (1 — ko) (0n + 0+ Lw)[ws — 1] & + rol[ws — Ip]ioa dadt
0 0

T L L T
(3.30) + / / pob? dxdt + 2/ k(L) + 03 (L) + kows (L)dt
0o Jo 0
T

L
—[/0 {p1pe(pr + ¥ +1w) + pathihs + pathith + prwfwy — o] — prpp} zd
0

E de f4cil verificacdo que existe um constante positiva C' tal que

T

L
' {/0 {proe(z + ¥ + lw) + pathhe + p2thh + prwe[wa — lp] — prowp} @ dac] < C[E(T) + E(0))],

0
onde C depende das constantes do sistema e da constante de Poincaré.

Agora aplicando a desigualdade de Young (2.1) na primeira integral do lado
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direito de (3.30]), e coadunando com a desigualdade acima e com a energia definida em (3.15)),
obtemos a desigualdade cerne relacionada a observabilidade, a saber:

1 (T T (L L (T
2/ E(t)dt + b/ / Yidrdt < CE(T)+ 2/ k(L) + by2(L) + row?(L)dt
0 o Jo 0
T (L
(3.31) + / / Cov® + patpidudt,
o Jo
onde Cj depende de L e de algumas constantes do sistema. De (3.31]), e considerando que
E(T)=FE(0), VT >0,

induzimos que

T

T L L T
(2—C)E(T)+b/0 /0 Yidrdt < 2/ k2 (L) + by2(L) + kow?(L) dt

0
T L
(3.32) + / / Cop? + patp? dxdt.
0 0

A desigualdade ([3.32)) fornece-nos a desigualdade de observabilidade para T sufi-
cientemente grande, isto é, para Ty > 2C' a rigor temos:

L To To L
E(0)<C (2/0 k@2 (L) + by2(L) + row?(L)dt +/0 /0 Coy? + C1 w,?dxdt> :

Ato continuo faz-se necessario considerarmos a funcdo 8 € C2[0,T], com ¢ > 0
suficientemente pequeno, tal que

0<p(t)<1,Vte(0,T)
B(t) =1, em [0,e]U[T —¢&,T]
B(t) =0 em [2¢,T — 2¢]

Destarte, multiplicando a segunda equagao do sistema (3.1)) por ¢, = 5 podemos escrever

T L
0 = / / {p2tb1s — Dz + k(e + ¢ + lw) }opy x B dadt
o Jo

= /OT/OLPQIZ)tt%fL’Bda:dt—/OT/OLb%xu}x:Eﬁdxdt

T L
+ /0 /0 k(e + 9 + lw), x B dxdt,
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e integrando por partes a equacao acima torna-se

oL [T L T po [T [T,
5[ = o [Coasis) <2 [0 [ utsas

T pL
(3.33) + /0 /0 gwﬁﬂ + k(pr + ¥ + lw), 20 dadt

2 /0 ' /0 * bt dodt

Por outro lado, pela definicao de [ segue que

b € ) b T 9
5 | e Cwema = [Cewsasd [T wwsa
T-e 2 Jo 2 )7
b 2¢e b T
<5 | wiL)Lpdt+ Yz (L)LB dt
2 Jo 2 Jr—2e
oL (T,
e usando na ultima igualdade, findamos em
(3.34) / 2mydi+ 2L [T G20y dt < 2:Co[B(0) + B(T)] + CS[E(0) + E(T)).
T—e

Analogamente, procedendo a multiplicagao da primeira equacao do sistema ([3.1))
por (¢z + ¥ + lw) x B, decorre que

L [¢ L [T L [T
s / A(Lydi+ / ALyd <L / S(L)B dt
2 Jo 2 Jp_ 2 Jo

)

(3.35) < 2:C4[E(0) + E(T)] + C5[E(0) + E(T)).

Novamente de maneira andloga, multiplicando a terceira equacao de (3.1) por
[wy — lp] x B perfazemos

Kol w?(L) dt + Fol wg(L) d < KoL g(L)ﬁ dt
2 Jo 2 Jr. 2 Jo
(3.36) < 2¢Cs[E(0) + E(T)] + C7[E(0) + E(T)),

onde destacamos que as C;'s sao constantes positivas que nao dependem de 7.
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Por fim, notamos que

bL T bL € T—e T
2 [ wwa =% ([ewas [Teoas [ sow)

€ T—e

< %(2502 [E(0) + E(T)] + C5[E(0) + E(T)]) + % /T_‘E Y2(L) dt.

E analogamente, preponderam desigualdades similares para ¢2(L) e w2(L). Com essas desigual-

dades, e de (3.32)), (3.34), (3.35), (3.36]), além da lei de conservacao de energia, deduzimos para
um 7" suficientemente grande (e para um ¢ fixado), a almejada desigualdade de observabilidade

em rigor:

T—e pL T—e
E(0) < C. </ /0 Y2+ op? dxdt+/ @3 (L) + Y3(L) +wi(L) dt) .

Observagao | 3.3.1

= Como jd expusemos a constante positiva C. nao depende das solugoes do sistema con-
servativo.

= Se temos um sistema ndao-homogéneo:

prew — k(e + ¢ +1lw)y — Kollwy —lg) = f1
P2¢tt - bwzx + /{(sz + 77[) + lw) = f2
prwe — Ko[we — 19l + Kl(@e + 1 + lw) = f3

em (0,L) x Ry, com condigdes iniciais
SD(aO) = ¥0, QDt(',O) = ¥1, ¢(’O) = 1/}[)’ ¢t(a0) = ¢1a ’LU(,O) = Wo, wt(-,O) = wq,
e condicdes de fronteira do tipo Dirichlet

@(O,t) = @(Lvt) = T/J(Oa t) = ¢(Lat) = w(O,t) = w(La t) =0,

onde
f17f27f3 S L2(07T7L2(07L))7

acreditamos ser importante observar, como feito acima, que considerando o desigualdade

1
ab < —a? + eb?
4e
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(onde € é um nimero positivo arbitrdrio) e explorando a identidade da energia

T L
E(T) = E(0) + /0 /0 froe + fothy + fawy dadt

em (3.32), a sequinte desigualdade vale para T suficientemente grande:

T—e pL T—e
E(0) < C. ( [ [ vt | ¢2<L>+w§<L>+w§<L>dt)

£

T L
(3.37) + CE/O /0 (fE+ 3+ f3) dadt.

Ou seja, temos a observabilidade para o sistema ndo-homogéneo.

3.4 Estabilidade assintotica

O objetivo desta secao ¢ determinar a estabilidade assintética para o sistema de
Bresse dissipativo (3.1)).

No que segue, iremos provar algumas identidades técnicas que serao fundamentais
na prova da estabilidade assintética. A fim de prova-las vamos trabalhar com solucdes regulares,
entretanto elas permanecem vélidas para solugoes fracas usando argumentos de densidade.

Vamos considerar § € C§°(0,T") uma funcdo cut-off, com € > 0 suficientemente

pequeno, tal que
0<6(t)<1,Vte(0,7)

0(t) =1, em [e,T — €]
6(0) =0(T)=0

Multiplicando a segunda equagao de (3.1 por 16 e integrando por partes, dedu-

zimos

T L
(3:38)  0=-— /O /0 p2 (P70 + b)) — b0 — {k(0n + ¥ + lw) + g2 () b0 dadt.

Além disso, multiplicando a segunda equagao de (3.1]) por ¥,z e integrando por partes, adqui-
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rimos
1 T L ) )
(3.39) 0 = 3 /0 /0 (p21p? + bp2)0 dxdt
T L b T
— / / pob,x dedt — = / Y2(L)LO dt
o Jo 2 Jo

T L
* / / {k(pz + ¢ +1w) + g2(1) } Y20 ddt.
0 0

Consideremos também n € C°°(0, L) uma fungao cut-off, tal que

0<n(x)<1,vte(0,L)
€

n(z) =1, em [L - §,L]

n(x) =0em [0,L — €]

onde € é um ndmero positivo arbitrario e suficientemente pequeno.

Multiplicando a primeira equagao de (3.1)) por ¢fn e integrando por partes, ob-
temos

T /L
(3.40) 0 = — / / p1(970 + 0 ) — K( oz + ¥ + lw) (pam + 1,0 dodt
o Jo
T (L
[ [ttt o)~ a(e)g (o) beont dade.
o Jo
E ainda, multiplicando a primeira equagao de (3.1)) por ¢ xnf, chegamos em
1 (T L
(341) 0 = 2/ / (0197 + r2)0(n + @) dadt
o Jo
T L wL T
_ / / {plgptspxel + k(Y + lw)wgolﬁ} xn dxdt — 5 / ©2(L)6 dt
o Jo 0

T L
+ / / {—rol[wg — lp] + a(z)g1(pt)} pzrnd dzdt.
0o Jo
Multiplicando a terceira equacao de ((3.1]) por wén e integrando por partes, temos

T L
(3.42) 0 = — / / p1(w?0 + wwif)n — Kolws — 1@](wen + wny )0 dadt
0o Jo

T L
— /O /0 {rl(pz + ¢ + lw) — y(z)gs(w) bwnd dzdt.
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Por fim, multiplicando a terceira equagao de (3.1 por wyznf, conseguimos

1 T L
(3.43) 0 = 3 /0 /0 (prw? + kow?)0(n + xn,) drdt
T L kol [T
— / / prwiwexnl + Kol wernd dedt — BN / w?(L)6 dt
o Jo 0

T /L
+ /0 /0 {kl(pz + U+ lw) + v(2)g3(we) } wyanb dadt.

Nosso desiderato é provar que a desigualdade:

T (L
a) BT <C [ [ a@)et+m00%) + 4 + 9200 + (@) 0F + g30)?) o,
para algum C = (T, E(0)) > 0 e para T suficientemente grande, vale para toda solucao fraca do
sistema dissipativo ([3.1)).

Assumindo que (3.44]) é satisfeita, e procedendo literalmente como em Lasiecka e
Tataru [25], a solugao do sistema ([3.1]) satisfaz a taxa de decaimento (3.5)).

Agora, estamos em condicbes de asseverar o principal resultado deste capitulo:

Teorema 3.2 Assuma as hipdteses (3.2.1) e (3.2.2)). Entdao o sistema (3.1) possui uma unica
solugao (fraca) que satisfaz a tara de decaimento dada em ([3.5)), se 0 < E(0) < M.

Demonstragao:

A fim de provarmos o teorema ([3.2)) é suficiente provarmos a desigualdade (3.44)).
Sendo,

(3.45) E(t) < E(0),¥t>0

¢é suficiente provar que dados quaisquer T, M > 0, com T suficientemente grande, existe uma
constante C' = C(T', M) > 0 tal que a desigualdade

T L
(3.46) E@SCALAa@w%gmm%+ﬁ+@wﬁ+wmw+%mmMMt
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vale para toda solugao forte U = (@, ¢y, 1, ¥, w, wy) do sistema (3.1)), satisfazendo

0< E(0) < M.

Por simplicidade denotaremos u’ := u;. Suponhamos que ([3.46]) nao se verifica, e
seja
Uon, = {(P()m Pin, Yons Yin, Won, wln}

uma sequéncia de dados iniciais limitados no espaco (H} (0, L) x L2(0, L))3, para a correspondente

solucao
Un(t> = {‘Pna (P;w wnv wiw Wn, w;}nEN
do sistema (3.1)).
Temos

ou seja, uniformemente limitada em n e ainda:

E,(0)

lim = 00,

’H“’// D2 + 91 ()2 + 02 + ga(Uh)? + () (w2 + gs(w,)?) dudt

ou equivalentemente,

(3.48) // 2) (07 + 91(20,)%) + U + g2(4,)? + (@) (wy? + ga(w},)?) dadt
3.48 lim

=0.

Por (3.47) concluimos que a sequéncia {E,(0)} é uniformemente limitada em n,

e entao

(3.49) @ = em L(0,T; L%(0,L)),
(3.50) Yl ) em L0, T; L*(0, L)),
(3.51) w!, = w' em L®(0,T; L?(0, L)),
(3.52) Yz — 1y em L0, T; L*(0, L)),
(3.53) Wpp — lon — wy — lp em L>(0,T; L*(0, L)),
(3.54) Oz + Un + lwy, = ©p + 9 4 lw em L®(0,T; L*(0, L)).
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De (3.52)), pela desigualdade (2.20) de Poincaré , obtemos
(3.55) Yn = 1p em L>(0,T; L*(0,L)),
e portanto pelo teorema ([2.26) de Aubin-Lions, segue que

(3.56) Yn — 1 em L*(0,T; L*(0, L)).
Por outro lado, desde que os dados iniciais sao limitados, reescrevemos

(3.57) onlast) = /0 o (@, 5) ds + on(0),

e assim a sequéncia {p,} ¢é limitada em L?(0,T;L?(0,L)). Entao de (3.53), resulta que {wy, .}
também é limitada em L2(0,T;L?(0,L)). Novamente, pela desigualdade de Poincaré e pelo
teorema de Aubin-Lions, temos

(3.58) w, —w em L*(0,T;L*0,L)).

Analogamente, por (3.54)),([3.56)), e (3.58), deduzimos que

(3.59) Onaz — pr em L*(0,T;L*(0, L)).
E ainda, da desigualdade de Poincaré e do teorema de Aubin-Lions também deduzimos

(3.60) ¢n — @ em L*(0,T; L*(0,L)).

Neste momento vamos dividir nossa prova em dois casos:

O U= (0,0, 0,0, wuw)" #0.

Considere o sistema

,0130;; - K(Spn,x + wn + lwn)x - Hol[wn,z - l@n} + Oé(l‘)gl (80{,1) =0
(3.61) Pl — b v + K(Onp + Un + lwy) + g2(¥),) =0
le;: — Ko[Wnz — lpn]e — Kl(Pnz + ¥n + lwn) + ’7(53)93(“1;1) =0

em (0,L) x (0,T).
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Desde que a sequéncia {E,(0)} é limitada, a desigualdade (3.48|) fornece-nos

n—oo

(3.62) lim / / )y + 91(0,)?) da dit = 0,
(3.63) lim / / w7+ g2(¢,)?) dadt = 0,

n—o0

(3.64) lim/ / (wy? + g(wy,)?) da dt = 0,

n—oo

e aqui usando a hidtese ([3.2.2)), obtemos

T T
(3.65) lim / / 2drdt =0 = lim / / w’? da dt.
n—oo Jq I n—o00 I

Pelas convergéncias acima e aplicando o limite em (4.49)), chegamos em

P11 — K@z + ¥ + lw)y — kolfwy —lp] =0 em Q := (0,L) x (0,7)
pﬂ/]tt - bwmc + ’i((pw + ¢ + lw) =0 em Q

(3.66) prwy — Kolwy — 1ol + Kl(py + ¥ +lw) =0 em Q
or=0=w; em Q. := 1. x (0,T)
L Tbt =0 em Q

Tomando a derivada de (3.66)) em ¢ no sentido distribucional e fazendo ¢; = z,
Yy = u, e wy = v, inferimos:

(

P12 — K(zg + u+ 1)y — Kollvg —12) =0 em Q
p2utt — bigy + k(2 +u+1v) =0 em Q

p1vg — Kolve — 12] + Kl(zz +u+1v) =0 em Q
z=0=wvem Q¢

u=0em Q.

Usando o teorema ([2.18]) de Holmgren somos levados a afirmar que
z=u=v=0em Q,
e consequentemente,

(3.67) or =1 =w =0 em Q.
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Retornando ao sistema ([3.66[), obtemos em Q:

— K(pz + ¥+ lw)y — Kollwe —lp] =0
(3.68) — by + K[wy, — lp] =0
— kolwg — ]z + kl[wg — lp] = 0.

Multiplicando a primeira equagao de (3.68) por ¢, a segunda por 1, a terceira equacao por w e
somando-se resultado obtido, conseguimos que

/ k(P + 1 4 lw)? + b2 + ko[w, — lp)? dzdt = 0
Q

donde, usando a desigualdade de Poincaré, obtemos 1) = 0. Prosseguindo, como temos (3.67))
resultante da diferenciacao com relagao ao tempo, obtemos o sistema de EDQO’s:

Y +lw=20
(3.69) wy —lp =0
o, w € Hy(0,L)

que fonece-nos ¢ = w = 0, ou seja, chegamos em uma incompatibilidade diante de nosso pres-
suposto inicial. E assim, a prova do caso @ esta encerrada.

@ U= (p,¢ 0,0, w,uw) =0.

Neste caso, inicialmente conceituamos

_ G P e Un
(3.70) vn =\ E,(0), B, = e Y, = o e Wy = .
Por (3.48]) obtemos
—\2
(3.71) 0 = lim Qa(x)(@?jL 91(1/;;%)) dxdt
n— o0 n

—/

2
T+ otim [ (@24 2Ol g

n—oo Q n
a7 )2
+ lim [ y(z)@? + w) dxdt.

n—oo Q n
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Além disso definindo, para cada n, a energia F,(t) do sistema normalizado como

1 [* — - _
5 / PP + p2ty + pU, + by o [Tz — LB + K (P e + O + W)
0
entao,
= En(0)
(3.72) En(0) = =3~ =1, ¥n €N,

n

Consequentemente, fazendo uso da desigualdade de Poincaré e do teorema de Aubin-Lions,
logramos nas convergéncias:

®, — @ em L*(0,T;L*(0,L)),
¥, =¥ em L*(0,T;L*(0,L)),
W, — w em L*(0,T;L*(0,L)).

Considerando as convergéncias prévias e aplicando o limite no sistema normalizado

—
pl@;: - K‘(@n,x + wn + lwn)a: - ’i(]l[mn,m - l@n] + 04(.7}) z (’;n¢n) =0
n
—
—
P, — Kol — Bl + KB + T+ 1750) () 2T — g

Vp

em (), concluimos

p1®" — K(@, + ¢ + W)z — kol[Wy — 1] =0 em Q
potl — by, + K(B, + 9 +1W) =0 em Q

o1 — ko[Wy — 19): + kl(P, + ¢ +1w) =0 em Q
i =0=w em Q.

E:()em Q.

Analogamente ao caso @ deduzimos que

p=v=w=0.

Para a almejada contradicao faremos uso das identidades provadas no comeco
desta secao, levando em consideragao as equagoes do sistema (3.73]). De fato, pela identidade
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(3-38) podemos escrever:
(3.74) 0 = — [ a0+ 00,0~ b 0 dai
Q

+ / {H(S%,w + Py, + W) + M}wnﬁ dzdt.
Q

Un

Aplicando a convergéncia fraca e forte, e sendo @ = ¢ = w = 0, de (3.74) decorre que

T oL,
(3.75) lim b/ / ¥y, 10 dxdt = 0.
o Jo

n—oo
Agora vamos considerar a identidade (3.39)), logo

1 _ _
(3.76) 0 = 3 / (patbry + bibs )0 ddt
Q

T
- /plenwna:xe,dxdt_ bL/ aix(L)edt
Q ’ 2 Jo 7

—/
_ v _
+ /{<¢><w>}w
Q Vn
Em (3.76)), aplicando as convergéncias (fracas e fortes) com (3.71]) e (3.75)), deduzimos que
bL [T _
(3.77) lim — [ %> (L)0dt=0.
n—oo 2 0 )

Retornando a identidade ([3.40)), temos
(3.75) 0 = — [ p(@0-+ Pl dud
Q
+ / ’i(an,x + En + lwn)(@n,xn + ¢n77:c)9 dxdt
Q

—
- / {Iiol[wn’m —lg,] — a(x)gl(yn(p”)}<pnn9 dxdt.
Q

Un

Novamente, utilizando as convergéncias postas, de (3.78]) depreende-se

n—oo

T pL
(3.79) lim & / / @5 ,n0 dwdt = 0.
0 0
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Pela identidade (3.41]), segue-se que

1
(380 0 = 5 [ (k4 kR0 + wne)0 duds
Q
- / (Pn(pn mxne dxdt — / Spnx )edt
Q

+ / {—H(¢n +1Wp) e — Kol [Wn e —1@,) + a(x )gl(yn@”)} B2 ddt.
Q

Un

Portanto, empregando as convergéncias supra mencionadas e (3.79)) em (3.80)), vemos que

L T
(3.81) lim ”/ %2 .(L)fdt = 0.
0

Finalmente, regressando a identidade (3.42)) temos
(3.82) 0 = - / o1 (W20 + T o, 0 ) dadt
Q

+ / Ko [Wn,z — 1D,](Wn o — Wnny)0 dudt

Q
—

+ / {Hz(gom + 3, + W) + ’y(x)w } W6 dudt.

Q n

Mais uma vez, dispondo em (|3.82)) as convergéncias citadas, encontramos

T rL
(3.83) lim kg / / wy mo dt = 0.
0 0

n—oo
Pela identidade (3.43)) adquirimos

1
(3.84) 0= 3 / (@ + mgﬁfw)(n + xn,)0 dzxdt
Q

koL
- / Wy, Wy, zxnd dxdt — i ( )6 dt
Q 2

0

Un

_ v
+ / {—molwn,x + 6l(Bp g + Uy + 1W,) + (2 )g?’("”)} W00 ddt.
Q
Por forga das convergéncias mencionadas e (3.83)), segue da tltima igualdade que

(3.85) lim ”””;L/ LH(L)8dt=0.
0
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Pelo exposto, vamos reescrever a desigualdade (3.37) em termos do problema

(3.73), ou seja,

T—e T—e
E.(0) < C/ / wn+wndmdt+0/ @ (L +¢m( )+, (L) dt
(3.86) + C/ / )2 ”"90”) +g2(”;§/’”) +’V(x)gl(y;wd dt.

Combinando (3.71)), (3.72), (3.77), ¢|3.81|), (3-85) em (3.86) chegamos na desigualdade 1 < 0, que

é paradoxal. Concluindo-se a prova do caso @.

Diante do exposto, corrobora-se a veracidade da desigualdade ([3.46]).
a
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CAPITULO 4

DISSIPACOES LOCALIZADAS

Este capitulo foi publicado em [I2].

4.1 Introducao

Seja L > 0 dado. Neste capitulo, vamos considerar o sistema Bresse, com meca-
nismos dissipativos como segue:

prpue — k(0 + 1+ lw)e — Kol[we — lp] + a1 (2)g1() = 0
ﬂ21/1tt - bwacz‘ + ’Q(SOLE + ¢ + lw) + 052('%‘)92(1/}75) =0
prwy — Kolwe — 19z + Kl(e + 1 + lw) + az(x)gs(w;) =0

(4.1)
em (0,L) x R4, onde Ry = (0, +00), com condicoes de fronteira do tipo Dirichlet:
(4.2) ©(0,t) = p(L,t) =(0,t) =¢(L,t) = w(0,t) =w(L,t) =0, teRy,
e condicoes iniciais:

(4'3) 90("0) = o, @t("o) = ¥1, 1/}(’0) = o, 1/%(',0) =, w(-,O) = wo, wt("o) = wi.

As constantes positivas p1, p2, b, [, Ko, Kk estao relacionadas a composi¢ao do ma-
terial. Por w, ¢, and 1 denotamos respectivamente o deslocamento longitudinal, vertical e de
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cisalhamento, e a terna (¢, 1, w) é a solugao procurada de (4.1)-(4.3). Imporemos que as fun-
¢oes de localizacao «; € L*°(0, L), enquanto as fungoes g; serdo continuas e mondtonas, com
i=1,2,3.

Estruturas elasticas do tipo arco sao objetos de estudo em muitas dreas da ma-
temaética, fisica e engenharia. Para mais detalhes, sugerimos uma visita aos trabalhos [BI] E0] e

suas referéncias.

Com relagao a obtengao de taxas de decaimento, encontramos poucos trabalhos
na literatura. Novamente mencionamos os trabalhos de Liu e Rao em [31], onde eles estudaram
o comportamento assintotico do sistema de Bresse no contexto da termoelasticidade e provaram
que o decaimento exponencial da solucao ocorre se, e somente se, a seguinte hipétese de igualdade
entre as velocidades de propagacoes de ondas vale:

pr

K
—, e K=kKo.
p2 b

Este capitulo esta estruturado como segue. A secao [£.2] é dedicada as hipéteses,
resultados preliminares e a existéncia de solucao do sistema —, usando a teoria de semi-
grupos nao-lineares. A secao [£.3] apresenta um novo e importante resultado de observabilidade
relativo ao sistema conservativo. Finalmente, a se¢ao [£.4] e dedicada a apresentar os resultados
relativos as taxas de decaimento para as solugoes do problema dissipativo nao-linear.

4.2 Hipodteses, Resultados Preliminares e Existéncia

Vamos considerar o sistema de Bresse (4.1)-(4.3). As seguintes hipéteses com
relacdo aos parametros do problema sao feitas:

4.2.1 A funcao g;, para cadai = 1,2, 3, € continua e mondtona crescente, e satisfaz

as sequintes condicoes:
>(i) gi(s)s > 0 para s # 0,
>(i1) k; s < gi(s) < K; s para |s| > 1,

onde k; e K; sdao constantes positivas, e k; < K.
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4.2.2 Assuma que o; € L*°(0, L) sao fungdes nao-negativas tais que

3
(4.4) ai(x)>a;>0em; C (0,L),i=1,2,3, e I:= ﬂ[i £ 0, com p(I) > 0.
i=1

= Como podemos observar, as fungoes de localizagdo permitem-nos considerar mecanismos
de dissipacao agindo em uma pequena Tegido da viga.

Se (¢, 1, w) é uma solucao de (4.1)-(4.3)), entao a energia do sistema relacionada
a esta solugao serd denotada por E(t) e dada por

1 L
Et) = 2/ (mlwt\Q + p2| ] + prlwe] + blibe|® + Kolws — Lo + Ko + ¥ + lw!2> (z,t)dz,
0
(4.5)

com t nao-negativo.

Podemos provar que o sistema ({4.1)-(4.3)) é dissipativo como afirmamos abaixo:

Lema 4.1 O funcional energia E definido por (4.5)), satisfaz:

L
(4.6) dgit) = —/0 {a1(z)g1(er)er + aa(x)ge () + as(x)gs(wy)w fdx < 0, Vi > 0.
Demonstragao:

Multiplicando a primeira equagao de (4.1]) por ¢y, a segunda por v, a terceira
por wy, e integrando em (0, L) fazemos uso das condicoes de fronteira (4.2) e das hipéteses (4.2.1))

e (4.2.2) para chegarmos em (|4.6)).
a

Agora, vamos discutir a existéncia, unicidade e regularidade das solugoes de (4.1)-
(4.3). Para isto, iremos mais uma vez fazer uso da teoria de semigrupos nao-lineares tratada
por Barbu em [I], e também por Brézis em [3].

Primeiramente, vamos considerar o espaco de Hilbert
H := H(0,L) x L*(0,L) x H}(0, L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0, L)
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dotado da norma
U, = |{e, @9, ¥, w, W}H3,

L
= [ OIBP U 4 [ WP+ Bl + Kol — Bl 4 Rl 46+ Dl do,
0

que é equivalente a norma usual de H.

Se denotamos por V(t) = (¢, ¢, ¥, Yy, w,w;) entdo o problema de valor inicial
(4.1)-(4.3) pode ser reescrito como um problema de primeira ordem, como segue:

%
wn () + AV () = 0
V(0) =V

onde Vo = (po, p1,%0, Y1, wo, w1), € o operador A = D(A) C H — H que é dado por A =
—(A1 + Az), tem os operadores A; definidos por:

D(A1) = (HL0,L) N H?(0,L) x H}(0,L))® e D(Ay) =H

com
0 1 0 0 0 0
Kk 92 _ Kol? K (k+ro)l
ER-slr o 2g, o Rl g
) 0 0 0 1 0 0
1= K b 92 K Kl )

— 59, 0 Eaz_E 0 —p—QI 0
0 0 0 0 0 1

(k+ko0)l Kl ko 52 _ Kl?
— ekl 0 spo0 mez-=1 g

0 1 0 0 0 0

0 —2g () 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

=1 0 0 —22@4gy 0 0

P2 92

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 —23@ ()

p1

Note que, neste caso temos D(A) = D(A4).

Teorema 4.2 Suponha que as hipéteses (4.2.1) e (4.2.2)) sdo satisfeitas. Dado Uy € D(A)

existe uma unica solug¢ao forte para o sistema (4.7). Além disso, se Uy € H entdo o sistema
A.7) admitird uma inica solugdo fraca.
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Demonstragao:

Desejamos demonstrar que A = —(A; + Az) é um operador maximal monétono
de H, para usarmos o teorema ([2.31]). Para isto, dividiremos a prova em duas partes:

(a) O operador —A; é maximal mondtono;

(b) —As é mondtono, hemicontinuo, e limitado,

com o propédsito de usarmos o teorema ([2.32)), para concluirmos a propriedade desejada sobre o
operador A.

Prova de (a):

Nossa estratégia é mostrar que —A; é mondtono e R(I —A;) = H. Assim, usando
o teorema (|2.30]) obtemos o resultado.

Com efeito, a monotonicidade segue do fato de que

(—AU,U)y =0, VUED(A.

Agora, suponhamos que F = (Fy,..., Fs) € H. E suficiente resolver o problema

espectral:
U—AU=F,

para algum U € D(A). Se denotamos U = (p, ®,1, ¥, w, W), a equacdo acima torna-se equiva-
lente a
4.8) ©o—®=F € H})0,L),
4.9) 0P — k(e + 1 + lw), — Kol[wy, — L] = p1 Fy € L*(0, L),
4.10 Y-V =Fy¢ H}NO0,L),

4.12 w—W = Fy € Hy(0, L),

(
(
(
(
(
(4.13 MW — kolwy — 1@]s + Kl(@r + ¥ + lw) = p1 Fs € L*(0, L).

)

4.11) P2V — by + K@z + 10 + lw) = poFy € L?(0, L),
)
)

Isolando ®,¥, W em (4.8)), (4.10) e (4.12) e substituindo em (4.9)), (4.11) e (4.13])

respectivamente, teremos que resolver o seguinte problema:

p1p — K(pa + ¥ +1w)y — Kollwy — lp] = fi,
P20 — bibey + k(g + 1) + lw) = fo,
prw — kolwy — lply + Kl(e + 9P +lw) = f3,
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onde
fi=pi(FL+ F2),  fo=p2(F3+ Fy), fs = pi(F5 + Fe).
Deste modo, definimos a forma bilinear
a:[HJ(0,L) x H}(0,L) x H}(0,L))> — R
dada por

L
a(X,Y) = / p1ou + p2hv 4+ prwz + K(eg + 1 4+ lw)(ug + v+ 12) + kolws — L] (20 — lu] dxdt,
0

para X = (¢, 9, w),Y = (u,v,2) € H}(0, L) x H}(0,L) x HZ(0,L).

Nao é arduo provar que a é continua e coerciva. Assim, a conclusao segue do
teorema ([2.23) de Lax-Milgram e encerramos a prova.

Prova de (b):
Das hipéteses (4.2.1]) e (4.2.2) o operador — Ay satisfaz

(_A2Ua U)H > Oa

que prova a monotonicidade de —As.

Agora, seja U; = (¢i, ®i, ¥, ¥, w;, W;) € H com i = 1,2. Consideremos a se-
guinte expressao

(=A2(Ur +tU2),U)y = (c1(x)g1(P1 +1D2), @) ;o
+ (o) (W +t09), ¥) >
+ (a3(x)gs(W1 + tWs), W);a,

para t > 0. Como o anseio é mostrarmos que

(lim (a1(2)g1(P1 + tP2), ) 12 = (a(2)191(P1), ) 12

t—0

(4.14) lim (ag(z)g2 (V1 + tW2), V) 12 = ((7)292(¥1), ¥) 12

t—0

lim (ag(x)gg(Wl + th), (P)Lg = (013($)93(W1), W)Lz ,

t—0
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¢ suficiente provarmos o primeiro limite de (4.14), pois os outros sdao andlogos. Para isto,
considere a funcdo f € L*(0, L) dada por

f(@) = a(z)g1(®1(2))®(),

e defina a sequéncia {f,} C L'(0,L) dada por

Ful) = @)y (B1(2) + - @s(2) B(c).

Temos que

lim f,(x) = f(x), q.s. em (0, L).

n—oo

Definindo o conjunto

5, = {x € 0.L]; [#1(2) + +ba(r)] < 1},

nao é trabalhoso provar que
[fn(2)] < e1|®(2)],

para quase todo x € ¥, onde ¢ é uma constante positiva.

Por outro lado, usando (4.2.1)) e (4.2.2)) concluimos também que
[fn(@)] < ca(|@1(2)] + |P2(2)])[@()]

quase sempre em [0, L] \ X,,. Ambos os casos permitem-nos concluir que {f,} é limitada por
uma funcao integravel em [0, L].

Portanto, pelo teorema ([2.5)) da convergéncia dominada de Lebesgue obtemos o
limite desejado. Assim, —As é hemicontinuo.

Finalmente, depois de alguns cédculos, usando as hipéteses (4.2.1) e (4.2.2)) no-
vamente concluimos que o operador —As transforma subconjuntos limitados em subconjuntos
limitados, encerrando a prova.

As afirmagoes (a) e (b) implicam que operador A é maximal monétono, logo a
conclusao da demonstracao segue do teorema ([2.31]).
0
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4.3 Desigualdade de observabilidade

Nesta secao, consideramos o sistema (4.1)) sem forcas externas:

prowe — k(e + b 4 lw)y — Kol[wy — lg] = 0
(4.15) P2t — bibuz + k(@ + ¢ + lw) =0
prwe — kolwy — lply + K@z + ¢ + lw) =0

em (0, L) x R4, com condigoes de Dirichlet (4.2)).

Nestas circunstancias, observamos que a energia do sistema conservativo (4.15)) é
a mesma energia do sistema dissipativo (4.1)).

Na literatura, o sistema (4.15)) consiste das equagdes para o problema do arco

circular:

Figura 4.1: O arco circular.

Inicialmente consideremos o resultado:

Teorema 4.3 Seja I' := (a1,a2) um intervalo aberto contido em (0,L). Para T > 0 suficien-
temente grande, eriste uma constante positiva Cy tal que qualquer solugao (p,1,w) do sistema

(4.15) satisfaz
T 2 2

(4.16) Ey SCO/ /Pl loe(@, )7 + p2 [, )] + pilwi(, 1) *dudt,
o Jr
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onde Ey := E(0) € a energia inicial relacionada a solugdo (@, 1, w).

Demonstragao:

Enfatizamos que usando argumentos de densidade é suficiente provarmos este
resultado para solugoes fortes (¢, 1, w) do sistema (4.15)).

Seja |I'| :== az — a1, e considere g( suficientemente pequeno tal que

0<60<B.
2

Definimos a seguinte funcio continua e C! por partes:

(A — 1), se z € [0,a1 + ),
—az +2¢
a(x) =4 Mz —ay —eo) + %(al +e0), se x € [a1 +ep,a2 — eo],
A=1)(x— L), se x € (ag — €9, L]

com
L— (ag — a1 — 260)

L

introduzida primeiramente em [22].

A= €0,1] e 0<ay <agy <L,

Multiplicando a primeira, segunda e terceira equagoes do sistema ({4.15) pelos
multiplicadores v, gx, ¥zgx, Wzg) respectivamente, e integrando por partes, obtemos:

L T T L
(4.17) 0:[/ (plgotapg;+p2wt%+p1wth>g>\d:p] +/ / kol[w, — lplpgh drdt
0 0 o Jo
L el + paltil* + prlwil? + blvoa|* + Kolwe — lp|? + Klpe + ¢ + lw|* | g} dzdt
2, /s P1|Pt P2Vt p1|W z 0|Wx ® P 9x
T L T L
- / / /{(sﬁm%-w—l—lw)z/)g;dmdt—/ / kl(pz + ¥ + lw)wgh drdt
o Jo o Jo

Como,

gr(x) = { o A, se x € [a1 +€0,a2 — €0]

—1), se x€[0,a1+¢ep)U(az— eo, L]
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temos da igualdade (4.17) que

T L T
@) - | E(t)dtz—{/o <pwx+p2wt¢x+plwth>gxdx]

/ / kol[w, — lplpgh dzdt — / / k(o + 1 + lw)pgh dedt

a2—eQ
- / / (s 16 + bl dodt + / [ il + ol +
0 0 0 a

1+€o

0

LT peemeo 2 2 2
w5 [ (010l 4 ol = 10 + s+ 4+ P ) da
0 a

1+€o0

Vamos estimar o lado direito de (4.18]). Usando a equivaléncia entre a norma da
energia e a norma usual em #H, obtemos primeiramente que

T

L
(4.19) - {/ (P1910x + P20t + prwiwe)ga dx} < CEjp.
0 0

Em seguida, fazendo uso da desigualdade (2.1) de Young com o fato de que
|95] <1, obtemos

T /L
(4.20) / / Kol[w ologh drdt < eTEy+ Ce / / lo|? daxdt
o Jo
T oL
(4.21) — / / K(pp + 1 + lw)pgh dedt < eTEy+ C. / / |2 dadt
o Jo o Jo
T L T L
(4.22) - / / kl(z + 0 + lw)wgh dedt < eTEy+ C: / / lw|?* dadt
o Jo o Jo

onde a constante positiva € é suficientemente pequena e tomada convenientemente.

Finalmente, vamos estimar a ltima parcela do lado direito de (4.18)). Com este
objetivo, consideramos a seguinte fungao ¢ € C§°(0, L) definida por:

0<((x)<1,Vze(0,L)
¢((x) =0, em (0,a1)U (ag, L)
((z) =1, em (a1 + €0, a2 — &)

Multiplicando as equagoes do sistema (4.15)) por (p, (), e Cw, respectivamente e
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integrando por partes em (0,7") x (0, L), obtemos
T (L
0 = = [ [ @l + rolu — 16l + g + v+ )G o
0o Jo
L T T (L
- [/ (prpep + patbeth + mwtw)éd:v] - / / (ke + Klwp — Kolpw)(y dzdt.
0 0 o Jo
T (L 1 [T L
+ / / (prlpt|* + paltel® + p1|wel?) Cdwdt + 2/ / (klel* + B¢ * + rolw|*)(ar dadt.
0o Jo 0o Jo
Consequentemente, por calculos andlogos aos feitos anteriormente, inferimos
T L
(4.23) (/ /)@Wﬂ2+ndwx—hp2+mmx+w+4wﬁxdwhgCH%
o Jo

T ras T pL
+ C/ / (P19} + p2ti + prwi)dzdt + C/ / (¢ +? + w?)dadt,
0 al 0 0

onde a constante positiva C' nao depende da solugao do sistema (4.15]).

De (4.18)-(4.23) obtemos:
T az
(1-X-3TEy < CEa+C [ [ (o + pat? + pud)dsd
0 ai

T /L
+ C’E/ / (¢? +? + w?)dxdt.
o Jo

Portanto, para € < %, temos

T a2
TEy, < CEp +C/ / (p1p7 + p2ifi + prwy)dadt
0 al
T /L
+ CE/ / (¢* + ¢* + w?)dxdt,
o Jo
e finalmente tomando 17" > C', podemos concluir que
T raz T (L
(4.24) %30/ /(m%+mﬁ+m@MMHCJn/(ﬁ+wﬂwﬂM%
0 Ja o Jo

onde reincidentemente a constante positiva C' ndo depende da solugao do sistema (4.15)).

Desejamos estimar a segunda integral do lado direito de (4.24) em termos da
energia cinética, ou seja, em termos de @, V4, € wy.

Para isto é suficiente provarmos que existe uma constante positiva C', que nao
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depende da solucao do sistema (4.15]), tal que a desigualdade:
T L T ras
(4.25) / / 0%+ ? + widadt < C’/ / pLp? + porh? + prw?dadt,
0o Jo 0 Jay

vale para toda solucao de (4.15)).

Para provarmos esta afirmacao iremos argumentar por contradicao. Sendo assim,
vamos supor que a desigualdade (4.25)) ndo é verdadeira.

Logo, podemos encontrar uma sequéncia nao-nula {¢,, ¥, wy },en de solugdes de

(4.15)), satisfazendo

T L T as
/ / (0 + ¥y + wy)dwdt > V/ / P1ovi + patoui + prwyidadt, v eN
0 0 0 ay

que implica em
T as
/ / P1Pvi + p2pui + prwyi dudt
0 al

T L
/ / (2 + 2 + w?)dxdt
o Jo

— 0,

quando v — oo.

Agora, denotando
~ (27
Qpl/ T 9
T /L
\// / (@2 + Y2 + w2)dadt
o Jo
T wl/
Yy = — ;
/ / (92 + ¢ + wi)dxdt
o Jo
w

W= T L ’
/ / (2 + 2 + w?)dxdt
0 0

1 T a2 .y oy .
-2 pP1Pvi + p2tuy + pruyy dadt,
v 0 ai

vemos facilmente que

logo
T a2 . -9 .
/ / P1Pv; + P2y + prwyidxdt — 0,
0 al
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quando v — oo e também
T (L B
(4.26) / / (@2 4 2 +02)dzdt =1, Vv € N.
o Jo
Destes resultados temos que as sequéncias

(4.27)

{Gu:} A}, {0y} sdo limitadas em L2(0,T; L2(T)),
{6} v}, {w,} sdo limitadas em L2(0,T; L%(0, L)).

Empregando a desigualdade provada em (4.24]) para as solugoes (gbl,,izl,, w,) de
(4.15), obtemos

T a2
- ~ 2 -
E,(t)=E,(0) < C/O / plgoyf+p2wyt+p1wyf dxdt
ai
T L 3
+ C/ / @2 + Y2+ w2 dadt
o Jo

e usando as limitagoes em (4.27)), e a desigualdade ([2.20) de Poincaré, podemos concluir que as
sequéncias:

{Gui}, {thue}, {6,y } sdo limitadas em L2(0,T; L%(0, L)),
(4.28) {4} sao limitadas em L%(0,T; HL(0, L)),
{Gyp + Uy + i, }, {1y, — 15,} sdo limitadas em L2(0,7; L%(0, L)).

Neste ponto, procedemos como feito no capitulo [3| em (3.57)). Sendo os dados
iniciais limitados, reescrevemos

B, 1) = / B, (2, 5) ds + 3,(0),

e assim a sequéncia {5, } ¢ limitada em L?(0,T; L?(0, L)). Entdo, de (4.28) segue que a sequén-
cia {w, .} também é limitada em L2(0,T; L?(0,L). Pela desigualdade de Poincaré, concluimos
que a sequéncia

(4.29) {w,} élimitada em L*(0,T; Hj(0,L)).
Consequentemente de (4.28), (4.29) e fazendo uso da desigualdade de Poincaré, obtemos que a

sequéncia
{4} élimitada em L2(0,T; HL(0,L)).
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Empregando o teorema ([2.26)) de Aubin-Lions, também deduzimos que

Py — ¢ strong in L2(0,T; L2(0, L)),
v, — v strong in L2(0,T; L*(0, L)),
W, — W strong in L?(0,T; L%(0,L)).

E essas convergéncias fortes aplicadas em (4.26)), ocasionam nos limites:

T L
(4.30) 1 = lim / / (72 + 02 + @2)dadt
0

v—0o0 0

T L _
= lim/ / (@ + 2 + w?)dxdt.
0

V—00 0
Por outro lado, as convergéncias fracas para as derivadas em (4.28]) suscitam

T
/ / plgpt + pgwt + prwy 2dxdt < hm 1nf/ / plgo,,t + pz?ﬁut + p1wy; 2dxdt = 0,
0 al

0 que nos leva a deduzir que

em (aj,a2) x (0,7).

Entretanto, notamos que (&, 1, @) é uma solugao de

pPu — k(Px + 1/; +10)y — Rol[wy, — l@] =0, em ()

. plwtt - "10[@9& - l@]x + ’il((ﬁx + ¢ + lw)a: = 07 €m Q
Gt =Y =w =0, em (a,az) x (0,7)

onde @ := (0,7) x (0,L). Tomando a derivada de (4.31]) com relagdo a varidvel ¢ no sentido

distribucional e denotando z = ¢, u = Yy e W; = v, inferimos que (z, u,v) é uma solugao de

p1z — k(2 +u+ )y — kollvy —12) =0,  em Q

paut — bugy + K(2z +u+ ) =0, em ()
p1v — Ko[vg — 2] + kl(zg + u + lv) =0, em ()
z=u=v=0, em (aj,az) x (0,7

Logo, usando o teorema ([2.18) de Holmgren deduzimos que

z=u=v=0,
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ou equivalentemente,

(4.32) Gr =1 = =0, q.s. em Q.

Agora, retornando ao sistema (4.31]) obtemos em Q:

— k(@ + U + 1)y — Kol[wy — I@] =0,
(4.33) —btpyr + K(Pr + U + ) =0,
—ko[Wy — 1P]z + KU(Py + 9 + lw) = 0.

Multiplicando a primeira, a segunda, e a terceira equagao de (4.33) por ¢, ¥, e
W respectivamente, e integrando por partes temos

0= / (@ 4 b + 1) + b2 + ko[, — 1@]* dadt.
Q

Da igualdade acima, decorre pelo uso da desigualdade de Poincaré que 1/; = 0 em ). Como
temos (4.32), chegamos no sistema de EDO’s:

Gp+1l0=0
Wy —1p =0
¢,w € Hy(0,L)

que fornece-nos ¢ = w = 0, contradizendo (4.30). Portanto, devemos concluir que a afirmacao
feita em (4.25)) é absolutamente verdadeira.

Combinando (4.25) em (4.24) deduzimos, para 7' suficientemente grande, a dese-
jada desigualdade

T as
Ey < C’/ / p1p7 + parb? + prw? dadt.
0 al

Observagao | 4.3.1

= Enfatizamos que a constante positiva C' nao depende das solug¢oes do sistema conserva-
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tivo (4.15]).

Este é o melhor resultado de observabilidade que obtivemos neste trabalho, e
vamos relacioné-lo ao sistema dissipativo (4.1)), a fim de permitir-nos tomar uma regiao arbitra-
riamente pequena para os mecanismos de dissipagao.

4.4 Comportamento Assintético

O principal objetivo da presente secao é obter algumas taxas de decaimento para
as solucoes do sistema de Bresse dissipativo (4.1]).

Antes de afirmar nosso resultado de estabilidade, iremos definir algumas fungoes
com este nexo. Para isto, seguiremos as idéias primeiramente introduzidas por Lasiecka e Tataru
em [25], e adaptadas por Cavalcanti et al em [6]. Aqui faremos a adaptacao deste dltimo trabalho.

Seja h definida por
h(zx) = hi(x) + ha(z) + ha(x)
com h;(0) = 0,7 =1,2,3, onde as h; sdo fungoes concavas e estritamente crescentes, tais que
(4.34) hi(sgi(s)) > s> + g2(s), para |s| < 1.

Note que tal fungao pode ser construida dadas as hipéteses sobre as fungoes g; em (4.2.1)).

Com estas fungoes definimos

(4.35) r(-) = h<@|>,

onde @ := (0,7) x (0, L) e |Q| := meas(Q). Como r é mondétona crescente, entdo a funcao ¢l +r
é inversivel para todo ¢ > 0.

Para uma constante positiva M definimos
(4.36) p(x) = (eI +7) Y (Mz).

As constantes M e c¢ serao explicitadas na demonstr¢ao do resultado pricipal. Como vemos
facilmente a fungao p é positiva, continua e estritamente crescente, com p(0) = 0. Por fim, seja

(4.37) qiz) =z — (T +p) ).
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O préximo lema é de autoria de Lasiecka e Tataru, e pode ser encontrado na
referéncia [25].

Lema 4.4 Sejam as fungoes p, q definidas acima. Consideremos a sequéncia {s,} de nimeros
positivos satisfazendo

Sm+1 +p(5m+1) < Sm-
Entao sy, < S(m), onde S(t) é uma solugdo da equagao diferencial

Ts(0) +as(0)) = 0

S(O) = S50

Além disso,
lim S(t) =0,

t—o00

se p(z) > 0 para z > 0.

Agora, estamos em condigoes de afirmar nosso principal resultado:

Teorema 4.5 Assuma as hipoteses (4.2.1) e (4.2.2)). Entdo existe um tempo To > 0 tal que se
(¢, ¥, w) é uma solugao do sistema (4.1)-(4.2), com energia inicial satisfazendo Ey < K, esta
solucao satisfaz

(4.38) B(t) < s<t - 1), Vi > T,
To

com limy_,o S(t) = 0, onde S(t) € uma solugdo da equagao diferencial

£5() +9(5(1) =0

e a fungdo q € dada em ({4.37).

Observagao | 4.4.1

w Se as fungoes g; sao lineares( por exemplo g;(s) = s), entdo sobre as mesmas hipdteses do
teorema acima temos que a energia do sistema (4.1) decai exponencialmente com relagdo
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a energia inicial, ou seja, existem duas constantes positivas C > 0 e p > 0 que podem
depender do dado iniciail Ey tais que

E(t) < Ce™™Ey, t >0,

para toda solucdo satisfazendo Eg < K.

Para provarmos o Teorema (|4.5]), necessitamos do seguinte lema essencial:

Lema 4.6 Vamos assumir as hipdteses (4.2.1) e (4.2.2)). Assim para um tempo T > 0 sufici-
entemente grande e K > 0 existe uma constante positiva C, que depende de T e K, tal que a
desigualdade

(4.39)  E(T) < C/Q a1(@)(¢F + g91(9e)?) + aa(@) (¥F + g2(¢)*) + as (@) (wi + gs(wr)?)dzdt,
para qualquer solucgao forte (p, 1, w) de (A.1)-([4.2) satisfazendo Ey < K.

Demonstracgao:

‘ Prova do Teorema [£.5] ‘ Definimos os conjuntos

N, = {(6.0) €@ lae0] > 1} eZp = Q\ T,
HTZJ = {(l‘,t) € @Q; W)t(xat)‘ > 1} e Eiﬁ =Q \ Fwa
I, = {(z,t) € Q;|wi(x,t)] >1} e 2y =Q \ T

Pelo lema essencial (4.6]) temos a desigualdade (4.39) e pretendemos estimar cada
parcela desta desigualdade. Inicialmente, note que

/ o1 (2)(22 + g1 (0)P)drdt = / o1 (2)(22 + g1 (o)) derdt
Q

Ly

+ /:0‘1<37)(<P?+91(<Pt)2)dxdt.

©

Vamos analisar cada integral do lado direito da igualdade acima. Pela hipdtese

(4.2.1) vislumbramos que
(4.40) / o1 () (02 4 g1(p¢)?)dadt < (k:l_l + Kl)/ a1 (z)g1 (¢ prdadt
1, I,
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Agora de (4.34), temos

/: o1 (2)(62 + gr(00)?)dadt < m(x)le(gl(sot)sot)dxdt

¥ ®

[1]

IN

1+ Haluoahl( 91(<Pt)§0t>da:dt

Qay
L+ [lai]|oo

(1]

©

< tllall) [ (m(m)gl(%m)dxdt
(4.41) < kil (i / (o) (oot

onde a ultima desigualdade é proveniente da desigualdade (2.4)) de Jensen.

Entao usando (4.40) e (4.41)), segue que

/ o1 (1) + g (p0))dadt < (k7' + Ky / 01 (2)g1 () pedacdt
Q Q

1

(4.42) b il (i / (@) (e)pidads).

Analogamente podemos obter

/ az(2)(WF + g1 (W) P)dedt < (k3" + K)) / a2 () g2 (1t )Y dadt
Q Q
(4.43) " <1+|ra2|roo>\cz|h2(@ /Q a2<x>gz<wt>wtdxdt),

e ainda
/ ag(l‘)(wg + gg(wt)2)dxdt < (kg_l + K3)/ as(x)gs(we)wedxdt
Q Q

(4.44)

+

1+ Haguooﬂczrhs(@ /Q a3<x>gg<wt>wtdxdt).

Usando (4.39), (4.42)), (4.43) e (4.44), além do fato de que as fungoes h; sao
estritamente crescentes temos

3
E(T) < 62(@_1 + K;) /Q a1(2)g1(pe)pr + o () g2 (Vi) + as(z)gs(wy)widzdt
i=1

3
+ ClQ| ;(1 + Haz'loo)r</Qa1 (2)g1(pe)pr + 2() g2 ()¢ + as(fv)gs(wt)wtdwdt>,
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onde a funcao r estd definida em (4.35)).
Conceituando a constante

M: prm— 3 1 I
Q22— (1 + [eilloo)

bem como 5 )
c— Zz:é(kz_ + KZ)
Cl1QI> = (1 + eil|oo)

chegamos em

ME(T)

IN

C/Q a1(x)g1(ee)pr + a(z)g2 () + az(x) g3 (w) wedxdt
roy ( /Q 01 ()91 (90) 01 + an ()92 (V) + a3<w>gg<wt>wtdxdt>
= (cI+r) <E(] — E(T)),

onde usamos a dissipacdo do sistema (4.6) na igualdade acima. Por outro lado, quanto a desi-
gualdade acima podemos reescrevé-la como

(4.45) p(B(T)) < Ey — E(T).

Para finalizar a prova, substituimos 7" (respectivamente, 0) em (4.45)) por (m+1)T
(respectivamente, mT'), alcancando

E((m + 1)T) +p(E((m + 1)T)) < E(mT), param=0,1,---
Usando o lema (4.4) com s, = E(mT), resulta em

E(mT) < S(m),m=0,1,---

E finalmente do lema (4.6)) temos para t = mT + 7, com 7 € [0,T], que

B(t) < E(mT) < S(m) < §(* - < 5(% 1),

para t > T, onde foi utilizado acima o fato de que S(-) é dissipativo. A prova do teorema agora
esta completa.
a
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Enfim, alocamos a prova do Lema essencial (4.6]).

Demonstracao:

Prova do Lema [£.6 ‘ Seja T' > 0 suficientemente grande como na segao ante-
rior e K > 0. Sendo

E(t) < Ey,Vt >0,
é suficiente provarmos a desigualdade (4.39)) para Ey no lugar de E(T).

Procedemos literalmente como no capitulo |3 Vamos supor que para todo C' > 0
existe uma solucao forte (¢, %, w), que depende de C, satisfazendo Ey < K mas que nio satisfaz

a desigualdade (4.39)), ou seja,
By > T [ oa(a)(e? 1007 + 0a(e)0f + 9200 + as(e) 0} + o))

onde @ := (0,7) x (0, L).

Por simplicidade iremos denotar v’ := ;. Escolhendo C' = n, com n € N, iremos
obter para cada n € N, uma sequéncia nao-nula de solugoes fortes {yy,, 1, wy, } satisfazendo:

0< E,0) <K,
e ainda

En(0) > 71/@061(56)(80%2 +91(20)%) + a2(2) (U7 + g2(4)%) + as(@) (wiy + g3(wy,)?)dzdt,

ou equivalentemente,

/ a1 (@) (e + g1(ep)?) + aa(@) (U + g2(47,)?) + as(@) (wyy + gs(w),)?)dadt

(4.46) 50 < %
Sendo a sequéncia {Ey,(0) }nen limitada, a desigualdade fornece-nos
Jim 0 ar(x) (@7 + 91(¢},)?) da dt = 0,
(4.47) Ly o (@) (¥ + g2(¢)) dw dt =0,
lim [ az(2)(w? + g3(w))?) dzdt = 0.

n—o0 Q
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E aqui, usando a hipdtese (4.2.2)), obtemos

T
(4.48) 0 = lim/ /(pgd:cdt
n—oo Il
= lim Y2 de dt
n—o0

I
= lim// w’? de dt
n—oo 13

Também, a sequéncia de funcionais energia {E, },cn é uniformemente limitada
m (0,7"). Assim, as seguintes convergéncias valem

90; = 90’ em L>(0,T; L*(0,

wn,x % qhy em L°°(0 T; L*(0,
Wp,z — lgon 2w, — lp em L(0,T; L?(0,
Pz + o + lwy = ©p + 1+ lw em L>(0,T5L*(0, L)).

Procedendo como na secao anterior, empregando-se a notoéria desigualdade de
Poincaré, resultados de compacidade, e sendo os dados iniciais limitados, também deduzimos
que
©on — ¢ em L?(0,T; L*(0,L)),
V¥ — ¢ em L2(0,T; L*(0, L)),
wp, — w em L2(0,T; L?(0,L)).

Neste momento, iremos dividir a prova em dois casos:

(i) |U=(o,¢, ¥, ¢ w,w") #0.

Consideremos o sistema

/)190;; - H(‘Pn,m + Py + lwn):p - ﬁOZ[wn,x - l‘{)n] + 061(90)91(@%) =0
(449) PQT,Z)Z - bwn,zx + K’(Qon,a: + '¢n + lwn) + az (:C)QZ(T/};L) =0
p1w§1’ - Ho[wn,x - Z(Pn]a: - Hl(@n,x + Py + lwn) + a3(x)g3(wf1) =0

em Q. Pelas convergéncias mencionadas, passando o limite em (4.49)), usando (4.47) e (4.48)),
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chegamos em

19" — k(e + 1 +1w)y — kollwy —lp] =0 em Q
pat" — e + Kz + 9 + lw) = 0 em Q
prw” — ko[wy — 1@)e + Kl + ¢ +1w) =0 em Q
or=0em Q1,9 =0 em Q2,wy =0 em Q3

(4.50)

onde Q; :=I; x (0,7).

Tomando a derivada de (4.50)) em ¢ no sentido distribucional, e substituindo
pr = 2z, Y = u, e w; = v, depreendemos que

12" — K(ze +u+1v)y — Kol[vy —12] =0  em Q
p2t” — by, + k(2 +u+1lv) =0 em Q
p1v" — kolve — 2] + Kl(zz +u+1v) =0 em @
z=u=v=0emI x (0,T)

onde I :=(2_, I; # 0.
Empregando o teorema de Holmgren, deduzimos que
z=u=v=0em Q,
e consequentemente,

(4.51) or=Y =wy =0, em Q.

Retornando ao sistema (4.50]), obtemos em Q:

- H(‘Pm +v+ lw)a: - KvOl[wa: - ZQP] =0
(4'52) — 0y + H[wx - l@] =0
— ko[wy — lp]s + Kllw, — ] =0

Multiplicando a primeira equacgao de (4.52)) por ¢, a segunda por 1), e a terceira equagao por w,
e adicionando, o resultado obtido fornece-nos

/ #(pz + U+ 1w)? + b2 4 kolw, — @] dedt = 0.
Q

Segue da desigualdade de Poincaré, que ¥» = 0. Como temos resultante da diferenciagdo com
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relagdo ao tempo (4.51)), chegamos no sistema de EDO’s:

Y +lw=0
—lp=0
,w € Hy (0, L)
que por sua vez, produz ¢ = w = 0.

Mas isto é uma verdadeira contradi¢ao, o que finaliza a prova do caso (i).

(i) U = (o, ¢, 9, ¢, w,w’) = 0.

Neste caso, primeiramente definamos

— w
n =V E,(0), B, = %a Yy 1= %a € Wy ::Tn
n

n 120

De (|4.46)), obtemos

(4.53) 0 = lim al(x)(E;vaM)d:cdt

n—00 Q V’VZ

ga(v

+ lim ag(@,f i ") dxdt
n—oo JQ

i
Vi
g3(vn

+ lim [ as(z )(@/2—{— ;U) ) dzdt.

n—oo JQ

Além disso, definindo para cada n, a energia E,(t) do problema normalizado

Ccomo
En(t) =5 PB2 + p2tby + YT + 0y, + KoTne — 1% + K(Bp g + 1y + )2 da,
0
entao
— E,(0
En(0) = "(2 ) =1,VneN
v,
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Esta limitagao implica nas seguinte convergénciais

7, 2% em L®(0,T; L%
—!  x —/

Y — P (
w, > @ em L>(0,T; L*(
Ve — ¥, em L®(0,T;L*(0,
- (

Wz — 1@, — W, — I em L>(0,T; L*(0,
Bra + U+ Wy =Py + 9+ 1w em L=(0,T; L(0, L)).

Consequentemente, utilizando a desigualdade de Poincaré e o teorema de Aubin-Lions, temos

?, =@ em L?(0,T;L*(0,L)),
¥, =¥ em L*(0,T;L*(0,L)),
W, — w em L*(0,T; L*(0,L)).

Considerando as convergéncias acima, e passando o limite no sistema

—
DT~ KB+ T+ 1) — ol e — 17, + e (1) 2270 g
—/
P2~ B 5B+ B+ 1) + () 2 g
—
T, — Kol — Bl KB+ B+ 1) + y () 27—
\ n

em (J, concluimos

M@ — k(@ + 1 + W), — kol[we — 1] =0,  em Q
pot = 0y + K(B, + 9 + W) = 0, em Q
p1w" — ko[We — 19 + kl(G, + ¢ +1w) =0, em Q
? =9 =w =0, emIx(0,T)

onde I := ﬂ?:1 I; # 0. Analogamente ao caso (i), deduzimos que

p=v=w=0.

Para alcangarmos uma contradicao, considere (zZ,w, v) solugao do seguinte sistema
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de Bresse homogéneo:

/

p1Zy — K(Zng + Un + 1Up)g — Kol[Un g — 1Z5]) =0, em Q
P2y, — Ul o + K(Zne + Up + 0,) = 0, em @
P10 — Ko[Ung — Znla + Kl(Zng + Un + 10,) =0, em Q
Zn(L,t) = Z,(0,t) = Un(L,t) =1,(0,t) =0,(L,t) =7,(0,t) =0, em (0,7)
Zn(z,0) = g, (x,0),2z),(z,0) = @n(m 0), em (0, L)
U (,0) = 1, (x,0), 7, (2,0) = wn@: 0), em (0, L)
On(2,0) =Wy (z,0),,(x,0) = w,(z,0), em (0, L)

com energia denotada por £(t).

Agora, defina
(ﬁ’n = zn - zna

&n = an — Up,

Wy, = Wy, — Tp.

Neste caso, nao ¢é dificil ver que (@, ¥y, w,) ¢ uma solucdo para o sistema de Bresse nao-

homogéneo:
p 5 —/
P18 — (G + T+ W) — ol — 1Gn] = o (2) 222 P0) em Q
AN
P2¢;~Z - b"/}n,xz + ff((ﬁn,x + wn + lwn) = OQ(:U)QQV#’ em Q
n -/
! — Kol s — Il + Fl(Gon + Bn + 1n) = as(a >M, em Q
Gn(Lyt) = @n(0,8) = Yn(L,t) = (0, 1) = D (L, t) = @, 0, ) = em (0,7)
\ 9571(3:70) :(,5%(.%0) :”L/Jn(.T,O) —Tﬁn(l’,O) —wn(a:,O) UN);L( ) 7 €m (O7L)

cuja expressao para energia F,(t), relacionada a solugao (@, ¥n, Wy,) deste sistema, é a mesma

definida em (|4.5]).

Entao, segue que

L
2E,(t) > / p1&y + patliy + pribyrde
0

(4.54)

v

— —r2
/wa + paty, + PIWE + P17 + polll + p1Usda
I
— ! !y —
— 2/p1@n2n + pa, 0, + p1w, v, dz,
I

para t € [0,T].
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Estimando a segunda integral em (4.54)), por meio da desigualdade de Cauchy-
Schwarz, segue

1 1
_ 3 3
/~p190/nZ;L + oy + W, Tdr < {/Pl@gdx} {/Plngx}
i i i
1
—2 2
+ {/pzw;dw} {/ﬂzufdw}
i i
1 1
—/2 2 —/2 2
+ ~F)Quj'rzd:r’. ~pQ’U’nd:{"
i i

N |—=

Por outro lado, sendo
(4.55) E(t)=FE(0)=1, te]0,T],

obtemos

bem como ) )
2 2 2 2 1
{/pgu;ld:z:} ,{/~plv%dx} < 2z,
I I

Retornando a desigualdade (4.54)), e levando em consideragao estas trés estima-
tivas, concluimos

2E(t) > /~plz;12 + po? + 102 da
i

(oo« ' { )

Nlw

- 2
e assim

/ p1Zy; + polly + piUde < 2 sup Ey(t)
I t€[0,7]

({/jﬂl@gdx}é + {/jﬂwgd«’ﬂ}é + {/jmwlgdf’?}%) :

Seja € > 0 suficientemente pequeno. Integrando ambos os lados de (4.56]) em

Njw

(4.56) + 2

- 78 -



Wenden Charles - 79 - 4 Dissipacgoes Localizadas

(e,T — ) e empregando a desigualdade de Young, chegamos em

3 1 T—e % T—e 1 % T—¢ %
22 (T — 2¢))2 {/ /plgo'zdxdt} + {/ [pgwnd:pdt} + {/ /~p2w;12dxdt}
€ I e I
+ 2(T —2¢) sup En(t)
t€[0,T]
T—e
> / / PZ2 + potll? + ;102 dad.
€ 1

Em principio, usando o limite ({4.53]) observamos que cada integral na primeira
parcela do lado esquerdo desta desigualdade converge para zero quando n tende ao infinito. Por
outro lado, o funcional energia E,, também satisfaz

dxds,

/ / ! (Unn (2, 8))@ +a2(x)92(vn@n(x, )Y’ Jrag(x)gzz(unw (z, )’

120 Un Un

para t € [0,T], que cede-nos

T ;oL — 3
sup E,(t) < M/ (/ ozl(x)g%(wp"(x’s))dx) ds
t€[0,7] 0 0

T L 20, ! 2

+ M/o </0 aﬂx)de) ds

1
T L 2 — 2
N M/ (/ oa;;(x)Wd:r) ds.
0 0 n

onde a constante M > 0 provém da limitagio de {@,}, {¢/,} e {w@),} em L>®(0,T; L0, L)).
Novamente, usando o limite (4.53)) cada termo do lado direito desta desigualdade converge para
zero quando n tende ao infinito. Portanto,

T—e
(4.57) lim /,01Z + potiy; 2 4 pw'dedt =0

n—oo €

Fazendo uso de (4.55)), e do resultado de observabilidade (4.16]), temos

of

1 = =&,

IN

(0)
/plz +p2u + p17,; 2da:dt
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para todo n € N, onde C; = Ci(e,Cy). Aplicando o limite quando n tende ao infinito na

desigualdade anterior, e considerando (4.57)), chegamos em uma contradigao.

Observagao

Isto finaliza a prova do caso (ii), e por tudo que foi exposto o lema esté provado.

a

4.4.2

1w Para alguns exemplos de taxas explicitas de decaimento recomendamos inicialmente a

leitura de [F] e/ou [39], onde sio apresentados exemplos concretos.
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