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Resumo

Este trabalho trata da controlabilidade exata na fronteira para o sistema de
Bresse, cujo controle age em uma parte da fronteira. O controle é obtido por meio
da desigualdade de Carleman e o método HUM (Hilbert Uniqueness Method) devido
a Lions [24] e [23].

Também estudamos o controle exato-aproximado interno para o sistema de Bresse
termoelastico, cujo controle age em um subintervalo do dominio. O controle é obtido

minimizando-se o funcional associado ao sistema de Bresse termoeldstico, como feito

em [11].

Palavra chave: sistema de Bresse, sistema de Bresse termoelastico, método
HUM, desigualdade de observabilidade, desigualdade de Carleman, controle exato

na fronteira, controle exato-aproximada interna.



Abstract

This work deals with boundary controllability for the Bresse system whose con-
trol acts on a part of the border. The control is obtained through the Carleman
inequality and the HUM method (Hilbert Uniqueness Method) due to Lions [24]
and [23].

We also studied the approximate exact control for the thermoelastic Bresse sys-
tem, where the control acts in a subinterval of the domain. The control function
is obtained by minimizing the functional which is associated with the thermoelasic

Bresse system as done in [11].

Key words: Bresse system, thermoelastic Bresse system, Hilbert Uniqueness
Method, observability inequality, Carleman inequality, exact border control, internal

exact-approximate controllability.
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Introducao

Este trabalho é sobre o sistema de Bresse e sistema de Bresse termoelastico,
nomes devidos ao francés Jacques Antoine Charles Bresse que foi engenheiro civil
nasceu em 1822 Vienne (Isere) Paris e morreu em 1883. Especializado no projeto

de aplicagao das rodas de agua é um dos 72 nomes na Torre Eiffel.

Aqui trataremos sobre a controlabilidade exata na fronteira para o sistema de
Bresse e a controlabilidade exato aproximada interna para o sistema de Bresse ter-
moelastico. No capitulo 1 resumidamente apresentaremos os resultados preliminares
referente aos espagos de Sobolev, a teoria das distribuigoes e a teoria de semigru-
pos,(para mais detalhes ver ([2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 15, 16, 25, 26, 28, 29, 31, 32, 33, 36]))

os quais sao de grande importancia para obtencao de tais controles.

No capitulo 2 consideraremos o sistema de Bresse dado por

prou — k(e + ¢ +1w)y — [wy —lp] =0
P1Wy — kO[wx - ZSD]:L’ + kl(@x + ¢ + lw) =0

em que @ = (0,L) x (0,T) onde py, pa, k, b, kg sdo constantes positivas que estao
relacionados com a composi¢ao do material. Por w, ¢ e ¢ vamos denotar, respec-
tivamente, o deslocamento tangencial /longitudinal, o deslocamento vertical /normal

e o deslocamento da se¢ao transversal/cisalhamento.

Assumimos condigoes de fronteira do tipo

0(0,t) = (0,t) = w(0,t) =0 2)
(L7t) =01, w(L7t) = g2, w(L7t) =03



para t € (0,7), e condigbes iniciais

©(,0) =0, ¢i(.,0) = o1,
¥(.,0) = o,  U(.,0) =y, (3)

w(.,0) = wo, wy(.,0)=w;.

O problema de controlabilidade exata na fronteira para o sistema
(1)-(3) com dados iniciais (g, 1, %o, U1, wo, w1) € L*(0, L) x H*(0, L) x L*(0, L) X
H=Y(0, L)x L*(0, L)x H~*(0, L) consiste em encontrar controles g1, g2, g3 em L*(0,T)
tais que para um tempo 7' suficientemente grande a solucao (¢, 1, w) de (1)-(3)

satisfaca

o(T) = @(T) =Y(T) = Yo (T) = w(T) = w(T) = 0. (4)

Para obter este controle é necessario encontrar uma desigualdade de observabi-

lidade para o sistema

prug — k(ug +v +12)y — [z, — lu] =0
PV — DUge + k(uy +v4+12) =0
P12 — kolze — luly + kl(ugy +v+12) =0

u(0,t) = u(L,t) = v(0,t) = v(L,t) = 2(0,t) = z(L,t) =0 (5)
u(.,0) = ug, w(.,0) =
v(.,0) =vy, v(.,0) =1y
2(.,0) = z0, z(.,0) = 2,

do tipo
T
BO)<C [ (D + 0D + (D)
0
onde
L
E(0) = / prlur|? + palvr |2+ p1l 21 |2+ bvoe|? + klugs 4+ vo + 120|* + kol 20s — luo|? dz.
0
Para isso usaremos uma estimativa de Carleman e por fim usaremos o método

HUM para obter o controle.
Para trabalhos relacionados ao sistema de Bresse pode ser visto em [35] e [38].

O controle para a equagao de onda em uma dimensao foi trabalhado em [17],
aqui trataremos sobre o controle na fronteira para o sistema de Bresse, em uma

dimensao, tal sistema de Bresse sao formados por trés equagoes de ondas acoplados.



Para a desigualdade direta foi feito como em [37]. A estimativa de Carleman foi
inspirado por [34], tal estimativa de Carleman é necessério para obter a desigualdade

de observabilidade.

Por fim para obter-se o controle desejado faz-se uso do método HUM (Hilbert
Uniqueness Method) proposto por [23] e [24] e usado por [1, 8, 12, 13, 19, 20, 21,
22, 27, 30].

No capitulo 3 trataremos em obter o controle exato-aproximada em (Iy,[3), com

(I1,12) C (0, L), para o sistema de Bresse termoelastico

( P1Pt — k(s% + w + lw):p + kol(wz - l(ﬂ) = le(ll,lg)a em (07 L) X (07 T)
P2¢tt - bq/}:p:v + k(@x + ¢ + lU)) + ’Y@x = f2X(l1,12)7 em (OJ L) X (07 T)
P1Wy — ko(wfc - ZQO)CE + kl(gpfc + ¢ + lw) - f3X(l1712)7 em (Ov L) X (O’ T)
Oy — k10 + mipyy =0, em (0,L) x (0,7)
©(0,t) = @(L,t) =(0,t) = ¢(L, 1)
=w(0,t) =w(L,t) =06(0,1) = (L, )
@( O) ©0, §0t<70) = @1, €m (07
¢( ) ) ¢07 ¢t(’0) = 1/}17 em (O
w(.,0) =wy, wi(.,0)=wy, em (

0(.,0) =0y, em (0,L).

€ (0,7)

553 ||

)
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(6)
O controle exato-aproximada interna consiste em encontrar um espago de Hilbert

‘H tal que para cada dados inicial e final
(p0, ©1, Vo, Y1, wo, w1, bp), (Po, @1, Uo, ¥y, Wo, Wi,m9) € H ee > 0, é possivel en-

contrar controles fi, fa, f3 tais que a solucdo de (6) satisfaga

Para obter tal controle faremos como em [11] e [35].

O processo usado para se obter-se o controle exato-aproximada interna consiste
em encontrar uma estimativa de observabilidade para o sistema homogéneo (6) (isto

é fi = fo = f3 = 0). Para obter tal estimativa de observabilidade usaremos uma



desigualdade de observabilidade para o sistema desacoplado associado

(

P1Bn = k(Fr + 0+ 10)g + kol(@, — 13) =0, em  (0,L) x (0,T)
Pt — Dy + k(o + 1 +10) + 22 PP, =0, em  (0,L) x (0,7)
Py — ko(@a — 13)s + k(P + ¥ +1B) =0, em (0,L) x (0,T)
0 — k10p0 + mipyy =0, em (0,L) x (0,7T)
$(0,t) = §(L,t) = 9(0,t) = (L, ) (8)
= @(0,t) = W(L,t) = 6(0,¢) = 0(L,t) =0, te(0,7T)
&(.,0) = o, @(.70) =¢1, em (0,L)
50) =1, Y(.,0) =11, em (0,L)
(.,O) =wp, w(.,0)=wy, em (0,L)
L 0(.,0) =6y, em (0,L),

onde

~ ~ 1 [E -
Po=Po - | Phds
0

e um teorema que diz, para S(t) e S°(t) os semigrupos fortemente continuos em H
associados aos sistemas homogéneo (6) e (8) respectivamente tem-se que
S(t) — S°(t) : H — C([0,T); H) ¢ continuo e compacto.

Por fim para obter-se o controle exata-aproximada interna minimizaremos o fun-

cional J : H — R definido da seguinte forma:

l2
J (o, u, vo, v1, 20, 21, Do) = / / (lu® + [o* + |2[*) da dt
1
L
—Pl/ Qyupdr — PQ/ Vyvodr — Pl/ Wizodz + p1(Po, u1) + p2( Vo, v1)
0 0

+p1(Wo, 21) — / (no +mW¥y)py dx + €“po||L2(o,L),
0

(9)

onde
H= L*(0,L) x H71(0,L) x L*(0, L) x H71(0, L) x L*(0, L) x H~*(0, L) x L*(0, L).
A estabilizacao para o sistema de Bresse termoelastico foi trabalhado em [14],

aqui trabalharemos o controle exato-aproximada interna.

O resultado de solugdes foram baseados em [11] e usando Holmgren’s Uniqueness

Theorem em [18].



A desigualdade de observabilidade foi baseado em [11], [35] usando-se o resultado

de solugoes e a teoria de equagoes diferenciais ordinarias dada por [10].

Por fim se obtém o controle como feito em [11].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos Funcionais

1.1.1 Distribuicoes

Sejam x = (x1,Z3,...,x,) pontos do R" e o = (a1, as..., ), n-uplas de nimeros
inteiros nao negativos. Considerando |a] = a3 + as... + a,, e al = ajlag!...a,!
denotaremos o operador derivagao em R™ por

olel

D* =
- al a2 .
0x" 0x5?...0xon

Seja €2 um aberto do R™ e ¢ : 2 — R. Definimos o suporte da funcao ¢ em
Q2 e denotamos por supp(p) o fecho em Q do conjunto {z € Q;¢(x) # 0}. Quando
supp(p) é compacto, dizemos que ¢ tem suporte compacto em (2. Denotaremos por
C°(€2) o conjunto das fungoes ¢ : © — R que s@o infinitamente diferencidveis em

() e que possuem suporte compacto.

O espago das fungoes testes de 2, D(Q), é o espago C§°(£2) munido da seguinte
nogao de convergéncia: Dada uma sucessao {p, } de fungoes de C5°(Q2) e ¢ € C§°(Q)

dizemos que

v, — @ em D(Q) (1.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de € tal que

i)supp(p,) C K, Vv e supp(p) C K;
1) D%p, — D% uniformemente sobre K, Va € N".

6



Uma distribuicdo sobre © é uma forma linear sobre D(2) que é continua no
sentido da convergéncia dada em (1.1). Chamaremos por D'(2) o espaco vetorial
das distribuigoes sobre €). Diremos que {7, }, uma sucessao de elementos de D'()

converge para T € D'(€)) e escreveremos
T, — T em D'(Q)

quando

(T,,0) = (T,p), Yo € D(Q).

Dada uma distribuicao 7" sobre 2 e a € N", a derivada distribucional de ordem

« da distribuicao T', denotada por D*T', é dada por

<DaT7 90> - (_1)‘04 <T7 Da(ﬁ) ) VQO S D(Q>

Com essa defini¢ao, uma distribuigao T € D’(2) possui derivada distribucional

de todas as ordens e DT € D'(2) e além disso a aplicagao

D*:D(Q) — D(Q)
T + DT

¢é linear e continua.

1.1.2 Espacos LF(f)

Sejam €2 um subconjunto do R™ e p um ntimero real tal que 1 < p < oo. Denotaremos
por LP(£2) o espaco vetorial das (classes de) fungdes mensuraveis u, definidas em €2

tais que |ul? é Lebesgue integravel sobre €.

O espago LP(§2) munido da norma

lullzoe) = ( / |u<x>|pdx);

Se define por L>(£2) o conjunto das fungoes u :  — R tais que u é mensuravel

¢ um espaco de Banach.

e existe uma constante C' tal que |u(x)| < C para quase todo = € 2. Uma norma

7



em L*>(Q) é dada por
l[ul| oo () = Inf{C; |u(x)] < C q.s. em Q},

a qual o torna um espago de Banach.

Em particular, L*(f2), com o produto interno

(u,v) = / u(z)v(z) d
0
e a norma |u|* = (u,u), é um espago de Hilbert.

1
Seja 1 < p < oo. Diz-se que p' é o indice conjugado de p se — + — =1 (com a
p P

convencgao de que se p = 1 entao p’ = 00).

Proposicao 1.1. (Desigualdade de Young) Se a e b sao nimeros reais nao

negativos entao

/

a? WP
ab§_+_/7
p p

1 1
sempre que 1 <p <ooe—+— =1
p D

Demonstracao: Ver [4]. O

Proposigao 1.2. (Desigualdade de Hélder) Sejam u € LP(Q) ev € LP (Q) com

1 <p<oo. Entiouv e L) e
| ool < ez el
Demonstracao: Ver [4]. O

Proposicao 1.3. (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v € LP(Q) e
1 < p< oo entao

[lu+oller@) < [Jullee@) + [[v]lo@)-

Demonstracao: Ver [29)]. O



Proposicao 1.4. (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do R", entdo

para toda funcgdo concova F e toda funcao integrdavel g € L*(B) temos

F(m€;<8) /B g(x)dx) > me;(B) /B Flg(x))dz.

Demonstragao: Ver [32]. O

Teorema 1.5. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Se uma sequéncia
{fx} de funcées integrdveis a Lebesque num conjunto 2 converge quase sempre em
Q para um fungdo f, e se |fi|r1@) <, quase sempre em Q, Yk € N, para um certa

funcao ¢ € LY(Q), entao a integral / f existe e
/f dr = hm fk dz.

Demonstracao: Ver [15]. O

Denota-se por L (), 1 < p < oo, o espaco das (classes de) fungoes
u : £ — R tais que |ul? é lebesgue integrével sobre cada subconjunto compacto

de .
Proposigao 1.6. (Du Bois Raymond) Sejam u € L, () tal que
/ u(z)p(x) de = 0,YVe € C5°(2).
Q

Entdo u =0 quase sempre em €.

Demonstracao: Ver [5]. O

1.1.3 Espacos de Sobolev

Sejam € um aberto do R", 1 < p < oo em > 1. O espaco de Sobolev W™P((Q)
é o espago vetorial de todas as fungoes de LP(Q) tais que D%u € LP(S), para todo

|a] < m. Simbolicamente,
WmP(Q) ={u € LP(Q); D € LP(Q), Y|a] < m}.

9



Uma norma em W™?(Q2) é dada por

Hu!lﬁ,m,p(m = Z /Q]Do‘u(a:)|p dr, se 1 < p < o0,

|a|<m

[ ——— sup ess |Du(z)[P dz, se p = oo,
xX

la<m

a qual o torna um espago de Banach. No caso p = 2, escreve-se W™2(Q2) = H™(Q)
e munindo-o com o produto interno
(u, V) pm(Q) = Z / D%u(z)D%(z) dx
jal<m 7€
temos um espaco de Hilbert.

Define-se o espago WJ""(Q2) como sendo fecho de C§°(€2) em W™P(Q2), ou seja,

D — (e

Cr@" Y = o).

Quando 2 é limitado em alguma direcao z; de R e 1 < p < oo entao a norma

em Wy""(Q2) dada por

MuZLWMMx

|at]=m

¢ equivalente & norma induzida por W™P(€2).

Representa-se por W~ () o dual topolégico de W"P(£2), onde 1 < p < oo e

p’ é o indice conjugado de p. Por H~™(Q2) denota-se o dual topolégico de HJ*(€2).

1.2 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Se-
paraveis

Nesta secao temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca *, assim como
resultados de convergéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separa-

bilidade dos espacos.

Considerando E um espago de Banach, a topologia fraca o(E,E") sobre E é a

topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E’.

10



Seja {x,} uma sucessao convergente para z na topologia fraca o(E, E’). Quando
nao houver possibilidade de confusdo diremos apenas que {z,} converge fraco para
x e denotaremos por

T, ~remF
Proposicao 1.7. Seja {x,}nen uma sucessao em E, entao
i)x, =~z em E se, e somente se, (f,x,)— (f,x), Vf€FE;
ii)Se =, -z em FE, entao =z, —~z em FE;

iti)Se x, =~ x em E, entao ||z||g é limitada e ||z||g <liminf||z,||g;
iv)Se x,—~x em E e f,—f em FE' entao (fn,x,) — (f,2).

Demonstragao: Ver [4]. O

Sejam FE um espaco de Banach e x € E fixo. Considere a aplicacao

J,: ' — R
o= A f)={f2)
que ¢ linear e continua, e portanto, J, € E”, Vx € E. Deste modo, definamos a
aplicagao J : E — E” tal que J(z) = J,, a qual é chamada de injecdo candnica de

Eem B”.

A topologia fraca %, ou o(E', E), é a topologia menos fina sobre E’' que faz

continuas todas as aplicacoes J,.

Seja {f,} uma sucessdo convergente para f na topologia fraca x o(E’, E'). Com
vistas a simplificagdo das notagoes escreveremos apenas que { f,,} converge fraco *

para f, ou simbolicamente,

fo = fem E/,
quando nao houver possibilidade de confusao.

Proposicao 1.8. Seja { f,}nen uma sucessao em E', entdo

i) fo — f em E'se, e somente se, (fn,z)— (f,z) Vo € E;

ii)Se f,— f forte, entao f,—f em o(E E");

iii)Se f,— f em o(E',E"), entao f, = f em E;

iw)Se f, = fem E', entiao ||fu|lp estd limitada e ||f||p < liminf||f,||z;

v)Se fo=>femE e x,—x em E, entio (fn,x,) — (f,z).

11



Demonstracao: Ver [4]. O

Dizemos que um espaco de Banach ¢é reflexivo quando a inje¢do canodnica J :
E — E” é sobrejetora. Um espago métrico E é dito separdvel quando existe um

subconjunto M C E enumeravel e denso em FE.

Teorema 1.9. Seja E um espago de Banach tal que E' € separavel. Entao E ¢

separavel.

Demonstracao: Ver [4]. O

Teorema 1.10. Seja E um espago de Banach separdvel e seja {f,} uma sequéncia
limitada em E'. Entao existe uma subsequéncia {f,,} que converge na topologia

fraca x (o(E', E)).
Demonstracao: Ver [4]. O

Teorema 1.11. Seja E um espaco de Banach reflexivo e seja {x,} um sequéncia
limitada em E. Entdo eziste uma subsequéncia {x,, } que converge na topologia

fraca (o(E,E")).

Demonstracao: Ver [4]. O

1.3 Espacos de Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago localmente
convexo completo das fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X infinitamente diferencidveis

com suporte compacto em (0,T). Dizemos que uma sucessao
py — ¢ em D(0,T; X)

se
i)Existe um compacto K de (0,T) tal que supp(p,) e supp(p) estao

contidos em K, para todo v;
k k

it)Para cada k € N,ﬁgol,(t) = P em X, wuniformemente em t¢€ (0,T).

12



O espago das aplicagdes lineares continuas de D(0,7) = D(0,7;R) em X serd
denotado por D'(0,T; X), ou seja, S € D'(0,7; X) se S: D(0,T) — X é linear e se

0, — 6 em D(0,T) implicar que (S,6,) — (S,0) em X. Diremos que
S, — S em D'(0,T; X)
se
(S,,0) — (S,0) em ,V0 € D(0,T).
O espago D'(0,T; X) equipado com a convergéncia acima é denominado espago das

distruibuicoes vetoriais de (0,7) com valores em X.

Denota-se por L?(0,7T; X) o espaco das (classes de) funcoes vetoriais
u: (0,7) — X mensurdveis em (0,7), (0,7) dotado da medida de Lebesgue, tais

que

T
/ u(t)|[Zedt < oo.
0

Em particular, se X é um espaco de Hilbert, entao L?(0, T, X') munido do produto

interno
T
(1, 0) 120 x) = / (u(t), v(t)) xdt
0

também é um espaco de Hilbert.

1.4 O Espago W(0,T;X,Y)

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, X C Y com imersao continua e

densa. Definimos um novo espaco de Hilbert
W(0,T;X,Y) ={ue L*0,T; X);u; € L*(0,T;Y)}

com a norma
HUHIQ/V(O,T;X,Y) = HUH%Q(O,T;X) + HutH%Q(O,T;Y)'

Para mais detalhes ver [10].
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Considere o espago C([0,7]; E') como sendo o conjunto das fungdes continuas de

[0,7] em E, munido da norma

[ulleqome) = sup ||u(t)]|e.
te[0,7)

Com essas notagoes, temos o

Teorema 1.12. Se u € W(0,T;X,Y) entao u € C([0,T]; X, Y]%), onde [X,Y]q
denota a interpolacao® entre os espacos X e Y.
Demonstracao: Ver teorema 3.1, p.19 de [25]. a

1.5 Integral de Bochner: definicao, convergéncia
e regularizacao

Consideremos f : A — X uma funcao a valores vetoriais definida em um subconjunto
mensuravel a Lebesgue A C R em um espaco de Banach, real ou complexo, X de

norma || - || x.

Definicao 1.13. Diz-se que f : A — X € simples se assume um niumero finito
de valores. Em outras palavras, f € simples se existem Ay, As, ..., Ay, subconjuntos
mensuraveis de A dois a dois disjuntos, cada qual tendo medida finita (med(A)

finita) e existem x1,xo, ..., T, pontos nao nulos correspondentes em X tais que
FO) =) xam; (1.2)
j=1

onde xa; € a fungdo caracteristica de Aj. Assim, set € Aj, para algum jo entao

f(t) = xj,, ou seja, f € constante em Aj,. Agora set € A\ Uj_, A; entdo f(t) = 0.

Definicao 1.14. Diz-se que f : A — X ¢ fortemente mensuravel se eziste uma

sequéncia de fungoes simples { fu}nen tal que:

lim || f.(t) — f(t)[|x =0, quase sempre em A.
n—oo

'Para mais detalhes sobre espacos interpolados veja [25].
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Definicao 1.15. Define-se a integral da fungao simples f : A — X dada em (1.2)

por:
Z med(A;)z;
j=1

e denota-se por

/Af(t) dt = Zmed(A])xj

Definigao 1.16. Uma funcao f: A — X ¢é dita integrdvel a Bochner se existe uma

sequéncia de fungoes simples { fntnen tal que
fu(t) = f(t) em X quase sempre em A
e, além disso,

lim / 1ult) — F(0)]1x dt = 0.

n—o0

A integral de f sobre A, que denotaremos por fA ) dt € definida por

/A f(t) dt = Tim fn( ) di

Teorema 1.17 (Bochner). Seja A C R um conjunto mensurdvel a Lebesque. Uma
funcao f : A — X fortemente mensurdvel ¢ Bochner integrdvel se e somente se a

aplicagio numérica t € A | f(t)||x € integrdavel a Lebesgue.

Demonstracao: ver [6]. O

Designaremos por LP(A;X), 1 < p < oo, a classe das fungées f fortemente

mensuraveis e tais que a fungao numeérica:
teA—|f@)lx
pertence a LY (A).

Proposigao 1.18. Sejam f € L'(R) e g € LP(R; X) com 1 < p < oco. Entdo,

para quase todo t € R a fung¢do s € R — f(t — s)g(s) € X é Bochner integrdvel e

(f o)t /ft—s

pondo-se



tem-se (fxg) € LP(R; X) e

1F* gllr@x) < 1 Fllor@llgllor@x)-

Demonstracao: ver [6]. O

Proposigao 1.19. Sejam f € C¥R) e g € L. .(R; X), k € N*. Entao

loc
(f x g) € C"(R; X).

Além disso
d* d* f

Demonstracao: ver [6]. O

Definigao 1.20. Denomina-se sucessao regqularizante a toda sucessio {p,},en de

funcoes reais tais que:

b € CZ(R), supp(py) € B1(0), / put) dt = 1.
R

Proposigao 1.21. Seja f € C°(R; X). Entao p, * f — f uniformemente sobre todo

compacto de R.

Demonstracao: ver [6]. O

Proposicao 1.22. Seja f € LP(R; X), com 1 < p < co. Entao

pu* f— fem LP(R; X).

Demonstracao: ver [6]. O
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1.6 Mais alguns Resultados

Devido a dimensao do trabalho, enunciamos nesta secao mais alguns resultados

utilizados no texto.

Proposigao 1.23. (Lema de Gronwall) Sejam z € L>=(0,T) e ¢ € L*(0,T) tais

que z(x) > 0, ¢(t) > 0 e seja ¢ > 0 uma constante. Se

o(t) <c+ /Otz(s)go(s)ds, vVt € 0,7,

entao

o(t) < c.elo?®ds i e [0, 7).
Demonstracao: Ver [28]. O

Lema 1.24. Seja m € L*(0,T;R) tal que m > 0 quase sempre em (0,T) e b > 0
constante real. Suponhamos h € L*(0,T); h > 0 sobre (0,T) verificando a desi-

gualdade
1 t
§h?(t) < 20 +2/0 m(s)h(s) ds (1.3)

para todo t € (0,T). Entao

t
h(t) < 2b+2 / m(s)ds. (1.4)
0
Demonstragao: ver [3] O

Teorema 1.25. (de Representacao de Riesz-Fréchet) Seja H um espago de

Hilbert. Dada @ € H', existe f € H unico tal que
(p,uy = (f,u), Yu € H.

Além disso,

Al = [l
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Demonstracao: Ver [4]. O

Definicao 1.26. Seja H um espag¢o de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear

a(u,v) : Hx H—R é
i)continua se existe uma constante C tal que |a(u,v)| < Clullv|, Yu,v € H e
ii)coerciva em H se existe uma constante a >0 tal que a(v,v)> alv|?, Vv € H.

Teorema 1.27. (Lax-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e co-

erciva. Entao para toda ¢ € H' existe inico u € H tal que
a(u,v) = {p,v), Yv € H.

Além disso, se a € simétrica entdo u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u,v) — (,v) = min {%a(v,v) - <g0,v>} .

veH
Demonstracao: Ver [4]. O
O seguinte resultado é uma consequéncia do teorema da aplicacao aberta.

Teorema 1.28. Sejam E e F espacos de Banach e T : E — F um operador linear

continuo e bijetivo. Entao

i) 7! € um operador linear e continuo de F sobre E.

ii) Ezistem m, M > 0 tais que m||z||g < ||Tz||r < M||x|| g, para todo x € E.
Demonstragao: ver coroldrio 2.21 p.75 em [7]. O

Teorema 1.29 (Prolongamento por Densidade). Sejam E e F espagos de Banach
e A: D(A) C E — F um operador linear e limitado. Se D(A) for denso em E,
entio A admite um unico prolongamento linear limitado A a todo espaco E. Além

disso,

| Allzpcay,ry = 1Al 2ce,F)-
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Demonstracao: ver teorema 2.42 p.88 de [7]. O

Teorema 1.30. (da Regularidade Elitica) Seja Q2 C R"™ um aberto de classe C?

com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e uw € H}(Q) satisfazendo

/Vquo—l—/wp:/fgo, Vi € Hy(Q).
0 0 0

Entio, u € H*(Q) e ||ul|p2) < c||f]|r2@) onde ¢ € uma constante que sé depende

de €.
Além disso, se Q é de classe C™2 e f € H™(Q), entdo
u € H™2(Q) com ||ul|grm+20) < || f||rm o).

Em particular, se m > % entio u € C*(Q). Se Q € de classe C* e f € C™(Q),

entdo u € C*(12).
Demonstracao: Ver [4]. O

Teorema 1.31. (de Aubin-Lions) Sejam By, B e By espagos de Banach tais que

comp cont

By — B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos
W = {ue LP(0,T; By);us € LP*(0,T; By)},
onde 1 < pg,p1 < 0o. Consideremos W munido da norma

[lullw = [lul[Lro01:80) + lullLrr 0,7:81),

a qual o torna um espago de Banach. Entao a imersio de W em LP°(0,T;B) ¢

compacta.

Proposigao 1.32. (Lema de Lions) Seja {u,} uma sucessio de fungdes perten-

centes a LY(Q) com 1 < q < co. Se
iu, — u quase sempre em @ e
ii)||uy||La@) < ¢, para todo v €N,
entao u, — u fraco em L(Q).
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1.7 Operador Definido por uma Terna

Desenvolvemos esta segao conforme [7]. Sejam V' e H espagos de Hilbert complexos,

cujos produtos internos e normas denotaremos, respectivamente, por ((-,-)), || - || e
(+,+), | - |, com V tendo imersao continua e densa em H.
Seja

a(-,):VxV — C
(u,v) — a(u,v)

uma forma sesquilinear continua.
Definamos

D(A) ={u € V; a forma antilinear v € V — a(u,v) é continua

com a topologia induzida por H} . (1.5)

Em outras palavras, D(A) é o conjunto dos elementos u € V tais que a forma

antilinear
gV — C

v o— gu(v) = a(u,v) (1.6)

é continua quando induzimos em V' a topologia de H. Note que D(A) # 0 pois

0 € D(A). Sendo V denso em H, podemos estender a aplicagao (1.6) a uma aplicagao
gu: H—C
antilinear e continua tal que
gu(v) = gu(v), YveV. (1.7)
Pelo teorema 1.25, existe tnico f, € H tal que
gu(v) = (fu,v), Vv € H. (1.8)

Em particular,
a(u,v) = (fu,v), YveV. (1.9)
Desta forma, temos definida a aplicagao

A:DA) — H

W — Au—f, (1.10)
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e, consequentemente, chegamos a uma nova caracterizagdo para D(A), a saber,

D(A) ={u € V; existe f € H que verifica a(u,v) = (f,v), para todo v € V'}.

(1.11)
Assim, D(A) é subespago de H e fica definido um operador linear
A:DA) — H
u — Au (1.12)
onde
(Au,v) = a(u,v) para todo u € D(A) e para todo v € V. (1.13)

Neste contexto, diremos que o operador A é definido pela terna {V, H,a(u,v)} e

denotaremos tal fato escrevendo
A {V,H, a(u,v)}.

Teorema 1.33. Sejam V' e H espacos de Hilbert com V — H sendo V' denso em
H. Se a(u,v) € uma forma sesquilinear, continua e coerciva em 'V e A € o operador
definido pela terna {V, H,a(-, ")}, entdo, para cada f € H, existe um unicou € D(A)
tal que Au = f.

Demonstragao: ver teorema 5.126 em [7]. O

Sendo A o operador definido pela terna {V, H,a(u,v)}, verifiquemos o que se
pode dizer de uma possivel extensao deste. Sejam V' e H' os antiduais de V e H,

respectivamente. Definamos

B:V — V
u —— Bu onde Bu:V — C é definido por (1.14)
v — < Bu,v >y y=a(u,v).

Observe que a aplicacao acima esta bem definida e é linear. Da continuidade de

a(-,-) seque que B ¢ continua pois

|Bully» = sup [<Bu,v>|= sup J|a(u,v)] < sup Clulllj]| < Cllull,
veVilull<t veVillol<1 veV;lol<1
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ou seja, B € L(V,V’). Além disso, veja que
Bu = Au, para todo u € D(A), (1.15)

ou seja, B é uma extensao de A a todo V.

No caso particular em que
a(u,v) = ((u,v)) onde ((-,-)) é o produto interno de V,

entao, a extensao B do operador A dada acima é uma bijecao isométrica, onde a
injetividade resulta do fato que B é isometria e a sobrejetividade é uma consequéncia

do teorema 1.27 de Lax-Milgram.

1.8 Semigrupos e Grupos de Operadores Lineares
em Espacos de Banach

Definigao 1.34. Seja X um espago de Banach. Uma familia a um parametro S(t),
0 <t < o0, de operadores lineares limitados de X em X € um semigrupo de operador

linear limitado de X se
i) S(0)=1.
ii) S(t+s) = 5(t)S(s) para todos t,s > 0.

O operador linear A definido por

D(A) = {x € X; lim m existe }

t—0+
e
t)r — at
Az = lim Ste —x = —S(t)z para x € D(A)
t—0+ t dt =0

¢ o gerador infinitesimal do semigrupo S(t), onde D(A) é o dominio de A.

Defini¢ao 1.35. Um semigrupo S(t), 0 <t < 0o, de operadores limitados de X €

fortemente continuo se

lim S(t)z =z para todo x € X.

t—0t+
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Um semigrupo de operadores limitados fortemente continuo de X serd chamado de

semigrupo de classe (.

Definicao 1.36. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o seu gerador infinitesimal.
Ponhamos A° = I, Al = A e, supondo que A" esteja definido, vamos definir A"
pondo:

D(A") ={z € X;2 € D(A"") e A" 'z € D(4)}

Az = A (A”flx) , Yx e D(A").
Proposicao 1.37. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo, S, de classe
Co, entdo, para todo x € D(A™), S(t)x € C"7*([0, 00]; D(A¥)), k =0,1,...,n.
Demonstragao: ver proposicao 2.18, p. 23 de [16]. a

Para o espago de Banach X consideremos seu dual X’. Denotamos por z* € X’
aplicado em x € X por < z*,x > ou < z,2* >. Para cada x € X definimos o

conjunto dualidade
F(z) ={a" € X;< o,z >=|z|” = ||=*||} .
Do teorema de Hahn-Banach segue que F(z) # () para todo = € X.

Defini¢ao 1.38. Um operador linear A € dissipativo se para cada x € D(A) existe
um z* € F(x) tal que Re < Azx,x* >< 0. O operador linear A € dito m-dissipativo

se for dissipativo e Im(\g — A) = X para algum Ay > 0.

Proposicao 1.39. Se A é m-dissipativo com Im(Ag — A) = X, para algum Ny > 0,
entao Im(X — A) = X para todo A > 0.

Demonstragao: ver proposigao 4.12, p.38 de [16]. a

Seja A : D(A) C X — X um operador de X. O resolvente de A, denotado por

p(A) é definido assim
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p(A)={ e C; (A- X" existe D(A— X)) e denso em X
e (A= X)™' e limitado}.

O espectro de A sera denotado por

o(4) = C\ p(A).

Teorema 1.40. Seja A dissipativo com D(A) denso em X. Se 0 € p(A), entao A €

gerador infinitesimal de um semigrupo de contracao.

Teorema 1.41 (Lumer-Phillips). O operador A é m-dissipativo se, e somente se,

A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cy em X.

Demonstracao: ver teorema 4.3, p.14 em [33]. O

Teorema 1.42. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de

classe Cy. Seja B um operador dissipativo com D(A) C D(B) satisfazendo
|Bz|| < al|Az|| + Bllz||, para todo x € D(A),

onde 0 < a<1ef>0. Entio A+ B € o gerador infinitesimal de um semigrupo

de contragoes de classe Cy.

Demonstragao: ver corolario 3.3, p. 82, de [33]. a

Definigao 1.43. Uma familia a um parametro S(t), —oo < t < oo, de operadores
lineares limitados de um espaco de Banach X € um grupo de operadores lineares de

classe Cy se satisfaz sequintes condigoes

i) S(0) =1,

ii) S(t+s)=5(t)S(s) para —oco < t,s < o0,
iii) %g% S(t)xr = x para x € X.

24



Definigao 1.44. O gerador infinitesimal A de um grupo S(t) € definido por

Ar = lim M
t—0 t

sempre que o limite existe. O dominio de A é o conjunto de todos os elementos

x € X para os quais o limite acima existe

Seja S(t) um grupo de operadores lineares limitados de classe Cy. Das definigoes
propostas segue que para t > 0, S(t) é um semigrupo de classe Cy cujo gerador
infinitesimal é o operador A. Além disso, para t > 0, S'(t) := S(—t) é também um
semigrupo de classe Cy de gerador infinitesimal —A. Assim, se S(¢) é um grupo de
operadores limitados de classe Cy de X, tanto A como —A sao geradores infinitesi-

mais de semigrupos de classe Cj.

Definicao 1.45. Um grupo S de operadores lineares limitados de um espago de

Hilbert € dito grupo unitdrio se S(t)* = S(t)~*, V¢ > 0.

Note que || S(t)z|| = ||z|| para todo grupo unitario, o que implica que ||S(t)| = 1.

Teorema 1.46 (Stone). Um operador linear A definido em um espago de Hilbert,

X, € o gerador infinitesimal de um grupo unitdrio de classe Cy se, e somente se,

A= -A

Demonstragao: ver teorema 5.8, p.55 de [16]. O

Considere o problema de valor inicial

d
{ 2 t) = Ault) + 50, ¢>0, (1.16)
u(0) = =,

onde f:[0,T[— X.

Observacao 1.47. Se f ¢ identicamente nula e A € o gerador infinitesimal de um
semigrupo de classe Cy, S(t), o problema de Cauchy (1.16) tem uma inica solu¢ao

e esta € dada por u(t) = S(t)x, para todo x € D(A) (ver [33], p. 100). Como

25



D(A™) € D(A), n = 1,2,..., a regularidade da solu¢io de (1.16) é dada pela

proposicao 1.57.

Definig¢ao 1.48. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, S(t).
Sejax e X e fe LY0,T;X). A funcao u € C([0,T]; X) dada por

¢
u(t) = S(t)x +/ S(t—s)f(s)ds, 0<t<T,

0
¢ dita solugao fraca do problema de valor inicial (1.16) em [0,T].

Teorema 1.49. Se f € L*(0,T;X) entio para cada x € X o problema de valor

inicial (1.16) tem uma unica solucao fraca.

Demonstracao: ver corolario 2.2, p.106 de [33]. O

Defini¢ao 1.50. Uma func¢do u que € diferencidvel quase sempre em [0,T] e com
u' € LY0,T; X) € dita solucio forte do problema de valor inicial (1.16) se u(0) = x
eu(t) = Au(t) + f(t) ¢.s. em [0,T].

Teorema 1.51. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, S(t).
Se f ¢é diferencidvel quase sempre em [0,T] e f' € L'(0,T;X) entdio, para cada

x € D(A) o problema de valor inicial (1.16) tem wma unica solucao forte em [0,T].

Demonstragao: ver corolario 2.10, p.109 de [33]. O

1.9 Operadores Maximais Monétonos em Espacos
de Hilbert

Embora aplicaremos os resultados a seguir para operadores univocos, a teoria ¢ mais
geral, valendo para operadores plurivalentes como passamos a descrever baseados em

2, 3].
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Seja H um espaco de Hilbert. Um operador plurivalente A serda uma aplicacao

de H em P(H), conjunto das partes de H. O dominio de A é dado por
D(A) ={z € H; Az # 0}
e a imagem de A é o conjunto

Im(A) = U Az.

x€H
Se para cada x € H, o conjunto Az possui exatamente um elemento diremos que A

é univoco.

O operador A pode ser identificado com seu gréficoem H x H, isto é, {{z,y};y € Az}.
Assim o conjunto dos operadores é ordenado pela inclusao de seus graficos, isto é,

ACB & Ax C Bx, Vo € H.

Definicao 1.52. Um operador A é dito mondtono se
< Axy — Axg,xy — 19 >2> 0, Vay,x9 € D(A),
ou mais precisamente,
<Y — Yo, 1 —xo >>0, Yy, € Axy e yg € Axs.

Diremos que A € maximal mondtono se for mazimal no conjunto dos operadores

mondtonos.

Proposicao 1.53. Seja A um operador de H. Sdao equivalentes as segquintes as-

sergoes:

i) A é um operador maximal mondtono;

ii) A € mondtono e Im(I + A) = H.
Demonstragao: ver proposicao 2.2, p.23 de [3]. O
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Definicao 1.54. Um operador univoco A de H é dito hemicontinuo em H se A(z+

ty) — Ax fraco em H' quando t — 0 para cada x,y € H.

O seguinte resultado pode ser estabelecido também para espacgos de Banach

reflexivos

Teorema 1.55. Seja B é um operador mondtono, hemicontinuo e limitado de H.
Suponha que A é um operador maximal mondtono de H. Entao A+ B é mazimal

mondtono.

Demonstracao: ver corolario 1.1, p.39 de [2]. O

Agora considere o seguinte problema de cauchy abstrato:

iu u
{ 3?&2? =0 (1.17)

Teorema 1.56. Seja A um operador maximal mondtono de um espaco de Hilbert
H. Para cada uy € D(A), existe uma unica fungdo u(t) de [0,00) em H tal que

i) u(t) € D(A) para todo t > 0;

i) wu(t) € lipschitziana em [0, 00), isto é, Zu € L>=(0,00; H);

7o dt

iii) u(t) satisfaz o problema de cauchy abstrato 1.17.

Demonstracao: ver teorema 3.1, p.54 de [3]. O

Definicao 1.57. A funcao u dada pelo teorema acima € chamada de solugao forte
de 1.17. Dizemos que uw € C([0,T]; H) € solugao fraca da equagao %u + Au >0 se
existir uma sequéncia u, € C([0,T); H) de solugdes fortes de Lu, + Au, 3 0 tal que

un, — u uniformemente em [0,T].

Teorema 1.58. Seja A um operador mazimal mondtono de um espago de Hilbert

H. Para todo uy € D(A) existe uma tinica solugdo fraca de 1.17.

Demonstragao: ver teorema 3.4, p.65 de [3]. O
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1.10 Funcoes escalarmente continuas

Seja X um espaco de Banach. Definimos o espacgo das fungoes escalarmente continuas
(ou fracamente continuas) como o conjunto das fungoes f € L>(0,7; X) tais que
a aplicagao t —< x, f(t) > é continua sobre [0,T], para todo = € X', onde X’ é o

dual de X. Denotaremos tal espago por C(0,7; X).

Disto segue que
CH0,T;X) ={ue Cy(0,T; X);u' € Cs(0,T; X)},
onde v’ é a derivada distribucional de u. Da mesma forma
C2(0,T;X) = {u € C,(0,T; X);u" € C,(0,T; X)} .
Observacgao 1.59. Seu € L>(0,T; X) eu' € C([0,T]; X) entdo u € Cs(0,T; X).

Proposicao 1.60. Sejam X e Y espacos de Banach, X — Y e X reflexivo. Entdao
L>(0,T; X)NCs(0,T,Y) = Cs(0, T X).

Demonstracao: ver [25]. O
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Capitulo 2

Controlablidade exata na fronteira
para o sistema de Bresse

2.1 Existéncia e unicidade de solucoes

Consideraremos o sistema de Bresse dado por

p1¢ — k(e + Y +lw)e — kollw, — o] = f1
P1Wi — kO[wx - lgp]x + kl(@r + 1/} + lw) = f3

em @ = (0,L) x (0,7). Assumimos condigdes de fronteira do tipo Dirichlet, i.e.,

©(0,t) = p(L,t) =(0,t) = Y(L,t) =w(0,t) = w(L,t) =0, (2.2)

para t € (0,7), e condigdes iniciais

©(-,0) =0, @i(-,0) = ¢1,
P(-,0) = Yo, Ue(+,0) = 9, (2.3)

w(+,0) =wo, wi(+,0) =ws.

Passemos a discorrer sobre a existéncia de solucao que é uma consequéncia da
teoria de semigrupos que pode ser encontrada em [33] e estd resumidamente descrita

nas preliminares.

Consideremos o espaco de Hilbert

H = [H(0,L) x L*(0, )]
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munido da norma

WUIE, = [ @, 0,0, T2
L
_ / PIB[2 + pal U2 + pu| I + b2
0

+klps + O + lw|* + kolw, — lp)? dz

a qual é equivalente & norma usual de ‘H (a demonstragao pode ser feita usando

argumentos de contradi¢ao).

Se denotarmos V (t) = {p, o1, ¥, ¥, w,wi} e F = {0, f1,0, f2,0, f3} o problema

de valor inicial e fronteira (2.1)-(2.3) se torna equivalente a

d
{ V() = AV(D) + F, >0, (2.4)

V(0) =Vp
onde Vi = {0, ¥1, %0, 1, w, w1 } € o operador A : D(A) C H — H ¢é dado por

0 I 0 0 0 0
hoz—kol*1 kg, 0 khyy 0
p1 p1 % P1 z
0 0 0 1 0 0
A= _kg g Wikl o _Ep (2.5)
P2 P2 P2
0 0 0 0 0 I
—ko=kjy o _KJ koO2—KIT 0
p1 z p1 p1

com D(A) = [H%(0,L) N H(0, L) x HL(0,L)]’.
Mostraremos que A é m-dissipativo. Mostraremos primeiramente que A é dissi-
pativo. De fato, seja U = {p, ®, ¢, V,w, T} € D(A). Entao
(AU, U),,
= /OL{k(QO;,; + U+ w),® + kollws — l@|P + bdp ¥ — k(pr + 1 + lw) W
+kolwe — lp]a Y — kl(pr + 0 + lw)T + ), U,
+k(pr + 1+ lw) (P + ¥ + IY) + ko[w, — ][y — 1P] }dx

L
= / [—k(pg + 0 + 1) Py + k(@y + U + lw)D,]dx + [k(pe + 1 + lw)D]E
0

L L

/ (b0, Uy — bip, U, )da + [bap, U5 + / [ko(we — 1) Yy — ko(we — lp) Y, ]dx
0 0

+ [ko(w, — 1) Y] =0, U € D(A).
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Portanto, (AU, U),, = 0 o que implica que A ¢é dissipativo.

Mostremos agora que A é m-dissipativo. Mostremos que Im(I — A) = H. De

fato, seja G = {91, 92, 93, 94, 95, 96} € H e, portanto, é suficiente provar que existe

U € D(A) satisfazendo o problema espectral
U—-AU =G. (2.6)

Fazendo U = {¢, ®,v¢, ¥, w, T}, a equacdo (2.6) fica equivalente

p—0 =g em H;(0,L),
p1® — k(e — 0+ lw)y — kollwy — lp] = p1ga em L*(0, L),
¢_\P =03 em H&(OaL)a (2 7)
P2V — by + k(pp + 0 + lw) = pogs em L?(0, L), '
w—"T =gs em Hy(0,L),

0¥ — kolwe — lp]e + kl(pe + U +lw) = prgs  em L*0, L).

Isolando ®, ¥, T nas equagoes (2.7)1,(2.7)3 e (2.7);5 e substituindo em (2.7)2,(2.7)4

e (2.7)g respectivamente, obtemos

p10 — k(e — ¥ +lw)y — kollw, — lp] = Gy em L?(0, L),
P2t — byy + k(py + 9 + lw) = Gy em L*(0, L), (2.8)
p1w — kolws — 1] + kl(py + 1 + lw) =Gs  em L*(0,L).
onde
Gi1=pi(g1+92), Ga=pa(gs+ga) e Gz = p1(gs + go)- (2.9)

Assim definimos a forma bilinear
a: [HY(0,L) x HY(0,L) x HY(0,L)] — R

de forma que a({p, ¥, w},{u,v, z})
= /L P1PU + p2hv + prwz + Dihyv, +
+ k:(()gox + Y+ lw)(ugy + v+ 12) + kolwe — lp][2: — lu] dx.
Observe que a({¢,¥,w},{p,¥,w}) define uma norma, equivalente a usual, em

[H1(0, L)]>. Donde segue que a é continua e coerciva.

Multiplicando (2.8) por u, v e z respectivamente e integrando em (0, L) obtemos
L
ave a({p, v} {020 = [ Guut Gav+ Gz da
0
= <{G1, GQ, Gg}, {u, /U, Z}>[H[%(O,L)3],,H3(O,L)3 , V{u, U, Z} E H& (O7 L)3
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Pelo teorema de Lax-Milgram, o sistema (2.8) tem tnica solucao {p,9,w} €
H}(0,L)3. Disso, de (2.7) da regularidade dos problemas eliticos em (2.8) e de (2.9)
obtemos U = {p, ®,¢, ¥, w, T} em D(A) satisfazendo (2.6) provando assim que

Im(I — A) =H e, portanto, que A é m-dissipativo.

Pelo Teorema de Lumer-Phillips A é gerador infinitesimal de um semigrupo
de contracgoes de classe Cjy. Isto implica, em virtude dos teoremas 1.51 e 1.49,
que o problema (2.4) tem tnica solucao forte e tnica solugao fraca dependendo
da escolha dos dados iniciais V;; e da nao-homogeneidade F. Equivalentemente, o
problema de valor inicial (2.1)-(2.3) tem tnicas solugoes forte e fraca, ou seja, o pro-
blema (2.1)-(2.3) com {o, p1, 0, 1, wo, w1} € (H(0,L) N H*(0, L) x H}(0,L))3,
f1, f2, f3 € WHH0,T; L?(0, L)) possui uma tinica solugao forte {p, %, w} na classe
C([0,T]; Hy(0,L) N H*(0, L)) N C*([0,T]; L*(0, L)) e se {¢o, 1,0, 1, wo, w1} €
(HL(0,L) x L*(0, L)), fi, f2, f3 € L'(0,T; L*(0,L)) o problema (2.1)-(2.3) possui
uma tnica solugao fraca {p, 1, w} na classe C'([0, T); H3 (0, L))NC* ([0, T]; L*(0, L)).

2.2 Desigualdade direta

Consideremos os seguintes funcionais

1 L
E(t) = 5/0 piled? + palib]? + prlwe] + blve]® 4 klps + ¥ + w|? + kolw, — lp|* dx

L
E(t) = —/ piled? + palibe]? + prlwe] + blve]® + ko] + kolwy|* da
0

L
E(0) = —/ ;01|901|2+P2|¢1|2+P1|IU1|+b’¢0z|2+k’%x+¢0+w0|2+/€0|w01—1900|2 dx
0
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1

L
E(0) = 5/ /01|901|2 + /02|¢1|2 + p1|w| + b|1/10m|2 + k|¢’0m|2 + k0|w0m|2 dz.
0

Compondo (2.1) por ¢y, 1; e w; respectivamente temos que

d dk
52l + Tl = k(W + )i, 01) = Rol(ws = 1], 00) = (1,00
prdy ey Aoy _
2 S+ 22N + k((pn + 4+ ), 1) = (Fa, 1)
d dk
O LR — ki) + i+ + 1)) = (o)

Somando-se as trés equagoes anteriores temos

< B

= k(¥ + )z, 1) + kol([wz — 1], ) + (f1,00) — k(0o + ¥ + lw), ¥y)
+ (f2, ¥0) + kol(pe, wi) — kl((pz + ¢ + lw), we) + (f3, we)

< CE(t) + (f1, 1) + (for 1) + {f3, 1)

< CE@t)+ C(Ifil + | ol + I fsD\/ E(®).
Logo

%E@) — CE(t) < +C (| i + 1| + 1DV E(®).

Multiplicando-se esta tltima desigualdade por e~* teremos

%(E(t)e_ot) < Ce (I ful + 1 fo] + | f3]) E(t)

Integrando-se em [0, ¢, ¢ < T, obtemos
o~ ~ t o~
E(0e® < BO)+C [ (il + 1l + 15DV E@)
0

Assim

E(t) < CB(0) + © / (Al + 1fel + 1D/ Es) ds
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cT

onde majoramos e¢“! por e“? e incorporamos na constante C' usando a mesma

notagao para as constantes como C'

e do teorema 1.24 obtemos

VEW < c(/E0) + / (fu] + 1fel + |fsl)ds).

Portanto temos que

1
\/§(pll%\2 + o2l n? + prlwi* + Kl @l + bl|9]12 + Rollwl]?)

1
< C[\/§(Pl|901|2 + p2|Y1|? + prlwi | + Ell@ol|? + bl[wbo||* + Kollwol|?)

+/0 (] + 1fel + 1 fal)ds].

Na desigualdade anterior podemos minorar o lado esquerdo, usando o fato de

que se a, b sao nao negativos entao 2v/a? + b2 > a + b por

Clprlpel + paltre] + prlwel + Ellell + bll[ + Kollwl])

e o lado direito podemos majorar, usando o fato que se a, b sdo nao negativos, entao

Va2 +b? <a-+b, por

t

Clpiler| + palbi] + prlwi] + Ell@ol| + blleol| + Kollwol| +/ (L] + [fol + | f3])ds).
0

Assim teremos que

(P1]@e] + palthe] + prlwd| + Ellell + bll] + Kollwl])
< Cpalpr] + palin] + prfwr| + Ellgoll + blloll + Follwoll

; (2.10)
" / (il + 1fel + |al)ds).

E ainda, de

V@) < /B0 + [ 151+ 120+ s (211)

temos que

Bio) < C(E0) +( A+ 1l + 1fol)ds)?). (2.12)

Tome q € C'([0, L]), e sejam inicialmente g, v, wy € Hg (0, L) N H?(0, L),
90171)017(*}1 € H&(OaL) S f17f27f3 € Wl’l(OaT; L2(07L)) S %%W SOluQaO forte de
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(2.1)-(2.3), entao ¢, ,w € C([0,T]; H} (0, L) N H*(0, L)),
i, P, wp € C([0,T7]; Hg (0, L)).

Além disso, (2.1) sao satisfeitos q.s em ). Multiplicando-se (2.1) por qy., qi, e

qw, respectivamente, e integrando-se em (), obtemos:

p1 / Puqpzdrdt—k / (et +lw) g dedt—kol /
Q Q

[we—lplqp drdt = / J1qpdzdt
Q Q

o / Guqndedt — b / raqibndadt + k / (0 + 1 + w)quhodadt / oqtiudadt
Q Q Q Q

pl/wttqwmdxdt—ko/[wx—lgo]xqwmdxdt—l—kl/(cpm—l—w—l—lw)qwmdxdt: / faquzdxdt.
Q Q Q Q
Integrando por partes obtemos

L
p1 / Ouqpdrdt = py / [sotqwx]onchr& !%Iquda:dt,
Q 0

_k;/(gom + Y + lw)qpdxdt = / ‘gpm| qedxdt,
Q

k

T
- _/ H@z|2(1]gdt—k/(w—i-lw)wqgomd:cdt,
2 Jo 0

L
P2/ Yy qpdrdt = P2/ [eqip,]§ da +§/ || *qudadt,
Q 0 Q
b 2 b [T 2L
b [ esgtedrdt = ¢ [ o Padwdt — [ (0. Pk,
Q Q 0
g p
01 / Wi qugdrdt = pl/ [wequ, g d + s |, |2 qudedt,
Q 0 2 Jg

ko [T ki
—ko/[wz—lgo]xqwxdxdt: ——0/ wa\Qq]gdt—i-—O/ ]wx\qudxdt—i—kol/ pqudxdt.
Q 2 Jo 2 Jo Q

Com isso temos

L T P1 2 k 2 ko[ 2 1L
P | leapalode + = | led qudzdt + < | @el"qededt — = [ [|oa|"qlgdt
. 2 Jo 2 /o 2/,

—k / (Y + lw) pqpdadt — k‘ol/ [w, — lp|qpdrdt = / f1qp.dxdt
Q Q

L
b
Qg d |2q.dxdt elgedrdt — = <12q|bdt
/quw ot 2 /|¢|q wdt + L /|¢|q . /nw !
+’€/Q(<pz+w+lw)qwxdwdt—/szqwx
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L T P1 2 kO 2 kO 4 2 1L
pl/ [weqw, | dx + —/ |wi|“qdxdt + —/ |we|“qedadt — —/ [|lwz|“q]ydt
0 2 0 2 0 2 Jo
+k:0l/ gpqwxd:vdt—l—k‘l/(gox+@/)+lw)qwxda:dt: / f3qwe.
Q Q Q

Somando-se as trés ultimas equagoes temos

k ’ 2 1L b ! 2 1L kO g 2 1L
B el “qlodt + 3 e *alodt + 5 [|wa|"glydt
0 I 0 (}C
=p1/ [wtqwx]"ord:H&/ |90t|2%:dxdt+_/ 02| 2 quddt
0 2 Jq 2 Jq

—k:/ (Y + lw) pqpdadt — kol/ [w, — lp|qpdadt — / f1qp.dxdt
Q Q Q

L
Qe d :2q.dxdt gadrdt 2.13
/O[wqw vt 2 /|¢|qx+/|¢|qx (2.13)

+k / (pr + ¢ + lW)qud[Edt — / fQwadq;dt
) t P1 ¢ k?()
+p1 / [wtqwx]gdx + = / |Cdt|2qmdl'dt + —/ ‘Wx|2q;pdl'dt

+k:0l/ oquw drdt + /{:l/(gor + ¢ + lw)quw,dxdt —/ faquydxdt.
Q Q Q

Tomando, em particular, ¢(z) = x temos

kL | kOL

()th+—/ | (L)Pdt + = y L(L)|2dt

L
=P / lpsrpe|da + 2 / i [Pdzdt + = / |gpz 2dxdt
0
_k/(@b—l—lw)xa:goxda:dt—k‘ol/[wx—ltp]xgoxdxdt—/ frzp,dxdt
Q Q Q

L
+p /0 [Veribe]g de+ / |9 |Pdadt + = / |, |dxdt (2.14)

+k:/ (pz + 0 + lw)xp,drdt — / foxt), dx dt
Q
L
+p1/ [wemw,]d dz + = / |w, |*dxdt + —/ |w, [2dxdt
0

+k30l/ prw drdt + ki / (e + 0 + lw)rw,dxdt — / farw,.
Q Q Q

Da desigualdade anterior e usando-se (2.10), (2.12) a limitagao da fungao
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q(x) =z em [0, L] e o fato de se a, b sdo nao negativos, entao 2ab < a? + b* temos

/ ’909: |dt+_/ W}m |dt+_/ | a: |dt

—/Qflxgoxdxdt—/Qfga:wx—/Qfgxwx—l—C’E( )+C’/O E(t)dt + CE(0)

~ T~

—/flxgoxdxdt—/fga:wxdxdt—/fgxwxdmdt+CE(0)+C/ E(t)dt
+0/ (o] + 1ol + fal)de)?

//’flm%ldﬂﬁdt*l-/ / \fz!ﬂ%Idxdt—l—/ / | f3|2|ws|dzdt
+CE©0) + </ (|f1|+|f2|+|f3!)dt)+0/( (0) + /(|f1|+|fz|+|f3|))
<0/ \lelsoHdHC/ |f2||rwudt+c/ falllwlldt + CE(0)

+ </0 (Al + fel + sl

T t
0/0 (|f1!+|f2!+\f3|)[ﬂl|901!+ﬂz|¢1\+,01|W1|+k||900H+b|f¢0\|+k0||w0||+/0 (Al +
| fa| + | f3])]dt .
L CE(0) + O / (Al + 1fel + | fal)d)?

< CB(0) + </ (Al + 1ol + 1 faD)d)?) / fildey / | folde)?

T
( / Sl

Portanto,

/OT |%(L)|2dt+/oT |¢I(L)|2dt+/0T o (L) 2dt

< CE(0)+ C( / !flldt)2+0(/0 \fz!dt)2+0(/0 faldty?

isto é,

(2 (L) I + b (L)]* + |wa(L)?

2.15
< CE(0) + C(lAl7 L1(0,T;L2(0,L)) + 11207 L1(0,T;L2(0,L)) + |f3|%1(0,T;L2(O,L)))‘ ( )

Representemos por W o espago das solugoes fracas de (2.1)-(2.3) quando

((90079017%71?17“07@11)7 (f17f27f3)) € (H(%(()?L) X L2(07L>>3 X (L1(07T; L2(07L)))3
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Claramente W é um espago vetorial, e a aplicacao linear:

(H&(O, L) x L*(0,L))3 x (L*(0,T; L*(0, L)) = W
{©0, 01, %0, Y1, wo, wi, f1, fo, fa} = {@, 1, w}

¢ bijetora, e portanto podemos munir o espaco W com a seguinte norma:

(2.16)

{e, &, whw = [prler] + palthn| + prlws| + Ellpoll + bllbol| + Follwoll

+ | filerorczo.n)) + | f2l ooz, + | f3lerorc20,0))-
Com esta norma W é um espaco de Banach.

Representemos por V' o espago das solugoes fortes de (2.1)-(2.3) quando

(0, 1, Yo, Y1, wo,w1), (f1, fo, f3)) € (Hg(0, L) N H?(0, L) x Hg(0, L))
x (WHH0,T; L(0,L)))3.

Logo, V' é um subespago vetorial de W.

De (2.15) obtemos que

|02 (L) + [¢e (D) + [wa (L) < {9, wHw Y {90} €V (2.17)

Denotando v, ({¢, ¥, w}); {p, ¥, w} € V de (2.16) temos que a aplicagao linear

v:V = [L*(0,T)3
{o,,wt = {pa(L), (L), we (L)}

¢ continua com a norma de W.

(2.18)

Sendo V' denso em W estendemos por continuidade a uma aplicacao linear e
continua
12 W — L*0,T)
definida do seguinte modo:
se {p, ¥, w} € W, existem {p,, ¥, w,} € V tal que
{0 by, wu} = {0, wp em W,
entao
T 00) = T 1 (ot d) = 1 {o(L), Yn(L), (D)}
Denotando

N, Y, w}) ={pe(L), V. (L),w. (L)}, {p,0,w} € W segue-se:
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{¢o(L), ¥a(L),wo(L)} = 1 {0a(L), Yyo(L), Wa (L)}

em (L2(0,7))3, {p,,w}eV. (2:19)

Teorema 2.1. Se ¢ = x em [0, L] a solucao fraca de (2.1)-(2.83) verifica (2.14) e
(2.15).

Demonstracao: Sendo {¢, 1, w} a solucao fraca de (2.1)-(2.3) associada aos dados

((9007901a¢07¢17w07w1)7(f17f27f3)) S (H(}(())L) X L2(07L))3 X (L1(07T7L2(07L)))3

usando a densidade podemos aproximar por dados regulares

((‘POW Plus %u, 7vZ)lm Wops wl,u)v (flua f2/u f3u)) € (H(% (07 L) N HQ(Oa L) X H(%(07 L))3
x (WhL(0,T; L?(0,L)))? com

((900;17 Sﬁlm%u, ¢1M7W0M7W1u)7 (fl;m f2/m f3u)) -
((¢Oa¢1,¢0,¢17w07¢01)> (fb f27 f3)) em (H&(O, L) X LQ(OaL))S X (L1<07T; L2(O7L>>>3

Denotando por {¢,, ¥,,w,} as solugdes fortes para os dados

((@0#;@1u,¢0#,¢1u,wou,wlu), (fm,fszsu)) como ja feito anteriormente vale a

identidade (2.13) para {¢,, ¥, w,}. Por continuidade no limite, tem-se
{0 Y, wut = {o, 9, w} em [C[0, T]; H(0, L),

{90:“ ;u w;} — {90/7 ¢/7w/} em [C[Ov T]a L2(07 L)]ga
e assim teremos que a direita de (2.14) vale para {p,1,w}; usando (2.19) e ¢ = =
o lado esquerdo de (2.14) é valido para {p, 1, w} e dai (2.14) é vélido para solugoes

fracas.

Para provar (2.15), definimos a energia associado a {¢,,,¥,,w,} por

Eu(t) = 3{pleul® + paltul* + prlwnl® + Ell@,ull® + bll 1 + kollw,|1*}-

Em ¢t = 0 temos:

E,(0) = 3{prleral® + paltbnal® + prlwral® + Ellou® + blltoul* + Kollwo I}

Claramente
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E,(0) — E(0) (2.20)

onde E(0) é a energia associada a {, 1, w}.

Como ja mostrado

k T
e [ ewwpasd [ putpa s /\ww R
0

om0+ [ /OTlfmldt] w1 / ulata + [ iy

(2.21)

ASSimv de (2]‘9)7 (220) e {fluan;uffﬂ/L} - {f17f27f3} e Ll(O,T, LQ(Oa L)) S
(2.21) segue a identidade (2.15).

Assim no limite tem-se que
HS%(L)HB(QT) < C{’fl‘Ll(QT;L?(O,L)) + ’f2‘L1(O,T;L2(0,L)) + ‘f3|L1(0,T;L2(O,L)) +E(O)},
||¢x(L)||L2(0,T) < O{’f1|L1(0,T;L2(O,L)) + |f2|L1(0,T;L2(O,L)) + |f3|L1(o,T;L2(0,L)) + E£(0)},

wa(L)Hm(o,T) < C{‘fl’Ll(O,T;LQ(O,L)) + |f2‘L1(O,T;L2(0,L)) + ’f3|L1(0,T;L2(O,L)) +E(O)}
2.3 Solucgao ultrafraca

Passemos agora a discussao sobre a solucao ultrafraca de

( P1Ptt — k(gom + ¢ + lw):}c - kol[wr - l(p] = 07 em (07 L) X (0 T)
p2¢tt - bw:va: + k(% + d} + ZW) = Oa em (07 L X (07 T)
prwy — kolwe — o] + kl(pe + 77/1 +lw)=0, em (0,L)x (0,7)

©(0,t) =¢(0,t) = w(0,t) =0, te (0,7) (2.22)

SO(L t) = gl<t>7 w( ) = 92(t ) W(Lvt) = 93(t)a te (OaT)
©(,0) =0, ©i(-,0) =¢1, em (0,L
¢( ,0) == wo, 1/&(,0) 77[)1, em (O,L)

[ w(.,0) =wo, w(.,0) =wy, em (0,L)



Definigao 2.2. Dizemos que {p, 1, w} € uma solugao ultrafraca de (2.22) se satisfaz

/Q (F, +0Fs +wFy) dv dt + pr(0,w(0)) — p1 (91, u(0)) 1
+p2 (Yo, v:(0)) — <¢1>U(O)>H L H} + p1(wo, 2(0)) — p1 (w1, Z(O)>H—17H(}

T T T
0 0 0

onde {u,v, z} € solugdo de

prug — k(ugy +v +12), — kol[z, — lu] = F7,

P2V — bUgy + k(ugy + v+ 12) = Fy,

P12 — kolze — lule + kl(uy + v +12) = Fs, (2.23)
w(x, T) =u(z, T) =v(z,T) =v(x,T) = 2(x,T) = z(x,T) =0,

u(0,t) = u(L,t) = v(0,t) = v(L,t) = 2(0,t) = 2(L,t) =0,

na classe C([0,T]; H'(0, L)) N C'([0,T]; L*(0, L))
com Fy, Fy, F3 € LY0,T; L*(0,L)).

Desta definicao temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3. Dados T > 0, @o, %, wo € L*(0, L), ¢1,%1, w1 € H (0, L),
Fi, Fy, Fs € LY0,T; H (0, L)) e g1, 92, g3 € L*(0,T), existe tinica solugdo ultrafraca

{e.v,w} € C([0,T]; L*(0, L)) n ([0, TT; H™(0, L)),

de (2.22). Além disso, existe uma constante, C' > 0, tal que

P1 ||(Pt||C(O,T;H*1(O,L)) + p2||¢t||C(O,T;H*1(O,L)) + leWtHC’(O,T;H*l(O,L))
+p1llellcomezo.n) + p2lYllcomzo,0) + Pillwlleori2o,L) (2.24)
< Clklpol + blthol + Kolwo| + prllerl + pallnll + prlws|] '
+lg1] + |g2| + |g3]]

Demonstracgao: Considerando-se a mudanca de varidvel

At) = (T — t),
B(t) = o(T — 1),
Ot) = 2(T — 1),



temos o problema equivalente a (2.23)

plAtt — k?(Az + B + lC)m - kol[ox - lA] = Hl,

p2Biy — bByy + k(A + B+ 1C) = H,,

p1Ciy — ko[Cy — 1A], + kI(A, + B+1C) = Hs,

A(%,O) = B(.%',O) = C(.Q?,O) = At(ﬂj,O) = Bt<1‘,0) = Ct(x70) = 07

A(0,8) = B(0,t) = C(0,£) = A(L,t) = B(L,t) = C(L,t) = 0,
onde H;(t) = F;(T —t), i=1,2,3.

Supondo-se que

F; € L'(0,T; L*(0, L)),

entao

H; € L'(0,T; L*(0,L)).
Logo (2.25) tem uma tnica solugao
A, B,C € C([0,T]; Hy (0, L)) N C*([0, TT; L*(0, L))

e satisfaz a estimativa

T
prl Al +pa| Bel+p1|Co| + K Al D[ Bl + kol C| < Cl/ (|H 1|+ [Ha|+|Hs|)dt.
0

Além disso,

A(L), Bo(L),Co(L) € L*(0,T),

e existe uma constante C7 que verifica

ALY + | Ba(L) +|Co( L) 2
< Cl(|Hl|L1(o,T;L2(o,L)) + |H2|L1(0,T;L2(O,L)) + |H3|L1(0,T;L2(0,L)))-

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Decorre de (2.25),(2.28),(2.29),(2.30) e (2.31) que a solucao {u, v, z} do problema

(2.23), com Fi, Fy, Fy € L'(0,T; L*(0, L)) verifica:
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u,v,z € C([0,T]; Hy(0, L)) N C*([0,T); L*(0, L)) e uy(L),v,(L), z.(L) € L*(0,T)
e satisfaz as estimativas

prlusl + pafvel + prlze] + Kllull + 0[] + Foll 2]

< Ci[( / |Fy|dt)? /|F2,dt /|F3|dt>) . (2.33)

/0 s (L)| dt+/0 oo (L |dt+/ 1= (L) [2dt o
<y / |Fy|dt)? (/OT]F2|dt) +(/OT|F3|dt) ). |

Agora de

U (L)| + |02 (L)] + |22 (L) < C(|F1| 11 0,m522(0,)) + | F2l 21 (0,1:02(0,L)) | F3] L1 (0,702(0,1)))

©o, o, wo € L*(0,L), 1,1, w1 € HH(0, L) € g1,92,95 € L*(0,T) e de (2.32),

temos que a expressao da Definicao 2.2 assume a forma
[ P+ 6P+ wF) do dt = —pi(o000) + p1 (01,001
=, 0) + 2 1, 00)) gy = o, 50) + 1 o HOn g (255
[ st [ g —t [ sz D

onde {u, v, z} é a unica solugao de (2.23) na classe (2.32).

Definimos o operador linear

S (LY0,T;L*0,L0)))* = R
(Fl,FQ,Fg) — <S, (F17F2,F3)>

pondo

(S, (F1, F3, F3)) = —p1(po, w(0)) + p1 (01, u(0)) -1 11
—p2(o, v:(0)) + pa (11, v(0)) - HE p1(wo, 2(0)) + p1 {wi, Z<O>>H’17H3 (2.36)

—k /Q g1 (D (L)dt — b /Q 0oty (L)dt — o / (1) 7 (L)t
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onde u, v, z é a Unica solugao de (2.23) na classe (2.32). De (2.33) e (2.34) tem-se

|(S, (F, Fy, F3))| < C{E|@o| 4 blvo| + kolwo| + p1lleilla-100,0) + p2ll1 ]| -1
+ pillwrllz-10,2) + 91| + gl + |gs[HIFL + [F2l + (| F5]]},

de onde segue que S é continuo, isto é

S € ((LM0,T; L2(0, L)) (2.37)

1Sz 0,7522(0,L))2) <
C{klpo| + blvo| + kolwol + pilleill 10,0y + p2lltillz-1(0,2) + prllws -1
+1g1| + |g2| + 193]}
(2.38)

Agora em virtude do teorema de Riez podemos identificar S a um tinico elemento

(907 waw) S (LOO(O; L; L2<O, L)))3 de modo que

(S, (F1, Py, Fy)) — / (0, Fy) + (6, Fy) + (w, Fy)]t

||SH((Ll(O,T;L2(0,L)))3)’ = ||90HLoo(o,T;L2(o,L)) + ||1/J||Loo(o,T;L2(o,L)) + ||wHLoo(o,T;L2(((),L)). )
2.39

Do exposto anterior dizemos que {¢,1,w} é uma solugao por transposicao ou
solugao ultrafraca do problema (2.22) se {¢,¥,w} € L>(0,T;L*(0,L)) e verifica
(2.35).

De (2.36) e (2.39) {p,v,w} € L>=(0,T; L*(0, L)) obtida pela representagao de
Riez é solugao por transposigao de (2.22). Além disso de (2.38) e (2.39) temos

¢l oo (0.:220,2)) + 11| Lo 07522 (0,L)) + || oo (0.7:22(0,1))
< C{klpol + b|¢o\ + kolwo| + prlleillz—10,0) + P21l -10,0) + prllwr |l az-1(0,1)
+lg1] + |g2| + [gsl}-

(2.40)

Para concluir a demonstracao do Teorema 2.3 precisamos de mais alguns resulta-
dos que serao feitos a seguir, apos feitos todos os resultados necessarios retomaremos

o Teorema 2.3 para conclui-lo.

Dos resultados ja obtido no Teorema 2.3 temos o seguinte resultado:
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Teorema 2.4. Sob as condi¢oes do Teorema 2.3, existe uma unica solugdo {p, ¥, w},

por transposi¢ao, do problema (2.22), a qual verifica a desigualdade em (2.40)

Corolario 2.5. A aplicacao linear
(L2(0, L) x H(0, L))" x (LX(0,T))* — (L™(0,T; L(0, L))"

((@07 ©1, 2/)0, wla Wo, wl)a <g17 g2, g3)) = {907 wu (U}

onde {p,,w} € a solugdo por transposi¢ao de (2.22), € continua.

Proposigao 2.6. O problema (2.22) com dados ¢g, o, wo € Hg(0, L),
o1,%1, w1 € L2(0,L) e g1, 92,93 € H3(0,T) admite uma tinica solugdo
o, ,we C([0,T]; H'(0,L))NCY ([0, T]; L*(0, L)) que por sua vez é também solugdo

por transposi¢ao, isto €, verifica a identidade (2.85).

Demonstracao: Seja 0 € C*([0,L]) tal que #(0) = 0 e #(L) = 1, considere
O(x)g1(t), 0(x)g2(t), 0(x)gs(t). Assim,

O(L)g1(t) = g1(t), O(L)ga(t) = ga(t), O(L)gs(t) = gs(t). (2.41)

Agora, consideremos o problema

prug — k(uy + v+ 12), — kol[z, — lul

= p10(2) g11e(t) — k(02(2)g1(t) + 0(x)g2(t) + 10(x)g3())2

—kol[0:(2)g3(t) — 10(2)g1(t)] + paver — bugy + k(u, + v+ 12)

= pa0(2) gt (t) — b0saga(t) + k(0 (2)g1(t) + 0(2)ga(t) + 10(2)gs(t))

+p120 — ko[ze — lu)y + kl(uy + v+ 12)

= p10(x) g3 (t) — ko[ (2)g3(t) — 10(x)g1(t)].

TkU(0:(2)g1(¢) + 0(2)g2(t) + 10(2)g3(¢))

u(0,t) = v(0,t) = 2(0,t) = u(L,t) =v(L,t) = z(L,t) =0,

u(.,0) = o, v(.,0) = o, 2(.,0) = wo, us(.,0) = 1, v4(.,0) = ¥y, z(.,0) = wy.
(2.42)

Como o lado direito das trés primeiras equagoes de (2.42) pertence a

L*(0,T; L*(0, L)), entao (2.42) admite uma tnica solugao
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{u,v,2} € C([0,T]; Hy(0,L)) n C*([0,T); L*(0, L)) (2.43)

e pondo-se
Y=1u + 091;
¥ =v+0gs, (2.44)
w =z + 0gs,
segue que
oy ,w € C([0,T); HY(0, L)) N CY([0, T); L2(0, L)), (2.45)

De (2.42), (2.43) e (2.44) vem que:

P1We — kO(wz - Z(P)x + kl(@z + ¢ + lw)w =0,

igualdades essas no sentido de C'([0,T]; H (0, L)). Também de (2.41) e (2.44)

\_/\/

t )
D = ol 4

(L
(
(
(0)

Agora de (2.42), segue que:

= (
x,0) = UEJC, 0) + QEx)gg(O) = 1o (2.48)

©i(2,0) = uy(x, 0
U (x,0) = vy(x,0) + 0(2) g2 (0) = ¢y (2.49)
wi(z,0) = z(z,0

) e

De (2.46), (2.47), (2.48) e (2.49) temos provado que {p, 1, w} dada em (2.44) é

solugdo de (2.22) na classe (2.45).

Provaremos que {y,1,w} é solu¢do por transposi¢cdo. Com efeito, provaremos
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que se Fy, Fy, F3 € L'(0,T; L*(0, L)), entao

/Q P+ UFs + wFy do dt = —pu(0, 1 (0)) + p1 (91, u(0)) -1
—pg(q/;?, v (0)) + p2 (V1 U(OI)’>H_17H& — p1(wo, zt(O)T) +p1 (w1, 2(0)) o (2.50)
[ a0t =b [ b ndt =t [ a0z

onde {u, v, z} é solugao de (2.23) na classe

C([0,T]; H2(0, L)) N CY([0, T]; L2(0, L)). (2.51)

Mas, como W1(0,T; L*(0, L)) é denso em L'(0,T; L*(0, L)) existem

(Flu)VENa (F2V>V€N7 (FSV)I/GN C WLl(()a Ta L2(07 L)) tal que:

F, — Fl,
Fy, — F, (2.52)
Fg,/ — Fg.

Consideremos a sequéncia de problemas regulares:

P1Upet — k(uux + v, + lzl/)x - kol[zwc - luu] = FI/17

P2Uptt — bvu:vx + k(ulzw + v, + lzll) = Fu27

P12t — kolzve — luy]e + Kl(uye + v, +12,) = Fa, (2.53)
Uy (2, T) = up(2,T) = v, (2, T) = ve(x, T) = 2,(2,T) = 2,4(x,T) = 0,

u,(0,t) = u,(L,t) = v,(0,t) = v,(L,t) = 2,(0,t) = 2,(L,t) =0,

que tem solugao em C([0,T], H}(0, L) N H?*(0, L)) N C*([0,T]; H}(0, L)).

Além disso, em (2.53) se trocarmos w,, por u, — u, v, POr U, — v, 2z, POT z, — Z €
Fy, por Fy, — Fy, Fy, por Fy, — Fy, F3, por F3, — F3 temos que a solugao de (2.53)
neste caso pertence a C([0,T], H}(0, L)) N C*([0, T]; L*(0, L)) e verificando

prlue — wil + palvne — vi] + prlzue — 2| + Kl — ull + bljv, — vf| + ko2, — 2]
< C([Fw = Fileorezo,n)) + [ Fov — Folpvor2o,0)) + [Fse — Faloio,m02(0,0)))
(2.54)

Uy (L) — ug(L)] + [pa(L) — va(L)| + |202(L) — 22(L)|
< C(|Fw — Fileorezo,n)) + [ Fov — Folpvori2o,0)) + [Fse — Faloio,m02(0,0)))-
(2.55)
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De (2.52), (2.54) e (2.55) concluimos que
u, > u, v, —v, z,—z em C([0,T]; H(0, L)), (2.56)

Uyt — Us,  Vyr — Vg, 2 — 2 em C([0,T); L*(0, L)), (2.57)
Upe(L) = up(L), v,e(L) = vo(L), 2,.(L) — 2z(L) em L*(0,T). (2.58)

de (2.46) e como w,,v,,z, € C([0,T]; H}(0,L) N H*(0,L)) N C*([0,T]; Hi(0, L)),

entao

<p1§0tt - k(@x + 1/] + lw)x - kol(wx - 190)7 ul/) = 07
<p2¢tt - wam + k(gom + w + lU)), UV> = 07 (259)
<p1wtt — k0<wz - Z(P)a: + kl(@m ++ lw)xa ZV> =0.

Analogamente ao feito para obter o problema adjunto temos

/ ©Fy, + Y Fyy, + Wk, dr dt = —pi(@o, ue(0)) + p1 (1, UV(0)>H_17H5

Q

—p2(tho, vue(0)) + p2 (Y1, v0(0)) -1 1 — p1(wo, 24(0)) + p1 (Wi, 2(0)) -1 gy

—k )ty (L)dt — b v, (L)dt — k t)z,.(L)dt
/ngu() /Qg2<>v<> O/Qg3<>z<> "

de (2.56), (2.57), (2.58) e (2.60) no limite temos (2.50).

Provaremos que a solugao {®, 1, w} por transposigao de (2.22) sujeito aos dados:
9007¢0;w0 € L2(07L)7 9017%,001 € Hil(Ou L)7 g1,92,93 € LQ(OaT>a pertencente a
classe C'([0,T7]; L*(0, L)).

Com efeito, sejam

(SOOM)MENa (¢OM)MEN7 (WUM)MGN - H(}<Oa L)
(‘Plu)uél\h (¢1#)u€Na (wlu)#EN - LQ(Ov L)

(glu)ueNa (gQM)MEN7 (93u)u€N - Hg(()?T)
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tais que
Cou —> o em L
Yo — Yo em LQ(
Wou —>wo em L
Y1y — 1 em H
¢1u — ¢1 em H™!
Wiy —wy em  H~
Gip— g em L*0,T
Gou — g2 em L*(0,7)
g3, — g3 em L*0,T

)
) (2.61)
)

Para cada p € N consideremos o problema

( proun — k(Que + U +1lwy)e — kol(wye —lp,) =0 em  (0,L) x (0,T)
P2ttt — Wpza + k(pa + Uy +1w,) =0 em  (0,L) x (0,7)

P1Wutt — ko(Wpe — lpp)e + kl(Ppe + b +1lw,) =0 em  (0,L) x (0,T)
©,(0,t) =1,(0,t) =w,(0,t) =0, te(0,7)

SO,M(Lat) = glu(t)a ¢M<L7t) = g?,u(t)a wu<Lat) = g3u(t)a te (OaT)
90/1('70) = P0ou> Sout<'70) = Qi €M (07 L)
%(-70) = 1/}0;“ ¢ut('>0) = 1/}1# em (O,L)

[ wu(.,0) = wou, wu(.,0) =wy, em (0,L).

(2.62)
a solucao {y,, ¥, w,} de (2.62) esta na classe
(C([0,7]; H'(0, L)) N C*([0,TT; L*(0, L)))*.
Além disso, ¢, 1,,w, é solugdo por transposigao de (2.62).

Decorre entao que (¢, — ¢), (Y, — ), (w, —w) é solucao por transposicao de
(2.22) com dados (@0, —®0); (You—10), (Wou—wo), (P1p—1), (Y1p—11), (Wi —wr),

(91 — 91)s (921 — 92), (g3, — g3) € temos ja mostrado que (ver (2.40))

ln = @llzec0,m:020,0)) + [ — Yllzoc0,m:02(0,0)) + [lWp — Wl Lo 0.1522(0,1))
< C{klpop — @olr2(0,0) + blvbop — ol r2(0,) + Kolwou — wolr2(0,1)
+piler — erla—0,0) + P2\ — Vila-1(0,0) + Prlwiy — wilr20.n)

+g1n — 91le20) + 920 — 92lr200,0) + 1930 — 93| 0200,7)-
(2.63)

Desta desigualdade e das convergéncias em (2.61) vem que:

pou = em  L>(0,T;L%(0, L))
Yy = em  L(0,T;L*(0,L)) (2.64)
w, = w em L>(0,T;L*0,L)),

20



o que implica que

(pu) é de Cauchy em L*(0,T;L*(0,L))
(¢,) é de Cauchy em L>(0,T;L*(0,L)) (2.65)
(w,) € de Cauchy em L*>(0,T;L*(0,L))

CcOo1mo

(wu) C C([0,T); L2(0, L))
() € C([0,T); L*(0, L) (2.66)
(wﬂ) C C([07 T]7 L2<O7 L)

e nestes espagos, as topologias das normas

I-lleqo,mic2,z)) © |-l 2o 0,7522(0,L))

sao equivalentes resulta que:

(0u), (¥.), (wy) é de cauchy em C([0,T); L*(0, L) e portanto
QPH — X em C([[)?T]aLQ(O?L))

Y, =Y em C([0,T]; L*0,L)) (2.67)
w, — Z em C([0,T]; L*(0, L)).

Pela unicidade do limite em L>°(0,T; L?(0, L)) de (2.64) e (2.67) obtemos que

X =y
Y = (2.68)
Z =uw,
0 que prova
{¢.¢,w} € (C([0,T]; L*(0, L)))*. (2.69)
Mostremos agora que @, ¥y, w; € C([0,T]; H1(0, L)) ou seja
p,,w € CH[0,T); H'(0, L)). (2.70)

De fato, consideremos o espaco

(WOLI(O’T; H(}(()? L)))3 - {(F17 FZ, F3>; (F17 F27 F3)7 (Fllv F2/7 F3/)
€ (L'(0,T5 Hy (0, L)))* e (F1(0), F»(0), F3(0)) = (0,0,0) = (F(T), F»(T), F5(T))}-

Como:
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(D(0,T; H3 (0, )))* € (Wy (0,75 Hg (0, L)))* < (LH0, T; Hy (0, L))*
e D(0,T; H}(0,L)))? é denso em (L'(0,T; H}(0,L)))3, entao

(WEH0,T5 HY(0,L))* ¢ denso em  (L'(0,T; HY(0, L))

Definimos:

T: (W' (0,T; Hy (0, 1)))* — R
(Fl,Fg,Fg) > T(Fl,Fg,Fg) = —S(F{,Fé,Fé)

onde S é o funcional definido em (2.36) isto é
T(Fy, Fa, F) = —=S(F, F3, F3) = +p1(po, ue(0)) = pu (1, u(0)) -1 1
+p2(Y0, 1(0)) = p2 (Y1, 0(0)) g1 gz + Pr(wo, 2(0)) — p1 (w1, 2(0)) 1 g
e [ g +b [ galte Ly + ko [ gt)z(Lyi
Q Q Q

onde {u, v, z} é solugao de

prug — k(ugy +v +12), — kol[z, — lu] = FY,

Py — bugy + k(ug + v +12) = Fy,

p1zi — kolze — lu)e + kl(uy + v+ 12) = Fj,

w(z,T) =u(z,T) =v(x,T) =v(x,T) = 2(x,T) = z(x,T) =0,
u(0,t) = u(L,t) = v(0,t) = v(L,t) = 2(0,t) = 2(L,t) =0,

na classe C([0,T], H(0, L)) N C*([0, T); L*(0, L)).
Suponhamos, por um momento, que exista C' > 0 tal que

[T(Fy, By, F)| = | = S(FY, F3, F)|
< C{kleol + blbo| + Kolwo| + prllpall + p2llihnll + pa il

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

+lg1| + |g2| + ’93’}{HF1HLl(O,T;LQ(O,L)) + HF2”L1(07T;L2(O,L)) + HF3HL1(0,T;L2(0,L))}

V(Fy, Fy, Fs) € (Wy'(0,T; HE (0, L)))%.

(2.75)

Da linearidade de T e de (2.75) resulta que T é continua quando induzimos em

(Wy'(0,T; H} (0, L)))? a topologia de (L'(0,T; HL(0,L)))?. Assim de (2.71) pode-

mos estender T de maneira unica, a aplicacao linear e continua

T: (L'Y(0,T;H}(0,L)))? - R

(F1, Fy, Fs) — T(Fy, Fy, F3)
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isto ¢, T € ((LY(0,T; HL(0, L)))3) = (L>(0,T; H-1(0, L)))?, com:

']Af(FhF?aF?)) = _S(FII7F2/7FZ;)7 V(F17F27F3) € (W()Ll(()uTa H&(()?L)))s

(2.77)
Além disso, se (F, Fy, F3) € (L*(0,T; H} (0, L)))3
e (Fu, Fy,, Fs,) € (Wy'(0,T; H2 (0, L)))? é tal que
Fll/ — Fl
Fy — F3 (2.78)
ng — Fg,
entao
P]T(FbFZ?FB) = hmyﬁ\oo T<F1V7F2V7F3I/)' (279)

De (2.75), para cada v € N podemos escrever que

'T(Fro, Fo, Fs,)| < C{klwo| 4 blvo| + ko|wo| + prller]| + p2l|th]| + prf|wi]|
+|g1] + |ga| + ‘93‘}{HFIV‘|L1(O,T;L2(O,L)) + ||F2u||L1(O,T;L2(0,L)) + HF3V||L1(O,T;L2(O,L))}
(2.80)

e de (2.78) (2.79) e (2.80) no limite, obtemos:

IT(Fy, Fy, F3)| < C{k|pol| + bt + kolwol + pillerll + palliba|l + prllws |
+g1] + [g2] + ’93’}{”]:1”L1(07T;L2(O,L)) + HFQHLl(O,T;L?(o,L)) + HF3||L1(O,T;L2(0,L))}
V(Flv F27 F3) € (L1<07 T7 H&(O? L))>3

(2.81)

De (2.81) resulta que

T (Lo 0,11 (0,L)))2 < C{klwol + bltho| + kolwo| + prllwrll + 21l + prfjwr]]
+lg1l + |g2| + |gsl}-
(2.82)

Consideremos Fy = af), Fy, = 30, Fy = ~0, onde «, 8,y € H}(0,L), 0 € D(0,T).
Entdo Fy, Fy, F5 € W' (0,75 H2 (0, L)) e de (2.35) e (2.73) vem que

T(Fy, Fy, Fs) = T(Fy, F, F3)

T T T

:—/ (o, F{)L2(0,L)dt—/ W,FQ/)L?(O,L)dt—/ (w, F3) r2(0,1)dt
0 0 0

ou seja,

(T, (ab, 56, ~0))
T T T
__ / (. ) oo 0t — / (0, ) 12010t — / (@ 7) 0.0, 0'dt.
0 0 0
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logo,
T _ T T T
T Odt = — o' dt — o' dt — 0'd
/O<,<a,/m>> t /0<90,Oé> ' /Ow,m t /0<m> /

isto é,
T

T T T
</0 TO(@)dt, (a, B, 7)) = <—/0 20 dt,a>+<—/0 o dt,ﬁ>+<—/0 Wl dt, )
Ya, 8,7 € Hy(0,L) e V6 € D(0,T).

Disto, conclui-se que:
T =(¢,¢ &) em (D'(0,T,H(0,L)))> (2.83)

o que implica que:

(¢, W) € (L*°(0, T, H (0, L)))>. (2.84)

De (2.82), (2.83) e (2.84) temos que

(" o', W)l (oo 0,7, 5-1(0,1)))

= [|¢'|| oo, -1 (0,)) + 1V oo o,m,1-100,0)) + 1| || oo 0,7, -1 (0, 1))

< C{k[po| + bloo| + kolwo| + prllerll + pallnll + prllewr || + g1l + [g2| + g5}
(2.85)

As propriedades (2.84) e (2.85) sao verificadas para toda solugao {p, 1, w} por
transposicao, de (2.22) e notando que (¢, — ¢), (Y, —¥¢), (w, —w) é solugao por
transposicao de (2.22) com dados (o, — o), (Yo — o), (Wou — wWo), (Y1, — ¥1),

(Y1 — 1), (Wi —w1), (910 — 91), (G2 — G2), (g3, — g3) s@o sucessoes introduzidas em
(2.61), resulta de (2.85) que:
oy, — @'l + I, — '] + ||lw;, — ']

< C{klpou — ol + bltbop — ol + kolwop — wol + pillein — w1l + pallto1, — ¥ul|
+p1llwiy — wil| + |91 — 91l + 1920 — g2| + g3. — 93]} — 0.

(2.86)
Portanto:
w, — ¢ em L®(0,T; H'(0,L))
Y, =" em  L>(0,T; H(0,L)) (2.87)
wi, =W em L*0,T;H'(0,L)),
e como

¥ H
(¢,) € C([0,T]; L*(0, L)) € C([0,T]; H~(0, L)) (2.88)
(wyp) € C([0,T]; L*(0, L)) € C([0,T]; H
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resulta de (2.87) (conforme feito para {¢, 1, w}) que {©', ¢, '} € C([0,T]; H~1(0, L)),

o que prova (2.70).
Desta forma, para obtermos (2.70) é suficiente provarmos (2.75).

Para isso, consideremos o seguinte Lema:

Lema 2.7. A solugdo {u,v,z} de (2.74) verifica

klluoll 4 bllvoll + Kollzoll + prlur| + palvr| + prlz1| + [ua(L)] + [va(L)] + |22 (L)
< O(”FluLl(o,T;Hg(o,L)) + ||F2HL1(0,T;H3(0,L)) + ”F3||L1(0,T;Hg(0,L)))'
(2.89)

Demonstragao: Consideremos o problema:

P Xy — KXy +Y +12), — kol|Z, — 1X] = F,

p2Yis — WYog + K(Xo + Y +12) = B,

P12y — kolZy — I X + KU(X, +Y +12) = F3, (2.90)
X(x,T)=X(z,T) =Y (2,T) =Yy(z,T) = Z(x,T) (x,T) =0,

= =7,
X(0,t) = X(L,t) = Y(0,t) = Y(L,t) = Z(0,t) = Z(L,t) = 0,

com Fy, Fy, F3 € Wy (0,T; H}(0, L))

(2.90) tem uma tunica solugao forte

(X,Y,Z) e (C([0,T); Hy(0,L) N H*(0, L)) n C*([0, T]; Hy (0, L)))? (2.91)

RINXN oo 0,012 0,L)) + OIY o 07112 0,2)) + Koll Z7[| Lo 0,713 0,1
+P1|X|L<><>(0,T;H3(0,L)0H2(0,L)) + P2|Y|L°°(0,T;H5(0,L)mH2(0,L)) (2 92)
+p1 |Z|Loo(0,T;Hg(o,L)mH2 (0,1)) '

< C(IFxllrommio,0)) + 1 F2ll Lo,z 0,0)) + 1E5 20,153 0,2))-

Provemos que

u=Xv=Y'2=27 (2.93)

¢ solugao fraca de (2.74).

Com efeito, de (2.90) as solugoes das equagoes (2.90)1, (2.90)s, (2.90)3 estao em
C([0,T]; L*(0, L)) = C([0,7]; H71(0, L))

95



isto implica que a derivada das solugoes de (2.90)1, (2.90)9, (2.90)3 pertence &

D'([0,T]; H-1(0, L)) isto é, as solugoes de (2.74)1, (2.74)q, (2.74)3

pertence a D'([0,T]; H~*(0, L)).

Agora como u, v,z € C([0,T]; Hy(0, L)) e F{, Fy, F5 € L'(0,T; H}(0, L)) obtemos

que as solugoes de

(2.74)1, (2.74),, (2.74)5 estao em L*(0,T; H (0, L)). (2.94)

Note que
u=X,v=Y"2=2 €C([0,T]; H}(0, L)),

W =X" v =Y" 2 =2"€eC(0,T];L*0,L)),

tendo sentido u(T),u'(T"), v(T),v'(T), (T

N—
N\
—
~
S~—

Dai, de (2.90), obtemos

(u(z,T)=X'(x,T) =0,
v(z, T)=Y"(0,T) =0,
2(z,T) = 2" (z,T) =0,
u(x,T)=X"(z,T) =0, (2.95)
V'(x, T)=Y"(x,T) =0,
| (2, T)=Z"(2,T) = 0.
pois X(z,T) = Y(x,T) = Z(x,T) = 0 e F\(T) = F»(T) = F5(T) = 0, j& que
Fy = Fy = F3; € W' (0,T; H (0, L)) de (2.94) e (2.95) e do fato de
(u(0,t) = X'(0,t) =0,
v(z, T)=Y"'(0,T)=0
2(0,t) = Z'(0,t) =0,
u(L,t) = X'(L,1) =0, (2:90)
v(L,t) =Y'(L,t) =0,
| 2(L,t) = Z'(L,t) = 0.
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(u,v, z) dadas em (2.93) é solugao de (2.74) temos:

p1|u' (0)] + p2[v"(0)] + p1|2"(0)] + E[|u(0)[| + bllv(0)|| + Kol|=(0)]]
= p1| X" (0)] + p2Y"(0)] + p1|Z"(0)] + K[| X" (O)]| + B[[Y"(0)[| + Kol| Z"(0) |
= k(X +Y +12),(0) + kol[Z, — 1X](0)| + [bY,(0) — (X, + Y +12)(0)|
+\ko[Z —1X].(0) = kI(X, + Y +1Z)(0)| + K[| X7 (0) || + bl[Y'(0)[| + kol| 2" (0) |
C(p [ X )] + p2l|Y (O) | + p1[[Z(0)]| + K[ X" (0)[| + b Y (O)|| + koHZ’(O)!(\Q)-W)

Da identidade anterior e de (2.92), obtemos

prl ()] + p2|v'(0)] + 1|2/ ()] + El|u(0)]] + bl[o (0[] + kol 2(0) ]

2.98
< C{I1Fll om0,y + 12l o,mmp 0,0)) + 1 E5] Lo, rima 0,00) - (2.98)

Multiplicando-se (2.74)1, (2.74)s e (2.74)3 por zu, xv, e xz, respectivamente, e
integrando-se por partes eliminamos a derivada em relacao a t de F, F5, F5 e andlogo
ao feito para a desigualdade direta e trocando v’ = X", v' =Y", 2/ = Z” e usando

o sistema (2.90) teremos

|tz (L)] + [02(L)[ + [22(L)]

2.99
< C{IIFll v om0,y + 12l o,mmp0,0)) + 1 E5] Lo, rim 0,00 (2.99)

portanto de (2.98) e (2.99) temos o desejado em (2.89) o que conclui a prova do
lema 2.7.

Agora de (2.73) usando Schwarz e (2.89) obtemos a desigualdade em (2.75).

Agora de (2.40), (2.69), (2.70) e (2.85) concluimos a prova do Teorema 2.3.

2.4 Desigualdade de Carleman e desigualdade de
observabilidade

O objetivo central deste capitulo é encontrar o controle na fronteira para o seguinte

sistema de Bresse
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p1pu — k(e + 0+ lw)y + kol(w, —lp) =0 em  (0,L) x (0,7
p2¢tt - b¢:cw + k(% + ¢ + lw) =0 em (07 L) x (OaT)
P1Wt — k0<w:c - lgo)x + kl(%: + 7/) + lw) =0 em (
©(0,t) =¢(0,t) =w(0,t) =0, te(0,T)

@(Lvt) = gl<t>7 ¢(Lvt) = 92<t>7 w(L7t> = 93(t>7 te (O7T>
¢(.,0) =90, @i(-,0)=¢1 em (0,L)

(., 0) =tho, Pe(.,0) =11 em (0,L)
w(.,0)

=wg, wi(.,0)=w; em (0,L).

(2.100)

\
Para o controle na fronteira tomamos os dados iniciais (¢o, @1, Yo, V1, W, w1) €

(L?(0,L) x H7Y(0,L))3 e g1, g2, g3 sado controles tomados em L?(0,T).

O problema de controlabilidade exata na fronteira é encontrar controles g1, g2, g3

tal que no tempo 7' nos dé
p(T) = ¢u(T) = (T) = yu(T) = w(T) = we(T) = 0.
Usaremos a estimativa de Carleman e o método HUM, para obter o controle na

fronteira.

Para o controle na fronteira usaremos o método HUM, para isso precisamos obter
uma estimativa de observabilidade do tipo
BO) < [ (D) + D) + (007
para o si(s)tema (2.23) com Fy} = F, = F3 = 0, para tal tipo de observabilidade
usaremos a estimativa de Carleman ao qual comegaremos o procedimento para en-

contra-la.

Como ja demonstrado temos os seguintes teoremas
Teorema 2.8. O problema (2.22) com g1,92,935 = 0, {vo,p1, %o, V1, wo, w1} €
(HL(0, LYNH?(0, L) x H}(0, L))3, possui uma tinica solu¢ao forte {¢, ¥, w} na classe
C((0,T]; HY(0, 1) 1 H2(0, 1)) N C([0, T}; I2(0, 1),
Teorema 2.9. O problema (2.22) com g1,92,95 = 0, {©o, @1, %0, 1, wo, w1} €

(H}(0,L) x L*(0, L))3, possui uma tinica solugao fraca {p,1,w} na classe
C([0,T7; Hy (0, L)) N CH([0, T; L*(0, L)).
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Consideremos funcoes u, v,z € L*(—T,T; L*(0, L)) com
Uy, Vg, 22 € L2(=T,T; L*(0, L)) tais que

Li(u,v,2) = prug — kg, + kv +klz € L*(=T,T; L*(0, L))
Lo(u, v, 2) = pavyy — bvg, € L*(=T,T;L*(0,L)) (2.101)
Ly(u,v,2) = pr2y — kozea + klPu € L*(=T,T; L*(0, L)).

Definindo
Lyi(u,v,2) = Ly(u,v, 2) — kvy — klzp, — kv — klz — kol[z, — lu]
Lys(u,v,2) = Lo(u, v, 2) + k(uy + v +12) (2.102)

Ly 3(u,v,2) = La(u,v, 2) + kolug — kol*u + kl(uy + v + 12);

temos que

Lya(u,v,2), Lyo(u, v, 2), L1 3(u,v, 2) € L*(=T, T, L*(0, L)).

Consideremos funcdes u,v, z € L*(—=T,T; L*(0, L))
com Uy, Uy, 2, € L*(—=T,T; L*(0, L)) tais que
Li(u,v,2), La(u, v, 2), Ls(u, v, 2) € L*(=T,T; L*(0, L)),
u(0,t) = u(L,t) =v(0,t) = v(L,t) = 2(0,t) = 2(L,t) =0 em (=T1,T)
w(z,=T) =u(zx,T)=v(z,-T) =v(x,T) = 2(x,-T) = 2(x,T) =0 em (0, L)
u(z, =T) = u(z,T) = v(x, =T) = v(x,T) = z(x, =T) = z(x,T) =0 em (0, L).

Defina agora, para xq < 0
oz, t) = |z — 20> — B2 + M, (2.103)
onde 8 > 0 sera escolhido posteriormente e M, ¢é escolhido de tal forma que
V(z,t) € (0,L) x (=T,T), o¢(x,t) > 1. (2.104)

Para A > 0 definimos

or(z,t) = @Y, (2.105)

Agora, como u, v, z estao definidos em (0, L) x (=T, T), seja s > 0 e defina

wy = e*Pru, wy = e*Pru, wy = eFrz.
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Sejam
Py (wy,wa,w3) = e*A Li(e*Pwy, e *Prwg, e *Pwg) = e* Ly (u, v, 2)

Py(wy, wa, w3) = e* Lo(e™*P wy, e *Prwg, e P wg) = e* Ly(u, v, 2)
Ps(wq, wy, w3) = e* La(e™*Pwy, e *P gy, e *Pwg) = e* Lz(u, v, 2)

Fazendo os cdlculos formalmente

0 ow; 0
a(e’s‘”wi) = e’s%(g—uz - s)\a—(fgo,\wi),
0* o OPw; 0¢ 0%
@(e P =e %(W — 3A2(E)2cp>\wi — s/\ﬁgp,\wi),
ow; 0
8]:(6_8“’*202) = e " o )\a—ig@\wl),
0* o OMw; 0¢ 0?
@(e ;) =e %(W - s)\2(%)2gp)\wz s/\a 5 PAW;)
i=1,2,3.

Podemos escrever

P1<w17w27w3) = Pf(wl,wg,wg) + Pf(wl,w%w:s) + R(l)(wl,w2,w3)a (2~106)

onde (os operadores V e A representarao a primeira e segunda derivada em relagao

ax)

*w
P} (wy, wy, w3) = pla—t; — kAw; + 52/\290§(Pl\ |2 k| Vo|*)w

+(M2 — 1)(’LU2 + lwg),

52
P2 (wy, wa, w3) = (M — 1)sApa(p1 875? — kEA¢)wy
0¢ Ow
—s\? gp,\(p1] | — k:|ngS| Jwy — 28 pa(p1 Gf 8t1 — kEVoVuwy),
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2

RY(wy, wy, w3) = —Mis gy (p1 = ¢ — kEA®)wy + kwy + klws

ot?
—(Msy — 1)(ws + lws)

Y

PQ(U)l, Wa, w?,) = P21<w1, Wa, U}3) + P22(w1, Wa, wg) + Rg(wl, Wa, wg), (2107)
onde
1 0wy 242 2 2 2
PQ <w1,w2,’w3) = P2 012 - bA’lUQ + 5°A (,0)\<p2| ‘ b\V¢| )wg,
2 aQ(b 2
Py (wi, we, w3) = (M — 1)sApa(pa—5 5 bAG)wy — sA? SOA(02| | — bV ¢|*)w,
8q§ 6'LU2
) 2
s (P27, 5% ot VoVw,),
2
RY(wy, wy, w3) = —Msshpr(pa—mrs BYe — bAG)wy,
€
P3(w1, Wa, UJ3) = P;(wl, Wy, wg) + P32(U)1, Wa, wg) + Rg(wl, way, wg), (2108)
onde
1 0wy 212 2 2 2
P3 (wl,wg,wg) = plW — kQA'LUg + S A 90/\(/)1‘ | k0|V¢\ )?1)3
—(M4 — 1)[’(1]1,
82
P32(w1, U)Q,’(Ug) (M5 - 1)5)\(,0)\<,01 ot 5 ]{ZoAQﬁ)U)g
0¢ Ow
—sA\ % (p y P ko | V)2 )ws — 25 A (p1 af a; koVoVws),

2

Rg(wl,w2,w3) = —Mss ox(p1—5 o2

koA(b)’LUg + k0l2’w1 + (M4 — 1)[101,

onde My, My, M3, My, My serao escolhidos na demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 2.10. (Estimativa de Carleman) Sejam xy < 0 fizo e

k15 b 15 &k
0<p<mn{l,— —,—, —, —0}. Existem A\g > 0,50 > 0 e uma constante
p1 16p1 pa 16p2° py

C' = C(s0, Mo, (0,L),,20) tal que para s > sg, A > N\ € para cada
u,v,z € L*(=T,T,L*(0,L)) com uy,v,, 2, € L*(=T,T; L*(0, L)),
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Li(u,v,2), Ly(u,v, 2), Ly(u,v,2) € L*(=T,T;L*0,L)

)

v(L) = 2(0) = 2(L) =0, w(T) = w(-T) = v(T) = v(-T

ou(T)  ou(-=T) 0v(T) ov(-T) 0zT) 0z(— T)
0

ot ot ot ot ot t

tem-se

8)\/ / ZSSDASO)\ p ’at’ +P2‘ ’2_'_p1‘ |2+k|ux’2—|-b|’l)x‘2+k0|le2
+ klug + v + 12]* + ko|zp — lu]? )da:dt
L

T T L
+ 33)\3/ / e* 2208 (Jul* + |v|* + | 2|*)dxdt +/ / | Pl (wy, wa, ws) |*dadt
-1 Jo -1 Jo

T AL T L

+/ / |P12(w1,w2,w3)|2dmdt+/ / | P} (w1, wa, ws) |2dadt
-TJo =T J0
T L T L

—I—/ / |P22(w1,w2,w3)|2dxdt+/ / | P (wy, wy, w3) |*dzdt
-TJo =T J0
T L

—I—/ / | P§ (wy, wy, w3) |*dzdt
-1 Jo

T L T L
< C'/ / €2S¢A|L1,1<U,U,Z)|2dl‘dt—|—O/ / e*X| Ly o(u, v, 2)|Pdxdt
-1Jo -1Jo
T L T
+ C/ / e*X| Ly 5(u, v, 2)|Pdxdt + C’s)\/ e LD |y (L) |*dt
- -7

T
—i—C’s)\/ e2sor(Lot) |U (L )|2dt—|—C'S)\/ e2sea(Lot) |Z (L)2dt.
-T =T

e u(0) = u(L) = v(0) =

||
A
\_/
N
—~
|

~
~
Il

=

O

Demonstragao: E suficiente demonstrar a desigualdade do teorema com L1, Lo, L3,

ao invés de L; 1, Ly 2, L1 3 pois

| L1 (u, v, 2)[ < L (u, 0, 2) 2+ C(lul? + [0 + 27 + Jua* + [va]* + |20[?),
| La(u, v, 2)[* < | Lap(u, 0, 2) 2 + C([ul? + [0 + 27 + Jual® + [va]* + |20[%),

| Ls(u, v, 2)[* < |Lag(u, 0, 2) 2 + C[ul? + [0 + 27 + Jua® + [va]* + |20]%),

e 0s termos

T L
/ / e ([ul* + [l + 12" + Jual® + vo]* + |20]°) d dt
T Jo

podem ser absorvidos pelos termos
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T L
s)\/ / 2522 oy (klug|* + blvg|* + ko|ze|?) dx dt
-1.Jo

T L
+53A3/ / 90, (|uf? + o] + |2?) de dt
T JO0

escolhendo s, suficientemente grande.
Observe agora que

Pll(wl,wQ, ws) + Pf(wl, wa, w3) = [ Ly (u,v, 2) — R?(wl,wQ, ws)]
P;(wl,wQ, ws) + Pg(wl, wa, w3) = [ Lo(u, v, 2) — Rg(wl,wQ, ws)]
Pgl(wl,wg, ws) + P32(w1, wa, w3) = [ Lo(u, v, 2) — Rg(wl,wQ, ws)].

Ao longo de nossa demonstracao os operadores V e A representarao a primeira

e segunda derivada em relacao a x, respectivamente.

Assim,

T

L
/ (| Pl (wy, wa, ws) |* + | PE(wy, wa, w3)|?)dadt
-1 Jg

T

L
2 / P (w1, wa, w3) P (wy, wy, ws)dxdt
_T

—

+

T

:/ / %72 Ly (w1, wa, w3) — RY (w1, we, ws)|*dxdt (2.109)
7 Jo

T
§/ / 26PN | Ly (wy, wy, w3)[* dx dt

T

T

o/,

/ 2|R0 wl,wg,w3)| dx dt,
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T L
/( (w1, w9, w3) [ + | P2(ws, wn, ws)|2)daxdlt
0

—

-
T (L

+2 Py (w1, wa, w3) Py (wy, wy, ws)dxdt
T 1

:/ |59 Ly (w1, wa, w3) — Ry (w1, wa, w3)|*dadt
-7Jo

[ st s
A0

+

/ / 2| RY(wy, wy, w3)|* dx dt,
TJo

/ (|P wl,wg,w3)| +|P (wl,wQ,w3)| )dxdt

—
S

-T

L
—|—2/ / Py (wy, wy, w3) P (wy, wy, w3 )dxdt
e OL
= L‘O)‘Lg U}l,UJQ,UJ3) Rg(wl,wg,w3)|2dxdt
-rJo

< / / 26&;))"[/3(’(1}1,?1)2,'11}3)’2 dx dt
-TJ0

T L
+/ / 2| RY(wy, wy, w3) > dx dt.
-1 Jo

Estimaremos primeiro os termos

T /L
/ / Pl (w1, wa, w3) P2 (wy, wy, ws)dadt,
A
/ / Pl ’U}l,wz,w3>P22(w1,w2,1U3)dxdt7
/ / (wy, wo, w3) P (w1, we, w3 )dxdt.

Fazendo-se os calculos,

0w 0?
Il = p1(M; — 1) S)x/ / 8t21 ox(p1 atf kA¢)widxdt

2
(1 — My)sh / / |3w1 plztf kAG)dwdt

: o (0 3 20y 00
E e [ oo 0 A0 55 ~ koo,

o Vot

[1 _ 2 g (92101 2 — kA 2 dxd
12 —,015)\ 8t2 QOA(pll ’ ‘ ¢| )wl xdt

=T J0

ow
—me/’/‘|1\wpm 2 — k|AGP)dadt
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— p15A? / / w1 %o p1|6t2 2)dxdt

1 02

—(2+ 2)/)15/\3/ / |w1|2g0,\| | p1 at;bd dt
A3 0?

+p18 / / |wi|*ox gb(’ﬁ\Mﬂ )dadt

ps/\4
[ P22 - Hagyasd,

02 069
Il = —2p1s) / / a:?}l‘” af 5;1 — kA¢Aw, )dzdt

5’w1
—pls)\/ / | — %\ledﬂlt

+P18>\2/ / ]awl 90,\p1]— 2dxdt

)
+p13)\/ / | “’1| or(kAG + \k|V6|?)dudt

8w1 8q5
-2
P15A? /_T o — oy — Y (kV oV W, )dxdt,

2

T L 5%
Iy = —k(M; — 1)8/\/ / Awl%\(Plﬁ — kA@)wydxdt
e 7o
=k(M; —1) s)\/ / |Vw; |2 ( pl— - k:Agb)dwdt

_’f(M;l / / o [Poa(Ag + A V6|2 )(m _ kAG)dadt,

Iy = ks)\2/ / Awypy pl\ |2 k|Vé|*)wdrdt
= —k:s)\z/ / |V [ p1| ]2 k|Vo|*)dxdt
s\ 9 9
. [ PoANIVOI + A6) (| 22 — KIVo[?)
— 2]{3)\3/ / lw1 2| V| kAgdrdt
T Jo

T L
- ks)\Z/ / lw | prk| Ag|*dxdt,
T Jo

Ik, = 2ks\ / / Awipx(pr gf% — kVoVuw, )dxdt
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T L
s)\/ / |Vw; 2o /{:Aqﬁ)dxdt+ks/\2/ / |Vw; [2ox(k|V¢|?)drdt
0

T

L
— 2ks\? / Vw, Vs ( 9¢ dw Oy dwdt

p R
_rJo Yot ot
+k8)\2/ |Vw1|2<p>\,01|—|2dxdt
o
T
0
—l—k’s)\/ / |V | gp,\pla—tfdxdt

ks / Vun2or (kV6) |1 dt.
-7

1 313 ot o2 9¢ 0*¢
I3 = s°X°(M; — 1) ,01] — k|VéHwi(p1—5 oz EA@)wyprdzdt

0 02
= (M, — )X / / |wlr Aol (b\ —k!w?)(pl—f—kmdmt,
ot ot
T L a
I =~ / /s@i p1| — KV (1] 92 P — MV praundndt

/ / i (] o |2 KV 6P dadt,

T L 9 96 8
—@3 = _253/\3/ / 803 ,01|—Q5 I{;|V¢| Jwiea(pr a;b 5121 — kEVoVw, )dxdt

I R - 2 82¢ 2 2
= 5" wi*oX (0175 — )(ml | — k|Vo|*)dzdt

ot?
5?
+283)\3/ / lw1|?05 (01 875?‘ ? + k|Vo|’kA¢)dxdt
i\ 992 _ Vo )dd
+s Jwy|? 80,\(,01|at| Vo|") dudt,
-1.Jo

T L 62¢
]il = (MQ — 1)<M1 — 1)5)\/ / wlwggo,\(plw — kA(b)d;(}dt
=T JO0

2

T L a ¢
(=) = 1) [ [ s~ kA0)dadt,
-TJO0

I, = —(My—1) s>\2/ / Wy WP pl\ \2 k|Vo|?)dxdt,



r L 8¢0w1
— (M3 — 1)pylsA /—T/o Ox— 5 o1 ——wsdxdt

T /L
— (M, — 1)k;s)\/ / oAV oVwiwodxdt
~rJo

T L
— (My — 1)ksA / / oAV ¢V lwsdadt.
=T JO0

Dos célculos anteriores temos

T 4L
/ / P1 wl,'IUQ,U}3)P2(w1,w2,w3)d$dt:

pr(1— My)sh / / |8w1| on(pn 22 (,%2 — kA¢)ddt

1 — M) 0? 0 0?
A //|w1| x(22 X220 8 — kag)vat

ow
¥’ / / 20 (a2 — k] AP

— p15A\? / / w1 %o '01|0t2 2)dxdt

62
2+ 1s/\3/ / it 20| 22 |p18tfd dt

3 2
plSA / / | %8 © (k| AGP)dadt

s/\4
2 L P QP o1~ Kot +

ow ow
018)\//| 1|@Aﬂlat2d$dt+,018)\2//| I‘SOAPJ |d~”€dt

)
+p13)\/ / | “’1| @A(kA¢+)\k\V¢\ )dwdt
-T 0

8w1
— 2p15)\? / / T gp,\ ot kV¢Vw1)dxdt
2

+ k(M —1) s)\/ / |V | gp,\(m% — kEA@)dxdt

82

—k:s)\Q/ / |V %o ,01| |2 k|V¢|?)dxdt
ks\3

k(M 0”
—¥ z? / / w1 oA (A6 + \VSP) (1 22 — kAG)dudt

0
[ [ il ¢A<A|v¢|2+A¢><pl|a—f\2—k|v¢|2>dxdt
T 0
=T L
—2/{:3)\3/ / lwi|?ox| Vo> k Agdxdt
T 0
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T L
wy [Pork| A dxdt + ks)\/ / |Vw; [2ox(kAg)dxdt
-1Jo

e
o [
J
S

L
|
Vs P (k|Vo|*)dudt

8gz5 821)1

levﬁf)(ﬁ)\(ﬂl ot ot

Z Y dwdt

T
— 2ks\? /

+ ksA\? |V, |2 <p,\,01|—| dxdt

—l—ks)\/ / |V, |? (p,\plwdxdt

— ks)\/ (Vi PoA(kV o) |& dt
82
Aﬂ—l3?/’/'mmwplww—mvmmmgﬁ—wA@Mﬁ
W/l/mﬁwm D _ kv of)dudt
4—§A3/°t/ s ek r 28 = kA9 (1| 22— kIVf

82
+2s3)\3/ / lw1 |25 (o1 8tf| 2 + k|Vo|*kA¢)dxdt

+§v/'/|m|%pl P KV o) dudt

D*¢
+ (My — 1)(M; — 1)sA wlwggoA(plw — kA¢)dxdt
—1Jo

2

T L 0 ¢
(My —1)(M; —1) ls)\/ / w1w3g0,\(plﬁ — kA@)dzdt

— (My—1) s)\Q/ / Wy Wap) p1] |2 k|V¢|*)dxdt

Mg—l 18)\/ / 25 ot ot wgdl'dt— M2—1 1[8)\/ / 8t ot 'LUgd dt

— (M, — 1)1{:3)\/ / oAV oVwiwodxdt
1 .Jo

T L
— (M, — 1)1{:5)\/ / oAV oVwilwsdzdt,
1 Jo

T /L ow o2
/ / (w1, wa, ws) P (wy, wy, ws)dwdt = 2p1.9)\/ / | 1| OAp 1a—tfd:vdt
ow 0?
—lels/\/ / | 1| ox(p1 875(3 kEA@)dzdt

¢ un 0
+23/\2/ / AR |2 29, 1 8fkvw1v¢+k2|vw1| V| dudt
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2

+28)\k/ / |V | gp)\(k:Agb)dxdt—Fk;Mls/\/ / |V | go,\(plgf kA@)dxdt

ks / IV 2or (kV0) |E dt
Tr oL 9
25! / / |w1\2¢§(p1\£l2 — K|V dudt
313 8 2
250 / / n Pl (o aﬁpl\ P12 4 KV kAY)drdt

+Ms3)\3/ / oy P03 platQ kA ¢)(p1\ \2 KIVoP)dedi + R+ X,

onde

T L 82¢
R=(My—1)(M; — 1)3/\/ / wlwggo/\(plﬁ — kA¢)dxdt
-1 Jo

2

T L
(My — 1)(M; — 1)ls)\/ / wlwggo,\(m% — kA¢)dxdt

T L
— (My — 1)s\? Wy Wap) p1] |2 k|V¢|*)dxdt
Tr '
— (My—1) ls)\z/ W1W3P p1| |2 k|Vo|?)dxdt
T Jo
Tk 9¢ow
2(My —1) pls)\/ O a(f 8tlw2d xdt

2(My —1) 1ls)\/ / cp,\gfaau:wgdxdt

+ 2(M;y — l)k:s/\/ / oAVoVwiwedxdt
-1 Jo

T L
+ 2(M;y — 1)ksA/ / oAVoVwlwsdzdt
-1 Jo

0 0?
X1 = —pu (A2 / / un (2 + A 22200 28— kg

T L

— p15A\? / / w1 %o p1| 0t2 2)dxdt
TT 0L 6¢ 82§Z5

— —s)\3/ lw |2 orp1| = |? == dadt

A at Be2
18)\3 T L
/ union 2 (G Pt
T JO

S>\4 T L
—“2 [ [ mat (119212 — k| Aof?

-TJo
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ML D e / / un a8 + AV (o1 e — kAG)da
k;s)\3 0P o
[ ] ller@os Moo 20 — kvl yazar
T L
s / / w1 [2or |V 2k A gdadt
-T JO0

T L
—k’s)\z/ / lw:|* k| Vo|*dxdt.
-1 Jo

Note que

25)2 / / oalp 1|8w1 |2 65‘21 ?;kaw1V¢+k2|Vw1| Vo |2dadt > 0,

o(x,t) = |z — zo|* — Bt* + My,

0
a_f(xut) = _2ﬁt7
62
2w t) = 28,

Vo(z,t) =2(z — o),
Ag(x,t) = 2.
Assim
Tt 1 2 T ow
P} (w1, we, ws) Py (w1, wa, w3)dzdt > —4p7Bs\ |W| prdxdt
0 -T
T ow
+2p1 My (p1 8 + k)s/\/ |T;|2¢Adxdt
. -7
+4k23)\/ |Vw; [Poxdwdt
-

T
— 2kMysA(p1f + k) / |Vw, |Poxdrdt

-
T
~ (L — 2g)s) / Vun PA(L)dt
o1
+ 32s3>\4/ / lwi|?05 (0184 — k(z — 20)?)dadt
10
+ 1633>\3/ / |w >3 (—pi B3 — k* (2 — 20)*)dadt
)
=8N [ P08+ R0 — o — )+ R X
-1 Jo

Usando a definigao de A e ¢y e |a + b| < |a|] + |b| temos que:

70



T L
|Xy| < C’s)\3/ / lw — 1[*¢3dzdt para algum C > 0.
-1Jo

~ 281
Fazendo —4p?3 + 2p1 M +k)>0,entdo M7 > ————ed
azendo —4p; 8 + 2p1 Mi(p13 + k) entao My > s e de
4k* — 2k M, (p1 B + k) > 0, entdao M <L
Logo,
268p 2k
— <M< —
(pB+k) T (pB+E)
se, e somente se, [ < —.
P1

Com isto,

—4,0%@9/\/ |%| prdxdt
+2,01M1(p15+/<:)5/\/ \a—| padxdt
o Ot
T
+4k23)\/ |Vw; |Pordwdt
-7

— 2kMysA(p1f + k:)/ |Vw; |Poxdrdt

L
> cs)\/ / ]—]2g0,\da:dt+cs)\/ / |Vw; [Pordadt,
TJo

para algum ¢ > 0.

Tomando 8 < 152- tem-se que (16) = (1+15) > (14 16p18) e podemos estimar
3283/\4/ / lwi )23 (018 — k(x — 20)?)*dadt
+ 1653/\3/ / lwi 205 (—p1 B3 — K (z — 20)*)dadt
T L
8N / / w1208 (018 + ) (01 B2 — k(z — 0)?)dadt
= 3253)\4/ / lwi|?05 (01 8% — k(z — 20)?)dadt
— 16p; BS?’)\S/ / lw 203 (01 B2 ddt
+ 1633>\3/ / |w >3 (k(x — 20)?)dxdt
-rto
- 8M1p1653)\3/ / lw1|?05 (01 8% — k(z — 20)%)dwdt
-1 Jo
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T L
— 8M1ks3)\3/ / lwi |25 (p1 B2 — k(z — x0)?)dadt
T L0
= 3253)\4/ / lwi|?05 (01 8% — k(z — 20)%)dadt
o T L
(16 + 8My)pr 85PN / / w1208 (1 B2 et
)
(16 4+ 8Mip1 B)s° AP / / w1 208 (ke — o)) ddlt
, o T
- 8M1/€33)\3/ / lw1 %03 (p1 5%t — k(2 — 30)?)dadt
7L
> 3253)\4/ / lw |23 (p1 %% — k(x — 0)?)*dadt
~1Jo S
— (16 + 8M1)p1533)\3/ / lw1 %03 (p1 8%t — k(x — 0)?)dadt
-1 Jo
T L
— 8M1k53)\3/ / lwi|?03 (p1 B — k(x — 20)%)dadt
r o
+ 53)\3/ / w1 203 (v — x0)*dadt
-1.Jo

T L
:833)\3/ / \w1 |25 F(X)dwdt,
-1 Jo

com

X = (p1 %2 — k(x — 10)?).
Agora note que existe um \; > 0 suficientemente grande tal que

ANX? — [(2 + Ml)plﬂ + ]i]Ml]X >0V > )\1,
e como k(x — xg)* > ¢ > 0 para xy < 0 fixo e algum ¢ > 0,

entao
F(X) > cpara A > ;.

Assim
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T L
833)\3/ / lw:|* 05 F(X)dxdt
-1.Jo
T L
> 083)\3/ / lw:|* o5 dadt.
-1Jo

Portanto
T 4L
/ / P1 wl,wg,wg)P;(wl,wg,w;;)dxdt
awl T L )
> C'sA |—| prdxdt + CsA |V |“prdxdt
—tJo

T
+ Cs*\? / |w1|2g0‘j’\dxdt — k(L — xo)s/\/ |Vw: |*pa(L)dxdt + R+ X,
~1Jo -

2 2
2
eastaQ—i—Z—sea

Para estimar R usaremos as desigualdades +ab <

definicao de A e ), e para algum Ay > 0 suficientemente grande e A > Ay teremos

(My —1)(M; — 1) s/\/ / wywap(p ¢ — kA¢)dxdt
+ (My — 1)(M; — 1)[5)\/ / wiwspa(p1 gtf kA¢)dxdt

T L
— (My—1) s)\Q/ W1Wa P pl\ ]2 k|V¢|?)dzdt

TJO
T L

— (M3 — 1)[5)\2/ W1W3P pl\ \2 K|V ¢|?)dxdt

TJO

T L L T L
> —C’s)\?’/ / ]wl\ngidxdt—Cs)\‘g/ / \w2|2goidxdt—05)\3/ / lws|?p3ddt,
—-TJo -TJo =T J0

0¢p 0
2(M; — 1) pls)\/ / O 8? gzlwgd xdt

0
> 251 M2 — 1 p15)\/ / )\‘ wl 2dxdt

—(My—1) / /
—————p18A —C|?dxdt;

Aot ot
> —2e9(My — 1) plls)\/ / gp,\|aw1| dxdt

e [
————=p1lsA — |“dxdt;
s—oitsh [ [l Pdadt

T L
(M —1) plls)\/ / 99 0w, dwdt
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T L
2(My — 1)ks)\/ / oAV oVwiwedrdt
Tl
+2(My — 1)ks>\/ / oAVoVwlwsdzdt
)
=+(M; — 1)ks)\/ / oA Vwy + wy + lws|*Vdrdt
L
— (M, — 1)ks)\/ / oAl Vw1 |2 + [wa|* + [lws|*]V gdadt
~r.Jo

T L
—2(M, — 1)ks/\/ / o xwalwsV odxdt.
1 Jo

Temos que

T L
R > —C’s>\3/ / |w:|? o5 dadt
-1Jo

T L
—Cs)\3/ / lwo|? 05 drdt
-1 Jo
T L
—Cs)\g/ / lws |3 dwdt
— 261 M2 — 1 13)\/ / ’ ’2 )\dxdt
— —pls)\/ / |ws)? ]—\ prdxdt
— 2e9(My — 1) plls)\/ / |—\ oxdxdt
— plls/\/ / |ws)? | ]%mdxdt
2 €2

+ (My — 1)ks)\/ / x|V + wy + lws|*Vodadt

)
— = kA [ [l fusf? + P T o

L
—2(Msy — 1)k3/\/ / orxwalwsVodrdt

-1 Jo
temos que para (Ms —1) >0

T L
—(My — 1)k3A/ / x| Vw, [PV pdadt
-1 Jo

T L
> —2(L — xo)(My — 1)ksA/ / oA | Vw; [Pdzdt.
-1Jo
Tomando (M; — 1) > 0 suficientemente pequeno com M, fixado, depois

tomando €7 e g, suficientemente pequenos e usando o fato de

T L
| X| < C’s)\3/ / lw|*p5dadt e Vo > 0
-1 Jo
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temos

T L
/ / Pl (w1, wa, w3) P (wy, wy, ws)dxdt

> C’s)\/ / |%| gp)\dxdt—sz/\/ / |Vw:|*prdzdt

+053A3/ / o P idmdt—2k2(L—xo)sA/ IV (L) Por (L) dadt

T

CS)\/ / |Vw; + wy + lwsPordadt — C’s)\3/ / w1 |? 3 ddt

—Cs)\3/ / |ws |3 dwdt

-1 Jo
T L

—Cs)\g/ / lws|*p5dadt +Y
-1 Jo

onde

My —1
Y = —u,@ls)\/ / |wy)? |—| prdxdt
- plls/\/ / |ws |? |—]2g0 dxdt
2 €2
_ <M2—1)m/ / ox[[ws]? + [fws|2]V bzt
~1.Jo

—2(M, — 1)ks/\/ / wawalwsVodrdt
—7Jo

2 b2
usando |a + b| < |a| + |b], ab < % +5ea defini¢ao de A, ¢y e ¢ temos que

T L
Y] < C’s)\3/ / (|wi]* + |wa|® + Jws|?)p5drdt para algum ¢ > 0.
-rJo

Portanto

T L
/ / Pl (w1, wa, w3) P (wy, wy, ws)dxdt

awl T L )
> (s |—| oxdxdt + C's\ |Vw|“prdxdt
-1 Jo

T
4N / s Pt — 2L — 10)sh / IV (L) 2on (L) dt
T JO0

-T

T L T L
C’sA/ / IVw, + wy + lws*ozdrdt — C’s)\3/ / w1 |?p3 ddt
-TJ0 -TJo

T /L

—Cs)\3/ / |ws |3 dadt
-1 Jo
T L

—Cs)\S/ / lws|*p3 dadt,
-1 Jo
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para A > maz{\, A2} = As.

Analogamente

2
/ / wlanawS)P2 (wlawZ:wS)dxdt_ 2P23)\/ / |8w2 @Angdl’dt
ow 0?
— paMsysA / / N (%‘f bAG)dudt
+23/\2/ / 0w2 |2 —9 2%?1{:szv¢+b2|Vw2|2\V¢]2dxdt
826
+ 2s\b |Vw2| gp,\(bAng)dxdt~|—bM33)\ |Vw2| or(po—= 52 — bA¢@)dxdt
T
—bs/\/ |Vw2| ox(bV ) |5 dt
250\ / / s po| 207 — bV
¢ 0o
280N / / 06302 S 2l 90 P+ DIV 6D AG)
=T JO

T L 2
22088 [ [ (57 - 000)(pl G~ VOt + Xy
- 0

32¢ 09 5., ¢

2 PR

SA/ / [waPoa (58 + AT (0258 — bAg)
T L

_p25>\/ / |lws| %o p2|8t2 H)dwdt
T J0

s (T[T 2,020
_ S @ it
28 /T/o w2 %m'at’ o2
28)\3 T L
/ / walios 20 (bl AgJ?)
; (91&

T

S>\4 T L
0 [ [ usP el Sl G — Ao
TJO
k( 1 0?
T)v / / w7 (A6 -+ NV (55 — bAG)

N 9,
: / / wser (80 + NTOP)(pal 5 = V0P dads

Xy = —92(

— bsA® / / [wa|2ox| Vo PbAddrdt
70

—bs)\z/ / [wa|?pxb|V p|*ddt.
=T JO

Repetindo-se os calculos como anteriormente chegamos a

/ / s (W1, wa, w3 ) Py (w1, ws, ws)dadt
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T L G, T L
> C’s)\/ / |——|*padxdt + C’s/\/ / |Vws [Porddt
r.Jo Ot -1Jo

T L T
4N / s @b ddt — 202(L — o)\ / IVws(L) 2ion (L) dt
T JO0 -T

T L
— C's)\?’/ / |lwo|? 05 drdt
-1Jo

para algum Ay > 0 grande e A > A4 e algum C' > 0 para 0 < § < mzn{pz, T6p3

Também como feito no primeiro caso

2
/ / 'l,Ul, Wa, ’l,(}g)P (w17 w2, w3)d$dt - 2p18)\/ / |6w3 Apl%dwdt

0 52
— poMss) / / 1T 20, (g &2 ¢ — koA¢)dadt

ot?
+ 25)\2/ / oxlp 8“)3 a_ﬁtb’ -2 1%%/90Vw3v¢+ k3| Vws|?| Vo[> dxdt

+25)\k0/ / ]ng|2go,\(k0A¢)dxdt+koM5s)\/ / |Vws| go,\(plgif —koAg)dxdt
— k:os)\/ |Vw3] ox(koV o) \0 dt

250 / / 03 oa| 2217 — kol Vol et

T 2503 / / 203 plgjfm%%w KoAAG)dudt

M / ) /O s} o1 22— ko) 1| 222 — o[Vt + Ry + X,
onde

R (M4 — 1)(M5 — 1 ZS)\/ / wlwggo,\ p1—¢ — koA¢)d$dt

T L
+ (M, — 1)13)\/ wlwggo,\(pﬂa — ko|V|?)dxdt

=T J0
T L
+ ko(My — 1)) / |Vws — lw; [V pprdadt
170
— ko(My — 1) s)\/ (|Vws|? + 1wy |*)V oprdadt
T 0
T do Jw
M4 — 1 ZS)\/T/ P1 af atgwl%\dﬂlt
(&3
1-— a% 99 5, 0%
Xy = —puf SAZ/ / wslPor(og + MG g — koo deds
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T L ¢
_plsv/ / s ? <pA(p1|8t2 )dxdt
TJO

L

P1 |ws]*ox at? ko|Ag|*)dxdt
-1 Jo
S/\4 T L
,01 |ws]? <PA| P1| |2 ko|Ag|*)dxdt
-1 Jo

82
o [ [ feaontao + VORI L -

/COS)\g T L ) )
+ =5 w7 (30 + NVO) (1| S22 — kol Vo)t
-TJO0

_1) koAd)dzdt

T L
— k- Os)\3/ / [ws|* x| Vo> ko Apdadt
o
— kos\? / / lws2orko|V |2 dadt.

Para (M4 — 1) > 0 com M, fixado

8¢8 w3
2(M, —1) ls)\/ / 1o 8t ——wyprdxdt

> (M, —1) lpls)\/ / O —] ] |wy | + 2¢ 3]

Tomando €3 suficientemente pequeno e repetindo os calculos como feito no

aw3 2) dadt.

primeiro caso chegamos a

T L
/ / Py (wy, wy, w3) P (wy, wy, w3 )drdt

> C's)\/ / | ] gp)\dxdt—sz/\/ / |Vws2orddt

T
4N / st — 2L — 20)sA / V(L) 2on (L) dt
-TJo =T

T L
—C’s)\3/ / lws|? o5 drdt
-1 Jo
T L
—Cs)\3/ / |wy |3 dadt
-1 Jo
T L

+ CS)\/ / |Vws — lw |*Vprdadt,
-1 Jo

15

P1 16P1}

para algum A5 > 0 grande e A > A5 e algum C' > 0 para 0 < 8 < mm{

Assim ja temos
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T L

/Pll(wl,wg,wg)Pf(wl,wg,wg)dxdt

0
Py (w1, wa, w3) P2 (wy, wy, ws)dxdt
Py (wy, wy, w3) P3 (wy, wy, w3 )drdt

T L
8w1 3w2 2 8w3 2
dzdt

> Cs) // P+ |2 | s

+Cﬂ/i/(WmP+NWP+WwﬁWMMt
T JO0

T L
+c§v/ /qmﬁ+mﬁ+mﬁMWMt
T JO0

T
—2k*(L — xo)s)\/

-T

T

|Vw: (L) [2ox(L)dt — 2b*(L — xg)s)\/ |Vws (L) [Pox(L)dt
T o

—2k2(L — xo)s/\/ |Vws(L)|*pa(L)dt + C’s)\/ (Vw4 wy + lws|*oxdwdt
-7 —7Jo

T L
+ C’S)\/ / |Vws — lw, |*V pprdadt
1 Jo

T L T L
—CS)\3/ / |w1|2<,0§d:1:dt—03)\3/ / |ws|? 05 dwdt
—-TJo -TJo
T L
—Cs)\3/ / lws|? o5 dxdt,
-1 Jo

k
para g < 0 fixoe 0 < 8 <min{l, —, —, —, —, —,
’ { p1 16p1° pa 16p2 p1 J

ex> max{)\l, )\2, )\3, )\4, )\5}

Observe que para algum sg > suficientemente grande e s > sq os termos

T L
—C’s)\3/ / |w:|? 05 dodt
-1 Jo
T L
—Cs/\g/ / [we|? 05 dudt
~1Jo
T L
—CS/\S/ / lws|? o5 dodt
-1 Jo

T L T L
[ [ iR wPasat, [ RGP
—-TJo -T J0
T L
/ / |R§(w1,w2,w3)|2dxdt
T JO0
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podem ser absorvidos por

T L
SN / / (lunf? + lwal? + sl dudt.
—T JO

T L
/ Pll(wla Wa, 'LU3)P12(’I,U1’ Wa, '(.Ug)dl'dt
T JO

T rL
+/ / P21(w17w?va)Pg(wl,WQ,w:J,)dxdt
=T JO0

+
\%
—

h

)

g

§

§

3

g

g

§

=

8

&

T AL
— / |R3(w1,w2,w3)| dxdt
0

T 8w1 Owg 5 Ows 4

>

> Csh /T/O 2P | SR Pypadadi
T

L
+cxx/‘ qvwm44vwﬂ%+mmM)¢Mmﬁ

0

T L
+ O / ([ws]? + [wa]? + [ws]?) g dadt
L
+ CS/\/ / ]le + wo + lw3|2g0,\dxdt
-T JO0

T L
+Os / / Vs — lun [PV ipndadt

T JO0 . T
9L — mg)s) / Vs (L)oo (D)t — 262 (L — 2o)sh / V(L) 2ion (L)dt
-T =T

T
9L — mo)s / IV ws(L)2ox (L)dt
-
Portanto, da Continuidade de ¢,, de (2.109), (2.110) e (2.111) e da desigualdade

anterior chegamos a

ow ow ow
SA//%I P P I P e o s o [

+ |wig + wy + lws|* 4 |wse — lw1| )dxdt

T L T L
+53A3/ / <p§(|w1]2+\w2]2+\w3]2)da:dt+/ / P (wy, w9, wy)|2dadt
—TJo =T J0

T L T L
+/ / |P12(w1,w2,w3)]2dxdt+/ / | P} (wy, wo, w3) |Pdzdt
-1 Jo -1Jo
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T L T L

—l—/ / |P22(w1,w2,w3)]2dxdt+/ / | P (wy, wo, w3) |*dxdt
-1Jo -1Jo
T L

+/ / | P§ (wy, wo, w3) |Pdxdt

< C’/ / e*| Ly (u,v, 2)| dxdt—l—C’/ / e?*X| Ly (u, v, 2) [*dzdt

+C/ / e | Ly(u, v, 2)| dxdtJrCs)\/ w1 (L)|*dt

T
+05A/ laa(L)] dt+Cs>\/ s (L) 24,
-T =T

0 que é equivalente a

ow ow
S)\/ / P p1| |2+P| 2|2+P1| 3|2+’f| 1”4 blwaa|* + kolwse|?
+ k|wie 4+ wy + lws]? +k‘o\w3x —lw1] )dxdt
T L T L
+53A3/ / @i(\w1]2+\w212+\w3]2)da;dt+/ / P (wy, w9, wy)|2dadt
—-TJo =T J0

T L T L
—i—/ / |P12(w1,w2,w3)]2dxdt+/ / | P} (wy, wo, w3) |Pdzdt
—-TJo =T J0
T L T L
+/ / |P22(w1,w2,w3)]2dxdt+/ / | Py (w1, wa, w3) |*dxdt
—-TJo =T J0
T L
+/ / | P2 (wy, wy, w3) [2dadt
-1 Jo
T L T L
SC/ / 628¢*|L1(u,v,z)\2d:vdt+0/ / )| Ly (u, v, 2) [*dxdt
—-TJo =T J0

T L T
+ C’/ / e*PM | La(u, v, 2)|2dxdt + CS/\/ |wi, (L) |2dt
-1 Jo -

T T
+ C’s/\/ |war (L)|?dt + C’s)\/ w3, (L)|dt.
-7 -

Fazendo a mudanca u = e *Yw;, v = e *Pwy, z = e *Yw3 na desigualdade
anterior chegamos ao desejado.

O

Recordemos o problema de controlabilidade exata para o sistema de Bresse.

Para os dados iniciais (g, 1,0, ¥1, wo, w;) € L*(0, L) x H~(0, L) consideremos o
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sistema de Bresse

[ prow — k(e + 0+ lw)y — kol(we —lp) =0, em (0,L) x (0,T)
P2y — bbye + k(e + 9 +1lw) =0, em (0,L) x (0,7)
prwy — ko(wy — o)y + El(ps + ¢ +1lw) =0, em (0,L) x (0,7
©(0,t) =1(0,t) =w(0,t) =0, t€(0,T)
@(L’t) = gl(t)7 ¢(L’t) = gQ(t)7 W(L’t) = 93(t)7 te (OaT)
) =0, ¢(,0)=¢1, em (0,L)
(70) = %, wt(ao) = 1/)1, em (O>L)
[ w(,0) =wo, wi(,,0)=wi, em (0,L)

(2.112)

onde g1, g2, g3 sao controles tomados em L?(0,T).

Ja foi mostrado que o problema (2.112) tem uma tnica solugao

uwe C([0,T]; L*(0,L)) com u; € C([0,T); H1(0, L))

O problema de controlabilidade exata é encontrar controles g1, g2, g3 tal que no

tempo 1" nos da

(1) = u(T) = P(T) = u(T) = w(T) = wy(T) = 0.
Por Lions [23] é equivalente a provar uma desigualdade de observabilidade para

o problema adjunto

(

prug — k(ugy +v +12), — kol[z, — lu] =0,

PV — bvgy + k(uy +v +12) =0,

P12 — kolze — lu)y + kl(u, + v +12) =0,

uw(0,t) = u(L,t) = v(0,t) = v(L,t) = 2(0,t) = z2(L,t) =0, (2.113)

\

onde ug, vo, 20 € H}(0,L) e uy, vy, 2 € L*(0,L).

Queremos mostrar que temos uma desigualdade do tipo:

T
30y >0, tal que Eogco/ (L) + [ou (D)2 + |2(L)P)dt (2.114)
0

onde

Ey = E(0) ¢ a energia inicial dada por

1 L
B / P1|U1|2 + P2|711|2 + /71|21|2 + kolzoz — lu0|2 + b|710x|2 + k|ugz + vo + l2’0|2d$-
0
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Teorema 2.11. Assumimos que
g <0, Tg={L}
T > 2sup,co r) |2 — wo| = 2(L — ).
Entao existe uma constante Cy tal que para cada ug, v, 20 € Hy (0, L) euy, vy, 21 €

L?(0, L) temos

By < C / (ua (L) + [0n(L)? + |2 (L))t (2.115)

Demonstragao: Para ug, vy, 29 € H} (0, L) e uy,v1, 21 € L*(0, L) a equagao (2.113)
tem uma unica solugao

u,v,z € C([0,T]; H} (0, L)) n CY([0,T); L*(0, L)).

Além disso, o funcional de energia

E(t) = %/0 pilue@ + p2lve(O) + pulz() + kolza(t) — lu(t)* + blus(t)|* +
Elug(t) +v(t) + 1z(t)|*dz = E(0).

Seja
T
Ey(t) = E<§) = E(t) = E(0). (2.116)
Escolhendo
T
bur(x,t) = v — 30]? — Bt — 5)2—1—]\/_/0 (2.117)
onde (3 é escolhido tal que
4 k15 b 15 Kk
5 Sup |z — z0|? < B < min{l, —, —, —, ——, —} (2.118)

T2 sepo,r) p1’ 16p17 pa” 16p2” p1

e My é escolhido tal que

V(z,t) € (0,L) x (=T, T), as(z,) > 1, (2.119)
temos que
e g) Clr— 2o+ My > du(a,t), V€[0T (2.120)
(§]
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oz, L) > My;

assim pela continuidade de ¢, existe n > 0 tal que,

T T
Vie [ —n,5+nl, Yoe(0,L) ou(z,t)> M.

2 2

Agora como ¢y (2,0) = ¢p(x, T) = | — 20|* — 5%2 + M.

Portanto, com a escolha de 3 e a hipotese sobre T'

T2
— sup |z — xo|> < B implica em sup |z — 29> < B— entdo

12 oepo,1] 2€[0,L] 4
T2
sup |z — xo|* — B— < 0
z€[0,L] 4
logo

¢M($,O) = ngM(x,T) < M,
e pela continuidade da ¢y,

36 > 0, € [0,6] U[T — 6,7 énil(z,t) < Mo

escolha n e ¢ tal que n+ 0 < %
Seja 05 € C3°([0,T7]) tal que
vVt € [O,T] 0<6;<1, e Vte [5,T—5] 05(15) =1.

Sejam

fazendo-se os célculos

Up(,t) = Osuz(x,t), Upp(x,t) = Ostiy (2, 1)
U(z,t) = Ospu(x, t) + Osus(z, t)
Utt(xa t) = HgttU(l', t) + 295tut($, t) + 05utt($a t)

e os analogo para V' e Z, obtem-se que:
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Z) = p10suu + 2010500,
U, V,Z) = paBsuv + 2p10s5.0

Z) = p1bsiz + 2p105e 2
U0)=U(L)=V(0)=V(L)=2Z(0)=Z(L)=0
ue.o0)=u.7)=v(.,0=V(,T)=2(.,0)=2Z(.,T)=0
Ui(10) = Ui(aT) = Vi(.0) = V(s T) = Z4(0) = Z,(.T) = 0.

(2.125)

Se denotarmos para, A > 0,

o, ) = Pomled

podemos aplicar a desigualdade de Carleman para U, V, Z no intervalo (0,7") (para
tal basta fazer uma mudanca de varidvel ¢ =¢ — £ e ¢t € (0,T) implica { € (=%, %)

e depois, volta-se ao intervalo (0,7") pela mudanga de variavel).

Existem sg, A\g > 0 e C' > 0 tal que para s > sp e A\ > A\g > 0 temos que:

T pL
A [ ool + G ol P KU 4 UV + ol 2o

+E|U, +V+lzy2+ko|Z —U? )dxdt

s / / et g (U + |V + | Z)dudt

< C’/ / 2| Ly (U, V, Z)] d;pdt+c/ / e* M| Ly o(U, V, Z)|*dadt
+0/ / M| Ly 5(U,V, Z)| dxdtJrCs)\/ e om0, (L) dt

T
+CsA / e oDV (L) Pdt + Cs) / e?eu0| 7, (L) Pdt.
0 0
(2.126)

Usando as desigualdades de Schwarz e Poincaré e o fato de 65 € C§°([0,7]) e

suas derivadas se anularem em [§,7 — 4], temos que:



T L
// 200 | L (U, V. Z) d:cdt+// 208 | L (U, V. Z)Pdudt

/ / e M| Ly 5( UVZ)|dxdt

<O [ [ I+ pl G+ UG Rl 4l + ol
+k|u, —i— v+ 12> + k0|zm lu\ )dxdt—l—

T L )x]W
a/ /I¥ %| |+m||+m|P
+k\um|2 + blug|® + ko\zm|2 + klug + v + 12]* + ko|zp — lul?)dzdt.

(2.127)
Por outro lado U = u,V =v,Z =z em [£ —n, T + 1] logo
T oL
SA/ / 2S“”Msomm ! +p2| !2+m\ \2+k'|U [* 4 bIVal” + kol Za|?
KU, +V+lZ]2+k0|Z U )dxdt
2+”
>3)\/ / e ( P1’ ’2+P2| |2+P1| ‘2
+k|u$| + b|vgc|2 + kolze|* + k;|ux +v+ lz|2 + k:0|zz lu|?)dzdt,
(2.128)

de (2.127), (2.128) e a desigualdade de Carleman (2.126) dividindo por 2" temos

+77 2 2 2
55/ / (92 4 ol S |2

+k]ux\2 + b’Ux|2 —i— k0]2m|2 + k]ux + v —i— lz\2 + ko2, — lul?)dxdt

<cn/t/ (192 + a2 pr 22 bl blesf? + Kol P
+k]ux+v+lz\2+ko|zx lu] )dxdt—ir

/‘l/ ml Ut F+pﬂ P
T—6

+k|ug* + b]vgc|2 + ko|za|? —i— k]uz + —i— 12 + ko2, — lu|?)dxdt
+OsA / 25(ons (L) -X0) 17 (112 gy
0

T T
+05A/ e VA2 )|2dt+C's)\/ 2 em D=0 7, (L) Pt
0 0
(2.129)
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Mas,

) L
/L/(m| P+ ool - n T2+ Kl 4 o+
k0|zx| +k:|ux+v—|—lz|2—|—k:0|zz lu| )dxdt

2.130
[ o2 i+ % 210
T-6

+k|ug|* + blug|* + l<:0|za;|2 + Elug + v + 12> + kol 2z — lu|?)dzdt
< C(E(1) + E(t) < C(E(0) + E(0)) < CE(0),

35/ / ml |+m| P+m| ° P
**7]

+/€]ux|2 + b|v:,;|2 + ko|z$|2 + /f]ux + v+ lz|2 + ko|zp — lu|?)dzdt (2.131)
Tis Tys
> CS/\/2 E(t)dt = CSx\/Q E(0)dt = Cos\E(0).
L5 L5

De (2.130) e (2.131) para sA suficientemente grande se tem que:
T
SAE(0) < Cish / (2a(ons (L) ~0) 17 (112 gy
r ’ AMo) T AMo)
—|—CS>\/ e lom B =0 (I )|2dt+C’s>\/ (om0 7 (L) Pt
0. 0
scsx/ e2elon L= sy, (L) Pt
QT L AMpo r Lt)—e*Mo)
+C'sA /0 2sten (L) =500 19y (L) [2dt + C'sA /0 ?slen (L) =e70) 9o (L) |2dt
T
< Cs / 2o L=y (112
%—‘ 2 L AMg 2 T 2 L AMg 2
+C’s)\/ ?sten (L) =50, (L) dt+C’s)\/ e?sten (L) =e™50) o (L)|2dt
0 0

T
< (s / (L) Pt
9

+C’s)\/
0

e da desigualdade anterior, temos o desejado. O

T
(o, (L) [2dt + Cis) / 1= (L) 2,
0
(2.132)

2.5 Controle na fronteira para o sistema de Bresse
utilizando o método HUM

Seja xg < 0 arbitrario, porém fixado.
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Definamos:
m:R—R

(2.133)
T x— Xp.
Ponhamos
Iy = {0},
Fl = {L}7
S = Tox]0, 7], (2.134)
Zl = P1X]07T[.
Seja
Ry =2 sup |z — x| (2.135)
z€[0,L]
Consideremos o seguinte problema
( P1Ptt — k(@m + ¢ + lw)x - kol[wm - ZSO] = O? em (07 L) X (07T)
P2y — biyy + k(e + 0 +1lw) =0, em (0,L) x (0,7
prwy — kolwe — lole + kl(pe + ¥ +1w) =0, em (0,L) x (0,7T)
@(Oat) = l/J(U»t) = UJ(O,t) =0, te (O>T) (2 136)
p(L,t) = g1(t),  o(L,t) = g2(t), w(L,t) =gs(t), t€(0,T) '
90( 70) ¥0, th(,O) = ¢, €em (O7L>
¢( )0) 1/}07 77Z)t(‘7 O) - wla em <07 L)
[ w(,0) =wo, wi(.,0) =wi, em (0,L).

O nosso objetivo é encontrar Ty > 0 e um espago de Hilbert H, de forma que
se {0, 1,0, 1, wo, w1} € H entdo existem controles g1, g2, g3 em |0, T[ tal que a

solucdo de (2.136) verifica:
o(T) = ¢/(T) = $(T) = ¥/(T) = w(T) = /(T) =0, ¥T >T.

Seja {ug, ui, v, v1, 20,21} € (D(0,L) x D(0,L))? e consideremos o sistema ho-
mogéneo de Bresse:

([ pruy — k(ug +v+12), — kol[z, — lu] =0, em (0,L) x (0,7)
P2V — bugy + k(uy +v+12) =0, em (0,L) x (0,7)
p1ze — kolze — lul, + kl(uy +v+12) =0, em (0,L) x (0,7
u(0,t) =v(0,t) = 2(0,t) =0, te€(0,T)

w(L ) = 0 = v(L,1) = 2(L,1) = 0, t € (0,T) (2.137)
u(.,0) =ug, w(.,0) =wuy, em (0,L)
v(.,,0) =wvy, v(.,0)=v1, em (0,L)
L 2(,0) =20, 2(,0)=2z, em (0,L)
O sistema (2.137) tem uma tunica solugao na classe:
fu,v,2} € [0, T} HA(0, L) 1 H(0, L)) 1 CH(0, T HY 0, L)', (2.138)
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Em verdade, temos o seguinte resultado de regularidade:
{u,v,z} € C*([0, L] x (0,T)) (2.139)

e,em particular, u,(L),v,(L), z,(L) € L*(0,T).
Consideremos o problema retrégrado:

([ 01Dy — k(P + U+ W), — kol[W, — 1] =0, e 0, L
PV — VU, + (O, + U+ W) =0, em (0,L)x (0,7
Wi — ko[Wo — 1P, + klI(P, + ¥ +IW) =0, em (
O(0,¢) = (0,t) = W(0,t) = 0, te(0,T)
O(L,t) =u,(L), Y(L,t)=wv,(L), W(L,t)=2,(L), te(0,T)
O(,T)=d,(.,T) = U(.,T) = U,(,T) = W(.,T) = Wy(,T) =0, em (0,L),
(2.140)

3

onde {u,v,z} é solucao de (2.137). Fazendo-se a reversao no tempo, o problema

(2.140) admite uma tnica solu¢ao {®, ¥, W} por transposicao, na classe

{®, W, W} € [C([0,T); L*(0, L)) N C*([0,T]; H*(0, L))]*. (2.141)

Em virtude da regularidade das funcoes {®, W, W} e de unicidade dos problemas
(2.137), (2.140) definimos:

A (D(0,L) x D(0, L))* — (H-1(0, L) x L*(0, L))?
{UO,Ul,Uo,’Ul,Zo, Zl} —> /\{(uo,ul) (Uo,’Ul) (20721>(} (2142)

= {(p1®(0), =p1®(0)), (p2¥'(0), —=p2¥(0)), ( 0), =W (0))}.

Agora desenvolveremos um raciocinio que nos permitira obter uma relagao entre
a aplicagao A, definida anteriormente e as derivadas u, (L), v,(L), z,(L) do problema
(2.137).
Como HZ(0,T) é denso em L*(0,T) e u,(L),v.(L), 2, (L) € L*(0,T), existem
(91 uens (92u) uen, (g3p)uen C Hi(0,T) tais que
g1 — uz(L)

92 = vx(L) (2.143)
g3 — 2z(L).

89



Consideremos a sequéncia de problemas

p1Put — k(P + U, +IW,) e — kol[W, —1®] =0, em (0,L) x (0,T)
P2V — OV oy + k(P + 0, +1W,) =0, em (0,L) x (0,T)

piWor — ko[Way — 1@, ] + KDy + U, +1W,) =0, em (0,L) x (0,7)
®,(0,t) =V,(0,t) =W,(0,t) =0, te(0,T)

) \Iju(L7t) = gQ#(t>7 Wll(L?t) - g3ﬂ(t)7 te (07T)

. ST =V,0,T)=Y,(.,T)

W, (., T)=Wu(.,T)=0, emn (0,L).

(2.144)

Fazendo a reversao do tempo, entao para cada pu € N, resulta que o problema

(2.144) admite uma unica solucao na classe

{0, W, Wt € [C([0,T]; HY(0, L)) N CH([0, TT; L*(0, L))

verificando
P1 P — k:(<I>,w +V, + ZWN)J; — kol[W, — 1¢] = 0,
p2leutt - b\I],umc + k(q)ux + \IJN + ZWM) = 0, (2145)
PiW e — ko[Ww — l@M]x + kl(@w +v, + ZWM) =0.

Mais além, para cada f, a solucao {®,,V,,W,} de (2.144) é também solugao
por transposicao. Resulta dai que {(®, —®), (¥, —V),(W,—W)} (onde {®, ¥, W}

é solugao por transposicao de (2.140)) é a dnica solucao por transposigao de:

( Pl(q)u — Q) — k((q)u — ), + (\I’u - V) + l<WM — W)
Rl S W), — (@, — @) =0

p2(Wy = W)y — b(Vy — W)y + kl((@ - ),
p1(Wy = W) = kol(W, = W)y = U(®), — D)),
+kl(Py — )y + (¥, = V) + (W, —W)) =0,

$,(0,t) — ®(0,t) = V,(0,t) — ¥(0,t) = W,(0,t) — W0,t) =0,
D (L. t) — Dy(L1) = g1,(t) — a(L)
Wo(L,t) = Wi(L,1) = ga() — (L
Bl T) — B(,T) = B0, T) — by
=V, (.. T)=V(,T)=W,(,T) -

+ (T, — W) + (W, — W) =0,

~
]
S
=
.
=
&
]
(@)

Além disso, de (2.40) segue que:

1P — Plleomzzo.n) + 1Yu = Ylleqmzzo.n) + [We = Willeqoryrzo,1)
< C{Hglu — uI(L)HLZ(O,L) + H92u - UI(L>HL2(O,L) + Hg:m - ZCE(L)HLZ(O,L)}7
(2.147)
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e de (2.85), obtemos:

197, — ' [leqoryr-10.2)) + 1V, — Yleqorsa-10.0) + W, = Wlleqorsa-10.1)
< C{llg1p — va( D) || r200,) + 1920 — v2(L) || 2200,) + 11930 — 22(L) [ 20,1 } -
(2.148)

De (2.143), (2.147) e (2.148) resulta que:

d, = em C([0,T];L*0,L)),

12(0, L))
U, U em C([0.T); 12(0, L)), (2.149)
W, — W em C([0,T]; L*(0, L)),

), — @ em C([0,T]; H'(0, L)),
v, =V em C([0,T]; H (0, L)), (2.150)
W, = W' em C([0,T]; H'(0, L)).

Por outro lado, dados Xg, X1, Yy, Y1, Zo, Z1 € D(0, L) existe uma solucao { X, Y, Z}
de (2.137) na classe (2.138) com dados iniciais {Xy, X1, Yo, Y1, Zo, Z1}. Compondo
(2.145) com X, Y, Z resulta que:

’

T
/ (1Dt — k(@ + 0, + IW,), — kol (W, — 1), X}t = 0
0

T
0

T
/ (01Wott — koWap —19,)s + EU(Dpy + Y, +IW,), Z)dt = 0.
\ 0

Integrando-se por partes obtemos (usando a extensdo A : H(0, L) — H~1(0, L))

p1(Pu(.,0), X1) — p1 (@, (., 0), Xo) +k/9 (g14(t), Xa(L))dt = 0
p2(Vu(.,0), Y1) — pa(W,(.,0), Yo) +b/ (g2 (1), Yo (L))dt = 0 (2.152)

0

(W (. 0), Z1) — o1 (W', 0), Zo) + ko / (gan(1), Zo(L))dt = 0.
De (2.143), (2.149), (2.150) e (2.152) resulta que
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k/T(uz(L),Xw(L))dter T(vx(L),Yx(L))dtJrko/T<zx(L),Zz(L)>dt

= —pl((I)(.,O),Xl) + p1<CI)/(.,O),XO> - p2(\1[(‘70)7yl)

+p2<\1ﬂ<" O>’}/0> - pl(W('7 0)7 ZI) + P1 <W,<'7 O>7 ZO>7 ( )
2.153

onde {X,Y, Z} é solugao de (2.137) com dados {X;, X1, Yo, Y1, 2o, Z1} € [D(0, L) x

D(0,L)]? e {u,v, 2} é a tinica solucao de (2.137) com dados {ug, u1,vo, v1, 20, 21 }-

Note que (2.153) pode ser escrito como

T T T
k:/ (um(L),Xx(L))dt—i—b/ <Ux(L),Yx(L))dt+k‘o/ (z:(L), Z,(L))dt
0 0 0
= ({p1('(-,0), =®(.,0)), p2(¥'(., 0), =¥ (., 0)), p (W' (., 0), =W (., 0)) },
{(Xo, X1), (Yo, Y1), (Zo, Z1) }) [H-1(0,L) x L2(0, L)) [H~ (0,L) x L2(0,L)}?
= (Mwuo, u1, vo, v1, 20, 21}, { Xo, X1, Y0, Y1, Z0, Z1}) (0(0,0))6,(D(0,L))6
(2.154)

Definimos

()« (D(0,L))° x (D(0,L))* = R
{u07;j’17 Vo, V1, %0, 21}7 {X07 X17 %7 1/17 ZOJ Zl} —

b ) X+ [ o) VL k[ (). 2D
(2.155)

Claramente a aplicagao em (2.155) ¢ linear e positiva.

Para provar que (2.155) é um produto interno em (D(0, L))® x (D(0, L))%, deve-
mos mostrar que a aplicacao € estritamente positiva. Mais precisamente provaremos

que:

({U07U1,UO,U1720721}7 {u07u17U07U17207Z1})* =0
(2.156)
SUu=u=1v9=v1=2=2=20

Se
u0:u1:U0:U1:z0221:0
= ({uo, w1, vo, v1, 20, 21}, {0, w1, v, V1, 20, 21} ) = 0

(2.157)

é imediato.
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Suponhamos que

({u()a U1, Yo, V1, 20, Zl}a {UOa Uy, Vo, V1, 20, zl})*

g g g 2.158
= k/ |u, (L)2dt + b/ lv.(L)|*dt + ko/ |z, (L)]2dt = 0 ( )
0 0 0

entao pela desigualdade inversa V T' > 2 sup |z — x| = 2(L — x¢), x0 <0.
z€[0,L]

T

0< E(0) < C’O{k:/OT |u$(L)]2dt+b/0 o, (L)|?dt + ko /OT |2, (L)[2dt = 0}

(2.159)
o que implica ug =uy = vy =v1 = 29 = 21 = 0.
Do exposto resulta que a aplicacao
I+ : (D(0, L))° — RF

(k/o \um(L)|2dt+b/0 \vm(L)|2dt+k0/0 |2, (L)|?dt)?.

define uma norma em (D(0, L))®. Consideremos F' o espago de Hilbert obtido com-

pletando (D(0, L))® com a norma ||.||., isto é

F=(D,L) x D(0, L), (2.161)

Pelas desigualdades direta e inversa existem C7, Cy > 0 tais que

T

T
log (L) |2dt + ko / |2, (L)|dt < CoB(0),
0
(2.162)

CLE(0) < k/OT|ux(L)|2dt+b/0

logo
Ci ||{U0, U1, Vo, V1, 20, Zl}”(H&(O,L)XLZ(O,L))B
S ||{U0,U1,'U0,'U1,Z(),Zl}||* S C’éH{UOaul)UO)UlaZOaZl}H(H(%(O,L)XLQ(O,L))?” (2163)
V{UOa U1, Yo, V1, 20, Zl} € (D(Oa L) X D<Oa L))3
Resulta de (2.160) e (2.163) que a norma ||{.}||« é equivalente & norma

{3 20,y x 22 (0,2 em (D(0, L) x D(0, L))

93



Consequentemente de (2.161) obtemos:

F=(D{©,L) x DO, L))" = (D0, L) x D(O, [ losemmszons o
= (H}(0,L) x L*(0, L))3. :

Munindo (D(0, L))® da topologia dada pela norma ||.||. provaremos que o operador
A dado em (2.142), que é obviamente linear, é continua. De fato de (2.154), (2.155)

resulta que

|(A{uo, w1, vo,v1, 20, 21}, { X0, X1, Y0, Y1, Zo, Z1}) [P 7

= ‘({UOauhUO:vl;ZOazl}a {XO,XDYO,Yl,Zo,Zl})*’

< |[{uo, w1, vo, v1, 20, 21 |« [{ X0, X1, Yo, Y1, Zo, Z1 }||+
V{UO,ul,Uo,Ul,Zo,Zl}, {Xo,Xl,}/(),YLZO,Zl} - DG(O,L>

(2.165)

Pela densidade de (D(0, L))® em F segue que:

|</\{UO,U1,U0,U17ZO,21},{AO,Al,BO,Bl,CO,Cl}HF/’F
S ”{UO,Ul,UO,Ul,ZO,Zl}H*“{AO,Al,B(),Bl,C0,0l}H* (2166)
v{u(]?ul)/UOavlaZOaZl} S D6<07 L)7 € {A()aAlaBOaBl:COaCl} € Fa

o que implica que:

|| </\{U0, Uy, Vo, V1, 20, ZI}HF' S ||{u07 U1, Vo, V1, 20, ZI}H* (2 167)
V{anuhUOyvlaZOazl} € D6(Oa L)a .
o que prova a continuidade do operador A. Agora, pela densidade de (D(0, L))% em

I podemos estender A, de maneira tnica, a um operador linear e continuo:

A:F—F
{A07 Al) BO; B17 COa Cl} — K{A()) A17 BO; Bla CO) Cl} (2168)
= hm,u—H—oo /\{AO;M Al;n BO,ua Bl,ua CD}M Olu}

onde:

{AO;u Alua B(Jua Blu: CO,ua Clu}MEN C (D(Oa L))6

2.169
I{ Ao, Ares Bows Brs Cows Cin} — { Ao, Avs By, Br, Co, Ci}ls — 0. (2169)

Notemos que a definicao anterior independe da sequéncia

{A0M7 Aluy BO/u Bllﬂ COM’ Clu} que aproxima de {Ao, Al, Bo, Bl, C(), Cl}

Provaremos que

7\{./40, Ala BO7 B17 CO; Cl} = {qu)/(-a O)J _plq)('a 0)7 pQ\Iﬂ('? 0)7 _/)2\1/(-7 0)

,pIW'(.,0), =ptW(.,0)} (2.170)
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onde {®, ¥, W} é solugao por transposicao de

( p1 Dy — k(D + U+ IW), — kol[W, — 1¢] =0
PV — bW, + k(P + ¥ +1W) =0
p1 Wi — ko[We — 9], + kl(®, + ¥ + W) =0
®(0,t) = ¥(0,¢) = W(0,t) =0, te€(0,T)
CI>(L t)=A, (L), U(L,t) = B,(L), W(L,t)=C.(L), te€(0,T)
O, T)=0,(,T)=V(,T)=V,(,T)=W(,T)=W,(.,T)=0, em (0,L)
(2.171)

onde {4, B, C} ¢ solugao de

([ p1Ay — k(As + B+1C), — kl[C, —1A] =0
p2Biy — bByy + k(A + B+1C) =0
p1Cy — ko|Cy — 1A, + El(A, + B+1C) =0
A(0,t) = B(0,t) = C(0,t) = A(L,t) = B(L,t) = C(L,t) =0 (2.172)

A( 70) AoaAt( 70) - Al
B(>O) = BOa Bt(70) = Bl
. C(.,O):Co,ct(,O):Cl.
Com efeito,

seja {Ag, A1, By, By,Cy,C1} € F e consideremos
{AO;m Aluy BO;M Bl/m COI“ Clli} C D6(O, L) tal que

{Aol“Al/“BOH?‘BlH?CO,LL?Cl,LL} — {A07A17B07BIJC(]7CI} em F (2173)

Temos de (2.142) e (2.168) que

K{A07 Ala B07 Bla 007 Cl} = HETOO /\{Ao;m Al/u Bo,ua Bl;m COM) Clu}
= METm{pl(I)L<7 0)7 _plq),u('u O)J pQ\II'/u(v 0)7 _02\Iju(-u O)? plW//j,(a 0)7 _plwu('7 O)}
(2.174)
onde, para cada p € N, {®,, ¥, W,} é a tnica solugao por transposi¢ao do pro-

blema:
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(1@ — k(B + Uy + IV, )y — ol (W — 1] =
oWy — by + (D + T, + [W,) = 0
P Wit — ko[ Ww — 19,0 + KI( @y + T, + 1W,) = 0
®,(0,t) = W,(0,t) = W,(0,£) =0, te(0,T)
(L, 1) = Aye(L), Wp(Lot) = Buu(L), Wo(L,t) = Cyu(L), t€ (0,T)
Q,(,T)=2,u(,T)=9,(.T)=V,(.T)
= ST)=Wu(.,T)=0, em (0,L)

(2.175)
onde {A,, B,,C,} é solugao de

( prAu — k(Auz + B +1C),), — kOl[CM - lAu] =
p2But — 0By + k(A + B, +1C,) =0
p1Cun — kolcue — LA, + k(A + B, +1C,) =
A,(0,8) = B,(0,) = Cu(0,8) = A, (L,t) = Bu(L,t) = Cu(L,t) =0 (2.176)
A

A#(.,O) = #07A#t('70) = Aﬂl
BM(.,O) = BMO»But(-:O) = Bul
L Cu(1,0) = Cpo, Cu(.,0) = Clr.

Resulta daf que {®, — @, ¥, — ¥, W, — W} é a tnica solucao por transposicao de

(2P — ) — k(D — @)y + (T = ) +U(W, — W),
—kol[(W, = W), = (P, —P)] =0
pa( W, — W)y — b(U, — W)y + k(D — B)y + (T, — W)+ {(W, — W)) =0
PrWy = W)y — ko[(Wy = W)o — (D, — ;I))]m

FRI((®, — ), + (U, — ) + U(W, — W) =0
®,(0,t) — B(0,1) = U, (0,¢) — V(0,) = W,(0,£) — W(0,t) =0, € (0,T)
P, (L,t) — (L,t) = A o(L) = Ax(L), Wy(L,t) — W(L,t) = Buu(L) — Bx(L)

= ( )_Cx(L)u

P, ( T) (., T) =V, (., T)—U(.,T)

T)=Wu.(,T)=W(,T)=Wyu(,T) = W(.,T)=0
(2.177)

Wu(L,t) = W(L,t)
(., T) — P, T):
= W, T) = Wi,

onde {A, — A, B, — B,C, — C} é a tnica solucao de
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(A= A — k(A — A)s + (B — B) + 1(C, = O))a
—kol[(C), — C)y — (A, —A)] =0
p2(By — B)u — (B, — B)aw + k((Ay — A)e + (B, — B) +1(C, — C)) =
21(Ch — Chu — kol(Co — O — (A4, — ),
RI((A, — A)y + (By — B) + [(Cy = C)) = 0
A,0,t) — A(0,t) = B (0 t) — B( 1) =C,(0,t) — C(0,t) = A, (L,t) — A(L, 1)
Bu(L, 1) — B(L,t) = Cy(L, 1)

= By( (L,t) =0

AN( ’O) A( ) AOM AD? ( 70) At( 70) Alu Al

BM( 70) ( ) ) BOa ( 70) Bt( O) Blu - Bl
\ CM( 70) ( ) COH CO? C ( ) ) C ) ) Clu Cl

(2.178)
De (2.40) e (2.85)

1@, — Plleqomzo.L) + 1% — Ylleqomz2o.L) + 1Wa — Wlleqom;z20,L))

+|®5, = llcqorma-—r0.0) + 1V, = Vgm0 + IW, = Wleqoma-1o.)

< C{k|| A (L) — Ae(D)|22(0,2) + 0| Bua(L) — Bo(L) || 220,

+kol|Cpua (L) — Co (L) £2(0,1) }

= C(H{AON - Ao, Alu - A17 BOu - Bo, Blu - B17 CO,u - 007 Olu - Cl}“*) ( )
2.179

onde a ultima desigualdade decorre de (2.160). Finalmente de (2.173) e (2.179)

resulta que:

B, 5@ em C(0,T);12(0,1))
¥, =V em C([0,T];L*0,L)) (2.180)
W,—=W em C([0,T); L*0,L))
=@ em C([0,T]; H*(0,L))
W, 0 em C(0,T]; H(0, L)) (2.181)
W, —=W'" em C([0,T}; H (0, L)).

De (2.174),(2.180) e (2.181) segue (2.170).

Definamos:

b({lﬁ/{),UhUO,Ul,ZO,Zl},{XO,Xl,)/O,}/l,ZO,Zl})
= </\{U/(),U17'U()7'U1,ZO,21},{XO,Xl,%,n,ZO,Z1}> (2182)
V{UO,U1,U0,U172072’1}, {X07X17Y'07}/17 ZO7 Zl} € F

que é claramente uma forma bilinear.

Provaremos, a seguir que b(.,.) é continua e coerciva em F. Com efeito, sejam
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{uo, u1, vy, v1, 20, 21 }, { X0, X1, Y0, Y1, 20, Z1 } € F e

({tt0u: s Vous Viges oy 2130}y ({Xopws X1, You, Vi Zow, Z1u}) € (D(0, L))° tais que
{uop, 1ps Vop, V1g, Zop, 21} — {Uo, w1, vo,v1, 20, 21} €

{Xopw, X1, You Yiu, Zop, Z1,} — {Xo, X1, Y0, Y1, Zo, Z1} em F.

Para cada 1 € N de (2.166) vem que:

|</\{U0u, U ps Vo Vlps 20us Zlu}a {XO;m Xl;u }/E);Jn Yl;m ZO;U Zlu})F’,Fl

S H{Uom ulu; vO,ua vl/u ZOua Zlu}H*H{XO,ua Xl,uv YE);M leu: ZO;M Zlu}H*

Tomando o limite na desigualdade anterior temos:

|(A{uo, u1,vo, v1, 20, 21}, { X0, X1, Yo, Y1, Zo, Z1})|

2.183
S H{u07u171}071}1720721}H*||{X07X17%7Y17Z07ZI}H* ( )

o que prova a continuidade de b(.,.).

Para provar a coercividade da mesma notemos que de (2.154) e (2.160), para

cada p € N podemos escrever

</\{Uou7 Uty Vops Vlpy Z0p» Zm}, {Uom Uty Vops Vlpy 20ps Zly})F’,F|

= { oy wips Vous V10, Zos 21} 12

e no limite obtemos:

</\{UO, Uy, Vo, V1, 20, Zl}7 {Uo, Uy, Vo, V1, 20, 21}>F’,F|

= ||{U0, U1, Vo, V1, 20, 21}”2

o que prova a coercividade de b(.,.).

Assim, por Lax-Milgran dado {Fy, Pi, Qo, Q1, Ro, R1} € F’

Al {ug, uy, vo, v1, 20,21+ € F tal que

<{P07 Pla Q07 Q17 ROa Rl}7 {X07X17 1/07 Y'17 ZO7 Zl}> =
b({@vu17U07U1720721}7{X07X17%7}/17Z07Z1})

= (Muo, ur, vo, v1, 20, 21}, { Xo, X1, Yo, Y1, Zo, Z1 })
V{Xo, X1, Y0, Y1, 20, Z1} € F,

(2.184)
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o que implica em funcao da defini¢ao de b(.,.) dada em (2.182) que:

Dado {P07P17Q07Q17R07R1} € F/ EI' {U07U1,U0,U1,Zo721} S F t(ll que
{Fo, P1,Qo, Q1, Ry, R1} = N{ug, ur, v, v1, 20, 21}

(2.185)

ou ainda, em virtude de (2.170), concluimos que:

Dado {P07P17Q07Q17R07R1} e 3 {u()?ul;UOuvlaZOle} €F tal que
PO = plcb/(vo)a Pl = _plq)/('70)7Q0 = P2\IJ/('70)7Q1 = _pQ\P/('aO)7
Rg = plW’(.,O), Rl = —p1W’(.,O),

(2.186)

onde {®, ¥ W} é a unica solugao, por trasposicao de:

1Py — k(P + U + W), — kol[W, —1®] =0, em (0,L)
PV — 0V, + k(P + UV +IW) =0, em (0,L)x(0,7)
P W — koW — 18], + kl(®, + U + W) =0, em (0,L)x (0,T)

®(0,t) = W(0,t) =W(0,t) =0, te€(0,7)

O(L,t) =u,(L), Y(L,t)=wv,(L), W(L,t)=2,(L), te(0,T)

| (L T) = (., T) =V(.,T) =V (., T)=W(,T)=Wy(.,T) =0, em (0,L).
(2.187)

x (0,7T)

e {u,v,z} é solugao de

prug — k(ugy +v +12)y — kol[ze — lu] =0, em (0,L) x (0,7T)

P2V — gy + k(uy +v+12) =0, em (0,L) x (0,7

P12 — kolze — lul, + kl(uy +v+12) =0, em (0,L)x (0,7)

u(0,t) =v(0,t) = 2(0,¢) =0, te€(0,T) (2.188)
uw(L,t) =0=v(L,t)=2(L,t) =0, t€(0,T) '
(,0) =ug, w(.,0)=wy, em (0,L)

(,0) =wvo, u(.,0)=wy, em (0,L)

(,0) =20, 2z(.,0)=2z, em (0,L).

u
v
L z

Lembremos que
F = (H}0,L) x L*(0,L))* e F" = (H (0, L) x L*(0,L))>.
Assim, elegendo-se
To=2(L —xz¢) e H=(L*0,L)x H(0,L))3, (2.189)
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entao dado

{w0, 01,0, ¢1,w0, w1} € H tem —se que
{Po, P1,Qo, Q1, Ro, Ri} = {p1io1, —p1po, p2tin, —patbo, prwr, —prwo} € F”
(2.190)

e de (2.186) resulta que 3! {ug, u1,vo, v1, 20, 21} € F tal que

©(.,0) = o, ¥'(.,0) = 1
U(.,0) = tho, ¥'(.,0) = ¢y (2.191)
W(.,0) = wo, W(.,0) = wy

onde {®, U, W} é a unica solu¢ao por transposi¢ao de (2.187) e {u,v,z} é a unica

solucdo fraca de (2.188) com dados ug, u1, vg, V1, 20, 21-

Considerando-se

g1 = U/CL‘(L)792 = U:t(L)>g?> = Zx<L) (2192)
no problema (2.136) sujeito aos dados iniciais conforme em (2.191), temos que tal
problema possui uma tnica solugao por transposigao ¢, 1, w.

Observemos que de (2.187) e (2.191) resulta que {®, U, W} ¢é também solucao

por transposi¢ao do problema (2.136).

Logo pela unicidade de solugao vem que o = &, ¢ = ¥, W = w e consequente-

mente de (2.187) concluimos que:

100



Capitulo 3

Controlabilidade
exato-aproximada interna para o
sistema de Bresse termoelastico

3.1 Existéncia e unicidade de solucoes forte e fraca

Counsideremos o sistema de Bresse termoelastico

([ prow — k(e + 0+ 1w), + kol[w, — ] = [iX ey, em  (0,L) x (0,T)
P2y — by + k(0 + 0 +lw) + 40, = foX@ 1), em (0,L) x (0,T)
prwg — kolwy — lo)y + kl(py + 9 + lw) = faxu ), em (0,L) x (0,T)
915 — klem + mw:pt = O, em (O, L) X (O, T)

(:0(07t) = QO(Lvt) = w(()?t) = 1/}<L7 t)
=w(0,t) =w(L,t) = 6(0,t) = 0(L,t) =
o(,0) = w0, ©i(.,0) =1, em (0,L
’QD( ) :’17[)0, @ZJt(,O) :Q/Jl, em (O,L
50) =wo, wy(.,0) =wy, em (0,L)
0(.,0) =6y, em (0,L),

0, te(0,7)

~— —

(3.1)

Trataremos agora a existéncia e unicidade de solugoes forte e fraca do problema

(3.1) via semigrupo; para isso consideremos o espago de Hilbert H = HJ(0,L) x

L*(0, L) x H}(0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L*(0, L) x L*(0, L),

munido da norma
U1 = |[(¢, @, 0, ¥, w,W,0)|* =
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L
/ [p1] @1 + p2| U * + o1 [W* + bl | + |ox + ¥ + lw|* + kolw, — lo]* + %|0|2]dx
0
a qual é equivalente a norma usual de H.

Se denotarmos V(t) = (@7 Pt @D» gbtv w, Wy, 9) e I' = (07 fla 07 f2a 07 f37 O) O pro-
blema (3.1) se torna
d V(t)=AV(t)+ F
AR (3.2)
V(0) =V,
onde Vy = (¢o, @1, o, Y1, wo, wy) e o operador A : D(A) C H — H é dado por

0 1 0 0 0 0 0
ki —kol?I LN 0 ktkopg 0 0
p1 P1 P1
0 0 I 0 0
A=| —%1p, 0o 2=t _Hg 0 =19, (3.3)
P2 P2 P2 2
0 0 0 0 0 1 0
—ko=kjy o _k 0 0 ko2 —kIT 0
p1 z p1 p1
0 0 0 —ma0, 0 0 k,0?

com D(A) = H2(0,L) N HL(0,L) x HE(0,L) x H2(0,L) N HL(0,L) x H(0,L) x
H2(0,L) N HY(0,L) x H(0,L) x HX(0, L) N HL(0, L).

Mostraremos inicialmente que A é dissipativo.
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De fato, seja U = (¢, ®, ¢, U, w,Y,0) € D(A). Entao

(AU,U),,
L
_ / F(0n 4 1+ 10)a® + Follws — 19]D + brus ¥ — k(s + 1+ )T
0
0,0 + hofuws — LT — Kl + 1+ 1) T + b0,

+k(90x + 1/1 + lw)(q)x + v + ZT) + kO[wx - ZSO] [Tr - ZCI)] + %[_mqjl‘ + klexx] d:l?

L
- / [—E(pp + 1 + 1) Py + k(@y + U + )P, )dx + [k(pp + 1 + lw)D]E
0
L L
/ (b0, Wy — Db, W, |da + [bp, W]E +/ [ko(we — 1) Yy — ko(we — lp) Y, ]dx
0 0

L
+ [ko(ws — 1) Y5 + / V0,V — ~v0,V)dx — [y Vo]
0

k s
”“/ 10, 2 + [ 99]0_ 71/ 0,[2dz, U € D(A).

Portanto, (AU, U),, < 0, o que implica que A ¢ dissipativo.

Mostraremos agora que 0 € p(A). De fato, seja (f1, f2, f3, f1, f5, o, f7) € H e

F = (f17f2af37f47f57f67f7>T7 provaremos que

—AU = F. (3.4)

Fazendo U = {¢, ®, ¢, ¥, w, T, 0}, a equagao 3.4 fica equivalente

—P =f1 em H}(0,L),
- = f3 em H&(O, L),
-7 =fs em Hj(0,L),

—k(pe — Y+ lw)y — kollw, —lg] = p1fa em L*(0, L), (3.5)
_wax+k(90x+w+lw> +’79:1: = P2f4 €1m LQ(OaL)a
—kolwz — 10]s + kl(pe + 0 +1w) =pifs em L*(0,L)
mwz ]Cl Tx = f7 em L2(0, L)

Assim definimos a forma bilinear
a: [HY(0,L) x HY(0, L) x HL(0,L) x L*(0,L)]" — R

L
— / (b0, + +E(pr + 0 + lw)(up + v+ 12) + kolwe — lp][ze — lu] + %Gp] dzx.

0
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Observe que a({¢, ¥, wl},{p,1,w,0}) define uma norma, equivalente a usual,
em [H}(0,L) x H}0,L) x H3(0,L) x L?(0, L)]. Donde segue que a é continua e
coerciva em [HL(0, L) x HY(0,L) x HL(0, L) x L*(0, L)]*.

Multiplicando-se (3.5)4, (3.5)5 (3.5)¢ € (3.5)7 por u, v, z e p respectivamente e

integrando-se em (0, L) obtemos que

L
a({p, ¥, w, 0}, {u,v, z,p}) :/ prfou ~+ pafav + p1fsz + frp dx
0
= {{G1,Go,G3}, {u,v,2}), Y{u,v,2,p} € Hy(0, L)x H(0, L)x Hy(0,L)xL*(0, L),

onde Gi = p1fa, G2 =pafs, Gs=pifs.

Pelo teorema de Lax-Milgram, o sistema (3.5)4 — (3.5)7 tem tnica solucao
{0, w,0} € HY0, L) x HE(0,L) x HL(0,L) x L*(0, L).
Logo, de (3.5) obtemos U = (¢, ®,v, ¥, w,Y,0) € H}(0,L) x L*(0, L) x H}(0, L) x
L2(0, L) x HY(0,L) x L*(0, L) x L*(0, L)

satisfazendo (3.4), provando assim que Im(—A) = H}(0,L) x L*(0, L) x H}(0, L) x
L*(0,L) x H}(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L).

Logo U = —AF e |A7'F|| = U] < C||F||, portanto || A7 < C, assim 0 €
p(A).

E pelo teorema 1.40 A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de contragao;
pelos teoremas 1.49 e 1.51, o problema (3.1)tem tnica solugao forte e fraca depen-
dendo da escolha de fi, fo, f3 e dos dados iniciais.

Denotamos {S(t)}+~0 0 semigrupo fortemente continuo em # associado ao sistema

(3.1).
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3.2 Solucao ultrafraca para o sistema de Bresse
termoelastico

Consideremos o problema

[ prug — k(ug +v+12), + kol[z, — lu) =0, em (0,L) x
P2V — DUgy + k(uy +v 4+ 12) + mpyy =0, em  (0,L) x (0,7)
p12u — kolze — luly + kl(u, +v+12) =0, em (0,L) x
—py — k1pez — Y0 =0, em (0,L) x (0,7)
u(0,t) = u(L,t) =v(0,t) = v(L,t) = 2(0,t) = 2(L, t)

= p(0,1) = p(L,t) =0, te(0,7) (3.6)

v(.,T)=wvg, v(.,T)=wv1, em (0,L)
Z(7T) = %0, Zt( ,T) = Z1, €m (OvL)
\ p(.,T) = Do, €em (07L)7

com (ug, Uy, v, V1, 20, 21, o) € L*(0, L)x H1(0, L) x L*(0, L) x H=(0, L) x L*(0, L) X
H='(0,L) x L*(0, L). Fazendo a mudanca de varidvel
T
U t) == [ ulz,s)ds + (@
t
T
V(x,t) = —/ v(z, s)ds + xa2(x)
t

Z(x,t) = —/t z(x, s)ds + xs(x)

com
—k(x12 + X2+ Ix3)z + Fol(x3: — Ix1) = —p1us,
—bX2za + k(X1e + X2 + IX3) = —p2v1 — MPog, (3.7)
—ko(x3z — Ix1)e + Kl(x12 + X2 + Ix3) =0, .
x1(0) = x1(L) = x2(0) = x2(L) = x3(0) = x3(L) = 0.
Tem-se

([ o Uy — kU, +V +12) + kol[Z, — IU] =0, em (0,L) x (0,T)
p2Vig = Ve + k(U +V +12Z) +mp, =0, em (0,L) x (0,7)
017w — ko[Ze — U] + KU, +V +12) =0, em (0,L) x (0,T)
—pt — k1pee — YV =0, em (0,L) x (0,7
U, T)=x1, U(,T)=wuy, em (0,L
V(,T)=x2 Vi(.,T)=wvy, em (0,L
Z(,T)=x3, Zi(.,T)=2, em (0,L

. »(,T)=po, em (0,L).

(3.8)

~— —
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Note-se que se fizermos uma mudanca na variavel temporal trocando-se t por
T —t, o sistema (3.8) torna-se similar ao sistema (3.1) e antdo, mostrando-se que
(3.7) tem uma tinica solugao em Hg (0, L)%, e que
| Oxas x2s Xa)ll ez o,y = (P11 pavr + mpos, prz1) | (zr-1(0,))3, assim como mostrado
em (3.1), teremos que (3.8) tem uma unica soluc¢do fraca, o que é equivalente a
(3.6) ter uma tnica solugao em C([0,7T]; L*(0, L)) e derivada em relagao a t em
C([0,T); H1(0, L)).

Mostremos que (3.7) tem uma tinica solugao (x1, x2, x3) em (H}(0,L))? e que
10x1, X2, X3)||(H3(0,L))3 ~ || (pru, p2v1 + mpoe, pr21) || (a-1(0,2))2-

Para tanto defina a forma bilinear
a: [HY(0,L) x HY(0,L) x HY(0,L)] — R

de modo que

a£{Xl> X2, XS}, {f, n, 0'})
0

Como claramente « é continua, mostraremos que « € coerciva em

[H§(0, L) x H(0, L) x H}(0, L)], isto ¢,

L
H(Xb X27X3)”z = / b‘X21|2 + k’Xlaz + X2 + lX3|2 + kO’XSx - lX1|2 dx
0
L

3.9
>C [ D+ Dae + ol + sl + Dol + s do 39
0
- OH(X17X27 X3)||?Hé(O,L))3
Suponhamos que (3.9) seja falso, ié., Vn € N, existe (X1n, X2n, X3n)
H(Xlna X2ns X?m)H(Hé(O,L))3 > nH(Xlna X2ns X3n)”*7 Vn € N. (310)

Defina
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( X1n

Xin = s
[ (X1ns X2ns Xan) | (H$(0,L))3
~ X2n
Xon = s
|| (Xlna X2n, XBn) ||(H(%(0’L))3
- X3n
X3n = .
L l(X1n, X2n, X3n) || (H$(0,L))3

De (3.10) e (3.11) temos

~ o~ o~ 1
||(X1n7x2nux3n)||* < ﬁ, Vn € N.
De (3.11) temos

H(%lna%%a%:in)HHOl(o,L) = 1, Vn € N.

De (3.13) podemos extrair uma subsequéncia de (X1n, X2n, X3n) € (Ha (0, L))?

que ainda denotaremos por (Xin, X2n, X3n) tal que

Xin — X1, em L*0,L),
Xon — X2, em L*0,L),
Xan — X3, em L*0,L),
Nine = X1z» em  L*(0, L),
None — Xoz, em  L*(0, L),

Nane — Xazs em  L*(0,L).
De (3.12)
b o . 1
/ b‘X2$‘2+k|Xlz+X2+lX3‘2+k0|X3z—ZX1’2 dr < ﬁ’
0

logo
Xone — 0, em, L*(0,L)
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e, pela desigualdade de Poincaré

Xon — 0, em, L*(0,L). (3.22)

De (3.21) e (3.22)

Xon — 0, em, Hy(0,L). (3.23)

Usando (3.23), de (3.20) chegamos a

Sglnw + l;(/?m — Oa em, LQ(Oa L) (324)

SESnx - l%ln — 07 em, L2(0> L) (325)

Por sua vez, de (3.14)-(3.19) temos que

)NClnx + l%&z - ilx + l>~<5, em, L2(0’ L) (3 26)
Xanz — IX1n = X3z — X1, em, L2(O7 L); ‘
logo, de (3.26) e das convergéncias anteriores, conclui-se que
%ll’ + ZSCJS =0,
i~ - 3.27
X3z — le = 0. ( )

O sistema (3.27) é um sistema de EDO e usando o fato de x1(0) = x1(L) =

x3(0) = x3(L) = 0 tem-se a dnica solu¢ao x; = x3 = 0.
Portanto y; = x2 = x3 = 0.

Da imersdao compacta de H}(0,L) < L*(0,L), e passando a uma subsequéncia

se necessario, temos que
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55171 — 551 = 07 em, L2(07 L)7
0,L

%311 — 5(/3 = 07 em, L2( 5 (328)

logo para n suficientemente grande temos que

1 (X1n)s X2n)s Xan) ||z < + 0 que contradiz (3.13).

Portanto existe um C1 > 0 tal que ||z (0,0)2 < Cill-|ls e Caoll-[[« < -l (a2.0,00)2
é imediato para algum Cy > 0. Portanto « é continua e coerciva em [H}(0, L) x

HY0,L) x HL0, L)%

Multiplicando-se (3.7)1, (3.7)2 e (3.7) por £, n, o respectivamente e integrando-se
m (0, L) temos

L
a({x1 x2, x3}, {&m0}) = / prun + (pa01 + mpoa)1) + prz10 da (3.29)

({—p1u1, —pav1 — Mpoz, —pr121},{&, M, 0}) - 1(0,L),H}(0,L)"

Pelo teorema de Lax-Milgram, o sistema (3.7) tem uma tnica solugdo em

(H&(O, L))3 e H(X17X27X3)”(H&(O,L))3 ~ ||(p1u, p2v1 + mpoﬂe,,0121)H(H—1(0,L))3

3.3 Sistema desacoplado

Consideremos o seguinte sistema desacoplado

p

P1Pu — (@; ++ lw) + kol[w, — lgﬂ =0, em (0,L)x(0,7)

patits — Diga + k(G + 0+ 10) + 2P, =0, em (0,L) x (0,7)

plwtt - kﬁ[wr - l@m + kl(gpz + ¢ + lU~]) = 07 em (07 L) X (Ov T)

0, — k1O, + miby =0, em  (0,L) x (0,7)

6(% t) = SZ(NLJ) =(0,t) =¢(L,t) = w(0,t) = w(L,1) (3.30)
=0(0,t) =0(L,t) =0, te€(0,7)
%(-70) = %o, @(wo) =1, em (0,
Y(.,0) = o, Pe(.,0) =1, em (0,
w(.,0) =wy, we(.,0)=wy, em (0,L)
(.,0) =6y, em (0,L),

™

\

~  ~ 1 (E-
onde P, = 1), — Z/ Yydx e P é o operador projecao de L?(0, L) em
0
F={V,;¥ e Hy(0,L)}, associado ao sistema (3.1).
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Primeiramente faremos a solucao de

(1B — k(Fe + O+ 1), + kol i, — @1—0 em (0,L) x (0,T)

0,L)
Pt — bbgy + k(Fy + ¥ + 10) + m]Pz/)t 0, em (0,L)x (0,7)
p1Wy — koW, — l(,?ﬂ;E + kl(ps + w +lw)=0, em (0,L)x (0,7T)
5(0,1) = B(L,t) = 1(0,) = (L, t) = @(0,t) = @(L,t) =0, t€(0,T)
95(70) = Yo, N( ) ¥1, €m (OvL)

(,0) =, Y(.,0) =1y, em (0,L)
w(.,0) = wo, wy(.,0)=wy, em (0,L)

<=

g

(3.31)

Consideremos o espacgo de Hilbert
H = [H}(0,L) x L*(0, )]

munido da norma

UL, = MG @9, 9.5 T}
L
- / o |®F + pal U + o] TP + b2
0
+k| Py + O + 1D + kol@y — 1P)? dx

a qual é equivalente & norma usual de H (a demonstragao pode ser feita usando

argumentos de contradigao).

Se denotarmos V (t) = {p, @,1}?, Jt,@,&?t} o problema de valor inicial (3.31) se

torna equivalente a

d
{ SV() = AV (1 (3.3
V(0) ="

onde Vy = {0, ¥1, %0, V1, wp, w1 } € 0 operador A : D(A) C H — H é dado por

0 1 0 0 0 0
KAk kg 0  ktkeg 0
P1 pr " p1 B
0 0 0 1 0 0
.A = _k 0 bO2—kI  —my Kl 0 (3.33)
p2 T P2 p2k1 P2
0 0 0 0 0 I
—ko—kjy 0 _K] 0 kodZ k12T
p1 z p1 p1

com D(A) = [H%(0,L) N H(0, L) x HL(0,L)]’.
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Mostraremos primeiramente que A é dissipativo. De fato, seja
U={3,®,14,0,3,T} € D(A). Entio
(AU, U),,
= /OL (Fo + 0 +18):® + kol[@, — 1] + boo ¥ — k(F, + ¢ + @)Y
T P + ko [@ — I3]0 — KU(By + O + 13)T + b, T,

kr
Fh(Fy + 0+ 13)(Py + U + 1) + kol@, — 13][T, — 1] da

L
_ / (B + & + 13) Dy + k(B + O + D)0, + [£(Fs + & + 15) D]
0

L L
/ b, W, — bip, U, )dx + b, U]E + / ko @y — 1) Ty — ko (@, — 17)Y,)dx
0 0

_ _ m L L
0

1

L L
== [ e 2 @ <0, ve D)
1 0

Portanto, (AU, U),, < 0 o que implica que A ¢é dissipativo.

Mostremos agora que 0 € p(A). De fato, seja G = {g1, 92,93, 94,95, 96} € H e

portanto é suficiente provar que existe U € D(.A) satisfazendo o problema espectral

-AU = G.

Fazendo U = {p, ®, @Z, U, 0, T}, a equagao 3.34 fica equivalente

—d =g, em H}(0,L),

k(P + )+ D)y — kol[@r —1F] = prgs  em L*(0, L),
B —v =g3 em H(0,L),
~bthye + k(Pr + U +10) + 5EPY = pygy  em L*(0, L),
-7 =g5 em H}(0,L),

)

— kol — 1P 4+ KUy + 0 +13) = pigs  em L0, L).
Isolando ¥ na equagao (3.35)3 e substituindo em (3.35),4 obtemos

P13 — k(Fs — O+ D)y — kollw, — 13] = G em L2(0, L),
p2¢ — bﬁ/):cx + k(g + ¢ +1w) =G, em LQ(O7 L),
plw - kO[wx lgb/]a: + kl((px + %U + la}) = G3 em L2(0> L)>

onde

Gi1=p1g2, G2 = p2ga + k—7P93 e G3 = p1gs-
1
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Assim definimos a forma bilinear
a: [HY(0,L) x HY(0,L) x HY(0,L)]" — R

de modo que

o({e, ¥ w} {u, v, 2})
= / [Davy + k(B + 0 + 13) (ug + v + 12) + ko[n — 15[z — lu]] da.

Observe que a({¢,?,w},{p,?,w}) define uma norma, equivalente a usual, em
[H}(0, L)]3. Donde segue que a é continua e coerciva em
[H(0, L) x HY(0,L) x H}(0, L))

Multiplicando (3.36) por u, v e z respectivamente e integrando em (0, L) obtemos
que

_ L
al{g, v, 0}, {u,v,z}) = / Giu+ Gov + G3z dx
= ({G1, G2, G5}, {u,v,z}>([)HS(O’L)3],’H3(O’L)3 , Y{u,v, 2} € Hy(0, L)

Pelo teorema de Lax-Milgram, o sistema (3.36) tem unica solugao {@, J,UJ} €
HL(0, L)3. Disso, de (3.35) e de (3.37) obtemos U = {&,®, 1, ¥, &, T} em H satis-
fazendo (3.34). Logo U = —AF e

|ATLE || = ||U]| < C||F||, portanto |[A7!|| < C, assim 0 € p(A).

E pelo teorema 1.40, A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de con-

tragao e pelos teoremas 1.49 e 1.51 o problema (3.31)tem tnica solugao forte e fraca

dependendo da escolha dos dados iniciais.
Pela unicidade de solugao de (3.31) e de (3.30)

0, — k0, = —m{bvmt, em (0,L) x (0,7T)

0(0,t) = 0(L,t) =0, te(0,7) (3.38)

6(.,0) =6y, em (0,L),

com _quxt € C([Oa T]> H71(07 L))? pOiS _mJt € C([Oa T]a L2<07 L))a
e

0, — k10w = —maby, € L2(0,T, H(0, L)).
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E bem conhecido que problema (3.38) tem solugao tnica, mostraremos que tal

solucao 6 € C([0,T]; L*(0, L)).

De fato, seja f = _m’{/;xt

logo

(61,60) + (6., 6,) = (f,6)

assim

2dtl9l2+l9 > <IFN6 < 5 IIfIIH o013 1.

logo
d o 02 2
E‘e‘ +16021° < 1 fll7r-10,2)(0, L).
Integrando em relagao a t temos
t T
O+ [0 < 500+ [ 1T ds
e portanto,

0 e L*(0,T; H (0, L)) e § € C(]0,T]; L*(0, L)).

¢ 6 6 a tica solugio de (3.38).

Teorema 3.1. Sejam P a projecao de L*(0, L) em F = {¥,, ¥ € H}(0,L)} e deno-

tamos por {S°(t) }+>0 0 semigrupo fortemente continuo em H associado ao sequinte

sistema desacoplado

(

plgott — (@C + @Z—i— lw) + kol[w, — 4,5} =0, em (0,L)x(0,T)
pathy — by + k(Fy + U + 100) + m;’P@/Jt =0, en (0,L)x(0,7)
P1 Wi —J{;O[wx —Nltﬂx + kl(p: + 77/1 +Ilw)=0, em (0,L)x (0,T)

0 — k100 + Mty =0, em (0,L)x(0,T)

$(0,t) = ¢(L,t) = (0,t) = (L, 1) = w(0,t) = w(L,?)
=0(0,t) =0(L,t) =0, te€(0,7)
(+0) =0, @(.,0) =1, em (0,L)
(-,0) =10, (.,0) =11, em ((O,L)

(,0) =wp, w(.,0)=wy, em
\ (,0) =6y, em (0,L).

Entao, S(t) — S°(t) : H — C([0,T); H) € continuo e compacto.

EIBSRESY

>
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Demonstracao: Seja B um conjunto limitado de H.

Temos

(0(t), e(t), (L), e(t), w(t), we(t),0) = [S(L)](0, 1, %0, 11, wo, wr, Op)

(gb’(t),gb’t(t),{ﬁv(t),Jt(t),@(t),ﬁt(t),g) = [So<t)](900,¢1,¢07¢17w0,w1,90)

para cada (o, 1, Yo, V1, wo, w1, 0) € B
fazendo@zgp—@,\Ilzz/J—{bv,W:w—ﬂ?e@zﬁ—atemos

.

p1Py — k(P + U + W), + kol[W, —1P] =0, em (0,L)x (0,7
= kw(Kﬂ%Pwt — %91«), em (0,L) x (0,7)

O — k104 + mipyy =0, em (0,L) x (0,7)
O(0,¢) = B(L,t) = T(0,¢) = (L, t) = W(0,t) = W(L,1)

—0(0,t) =O(L,t) =0, te(0,T)
O(.,0)=0, P(.,00=0, em (0,L)
U(.,0)=0, Uy(.,0)=0, em (0,L)
W(,0)=0, W,(.,0)=0, em (0,L)
©(,0)=0, em (0,L).

\

P Wi — ko[Wy — 1D, + kl(®, + U +IW) =0, em (0,L) % (0,7)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

~ 1~
Vamos mostrar agora que (%Pwt — k—Hx) é limitado em L'(0,T; H*(0, L)) para
1 1

algum s > 0 onde (o, 1, %o, Y1, Wo, w1, Oy) varia em B.

Decompomos
m
2
Ki

1
ki

| 2
0, =w, +w,

Py, —
onde w' satisfaz
ky
w'(0,t) = w'(L,t) =0
m -~ 1~
w'(.,0) = _k_%A¢1z - k—leo

e w? verifica

1 m |~
_th + wiw = __2A¢ttx
w?(0,t) = w*(L,t) =0
w?(.,0) =0,
9%
com A = (—@) L
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Temos que

|12l -1(0,0) < Cll91]].

Portanto

U1, € limitada em H™' (0, L)
Ay, € limitada em H}(0, L)
Ay, € limitada em L*(0,L)

m |~ 1
—k—%A%x - —

k: 0o ¢ limitada em L*(0,L)
1

Podemos escrever w'(t) = Gy (t)[w}]

m

~ 1 ~
onde wi = w*(0) = — 5 A1, — —b

2
e (G1 é um semigrupo analitico (ver [33]) gerado por 9.2 tal que
x

0° )
| 52Gi1 vl < Mt o]l 20,0y,

e

|G1(t)vl 20,0y < [V]l220,), Yo € L*(0, L).
Mostraremos agora que /T |w | g1+0(0,2) dt ¢ limitada.
0
De fato temos que
[w' (D)l 220,y = G (Owllz20,1) < llwgllzzo,r)

(S

1G (t)woll #1201

= Haa—;zGl(t)wéHLZ(o,L) < Myt~ e lwgll 20,0y < Mat™H|wgl| r2(0,1)-

(3.46)
(3.47)
(3.48)

(3.49)

Por interpolagao tem-se que H*(0, L) = [H™(0, L), H°(0, L)}y onde (1—0)m = s

0 < 6 < 1, m inteiro, assim podemos escrever H*(0, L) = [H?(0, L), H°(0, L)]s, com

1
s:2(1—9):1+(1—29),t0mandoa:1—2960<9<§,teremosO<a<1,

assim s =14+occom (0 <o < 1.
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Por interpolacao (ver [25]) temos

140 1-o

G () wpl e 0,0y < 1G1(E)woll o ) | G1()woll 2o 1y
_iy e i 1552

< (Mlt ) 2 HwOHL?(o,L)HwOHL?(o,L)‘

Portanto,

r 2C Lo
1 1-o 1 t
0llHI+o(0,L)0 >~ 0l1L2(0,L)» —
/0 |G (t)wp| dt < 1—0T 2 ||wp| onde C'= M

Assim, podemos concluir que

T
20 1—0o
/ [w!|| rr+e o,y dt < T T2 |lwgll 20,1)-
D - 0-

Agora observe que

- 1~ ~ -
Dot = — Ve — k(G + b + @) — %Pm] ¢ limitada em L2(0, T; H-(0, L))
P2 1
. L.~ ~ T~ MY 5 1
e assim Yy, = —[0pee — k(P + ¢ + lW), — — P1)y] é limitada em
P2

3}
L2(0, T (H2(0, L) N H2(0, L)),
2
Usando o operador 92 —A e suas extensoes

2
(—A: L*(0,L) — (Hé(O,mL) N H?*(0,L)) isometria e —A : HJ(0,L) — H'(0, L),
isometria e —A : HL(0, L) N H2(0, L) — L*(0, L)) e como 1, é limitado em
L(0,T; L2(0, L)), entdo e 6 limitado em L(0, T; (H(0, L) N H2(0, L))'),
portanto ty, ¢ limitado em L>(0, T (H(0,L) N H?(0,L))"), assim Uya ¢ limitado

em L>(0,T; L*(0,L)).

Analogamente como feito para w!, teremos que w? é limitado em
LY((0,T); H*(0, L)); logo, concluimos que w}, w? sdo limitados em
LY0,T; H(0,L)), com 0 < o < 1, isto é

(Kﬂ%PTZt - %gx) é limitado em L'(0,7T; H*(0, L)) para algum s > 0, onde
(¢0, @1, %0, 1, wo, w1, Op) varia em B.

Mostremos agora que S(t) — S°(t) : H — C([0, T]; H) ¢ continua e compacto.
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Seja B C ‘H um conjunto limitado com (g, ¢, ¥§, Y7, wi, wt, 6)) C B.

Entao:

S(t) - SO@)(@S» 90?’ w8,¢?,w37 w?> 98) = (Son - @"Mﬁ” - Jn’wn - @n: 0" — 571)’

entao existe uma subsequéncia de (¢, 7, ¥y, V], wy, wt, 0)) C B que, sem perda

de generalidade, usaremos as mesmas notagoes, tal que

<g087 90?7 1/}87 w?u wgv UJ?, 98) - (SO()v @1, w(b 1/}17 Wo, W1, 60) (350)

Mostraremos que

(S(t) - So(t))(@&@?7¢g7¢?7w87w711788) — (S(t) - So(t))(gp()a@la¢07¢17w0;w1,90)'
(3.51)

De fato, ja temos que

(S(t) - So(t))(gog,gp?,iﬁg, ?>w8’w?798) - (S(t) - SO@))(SOO?@laquawl>w0aw1>90)'
(3.52)

Considerando o funcional de energia E(t) associado a (3.42) temos

E(t) <3Py — 0:lr10m02(0,1));

logo p;— @y ¢ limitado em L>(0,T; L*(0, L)), ¢y — @y ¢ limitado em L>(0,T; H=1(0, L))
Dttx — Ptz ¢ limitado em L°°(0,T; H2(0, L)), como H?(0, L) tem imersao compacta

em L*(0,L) e L*(0, L) tem imersao continua em H~2(0, L) ver [36]

(S(t) - So(t))(@g>§07ll’w6l> ?>w8’w?798) — (S(t) - So<t))<¢07¢1aw07wl>w0aw1>90)'
(3.53)
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3.4 Resultados de Solucoes

Consideremos o problema

( prow — k(s + 0+ lw)y + kol(wy — ) =0, em  (0,L) x (0,T)
pay — bbyy + k(0 + ¢ +lw) + 40, =0, em (0,L) x (0,7
plwtt - kO(wx - 190)90 + kl(@x + ¢ + lw) = O’ em (07 L) X (OaT)
O — k10pp + mipyy =0, em (0,L) x (0,7)

@(Ov t) = (p(L,t) = w(ov t) = ¢(L>t) = w(()?t) = w<L7t>

=0(0,t) =0(L,t) =0, te€(0,T)
©(.,0) =vo, @i(-,0) =1, em (0,L)
77[](70) = ¢Oa wt(>0) = 77017 em (OaL)
w(.,0) =w, w(.,0)=wy, em (
0(.,0) =6y, em (0,L),

(3.54)

\
Lema 3.2. Se a solugdo de (3.54) (¢, v, w,0) = (c1,c2,c3,¢4) em (Iy,15) x (0,T),

onde ¢y, Ca, €3, C4 SG0 constantes, entdo (v, ¥, w,0) = (c1,co,c3,¢4) em (0, L) x (0,T).

Demonstragao: Sem perca de generalidade podemos supor ¢; = ¢ = ¢c3 = ¢4 = 0.
m

aq (%
Ox ' 0x

A notacao de Schwartz, na forma geral para m a ordem do sistema linear para N

Agora usando [18] para a € Z% a = (a1, as) com |a| = m denotamos

equagoes diferenciais com N incognitas temos a forma

> Aa(2)0u = B(x)

la<m

onde u e B sao vetores colunas com N componentes e A, sao matrizes de ordem

N x N.

Seja X = [p, ¥, w,0] o vetor coluna. A parte principal de (3.54) é dado por
A(g,o)a(QvO)X 4 A(Ll)a(O,Q)X + A(w)a(o,z)x com

pr 0 0 0
0 pp 0 O
Ao =1 ¢ o 0
0 0 0 0
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00 00
00 00

Adan=19 0 0 0
0m 0 0
£k 0 0 0
0 —b 0 0

Adeo =1 g ks O

0 0 0 -k

Portanto, a matriz caracteristica é

02 — k72 0 0 0

B 0 0262 — br? 0 0

A((£77777—)) - 0 0 p1€2 _ k07'2 0
0 nm 0 —ky 72

e a forma principal para o operador é dado por
Q(&,m,7) = det(A((§,n,7))) = (p1&? — k7?)(p2£? — b7%)(p1&§? — ko?) (—Fr7?).
A linha principal dada por

II={(z,t) e RxR:7r+& = C} é caracteristica com respeito a (3.54) se, e

somente se,
2 =0
;& —km? =0, 7==%/8¢
p2f? —bm? =0, T==%,/B¢
p1E2 — ko’ =0, T=% Z—;{'.

Consequentemente, as linhas caracteristicas do sistema sao

( :C
t+.,./Er=C
P1
4 o — (3.55)
P2
t+ %r:C

e, pela unicidade dada pelo teorema de Holmgren’s (ver [18]), conclui-se que

(p, ¥, w,0) =(0,0,0,0) em (0,L) x (0,7)
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Corolario 3.3. Se (p,¢¥,w) = (0,0,0) em (l1,l3) x (0,7, entdo (p,1,w,0) =
(0,0,0,C) em (0,L) x (0,T).

Demonstragao: De fato se (¢, 9, w) = (0,0,0) em (I, l5) X (0,T) entao por (3.54),
0, =0em (I1,l5) x (0,7) e por (3.54)4 6; =0 em (l1,l3) x (0,7),de 0, =0e 6, =0
em (ly,l3) x (0,7, temos que 6 = C, em (l1,l2) x (0,7) onde é uma constante
que nao depende de z e nem de t e pelo lema (3.2) (¢, ¥, w,0) = (0,0,0,C) em
(0,L) x (0,7) O

Proposicao 3.4. Suponhamos que T' > 2aR, se a solucio de (3.54) (p, v, w,0) é
tal que ((paw7w) = (07070) em <l1712) X (07T)7 entao (¢7¢7w79) = (07 07070) em
(0,L) x (0,T).

Demonstracao: De fato do coroldrio(3.3) temos que (¢, 1, w,0) = (0,0,0,C) em
(0,L) x (0,T) e pelo fato de 6(0,.) = 6(L,.) =0 em (0,7), entdo C' = 0, e portanto
(p, ¥, w,0) =(0,0,0,0) em (0, L) x (0,7). O

Proposicao 3.5. Suponhamos que T' > 2aR. Seja (u,v,z,p) solu¢io do sistema
(3.6) tal que (u,v,z) = (0,0,0) em (l1,02) x (0,T). Entao (u,v,z,p) = (0,0,0,0) em
(0, L) x (0,7).

Demonstragao: Fazendo-se uma reversao no tempo em (3.6) u(x,t) = u(x, T —1t),
v(x,t) = v(x, T — 1), z(z,t) = Z(z,T —t), p(x,t) = p(x,T — t), e em seguida
derivando-se (3.6), em relacao a t e chamando p; = 7 chegamos a
pruy — k(g +0 4+ 12), + kol[Z, — lu] =0, em (0,L) x (0,T,)
P2V — bUyp + k(Uy + 0+ 12) + mn, =0, em (0,L) x (0,
(

P12 — kolze — lu), + kl(u, +0+12) =0, em (0,L) X
ne — klnxx + YUzt = 07 em (07 L) X (07 T)

)7
7T)7

Como (u,v,z) = (0,0,0) em (l1,l3) x (0,T), entdo pela definigao de (u,v,2)
temos que (u,v,z) = (0,0,0) em (I1,l3) x (0,7T), e pela proposigao (3.4) (u,v,z,n =

pt) = (0,0,0,0) em (0,L) x (0,7), portanto p = p(z) por (3.6) teremos entao que
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Pz = 0 em (0,L) x (0,7, assim p = Cz e pelo fato de p(0,.) = p(L,.) = 0 em
(0,7). devemos ter que C' = 0, e portanto p = 0 em (0, L) x (0,7T).

3.5 Desigualdade de observabilidade e controle in-
terno

Considere o problema

/

p1pw — k(e + U + lw), + kol[w, — lp] =0, em (0,

P2 — 0y + k(pr + 9 + lw) + TPy =0, em  (0,L) x (0,T)
P1Wy — kO[w:t - ZSD]:L’ + kl(@x + ¢ + lw) = Oa em (07 X

(0,t) =w(L,t) =0, t€(0,T)

p(0,1) = ¢(L,t) = ¢(0,1) = ¢(L, 1) =w
@( 7()) ¥o, @t(vo) =¥, €m (OaL)
w(v ) 1/}07 wt(70) = wh em (O L)
[ w(,,0) =wy, wy(.,0)=wy, em (0,L)
(3.57)
1 L
com P, =y — Z/ Yydx. Sejam
R :=max{l;,L — 5} e o := max{1, pkl /;2 Zl

Teorema 3.6 (Desigualdade de Observabilidade). Para T > 2aR, existe uma cons-

tante positiva, C' > 0, tal que a solugao fraca de (3.57) satisfaz

lo
H{Sﬁoa%,wo}n Hi0.L)] T |’{9017¢17w1}||[L2(0L]3 < C/ / [0} + 9 + wi] de dt
(3.58)

Demonstragao: [Prova do teorema 3.6] Primeiramente, considere Ty € R tal que

T > Ty > 2aR. Entao, escolha ¢y € R satisfazendo 0 < g9 < min {12511, 20(;10{?}

Para simplificar a notagao, considere

O(x,t) = pilee(@, )] + paltbu(z, ) + prlwi(, ) + bl (2, ) + Klou (2, 1)]
+kolwe (2, 1) [* + Kl (z, 1) + lw(x, t)|* + kol®|@(x, )| (3.59)
—i—ex— / Uy (z, t)dr)? (3.60)
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Considere as fungoes Fg e Fg definidas conforme segue.

e ParaT >0e & € (0,L) tal que T'— 2y > 20, defina
T—eo—(§—2)

1 N
FH@.ZLM&ww Bz, t)dt, x € [0,€]. (3.61)

e ParaT >0e & € (0,L) tal que T'— 2¢¢ > 2a(L — &), defina

1 T—eo—(z—&)a
@@y—-/ B(z,t)dt, w €L (3.62)
2 eot(z—&)a

Para T' > 0 satisfazendo as condig¢oes ora mencionadas, segue que

T—eo
RO=FO=; [ o

Derivando-se Ffl em relacao a x vem que

d . T—eo—(é—x)
d—F (x) = / P11 Pt + Prbitis + prwie + by,
T eo+(§—z)a

+kpr e + kowewas + k(Y + w) (¢ + ), + kol*pp,dt

(0%
+ Xp(nt 3.63
t=T—eo—({—z) 2 ( )t:eo+(§—z)a ( )

+€— / )2 (3.64)

+ S 0(x.)

Integrando-se por partes as trés primeiras parcelas do lado direito da identidade

acima resulta em

T—eo—(£—2)x
/ P1P1P1e + P2 + Prwiwie (3.65)
eo+(§—2)a
[pl%pt@x + PQW%: + plCUth|€0+(£ )7:1:)04 (366)
T—eo—(§—z)x
- / P1PuPe + p2thuthe + prwpws dt. (3.67)
eot+(§—x)a

Multiplicando-se a primeira, segunda e terceira equacao de 3.57 por ¢,, 1, e w,,
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respectivamente, e somando-se os resultados obtém-se

T—eo—(§~x)
- / P1P1 Pz + P2Vue + Provyw, dt (3.68)
cot+(E—x)a
T—eo—(§—2)
= / _k’@xas%pz - k(dj + lw)w@w - kOl[ww - 190](:093 - wawwx + k%%
o+ (§—x)a

L
+k(1/) + lw)d%x + mwtl/}x - m(/ Q/Jtdx)wz - k(]w:cmwx + k?olSOzwx
3 mL'J,
+klp,w, + k(¢ + lw)w, dt.
Combinando (3.63), (3.65) e (3.68) chegamos a

d . T—eo—(£—2)a )
—Fl(z) = / [Qkol gogox—ke— / bidz)? (3.69)
€z cot+(E—z)a
777/%1% - — / Yedx )y + 2k (Y + lw) (Y + lw), } dt
«
Lo (¢t —&(x,1
* 2 ($7 )‘t:T—ao—(f—x)a+ 2 ($7 t=co+(§—x)a

Teeo—(£—
+p1pupa + pathitde + provwsl e G0

Provemos agora que as duas tltimas linhas de (3.69) é maior que zero. De fato,

e, ) (2, 8) + potn (3, s (2,1) + pro(a, Dwa (2, 1)) (3.70)
< Lo}, 1) + potd () + prec? (. 1) + Bl (o, 1) (3.71)
FE0Y2 () + rkows (@, ) (3.72)

< Smax {1, 8, 2, 84 [piof(e,0) + pov(a, 1) + prd(e,t)  (373)
+h@?(z,t) + 02(x, t) + kow?(z,t)] (3.74)

< ad(x,t), V(x,t) € (0,L) x (0,T), (3.75)

o que vem justificar a importante escolha de a e nos permite concluir que

0@, T —eo— (£ — 2)o )+a‘1>(37 g+ (§ — 7))
—(é—z)a >0 (376)
+ [01%901 + Pziﬁt% + plwth’E()Jr z)or = U.

Note também que

mLt _m [ Y ey — e e —
2/¢d:c /wda: >g /¢dm 5 /M;c

2
45k1 ZZJ 4eky Lw
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Assim, levando-se em conta a definicio de F}, podemos estimar (3.69), despre-

zando sua ultima linha, e obter

T—eo—(§—z)a m
g
— I (z) = / {%ol%% + =y

dz ¢ co+(é—)a ]{Zl
) ot 2
2k + ) (¥ + lw)e — o Lw

T—eo—(¢—7)x
> ¢ O(x,t)dt

2 cot+(E—2)a
= —CF{(x),

d
onde C' > 0 é uma constante positiva. Desta desigualdade segue que d—Fg () +
x

C’Fg(x) > 0 o que implica, quando multiplicada por um fator integrante, que

d
o [F(x )e“"] > 0. Integrando-se esta tdltima em [z, £] vem que

Fi(z) <CFNE), Vxel0,], €€(0,L). (3.77)

Integrando-se a desigualdade acima em [0, ¢] e usando a definigao de Fg obtemos

T—eo—(&— ac)oz T—eo
/ / v.t) dt dz < C / B¢, 1) dt. (3.78)

Usando-se argumentos analogos para Fg chegamos a
F2(z) < CF2(€), Vrel6 L], €€ (0,L). (3.79)

Integrando-se sobre [€, L] resulta que

T—eo—(z—&)a T—eo
/ / Bz, 1) dt dz < C / (&, 1) dt. (3.80)
eot+(z— f £0

Agora, fazendo-se 71 =11 +¢ep e 72 = ly — g9 vem que (71,72) C (l1,13). Desta
forma podemos definir

R := max {717 L —72} . (3.81)

Observe que R=R+ go. Entao, devido a escolha de €q, segue que Ty — 2¢¢ > 2a.R.

Logo, existe dy > 0 tal que Ty — 2g9 — 2adg > 2aR. Mais ainda, considere d € R tal
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que

0 < 4§ < min {50, b2 ; h } (3.82)

e observe que

cell, i +6] = Tp—2e0—2ad > Ty — 20 — 208y > 2R > 2al,

2 3.83
= Ty—2e9 > 20./(l1 + 5) > 20(6 ( )

E€(la—0,l) = Ty—2e—2a8>Ty— 20— 2ady > 2aR > 2a(L — 1)
= Ty —2¢¢ > 20[([1 — (12 — 5)) > QQ(L — f)

(3.84)
As implicagoes acima juntamente com as relagoes 3.78 e 3.80 nos fornecem
T()—Eo _
/ / x,t) dt doe < C/ O(&,t) dt, se & € [l,11 +6], (3.85)
eo+(&—x €0

To—eo— f)a To—eo —_~ —~
/ / 1) dt dv < O/ B(E,1) dt, se € € [lo— 6,1 (3.86)

o+(z—8a €0
Integrando as expressoes acima nos intervalos a que & pertence, a saber, ora em

[l1, 1, + 6], ora em [Iy — &, 15), resulta em

/l1+6/ /7:(:(:0 (3 ac)a (0,4) dt do dé < C’ﬁfl% /To—ao Bt dt de. (35T
/l // N xt)dtdxd€<0/l26/ﬂ)ao (€.4) dt de. (3.89)

Por outro lado, como & € [Ejl + ], podemos eliminar a dependéncia de & e
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estimar o lado esquerdo de (3.87) conforme segue

11+6 To—e0—
/ / / O(x,t) dt de dE
cot+(E—x
L+6  pl 1 +6
/z / F5 ) dz d€ +/l /l FE ) dx df

L+6  ph
>/ / Fg x) dx d€
i _
h+s phi pTo—co— (3.89)
= 2/ / / (x,t) dt do d€
+(E—x)a
ll+5 l1 To—¢eo )ll—i-& CC [0
/ / / O(x,t) dt do dE
l1+§ )
Lh+6  rh .
= /l1 / F; +5 ) dz d¢

_25/0 F () d.

De forma anéloga obtemos que:

To—co—(z—&)ax L
/z / / (x,t) dt dx d§ > 25/7 F’[Z,(;(x) dx. (3.90)

Combinando-se (3.87), (3.88), (3.89) e (3.90) e do fato que ¢ < 2% segue que:

0 C I1+6  pTo—eo C Iz pTo—eo
/ F @ de<—< | / O(¢,t) dt dE < —ﬁ / ®(z,t) dt de3.91)
0 ll €0 I €0

L To—¢eo I rTo—eo
ﬁFi_(s() :13<— / gtdtd§<—// O(x,t) dt du(3.92)
12 12 g

A escolha de Ty > O nos da Ty — 29— 200 — 2aR > 0. Da equivaléncia das normas

L
de [H3(0, L) x L?(0, L)]? induzida pela energia, FE(t), e da definigao de / O(x,t)dx,

0
juntamente com F(0) < CE(t),

(Ty — 220 — 200 — 2aR) E(0)
T()-&()-(E-Hs)oc To—EO—(E-‘r(S)Oé L (393)
§C/ E(t) dtSC/ / O(x,t) do dt
€ € 0

o+ (R+8)a o+(R+d)a

Da definigao de R temos que
50+(1§+(5)a2€0+(71+(5)0z260+(71—|—5—x)a, x €[0,L]; and
co+(R+8a>cg+(L—L+8a>e+(x—(ls—86—2)a, ze€l0,L]
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0 que, por sua vez, implica que

(50 + (R4 0)a, Ty —eo — (R + 5)04)

C (50 + (i +0—2)o, Ty —eq— (I, +6 — x)a) (3.94)
e

(80 +(R+0)a,Ty — o — (R + 5)a)
c (60+ (& — (Iy — ), Ty — 20 — (x — (I —5))a). (3.95)
Assim, aumentando-se o intervalo de integracao da tltima estimativa e trocando-se

a ordem das integrais chegamos a
0 Iy To— ao L

E(0) < c/ F (@) dm+C’/ / (z,t) dt d:v+C’/h F? () dx. (3.96)

A desigualdade acima junto as estimativas (3.91) e (3.92), nos permitem escrever

To—¢o lo— 50
) <C / / ) dz dt. (3.97)
li+eo

Portanto, da definicao de ® e do fato que T' > Tj segue que

T—eo la—eg
) < C/ / P17 + patbi + prwp + b2 + k@l + kow? + ki
oo (3.98)

+klPw? + kol?@?* + ex 7t fo Yy dx)? dz dt.

Note que

T—eo lo—eg
/ / 5:10—/ Yy dx)? dx dt
1+

T—eo ?2 —€0
< C/ / EZB—/ dx dx dt
- vi (3.99)

QT o pla—eo

< C’/ 5:1:'—2E(O) dx dt
li4e0

< (T = 260) (s — Iy — 2go)eME(0)

e tomando-se ¢ suficientemente pequeno tal que

1
C(T —2e0)(ly — I; — 250)5% < 5 obtemos
1

T—eo lo—eo )
< C/ / pl‘Pt + p2¢t + plwt + b¢x (3_100)

+¢€o

+k% o b TR + kol da dt,
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Nosso préximo passo ¢ eliminar os termos que tém derivada em relacao a = na

estimativa acima, ou seja, queremos obter uma desigualdade do tipo

T—eo pla—eo T pla
/ / b2 + kel + kow? da dt SC/ / O+ P2+ w? + 0 i+ w? da dt.
€0 l1 0 ll

+eo
(3.101)
Faremos isto considerando as fungoes “cut-oft” definidas a seguir
n € ([0, T]);
0<n(t) <1 Vtel0,T]
3.102
1(0) = n(T) =0 (3:102)
n(t) =1, em (g0, T — &).
e
v € C>([0, L]) tal que supp(y) C (0, L);
0<~(x) <1, Vo el0,L]
’7(1’) =1em (ll + €o, lg — 80); (3103)
v(xz) =0, em [0, L]\ (I1,15).
Uma vez escolhidas as fungoes 1 e v defina
pla,t) = 7*(x)n(t) € C>([0, L] x [0,T]).
E facil ver que
0 < pla,t) < 1, V(z,1) € [0, L] x [0,T];
p(l’,t) =1, V(Jf,t € (ll + 50,[2 — 80) X (50,T — 80); (3 104)
p(:v,t) = pt(x>t) = px(xat) =0, V(l‘,t) € [[07 L] \ (lla l2>] X (Oa T); .

p(z,0) =p(z,T) =0, Yz € [0, L].

Multiplicando-se as primeira, a segunda e a terceira equagoes de 3.57 por ¢p,

1p, wp, respectivamente, e integrando-se por partes sobre (0, L) x (0,7), obtemos
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T L

(I / (k2 + b} + kow?) p dx dt

o Jo
P

T L
< / 197 + patf + prwp + kol* 0 + kyp? + klPw?] p da dt
0 TO
+/ / Lepep| + palped| + pr|wipiw| + 2klplYw| dx dt
OT OL
4 [ [ Meapael + Kbpapl + Husopal + Klwso| + hllwp.| do dt
OT OL m’}/
s [ bl + 6] + el + 2
0 0 . 1
Uy / edrip| da dt
L 0

T L
—1—/ / ko|lwweps| + kol|pwap| + ko|pwpe| + kl|@.wp| dx dt.
o Jo

Observe que

/ / 7, / Yudap| d dt
T L mey
// /wty d:zdxdt—i—/ /0 4€kL\wp]2d:cdt
0 termo

/ / / () da de di

pode ser feito tal que

/ / / [ |Pde da dt < E(O)

para ¢ suficientemente pequeno.

Note que pelo feito acima e usando-se a desigualdade ab < % + % para os termos
onde nao temos derivada em relacao a x, e os termos com derivada em relacao a x do
lado esquerdo da estimativa (I) podem ser absorvidos pelos termos da direita com
uso de desigualdades do tipo ab < da? + 15 b2 para ¢ > 0 apropriado, e propriedades

da fun¢do p dadas em (3.104), o que nos permitem chegar a (3.101) mais $FE(0).
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Portanto, de (3.100), vem que
Tl
E(0) < C/ / @2+ P+ wi + Y+ @+ w? do dt. (3.105)
0 151

Para finalizar a prova da desigualdade de observabilidade basta mostrar que

T L Tl
/ / ©* + ¢ 4 widz dt < C’/ / @7 + U7 + wp d dt. (3.106)
o Jo o Ju

Demonstraremos este fato usando argumentos de contradi¢ao. De fato, suponha que
(3.106) nao se verifica. Entao, podemos encontrar uma sequéncia de solugoes nao

nulas de (3.57), denotada por {Qn,zzn,@n}neN, satisfazendo
T /L _ T [l _
/ / P2+ Y2 + w2 dx dt>n/ / P2, + 2, + Q% dr dt, Vn €N,
o Jo o Ji

o que implica que

T rl ~ ~
Jo [ @o iy + @5y da dt

Y A — — 0, quando n — oo. (3.107)
fo fo 02 + 2 + w2 dx dt
Denotando
On = Pn
VIT L@+ 02+ @2 do di
P O
VIT [E @+ 02 + 32 da at
Wn
Wy, =
T (L~ | 79 | ~2
fo fo @2+ 2 + w2 do dt
vemos facilmente que
T lo 1
/ / wit + %2% + th dr dt < — — 0 quando n — o0 (3.108)
0o Ju n
e, além disso,
T L
/ / g072Z + wi + wi dr dt = 1, para cada n € N. (3.109)
o Jo
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De (3.105), (3.109), (3.108) e pelo fato de CEy(0) < E,(t) < C1E,(0) ser limi-
tado, onde F,, é o funcional de energia associado ao sistema normalizado de solugao

{©n, Un,wn, }. Entao, por equivaléncia de normas, resulta que
{one }s {thne }, {wne } s80 limitadas em L*(0, T, L*(0, L)),
{on}, b}, {w,} sdo limitadas em L*(0,T, Hy (0, L)),

e, consequentemente, temos a convergéncia fraca de cada uma das sequéncias acima.

Pelo teorema de Aubin-Lions, passando a subsequéncias se necessario, temos
¢n — ¢ forte em L*(0,T, L*(0, L)),
¥, — 1 forte em L*(0,T, L*(0, L)),

wy, — w forte em L?(0,7T, L*(0, L)). (3.110)

As convergéncias fortes acima, juntamente com (3.109) implicam em

1= lim/ / 02+ P2 + w2 dx dt = / / ©* + %+ w? da dt. (3.111)

n—o0

Por outro lado, as convergéncias fracas de {¢n:}, {tnt }, {wnt} em

L*(0,T,L*(0, L)) nos permitem obter

n—oo

lz l2
/ / @7 + U7 +wp do dt < hmmf/ / ©2 A+ P2 4w do dt =0, (3.112)
l1 ll

o que implica que

or = =w; =0, em (Iy,13) x (0,7). (3.113)
Derivando-se no sentido das distribuicoes
Pt = wtt = Wy — O, em (ll, l2) X (O,T) (3114)

No que segue, denotaremos z = ¢;, u = ¥ e v = wy. Note que {z,u,v} é solugao

ultrafraca de

prew — k(ze +u+ W), — kol[v, — 12] =0, em (0,L) x (0,7),

Pty — Dy + k(2 +u + lv) + T Pu, =0, em (0,L) x (0,7, (3.115)
p1vg — kole(x)v, — 12]p + kl(z, +u+1v) =0, em (0,L) x (0,7), '
z=u=v=0, em (ly,l3) x (0,7).

Antes de chegar a contradicao propriamente dita, precisamos do seguinte resultado:
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Lema 3.7 (Regularidade escondida dos dados iniciais). A solucao ultrafraca {z,u,v}

de (3.115) satisfaz
z(-,0),u(-,0),v(-,0) € Hy(0, L),

2(+,0), u(+,0), v,(+,0) € L*(0, L).

Demonstragao: [Prova do lema 3.7] Considere a sequéncia de fungdes regularizan-

tes p, tais que

pv € G5 (R),
pu(t) >0, Vt € R,
supp(p,) C (—4,0), (3.116)

0
/ pu(t)dt =1,
1

para cada v € N. Considere também as extensoes de z, u e v dadas por

z(z,t), sete|0,T],
- ) 22T T+1-t], sete(T,7T+1],
Hat) =S 2(z,0)[t+1], sete[-1,0), (3.117)
\ 0, seteR\[-1,T+1];
( u(z,t), sete|0,T],
- ) wx, DT +1—1t], sete(T,T+1],
) = S u(z,0)[t+1], sete[-1,0), (3.118)
\ 0, seteR\[-1,T+1];
v(z,t), setel0,T],
- ) v, T+1-t], sete(T.T+1],
ol 1) = oz, 00t + 1], sete[-1,0) (3.119)
0, seteR\[-1,T+1].

Note que Z,u,v sao elementos de C(R;L?(0,L)) pois z,u,v € C([0,T]; L*(0, L)).

1

L (R; L*(0, L)). Fazendo a convolugao com a sequéncia

Consequentemente, 2, u,v € L

regularizante p, definimos
Zyi= 2Ry, Uy = UXP,, Uy = Uk Py, (3.120)

as quais, por sua vez, pertencem a C*°(R; L*(0,L)), para cada v € N (veja pro-

posi¢ao 1.19). Portanto, suas derivadas

ds _dk ds _dk dr _dk
i (z,,) =z % ﬁpy, i (ul,) = U * %pl,, T (v,,) =7 % ﬁpy, (3.121)
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ainda estao em C°°(R; L*(0,L)) para k =1,2,3,....

Agora, dado 0 < ¢ < T — Ty, considere v € N suficientemente grande de tal

forma que % < e. Isto nos permite definir as seguintes sequéncias:

2, (x,t) = / z(t — s)pu(s) ds, Vt € [0,T — €],

_1
v

uy (z,t) = / u(t — s)pu(s) ds, ¥t € [0,T — €],

v, (x,t) :/ v(t —s)py(s) ds, Vt € [0,T —¢].

1

Das definicoes de z,,u,,v, € z,,u,,v,, acima, vem que

d* dr d* dr d" dr
J=23), “w =), Lw-="@, 122
S ) =B, )=t @), ) =@, (12)
em C*([0,T — ¢]; L*(0,L)), k = 0,1,2,.... Desta forma, se t € [0,T —¢] e s €

(—%,O) temos que t — s € [0,7]. Assim, podemos reescrever o sistema (3.115)
inicialmente trocando-se t por t — s, e em seguida multiplicando-se essas novas

equagoes por p, e integrando-se com s variando em [—%, 0}, ou seja, chegamos a

P1zuvtt — k(zum + uy, + lvv)x - kol[vzx:p - lzu] - 07
P2Uptt — Dy + k(200 +uy + 10,) + T2 Puy = 0, (3.123)
P1Uvst — kO[Uz/m - lzl/].l‘ + kl(zum + Uy + lvu) - 0,

o que implica, em vista das regularidades acima, que
Zowas Upaa, Vyee € C([0,T —€]; H (0, L)), (3.124)
e, consequentemente,
2y, Uy, vy, € O([0, T — €]; Hy (0, L)). (3.125)
De fato, faremos apenas para z,. Lembre que (a(-)z,.). = Az, e que A é uma

isometria de L?(0,L) em D(A)’, extensao da isometria de H} (0, L) — H~'(0, L),
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e tem imagem em H~'(0, L) para cada t € [0,7 — €]. De onde segue que

120 llco,r—<); 13 0,2)) = suPsepo,r—e 120 () 20,1 (3.126)
= SUPyefor—q |A™ Az ()l 112 0,19 (3.127)

< A7 supgepor—a 1Az (D)l -1(0,1) (3.128)

= |A7MI(a() 2ve)all oo r—ez10.0)) (3.129)

< o0, (3.130)

provando-se que z, € C([0,T — ¢]; H3(0, L)).
Logo, de (3.122) e (3.125) temos que

ZV('? 0)7 uu<'> 0)7 U,,(', 0) € H(}<Oa L),

Z(+,0), e (-, 0), v,(-,0) € L*(0, L).

Desta forma, {z,,u,, v, } é solugao fraca de (3.123) e por argumentos de densidade

satisfaz a estimativa 3.105, i.e.,
T—¢ lo
E,(0) < C’/ / 22 4, + v 4 22+ ul 42 de dt. (3.131)
0 I

Observe que o termo da direita de (3.131) ¢ igual a zero. De fato, de (3.113) vem

que z(z,t) = 0 quase sempre em (I1,l3) x (0,7") e da definigao de z, temos que

0
2, (2, 1) :/ z(x,t — s) pu(s) ds =0, para todo (x,t) € [l1,1lz] x [0,T — €,
—_——

e consequentemente

9,
2z, t) = 5 2,(x,t) = 0, para todo (z,t) € [l1,ls] X [0,T —¢].

=0
Analogamente, u, = u,; = v, = v,; = 0 em [l1, 1] X [0, T — €]. Substituindo isto em

(3.131) resulta que E,(0) = 0. E como CE,(0) < E,(t) < C1E,(0)

E,(t)=0,Vvte[0,T —¢], Yv €N (3.132)
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e, da definicao de E,, segue que

2, Uy, v, 530 limitadas em L>(0,T — ¢; Hy (0, L)), (3.133)

Zuty Uyt Uy 580 limitadas em L>°(0,T — &; L*(0, L)). (3.134)

Entao, existem Z,u, v tais que

z, > %, em L®(0,T —e; H)(0, L)) (3.135)
u, =7, em L>(0,T —¢; H3(0, L)) (3.136)
v, =T, em L>(0,T —¢; H}(0, L)) (3.137)
2 — %, em L=(0,T —¢; L*(0,L)) (3.138)
Uy — Ty, em L>®(0,T — &; L*(0, L)) (3.139)
Uy — Ty, em L(0,T — &; L*(0, L)) (3.140)

Das propriedades de convolugao (ver proposi¢ao 1.21) também sabemos que, para

tel0,T—¢l,
2y =Py k2= Z=Zlpr—e = %, (3.141)
Uy = Py *x U — U = Uljor—e] = U, (3.142)
Vy =Py ¥V = U =|pr-q =, (3.143)

uniformemente para todo ¢t € [0,7 — €] na norma de L?*(0, L), quando v — 0.

Isto implica que as convergéncias (3.141)-(3.143) ocorrem em L>(0,T —¢; L*(0, L)).

Entao, por unicidade de limites, as convergéncias (3.135)-(3.143) nos permitem con-

cluir que

(0,5} = {zu,v}, em [L¥(0,T — & HL(0,L)]’, (3.144)

(2.0, 0) = {zu,v}, em [L20,T - L%0,L))]".  (3.145)

Além disso, a partir do fato que {z,u, v} € [C([0,T — ¢]; L*(0, L))]?, de (3.144) e da
proposicao 1.60 obtemos que

{z,u,0} € [C4([0,T —&]; HA (0, L))], (3.146)
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resultando que

2(0),u(0),v(0) € Hy(0, L). (3.147)
Da limitagao (3.133) e das equagoes do sistema (3.123) vem que
Zutt Untt, Upge 580 limitadas em L>°(0,T — e; H1(0, L)), (3.148)
e, portanto,

Zutt A Zyt €I LOO(O,T — & H_l(O, L)),
Upir — Uy em L(0,T —e; H(0, L)),

Uy — vy em L®(0,T —e; H (0, L)).

Estas convergéncias, associadas a (3.145), nos permitem concluir que

2, up, vy € Cy([0, T — €]; L*(0, L)), (3.149)

ou seja,
2:(0), u4(0), v,(0) € L*(0, L). (3.150)
Portanto, de (3.147) e (3.150) concluimos a demonstracao do lema 3.7. O

Retornemos agora a demonstracao do teorema 3.6. Pelo lema 3.7, vem que
{z,u,v} é, na verdade, uma solugao fraca do sistema (3.115). Em outras palavras,
podemos usar a desigualdade (3.105) e juntamente com as equagoes (3.113)-(3.114)

obtemos
T plo
E(O)SC//zt2+u§+vf+z2+u2+vzdxdt:0,
0 5

onde € denota a energia do sistema (3.115). Logo, z =u=v =0em (0, L) x (0,7).

Devido ao fato que z = ¢y, u = 9 e v = wy, temos que

wr = Yy = wy = 0 quase sempre em (0, L) x (0,7), (3.151)
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ou seja, as fungoes p, 1, w ndo dependem de ¢t € (0,7) e, portanto, satisfazem

—k(pz + 9 + lw), — kollw, — lp] =0,

—Folws — lplo + Kl(gs + ¢ +w) = 0, (3.152)
p(0) = (L) = ¥(0) = ¢(L) = w(0) =w(L) =0,
o que implica que
L
/ B2 + k(n + 0+ L) + oleon — 1o d = 0. (3.153)
0

Agora, note que o primeiro termo da integral acima, junto com a desigualdade de

Poincaré, implica que ¢ = 0. Assim, os dois tltimos termos da integral acima nos

fornecem
¢z +lw =0,
wy, —lp =0, (3.154)
o,w € H0,L),

implicando que ¢ = w = 0. Isto ¢, ¢ = ¥ = w = 0, o que contradiz 3.111. Em

outras palavras, estd provada a desigualdade 3.106.

De (3.105) e (3.106) concluimos a demonstracao do teorema 3.6. O

Proposigao 3.8. Para T > 2aR e para todo B C L?*(0,L) limitado, existe um
d =0(B) > 0 tal que

5 < /T /112(|u|2 a2+ |22) do dt (3.155)
0 1
para solugdo de (3.6) com dados iniciais tal que
| ((prua, pav1 4+ Mpog, pr21), (o, Vo, 20))| (rr-1(0,))3x(22(0,0)) = 1 po € B.
Como vimos na solugao de (3.6) a proposi¢ao anterior é equivalente a

Proposigao 3.9. Para T > 2aR e para todo B C L*(0,L) limitado existe um
d=0(B) > 0 tal que

T l2
0 S/ / (U + Vi + | Ze?) de dt (3.156)
0

l1
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para {U,V, Z p} solugdo de (3.158) com dados iniciais tal que

onde

\

1{x15 X2 X3}, {u0, vo, 20} | 3 0,)3x 220, = 1, Po € B (3.157)

Uy — k(U +V +12), + kol[Z, — U] =0, em (0,L)x (0,7)
p2Vie =0V + k(Up +V +1Z) + mp, =0, em (0,L) x (0,7)
0172y — ko[Zy — WU + KU, +V +1Z) =0, em (0,L)x (0,7T)

—Pt — klp:va: - Vth = 07 em (07 L) X (O’ T)

U(0,t) =U(L,t) =V(0,t) =V (L,t) = Z(0,t) = Z(L, 1)
=p(0,t) =p(L,t) =0, te€(0,T)

Ui, T)=x1, U(,T)=wuy, em (0,L)

V(,T)=x2 Vi(.,T)=wvy, em (0,L)
Z(,T)=x3, Z:(.,T)=2, em (0,L)
p(.,T) = Po, €m (O’ L),

(3.158)

h

SiS

e o sistema desacoplado associado ao sistema (3.158)

\

p1Un — k(Uy +V +12), + kol[Z, — 0] =0, em  (0,L) x (0,T)
P2Vt = Wog + KU, + V +12) = 2PV, =0, em (0,L) x (0,T)
p1 74 — ko[ Zy — WU, + KU, +V +12) =0, em (0,L) x (0,T)
—pt — k1Dze — Y02t =0, em (0,L) x (0,7

U0,t) =U(L,t) = V(0,t) = V(L,t) = Z(0,t) = Z(L,1)
=p(0,t) =p(L, 1) =0, te(0,T)

U(.,T) = xi, gt(.,T) =ugy, em (0,L)

(,T) = xe, Yt(.,T) =wvg, em (0,L)

(,T)=x3, Zi(.,T) =2, em (0,L)

~('7T) = Po, €m (O7L>7

(3.159)

N <

S|

Proposigao 3.10. Para T > 2aR e para todo B C L*(0, L) limitado existe um
d=0(B) > 0 tal que

T la
0 < / / (U + [Vi]> + | Ze?) da dt (3.160)
0 15

para {U,V, Z,p} solugdo de (3.158) com dados iniciais tal que
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[{x1, x2, X3} {UO,UO,Zo}||Hg(o,L)3xL2(o,L)3 >1, po€ B. (3.161)

Demonstragao: Fazendo-se uma mudanga na varidvel temporal em (3.159) te-
remos um sistema igual ao (3.6) nas trés primeiras equagoes, e por (3.6) chegamos

a

T o _ _
X X} sy + oo 20} ooy < [ [ (G + TP + 24 da .
0 151
(3.162)

decompondo-se (U, V, Z, p) = (ﬁ, ‘N/, Z,ﬁ) + (9,1, w, 0) teremos

( P1Ptt — k(<pw + ¢ + lw)m + kol[wz - l(p] fov em (07 L) X (07 T)
pﬂbtt - b¢xr + k(@x + @b + lw) = _n;;_:lp% — MPy, €M (07 L) X (O’ T)
prwy — kolwy — lgle + kl(ps + ¢ +1lw) =0, em (0,L) x (0,7)
O — k10pp + miyy =0, em (0,L) x (0,7)
SO(OJ) = (p(L,t) = Q/J(OJ) = w(Lvt) = w(ovt) = w(L7t>
Z0(0,4) = 0(L.t) = 0, te(0,7T)

@("T) = %o, th('vT) = 1, em (07 L)
¢('7 T) = o, wt('aT) =1y, em (07 L)
w(.,T) =wy, w(,T)=w, em (0,L)

(3.163)

De (3.162) segue que

||{X17 X2, X3}||H*1(0,L) + ||{U07 Vo, Zo}||L2(o,L)

T l2 T 12
<c [ [CqupeWie eIz deder [ Qa4 1 ) do di

0 l1 0 ll
(3.164)

Suponhamos que (3.160) seja falso. Entao existe um B C L?(0,1) limitado e uma

sequéncia de dados iniciais (X7, X4, X%, u), v3, 25, pl)) com p)) € B satisfazendo (3.161)

tal que
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l2 . . .
//(\Ui!2+\%’]2+\Z§|2) dr dt — 0, j — oo. (3.165)
0 15

De (3.164) e (3.165) e [[{x1, X2, X3}, {0, vo, 20 H| 1 (0,)3x 2(0,2)2 = 1, deduzimos

T lo
lim inf[/ / (Joe|® + [20¢]* + |w|*) dw dt] > 0. (3.166)
0 I

7j—0

Introduzimos dados normalizados

AAAAA (X17 X27 X37 uO? UO: Zoap%)
H ((pt ) wt ) wt)H(LQ(ZLZQ;(O:T)))3

(3.167)

e (U9, V4, Z\j,ﬁj), (@j,z/b\j,@j,@\j), solugoes de (3.158) e (3.163), respectivamente.

Temos entao que

Tl N .
/ / \&7| + |07 + @] do dt = 1,¥j > 1;
R (3.168)
//|U]|+!Vj|+|Z]|da:dt—>0.

o Ju
De (3.164) deduzimos que

T X3 X H 0,0 + 1@, T 2 20,0y < €

Por outro lado de (3.166) e de p), € B, logo pi, é limitado em B C L2(0, L), com
B limitado em L?(0, L).

Portanto, podemos extrair uma subsequéncia tal que

((5(\]17 5(\%7 55?3)7 (a%a 65]7 /Z\é)) - ((X\la 5527 5(\3)7 (a07 @\07 /Z\O))
em Hy(0,L)* x L*(0, L) (3.169)

S~ 2
0 ) .
Dy — b0 em L°(0,L) (3.170)
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(@1, 08, @) = (B, by, @) emL*((0,L) x (0,T))°, (3.171)
(U7, VP,Z]) = (U, Vi, Z,) emL*((0,L) x (0,T))?, (3.172)

—~
©)
=
B
~—
»n
an
o
n
e
—
o
0
o
(@]
n
o
@
—~
«w
=2
~—
—~
had
—_
(@)
o
~
@)
—~
w
—_
(o)
w
~—

onde (@,7,2,p), (U.V,Z,p),

respectivamente (U; = u,V, =0, Z; = 2).
Por outro lado, do Teorema 3.1 {3}, 47, @} é compacto em C([0,T]: L*(0, L))3

e, portanto,

(@101, @) = (B, @) em L*((0,L) x (0,T))°. (3.173)

De (3.168) e (3.172) deduzimos que

U=a em (1) % (0,7T),
‘/t == iJ\ em (ll, lg) 0, T), (3174)
r=2 em (l1,lp) x (0,7,
de (3.174) e (3.5) temos
ao = O,
@\0 = 0,
/Z\O = 07
po=0, (3.175)
ﬂl = 0,
%}\1 = 0,
/Z\l = 0,
o que implica que
(£.4.@) = (0.0,0). (3.176)
Por outro lado, de (3.168) e (3.173) temos que
(Bt e, @) || = 1 (3.177)
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o que contradiz (3.175) e (3.176).

O

Dado (@, &1, o, Uy, Wo, Wi,m0) € H = L*0,L) x H'(0,L) x L*(0,L) x
H=Y(0,L) x L*(0,L) x H™(0,L) x L2(0, L) introduzimos o funcional J : H — R

definido da seguinte forma:

1 T la
T s, vnsz0c 1) = [ [l 4ol + ) do
0 1

L L L
_pl/ (I)l’UOdl‘ - pg/ \Iflvodl' - pl/ leodﬂf -+ P1 <(I)0, u1> -+ pg(gfo, Ul>
0 0 0
L

%WNWE%>—/1mw+m@ﬁmdx+dWﬂm@m
0
(3.178)

Lema 3.11. Suponhamos que T > 2aR, entao

.. J(ug, uy, vo, v1, 20, 21
lim inf ( 0 » V0, y <05 7p0) > c.

[{uo,v0,20} {p2v1+mpos,p121.,0 I g =00 || (to, P11, Vo, P21 + MPoe, 20, p121,00)ll 7

(3.179)

Demonstracao: Consideremos uma sequéncia de dados (u)),ul, v}, v{, 2, 21, p})

em H tal que

Nj = H(uéaplujl.avgapﬂ]{ +mp%x,28,p12{,pé)’| — 00, ] —r 00.

Introduzimos os dados normalizados

Jood 0d 00 SJ S0 2

P B e B B B Mo~ I ( 0> Y15 Y0y Y15 <0y *15 0O
(u07u17UO7U17207217p6) - N.
J

e a correspondente solacao de (3.6)

Y J ad 2J J
@, 9,7, p5) = W) - ),
J
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logo

Jj(uo,uh?}o,m,Zo,ZhPO) _ &/T/b(laj‘2+ |@j|2+ |%7|2) dr dt
N; 2 Jo Juy

L L
n / @z — ps / Uide — 1 | WiZlde + pu (@, @) + po (W, F)
0 0 0

o (W, 3l — / (0 + ML) d + 1) 0.

0
(3.180)
Temos dois casos a considerar
l2

hmmf/ / ([0 + [P + |7) de dt > 0 (3.181)

]*}OO

ou existe uma sequéncia tal que
T l2 ) ) )

zi)/ / (|@)? + 7> + |27 ) do dt — 0, j — oo. (3.182)

o Ju

Claramente no caso 1)

lim inf J; (u07u1aU07U17'z0721ap0) — 00
j—00 N

J

No caso ii), temos

/\/\/\/\/\/\/\

~] ) = 29 2 =

(uo,ul,vo,vl,zo,zl, 0) (Uo, Uy, Vo, V1, 20, 21,00) em H. (3.183)

A~

Denotamos (4, v, z, p) a solugao de (3.6)

De (3.182) G =0 =2=0em (i1, l2) x (0, 7).

Pela proposigao (3.5)
(alb alai)\Oa i}\la /2\07 /2:\17}/9\0) = (07 07 07 Oa 07 07 0)

Assim
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@, 00,01, 20, 3 pl) — (0,0,0,0,0,0,0) em H. (3.184)
De (3.184) deduzimos

J‘(UO, Uy, Vo, V1, 20, Zl7p0)

lim inf
e N T N | | | | (3.185)
_ liminf(—]/ / (@P + [P + [Z]) de dt + 5|2 0.0).
j—o0 2 0 I
Se
lim inf || 2(0.0) > 1 (3.186)
j—00
entdo (3.179) ¢ imediato.
Por outro lado, se lim inf ||j5%||L2(07L) <1,
Jj—oo
entao, como
”(ﬁ(])?Pla]pa(J)aW@{ +mﬁ)x7/2\éapl/z\{a%)‘|ﬁ =1 vj S N7
segue que

De (3.187) e pj ser limitado em L2(0, L) e pela proposicao(3.8), temos que

Jj—00

T l2 . . .
liminf/ / ([@2 + [P + |7?) de dt > 0 (3.188)
0 15

o que contradiz (3.182).

Portanto necessariamente temos (3.186) e assim (3.182), ou seja o funcional J é

coercivo em H. O
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O funcional J é semicontinuo inferiormente, pois é continuo e também é estri-
la

tamente convexo (basta observar que / / |u|? 4 |v|* + |2|* dx dt é estritamente
o Ju

convexo, pois f : R — R definido por f(z) = x* ¢ estritamente convexo, os outros

termos de J sdo convexos.)

A derivada segundo Gateaux é

hm J((UO, Uy, Vo, V1, 20, Zlap()) + )‘(U(b UlJ %7 ‘/17 Z07 Z17 PO)) - J(UO, Uy, Vo, V1, 20, ZIJPO)
A—)O A

la
/ / (WU 4+ 0V 4+ 2Z) dz dt
L
_pl/ d Uodl' — pg/ \ %d.ﬁl} — P1 leodilf
0
+01(Po, Ur) + p2(¥o, V1) + p1<W07 Zl>
L Py d
_/Q%+m%w%dwmﬁ_ggﬁ
0

(L |pol2)?
(3.189)

Da coercividade do Lema (3.11) a semicontinuidade e o fato de J ser estri-

tamente convexo, garantem que o funcional J possui um unico ponto de minimo

P s s s S

T lo
|// (@U + 9V + 22) dz dt

59 L
o )
+/01<(I)0, U1) + pa(Wo, V1> + 01<W0, Z1>

—/ (no +mWo,) Py dz| < || Pol[z20,1)
0

para todo (Uy, Uy, Vo, V1, Zo, Z1, Py) € H e u,v,z,p solugdo de (3.6) com dados
(Uo, U1, Vo, U1, 20, 21, Po) € (U, V, Z, P) solucao de (3.6) com dados (Uy, Uy, Vo, V1, Zo, Z1, Po).

Observe que a solu¢ao de (3.1) com dados iniciais nulos e controles f; = 1,
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fo =7, f3 = Z tem-se que

l2
/ / wU +0V + 27 dx dt =
L

Pl/ e(T)Uy diUerz/ Yi(T)WVo do +p1 | wi(T)Zy do
0 0

—pu(@(T).Uh) — poltb(T), VA) — pu(ul(T), Z2) + / (6(T) + mi, (T)) Py d.
(3.191)

de (3.190), (3.191) tomando Py = 0 obtemos

@(T> =g @t(T) =d
W(T) =Ty (1) =T,y (3.192)
’lU(T) = Wo wt(T) = Wl-
(3.190) — (3.192) obtemos que
|/ —n0)Fol < e|lRolr20,1)

0 que, por sua vez ¢ equivalente a

10(T) — molr20,) < €.
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